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Los métodos de resolucién por radicales de las ecuaciones polinémicas de tercer y
cuarto grado son unas de esas antiguallas absolutamente inutiles que estda feo que un
matematico no conozca. Como es bien sabido, si K es un cuerpo de caracteristica distinta
de2ya,b ce€ K, con a0, las soluciones de la ecuacién cuadratica

ax’+br+c=0

en una clausura algebraica de K vienen dadas por

B —b+Vb? — 4dac

x )
2a

entendiendo que la ecuacién tiene una tunica raiz doble + = —b/2a cuando se anula el
discriminante D = b? — 4ac.

También es conocido que Tartaglia y Cardano encontraron una férmula andloga para
ecuaciones cubicas (en la que aparecen raices ctibicas ademds de raices cuadradas) y que
Ferrari encontré otra mas compleja para ecuaciones cuarticas. En realidad, mas que
férmulas, encontraron métodos de resoluciéon que pueden resumirse en sendas formulas,
si bien, en el caso de las ecuaciones cuarticas, la férmula es tan compleja que resulta
inmanejable, y es preferible describir el proceso de resolucion como un algoritmo de varios
pasos. Por 1ultimo, Abel demostré que, para n > 4, no existen férmulas analogas que
expresen las raices de la ecuacion general de grado n en funcién de sus coeficientes a través
de sumas, productos, cocientes y extraccion de raices, lo que convierte a las férmulas de
Cardano-Ferrari en dos singularidades algebraicas.

Los resultados de Cardano-Ferrari llevaron al descubrimiento y al estudio de los
nimeros complejos. En principio, los algebristas trataban de resolver ecuaciones con
coeficientes reales (normalmente racionales), pero tales ecuaciones pueden tener solucio-
nes imaginarias. Ciertamente, para encontrar ejemplos sencillos de esta situacién no
es necesario buscar entre ecuaciones cubicas o cuarticas, sino que modestas ecuaciones
cuadraticas sirven igualmente. Ahora bien, las ecuaciones cuadraticas con discriminante
negativo no “inducian” a buscarles raices imaginarias, ya que lo mas natural era concluir
que no tienen solucion, y eso zanjaba el problema. En cambio, cuando una ecuacién cibica
tiene tres raices reales distintas —que pueden ser conocidas si uno “se la construye” para
verificar la férmula de Cardano— resulta que ésta proporciona expresiones para dichas



raices en la que aparecen raices cuadradas de ntimeros negativos. Fue esto lo que in-
dujo a los matematicos a plantearse que tal vez fuera posible operar coherentemente con
cantidades “imaginarias” de manera que, simplificando las expresiones imaginarias que
proporciona la férmula de Cardano, se pudiera llegar finalmente a las soluciones reales de
la ecuacioén.

Antes de entrar en materia puede ser ilustrativo recordar la forma en que puede de-
ducirse la formula para las ecuaciones cuadraticas. En primer lugar, podemos expresar la
ecuacion en la forma b

24 x4 S =0
a a

Esto hace que no perdamos generalidad si suponemos a = 1, simplificacién que sera
1util en el caso ctbico y cuartico, pero que, dada la sencillez del caso cuadratico, no vamos
a hacer aqui. Tenemos entonces que —b/a es la suma de las dos raices de la ecuacion,
luego —b/2a es la media de las raices. Si hacemos el cambio de variable x = t — b/2a,
obtendremos una ecuacion en t cuyas raices seran las que resultan de restarle a cada una
de las dos raices de la ecuacion original la media de ambas, y esto hace que la nueva
ecuacién tenga raices con media (luego también con suma) igual a 0. Equivalentemente,
la nueva ecuacién debe tener nulo el monomio de primer grado. Comprobamos que asi es:

t—i 2+9 t—i +E_t2_w_0
2a a 2a a 4a2
Por lo tanto, las soluciones de esta ecuacién son t = ++/b?> — 4ac/2a. Deshaciendo el
cambio de variables obtenemos la férmula buscada.

1 Ecuaciones ciibicas
Empezamos enunciando el resultado general:

Teorema 1.1 (Férmula de Cardano) Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2
03 ysean a, b, ce K. Entonces, las raices de la ecuacion

2® +ar® +br+c=0 (1)

en una clausura algebraica de K wvienen dadas por

x:\?’/—q/2+\/g+\?/—q/2—\/g—a/3,

donde 3b—a? 2a% — 9ab + 27 2 3
—-a a” —Ya0 + 27c
p= A ; Az@) +(]3>,
3 27 2 3
la raiz cuadrada de A se escoge arbitrariamente vy, fijada ésta, las raices cubicas u y v
se escogen de modo que p = —3uv (es decir, se escoge una arbitrariamente y la otra se

calcula mediante esta relacion).



Notemos ante todo que la relacién entre las raices cubicas es correcta, es decir, que si
3
u=1\/—q/2+ VA
es una raiz cubica arbitraria del radicando y definimos v mediante p = —3uwv, entonces

v=1/—q/2 - VA.

En efecto, elevando al cubo vemos que p* = —27(—¢/2 + vA)v?, luego

s (0/3)(=q/2-VA) _
e T EEr S

como queriamos probar.

DEMOSTRACION: El primer paso es el anélogo al que hemos empleado en el caso de la
ecuacién cuadrética: tenemos que —a es la suma de las raices de la ecuacién, luego —a/3
es su media, luego el cambio de variable

x:t—g (2)

ha de llevarnos necesariamente a una ecuacién cuyas raices tengan media (luego suma)
igual a 0, por lo que tendra nulo su monomio de grado 2. En efecto, una comprobacién
rutinaria muestra que el cambio (2) reduce la ecuaciéon (1) a la forma incompleta

3+ pt+q=0, (3)

donde p y g son los valores indicados en el enunciado. Por consiguiente, basta resolver (3),
ya que la relacién (2) nos proporciona las soluciones de (1) a partir de las de (3). Vamos
a deducir la férmula de Cardano bajo la hipdtesis adicional p # 0, y luego veremos que
es valida incluso si p = 0.

Partimos del desarrollo

(u+v)* = u® + 0 + 3u’v + 3uv? = u® + v* + 3uv(u + v),
que nos da la identidad
(u+v)* = 3uv(u +v) —u® —v* = 0. (4)
Por lo tanto, si encontramos valores de u, v tales que
p = —3uwv, q=—u®— v (5)

tendremos que una solucién de (3) serd t = u + v. Podemos expresar (5) en términos
de u despejando v = —p/3u. (Notemos que ha de ser u # 0, ya que suponemos p # 0.)



Concluimos que una condicién suficiente para que ¢ sea solucién de (3) es que sea de la
forma

P
t=u—— 6
U= o (6)
para un u que cumpla la ecuacion
u’ +q— (p/3u)’ =0 (7)

0, equivalentemente (multiplicando por u?):
u® + qu® — (p/3)° = 0. (8)

Veamos ahora que la condicién es necesaria, es decir, que toda raiz ¢t de (3) es de la
forma (6), para un cierto v que cumple (8). En primer lugar, dado cualquier valor de t,
siempre existe un valor de u # 0 que cumple (6). Basta tomar una raiz de la ecuacién

u? —tu —p/3 =0. (9)
Llamando v = —p/3u, tenemos que t = u + v, p = —3uw. Si t cumple (3), entonces
(u+v)* = 3uwv(u+v)+q=0

y, comparando con la identidad (4), vemos que se cumple (5), lo cual implica que u cumple
(7) y, por consiguiente, (8).

Asi pues, concluimos que resolver (3) es equivalente a resolver (8), en el sentido de que
las soluciones de (3) son las que se obtienen a partir de las de (8) a través de (6). Ahora
bien, las ecuacién (8) es cuadrdtica en u?, luego sus soluciones son

3 _ —q+\/¢®+4(p/3)? _ _gi\/(q/2)2+(p/3)3

2

u

0, mas sencillamente:

= —q/2 + VA, (10)

Combinando las dos raices cuadradas de A con las tres raices cubicas, nos salen las
seis raices de (8), pero (3) s6lo puede tener tres raices. Ello se debe a que, para cada valor
de t, hay dos valores de u que cumplen (6). Dado uno de ellos, el otro estd determinado

por la relacion
uu’ = —p/3, (11)

que se deduce de que u y u’ son las dos raices de (9).
Fijemos un u; que cumpla (10) con signo positivo y una raiz cuadrada prefijada, y
sea u_ una raiz de (10) con signo negativo (y la misma raiz cuadrada). Entonces,

(uyu_)® = (q/2)* = (¢/2)> = (p/3)* = —(p/3)?,

luego uiu_ = —(p/3)w, donde w es una cierta raiz cibica de la unidad. Por consiguiente,

uy (w?u_) = —(p/3). Cambiando u_ por w?u_ (que también cumple (10) con el signo
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negativo), concluimos que, para cada u, elegido arbitrariamente, existe un u_ elegido
adecuadamente tal que uy y u_ determinan la misma raiz ¢ de (3). En definitiva, vemos
que las soluciones de (3) son de la forma (6), con

U= \/S_Q/2+\/Za

donde en esta expresiéon hay que entender que la raiz cuadrada de A es fija (elegida
arbitrariamente de entre las dos posibilidades) y que al variar la eleccién de la raiz cibica
recorremos las distintas raices de (3). Finalmente observamos que, de la segunda ecuacién

de (5), se sigue que
v = —q/2 — VA,

U= VB—Q/Q—\/K,

si bien es crucial tener presente que las elecciones de las raices ciibicas u y v no pueden
hacerse de forma independiente, lo cual nos daria 9 raices para (3), sino que u y v han de
cumplir la relacién p = —3uv.

luego podemos escribir

Con esto hemos probado la férmula de Cardano bajo el supuesto de que p £ 0. Ahora
bien, en caso contrario A = (¢/2)?, luego VA = +¢/2. Al sustituir cualquiera de las dos
elecciones del signo en los radicandos de las raices ctibicas obtenemos que una de las dos
se anula y la otra se reduce a /—q y, ciertamente, las tres elecciones de la raiz cibica
nos dan las tres raices de (3) en este caso. Ademads, la relacién p = —3uv se cumple
trivialmente. .

Conviene destacar algunos casos particulares:

Caso de una raiz triple (p = ¢ = 0) La ecuacién (1) tiene una raiz triple « (en una
clausura algebraica de K) si y sélo si es de la forma

(r — a)® = 2* — 3az® + 30’y — a® = 0,

con lo que a = —3a y la ecuacién (3) se reduce a t3 = 0, es decir, se cumple que
p = q = 0. Reciprocamente, si p = ¢ = 0, entonces (3) tiene una raiz triple y (1) también.
En resumen:

La ecuacion (1) tiene una raiz triple si y solo si p = q = 0, en cuyo caso,
dicha raiz es x = —a/3.

Es claro que la férmula de Cardano se reduce a © = —a/3 en este caso.

Caso p = 0 Ya hemos observado que si p = 0 (y ¢ # 0) la ecuacién (3) tiene tres
raices distintas, dadas por t = /—q y que la férmula de Cardano se reduce, ciertamente,

axr=+/—q—a/3.



Caso ¢ = 0 En este caso (3) se reduce a t* + pt = t(t* + p) = 0, con lo que (si p # 0)
tiene tres raices simples, dadas por t = 0, t = \/—p. Si aplicamos la férmula de Cardano
llegamos al mismo resultado. En efecto, ahora tenemos que A = (p/3)3, luego podemos

tomar vA = (/p/3)?, donde la raiz cuadrada se elige arbitrariamente. Entonces, una de

las posibilidades para u es u = \/]%, y la ecuacién p = —3wuv implica que v = —u, con lo
cual obtenemos la raiz t = u +v = 0.

Las otras elecciones posibles para u son wu y w?u, donde w es una raiz ctibica primitiva,
de la unidad. Los valores de v correspondientes son —w?u y —wu, respectivamente, luego
las rafces de (3) son ¢t = +(w — w?)u. Teniendo en cuenta que w? +w + 1 = 0, porque w
es raiz del polinomio ciclotémico tercero, vemos que

t? = (W +w—2)p/3 = —p,

luego t = /—p, como tenia que ser.

Caso A = 0 Vamos a probar que (1) tiene una raiz doble (sin excluir que sea triple)
si y s6lo si't A = 0. Es obvio que (1) tiene una raiz doble si y sélo si la tiene (3), luego
podemos trabajar con la ecuacién incompleta. Ya hemos visto que si p = ¢ = 0 se cumple
A = 0 y la raiz es triple, mientras que si sélo una de las dos cantidades p, ¢ es nula,
entonces A # 0 y las raices son simples. Por consiguiente, sélo falta estudiar el caso en

que pg # 0.
Una raiz ¢ es multiple si y sélo si anula a la derivada de (3), es decir, si y s6lo si cumple

3+ pt+q=0, 3t +p=0. (12)

Ahora bien:
3(t3 4 pt + q) — t(3t> + p) = 2pt + 3¢, (13)

luego (12) implica que t = —3q/2p. Sustituyendo en la segunda ecuacién de (12) queda

33q2
22—2924—]):0, (14)

que claramente equivale a A = 0. Reciprocamente, si A = 0, tenemos (14), lo que implica

que t = —3¢/2p es raiz de la derivada de (3) y, por (13), también lo es de (3), luego t es
una raiz doble. Con esto casi tenemos probado lo siguiente:

La ecuacion (1) tiene una raiz doble si y sdlo si A = 0. Sipg # 0, tiene
también una raiz simple y, en tal caso, la raiz doble y la simple son, respecti-

vamente
3¢ a 4p a

w 3 Y 9 3

IEsto se debe a que A es, salvo una constante, el discriminante de (3). Concretamente, el discriminante
de (3), al igual que el de (1), es D = —2233A.



En efecto, solo nos falta calcular la raiz simple, que podemos obtener del hecho de que
el producto de las raices de (3) es igual a —¢, luego la raiz simple ha de cumplir

y al despejar queda t = —4p?/9q.
Naturalmente, con la férmula de Cardano se llega al mismo resultado. Ahora tenemos

-

con lo que u = y/—p/3 cumple (u®)? = (¢/2)?. Por consiguiente, (+u)> = —¢/2. Esto
significa que, eligiendo adecuadamente la raiz cuadrada que define a u, se cumple que
u = {/—q/2 es una eleccién posible, a la que corresponde v = u y t = 2u. Las otras
elecciones posibles son wu y w?u, donde w es una raiz ctibica primitiva de la unidad, y
los valores de v correspondientes son w?u y wu, respectivamente, y ambos dan lugar al
mismo valor de t = (w + w?)u = —u.

Notemos que t = —u = —/—p/3 cumple la segunda ecuacién de (12), luego se trata

de la raiz doble de (3). Asi pues, la raiz que aparece repetida al aplicar la férmula de
Cardano es precisamente la raiz doble de la ecuacion.

2 Cubicas en el caso clasico

Todo lo dicho en la seccién anterior era valido para ecuaciones sobre cualquier cuerpo
de caracteristica distinta de 2 o 3. Ahora vamos a considerar especificamente el caso en
que K es el cuerpo de los niimeros reales (0, méds en general, uno de sus subcuerpos).
Asi podemos distinguir entre raices reales o imaginarias. Como las raices imaginarias
han de aparecer en parejas de nimeros conjugados, las tnicas posibilidades para una
cubica son que tenga tres raices simples, de las cuales una sea real y dos sean imaginarias
conjugadas, o bien que tenga tres raices reales (simples o no). Vamos a probar que el
signo de A determina completamente la situacion:

Teorema 2.1 Consideremos una ecuacion (1) con coeficientes reales. Entonces:
1. St A =0 todas sus raices son reales, y al menos dos de ellas son iguales.
2. 5i A >0 la ecuacion tiene una raiz real y dos raices imaginarias.
3. Si A <0 la ecuacion tiene tres raices reales simples.

Demostraremos este teorema desglosandolo en tres teoremas independientes que nos
den formas especificas para las soluciones en cada uno de los casos. El caso A = 0
lo tenemos completamente tratado en la seccién anterior, pero lo repetimos aqui por
completitud:



Teorema 2.2 Si A =0 hay dos posibilidades:
1. Sip=q=0, entonces la ecuacidn tiene una raiz triple xt = —a/3.

2. Si pqg # 0, entonces la ecuacion tiene una raiz doble y una raiz simple, dadas res-

pectivamente por
3 a 4dp a

op 30 Y T Ty T3

Observemos que, en este caso, las raices de la ecuacion pertenecen al mismo cuerpo
K al que pertenecen sus coeficientes (y no a una cierta extension algebraica, como en el
caso general).

Teorema 2.3 Si A > 0, una raiz real viene dada por
r = f’/—q/Q—F\/K—i— \?/—q/Q—\/K—a/?),

donde las raices cubicas u y v son reales. Las otras dos raices son imaginarias, y vienen
dadas por

u+v a \/§
R Y
5 3 5 (u—w)i

Asi pues, para alguien (como Cardano) que desconozca los nimeros complejos, la
férmula de Cardano proporciona la tinica solucién (real) que tiene la ecuacién en este
caso exclusivamente en términos de operaciones con ntimeros reales.

DEMOSTRACION: El radicando de u es un ntimero real, por lo que la inica raiz cibica
real es una eleccion posible para u. La relacién p = —3uw, implica que la raiz cibica v
correspondiente es también la raiz ctibica real, luego ¢ = u + v es una raiz real. Las otras
elecciones para u son wu y w?u, donde

w=—=+22
2 2

es una rafz cibica de la unidad, y el valor de v correspondiente es, respectivamente, w?v

y wv. Por lo tanto, una raiz imaginaria de (3) es

U+ v \/§

5 +7(u—v)z

t=wu+wv=—

(y la otra ha de ser su conjugada), de donde se sigue inmediatamente la expresiéon dada
para las raices de (1) en este caso. .



Ejemplo Vamos a resolver la ecuacion
2® — 32>+ 9z — 5 = 0.

El cambio de variable z = ¢ 4 1 la transforma en t3 + 6t + 2 = 0. Por consiguiente,
A =1%2423=9> 0. La raiz real es

VO 1 V1 = V2 VA1 =2 VA

y las raices imaginarias son

oo e

Ejemplo El problema siguiente fue planteado en el siglo XIII por el matematico chino
Qin Jinshao:

Una ciudad estd rodeada por una muralla circular con dos puertas, una al
norte y otra al sur. Saliendo por la puerta norte y caminando 3 li hacia el
norte se llega hasta un drbol. Saliendo por la puerta sur, hay que caminar 9
li hacia el este para ver el mismo arbol. Calcular el didmetro de la ciudad.

Los dos triangulos que muestra la figura son semejantes, de
2 \V6r + 9 modo que se ha de cumplir
2r+3 3(2r + 3)

r =
9 r

" Elevando al cuadrado, simplificando un factor 2r 4+ 3 y operando

r llegamos a la ecuacion

3, 243
9 e+ 37T = 0.

s 3, 485

El cambio r =t — 1/2 la reduce a t* — -t — — = 0. Como A = 29403/8 > 0, sélo tiene

4 4

una raiz real, que viene dada por

485 198 485 198
- LV R

1
= (\3/485 +198v/6 + \?/485 _ 198\/5> _ 5.

Por lo tanto,? concluimos que r = 4.5 y que el didmetro de la ciudad es de 9 1i. =

Antes de estudiar en teorfa el caso A < 0 veamos con un ejemplo qué es lo que sucede
en la practica:

2El resultado t = 5 puede obtenerse de forma exacta observando que a = 4852 — 1982 .6 = 1, lo
que significa que 485 + 198v/6 es una unidad en el anillo de enteros algebraicos Z[x/@], y que una unidad
fundamental de este anillo es ¢ = 5+2+/6. (Véase la tabla 13.2 de mi libro de Algebra. ) Por consiguiente,
o ha de ser una potencia de € y, concretamente, se comprueba que o = €3. Por lo tanto, las raices ciibicas
que hemos de calcular son 5/2 + V6, y su suma es igual a 5.



Ejemplo Vamos a resolver la ecuacion
3 —6x—4=0.

Ya estd en forma incompleta, y A = 22 — 23 = —4 < 0 luego, segiin demostraremos
luego, ha de tener tres raices reales. Sin embargo, si aplicamos la férmula de Cardano
obtenemos que las raices son de la forma

v=1{2+v=i+i{2-v-i

Cardano no supo qué hacer con este tipo de expresiones. Fue Bombelli el primero que
calculé una raiz cibica compleja (sin saber muy bien lo que hacia) similar a éstas que nos
acabamos de encontrar. En nuestro caso, si llamamos U = 2 + 2i, tenemos que el médulo
de U es |U| = /8 y su argumento es § = 7 /4, luego las raices ctibicas u = /2 + 2i son los
niimeros complejos de médulo |u| = v/2 y argumento 6 = 7/12 4 2kn /3, para k = 0,1, 2.
Explicitamente:

U = \/i(cosﬁ —l—zsen—)

12 12
Uy = \/§(C083—7T —i—iseng—W) ,
4 4
177 177
ug = \@(cosﬁ —l—zsenﬁ)

Centrémonos en la segunda, que es la més sencilla de las tres®:

u2:f<—£+ £>:—1+z’.

El valor vy correspondiente viene dado por la ecuacion —3uqvy = p, de modo que

- 2(—1 — i
Vg = 6 = ( Z)I—l—l

—3(—1+1) 2

(Luego veremos que este calculo no era necesario, porque v, tenfa que ser el conjugado de
ug, precisamente porque la raiz x = uy + vy ha de ser real.) En total, vemos que una raiz
de la ecuacion es

2o =24 VA A+ 2 VA= (—14i) 4+ (~1—i)=—2.

30tra forma, puramente algebraica, de calcular la raiz ctibica de 2 + 2i es suponer que ha de ser de
la forma a + bi con a, b € Z, teniendo en cuenta ademds que ha de cumplir a? + b? = 2, lo que sélo deja
las opciones a = £1, b = +1. Asi fue como razoné Bombelli en un caso ligeramente mas complicado. El
lector familiarizado con la aritmética de los enteros de Gauss puede demostrar que todo elemento de Z]i]
de norma 8" tiene raiz cibica en Z[i].
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Las otras raices pueden calcularse del mismo modo, pero, una vez tenemos una de
ellas, es mds facil dividir 23 — 6z — 4 = (v + 2)(2? — 22 — 2) = 0, con lo que las otras dos
raices resultan ser

2j:\/_ 143

Ejercicio: Usar las férmulas trigonométricas del angulo mitad para calcular u; y us, y obtener a partir

de ellas las raices correspondientes de la ecuacién.

Ejercicio: Alternativamente calcular u; y ug usando que han de ser de la forma wus, donde w es una

raiz cubica de la unidad.

Vamos a demostrar que el ejemplo anterior es completamente “tipico” (salvo por la
“suerte” que hemos tenido de encontrar un angulo con razones trigonométricas calculables
facilmente):

Teorema 2.4 Si A < 0 la ecuacion tiene tres raices reales simples, que vienen dadas por

D 0+ 2kr  a

— 9] Ppg M ©
x 5 COS— 3
donde k =0,1,2 y el dngulo 0 < 6 < 7 estd determinado por
—q/2
cosf = a2 (15)

—(p/3)?
DEMOSTRACION: Para aplicar la férmula de Cardano podemos elegir

VA = Al = \/=(a/2)? - (p/3)i

es decir, nos quedamos con la raiz cuadrada con parte imaginaria positiva. El mdédulo de

—q/2+ VA es

p=(a/2)* = (a/2)° = (0/3)* = \/~(p/3)".
y su argumento es el dngulo 0 < 6 < 7 que cumple (15). Por consiguiente, los valores
posibles de u son los dados por

U = _P 00879+2kﬂ+isen76+2k7r
Vo3 3 3 ‘

La ecuaciéon p = —3uv nos da que
D 0+ 2km 0+ 2km
v=4/—=|cos—— —isen —— | ,
3 3 3

y al calcular z = u+ v — a/3 obtenemos la expresiéon anunciada. En particular vemos que
las raices son reales. .

Veamos otro ejemplo un poco menos amanado que el precedente:
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Ejemplo Vamos a resolver la ecuacion

22+ 522 —8r —42=0.

El cambio z =t — 5/3 la convierte en

49 524
- —t—-""=0
3 27
Ahora A = —605/9 < 0. Tenemos, pues, que
cosf = % = (0.7638483965 . . .
(49/9)
luego
6 =0,701541222489. ..
Aplicando la férmula
14 0+ 2kmr 5
T = — Cos - =
3 3 3
para k = 0, 1, 2 obtenemos los valores
x = 2.872983346..., —4.872983346..., —3.
Comprobamos que z = —3 es realmente una raiz entera de la ecuacién (y no un error

de redondeo), dividimos
2® 4+ 51 — 8z — 42 = (x + 3)(2® + 22 — 14)

y, resolviendo la ecuacién cuadratica, obtenemos expresiones algebraicas para las otras

dos raices:
r=—1++15.

3 Ecuaciones cuarticas

El caso de los polinomios de cuarto grado es mas complicado:

Teorema (Ferrari) Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 0 3 y sean a, b, c,
d € K. Entonces, las raices de la ecuacion

ot +az® + b +cr +d = 0. (16)
en una clausura algebraica de K vienen dadas por

Q+,/Q*—4(P - R) Q= \J@-4P+R) 4
- 2 T T 2 s

X

RS

12



donde, llamando

8b — 3a? 8¢ — 4ab + a® 256d — 64ac + 16a%b — 3a*
p - ] q = - o r= 3 (17)
8 8 256
P es una raiz de la ecuacion
4 2
ps-Lpr_p 0 (18)
2 8

y Q, R se determinan mediante las ecuaciones

p=2P—-Q* ¢g=-2QR, r=P*—R%. (19)

En la prueba veremos, més concretamente, que, si ¢ # 0, la primera ecuacién de (19)
es redundante, de modo que, a partir de una solucién P de (18), la tercera ecuacion de
(19) nos da un valor para R, necesariamente no nulo, y la segunda ecuacién nos da un
valor para () que necesariamente cumplird la primera ecuacién. Si ¢ = 0 el sistema (19)
tiene también una solucién facil de calcular, pero enseguida veremos que en este caso
hay un procedimiento mas rapido para encontrar las raices de la ecuacion. En efecto, el
cambio de variable

f_ @
r=t——
4
nos lleva a la ecuacion incompleta
th+pt? + gt +1r =0, (20)

donde p, ¢, r son los dados por (17). Asi, si ¢ = 0, tenemos lo que se conoce como una
ecuaciéon bicuadrada, cuyas raices cumplen:

2 —pENp:—r
2 )

luego las cuatro raices de (16) son

Wim a
r=Fy e~

1
DEMOSTRACION: Ya hemos visto que basta resolver la ecuacién incompleta (20). Para
ello observamos que

(t*+ P)* — (Qt + R)? =t* + (2P — Q*)t* — 2QRt + P> — R?

Por lo tanto, si encontramos valores P, (), R que cumplan (19), las soluciones de (20)
seran las mismas que las de la ecuacién

(t* + P)? = (Qt + R)*.

13



Esta puede descomponerse en dos ecuaciones cuadraticas:
'+ P=%(Qt+R).
Equivalentemente,
t?—Qt+P—-R=0, 2 +Qt+P+R=0,

y las raices de estas ecuaciones son las indicadas en el enunciado.

Asi pues, s6lo hemos de encontrar una solucién de (19). Para ello despejamos

2 2
__ 1 2 T _
@= 2R’ @ 4R?

con lo que la primera ecuacién se convierte en

q
=2P— ——
P (P2 =)
0, equivalentemente, en la cubica
A(P?=r)2P —p)=¢* (21)

que se simplifica hasta (18).

De este modo, podemos tomar una raiz cualquiera P de (18), luego una raiz cualquiera
R de r = P? — R? y, por ultimo, si R # 0, hacemos Q = —¢/2R. Asi, las dos tltimas
ecuaciones de (19) se cumplen por las elecciones de ) y R, mientras que la primera se
cumple porque es equivalente a (18).

Si nos encontramos con R = 0 es porque P? —r = 0y, a la vista de (21), para que
esto pueda suceder ha de ser ¢ = 0. Mas aun, en tal caso, esta misma ecuacion muestra
que las raices de (18) son P = /r o bien P = p/2 y, tomando R = 0 en el primer caso o
@ = 0 en el segundo, encontramos igualmente una solucién de (19).

En cualquier caso, vemos que cualquier raiz P de (18) se puede completar (facilmente)
hasta una solucién (P, @, R) del sistema (19). .

Nota Sien (18) hacemos el cambio de variable P = T'/2, obtenemos el polinomio
T3 — pT? — 4rT + 4pr — ¢>.

Este polinomio se llama resolvente cibica de (20) y tiene una interpretacién algebraica:
si las raices de (20) son oy, as, as, ay, las de la resolvente ciibica son

Q10n + 30y, Q103+ o0y, Q104 + QaQs.

Ejercicio: Reformular el teorema anterior usando la resolvente cibica en lugar de (18), es decir, susti-

tuyendo P = 2P,. Las férmulas quedan mas sencillas si también se sustituye R = 2Ry.
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Ejemplo (Euler) Vamos a resolver la ecuacién
rt — 82 + 142 + 42 — 8 = 0.
El cambio de variable x =t + 2 la reduce a
t'— 106" — 4t +8 = 0.

La ctbica auxiliar es
P?4+5P? —8P — 42 =0.

Esta ecuacion la hemos resuelto en un ejemplo anterior, en el que hemos visto que una
raiz es P = —3, y ahora hemos de resolver

—4=-2QR, 8=9- R

Tomamos R = 1, ) = 2. Por consiguiente, las cuatro raices de la ecuacién original

son:
24 /22 —4(-3-1) _g
xr = \/ 2< )——4 =3+ /5,

—24.,/22 —4(-3+1) _
T = \/ 5 ( )—ngli\/@

Ejemplo Vamos a resolver la ecuacién
a4t +1=0,

cuyas raices son las raices quintas no triviales de la unidad.

El cambio x =t — 1/4 la reduce a

5 5 205
t4 _t2 —t — = 0.
Tt TRt 956
La cubica auxiliar es 5 205 825
3 2 =

El cambio P =T +5/(3 - 2%) la reduce a

5 25
3 _
T—ET—F@—O.

Podemos simplificarla ain més con el cambio T'= T"/6, pues entonces se queda en

T3 —-30T +25=0,
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y es facil ver que una solucién es 1" = 5, luego T' = 5/6, luego P = 15/16. Esto nos lleva

a las ecuaciones 20 152
5 5 5
~— = _2QR, —=(—) —R?
8 QR 256 < 16) ’
que nos dan R = /5/8, Q = —/5/2. Finalmente, las raices de la ecuacién dada son

CILE: V5/4-4(15/16 —V5/8) 1 —1-5+iy/10-2V5

2 4 4 ’
CVB/2£/5/4-4(15/16+V5/8) 1 —1+45+iy/10+2V5
v 2 4 4 ‘
Por otra parte, las raices quintas de la unidad son de la forma

km w 2km

T = Ccos — +isen —

5 5

de donde se sigue inmediatamente* que
2r —1+ NG

COSs ? 1

Ejercicio: Nicolaus Bernoulli afirmé que no era cierta la conjetura segin la cual todo polinomio (con
coeficientes reales) puede descomponerse en producto de polinomios de grados 1 y 2, y presenté como
contraejemplo el polinomio

zt — 423 4+ 22% + 4z + 4.

Sin embargo, Euler demostré que dicho polinomio factoriza como

<x2— (2+\/4+2ﬁ>x+1+ﬁ+\/4+2ﬁ) (332— (2—\/4+2ﬁ)x+1+\/7— 4+2\ﬁ>.

Demostrar esta factorizacion (sin hacer uso de ella, es decir, que no vale limitarse a multiplicar y ver que

el resultado es correcto).

4 Resolucion de cubicas mediante raices reales

Hemos visto que, cuando una ctibica tiene tres raices reales simples, la formula de Car-
dano las expresa como suma de dos raices cibicas imaginarias conjugadas. Sin embargo,
en los ejemplos que hemos presentado, al final hemos expresado dichas raices en términos
de raices cuadradas reales, pero ello ha sido gracias a que en dichos ejemplos siempre
habfa al menos una raiz entera (hubiera servido igualmente que fuera racional) lo cual
nos permitia factorizar la ecuacién y aplicar la formula de las ecuaciones cuadraticas. En

4Hay caminos mucho mds cortos para llegar a este resultado y, por consiguiente, para resolver la
ecuacién. Por ejemplo, si llamamos w = cos(27/5) +isen(27/5), n = w+w* = 2cos(27/5) y 0’ = w? +w3,
se comprueba facilmente que + 1’ = nn’ = —1, con lo que 1 y 1’ son las raices del polinomio 22 + = — 1.
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general, al aplicar el teorema 2.4 sélo obtenemos aproximaciones decimales de las raices
(salvo que podamos calcular algebraicamente los cosenos involucrados). Cabe pregun-
tarse si es posible obtener en general expresiones para las raices en términos de raices
cubicas y raices cuadradas de niimeros positivos, pero sucede que la respuesta es negativa
salvo en el caso trivial que hemos considerado en los ejemplos, es decir, cuando al menos
una de las raices es racional (si partimos de un polinomio con coeficientes racionales).
Concretamente, vamos a demostrar el teorema siguiente:

Teorema 4.1 Sea K un subcuerpo del cuerpo de los niumeros reales, y consideremos una
cibica con coeficientes en K que cumpla A < 0 y que no tenga raices en K. Entonces
no es posible expresar (ninguna de) sus raices en funcion de sus coeficientes mediante
sumas, productos, cocientes y raices que sean niumeros reales (es decir, con radicando
positivo cuando el indice sea par).

DEMOSTRACION: Observemos que un niimero real a se puede expresar en funcién de
elementos de K mediante sumas, productos, cocientes y raices reales si y solo si existe
una cadena de cuerpos

K=KyCcK,Cc---CK,CR

tales que o € K, y cada cuerpo intermedio es de la forma K; = K;_1(«;), para un cierto
a; € K; tal que existe un nimero natural m; > 2 tal que " € K;_;.

Por ejemplo, si K =Q y

V3+ VT =2
o = )
1—+/2+5

una cadena de cuerpos seria la determinada por
@12(4/?, @2:\3/—_27 043:\/5, @4:m, 045:\3/m-
En general, pongamos que la ecuacion es la definida por el polinomio
fla) = (& — )z — o)z — a3),
donde «; ¢ K, y supongamos que existe una cadena de cuerpos
K=KyCcK,C---CK,CR

en las condiciones anteriores y tal que un «; € K,,. Vamos a llegar a una contradiccion.

Podemos suponer que oy < as < ag, con lo que
D = (ay — o) (a3 — ag) (a3 — ag) > 0.
Como f(z) tiene grado 3, el hecho de que no tenga raices en K equivale a que sea

irreducible en K[x]. Por lo tanto, |K(a;) : K| = 3.
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Sea L = K(ay,as,a3) el cuerpo de escision de f(x) sobre K, que es una extension
finita de Galois de K. Es claro que

D? = (o — a1)*(as — 02)* (a3 — 1)’

es invariante por los automorfismos de G(L/K), luego D* € K. Si D ¢ K, entonces la
extension K (D)/K tiene grado 2, luego «; ¢ K(D). Asi pues, f(x) tampoco tiene raices
en K y, cambiando K por K(D), podemos suponer que D € K.

Cada 0 € G(L/K) permuta las raices «;, pero o no puede inducir una permutacién
impar, ya que entonces seria o(D) = —D, en contradiccién con que D € K. Asi pues,
G(L/K), identificado con un subgrupo del grupo de permutaciones g, tiene que ser el
grupo alternado As, que tiene orden 3, lo cual implica que |L : K| = 3, luego L = K(«;)
para cualquier 1.

Consecuentemente, aunque estabamos suponiendo que un «; € K,,, ahora podemos
afirmar que K, contiene a todas las raices de f(z) o, equivalentemente, que L C K.

Podemos suponer que n es el minimo natural tal que K, contiene a un «a; (o, equiva-
lentemente, a todos los «;), con lo que f(z) no tiene raices en K,_; y, cambiando K por
K, _1, podemos suponer que n = 1.

En definitiva, tenemos que K C L C K(«), donde o™ € K, para cierto m > 2.
Podemos suponer que el nimero natural m es el minimo posible que cumple esto. Sea
p un divisor primo de m. Entonces K(a™?) ¢ K(a), luego, por la minimalidad de
m, tenemos que f(x) no tiene raices en este subcuerpo y, cambiando K por K (a™?),
podemos suponer que of € K.

Sea w una raiz p-ésima primitiva de la unidad. Entonces a ¢ K (w), porque la extensién
K(w)/K es abeliana, luego, si K(a) C K(w), tendriamos que K(«a)/K seria de Galois,
lo cual es absurdo, porque los conjugados de « son imaginarios. Por consiguiente, la
extensién K (w,a)/K(w) no es trivial y, de hecho,® tiene grado p. Asf pues, p divide al
grado

|K(w,a): K| =|K(a,w) : K(a)||K(a) : K|,

pero el primer factor tiene grado < p — 1, luego p | |[K(«) : K| luego |K(«) : K| = p.

Como 3 =|L : K| | |K(«) : K|, de hecho, ha de ser p = 3 y K(a) = L, pero esto es
absurdo, porque L/K es una extensién de Galois y K(«)/K no lo es. .
Ejemplo Consideremos una raiz séptima de la unidad:

w = cos(2m/7) + isen(27/7)

ysean 0 = w+wb, ny = w? +wd, n3 = w? +w?. Notemos que 1, = 2cos(27/7). Teniendo
en cuenta que 1+ w + w? + w? + w* + w® + w® = 0, es facil ver que

m+ne+n3=—1 mna+mnz+nenz = -2, mnnz =1

5Véase el teorema 17.3 de mi libro de Algebra.
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Por consiguiente, 11, 12,73 son las raices de la ecuacién u® + u* — 2u — 1 = 0. Haciendo
u = 2z concluimos que cos(27/7) es una de las raices de la ecuacién

1 1 1
3 2

-z ——x——==0.
x+2:c 2£C 3

La formula de Cardano nos da que

o [T (1 N7 /1 N 1
cos = = Vm (5+v3i) Wm (5-3) -5
para cierta eleccién de las raices cibicas. (Las otras dos elecciones nos dan cos(47/7) y

cos(87/7).) Ahora bien, el teorema anterior nos asegura que esta expresion es “esencial-
mente imaginaria”, en el sentido de que es imposible obtener el resultado

2
cos 7” — 0.6234898019 . ..

con una calculadora pulsando inicamente las teclas numéricas y las de las operaciones de
suma, resta, producto, divisién y extraccién de raices. Por supuesto, podemos llegar a
este resultado usando el teorema 2.4, pero, puestos a calcular funciones trascendentes, es
més sencillo calcular directamente cos(27/7). .

5El hecho de que no sea posible construir con regla y compds un heptdgono regular es equivalente al
hecho de que cos(27/7) no puede calcularse a partir de nimeros racionales mediante sumas, productos,
cocientes y extraccién de raices cuadradas. Aqui hemos probado que tampoco es posible calcularlo
mediante raices de indices superiores, que es algo mas fuerte.
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