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Introducciéon

La geometria algebraica estudia los sistemas de ecuaciones polinémicas con
coeficientes en un cuerpo. Conviene comparar esta “definicion” con otra més
conocida: El &lgebra lineal estudia los sistemas de ecuaciones lineales con coefi-
cientes en un cuerpo. Cualquiera que conozca el algebra lineal reconocera que
ésta es una buena forma de describirla en pocas palabras, pero también sabra
que en realidad el algebra lineal trasciende su propoésito original, de modo que es
facil encontrar libros de algebra lineal en los que los sistemas de ecuaciones sean
una herramienta secundaria. En efecto, el estudio de los sistemas de ecuaciones
lineales pas6 hace mucho tiempo de ser una mera manipulaciéon de féormulas a
convertirse en el estudio de una serie de estructuras algebraicas abstractas, como
espacios vectoriales, variedades afines, anillos de matrices, etc., y las aplicacio-
nes que las conectan. Estas estructuras permiten comprender en profundidad el
comportamiento de los sistemas de ecuaciones lineales. Més aiin, por una parte
los conectan con la geometria, de modo que —por ejemplo— podemos pensar
que la solucién de un sistema de dos ecuaciones lineales con tres incognitas es
el conjunto de puntos de la recta en que se cortan los dos planos determinados
por las ecuaciones (salvo que éstos sean paralelos o coincidentes, lo cual tiene
también su interpretacion en cuanto al comportamiento de las ecuaciones). Por
otra parte, su nivel de generalidad permite aplicar sus técnicas y resultados y, en
particular, el razonamiento geométrico, a muchos contextos en los que en prin-
cipio no hay ninguna interpretacion geométrica subyacente. Asi, en el ejemplo
de las dos ecuaciones lineales, todo lo dicho vale igualmente aunque sus coefi-
cientes pertenezcan, por ejemplo, a un cuerpo finito, de modo que las nociones
de “recta” y “plano” no tienen ninguna interpretaciéon intuitiva directa, si no es
a través de la analogia que proporciona la propia algebra lineal.

Sin entrar en detalles que el lector conocera sobradamente, observemos tni-
camente que la forma de relegar a un segundo plano los sistemas de ecuaciones
lineales para centrarse en las estructuras algebraicas derivadas de ellos consiste
en centrar la atencion en los conjuntos de soluciones de los sistemas, los cuales
forman variedades afines, interpretables geométricamente como puntos, rectas,
planos y generalizaciones a dimensiones superiores.

Todas estas observaciones y matices tienen sus equivalentes para el caso de
la geometria algebraica. Pese a lo que su “definicion” pudiera hacer pensar, se
trata de una teoria algebraica muchisimo més profunda, rica y sofisticada que el
algebra lineal, que aparece en cuanto centramos la atencién en los conjuntos de
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viii Introducciéon

soluciones de los sistemas de ecuaciones més que en los sistemas en si. Dichos
conjuntos forman variedades algebraicas, interpretables geométricamente como
puntos, curvas, superficies y generalizaciones a dimensiones superiores.

Quiza la geometria algebraica deberfa llamarse mas propiamente “algebra no
lineal” o, tal vez, “algebra geométrica”, para enfatizar asi que no es realmente
geometria sino que —al igual que el algebra lineal— consiste en una serie de
técnicas y conceptos algebraicos que en un contexto concreto tienen una inter-
pretaciéon geométrica natural, pero que son aplicables en muchos otros contextos,
con lo cual podemos pensar geométricamente y aplicar ideas geométricas en ca-
sos donde la geometria solo esta presente como una mera analogia, mientras que
todas las demostraciones son algebraicas y, a veces, muy distantes de cualquier
interpretacion geométrica directa.

Todo esto hace que si alguien quiere entender realmente la geometria alge-
braica tiene ante si un doble objetivo: por una parte debe entender la conexiéon
directa que existe entre el algebra de la geometria algebraica y la geometria
subyacente en el caso en que dicha geometria existe realmente como algo inde-
pendiente del algebra. Nos referimos al caso clasico en que los coeficientes de
las ecuaciones son ntmeros complejos. Entonces las variedades algebraicas en
el sentido la geometria algebraica son variedades diferenciales complejas en el
sentido de la geometria diferencial (salvo a lo sumo en un conjunto de puntos
“singulares”), y todos los conceptos definibles algebraicamente se corresponden
de forma natural con sus analogos geométricos y topologicos.

Por otra parte, es necesario entender que las técnicas algebraicas trascienden
el caso clasico y son aplicables, como el algebra lineal, cuando no es posible
hablar de curvas y superficies en otro sentido que no sea el de la geometria
algebraica.

Por ejemplo, veremos que es posible definir la nocién de dimensién de una va-
riedad algebraica mediante conceptos puramente algebraicos. En el caso clasico,
esta dimension algebraica coincide con la dimensién en el sentido de la geome-
tria diferencial, pero es esencial que sigue teniendo sentido —por ejemplo— para
variedades definidas mediante ecuaciones con coeficientes en un cuerpo finito,
donde la geometria diferencial no tiene nada que decir. Del mismo modo, la geo-
metria algebraica nos permite hablar de variedades tangentes, de derivadas y
diferenciales, de ceros y polos de funciones, etc. sin necesidad de ninguna estruc-
tura topologica o diferencial subyacente. Esto la convierte en una herramienta
muy valiosa para la teoria algebraica de nimeros.

No debemos deducir de aqui que el tnico interés de la geometria algebraica
es su generalidad, de modo que en el contexto clasico no aporta nada frente a
la geometria diferencial. Al contrario, cuando una variedad diferencial compleja
es algebraica (es decir, puede definirse mediante polinomios) entonces posee
muchas propiedades globales de las que la geometria diferencial no puede dar
cuenta. Por ejemplo, puede probarse que toda superficie de Riemann compacta
puede representarse como una curva algebraica (las superficies de Riemann tie-
nen dimension real 2 pero dimensiéon compleja 1, por eso son curvas). A partir de
aqui es posible desarrollar una rica teoria global sobre las funciones meromorfas
sobre las superficies de Riemann compactas.
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Lo dicho hasta aqui deberia bastar para que el lector se haga una primera
idea de la enorme sofisticacion y riqueza conceptual de la geometria algebraica:
una vision a la vez profunda y global de esta disciplina involucraria necesaria-
mente una base de geometria afin y proyectiva (algebra lineal), otras técnicas
algebraicas mas sofisticadas (4lgebra conmutativa), topologia algebraica, geome-
tria diferencial, teoria de funciones de variable compleja, técnicas procedentes
de la teoria algebraica de nameros (valoraciones, dominios de Dedekind, etc.),
asi como teorias que se han desarrollado especificamente para formalizar la geo-
metria algebraica (haces y esquemas), las cuales involucran a su vez la teoria de
categorias y cohomologia de grupos.

Evidentemente, un libro que pretendiera mostrar todas estas facetas de la
geometria algebraica y a la vez profundizara minimamente en sus resultados
deberia ser muchisimo més voluminoso que éste, de modo que aqui se vuelve
obligado hacer una declaracion de intenciones:

La finalidad de este libro es presentar la geometria algebraica de la forma
mas natural posible a un lector con ciertos conocimientos de teoria algebraica de
nimeros a modo de introduccion a la teoria de funciones algebraicas en general
y, méas concretamente, a la teoria de funciones elipticas. Podriamos expresar
esto diciendo que vamos a dar el paso de una teorfa de ntimeros “plana” a una
teoria de numeros “curva’, similar al paso del analisis “plano” en R™ al analisis
“curvo” de la geometria diferencial.

Hemos evitado los enfoques demasiado técnicos, como son el del dlgebra con-
mutativa o el de la teoria de esquemas, y en su lugar hemos destacado el aparato
algebraico procedente de la teoria algebraica de nimeros. Ademés hemos inci-
dido en el lenguaje geométrico, tanto en el de la geometria proyectiva como
en el de la geometria diferencial, mostrando la equivalencia entre los conceptos
algebraicos y los diferenciales (o topologicos) en el contexto clasico. Aunque en
los primeros capitulos tratamos con variedades de dimensién arbitraria, a partir
de la mitad del libro aproximadamente nos restringimos al estudio de curvas
(variedades que en el caso clasico tienen dimension compleja 1 y son, por consi-
guiente, superficies de Riemann). Entendemos que para un estudio sisteméatico
de las variedades de dimensién arbitraria es recomendable estar primeramente
familiarizado con la teoria de curvas. No obstante, en el apéndice A volvemos
brevemente al caso de variedades de dimensién arbitraria, pero inicamente para
probar un teorema muy importante en la teorfa de curvas elipticas, cuya prueba
requiere trabajar con una superficie.

En resumen, confiamos en que el lector que siga este libro termine con una
vision clara de las posibilidades que ofrece la geometria algebraica y del modo
en que en ella se combinan el algebra, la geometria y el analisis matematico.

Las referencias entre corchetes hacen referencia a mis libros de Introducciéon
a la teoria analitica de ntumeros [ITAn]|, Introduccion al calculo diferencial [IC],
Algebra [Al], Geometria [G], Analisis mateméatico [An], Teoria algebraica de nii-
meros |TAl], Geometria diferencial [GD], Topologia algebraica [TA| y Funciones
de variable compleja [VC].






Capitulo 1

Variedades afines

La geometria algebraica (clasica) estudia los conjuntos de soluciones de sis-
temas de ecuaciones polinémicas. Veremos que dichos conjuntos de soluciones
se comportan esencialmente como “variedades” con un comportamiento analogo
al de las variedades diferenciales que estudia la geometria diferencial. Ahora
bien, para que esto sea asi hay que tener en cuenta un hecho que generaliza
un fenémeno bien conocido al tratar con polinomios. Son muchos los contextos
en los que podemos estar interesados en las raices reales de un polinomio como
F(X) = X3+X € R[X], y entonces decimos que F tiene una tinica raiz, a saber,
z = 0. Sin embargo, a la hora de entender plenamente el comportamiento de
F', no podemos despreciar el hecho de que, nos interesen o no, F' tiene otras dos
raices “imaginarias”, a saber, x = +1.

Lo mismo sucede cuando estudiamos un sistema de ecuaciones con coeficien-
tes en un cuerpo k. Aunque en un contexto determinado so6lo nos interesaran
sus soluciones en k", para entender la situacién necesitamos tener en cuenta la
posibilidad de que el sistema tenga soluciones “imaginarias” en el sentido gene-
ral de soluciones con coordenadas en la clausura algebraica de k que puedan no
estar en k.

A veces, la clausura algebraica de k puede ser incluso un cuerpo demasiado
pequeno. Por ejemplo, si tenemos un sistema de ecuaciones con coeficientes
en Q, podemos estar interesados en sus soluciones reales, pero, como R no es
algebraicamente cerrado, si no queremos perder de vista soluciones “imagina-
rias” necesarias para entender el comportamiento del sistema, tendremos que
considerar soluciones en C™, cuando C dista mucho de ser la clausura algebraica

de Q.

Para tener en cuenta estas situaciones en un contexto general, en todo mo-
mento trabajaremos con una extension de cuerpos K/k, donde K sera un cuerpo
algebraicamente cerrado. Representaremos por k C K la clausura algebraica
de k.

La idea es que consideraremos sistemas de ecuaciones con coeficientes en k,
pero nos interesaremos por sus soluciones en K".
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1.1 Conjuntos algebraicos afines

Espacios afines A la hora de estudiar los conjuntos algebraicos, es decir,
los conjuntos de soluciones de sistemas de ecuaciones polinémicas, a menudo
resulta util “moverlos” hasta una posicion adecuada (por ejemplo, en la que un
punto que nos interese pase a ser el (0,0), etc.) Sin embargo, desde un punto
de vista tedrico resulta mas conveniente atn “movernos nosotros” en lugar de
mover el conjunto, es decir, cambiar de sistema de referencia. Ello nos lleva a
recordar primeramente los conceptos basicos de la geometria afin, antes incluso
de presentar la definicién precisa de conjunto algebraico.

Definicion 1.1 Llamaremos espacio afin n-dimensional de un cuerpo k al con-
junto A™(k) = k™. A sus elementos los llamaremos puntos. Notemos que
A"(k) C A"(K). Escribiremos A™ en lugar de A™(K). A los puntos de A™(k)
los llamaremos puntos racionales de A™. Escribiremos k™ cuando queramos
referirnos a k™ como espacio vectorial y no como mero conjunto de puntos.

La diferencia entre A™(k) y k™ es que en A™ vamos a “olvidar” la estructura
vectorial de k™, de modo que ningtn punto desempene un papel destacado
(al contrario de lo que ocurre en k™ con el vector 0). Esto no significa que
despreciemos la estructura vectorial, sino que nos permitimos la posibilidad de
asociar una estructura vectorial a cada punto, de modo que el vector 0 sea en
cada momento el punto que més convenga.

Mas concretamente, si P, Q € A™, llamaremos F@ =@ — P € K™ De este
modo, fijado un punto O € A™, obtenemos una estructura vectorial al identificar

cada punto P € A™ con el vector OP.

Un sistema de referencia afin en A™ (definido sobre k) es una n + 1-tupla
(O; Py,. .., P,) de puntos de A™(k) tal que los vectores OF; forman una base de
k™ como k-espacio vectorial (luego también de K™ como K-espacio vectorial).
Las coordenadas de un punto P € A™ en dicho sistema de referencia son las coor-

denadas del vector &3 en la base 5131 . Cuando no haya confusién escribiremos
O en lugar de (O; Py,..., P,).

Asi, si las coordenadas de P son (ay,...,a,) € K™, tenemos que
— —
P=0+0P=0+a0P, +--+anOP,. (1.1)

En particular vemos que un punto estid completamente determinado por sus
coordenadas en un sistema de referencia dado. En la mayoria de las ocasiones
sobrentenderemos que hemos fijado un sistema de referencia e identificaremos
cada punto con la n-tupla de sus coordenadas.

En lo sucesivo, siempre que hablemos de un sistema de referencia de A™ se
sobrentendera que esta definido sobre k. Asi los puntos de A™(k) son preci-
samente los puntos de A™ cuyas coordenadas respecto de cualquier sistema de
referencia afin estan en k.



1.1. Conjuntos algebraicos afines 3

Es facil ver que si tenemos dos sistemas de referencia afines O y O, en-
tonces las coordenadas de un punto arbitrario P en ambos sistemas, digamos
(X1,...,Xn) vy (X{,...,X]) estan relacionadas por un sistema de ecuaciones
lineales con coeficientes en k:

X{ = bh+tauXi+-+a1.Xn,
........................ (1.2)
X7/1 = bn—i—aanl—i—---—l—a,an.

Reciprocamente, cualquier sistema de ecuaciones de este tipo (con coeficien-
tes en k) cuya matriz de coeficientes (a;;) sea regular se corresponde con un
cambio de sistema de referencia.

A partir de aqui ya podemos “olvidar” que los puntos de A™ son, conjuntista-
mente, n-tuplas y pensar que cada punto P tiene determinadas unas coordena-
das en cada sistema de referencia de A™. Las componentes de P son simplemente
sus coordenadas en el sistema de referencia formado por O = (0,...,0) y los
vectores de la base canénica de k™, pero este sistema de referencia particular no
tiene ningun significado especial en la teoria.

El lector familiarizado con la geometria afin se habra dado cuenta de que, en
vez de definir la estructura general de espacio afin en el sentido de [G 3.10] hemos
definido tnicamente un ejemplo concreto de espacio afin (para cada cuerpo y
dimension), pero también sabra que con esto no perdemos generalidad dado
que todos los espacios afines sobre el mismo cuerpo y de la misma dimension
son isomorfos y, al fin y al cabo, solo estamos interesados en K™. Si hemos
introducido el lenguaje de la teoria afin ha sido tinicamente para poder hacer
referencia a los subconjuntos de K™ en términos de coordenadas respecto de un
sistema de referencia que podamos elegir convenientemente sin que ello suponga
modificar en nada el conjunto en cuestion.

Conjuntos algebraicos Ya estamos en condiciones de dar una definicion ade-
cuada de lo que vamos a entender por un conjunto algebraico afin:

Definicién 1.2 Si F € k[X,..., X,] es un polinomio y un punto P € A™ tiene
coordenadas (aq,...,a,) en un sistema de referencia dado, escribiremos F(P)
para referirnos a F'(ay, ..., a,). Por supuesto, esta notacion depende del sistema
de referencia. Si S C k[X1,...,X,] es un conjunto de polinomios, llamaremos

Vik(S) ={P € A"(K) | F(P) = 0 para todo F € S}.

En la practica omitiremos el subindice K cuando el cuerpo se sobrentienda.
Diremos que un conjunto C' C A™ es algebraico (sobre k) si C = V(S) para
cierto conjunto S C k[X1,...,X,].

Observemos que V(S) depende del sistema de referencia con el que se eva-
ldan los polinomios, pero no sucede lo mismo con el caracter algebraico de un
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conjunto: Si C' = V(S) es un conjunto algebraico respecto a un sistema de refe-
rencia O y consideramos otro sistema O’, a cada polinomio F' € S le podemos
asignar —mediante un cambio de variables lineal de tipo (1.2)— otro polinomio
F’ de modo que F se anula en las coordenadas de un punto P respecto a O
si y s6lo si F’ lo hace en sus coordenadas respecto de O’. Si llamamos S’ al
conjunto de los polinomios asi obtenidos resulta que C' = Vp(5) = Vo (5'),
luego C' también es algebraico respecto del sistema O’.

En lugar de pensar que un mismo conjunto de polinomios S define conjuntos
algebraicos distintos en sistemas de referencia distintos, es mejor pensar que un
mismo conjunto algebraico C' esta definido por conjuntos de polinomios distintos
respecto a sistemas de referencia distintos.

El conjunto vacio es algebraico, pues @ = V(1), al igual que lo es el espacio
afin A™ = V(0).

Si C es un conjunto algebraico, llamaremos C'(k) al conjunto de todos los
puntos racionales de C, es decir, que C(k) = C N A" (k).

De este modo, aunque podamos estar interesados tinicamente en los puntos
de C(k), hemos definido C' de modo que incluya los “puntos imaginarios” (es
decir, con coordenadas en K) que satisfacen las ecuaciones que lo definen, ya
que los puntos de C(k) podrian ser insuficientes (un conjunto algebraico puede
incluso no tener puntos racionales en absoluto) para que se satisfagan los resul-
tados generales sobre conjuntos algebraicos que vamos a obtener.

El resumen del planteamiento que acabamos de exponer es que siempre sobre-
entenderemos que los sistemas de referencia considerados en A™ estan definidos
sobre k y que los polinomios que definen conjuntos algebraicos tienen coeficien-
tes en k, pero no sobreentenderemos que los puntos que consideramos en los
conjuntos algebraicos tengan necesariamente sus coordenadas en k (pues, si lo
hiciéramos, correriamos el riesgo de quedarnos sin puntos de los que hablar).

Por ejemplo, si tomamos k = R y consideramos la parabola C' = V(Y — X?),
las definiciones que hemos dado hacen que (i, —1) € C, mientras que la parabola
que “podemos dibujar” es C(R), que obviamente no contiene al punto (i, —1).

En la practica es costumbre referirse a un conjunto algebraico mediante las
ecuaciones que lo definen, de modo que, por ejemplo, en lugar de escribir

V=V(X*+Y?*-1,X+Y +Z-3)
podemos decir que V es el conjunto algebraico determinado por las ecuaciones

X24+v?%2=1, X+Y+2Z=3.

Ejemplo: Variedades lineales En la geometria afin se definen las variedades
afines como los subconjuntos de A™ que heredan la estructura afin, que son los
de la forma V = P+W  donde P € A™ y W es un subespacio vectorial de K™. Se
comprueba facilmente que W esta completamente determinado por V', por lo que
podemos definir la dimensiéon de V' como la dimension del espacio vectorial W.
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Las variedades afines de dimension 0, 1, 2 se llaman puntos, rectas y planos,
respectivamente. Habitualmente se adopta el convenio de considerar a & como
variedad afin de dimension —1.

Vamos a comprobar que las variedades afines en este sentido son conjuntos
algebraicos afines. Mas precisamente, diremos que una variedad afin V' esté
definida sobre k si es de la forma V = P+ W, donde P € A™(k) y W tiene una
base en k™. Con esta precision, las variedades afines definidas sobre k coinciden
con los conjuntos algebraicos afines definidos por sistemas de ecuaciones lineales
con coeficientes en k.

En efecto, en todo momento estamos considerando un sistema de referencia
afin (O; Py,...,P,). Si W tiene una base en k™, las coordenadas vy,...,vq de

los vectores de dicha base en la base O—Pl)7 ce O—Pn> de k™ estaran también en k.
Si a € k™ son las coordenadas de P, tenemos que un punto estara en V' si y sélo
si sus coordenadas z satisfacen que x — a es combinacion lineal de vy, ..., vy, lo
cual equivale a que la matriz de filas x — a, v, . .., vq tenga rango d, y esto a su
vez equivale a que todos los menores de orden d + 1 de dicha matriz sean nulos.
Claramente, esto equivale a que x satisfaga un sistema de ecuaciones lineales
con coeficientes en k.

Reciprocamente, supongamos que V' C A™ es un conjunto algebraico no
vacio definido por un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en k, que
podemos representar matricialmente como AX? = b¢, donde X = (X1,..., X,),
A es una matriz m x n con coeficientes en k y b € k™.

En principio suponemos meramente que el sistema tiene una solucién a € K"
(no necesariamente en k™). Esto implica que b es combinacion lineal de las n co-
lumnas de la matriz A, luego la matriz ampliada (A, bt) tiene a lo sumo rango n,
luego a lo sumo tiene n filas linealmente independientes, luego eliminando ecua-
ciones dependientes podemos suponer que m < n y que el rango de A es m.
Permutando las columnas de A (lo que equivale a realizar un cambio de sistema
de referencia en A™) podemos suponer que las m tltimas columnas forman una
matriz regular B, con lo que cambiando el sistema de ecuaciones por el sistema
equivalente B~'AX* = B~b*, podemos suponer que las m tltimas columnas
de A forman la matriz identidad, con lo que el sistema de ecuaciones es de la
forma

Xi:Fi(Xl,...,Xd)7 i:d+1,...7’l’b

donde d = n — m, para ciertos polinomios F; de grado 1 con coeficientes en k.
Vemos entonces que a = (0,...,0, F311(0,...,0),...,F,(0,...,0))) es una so-
lucion del sistema en k", y que el sistema equivale a A(X — a)t = 0.

Los conjuntos Wy = {x € k" | Az' =0} C {z € K™ | Az' = 0} = W son
subespacios vectoriales de k™ y K", respectivamente, de dimensién d, luego W
es el subespacio de K™ generado por Wj. Equivalentemente, W tiene una base
en k™. Ademas (las coordenadas de) los elementos de V son las de a + W, luego
si P € A™(k) es el punto que tiene coordenadas a, el conjunto definido por el
sistema de ecuaciones lineales de partida es P+ W™* (donde W* es el subespacio
de K™ formado por los vectores de coordenadas en W) y es, en efecto, una
variedad afin (de dimension d).
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Mas adelante daremos una definicion mas general de variedad afin, por lo
que en el contexto de la geometria algebraica es méas conveniente referirse a
las variedades afines en el sentido de la geometria afin como variedades lineales
afines. n

Uniones e intersecciones de conjuntos algebraicos Podemos formar nue-
vos conjuntos algebraicos mediante uniones finitas e intersecciones:

Teorema 1.3 La interseccion de conjuntos algebraicos es un conjunto alge-
braico. La union de un ndmero finito de conjuntos algebraicos es un conjunto
algebraico.

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que

NV(Si) =V(U S).
il i€l
Por otra parte, si F'y G son polinomios, es claro que V(FG) = V(F)UV(QG).

Como todo conjunto algebraico es intersecciéon de un namero finito de conjuntos
VI(F) y

NVE) UNV(Gy) = NVIFG),

1 J ]
concluimos que la unién de dos conjuntos algebraicos es un conjunto algebraico,
y esto implica a su vez que lo mismo vale para cualquier union finita. L]

Producto de conjuntos algebraicos Observemos que A" x A™ = An+™,
Vamos a probar que si C; C A™ y Co C A™ son conjuntos algebraicos, entonces
C1 x Cy C A™™™ también es un conjunto algebraico.

Observemos en primer lugar que, a partir de sistemas de referencia afines en
A™ y en A™, podemos definir un sistema de referencia afin en A"*™ tal que si
P e A" y Q € A™ tienen coordenadas z e y, respectivamente, entonces (P, Q)
tiene coordenadas (z,y). Por comodidad, en lugar de escribir k[ X7, ..., Xp+m],
llamaremos a las indeterminadas Xi,...,X,,Y1,...,Y,,. Asi,si C; =V(S1) y
Cy = V(S2), podemos considerar que S; C k[X1,...,X,], S2 C k[Y1,..., Y],
con lo que claramente C; x Cy = V(57 U Ss).

Mas en general, es facil ver que cualquier producto C; X - - - X C. de conjuntos
algebraicos es un conjunto algebraico en el espacio afin correspondiente. =

Ejemplo: Hipersuperficies Los subconjuntos algebraicos de A™ definidos
por una Unica ecuacion se llaman hipersuperficies. Cuando la ecuacion es lineal
(no nula) tenemos los hiperplanos, que no son sino las variedades lineales de
dimensién n — 1.

Las hipersuperficies de A2 se llaman curvas afines planas, que a su vez se
clasifican en rectas, conicas, ciubicas, cudrticas, etc. segun el grado del polinomio
que las define.! n

1Las definiciones de “hipersuperficie” y “curva” son provisionales. En la nota de la pagina 18
afiadiremos una restriccion natural a la definiciéon de hipersuperficie (y, por consiguiente, a la
de curva). La idea es que el conjunto algebraico determinado por (X —Y)(X2+Y2—-1)=0
no sea una curva, sino la union de dos curvas: una recta y una circunferencia.
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Algunos ejemplos de curvas Las rectas y las superficies conicas son ejemplos
especialmente simples de conjuntos algebraicos. En el caso £ = R resultan ser
curvas diferenciables en el sentido de la geometria diferencial, pero si conside-
ramos curvas de grado mayor encontramos algunos fené6menos notables:

O

Y2 = X3 Y2 =X2(X+1) Y2 =X(X2-1)

Estas figuras muestran que hay curvas algebraicas de grado 3 que, si bien
parece razonable que les hayamos asignado el nombre de “curvas”, lo cierto es
que no lo son exactamente en el sentido de la geometria diferencial. La primera
tiene un “pico” en el que no es diferenciable, la segunda se corta a si misma,
con lo que ni siquiera es una curva propiamente dicha en el sentido topoldgico,
si bien no deja de corresponderse con una cierta idea intuitiva de “curva”’ que
no tiene por qué excluir que una curva se corte a sf misma. El tercer ejemplo
muestra que una curva algebraica en R no tiene por qué ser conexa.

A medida que aumentamos el grado podemos obtener curvas mas sofistica-
das. Veamos un tltimo ejemplo en grado 6:

(X24Y?2)3 —4X2Y2 =0

1.2 El ideal de un conjunto algebraico

Empezamos ahora a estudiar los conjuntos algebraicos, y el primer problema
con que nos encontramos es con que distintos conjuntos de ecuaciones S pueden
definir un mismo conjunto algebraico C' = V() respecto de un mismo sistema de
referencia, por lo que si tratamos de definir propiedades de C' en términos de .S,
nos vemos obligados a comprobar que la definicion no depende de la elecciéon
de S y eso puede ser muy complicado. Para evitar este problema, observamos
que todo conjunto algebraico tiene asociado un méximo conjunto de ecuaciones
(técnicamente, de polinomios) que lo definen:
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Definicién 1.4 Si C C A™ es un conjunto algebraico (definido sobre k), fijado
un sistema, de referencia afin, definimos

I,(C) ={F € k[X1,...,X,] | F(P) =0 para todo P € C}.

Normalmente, escribiremos I(C'), sin especificar k. En esta definicion hemos de
entender que I(@) = k[X1,...,X,].

Es inmediato que I(C') es un ideal de k[ X1, ..., X,], asi como que se cumple
la relacion C = V(I(C)). Mas aun, si C = V(5), entonces S C I(C), por lo que
I(C) es ciertamente el mayor conjunto de ecuaciones (de polinomios) que define
a C, y esta univocamente determinado por C' (y por un sistema de referencia
prefijado) sin que medie ninguna eleccion arbitraria de ecuaciones.

Sin embargo, dado un conjunto algebraico C' = V(.S), ahora se nos plantea
el problema de determinar quién es I(C). ;Cuéles son los polinomios que se
anulan en los puntos donde se anulan los polinomios de S? Puesto que S C I(C),
también tenemos que (S) C I(C), y es natural preguntarse si se da la igualdad.
El teorema [Al 3.4] describe los elementos del ideal (S) como los polinomios
que pueden obtenerse a partir de los de S mediante combinaciones lineales con
coeficientes en k[X1,...,X,]. Obviamente todos ellos se anulan en C' = V(5),
pero puede haber méas polinomios en I(C)?

La respuesta es afirmativa. Basta considerar, por ejemplo, C' = V(S) C A!
con S = {X?}. Entonces C' = {0} y es facil ver que (5) = (X?) ¢ (X) = I(C).

Vemos que, para formar I(C'), no podemos considerar tnicamente las com-
binaciones lineales de los polinomios de S, sino que puede hacer falta tomar
“raices”, para pasar de un polinomio como X?2 hasta X. Vamos a dar una defi-
niciébn que precise esta idea:

Definiciéon 1.5 Llamaremos radical de un ideal I de un anillo conmutativo y
unitario A al ideal

RadI = {a € A|a" € I para un natural n > 0}.

Es facil ver que, efectivamente, se trata de un ideal de A, pues si a™ € [
y b € I entonces (a + b)™*™" € I. Ademéas I C Radl y si I # A entonces
Rad I # A.

Un ideal I es radical si I = Rad [ o, equivalentemente, si cuando a” € [
entonces a € I. Es claro que Rad I cumple esta propiedad, luego Rad I es el
menor ideal radical que contiene a I. Todo ideal primo es radical.

Es evidente que todo ideal I(C') es radical, por lo que la igualdad I = I(V (1))
no puede darse a menos que el ideal I sea radical.

Enseguida veremos que esta condiciéon es suficiente, pero conviene probar
aparte un hecho técnico que usaremos a menudo:
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Teorema 1.6 Consideremos cuerpos k C k' y un ideal I C k[X1,...,X,]. Lla-

memos I' C k'[X1,...,X,] al ideal que genera en k'[X1,...,X,] y sea {a;}jes

una k-base de k'. Entonces todo F € K'[X1,...,X,] se expresa en forma inica

como F = Y «a;F;, con Jy C J finito y Fj € k[X1,...,X,]. Ademds F € I
Jj€Jo

siy sdlo si cada F; € I y también I' N k[X1,..., X,] =1.

DEMOSTRACION: El coeficiente @ en F' de cada monomio M se expresa

de forma tnica como combinacién lineal @ = )" aa; o, con Jy C J finito
Jj€Jo

y an,; € k. Afladiendo coeficientes nulos podemos tomar el mismo Jy para
todos los monomios que aparecen en F. Es claro entonces que los polinomios
F; = %aM,jM cumplen

F= X a; Fj, (1.3)

J€Jo

asi como que la expresion es tnica.

Para la segunda parte basta ver que el conjunto I C I* C I’ formado
por todos los polinomios F' de la forma (1.3) con los F; € I es un ideal de
E'[X1,...,X,], pues entonces tiene que darse la igualdad.

Ciertamente I* es cerrado para sumas y, si G € K[Xy,...,X,]y F € I*,
para probar que GF € I, podemos descomponer F' y G en la forma (1.3)
y asi suponer sin pérdida de generalidad que G = oGy y F = a;Fp, con
Go € k[Xy,...,X,], Fy € I. Desarrollamos oo = ch/aj/, concy €k, y
entonces 7’

arGo OéjFO = Z aj/Cj/GoFO eI,
j/

ya que ¢y GokFy € 1.

Para la tltima parte tomamos concretamente una base tal que o, = 1, para
cierto jo € J. Asi, si F € I'Nk[Xy,...,X,], sea M cualquier monomio con
coeficiente 1, sea [3; € k su coeficiente en F}; y sea 8 € k su coeficiente en F'.
Entonces

Brajo= 2 ;b
Jj€Jo
Por la independencia lineal de los «; es necesario que jo € Jo, que B, = By
que f; = 0, para j # jo. Esto implica que F; = 0 si j # jo (pues todos sus
monomios tienen coeficientes nulos). Por consiguiente F' = Fj, € I. ]

Teorema 1.7 Sea k un cuerpo y sea I un ideal de k[X1,...,X,]. Entonces®

se cumple que I(V(I)) =Rad .

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que £ = K es algebrai-
camente cerrado. Obviamente se cumple que I C I(V(I)) y, como el ideal

2Aqui es fundamental que hemos definido V' (I) como subconjunto de A™(K) y no como
subconjunto de A™(k). De no haberlo hecho asi, habria que afadir como hipétesis que k
fuera algebraicamente cerrado. Este teorema se conoce a veces como “Teorema de los ceros de
Hilbert”, aunque nosotros reservaremos ese nombre para [Al 9.49].
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de la derecha es radical, de hecho RadI C I(V(I)). Como k[Xy,...,X,] es
noetheriano [Al 3.8], tenemos que el ideal I es finitamente generado, digamos
I=(F,...,Fy). Tomemos G € I(V(I)), de modo que G se anula en todos los
puntos donde se anulan los polinomios F;. Anadamos una indeterminada Ty
consideremos los polinomios

Fi,...,Fn,TG—1€k[X1,...,X,,T).

Por hipétesis no tienen soluciones en comun, luego por el teorema de los ceros
de Hilbert [Al 13.49] existen polinomios Hy, ..., Hy,, H € k[X1,..., Xy, T tales
que

H\Fy+---+H,F,+HTG-1)=1.

Ahora sustituimos T'= 1/Y y, multiplicando por una potencia adecuada de
Y, obtenemos una ecuacién de la forma
HF,+ - +H F,+H(G-Y)=Y",

para ciertos polinomios H{,...,H  H € k[X1,...,X,,Y]. Finalmente susti-
tuimos Y = G y queda que GV € (F1,...,F,), luego G € Rad(I).

Si k es arbitrario, sea C' = V(I) y llamemos I’ al ideal generado por I en
K[Xy,...,X,]. Entonces C = V(I'). Por el teorema anterior tenemos que
I=TInNnk[Xy,...,X,]y, por la parte ya probada:

I(V(I)) = I(V(I") C Ix(V(I')) = Rad I'.

Entonces, si F € I(V(I)), existe un n > 1 tal que F™" € I' Nk[X1,...,X,] =1,
luego F € Rad I. Esto prueba la inclusion I(V(I)) C Rad I, y la otra es obvia.
|

En particular, si el ideal I es radical tenemos que I(V(I)) = I, luego la
aplicacion I — V(1) biyecta los ideales radicales con los conjuntos algebraicos.
Su inversa es C' — I(C). Claramente ambas correspondencias invierten las
inclusiones.

Nota Terminamos esta secciéon con una observacion elemental que, en su dia,

fue un notable descubrimiento de Hilbert. Si S C k[X7, ..., X,] es un conjunto
arbitrario de polinomios, se cumple que C' = V(S) = V(I), donde I = (95),
pero I es un ideal en el anillo noetheriano k[X7,..., X,], luego es finitamente

generado, es decir, existe un conjunto finito Sy C I tal que I = (Sp) y por lo
tanto C =V (S) = V(I) = V(Sp).

Esto significa que todo conjunto algebraico C' esta determinado por un ni-
mero finito de ecuaciones. Aunque en teoria, al tratar con los ideales I(C),
estamos considerando simultdneamente infinitas ecuaciones, vemos que en la
practica, cualquier sistema de ecuaciones infinito puede reducirse a un sistema
finito equivalente, en el sentido de que sus soluciones son las mismas. L]



1.3. Funciones polinémicas 11

1.3 Funciones polinémicas

Introducimos ahora las aplicaciones que relacionan los conjuntos algebraicos
afines. Estas son, naturalmente, las aplicaciones definidas a través de polino-
mios.

Definicion 1.8 Sean C C A™ y D C A™ dos conjuntos algebraicos afines. Una
aplicacion ¢ : C — D es polindmica (definida sobre k) si, fijados sistemas
de referencia afines, existen polinomios Fi,...,F, € k[X1,...,X,,] tales que
para todo P € C se cumple que ¢(P) = (F1(P),...,F,(P)). (Entiéndase: las
coordenadas de ¢(P) son las imégenes por los F; de las coordenadas de P.)
Un isomorfismo entre conjuntos algebraicos afines es una aplicacién polindémica
biyectiva cuya inversa sea también polinémica.3

Es facil ver que el caracter polinémico de una aplicacién no depende de
los sistemas de referencia considerados. También es facil comprobar que la
composicion de aplicaciones polinémicas es una aplicacién polinémica.*

Ejemplo 1 Si F € k[X;,...,X,], es claro que la grafica de F, es decir, el
conjunto

Gr(F)=V(Xpy1 — F(X1,...,X,)) C A™T!
es un conjunto algebraico afin. Claramente es isomorfo a A", pues un isomor-
fismo ¢ : A™ — Gr(F) es el dado por
(X1, xn) = (21,0 20, F(21, .., 20)).
La aplicacion inversa es ¥(z1,...,Znq1) = (T1,...,Tp). ]
En particular, la parabola Y = X? es isomorfa a la recta afin A'.

Ejemplo 2 Si V C A" es una variedad lineal afin de dimension d > 0 (definida
sobre k), entonces es isomorfa a A%

En el ejemplo de la pagina 4 hemos visto que las coordenadas de los puntos
de una variedad lineal afin V' C A™ de dimension d > 0 y definida sobre &
(respecto de un sistema de referencia adecuado) son de la forma

Ot .. ta) = (b1, oy ta, Far1(tr, oo ta), oo Fulte, .o, ta))s

donde los F; son polinomios de grado 1 con coeficientes en k. Esta expre-
si6n define una funcién polinémica ¢ : A — V cuya inversa es la dada por

(X1, ..., xn) = (T1,...,Tq). "

Ejemplo 3 Si C; € A™ y Cy C A™ son conjuntos algebraicos afines, las pro-
yecciones p; : C1 x Cy — C; son claramente aplicaciones polindémicas.

3En el ejercicio de la pagina 112 se muestra un ejemplo de aplicacién polinémica biyectiva
con inversa no polinémica.

4Mas precisamente, es claro que el conjunto de todos los conjuntos algebraicos respecto
de una misma extension K/k forma una categoria tomando como morfismos las aplicaciones
polinémicas.
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El algebra asociada a un conjunto algebraico afin Si C C A" es un
conjunto algebraico afin (definido sobre k), llamaremos k[C] al conjunto de
las funciones polinémicas C — K (definidas sobre k). Notemos que tiene
sentido hablar de aplicaciones polinémicas de C' en K porque K = A! es un
conjunto algebraico afin, pero escribimos K porque vamos a tener en cuenta
su estructura de cuerpo, ya que ella nos permite dotar a k[C] de estructura
de anillo (conmutativo y unitario) con las operaciones definidas puntualmente.
Mas atin, k[C] contiene un subcuerpo isomorfo a k (el determinado por las
funciones constantes), por lo que, de hecho, k[C] es una k-algebra (conmutativa
y unitaria).

Notemos que la definicion de k[C] no depende de la eleccion de un sistema de
referencia en A", pero, si fijamos uno, podemos obtener una representacién en
coordenadas de cada funcion de k[C]. Concretamente, cada F' € k[X1,..., X]
define una funcion polinémica f € k[C] dada por f(P) = F(P) (entendiendo que
el segundo miembro es F' actuando sobre las coordenadas de P). La aplicacion
F — f es un epimorfismo de anillos y su nucleo es I(C). Por consiguiente
tenemos la representacion

K[C] = kX1, ..., Xa]/I(C). (1.4)

En la practica consideraremos a (1.4) como una igualdad, si bien hemos de
recordar que solo tiene sentido cuando hemos fijado un sistema de referencia
en A". Representaremos por z; a la clase de X; en k[X1y,...,X,]/I(C). Ob-
servemos que las funciones x; son las que asignan a cada punto P € C sus
coordenadas en el sistema de referencia fijado.

Se cumple que k[C] = k[z1,...,2,]. Mas concretamente, cada f € k[C]
tiene una representacion coordenada (que salvo casos triviales no es tunica) de
la forma f = F(z1,...,z,), donde F € k[Xy,...,X,] es cualquier polinomio
que cumpla f = [F]. Si P € C tiene coordenadas (a1, ...,a,) € K™, entonces
f(P) :F(ala"'aan)‘

Ejemplo Sea V = V(X — Y?). Entonces k[V] = k[z,y], y es facil ver que z e
y son trascendentes sobre k, pero no son algebraicamente independientes, sino
que x = y2. Por lo tanto k[V] = k[y] es isomorfo al anillo de polinomios k[Y].
Alternativamente, podemos llamar y = /= y entonces k[V] = k[z][v/z].

Cada punto = € K se corresponde con dos puntos (z,v/x) y (z, —v/z) en V
(salvo el 0, para el que los dos puntos son el mismo), de modo que la funcion /z,
que en K ha de verse como una “funcién multiforme” —que asocia dos imagenes
a cada punto— es en V una funcién uniforme que asocia a cada uno de los dos
puntos correspondientes a x en V' una de las raices cuadradas de zx en K. =

Definiciéon 1.9 Si ¢ : C — D es una aplicaciéon polinémica entre conjuntos al-
gebraicos afines, definimos ¢ : k[D] — k[C] mediante ¢(f) = ¢o f. Claramente
se trata de un homomorfismo de anillos. Notemos que ¢ transforma cada fun-
cion constante de k[D] en la constante correspondiente de k[C]. Expresaremos
esto diciendo que ¢ es un k-homomorfismo (de k-algebras).
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Es inmediato comprobar que® ¢ o) = 1) o ¢.

Teorema 1.10 Sean C' C A™ y D C A" dos conjuntos algebraicos afines.
Entonces la correspondencia ¢ — ¢ es una biyeccion entre las aplicaciones po-
lindmicas ¢ : C — D y los k-homomorfismos de dlgebras ¢ : k[D] — k[D].

DEMOSTRACION: Si ¢ =1 y P € C, entonces

zi(¢(P)) = ¢(:)(P) = ¥(x:)(P) = zi(¢4(P)),

luego ¢(P) y 1 (P) tienen las mismas coordenadas, luego ¢(P) = ¥(P) y, como
P es arbitrario, ¢ = 1. Esto prueba que la correspondencia es inyectiva.

Sea ahora un k-homomorfismo « : k[D] — k[C] y sea a(z;) = [F;]. Los

polinomios F; € k[X7, ..., X,,] determinan una funcién polinémica
p: AT — A",
asé como un homomorfismo de anillos ¢* : k[Xy,... X, — k[X1,...,X,]

definido mediante G — G(F1,..., F,). Se cumple que ¢*[I(D)] C I(C), pues si
tomamos G € I(W), la clase de ¢*(G) modulo I(C) es

G([F1], ..., [Fa]) = Gla(z1), ..., a(zn)) = ([G]) = (0) = 0.

Por lo tanto ¢[C] C D, pues si tomamos P € C 'y G € I(D), entonces
G(¢(P)) = ¢*(G)(P) = 0, luego ¢(P) € V(I(D)) = D. Asi pues, ¢ se restringe
a una funcion polinémica de C en D, y es facil ver que cumple ¢ = a. m

Es claro que, bajo la biyeccion de este teorema, los isomorfismos entre varie-
dades se corresponden con k-isomorfismos de anillos. Asi pues, dos variedades
son isomorfas si y solo si sus algebras de funciones polindémicas son k-isomorfas.

Mientras el ideal I(C') determina el conjunto algebraico C' de forma “ex-
trinseca’; es decir, indicando cémo esta sumergido en A™, vamos a ver que la
k-algebra k[C] lo determina de forma “intrinseca”, salvo isomorfismo. Esto se
traduce en que todas las propiedades “algebraicas” de un conjunto algebraico C'
(las que se conservan por isomorfismos) tienen que tener un reflejo en k[C].

Definiciéon 1.11 Si D C C son conjuntos algebraicos afines, definimos I (D)
como el conjunto de todas las funciones f € k[C] que se anulan en D. Clara-
mente es un ideal radical de k[C] y, si fijamos un sistema de referencia en A™,
tenemos que I(C) C I(D) y es inmediato que, a través de la identificacion entre
k[C)y k[X1,...,Xn]/I(C), se cample que Ic(D) = I(D)/I(C).

Por otra parte, todo ideal radical de k[C] es de la forma I/I(C), donde I
es un ideal radical de k[X1, ..., X,], que sera de la forma I = I(D) para cierto
conjunto algebraico afin D C C (ya que I(C) C I(D)).

5Maés precisamente, es facil ver que la aplicacion C + k[C] es un funtor contravariante de la
categoria de los conjuntos algebraicos afines respecto a K/k en la categorfa de las k-algebras,
considerando en ésta como morfismos los k-homomorfismos de algebras.
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Concluimos que la correspondencia D — I¢(D) es una biyeccion entre los
subconjuntos algebraicos de C' y los ideales radicales de k[C]. Claramente in-
vierte las inclusiones.

Estudiar sistematicamente las relaciones entre C' y k[C] requiere estudiar
en profundidad la estructura de las k-algebras conmutativas y unitarias, lo que
conduce hacia el algebra conmutativa, y no vamos a seguir ese camino. No
obstante, podemos senalar algunos hechos sencillos:

Si P € C(k) tiene coordenadas (aq,...,a,) € k™, se cumple que
I(P) = (Xl —al,...,Xn—an),

pues claramente el ideal de la derecha esta contenido en I(C) y es maximal, ya
que el cociente que determina es isomorfo a k, luego también

IC(P):(‘rl_ala'“axn_an)

y tenemos un isomorfismo k[C]/Ic(P) = k respecto al que f = F(z1,...,2y)
se corresponde con Flay,...,a,] = f(P). En otras palabras, f(P) esta deter-
minado como el tnico elemento de k que cumple f(P) = f (méd Io(P)).

En el caso en que k = K, tenemos que C(k) = C y asi vemos que los puntos
de C se corresponden biunivocamente con los ideales maximales de k[C] (pues
un ideal maximal es primo, luego radical, y no tiene ningin ideal por encima
méas que k[C], luego su conjunto algebraico asociado no tiene méas conjunto
algebraico por debajo que @, lo cual obliga a que sea un punto), y ademas la
pura estructura algebraica de k[C] permite identificar a cada f € k[C] con una
funcion definida sobre los ideales maximales de k[C].

1.4 La topologia de Zariski

El teorema 1.3, unido al hecho de que @ y A™ son subconjuntos algebraicos
de A™, implica que los subconjuntos algebraicos de A™ (definidos sobre k) son
los cerrados de una topologia en A™.

Definicién 1.12 La topologia de Zariskien A™ (relativa a k) es la topologia que
tiene por abiertos a los complementarios de los conjuntos algebraicos (definidos
sobre k). Si C' C A™ es un conjunto algebraico (definido sobre k), la topologia
de Zariski en C es la relativizacion a C' de la topologia de Zariski de A™, cuyos
cerrados son los subconjuntos algebraicos de C.

En lo sucesivo consideraremos a los conjuntos algebraicos (definidos sobre k)
como espacios topoldgicos con la topologia de Zariski (relativa a k).

Enseguida veremos que la topologia de Zariski no es de Hausdorff. En gene-
ral, cuando hablemos de espacios topologicos, nunca supondremos que son de
Hausdorff.
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Un espacio topolégico X es irreducible si cuando X = C7 UCy con Cy y Cy
cerrados, necesariamente C' = Cy o C = (5.

Un conjunto algebraico afin (sobre k) es una variedad algebraica afin (so-
bre k) si es irreducible respecto a la topologia de Zariski relativa a k.

Por ejemplo, el conjunto algebraico V(XY) C A? no es una variedad, pues
V(XY)=V(X)UV(Y) es union de dos rectas.

Comprobar que un conjunto algebraico es irreducible suele ser una tarea
delicada. El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 1.13 Un conjunto algebraico C' no vacio es irreducible si y sdlo si el
ideal I(C') es primo.

DEMOSTRACION: Si C' es irreducible y Fy, F» € k[Xq,...,X,] cumplen
F\Fy € I(C), entonces podemos tomar Hy = V(Fy), Hy = V(F3), con lo que
tenemos dos cerrados tales que C' = (C' N Hy) U (C N Hy). Por consiguiente
C = C N H; para un i, de donde se sigue que F; € I(C).

Reciprocamente, si I(C) es primo y se cumple que C = C; U Cs, entonces
I(C) = I(C1) N I(Cy) D I(Cy)I(Cy), luego I(C) D I(C;) para algtn 4, luego
C C C;, es decir, C = C;. n

Equivalentemente, un conjunto algebraico C C A™ no vacio es irreducible si

y sélo si el algebra k[C] es un dominio integro. (Notemos que, para el conjunto
vacio, se cumple I(@) = k[X1,...,X,] y que k[@] =0.)

Ejemplo 1 Los conjuntos definidos por una ecuacion ¥ = G(X1,...,X,,) (es
decir, las graficas de los polinomios) son variedades algebraicas afines.

En el ejemplo 1 de la pagina 11 hemos visto que las graficas de polinomios
son isomorfas a A", luego sus élgebras de funciones polinémicas son isomorfas
a k[A"] = k[X4, ..., X,], luego son dominios integros. "
Ejemplo 2 Las variedades lineales afines son variedades algebraicas afines.

En efecto, esto es trivialmente cierto para @y, si V. C A™ es una variedad
lineal afin de dimensién d > 0, en el ejemplo 2 tras la definiciéon 1.8 hemos
probado que es isomorfa a A%, luego k[V] es isomorfo a k[A?] = k[X1,..., X4,
que es un dominio integro. n

En particular, los puntos de A™(k) (las variedades lineales afines de dimen-
sion 0 definidas sobre k) son variedades algebraicas afines.

Teorema 1.14 Sea X un espacio topoldgico. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. X es irreducible.
2. Si Uy y Us son abiertos no vacios, entonces Uy NUs # .

8. Todo abierto no vacio es denso en X.



16 Capitulo 1. Variedades afines

DEMOSTRACION: La equivalencia entre 1) y 2) se obtiene tomando comple-
mentos, y la equivalencia entre 2) y 3) es trivial. "

Como consecuencia:

Teorema 1.15 Un subconjunto Y de un espacio topoldgico X es irreducible si
y sdlo si lo es su clausura Y .

DEMOSTRACION: Si Y es irreducible, dos abiertos no vacios de Y son de la
forma Uy NY, Uy NY, con los U; abiertos no vacios en Y. La interseccion es
UpNU;NY, que es no vacio, puesto que U1 NUy # @ v Y es denso en Y. El
reciproco se prueba similarmente. L]

Definicion 1.16 Una componente irreducible de un espacio topolégico X es un
subconjunto irreducible maximal respecto a la inclusion.

Por el teorema precedente, las componentes irreducibles son cerradas.

Teorema 1.17 Todo subconjunto irreducible de un espacio topoldgico estd con-
tenido en una componente irreducible. Todo espacio topoldgico es la unidn de
sus componentes irreducibles.

DEMOSTRACION: Puesto que los puntos son trivialmente irreducibles, la se-
gunda afirmacién se deduce inmediatamente de la primera. Si X es un espacio
topologico y X’ es un subconjunto irreducible, consideramos la familia de to-
dos los subconjuntos irreducibles de X que contienen a X’. Basta probar que
podemos aplicar el lema de Zorn, para lo cual basta a su vez demostrar que la
unién de una cadena de conjuntos irreducibles es también irreducible.

En efecto, dos abiertos no vacios de la unién M son las intersecciones con
M de dos abiertos no vacios de X, digamos U; y Us. Existe un miembro de
la familia, digamos M’ tal que M’ NU; # & para los dos indices i, con lo que
M NU;NU; # @y también M NU; NU, # &. n

Definicion 1.18 Un espacio topologico es noetheriano si para toda cadena de-
creciente de cerrados C7 D Cy D (U3 D --- existe un indice ¢ tal que C; = C}
para todo j > i.

Por ejemplo, si C' es un conjunto algebraico definido sobre k, entonces el
algebra k[C] es noetheriana, pues k[X7,...,X,] es noetherisno por [Al 3.8] y
todo cociente de un anillo noetheriano es noetheriano. Esto se traduce a su vez
en que C es un espacio topologico noetheriano, pues toda cadena decreciente de
cerrados en C se corresponde con una cadena creciente de ideales en k[C].

Teorema 1.19 Un espacio topoldgico moetheriano tiene un nidmero finito de
componentes irreducibles, ninguna de las cuales estd contenida en la union de
las demds.
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DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de los subconjuntos cerrados del espacio
que no pueden expresarse como union finita de componentes irreducibles. Vamos
a demostrar que M = @. Si existe un Cy € M, entonces Cy no es irreducible,
luego Cy = C7 U Dy, donde ninguno de los dos cerrados es igual a Cy. Si
ambos cerrados se descompusieran en uniéon finita de conjuntos irreducibles, lo
mismo le sucederia a Cj, luego al menos uno de ellos, digamos C; no admite
tal descomposicion, es decir, C; € M. Repitiendo el argumento formamos una
cadena estrictamente decreciente Cy D C7 D Cy D ---, en contradiccién con el
caracter noetheriano del espacio.

Asi pues, todo cerrado, y en particular el propio espacio, es unién de un
nimero finito de componentes irreducibles. Digamos que la descomposiciéon es
X =X, U---UX, (donde podemos suponer que las componentes son distintas
dos a dos). Si Y es cualquier componente irreducible de X, entonces

Y=YNX=YnNnX))U---Uu(¥YnxX,),

de donde se sigue que ¥ = Y N X; para algin i, es decir, Y C X, y, por
maximalidad, Y = X;. Esto prueba que el niimero de componentes irreducibles
es finito. Mas adn, ninguna de ellas puede estar contenida en la uniéon de las
restantes, pues el argumento que acabamos de emplear probaria que seria igual
a una de las restantes. ]

El teorema anterior se aplica en particular a todo conjunto algebraico (con
la topologia de Zariski).

Ejemplo Sea V = V(F) C A™ una hipersuperficie y sea F' = F{*---F/™ la
descomposicion de F' en factores irreducibles en k[X1,...,X,]. Entonces

V=V(F)U---UV(F,)
es la descomposicion de V' en subconjuntos algebraicos irreducibles (sobre k).

En efecto, cada conjunto V; = V(F;) es irreducible, pues el ideal I; = (F;)
es primo, luego es radical, luego I(V;) = Rad(F;) = (F};), y podemos aplicar el
teorema 1.13.

Ademas, no puede ocurrir que V; C V; para i # j, pues entonces (F}) C (F}),

Concluimos que una hipersuperficie es irreducible si y solo si la ecuacion que
la define es irreducible o, a lo sumo, potencia de un polinomio irreducible. En
cualquier caso, una curva plana irreducible siempre puede definirse mediante
una ecuacion irreducible. [

Asi, por ejemplo, las componentes irreducibles del conjunto C' = V(XY') son
las rectas C1 = V(X) y C; = V(Y). Por ello es razonable considerar que el
conjunto no es una curva, sino més bien la unién de dos curvas, por lo que es
razonable exigir la irreducibilidad en la definicion de “curva’
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Nota En lo sucesivo, cuando hablemos de hipersuperficies y, en particular, de
curvas planas, sobrentenderemos que son irreducibles, es decir, que son varie-
dades algebraicas afines. n

Ejemplo Los conjuntos algebraicos dados por
Y2=X3 Y =X%X+41), Y?’=X(X’-1) y X2+Y%i=1

son curvas planas (irreducibles) definidas sobre cualquier cuerpo. (Véanse las
figuras de la pagina 7).

Segtn el ejemplo precedente, basta probar que los polinomios correspondien-
tes son irreducibles en k[X,Y]. Para los tres ultimos podemos aplicar el criterio
de irreducibilidad de Eisenstein.

Por ejemplo, el polinomio Y? — X2(X + 1) € k[X][Y] cumple que todos sus
coeficientes menos el director son divisibles entre el primo X + 1 y el término
independiente no es divisible entre (X + 1)2.

Para Y2 — X (X2 —1) usamos el primo X y para Y2+ X2 —1 el primo X +1.

Supongamos ahora que Y2 — X3 = [\ F,. Es facil ver que si el grado en Y
de uno de los factores es 2, el otro ha de ser constante. Supongamos, pues, que

F, =G (X)Y + Hi(X), Fy, = Go(X)Y + Ho(X).
Multiplicando e igualando coeficientes queda que
GGy =1, G1H,+ H,G, =0, HH,=-X3.

De la primera igualdad obtenemos que G y G5 son constantes, de la segunda
que H; = aHs, para cierto a € k, y de la tercera que aH2 = —X3, lo cual es
imposible. Por lo tanto Y2 — X3 es irreducible. L]

1.5 Funciones racionales

Si V C A™ es una variedad algebraica afin no vacia, entonces el anillo k[V]
es un dominio integro, por lo que podemos considerar su cuerpo de cocientes.
Vamos a estudiarlo con detalle.

Definicion 1.20 Sea V' C A™ una variedad algebraica afin no vacifa. Llama-
remos cuerpo de las funciones racionales de V' al cuerpo de cocientes de k[V].
Lo representaremos por k(V'). Esta definicién no depende de la eleccion de un
sistema de referencia en A™. Convenimos en que k(@) = 0.

Diremos que una funcion racional a € k(V') es regular o que estd definida en
un punto P € V si puede expresarse como « = f/g con g(P) # 0, y en tal caso
definimos a(P) = f(P)/g(P).
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Observemos que puede haber representaciones de « para las que el denomi-
nador se anule y otras para las que no se anule. No obstante, si a es regular
en P, el valor a(P) no depende de la representacion con la que se calcula.

En efecto, sia = f/g=f'/g" v g(P) # 0 # ¢'(P), entonces f¢g’' = f’g, luego
f(P)g'(P) = f'(P)g(P), luego f(P)/g(P) = f'(P)/g'(P).

Se dice que « es singular en un punto P, o que P es una singularidad de «
si & no es regular en P.

Ejemplo SiV = V(X2+Y?—1), entonces, como elementos de k(V'), tenemos
la igualdad
1+y =
r 11—y’

luego esta funcion racional es regular en (0, —1), a pesar de lo que parece indicar
la expresion izquierda. No es dificil ver que (0, 1) es su tnica singularidad. m

Para cada punto P € V definimos el anillo local Op (V') como el anillo de las
funciones racionales de V regulares en P. Claramente k[V] C Op(V) C k(V).

Teorema 1.21 Sea V una variedad algebraica afin. El conjunto de las singu-
laridades de una funcion racional sobre V' es algebraico. Ademds

k[V] = PQV 0p(V),

es decir, k[V] es el conjunto de las funciones racionales sin singularidades.

DEMOSTRACION: La primera afirmacion seria inmediata si no fuera por que
no podemos usar siempre la misma representacion de una funcién racional como
cociente de polinomios para determinar sus singularidades. En general, fijado
un sistema de referencia y una funcion racional « € k(V'), definimos

I, = {G € k[X1,.... X,] | [Gla € k[V]}.

Claramente I, es un ideal de k[X7, ..., X,] que contiene a I(V') y los puntos
de V(I,) son exactamente las singularidades de «.

Para probar la segunda afirmaciéon observamos que si « no tiene singularida-
des entonces V(I,) = &, luego, por el teorema de los ceros de Hilbert, 1 € I,
luego o = [1]a € k[V]. .

Asi pues, a cada elemento de k(1) le hemos asignado una funcion definida
en un abierto de V', pero, en principio, nada nos asegura que dos elementos
distintos de k(V) no puedan definir la misma funcion. El teorema siguiente
prueba que no es asi:

Teorema 1.22 Si V es una variedad algebraica afin y o € k(V') se anula en
un abierto no vacio de V, entonces o = 0.



20 Capitulo 1. Variedades afines

DEMOSTRACION: Sea U C V un abierto no vacio en el que a = 0. Pongamos
que o = f/g, con f, g € k[V] y g # 0. Entonces Uy = {P € V | g(P) # 0}
es un abierto no vacio. Como en V los abiertos no vacios son densos (por el
teorema 1.14), tenemos que U N U, es un abierto no vacio (luego denso), y
claramente

UnU, CcCyr={P eV | f(P)=0}

Entonces Cy es denso, pero también cerrado, luego Cy = V' y asi f = 0, luego
concluimos que a = 0. L]

En particular, si dos funciones racionales coinciden en cualquier abierto no
vacio en el que estén definidas, son iguales. Por consiguiente, podemos identificar
los elementos de k(V) con las funciones que determinan, lo que justifica el
nombre de “funciones racionales” para los elementos de k(V).

Notemos que toda aplicacién polinémica ¢ : V. — W entre variedades
algebraicas afines induce un k-homomorfismo de algebras ¢ : k[W] — k[V]
de modo que si a € Oypy(W), digamos a = f/g con g(¢(P)) # 0, entonces
6(9)(P) = g(é(P)) # 0, luego d(a) = 6(f)/d(g) € Op(V). Bs facil ver que
¢(a) no depende de la representacion elegida de o como fraccion, por lo que
tenemos un homomorfismo de anillos® ¢ : Oy(py(W) — Op(V).

Ejemplo Si V es la pardbola X = Y2, entonces k(V) = k(x)(y/z) es una
extension cuadratica del cuerpo k(z), el cual es isomorfo al cuerpo de funciones
racionales k(X). Asi, un ejemplo de funcion racional en V' podria ser

e
Vo =1’

cuya Unica singularidad es (1,1). "

Anillos locales de conjuntos algebraicos reducibles Si C' es un conjunto
algebraico reducible, el algebra k[C] no es un dominio integro, por lo que no
esta definido su cuerpo de cocientes k(C'). Sin embargo, es posible generalizar
la definicién de los anillos Op(C). Ocasionalmente tendremos necesidad de
trabajar en este contexto mas general.

Definicion 1.23 Sea C' = (7 U ... U C; la descomposicién en componentes
irreducibles de un conjunto algebraico afin C, sea P € C y sea C(P) la union
de las componentes irreducibles que contienen a P. Definimos Op(C') como el
cociente del conjunto

{(f,9) € K[C] x K[C] | g(P) # 0}
respecto de la relacién de equivalencia dada por

(f.9)~(f'.9") < (fg' = f'9lewr) = 0.

6Es facil ver que O es un funtor contravariante de la categorfa de pares (V, P), donde V es
una variedad algebraica afin y P € V, en la categoria de anillos.
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Representamos por f/g la clase de equivalencia del par (f, g), y es facil ver
que Op(C) es un anillo con las operaciones dadas por

PoF gy fF i

9 ¢ 99 99 99
Las comprobaciones son exactamente las mismas que las de la construccion
del cuerpo de cocientes. En lugar de la integridad de k[C] usamos que si se

cumple g(P) # 0 # ¢'(P) entonces (gg')(P) # 0.

Notemos que la restriccion f/g — f|c(py/glc(p) determina un isomorfismo
entre Op(C) y Op(C(P)), asi como que si C es irreducible Op(C) es el anillo
que ya teniamos definido, pero es facil ver que si P esta en varias componentes
irreducibles entonces Op(C') no es un dominio integro.

Observemos que si a = f/g € Op(C), el valor a(P) = f(P)/g(P) no de-
pende de la representacién de o como fraccion.

Es claro que las unidades de Op(C) son los elementos del ideal
mp = {a € 0p(C) [ a(P) # 0},
que es, por consiguiente, el Gnico ideal maximal de Op(C).

Tenemos un monomorfismo ip : k[C] — Op(C) dado por i(f) = f/1, cuyo
nucleo es el ideal de las funciones que se anulan en C(P). En particular, es
un monomorfismo si C(P) = C, es decir, si P esta en todas las componentes
irreducibles de C. En tal caso podemos considerar que k[C] C Op(C).

Necesitaremos este hecho elemental:

Teorema 1.24 Si C' es un conjunto algebraico afin y P € C, entonces el anillo
Op(C) es noetheriano.

DEMOSTRACION: Si a es un ideal de Op(C), como k[C] es noetheriano (es un
cociente de un anillo de polinomios) el ideal @ = i' [a] es finitamente generado,

digamos, a = (f1,..., fr), pero entonces también a = (fi,..., f,). En efecto, si
f/g € a, también f/1 € a, luego f €ay asi f = h1f1 + -+ h.fr, con lo que
fla=(ha/g)fr+ -+ (h/g)fr- .

1.6 Extensiones del cuerpo de definicién

Observemos que si k C k' C K y C C A™ es un conjunto algebraico definido
sobre k, también podemos considerarlo como definido sobre k’. Si C es irredu-
cible sobre k', también lo es sobre k, pues I},(C) = I} (C) N k[ X1, ..., X,], que
claramente es un ideal primo. Sin embargo, si C es irreducible sobre k, puede
ocurrir que deje de serlo al considerarlo sobre k’.

Ejemplo Consideremos k = Q y sea C = V(X2 + Y?). Es facil ver que
X2 4+ Y? es irreducible en Q[X,Y], luego I = (X2 + Y?) es un ideal primo
en Q[X,Y], luego I(C) = I(V(I)) = I, luego C es irreducible sobre Q. Sin
embargo, C = V(X 4+ iY) U V(X —iY") es reducible sobre Q(z). "
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Este ejemplo muestra que “obstinarnos” en trabajar con ecuaciones con coefi-
cientes en un cuerpo prefijado k& puede ocultarnos la estructura de un conjunto
algebraico, por ejemplo, haciéndonos ver como curva irreducible lo que “en reali-
dad” es una unién de dos rectas, como en el ejemplo anterior. En esta seccion
estudiaremos la situacion con detalle. También abordaremos la cuestién de qué
sucede si decidimos cambiar el cuerpo K en el que “realizamos” los conjuntos
algebraicos por otro cuerpo algebraicamente cerrado mayor. A este respecto
empezamos probando lo siguiente:

Teorema 1.25 Sea k C K C K’ una cadena de cuerpos de modo que K y K’
sean algebraicamente cerrados y sea C C A™(K) un conjunto algebraico definido
sobre k. Entonces la clausura C de C en A"(K') respecto a la topologia de
Zariski relativa a k coincide con su clausura respecto a la topologia de Zariski
relativa a K o a K', y estd definida por las mismas ecuaciones que C. Mds
atn, las correspondencias

C—C C'—CnA"(K)

son biyecciones mutuamente inversas entre los conjuntos algebraicos de A™(K)
y A™(K') definidos sobre k.

DEMOSTRACION: Sea S C k[Xy,...,X,] tal que C = Vg(S). Vamos a
probar que Cxs = Vi (S) es el menor subconjunto algebraico de A™(K') que
contiene a C. De este modo, como esta definido sobre k (y sobre K), sera la
clausura de C' respecto de la topologia de Zariski relativa a cualquier extension
de k. En particular vemos que C'xs no depende de la eleccion de S.

En efecto, sea C C D C A™(K'), donde D es algebraico. Tenemos que
probar que Ckxs C D, lo cual equivale a que I/ (D) C Ix/(Ck).
Fijemos una K-base {«; };c; de K'. Asi, cada F' € K'[X;,...,X,] se expresa
en forma tnica como F' = > a;F;, donde Iy C I esfinitoy F; € K[X1,...,X,].
i€l
Si Felg(D)yPeCcCCkg NA"K), tenemos que >, o F;(P) =0y
i€l
F;(P) € K, luego la independencia lineal de los a; nos da que F;(P) = 0 para
todo i, luego F; € Ix(C) = Rad(I), donde I = (S) C K[Xy,...,X,]. Por
lo tanto, existe un m tal que F/™ € I C Iq(Ck), luego F; € Io(Ck), luego
F e IQ(CK/).

Asi pues, C = V/(S), y es claro entonces que C N A"(K) = C. Recipro-
camente, si C' C A"(K') es un conjunto algebraico definido sobre k, digamos
C' = Vk:(9), para cierto S C k[X7,...,X,], entonces C = C'NA"(K) = Vi(95)
cumple que ¢’ = C. "

De este modo vemos que cambiar el cuerpo algebraicamente cerrado K por
otro mayor es una operacién aparentemente irrelevante a la hora de estudiar los
conjuntos algebraicos definidos sobre k, sin embargo, vamos a ver que no es asi,
sino que trabajar con una extension de K “suficientemente grande” puede sim-
plificar sustancialmente el estudio de los conjuntos algebraicos definidos sobre k.
Aqui “suficientemente grande” significa lo siguiente:
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En lo sucesivo sobreentenderemos que k C k € K C  es una cadena de
cuerpos en la que K y ) son algebraicamente cerrados y {2 tiene grado de
trascendencia infinito sobre K.

Siempre podemos encontrar un cuerpo {2 en estas condiciones sin mas que
considerar un cuerpo de fracciones algebraicas K(5), donde S es un conjunto
infinito de indeterminadas, y tomar como €2 la clausura algebraica de K(S). No
obstante, si, por ejemplo, k = Q y K = k, podemos tomar simplemente Q = C.

En estas condiciones podemos asegurar que los conjuntos algebraicos irredu-
cibles tienen puntos genéricos en el sentido siguiente:

Definicién 1.26 Si X es un espacio topologico, un punto genérico en X es un
punto P tal que {P} es denso en X.

Como los puntos son trivialmente irreducibles, el teorema 1.15 nos da que si
un espacio topologico X tiene un punto genérico, entonces es irreducible.

Teorema 1.27 Sea V C A™ una variedad algebraica afin sobre k. Un punto
& €V es genérico (respecto a la topologia de Zariski relativa a k) si y sdlo si

(V) = {F € K[X1,..., X,] | F(€) = 0},

DEMOSTRACION: Si £ es genérico y F' € k[Xq,...,X,] cuample F(£) = 0,
entonces V \ V(F') es un abierto en V' que no contiene a &, luego tiene que ser
vacio, luego V C V(F) y asi F € I;(V).

Reciprocamente, si & determina I (V) en el sentido indicado y U C V es
un abierto no vacio, entonces C' = V \ U es un conjunto algebraico (sobre k)
estrictamente contenido en V', luego I1,(V) & I (C), luego existe un polinomio
F € I(C) \ I;(V), que cumplira F(§) # 0, luego £ € U y esto prueba que {£}

es denso. n

Si V' es un conjunto algebraico irreducible sobre k' y £ € V es un punto
genérico, podemos considerar el cuerpo k(§) = k(&1,...,&,). Es facil ver que
no depende de la eleccion del sistema de referencia. Ademaés, es inmediato que
el homomorfismo k[X7,..., X,;] — k(¢) dado por X; — &; tiene por nicleo a
I.(V), luego induce un k-monomorfismo k[V] — k(&), que a su vez se extiende
a un k-isomorfismo k(V) — k(§) determinado por que x; — &;.

Veamos ahora que, como habiamos indicado, las hipo6tesis sobre {2 nos per-
miten probar la existencia de puntos genéricos:

Teorema 1.28 Toda variedad algebraica V- C A™(QY) (sobre k) tiene un punto
genérico £. Ademds, sila extension K /k es reqular [A19.51], k(§) puede tomarse
linealmente disjunto de K sobre k.

DEMOSTRACION: Tenemos que k(V') = k(z1,...,z,). Por [Al 9.26] podemos
suponer que 1, ...,Zq es una base de trascendencia de k(V') sobre k.

No perdemos generalidad si suponemos que K/k es regular, pues en caso
contrario podemos probar el teorema tomando K = k. Estamos suponiendo



24 Capitulo 1. Variedades afines

que ) tiene grado de trascendencia infinito sobre K, luego podemos tomar
un conjunto T = {t1,...,t4} C Q algebraicamente independiente sobre K.

Tenemos la situacion siguiente

/\/
\/

donde k(T) representa la clausura algebraica de k(T) en Q. Por [Al 9.34] tene-
mos que K y k(T') son linealmente disjuntos sobre k, y [Al 9.54] nos da que la
extension K(T)/k(T) también es regular. Esto significa que K(T') y k(T') son
linealmente disjuntos. Por [Al 9.33] concluimos que K y k(T") son linealmente
disjuntos sobre k.

Por [Al 9.22] existe un tnico k-isomorfismo de cuerpos

k(xy,...,2q) — k(T)

determinado por x; — t;.

A su vez, como la extension k(V)/k(x1,...,xq) es algebraica, [Al 5.54] nos
da un k-monomorfismo de cuerpos ¢ : k(V) — k(T) C Q.

Sea & = ¢(x;) € k(T), con lo que tenemos determinado un punto £ € A™(Q).
Vamos a ver que cumple lo pedido. Como k(§) C k(T), tenemos que k(&) y K
son linealmente disjuntos sobre k.

Por otra parte, para cada polinomio F' € k[Xy,...,X,], se cumple que
F(§) =0siysolosi F(xy,...,2,) =0,siysélosi [F(Xy,...,X,)] =0en k[V],
siy solo si F' € I(V). En particular esto implica que £ € V(Ix(V))=V. =n

Vamos a ver ahora la relevancia de la ultima afirmacion del teorema anterior.
Veamos una primera consecuencia:

Teorema 1.29 Si V C A™ es una variedad algebraica afin sobre k y K/k es
regular, entonces K y k(V) son linealmente disjuntos sobre k.

DEMOSTRACION: Sea {f3;};cs una k-base de K. Basta probar que es lineal-
mente independiente sobre k(V'). Para ello suponemos que . f;f; =0, con
Jo C J finito y fj S k(V) i€Jdo

Por el teorema anterior podemos considerar una extension /K de modo
que exista un punto genérico £ € V C A"(Q) tal que K y k(£) sean linealmente
disjuntos sobre k. Entonces {f;},e. es linealmente independiente sobre k(§) y
> Bifi(§) =0, con f;(§) € k(&), luego f;(£) =0y también f; = 0, para todo
i€ J,

%nd(i)ce 7. L]
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Observemos ahora que si K/k es una extensiéon de cuerpos, un ideal dado
I C K[X;,...,X,] tiene un generador en k[X1,...,X,] si y sélo si tiene una
base en k[X1,...,X,] como K-espacio vectorial.

En efecto, una base es también un generador como ideal, luego una impli-
cacion es obvia y, si I tiene un generador S C k[Xi,...,X,] como ideal, el
conjunto que los polinomios que resultan de multiplicar un elemento de S por
un monomio arbitrario (con coeficiente 1) es un generador de I como K-espacio
vectorial que esta en k[X1,...,X,], v éste a su vez contendra una base.

Teorema 1.30 Sea £ € A™(R2) y consideremos el ideal primo
P={FeK[Xy,...,Xn]| F(§) = 0}.

Se cumple que P tiene un generador en k[ X1, ..., X,] st y sdlo si K y k(§) son
linealmente disjuntos sobre k.

DEMOSTRACION: Por la observacion precedente, que P tenga un generador
en k[Xy,...,X,] equivale a que tenga una base en k[X1,..., X,].

Supongamos que K y k(£) son linealmente disjuntos. Entonces, si {a;}icr
es una k-base de K, también es linealmente independiente sobre k(§).

Dado F € P, podemos expresarlo como F = > «;F;, para ciertos po-

i€lo

linomios F; € k[Xy,...,X,]. Puesto F(§) = 0y Fi(§) € k(§), concluimos
que F;(§) = 0 para todo i € Iy, luego F; € PNEK[Xy,...,X,], por lo que
PNk[Xy,...,X,] es un generador de P como K-espacio vectorial, luego con-
tiene una base.

Supongamos ahora que P tiene una base {F;};cs en k[X1,...,X,]. Como
k() es el cuerpo de cocientes de k[¢], basta probar que una k-base prefijada
de k[€] sigue siendo linealmente independiente sobre K (véase la tercera obser-
vacion tras la definicion [Al 9.32]). Dicha base la podemos tomar formada por
monomios M;(§), con M;(Xq,...,X,) € k[X1,...,Xy], pues la totalidad de los
monomios forman obviamente un sistema generador de k[¢].

Supongamos que Y a;M;(£) = 0, para ciertos o; € K. Entonces tenemos
i€l
que F = > a;M; € P, luego podemos expresar F en la forma

i€l
> aiM; = > B;Fy,

i€lp Jj€Jo

con §; € K. Se cumple que los polinomios M; y F; (con i € Iy y j € Jy)
son linealmente independientes sobre k, pues en caso contrario tendriamos una
combinacion lineal nula

E aiMi + E bij = O7

i€lg J€Jo
con a;, b; € k. Evaluando en £ y teniendo en cuenta que F;(£) = 0 y que los
M;(€) son linealmente independientes sobre k, concluimos que a; = 0 para todo
1 € Iy y, como los F; son linealmente independientes sobre K (luego sobre k),
también b; = 0.
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En particular, podemos concluir que ninguno de los monomios M; aparece
en ninguno de los polinomios F}, luego en la relacion inicial entre ellos podemos
concluir que «; = 0 para todo ¢ € Iy, lo que prueba la independencia lineal de
los M;(§). "

De aqui obtenemos varias consecuencias relevantes:

Teorema 1.31 Sea £ € A™(Q), sea I, = {F € k[X1,...,X,] | F(§) =0} y
supongamos que K y k(§) son linealmente disjuntos. Entonces

Ix ={F € K[X1,...,X,] | FI(§) =0}
es el ideal generado por I, en K[X7,...,X,].

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior I = (5), para cierto conjunto
S C k[Xh Ce 7Xn] AsiScC I C (Ik) C Ik, luego (Ik) =Ig. ]

Teorema 1.32 Si K/k es una extension reqular de cuerpos y P C k[X1, ..., X,]
es un ideal primo, entonces el ideal (P) C K[Xy,...,X,] generado por P en
K[Xy,...,X,] es primo.

DEMOSTRACION: Sea V' = V(P), que es un conjunto algebraico irreducible
sobre k. Por el teorema 1.28 tiene un punto genérico & tal que k(§) y K son
linealmente disjuntos sobre k. Esto significa que

P=1,V)={F € k[X1,..., Xxn] | F(§)) = 0}.

Por el teorema anterior, (P) = {F € K[X1,...,X,] | F(§) = 0}, que
obviamente es un ideal primo. L]

Vamos a reinterpretar esto en términos de variedades algebraicas:

Teorema 1.33 SiV C A"(K) es un conjunto algebraico afin definido sobre k y
es irreducible sobre k, entonces es irreducible sobre cualquier cuerpo intermedio
k C kK C K. Mds ain, si L es cualquier extension algebraicamente cerrada
de K, la clausura V de V en A™(L) respecto a la topologia de Zariski relativa
ak (o a L) sigue siendo irreducible sobre cualquier cuerpo k C k' C L.

DEMOSTRACION: Por hipétesis el ideal (V') es primo y, como la extension
K/k es regular, el teorema anterior nos da que el ideal generado por I3 (V) en
K[Xy,...,X,] es primo y, como V = V(Iz(V)), tenemos que

I (V) = Ix (V(I(V))) = Rad((Ix(V))) = (I5(V))

es un ideal primo, es decir, que V es irreducible sobre K y, mas atn, I (V) esta
generado por los mismos polinomios que Iz (V).

Por lo tanto, V es irreducible sobre K, y también sobre cualquier cuerpo
intermedio, pues es claro que I, (V) = I (V)NkK'[ X1, ..., Xy] es un ideal primo.
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Para la segunda parte, el teorema 1.25 nos da que V = I (I5(V)). Como
la extension L/k es regular, el teorema anterior nos da que el ideal (Iz(V))
generado por (V) en L[X,..., X,] es primo, luego

1L(V) = I.(V(Iz(V))) = Rad((I(V))) = (I(V))-

En particular vemos que V es irreducible sobre L, luego también sobre cual-
quier cuerpo intermedio k C k' C L. n

En resumen, si tenemos una variedad algebraica afin V' sobre k, sabemos que
puede dejar de ser irreducible sobre un cuerpo mayor, pero acabamos de probar
que si permanece irreducible sobre k, entonces es irreducible sobre cualquier
extension de k. Incluso, si extendemos K hasta otro cuerpo algebraicamente

cerrado L, la clausura V de V en A™(L) sigue siendo irreducible.

Definicion 1.34 Si C' C A™ es un conjunto algebraico definido sobre &, diremos
que C es absolutamente irreducible (o geométricamente im:educz'ble,) 0 que es una
variedad algebraica afin absoluta, si es irreducible sobre k.

En general, llamaremos componentes geométricamente irreducibles (o abso-
lutamente irreducibles) de C' a las componentes irreducibles de C' visto como
conjunto algebraico sobre k.

Asi, las componentes geométricamente irreducibles C1, ..., Cy, de C son va-
riedades absolutas, estan definidas sobre k y C = Cy U --- U C,,.

Notemos que la irreducibilidad absoluta es invariante por k-isomorfismos,
pues un k-isomorfismo ¢ : V' — W induce un k-isomorfismo ¢ : k[W] — k[V],
por lo que k[V] es un dominio integro si y solo si lo es k[WW].

Por ejemplo, es inmediato que los espacios afines A™ son variedades algebrai-
cas afines absolutas definidas sobre k, de donde se sigue a su vez que también
lo son las graficas de polinomios (con coeficientes en k) y las variedades lineales
afines (definidas sobre k), pues hemos probado que son isomorfas (sobre k) a
espacios afines.

Las curvas del ejemplo de la pagina 18 son todas absolutamente irreducibles,
pues la prueba que hemos dado de su irreducibilidad es valida para cualquier
cuerpo, luego en particular para k.

Notemos que, expresando C; = V(S;), con S; C k[Xi,...,X,] finito y ad-
juntando a k los coeficientes de todos los polinomios de todos los conjuntos S;

obtenemos una extension finita k’'/k tal que todas las componentes C; estan
definidas sobre &’.

Dicho de otro modo, las componentes geométricamente irreducibles de C
son las componentes irreducibles de C' sobre k’. Obviamente, k¥’ puede susti-
tuirse por cualquier otro cuerpo mayor, luego la extension k'/k se puede tomar
normal. Vamos a ver que también podemos tomarla separable. Esto se debe
esencialmente a que las extensiones puramente inseparables no afectan a la irre-
ducibilidad de los conjuntos algebraicos:
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Teorema 1.35 Si k' /k es una extension puramente inseparable, todo conjunto
algebraico C C A™ irreducible sobre k lo es también sobre k'.

DEMOSTRACION: Si C' no fuera irreducible sobre k’, podriamos descompo-
nerlo en union C' = C7; U Cy de dos cerrados estrictamente contenidos en C'
definidos sobre k’. Tomando conjuntos finitos de polinomios que los definan y
adjuntando a k sus coeficientes, obtendriamos una extension finita de k, que
seguiria siendo puramente inseparable, en la que C no seria irreducible. Por lo
tanto, no perdemos generalidad si suponemos que la extension k’/k es finita.

Sea p la caracteristica de k. El teorema [Al 9.15] nos da que existe un m tal
que o?” € k para todo o € k/ (basta tomar un m que cumpla esto cuando «
recorre una k-base de k’ y entonces lo cumple para todo «).

Tenemos que el ideal I (C') es primo. Sea I' C k'[X1,...,X,] el ideal gene-
rado por I (C). Tenemos que probar que I (C) = I;y(I') = Rad(I’) también
es primo.

Supongamos que FG € Rad(I') pero G ¢ Rad(I’). Entonces existe un r
tal que F"G"™ € I'. Por otra parte, podemos tomar un m de manera que
Gr" e k[X1,...,Xn]. Podemos tomarlo de modo que p™ > r. Fijemos una k-
base {a1,...,a,.} de k' y expresemos F" = > o, F;, donde F; € k[Xy,...,X,].
Asi i

SN o FGP" =GP FT =GP TETGT € T

El teorema 1.6 nos da que F;G?" € I,(C) para todo i, pero GP" ¢ I;(C),
pues en tal caso G?" € I’ y G € Rad(I’), en contra de lo supuesto. Como I;,(C)
es primo, concluimos que F; € I}(C), luego F" € I', luego F € Rad(I’). =

Con esto ya podemos probar:

Teorema 1.36 Sea C C A™ un conjunto algebraico irreducible sobre k. Enton-
ces existe un cuerpo k C k' C K tal que la extension k' [k es finita de Galois y las
componentes irreducibles de C sobre k' son sus componentes geométricamente
irreductbles.

DEMOSTRACION: Tras la definicién 1.34 hemos razonado que existe una
extension finita k'/k que cumple lo requerido. Como puede sustituirse por
cualquier otra mayor, podemos tomarla normal, y s6lo falta probar que podemos
tomarla separable. Para ello consideramos la clausura separable k. de k en %/,
que ciertamente es finita de Galois sobre k. Si C; es una componente irreducible
de C sobre k., el teorema anterior nos da que es irreducible sobre k', luego la
descomposicion C' = CyU---UC,, de C en componentes irreducibles sobre k. es
también su descomposiciéon en £/, luego las C; son geométricamente irreducibles.

| |

Vamos a extraer consecuencias de este hecho. En primer lugar observamos
que podemos precisar el teorema 1.33: si un conjunto algebraico afin definido
sobre k es irreducible sobre la clausura separable ks de k, entonces es geométri-
camente irreducible.
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Dada una extension de cuerpos k’/k, llamamos G(k'/k) al grupo de todos
los k-automorfismos de k. Si 0 € G(K/k), podemos definir una biyeccion
o: A" — A" mediante

(ala RS an>a = (U(al)a s 7J(an))'

Aqui hemos “recordado” que A™ = K™, cosa que nos habiamos propuesto “olvi-
dar”, pero podemos volver a “olvidarlo” en cuanto observamos que, como G(K/k)
deja invariantes a los puntos de cualquier sistema de referencia (sobre k), para
cada o0 € G(K/k) y cada P € A", las coordenadas de P? son las imégenes por
o de las coordenadas de P, y asi tenemos determinada la accion de G(K/k)
sobre A" sin hacer referencia a las “coordenadas absolutas” de los puntos.

Similarmente, si F' € K[X;,...,X,], definimos F? € K[X;,...,X,] como
el polinomio que resulta de aplicar o a todos los coeficientes de F. Asi tenemos
definido un k-isomorfismo de anillos ¢ : K[X7,...,X,;] — K[X1,...,X,].

Teorema 1.37 Si C C A™ es un conjunto algebraico no necesariamente defi-
nido sobre k yo € G(K/k), se cumple que o[C] es algebraico. Mds precisamente,
Ix(0|C]) = oIk (C)]. En particular, C es geométricamente irreducible si y sdlo
st lo es o|C].

DEMOSTRACION: Si F € K[X1,...,X,] y P € A", se cumple F(P° ') =0
siy solosi (F7)7  (P° ') =0, siy solosi F7(P) = 0.

Asi, P € o[C] siy slosi P € C,siy solosi F°(P) = F(P° ') =0 para
todo F € Ix(C), siy solo si F(P) =0 para todo F € o[Ix(P)].

Esto prueba que o[C] = V(o[Ix(C)]). Como o es un isomorfismo de anillos,
el ideal o[Ix (C)] es radical, luego Ik (0[C]) = o[Ix(C)], e igualmente o[Ix (C)]
es primo si y sélo si lo es I (C), luego C' es geométricamente irreducible si y
solo si lo es o[C]. "

Teorema 1.38 Si C C A™ es un conjunto algebraico definido sobre k, para
todo o € G(K/k) se cumple que o[C] = C. Si C estd definido sobre k', donde
kCk C K yk'/k es una extension separable, entonces C' estd definido sobre k
sty solo si o[C] = C para todo o € G(K/k).

DEMOSTRACION: Pongamos que C = V(S), con S C k[Xy,...,X,]. Si
PeCyPF €S, entonces F(P) = 0, luego F(P?) = 0, luego P° € C. Esto
prueba que o[C] C C, y aplicando esto a o~ tenemos la igualdad.

Si C esta definido sobre k/, adjuntando a k los coeficientes (en k') de un
conjunto finito de polinomios que defina a C, obtenemos una extension finita
separable de k que cumple lo mismo que k', luego podemos suponer que la
extension k'/k es finita. Extendiendo k' hasta su clausura normal sobre k,
podemos suponer que k'/k es finita de Galois.

Por la parte ya probada sabemos que si C esta definido sobre k entonces
queda fijo por todos los k-automorfismos. Veamos el reciproco. Pongamos que
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C =V(S), con S C K[X1,...,X,]. Observemos que si o € G(k'/k), por el
teorema [Al 7.54] podemos extenderlo a un k-automorfismo & : k — k. Si T
es una base de trascendencia de K sobre k, por [Al 9.22] podemos extender o a
un k-automorfismo & : k(T) — k(T) y, de nuevo por [Al 5.55], llegamos a un
k-automorfismo ¢ : K — K.

Asi, si F € Sy o € G(k/k), esta definido F?, y se cumple que F°(P) =0
para todo P € C, pues P7 ' € C, luego F(P? ') = 0, luego concluimos que
Fo(P)=F?(P)=0.

Por consiguiente, extendiendo .S, podemos suponer que es uniéon de érbitas
respecto a la accion de G(k'/k). Supongamos que Fi,..., F,. es una de estas
orbitas y sean ej,...,e, los polinomios simétricos elementales con r indeter-
minadas. Vamos a probar que V(S) no se altera si sustituimos Fi, ..., F, por
e;(Fy,...,F.), parai=1,...,7, con lo que el teorema quedara probado, pues
estos polinomios tienen sus coeficientes en k (ya que estan en k' y son invariantes
por G(k'/k)).

Concretamente, hemos de probar que un punto P anula a los polinomios Fj
si y solo si anula a los e;(F1,. .., F,.). Una implicacion es obvia. Si P es raiz de
los e;(F1, ..., F}.), en particular lo es de

er(Fl,...,Fr):Fl"'Fr.

Esto significa que F;(P) = 0 para un i. No perdemos generalidad si suponemos
Fi(P) = 0. Teniendo en cuenta esto y que P es raiz de e,_i(Fy,...,F,),
concluimos que también es raiz de Fy--- F., luego F;(P) = 0 para un ¢ > 2.
Podemos suponer F5(P) = 0. Prosiguiendo de este modo concluimos que P
anula a todos los Fj. n

Con esto podemos probar que todo conjunto irreducible se descompone en
una clase de conjugacion de componentes geométricamente irreducibles:

Teorema 1.39 Si C' C A™ es una variedad algebraica afin sobre k, sus com-
ponentes geométricamente irreducibles son conjugadas, es decir, si Cy y Ca son
dos de ellas, existe 0 € G(K/k) tal que Co = o[C1]. Ademds C es la clausura
de cualquiera de ellas respecto de la topologia de Zariski relativa a k.

DEMOSTRACION: Sean C1,...,C, las componentes geométricamente irredu-
cibles de C. Por 1.36 estan definidas sobre un cuerpo &’ tal que k'/k es una
extension finita de Galois. Si o € G(K/k), el teorema anterior nos da que

C =o[C]=0o[Ci]U---Ua|Cy],

y los o[C;] son conjuntos algebraicos geométricamente irreducibles. Por consi-
guiente son los mismos C,...,C,. Con esto hemos probado que si C; es una
componente geométricamente irreducible de C, también lo es cada o[C;].

El conjunto Wy = J ¢[C1] es una unién de un nimero finito de compo-
o€G(K/k)

nentes C;, luego es un conjunto algebraico contenido en C' y definido sobre &'

Ademas es invariante por G(K/k), luego el teorema anterior nos da que W esta
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definido sobre k. Si W7 no contuviera a alguna componente C;, podemos formar
igualmente Wo = | o[Cy], y de nuevo Wy C C' esta definido sobre k.
c€G(K/K)

Tras un namero finito de pasos llegamos a una expresion C' = Wy U--- U W
que contradice la irreducibilidad de C' sobre k salvo que s6lo haya un término
en la descomposicion, lo cual equivale a que todas las C; son conjugadas de una
misma componente, luego todas son conjugadas entre si.

Por lo tanto, si C; es la clausura de Ci respecto de la topologia de Za-
riski relativa a k, como @ C C, también C; C C. Por otra parte, C; C C,

luego o[C;] C C;, pues C; estd definida sobre k, luego es invariante por k-
automorfismos, luego C' C C};. n

Notemos que el hecho de que C sea la clausura de sus componentes geo-
métricamente irreducibles C; equivale a que Ix(C) = I(C;), es decir, que si
un polinomio F € k[X,...,X,] se anula en C;, de hecho se anula en C, pues
Ci C Vi (F), luego C = C; C Vi.(F).

En términos de puntos genéricos, esto equivale claramente a que todo punto
genérico de C; sobre un cuerpo k' sobre el que esté definida C; es también un
punto genérico de C sobre k.

Otra consecuencia es que si las componentes geométricamente irreducibles C;
de C estan definidas sobre k', tenemos un monomorfismo k[C] — K'[C;].
Si identificamos a k[C] con un subanillo de k’'[C;] se cumple obviamente que
K'[C;] = K'k|C] (donde el producto se calcula en una clausura algebraica de
k(C)), luego también k'(C;) = K'k(C).

En otros términos: al anadir (suficientes) constantes al cuerpo k(C') no obte-
nemos el cuerpo de funciones racionales k'(C') (que no existe si C' no es geométri-
camente irreducible), sino el cuerpo de funciones racionales k'(C;) de cualquiera
de las componentes geométricamente irreducibles de C.

Ahora podemos dar una caracterizacion de la irreducibilidad geométrica de
una variedad en términos de su cuerpo de funciones racionales:

Teorema 1.40 Si'V C A" es una variedad algebraica afin sobre k, entonces V.
es geométricamente irreducible si y sélo si la clausura algebraica de k en k(V)
es puramente inseparable sobre k.

DEMOSTRACION: Si la clausura algebraica de k en k(V) es puramente in-
separable sobre k, entonces k(V)/k es lo que en [Al 9.57] hemos llamado una
extension primaria y, por [Al 9.56], sabemos que k(V') es linealmente disjunto
de la clausura separable de k.

Por 1.36 podemos tomar una extension finita de Galois k' /k tal que las com-
ponentes geométricamente irreducibles de V' estén definidas sobre k', y tenemos
que k' y k(V) son linealmente disjuntos sobre k.

Sea i, ..., q, una k-base de k’. Si F' € K'[X1, ..., X,], podemos expresarlo
de forma tnica como F = > a;F;, con F; € k[X1,...,X,], v se cumple que

F € I,(V) siy solo si F; € I,(C) para todo i.
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En efecto, una implicaciéon es obvia y, si F' € I;,(C) y P € C, para cada
automorfismo o € G(K'/k) se cumple que P° ' € V, luego F(P° ') = 0,
luego F?(P) = 0. Esto significa que F1(P),..., Fu(P) es solucion del sistema
de ecuaciones lineales de matriz (0;(«;)), que tiene determinante no nulo (su
cuadrado es el determinante de la matriz de la forma bilineal asociada a la traza
de la extension k'/k, véase [Al 10.2]). Por consiguiente, todos los F;(P) son
nulos.

En una clausura algebraica de k(V) podemos construir el producto k'k[V],
asi como el epimorfismo de anillos ¢ : k¥'[X1,...,X,,] — k’k[V] definido me-
diante F' — > «;[F;]. (Para probar que conserva productos basta expresar

K2
Qi = Zﬁijlah con f;j; € k.)
l

Hemos probado que si F' € I}/ (V'), entonces cada [F;] es nula, luego ¢(F) = 0,
y el reciproco se cumple porque k' y k(V) son linealmente disjuntos sobre k,
luego el nicleo de ¢ es I/ (V) y asi ¢ induce un k’-isomorfismo k'[V] — k'k[V]
(para probar que fija a los elementos de k' podemos suponer que un «; = 1).
Esto prueba que k'[V] es un dominio integro, luego V es irreducible sobre k',
luego so6lo tiene una componente geométricamente irreducible, luego V es geo-
métricamente irreducible.

Supongamos ahora que V es geométricamente irreducible, tomamos una fun-
cion « € k(V) algebraica separable sobre k y tenemos que probar que « € k.
En caso contrario, el polinomio minimo de « sobre k tiene grado mayor que 1y,
como sus raices son simples, existe 3 € k, 8 # a, que también es raiz de dicho
polinomio. Por el teorema [Al 5.14] existe un k-isomorfismo o : k() — k(B)
tal que o(a) = 3, que por [Al 5.55] se extiende a un k-automorfismo o € G (k/k)
que no fija a a.

Por el teorema 1.38 sabemos que o[V] = V y por el teorema 1.37 ademas
olIxg(V)] = Ix(c]V]) = Ix(V). Por lo tanto, si FF — G € Ix(V), también
F? — G € o[Ix(V)] = Ix(V), lo que prueba que, si f = [F] € K[V], podemos
definir f¢ = [F?] sin que importe la eleccion de F. Mas precisamente, tenemos
que cada o € G(K/k) se extiende a un k-automorfismo o : K[V] — K[V] que
fija a k[V], que a su vez se extiende a un k(V)-automorfismo de K (V). Pero
esto es absurdo, porque a € k(V), luego o deberia fijar a «. n

En particular, si k es perfecto, una variedad V' definida sobre k es geométri-
camente irreducible si y solo si k es algebraicamente cerrado en k(V).

Ejemplo Consideremos de nuevo k = Q y C = V(X2 + Y?2). Al principio de
esta seccion hemos visto que C' es irreducible sobre Q, pero no geométricamente
irreducible. Por otra parte, en k(C') tenemos las funciones = e y que cumplen
2?2 +y? = 0, luego i = z/y cumple 2 = —1, luego i € k(C) es una funcién
racional algebraica sobre Q y k1 = Q(i) C k(C) es la clausura algebraica de
Q en k(C). En efecto, antes del teorema 1.40 hemos observado que si C; es
cualquiera de las dos componentes irreducibles de C, puesto que esta definida
sobre k1, se cumple que k1 (C;) = k1k(C) = k(C), luego por el teorema anterior
k1 es algebraicamente cerrado en k(C'). "
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Sin embargo, si k no es perfecto, puede ocurrir que k no sea algebraicamente
cerrado en k(V') aunque V sea geométricamente irreducible.

Ejemplo Sea F'un cuerpo de caracteristica prima p, sea k = F'(X ) el cuerpo de
fracciones algebraicas en una indeterminada, sea K = k su clausura algebraica
yseaV =V(T? - X) C AL

El polinomio T? — X es irreducible en k[T] por el criterio de irreducibilidad
de Eisenstein [Al 3.29], luego I;;(V) = Rad((T? — X)) = (TP — X).
Por otra parte, sea o € K tal que o? = X. Entonces TP — X = (T — )P,
por lo que
Ix(V) = Rad((T - a)") = (T - ),

que es un ideal primo, luego V = {a} es irreducible sobre K, luego también
sobre k. Por lo tanto, V' es una variedad algebraica afin sobre k geométricamente
irreducible.

Por otra parte, k(V) es el cuerpo de cocientes de k[T]/(T? — X), que ya es
de por si un cuerpo, la extension algebraica k(V) = kt], donde t» = X. Por
lo tanto, la clausura algebraica de k en k(V') es todo k(V) que, ciertamente, es
puramente inseparable sobre k.

Observemos ademés que, aunque V' es una variedad algebraica afin definida
sobre k, el ideal Ik (V') no admite un generador en k[T, pues en caso contrario
podriamos expresar

T—a= Z FiGi,
i€l
con G; € Ix(V)NK[T]| =1,(V) = (TP — X) y llegariamos a que T? — X | T — «,
lo cual es absurdo. m

El ejemplo precedente muestra que al extender el cuerpo de constantes de un
conjunto algebraico afin hay un aspecto que debemos tener en cuenta: Si V- C A™
es una variedad algebraica definida sobre k, esto significa que V = V(S), para
cierto S C k[X1,...,X,] o, llamando I = (S) C K[Xy,...,X,], tenemos que
V =V(I), donde el ideal I tiene un generador en k[X7, ..., X,], pero en general
I (V) = Rad(I), y acabamos de ver que el hecho de que V esté definida sobre
k no garantiza que Ik (V) admita un generador en k[X7,..., X,]. La situacion
general es la siguiente:

Teorema 1.41 Sea V. C A™ una variedad absoluta sobre k. Las afirmaciones
siguientes son equivalentes:

1. La extension k(V)/k es regular.
2. Elideal It.(V) estd generado por I (V).
3. SikCk CK, elideal Ity(V) estd generado por I (V).

DEMOSTRACION: 1) = 2) Notemos que podemos considerar a ky k(V) como
subcuerpos del cuerpo de cocientes (V') de k[V]. La regularidad de k(V)/k
equivale a que k y k(V') son linealmente disjuntos sobre k(V'). Por consiguiente,
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si {a;}ier es una k-base de k, es linealmente independiente sobre k(V), luego

en particular sobre k[V]. Asi, si F € k[X1,...,X,], podemos expresarlo como
= Z aiFiv
i€ly
con F; € k[Xq,...,X,], y entonces F € I(V) siy sélosi [F] = 3 «a;[F;] =0
iclo

en k[V], si y solo si [F;] = 0 para todo i € Iy, si y solo si F; € I,(V). Esto
prueba que Iz (V) es el ideal generado por I (V).

2) = 3). Como la extension K/k es regular, el teorema 1.32 implica que
el ideal generado por It (V) en K[X,...,X,] es primo, luego es Ix(V), luego
por 2) I;(V) también genera Ik (V).

_Si k' es arbitrario, por 1.28, podemos considerar una extension Q/K tal que
V C A™(9) tenga un punto genérico £ sobre K, es decir, tal que

Ix(V) = {F € K[X4,..., X,] | F(€) = 0}.

Notemos que Ix(V) = Ix(V), pues una inclusion es obvia y si F' € Ix(V),
entonces V C Vo(F), luego V' C V(F), luego F € Ik (V). Asi pues:

IK(V) :{FGK[Xla”'vXn] | F(g) :O}a
Io(V)=Ig(V)NK[X1,..., X, ={F € ¥[X1,...,X,] | F(¢) =0}.

Como Ik (V) tiene un generador en k[Xy,...,X,], el teorema 1.30 nos da
que K y k(¢) son linealmente disjuntos sobre k, luego lo mismo vale para k' y
k(€), luego 1.30 implica que It/ (V') tiene un generador en k[Xy,..., X,], que
estara contenido en I (V)Nk[X1,..., X,] = I;(V), luego I;(V') también genera
el ideal I/ (V).

3) = 2) es trivial. Para probar 2) = 1), podemos tomar {2/K de manera
que V C A™() tenga un punto genérico £ sobre k. Como antes

(V) ={F € k[Xy,...,Xu] | F(§) = 0}.

Por 1.30 tenemos que k y k(€) son linealmente disjuntos sobre k, luego si {a; }ier
es una k-base de k, tenemos que es linealmente independiente sobre k(§). Vamos
a probar que también lo es sobre k(V'), y asi k y k(V') seran linealmente disjuntos
sobre k, lo cual equivale a que la extension k(V)/k sea regular.

Si > a;f; =0, con f; € k(V), expresando f; = g;/h, con g;, h € k[V] y

i€lp

multiplicando por h, podemos suponer que f; € k[V]. Si f; = [F}], tenemos que
> aiF; € Ip(V), luego > «;Fi(€) = 0y Fi(€) € k(&), luego o; = 0, por la
i€lp i€lp
independencia de los «; sobre k(£). "

Notemos que la propiedad 1) del teorema anterior ya implica que V' es una
variedad absoluta (por el teorema 1.40) y si k es perfecto equivale, de hecho,
a que V sea una variedad absoluta, luego en este caso se cumplen siempre las
condiciones del teorema anterior.

Mas adelante necesitaremos este hecho:
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Teorema 1.42 Sea V C A™ una variedad absoluta sobre k tal que k(V)/k sea
regular. Entonces k[V] = K[V]Nk(V).

DEMOSTRACION: Vamos a ver en primer lugar que la conclusion es cierta si
K y k(V) son linealmente disjuntos sobre k.

Sea {f;};jes una k-base de K, que por hipdtesis también es una k(V')-base
de K(V). Podemos suponer que §3;, = 1. Todo polinomio F' € K[Xy,...,X,)]
puede expresarse como F' = Y f;F};, con Jy C J finito y F; € k[Xq,...,X,],

J€Jo
luego, tomando clases, toda funcion o = [F] € K[V] se expresa en la forma
a= Y Bjaj, cona; € k[V].
J€Jo

Si € K[V]NE(V), tenemos también la expresion o = §j, - a, luego por la
unicidad de las coordenadas respecto de una base, tiene que ser o = o, € k[V].
Esto nos da una inclusiéon y la otra es trivial.

Si k(V)/k es regular, entonces k y k(V') son linealmente disjuntos sobre F,
luego hemos probado que k[V] = k[V] N k(V). Por otro lado, la extension K/k
es regular, luego también hemos probado que k[V] = K[V]Nk(V). Combinando
ambas igualdades concluimos que k[V] = K[V] N k(V). n

Teorema 1.43 Sea V C A" una variedad absoluta sobre un cuerpo perfecto k.
Entonces k[V] es integramente cerrado si y solo si lo es k[V].

DEMOSTRACION: Si k[V] es integramente cerrado y o € k(V') es entero sobre
k[V], entonces también es entero sobre k[V], luego por hipoétesis a € k[V]Nk(V).
Por el teorema anterior, tenemos que a € k[V], luego k[V] es integramente
cerrado.

Veamos ahora que si k[V] es integramente cerrado, también lo es k[V]. De
hecho, vamos a probar algo un poco méas general, y es que si A es la clausura
entera de k[V] en k(V), entonces la clausura entera A de k[V] en k(V) es kA,

Claramente, todos los elementos de A son enteros sobre k[V], luego kA C A.
Por otro lado, si a € A, tomamos una extension finita de Galois k'/k tal que
a € K'(V). Los elementos de k son algebraicos sobre k, luego enteros sobre
k[V], luego la extension k[V]/k[V] es entera y, por consiguiente, a es entero
sobre k[V].

Como k es perfecto, por 1.40 tenemos que la extension k(V)/k es regular,
luego k' y k(V) son linealmente disjuntos sobre k. Por lo tanto, si f1,..., [, es
una k-base de k’, también es una k(V)-base de k'(V'), luego podemos expresar

a:£1ﬂ1+"'+£rﬁra

para ciertos & € k(V). Sea f1,...,8. € k' la base dual de S,..., 3, respecto
de la traza [Al 10.1]. Por [Al 7.45] tenemos que G(k'/k) = G(K'(V)/k(V)),
de donde se sigue que la traza de la extension &'(V)/k(V) extiende a la traza
de K'/k, luego B4,..., . también es la base dual respecto de la traza de la
extension k'(V)/k(V'). Por consiguiente, & = Tr(af}), pero a3} es entero sobre
k[V], y también lo son sus conjugados, luego también su traza &;. Por lo tanto,
& € A, luego a € kA. n






Capitulo 11

Variedades proyectivas

Consideremos la afirmacion siguiente:
Toda recta corta a toda conica en exactamente dos puntos.

Tal vez el lector considere que es falsa. Basta pensar, por ejemplo, en la
parabola Y = X2 y en la recta Y = —1, que no tienen puntos en comtn. Sin
embargo, podemos objetar que la recta y la parabola indicadas se cortan en dos
puntos, a saber, (i, —1) y (—i, —1). Ya hemos sefialado que en geometria alge-
braica no podemos permitirnos el lujo de despreciar las soluciones imaginarias.
Nos interesen o no en un contexto dado, lo cierto es que los dos puntos de corte
imaginarios estan ahi. Es algo analogo a lo que sucede si nos preguntan por el
namero de raices del polinomio X%+ X?2. Aunque en un contexto dado sélo nos
interesen las raices reales y veamos que la tnica es X = 0, entendera mejor la
situacién quien sepa que, ademas, el polinomio tiene las raices imaginarias +i.

Aun asi, el lector podria objetar que la recta Y = 0 corta a la parabola
tnicamente en el punto (0,0). La respuesta a esta objeciéon es que, como dicha
recta es precisamente la tangente a la parabola por (0, 0), la interseccion “cuenta
doble”; con lo que los puntos de interseccion son dos: (0,0) y (0,0). Que ambos
sean el mismo punto es una mera “coincidencia”.

En efecto, veremos mas adelante que es posible definir una multiplicidad
en los puntos de interseccion de dos curvas algebraicas, de modo que el punto
de corte entre una curva y su tangente tiene al menos multiplicidad 2, y que
en el ejemplo que estamos considerando es exactamente 2. De nuevo, tener
en cuenta estas multiplicidades nos da un conocimiento més profundo de la
geometria de los conjuntos algebraicos, en el mismo sentido en que podemos
decir que comprende mejor el polinomio X* + X2 quien sea consciente de que
“en realidad” tiene cuatro raices, a saber, 0, 0, i, —i. Por ejemplo, quien haya
localizado la raiz X = 0 y se haya dado cuenta de que es doble, sabra que
el polinomio no puede tener mas que otras dos raices (reales o imaginarias),
mientras que quien no tenga en cuenta la multiplicidad creera erréneamente
que podria haber hasta tres raices mas.

37
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Por ultimo, el lector podria objetar que la recta X = 0 también corta a
la parabola tnicamente en el punto (0,0), y esta vez no se trata de la recta
tangente, por lo que “seria trampa” considerarlo como un punto doble.

La “contraobjecion” en este caso es que —de acuerdo con la geometria
proyectiva— la parabola tiene un punto en el infinito, que coincide con el punto
infinito de la recta, luego también hay dos puntos de interseccién, uno finito y
otro infinito.

Con esto terminan nuestros “ases en la manga’. La geometria proyectiva
(clasica) permite enunciar propiedades muy generales sobre los conjuntos alge-
braicos que se cumplen a condicién de que adoptemos sobre ellos la “perspectiva
correcta’; lo que se traduce en:

1. No despreciar puntos “imaginarios”. Aunque consideremos ecuaciones con
coeficientes en un cuerpo k, debemos considerar al menos sus posibles
soluciones con coordenadas en la clausura algebraica de k.

2. Tener en cuenta los “puntos infinitos” de la geometria proyectiva.

3. Contar puntos “con multiplicidades debidamente definidas” cuando corres-
ponda, como al calcular los puntos de intersecciéon de dos curvas.

Viendo las cosas “algebraicamente” veremos que se cumplen principios muy
generales, como que la intersecciéon de una conica y una recta consta siempre
de dos puntos, o que la interseccién de dos conicas consta siempre de cuatro
puntos, etc. Como hemos visto, en las “cuentas” de este tipo pueden faltarnos
puntos si no tenemos en cuenta puntos imaginarios o infinitos, o si no contamos
con las multiplicidades debidas.

En el capitulo anterior hemos definido adecuadamente los conjuntos alge-
braicos afines para que contengan todos los puntos “imaginarios” necesarios, y
en este capitulo nos ocuparemos de anadirles los puntos “infinitos” necesarios
para que no nos falten puntos a la hora de enunciar resultados globales como el
que hemos discutido brevemente sobre la interseccién de una recta y una coénica.

2.1 Conjuntos algebraicos proyectivos

Espacios proyectivos Recordemos la teoria basica sobre los espacios proyec-
tivos:

Definicion 2.1 Llamaremos espacio proyectivo n-dimensional de un cuerpo k
al conjunto P (k) de todos los subespacios vectoriales de dimensién 1 en k1.

Si K/k es una extension de cuerpos, podemos definir una aplicacion inyectiva
P"(k) — P™(K) mediante (v) — (v).

La aplicacion es ciertamente inyectiva, pues si (v1) = (v2) en P™(K), existe
un « € K no nulo tal que v = awy, pero, tomando una coordenada 5 € k no
nula de vy, resulta que af € k (porque es una coordenada de v2), luego « € k,
luego (v1) = (v2) en P"(k).
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Esto nos permite considerar que P"(k) C P™(K).

Como en el capitulo anterior, vamos a fijar una extension de cuerpos K/k
con K algebraicamente cerrado, y abreviaremos P" = P"(K).

Un sistema de referencia proyectivo en P™ (definido sobre k) es una n + 2-
tupla de puntos (P, ..., P,y1) € P*(k) tales que, si P; = (v;) con v; € k"1, los
vectores v, ..., Un+1 son linealmente independientes en gl (luego en K "‘H)
Yy vo = v1 + -+ + Upy1. Notemos que si elegimos otros v (para los mismos FP;)
que cumplan la definicién, existird necesariamente un A € k no nulo tal que

v; = Av;, para todos los indices i = 0,...,n+ 1.

Fijado un sistema de referencia proyectivo, todo punto P = (v) € P" cumple
que v = a1vy + -+ + Gpi1Vnt1, para cierta n + 1-tupla (a1,...,a,41) € K™,
no nula, univocamente determinada por P (y el sistema de referencia) salvo
un factor constante. Diremos que (ai,...,a,+1) s un vector de coordenadas
homogéneas de P en el sistema de referencia dado.

De este modo, todo (ay,...,an+1) € K™ 1no nulo es un vector de coor-

denadas homogéneas de un tnico punto de P", y dos vectores de coordenadas
corresponden al mismo punto si y sélo si se diferencian en un factor constante.
Cuando se sobrentienda un sistema de referencia prefijado, identificaremos a
cada punto de P™ con su clase de coordenadas homogéneas.

Los puntos de P"(k) son los puntos de P™ que admiten coordenadas homo-
géneas en k™11

Si consideramos otro sistema de referencia proyectivo (Fy, ..., P}, ), la rela-
cion entre las coordenadas homogéneas de un mismo punto P respecto a ambos
sistemas de referencia es de la forma

Xy = a1 X1+ - + a1n+1Xn41,
. . . (2.1)

/
n+1 = Ap+1 1X1+ e+ an+1n+1Xn+1a

para cierta matriz de coeficientes (a;;) regular con coeficientes en k, y cualquier
relacion de esta forma se corresponde con un cambio de sistema de referencia.

Un hiperplano proyectivo en P™ (definido sobre k) es un conjunto de la forma
H ={(v) [ve W},

donde W es un subespacio de k™! de dimension n. Si respecto a la base
v1,...,Un+1 asociada a un sistema de referencia proyectivo el subespacio W
esta formado por los vectores cuyas coordenadas satisfacen la ecuacion

a1 X1+ + app1Xnp1 =0,

entonces H esta formado por los puntos de P™ cuyas coordenadas homogéneas en
el sistema de referencia dado satisfacen esta misma ecuaciéon. Igualmente, toda
ecuacion de este tipo (con algin coeficiente no nulo) determina un hiperplano
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proyectivo en un sistema de referencia dado y, fijado un hiperplano H, siempre
podemos elegir un sistema de referencia proyectivo respecto al cual la ecuacion
de H sea X; = 0.

Fijemos un hiperplano proyectivo arbitrario H., (sobre k) en P™, al que
llamaremos hiperplano del infinito, y tomemos un sistema de referencia respecto
al cual la ecuaciéon de H,, sea X; = 0 (por concretar tomemos ¢ = n + 1, pero
todo es vélido para un ¢ arbitrario). Entonces los puntos de P \H., tienen
coordenadas homogéneas (X1, ..., X,+1) con X,,11 # 0, luego dividiendo entre
X,+1 vemos que tienen un dnico vector de coordenadas homogéneas de la forma
(X1,...,Xn,1). Esto nos permite identificar los puntos de P™\ H,, con K" vy,
por consiguiente, considerar a P™ \ Hy, como un espacio afin n-dimensional. Con
esta identificacion, los puntos de P"(k) \ Hoo se identifican con los de A™ (k).

Fijado un sistema de referencia, el espacio proyectivo P™ esta cubierto por los
n+ 1 espacios afines A; formados por los puntos de P" cuya i-ésima coordenada
homogénea es no nula. Cuando consideremos A™ C P™ sin més especificacion,
se entendera que A™ es el espacio afin A, 1.

Conjuntos algebraicos Pasamos ya a introducir el concepto de conjunto
algebraico proyectivo:

Definiciéon 2.2 Si S C k[X,..., X,,11], lamaremos

V(S)={P e P"| F(P)=0 para todo F € S},

donde F(P) = 0 ha de entenderse como que F(ay,...,an+1) = 0 para todo vec-
tor de coordenadas homogéneas (ay, ..., a,+1) de P (en un sistema de referencia
dado).

Un conjunto C' C P es algebraico (definido sobre k) si se expresa de la forma
C = V(S), para cierto S C k[X1,...,Xnt1]- Como en el caso afin, es facil ver
que el caracter algebraico de un conjunto no depende del sistema de referencia
en el que se compruebe.

Llamaremos C(k) = C N P"(k) al conjunto de los puntos racionales de C.

Para cada conjunto C' C P", definimos el ideal
I;(C) ={F € k[ X1,...,Xn+1] | F(P) =0 para todo P € C},

donde, como antes, F(P) = 0 tiene que entenderse como que F se anula en
todos los vectores de coordenadas homogéneas de P.

Recordemos que una forma de grado n es un polinomio cuyos monomios
tienen todos grado n. Todo polinomio F' se descompone de forma tnica como

F=Fo+F +F+- -,

donde F; es una forma de grado i.

Diremos que un ideal I C k[X1,..., X,1+1] es homogéneo si cuando F € T se
descompone en suma de formas F' = Fy+ F} + - - -, entonces F; € I para todo 1.
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Observemos que los ideales I(C') son homogéneos.

Para probarlo basta ver que si F' = Fy + Fy + F5 + - - - es la descomposiciéon
de un polinomio F' en suma de formas, entonces F'(P) = 0 siy solo si F;(P) =0
para todo i. En efecto, si a = (a1,...,a,+1) €s un vector de coordenadas
homogéneas de P y A € K es no nulo, entonces

F(Xa) = S Fi(a)\' =0 para todo \ € K*.

Esto solo es posible si todos los coeficientes de este polinomio (en A) son nulos,
como queriamos probar. (Aqui usamos que K es infinito, porque es algebraica-
mente cerrado.)

Es claro que si un conjunto algebraico es de la forma C' = V(.5), también se
cumple que C' = V(I), donde I es el ideal generado por S. Como los anillos de
polinomios son noetherianos, I tiene un generador finito, luego C' esta definido
por un ndmero finito de polinomios, y también por un namero finito de formas
(pues podemos sustituir cada polinomio por el conjunto finito de formas en las
que se descompone).

En los ejemplos concretos, presentaremos siempre los conjuntos proyectivos
en términos de conjuntos finitos de formas y, como en el caso afin, a menudo lo
haremos indicando las ecuaciones que satisfacen, como XY + Z2 = 0 en lugar
de V(XY + Z2).

Veamos un par de resultados elementales sobre ideales homogéneos que a
menudo son utiles:

Teorema 2.3 Un ideal I C k[X1,...,X,11] es homogéneo si y sdlo si estd
generado por un conjunto (finito) de formas.

DEMOSTRACION: Supongamos que I = (F*, ..., F"), donde cada F? es una
forma. Sea F' € I. Entonces F' = Y A"F", para ciertos polinomios A’. La forma
i

de menor grado en que se descompone F' ha de ser F,, = ZAin_ o donde

K3
d; es el grado de F'. Por lo tanto F,, € I. Ahora F — F,,, € I y, repitiendo el
argumento, llegamos a que todas las formas de F' estan en I. La otra implicacion
es obvia. m

Teorema 2.4 Un ideal homogéneo I & k[X1,...,X,] es primo si y sdlo si para
todo par de formas F, G tales que FG € I, o bien F € I o bien G € I.

DEMOSTRACION: Supongamos que F ¢ Iy G ¢ I. Sea F,, la forma de
menor grado de F' que no esta en I y sea G, la forma de menor grado de G que
no esta en /. Entonces

(FGQ)n = >, F.Gy, el
ut+v=m-+n

Por la elecciéon de m y n, todos los sumandos tienen un factor en I salvo
F,.G,, luego F,,G, € I, en contradicciéon con la hipotesis. n
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Conos Los resultados proyectivos analogos a los que hemos obtenido en el
capitulo anterior para el espacio afin se derivan facilmente de éstos a través del
concepto de cono de un conjunto. Usaremos I, V), I,, V, para distinguir las
correspondencias proyectivas de las afines. Recordemos que P" esta formado
por los subespacios de dimension 1 de K11,

Si C' C P™ es un conjunto algebraico, definimos el cono de C como el conjunto
Cn(C) de los elementos (en K™*1) de los elementos de C. De este modo, si a
través de un sistema de referencia identificamos A"*1 = K™*1 las coordenadas
afines de los puntos de Cn(C') son 0 y las coordenadas homogéneas de los puntos
de C.

Ademas, si C C P", se cumple I,(Cn(C)) = I,(C), y si I es un ideal
homogéneo de k[X1,. .., X,+1] tal que V,(I) # @, entonces Cn(V,(I)) = V,(I).

Veamos una primera aplicacion:

Teorema 2.5 Sea I un ideal homogéneo en k[X1,..., X, 11]. Entonces

1. V,(I) = @ si y solo si existe un natural N tal que I contiene a todas las
formas de grado > N.

2. 81 V,(I) # @ entonces I,(Vp(I)) = Rad .

DEMOSTRACION: 1) V,(I) = @ si y solo si Vo(I) C {0}, lo que a su vez
equivale a que (Xi,...,X,41) = I,({0}) C I,(VL(I)) = RadI. A su vez, es
facil ver que esto equivale a que (X1,..., X, 1)~ C I para algtn N.

2) I,(V,(I)) = 1,(Cn(V, (1)) = I,(Va(I)) = Rad I. .

Observemos que los tnicos ideales homogéneos radicales que cumplen 1) son
1y (Xi,...,Xnt1), luego tenemos que V), e I, biyectan los conjuntos algebraicos
proyectivos con los ideales homogéneos radicales distintos de (X7i,...,X,41).
(Podemos admitir a 1 en la biyeccién entendiendo que @ = V(1) es algebraico.)

Nota Conviene observar que, a diferencia del caso afin, los puntos no se co-
rresponden con ideales maximales. De hecho, ningtn ideal I,(C) es maximal,
pues si C' # P, se cumple que {0} & Cn(C), luego

1,(C) = 1.(Cn(C)) & L({0}) = (X1, .., Xnpa).

Definicién 2.6 Diremos que un conjunto X C A"*! es homogéneo si cuando
(a1,...,an41) € X, entonces (tay, ..., ta,+1) € X, para todo t € K.

Es claro que si C' C P™ es un conjunto algebraico proyectivo, entonces
Cn(C) C A™! es un conjunto algebraico homogéneo. Reciprocamente, si
X C A" es un conjunto algebraico homogéneo, entonces el conjunto C' de
los puntos de P” con coordenadas homogéneas en X es un conjunto algebraico
proyectivo tal que X = Cn(C).

Observemos que un conjunto algebraico X C A"*! es homogéneo si y sélo
si el ideal I,(X) es homogéneo.
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En efecto, si X es homogéneo, entonces tenemos que X = Cn(C), para
cierto C, y I,(X) = I,(C) es un ideal homogéneo. Reciprocamente, si I,(X)
es homogéneo, luego esta generado por un conjunto S de formas, y es claro que
X =Vo(1,(X)) = Vo (S) es homogéneo.

La topologia de Zariski Dejamos al lector la comprobaciéon de que el teo-
rema 1.3 es valido igualmente para conjuntos algebraicos proyectivos, es decir,
que toda union finita y toda interseccion de conjuntos algebraicos proyectivos
es proyectiva. Esto puede hacerse adaptando la prueba del caso afin o bien em-
pleando conos para reducir la prueba al caso afin ya demostrado. Esto permite
definir la topologia de Zariski en P™:

Definicion 2.7 La topologia de Zariski en P™ (relativa a k) es la topologia que
tiene por abiertos a los complementarios de los conjuntos algebraicos (definidos
sobre k). Si C' C P™ es un conjunto algebraico (definido sobre k), la topologia
de Zariski en C es la relativizacion a C' de la topologia de Zariski de P, cuyos
cerrados son los subconjuntos algebraicos de C.

Llamaremos variedades algebraicas proyectivas (sobre k) a los conjuntos al-
gebraicos proyectivos (sobre k) irreducibles respecto de la topologia de Zariski
(relativa a k).

Los conjuntos algebraicos proyectivos son espacios topologicos noetherianos,
pues una sucesion decreciente de cerrados da lugar a una sucesién creciente de
ideales de k[X1, ..., X,,+1] ¥y, como este anillo es noetheriano, tiene que estabi-
lizarse, luego la sucesién de cerrados también se estabiliza. Por consiguiente,
son aplicables los teoremas 1.17 y 1.19, segtin los cuales todo conjunto alge-
braico proyectivo se descompone de forma tnica en uniéon de un niimero finito
de componentes irreducibles. La version proyectiva del teorema 1.13 se prueba
analogamente teniendo en cuenta el teorema 2.4:

Teorema 2.8 Un conjunto algebraico C' C P™ no vacio es irreducible si y solo
si el ideal I(C') es primo.

De aqui se sigue que C' C P™ es una variedad (sobre k) si y sélo si lo es Cn(C).
Mas en general, si C = Cy U --- U C, es la descomposicion de C' en componen-
tes irreducibles, entonces Cn(C) = Cn(C;) U --- U Cn(C,) es la descomposicion
de Cn(C) en componentes irreducibles. Por la correspondencia entre conos y
conjuntos algebraicos homogéneos podemos concluir que las componentes irre-
ducibles de los conjuntos algebraicos afines homogéneos son homogéneas.

Teorema 2.9 Si k es un cuerpo infinito, entonces P™(k) es denso en P™ (res-
pecto de la topologia de Zariski relativa a k).

DEMOSTRACION: Se trata de probar que si C' # P™ es un conjunto algebraico
proyectivo (sobre k), entonces existe P € P (k) \ C. Equivalentemente, hay que
encontrar P € k"1 \ Cn(C). Fijado un sistema de referencia, si F' € I(Cn(C))
es no nulo, basta encontrar un punto a € k"*! tal que F(a) # 0.
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Equivalentemente, basta probar que si F' € k[Xy,...,X,] es un polinomio
no nulo, existe a € k™ tal que F'(a) # 0. Razonamos por inducciéon sobre n. Si
n = 1 basta tener en cuenta que F(X;) tiene un nimero finito de raices y que
estamos suponiendo que k es infinito. Si es cierto para n, podemos expresar

F= GngH + -+ G1Xpg1 + Go,

donde los polinomios G; € k[Xy,...,X,] no son todos nulos. Por hipotesis de
induccion existe (aq,...,a,) € k™ tal que G;(aq,...,a,) # 0 para algin i. En-
tonces F(ay,...,an, Xpnt+1) € k[Xn41] es un polinomio no nulo, luego, de nuevo
por el caso de una indeterminada, existe un a,41 tal que F(aq,...,ant1) # 0,
como habia que probar. n

Funciones racionales Los polinomios no definen funciones polinémicas sobre
un conjunto algebraico proyectivo (porque las coordenadas homogéneas de un
punto no estdn univocamente determinadas), por lo que no podemos imitar la
definicion de la k-algebra k[C] asociada a un conjunto algebraico proyectivo. Sin
embargo, si V' es una variedad, si que podemos asociarle un cuerpo de funciones
racionales k(V'). Para ello conviene probar primero lo siguiente:

Teorema 2.10 Sea I un ideal homogéneo de k[X1,..., X +1] y consideremos
el anillo A = k[Xy,...,Xny1]/I. Entonces todo f € A se expresa de forma
unica como f = fo+ -+ fim, donde f; es la clase de una forma de grado i.

DEMOSTRACION: Sélo hay que probar la unicidad. Si f = gg+ -+ g, es
otra descomposicion, sean f; = [F;], ¢; = [G;]. Entonces Y (F; — G;) € I y, al
ser homogéneo, F; — G; € I, lo que prueba que f; = g;. L]

En particular, en un cociente A de este tipo podemos llamar formas de
grado i a las clases de formas de grado ¢, de modo que una misma clase no
puede ser una forma de dos grados distintos.

Sea V' C P" una variedad algebraica proyectiva (sobre k). Fijado un sistema
de referencia proyectivo, definimos

knlV]=k[X1, ..., Xpia] /I(V).

Se trata de un dominio integro, pero sus clases no determinan funciones sobre V,
y mucho menos los elementos de su cuerpo de cocientes. Ahora bien, si f = [F]y
g = [G] son dos formas del mismo grado en k,[V], entonces F'/G determina una
funcion sobre los puntos de V' donde G no se anula, pues F'(P)/G(P) no depende
de las coordenadas homogéneas de P con las que calculemos el cociente. Ademés,
si [F]/[G] = [F']/|G'] (y los denominadores no se anulan en P), tenemos que
FG — F'G € 1(V), de donde llegamos a que F(P)/G(P) = F'(P)/G'(P).

Definiciéon 2.11 Sea V' C P" una variedad algebraica proyectiva. Definimos
el cuerpo de funciones racionales de V' como el subcuerpo k(V') del cuerpo de
cocientes de kj[V] formado por los cocientes de formas del mismo grado (més
el 0).
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Sia€k(V)y P eV, diremos que « es regular o que esta definida en P si
a=f/g,con f, g€ ky[V]yg(P)#0. (Notemos que ¢g(P) no esta bien definido,
pero la condicién g(P) # 0 si lo esta.) En tal caso, el valor a(P) = f(P)/g(P)
esta bien definido y no depende de la representaciéon de o como fraccion. En
caso contrario diremos que « es singular en P o que P es una singularidad de a.

Si P € V, definimos el anillo local Op(V') como el conjunto de las funciones
de k(V') regulares en P.

Teorema 2.12 Si V C P™ es una variedad algebraica proyectiva y o € k(V') se
anula en un abierto no vacio de V', entonces o = 0

DEMOSTRACION: Sea W = Cn(V'). Notemos que k[V] = k[W], por lo que
k(V) C k(W). Si « se anula en un abierto U de V, es claro que Cn(U) es un
abierto en W en el cual se anula o como elemento de k(W), luego 1.22 nos da
que a = 0. (]

En particular, teniendo en cuenta que una funcion racional esta definida (al
menos) en un abierto no vacio, concluimos que si dos elementos de k(V') deter-
minan la misma funcién en un abierto, es que son iguales, luego los elementos
de k(V) pueden identificarse con las funciones que definen. En principio, la de-
finiciéon de k(V') depende de la eleccion de un sistema de referencia proyectivo.
No obstante, ahora es facil ver que sus elementos (considerados como funciones)
no dependen de dicha eleccion.

Extensiones del cuerpo de definicion Es facil trasladar el caso proyectivo
los resultados que hemos visto en el capitulo anterior sobre extensiones del
cuerpo de definiciéon. Por ejemplo, se cumple el teorema anélogo a 1.25:

Teorema 2.13 Sea k C K C K’ una cadena de cuerpos de modo que K y K’
sean algebraicamente cerrados y sea C' C P™(K) un conjunto algebraico definido
sobre k. Entonces la clausura C de C en P"(K') respecto a la topologia de
Zariski relativa a k coincide con su clausura respecto a la topologia de Zariski
relativa a K o a K', y estd definida por las mismas ecuaciones que C. Mds

atn, las correspondencias
C—C C'—CnP"K)

son biyecciones mutuamente inversas entre los conjuntos algebraicos de P™(K)
y P*(K’) definidos sobre k.

DEMOSTRACION: Sea X = Cn(C) C A"*(K), que es un conjunto alge-
braico definido por un conjunto de formas, y entonces su clausura X C A"(K')
esté definida por esas mismas formas, luego X es un conjunto homogéneo, luego
de la forma X = Cn(C’), para cierto conjunto algebraico proyectivo C’ (so-
bre k), definido por las mismas ecuaciones que C' y es facil ver que es el menor
que contiene a C, luego es la clausura de C respecto de la topologia de Zariski
relativa a cualquier cuerpo que contenga a k. La segunda parte del teorema se
concluye también sin dificultad. [

Lo mismo sucede con el teorema 1.33:
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Teorema 2.14 Si V C P"(K) es un conjunto algebraico proyectivo definido
sobre k y es irreducible sobre k, entonces es irreducible sobre cualquier cuerpo
intermedio k C k' C K. Mds ain, si L es cualquier extension algebraicamente
cerrada de K, la clausura V de V en A™(L) respecto a la topologia de Zariski
relativa a k (o a L) sigue siendo irreducible sobre cualquier cuerpo k C k' C L.

DEMOSTRACION: Si W = Cn(V), el hecho de que V sea irreducible sobre k
implica que W también lo es, luego es irreducible sobre todo cuerpo £/, luego
lo mismo le sucede a V. En la prueba del teorema anterior hemos visto que

W ==Cn(V)y sabemos que W es irreducible sobre todo cuerpo k', luego lo
mismo vale para V. u

Definicién 2.15 Si C' C P” es un conjunto algebraico definido sobre k, diremos
que C' es absolutamente irreducible (o geométricamente irreducg’ble) 0 que es una
variedad algebraica proyectiva absoluta si es irreducible sobre k.

Llamaremos componentes geométricamente irreducibles (o absolutamente irre-
ducibles) de un conjunto algebraico C' a las componentes irreducibles de C visto
como conjunto algebraico sobre k.

Todas las consideraciones que hemos hecho sobre la irreducibilidad geomé-
trica en el caso afin son validas trivialmente en el caso proyectivo. Notemos
ademas que V C P" es geométricamente irreducible si y sélo si lo es Cn(V).

Para enunciar el hecho de que las componentes geométricamente irreducibles
de un conjunto algebraico proyectivo irreducible son conjugadas respecto del
grupo G(K/k), primero tenemos que introducir el concepto de conjugacion.

Si 0 € G(K/k), es inmediato que la conjugacion o : A1 — A"l in-
duce una conjugaciéon ¢ : P*" — P" de modo que si P tiene coordenadas
(a1y...,an4+1), entonces P7 tiene coordenadas (o(ai1),...,0(ant1)). Ademaés,
claramente, o[Cn(C)] = Cn(c[C]), y de aqui se sigue inmediatamente la version
proyectiva del teorema 1.39:

Teorema 2.16 Si C' C P" es una variedad algebraica proyectiva sobre k, sus
componentes geométricamente irreducibles son conjugadas, es decir, si Cy y Co
son dos de ellas, existe 0 € G(K/k) tal que Cy = o[Cy]. Ademds C es la
clausura de cualquiera de ellas respecto de la topologia de Zariski relativa a k.

El teorema 1.40 sera inmediato en la seccién siguiente. Respecto a 1.41, la
prueba se adapta con facilidad:

Teorema 2.17 Sea V' C P" una variedad absoluta sobre k. Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

1. La extension k(V)/k es regular.
2. Elideal It (V') estd generado por I;,(V).
3. Sik CkK CK, elideal Its (V) estd generado por I,(V).
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DEMOSTRACION: Llamemos W = Cn(V). La prueba de 2) = 3) se reduce
a la implicaciéon analoga en el caso afin a través de W, pues I3 (V) = I3(W),
I,(V) = I, W), I1:(V) = I, (W).

En cambio, en 1) hemos de tener en cuenta que k(V') no coincide con k(W),
sino que k(W) es el cuerpo de cocientes de k[W] = kp[V], mientras que k(V') es
el subcuerpo de k(W) formado por los cocientes de formas del mismo grado (mas
el 0). No obstante, la implicacién 3) = 1) es inmediata, pues si se cumple 3),
la extension k(W) /k es regular y, como k(V) es un cuerpo intermedio, también
es regular k(V)/k.

La implicacion no trivial es 1) = 2), que no podemos deducirla de la impli-
cacion correspondiente en el caso afin, pero la prueba del caso afin se adapta
facilmente al caso proyectivo.

Podemos considerar a k;[V] = k[W] como subanillo de k;[V], de manera
que el grado de una forma de kj[V] es el mismo en k;[V] que en ky,[V], luego
podemos identificar a k(') con un subcuerpo de k(V).

La regularidad de k(V)/k equivale a que k y k(V) son linealmente disjuntos
sobre k(V). Por consiguiente, si {a;}ics es una k-base de k, es linealmente
independiente sobre k(V).

El ideal I;(V') no puede contener a (X1,..., Xp4+1), luego existe un indice j
tal que X; ¢ I (V), luego z; # 0 en kp,[V], y es una forma de grado 1.

Si F € k[Xy,...,X,] es una forma de grado m, podemos expresarla como
F= Z aiF’ia
i€ly
donde cada F; € k[Xy,...,X,] es también una forma de grado m, y entonces
F eI (V)siysolosi [F] = > «;[F;] =0 en k[V], siy solo si
i€ly
> ailFil/zf =0
i€l

en k(V), pero [F]/z" € k(V), luego la independencia lineal se los a; nos da
que la igualdad se da si y solo si [F;]/z}* = 0 para todo i € Iy, siy solo [F}] =0
para todo i € Iy, si y solo si F; € I(V) para todo i € Iy.

Asi pues, toda forma en I;(V') es combinacion lineal de formas de I (V).
Como el ideal I (V) es homogéneo, esta generado por las formas que contiene,
luego también por I (V). "

2.2 Clausuras proyectivas

En la seccion precedente hemos demostrado las propiedades béasicas de los
conjuntos algebraicos proyectivos a partir de las propiedades analogas de los
conjuntos algebraicos afines a través del concepto de cono. Sin embargo, esta
relacion C' <» Cn(C) entre conjuntos algebraicos proyectivos y afines es mera-
mente “técnica”’, pues se basa en que los puntos de P pueden verse como rectas
de A™*!. Sin embargo, la relacién “natural”, geométrica, entre la geometria afin
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y la geometria proyectiva se basa en el hecho de que A™ puede identificarse con
P"\Hw, para cualquier hiperplano prefijado como “hiperplano infinito”. En
esta seccidon estudiamos la relacion entre los subconjuntos algebraicos de A™ y
los de P™ a través de la identificacion A™ = P"\H.,. Para ello necesitamos
establecer unas correspondencias entre polinomios y formas:

Definicién 2.18 Para cada forma F' € k[X1, ..., X,,11] definimos el polinomio
F, =F(Xy,...,X,,1) € k[X1,...,X,]. Reciprocamente, si f € k[X1,...,X,]
se expresa como f = fo+ f1 + -+ + fq, donde f; es una forma de grado ¢,
definimos la forma

Fr= Xt fo+ X4+ fa € kX, X

Al paso de f a f* y de F' a F, lo llamaremos homogeneizar un polinomio y
deshomogeneizar una forma, respectivamente.

El teorema siguiente recoge las propiedades bésicas. La prueba es una com-
probacion rutinaria.

Teorema 2.19 Sean F' y G formas y f y g polinomios. Entonces
1. (FG)« = F.Gy, (f9)"=["g"

2. ()« =fy X, (F)" =F, donde r es la mayor potencia de X, 41 que
divide a F'.

8. (F+G). = F+G., X (f+9)" = X5 1 f*+X; 119", donder = grad g,
s=grad f yt=r+s—grad(f + g).

Definicion 2.20 Consideremos a A™ como subconjunto de P", es decir, identi-
ficamos A™ = P \ H,, donde H, es un hiperplano prefijado como infinito. Sea
X C A™ un conjunto algebraico y sea I = I(X) C k[X1,...,X,]. Definimos I'*
como el ideal de k[X1, ..., X,,1+1] generado por las formas f*, para cada f € I.
Definimos la clausura proyectiva de X como X* = V(I*) C P™.
Reciprocamente, sea ahora X C P™ un conjunto algebraico proyectivo, sea
I=1(X) Ck[X1,...,Xnt1)], sea I, el ideal de k[X7, ..., X,] generado por los
polinomios F, para toda forma F € I. Definimos X, = V(1) C A™.

En principio estas definiciones dependen del sistema de referencia conside-
rado y también del cuerpo k sobre el que consideramos definidos los conjuntos,
pero vamos a ver que sélo dependen de la eleccion del hiperplano H,. En el
caso de C, esto es consecuencia del primer apartado del teorema siguiente:

Teorema 2.21 Se cumplen las propiedades siguientes:
1. 8i C C P™, entonces C, = C N A".
2. Si C C A™, entonces C =C*NA" y (C*). =C.

3. 851 C C D C A™, entonces C* C D* C P". Si C C D C P", entonces
C.CD,CA".
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4. 8i C C A™, entonces C* es el menor conjunto algebraico de P™ (sobre k)
que contiene a C (luego es la clausura de C' en la topologia de Zariski
de P™ relativa a k).

5. S8i C C A™ es irreducible, entonces C* es irreducible en P™.

6. SiC =JV; C A" es la descomposicion de C' en componentes irreducibles,

i
entonces C* = |JV;* C P" es la correspondiente descomposicion de C*.
i

7. SiC G A", entonces ninguna componente irreducible de C* estd contenida
en, o contiene a, H.

8. Si C' C P" y ninguna componente de C estd contenida en, o contiene a,
Heo, entonces C,, G A™ y (C)* = C.

DEMOSTRACION: Observemos que si F' es una forma en k[X7,..., X, 41]
y P € A™, entonces F(P) = 0 si y solo si Fi(P) = 0 (donde F(P) es F
actuando sobre las coordenadas homogéneas de P y F,(P) es F, actuando sobre
las coordenadas afines de P).

1) Teniendo esto en cuenta, P € C, siy solo si Fy.(P) = 0 para toda forma
FeI(C),siysolosi Pe A"y F(P) =0 para toda forma F € I(C), si y s6lo
siPe A"NVI(C)=A"nC.

La primera parte de 2) se prueba andlogamente (usando que f(P) = 0 si
y solo si f*(P) = 0). La segunda es inmediata: (C*), = C*N A" = C. La
propiedad 3) también es trivial.

4) Sea D un conjunto algebraico (sobre k) tal que C C D C P™. Si F € I(D),
entonces I, € I(C), luego F' = X, (F\)* € I(C)*. Asi pues, I(D) C I(C)*,
luego C* C V(I(D)) = D.

5) Tenemos que I = V(C) es un ideal primo. Observemos que si F' € I*
entonces Fy, € I. En efecto, F' = > p;fF, con f; € I, luego Fy. = > pufi € I.
Por lo tanto, si FG € I*, tenemos que F,.G, € I, luego F, € I o G, € I,
y entonces F' = X],(F,)* € I* o G € I*. Por consiguiente I* es primo y
I(C*) = I(V(I*)) = I'*, luego C* es irreducible.

6) se sigue inmediatamente de 3), 4), 5).

7) De 1) y 6) se sigue que ninguna componente de C* esta contenida en H,.
No perdemos generalidad si suponemos que C' es irreducible. Si H,, C C*,
entonces I(C)* C I(C*) C I(Hwo) = (Xpn41), pero si 0 # F € I(C), entonces
F* e I(C)*, pero F* ¢ (X;11).

8) También podemos suponer que C es irreducible. Basta demostrar que
C C (C))*, pues entonces C, C C C (C\)* y aplicamos 4). A su vez, basta
ver que I(C,)* C I(C). Tomemos f € I(C,) = I(V(I(C).)) = Rad I(C)..
Entonces f¥ € I(C)., para cierto N. Usando el teorema anterior concluimos
que X7, (fN)* € I(C), para cierto r, pero I(C) es primo y X, 41 ¢ I1(C), ya
que C ¢ Hoo. Asi pues, f* € I(V). n
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El teorema siguiente mejora el apartado 4) del teorema anterior, y con ello
prueba que C* tampoco depende del cuerpo k (ni del sistema de referencia):

Teorema 2.22 Si C' C A" es un conjunto algebraico afin, entonces C* es el
menor conjunto algebraico proyectivo que contiene a C, por lo que es la clausura
de C' respecto de la topologia de Zariski de P™ relativa a k o a cualquier cuerpo
intermedio k C k' C K.

DEMOSTRACION: Sea C' C D C P", donde D es algebraico (sobre K).
Queremos probar que C* C D.

Por la propiedad 6) del teorema anterior podemos suponer que C' es irredu-
cible sobre k, pues si C = C7; U --- U C,. es su descomposiciéon en componentes
irreducibles y el teorema vale para conjuntos irreducibles, cada C; C D, luego
también C* C D.

Basta probar que I (D) C I (C*). Tomamos, pues, F' € I (D). Pongamos
que F' = X7 | F', donde I’ no es divisible entre X,, 1. Asi F' se anula en todos
los puntos de C'y, como X,,;1 no se anula en ningin punto de A™, lo mismo le
sucede a Fy. Vamos a probar que Fy € Ix(C*) o, equivalentemente, podemos
suponer que X, no divide a F'.

Que F' se anule en las coordenadas homogéneas de los puntos de C' equivale
a que F, se anule en sus coordenadas afines. Por lo tanto, F, € Ix(C). Como C
esta definido sobre k, tenemos que C' = V (I(C)), luego Ix(C) = Rad((I;(C)).
Por lo tanto, existe un m tal que F™ € (I(C)). Esto significa que podemos ex-
presar FJ" =5 G;F;, con G; € K[X4,...,X,], F; € I;;(C). Se cumple entonces
que i

XT]LV-‘,-lFm = ZXflﬁleFi*,
K3

donde los exponentes IV; son los necesarios para que todos los sumandos tengan
el mismo grado, y N el necesario para que los dos miembros tengan el mismo
grado.

Asi XN F™ € (I (C*)) C Ig(C*) y asuvez X, 41 F € Ix(C*), pues ambos
polinomios tienen los mismos ceros. Por lo tanto, C* C V(F)U V(X,41), 0
también:

O = (C* N V(F)) U (C* N Ha).

Basta ver que C* N Hy, C V(F), pues entonces C* C V(F), lo cual equivale a
que F € Ix(C*).

SiC*NHs ¢ V(F'), descomponiendo C*NV (F) y C*NHy en sus componen-
tes geométricamente irreducibles, tendriamos que alguna de las componentes de
C* N H no estaria contenida en ninguna de las de C* NV (F) (ni, por supuesto,
en las deméas componentes de C* N Hy,), luego, al eliminar las componentes re-
dundantes para obtener la descomposiciéon de C*, permaneceria alguna de las de
C* N Hy,. En otras palabras, alguna componente geométricamente irreducible
V de C* cumpliria V C H,,, pero entonces C C C* =V C H,, lo cual es
absurdo. n

Otro hecho basico es que la inclusion A™ C P™ es topoldgica:
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Teorema 2.23 Si identificamos A™ = P"\Ho C P", la topologia de Zariski
de A™ es la inducida por la de P™.

DEMOSTRACION: Si C' C A" es cerrado respecto de la topologia de Zariski
de A™, esto significa que es un conjunto algebraico afin, y 2.21 2) nos da que
C =C*NA"™y C* es cerrado en P", luego C' también es cerrado para la topologia
relativa.

Reciprocamente, un cerrado en A™ para la topologia relativa es de la forma
CNA"™ = C, que es un conjunto algebraico afin, luego es cerrado en A™ respecto
de la topologia de Zariski. n

Respecto a 7) y 8) del teorema 2.21, conviene observar lo siguiente:

Teorema 2.24 Si V. C P" es una variedad algebraica proyectiva que cumple
H,, CV CP", entonces necesariamente V= H,, o V = P".

DEMOSTRACION: Tenemos que I(V) C (X,4+1). Si I(V) # 0, podemos
tomar F' € I(V') no nulo, y entonces F' = X G, donde G ¢ (Xp41) yr > 1.
Como I(V) es primo, necesariamente X, 1 € I(V), luego I(V) = (X,41). =

Nota Un error muy frecuente es creer que (f1,..., fn)* = (f1,..., [).

Para ver que esto es falso en general basta considerar V = V(Y — X2, Y +X?2),
que claramente es el punto (0,0), luego su clausura proyectiva es (0,0,1). Sin
embargo, V(Y Z — X2 YZ + X?) = {(0,0,1),(0,1,0)}. n

Ejercicio: Demostrar que si F' € k[X1,..., X,], entonces V(F)* = V(F™).

La relacion fundamental entre los conjuntos algebraicos afines y sus clausuras
proyectivas viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 2.25 Las correspondencias C' +— C* y C — C, son biyecciones mu-
tuamente inversas entre los subconjuntos algebraicos afines de A™ y los subcon-
juntos algebraicos proyectivos de P™ que mo tienen ninguna componente irre-
ducible contenida en Ho, (mds &). Dichas biyecciones hacen corresponder las
vartedades, ast como las variedades absolutas.

DEMOSTRACION: Si C C A™ es algebraico, podemos descomponerlo en com-
ponentes irreducibles C' = V4 U --- UV, vy entonces, por 2.21 6), tenemos que
C* =V U--- UV}’ es la descomposiciéon de Cs en componentes irreducibles y
ninguna de ellas esta contenida en H,,, pues todas contienen a la correspon-
diente V; C A™ (salvo que C = @).

Asi pues, C* es, en efecto, un conjunto algebraico proyectivo cuyas compo-
nentes irreducibles no estan contenidas en Ho, (salvo si C' = @). Ademads, por
2.21 2) sabemos que (C*), = C.

Supongamos ahora que C' C P™ no tiene componentes irreducibles contenidas
en Hy. Si alguna de ellas contiene a H,, por 2.24 es P", y entonces C = P",
luego (C)* = C. En otro caso 2.21 8) nos da la misma conclusion.
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Esto prueba que las correspondencias C' — C* y C' +— C, son biyecciones mu-
tuamente inversas. Los conjuntos irreducibles se corresponden con irreducibles
por 2.21 5) y 6). Como las correspondencias no dependen de k, esto implica a
su vez que los conjuntos geométricamente irreducibles también se corresponden
entre si. [

Teorema 2.26 Sea V una variedad algebraica afin y sea V* su clausura proyec-
tiva. Entonces la restriccion a 'V determina un k-isomorfismo k(V*) — k(V).
Para cada P €V, el anillo Op(V*) se transforma en Op(V).

DEMOSTRACION: Fijado un sistema de referencia proyectivo, una funcién
racional f de V* estd determinada por dos formas F' y G del mismo grado.
Claramente, su restriccion a V viene dada (en términos de las coordenadas
afines de los puntos de V') por F./G., luego ciertamente dicha restriccion es
una funcién racional sobre V. Es facil ver que esta aplicacion no depende de la
eleccion de F' 'y G. También es claro que se trata de un homomorfismo. Basta
ver que es suprayectivo, pero es que si [F]/[G] es cualquier funcion racional en V/
y, digamos, grad I’ = grad G+ r, entonces las formas I'* y X ,;G* determinan
una funcion racional de V* cuya restriccion a V' es [F|/[G]. Si grad F' < grad G
multiplicamos F* por la potencia adecuada de X, ;. L]

Ejemplo Sea V la parabola X = Y2 y sea V* su clausura proyectiva, determi-
nada por la ecuacién XZ = Y2. Sabemos que k(V*) = k(V) = k(x)(y/z). La
funcién racional
v
=T

(donde \/x = y), se corresponde con la funcién racional

o = Y 5
Yyz —z n

Notas Observemos que el teorema anterior implica que una variedad afin V'
cumple las condiciones del teorema 1.41 si y s6lo si V* cumple las condiciones
correspondientes del teorema 2.17.

Toda variedad proyectiva V es la clausura proyectiva de V; (sin mas que elegir
H que no contenga a V') y por el teorema anterior k(V) = k(V*). Ademas
V' es geométricamente irreducible si y so6lo si lo es V,. Ahora es inmediata la
version proyectiva del teorema 1.40: V' es geométricamente irreducible si y s6lo
si la clausura algebraica de k en k(V') es puramente inseparable sobre k. Si k
es perfecto, esto equivale a que k sea algebraicamente cerrado en k(V). =

En la préactica —cuando no haya confusion— identificaremos cada variedad
afin con su clausura proyectiva.

Ejemplo 1 Si decimos que la pardbola Y = X241 tiene un punto en el infinito
hay que entender que su clausura proyectiva, dada por YZ = X2 + Z2, corta a
la recta infinita Z = 0 en un tnico punto. Ciertamente, éste es (0, 1,0).
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Si ahora consideramos como recta infinita la recta Y = 0, la parte finita de
la curva pasa a ser Z = X2 + Z2, que es una elipse. Como curva en R? tiene
todos sus puntos finitos, si bien en C? corta a la recta del infinito en dos puntos
imaginarios. [

Ejemplo 2 Maés en general, una conica (no necesariamente irreducible) en P2
estd determinada por una forma cuadratica F(X,Y,Z) = 0. Esta ecuacion
puede expresarse matricialmente como (X,Y, Z)A(X,Y, Z)! = 0, donde A es
una matriz simétrica.

Si k es algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de 2, el teorema
[Al 6.50] nos da que existe una matriz regular M tal que M AM? tiene todos
sus coeficientes nulos salvo r unos en su diagonal. Asi el cambio de coordenadas
determinado por M transforma una cénica arbitraria en otra cuya ecuacion es
una de las siguientes:

X2 =0, X24+v2%2=0, X24+v242%2=0.

Las dos primeras son claramente reducibles, mientras que la ultima es irredu-
cible (ha de serlo, pues existen conicas irreducibles). Asi pues, todas las conicas
(irreducibles sobre un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta
de 2) admiten en un cierto sistema de referencia la ecuacion X2+ Y2+ Z2 = 0.

|

Ejemplo 3 Veamos otra prueba de la irreducibilidad de la curva algebraica
afin V dada por Y2 = X3 (compérese con el ejemplo de la pagina 18). Tenemos
que su clausura proyectiva V* es Y2Z = X2 y deshomogeneizando respecto de
Y obtenemos el polinomio Z — X3. Como Z = X3 es irreducible (por ser una
grafica), concluimos que su clausura proyectiva también es irreducible, pero ésta
es V*, luego V también es irreducible. n

Ejemplo 4 Una forma de visualizar el plano proyectivo completo P?(R) es la
siguiente: identificamos cada punto con la terna de coordenadas homogéneas
(X,Y,Z) € R de norma euclidea 1 y Z > 0. Esto nos da un tnico punto
de la semiesfera unidad, excepto para los puntos infinitos (con Z = 0) para
los que tenemos dos posibilidades (dos puntos antipodas en el ecuador de la
esfera). Después podemos proyectar ortogonalmente esta terna sobre el plano
XY, con lo que tenemos una correspondencia entre el plano proyectivo y el
circulo unidad, biyectiva salvo por que cada punto infinito se corresponde con
dos puntos opuestos de la circunferencia unidad.

Y (0,1,0) A
(0,1,1

(0,1,1) <>
X X

(0,1,0)
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Por ejemplo, las dos figuras precedentes muestran la curva Y = X2 + 1, de
modo que se ve claramente que la diferencia entre una parabola y una elipse
es simplemente una cuestion de punto de vista (proyectivo). La parabola co-
rresponde al punto de vista de la izquierda, donde uno de los puntos esta en la
circunferencia unidad, mientras que la elipse corresponde al punto de vista de
la derecha.

Las figuras siguientes muestran dos vistas de la curva “alfa” Y2 = X?(X +1)
(véase la figura de la pagina 7).

Y (0,1,0) Z (0,0,1)

(- 1%
(—1,0,1) (0,0,1)

Su clausura proyectiva es Y2Z = X?(X + Z). Las dos ramas infinitas de la
“alfa” se unen en el punto infinito (0,1, O), que se vuelve finito si tomamos como
recta infinita Y = 0. La parte finita es entonces la curva Z = X3 + ZX?2, que
también puede verse como la grafica de la funcién

X3
1- X2

7 =

Ahora hay dos puntos infinitos, que son el (0,0,1) y el (—1,0,1) (que se
corresponden con las asintotas de la funciéon anterior). "

Ejemplo: Variedades lineales FEn la geometria proyectiva se definen las
variedades proyectivas como los subconjuntos de P" de la forma V = P"(W),
donde W es un subespacio vectorial de K™+, Es claro que esto equivale a que
Cn(V) = W, y todo subespacio vectorial de K"*! es una variedad lineal afin,
luego las variedades proyectivas en este sentido lo son también en el sentido de
la geometria algebraica.

Mas precisamente, los subespacios vectoriales de K™ son las variedades
algebraicas afines definibles mediante un sistema de ecuaciones lineales homogé-
neas, luego tenemos que las variedades proyectivas (en el sentido de la geometria
proyectiva) son las variedades proyectivas (en el sentido general de la geometria
algebraica) definibles mediante un sistema de ecuaciones lineales homogéneas.
Por esta razon, en el contexto de la geometria algebraica, las llamaremos varie-
dades lineales proyectivas.

Es facil ver que una variedad V = P (W) estéa definida sobre k si y solo si
el subespacio W admite una base en k"*!. También se comprueba sin dificul-
tad que las variedades lineales proyectivas son las clausuras proyectivas de las
variedades lineales afines (eligiendo un hiperplano infinito en el que no estén
contenidas). "

Terminamos probando la versiéon proyectiva del teorema 1.21:
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Teorema 2.27 El conjunto de las singularidades de una funcion racional en
una variedad proyectiva es cerrado.

DEMOSTRACION: Sea V una variedad proyectiva y a € k(V). Vamos a
probar que el conjunto de puntos en los que « es regular es abierto. Para ello
tomamos un punto P € V donde « es regular y elegimos un hiperplano H., que
no contenga a P. Entonces P € V, = VNA" y, por el teorema 2.26, tenemos que
aly, € k(Vi) esta definida en P. Por 1.21, el conjunto U de los puntos donde
aly, es regular es un entorno abierto de P en C,, pero, como A™ es abierto en
P"”, tenemos que C, es abierto en C, luego U también es abierto en C'y « es
regular en todos los puntos de U. n

2.3 Variedades cuasiproyectivas

La teoria que hemos desarrollado sobre variedades proyectivas presenta la-
gunas sustanciales, pues, por ejemplo, ni siquiera hemos definido el concepto
de isomorfismo entre variedades. La razon es que ahora vamos a introducir los
conjuntos algebraicos cuasiproyectivos, que generalizan tanto a los conjuntos
algebraicos proyectivos como a los afines, y es méas practico desarrollar la teoria
en este contexto mas general.

Definiciéon 2.28 Un conjunto algebraico cuasiproyectivo (definido sobre k) es
un abierto en un conjunto algebraico proyectivo (sobre k) respecto de la topo-
logia de Zariski (relativa a k). Una wvariedad algebraica cuasiproyectiva es un
conjunto algebraico cuasiproyectivo irreducible.

Si C' es un conjunto algebraico cuasiproyectivo, existe un conjunto algebraico
proyectivo D C P™ tal que C' C D es abierto, pero, como D es cerrado en P",
tenemos que C' C D y, como C es abierto en D, también lo es en C. Asi, un
ejemplo concreto de conjunto algebraico proyectivo en el que C es abierto es C.

Obviamente, los conjuntos algebraicos proyectivos son también cuasiproyec-
tivos (pues son abiertos en si mismos), y también los conjuntos algebraicos afines,
pues si C' C A™ es un conjunto algebraico afin, tenemos que C = C*N A", donde
A™ = P™\Ho, es abierto en P" y asi la clausura proyectiva C* es un conjunto
algebraico proyectivo en el cual C es abierto.

Nota Como los conjuntos algebraicos cuasiproyectivos son los méas generales
que vamos a considerar, cuando hablemos de conjuntos algebraicos o variedades
en general se entendera que son cuasiproyectivos, salvo que especifiquemos que
son afines o proyectivos. [

Observemos ahora que las variedades son los abiertos en las variedades pro-
yectivas, pues si C es irreducible, entonces C' también lo es por 1.15 y, segtn
hemos visto, C es abierto en C. Reciprocamente, si C' # @ es abierto en D y
D es un conjunto algebraico proyectivo irreducible, entonces C' es denso en D
(por 1.14) y D es cerrado, luego C' = Dy, por lo tanto, C' es irreducible.
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Mas precisamente, acabamos de ver que si C' # & es una variedad, entonces
C es la tnica variedad proyectiva en la cual C es abierto.

Obviamente, todo abierto en un conjunto algebraico (resp. variedad) es un
conjunto algebraico (resp. variedad).

Observemos ahora que si C' es un conjunto algebraico, los cerrados en C
se corresponden biunivocamente con los cerrados en C' mediante las correspon-
dencias mutuamente inversas A — A, A — AN C. Estas correspondencias
conservan las inclusiones, luego, el hecho de que C sea un espacio topolégico
noetheriano hace que C' también lo sea.

En particular, todo conjunto algebraico se descompone en forma tnica como
unién finita de sus componentes irreducibles.

Maés precisamente, si la descomposiciéon es C' = C7 U --- U C,., entonces
C = CiU---UC, es la descomposicion de C' en componentes irreducibles.
Equivalentemente, las componentes irreducibles de C' son las de la forma DNC,
donde D es una componente irreducible de C.

Diremos que un conjunto algebraico (sobre k) es geométricamente irreducible
o absolutamente irreducible o una variedad absoluta si es irreducible sobre k.

Ahora es evidente que un conjunto algebraico C es geométricamente irredu-
cible si y s6lo si lo es C, lo cual equivale a su vez a que C' sea irreducible sobre
cualquier extension de k.

El hecho de que los anillos de polinomios son noetherianos (el teorema de
Hilbert) se traduce en que los conjuntos algebraicos satisfacen la propiedad de
compacidad (pero no son espacios de Hausdorff):

Teorema 2.29 Todo cubrimiento por abiertos de un conjunto algebraico admite
un subcubrimiento finito.

DEMOSTRACION: Equivalentemente, hemos de probar que si una familia
{C;}ier de cerrados en un conjunto algebraico C' C P tiene interseccion vacia,
entonces una subfamilia finita tiene también intersecciéon vacia. Mas en general,
probaremos que existe un conjunto finito Iy C I tal que

i€l i€lo

Para ello basta probar que
icl il

donde las clausuras se toman en P, pues, si se cumple esto, tomando la inter-
seccion con C' llegamos a la igualdad correspondiente en C'. Equivalentemente,
cambiando C por C' podemos suponer que C es proyectivo.

Sea I; = I(C;) y sea I el ideal de k[X1, ..., X,4+1] generado por la union de
los I;. Por el teorema de Hilbert I es un ideal finitamente generado, digamos
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I = (Fy,...,F.), y las formas F; pueden obtenerse como suma de multiplos
de un numero finito de formas de un ntmero finito de ideales I;, digamos con
i € Iy. Asi,si P € () C; tenemos que Fj(P) = 0, para j = 1,...,r. Si

i€lp
F € I; C I, entonces F' se expresa como suma de miultiplos de las formas Fj,
luego F(P) =0, luego P € V(I;) = C;. Asi P € ) C;. "
il

Funciones racionales FEl teorema 2.26 nos permite identificar las funciones
racionales de un conjunto algebraico afin irreducible con las de su clausura
proyectiva. Generalizaremos este hecho definiendo las funciones racionales de
un conjunto algebraico irreducible arbitrario como las de su clausura:

Definicioén 2.30 SiV es un conjunto algebraico irreducible, definimos el cuerpo
de las funciones racionales en V' como k(V) = k(V). Para cada punto P € V
definimos el anillo local Op(V) = Op(V). El anillo de las funciones regulares
enV es

kEV] = PQVOP(V).

Si V' es un conjunto algebraico irreducible afin o proyectivo, estos conceptos
coinciden con los que ya teniamos definidos.

En realidad, para que estas definiciones resulten razonables, es necesario
justificar que podemos considerar a los elementos de k(1) como funciones sobre
abiertos de V' (en principio, segiin 2.27, son funciones en abiertos de V). Ahora
bien, como V es abierto en V, el teorema siguiente es consecuencia inmediata
de 2.12:

Teorema 2.31 Si V es una variedad y o € k(V') se anula en un abierto no
vacio de V', entonces a = 0.

Por lo tanto, si «, 5 € k(V) cumplen que a|y = S|y (entendiendo que «afy
es la restriccion de « a los puntos de su dominio que estan en V'), de hecho se
cumple o = 3, luego podemos identificar los elementos de k(V') con funciones
definidas en abiertos de V, y tenemos que la restriccion k(V) — k(V) es un
k-isomorfismo de cuerpos.

Asi, si V es una variedad, cada funcién racional de V' es regular en un abierto
U C V, de modo que k(V) es la unién de los anillos k[U], donde U recorre los
abiertos de V. Similarmente, si P € V, el anillo Op(V) es la union de los
anillos k[U], donde U varia en los entornos abiertos de P.

Aplicaciones regulares Nos ocupamos ahora de las aplicaciones entre varie-
dades. Debido a que la topologia de Zariski no es de Hausdorff, las aplicaciones
continuas no tienen un comportamiento muy satisfactorio. Sin embargo, si a la
continuidad le anadimos un requisito mas, obtenemos el concepto de aplicaciéon
regular, y veremos que las aplicaciones regulares entre variedades se comportan
como las aplicaciones continuas entre espacios de Hausdorff.
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Definicién 2.32 Una aplicacién ¢ : V. — W entre dos variedades es regular
si es continua y para todo abierto U de W tal que ¢[V|NU # @ y toda funcién
a € k[U], se cumple que ¢(a) = ¢ oa € k[¢p~[U]]. La aplicacién ¢ es un
isomorfismo si es biyectiva y tanto ¢ como ¢! son regulares.

Notemos que una definicién alternativa es la siguiente: ¢ es regular si es
continua y para todo P € V' y toda a € Oyp)(W) se cumple que ¢(a) € Op(V).

En tal caso, ¢ : Oy(p) (W) — Op(V) es un homomorfismo de anillos.

Nota Si ¢ : V — W es regular en el sentido de la definicion anterior y
consideramos k C k' C K, de modo que V y W sean también variedades
sobre k', no es inmediato que ¢ sea también regular respecto de k', pues lo
inico que exige la definicidén es que sea continua para la topologia de Zariski
relativa a k, que es menos fina que la relativa a k', y que transforma funciones de
Op(py(W) en Op(V), entendiendo que estos anillos estan formados por funciones
definidas sobre k, pero esto no garantiza que suceda lo mismo con las funciones
definidas sobre k’. Asf pues, habria que distinguir entre aplicaciones k-regulares
y k'-regulares. Es facil ver que toda aplicacion k’-regular es regular, pero mas
adelante demostraremos que el reciproco también es cierto (teorema 2.40). =

Es facil ver que la composicion de aplicaciones regulares es regular, asi como
que la regularidad es una propiedad local, es decir, que una aplicacion es regular
si y solo si lo es su restricciéon a un entorno abierto de cada punto.

Toda aplicacion regular ¢ : V. — W induce un k-homomorfismo de anillos
¢« k[W] — k[V]. Si ¢ es un isomorfismo entonces ¢ también lo es. Ahora
probamos que la regularidad generaliza la nocion de aplicaciéon polinémica. En
particular, dos variedades afines son isomorfas en el sentido de la definicién 1.8
si y solo si lo son en el sentido de la definicién precedente.

Teorema 2.33 Si V y W son variedades afines, una aplicacion ¢ : V. — W
es regqular si y solo si es polinomica.

DEMOSTRACION: Si ¢ es polinémica, fijados dos sistemas de referencia,
¢(P) = (F1(P),...,F,(P)), para ciertos polinomios F;. Si C C W es un sub-
conjunto algebraico de W, entonces P € ¢~1[C] si y solo si ¢(P) € C, si y solo
si F(¢(P)) =0, para toda F' € I(C). Las funciones ¢ o F' son polinomios, y C'
es el conjunto de ceros de todos ellos. Por lo tanto C' es algebraico. Esto prueba
la continuidad de ¢.

Si U es abierto en Wy a € k[U], entonces « es una funcion racional definida
en todos los puntos de U. Digamos que a = [F]/[G], donde F', G son polinomios.
Sea@ = [po F]/[¢p oG] € k(V). Vamos a ver que @ esta definida en ¢~ 1[U] y
que sobre sus puntos @ = ¢ o a. Esto probara que ¢(a) = @.

En efecto, si P € ¢~ ![U], entonces « esta definida en ¢(P), luego podemos
expresar a = [F']/|G'], con G'(¢(P)) # 0. Asi, FG' — GF' € I(W), luego
(0 F)(@oG) — (0 G)(¢o F') € I(V), y por consiguiente @ = [¢0 F'|/[$o ']
estd definida en Py @(P) = a(¢(P)).
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Sea ahora ¢ : V. — W una funcién regular. Por el teorema 1.10, existe una
funciéon polinémica v : V. — W tal que ¢ = ).

Veamos ahora que toda aplicacion regular ¢ induce también un K-homomor-
fismo de anillos ¢x : K[W] — K[V] dado por ¢k (f) = ¢ o f, que obviamente
extiende a ¢.

En efecto, fijamos una k-base {«;}icr de K. Si f € K[W], tenemos que

f = [F], para cierto polinomio F € K[Xy,...,X,], que podemos expresar en la
forma F = Y a;F;, con F; € k[X1,...,X,].
i€lp B
Como f; = [F;] € k[W], sabemos que ¢(f;) = ¢ o f; = [Gy], para ciertos
polinomios G; € k[X1, ..., X,,]. Por consiguiente,
(0o f)(P) = X aiFi(6(P)) = > iGi(P) = G(P) = g(P),
i€lo i€y
donde G = > a;G; € K[X1,...,Xn]y g=[G] € K[V].
i€l

Asi pues, po f = g € K[V] y ¢k esta bien definido. Mas atin, como todo

elemento de k[W] es de la forma f = > «;f;, se cumple que
i€l

o (f) = 2 uod(f)

i€l

esta determinado por ¢. Lo mismo vale para ¢, luego la igualdad ¢ = 1) implica
que ¢x = Pi.

A continuaciéon observamos que ¢x determina a ¢, pues si P € V, podemos
considerar los ideales Iy (P) C K[V], Iw(¢(P)) C K[W], y la relaciéon entre
ellos es que ¢y [Iy(P)] = Iw (¢(P)), pues

S

F € 0! Iv(P)] « ok(f) € Iv(P) & f(&(P)) =04 [ € Iw (6(P)).
Por consiguiente {¢(P)} = V(g5 [Iv (P)]).

Esto también vale para v, luego la igualdad ¢x = g implica que ¢ = v,
luego ¢ es polinémica. [

Ejemplo 1 Si W es un subespacio vectorial de K"*! de dimensién d + 1, en
la geometria proyectiva se dice que la variedad proyectiva V = P™(W) C P"
tiene dimensién d. Vamos a probar que si V' esta definida sobre k, entonces V'
es isomorfa (sobre k) a P9.

En efecto, podemos extender la base de W a una k-base de k"™ (que sera
también una K-base de K"*1). Esta base determina un sistema de referencia
de P" respecto al cual V =V (Xgy1,..., Xny1)-

La aplicacién ¢ : P? — V dada por ¢(z1,...,7q11) = (1, --24+1,0,...,0)
es un isomorfismo, pues si P € P¢, podemos tomar un indice 7 tal que x;(P) # 0,
con lo que la restriccion de ¢ a los espacios afines determinados en P? y P™ por
el hiperplano X; = 0 es claramente un isomorfismo entre las variedades afines
A?y VN A™ (es una aplicacién polinémica con inversa polinémica). Esto prueba
que ¢ y ¢~ ! son ambas regulares. n
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Ejemplo 2 Sea A una matriz regular de dimensién n + 1 con coeficientes en k

y —fijado un sistema de referencia— sea ¢ : P® — P" la aplicacion dada por

#(X) = XA. Claramente ¢ estd bien definida (no depende de la eleccion de

coordenadas homogéneas y nunca da el vector nulo) y se cumple que es regular.
En efecto, si C' C P™ es un conjunto algebraico, tenemos que

Xep MOl XAeC+ F(XA) =0,

para toda forma F € I(C). Asi pues, ¢~ ![C] es el conjunto algebraico determi-
nado por las formas F(XA), donde F € I(C). Esto prueba que ¢ es continua.
Similarmente, si P € P™ tiene coordenadas a, una funcién a € Q4 py(P") es de la
forma o = F(X)/G(X), donde F'y G son formas del mismo grado y G(aA) # 0,
y #(a) = F(XA)/G(X A) también es un cociente de formas del mismo grado y
el denominador no se anula en a. Por consiguiente ¢(a) € Op(P").

Las aplicaciones ¢ de este tipo se llaman transformaciones proyectivas de P™.
Es claro que son biyectivas, y que la inversa de una transformacion proyectiva
es de nuevo una transformacion proyectiva. Por lo tanto las transformaciones
proyectivas son isomorfismos de P™ en si mismo. De hecho, forman un grupo
con la composicion.

Se dice que dos variedades de P™ son proyectivamente equivalentes si una
es la imagen de la otra por una transformacién proyectiva. En particular esto
implica que son isomorfas. Es facil ver que dos variedades son proyectivamente
equivalentes si y so6lo si pueden definirse con las mismas ecuaciones respecto de
dos sistemas de referencia.

Por ejemplo, en la pagina 53 hemos visto que todas las conicas (sobre un
cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de 2) son proyectiva-
mente equivalentes, y en particular isomorfas. n

SiV es una variedad, hemos llamado a k[V] el anillo de las funciones regulares
en V. Este nombre es consistente con la definicién general que hemos dado de
funcioén regular. En efecto:

Teorema 2.34 SiV es una variedad, entonces el anillo k[V] estd formado por
todas las funciones requlares o : V. —s Al.

DEMOSTRACION: Si a es regular, como la identidad I : A' — Al cumple
I € k[A'], 1a definicién de funciéon regular nos da que o = o I € k[V].

Reciprocamente, si a € k[V], basta probar la regularidad de su restriccion a
un entorno de cada punto P € V. Dado P, tenemos que o = [F]/[G], donde F
y G son formas del mismo grado con G(P) # 0. Sea

U={QeV|GQ) #0}.

Basta probar que « es regular en U. Para puntos @) € U, tenemos que
a(Q) = F(Q)/G(Q). La continuidad de « es clara, pues es facil ver que los
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anicos cerrados no vacios en A! distintos de todo A! son los conjuntos finitos,
con lo que basta ver que si a € A! entonces a~![a] es cerrado, pero

a”'a] ={Q € U | F(Q) — aG(Q) = 0}.

Por otra parte, si a(Q) = a 'y 8 € O,(A'), entonces 8 = F'/G’, donde F’

y G’ son polinomios tales que G'(a) # 0. La composicién « o 8 es claramente

una funcién racional cuyo denominador no se anula en @, luego aco 5 € Og(U).
n

Las aplicaciones regulares conservan los puntos racionales:

Teorema 2.35 Si¢: V — W es una aplicacion regular y P € V(k), entonces
o(P) € W(k).

DEMOSTRACION: Podemos suponer que ,11(¢(P)) # 0. Consideremos
el abierto U = {Q € W | 2,41(Q) # 0} C W. Entonces P € ¢~ '[U] y
Ti/Tnt1 € k[U], luego ¢(x;/xni1) € k(¢72[U]). Por consiguiente

2i($(P))/2nt1($(P)) = ¢(i/ns1)(P) € k,

porque P € C(k). De aqui se sigue que si tomamos un vector de coordenadas
homogéneas para ¢(P) cuya tltima coordenada valga 1, todas las demas estaran
en k. .

Veamos una tultima propiedad adicional de interés:

Teorema 2.36 Las inclusiones entre variedades son aplicaciones requlares. Una
aplicacion ¢ : V. — W con W C P™ es regular si y sdlo si lo es como aplicacion
¢:V — P".

DEMOSTRACION: Sea i : V' — W una aplicacion de inclusion. Obviamente
es continua. Tomemos o € Op(W). Hemos de probar que a|y € Op(V),
pero a = [F]/[G], donde F y G son formas del mismo grado y G(P) # 0.
La restricciéon a V admite esta misma representacién considerando las clases
modulo I(V) en lugar de modulo I(W), lo cual prueba que a|y € Op(V).

Respecto a la segunda afirmacion, si ¢ es regular como aplicacién en W, lo
es como aplicaciéon en P" porque la inclusion W — P™ es regular. Supongamos
ahora que ¢ es regular como aplicacién en P™. Entonces es continua, y también
lo es como aplicacion en W. Sea P € V' y tomemos o € Oypy(W). Entonces
a = [F]/|G] es un cociente de dos clases de formas modulo I(W). Dichas
formas determinan una funcion racional g € Oy p)(P") que coincide con a en
un entorno de ¢(P) en W (donde G # 0). Por consiguiente ¢ o o coincide con
¢ o [ en un entorno de P en V. Por hipotesis ¢ o § € Op(V), luego lo mismo
vale para ¢(a) = ¢ o a. Esto prueba que ¢ es regular como aplicacion en W.

n
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Variedades afines generalizadas FEn este punto introducimos una genera-
lizacion crucial del concepto de variedad afin:

Definiciéon 2.37 Llamaremos variedades afines (sobre k) a las variedades (cua-
siproyectivas) isomorfas (sobre k) a variedades afines (sobre k).

Asi, cuando digamos que V' C A™ es una variedad afin debera entenderse que
es una variedad afin en el sentido usual (una variedad cerrada en A™), mientras
que si hablamos de una variedad afin V' se entendera en este sentido general.
El interés de este concepto se debe a que, como veremos enseguida, los abiertos
afines en una variedad forman una base de la misma. Asi, los isomorfismos
entre abiertos afines y variedades afines (cerradas en A™) representaran un papel
analogo a las cartas en la geometria diferencial.

Si V' es una variedad afin, llamaremos abiertos principales de V' a los con-
juntos V, = {P € V | a(P) # 0}, donde a € k[V] es una funcién regular no
nula.

A continuacion vemos que los abiertos principales son realmente abiertos:

Teorema 2.38 Sea V una variedad afin y o € k[V], a # 0. Entonces el abierto
principal V,, es una variedad abierta en V. Se cumple que

k[Va] = k[V][1/a] ={B/a™ | B € k[V], n € Z}.
Ademds V,, es una variedad afin.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que V' C A™. Asi
podemos representar o = [F)|, para cierto F' € k[X1,...,X,]y Vo =V \ V(F)
es abierto en V. En particular V,, es una variedad.

En principio, k[V,] C k(V,) = k(V), pero por 2.26 podemos identificar
a k[V,] con el anillo de las restricciones a V' de sus elementos, de modo que
E[Va] C (V).

Tomemos v € k[V,]. En la demostracion del teorema 1.21 hemos visto que
el conjunto de las singularidades de 7 es V(I,), donde

L ={G e k[Xy,...,X,] | [G]y € k[V]}.

Como 7 esta definida en los puntos donde F' no se anula, V(I,) C V(F),
luego I(V(F)) C RadI,. Por consiguiente FN € I, para cierto N, es decir,
aNvy = B € k[V]. Esto prueba la inclusién k[V,] C k[V][1/a]. La otra es obvia.

Falta probar que V,, es isomorfa a una variedad afin. Para ello consideramos
el ideal I' de k[X1, ..., X,+1] generado por I(V) y por el polinomio X, 41 F —1.
Definimos ¢ : k[X1,..., Xnt+1] — k[V,] mediante (X;) = [X;] para i < n
y ¥(Xn41) = 1/a. Segun lo que acabamos de probar, ¢ es un epimorfismo
de anillos. Es claro que su ntcleo contiene a I’, luego induce un epimorfismo

O kX, Xp] /T — k[Va).
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Llamemos A al subanillo del cociente formado por las clases con un represen-
tante en k[X1,..., X,]. Entonces ¢ se restringe a un isomorfismo A — k[V].
Solo hay que comprobar la inyectividad: si ¥([G]) = 0, entonces G € I(V,),
luego GF € I(V), pero F ¢ I(V) (porque a = [F] #£0), luego Ge I(V)C I' y
asi [G] = 0.

El dominio de v es la adjuncién a A de la clase [X,,+1], la imagen es k[V][1/q]
v ¥([Xnt1]) = 1/a. Es facil ver entonces que v es un isomorfismo.

En particular I’ es un ideal primo. Llamamos V' = V(I') C A"T!, que es
una variedad afin.

Ahora observamos que v : k[V'] — k[V,]. La proyeccion A"t — A"
en las n primeras componentes es claramente una aplicacion regular, que se
restringe a una aplicaciéon regular ¢ : V' — V,,. Esta aplicacion es biyectiva
pues, si P € V,,, su tnica antiimagen se obtiene completando sus coordenadas
con 1/F(P). Falta probar que ¢~ es regular.

Para ello consideramos V' C P"*!. Segiin hemos visto,

6 an o an) = (@rseram F M ar, . an). 1)
= (@ F(a1,...,an),...,anF(a1,...,an),1,F(a1,...,a,)).

Ahora consideramos a V' contenido en el espacio afin dado por X,, # 0, con
lo que la expresién para ¢! es

o Hat, ... an) = (@1 F(ar,. .. an), ... anF(a1,...,a,), F(ai,...,a,)).
Vemos que es una aplicacién polinémica, luego es regular. m

Nota En las condiciones del teorema anterior, supongamos que V' C A™ es afin
(sobre k) en sentido estricto, y que k C k' C K es un cuerpo intermedio sobre
el que V siga siendo irreducible. Como V,, también es abierto en V respecto de
la topologia de Zariski relativa a k', también es irreducible sobre k.

Vamos a probar que la variedad V' que hemos construido también es irre-
ducible sobre k¥’ y que el isomorfismo ¢ : V' — V,, es también un isomorfismo
respecto de k’.

Para ello consideramos el ideal I}, de k'[X1,. .., X,,41] generado por I/ (V) y
por X,,+1F'—1, que también resulta ser un ideal primo, por el mismo argumento.

Ahora bien, se cumple que V'’ = V(I") coincide con V' (I},), pues los polino-
mios de I/ (V') se anulan en los mismos puntos que los de I(V') (en los de V en
ambos casos), luego

VI =VI(V)U{Xnn F = 1}) = V(I(V) U{Xna F = 1}) = V(1)

Esto prueba que V'’ es también una variedad afin sobre k. Ademas, la
aplicacion ¢ : V. — V,, es también regular sobre k’, pues no es sino la res-
triccién de la proyeccion A" — A", que es regular sobre cualquier cuerpo.
Similarmente, ¢! es la restriccién de una aplicacién polinémica sobre k, pero
toda aplicacién polindémica sobre k lo es también sobre k’, luego ¢! también
es regular sobre k’. n
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Ahora ya podemos probar lo que habiamos anunciado:
Teorema 2.39 FEn una variedad, los abiertos afines forman una base.

DEMOSTRACION: Sea V' C P" una variedad, P € V' y U un entorno (abierto)
de P. Tenemos que probar que existe un abierto afin U’ tal que P C U’ C U.
Como V es abierto en V, se cumple que U es abierto en V, luego, cambiando V
por V, no perdemos generalidad si suponemos que V es proyectiva.

Sea A™ un espacio afin que contenga a P. Entonces P € U N A™, que es
abierto en V' N A", luego, cambiando V por V N A™, no perdemos generalidad
si suponemos que V C A™ es afin.

Como P ¢ V \ U, y éste es un subconjunto algebraico de A™, existe un
polinomio F € I(V\U) tal que F(P) # 0. Sea o = [F] € k[V]. Entonces
P eV, CUy, por el teorema anterior, V,, cumple lo pedido. L]

Notemos que, en particular, hemos probado que, en toda variedad afin, los
abiertos principales son una base (en principio, en toda variedad afin cerrada
en A", pero, como los isomorfismos transforman claramente abiertos principales
en abiertos principales, lo mismo vale para toda variedad afin en el sentido
general).

Y como aplicaciéon probamos lo anunciado en la nota tras la definiciéon 2.32:

Teorema 2.40 Si ¢ : V — W es una aplicacion reqular entre variedades
definidas sobre k, también es reqular como aplicacion entre variedades definidas
sobre cualquier cuerpo intermedio k C k' C K.

DEMOSTRACION: Basta probar que ¢ se restringe a una aplicacion k’-regular
en un entorno de cada punto P € V. Por 2.36 no perdemos generalidad si
suponemos que W = P™. Elegimos un sistema de referencia en P™ de modo
que ¢(P) € A™.

SiV C P"y elegimos un sistema de referencia de modo que P € A™, tenemos
que V.=V NA" C A" es una variedad afin y ¢ esta definida (v es k-regular)
en VNVN »~1[A™], que es un entorno de P en V (porque V es abierto en V).
Por la prueba del teorema anterior, existe o € k[V] tal que ¢ esté definida en V,

y ¢l : Vo —> A" es k-regular.

Como V es abierto en V, tenemos que V es irreducible sobre &/, y como V
es abierto en V, lo mismo vale para V. Ahora aplicamos a V la nota posterior
al teorema 2.38, en virtud de la cual V,, es irreducible sobre k' y tenemos un
isomorfismo ¢ : V! — V,, sobre k, y también sobre k’. Asi llegamos al diagrama
conmutativo siguiente:

- 9ly,

Vo—=A

¢ ,
T A;Iva

V/
Ahora bien, la composicion es una aplicacion k-regular entre variedades afi-
nes, luego es una aplicacién polindomica (definida sobre k), luego también es

n
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polinémica como aplicacion entre variedades definidas sobre &/, luego también
es regular como aplicacién entre variedades definidas sobre k’. A su vez, esto
nos da que ¢|‘~/Q es composicién de dos aplicaciones regulares sobre k’, luego es
regular sobre &’ n

Veamos otra aplicacion. Si V' es una variedad afin y o € k(V'), por definicion,
a€0p(V)sia= f/g,con f, g€ k[V]y g(P)+# 0. En principio, podria ocurrir
que « no fuera regular en P como variedad definida sobre k, pero si como
variedad definida sobre K, es decir, que podria ocurrir que a = f/g con f,
g € K[V]y g(P)# 0. Vamos a ver que, en realidad, esto no es posible. Méas en
general:

Teorema 2.41 SiV es una variedad absoluta definida sobre un cuerpo perfecto,
para todo punto P € V se cumple que O% (V) = OB (V)N k(V).

DEMOSTRACION: Pasando a la clausura proyectiva de V' y luego a un entorno
afin de P, podemos suponer que V' es afin. El teorema 1.41 nos da que Ik (V)
esta generado por polinomios de k[ X7, ..., X,], luego es invariante por G(K/k).
Esto implica que si a € Ek(V), aunque veamos a V como variedad definida
sobre K, el conjunto de los puntos singulares de a esté definido sobre k. En
efecto, si a = f/g con f, g € K[V]y g(P) # 0, entonces o« = o’ = f7/¢° y
9% (P?) # 0, luego « también es regular en P?. Asi pues, si C' es el conjunto de
puntos singulares de «, se cumple que o[C| = C para todo o € G(K/k), luego
el teorema 1.38 nos da que C esta definido sobre k.

El teorema 2.39 nos da un entorno afin U de P (respecto a la topologia de
Zariski de V relativa a k) tal que o € K[U]Nk(U) = k[U], por el teorema 1.42,
luego « también esta definida en P considerando a V' como variedad sobre k.

|

2.4 Producto de variedades

Hemos visto que podemos considerar como variedad afin a cualquier pro-
ducto de variedades afines sin més que identificar A™ x A™ con A™ " de forma
natural. De todos modos, debemos advertir que la topologia de Zariski en el
producto obtenida por esta identificacién no es la topologia producto. El caso es
que nos gustaria generalizar esto a variedades cualesquiera, no necesariamente
afines, para lo cual introducimos el concepto siguiente:

Definicion 2.42 Sean m y n nimeros naturales no nulos. Llamemos N =
(m +1)(n + 1) — 1. Fijamos un sistema de referencia en P y consideramos
las coordenadas homogéneas de cada punto como una matriz (X;;) de orden
(m+ 1) x (n+1). Definimos la variedad de Segre m x n como el subconjunto
Sm.n de P" formado por los puntos que satisfacen las ecuaciones

X i Xy = Xp j Xi .
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Notemos que estas ecuaciones expresan que todas las submatrices 2 x 2 de la
matriz de coordenadas de los puntos de S,, ,, tienen determinante nulo, es decir,
que Sy, estd formado por los puntos cuya matriz de coordenadas homogéneas
tiene rango 1.

La definicion que hemos dado depende del sistema de referencia, pero es claro
que dos variedades de Segre m x n son isomorfas. La propia definicién muestra
que Sp,,n €s un conjunto algebraico (sobre cualquier cuerpo k). Para justificar
su nombre hemos de probar que es irreducible (de hecho, es geométricamente
irreducible), pero de momento pospondremos la prueba.

Para comprender el interés de las variedades de Segre, definimos la inyeccion
de Segre iy, n : P™ X P" — Sy, ,, mediante

imm(ah ey Amt1, bl, ceey bn+1) = (aibj)ij.

Es claro que ¢, no depende de la elecciéon de las coordenadas homogé-
neas de cada par de puntos, asi como que su imagen esta en S, ,. Ademéas es
biyectiva, pues si P € Sy, , su Unica antiimagen es el par (@), R) cuyas coorde-
nadas homogéneas son cualquier fila y cualquier columna, respectivamente, de
la matriz de coordenadas de P.

Consideremos ahora el espacio afin A" determinado por Xmt1n+1 #0. Es
claro que Sy, », NAN = im,n[A™ x A"], donde A™ es el espacio afin determinado
por X,,41 # 0y A™ el determinado por X, 11 # 0. Asi, podemos definir una
aplicacion ¢ : A™™" — S, , N AN mediante

¢(a17"'7a7‘r‘ub17-"abn):(aibj)7 am+1:an+1:1-
Es facil ver que ¢ es un isomorfismo (es polinémica con inversa polindémica).

Esto significa que si identificamos a P™ x P" con Sy, , a través de la inyeccion
de Segre, entonces A™ x A™ se identifica con una variedad afin isomorfa a A™+7.

Ejemplo La figura muestra la imagen de la
inmersion de Segre ¢ : A2 — A3, que viene
dada por

o(z,y) = (z,y,2y),

que es la restriccion de la inmersion

=

o
S
SN

] 5

AN

i11: P! x Pt — p?
dada por
ina([z, 2], [y, y]) = (29, y2’, 2y, 2'y").

Asi, mientras las rectas y = a en A? son paralelas y tienen un mismo punto
infinito en comtn (al considerar A2 C P? con la inmersién usual), sus imagenes
por ¢ son las rectas (x,a,ax) (es decir, V(Y —a,Z — aZ)), que, como se ve en
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la figura, tienen direcciones diferentes, lo que se traduce en que cada una tiene
un punto infinito diferente en P3, a saber, el punto iy 1([1, 0], [a, 1]) = (1,0, a, 0).
Estos puntos forman una recta afin ¢[{co} x Al], que se completa hasta una
recta proyectiva iy 1[{oo} x P1] con i1 1([1,0],[1,0]) = (0,0,1,0).

La segunda figura muestra la totalidad de S ;
en una representacion tridimensional de P? anélo-
ga a la representacion bidimensional de P2 des-
crita en el ejemplo 4 de la pagina 53. Los puntos
de P? se corresponden con los de la bola unita-
ria de R3, de modo que el hiperplano infinito se
corresponde con la esfera, con la salvedad de que
cada punto de la esfera representa el mismo punto
de P3 que su antipoda.

Asi, en la figura vemos que los puntos infinitos
de S1 1 forman dos circunferencias (en realidad dos
rectas proyectivas) que se cortan en dos puntos que
en realidad son el mismo punto

’L'l’l(OO, OO) = [O, O7 1, 0}

(que en la representacion es (0,0,1)). En la tercera
figura estan representadas las rectas X =1, X = 2,
que unen sin cortarse entre si dos puntos antipodas
de una de las rectas infinitas (que en realidad son
el mismo punto), asi como las rectas Y =1, Y = 2,
que unen dos puntos de la otra recta infinita, sin
cortarse entre s{ y cortando a las otras dos rectas
en un punto cada una. ]

Un subconjunto X C P x P", identificado con un subconjunto de S, »,
es algebraico si y so6lo si las coordenadas homogéneas (X;,Y;) de sus puntos
satisfacen un sistema de ecuaciones de tipo F(X;Y;) = 0, donde F(T;;) es una
forma, digamos de grado d. El polinomio F(X,Y;) tiene la propiedad de ser
bihomogéneo de grado d, es decir, la suma de los grados de las variables X;
en cada monomio es igual a la suma de los grados de las variables Y; en cada
monomio y ambas son iguales a d. Es claro entonces que los subconjuntos
algebraicos de P™ x P™ son los determinados (en un sistema de referencia de
cada factor) por un conjunto de polinomios bihomogéneos de un mismo grado d
en ambos grupos de variables.

Ahora bien, los polinomios bihomogéneos de grados (di,ds), es decir, los
polinomios que cumplen que la suma de los grados de las variables X; en cada
monomio es igual a d; y la suma de los grados de las variables Y; en cada
monomio es igual a ds, también definen conjuntos algebraicos. En efecto, si
di < dy y r = dy— dq, una ecuacion F(X;,Y;) = 0 equivale a las ecuaciones
bihomogéneas de grado ds dadas por

XIF(X;,Y;) =0, ... XI  F(X;Y;)=0.
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En conclusion:

Al identificar P™ X P™ con la variedad de Segre, sus subconjuntos
algebraicos son los determinados por un sistema de ecuaciones biho-
mogéneas, de grados en X eY no necesariamente iguales.

Ahora es claro que un conjunto es algebraico en P™ X P™ respecto a una
eleccion de sistemas de referencia en los factores si y solo si lo es respecto a
cualquier otra eleccion.

En lo sucesivo identificaremos P™ x P" = Sy, . Nos falta probar que
P™ X P™ es irreducible. Para ello probamos primero lo siguiente:

Teorema 2.43 Si V C P™ es una variedad proyectiva y @ € P™, entonces
V x {Q} es una variedad proyectiva isomorfa a V.

DEMOSTRACION: En general, el producto de conjuntos algebraicos (sobre k)
es un conjunto algebraico (sobre k), pues esta definido por la uniéon de las
ecuaciones que definen a los factores. Veamos que la aplicacion ¢(P) = (P, Q)
es un isomorfismo. Para probar que es regular basta ver que lo es restringida a un
entorno de cada punto. No perdemos generalidad si estudiamos la restricciéon al
espacio A™ definido por X,,11 # 0. También podemos suponer que ) cumple
Yine1 = 1. Asi la expresion en coordenadas afines de la restriccion de ¢ es
&(X1,..., Xm) = (X;Y)), donde X,,11 = 1 e Y; son las coordenadas de @
(constantes). Vemos que se trata de una aplicacion polindmica, luego regular.

Para probar la regularidad de la inversa razonamos de forma similar, restrin-
giéndonos a AN N (V x {Q}). Ahora la expresion coordenada de la restricciéon de
¢! es simplemente una proyeccién. El hecho de que V x {Q} sea un conjunto
algebraico isomorfo a V' ya implica que es irreducible. L]

Ya podemos probar la irreducibilidad de P™ x P™. De hecho probamos algo
maés general:

Teorema 2.44 Si V C P™ y W C P" son variedades proyectivas, entonces
V x W también lo es.

DEMOSTRACION: Como ya hemos senalado en la prueba del teorema ante-
rior, V X W es algebraico (sobre k). Hay que ver que es irreducible. Supongamos
que V x W = Z; U Z,, donde ambos conjuntos son cerrados. Definimos

Ui={Q e W |V x{Q} £ Zi}.

Como V' x {Q} es irreducible, ha de ser Uy N Us = @. Si probamos que los
U; son abiertos, puesto que W es irreducible, esto s6lo sera posible si uno de los
dos es vacio, digamos U; = &, lo que implica que V x W C Z;, como queremos
probar. Veamos, pues, que U es abierto (lo mismo vale para Us).

Si Q € Uy, entonces existe un P € V tal que F(P,Q) # 0, donde F es una
de las formas que definen a Z;. Entonces G(X) = F(P, X) es una forma tal que

Qe{XeW|GX)#0} CU.

Esto prueba que U; es un entorno de @, luego es abierto. L]
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Observemos que si las variedades V' y W del teorema anterior son absolutas,
también lo es su producto, porque la prueba vale sobre cualquier cuerpo.

A partir de aqui ya es facil obtener los resultados basicos sobre productos.
Por ejemplo, el producto de variedades es una variedad, ya que

(VxM\(VxW)=(V\V)x W)U ((V x (W\W))

es cerrado por el teorema anterior, luego V' x W es abierto en la variedad pro-
yectiva V x W.

Por otra parte, el producto de variedades afines es una variedad afin isomorfa
al producto definido en la pagina 6.

Hemos visto que si V.C A™ y W C A™ son conjuntos algebraicos afines, al
identificar V x W con su imagen en S,, ,, obtenemos un subconjunto de AN que,
a través del isomorfismo con A™1" se corresponde con el producto cartesiano
V x W c A™*t". Ahora sabemos que si V' y W son variedades, entonces V x W
también lo es.

Veamos algunos hechos mas:

Teorema 2.45 Sean V, W, V', W' y Z variedades. Entonces
1. Las proyecciones de V- x W en cada factor son aplicaciones requlares.

2.5 ¢ :Z —V yv:Z — W son aplicaciones regulares, entonces la
aplicacion (¢,v) : Z — V x W dada por (¢,¥)(P) = (¢(P),(P)) es
reqular.

3.8 ¢V —V yo: W — W’ son aplicaciones requlares, entonces
la aplicacion ¢ x ¢ : V. x W — V' x W' dada por (¢ x ¥)(P,Q) =
(6(P),¥(Q)) es regular.

4. La diagonal Ay = {(P,P) | P € V} es cerrada en V x V. La aplicacion
dv : V. — Ay dada por oy (P) = (P, P) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: La prueba de 1) es sencilla (al restringirse a espacios afi-
nes, las expresiones coordenadas de las proyecciones son proyecciones, luego
aplicaciones polindmicas).

2) Por 2.36 no perdemos generalidad si suponemos que V = P™, W = pP".
Para probar que (¢, ) es regular, basta probar que lo es restringida a cualquier
cubrimiento abierto de Z. Puesto que P™ x P™ puede cubrirse con productos
de espacios afines, podemos suponer que V =A™ y W = A™. Puesto que todo
punto de Z tiene un entorno afin, podemos suponer que Z es una variedad afin.
Explicitamente, la situaciéon es ésta:
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donde Z' C AP es una variedad afin en sentido estricto y x es un isomor-
fismo. Entonces x(P) = (¢(x(P)),¥(x(P))) y las dos funciones coordenadas
son aplicaciones regulares entre variedades afines, luego son polinémicas, luego
X también es polindomica, luego regular, luego (¢, ) también lo es.

3) se sigue de 2) aplicado a las composiciones de las proyecciones seguidas

de ¢ y .

4) La diagonal Ay es la interseccion con V' x V de la diagonal de P™ x P™,
que claramente es cerrada. La aplicacion dy es regular por 2) y su inversa es
regular porque es la proyeccion. L]

Por ejemplo, ahora podemos afirmar que el producto de variedades afines
(generalizadas) es una variedad afin. Lo sabiamos para variedades afines en
sentido estricto, pero el apartado 3) del teorema anterior nos da que el producto
de dos variedades afines generalizadas es isomorfo a un producto de variedades
afines en sentido estricto, luego es una variedad afin.

Veamos otra consecuencia de gran utilidad:

Teorema 2.46 Si ¢,y : V — W son aplicaciones requlares entre variedades,
entonces {P € V | ¢(P) = ¢(P)} es cerrado en V. En particular, si ¢ y
coinciden en un conjunto denso, entonces ¢ = 1p.

DEMOSTRACION: El conjunto en cuestion es (¢, 1) [Ay]. .

Como aplicacién podemos probar lo siguiente:

Teorema 2.47 Sea ¢ : V. —> W una aplicacion reqular entre variedades. Si ¢
es densa (es decir, si ¢[V] es denso en W), entonces ¢ : k[W]| — k[V] es un
monomorfismo de anillos. Si W es afin el reciproco es cierto.

DEMOSTRACION: Si a, B € k[W]y é(a) = ¢(3), es decir, si poa = ¢ o j3,
entonces « y 3 coinciden en ¢[V], luego o = 3 por el teorema anterior.

Supongamos ahora que ¢[V] no es denso en W y que W es afin. Tomemos
P € W\ ¢[V]. Entonces existe un polinomio I € I(¢[V]) tal que F(P) # 0,
luego f = [F] € k[W] (aqui usamos que W es afin) cumple que ¢(f) = 0, pero

f # 0. Por lo tanto ¢ no es inyectiva. n

Para terminar con los productos de variedades probaremos un resultado
del que deduciremos una propiedad importante de las aplicaciones regulares:
la imagen de una variedad proyectiva por una aplicaciéon regular es cerrada.
Primero demostramos lo siguiente:

Teorema 2.48 Sea V una variedad proyectiva y W una variedad arbitraria.
Entonces la proyeccion p: V x W — W es cerrada, es decir, la imagen de un
cerrado en V. x W es cerrada en W.
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que V' es cerrado en P™. Entonces
VW = (VxP")N(P™ xW) es cerrado en P xW. Si C es cerradoen V x W,
también lo es P™ xW, luego podemos suponer que V = P™. Por 2.39 podemos
cubrir W por abiertos afines. Si A es uno de ellos, entonces C' N (P™ xA)
es cerrado en P™ xA. Si probamos el teorema para W = A, tendremos que
p[C' N (P™ x A)] sera cerrado en A, y es claro que entonces p[C] sera cerrado en
W, como queremos demostrar. Por consiguiente, basta probar el teorema para
el caso en que W es una variedad afin. Podemos suponer que W es cerrado
en un espacio afin A”. Como P™ xW = (P™ xW) N (P™ x A™) es cerrado en
P™ x A™, podemos suponer que W = A™.

En resumen, basta probar el teorema en el caso p : P™ xA" — A". Fi-
jemos sistemas de referencia en P™ y P™ de modo que A™ venga dado por la
condicion Y, 41 # 0. El conjunto C esta formado por los puntos de P x P™
cuyas coordenadas homogéneas satisfacen un conjunto de ecuaciones de la forma
F.(X;,Y;) =0,r=1,...,t, donde las F, son formas bihomogéneas, y ademas
Yn+1 # 0. Si sustituimos Y,,4+1 = 1 en cada forma F,. obtenemos polinomios
homogéneos tinicamente en las variables X; tales que los puntos de C' son exac-
tamente los de coordenadas homogéneas (X7i,...,X,,4+1) vy coordenadas afines
(Y1,...,Y,) que cumplen el sistema de ecuaciones F;.(X;,Y;) = 0.

Un punto P € A", de coordenadas (Y;) esta en p[C] si y s6lo si el sistema de
ecuaciones F.(X;,Y;) = 0 tiene solucién no nula en las X;. Segun el teorema 2.5,
esto sucede si y solo si

(X17 s 7Xm+1)s Z (Fl(Xi’ YJ)’ T Ft(Xi’ YJ))) (2'2>

para todo natural s. (Tengamos presente que las coordenadas Y; son fijas, luego
cada F.(X;,Y;) es una forma en las X;.) Llamemos C; al conjunto de los puntos
P € A™, de coordenadas (Y;), tales que esta condicién se cumple para s. Segin
acabamos de ver, p[C] es la interseccion de todos los Cy, luego basta probar que
cada uno de ellos es cerrado.

Sea G € k[X1,..., X;nq1] una enumeracion de los monomios de grado s con
coeficiente 1 (son un nuamero finito). La inclusion

(le ... 7)(»,,-L_|_1)S C (Fl(Xza)/})7 - ,Ft(X“Y})) (23)
equivale a que cada Gy, se exprese en la forma

Gk(x) = Zpkr(Xi)FT(Xiv Y7)7

para ciertos polinomios pg,(X;). Comparando las componentes homogéneas de
grado s, podemos exigir que cada px, sea una forma de grado s — d,., donde d,
es el grado (en las X;) de F,. y pgr =0si d, > s.

Sea NJ(X;) una enumeracion de los monomios de grado s — d, con coefi-
ciente 1. La inclusion (2.3) equivale a que las formas N (X;)F,(X;,Y;) generan
el espacio vectorial de las formas de grado s. Si llamamos D a la dimensiéon
de este espacio, la inclusiéon (2.3) equivale a que la matriz formada por los co-
eficientes de los monomios G} en las formas Nj (z)F,(z,y) tenga rango D, o
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también a que exista un determinante D x D formado por estos coeficientes que
sea distinto de 0. Por tanto, la condicion (2.2) equivale a que todos estos de-
terminantes sean nulos, pero tales determinantes dependen polinémicamente de
las coordenadas (Y;), luego, efectivamente, los puntos de C5 son aquellos cuyas
coordenadas afines (Y;) satisfacen un sistema de ecuaciones polindomicas. =

Como aplicacion tenemos:

Teorema 2.49 Sea ¢ : V. — W wuna aplicacion regular entre variedades y
supongamos que V' es proyectiva. Entonces ¢[V] es cerrado en W.

DEMOSTRACION: Sea G C V x W la grafica de ¢ (conjuntistamente G = ¢).
Entonces G = (¢ x i) "}[Aw], donde i : W — W es la identidad. Por lo tanto
G es cerrado en V X W y por el teorema anterior su proyeccién en W es cerrada,
pero ésta es ¢[V]. .

Igual que hemos definido una variedad afin como una variedad isomorfa a
una variedad afin en sentido estricto, igualmente podriamos haber definido una
variedad proyectiva como una variedad (cuasiproyectiva) isomorfa a una varie-
dad proyectiva, pero el teorema anterior muestra que las variedades proyectivas
en este sentido general serfan exactamente las variedades proyectivas en sentido
estricto.

Ahora podemos mostrar una diferencia esencial entre las variedades afines y
las proyectivas. Hemos visto que una variedad afin V' esta determinada salvo iso-
morfismo por su anillo de funciones regulares k[V]. La situacion es radicalmente
distinta para variedades proyectivas:

Teorema 2.50 Sea V' una variedad proyectiva sobre k. Entonces k[V] = k.

DEMOSTRACION: Si o € k[V], entonces a : V — Al y en particular
a : V — PL. Por el teorema anterior a[V] es cerrado en P'. Ahora bien,
a[V] € A, y no puede ser a[V] = A, pues no seria cerrado en P!.

Por otra parte, es facil ver que los tnicos cerrados en A! distintos de A' son
los conjuntos finitos. Méas atn, ¢[V] no puede contener mas de un punto, pues si
#[V] ={a1,...,a,}, entonces los cerrados ¢~ '[a;] contradirian la irreducibilidad
de V. Por consiguiente ¢ es constante. ]

Esto a su vez puede generalizarse:

Teorema 2.51 Sea ¢ : V. — W wuna aplicacion regular de una variedad pro-
yectiva en una variedad afin. Entonces ¢ es constante.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que W es abierto en A™, y a su vez
podemos suponer que ¢ : V — A™. Basta aplicar el teorema anterior a las
composiciones de ¢ con las proyecciones en los factores de A™ = K™. L]
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2.5 Aplicaciones racionales

Ahora estamos en condiciones de definir las aplicaciones mas generales que
aparecen de forma natural en la teoria basica sobre variedades algebraicas. Se
trata de las aplicaciones racionales, que hasta ahora tenemos definidas tinica-
mente en el caso o : V — Al y que constituyen el cuerpo de funciones
racionales k(V') de la variedad V. La definicién general debe extender a ésta.

En principio podriamos definir una aplicacién racional ¢ : V. — W entre
dos variedades como una aplicaciéon regular ¢ : U — W, donde U es un abierto
en V', pero hemos de hacer una matizacién: diremos que ¢ es equivalente a otra
aplicacion regular ¢ : U’ — W si ¢ y ¢’ coinciden en U NU’. En virtud del
teorema 2.46 tenemos una relacion de equivalencia, pues los abiertos no vacios
son densos. La clase de equivalencia de ¢ define una funcién regular en la unién
de los dominios de sus elementos, con la propiedad de que no puede extenderse
a una aplicacién regular en un abierto mayor.

Definicion 2.52 Una aplicacion racional ¢ : V. — W entre dos variedades es
una aplicacion regular definida en un subconjunto abierto de V' que no puede
extenderse a una aplicacion regular en ningtn abierto mayor. Los puntos donde
¢ no esté definida se llaman singularidades de ¢. También se dice que son los
puntos donde ¢ es singular.

Hemos visto que toda aplicacion regular definida en un abierto de una va-
riedad V se extiende a una tunica aplicacion racional en V. El considerar las
extensiones maximas es necesario para que las singularidades estén bien defini-
das. Observemos que el conjunto de singularidades de una funcién racional es
cerrado por definicion.

Veamos ahora que si V' es una variedad, entonces k(V') es precisamente el
conjunto de las aplicaciones racionales o : V. — Al

Sia € k(V)y C es el conjunto de sus singularidades (en el sentido que ya
teniamos definido, es decir, el conjunto de puntos de V' donde « no esta definida),
entonces C' es cerrado en V' y la restriccion de a« a U = V' \ C' es una funcién
regular. Lo tnico que hemos de justificar es que C' es también el conjunto de
las singularidades de « en el sentido de la definicién anterior, es decir, que «|y
no puede extenderse a una funcién regular en un entorno de un punto P € U.
Si existiera tal entorno W, entonces, a € k[W], luego a = [F]/[G], donde F'
y G son formas del mismo grado, G(P) # 0 y las clases se toman modulo
I(W) = I(V), pero entonces « estaria definida en P en el sentido usual para
funciones de k(V).

Reciprocamente, si a : V — A! es racional, entonces existe un abierto U
en V tal que a|y € k[U], es decir, a|y = B|u, para una cierta 8 € (V). Como
a y B son racionales en el sentido de la definicién anterior y coinciden en un
abierto, necesariamente o = 8 € k(V).

A partir de aqui podemos caracterizar las aplicaciones racionales en varios
casos de interés. Por ejemplo:
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Teorema 2.53 Las funciones racionales ¢ : V. — A™ en una variedad V' son
las funciones (definidas sobre un abierto de V') de la forma

O(P) = (a1(P),...,an(P)),

donde o; € k(V). Un punto P € V es una singularidad de ¢ si y sdlo si es una
singularidad de alguna de las funciones coordenadas cv;.

DEMOSTRACION: Sea U el conjunto de los puntos de V' donde ¢ esta definida.
Entonces ¢|y : U — A™ es una aplicacion regular, luego también lo son las
proyecciones a; = ¢|y o p; : U — Al. Por consiguiente a; € k(U) = k(V).

Reciprocamente, si ¢ cumple que a; € k(V) y U es la interseccion de los
dominios de las funciones «;, entonces ¢|y es regular por el teorema 2.45, luego
¢ es racional, y es facil ver que su dominio es exactamente U. ]

Consideremos ahora una funcién racional ¢ : V.— P" y sea P € V. Fija-
dos sistemas de coordenadas, pongamos que la coordenada X,,+1 de ¢(P) es no
nula, es decir, que ¢(P) € A", donde A™ es el espacio afin determinado por la
condicion X, 11 # 0. La restriccion de ¢ al abierto U = ¢~ ![A"] es una apli-
cacion regular, en particular racional, con imagen en A™, luego por el teorema
anterior, ¢ es de la forma

¢(Q) = (al(Q)a s aan(Q))’ Q; € k(V)

En un entorno de P, cada «; admite la expresion oy = [F;]/[Fy+1], donde las
F; son formas del mismo grado. Por consiguiente, las coordenadas homogéneas
de la imagen de un punto ) son de la forma

¢(Q) = (FI(Q)v . '7Fn+1(Q))7

para ciertas formas F; del mismo grado. No obstante, hemos de tener presente
que esta expresion es local, es decir, que tenemos una expresion de este tipo
valida en un entorno de cada punto P. Reciprocamente, si una funcién ¢ puede
ser definida localmente por expresiones de este tipo, sera racional, y seré regular
en aquellos puntos en los que exista una expresion de este tipo cuyas coordenadas
no se anulen simultaneamente.

Ejemplo Sea V = V(X2 +Y? — 1) la circunferencia unidad. Es conocido que
la proyeccion estereografica proporciona una biyeccion entre V(R)\ {(0,1)} y la
recta afin. Las formulas son

(%, y) (xvy):( 2 t2—1>’

¢ 2+1782+1
1

p= 2 1Ty
1—y T

Si consideramos todos los puntos de V' (como variedad compleja) la situacion
no es tan simple, pues los puntos t = £ no tienen imagen en V. De este modo,
estas aplicaciones definen biyecciones mutuamente inversas entre V' \ {(0,1)} y
A\ {#£i}. Claramente son isomorfismos.
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Las singularidades se deben a que las rectas que unen el punto (0,1) con
los puntos (+¢,0) cortan a V en el infinito. Similarmente, el punto (0,1) de V'
“deberia” corresponderse con el punto infinito de P!. En otras palabras: las
singularidades desaparecen si consideramos variedades proyectivas. Sea, pues,
V =V (X?2+4+Y? - Z?). Las formulas de la proyecciéon estereogréfica en coorde-
nadas homogéneas (z,y, z) para V y (t,u) para P! son

(z,y,2) = 2tu, 2 —u?, *+0?), (L) =(z, z-y)=(2+y, 2).

Asi vemos que los puntos (+i,1) se transforman en los puntos infinitos
(+4,1,0). Ahora es facil comprobar que estas transformaciones mutuamente
inversas son de hecho isomorfismos entre V y P1.

Observemos que hemos de considerar las dos expresiones que determinan a
(t,u) en funcion de (x,y, z), pues ninguna de las dos es valida globalmente. Este
ejemplo también muestra como un punto puede ser singular para una funciéon
racional entre variedades (el punto 4, por ejemplo) y dejar de serlo cuando
extendemos la imagen (de la circunferencia afin a la proyectiva). [

Ejercicio: Describir explicitamente un isomorfismo entre la recta proyectiva y la
parabola YZ = X2.

Es facil generalizar el teorema 2.47. Supongamos que ¢ : V — W es una
funcion racional (con imagen) densa entre dos variedades. Sea Uy C W un
abierto afin y U; C ¢~ 1[Us] un abierto afin en V, que podemos tomar tal que
¢ sea regular en U;. Asi tenemos que ¢y, : Uy — Us es regular y densa. En
efecto, si A C Us es un abierto no vacio, entonces A N ¢[V] # &, luego ¢~ [4]
es un abierto no vacfo, luego ¢~ 1[A]NU; # @, luego AN ¢[U;] # @. Por 2.47
tenemos que ¢ : k[Us] — k[U;] es un k-monomorfismo, luego se extiende a un

k-monomorfismo entre los cuerpos de cocientes, es decir, ¢ : k(W) — k(V).
Concretamente, si o € k(W) esta definida en un punto ¢(P) € Us, entonces

o = /7, donde B, 5 € k{Us] ¥ 1(6(P)) # 0. Por lo tanto p(a) = (0 5)/(¢7)
esta definida en Py ¢(«)(P) = a(o(P)). Asi pues, ¢(a)|y, = d|u, © a.

De aqui se sigue que ¢ no depende de la eleccion de los abiertos Uy y Us, pues
si los cambiamos por otros U; y Uj entonces las correspondientes aplicaciones

o(f)y al(f) coinciden en Uy N U7, luego son la misma funcion racional. Puesto
que todo punto tiene un entorno afin, si A es el abierto de puntos regulares de
a € k(W), entonces ¢(a) esta definida en ¢~1[A] y é(a) = ¢ o a. Con esto
hemos probado la mitad del teorema siguiente:

Teorema 2.54 Sea ¢ : V — W wuna aplicacion racional densa entre varieda-
des sobre un cuerpo k. Entonces ¢ induce un unico k-monomorfismo de cuerpos
¢ : k(W) — k(V) determinado por la propiedad siguiente: siU es abierto en W
y o € k[U], entonces (o) € k[p~ {U]] y ¢(a) = ¢ o . Reciprocamente, todo
k-monomorfismo h : k(W) — k(V) es de la forma h = ¢, para una cierta
aplicacion racional densa ¢ : V. — W.

DEMOSTRACION: Tomamos variedades afines V' C V. y W/ C W (abiertas).
Entonces k(V') = k(V) y k(W') = k(W). Si probamos el teorema para V’
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y W’ tendremos una aplicacién racional ¢ : V! — W’ que induce a h, pero
¢ determina una tnica aplicacion racional ¢ : V. — W. Alternativamente,
podemos suponer que V' y W son afines.

Sea k[W] = k[z1,...,z,]). Entonces h(z;) = a;/B;, con ay;, B; € k[V]. Sea
B = B1---Bn. Tenemos que h[k[W]] C k[V][1/8] = k[Vp] (ver 2.38), luego
tenemos un k-monomorfismo h : k[W] — Ek[V3]. Por el teorema 1.10 tenemos
que h = ¢, para una cierta aplicacién regular ¢ : V3 —s W. Como h es
inyectiva, el teorema 2.47 nos da que ¢[Vs] es denso en W. La aplicaciéon ¢ se
extiende a una unica aplicacién racional densa ¢ : V. — W que claramente
induce a h. ]

Ahora podemos determinar exactamente las aplicaciones entre variedades
que conservan los cuerpos de funciones racionales:

Definicion 2.55 Una aplicaciéon ¢ : V. — W entre variedades es birracional si
existen abiertos Uy C V'y Uy C W tales que ¢|y, : Uy — Us es un isomorfismo.

Claramente, el isomorfismo indicado (con su inverso) induce funciones racio-
nales densas ¢ : V — Wy ¢! : W — V que claramente inducen isomorfis-

mos (mutuamente inversos) ¢ : k(W) — k(V) y 5_1 Ck(V) — E(W).

Informalmente, podemos decir que una aplicacién birracional es una aplica-
cién racional con inversa racional, pero hemos de tener presente que las apli-
caciones birracionales no estan definidas necesariamente en toda la variedad
(cuando lo estan son isomorfismos).

Diremos que dos variedades V' y W son birracionalmente equivalentes si
existe una aplicacién birracional entre ellas. Claramente se trata de una relaciéon
de equivalencia.

Teorema 2.56 Dos wvariedades son birracionalmente equivalentes si y sélo si
sus cuerpos de funciones racionales son k-isomorfos.

DEMOSTRACION: Una implicacién se sigue directamente de 2.54. Suponga-
mos que ¢ : k(V) — k(W) es un k-isomorfismo entre los cuerpos de funciones
racionales de dos variedades. Podemos suponer que son afines. Como en la
prueba de 2.54, existe un S € k[W] tal que ¢[k[V]] C k[Wg]. Similarmente,
existe a € k[V] tal que ¢~ [k[W]] C k[V,]. Entonces ¢ se restringe a un isomor-
fismo entre los anillos k[V, 4-1(8)] y k[W3,4(a)] ¥, como las variedades son afines,
el teorema 1.10 (véanse las observaciones posteriores) nos da que son isomorfas,
luego V' y W son birracionalmente equivalentes. L]

Ejercicio: Refinar la prueba del teorema anterior para demostrar que dos puntos de
dos variedades tienen entornos k-isomorfos si y sé6lo si sus anillos de funciones regulares
son k-isomorfos.

Ejemplo Sea V la curva “alfa” Y2 = X?2(X + 1), (véase la pagina 7). Obser-
vemos que la recta Y = tX que pasa por el origen con pendiente ¢ corta a V' en
(0,0) y en (t2 — 1,¢(t? — 1)).
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La funcién polinémica ¢ : A1 — V dada por ¢(t) = (t* — 1,t(t* — 1))
es biyectiva salvo por que pasa dos veces por (0,0), a saber, para ¢t = +1. Si
llamamos Vp = V' \ {(0,0)}, entonces Vj es una variedad abierta en V' y la
restriccion ¢ : A' \ {1} — Vi es un isomorfismo. En efecto, su inversa es
Y(x,y) = y/x, que es regular, pues el denominador no se anula en Vy (hay que
comprobar ademas que y/x # £1).

Por consiguiente, ¢ : A' — V es una aplicacién birracional y asi V es
birracionalmente equivalente a una recta. Ahora no estamos en condiciones de
probarlo, pero V no es isomorfa a una recta. n

Ejercicio: Probar que ¢ se extiende a una aplicacién racional ¢ : P* — V tal que
¢(1,0) = (0,1,0).

Ejemplo Sea E = S;1 = V(XZ — YW) C P? la variedad de Segre 1 x 1,
que hemos identificado con P* x P!, y sea e : E — P2 la aplicacion dada por
e(z,y,z,w) = (z,y,w), que es regular en E \ {(0,0,1,0)}.

Si tomamos como hiperplanos infinitos en P? y P? los dados por W = 0,
tenemos que E'N Hy es la union de las rectas Ly = V(X, W) y Ly = V(Z,W).
Se cumple que e[L1] = {(0,1,0)} v e[Ls] = Hoo.

Por otra parte, la restricciéon e, : E, — A? es simplemente la proyeccién
e«(7,y,2) = (z,y). Cada punto de A%\ V(X) tiene exactamente una antiimagen
en E,, a saber, e.(x,y,y/x) = (z,y). De hecho, es su tnica antiimagen en F.

Ly

Los tinicos puntos de V(X)) que tienen anti-
imagen son (0, 1,0) (el punto infinito del eje Y),
cuyas antiimagenes son todos los puntos de L;
menos (0,0, 1,0) (el punto infinito del eje Z), y
(0,0,1), cuyas antiimégenes son todos los pun-
tos del eje Z menos su punto infinito, es decir,
V(X,Y)\{(0,0,1,0)}.

Ahora es claro que e no puede extenderse a

Ly una aplicacion regular en (0,0, 1,0) pues, por
continuidad, la imagen de este punto tendria
que ser tanto (0,1,0) como (0,0, 1).

En particular, si llamamos U = E\ (V(X,W)UV(X,Y)) y U’ = P2\V(X),
tenemos que e|y : U — U’ es biyectiva (y regular). Su inversa es la restriccion
de la aplicacién ¢/ : P2 — E dada por € (z,y,w) = (22, 2y, yw,zw), que
esta definida y es regular salvo en los puntos (0,1,0) y (0,0,1). Los puntos
del eje Y distintos de estos dos tienen todos imagen (0,0,1,0). En particular,
e’ : U' — U es biyectiva (y regular) y es la inversa de e, por lo que e es una
aplicacién birracional.

En definitiva, P* x P! es birracionalmente equivalente a P2. La aplicacion
e se conoce como ezplosidn del punto (0,0). Esta relacionada con el ejemplo
precedente, pues la “curva alfa” que vemos a la izquierda en la figura siguiente
no es realmente la curva alfa, sino la proyeccion de la curva en E que podemos
ver en la figura de la derecha en la péagina siguiente.
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Z

Dicha curva debe satisfacer las ecuaciones Y? = X?(X +1)y XZ =Y, pero
no solo ellas, pues asi estamos incluyendo todo el eje Z (es decir, V(X,Y)).
Ahora bien, si sustituimos la segunda en la primera queda X?Z? = X2(X + 1)
y, para puntos con z # 0 (todos los de la curva o menos (0,0)) esto equivale a
Z? = X + 1. La curva afin V dada por las ecuaciones

Y2=X*X+1), ZX=Y, Z*’=X+1

siguen proyectandose sobre toda la curva «, pues la tercera ecuacién conserva
dos puntos del eje Z, a saber, (0,0,+1). En principio, la primera ecuacion es
ahora redundante, pues se deduce de las otras dos, pero la necesitamos para
formar la clausura proyectiva V*, dada por las ecuaciones:

YW = X2(X+ W), ZX =YW, Z?=XW+ W=

Sin la primera, estariamos incluyendo la recta infinita V(Z, W), cuando la

clausura proyectiva de una curva irreducible tiene que ser irreducible. Con

la primera ecuacién obtenemos una curva irreducible, pues la parametrizacion

afin a(t) = (2 — 1,t(t? — 1),t) de V se extiende a o : P! — V* mediante

a(t,u) = (u—ud, t(t?—u?), tu?,u3) y es facil ver que a es un isomorfismo, luego

V* es irreducible. Notemos que su inversa es a~!(z,y, z,w) = (y,2) = (2, w).
u

3

Ejercicio: Probar que la curva plana Y?W = X3 se eleva a una curva sobre F

isomorfa a P'.

2.6 Aplicaciones finitas

Estudiamos ahora una clase de aplicaciones entre variedades, las aplicacio-
nes finitas, que tendréa especial interés en el capitulo siguiente, principalmente
porque alli definiremos el concepto de dimensién de una variedad algebraica y
veremos que las aplicaciones finitas conservan la dimensién. Vamos a necesitar
una consecuencia del lema de Nakayama que exponemos en la secciéon B.1.

Consideremos en primer lugar una aplicacién regular densa ¢ : V. — W
entre variedades afines. Segtn el teorema 2.47 tenemos que ¢ : k[W] — k[V]
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es un monomorfismo de anillos, que nos permite considerar a k[W] como un
subanillo de k[V].

Definicion 2.57 Diremos que una aplicacion regular densa ¢ : V. — W entre
variedades afines es finita si k[V] es una extension entera de k[W] (definicion
|TAL 2.13]).

Notemos que si ¢ es finita como aplicacion entre variedades definidas sobre
el cuerpo k, sigue siéndolo si las consideramos definidas sobre cualquier cuerpo
mayor k' en el que V siga siendo irreducible, pues toda f € k'[V] se expresa
como f =Y «;f;, con a; € k' 'y f; € k[V]. Los f; son enteros sobre k[WW],
luego también sobre k’'[I¥], e igualmente los «; son enteros sobre &/, luego sobre
E'[W]. Por consiguiente, f es entero sobre k'[W].

El teorema [TAl 2.15] implica que la composicion de aplicaciones finitas es
finita. Todo isomorfismo es trivialmente finito.

Ejemplo Sea V la hipérbola XY = 1y sea p : V — A! la proyecciéon
p(z,y) = x. Ciertamente es una aplicacion regular (polindmica) y es densa,
pues su imagen es todo A' excepto el origen. Sin embargo, no es finita, pues
k[AY] = k[X], k[V] = k[z,y] y D : k|A'] — k[V] viene dada por p(X)(z,y) = =,
es decir, p(X) = z, con lo que podemos identificar k[A!] = k[z]. Por lo tanto,
k[V] = k[Al][y], pero y no es entero sobre k[Al], ya que su polinomio minimo
eszY — 1. L]

Hemos dado este ejemplo para mostrar explicitamente como puede fallar la
condicion que define la finitud. Sin embargo, el resultado es obvio porque las
aplicaciones finitas no solo son densas, sino que, de hecho, son suprayectivas:

Teorema 2.58 Toda aplicacion finita entre variedades afines es suprayectiva y
cada punto tiene un numero finito de antiimdgenes.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que V' C A™. Ademas, la conclusion
del teorema no depende de k, luego podemos suponer que k = K es algebraica-
mente cerrado. Fijado un sistema de referencia en V, sea k[V] = k[z1,...,zy].
Tomemos un punto P € W. Para probar que ¢~ ![P] es finito basta ver que
cada coordenada x; toma un ntmero finito de valores sobre este conjunto.

Tenemos que z; es entero sobre k[IW], luego satisface una relacion de la forma
k—1

mf—kalxi +--tap =0,
para ciertas funciones a; € k[W]. Si Q € ¢~![P] tiene coordenadas z, entonces,

evaluando la igualdad anterior en @ (teniendo en cuenta que, por la identifica-
cion, a;(Q) = a;(¢(Q)) = a;(P)) resulta que

i + a1 (P)af ™ + -+ ap(P) =0,

con lo que las coordenadas i-ésimas de los puntos de ¢~1[P] son raices de un
mismo polinomio no nulo, luego son un namero finito.
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Veamos ahora la suprayectividad. Sea mp el ideal de k[W] formado por
las funciones que se anulan en P. Concretamente, si P tiene coordenadas
(a1, .. o) v kK[W] =kly1,...,Ym], entonces mp = (y1 — @1, ..., Ym — Qm)-

La aplicacion ¢ es regular, luego es polinémica. Consideremos polinomios
Fi,...,F,, tales que ¢(P) = (Fy(P),...,F,(P)). Entonces ¢'[P] es el con-
junto algebraico determinado por las ecuaciones F;(X71,...,X,) — a; = 0. Asi
pues, ¢~ 1[P] = @ equivale a que

(Fl—al,...,Fm—ozm) :k[Xl,,Xn]

En tal caso tomamos clases modulo I(V) y queda que

(@(y1) — e, D(ym) — am) = k[V].

Si identificamos ¢(y;) con y;, esto equivale a que mp k[V] = k[V] (o sea, el
ideal generado por m, en k[V] es k[V]). Sin embargo, el teorema B.2 nos dice
que esto es imposible. L]

El teorema siguiente nos permitiré extender la definiciéon de aplicacion finita
al caso de aplicaciones entre variedades cuasiproyectivas arbitrarias.

Teorema 2.59 Sea ¢ : V — W una aplicacion regular entre variedades afines.
Si todo punto P € W tiene un entorno afin U tal que U = ¢~[U] es afin y
¢lur : U — U es finita, entonces ¢ es finita.

DEMOSTRACION: Para cada P € W, podemos tomar o € k[W] tal que
el abierto principal W, esté contenido en un entorno U de P que cumpla el
teorema. Entonces ¢~ [Wa] = Vj(,) C U’ es una subvariedad afin de V' y es
claro que la restriccion de ¢ a ¢~1[W,] es finita, pues, llamando o/ = aly,
tenemos que

k[Wal] = k[Us| = k[U][1/0],  E[Va)] = k[Ug,n] = E[U][1//].

Asi pues, a las hipotesis del teorema podemos aniadir que cada U es principal.
Por consiguiente, tenemos a W cubierto por abiertos principales {W, },cs, para
cierto S C k[W]. Si a = [Fy], el ideal generado por I(W) y los F, no tiene
ningtn cero, luego es k[ X1, ..., X,]. Esto se traduce en que (S) = k[W]. Como
E[W] es noetheriano, existe un namero finito de funciones aq,...,a, € S de
modo que (aq,...,ay) = k[W] y, por lo tanto, los abiertos W,,, cubren W.

Por [TAl 2.14] sabemos que k[V,,] = k[V][1/c;] es un k[W,,]-modulo finita-
mente generado. Digamos que k[V,,] = (wi1, . .- ’wm>k[Wai]'

Podemos suponer que w;; € k[V], pues si, en general, w;;/a;" formaran un
generador, los w;; también lo serian. Vamos a probar que k[V] = (w;;) kW] De
este modo, [TAl 2.9] implica entonces que los w;; son enteros sobre k[W] y el
teorema quedara probado.

Todo § € k[V] admite una expresion
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para cada ¢. Ningun punto de W es un cero comun de todas las funciones «;",
de donde se sigue que ({a;};) = k[W]. Asi pues, existen funciones h; € k[W]
tales que > o h; = 1, luego

i

ﬂ = 620&?7]74 = Zaijhiwlj S <w2]>k[w] .
7 0,7

Definicién 2.60 Una aplicacion regular ¢ : V. — W entre variedades cua-
siproyectivas es finita si todo punto P € W tiene un entorno afin U tal que
U’ = ¢~ U] es una subvariedad afin de V' y @|y+ : U' — U es finita.

El teorema 2.59 garantiza que esta definiciéon coincide con la precedente para
variedades afines. Ademas, el argumento usado al principio de la prueba muestra
que si ¢ cumple esta definicion entonces la cumple para entornos arbitrariamente
pequetios de cada punto de W (més concretamente, la cumple para todo abierto
principal de todo abierto que la cumpla). Por consiguiente:

Teorema 2.61 Si ¢ : V — W es una aplicacion finita y U es un abierto
en W, entonces la restriccion ¢ : ¢~ 1[{U] — U también es finita.

Es obvio que la composicion de aplicaciones finitas es finita. Igualmente, el
teorema 2.58 es claramente valido para aplicaciones entre variedades cuasipro-
yectivas. Otra propiedad sencilla es la siguiente:

Teorema 2.62 Las aplicaciones finitas son cerradas (es decir, la imagen de un
conjunto cerrado por una aplicacion finita es cerrada).

DEMOSTRACION: Sea ¢ : V. — W una aplicacién finita y sea C' C V un
conjunto cerrado. Por el teorema 2.29 podemos cubrir W por un nimero finito
de variedades afines U tales que U’ = ¢~ ![U] es afin y la restriccion de ¢|y es
finita. Basta probar que ¢|y/[C N U] es cerrado o, equivalentemente, podemos
suponer que V' y W son variedades afines. Tampoco perdemos generalidad si
suponemos que C es irreducible. Es facil ver entonces que ¢[C] es también
irreducible. L

La restriccion ¢|¢ : C — ¢[C] es finita, pues todo a € k[C] se extiende a
B € k[V], que es raiz de un polinomio ménico con coeficientes en k[WW], luego
« es rafz del polinomio que resulta de restringir sus coeficientes a ¢[C]. Como
las aplicaciones finitas son suprayectivas, ha de ser ¢[C] = ¢[C], luego ¢[C] es
cerrado. ]

Ahora necesitamos un ejemplo importante de aplicacion finita.

Definicion 2.63 Sea E una subvariedad lineal de P™ (sobre k), es decir, el
conjunto de los ceros de un sistema de d formas lineales Lq,..., Ly con coefi-
cientes en k. Definimos la proyeccion de centro E como la aplicacion racional
7 : P — P?! (sobre k) dada por 7(z) = (Li(z),...,Laq(x)). Es claro que 7
es regular en el abierto P™ \ E.
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Mas en general, si C' es una subvariedad cerrada de P" disjunta de F, la
restriccion 7 : ¢ — P?! es una aplicaciéon regular. Vamos a ver que, de
hecho, 7 : C' — 7[C] es finita.

Notemos que U; = 7 [A%7') N C es el abierto en C' determinado por la
condicion L;(xz) # 0, luego es una variedad afin (es la interseccion con C' del
complementario de un hiperplano de P™). Ademaés los abiertos U; cubren C,
luego basta probar que las restricciones n : U; — Af71 N 7[C] son finitas. Por
simplificar la notacién tomamos i = 1.

Por el teorema 2.38, cada a € k[U;] (vista como aplicacion racional en C')
es de la forma

o G(.’El, - ,ZL’n+1)
LT(l‘l, ce 7.’1}‘n+1)’

donde G es una forma de grado m. Sea 7, : C — P? dada por
m(z) = (L{"(2), ..., Lq' (2), G(z)).

(Notemos que estamos trabajando en tres espacios proyectivos: P™, pily
P?. Usaremos Xj,... , Xn+1 para coordenadas en P", Yi,...,Y 1 para coor-
denadas en P? y Z1,..., Z; para coordenadas en P?1.)

La aplicaciéon m; es regular, pues si € C, alguna de las formas L]* no se
anula. Por el teorema 2.49 tenemos que 71[C] es una subvariedad cerrada de
P?¢. Digamos que viene definida por las ecuaciones Fy = --- = Fy = 0.

Como C' N E = @, las formas L; no tienen ningin cero comin en C, luego
el punto (0,...,0,1) € P? no esta en 71[C]. Esto significa que las funciones
Yi,...,Yy, Fy,...,Fs no tienen ningtin cero comin en P%. Por 2.5 existe un
N > 0 tal que

(Y, Yo, Yy )N c(Wa,..., Yy, iy, ... F).

En particular Y\, estd en el ideal de la derecha, luego
N d s
Yy = ZleHj + Zleij
Jj= Jj=

para ciertos polinomios H; y G;. Llamando H J(-q) a la componente homogénea
de grado g de H; vemos que la forma

N d (N-1)
T(Y1,... . Y1) = Y54, — ZYjHj (2.4)
j=1

se anula sobre m1[C]. Visto como polinomio en Yy, 1, tiene grado N y su coefi-
ciente director es 1. Podemos expresarlo en la forma

N-1 .
T=YY,+ ‘Zo An_j(Y1,..., Y)Y, . (2.5)
i=
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Sustituyendo en (2.4) la definicién de 71, vemos que T'(LT,..., L7, G) se
anula en C. Segun (2.5), tenemos que

N-1 ,
GN + S An_(Ly, ..., LTGT = 0.
i=0
Dividiendo entre L7 queda

N-1 .
N+ S Ano (L LR /LY. LT /LT =0,
j=0

Esto es un polinomio ménico con coeficientes en k[A{~* N 7[C]]. Explicita-
mente, los coeficientes son las imagenes por 7 de las funciones regulares

AN_j(].,ZQ/Zl, .. .,Zd/Zl) = AN_j(ZQ, .. .,Zd),

donde hemos pasado de las coordenadas homogéneas a las coordenadas afines.
|

Para generalizar este resultado necesitamos una nueva aplicaciéon:

Definicion 2.64 Es facil ver que el namero de n + 1-tuplas (i1,...,4,41) de
numeros naturales que cumplen i1 + -+ + i, = mes N +1 = ("Zm) Por
ello, podemos subindicar las coordenadas homogéneas de los puntos de PY en
la forma (v;,,...,,,). Si (u;) son las coordenadas homogéneas en P", definimos
la inmersién de Veronese Vi, : P* — PY como la aplicacién que a cada

(u1,...,upn+1) € P™ le asigna el punto cuya coordenada homogénea Vig it
i i
es uf' - u,

Se trata de una aplicacién regular, pues entre las coordenadas de la imagen
estan las uj*, que no se anulan simultdneamente. Los puntos de la imagen
satisfacen las ecuaciones

Vigyeosing1Vn,edngr = Yk, kngp1 Vi, lngs (26)

siempre que i1 + j1 = k1 + 11, .-+, ing1 + Jnr1 = Fng1 + byt

Reciprocamente, si un punto de PN cumple estas ecuaciones esta en la
imagen de V,,. Para probarlo observamos que de ellas se sigue que algin
vo,...,m,....0 7 0. En efecto, tomamos una coordenada v;, .. 4,,, # 0. Supon-
gamos que i # 0, sea r > 0 tal que ri; > m. Asi, aplicando (2.6) varias
veces podemos expresar v;, ;. como producto de r coordenadas entre las
cuales estd vy, 0.0 7 0. Asi pues, el conjunto algebraico determinado por (2.6)
estd cubierto por los abiertos U; formados por los puntos con vg,. . m, .0 7 0
(donde la m esta en la posicion ). Es facil ver que cada punto de U; tiene como
antiimagen a

Vi (Wir i 1) = (0m0,.00 Um—1,1,0,...05 -+ + s Um—1,0,...,0,1)-
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Para los deméas abiertos U; tenemos una expresion similar, luego la imagen
de V,,, es el conjunto algebraico determinado por las ecuaciones (2.6). Se trata
de una variedad, pues si se descompusiera en variedades, sus antiimagenes for-
marian una descomposicion de P™. Ademés, las expresiones que hemos obtenido
para V-1 muestran que V! también es regular, luego es un isomorfismo.

La variedad V,,,[P"] se llama variedad de Veronese, y hemos probado que es
isomorfa a P™.

El interés de la variedad de Veronese se debe a que si

— . . il “ e in'+1
F= Ea117---,ln+1u1 U’n+1

es una forma de grado m y H = V(F) C P", entonces V,,,[H] es la interseccion

con V;,[P™] del hiperplano de ecuacion Y- a;, .. i, Vi ,....inss = O-

Esto nos permite probar:

Teorema 2.65 Si Fi, ..., F.1 son formas de grado m en P"™ que no se anulan
simultdneamente en una variedad cerrada C' C P™, entonces ¢ : C' — P” dada
por

¢($) = (Fl(x)v R FT’Jrl(‘T))

es una aplicacion finita en su imagen.

DEMOSTRACION: Consideramos la inmersién de Veronese V,, : P* — PY.
Sean Ly,..., L.y las formas lineales correspondientes con Fy,..., Fi.41 en Py
y sea 7 : Vi, [C] — P" la proyeccion definida en 2.63. Es claro que ¢ =V, o .
Como V,;, es un isomorfismo y 7 es finita, concluimos que ¢ también es finita.

| |

Terminamos con dos resultados que necesitaremos més adelante:

Teorema 2.66 (Teorema de normalizaciéon de Noether) SiV es una va-
riedad afin, existe una aplicacion finita ¢ : V. — A™, para cierto n.

DEMOSTRACION: Sea V. C AN. Podemos suponer que V # AN. Sea
V C P la clausura de V. Entonces V # P. Tomemos un punto P € PV \ AN
tal que P ¢ V y consideramos la proyeccion ¢ : V. — PN =1 (definicion 2.63).
Sabemos que es finita. Concretamente, si P = (1,a4,...,an,0), serd

(b(Xl, e ,XN+1) = (a2X1 — XQ, . -,aNXl —XN,XN+1).

Es claro que ¢[V] € AN~1. Sino se da la igualdad entonces, por continuidad

y el teorema 2.49, tenemos que ¢[V] = ¢[V]. Podemos repetir el argumento
para obtener una aplicacién finita ¢; : ¢[V] — PN ~2. Tras un ntimero finito
de pasos se ha de dar la igualdad, y la composicién de todas las aplicaciones

construidas es la aplicacién finita buscada. L]

Teorema 2.67 Si¢:V — W es una aplicacion reqular densa entre varieda-
des, entonces ¢[V| contiene un abierto no vacio.
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DEMOSTRACION: Si U es un abierto afin en W y U’ es un abierto afin
en ¢~1[U], es claro que ¢|y : U’ — U sigue siendo una aplicacion regular
densa, luego podemos suponer que V y W son variedades afines. Segun 2.47,
podemos identificar a k[W] con un subanillo de k[V] a través de ¢. Sea r el
grado de trascendencia de k(V') sobre k(). Podemos tomar uy,...,u, € k[V]
algebraicamente independientes sobre k().

Entonces k[W][ug,...,u,] = k[W x A"]. Fijando un isomorfismo, podemos
factorizar ¢ = 1) o ¥, donde v : k[W] — k[W x A" y ¥ : k[W x AT] — k[V].
Estos monomorfismos inducen a su vez aplicaciones regulares x : V.— W x A"
yi: W x A" — W de modo que ¢ = x o). Por 2.47 ambas son densas. De
hecho es facil ver que v es simplemente la proyeccion.

Sea k[V] = k[v1,...,vm). Por [TAl 2.16] existen ay,...,an € k[W x A7]
tales que a;v; es entero sobre k[W x A"]. Sea f =aj---a;, € k[W x A"].

Consideramos el abierto (W x A"), definido en 2.38. Como las funciones a;
son inversibles en k[(W x A")¢] = k[W x A"|[1/ f], concluimos que las funciones
v; son enteras sobre este anillo. Por lo tanto, la restriccion

es finita, luego es suprayectiva. En particular, (W x A")y C x[V], de donde
a su vez Y[(W x A")¢] C ¢[V]. Basta probar que ¥[(W x A")¢] contiene un
abierto en W. Sea k[W] = k[x1,...,2zs] v k[A"] = k[uq,...,u,]. Entonces f es
un polinomio en z1,...,Ts, Uy, ..., u,. Digamos que

f= % Fylen. . z)ut - uy

i1yl

Como f # 0, algun Fy = F;, ;. no es idénticamente nulo en W. Sea
fo = [F] € k[W]. Se cumple que Wy, C ¢[(W x A")y], pues si x € Wy,
podemos tomar u € A" tal que f(x,u) # 0, luego (z,u) € (W x A"); y asi
z=1p(z,u) € YW x A")g]. =

Este resultado es util para reducir problemas concernientes a aplicaciones
entre variedades arbitrarias al caso de aplicaciones entre variedades afines. Con-
cretamente:

Teorema 2.68 Sea ¢ : V — W wuna aplicacion densa entre variedades. En-
tonces existe un abierto afin U C W tal que U’ = ¢~1[U] es afin.

DEMOSTRACION: Sea U un abierto afin en W. El abierto ¢~1[U] no tiene
por qué ser afin, pero contiene un abierto afin U’, cuya imagen ¢[U’] seré densa
en U. Por el teorema anterior aplicado a ¢|ys : U' — U obtenemos que ¢[U’]
contiene un abierto, que podemos tomar de la forma U, para cierta o € k[U].

Entonces ¢~ 1[U,] = Ué(a) es afin. .






Capitulo III
Dimension

En este capitulo asociaremos un invariante a cada variedad algebraica que
se corresponde con la nocién geométrica de dimensién. Luego estudiaremos la
dimension desde un punto de vista local, a través de las variedades tangentes
y, por tultimo, estudiaremos con mas detalle las variedades de dimensién 1, es
decir, las curvas algebraicas.

La idea intuitiva de lo que es, o debe ser, la dimensiéon de una variedad es
muy clara, pero no es evidente como capturarla en una definiciéon precisa. En
la geometria afin se define la dimensién de una variedad lineal afin en términos
del nimero de parametros necesarios para determinar la posicién de un punto:
No hace falta ningtin parametro para localizar un punto en un punto, hace falta
un parametro para localizar un punto en una recta, hacen falta dos parametros
para localizar un punto en un plano, etc.

Esta idea puede adaptarse con algunas concesiones para el caso de variedades
algebraicas cualesquiera. Pensemos por ejemplo en la esfera afin V' determinada
por la ecuacion X2 +Y?2+ 722 = 1. Esta claro que “debe” tener dimension 2, pero
;como hay que entender esto exactamente? La geometria diferencial, o incluso
la mera topologia, nos dicen que V(R) tiene dimensién 2 porque cada uno de
sus puntos tiene un entorno homeomorfo a R2, pero esta idea no es expresable
algebraicamente ni generalizable a variedades sobre cuerpos arbitrarios.

Una observaciéon més oportuna es que podemos dar a X y a Y valores arbi-
trarios, y siempre encontraremos un punto de V' (tal vez imaginario) con esos
valores prefijados. En cambio, una vez hemos fijado valores para X e Y, ya
no podemos elegir arbitrariamente un valor para Z, sino que Z esta obligado a
tomar a lo sumo dos valores posibles. Podemos expresar esto diciendo que tene-
mos libertad plena para fijar dos coordenadas de un punto de V', pero que, una
vez fijadas éstas, las posibilidades para tercera coordenada estan fuertemente
condicionadas por las dos elecciones previas.

Esto puede traducirse “més o menos fielmente” al lenguaje algebraico en los
términos siguientes: Las funciones coordenadas z, y € k(V') son algebraicamente
independientes sobre k, mientras que z = /1 — 22 — 42 es algebraica sobre
k(x,y), de modo que k(V) es una extension finita (de grado 2) de k(z,y).

87
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El grado 2 no es importante (daria igual que el grado fuera 7), lo que importa
es que el grado de trascendencia de k(V') sobre k es 2. Vamos a ver que eso
esta expresando que V' es una superficie, que una base de trascendencia en (V)
se corresponde con un conjunto de coordenadas cuyos valores podemos elegir
libremente y que a su vez limitan drasticamente los valores que pueden tomar
las coordenadas restantes.

De hecho, vamos a definir la dimension de una variedad algebraica precisa-
mente como el grado de trascendencia de la extension k(V)/k. Sin embargo,
aunque ejemplos como el anterior sugieren que esto no es descabellado, no po-
demos asegurar a priori que en todos los casos nos dé el valor intuitivamente
esperable para la dimension de una variedad. Afortunadamente, podremos de-
mostrar que esta definicion “técnica’” algebraica coincide con otra definicion al-
ternativa intuitivamente irreprochable.

Concretamente, es intuitivamente razonable que las variedades (absolutas)
de dimensién 0 sean exactamente los puntos, y a su vez, es intuitivamente razo-
nable que las variedades (absolutas) de dimension 1, es decir, lo que llamaremos
“curvas”, sean las variedades cuyas tnicas subvariedades estrictas (no vacias)
sean puntos, y es razonable que las variedades (absolutas) de dimension 2 sean
precisamente aquellas cuyas subvariedades estrictas (no vacias) sean necesaria-
mente puntos o curvas, y asi sucesivamente.

3.1 La dimensién de un conjunto algebraico

De acuerdo con la discusion precedente, vamos a estudiar la definicién si-
guiente de dimensiéon de un conjunto algebraico:

Definiciéon 3.1 Llamaremos dimension de una variedad (cuasiproyectiva) V no
vacia (sobre k) al grado de trascendencia de la extension k(V')/k. La representa-
remos por dim V. Para V = & tenemos que k(V) = 0, y en este caso convenimos
en que dim @ = —1.

Definimos la dimensidon de un conjunto algebraico como el méximo de las
dimensiones de sus componentes irreducibles. Un conjunto algebraico tiene di-
mension pura si todas sus componentes irreducibles tienen la misma dimensién.

Si W C V son conjuntos algebraicos, se llama codimension de W en V a la
diferencia dim V' — dim W. Cuando se habla de la codimension de un conjunto
algebraico sin especificar respecto a qué otro, se entiende que es respecto al
espacio A™ o P" que lo contiene.

Notemos que si V' es un abierto en una variedad W, por definicion V' y W
tienen el mismo cuerpo de funciones racionales, luego dim V' = dim W.

Por el teorema 2.56, dos variedades birracionalmente equivalentes (en parti-
cular, isomorfas) tienen la misma dimension.

Vamos a probar en primer lugar que la dimensién de un conjunto algebraico
no depende del cuerpo k sobre el que se calcula. Empezamos observando el
efecto de una extension algebraica:
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Teorema 3.2 Si V es una variedad (sobre k) y k'/k es una extension alge-
braica, entonces las componentes irreducibles de V sobre k' tienen todas la
misma dimension que V. En particular, la dimension de V' sobre k es la misma
que sobre k'.

DEMOSTRACION: Sea V C P" la clausura proyectiva de V (que es la misma
respecto de la topologia de Zariski relativa a k o a k'). Si C' es una componente
irreducible de V respecto de k', entonces C lo es de V, y dim; V = dim, V,
dimy, C = dimy (C), luego basta probar que dimg V' = dimy C. Equivalente-
mente, podemos suponer que V' C P" es una variedad proyectiva.

Tomamos un hiperplano infinito que no contenga a V y, razonando igual-
mente, vemos que podemos cambiar V por V N A™, con lo que no perdemos
generalidad si suponemos que V' C A™ es una variedad afin.

Por el teorema 1.39 (véase la observacion posterior), el homomorfismo natu-
ral k[X1,...,X,] — K[C] tiene por nucleo I (V), luego podemos considerar
k[V] C K'[C], y a su vez k(V) C k' (C). De hecho, k'(C) = k(V)k’, pues todo
elemento de k'[C] es combinacién lineal de elementos de k[V] con coeficientes
en k'. Por lo tanto, teniendo en cuenta que las extensiones k'/k y k'(C)/k(V)
son algebraicas,

dimp C = gt(K (C)/K') = gt(k (C)/k) = gt(k(V)/k) = dimy, V.
|
Mas en general, ahora es claro que la dimensién de cualquier conjunto al-
gebraico C' no se altera por una extension algebraica del cuerpo de definicién,
pues cada componente irreducible de C' se escindira (tal vez) en componentes
irreducibles de la misma dimension, luego el maximo de las dimensiones de las
componentes irreducibles sera el mismo.

Teorema 3.3 Si k C k' C K, la dimension de un conjunto algebraico definido
sobre k es la misma sobre k o sobre k'.

DEMOSTRACION: Sea V un conjunto algebraico. Basta probar que la di-
mension de V sobre k es la misma que sobre K, pues, por el mismo motivo, la
dimension de V' sobre k' también seré la dimension de V sobre K.

Por el teorema anterior, la dimension de V sobre k es la misma que sobre k,
luego no perdemos generalidad si suponemos que k es algebraicamente cerrado.
A su vez, pasando a una componente irreducible arbitraria de V', podemos
suponer que V es irreducible sobre k (luego también sobre K). Pasando a la
clausura V. C P" y luego a V N A", podemos suponer que V C A" es una
variedad afin.

Tomamos un cuerpo algebraicamente cerrado €2 que tenga grado de trascen-
dencia infinito sobre K, y sustituimos V por su clausura en A™(2). Asi, segin el
teorema 1.28, existe un punto genérico £ € V tal que k(§) y K son linealmente
disjuntos (notemos que K/k es regular porque k es algebraicamente cerrado).
Entonces

I(V) ={F € k[X1,..., Xx] | F(§) = 0}
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y, por el teorema 1.31,
(I(V)) ={F € K[X1,...,X,] | F(¢) =0},

que es un ideal primo, luego es I (V). Esto significa que £ también es un punto
genérico de V' como variedad definida sobre K.

Por [Al 9.39], tenemos que k(§) y K son libres sobre K, lo que significa que
si S C k() es una base de trascendencia sobre k, también es algebraicamente
independiente sobre K. Por lo tanto, tenemos la situaciéon siguiente:

/\
/\/

\/

Como &, ...,&, son algebraicos sobre k(X) (luego sobre K(5)), tenemos que
K (¢)/K(S) también es una extension algebraica, y asi gt (K (§)/K) = gt(k(§)/k).
Ahora bien, segtin la observacion tras el teorema 1.27, existe un K-isomorfismo
K(¢) 2 K(V) y un k-isomorfismo k(&) = k(V), luego dimg V =dim; V. =

Vamos a calcular la dimensién de algunas variedades sencillas:

Espacios afines y proyectivos Es claro que dim A™ = dim P™ = n, pues su
cuerpo de funciones racionales es k(X1,..., X,).

Puntos Los conjuntos algebraicos de dimension 0 son los conjuntos finitos.

En efecto, si P es un punto en cualquier espacio P, es claro que se trata de
una variedad afin para la que K[P] = K(P) = K (las funciones regulares han
de ser constantes), luego dim P = 0.

Mas en general, si C C P" es un conjunto finito, es un conjunto algebraico
cuyas componentes (geométricamente) irreducibles son puntos, luego su dimen-
sién es también 0.

Reciprocamente, si V' es una variedad absoluta de dimensién 0, también tiene
dimensién 0 sobre K. Pasando a su clausura podemos suponer que es cerrada
en P" y cortandola con un espacio afin podemos suponer que es una variedad
afin (ninguna de estas operaciones altera el cuerpo de funciones racionales).
Como K(V) es algebraico sobre K y K es algebraicamente cerrado, tiene que
ser K(V) = K y también K[V] = K. Asi pues, las funciones coordenadas son
constantes y V' es un punto.

Si C' es cualquier conjunto algebraico de dimensién 0, entonces sus compo-
nentes geométricamente irreducibles son variedades absolutas de dimensién 0,
luego son puntos, luego C' es un conjunto finito. u
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Variedades lineales Hemos probado que si V' es una variedad lineal afin o
proyectiva y su dimensién (en el sentido de la geometria afin o proyectiva) es d,
entonces es isomorfa a A% o a P?, respectivamente, luego su dimension en el
sentido que hemos introducido aqui es también d. [

Productos Si V y W son variedades, entonces
dimV x W =dimV 4 dim W.

En efecto, como V x W es abierto en V x W, no perdemos generalidad si
suponemos que las variedades son proyectivas. Por el mismo motivo, podemos
cortarlas con espacios afines y suponer que son afines. Digamos que V. C AM,
W c AN, dimV =m y dimW = n. Sean xz1,...,2)s las coordenadas en V e
Y1,-..,YyN las coordenadas en W. Podemos suponer que x1,...,x,, son alge-
braicamente independientes, al igual que y1,...,yn.

Tenemos que k(V X W) = k(x1,...,2pm,Y1,---,YN) ¥ es claro que todos los
generadores dependen algebraicamente de x1,...,Zm,y1,--.,Yn. Basta probar
que estas coordenadas son algebraicamente independientes. Supongamos que
F(z1,...,Zm,Y1,---,Yn) = 0. Entonces, para cada punto (ai,...,apn) € V, el
polinomio F(ay,...,am,Y1,...,Y,) anula a yy,...,y, en k(W), luego ha de ser
el polinomio nulo. Esto significa que cada uno de los coeficientes a(X1, ..., X;,)
de F se anula sobre todos los puntos de V', es decir, anula a 1, ..., z,, en k(V),
luego a(Xi,...,X,n) =0y, en conclusion, F' = 0. ]

Conos SiV es una variedad proyectiva, Cn(V') es una variedad afin y
dim Cn(V) =dimV + 1.

Ciertamente el cono Cn(V') es una variedad, pues el ideal I(Cn(V)) = I(V)
es un ideal primo. Digamos que V' C P". Podemos suponer que V no esta
contenida en el hiperplano X,, 11 = 0, de modo que V/ = VN A" es una variedad
afin de la misma dimensioén (es abierta en V). Igualmente,

Cu(V) = {X € Ca(V) | X # 0}

es abierto en Cn(V), luego tiene la misma dimension. Basta observar que la
aplicacion ¢ : Cn(V)" — V’ x A! dada por

¢(X) = (Xl/Xn-i-h s 7Xn/Xn+17 X7L+1)
es un isomorfismo. Claramente es biyectiva y regular, y su inversa es
(X,)Y)—~ (YXy,...,YX,,Y),

que también es regular. ]

Veamos ahora algunos resultados basicos.

Teorema 3.4 Si¢:V — W es una aplicacion finita entre variedades, enton-
ces dimV = dim W.
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DEMOSTRACION: Podemos restringir ¢ a una aplicacion finita entre abiertos
en V y W que sean variedades afines. Por ser abiertos tendran la misma dimen-
sion que las variedades que los contienen, luego en definitiva podemos suponer
que V y W son variedades afines. Entonces k[V] es una extension entera de
kW], luego k(V) es una extension algebraica de k(W), luego ambas tienen el
mismo grado de trascendencia sobre k. L]

Teorema 3.5 Sean V C W dos variedades. Entonces dimV < dimW. SiV
es cerrada y dimV = dim W entonces V. =W.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que W C A™.
SidimW =my x1,...,Zms1 son m + 1 funciones coordenadas cualesquiera,
tenemos que satisfacen una relacién polinémica, y sus restricciones a V' cumpli-
ran la misma relacion, luego seran algebraicamente dependientes en k(V'). Por
consiguiente dim V' < m.

Supongamos ahora que V es cerrada y que dim V' = dim W = m. Tenemos
que I(W) C I(V), y basta probar la otra inclusion. Sea, pues F' € I(V') un poli-
nomio y supongamos que no es nulo en W. Sea f = [F] € k[W]. Sea x1,...,Zpn,
una base de trascendencia de (V') formada por funciones coordenadas. Es claro
que estas funciones han de ser algebraicamente independientes en k(W) y, por la
hipotesis sobre las dimensiones, han de ser una base de trascendencia de k(W).
Por consiguiente f es raiz de un polinomio irreducible

ar(z1, ..., m) T+ +ar(zr,. .., em)f +ao(zr, ...y xm) =0,

de modo que en particular ag # 0. Ahora bien, esta ecuaciéon se cumple también

en V, donde ademas f = 0, luego ha de ser ag(x1,...,2,) = 0 en V. Pero las
funciones z; son algebraicamente independientes en k(V'), luego ha de ser ag = 0,
contradiccion. Asi pues, F' € I(W). "

Teorema 3.6 Un subconjunto algebraico C de A™ o P™ es definible por una
sola ecuacion si y solo si tiene dimension pura n — 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que C' esta definido por una tnica ecuacion
(no nula) F = 0. No perdemos generalidad si suponemos que C C A™. Sea
F = F[*-.-Fm la descomposicion de F' en factores irreducibles. Es claro que

C=V(F)=V(F)U---UV(Fy)

y basta probar el teorema para cada V(Fj;), es decir, podemos suponer que
F' es irreducible. Entonces (F') es un ideal primo, luego C es una variedad,
pues I(C) = I(V(F)) = rad(F) = (F). Supongamos que la variable X,
aparece en el polinomio F(Xi,...,X,) y veamos que x1,...,T,—1 son alge-
braicamente independientes en k(C). En efecto, si se cumpliera una relacion
G(z1,...,2n—1) = 0, entonces G(X1,...,Xn_1) € (F), lo cual es imposible.
Por consiguiente dim C' > n — 1 y por el teorema anterior, puesto que C' # A™,
ha de ser dimC =n — 1.
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Para probar el reciproco podemos suponer que C es irreducible, asi como que
es una variedad afin C' C A™. Como dim C' = n—1, en particular C' # A™, luego
I(C) # 0. Sea F € I(C) no nulo. Como I(C) es primo, podemos suponer que F'
es irreducible. Entonces C' C V(F'), pero por la parte ya probada sabemos que
dim C =n—1=dim V(F), y por el teorema anterior concluimos que C = V(F).

|

Definiciéon 3.7 Las variedades de dimension 1 se llaman curvas (algebraicas),
las variedades de dimension 2 se llaman superficies (algebraicas). Las subvarie-
dades de A™ o P™ de dimension n — 1 se llaman hipersuperficies.

Anteriormente habiamos definido las hipersuperficies afines o proyectivas
como las variedades afines o proyectivas definibles por una tnica ecuacion. El
teorema anterior prueba que la nueva definicién coincide con la anterior. Tam-
bién habiamos definido las curvas planas como las hipersuperficies de A% o P2,
con lo que ahora vemos que son un caso particular de curvas algebraicas.

El hecho de que las hipersuperficies sean las superficies con la definiciéon mas
simple posible no impide que sean muy representativas, tal y como muestra el
teorema siguiente:

Teorema 3.8 Toda V wvariedad de dimension n tal que la extension k(V)/k sea
separable es birracionalmente equivalente a una hipersuperficie de A™t1.

DEMOSTRACION: Por la separabilidad podemos tomar una base de trascen-
dencia z1,...,z, de kE(V) de manera que la extension k(V)/k(x1,...,x,) sea
separable. Por el teorema del elemento primitivo, existe x,+1 € k(V) tal que
k(V)=k(z1,...,2py1). Sea F(x1,...,25, Xnt1) el polinomio minimo de x,,41
sobre k(z1,...,op).

El homomorfismo k[Xy,...,X,11] — k(V) dado por X; — x; tiene por
nicleo (F), luego k[X1,..., Xnt1]/(F) = klx1,...,2p41]. En particular es un
dominio integro y (F) es primo. Por consiguiente W = I(F) es una subvarie-
dad de A"t tal que k[W] = k[x1,...,2n41], luego k(W) = k(V) vy, por 2.56,
concluimos que V es birracionalmente equivalente a W. Esto implica a su vez
que dim W = n, luego W es una hipersuperficie de A"*1. n

En particular toda curva es birracionalmente equivalente a una curva plana.

Ya sabemos que cuando a los puntos de PV les imponemos una restriccién
polinémica, pasamos a un conjunto de dimension N — 1. Ahora generalizare-
mos esto demostrando que cada ecuaciéon (no redundante) que anadimos a un
conjunto algebraico disminuye una unidad la dimension.

Teorema 3.9 Sea V C PV una variedad proyectiva de dimension n y consi-
deremos una forma F € k[X1,..., Xn11] que no sea idénticamente nula en V.
Sea

Ve ={P eV |F(P)=0}.

Entonces dimVp =n — 1.
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DEMOSTRACION: Observemos en general que si C' es un conjunto algebraico
proyectivo, no necesariamente irreducible, existe una forma G de cualquier grado
m prefijado que no es idénticamente nula en ninguna componente irreducible
de C. Basta tomar un punto de cada componente de C, tomar una forma lineal
L que no se anule en ninguno de ellos y considerar G = L™. (Para encontrar
L basta tomar un punto que no sea solucién de un nimero finito de ecuaciones
lineales, o sea, fuera del conjunto algebraico definido por el producto de todas
ellas.)

Llamemos V° =V, Fy = F y V! = V. Sea ahora F; una forma del mismo
grado que F que no se anule en ninguna componente irreducible de V! y sea
V? = Vj , etc. Por el teorema 3.5 tenemos que

dimV% > dimV?! > ---

Por consiguiente V"*! = @. Esto significa que las formas Fy,...,F, no
tienen ceros comunes en V. Sea ¢ : V — P” la aplicaciéon dada por

¢(P) = (Fo(P), ..., Fu(P)).
Segun 2.65, la aplicacion ¢ es finita en su imagen, luego
n=dimV = dim¢[V] < dimP" = n,

luego ¢ es suprayectiva. Ahora bien, si fuera dimVy < n — 1, en realidad

V" = &, luego las formas Fy, ..., F,,_1 no tendrian ceros comunes en V. A su
vez, esto se traduciria en que el punto (0, ...,0,1) no estaria en la imagen de ¢,
contradiccion. n

De aqui se sigue inmediatamente que una variedad posee subvariedades de
cualquier dimensién menor que la suya. Observemos que lo que hemos probado
es que al menos una componente irreducible de Vp tiene dimensiéon n—1, aunque
en principio podria haber otras componentes de dimensién menor. Vamos a ver
que no es asi:

Teorema 3.10 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, Vg tiene dimension
pura n — 1.

DEMOSTRACION: Consideramos la aplicacion finita ¢ : V' — P construida
en la prueba del teorema anterior y sean A7 los subespacios afines de P™ deter-
minados por X; # 0. Sea U; = ¢~ 1[A?]. Asi

U ={P eV |Fy(P)+0}.

Si V c P*, la inmersion de Veronese V,, : P¥ — P transforma U; es una
variedad isomorfa contenida en el complementario de un hiperplano de PV, es
decir, en una variedad afin. Por lo tanto U; es afin.

Toda componente irreducible W de Vg corta a algin U;, y entonces W NU;
es abierto en W, luego tiene la misma dimension. Asi pues, basta probar que
cada componente irreducible de Vi NU; tiene dimension n — 1 (de hecho, basta
ver que es > n — 1). Por abreviar omitiremos el subindice U = U;.
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Sea f = [F]/[F;] € k[U]. De este modo,
C=VeinU={PeU|f(P)=0}.

Sean fi1,..., fn € k[U] las funciones [F}]/[F;] para j # i. Notemos que f = fi.
Por 2.61, la aplicacién ¢ se restringe a una aplicacion finita ¢ : U — A™ cuyas

funciones coordenadas son las f;. Asi pues, ¢ : k[X1,..., X, ] — k[U] cumple
o(Xi) = fi.

Ahora podemos sustituir U por una variedad isomorfa U C A™. Digamos
que f; = [F}], para ciertos polinomios F; € k[Y1,...,Y.] (que no tienen nada
que ver con las formas F; anteriores).

Sea W una componente irreducible de C'. Basta probar que las funciones
filw, para i = 2,...n, son algebraicamente independientes en k[W]. Suponga-
mos, por reduccion al absurdo, que existe G(Xs,...,X,) € k[X1,...,X,] no
nulo tal que G(fa|lw, ..., folw) =0. Sea G’ = G(Fy, ..., F,) € I(W).

Para cada componente irreducible W’ de C' distinta de W, podemos tomar
un polinomio de I(W'")\I(W), y el producto de tales polinomios es un polinomio
H que es idénticamente nulo en todas las componentes de C excepto en W. Asi

G'H € I(C) = I(V(I(U) U {F})) = Rad(I(U) U{F1}),

luego (G'H)' € (I(U) U {Fy}). Tomando clases médulo I(U) concluimos que
g'h)" € (f1), es decir, que f1 | (¢’h)", para cierto [ > 0.
(g'h)" € (f1), es deci fil(g'h)! ierto [ > 0

Vamos a probar que f; | A", para cierto r > 0, lo cual implica que H se
anula en C, en contradiccion con la forma en que lo hemos construido.

Observemos que k[f1,..., fn] C k[U] es isomorfo a k[X1,...,X,] (a través
de ¢), luego en particular es un dominio de factorizaciéon tnica. Como ¢’ en un
polinomio en fs,..., fn, es claro que f1 y ¢’ son primos entre si. No podemos
concluir directamente que fi|h porque h ¢ k[f1,..., fa], pero sabemos que es
un entero algebraico sobre este anillo. Es claro que basta demostrar este hecho
puramente algebraico:

Sea A = k[X1,...,X,] y B una extension entera de A. Sean x,
y € A primos entre si y sea z € B tal que x | yz en B. Entonces
existe un r > 0 tal que x | 2".

En efecto, digamos que yz = zw, con w € B. Sea
p(T)=T" +b0yT"  +---+b,

el polinomio minimo de w sobre k(Xi,...,X,). Como A es un dominio de
factorizacion tnica, es integramente cerrado (teorema [Al 3.35]), luego por el
teorema [TAl 2.11] tenemos que p(T') € A[T]. El polinomio minimo de z = zw/y
serda q(T) = (z/y)"p(yT/x), es decir,

z"b,

r

b
QTT—1_|_..._~_
Y

oT)=T" + e A[T).
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Asi pues, 2'b; /y* € A, luego 3 | #'b; en A y, como = e y son primos entre
si, de hecho y* | b;. Por consiguiente,
by by r_2 x’"_le)

z’“z—x(zr_l—&— 52 Tt —
Y Y Y

luego z | 2". "

Este teorema se generaliza facilmente para variedades cuasiproyectivas:

Teorema 3.11 Sea V. C PV wuna variedad cuasiproyectiva de dimension n y
F € k[Xq,...,Xn+1] una forma que no es idénticamente nula en V. Si Vp # &,
entonces tiene dimension pura n — 1.

DEMOSTRACION: Sea Vp = Wi U --- U W, la descomposicién de Vi en
componentes irreducibles. Por el teorema anterior tienen dimension n — 1. Es
claro que Vp = VNV, luego

Ve=W1NV)U---U(W,.NV).

Cada W; NV es vacio o bien abierto en W; (porque V es abierto en V).
Por consiguiente, las W; NV no vacias son las componentes irreducibles de V' y
tienen dimensién n — 1. L]

Notemos que si V C AV es una variedad afin entonces las formas en N + 1
variables se corresponden con las aplicaciones de k[A™], las cuales se correspon-
den a su vez con las aplicaciones de k[V]. Por lo tanto, un caso particular del
teorema anterior se enuncia como sigue:

Teorema 3.12 Sea V una variedad afin de dimension n y sea f € k[V], f #0.
Si el conjunto {P € V| f(P) =0} es no vacio, tiene dimension pura n — 1.

Ahora podemos dar la caracterizacion topologica de la dimension de un
conjunto algebraico que habiamos esbozado en la introduccién a este capitulo:

Teorema 3.13 Si C' es un conjunto algebraico no vacio, entonces dimC' es el
mdzimo natural d tal que existe una sucesion

CogClg-~-§;CdCC
de cerrados irreducibles no vacios.

DEMOSTRACION: Si dim C' = d, entonces C tiene una componente irredu-
cible Cy de dimension d, y por los teoremas precedentes podemos construir
una sucesion en las condiciones del enunciado, en la que cada C; tenga di-
mensién ¢. Reciprocamente, si existe tal sucesion, el teorema 3.5 asegura que
dim C; 41 > dim C, luego d < dim Cy < dim C, por lo que d = dim C es cierta-
mente el mayor natural para el que existe tal sucesion. L]
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Nota Si X es un espacio topoldgico no vacio, podemos definir su dimension de
Krull como el maximo natural d (o tal vez co) tal que existe una sucesion

XOQXI(;:"'E;XdCX

de cerrados irreducibles no vacios. El teorema anterior prueba que todo conjunto
algebraico tiene dimension de Krull finita y que ésta coincide con la dimension
que hemos definido algebraicamente. [

Terminamos la seccién probando un teorema importante sobre dimensiones.
Necesitamos un par de hechos previos. El teorema siguiente se prueba por
induccién sobre m a partir de 3.11:

Teorema 3.14 Sea V C PV wuna variedad cuasiproyectiva de dimension n y
sea C' el conjunto de los puntos de V' que anulan simultdneamente m formas en
N + 1 variables. Si C # &, entonces todas sus componentes irreducibles tienen
dimension > n —m.

Las mismas consideraciones previas a 3.12 nos dan ahora:

Teorema 3.15 Sea V una variedad afin de dimension n y sea C el conjunto
de los puntos de V' donde se anulan m funciones de k[V]. Entonces, si C # &,
todas sus componentes irreducibles tienen dimension > n —m.

El teorema siguiente es un primer ejemplo de un teorema global de la geo-
metria algebraica:

Teorema 3.16 Sean V., W C PN dos variedades cuasiproyectivas y sea X una
componente irreducible no vacia (supuesto que exista) de V.NW. Entonces

codim X < codim V' + codim W.

StV y W son proyectivas y codim V + codim W < N, entonces VW # &
Y, en particular,

codim(V NW) < codim V + codim W.

DEMOSTRACION: Para la primera parte, tomando clausuras, podemos supo-
ner que las variedades son proyectivas y, cortandolas con un espacio afin AN que
corte a X, podemos suponer que son afines: V, W C AV. Sea A ¢ AN x AN la
diagonal. La aplicacion ¢ : VN W — AN x AN dada por ¢(P) = (P, P) tiene
imagen (V x W) N A y claramente es un isomorfismo. Como A esta definido
por las N funciones x; — y;, el teorema anterior nos da que

dim X = dim¢[X] > dim(V x W) — N =dimV +dim W — N.
Por consiguiente,

codimX < 2N —dimV —dim W = codim V' + codim W.
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Para la segunda parte consideramos los conos Cn(V) y Cn(W), que son
variedades en ANV*! de dimensiéon una unidad mayor (luego de la misma co-
dimension). Ademéas Cn(V N W) = Cn(V) N Cu(W). Como la interseccion
contiene al menos al origen, podemos aplicar la parte ya probada, en virtud de
la cual

codim Cn(V N W) < codimCnV + codim Cn W = codim V' + codim W < N,
luego dim Cn(VNW) > 1y dim(VNW) >0, luego VNW # 2. n

Ejercicio: Ahora es claro que dos curvas en P? se cortan al menos en un punto.
Probar que esto generaliza al teorema fundamental del &lgebra mostrando que una
curva Y = F(X) no puede cortar al eje X (Y = 0) en el punto infinito (1,0, 0).

3.2 Variedades tangentes y diferenciales

Vamos a asociar una variedad tangente a cada punto de una variedad, en
correspondencia con la nocién anéloga en geometria diferencial.

En [Al 5.25] definimos la derivada formal de un polinomio en una indetermi-
nada. Més en general, si F' € k[X1,...,X,], podemos definir la derivada parcial
formal OF /0X; como la derivada formal de F' considerado como polinomio en
E[S][X], donde S = {X1,..., X, } \ {X:}. De [Al 5.26] se sigue inmediatamente
que

6(F+G)78F+8G a(FG)*aFGJrFaG
X,  0X; 0X;’ oxX; 90X, 0X;’
Una simple induccién prueba que

OF" _ oy OF

ox, " ax,

yasuvez si F=(F,...,Fy) € k[Xy,...,X,]™, G € k[Xy,...,X,] y lama-
mos F oG =G(Fy,...,Fn) € k[X1,...,X,], es facil ver que

IFoG) <~ [0G OF;
X, jz_;<axj°F)aXi

(Por la linealidad de la derivada, basta probarlo cuando G = X7 --- X"y
en este caso se razona por induccion sobre n).

Sea F(X) € k[X1,...,Xn] ¥y a € k™. Si llamamos F*(X) = F(a + X),
tenemos, equivalentemente, que F(X) = F*(X — a). Descomponiendo F* en
suma de formas, podemos expresar

F(X) = Fa) + F(X — a) + Fo(X —a) + -

donde F; es una forma de grado i. Derivando esta descomposicion obtenemos

que
oF  O0F;  0F,

X, 90X, 0X;

(X —a)+ -
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luego
o0F, oF

0X;  0X;

a

y, por consiguiente,

oF
00Xy,

(Xl—a1)+--~—|— (Xn—an).

a

Definiciéon 3.17 La diferencial de un polinomio F(X) € k[X1,...,X,] en un
punto a € k™ es el polinomio

_oF
X,

oF

dF(X) .

X,

X1+ +

a

Hemos probado que
F(X)=F(a)+d,F(X —a)+ Fo(X —a)+ F3(X —a)+---
donde cada F; es una forma de grado i.
Se comprueba inmediatamente que
do(F +G) =d,F +d,G, do(FG) = F(a) deG + G(a) d,F. (3.1)

Un poco mas en general, si ¢ : A" — A™ es una aplicacion polino-
mica (definida sobre k) y P € A™(k), fijados sistemas de referencia, admitira
una expresion coordenada ¢(z) = (Fi(x),..., F(z)), para ciertos polinomios
Fi,...,Fy € k[Xy,...,X,]. Aqui hay que entender que si un punto R € A™
tiene coordenadas z, entonces ¢(R) tiene coordenadas (Fi(z),..., Fpn(x)).

Si P tiene coordenadas a € k™, podemos definir la diferencial
dpp: K" — K™

como la aplicacion lineal que, respecto a las bases de K" y K™ asociadas a los
sistemas de referencia, tiene la expresion coordenada

dpd(z) = (duFy(2), .. ., doFrn(2)).

Equivalentemente, la matriz de ¢ en dichas bases es la matriz jacobiana

OF, 9Fm
0X1 @ 0X1 a
Jeo=| .
OF 9Fm,
ax. |, X |,

Se cumple que dp¢ no depende de la eleccion de los sistemas de referencia.
En efecto, supongamos que tenemos dos sistemas de referencia en A™ relaciona-
dos por el cambio de coordenadas x = ¢ + 2’ A, y dos sistemas de coordenadas
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en A™ relacionados por ¥’ = d + yB. Entonces, la expresion coordenada de ¢
respecto de los nuevos sistemas de referencia es

¢(z') =d+ (Fj(c+2'A))B,
de modo que

Ff=di+ g:l Fj(c+ X A)by,
donde X = (Xy,...,X,), luego
OF OFj(c+ XA), e
R P

Jj=1 t

aq;tbjl.

(c+XA)

Si P tiene coordenadas a y a’, de modo que a = ¢+ a’ A, entonces

aitbjl.
=1t=1 Xt a
Esto significa que
OF] B 0F,
(axi ) A(5x] )2

de donde se sigue que las dos matrices jacobianas corresponden a la misma
aplicacion lineal en los sistemas de referencia correspondientes.

Observemos ahora que si tenemos aplicaciones polinomicas ¢ : A™ — A™
y ¥ : A™ — AP con expresiones coordenadas ¢(z) = (Fi(z),...,Fn(x)) y
P(a') = (G1(a'),...,Gp(2)) y P € A™(k) tiene coordenadas a € k", llamando
b € k™ a las coordenadas de ¢(P), la relacion

FOGl _Z<3Gl >8Fj
B 0X;

3FOG1

nos da que

R
de donde se sigue la relacion Jp(¢ o ¢)) = Jpp o Jypyt entre las matrices

jacobianas, y a su vez la relacion dp(¢ov)) = dpdody(p)y entre las diferenciales.
En suma, se cumple la regla de la cadena.

Variedades tangentes de conjuntos algebraicos afines Empezamos de-
finiendo la variedad tangente en un punto a un conjunto algebraico afin:

Definicién 3.18 Si C' C A™ es un conjunto algebraico afin y P € C(k). Fijado
un sistema de referencia en A", sea a € k" el vector de coordenadas de P.
Llamaremos variedad tangente a C' en P a la variedad lineal TpC' determinada
por las ecuaciones d,F'(X — a) = 0, donde F recorre I(C).
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Las relaciones (3.1) muestran que si I(C) = (Fy, ..., Fy,), entonces
TpC =V (d F1(X —a),...,de Fin (X — a)).

Notemos que un punto ) € A" tiene coorﬂsnadas x si y solo si el vector I@
tiene coordenadas x — a, luego TpC = P + TpC, donde TpC' es el subespacio
vectorial de K" formado por todos los vectores en los que se anulan todas las
diferenciales d, F', con F' € I(C). O también, es el subespacio vectorial formado
por todos los vectores donde se anulan las diferenciales dp¢, para toda aplicaciéon
polinémica ¢ : A" — Al que tome en C un valor constante a € k.

En efecto, fijado un sistema de referencia en Al, todo F' € I(C) determina
una aplicacion polinémica ¢ : A — Al de expresion coordenada ¢(x) = F(z),
y la expresion coordenada de dp¢ es dpg(z) = do F(x), luego que d, F se anule
en un vector de K" equivale a que lo haga dp¢.

Por otra parte, al considerar aplicaciones ¢ que puedan tomar un valor cons-
tante (en k) no nulo no estamos afadiendo méas condiciones, pues toda ¢ tendra
una expresion coordenada de la forma ¢(x) = F(x), para un cierto polinomio
F e k[Xy,...,X,] tal que F —« € I(C), y entonces dpp(z) = do(F — a)(x),
por lo que pedir que dp¢(x) se anule en un punto equivale a pedir que lo haga
do(F — «).

El interés de esta tultima expresién para el espacio vectorial ?pC’ es que
prueba que éste no depende de la eleccion del sistema de referencia y, por con-
siguiente, TpC' tampoco.

En principio, s6lo hemos definido la variedad tangente para los puntos ra-
cionales de C, pero siempre podemos considerar a C' como conjunto algebraico
sobre K,y asi TpC estéa definido realmente para todos los puntos de C. Ahora
bien, entonces tenemos dos definiciones de TpC' para los puntos racionales, y
tenemos que probar que coinciden. Nos limitaremos a observar que esto es tri-
vialmente cierto si I (C) es el ideal generado por I(C), pues ya hemos obser-
vado que TpC' (calculado sobre K') esta definido por las diferenciales asociadas

a los generadores de I (C), luego coincide con la variedad tangente calculada
sobre k.

En particular, si V' es una variedad afin absoluta tal que la extension k(V')/k
es regular y P € V(k), entonces TpV es la misma variedad calculada sobre k
o sobre K. Mas atin, si K’ es un cuerpo algebraicamente cerrado que extienda
a K y consideramos la clausura V' de V en A™(K’), entonces, aplicando la
observacién precedente a k& = K, concluimos que TpV’ es la variedad lineal
definida por las mismas ecuaciones que TpV, es decir, la clausura de TpV en
A™(K").

Si ¢ : C — A™ es una aplicacion polindmica (sobre k) y admite dos expre-
siones coordenadas (respecto a los mismos sistemas de referencia)

d(x) = (F1(x),...,Fn(z) = (G1(x),...,Gn(x)),
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entonces G; — F; € I(C), luego d,F; — d,G; se anula en TpC, luego podemos
definir
dpd : TpC —s K™

como la aplicacion lineal que, respecto de los sistemas de referencia prefijados,
tiene por expresion coordenada dpp(x) = (do Fi(z),...,deFm(x)).

Acabamos de probar que dp¢ no depende de la eleccion de la expresion
coordenada de ¢, y tampoco depende de la eleccion del sistema de referencia,
porque podemos definir dp¢ = dp(b\fpc, donde ¢ : A™ — A™ es cualquier
aplicacién polinémica que extienda a ¢.

Mas atin, si ¢ : C' — C’ es una aplicacion polinémica (siempre sobre k),
digamos con expresion coordenada ¢(x) = (Fy(z),..., Fi(z)), entonces para
cada G € I(C"), tenemos que G(F1,...,F,) € I(C), luego do(G(F1,...,Fy))
se anula en i)oC, pero esta diferencial es dyG(d, Fy,...,d,F,,), donde b € k™ es

el vector de coordenadas de ¢(P), y esto significa que si v € TpC, entonces dpG
se anula sobre las coordenadas de dp¢(v) o, equivalentemente, que se cumple

dpo : ?pC — ﬁ(p)C’. Con esto hemos justificado la definicion siguiente:

Definicién 3.19 Si ¢ : C — C’ es una aplicacion polindémica entre dos con-
juntos algebraicos afines y P € C(k), definimos su diferencial en P, como la

aplicacion lineal dp¢ : TpC' — Ty p)C/ cuya expresion coordenada es
dP¢(x) = (daFl(z)a s 7daFm(x))a

donde ¢(x) = (Fi(z),..., Fy(x)) es una expresion coordenada de ¢ y a € k™ es
el vector de coordenadas de P.

Segiin lo que hemos visto, es inmediato que si ¢ : C — C' y ¢ : C' — C”
son aplicaciones polinémicas, entonces dp(¢ o 1)) = dp¢ o dy(pyr). También es
facil comprobar que la diferencial de la identidad es la identidad, de donde a su
vez se sigue! que si ¢ : C — C’ es un isomorfismo de variedades, entonces dp¢
es un isomorfismo de espacios vectoriales.

Ejemplos SiV = {P} C A", entonces TpV = {P}.
En efecto, si P tiene coordenadas a € K™, entonces
Ix(V)=(X1—a1,...,Xn — an),
luego las ecuaciones de TpV se reducen a X; — a; = 0, con lo que TpV = {P}.
SiV = A", entonces TpV = A™.
En efecto, Ix (V) = (1) y la ecuacion de TpV es 0 = 0.

Si V es la circunferencia X% +Y? =1 (y la caracteristica del cuerpo k es
distinta de 2), entonces TpV es una recta en cada punto P € V.

_>
Lo que hemos probado es que la asignacion (C, P) + TpC' es funtorial.
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En efecto, la ecuacion de TpV en un punto P de coordenadas (a,b) es cla-
ramente 2a(X —a) 4+ 2b(Y — b) = 0. Esta ecuacion no puede ser idénticamente
nula, ya que (0,0) ¢ V.

SiV y W son variedades afines, T(p,q)(V x W) =TpV x ToW.

En efecto, Ix(V x W) esta generado por los polinomios de Ix (V) en las
indeterminadas Xi,..., X, y los polinomios de Ix (W) en las indeterminadas
Y1,..., Y, luego un punto (R, S) esta en T(po)(V x W) siy solo si R cumple
las ecuaciones de TpV y S cumple las ecuaciones de ToW.

Consideremos ahora V = V(Y? — X?(X + 1)) (con
cark > 3). La ecuacion para TpV en un punto P de
coordenadas (a, b) es

—a(3a+2)(X —a)+2b(Y —b) =0.

Esto es una recta salvo si a(3a—2) = b = 0. Teniendo
en cuenta que P € V, el inico punto que cumple b = 0 es
(0,0). Asi pues, la variedad tangente a V' es una recta en
todos los puntos excepto en (0,0), donde T(g,0)V = A?

La figura muestra la tangente en el punto (1, \/5) m

Estos ejemplos sugieren que la dimension de la variedad tangente es “por lo
general” la dimension de V', si bien esto puede fallar en los puntos “problemati-
cos”, como es el caso del punto donde la curva “alfa” se corta a si misma. En la
seccion siguiente veremos que realmente es asi, pero, de momento, terminamos
este apartado expresando explicitamente la féormula que determina la dimension
de una variedad tangente TpC"

Teorema 3.20 Si C' C A™ es un conjunto algebraico con I(C) = (F1,...,Fn),
entonces, para cada punto P € C(k) de coordenadas a € k™, se cumple que
dimTpC =n —rang A, donde

or, OFy,
0X1|, 0X1 |,

A = . .
OF, OFy,
oxX. |, X |,

DEMOSTRACION: En efecto, sabemos que la dimensiéon de una variedad
lineal TpC' coincide con su dimensiéon en el sentido de la geometria afin, que
es la dimension del espacio vectorial 7_’;30, que esta formado por los vectores
v € K™ que cumplen las ecuaciones d, F;(v) = 0 o, explicitamente, los vectores
cuyas coordenadas satisfacen el sistema de ecuaciones lineales

OF

OF —

6X11 aX1+"'+ X aXn _07
........................ (3.2)

OF,, OF,, _

3X1 aX1+"'+aTnaXn —0

Por lo tanto, se trata del nicleo de la aplicacion lineal de matriz A, cuya
imagen tiene dimension rang A, luego, en efecto, dim7pC =n —rang A. =
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Espacios tangentes de Zariski A la hora de relacionar los conjuntos al-
gebraicos con sus variedades tangentes es tutil saber que los espacios TpC' son
naturalmente isomorfos a otros espacios vectoriales abstractos que vamos a in-
troducir a continuacion.

Observemos en primer lugar que, aunque una variedad V definida sobre k
puede tener pocos puntos racionales, e incluso ninguno, esto no sucede si la
variedad V es lineal. En efecto, si V' esta definida por un sistema de ecuaciones
lineales con coeficientes en k, entonces V (k) C A™(k) es una variedad afin (en
el sentido de la geometria afin, no de la geometria algebraica si k no es alge-
braicamente cerrado) de la misma dimension que V', pues dicha dimensién es n
menos el nimero de ecuaciones linealmente independientes, y unas ecuaciones
son linealmente independientes sobre k si y solo si lo son sobre K.

En particular, si C' es cualquier conjunto algebraico afin definido sobre k
y llamamos Tp(C)(k) = Tp(C) N k™, tenemos que se trata de un k-espacio
vectorial de la misma dimension que Tp(C) tiene sobre K y

Tp(C)(k) = P+ Tp(C)(k).

Por otra parte, si P € C(k), toda f € k[C] es una aplicaciéon polinémica
f:C — A' luego tenemos definida la diferencial dpf : TpC — K. Expli-
citamente, si f = [F], entonces dpf(z) = d.F(z), donde a € k™ es el vector
de coordenadas de P. Maés explicitamente, la expresion coordenada de dpf
respecto de un sistema de referencia prefijado es

oF OF
d - - -
pf(x) X, a$1+ +3Xn ax
Ahora bien, aplicando esto mismo a las funciones coordenadas z; = [X,],

tenemos que dpx; asigna a cada vector v € ?pC’ su coordenada i-ésima respecto
al sistema de referencia prefijado, luego

OF oF
d =—| d dpx,(v),
pf(v) X1 |, pr1(v) + -+ X, |, PZn (V)
luego tenemos la ecuacion funcional:
oF
dpf=—| d dpxy.
rf ax1 |, PT1 + + ox, |, P

Como las _d)erivadas estan en k, vemos que dp f se restringe a una a_p)licaci(’)n
lineal dpf : TpC(k) — k, es decir, a un elemento del espacio dual TpC'(k)*.

_>
En definitiva, tenemos una aplicacion dp : k[C] — TpC(k)*, que claramente
cumple

dp(f+g) =dpf +dpg, dp(fg) = f(P)dpg + g(P)dpf.
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Recordemos ahora que en 1.23 hemos generalizado la definicion de Op(C) al
caso en que el conjunto algebraico afin C' no es necesariamente irreducible. La
aplicacion dp se extiende a una aplicaciéon lineal

dp : Op(C) —s TpC(k)*

mediante

ap(/g) = 40 dpg(;f;(m =

No es dificil probar que esta extension esta bien definida y sigue cumpliendo
las relaciones precedentes para la suma y el producto. De todos modos no
necesitamos este hecho, ya que vamos a restringir dp al ideal maximal mp,
donde la definicién se reduce a

€ TpC(k)*.

dpf

dp(f/g) = 9(P)

y en este caso las comprobaciones son mucho mas sencillas. Ahora probamos:

Teorema 3.21 Si C C A™ es un conjunto algebraico afin y P € C(k), la
diferencial dp induce un isomorfismo dp : mp/m% —s TpC(k)* de k-espacios
vectoriales.

DEMOSTRACION: Por simplicidad podemos fijar un sistema de referencia
en A™ respecto al que P tenga coordenadas nulas (aqui usamos que P € C(k)).

Toda ¢ € TpC(k)* se extiende a una forma lineal L € (k™)*, que no es sino
un polinomio L(X) € k[X1,...,X,] de grado 1 y sin término independiente. Si
llamamos f = [L] € k[C], es claro que dpf = ¢. Ademas f(P) = f(0) = 0,
luego f € mp.

Con esto tenemos que dp es suprayectiva. Solo falta probar que su nucleo
es m%. Este ideal estd generado por los productos af3, con «, 3 € mp. Cla-
ramente dp(af) = a(P)dpp + B(P)dpa = 0, luego tenemos una inclusion.
Supongamos ahora que & = g/h € mp cumple dpa = 0. Si g = [G], entonces
doG € I(TpC), luego

doG = ardpFy + -+ + apdpFy,,

para ciertos Fy,..., F,, € I(C) y a1,...,a, € k (en principio los «; podrian
ser polinomios arbitrarios, pero como doG tiene grado 1, pueden reducirse a
constantes).

Sea G' = G — a1 Fy — - — apFy,. Claramente, G’ no tiene términos de
grado 0 o 1, luego G’ € (X1,...,X,)?. Por otra parte, G’|c = G|c = g, luego
a=[G/h € (z1,...,2,)% =mZ. .

Puesto que ?pC(k) puede identificarse canénicamente con su bidual, con-
cluimos que la codiferencial

dp : TpC(k) —> (mp/m3)*

(es decir, la aplicacion dual de la diferencial) determina un isomorfismo de k-
espacios vectoriales entre ?pC (k) y el espacio dual de mp/m%.
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Definicién 3.22 Si C es un conjunto algebraico afin (sobre k) y P € C(k),
definimos el espacio tangente de Zariski de C' en P como el k-espacio vectorial
TpC (k) = (mp/m%)*, donde mp = {a € Op(C) | a(P) = 0}.

A partir de aqui nos restringimos al caso de variedades, y observamos que la
definicion precedente vale también cuando C' es una variedad cuasiproyectiva,
pues en ese caso también tenemos definido O p(C) y coincide con el anillo corres-
pondiente a cualquier variedad afin C'\ H,,, para cualquier hiperplano infinito
que no contenga a P.

Si¢:V — W es una aplicacion regular (sobre k) entre variedades cuasi-
proyectivas, P € V (k) y Q = ¢(P), tenemos que ¢ induce un homomorfismo de
anillos ¢ : Og(W) — Op(V) dado por ¢(a) = ¢oa, que claramente se restringe
a una aplicacion lineal ¢ : mg — mp, que a su vez se restringe a una aplicacion
lineal ¢ : mg — mp, que a su vez induce otra ¢ : mg/mg — mp/m%.

Llamaremos diferencial de ¢ en P ala aplicacion dp¢ : TpV (k) — ToW (k)
dual de ¢.

Es inmediato comprobar que si ¢ : W — X es otra aplicacién regular,
entonces dp(¢o1)) = dppodypyt, asi como que la diferencial de la identidad es
la identidad. En particular, las diferenciales de los isomorfismos son isomorfis-
mos.

Maés en general, si P € U C V, entonces, por definicion, TpU (k) = TpV (k)
ysii:U — V es la inclusion, es facil ver que dpi es la identidad.

Esto implica que para que dos puntos de dos variedades tengan espacios
tangentes isomorfos basta con que tengan entornos isomorfos (respecto a un
isomorfismo que transforme uno de los puntos en el otro).

Hemos probado que si V' es una variedad afin, el espacio tangente de Zariski
es isomorfo al espacio tangente geométrico. Mas aun, si ¢ : V — W es una
aplicacion regular (es decir, polindémica) entre variedades afines, es facil ver que
el diagrama siguiente es conmutativo:?

ToV (k) 2% ToW (k)

d},l ldé

TPV (k) —— ToW (k)

Veamos algunos resultados elementales sobre espacios tangentes de Zariski
y diferenciales:

Teorema 3.23 Sicg : V — W es la funcidn constante cg(R) =Q y P €V,
entonces dpcg = 0.

2En lenguaje categorico, esto significa que d* es un isomorfismo natural entre los dos funto-
res que asocian a cada par (V, P) su espacio tangente geométrico y abstracto, respectivamente.
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DEMOSTRACION: Para cada f € (mp/m%)* y cada clase [a] € mg/mj
tenemos que

dpeq(lal) =2 (f)([a]) = @ o f)([al) = f(leq 0 a]) =0,

pues cg o a € mp/m% es la funciéon nula. "

Teorema 3.24 Sean V y W dos variedades, sea (P,Q) € V- x W, sean
p1:VXW—YV, po:VXXW —W
las proyecciones y
iG:V—VxW, i W —VxW
las aplicaciones dadas por zb(R) =(R,Q), i%(R) = (P,R). Entonces,
dpip : TV — Tip.g)(V x W), dgip 1 TV — Tpg)(V x W)

son inyectivas y, si identificamos TpV y ToW con sus imdgenes, se cumple que
Tip,g)(V x W) =TpV &ToW y las diferenciales d(p,qyp; son las proyecciones.

DEMOSTRACION: Se cumple que zb op; es la identidad, luego dpié2 od(p,)p1
también es la identidad, lo que prueba que dpib es inyectiva. Por otro lado,
zb o po es constante, luego dpib od(p,qyp2 = 0.

Siv e TpV NToW, entonces v = dpzb(v’), con v’ € TpV, pero entonces
v = dpoyp1(v) = 0, luego v = 0. Asi pues, la suma de los dos espacios
tangentes es directa.

Hemos visto que, en el caso en que V y W son variedades afines tenemos
la relacion T(p,q)(V x W) = TpV x ToW. De aqui se sigue que, en general,
dim T p,g)(V x W) = dimTpV + dimToW. (Basta tomar entornos afines de
Py QenV y W y tener en cuenta que las dimensiones se conservan por
isomorfismos.)

Por consiguiente la suma directa de los espacios tangentes coincide con
Tip,g)(V x W). El hecho de que las d(pg)p; son las proyecciones es ahora
inmediato. m

Ejercicio: En la situacion del ejemplo anterior, pero suponiendo que V y W son
variedades afines, demostrar que las diferenciales d(p g)p:; son las proyecciones de
Tip.o)(V x W) =TpV x ToW y que dpi, y doip son la identidad en TpV y ToW.

Ejemplo Sea ¢ : A' — A™ la aplicacion regular

dada por
o(t) = (¢t P, »

Es fécil ver que su imagen V,, es un conjunto
algebraico, definido por las ecuaciones

Fiel _ ynel _
Xy =X, XX = XX,
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parai=1,...,n—1. Ademaés V,, es irreducible, pues una descomposicion en dos
cerrados propios daria lugar a una descomposiciéon de A'. Claramente V,, C A"
es una curva, pues t = xo/21 es una base de trascendencia de k(V},). La figura
muestra la curva V3.

Sea P = (0,...,0) € V,,. Vamos a probar que TpV,, = A", lo cual implica
que V,, no es isomorfa a ninguna curva contenida en A™, para m < n. Hemos
de ver que si F' € I(V), entonces dpF = 0.

Sea dpF = a;X;, de modo que

F= ZazXz + G(le s 7Xn)a

donde G € (X1,...,X,)?% Todo t € k es raiz del polinomio

Sa, TV L G(T .., TP € KT,

luego se trata del polinomio nulo. Ahora bien, esto solo es posible si ambos
sumandos son nulos, ya que el primero tiene grado < 2n — 1 y el segundo > 2n.
u

Derivaciones Veamos ahora que los vectores tangentes pueden identificarse
con las derivaciones de O p, en analogia con la definicion de los espacios tangentes
abstractos en geometria diferencial.

Si V es una variedad afin, P € V(k) y f € mp, tenemos que dpf € ?pV*
y, a través del isomorfismo del teorema 3.21, vemos que dpf se identifica con

[f] € mp/m3.

Asi, si V' es una variedad cuasiproyectiva, P € V(k) y f € mp, definimos
dpf = [f]. Mas en general, para toda funcion f € Op(V) podemos definir
dpf =[f — f(P)]. Se comprueba inmediatamente que

dp(f+g) =dpf +dpg, dp(fg) = g(P)dpf + f(P)dpg.

Obviamente, las diferenciales de las constantes son nulas, y esto permite
probar a su vez que

dpf
f(p)?

9(P)dpf — f(P)drg

dP(l/f):_ g(P)Q

dp(f/g) =

Ejercicio: Sea V una variedad cuasiproyectiva, P € V(k) y f € Op(V). Entonces
tenemos definida dpf € mp/m%, pero, considerando a f : V — A' como funciéon
racional, también tenemos definida d3f : (mp/mp)* —> (mf(p)/m?c(m)*. Probar que
(mf<p)/mfc(P))* se identifica con k a través de ¢ — é([x — f(p)]), con lo que dof se
identifica con un elemento de (mp/m3)**, el cual, a través de la identificacion canénica
entre un espacio y su bidual, se identifica con dp f.

SiveTpVy fe0p(V), podemos definir v(f) = v(dpf) = v[f — f(P)]. De
este modo podemos ver a v como aplicacion v : Op(V) — k. Vectores tangentes
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distintos determinan aplicaciones distintas, pues si [a] € mp/m% tenemos que
v([a]) = v(@). Ademés es inmediato que v cumple

v(af +bg) =av(f) +bu(g),  v(fg)=g(P)(f)+ f(P)u(g),
paraab ek, f, g€ Op(V).

Asi pues, los vectores tangentes se pueden representar como derivaciones
de Op(V). Toda derivacién —es decir, toda aplicacién v que cumpla estas
propiedades— esta inducida por un tnico vector tangente, pues la propiedad
del producto implica que v se anula en m%, luego induce una aplicacion lineal
en mp/m%.

Ejercicio: Probar quesi ¢ : V — W es una aplicacién racionalen P € Vyv € TpV,
f € Ogpy(W), entonces dpo(v)(f) =v(po f).

Variedades tangentes proyectivas Finalmente, vamos a definir una reali-
zacidon geométrica de los espacios tangentes de las variedades proyectivas analoga
la que hemos definido para variedades afines.

Consideremos una variedad proyectiva V' C P", sea P = (a1,...,a,,1) un
punto del espacio afin A™(k) determinado por z,+1 # 0 y sea Vi, = V N A™.
Tomemos una forma F € I(V), de modo que

F(X1, .. Xn) =F(X1,..., X0, 1) € I(V).

Entonces, un punto (x1,...,2,,1) € A" estd en TpV, si cumple (para toda F')
of of
— (x1—a1)+---+ (X, —an) =0.
8X1 (al,m,an) aXn (al,..‘,an)
Equivalentemente, la condicién es

OF OF

({97)(1 ( 153)1 - alxn-l-l) +-- 4+ aXn ( lgxn - anxn—i-l) =0.
@1,.--,8n, A1;.0438n,

Es facil ver que si F' es una forma de grado r, se cumple la relacion

(El caso general se deduce por linealidad del caso en que F es un monomio.)
Como F(ay,...,an,1) =0, en particular

oF oF oF

67)(1 (al,.“,an,l?l et ﬁ (al,...,an,l?n T 6Xn+1 (a1,--yan,1)

Multiplicando ambos miembros por X, ; y sumando esta identidad a la
condicion de tangencia, obtenemos que ésta equivale a

oF
aAX'n-‘,-l

Ty 4+
(a1,..., an,1)

Tpn+1 = 0.
(a1,..., an,1)
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Esta condicién es homogénea tanto en x como en P, luego podemos expre-
sarla en la forma

oF oF
— _ n = O 3.3
9X, P331+ + X0t P33 +1 (3.3)
Es facil ver que esta condicion no depende del sistema de referencia, de modo
que podemos dar la definicién siguiente:

Definicién 3.25 Si V C P" es una variedad proyectiva y P € V(k), definimos
la variedad (proyectiva) tangente a V en P como la variedad lineal TpV deter-
minada por las ecuaciones (3.3), donde F varia en las formas de (un generador

de) I(V).

El razonamiento precedente muestra que TpV es la clausura proyectiva de
la variedad tangente en P a la variedad afin V, que resulta de cortar V con
el complementario de cualquier hiperplano en el que no esté P. En particular
dimTpV = dimTpV,.

Definimos la variedad tangente en un punto de una variedad cuasiproyectiva
como la variedad tangente en dicho punto de su clausura proyectiva.

SiV es una variedad absoluta y la extension k(V)/k es regular, se cumple que
la variedad TpV es la misma tanto si la construimos considerando a V' como
variedad sobre k o sobre K, y si extendemos el cuerpo K hasta otro cuerpo
algebraicamente cerrado, la variedad tangente en la extensién es la clausura de
la variedad tangente en P"(K). (Esto se deduce facilmente del caso afin ya
demostrado.)

3.3 Puntos regulares

Ya estamos en condiciones de probar que la dimensiéon de las variedades
tangentes coincide “casi siempre” con la dimension de la variedad que las deter-
mina. En esta seccién, cuando hablemos de variedades absolutas, se entendera
que cumplen la condicion adicional de que la extension k(V')/k es regular, lo
cual asegura que el ideal Ik (V') esta generado por I (V), y en particular que si
P € V(k), la variedad tangente TpV es la misma definida sobre k o sobre K.

Definiciéon 3.26 Diremos que un punto P de una variedad absoluta V' es regu-
lar si cumple que dimTpV = dim V. En caso contrario diremos que es singular.
Una variedad es regular si todos sus puntos son regulares.

El teorema siguiente prueba que “casi todo” punto de una variedad es regular:
Teorema 3.27 SiV es una variedad absoluta, entonces dimTpV > dimV para

todo P € V. El conjunto de puntos donde se da la igualdad (es decir, el conjunto
de los puntos regulares de V') es un abierto no vacio.
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DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso en que V C A"t! es una
hipersuperficie, definida por la ecuacion F'(X;, ..., X, 1) = 0, es decir, de modo
que I(V) = (F). Entonces la variedad tangente en un punto P de coordenadas
a € K™ esta determinada por la ecuacion

oF oF
— (X5 — oo ———1 (Xpg1—a@pg1) =0.
0X4 a( 1ot 0Xnt1 a( w1 o)
Asi pues, TpV tendra dimension n excepto en los puntos que cumplan
oF oF
= (P)=- = -
aXl 8Xn+1

Esto significa que el conjunto de puntos singulares de V' es cerrado. Sélo hay
que probar que no es todo V, es decir, que no puede ocurrir que las derivadas
parciales de F' sean idénticamente nulas en V. Esto significaria que todas ellas
serfan divisibles entre F'. Si el cuerpo k tiene caracteristica 0, esto implica que
F' es constante, lo cual es absurdo, y si k tiene caracteristica prima p, entonces
F=G(XY,..., Xﬁﬂ), para cierto polinomio G, pero los coeficientes de G son
potencias p-ésimas en K, y entonces F' = HP, lo que contradice que I(V') = (F).
Con esto hemos probado que las hipersuperficies cumplen el teorema.

Tomemos ahora una variedad cuasiproyectiva arbitraria V' de dimensiéon n y
sea W C A™*! una hipersuperficie birracionalmente equivalente (teorema 3.8).
Esto significa que existen abiertos Vi C V y W7 C W junto con un isomorfismo
¢ : Vi — Wy, Por otra parte, existe un abierto Wo C W (que podemos tomar
de modo que Wy C Wj) formado por puntos regulares, es decir, tales que sus
variedades tangentes tienen dimensién n. Los puntos de Vo = ¢~ 1[W>] cumplen
lo mismo. Asi pues, hemos probado que toda variedad tiene un abierto no vacio
de puntos regulares. Vamos a ver que, de hecho, el conjunto de todos los puntos
regulares es abierto.

Pasando a V, podemos suponer que V C P es una variedad proyectiva. Sea
P € V un punto cuya variedad tangente tenga dimension minima dim TpV = d.
Podemos suponer que P cumple Xy 1 # 0, con lo que P € V, ¢ AV,

Sea I(V,) = (F1,...,Fy) y sea A(X) la matriz formada por las derivadas
parciales de los polinomios F; en el punto X. Por 3.20 tenemos que

codim Tx V = rang A(X),

luego rang A(P) = N — d es maximo. Existe una submatriz d x d en A(X)
cuyo determinante no se anula en P. Este determinante es un polinomio G que
define una funcion g = [G] € k[V.]. En todos los puntos donde g(z) # 0, se
tiene rang A(xz) > N — d, pero también se tiene la desigualdad contraria por la
maximalidad. Por lo tanto, U = {Q € V. | g(Q) # 0} es un abierto no vacio
cuyos puntos cumplen dim 7oV, = d. Por otra parte, V, contiene un abierto de
puntos regulares, la intersecciéon de éste con U es no vacia y, por consiguiente,
ha de ser n = d.

Hemos probado que dim V' es la minima dimensién posible para una variedad
tangente a V. Ahora sabemos que el punto P que hemos tomado antes es
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cualquier punto regular de V', y hemos probado que existe un abierto U formado
por puntos regulares tal que P C U C V. C V, luego el conjunto de puntos
regulares es abierto. L]

El ejemplo 2 de la pagina 53 prueba que toda conica (irreducible) sobre un

cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica distinta de 2 es proyectiva-
mente equivalente a X2 4+ Y2 4+ Z2 = 1, luego es regular.
Ejercicio: Sea V la cubica Y2 = X3 (véase la pagina 7). Probar que el dnico punto
singular de V es (0,0). Probar que la aplicacién ¢ : A* — V dada por ¢(t) = (¢2,t%)
es biyectiva y regular, pero no un isomorfismo. Maéas concretamente, su inversa es
regular en el abierto U = V' \ {(0,0)}, donde viene dada por ¢~ *(z,y) = y/=.

Ejemplo Una cibica con un punto singular es proyectivamente equivalente
(sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) a Y? = X2 o bien a X3 +Y? = XY
(Suponiendo que la caracteristica del cuerpo no sea 3.)

En efecto, podemos tomar un sistema de referencia afin en el que el punto
singular sea (0,0). Es claro entonces que la ecuacion de V es de la forma
F5(X,Y) 4+ F»(X,Y) = 0, donde F; es una forma de grado i. La forma Fj
no puede ser nula (o la curva serfa reducible) y se descompone en producto de
dos formas lineales. Distingamos si la descomposicion es de tipo Fr(X,Y) =
c(aX +bY)? o bien F5(X,Y) = (aX + bY)(cX + dY), donde (a,b) y (c,d) son
linealmente independientes.

En el primer caso, dividiendo entre ¢ la ecuacién y tras un cambio de variable
X'=X,Y’ =aX + bY obtenemos una ecuacion de la forma

Y2 —aX3 —bX%Y —cXY?—dY3 =0.

Si fuera a = 0 la ecuacién serfa divisible entre Y, luego no seria irreducible.
Asi pues, a # 0 y el cambio X' = /aX, Y’ =Y nos da una ecuacion similar
con ¢ = 1. Haciendo X = X' — (b/3)Y', Y =Y’ queda b = 0. La clausura
proyectiva de la ecuacién resultante es

Y27 - X3 —eXY?2-dY?=0.

El cambio X = X", Y =Y, Z = Z'+¢X'4+dY’ nos da ¢ = d = 0. Llegamos
asf a la curva Y2Z = X3 o, lo que es lo mismo, a Y2 = X3,

Consideramos ahora el caso en que Fj tiene dos factores distintos. El cambio
X' =aX +0bY,Y =cX +dY nos da una ecuacioén

aX3+bX%Y +eXY2+dY? - XY =0.

Si fuera a = 0 o d = 0 la ecuacion seria reducible, luego podemos hacer el
cambio X’ = {/aX, Y’ = v/dY y obtenemos

X34 bX%Y +eXY?24+Y? —eXY =0.

Homogeneizando, haciendo Z = Z'+bX +cY y volviendo a deshomogeneizar
queda
X3 4+Y? —eXY =0.
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Por altimo hacemos X = eX', Y = €Y’ y divi-
dimos entre €3, con lo que queda X3 + Y3 = XY.
La figura muestra esta curva. Vemos que es la curva
“alfa” en otra posicion. De hecho, el argumento an-
terior muestra que ambas son proyectivamente equi-
valentes. En la pagina 137 veremos que las cubicas
Y? = X3y X3+Y3 = XY no son isomorfas, de modo
que hay exactamente dos cubicas singulares. Ahora

es facil hacer afirmaciones generales sobre ciibicas singulares. Por ejemplo, una
ciibica singular tiene una tnica singularidad. m

El ejemplo siguiente generaliza al ejemplo de la péagina 76 y al ejercicio
anterior.

Ejemplo Toda cibica singular es birracionalmente equivalente (sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado) a PL.

Sea V una cibica singular. Como en el ejemplo anterior, podemos suponer
que su ecuacion es de la forma F3(X,Y )+ F2(X,Y) = 0, donde F; es una forma
de grado i. La forma F5 no puede ser nula, pues entonces V' seria reducible.

Para cada t € k, calculamos la intersecciéon de V' con la recta Y = tX. Esta
formada por los puntos (X, ¢X) que cumplen F3(X,tX) + F>(X,tX) = 0. Esto
equivale a

X3 f3(t) + X2 fo(t) = 0,
donde f3 y f2 son polinomios no nulos de grados 3 y 2 respectivamente. Des-

cartando la solucién X = 0 (que corresponde al punto (0,0)) y los valores de ¢
que anulan a f3, tenemos que s6lo hay otro punto de corte, dado por

_(_f(t)  tfa(t)
#t) = ( f3(t)" fa(t) > .

Tenemos asi ¢ : P! — V racional. Mas atin, es birracional, pues su inversa
(definida sobre los puntos finitos de V' donde no se anula z) es ¢(z,y) = y/z.
|

Sistemas de parametros locales Vamos a estudiar con més detalle los pun-
tos regulares de una variedad. En primer lugar definiremos y estudiaremos el
analogo a un sistema de coordenadas (una carta) en geometria diferencial.

Definicion 3.28 Sea V una variedad cuasiproyectiva absoluta de dimension d
y P € V(k) un punto regular. Diremos que y1,...,yqs € Op(V) forman un
sistema de pardmetros locales en P si pertenecen al ideal mp y sus clases en
mp/m2 (esto es, las diferenciales dpy;) forman una base de este espacio.

Observemos que el anillo Op (V') C k(V') definido sobre & es un subanillo del
anillo Op(V) C K(V) y se cumple que y1, ..., yq son un sistema de parametros
locales en P sobre k si y s6lo si lo son sobre K.
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En efecto, podemos cambiar V' por un entorno afin U de P de modo que
Y1,.--,Ya € k[U]. Equivalentemente, podemos suponer que V es afin y que
Y1y.--,Yd € k[V] € K[V]. En virtud del isomorfismo dado por 3.21, que las
diferenciales dpy; € mp/m% sean una base equivale a que lo sean las diferenciales

dpy; € TpV* 0 en TpV (k)*. Ahora bien su definicién es la misma, por lo que,
las diferenciales en TpV (k)" no son sino las restricciones dpy;|, (k)"

_)
Ahora basta tener en cuenta que una k-base vy, . ..,vq de TpV (k) es también

una K-base de ?pV, y que las diferenciales son linealmente independientes
(sobre k o sobre K) siy solo si la matriz (dpy;(v;)) tiene determinante no nulo,
lo cual no depende del cuerpo.

Vamos a estudiar més detalladamente el caso en que V' C A™ es una variedad
afin de dimension d. Fijamos un sistema de referencia afin en A™, que determina
las funciones coordenadas X; : A" — K, que a su vez se restringen a las
funciones coordenadas z; € k[V], de modo que z; : V. — K. Si P € V, no

hay que confundir a estas funciones con las diferenciales dp X; : f;:A” — K,
que asignan a cada vector sus coordenadas en la base fijada por el sistema
de referencia y que se restringen a las diferenciales dpx; : TpV — K. (Las
primeras acttian sobre puntos, las segundas sobre vectores.)

Las diferenciales dpX; son la base dual de la base de ?pA” = K" deter-
minada por el sistema de referencia fijado, luego son una base de (TpA™)*.
En general, una inclusién entre espacios vectoriales W C V', que es un mo-
nomorfismo, induce la restriccion V* — W™ entre los espacios duales, que
es un epimorfismo, luego concluimos que las diferenciales dpz; son un sistema
generador de TpV™.

Como z; — z;(P) € mp y dp(z; — z;(P)) = dpx;, concluimos que x; — x;(P)
son un sistema generador de mp/m%, luego contienen un sistema de pardmetros
locales en P.

Pongamos ahora que I(V) = (Fy,...,Fy), con F; € k[Xy,...,X,] y lla-
memos a € K" al vector de coordenadas de P. Segun el teorema 3.20, la
regularidad de P equivale a que la matriz A de las derivadas de los polinomios
Fy, ..., F, evaluadas en a cumpla rang A = n —d, luego A debe tener un menor
de orden n — d no nulo. Reordenando los polinomios y las variables, podemos
suponer que

OF, OF,
a)((11»1 a 8Xn a
£0. (3.4)
aand 8Fn—d
8Xd+1 a 0Xn a

Las derivadas parciales que aparecen en el determinante definen funciones
en k[V], y el determinante es a su vez una funcién g € k[V] (que no depende
de P), de modo que (3.4) es equivalente a g(P) # 0. Consideramos el abierto
principal V; = {Q € V | g(Q) # 0}, que es un entorno de P.
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Para todo punto @ € Vg, y todo v € ?QV, las coordenadas dgx;(v) satisfa-
cen el sistema de ecuaciones (3.2), donde ahora a es el vector de coordenadas
de Q. Como ademas se cumple (3.4), en (3.2) podemos pasar a la derecha los
primeros d sumandos de cada ecuacién y aplicar la regla de Cramer, que nos
permite expresar

d
doz; = Y ¢;(Q)dox;, t=d+1,...,n,

j=1
para ciertas funciones racionales ¢;; € k[V;] que no dependen de Q.

Estas relaciones muestran que dgz1, ..., dQxq son una base de T’;V (porque
son un generador y por 3.27 la dimension no puede ser menor que d). En
particular, todos los puntos de V son regulares y las funciones z; — ;(Q)
forman un sistema de parametros locales en cada punto de V. Vamos a probar
algo més general:

Teorema 3.29 Sea V una variedad absoluta, sea P € V (k) un punto regular
y consideremos funciones y1,...,ya € Op(V) tales que y; — y;(P) formen un
sistema de pardmetros locales en P. Entonces P tiene un entorno U, formado
por puntos requlares, de modo que y; € k[U] y para todo @Q € U las funciones
yi — 4i(Q) forman un sistema de pardmetros locales en Q.

DEMOSTRACION: Podemos sustituir V' por un abierto afin U de manera que

Y1,---,Yd € k[U] o, equivalentemente, podemos suponer que V es afin y que
Y1,...,Ya € k[V]. Asi estamos en las condiciones de la discusion precedente.
Pongamos que y; = [G;], con G; € k[X4,...,X,]. Entonces
0G; oG,
doyi = =——| dox1+---+ dox
QYi 8X1 ” QL1 8Xn o Qdn,

donde a’ es el vector de coordenadas de Q. Las derivadas parciales definen
funciones g;; € k[V], de modo que

n d n d
doy; = 9i;(Q)dgx; = > 9i;(Q)dgx; + > 9a(Q) ctj(Q)dgz;
j=1 =1 t=d+1 j=1

hij(Q)dq;,

|
-

1

J

para ciertas funciones h;; € k[V,] que no dependen de . Las diferenciales dgy;
seran una base de ToV™ si y solo si det(h;;(Q)) # 0, pero este determinante es
una funcion h € k[V;].

Estamos suponiendo que dpy; son una base de ?pV*, luego h(P) #0y Vi
es un entorno de P tal que, para todo @ € Vg, se cumple que las diferenciales
dqy; son una base de ToV, luego las funciones y; — y;(Q) son un sistema de
parametros locales® en Q. m

3Notemos que si Q ¢ V(k), entonces tenemos que y; — y;(Q) € K[V], pero no estan
necesariamente en k[V]. No obstante, el abierto U del enunciado lo es para la topologia de
Zariski relativa a k.
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Ejercicio: Sean V' y W dos variedades, x1,...,z, un sistema de parametros locales
en un punto regular P € V y sea y1,...,Ym un sistema de parametros locales en un
punto regular Q € W. Consideremos la variedad producto V x W, llamemos z; a
piLox; ey; ap2oy;. Entonces x1,...,Tn,y1,...,Ym forman un sistema de parametros
locales de V- x W en (P, Q).

Regularidad en conjuntos algebraicos afines Por razones técnicas nece-
sitamos extender la nociéon de punto regular al caso de puntos de conjuntos
algebraicos afines no necesariamente irreducibles.

Definicion 3.30 Si C' C A" es un conjunto algebraico afin y P € C', definimos
dimp C' como el maximo de las dimensiones de las componentes irreducibles
de C' que pasan por P. Diremos que P es reqular en C si dimp C = dimTpC.

Al igual que sucede con las variedades, la desigualdad dimp C < dim TpC
se da siempre. En efecto, si C4,...,C, son las componentes irreducibles de C'
que pasan por P, tenemos que TpC; C TpC, luego dim C; < ?pCZ- < dim7TpC,
y basta tomar el maximo en i.

La definicion de sistema de parametros locales en un punto regular P € C'(k)
vale en este contexto, es decir, unas funciones z1,...,z4 € k[C] son un sistema
de parametros locales en P si y solo si generan el espacio vectorial mp/m%, lo
cual equivale a que las diferenciales dpx1,...,dpry sean una base del espacio

ual Tp 0, equivalentemente, si el sistema dpxy = --- = dpxry = iene
dual TpC* o, equivalent te, | sist d d 0t
tnicamente la solucién trivial en TpC'.

En efecto, si los dpx; son una base, entonces, para cada v € ?pC, se cumple
que dpz;(v) es la coordenada i-ésima de v en la base dual, y si todas sus coor-
denadas son nulas, es que v = 0. Reciprocamente, si los dpx; no forman una
base, pongamos que dpx1,...,dpx; son linealmente independientes, con t < d,
y que las demés diferenciales son combinaciones lineales de éstas. Completemos

asta una base con f;i1,...,fq y consideremos el vector v;iq e la base
hast b Hlse-sfay d 1 vect + 0 de la b

ual. Este cumple que dpx;(viy1) = ara i = 1,... uego de hecho para
dual. Est ple que d + 0p 1,...,t, luego de hecho p
todo 3.

Sea V una componente irreducible de C tal que dimV = dimpC = d.
Entonces TpV C TpC'y

dimTpC =d=dimV <dimTpV < dimTpC,

luego todas las desigualdades son igualdades, TpV = TpC y P es un punto
regular de V.

Elijamos, para cada ¢, una componente geométricamente irreducible V; que
contenga a P de la variedad {Q € V' | 2;(Q) = 0} (puede probarse que s6lo hay
una, pero no necesitaremos este hecho). Segtun 3.12 tenemos que dimV; = d—1
(notemos que z; no puede ser nula en V o si no dpx; = 0).

Es claro que TpV; C ’Z_’;DV, asi como que dPIi|Tp\/i = dp(x;|lv,) = 0. Asi

pues, si llamamos L, = {Q € ?pV | dpz;(Q) = 0}, tenemos que ?PV; C L;.
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Como dpz; # 0, es claro que dim L; = n — 1. Por otra parte, también tenemos
que dimTpV; > dimV; =d — 1, luego dim ?pl/)l =d — 1, lo que significa que P
es un punto regular de cada V;. Ademas, (TpV; C (L, = {P}, pues P es el

%
anico cero comun de las funciones dpz;, luego (\TpV; = {P}.

3
Sea ahora V) una componente geométricamente irreducible de V; N --- NV,
que contenga a P. Asi, TpVy C (TpV; = {P}, luego dimVy < dimTpV, = 0.
Por consiguiente, g

dim(Vy N ---NVy) = 0.

Segun el teorema 3.12, en la sucesion
Vi, inVa, VinVanVs,

la dimensiéon disminuye a lo sumo una unidad en cada paso. Como al cabo
de d pasos alcanzamos la dimensién 0, concluimos que la dimensiéon disminuye
exactamente en una unidad en cada paso. En particular, x4 no se anula en
in--NVy_.

Enunciamos los dos teoremas siguientes para variedades cuasiproyectivas ab-
solutas, pero notamos que las pruebas valen también para conjuntos algebraicos
afines no necesariamente irreducibles:

Teorema 3.31 Si V es una variedad absoluta, P € V (k) es un punto regular
Y T1,...,Tq €S un sistema de pardmetros locales en P, entonces ninguna x;
es idénticamente nula sobre el conjunto de puntos de V donde se anulan las
restantes.

DEMOSTRACION: Podemos sustituir la variedad V' por un abierto afin U tal
que z1,...,zq € k[U] y el resultado se reduce a lo que acabamos de probar.
n

En principio, un sistema de parametros locales genera el cociente mp /m%.
Vamos a probar que, de hecho, genera el ideal mp. Se trata de una consecuencia
mas del lema de Nakayama:

Teorema 3.32 Sea V una variedad y P € V un punto reqular. Entonces todo
sistema de pardmetros locales en P es un generador del ideal mp.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema B.3 tomando a = M = mp. Los
elementos de 1 + mp son inversibles, porque son funciones que no se anulan
en Py, por el teorema 1.24, sabemos que mp es un ideal (o un Op(V)-moédulo)
finitamente generado. m

Series de Taylor SiV es una variedad de dimensioén d, toda funcién racional
en V puede expresarse como funciéon algebraica de un sistema generador de
kE(V), pero los sistemas generadores de k(V') tienen, por lo general, mas de d
elementos. Ahora probaremos que toda funcién racional puede expresarse en
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un entorno de cada punto regular como funciéon de un sistema de parametros
locales, pero la expresién ya no sera algebraica sino analitica, como serie de
potencias. En esta seccion necesitaremos los resultados sobre series formales de
potencias probados en la seccién B.2.

Consideremos un conjunto algebraico afin C' C A", sea P € C(k) un punto

regular, fijemos un sistema de pardmetros locales z1,...,z4 en P y tomemos
una funcion a € Op(C). Sea a(P) = ag. Entonces oo — ag € mp, luego su clase
mobdulo m% es combinacion lineal de los parametros x1,...,x,, es decir, existen
ai,...,aq € ky a; € m% tales que

a=ag+aixy+ --+aqxrg+ 1.

Como ay € m%,, tenemos que «; = Y BV, con B, v; € mp. Por lo tanto,
i

Bi = bijwy + Bi, i = Neyrs+vi,  Bhviemb,  bijci; €k
J J

Por lo tanto

— 3
a1 =Y 0T + Qo Qg € Mp, a;j € k,
4,J
con lo que
o = Qg —+ Zaﬂ% + Zaijinj —+ 9.
i 1)
De este modo vamos obteniendo una serie de potencias que satisface la de-

finicion siguiente:

Definiciéon 3.33 Sea V una variedad cuasiproyectiva, sea P € V (k) un punto
regular, sea z1,...,z4 un sistema de parametros locales en Py a € Op(V).
Diremos que una serie Y Fy, € k[[X1,...,X4]] es una serie de Taylor de «

m
alrededor de P respecto al sistema de pardmetros dado si para cada r > 0 se
cumple que
T
a— 3 Fp(zy,...,xq) € mph

m=0

Es claro que la existencia de una serie de Taylor para cada funcion « € Op(V)
alrededor de cada punto P € V (k) se reduce al caso afin, pero en este caso hemos
probado dicha existencia sin suponer que V sea irreducible. Mas ain:

Teorema 3.34 SiV es una variedad y P € V (k) es un punto regular, entonces
toda funcion a € Op(V') admite un unico desarrollo en serie de Taylor respecto
a un sistema de pardmetros locales dado.

DEMOSTRACION: Claramente, no perdemos generalidad si suponemos que
la variedad es afin y, en tal caso, vamos a ver que el resultado es cierto para
cualquier conjunto algebraico afin C, no necesariamente irreducible.



3.3. Puntos regulares 119

Basta probar que la funcion nula s6lo admite como desarrollo en serie de

Taylor a la serie nula. Fijado un sistema de parametros z1, ..., x4, supongamos
que Y Fy,, es una serie de Taylor de la funcion nula. Entonces
m
r 41
> Fo(zr,...,xzq) €mp. (3.5)
m=0
Basta probar que si Fy,, es una forma de grado m y Fp,(z1,...,24) € m’}?“

entonces Fy,, = 0. En efecto, entonces (3.5) para r = 0 nos da que Fy = 0, a su
vez, (3.5) para r = 1 nos da F; = 0, etc.

Supongamos que, por el contrario F,,(X1,...,Xy4) # 0. Entonces existe
(a1,...,aq) € k% tal que Fy,(ay,...,aq) # 0. Tomemos una matriz regu-
lar A tal que (0,...,0,1)A = (a1,...,aq). Sea F, (X') = F,(X'A). Sean
zh,...,2, € Op(C) dados por (z},...,2,) = (x1,...,24)A7". Es claro que
x},...,x) forman también un sistema de parametros locales en P y ademaés
Fl (2, ... xh) = Fp(zy,...,zq) € mpTL,

Por consiguiente podemos reemplazar los x; por los a} y F,,, por F/ , con lo
que ademaés tenemos que F,(0,...,0,1) # 0, es decir, el coeficiente de X" es
no nulo. Digamos que

Fm = aXZl” —+ Gl(Xl, .. -;Xn—l)XZln_l + .+ Gm(Xla . ’Xn_l)’

donde a # 0 y cada G; es una forma de grado i. Como los parametros locales
generan el ideal mp (teorema 3.32), una simple induccion muestra que todo
elemento de m’}?“ puede expresarse como una forma de grado m en z1,...,zq
con coeficientes en mp. La hipdtesis es entonces que

azl] + Gi(w1,...,xq—1)l 4+ Gr(w1, ., Tao1),
= ax)]' + Hy(zq, ... ,xd_l)xg’_l +- o+ Hp(x1,.. ., 24-1),
donde o € mp y las H; son formas de grado ¢ con coeficientes en mp. De
aqui deducimos que (a — @)z} € (21,...,24-1). Como a # 0, se cumple que
a—a ¢ mp, luego (a —a)~! € Op(C) y llegamos a que 7' € (x1,...,T4-1).
Esto contradice al teorema 3.31. m

La unicidad implica en particular que si P € V (k), su serie de Taylor respecto
a V como variedad (absoluta) definida sobre k es la misma que respecto a V'
considerada como variedad definida sobre cualquier extension de k.

El hecho de que una funcién esta determinada por su serie de Taylor es otra
consecuencia del lema de Nakayama:

Teorema 3.35 SiV es una variedad, P € V (k) es un punto reqular y x1,...,xq
es un ststema de pardmetros locales en P, entonces la aplicacion

7:0p(V) — K[[X1,..., X4]]

que asigna a cada funcion su serie de Taylor es un monomorfismo de anillos.
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DEMOSTRACION: Una vez méas no perdemos generalidad si suponemos que
V es afin, y en tal caso vamos a probar el resultado para un conjunto algebraico
afin C' arbitrario, no necesariamente irreducible. Es claro que 7 conserva la
suma. Si

T(Oé) = § Fp, T(B) = i Gm,
m=0 m=0

entonces
T T
a= Y Fun(zi,...,xq) +a, B= 3 Gulry,...,xq) + 5, o8 cmpt
m=0 m=0

T

2r T T
af =% ¥ FGi+ ¥ X FEG+f Y Futd 3 Gn,
m=0 m=0

m=0i+j=m m=r+1i+j=m

luego

T
af— 3 Y FG;emptt
m=0i+j=m
Esto prueba que 7(af) = 7(a)7(8), luego 7 es un homomorfismo. Es claro
que su nicleo es el ideal M = (] m’. Segin el teorema B.5 tenemos que M = 0.

r>0 -

0 . .
Sit(a)= > a,. i, X" - X7, escribiremos

1

[e o] . .
— . X 2 Y )
a = Z Qiy,y.yig Xy Ly -
11,.050d
Hemos de observar que, en principio, si una serie de este tipo es finita, tiene
dos interpretaciones, pero es facil ver que ambas coinciden.

Como primera aplicacién de la existencia de desarrollos en series de Taylor
probamos lo siguiente:

Teorema 3.36 Si C C A" es un conjunto algebraico afin, un punto P € C(k)
es reqular si y solo si pertenece a una unica componente irreducible de C' y es
regular en ella.

DEMOSTRACION: Si P es regular, el teorema anterior (que hemos probado
para conjuntos algebraicos afines arbitrarios) prueba que Op(C) es un dominio
integro, pues es isomorfo a un subanillo de k[[X71,...,Xy]]. Por otro lado, si
C(P) es la union de las componentes irreducibles de C' que pasan por P, tras la
definicion 1.23 hemos visto que Op(C(P)) es isomorfo a Op(C'), luego también
es un dominio integro, y también sabemos que k[C(P)] C Op(C(P)), luego
kE[C(P)] también es un dominio integro, y esto exige que C'(P) sea irreducible,
pues si tuviéramos una descomposicion C'(P) = C1UCs en dos cerrados estrictos,
podriamos tomar Fy € I(C1)\I(Ca), F> € I(C2)\I(Ch), y entonces [Fi][F5] =0
en k[C(P)], pero [F1] # 0 # [Fb).

Asi pues, P pertenece a una tnica componente irreducible V' de C, luego
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donde hemos usado la definicion de dimensiéon local, la regularidad de P y
el hecho de que Op(C) es isomorfo a Op(V), y estos anillos determinan los
espacios tangentes correspondientes. Esto prueba que P es regular en V. La
otra implicacion es inmediata. [

El teorema anterior muestra que el concepto de punto regular de un conjunto
algebraico afin se reduce trivialmente al de punto regular de una variedad afin.
Sin embargo, el hecho de que esto sea asi no es trivial, y si hemos trabajado con
conjuntos algebraicos afines arbitrarios ha sido con el proposito de demostrar el
teorema siguiente sobre variedades:

Teorema 3.37 Si V C A" es una variedad afin absoluta de dimension d y
P € V(k) es un punto regular, en un entorno U C A™ de P, la variedad V estd
definida por n — d ecuaciones, es decir, existen Fy,...  F,_q € k[X1,...,X,]
tales que

VAU ={QeU | Fi(Q) = = Fu_a(Q) = 0}.

DEMOSTRACION: Pongamos que dimV = dim7pV = d y tomemos un
sistema generador I(V) = (F1,...,F,). En estas circunstancias, en los argu-
mentos previos al teorema 3.29, hemos visto que, reordenando las variables si es
preciso, se cumple (3.4). Sea C =V (Fy,...,F,_4), de modo que V .C C C A™.
Por (3.4) tenemos que TpC' C K™ esta definido por n — d ecuaciones lineales
linealmente independientes, luego dim TpC = d. Por otra parte, el teorema 3.15
nos da que dimp C > d, luego dimTpC < dimp C, y la desigualdad contraria se
da siempre, asi que dimp C' = dimTpC' = d, lo que significa que P es un punto
regular de C'. Por el teorema anterior C' tiene una tinica componente irreducible
(de dimensiéon d) que pasa por P y, necesariamente, dicha componente es V.

Sea C’ la union de las restantes componentes irreducibles de C, que es ce-
rrado en A™. Sea U = A™\ C’, de modo que P € VNU y claramente V N U
esta definido por n — d ecuaciones como indica el enunciado. [

El hecho de que los anillos Op(V) correspondientes a puntos regulares pue-
dan sumergirse en anillos de series formales de potencias tiene una consecuencia
muy fuerte: son dominios de factorizacion tnica. Para probarlo necesitamos un
resultado previo:

Teorema 3.38 Sea A un anillo noetheriano contenido en un anillo noetheriano
A con factorizacion unica. Supongamos que A tiene un unico ideal mazximal m
y A tiene un unico ideal mazimal m de modo que:

1. mA = m,
2. (m"A)NA=m" para todo n > 0,
8. para cada o € A y cada n > 0 existe a, € A tal que o — a,, € mrA.

Entonces A es también un dominio de factorizacion unica.
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DEMOSTRACION: Veamos que para todo ideal a C A se cumple (a/l)ﬁA =a.
Como A es noetheriano tenemos que a = (a1,...,a,). Sea x € (ad) N A.

(n)

Entones z = ) a;;, con o € A. Por c) existen elementos a; ’ € A tales que

o = al(n) + fi("), con fi(") e m"A. Sustituyendo en la expresion de x llegamos a
quex =a+¢,dondeacayé e m"A. Por lo tanto E=x—-ac ANm"A = m".
Concluimos que = € a +m" para todo n > 0, luego = € a por B.5.

Puesto que A es noetheriano, basta demostrar que todos sus elementos irre-
ducibles son primos. En primer lugar demostramos que si a, b € A, entonces
a|ben Asiysolosial|ben A En efecto, si a | ben A hemos probado que
be An(a)A = (a), luego a | ben A.

Supongamos ahora que a es irreducible en A y que a | be, pero a t b. Basta
probar que a | ¢ (en A) A su vez, para esto basta probar que a y b son primos
entre si en A. En caso contrario, a = ya, b =3, con o, B, v € A de modo que
7 no es unitario y «, 8 son primos entre si. Entonces a8 — ba = 0.

Por hipotesis existen z,, y, € A, up, v, € m"A tales que a = z, + up,
B = yn+v,. Entonces ay, — bz, € ((a,b)m™A)NA = (a,b)m". Por consiguiente,
ayn, — bz, = at,, + bs,, con s, t, € m". Reordenando, a(y, — t,) = b(z, + sn),
luego a(yn - tn) = B<xn + sn) R

Como « 'y 8 son primos entre si, tenemos que z,,+s, = a\, con A € A. Por el
teorema B.5 sabemos que la interseccion de los ideales m™ es nula, luego existe un
minimo n suficientemente grande tal que o ¢ m"~!. Entonces z,, + s, ¢ m" ™!,
luego A ¢ m (pues a € m"~2). Esto significa que A es una unidad, luego
Zn + S | @y, de aqui, x,, + s, | a. Digamos que a = (z,, + s, )h, con h € A.

De la igualdad a(y, — t,) = b(x, + s,) obtenemos que b = (y, + t,)h.
Estamos suponiendo que a es irreducible en A y que no divide a b, luego h ha
de ser una unidad en A. Concluimos que (a) = (z,, + s,) = (a), luego v es una
unidad, y tenemos una contradiccion. L]

Teorema 3.39 SiV es una variedad y P € V (k) es un punto regular, entonces
Op(V) es un dominio de factorizacion dnica.

DEMOSTRACION: El teorema 3.35 nos permite considerar a Op(V) como
subanillo del anillo de series formales de potencias Op(V) = k[[X1,..., X,]].
S6lo hemos de comprobar que se cumplen las hipotesis del teorema anterior.
Ciertamente Op(V) y Op(V) son ambos noetherianos y tienen un tnico ideal
maximal mp y mp, respectivamente. Ademas O p(V) es un dominio de factori-
zacién dnica.

De la definicién 3.33 se sigue que los elementos de mp tienen series de Taylor
en mp. Esto prueba la inclusion mpép(V) C mp. Ademés mp = (X1,...,X,)
y las indeterminadas X; son las series de Taylor de los parametros x;, luego
estdn en mp y tenemos la igualdad. Més en general, de aqui se sigue que
mp =mpO0p(V).

Un elemento a € (m0p(V)) N Op(V) es una funcién cuya serie de Taylor
no tiene términos de grado menor que n, luego por la definicion de la serie de
Taylor se cumple que o € m%.
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Finalmente, a cada serie de O p(V) le podemos restar la serie finita formada
por sus términos hasta grado n — 1 (que es la serie de Taylor de una funcién de
Op(V)) v asi obtenemos una serie de m’. "

De la prueba de los dos tltimos teoremas podemos extraer una conclusion
de interés en si misma:

Teorema 3.40 Sea V una variedad, sea P € V (k) un punto regular y conside-
remos la aplicacion 7 : Op(V) — k[[ X1, ..., X,]] que a cada funcion le asigna
su serie de Taylor respecto a un sistema de pardmetros prefijado. FEntonces,
para cada r > 0 se cumple que

mp ={a € 0p(V) | v(r(a)) > r}.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema anterior hemos obtenido que
mp = mpOp(V), mientras que en la prueba de 3.38 hemos demostrado que
(aA) N A = a. Combinando ambos hechos concluimos que

mp N Op(V) =mp.
Esto equivale a la relaciéon del enunciado. [

Como aplicaciéon demostramos lo siguiente:

Teorema 3.41 Sea ¢ : V. — W una aplicacion regular entre variedades, sea
PeVk yQ = o&P) € W(k). Sean t1,...,tm Yy Z1,...,2Z, sistemas de
pardmetros locales en Py Q) respectivamente. Para cada oo € Og(W), se cumple

7(¢(a)) = T(a)(7(d(21)), ..., T($(n))

).
DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que 5(7961) € mp(V), luego
v(7(é(x;))) > 1. De aqui se sigue facilmente que 7(a)(7(p(x1)),...,7(P(xr)))
(entendido como el limite de las sumas parciales de 7(a) evaluadas en las series

7(¢(x;))) es convergente. En este sentido hay que entender el miembro derecho
de la igualdad del enunciado.

Consideremos el diagrama siguiente:

KlIX0, - X)) = Fl(TL, - T

donde (F) = F(r(¢(x1)), ..., 7(é(x,))). Para probar el teorema basta demos-
trar que es conmutativo.

Como 7 y ¢ son k-homomorfismos de anillos, si F(z1,...,2,) € k[21,...,2y]
tenemos que

T((F(x1,...,20))) = F(1(¢(21)), - ., 7(d(2n)))
=y(F(X1,...,Xpn)) =0 (F(t1,...,t
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Asi pues, el diagrama conmuta sobre k[z1, ..., z,]. Siidentificamos Og(W)y
Op (V) con sus imagenes en los anillos de series de potencias tenemos que el anillo
klx1,...,2,] se corresponde con k[ X1, ..., X,], que es denso en k[[X1,..., X, ]].
Hemos demostrado que la aplicacion correspondiente con ¢ a través de la identi-
ficacion coincide con |, wy sobre k[Xy, ..., X;]. Si demostramos que ambas
son continuas, entonces seran iguales.

Teniendo en cuenta que ambas conservan las sumas, basta probar que son
continuas en 0, para lo cual a su vez basta ver que

v(d(@)) Zv(a),  v((F)) = v(F).

La segunda desigualdad es obvia (teniendo en cuenta que v(7(¢(x;))) > 1).
La primera, escrita sin identificaciones, es v(7(¢())) > v(7(«)). Por el teorema
anterior esto equivale a

a € my = d(a) € mp,

lo cual también es obvio. u

Definiciéon 3.42 Sea V una variedad, P € V (k) un punto regular y x4, ..., 2,

un sistema de parametros locales en P. Entonces dpx1,...,dpx, es una base
del espacio cotangente TpV* = mp/m%. Representaremos por

0 0

— ..., =—| €TpV

0z1 | p 0y | p

a su base dual.
Si f € Op(V) y su serie de Taylor es

T(f):f(P)+a1X1++aan+,

entonces f — f(P) — a1xy — -+ — a,x, € m%, luego
of 0 0
= - P = —
5ur| .= | W~ IPD) = G| et
= 9| (adpay 4+ andpan) = a
o 8331 P 1P n@Pdn) = G

Asi pues, la derivada parcial respecto a x; asigna a cada funcion f el coefi-
ciente de X; en su serie de Taylor o, equivalentemente, el término independiente
de la derivada formal respecto de X; de dicha serie.

3.4 Inmersion de variedades

Como muestra de la forma en que la nocién de dimensién puede usarse
en razonamientos geométricos vamos a probar un resultado sobre inmersion
de variedades regulares en espacios proyectivos. Necesitaremos varios hechos
previos, todos ellos de interés en si mismos.
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Teorema 3.43 Sea ¢ : V. — W wuna aplicacion regular y suprayectiva entre
variedades V- y W de dimensiones m y n respectivamente. Entonces n < m y
ademds:

1. Para cada P € W, las componentes irreducibles de la fibra ¢—1[P] tienen
dimension > m —n.

2. Eziste un abierto U C W no wvacio tal que para todo P € U se cumple
dim¢~[P] =m —n.

DEMOSTRACION: Como ¢ permite identificar a k(7W) con un subcuerpo de
k(V), es claro que n < m.

Para probar 1) empezamos aplicAndole a W el razonamiento empleado al
prm(:lplo de la prueba de 3.9, con lo que obtenemos un conjunto algebraico
finito W" =W N Z, donde Z es el conjunto de ceros en W de un conjunto de
n formas. Mas atn, la construccion de estas formas permite exigir que no se
anulen en P, con lo que P € W N Z. Tomamos un entorno afin U de P tal que
WNZNU = {P}. Podemos sustituir W por U en W y V por ¢—1[U] sin alterar
la fibra ¢~1[P]. De este modo podemos suponer que W C A" es afin y que P
es el conjunto de ceros en W de n funciones fi,..., f, € k[W].

Entonces ¢~1[P] es el conjunto de puntos de V donde se anulan simultédnea-
mente las funciones ¢(f;) € k[V], luego el teorema 3.15 implica que cada com-
ponente de ¢~![P] tiene dimension > m — n.

Para probar 2) empezamos aplicando el teorema 2.68, que nos da un abierto
afin U en W tal que U’ = ¢~ 1[U] es afin. Equivalentemente, podemos suponer
que V y W son variedades afines. A través de ¢ podemos identificar a k[W] con
un subanillo de k[V]. Asi mismo, k(W) C k(V).

Sea k[W] = klws,...,wy], k[V] = k[v1,...,va]. El grado de trascenden-
cia de k(V) sobre k(W) es m — n. Podemos suponer que v1,...,Vm—y, SON
algebraicamente independientes sobre k(W). Los otros generadores cumpliran
relaciones

Fi(vi, 01,y U, W1, - .., wpr) = 0, i=m-n+1,...,N.
Consideramos a F; como polinomio en v;,v1,...,Um_n con coeficientes en
klwy,...,wp]. Ha de haber al menos un coeficiente que no sea idénticamente

nulo en W. Sea C; el subconjunto algebraico de W donde se anula dicho co-
eficiente. Llamamos D a la unién de los C;, que es un subconjunto algebraico
propio de W. Su complementario U es un abierto no vacio.

Sea P € U y X una componente irreducible de ¢~*[P]. Sea #; la restriccion
de v; a X. Asi k[X] = k[v1,...,0p]. Se cumple

Fi(;, 01,y Om—m, w1 (P),...,wpr(P)) =0, i=m-n+1,...,N,

y los polinomios F;(X;, X1, ..., Xp—n, w1 (P),...,wp (P)) no son idénticamente
nulos, pues cada uno de ellos tiene al menos un monomio no nulo. Esto prueba
que los v; son algebraicamente dependientes de vy, ..., Uy—n, luego se cumple
dim X < m — n. Por el apartado anterior tenemos la igualdad, de modo que
para todo P € U se cumple que dim ¢~ 1[P] = m — n. =
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De aqui se sigue un criterio 1til para probar que un conjunto algebraico es
irreducible:

Teorema 3.44 Sea ¢ : V — W una aplicacion reqular entre variedades pro-
yectivas, sea C C 'V cerrado tal que Wy = ¢[C] es irreducible y para cada
P e Wy, las fibras ¢>|51 [P] son irreducibles y de la misma dimension. Entonces
C' es irreducible.

DEMOSTRACION: Sea C' = Cy U ---UC, la descomposiciéon de C' en com-
ponentes irreducibles. Por el teorema 2.49, cada ¢[C;] es cerrado y, como W)
es irreducible, existe un ¢ tal que Wy = ¢[C;]. Llamemos n a la dimension de
las fibras de ¢|c. Para cada i tal que ¢[C;] = Wy, el teorema anterior nos da
un abierto U; C Wy de modo que las fibras ¢|5} [P] con P € U; tienen todas
la misma dimension n;. Si ¢[C;] # Wy definimos U; = Wy \ ¢[C;]. Tomemos
PeUn---NU,. Como ¢|;'[P] es irreducible, ha de ser ¢|;'[P] C C; para
cierto 4, digamos ¢ = 1. En particular P € Uy N ¢[C}], luego ¢[Cy] = W,

Claramente ¢|;'[P] = q§|511 [P], luego n = ny. Si P € Wy es arbitrario,
tenemos que (b|511 [P] C ¢|5'[P]. La primera fibra es no vacia y por el teorema
anterior tiene dimension > ny, luego ha de ser ¢|'[P] = ¢|511 [P]. Esto implica
que C = (' es irreducible. [

Como aplicacién de este teorema introducimos la variedad tangente de una
variedad proyectiva regular:

Definicion 3.45 Si V' C P" es una variedad proyectiva regular, se define la
variedad tangente de V' como el conjunto

TV ={(P,Q) e VxP"|QeTpV}.

Es claro que TV es un conjunto algebraico (sobre k), definido por las ecua-
ciones (3.3). La proyeccion 7 : V x P — V es regular y las fibras de 7|7y son
las variedades tangentes de V' en cada punto. Ciertamente son irreducibles vy,
por hipoétesis, todas tienen la misma dimension dim V. Por el teorema anterior
concluimos que T'V es una variedad proyectiva. El teorema 3.43 nos da ademés
que

dimTV = 2dim V.

Seguidamente damos una condicién para que una aplicacién regular sea un
isomorfismo:

Teorema 3.46 Sea ¢ : V — W wuna aplicacion finita biyectiva entre varieda-
des. Entonces ¢ es un isomorfismo si y solo si para todo P € V la diferencial
dp¢ : TpV — Typ)W es inyectiva.

DEMOSTRACION: 9 : W — V la aplicacion inversa. Hemos de probar que
es regular. Fijamos Q € W. Sea P = ¢(Q). Por definicion de finitud, @Q tiene
un entorno afin U tal que U’ = ¢~1[U] es afin y |y : U' — U es finita. Basta
probar que 9|y es regular en Q). Equivalentemente, podemos suponer que V' y
W son afines.
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Recordemos que dp¢ es la aplicacion dual de ¢ : mg/ mé — mp/m%. Por

hipétesis dp¢ es inyectiva, luego ¢ es suprayectiva. Asi, si mg = (ag,...,ax),
entonces ¢(a1) + mp, ..., ¢(ax) + mp generan mp/m%. Por el teorema B.3
resulta que mp = (¢(ay),...,d(ag)). En otras palabras:

mp = ¢[mglOp(V).

Veamos que Op(V) es un Og(W)-moédulo finitamente generado. Por la fi-
nitud de ¢ y el teorema [TAl 2.14] tenemos que k[V] es un k[W]-modulo fi-
nitamente generado, luego basta probar que todo elemento de Op(V) puede
expresarse en la forma a/¢(8), donde a € k[V] y 8 ¢ mg.

En principio, un elemento de Op(V) es de la forma v/, con v, § € k[V],
§ ¢ mp. Basta encontrar 8 € k[W], 8 ¢ mg tal que ¢(3) = Je, con € € k[V].
De este modo, v/6 = (ve) /().

Sea Vp = {R € V | §(R) = 0}. Claramente Vj es cerrado en V y por el
teorema 2.62 tenemos que @[Vp] es cerrado en W. Como ¢ es biyectiva @ ¢ ¢[V].
Por lo tanto, existe una funcion n € k[W] que se anula en ¢[Vj] pero n(Q) # 0.
Entonces ¢(n) se anula en Vg y ¢(n)(P) # 0.

Digamos que ¢(n) = [F], § = [G], de modo que

Fel(Vo) =1(V(I(V),G)) = rad(I(V), G),

luego FN € (I(V),G) para cierto N > 0. Tomando clases ¢(n™) € (5). Asi
pues, llamando 8 = ¥ tenemos que ¢(3) = de como queriamos.

Ahora podemos aplicar B.3 a Op(V) como Og(W)-médulo. Tenemos que
Op(V)/d(mg)0p(V) = Op(V)/mp(V) = k, luego el cociente esta generado
por la clase de la funciéon constante 1. Concluimos que también Op (V) esta
generado por la funcién 1 sobre Og (W), es decir, que Op(V) = ¢[Og(W)].

Sea k[V] = (a1, ... aO‘m>k[W]' Como «a; € Op(V), se cumple que a; = ¢(5;),
con f; € Og(W). Sea W, un abierto principal de W entorno de @ (para un
v € k[W]) tal que todas las f3; sean regulares en W,. Asi,

KVa) = (8B, - 8(Bim)) ) = SIRIVA]].

Esto prueba que ¢|V¢3(w) 1 Vg(y) — Wy esun isomorfismo (pues induce un
isomorfismo entre los anillos de funciones regulares). Como W, es un entorno
de @, esto implica que 1 es regular en Q. m

Vamos a usar este teorema en el siguiente caso particular:

Teorema 3.47 Sea V C PV wuna variedad proyectiva regular y P € PN \V un
punto racional que no pertenezca a la variedad tangente de V' en ningin punto
y tal que cada recta que pasa por P corte a V a lo sumo en un punto. Entonces
la proyeccion w: V — PN~1 de centro P es un isomorfismo en su imagen.

DEMOSTRACION: Podemos tomar un sistema de referencia en el que P tenga
coordenadas (1,...,1). Si identificamos P¥~! con el hiperplano Xyi1 = 0,
entonces la proyeccion w viene dada por 7(z) = (x; — xn41) (véase 2.63).
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Por el teorema 2.49, el conjunto W = 7[V] es cerrado, y es irreducible porque
una descomposicién en cerrados daria lugar a otra de V. Vamos a ver que se
cumplen las condiciones del teorema anterior. Sabemos que las proyecciones son
aplicaciones finitas.

También se cumple que 7 es biyectiva. Notemos que cada @Q € V esta en
la interseccion con V' de la recta que pasa por Py 7(Q). En efecto, si @ tiene
coordenadas (z1,...,ZN+1), entonces la recta que pasa por Py @ esta formada
por los puntos de coordenadas

AL, D) +pl, . N, A€ k.

La interseccion de esta recta con PV ~! es el punto determinado por la ecua-
cion A+pzyi1 = 0. De aqui se sigue que i # 0 y que el punto tiene coordenadas

(,U(J)l - 1‘N+1), ey U(mN - $N+1), 0)

Ciertamente este punto es m(Q). Si 7(Q) = 7(Q’), entonces la recta que
pasa por Py este punto corta a V en Q y en Q’. Por hipotesis Q = Q'.

Finalmente veremos que la hipotesis sobre las variedades tangentes implica
que la diferencial de 7 en cada punto @ es inyectiva. En primer lugar supon-
dremos que @ satisface xxy1 # 0, con lo que podemos tomar un vector de
coordenadas de la forma @ = (by,...,bn,1). Luego veremos que con esto no
perdemos generalidad. Como @ € V' 'y P ¢ V, ha de ser Q # P, luego podemos
suponer que by # 1.

Sea V! =V NAN ysean' : V! — AN! la restriccion de 7, dada por

—1 -1
ﬂ’(xl,...,xN)—<x1 ..,le >

.%‘N—lv' .’L‘N—l

Ahora 7' es una funcion racional definida en el abierto xy # 1. Sea
R = 7(Q). Supongamos que do7 : (mg/m)* — (mg/m%)* no es inyectiva.
Entonces existe o € (mQ/mQQ)* no nulo tal que dgom(a) =Toa =0.

Por otra parte, tenemos el isomorfismo df, : (TQV')** — (mg/mg)*, de
modo que existe 3 € Tp(V’)*™ no nulo tal que a = dg,(B). Por el isomorfismo
canonico entre Tg(V') y su bidual, existe un T € ToV’, T # Q, tal que, para
todo v € To(V")*, se cumple B(y) = v(T).

Combinando todo esto, si f € mpg, tenemos que 7([f]) € mQ/mé y

0= a(@([f]) = do(B)(7([f]) = Blde(7(f)) = do(7(f)(T).

Si R=(di,...,dn—1), aplicamos esto a las funciones f;(z) = z; — d; € mp,
de modo que do(7(f;))(T) = 0. Vamos a calcular esta diferencial. En primer
lugar,

xi—l bi—l _(bN—1)(%‘1‘—1)—(@‘—1)(1‘]\[—1).

ﬁ(fi):xN—l_bel_ (bny —1)(zny — 1)




3.4. Inmersién de variedades 129

Por lo tanto,

do(r(f) = L= D= &)N —_(zii); ey ~by)

La igualdad dg(7(f;))(z) = 0 equivale a

(bN — 1)(331 — bz) = (bl — 1)(3?]\] — bN)

Cuando i =1,..., N — 1, estas ecuaciones determinan la recta que pasa por
Py Q. Asi pues, hemos probado que existe un punto I' € ToV', T # @ que
esta en la recta que une P y @ o, equivalentemente, P esta en la recta que pasa
por dos puntos de TV, lo cual implica obviamente que P € TV’ C TgV,
contradiccion.

Llamemos AY al complementario del hiperplano H; dado por x; = 0 y sea
V; =V NAN. Sea m; : V. — H; la proyeccién dada por

7TZ(CE) = (1’1 — Ljyee oy TNH1 — :L'z)

El argumento anterior prueba en realidad que si Q) € V;, entonces dgm; es
inyectiva. Ahora bien, es facil ver que m = m; o w|p,, pues si L es la recta que
une a Py @, tenemos que 7(Q) = LN Hy11, m1(Q) = LN Hy y w(7m1(Q)) es
el punto donde la recta que pasa por Py 71(Q) —o sea, L— corta a Hyy1, 0
sea, 7(Q).

Es facil ver que 7|g, : H; — Hy41 es un isomorfismo, de modo que pode-
mos concluir que dom = dgmy o dr, ()7|u, es inyectiva. n

Con esto podemos probar:

Teorema 3.48 Sik es infinito, toda variedad proyectiva regular de dimension n
es isomorfa a una subvariedad de P21,

DEMOSTRACION: Sea V' C PY una variedad proyectiva regular de dimen-
sion n. El teorema quedara probado si, bajo la hipotesis de que N > 2n + 1,
encontramos un P € PV (k) en las condiciones del teorema anterior. En efecto,
si existe tal P, entonces V es isomorfa a su imagen por la proyeccion 7, que es
una subvariedad de P71, y podemos repetir el argumento hasta sumergir V
en P2n+1.

Sea C C PN xV x V el conjunto de todas las ternas de puntos colinea-
les. La colinealidad de tres puntos equivale a que sus coordenadas homogé-
neas sean linealmente dependientes, lo cual equivale a que ciertos determinan-
tes sean nulos, luego C' es un conjunto algebraico. Consideremos la proyecciéon
7PV XV XV —VxV.SiU={(Q1,Q:) €V xV | Q1 # Q2}, entonces,
para todo (Q1,Q2) € U, se cumple que 7|5'[(Q1,Q2)] = L x {(Q1,Q2)}, donde
L es la recta que pasa por Q1 y Qq. En particular 7|5'[(Q1, Q2)] es irreducible
de dimensién 1.

No podemos aplicar el teorema 3.44 porque esto tendria que ocurrir para
todos los puntos de V x V' y no s6lo para los del abierto U. No obstante, si
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repasamos la prueba concluimos que en esta situacion? existe una componente

irreducible C; de C tal que n[C1] =V x V y 7|5 [U] C C. Por el teorema 3.43
tenemos que dim Cy < 2n + 1.

Consideramos la otra proyeccion 7’ : PN xV x V. — PY. Por 2.49, se
cumple que 7'[C] es cerrado. Por 3.43 sabemos ademas que dim 7' [Cy] < 2n+1,
luego el abierto U; = PV \7’'[C4] no es vacio.

Ahora observamos que si P € U, entonces P ¢ V, o de lo contrario
(P, P,Q) € U, para cualquier Q € V, Q # P, y tendriamos P € 7'[U] C «'[C4].
Ademaés una misma recta que pase por P no puede cortar a V en dos puntos
distintos Q1 y @2, pues entonces (P,Q1,Q2) € U y llegariamos a la misma
contradiccion.

Consideremos ahora la proyeccion 7 : V x PN — PV, Aplicando de nuevo
el teorema 3.43 vemos que dim 7[T'V] < 2n, luego Uy = P \m[TV] es un abierto
no vacio. Si P € U,, entonces P no pertenece a ninguna variedad tangente de
ningtn punto de V. Por 2.9 podemos tomar un punto racional P € Uy NUs, y
éste cumple las condiciones del teorema anterior. L]

El ejemplo de la pagina 107 muestra que la hipétesis de regularidad no puede
suprimirse en el teorema anterior.

3.5 Curvas algebraicas

Terminamos el capitulo con algunos resultados especificos para variedades
de dimensioén 1, es decir, para curvas. La mayoria de ellos sélo admiten genera-
lizaciones parciales a dimensiones superiores.

Puntos regulares El teorema 3.39 afirma que si P es un punto regular de
una variedad V' entonces el anillo Op(V') es un dominio de factorizaciéon unica.
En el caso de curvas podemos probar que es un dominio de ideales principales
y, de hecho, esto resulta ser una caracterizaciéon de la regularidad. En primer
lugar demostramos lo siguiente:

Teorema 3.49 Un punto racional P de una curva V es reqular si y sdlo si el
ideal mazimal mp de Op(V') es principal. En tal caso, los generadores de mp
son los pardmetros locales en P.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 3.32, en virtud del cual
todo parametro local genera mp. Supongamos ahora que mp = (z) y veamos
que my,/m% = ([z]),, con lo que dimmp/m% = 1y P sera regular.

Todo o € mp es de la forma a = Sz, con § € Op(V). Sea B(P) =a € k, de
modo que 8 — a € mp, luego 5 — a = vz, para cierto v € Op(V). En definitiva
tenemos que a = Bz = az + vz?, luego [a] = a[z] € ([z]),.

Falta probar que todo generador de mp es un parametro local. Ahora bien,
z € Op(V) es un parametro local si y sélo si x € mp y x ¢ m%. Es claro que si

4En el momento en que se toma P € Uy N---N U, hay que exigir también P € U.
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2 cumple esto y € es una unidad de Op(V'), entonces ex cumple lo mismo, luego
todos los generadores de mp son parametros locales en P. m

Este teorema junto con 1.24 implica que si P es un punto racional regular de
una curva, entonces el anillo Op(V') es un dominio de ideales principales. Basta
tener en cuenta el teorema siguiente:

Teorema 3.50 Sea A un anillo noetheriano con un unico ideal maximal m. Si
m es principal, entonces A es un dominio de ideales principales.

DEMOSTRACION: Sea m = (7). Veamos que todo elemento no nulo de A es
de la forma o = en™, donde € es una unidad y n > 0.

Si « es una unidad, es de esta forma con n = 0. En caso contrario o € m,
pues (o) # 1 y m es el tnico ideal maximal. Asi pues, &« = a7, para cierto
a; € A. Si oy tampoco es una unidad, entonces a; = aom, luego a = a2,
para un cierto ag € A. Como A es noetheriano, la cadena de ideales

(@) C () C(az) C--

no puede prolongarse indefinidamente, luego hemos de llegar a una factorizaciéon
a = a,m" en la que a, sea una unidad. La expresion es unica, pues n esta
determinado por « como el tnico natural tal que (o) = m™. Definimos v(a) = n,
de modo que claramente v(af3) = v(a) + v(B) (para «, 8 € A no nulos). El
mismo argumento con que hemos probado el teorema B.9 justifica que A es
un dominio euclideo con la norma v. En particular es un dominio de ideales
principales. [

Una propiedad notable de las curvas es la siguiente:

Teorema 3.51 SiV es una curva, W es una variedad proyectivay ¢ : V. — W

es una aplicacion racional, entonces ¢ es regular en todos los puntos regulares
de V.

DEMOSTRACION: Digamos que W C P", sea U C V el abierto donde ¢
es regular como aplicacion en W y sea U’ el abierto donde es regular como
aplicacion en P™. En principio U C U’, pero es facil ver que ¢[U’] C ¢[U] C W,
luego ¢ es regular como aplicacion ¢ : U’ — W (teorema 2.36). Asi pues,
U = U’, luego podemos suponer que W = P™.

Sea P un punto regular de V. Podemos suponer que P € U = ¢ 1[A"]
y basta probar que la restriccion de ¢ a U es regular en P. Por 2.53, dicha
restriccion es de la forma ¢(X) = (a1 (X), ..., an(X),1), con ay,...,a, € k(U).
Teniendo en cuenta que k(U) es el cuerpo de fracciones de Op(U) = Op(V),
podemos multiplicar por un factor adecuado para que

P(X) = (a1 (X), .., an (X)),

donde a1,...,ap+1 € Op(V) no tienen ningtan factor primo en comtn. En
particular no se anulan todas en P, pues en tal caso tendrian como factor comiin
a un parametro local en P. Asi pues, ¢(P) esta definido. n




132 Capitulo 3. Dimensién

Teorema 3.52 Si dos curvas proyectivas regulares son birracionalmente equi-
valentes, entonces son isomorfas.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : V — W una aplicacién birracional entre dos
curvas proyectivas regulares. Por el teorema anterior tenemos que ¢ y ¢! son
regulares en V' y W respectivamente, luego ¢o¢ ! es una aplicacion regular que
—al menos en un conjunto denso— coincide con la identidad. Por 2.46 tenemos
que es la identidad. Igualmente al revés. L]

Ejemplos Sabemos que la parabola (afin) Y = X2 es isomorfa a la recta Al
(porque es una grafica, véase el ejemplo 1 de la péagina 11). El isomorfismo
es una aplicacién birracional entre la parabola proyectiva y la recta P!, luego
ambas son isomorfas. En el ejemplo de la pagina 53 hemos visto que todas las
conicas son isomorfas, luego todas las conicas son isomorfas a P*.

La explosiéon de un punto descrita en el ejemplo de la pagina 77 es un caso de
aplicacion birracional sobre una superficie regular E' que no es regular en todos
los puntos de E. Méas aun, identificando E con P! x P!, tenemos que P! x P!
es birracionalmente equivalente a P2, pero ambas superficies no son isomorfas
pues, por ejemplo, el teorema 3.16 afirma que dos curvas cerradas en P? se
cortan necesariamente en algin punto, mientras que en P! x P! hay claramente
curvas cerradas disjuntas. L]

Veamos otra caracterizaciéon 1til de los puntos regulares:

Teorema 3.53 Un punto racional P de una curva V es reqular si y solo st el
anillo Op(V) es integramente cerrado.

DEMOSTRACION: Ciertamente, si P es regular entonces Op (V') es un domi-
nio de factorizacién tnica y los dominios de factorizacion tnica son integramente
cerrados (teorema [Al 3.35]). Esta implicacion es valida para variedades de cual-
quier dimension.

Supongamos ahora que Op(V') es integramente cerrado. Sustituyendo V' por
un entorno afin de P, podemos suponer que V es afin. Tomamos f € k[V] no
nula tal que f(P) = 0. Por el teorema 3.12 sabemos que f se anula en un
conjunto finito de puntos de V. Sustituyendo V' por un entorno afin de P que
no contenga a los demés puntos donde se anula f podemos suponer® que f sélo
se anula en P. Digamos que f = [F]. Si a € mp, entonces a = [G]/[H], donde
G(P) =0, H(P) # 0. Por lo tanto,

G € I({P}) = I(V(I(V), F)) = Rad(I(V), F),

luego existe un m > 0 tal que G™ € (I(V), F) y, por consiguiente, [G]™ € (f).
A suvez, ™ € (f). Simp = (21,...,2,), podemos encontrar un mismo nimero
natural k > 0 tal que z¥ € (f). Tomando m = kr concluimos que m’% C (f)

5Notemos que el entorno puede tomarse en la topologia de Zariski relativa a k, pues si P
tiene coordenadas a € k™ y Q # P tiene coordenadas £ € K", el polinomio minimo F;(X;)
de &; sobre k no se anula en a;, luego C = V(Fi,..., F,) es un cerrado que contiene a Q y
no a P.
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(pues un producto de m generadores ha de contener uno repetido k veces). Sea
m el minimo natural tal que m% C (f). Entonces existen aq,...,am_1 € mp
tales que 8 = a1+ am—1 ¢ (f) pero Bmp C (f). Llamamos v = f/5. Asi,
71 ¢ 0p(V) (o, de lo contrario, 3 =~"1f € (f)), y ademas y~tmp C Op(V).
Esto tltimo implica que v~ 'mp es un ideal de Op(V).

Por otra parte, v~ 'm, ¢ mp, pues en caso contrario el teorema [TAl 2.9]
implicaria que 7~! es entero sobre Op(V) y, como estamos suponiendo que
Op(V) es integramente cerrado, llegariamos a que y~! € Op(V), contradiccion.

Como mp es el tnico ideal maximal de Op(V), ha de ser v 'mp = Op(V),
lo cual equivale a que mp = (7). "

En el caso de curvas afines, este teorema tiene una version global.

Teorema 3.54 Si k es perfecto, una curva afin absoluta V' es regular si y sélo
st el anillo k[V] es integramente cerrado.

DEMOSTRACION: Observemos por una parte que V es regular si y solo si
todos los puntos de V' (k) son regulares. Esto se debe a que el conjunto C de
los puntos singulares de V' es algebraico (definido sobre k) y, por el teorema
de los ceros de Hilbert, un conjunto algebraico no vacio tiene puntos racionales
sobre k.

Por otra parte, el teorema 1.43 nos da que k[V] es integramente cerrado si
y so6lo si lo es k[V]. Estos dos hechos hacen que no perdamos generalidad si
suponemos que k = K.

Si V es regular, para probar que k[V] es integramente cerrado tomamos una
funcién « € k(V) entera sobre k[V] y vamos a ver que « € k[V]. Ahora bien,
trivialmente « es entera sobre cada anillo Op(V), con P € V, y por hipdtesis
a € Op(V). Asi pues, a es regular sobre cada punto de V, es decir, o € k[V].
(Notemos que esta implicacion vale para variedades de dimension arbitraria.)

Reciprocamente, supongamos que k[V] es integramente cerrado, tomemos
P €V y veamos que Op(V) es integramente cerrado.’ Dado « € k(V) entero
sobre Op(V'), tenemos que

a4+ a4+ 4ag =0,

para ciertos aq,...,a, € Op(V). Digamos que a; = u;/v; y sea d = vy -+ vy,
de modo que d € Op(V), d(P) # 0. Multiplicando la igualdad anterior por d"
obtenemos que 3 = da es entero sobre k[V], luego por hipotesis 5 € k[V], luego
a=p/deO0p(V). "

Regularizacion de una curva Ahora demostraremos que toda curva es
birracionalmente equivalente a una curva regular, que ademas es tunica salvo
isomorfismo si imponemos algunas restricciones, recogidas en la definicién si-
guiente:

6Esto es un hecho general: toda localizaciéon de un dominio integro integramente cerrado
es integramente cerrada.
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Definicién 3.55 Una regularizacion de una curva V es una curva regular V"
junto con una aplicacion r : V" — V finita y birracional.

En primer lugar probamos la existencia de regularizacion para curvas afines:

Teorema 3.56 Toda curva absoluta afin sobre un cuerpo perfecto tiene una
regularizacion, que es también afin.

DEMOSTRACION: Sea V una curva afin y sea A la clausura entera de k[V]
en k(V). Es claro que A es integramente cerrado. Vamos a probar que A es
un k[V]-mo6dulo finitamente generado. Como la extension k(V)/k es separable,
podemos tomar una base de trascendencia x de k(V') sobre k tal que z € k[V] y
la extension k(V)/k(x) es finita separable. Tenemos que k[z] C k[V] C A, luego
A es la clausura entera de k[x] en k(V'). Por el teorema [TAl 2.17] concluimos
que A es un k[z]-moédulo finitamente generado, luego también un k[V]-moédulo
finitamente generado, como queriamos probar.

Uniendo un generador de A sobre k[V] con un generador de k[V] sobre k
obtenemos que A = k[z1,...,xy,], para ciertos x1,...,2, € A. En la prueba del
teorema 1.43 hemos visto que la clausura entera de k[V] en k(V) es el 4lgebra
A=kA=E[zy,...,2,].

Claramente, A = k[Xy,...,X,]/I, donde I es el nicleo del epimorfismo
dado por X; + z;. Como I es un ideal primo (porque A es un dominio integro),
vemos que V" = V(I) es una variedad absoluta y k[V"] = A. Mas atin, V" es
una curva, pues el cuerpo de cocientes de A es k(V), cuyo grado de trascendencia
sobre k es 1. Ademas V" es regular, pues A es integramente cerrado. Vamos
a probar que V" esta definida sobre k y que k[V"] & A. Por el teorema 1.38,
basta ver que V" es invariante por G(K/k).

Ahora bien, tenemos que F' € I siy solo si F(zq,...,2,) = 0y, como los
x; € k(V) son invariantes por G(K/k), es claro que F € I si y solo si F7 € I,
para todo o € G(K/k), de donde se sigue a su vez que o[V"] = V". Asi pues,
I,(V") =INk[Xy,...,X,], de donde se sigue que

E[VT) = k[X1,. .., Xu]/I(V") = A.

La inclusion k[V] C A = k[V"] induce una aplicacién finita r : V7" — V y el
teorema 2.56 nos da que es birracional. L]

De aqui pasamos al caso general:

Teorema 3.57 Toda curva absoluta sobre un cuerpo perfecto tiene una requla-
712aC10M.

n
DEMOSTRACION: Sea V una curva absoluta y sea V' = |J U; un cubrimiento
de V por abiertos afines. i=1
Sea r; : U’ — U; una regularizacion de U;, que existe por el teorema
anterior. Sea V; la clausura proyectiva de U;. Tomemos un abierto afin Uy
contenido en todos los abiertos U;, que no contenga puntos singulares de V' y
tal que 7; se restrinja a un isomorfismo [y Ué — Up.
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La composicion r; o 7"]»_1 restringida a U§ se extiende a una aplicacién birra-
cional ¢;; : Ul — Vj. El teorema 3.51 nos da que ¢;; es regular. Sea W = [[V;
y ¢; : U — W dada por g

¢i(P) = (¢i1(P), ..., pin(P)).

Definimos V" = |J ¢;[U]]. Vamos a probar que V" es una curva (cuasipro-
yectiva). i

Observemos que X = ¢;[U%] = {(r{'(P),...,r; (P)) | P € Uy} es una
curva isomorfa a Uy (independiente de i) tal que X C ¢;[U/] C X. Para probar
la dltima inclusién tomamos un punto @ € U] y un abierto U en W tal que
$:(Q) € U, y hemos de probar que U N X # @. En efecto, ¢; '[U] es abierto
en U (no vacio) al igual que U?, luego ¢; '[U] N UY # @ vy, por lo tanto,
UNX # 2.

Por consiguiente, X C V" C X. Como X \ X es finito, lo mismo sucede con
X \ V", luego V" es abierto en la curva proyectiva X, luego V" es una curva
cuasiproyectiva. Notemos que, por el mismo motivo, cada ¢;[U]] es abierto en
X y, por consiguiente, en V.

Veamos ahora que V" es regular. Para ello basta probar que cada ¢;[U]] es
regular, pues todo punto de V" esta contenido en uno de estos abiertos. A su
vez basta ver que ¢; es un isomorfismo en su imagen. Ciertamente es regular, y
su inversa es la proyeccion sobre V;, pues ¢;; : Ul — V; es la identidad en U,
luego es la identidad en todo U} .

Sea ahora 7/ : ¢;[Uf] — V la aplicacion 7 = ¢; ' or;. Segin acabamos
de comentar, (b;l es simplemente la proyeccion i-ésima, luego r, es regular.
Ademas todas las aplicaciones 7} coinciden en X. Por el teorema 2.46, dos
cualesquiera de ellas coinciden en su dominio comtn, luego entre todas inducen
una aplicaciéon regular r : V7 — V. De hecho es birracional, pues se restringe
a un isomorfismo entre X y Up. Por ultimo, la finitud de las aplicaciones r;
implica claramente la finitud de cada r;, y de aqui se sigue la finitud de r, pues
r coincide con una r; en un entorno de cada punto.

Asi pues, 7 : V" — V es una regularizacion de V. [

La unicidad de la regularizacién de una curva es consecuencia del teorema
siguiente, més general:

Teorema 3.58 Sea r: V" — V una regularizacion de una curva V sobre un
cuerpo perfecto y sea ¢ : W — V' una aplicacion regular densa definida sobre
una curva reqular W. Entonces existe una aplicacion regular ¥ : W — V7" tal

que Y or = ¢.

DEMOSTRACION: Supongamos primeramente que las tres curvas son afines.
A través de ¢ podemos considerar k[V] C k[W] y a través de r que k[V] C k[V"]
y k(V) = Ek(V"). Asi, todo a € k[V"] es entero sobre k[V] y, en particular, sobre
E[W]. Ademés a € k(V) C k(W). Como W es regular, k[W] es integramente
cerrado, luego concluimos que « € k[W]. Asi pues, k[V] C k[V"] C k[W]. La
segunda inclusiéon determina una aplicaciéon 1) que cumple el teorema.
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En el caso general, para cada P € W tomamos un entorno afin U de ¢(P)
tal que U” = r~1[U] sea afin y la restriccién de r sea finita (es claro entonces
que U" es una regularizacion de U). Tomemos un entorno afin U’ de P tal que
U’ C ¢~ !U]. Como los abiertos en las curvas son cofinitos, podemos cubrir
W por un namero finito de abiertos Ui, ..., U}, en estas condiciones. Por la
parte ya probada, existen aplicaciones regulares v¢; : U; — U] que cumplen
;or = ¢. Basta probar que dos de ellas coinciden en su dominio comtn. Ahora
bien, si Uy C V" es un abierto donde r es un isomorfismo (tal que cada punto
de r[Up] tiene una tnica antiimagen en V") y U} = ¢~ 1[r[Up]], entonces dos
aplicaciones 1; y v; coinciden sobre los puntos del abierto U; N U; N Ug. En
efecto, si () esté en este conjunto, entonces

r(i(Q)) = r(¥;(Q)) = ¢(Q) € r[Uo],

luego 1;(Q) = 1;(Q) = r~1(¢(Q)). Por lo tanto las aplicaciones v; inducen una
aplicaciéon ¥ que cumple el teorema. L]

Como consecuencia:

Teorema 3.59 Sir : V' — V y v’ : V'™ — V son reqularizaciones de

una misma curva V', entonces existe un isomorfismo v : V' — V' tal que
!/

Yor =r.

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema anterior obtenemos una aplicacion
regular ¢ que cumple el enunciado, pero también una aplicacion ¢’ : V" — V"
regular que cumple 1)’ or = r’. Basta ver que son inversas, pero 1) o4’ coincide
con la identidad en un abierto, luego es la identidad, y lo mismo vale para 1)’ o).

u

Es claro que la regularizacién de una curva puede obtenerse por restriccién
de la regularizacion de su clausura proyectiva, por lo que la existencia de la
regularizacién de una curva proyectiva contiene el caso general. Respecto a
ésta, podemos precisar un poco mas:

Teorema 3.60 La reqularizacion de una curva proyectiva es proyectiva.

DEMOSTRACION: Sea V una curva proyectiva y r: V" — V su regulariza-
cion. Si V" no es proyectiva, llamamos W a su clausura proyectiva y tomamos
P € W\V". Sea U un entorno afin de P en W. La regularizacion v’ : U" — U
se restringe a un isomorfismo entre un abierto de U™ y un abierto de V", luego
¢ = 1’ or determina una aplicaciéon birracional ¢ : U" — V. Como V es
proyectiva, concluimos que ¢ es regular, es decir, esté definida en todo U™.

Por 3.58 existe una aplicaciéon regular ¢ : U" — V7 tal que ¥ o1 = ¢. Asi
1 y 7’ coinciden sobre un abierto, luego v = 7/, pero entonces

PeU=/U]=9yU]CV",

contradiccién. -
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En particular tenemos que toda curva proyectiva es birracionalmente equiva-
lente a una curva proyectiva regular (tinica salvo isomorfismo). El teorema 3.48
muestra que (si el cuerpo es infinito) la regularizacion puede tomarse contenida
en P3. El ejemplo de la pagina 272 muestra una curva proyectiva plana que no
es birracionalmente equivalente a ninguna curva proyectiva plana regular.

En el ejemplo de la pagina 77 hemos visto que la regularizaciéon de la curva
“alfa” puede obtenerse a través de la explosion de su punto singular. Es posible
demostrar en general que la regularizaciéon de una curva puede obtenerse me-
diante un ntmero finito de explosiones de sus puntos singulares, pero no vamos
a entrar en ello.

Terminamos con una observaciéon sobre la regularizaciéon r : V7 — V de una
curva V: los puntos regulares de V tienen una tnica antiimagen. En efecto, por
el teorema 3.27 sabemos que el conjunto U de los puntos regulares de V' es un
abierto. Entonces, la restriccion r|,—iy) : 7~ U] — U es una regularizacion
de U, pero la identidad en U es otra. Por la unicidad, r|,-1[y] tiene que ser un
isomorfismo, luego cada punto de U tiene una tnica antiimagen por r.

Por lo tanto, solo una cantidad finita de puntos de V tiene més de una
antiimagen por r (a lo sumo los puntos singulares). No obstante, un punto
singular puede tener una sola antiimagen.

Ejemplo Consideremos la ctibica V' dada por Y2 = X3 (véase la figura de la
pagina 7 y el ejercicio de la pagina 112). Es claro que la aplicacion 7 : A — V
dada por 7(t) = (t2,13) es biyectiva y regular y se restringe a un isomorfismo
A\ {0} — V'\ {0, 0}, luego es birracional. También es finita, pues a través de
7 el anillo k[V] se identifica con k[t?,t3] C k[t], y la extension es entera, pues ¢
es rafz de T? — t2 € k[V][T]. Por lo tanto r es la regularizacion de V. De este
modo, el punto (0,0) es un punto singular de V' y tiene una tnica antiimagen
por 7. "

Ejemplo Las cibicas singulares Y? = X3 y X2 +Y3 = XY no son isomorfas.
(Comparese con el ejemplo de la pagina 112.)

En lugar de X + Y3 = XY podemos considerar la curva Y? = X?(X + 1),
que es proyectivamente equivalente a la del enunciado y hemos trabajado més
con ella. La aplicacion construida en el ejemplo de la pagina 76 es claramente la
regularizacién de la curva, y vemos que el punto singular tiene dos antiimégenes.
Por el contrario, el ejemplo anterior muestra que la regularizacion de Y? = X3
es biyectiva, luego el teorema 3.59 implica que las dos curvas no pueden ser
isomorfas. =






Capitulo IV

Variedades reales y complejas

En este capitulo estudiaremos las variedades (cuasiproyectivas) reales y com-
plejas, es decir, las variedades sobre el cuerpo K = C definidas sobre £k = R o
k = C. Ademaés del aparato algebraico que hemos introducido en los capitulos
precedentes (anillos de funciones regulares, cuerpos de funciones racionales, etc.)
ahora dispondremos de una estructura topologica y una estructura analitica. Ve-
remos que muchos de los conceptos que hemos definido (como la dimension, la
regularidad de puntos y aplicaciones, etc.) pueden verse como caracterizaciones
algebraicas de nociones geométricas anélogas.

4.1 Las estructuras topologica y analitica

En [VC A.2| probamos que el espacio proyectivo P™(C) admite una tnica es-
tructura analitica respecto a la cual, para todo sistema de coordenadas prefijado,
los espacios afines A7 C P" resultantes de eliminar el hiperplano Hoo = V(Xj)
son abiertos, y las asignaciones de coordenadas afines A;? — C™ son biholo-
morfas.

Asi, en P" tenemos definidas dos topologias distintas: la topologia de Zariski
y la topologia asociada a su estructura analitica, a la que llamaremos topologia

compleja para distinguirla de la primera.

Recordemos que, con la topologia compleja, P™ es un espacio topolégico (de
Hausdorff) compacto. Ademas, la aplicacién p : C"*1 — P" que a cada z
le asigna el punto de coordenadas homogéneas z respecto de un sistema de
referencia prefijado es holomorfa.

En general, toda variedad analitica de dimension n es también una variedad
diferencial de dimensiéon 2n. Por ejemplo, en la seccion A.1 de [VC] vimos que
la recta proyectiva P! es difeomorfa a una esfera, como variedad diferencial.

Todo lo que acabamos de decir vale iguamente con R en lugar de C cam-
biando “aplicacion holomorfa” por “diferenciable” y “biholomorfa” por “difeomor-
fismo”. Notemos que la estructura diferencial de P™(R) es la introducida en la
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seccion 1.3 de [GD]. Es facil ver que la topologia de P™(R) es la inducida por la
topologia compleja de P™.

Toda variedad cuasiproyectiva compleja V' es un subconjunto de un espacio
proyectivo P”, luego, ademas de la topologia de Zariski, podemos considerar
en ella la topologia inducida por la topologia compleja de P™. La llamaremos
topologia compleja en V. Observemos que la topologia compleja en A™ = C" es
la topologia usual.

Un polinomio es una funcién continua en A™, luego el conjunto de sus ceros
es cerrado. Por consiguiente, un conjunto algebraico afin es cerrado por ser
una intersecciéon de cerrados. Lo mismo es cierto para los conjuntos algebraicos
proyectivos:

Teorema 4.1 Todo subconjunto algebraico de P™ es compacto con la topologia
compleja.

DEMOSTRACION: Sea C un subconjunto algebraico de P™ y consideremos el
cono Cn(C') € C™*L. Tenemos que Cn(C) es un conjunto algebraico afin, luego
es cerrado en C"T1, segiin las observaciones precedentes. También sera cerrada
la interseccién C’ del cono con la esfera unidad de C"t!. Ma4s atin, como la
esfera es compacta, C’ también lo serd. La aplicacion p : C**1\ {0} — P"
dada por p(z) = [z] es continua, y claramente C' = p[C'], luego C es compacto.

u

Asi pues, la topologia de Zariski de P™ es menos fina que la topologia com-
pleja y, por consiguiente, lo mismo es vélido sobre cualquier variedad cuasipro-
yectiva.

El mismo argumento prueba que P"(R) es compacto, y en particular es
cerrado en P”, por lo que si V' es una variedad cuasiproyectiva, se cumple que
V(R) es cerrado en V (sin excluir que pueda ser vacio).

Las variedades algebraicas heredan, obviamente, la estructura topolégica
de P", pero no siempre heredan por completo su estructura analitica. Aqui
interviene el concepto algebraico de regularidad:

Teorema 4.2 StV C P" es una variedad cuasiproyectiva de dimension d, en-
tonces el conjunto V,. de sus puntos requlares es una subvariedad analitica de
P" de dimension d.

DEMOSTRACION: Tomemos P € V,.. Podemos suponer que cumple 2,41 # 0,
de modo que P € V! = V., N A”. Fijado un sistema de referencia, podemos
identificar A™ = C™ y P con sus coordenadas a € C". Sea I(V)) = (F1,..., Fy),
para ciertos polinomios F; € C[ X1, ..., X,]. Por 3.37, existe un entorno abierto
U de P (para la topologia de Zariski, luego también para la topologia compleja)
tal que, reordenando los generadores si es preciso,

VNU={QeU | Fi(Q) == F,4(Q) =0}
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Maés atn, en la prueba de 3.37 hemos visto que P es un punto regular del con-
junto algebraico C' definido por Fi, ..., F,_4, lo que significa que, reordenando
si es preciso las variables, se cumple que

8F1 aFl
9Xai1 |, X |,
: : # 0.
BFn,d apn—d
a1 |, X, |,

Podemos aplicar el teorema de la funcién implicita [VC 1.14] a la funcién holo-
morfa F : C" — C"~? dada por F(z) = (Fi(z),...,F,_4(z)), segin el cual,
existe un entorno abierto U de P (es decir, podemos reducir el entorno U que
ya teniamos), un entorno abierto W C C? de las d primeras coordenadas de P
y una funcién holomorfa g : W — C"~% de modo que

VNU={QeU|F(Q) == F.a(Q) =0} ={(z,9(x)) |z € W}

Maés atn, por continuidad, reduciendo U, podemos suponer que el determinante
anterior es no nulo en todos los puntos a € U, no sélo en las coordenadas de P.
Esto hace que todo Q € V NU cumpla que dimTQV = n — d, por 3.20, ya que
el rango de la matriz de derivadas de F1,..., F,, tiene que ser al menos n — d,
luego dim TV < d =dimV, y la otra desigualdad se da siempre. Asi pues,

VenU ={(z,9(z)) |z € W}

Esto prueba que V. es localmente la grafica de una funciéon holomorfa, luego V.
es una variedad analitica por [VC A.51]. "

Nota En las condiciones del teorema anterior, si V' es una variedad definida so-
bre Ry P € V(R), los generadores F1, ..., F,, pueden tomarse en R[ X7, ..., X,]
y podemos aplicar el teorema de la funcion implicita del analisis real [An 7.7],
con lo que obtenemos abiertos U ¢ R™, W C R? y una funcién diferenciable
g: W — R4 (de clase C*°) de modo que

ViR)NU =A{(z,9(z)) [z € W},
y podemos aplicar [An 7.2] en lugar de [VC A.51]. La conclusion es:

Teorema 4.3 SiV C P" una variedad cuasiproyectiva de dimension d definida
sobre R, entonces el conjunto V,.(R) de sus puntos regulares con coordenadas
reales (st no es vacio) es una subvariedad diferencial de P"(R) de dimensidn d.

En particular, las variedades cuasiproyectivas regulares en P™ son subvarie-
dades analiticas de P" y, si estan definidas sobre R y tienen puntos racionales
(reales), éstos forman una subvariedad diferencial de P"(R) de dimensién d.
También vemos ahora que la nocién algebraica de dimensién se corresponde
debidamente con la nocién geométrica.



142 Capitulo 4. Variedades reales y complejas

Teorema 4.4 Toda aplicacion reqular ¢ : V. — W entre variedades cuasipro-
yectivas es continua y, si ademds V. y W son regulares, entonces ¢ es holomorfa.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos W = P™, pues si
W C P", entonces ¢ es continua u holomorfa como aplicaciéon en W si y so6lo
si lo es como aplicaciéon en P". Fijemos P € V. Basta ver que ¢ es continua
u holomorfa en un entorno de P. Segun las observaciones tras el teorema 2.53,
existe un entorno U de P en V para la topologia de Zariski —luego también
para la topologia compleja— en el que ¢ viene dada por

A(Q) = (F1(Q), ..., Frt1(Q)),

donde Fi, ..., F,4+1 son formas del mismo grado que no se anulan simultédnea-
mente en ningdn punto. Més atn, podemos suponer que U C A™. Asi podemos
tomar coordenadas afines y ¢|y se expresa como composicion de las aplicaciones
siguientes, todas continuas, y holomorfas en caso en que V' y W sean regulares:

1. La aplicaciéon que a cada @ le asigna su m-tupla de coordenadas afines.
(Es la restriccion a U de una funcion holomorfa en A™.)

2. La aplicaciéon polinomica C™ — C"*! definida por las formas (deshomo-
geneizadas) F;.

3. La aplicacién holomorfa C"™!\ {0} — P" dada por z — [2]. n

Ejercicio: Comprobar que la topologia compleja en un producto V' x W es el producto
de las topologias complejas.

Similarmente se comprueba que, en las condiciones del teorema anterior, si
¢ esta definida sobre R y V(R) # &, entonces ¢ se restringe a una funcion
diferenciable V(R) — W (R).

Si V es una variedad cuasiproyectiva regular, segin 2.34, las funciones de
C[V] pueden verse como funciones regulares V' — C, luego son holomorfas, es
decir, tenemos que C[V] C H(V). A su vez, esto implica que Op(V) C Hp(V).

Si P € V, tenemos definidos dos espacios tangentes, el analitico y el alge-
braico. El primero esta formado por las derivaciones de Hp(V'), mientras que
el segundo estd formado por las derivaciones de Op(V'). Ahora bien, el teorema
[VC A.50] aplicado a las coordenadas x1, . .., &, de un entorno afin de P nos da
que algunas de ellas se restringen a las funciones coordenadas de una carta de V'
alrededor de P, y son funciones de Op(V'), y un elemento del espacio tangente
analitico esta determinado por su accion sobre estas funciones. Por lo tanto, la
restricciéon es un monomorfismo del espacio tangente analitico en el algebraico.
Como ambos tienen la misma dimension, de hecho es un isomorfismo.

Sife0p(V)ywveTpV, larelacion dpf(v) = v(f) se cumple tanto para
la diferencial algebraica como para la geométrica, luego ambas coinciden.

A su vez, [VC A.43| nos da ahora que unas funciones z1, ..., z, € Op(V) son
las funciones coordenadas de una carta alrededor de P si y solo si las funciones
x; — 2;(P) son un sistema de parametros locales en P.
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Teorema 4.5 Sea P un punto regular de una variedad V' y sea x1,...,x, un
sistema fundamental de pardmetros alrededor de P. Si o € Op(V'), entonces su
serie de Taylor
(o]
> F, € C[[Xy,...,X,]]
m=0

converge en un abierto D C C" y, para todo punto Q) en un cierto entorno de
P enV, se cumple que (21(Q),...,z,(Q)) € D y

0(Q) = X Fuler(@).... (@)

DEMOSTRACION: Sea G un entorno de P en V en el que « sea regular y tal
que la aplicacion ¢ : G — C™ dada por ¢(Q) = (z1(Q),...,2,(Q)) sea una
carta de V alrededor de P. Entonces ¢! o o es una funcién holomorfa en un
entorno de 0 en C", luego admite un desarrollo en serie de Taylor

alp Mz, .y 20)) = Fro(z1,. -y 2n).

0

gk

Sea U la antiimagen por ¢ del dominio de la serie de potencias, de modo que
para todo @ € U se cumple

a(Q) =

gk

Fr(z1(Q), ..., z,(Q)).

0

&)
Solo hemos de probar que 7/(a) = Y F,,(X1,...,X,) es la serie de Taylor
de a. m=0

Tenemos definidos dos k-homomorfismos 7, 7 : Op(V) — k[[ X1, ..., X»]],
que asignan a cada funcién su serie de Taylor algebraica y analitica respectiva-
mente. Obviamente 7(x;) = X; = 7/(x;), luego ambos coinciden sobre el anillo
Elx1,..., 2]

Consideramos en O p(V) la topologia que resulta de identificarlo con su ima-
gen por T, respecto a la cual k[xy,...,x,] se corresponde con k[X1,..., X,y
es denso. Si probamos que 7’ es continua respecto a esta topologia, tendremos
que 7 = 7/, como queremos demostrar.

Como 7’ conserva sumas basta ver que es continua en 0. Para ello a su
vez basta probar que si & € m’, entonces v(7'(a)) > r. Ahora bien, esto es

trivial, pues si & € mp entonces a(P) = 0, luego 7/(«)(0,...,0) = 0, lo que se
traduce en que v(7'(«)) > 1, y ahora basta usar que 7/ es un homomorfismo y
las propiedades de las valoraciones. [

Asi pues, si llamamos ¢ : U € C* — C a la funcién definida por la serie
de Taylor y z : U — U a la funcion 2(Q) = (21(Q), ..., z,(Q)), tenemos que
x es una carta alrededor de Py, para todo @ € U, se cumple f(Q) = g(z(Q)),
luego g es la lectura de f en la carta x.

Teniendo esto en cuenta es inmediato que las derivadas parciales 9/0z;|p en
el sentido algebraico coinciden con las analiticas. (En realidad ya sabiamos que
esto es asi porque ambas son la base dual de la base dpx; de TpV™*.)
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A veces es 1til la siguiente caracterizacion interna de la topologia compleja
de una variedad:

Teorema 4.6 Una base de una vartedad cuasiproyectiva V para la topologia
compleja la forman los conjuntos

Ular,...,are) ={P eV ]|a,€0p(V) y|a;(P)| <€}, a; €C(V), e>0.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para la clausura proyectiva de V' o, lo
que es lo mismo, en el caso en que V. C P™ es proyectiva. Si G es el con-
junto de puntos de V donde todas las «; son regulares, entonces G es abierto
en V para la topologia de Zariski, luego también para la compleja, el conjunto
U(ai,...,ar;€) esta contenido en G y todas las a;|g son continuas, luego es
abierto.

Consideremos ahora un abierto G en V y un punto P € G. Tomemos un
sistema de referencia proyectivo de P™ respecto al cual P tenga coordenadas
homogéneas (0,...,0,1). Vamos a ver que existe un ntimero real € > 0 tal que
P eU(xy,...,xn;€) C G. En caso contrario existiria P, € U(xy,...,2Tn;1/m)
tal que P, ¢ G. La compacidad de V implica que {P,,} tiene una subsucesion
{Py.,} convergente a un punto @) € V\ G. Como |z;(Py,)| < 1/m;, concluimos
que z;(Q) = 0 para todo j = 1,...,n, luego ha de ser Q = P, contradiccién.

Teorema 4.7 SiV es una variedad cuasiproyectiva, todo abierto no vacio res-
pecto de la topologia de Zariski es denso respecto de la topologia compleja.

DEMOSTRACION: Sea U un abierto no vacio en V. Entonces U también es
abierto (de Zariski) en la clausura proyectiva de V. Si es denso (para la topologia
compleja) en ésta, también lo serd en V', luego no perdemos generalidad si
suponemos que V es una variedad proyectiva. A su vez, V esta cubierta por un
numero finito de variedades afines V;, y si U NV es denso en V;, entonces U es
denso en V. Por lo tanto, no perdemos generalidad si suponemos que V' C A"
es una variedad afin.

Supongamos en primer lugar que V es una curva. Entonces podemos consi-
derar su regularizaciéon r : V" — V. Sea U C V un abierto no vacio (respecto
de la topologia de Zariski), sea C = V \ U y sea C' = r~1[C], que es cerrado
en V". Como r es suprayectiva, tiene que ser C’ & V", luego las componentes
irreducibles de C’ tienen que ser puntos (por 3.5). En otras palabras, C' es
un conjunto finito. Como V" es regular, cada P € C' tiene un entorno com-
plejo Uy homeomorfo a un disco abierto en C, que podemos tomar de modo que
Up N C" = {P}. Es claro que Uy \ {P} es denso en Uy, luego V" \ C’ es denso
en C’, y esto implica que U =V \ C es denso en V.

Ahora razonamos por induccion sobre la dimensién dde V. SidimV =d > 1
y el resultado es cierto para d — 1, tomemos como antes un abierto no vacio U
y llamemos C' = V' \ U. Fijado un punto P € C, tomamos un punto P; # P en
cada componente irreducible de C' de dimension d — 1 que pase por P (si es que
las hay).
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Observemos ahora que podemos tomar un hiperplano H en A™ que pase
por P, pero que no pase por ninguno de los puntos P;.

En efecto, la clausura proyectiva de H estaré determinada por una ecuaciéon
lineal homogénea que debe ser satisfecha por las coordenadas de P pero no por
las de los puntos P;, lo cual equivale a que los coeficientes de dicha ecuacion
determinen un punto de P™ que esta en el hiperplano H; determinado por las
coordenadas de P, pero no en los determinados por las coordenadas de los P;
(que son hiperplanos distintos). A su vez, esto equivale a la existencia de un
punto en Hy que no esté en la unién de un nimero finito de variedades lineales
de dimensién n — 2, es decir, a que Hy no sea union de un ntmero finito de
variedades de dimension n — 2, lo cual es obvio, pues Hj es irreducible.

Sea V' una componente irreducible de V N H que pase por P. Por el teo-
rema 3.10 sabemos que dimV’' = d —1. Sea C' = CNV’' c CnN H. Toda
componente irreducible de C” esta contenida en una componente irreducible de
C, luego no puede tener dimension d — 1, pues entonces algtn P; estaria en H.
Esto implica que C" G V', luego U’ = V' \ C” es un abierto no vacio de V' en la
topologia de Zariski. Por hipotesis de induccion es denso en V' respecto de la
topologia compleja, luego P esta en la clausura de U’ C U, luego también en la
de U, respecto de la topologia compleja. [

El teorema 4.2 prueba que todo punto regular de una variedad cuasiproyec-
tiva tiene un entorno (respecto de la topologia de Zariski, luego también respecto
de la compleja) que tiene estructura de subvariedad analitica de P™, es decir,
que es un punto analitico en el sentido de [VC A.47|. Ahora vamos a probar
el reciproco, con lo que llegamos a que, sobre variedades cuasiproyectivas, el
concepto analitico de punto analitico es equivalente al concepto algebraico de
punto regular.

Teorema 4.8 Un punto de una variedad cuasiproyectiva es analitico si y sélo
si es reqular.

DEMOSTRACION: Sea V una variedad cuasiproyectiva y P € V. Tanto el
concepto de punto analitico como el de punto regular son locales, luego podemos
sustituir V' por su clausura proyectiva y ésta a su vez por su intersecciéon con un
abierto afin, de modo que no perdemos generalidad si suponemos que V' C C™ es
una variedad afin. El teorema 4.2 prueba que si P es un punto regular entonces
es analitico. Supongamos ahora que P es analitico. Esto significa que tiene un
entorno (conexo) W con estructura de subvariedad analitica de C™.

Por el teorema anterior, dicho entorno contiene puntos regulares de V. El
teorema 4.2 nos da entonces que la dimensiéon de W como variedad analitica
coincide con la dimensién de V' como variedad algebraica. Llamemos d a esta
dimension.

La diferencial de la inclusiéon W — C™ nos permite identificar TpW con un
subespacio vectorial de C™ de dimensiéon d. Observemos que si F': C* — C es
una funcién holomorfa tal que F|w = 0, entonces dF|p|r,w = d(F|w)p = 0.
Esto se aplica en particular a todo polinomio F' € I(V).
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Fijemos un sistema generador Fi,..., Fy,, de I(V), que determina una fun-
cion holomorfa F': C* — C™. Sea A(X) la matriz formada por las derivadas
parciales de las funciones F;, de modo que A(P) es la matriz asociada a la
diferencial dF|p : C" — C™.

Acabamos de ver que TpW esta contenido en el ntcleo de dF|p, por lo que
rang A(P) < r. Esto lo sabiamos ya por la prueba del teorema 3.27, donde
hemos visto, més atin, que la igualdad equivale a que el punto P sea regular
en V. Supongamos que no lo es, lo que se traduce en que el nicleo N de dF|p
contiene estrictamente a TpW.

Tomemos una base de TpW, extendamosla a una base de N y ésta a su vez
a una base de C™. Esta base determina un sistema de referencia de C™ respecto
del cual P tiene coordenadas nulas, TpW = {(x,y) € C¢ x C" | y = 0} y para
todo F € I(V) se cumple que

or =0, i=1,...,d, oF =0.
0X; | p oY1 |p

Las funciones coordenadas y; en C™ cumplen d(y;|w)p = 0. Por [VC A.50],
tiene que haber d funciones coordenadas en C" cuya restricciéon a W sean inde-
pendientes en un entorno de P, luego no pueden ser otras mas que x1,...,xq.
La prueba de [VC A.51] muestra entonces que, restringiendo W, podemos supo-
ner que es la gréafica de una funcién holomorfa, es decir, que existe un entorno
U’ de 0 en C?, un entorno U de P en C" y una funciéon holomorfa ¢ : U’ — C"
de modo que

W=VnU={(z,y) eU' xC" |y =¢(z)}.

Vamos a ver que podemos reducir el problema al caso en que n = d + 1.
Para ello suponemos que d < n — 1 y veamos que podriamos haber elegido el
sistema de referencia de modo que se cumpliera una propiedad adicional: Sea
L un subespacio vectorial de C™ de dimensiéon n — 1 que contenga a N y vamos
a escoger adecuadamente el tltimo vector de la base que determina el sistema
de referencia. Para ello tomamos un hiperplano L’ paralelo a L. Sean I yV
las clausuras de L’ y V en P". Consideramos la proyeccion V \ {P} — fl,
es decir, la aplicacion que a cada punto @ € V' \ {P} le hace corresponder la
interseccion con I de la recta que pasa por Py @. Se trata de una aplicacion
regular (es una aplicacion del tipo definido en 2.63). Si llamamos V' C ' a
la clausura de su imagen (en la topologia de Zariski), tenemos una aplicacion
regular densa V' \ {P} — V', por lo que dimV’ < d < dim T’ (por ejemplo
por los teoremas 2.67 y 3.43). Esto nos permite tomar como ultimo vector de
la base que determina el nuevo sistema de referencia de C™ un punto de T \ V7,
y esto nos asegura que el tnico punto de la recta

Ty=-=Tg=Yy1=-"=Yp—1=0

que estéd en la clausura proyectiva de V' es P. Sea entonces @ el punto infinito
de esta recta, y consideremos la proyecciéon V — P" ! desde @, donde P*~!



4.1. Las estructuras topoldgica y analitica 147

se identifica con la clausura proyectiva del hiperplano y,, = 0. Por 2.49 sabemos
que la imagen de V es una variedad proyectiva Vo C P""!. Llamemos Vj
a su interseccion con el abierto afin C"~!. La proyecciéon se restringe a la
proyeccion V' — V{, que consiste en eliminar la coordenada y,,. Esta restriccion
no es necesariamente suprayectiva, pues en V) puede haber imagenes de puntos
infinitos de V', pero la construccién garantiza que la tnica antiimagen de P es
el propio P.

Observemos ahora que cada punto (z,y) € Vo NU tiene una tnica antiima-
gen en W, a saber, (z,¢(z)), y reduciendo los abiertos U y U’ podemos suponer
que dicha antiimagen es su tinica antiimagen en V. En efecto, en caso contrario
podriamos encontrar una sucesién de puntos @,, € V \ U con imagenes conver-
gentes a P. Por compacidad podriamos extraer una subsucesién convergente a
un punto P’ € V'\ U cuya imagen deberia ser P, lo cual es imposible.

En definitiva, V5 € C"~! es un conjunto algebraico que en un entorno de
P es la grafica de la funcién holomorfa ¢’ (resultante de eliminar la dltima
coordenada de ¢) y es claro que I(Vy) C I(V), por lo que las derivadas parciales
de los elementos de I(Vp) respecto de X7,..., X4, Y] son nulas en P. Mas atn,
es facil ver que la variedad tangente TpVj sigue siendo la dada por y = 0.

Repitiendo este proceso las veces necesarias, llegamos a una subvariedad de
C1. En definitiva, podemos suponer que V es una hipersuperficie de C%*1,
que por el teorema 3.6 sera de la forma V = V(F'), para cierto polinomio F' que
podemos tomar irreducible, de modo que I(V) = (F'). Por una parte tenemos
que

oF
0X4

B OF

B _OF
. 0X,

= — :0,
I aYVP

y por otra que existen abiertos U ¢ C%*!, U’ ¢ C? y una funcion holomorfa
¢ : U’ — C de manera que

W ={(z,y) €U | F(z,y) =0} = {(z,y) € U' xC |y = ¢(2)}.

La condicién sobre las derivadas equivale a que F' no tiene términos de
grado 1 (ni término independiente, pues F'(P) = 0 y P tiene coordenadas nulas).
Llamemos s > 2 al menor grado de un monomio no nulo de F' y sea Fs # 0
la forma de grado s de F. Existe un punto (ag,...,aq,1) € C¥! tal que
Fy(ay,...,aq,1) # 0. El polinomio

FY(X|,... . X},Y)=F(X|, +aY,.... X}, +agV,Y)

tiene tinicamente monomios de grado > s, y F*(0,...,0,1) # 0, lo que significa
que el coeficiente de Y* en F* es no nulo. Por otra parte, puesto que dy|p = 0,
resulta que las funciones i, ...,z son también independientes en P, luego la
variedad V(F*) es también la grafica de una funcion holomorfa y = ¢(z') en un
entorno de P. Equivalentemente, podemos suponer que el coeficiente de Y® en
F, es no nulo, o incluso que es igual a 1.

Sea D(X7,...,X4) el discriminante [A19.9] de F, visto como polinomio en Y.
Como F es irreducible, sus raices en la clausura algebraica de C(X7,...,Xq)
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son simples, luego el polinomio D es no nulo y, por 4.7, el conjunto de puntos
de C? donde no se anula es denso para la topologia compleja. Si Q € C? es uno
de estos puntos, tenemos que F(Q,Y) € C[Y] es un polinomio no nulo y tiene
todas sus raices simples. Asi pues, en todo entorno de 0 € C? existen puntos Q
tales que F(Q,Y) solo tiene raices simples.

Ahora aplicamos el principio del argumento [VC 3.11] (véase la expresion
para I(¢ o f,0) que aparece en la demostracion), segtin el cual, si fijamos un
disco 2 C C de centro 0, la integral

1 FQO
NQO=55 Joo TG0 ©

es igual al namero de ceros del polinomio F(Q,Y) (contados con su multiplici-
dad) contenidos en  (bajo el supuesto de que F(Q,Y) no tenga ningin cero
en la circunferencia sobre la que se calcula la integral).

Tomemos ahora un abierto P € U’ x Q2 C U, donde U es el entorno de P en
el que V es la grafica de una funcién y 2 es un disco cuya frontera no contiene
ningin cero del polinomio F(0,Y). Entonces N(0) > s > 2, ya que

F(0,Y) =Y? + términos de grado superior

tiene al menos un cero de orden s en 0 € ().

Ahora bien, por compacidad, para todo @ en un entorno de 0 € C¢, se
cumple que F(Q,Y) no se anula en 91, luego esta definido N(Q). Ademas
es una funcion continua de @ que s6lo puede tomar valores enteros, luego es
constante. Concluimos que F(Q,Y) tiene al menos s ceros para todo punto
@ en un entorno de 0, y podemos tomar puntos () arbitrariamente cerca de 0
en los que F(Q,Y) solo tiene ceros simples, luego concluimos que existe un
punto @ € U’ para el que existen dos puntos distintos 1,52 € Q tales que
F(Q,y1) = F(Q,y2) = 0, luego (Q,41), (Q,y2) € V NU, lo que contradice
que V sea en U la grafica de una funcion. n

4.2 El teorema de conexion

En esta seccién demostraremos un hecho nada trivial, y es que las variedades
algebraicas son conexas para la topologia compleja. Para ello necesitamos algu-
nos resultados previos. Empezaremos estudiando mas a fondo las aplicaciones
finitas entre variedades algebraicas. Estos primeros resultados son validos para
variedades definidas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado arbitrario.

Definicion 4.9 Si ¢ : X — Y es una aplicacién finita entre dos variedades
algebraicas definidas sobre un cuerpo k, entonces ¢ induce un monomorfismo
E(Y) — E(X) que nos permite considerar a k(X) como una extension al-
gebraica de k(Y) (véase la prueba de 3.4). Puesto que k(X) es finitamente
generado sobre k, la extension k(X)/k(Y) es finita, luego podemos definir el
grado de ¢ como grad ¢ = |k(X) : k(Y)].
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Teorema 4.10 Si ¢ : X — Y es una aplicacion finita de grado n entre varie-
dades algebraicas e Y es regular, entonces cada punto de Y tiene a lo sumo n
antitmdgenes en X.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto y € Y. Sustituyendo Y por un entorno
afin del punto y X por su antiimagen, podemos suponer que tanto X como Y son
variedades afines. Asi, k[X] es una extension entera de k[Y] y [k(X) : k(Y)| = n.
Por otra parte, la regularidad de Y implica que el anillo k[Y] es integramente
cerrado, pues esta implicacion en el teorema 3.54 no requiere que Y sea una
curva.

En estas condiciones, si a € k[X], tenemos que a es entero sobre k[Y], luego
los coeficientes del polinomio minimo de a en k(Y) son también enteros sobre
kY], y estan en k(Y'), luego estén en k[Y].

Sean 1, ..., %, € X las antiimagenes de y. Podemos tomar un a € k[X] tal
que las imagenes a(x;) sean distintas dos a dos. (Siempre es posible tomar un
polinomio que tome valores distintos sobre un ntmero finito de puntos prefija-
dos.) Sea F(T) € k[Y][T] el polinomio minimo de a, que cumple grad F' < n.
Si llamamos F(y)(T) € k[T] al polinomio que resulta de evaluar en y los co-
eficientes de F(T), vemos que todos los a(z;) son raices de F(y)(T), luego
m < grad F(y)(T) = grad F(T) < n. "

Definicion 4.11 En las condiciones del teorema anterior, diremos que ¢ es no
ramificada sobre el punto y € Y si y tiene exactamente n antiimigenes en X.
Diremos que ¢ es no ramificada si lo es en todos los puntos de Y.

Teorema 4.12 Si ¢ : X — Y es una aplicacion finita entre variedades al-
gebraicas e Y es regular, entonces el conjunto de puntos de Y donde ¢ es no
ramificada es abierto, y es no vacio si k(X) es una extension separable de k(Y).

DEMOSTRACION: Es claro que no perdemos generalidad si suponemos que
X e Y son afines. Fijado un punto y € Y, mantenemos la notacion del teorema
anterior. Si ¢ no se ramifica en y, entonces F tiene n raices distintas en k, luego
grad F(T) = grad F(y)(T) = n y el discriminante D(F(y)) = D(F)(y) es no
nulo. Por consiguiente, tenemos ademaés que k(X) = k(Y)(a), es decir, que a es
un elemento primitivo de la extension k(X)/k(Y).

En general, si a € k[X] es un elemento primitivo cualquiera de la extension,
F es su polinomio minimo e y € Y es un punto que cumple D(F)(y) # 0,
llamamos U C Y al abierto afin formado por los puntos de Y donde D(F’) no
se anula y vamos a probar que ¢ no se ramifica en U. Esto prueba también
la segunda parte del teorema, pues, si la extension k(X)/k(Y) es separable,
tiene un elemento primitivo a, que podemos tomar en k[X], y F tiene raices
simples por la separabilidad, luego D(F) # 0, luego existe un punto y € Y
donde D(F)(y) # 0, y esto implica la existencia de puntos no ramificados.

Sea V = ¢~ 1[U], que es un abierto afin de X porque ¢ es finita. Notemos
que F € k[Y][T] C k[U][T), y D(F) € k[U] no se anula en ningun punto de U.
Equivalentemente, podemos sustituir X por V e Y por U, y suponer que D(F')
no se anula en ningtn punto de Y.
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Sea X’ C Y x Al el conjunto algebraico afin formado por los pares (y, &) que
cumplen F(y)(«) = 0. Observemos que k[X'] 2 k[Y][T]/(F) y F es irreducible
en k[Y], por lo que k[X’] es un dominio integro, luego X’ es una variedad
afin. Més ain, tenemos un isomorfismo natural k[X'] = k[Y][a] C k[X]. Los
homomorfismos de k-dlgebras

kY] — k[Y][T] — k[X'] — k[X]
se corresponden con aplicaciones regulares
X —X —YxA —Y,

cuya composicion es ¢. En definitiva, ¢ se descompone como una aplicacion
regular X — X’ seguida de la restriccion f : X’ — Y de la proyeccion
Y x A' — Y. Observemos que f es no ramificada, pues, si y € Y, el polinomio
F(y)(T) tiene n raices distintas aq, . . ., a, € k, por lo que los puntos (y, ;) € X’
son n antiiméigenes de y.

Para terminar la demostracion basta ver que X’ es regular, pues entonces
k[X'] ser4 integramente cerrado (véase la prueba del teorema anterior), pero
todo elemento de k[X] es entero sobre k[Y], luego sobre k[Y][a], luego ha de
estar en k[Y][a]. En definitiva, tendremos que k[X] = k[Y][a] & k[X'], luego la
aplicaciéon X — X' es un isomorfismo, a través del cual ¢ se corresponde con
f v, por consiguiente, es no ramificada.

Observemos que la dimensién de Y x A! es una unidad méas que la de Y, por
lo que dim X’ = dimY = d. Tomemos un punto z € X' yseay = f(z) €Y. La
aplicacion f induce un homomorfismo m,/m? — m, /m2. Basta probar que es
suprayectivo, pues entonces

d < dimy, T, X' = dimy m,/m? < dimy, my/m} = dim; T, = d,

lo que implica que x es regular en X’.

Sea ui,...,uq € my un sistema local de parametros en y. Es claro que un
sistema local de parametros en x esta formado por uq,...,uq, a, por lo que sélo
hemos de probar que d,a es combinacion lineal de los d,u;. Ahora bien, si

F(T)=T"+bT" "+ - +b,, b €k[Y],
al calcular la diferencial de F'(a) = 0 obtenemos que
F(y)'(a)ds(a) +a" " (@)dyby + - - + dyby = 0.

Por otra parte, como = € X', tenemos que F(y)(a) = 0, es decir, que a es
una raiz de F(y)(T). Como D(F)(y) # 0, se trata de una raiz simple, luego
F'(y)(a) # 0, lo que nos permite despejar d,(a) como combinacion lineal de las
d.b;, que a su vez son combinaciones lineales de las d u;. n

A partir de aqui consideremos una variedad compleja X. Por el teorema de
Noether 2.66, existe una aplicacion finita ¢ : U — A™, para un cierto abierto
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afin U de X. Por el teorema anterior, sustituyendo U por un abierto menor,
obtenemos una aplicacion finita y no ramificada ¢ : U — V', donde V' C A™ es
un abierto afin. Restringiendo atn méas U y V, podemos suponer que ¢ es de
la forma descrita en el teorema anterior, es decir, que U C V x A! es regular y
esté definido por un polinomio irreducible F' € C[X7, ..., X, T| (monico en T')
y que ¢ es la restriccion de la proyeccion.

Veamos ahora que, respecto a la topologia compleja, ¢ es un cubrimiento no
ramificado, es decir, que cada punto y € V tiene un entorno V' tal que ¢~ 1[V']

es unién de n abiertos disjuntos U7, ..., U, tales que ¢y : U — V' es un
homeomorfismo.
En efecto, sean x1,...,x, € U las antiimégenes de y. En la prueba del

teorema anterior hemos visto que d¢,, : 1T,,U — T,V es un isomorfismo
(hemos visto que su dual es suprayectiva, y ambos espacios tienen la misma
dimension). Sabemos que la diferencial algebraica coincide con la diferencial
analitica, luego el teorema de la funcién inversa nos da que ¢ se restringe a
una aplicacion biholomorfa entre un entorno U] de z; y un entorno V; de y.
Restringiendo estos entornos podemos suponer que los U] son disjuntos dos a
dos y que todos los V; son un mismo abierto V’. De este modo, cada punto
y' € V' tiene exactamente n antiiméagenes en Uy U---UU],, luego éstas son todas
sus antiimagenes, y esta union es todo ¢~ 1[V’].

Vamos a usar la aplicacién ¢ para demostrar que U es conexo, lo cual implica
a su vez que la variedad original X es conexa, pues U es denso en X.

Observemos que V' es conexo: Se trata de un abierto de A™ para la topologia
de Zariski. Dados dos puntos P, @Q € V', sea L. C A™ la recta que los contiene,
que es homeomorfa a C. Entonces, L NV es un abierto no vacio en L para
la topologia de Zariski, luego es homeomorfo a C menos un ntmero finito de
puntos, luego es un conjunto conexo contenido en V que contiene a Py Q.
Esto prueba que P y @ estan en la misma componente conexa de V', luego V'
€s Conexo.

Supongamos que U = M; U M5, donde los M; son cerrados disjuntos no
vacios. El hecho de que ¢ sea un cubrimiento no ramificado implica claramente
que es abierta y cerrada, por lo que ¢[M;] son abiertos y cerrados en V', que es
conexo, luego ¢[M;] = ¢[Mz] = V.

También es claro que la restricciéon ¢; : M7 — V es un cubrimiento no
ramificado y el nimero de antiimégenes de cada punto es localmente constante,
luego es constante. Llamémoslo r. Puesto que también ¢[My] = V, ha de ser
r<n.

Sea a € C[U] el elemento primitivo de la extension C(U)/C(V) segun el
teorema anterior. Fijemos un punto v € V y sea V, un entorno en el que
#7V,] = UU- - -UU, se descomponga como unién de abiertos disjuntos homeo-
morfos a V,,. Llamemos ¢; : U; — V,, a las restricciones de ¢1, sean a; € H(U;)
las restricciones de a y sean ¢y, . . ., g € H(V,) los polinomios simétricos elemen-
tales en qS;l o a;. Vamos a probar que existen polinomios py,...,p, € C[A™],
independientes de v, cuyas restricciones a V,, coinciden con ¢1,...,g,.
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Esto significara que el polinomio 7" — pyT" " + - -+ + (=1)"p, € C[V][T] se
anula en cada ¢; Lo a;, luego

P(T)=T" = ¢(p)T" " + -+ (=1)"¢(p,) € C[V][T]

se anula en cada a;. (Aqui consideramos ¢ : C[V] — C[U] como una inclusion,
por lo que podemos escribir ¢(p;) € C[V].) Esto implica a su vez que P(T) se
anula en la restriccion de a a cada ¢; *[V,], luego, en definitiva, P(a|y,) = 0.

Similarmente, podemos encontrar otro polinomio ménico P’ € C[V][T] de
grado ' < n tal que P'(alps) = 0. Entonces P(a)P’'(a) = 0 en C[U], que es un
dominio integro, por lo que llegamos a que a es raiz de un polinomio moénico de
grado < m, lo cual es absurdo, ya que a es un elemento primitivo de C(U)/C(V)
y esta extension tiene grado n.

Asi pues, s6lo nos falta probar la existencia de los polinomios p;. Observemos
en primer lugar que, para cada w € V,, la funcion g;(w) se calcula haciendo
actuar un polinomio simétrico sobre las imagenes por a de las r antiimagenes
de w en Mj, lo cual no depende de v, por lo que las funciones g; estan definidas
realmente sobre todo V' y son holomorfas en un entorno de cada punto, luego
g9i € H(V).

Sea S = A™ \ V, que es un conjunto algebraico afin, y tomemos s € S.
Sea F € C[A™][T] el polinomio minimo de a. Para cada v € V, tenemos que
cada a(¢; *(v)) es raiz de F(v)(T). Los coeficientes de F(T) son polinomios en
A™ luego estan acotados en un entorno compacto C' de s, luego (;Si_l oa esta
acotado! en C' NV, luego g; también lo esta. El teorema 4.14 implica entonces
que g; se extiende a una funciéon holomorfa p; € H(A™). Solo nos falta probar
que p; es un polinomio. Para ello usaremos el teorema 4.15.

Tomemos z € V y sea |z| = méax|z;|. Tomemos un punto x € M; tal que
¢(x) = z. Aplicando de nuevo la consecuencia del teorema de Rouché citada
en la nota al pie, tenemos que |a(z)| < 1+ méx |b;(z)], donde b; € C[A™] son
los coeficientes de F'. Los b; son polinomios en m variables. Si N es el méximo
de sus grados, para cada e > 0 existe una constante C, tal que |a(z)| < Cc|z|",
para |z| > e. Puesto que g;(z) depende polinémicamente de los a(z), donde z
recorre las antiimagenes de z, tenemos una desigualdad similar |g;(z)| < C’|z|**.
En principio, esto vale para z € V, pero como V es denso en A™ se cumple para
todo z € A™ (tal que |z| > €). De acuerdo con 4.15, esto implica que g; es un
polinomio.

A falta de probar 4.14 y 4.15, llegamos al teorema que perseguiamos:

Teorema 4.13 Toda variedad algebraica es conexa con respecto a la topologia
compleja.

Veamos ahora los resultados pendientes:

1En general, si M es una cota del médulo de los coeficientes de un polinomio ménico, el
moédulo de sus raices estd acotado por 1 + M. Véanse las observaciones tras el teorema de
Rouché [VC 3.14].
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Teorema 4.14 Sea S & A™ un conjunto algebraico afin y g € H(A™\ S) una
funcion acotada en un entorno de cada punto s € S. Entonces S se extiende a
una funcion holomorfa en todo A™.

DEMOSTRACION: Fijado s € S, basta encontrar un entorno U de s tal que g
se extiende a una funcién holomorfa en U. El principio de prolongacion analitica
[VC A.7] garantiza que todas las extensiones parciales son consistentes entre si.
Podemos sustituir S por un conjunto mayor, luego podemos suponer que esté
definido por un tnico polinomio F(z1,. .., zy). Tras un cambio de coordenadas,
podemos suponer que s = 0 y que la forma de mayor grado de F' contiene el
monomio z* (igual que hemos hecho en la prueba de B.13 con la forma de menor
grado de la serie de potencias). Asi,

F(Zla .. '7Z7n) = zfm + Hl(zl)zfa_l + -+ Hk(zl)7

donde 2z’ = (z1,...,2m—1). Pongamos que el polinomio F(0, z,,) € C|z,,] facto-
riza como

F(0,2m) = 25 (2 — A1) -+ (2m — Abt)

y tomemos un d > 0 y un r > 0 tal que los discos de centro 0, A\1,..., A\p—¢+ ¥
radio 0 no contengan ningtn w € C tal que |w| = r. Veamos ahora que existe
un € > 0 tal que si |2/ < e entonces las raices de F(2/, z,,) € Clz,] estén en los
discos indicados, luego ninguna cumple |w| = r.

En efecto, sea M — 1 una cota de |H;(z")| sobre el polidisco |2’| < 1, de modo
que todo w € C que cumpla F(z',w) = 0 para |z’| <1 ha de cumplir |w| < M.
Si tomamos € tal que cuando |2’| < € entonces |H;(0) — H;(2')| < ¢*/kMP* para
todo i, vemos que

|F(0,w)| = |F(0,w) ~ F(2',w)| < [Hy(0) — Hy(w)||w]*~ 4+ |Hy(0) — Hi(='))|

e k_ _k
< SVLC kM® =€
y, si w distara de 0, A1, ..., A\s_¢ mas que ¢, deberia ser |F(0,w)| > €*.

Asi podemos definir, para |2/| < €, |z,| < r,

!
G(z1y. .-y 2n) = 1/ de
|w|=r

211 W — Zn

En efecto, si |2/| < €y |w| = r tenemos que F(z',w) # 0, por lo que
(z,w) ¢ S, luego g(z',w) esta definido. El mismo razonamiento empleado en
la prueba del teorema [VC 1.25] (implicacién 2 = 3) implica que la funcién G
es holomorfa en el polidisco en que esta definida. Sélo nos falta probar que es
una prolongacion analitica de g. Para ello fijamos un punto z’ tal que |2/| < ey
observamos que g(2’, z,), considerada como funcion de z,,, esta definida en el
disco |z, | < r salvo quiza en un numero finito de puntos donde F(2', z,,) = 0.
Ahora bien, por hipoétesis g estd acotada en un entorno de cada uno de estos
puntos, luego son singularidades evitables de g(z’, z,,). La formula integral de
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Cauchy para funciones de una variable nos da entonces que G(2’, z,,) = g(2/, zm)
para todo z,, tal que |z,,| < r y donde g esté definida. Asi pues, G es una
prolongaciéon analitica de g. L]

Teorema 4.15 Sea f € H(C™) tal que existen ¢ > 0 y C > 0 tales que, para
todo z € C™ con |z| > €, se cumple |f(2)| < C|z|*. Entonces f es un polinomio
de grado < k.

DEMOSTRACION: Supongamos, por reduccién al absurdo, que la componente
homogénea F; de grado k de la serie de potencias de f alrededor de 0 es no
nula, para un cierto ! > k. Tomemos un punto (aq,...,a,) € C" tal que
F(a1,...,a,) # 0. Entonces la funcion g(z) = f(ai12,...,a,2) es una funcién
holomorfa en C que satisface una cota como la del enunciado y cuya serie de
Taylor tiene no nulo el coeficiente de grado I. Si eliminamos los k primeros
términos de dicha serie obtenemos una nueva funcién g; que sigue cumpliendo
una acotaciéon como la del enunciado. Mas atn, como tiene un cero de orden
> k, la funcién gy (z)/z* esta acotada en todo C, luego ha de ser constante, pero
entonces el coeficiente de Taylor de grado k de g; ha de ser nulo, y es el mismo
que el de g, contradiccion. n

Como primera aplicaciéon observamos lo siguiente:

Teorema 4.16 Una variedad cuasiproyectiva es proyectiva si y solo si es com-
pacta (respecto a la topologia compleja).

DEMOSTRACION: Si V' es una variedad cuasiproyectiva, sabemos que V es
abierta en su clausura proyectiva V (respecto a la topologia de Zariski, luego
también respecto a la topologia compleja) y por ser compacta también es ce-
rrada. Como V es conexa, ha de ser V =V. n

Otra consecuencia es que una variedad proyectiva esta determinada por cual-
quiera de sus fragmentos con interior no vacio:

Teorema 4.17 Si V, W C P™ son dos variedades proyectivas y U C P™ es
un abierto (para la topologia compleja) tal que UNV =UNW # &, entonces
V=w.

DEMOSTRACION: Es claro que basta probar el resultado analogo para varie-
dades afines V., W C A™. Hemos de probar que I(V) = I(W). Para ello, basta
probar que si F € C[Xy,...,X,] se anula en U NV, entonces se anula en V,
pero esto es consecuencia del principio de prolongacion analitica [VC A.7]. =

4.3 Variedades proyectivas

En esta seccién obtendremos algunos resultados que relacionan la estruc-
tura algebraica y la analitica de las variedades proyectivas regulares. Para ello
necesitamos extender el concepto de funcion meromorfa a variedades analiti-
cas de dimension arbitraria, pues en [VC A.17| esta definido tinicamente para
variedades de dimension 1.
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En esencia, una funciéon meromorfa sobre una variedad analitica de dimen-
sion 1 es una funcion holomorfa salvo en un conjunto discreto de polos. Esta
definicién se apoya en la clasificacion de las singularidades aisladas, y no es
aplicable en dimensiones superiores porque las funciones holomorfas no tienen
singularidades aisladas (véase la observacion tras [VC 2.22]). En su lugar, ge-
neralizaremos el concepto de funcién meromorfa partiendo del hecho de que,
en dimension 1, las funciones meromorfas son localmente cocientes de funciones
holomorfas [VC 4.10].

Definiciéon 4.18 Si V es una variedad analitica, llamaremos H (V') al conjunto
de las funciones holomorfas V' — C, que tiene estructura de anillo con la
suma y el producto definidos puntualmente. Las funciones constantes forman
un subcuerpo isomorfo a C, por lo que H (V) es, de hecho, una C-algebra. Mas
atin, si V es conexa entonces H (V) es un dominio integro.?

Por lo tanto, si U es un abierto conexo en una variedad analitica, podemos
considerar el cuerpo de cocientes K(U) del anillo H(U). A sus elementos los
llamaremos fracciones holomorfas en U. Diremos que una fraccion a € K(U) es
holomorfa en un punto p € U si a« = /7, donde 3, v € H(U) y v(p) # 0. En
tal caso definimos a(p) = B(p)/~v(p). Es claro que este valor no depende de la
representacion de « como fraccion.

También es obvio que el conjunto de puntos donde « es holomorfa es un
abierto Uy C U (denso, por el principio de prolongacion analitica), asf como que
@ es realmente una funcion holomorfa en Uy. Mas atn, si o, o’ € X(U) cumplen
que @ y @ coinciden en un abierto de U, entonces a@ = . En efecto, sea p un
punto donde ambas funciones coinciden, y sean a = 8/, o/ = '/+’, de modo
que v(p) # 0 # +'(p). Entonces las funciones 8/v y 8'/+" estan definidas en un
entorno de p y son iguales, luego 8" —v8’ € H(U) se anula en un entorno de p,
luego By — B =0 en H(U), luego a = «'.

En particular, cada o € K(U) esta completamente determinada por @, por
lo que en lo sucesivo identificaremos la fracciéon « con la funcién holomorfa que
define y omitiremos la barra.

Observemos también que si U C U’ son abiertos conexos en una variedad
analitica, podemos definir un monomorfismo de cuerpos K(U') — K(U) me-
diante « = 8/v — |y = Blu/v|u. Es evidente que no depende de la repre-
sentacion de « como fraccion, asi como que el dominio de aly es la interseccion
con U del dominio de « y que, considerada como funcién holomorfa sobre este
dominio, es la restriccion de « considerada como funcién holomorfa.

Si V es una variedad analitica, una funcion meromorfa en V es una funciéon
f : U — C definida sobre un abierto denso de V tal que todo punto de V' tiene
un entorno abierto conexo W tal que flynw € K(W).

2Recordemos el argumento: si f, g € H(V) son no nulas, el principio de prolongacién
analitica [VC A.7] implica que el conjunto de puntos donde se anula una de ellas es cerrado
de interior vacio, luego la unién de ambos también tiene interior vacio (equivalentemente, la
interseccién de dos abiertos densos es densa), luego fg # 0.
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Es claro que las funciones meromorfas son holomorfas en su dominio. Note-
mos que esta definicion tiene implicito que f no puede extenderse a una funcion
meromorfa en un abierto mayor contenido en V. En efecto, sip € V\U y W es
un entorno conexo de p segun la definicion, tenemos que f|ynw € K(W). Si f
admitiera una extension f a un abierto que contuviera a p, restringiendo W
podriamos suponer que f esta definida en W, pero, por definicion de (W)
(0, méas precisamente, por la identificaciéon de los elementos de K(W) con las
funciones holomorfas que definen), entonces f|ynw tendria que estar definida
en p, contradiccion.

Llamaremos M(V) al conjunto de todas las funciones meromorfas en V.

El conjunto M(V') tiene estructura de anillo con las operaciones definidas
como sigue: dadas dos funciones meromorfas f : U — Cy g : U — C,
cubrimos V' con abiertos conexos W; tales que flunw,, glunw, € K(W;) v
consideramos las funciones flynw, + glvnw, € X(W;). Llamamos U” a la
unién de sus dominios y definimos f + g : U” — C como la funcién que
extiende a todas las sumas. El producto se define analogamente.

Si V' es una variedad analitica conexa, entonces M(V') es un cuerpo, pues
si f € M(V) no es nula, podemos cubrir V' con abiertos conexos W; tales que
flw, € K(W;), y ha de ser flw, # 0, pues en caso contrario f seria una funcién
holomorfa que se anularia en un abierto, luego seria nula. Por consiguiente,
podemos considerar las fracciones holomorfas f |17Vt € K(W;), que claramente
definen una funcién meromorfa f~! con la propiedad de que ff~! = 1.

Veamos que la definicién de funcién meromorfa que acabamos de dar gene-
raliza a [VC A.17]:

Teorema 4.19 Si X es una superficie de Riemann, podemos identificar las fun-
ciones meromorfas en X con las funciones holomorfas f : X — C> distintas
de la funcion constante co.

DEMOSTRACION: Sea f € M(X) y ¢ € X. Entonces f se expresa en un
entorno U de = (que podemos tomar difeomorfo a un abierto de C) como co-
ciente de dos funciones holomorfas en U. Ahora bien, los cocientes de funciones
holomorfas en un abierto de C definen funciones meromorfas en el sentido usual
de la teoria de funciones de (una) variable compleja, esto es, funciones holomor-
fas en U salvo en un numero finito de puntos, donde tienen polos. Recordemos
ahora que una funciéon meromorfa U’ — C, donde U’ es un abierto de C, se
extiende® a una funcién holomorfa U’ — C>. Lo mismo vale, obviamente,
para f|y vy, por consiguiente, para f.

Reciprocamente, si f : X — C* es una funcién holomorfa distinta de la
constante oo, entonces oo tiene un nimero finito de antiimagenes. Si U es un

3Si 29 € U es un polo de f = g/h, donde g y h son holomorfas en U’, el orden de g en zp
es menor que el de h, por lo que, dividiendo ambas fracciones entre una potencia de z — zp,
podemos suponer que g(z0) # 0. Entonces, definiendo f(zp) = co y tomando 1/z como carta
de C*° alrededor de oo, la lectura de f en dicha carta es h/g, que es holomorfa en un entorno
de zg.
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abierto de X difeomorfo a un abierto en C, entonces f|y se corresponde con
una funciéon meromorfa en el sentido de la teoria de funciones de una variable
compleja (es holomorfa salvo en un nimero finito de singularidades donde tiene
limite oo, luego son polos), luego f|y se corresponde con un cociente de fun-
ciones holomorfas y, por consiguiente, f|y es a su vez un cociente de funciones
holomorfas en U. Esto prueba que f es meromorfa en el sentido de 4.18. =

En el caso en que V es una variedad cuasiproyectiva regular, tenemos que las
funciones racionales son meromorfas, es decir, que C(V) C M(V'). En efecto, si
P € V, llamamos Vj a la interseccién de V' con un espacio afin que contenga a
P, de modo que Vj es un entorno de P y cada o € C(V) se calcula (en los puntos
de Vy donde esté definida) como cociente de dos funciones de C[Vp] € H(Vp).
Asi pues, aly, € K(Vp), luego o € M(V). A priori podria ocurrir que una
funcion de C(V) estuviera definida en un punto como funcién meromorfa pero
no como funcién racional. Vamos a ver que de hecho no es asi:

Teorema 4.20 Si V' es una variedad cuasiproyectiva reqular y f € C(V) es
holomorfa en un punto P, entonces f es reqular en P.

DEMOSTRACION: Tenemos las inclusiones

Pongamos que f = u/v, donde u, v € Op(V). Que f sea holomorfa en P
significa que v | u en Hp(V), luego también en C[[Xy,...,X,]]. Ahora bien,

en el teorema 3.39 hemos demostrado que Op(V) y C[[X1, ..., X,]] cumplen las
hipotesis del teorema 3.38, y en la prueba de éste hemos visto que si v | u en
Cl[X1,...,X,]], también v | uw en Op(V), luego f € Op(V). "

Vamos a probar que en el caso de las variedades proyectivas se da la igual-
dad C(V) = M(V), es decir, que las funciones meromorfas coinciden con las
funciones racionales. Para ello necesitamos un resultado analitico general que a
su vez requiere algunos resultados previos.

Si V' es una variedad analitica y a € V, representaremos por G,(V') al anillo
de los gérmenes de funciones holomorfas en a, es decir, el conjunto formado por
las clases de equivalencia de funciones holomorfas en un entorno de a, donde
dos funciones estan relacionadas si coinciden en un entorno de a. La estructura
de anillo es la definida de forma natural.

Como a tiene un entorno homeomorfo a un abierto de C™, es inmediato
que Go(V) es isomorfo a G,(C™), que por [VC 2.18| es a su vez isomorfo a
C{Z,...,Z,}, luego por B.17 (véase la observacion posterior) es un dominio
de factorizacion tnica.

Teorema 4.21 Si f y g son funciones holomorfas en un punto a € C™ primas
entre si como elementos de G,(C™), entonces existe un entorno U de a en el que
ambas son holomorfas y primas entre si como elementos de G,(C™), para todo
beU.
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DEMOSTRACION: Notemos que podemos suponer a = 0. En efecto, la aplica-
cion ¢ : C* — C™ dada por ¢(z) = z + a es biholomorfa e induce isomorfismos
Gp(C™) =2 Gp1a(C™). Asi, o f y ¢ og son primas entre si en Go(C") y, si el
teorema se cumple para ellas, entonces son primas entre si en todos los anillos
Gu(C™), donde b recorre un entorno de 0, luego f y g son primas entre si en
todos los anillos G444(C™), es decir, en los anillos G,(C™), donde ahora b recorre
un entorno de a.

Supongamos, pues, que a = 0. El resultado es trivial si alguna de las fun-
ciones es una unidad en Go(C"™), pues entonces lo es también en G,(C"), para
todo b en un entorno de 0. Supongamos que no son unidades.

La prueba del teorema B.13 muestra que es posible encontrar una misma
transformacion lineal ¢ : C* — C™ que haga que las funciones f' = ¢o f y
g’ = ¢og tengan series de Taylor regulares en Z,,. Estas funciones siguen siendo
primas entre si en Go(C™) y, si existe un entorno U que cumple el teorema para
ellas, es claro que ¢[U] es un entorno de 0 que cumple el teorema para f y g, ya
que para cada u € U tenemos que f’ y ¢’ son primas entre si en §,(C"), luego
[ v g son primas entre sf en Gy(,,)(C").

Por consiguiente, podemos suponer que las series de Taylor de f y g en 0
son regulares en Z,, con lo que el teorema B.16 nos da que, salvo unidades,
dichas series son polinomios ménicos en Z,, con coeficientes en C{Z;,..., Z,_1}.
Puesto que las unidades lo son también en todos los puntos de un entorno de 0,
podemos eliminarlas.

Sea d el maximo comtn divisor de fy g en C{Z1,...,Z,_1}[Z,], un po-
linomio que podemos tomar moénico y que sera una unidad en C{Z1,...,Z,}.
Entonces d es también el maximo comin divisor de f y g en el anillo de polino-
mios sobre el cuerpo de cocientes de C{Zy,...,Z,_1}, donde podemos aplicar
la relacion de Bezout. Después de quitar denominadores, se convierte en una
relaciéon de la forma

uf +vg = dr,
donde u, v son funciones holomorfas en un entorno de 0 con series de Taylor en
C{Z,...,Zn-1}[Zs] ¥ r es una funcion holomorfa no nula cuya serie de Taylor
pertenece a C{Z,...,Z,_1}. Sea U un entorno de 0 donde estén definidas

todas estas funciones y donde d siga siendo una unidad.

Sib € U, podemos considerar las cinco funciones como elementos de G(C"),
que se identifican con series de C{Z1,...,Z,} componiéndolas primero con la
traslacion z+b. Esta composicion hace que las series de Taylor sean otras, pero
sigue siendo cierto que las series de u, v, f, g, d son polinomios (monicos en el
casode f, gy d) de C{Zy,...,Z,_1}[Z,]) ylade r estaen C{Z1,...,Z,_1}. Si
ahora identificamos las funciones con estas nuevas series alrededor de b, siguen
cumpliendo la relacion uf + vg = dr.

Supongamos que f y g tienen un divisor comtn (no unitario) ¢ en G,(C"),
que serd también un divisor de r. Notemos que todo primo p € C{Z1,...,Z,_1}
es también primo en el anillo C{Z;,...,Z,} 2 C{Z;,..., Z,—1}{Z,}, ya que

C{Zl, ey Zn}/(p) = (C{Zla ) anl}/(p»{zn}
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es un dominio integro. Por consiguiente, eliminando una unidad, podemos su-
poner que ¢ € C{Zy,...,Z,_1}. Mas ain, ¢ no puede ser una unidad de este
anillo. Esto hace que un multiplo de ¢ no pueda tener un monomio Z", pero f
lo tiene, lo que nos da una contradiccién. [

Teorema 4.22 Sea f una funcion holomorfa en (un entorno de) el polidisco

cerrado |z;| < 1,1 =1,...,n y sea M el mdximo de f en dicho polidisco. Supon-

gamos que f y todas sus derivadas de orden menor que h se anulan en 0. En-

tonces, para todo z en el polidisco abierto, se cumple que |f(2)| < M max|z]|".
K3

DEMOSTRACION: Para cada z € C™ llamaremos |z| = max; |z;|. Fijemos un
z tal que 0 < |z| < 1 y para cada t € C definamos g(t) = f(tz), que es una
funcion holomorfa en un entorno del disco [t| < |z|71.

La hipétesis sobre las derivadas de f implica que su serie de Taylor no tiene
términos de grado menor que h, luego a la serie de Taylor de g le sucede lo mismo,
es decir, la funcién g(t)/t" es holomorfa en un entorno del disco cerrado. Por el
principio del médulo maximo, |g(t)/t"| es menor o igual que el valor que toma
esta funcion en la frontera del disco, que a su vez es menor o igual que M/|z|~",
es decir, tenemos que |g(t)/t"| < M|z|". Haciendo t = 1 queda f(z) < M|z|",
como habia que probar. [

Otro hecho elemental que necesitaremos a continuacion es el siguiente: el
ntmero de monomios de grado < m en n indeterminadas es

m m+n
]

En efecto, podemos dividir tales monomios en dos grupos: los que contienen
alguna indeterminada X,,, que son M™~!, y los que no contienen ninguna, que
son M™,, luego M = M™ 1 + M™ . Basta razonar por induccién sobre

m—+n.

Ahora ya podemos probar:

Teorema 4.23 Si V es una variedad analitica compacta, entonces el grado de
trascendencia de M(V') sobre C es menor o igual que dim V.

DEMOSTRACION: Sean = dim V' y tomemos funciones fi, ..., fntr1 € M(V).
Hemos de probar que existe un polinomio no nulo F € C[T4,...,T,1] tal que
F(flv"'vfn-‘rl) =0.

Para cada punto z € V vamos a elegir tres entornos z € W, C V,, C U,. En
primer lugar elegimos U, tal que f; = P, ;/Qi z, donde P; ;, Q; 5 € H(U,) son
funciones primas entre s{ en todos los puntos de U,. La existencia de U, nos
la da el teorema 4.21. Tomamos V, tal que su clausura esté contenida en U, y
que sea el dominio de una carta con imagen en el polidisco |z;| < 1. El tercer
entorno W, es la antiimagen del polidisco |z;| < 1/2.
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Consideremos dos puntos z, y € V tales que U, N U, # @. En dicha
interseccion tenemos que
Pi. Py
Qi,m Qi,y7

y ambas fracciones son primas entre si en cada punto de U, N Uy, por lo que
Qi,2/Qi,y ha de ser una unidad en cada punto, es decir, Q; » = Qi y®i »,y, Para
una cierta funciéon holomorfa ¢; ., € H(U, N Uy) que no se anula en ningan
punto.

Podemos tomar un numero finito de puntos &;,...,&. € V tales que los
abiertos We, cubran V. Definimos

n+1
k= FININ C =max max |[¢; -
?5, il;ll ¢%5J7£k Ik Ve, NVe, o
Notemos que C' > 1, pues ¢; p¢r ; = 1.
Consideremos un polinomio arbitrario F'(Th,...,T,+1) de grado m y ponga-
mos que
R,
F(f17-~-afn+1) = Qim en VI, (41)
x
donde
n+1
Qz = H Qi,m~
i=1

Observemos que Re; = ¢ Re, en Vg, NV, . Vamos a probar que, para cada
h > 0, podemos encontrar un polinomio no nulo F' para el cual las funciones
Re¢; tengan nulas todas las derivadas de orden menor que h en §;.

Observemos que la aplicacién que a cada polinomio F' le asigna la funciéon
R¢; es lineal, como también lo es la que a F' le asigna una derivada parcial fija
de Rg¢; en §;. Consideremos, pues, la aplicacion lineal que a cada polinomio F'
de grado < m le asigna el vector formado por todas las derivadas parciales de
orden < h de todas las funciones Re¢; en {; (incluyendo la derivada de orden 0,
igual a Re,(&;)). Si escogemos m y h de modo que

<”+m+1>>r<"+h_1), (4.2)
n+1 n
la aplicacién tendra un nticleo no trivial, pues el miembro izquierdo es la dimen-
sion del espacio de polinomios y el miembro derecho es el nimero de derivadas
parciales. (Notemos que el nimero de derivadas parciales de orden < m de una
funcién de n variables es el mismo que el de monomios de grado < m en n
indeterminadas). Basta tomar un polinomio F' en dicho niucleo.

Asi podemos aplicar el teorema anterior a las funciones Rg,. Para ello lla-
mamos

M = méx méx |Re,
mfxgggzl e, (@],
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con lo que, para todo z € W, se cumple que

M
Re, (2)] < 37

El méximo M se alcanzara en un punto zo € V¢;. Entonces o € W, , para
cierto k, luego

M
M = |Rg; (z0)] = |Re, (20)|¢n, (0) ™ < o5 O™
Vamos a ver que podemos elegir h y m de modo que C™/2" < 1, lo que
obliga a que M = 0, lo que a su vez implica que cada R¢; es nula en Vg, y, como
estos abiertos cubren V', concluimos que F(f1,..., fnt1) por (4.1).

Pongamos C' = 2*, donde A > 0, porque C' > 1. Lo que queremos es que
Am < h. Ahora bien, el miembro izquierdo de (4.2) es un polinomio de grado
n+ 1 en m, digamos P(m), mientras que el miembro derecho es un polinomio
de grado n en h, digamos Q(h). Fijemos un natural I > X\ y hagamos h = Im.
El polinomio Q(Im) tiene también grado n en m, luego s6lo hemos de tomar un
m suficientemente grande para que P(m) > Q(Im), lo cual siempre es posible.

|

Veamos una primera consecuencia:

Teorema 4.24 Si X es una variedad proyectiva reqular, las funciones mero-
morfas en X coinciden con las funciones racionales, es decir, M(X) = C(X).

DEMOSTRACION: Por 4.23 sabemos que M(X) es algebraico sobre C(X).
Basta probar que M(X) es algebraicamente cerrado sobre C(X). Esto es cierto
para cualquier variedad algebraica regular, no necesariamente proyectiva.

En efecto, tomemos una funcion f € M(X) algebraica sobre C(X). Entonces
f es raiz de un polinomio irreducible

FT)=T" +a, 7™ + - +a,, € C(X)[T].

Todo se reduce a demostrar que m = 1. Sea U C X un abierto afin en el
que sean regulares todas las funciones racionales a; y donde el discriminante
D(F) € C(X) no se anule. Basta probar que f|y € C(U), pues entonces f|y se
extiende a una funciéon g € C(X), de modo que f y g son funciones meromorfas
en X que coinciden en un abierto denso, luego son iguales. Equivalentemente,
podemos sustituir X por U y suponer que a; € C[X] para todo 4, asi como que
D(F) no se anula en ningtn punto de X.

Para cada punto z € X, sabemos que G,(X) es un dominio de factoriza-
cion dnica, luego es integramente cerrado, y f se identifica con un cociente de
elementos de 3, (X) entero sobre §,(X), luego f € G,(X). Asipues, f € H(X).

Sea X' C X x Al el conjunto de los puntos (z, z) tales que F(z,2) = 0.
Asi X’ es un conjunto algebraico afin tal que C[X'] = C[X][T]/(F) = C[X][f].
Como F es irreducible, resulta que X’ es una variedad afin.
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Nos encontramos ahora en la misma situacién que en la prueba de 4.12,
por lo que podemos concluir como alli que X’ es una variedad regular y que la
restriccion de la proyeccion p : X’ — X es una aplicacion finita no ramificada
de grado m. Por otra parte, podemos definir una aplicaciéon regular ¢ : X — X’
mediante ¢(x) = (x, f(z)), que cumple ¢pop = 1.

Ahora ya podemos llegar a una contradiccién si suponemos que m > 1.
Concretamente, vamos a probar que ¢[X] y X'\ ¢[X] son abiertos disjuntos no
vacios, lo que implica que X’ no es conexo, en contra de lo que nos asegura el
teorema 4.13.

En efecto, si x € X, tras la prueba de 4.12 hemos visto que = tiene un en-
torno U para la topologia compleja, que podemos tomar conexo, tal que p~1[U]
se descompone en unién de m abiertos disjuntos U; homeomorfos con U a través
de p. Claramente, ¢[U], al ser conexo, ha de estar contenido en uno de los U,
luego ha de ser ¢[U] = U, para un cierto indice 7. Por consiguiente U; es un
entorno de ¢(z) en ¢[X], mientras que los deméas U; son entornos de las otras
antiimégenes de = por p en X’ \ ¢[X]. Esto prueba que ambos conjuntos son
abiertos y, desde luego, no vacios. L]

Maés en general:

Teorema 4.25 Toda aplicacion holomorfa f : X — Y entre dos variedades
proyectivas requlares es reqular.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto z € X y seay = f(z). Vamos a probar
que f es regular en x. Pongamos que Y C P" y elijjamos un hiperplano infinito
en P" de modo que y € A™. Sean z1,...,2, € C[Y] C M(Y) las funciones
coordenadas de A™. Es claro que foz; € M(X) = C(X) y, como cada f o z;
es holomorfa en z, el teorema 4.20 implica que también es regular en x. Sea
U un entorno afin de x tal que f o z; € C[U], para todo i. Esto implica que
U C f~1[Y N A"]. Es claro que estas aplicaciones definen una aplicacién regular
U — A™, que no es sino f|y. Por consiguiente, f es regular en x. ]

En particular:

Teorema 4.26 Dos variedades proyectivas regulares son isomorfas si y solo si
son biholomorfas.

El resultado més importante que relaciona las variedades analiticas y las
algebraicas es el siguiente:

Teorema 4.27 Toda subvariedad analitica compacta y conexa de una variedad
proyectiva reqular es una variedad proyectiva reqular.

DEMOSTRACION: Sea V una subvariedad analitica compacta de una variedad
proyectiva regular X. Como X C P", para cierto n, tenemos que V es también
una subvariedad analitica de P™ compacta y conexa. Elijamos un sistema de
referencia en P” de modo que la coordenada homogénea xq no sea idénticamente
nula en V', es decir, que, si tomamos V' (Xj) como hiperplano infinito, entonces
V' contiene puntos finitos.
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Sea Y la clausura de V respecto a la topologia de Zariski. Ciertamente, Y
es un conjunto algebraico proyectivo. Vamos a ver que es una variedad, para lo
cual hemos de probar que I(Y") es primo, es decir, que si P y @ son polinomios
homogéneos tales que P(Q se anula en Y, entonces uno de los factores se anula
en Y. Si P no es idénticamente nulo en Y, el conjunto de los puntos de Y donde
P no se anula es un abierto no vacio para la topologia de Zariski, pero V es
denso en Y para esta topologia, luego P no se anula en algiin punto de V', y el
conjunto U C V donde P no se anula es un abierto no vacio para la topologia
compleja.

Pongamos que grad Q = k, de modo que Q/X} € M(V) se anula en U y,
como V es conexo, el principio de prolongacién analitica implica que se anula en
todo V. Esto significa que @ se anula en todos los puntos de V salvo a lo sumo
en los que cumplen X, = 0, pero considerando entonces las funciones Q/X¥
concluimos que también se anula en estos puntos. En definitiva, @ se anula en
un conjunto denso en Y (para la topologia de Zariski), luego se anula en Y.

Una funcion racional de Y es de la forma P/Q, donde P y @ son polinomios
homogéneos del mismo grado y @ no es idénticamente nulo en Y. Si @) se anulara
en un abierto de V' (para la topologia compleja), razonando como antes con las
funciones /X[ concluiriamos que se anula en todo V. Asi pues, el cociente
P/Q esta definido en un conjunto denso en V (para la topologia compleja).
Esto significa que toda funcion de C(Y') se restringe a una funcion de M(V).
Razonando con P en lugar de @) concluimos que la restriccion es tnica, por lo
que podemos considerar C(Y) € M(V).

Ahora bien, si dimV = m y dimY = d, tenemos ciertamente que m < d,
pues el conjunto de puntos regulares de Y es abierto, luego existe un punto
v € V regular en Y. Esto significa que v tiene un entorno Y’ C Y (para la
topologfa compleja) que es una subvariedad analitica de P de dimension d, y
por otra parte v tiene un entorno V' C VNY’ que es una subvariedad analitica
de P™ de dimension m. Entonces V' es también una subvariedad analitica de
Y, lo que nos da la desigualdad entre las dimensiones.

Por otra parte, el teorema 4.23 nos da que el grado de trascendencia de
M(V) es a lo sumo m, mientras que el de C(Y") es exactamente d. Asi pues,

dimV =dimY =d.

Sea Y, el conjunto de los puntos regulares de Y, que es una variedad alge-
braica, y también una variedad analitica conexa (por el teorema 4.13). Como V'
es compacta, es cerrada en Y para la topologia compleja, luego V NY, es una
subvariedad analitica cerrada en Y., pero una subvariedad de la misma dimen-
sion ha de ser necesariamente abierta, luego por conexion Y, C V C Y.

Finalmente, Y, es denso en Y para la topologia compleja, luego la com-
pacidad de V implica que Y = V. El teorema 4.8 implica que Y es regular.

|
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4.4 El teorema de Lefschetz

Segun [GD 2.36], toda variedad diferencial real es difeomorfa a una subva-
riedad de R™, para un n suficientemente grande. Sin embargo, no se cumple un
teorema analogo para variedades complejas. Existen toros complejos que no son
biholomorfos a ninguna subvariedad de C™, o incluso de P™. En virtud del teo-
rema 4.27, esto implica que no toda variedad analitica compacta es biholomorfa
a una variedad algebraica.

No vamos a dar ejemplos de estos hechos, pero, por ejemplo, sucede que
hay toros complejos T' (definicion [VC A.30] en los que las tnicas funciones
meromorfas son las constantes o, en otros términos, tales que M(7T) = C. En
cambio, si T es proyectivo, es decir, si es biholomorfo a una variedad proyectiva,
por 4.24 tenemos que M(T') ha de tener grado de trascendencia sobre C igual
a dim7T. En general, saber que una variedad analitica compacta es proyectiva
proporciona mucha informacién sobre ella.

El propésito de esta seccion es demostrar un teorema de inmersion de Lefs-
chetz que proporciona una condicién suficiente para que un toro complejo sea
proyectivo. Ello nos lleva a estudiar las llamadas funciones zeta:

Definicién 4.28 Sea V' un espacio vectorial complejo de dimensién g y R un
reticulo? en V. Una funcion zetaen V con respecto a R es una funcién F' € H(V)
no nula tal que existen funciones L : V x R — Cy J : R — C de modo que
L es C-lineal en su primera variable y, para todo z € V' y todo r € R, se cumple
que

F(Z + T) _ F(Z)SQWi(L(z,'r')—&-J(r)).

Una funcién zeta es trivial si no se anula en ningin punto.

Una definicién tan técnica como ésta requiere una explicacion:

En el estudio de una variedad analitica compacta X tiene interés investi-
gar los subconjuntos de X que son localmente ceros de funciones holomorfas.
Aunque no nos va a hacer falta en ningiin momento, esto se precisa mediante el
concepto de divisor de Cartier: Un divisor (entero) de Cartier D en una varie-
dad X esta determinado por una familia de pares (U;, f;), donde los conjuntos
U; forman un cubrimiento abierto de X y las funciones f; € H(U;) cumplen
que los cocientes f;/f; € H(U; N Uj;) no se anulan en ningan punto. El soporte
de D es el conjunto Z C X formado por los puntos en los que se anulan las
funciones f;. Es en este sentido en el que podemos decir que los soportes de los
divisores de Cartier son localmente ceros de funciones holomorfas.

En general, las funciones f; que definen a Z no pueden “pegarse”’ para for-
mar una dnica funcion f € H(X), pues dicha f habria de ser constante, luego
estariamos en uno de los casos triviales Z = @ o bien Z = X. Sin embargo,
si X = V/R es un toro complejo, puede probarse que las funciones f; pueden

4Definicién [VC A.26].
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manipularse adecuadamente (sin modificar el soporte Z) de modo que sus com-
posiciones con la proyeccion p : V. — V/R si pueden pegarse para formar una
funcion zeta en V.

Observemos que si F' es una funcion zeta en V respecto de R, el toro V/R
puede cubrirse por abiertos U; donde p tiene inversa, y que los pares (U, p\giloF)
forman un divisor de Cartier de V/R. Lo que hemos afirmado es que todo divisor
de Cartier del toro puede obtenerse de este modo a partir de una funcién zeta.

No vamos a demostrar este hecho porque no lo vamos a necesitar, pero con-
viene recordar que, esencialmente, una funcion zeta esté definiendo un “conjunto
de ceros” en V/R. Por ejemplo, esto explica el interés de las funciones zeta tri-
viales: son las asociadas al conjunto vacio.

Veamos ahora que es facil determinar explicitamente las funciones zeta tri-
viales.

Si F es una funcion zeta trivial, entonces® F(z) = €2™/() para una funcion
f € H(V). Sean Ly J segtn la definicion de funcion zeta. Fijado un r € R,
tenemos que

fz+7r)— f(z) = L(z,7) + J(r) + Ky,

para un cierto k. € Z que es una funcién continua de z, luego es constante. (Re-
cordemos que L(z,7), para un r fijo, es una funcion lineal, luego continua.) El
miembro derecho, para un r fijo, es una funcion lineal, luego todas las derivadas
parciales de orden 2 del miembro derecho son nulas. Equivalentemente,

af | f
aziazj a 6zl8zj

)

z z+r

para todo z € V y todo r € R. Por consiguiente, estas derivadas segundas
inducen funciones holomorfas V/R — C, luego son constantes por el principio
de prolongacién analitica. Concluimos que f es un polinomio de grado < 2,
luego podemos descomponerlo como f(z) = q(z) + A\(z) + ¢, donde ¢(z) es una
forma cuadratica, A(z) es una forma lineal y ¢ € C. Con esto tenemos probada
la mayor parte del teorema siguiente:

Teorema 4.29 Si R es un reticulo en V, las funciones zeta triviales en V
respecto de R son las funciones de la forma F(z) = e2™{a()+A2)+0) " donde ¢(z)
es una forma cuadrdtica, A\(z) es una forma lineal y ¢ € C.

5Es claro que F tiene un logaritmo holomorfo en un entorno de cada punto, y dos logaritmos
holomorfos definidos en un mismo abierto conexo se diferencian en un maultiplo de 2mi. Si F'
no tuviera un logaritmo holomorfo definido en todo V', podriamos tomar el supremo r > 0 de
todos los radios tales que F' admite un logaritmo holomorfo en la bola abierta B(0,r) C V.
La frontera de dicha bola podria cubrirse por un namero finito de bolas abiertas con centro en
0B(0,r) y en las que F' admite un logaritmo holomorfo. Si B es una de estas bolas, BNB(0, r)
es convexo, luego conexo, luego el logaritmo en B puede tomarse de modo que extienda al
definido en B(0,7). Si B’ es otra de las bolas y BN B’ # &, entonces B(0,7) N BN B’ es un
abierto convexo no vacio en el que las dos prolongaciones coinciden, luego ambas coinciden en
BN B’. De este modo tenemos un logaritmo de F' definido sobre un abierto que contiene a la
bola cerrada de radio 7, luego también a una bola abierta de radio mayor, en contradiccion
con la eleccién de r.
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DEMOSTRACION: Soélo falta probar que cualquier funcion de la forma descrita
en el enunciado es realmente una funciéon zeta. Observemos en primer lugar que
q(z) = b(z,z), donde b : VxV — C es una forma bilineal simétrica. Evaluando
b(z1 + 22,21 + 22) vemos que

q(z1 + 22) — q(z1) — q(z2) = 2b(21, 22),

por lo que la funcién €27(?) cumple la definiciéon de funciéon zeta con las fun-
ciones

L(z,r) = 2b(z,71), J(r) = q(r).

Por otra parte, la funcion e2™**?) cumple la definicién de funcion zeta con
L =0y J = A La constante e es trivialmente una funcion zeta y la funciéon
del enunciado es el producto de las tres. L]

La construccion de funciones zeta no triviales es un problema més delicado
del que nos ocuparemos méas adelante.

Las funciones L y J que aparecen en la definicion de las funciones zeta
satisfacen ciertas relaciones. En primer lugar, si tomamos r, s € Ry calculamos
F(z+4r+s)/F(z) de las dos formas obvias, obtenemos:

L(z,r+s)+J(r+s)=L(z,8) + L(z+s,7)+ J(r) + J(s) (méd Z). (4.3)
Haciendo z = 0 queda

J(r+s)—=J(r)—J(s) = L(r,s) (méd Z). (4.4)
Como el miembro izquierdo es simétrico en r y s, deducimos a su vez que

L(r,s) = L(s,r) (méd Z). (4.5)
Sustituyendo (4.4) en (4.3) obtenemos
L(z,r+s)=L(z,8) + L(z+ s,7) — L(r,s) (méd Z).
Usando (4.5) y la linealidad de L en la primera componente resulta
L(z,r 4+ s) = L(z,r) + L(z, s) (méd Z).

Fijados r y s, la diferencia entre ambos miembros es un entero que depende
linealmente de z, luego ha de ser nulo. Asi pues:

L(z,7+s) = L(z,7) + L(z,s).

Esto nos permite extender L a una funcion L : V x V — C que es C-lineal
en la primera variable y R-lineal en la segunda. Definimos ahora

K(r)=J(r) — %L(r, ).
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De (4.4) se sigue que
K(r+s)=K(r)+ K(s) (méd Z).

Llamemos K’ : V — C a la aplicacion R-lineal que coincide con K en una
base de R. Entonces K'(r) = K(r) (méd Z). Ahora bien, la funciéon

J'(r)y=J(r)+ K'(r) — K(r)

cumple también la definicién de funcion zeta para F, luego cambiando .J por J’
podemos suponer que K es R-lineal. En definitiva, hemos probado el teorema
siguiente:

Teorema 4.30 Sea F una funcion zeta en V respecto a un reticulo R y sean
L y J las funciones que cumplen la definicion de funcion zeta. Entonces L
se extiende a una funcion L : V xV — C que es C-lineal en la primera
variable y R-lineal en la segunda, y la funcion J puede elegirse de modo que la
funcion K(r) = J(r) — 2 L(r,r) es Z-lineal y se extiende a una funcion R-lineal

2
K:V —C.

En términos de K y L, la relacion que define las funciones zeta equivale a
1
F(z+7r)=F(z)exp(2mi(L(z,7) + §L(7°, r)+ K(r))). (4.6)

Si estamos dispuestos a modificar la funciéon F' de forma no esencial, todavia
podemos decir més. Para ello definimos la equivalencia de funciones zeta. No-
temos que el producto de dos funciones zeta en V respecto al mismo reticulo R
es también una funcién zeta, asi como que la inversa de una funcién zeta trivial
es también una funcion zeta trivial, luego las funciones zeta triviales forman un

grupo.

Definicién 4.31 Diremos que dos funciones zeta en V' respecto a un reticulo
R son equivalentes si su cociente es una funcién zeta trivial.

La idea subyacente es que dos funciones zeta son equivalentes si determinan
el mismo conjunto de ceros en el toro V/R. Como las funciones zeta triviales
forman un grupo, es obvio que la equivalencia de funciones zeta es en efecto una
relacion de equivalencia. Vamos a asociar algunos invariantes a cada clase de
equivalencia. En primer lugar, la aplicaciéon E : V x V — R dada por

E(z,w) = L(z,w) — L(w, 2) (4.7

es una forma R-bilineal alternada. Por (4.5) vemos que F toma valores enteros
en R x R, y la bilinealidad implica entonces que toma valores reales en V' x V.

A su vez, la forma S : V x V — R dada por
S(z,w) = E(iz,w)

es R-bilineal simétrica.
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En efecto, S(z,w) = L(iz,w) — L(w,iz), S(w, z) = L(iw, z) — L(z, iw). Por
lo tanto,
S(z,w) = S(w,z) = i(E(z,w) — E(iz,iw)).

Como un miembro es real y el otro imaginario puro, ambos miembros son nulos
y S es simétrica. Ademéas obtenemos que E(z,w) = E(iz,iw).

Finalmente definimos H : V x V — C mediante
H(z,w) = E(iz,w) + iE(z,w). (4.8)
Asi H es una forma hermitiana, es decir, para cada A € C, se cumple
H(\z,w) = H(z,w), H(z, \w)=\H(z,w), H(z,w)=H(w,z).
En efecto:
H(w, 2) = E(iw, 2) — iE(w, 2) = —F(z,iw) + iB(z,w)

= E(iiz,iw) + iE(z,w) = E(iz,w) +i(z,w) = H(z,w).

Se comprueba inmediatamente que H (iz, w) = iH (z,w), de donde se sigue la
C-linealidad en la primera variable, mientras que la semilinealidad en la segunda
se sigue de ésta y de la tercera propiedad.

La forma E'y, por consiguiente, también las formas S y H, no se alteran al
pasar de una funcién zeta a otra equivalente.

En efecto, si dos funciones zeta F''y F’ cumplen la definicién con funciones L
y L', entonces FF’ cumple la definicion con L + L'. Si F’(z) = ?™(a(2)+A(2)+¢)
es una funcion zeta trivial, en la prueba del teorema 4.29 hemos visto que cumple
la definicion de funcion zeta con L'(z,w) = 2b(z,w), donde b es la forma bilineal
simétrica que cumple ¢(z) = b(z, ). Esto hace que F'FF’ cumple la definiciéon de
funcién zeta con L + 2b, y la simetria de b implica que la forma E para FF’ es
la misma que la asociada a F'. L]

Vemos también que, para una funciéon zeta trivial, partiendo de L = 2b,
obtenemos £ =S =H = 0.

Diremos que una funcién zeta esta normalizada si la funcion K toma valores
reales y

L(z,w) = —% H(z,w). (4.9)
El interés de esta definicion radica en el teorema siguiente:

Teorema 4.32 Toda funcion zeta es equivalente a una funcion zeta normali-
zada.

DEMOSTRACION: Una funcion zeta trivial es de la forma e?7i(a(z)+A(z)+e),
donde ¢(z) = b(z, z), para una cierta forma bilineal simétrica b : V x V — C.
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Al multiplicar una funcién zeta por esta funciéon trivial, a la funcion L se le
suma la forma 2b(z,7). Vamos a probar que

2b(z,w) = —L(z,w) — %H(z,w)

es simétrica, con lo que serd una forma C-bilineal (ya que es C-lineal en la
primera variable). Asi, al multiplicar la funcion zeta correspondiente a L por la
funcién zeta trivial definida por esta b, obtenemos una funcién zeta cuya funciéon
L cumple la segunda condicion de la definicion de normalizacion. En definitiva,
hemos de probar que

(H(z,w) — H(w, 2)) = L(w, 2) — L(z,w),

N | .

y ciertamente

= E(w,2) = L(w, z) — L(z,w).

Por otra parte, al multiplicar por la funcion zeta trivial, a la funcion J (y,
por consiguiente, a K) se le suma la forma lineal A(z). Hemos de probar que
existe una forma lineal A(z) que hace que K(z) + A(z) tome valores reales.

Como K es R-lineal, también lo es ImK : V — R. Por consiguiente, si
z = (a1 +1b1,...,ay+1iby), entonces Im K (z) = cra1 +diby + - - - + cgay + dgbgy,
para ciertos ¢;, d; € R. Sea a; = d; +ic; y AM(2) = —anz1 — -+ - — agz4. Es claro
que Im K (z) + Im A(z) = 0. n

Para una funcion zeta normalizada, la relacion (4.6) se expresa en la forma:
F(z+7) = F(2) exp(2mi(—5 H(z,r) — 1 H(r,r) + K(1). (4.10)

Observemos que si partimos de esta ecuacion entendiendo que L = —(i/2)H
(v suponiendo que H es una forma hermitiana), la forma E dada por (4.7) es
E =ImH, y la forma H dada por (4.8) es la forma H dada.

Maés atin, la ecuacion (4.10) determina completamente la forma H. En efecto,
si una funcién F' cumple (4.10) con dos formas H y H' (y dos funciones K, K'),
las exponenciales correspondientes han de coincidir, al igual que los logaritmos
de sus moédulos, que son

7E(iz,r) + gE(ir, r)=7E(iz,r) + %E’(ir, r).
Equivalentemente, E(i(2z + 7),r) = E'(i(2z + r),r). Como esto vale para

todo z € V, de hecho E(z,r) = E'(z,7). Como podemos tomar una R-base de
V contenida en R, esto implica que E = E’, luego H = H'. =
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Teorema 4.33 La forma hermitiana H asociada a una funcion zeta es semi-
definida positiva, es decir, H(z,z) > 0.

DEMOSTRACION: Sea F' una funcién zeta. No perdemos generalidad si su-
ponemos que estd normalizada. Sea f(z) = F(z)exp(—5 H(z,2)). Asi, para
todo r € R,

flz4+r)= F(z—|—r)exp(—gH(z—|—r,z—|—r))

— F(2) exp(27ri(—£ H(zr) + K(r) + iH(z, 2+ iH(r, )

= f(2) exp(?m’(% ImH(z,r)+ K(r))) = f(2) exp(27ri(%E(z,r) + K(r))).

Como E y K toman valores reales, resulta que |f(z + r)| = |f(2)|. Por
consiguiente, |f| induce una funcion continua en el toro compacto V/R, luego
estd acotada. Si C' es una cota, tenemos que

F(z) < Ce3H(=2),

Si H(zp,20) < 0, entonces la funcion C — C dada por A — F(Az) es
entera y tiende a 0 en oo, luego tiene que ser idénticamente nula. En particular
F(zp) = 0. Hemos probado que si H(zg,z20) < 0 entonces F(zp) = 0. Como
H(z,z) ha de ser negativa en un entorno de zp, resulta que F' se anula en
un abierto, luego es idénticamente nula, en contradiccion con la definicion de
funcion zeta. ]

Nos ocupamos ahora del problema de la existencia de funciones zeta para las
que H es, mas precisamente, definida positiva, es decir, que cumple H(z,z) > 0
siempre que z # 0. Notemos que esto es equivalente a que E(iz,z) > 0y, por
lo tanto, a que E satisfaga la definicion siguiente:

Definicién 4.34 Sea V un espacio vectorial complejo de dimensién g y R un
reticulo en V. Una forma de Riemann en V respecto a R es una forma bilineal
alternada FE : V x V — R que toma valores enteros en R x R y tal que la forma
bilineal S(z,w) = E(iz,w) es simétrica y definida positiva.

Diremos que una funcién zeta en un espacio V respecto a un reticulo R es
no degenerada si su forma H asociada es definida positiva o, equivalentemente,
si su forma E asociada es una forma de Riemann.

Necesitamos un poco de algebra lineal:

Teorema 4.35 (Frobenius) Si E : R x R — Z es una forma bilineal al-
ternada definida positiva en un Z-mddulo libre R de rango finito, entonces
R = (e1,v1) L --- L (eg,vq), donde E(ej,v;) = d; es un nimero natural
no nulo y dy | do |-+ | dyg.
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DEMOSTRACION: La notaciéon A 1 B indica suma directa ortogonal, es
decir, una suma directa tal que E(a,b) = 0 para todo a € A y todo b € B.
Notemos que la imagen de E en Z es un ideal no nulo. Sea d; > 0 su generador,
de modo que d; divide a cualquier entero en la imagen de F. Pongamos que
E((—;’l,’Ul) = dl. Sea R1 = <61,1}1> Yy sea

R{ ={r e R|E(e;,r) = E(vy,r) = 0}.

Es claro que Ry N R{ = 0. Veamos que R = R; + Ri. Para ello tomamos un
r € Ry consideramos los elementos de la forma r — me; — nvy, para ciertos m,
n € Z. Vemos que

E(r —me; —nvy,e1) = E(r,e1) + nd;.

Sabemos que d; | E(r, e1), luego podemos tomar n de modo que la expresion
anterior sea nula. Eligiendo m de modo similar obtenemos r —me; —nwvy € Rll,
luego r € Ry + Ri. Asipues, R = R; | Rf, y la restriccién de E a R{ x R{
satisface las hipotesis del teorema. Ahora basta razonar inductivamente sobre
el rango de R. L]

La descomposicién dada por el teorema anterior se llama una descomposicion
de Frobenius de R respecto de F, y una base e, vy, ..., e4,v4 en las condiciones
del teorema anterior se llama una base de Frobenius de R respecto de E.

En las condiciones de la definicién 4.34, una base de R como Z-modulo es
también una base de V' como R-espacio vectorial. Si M y M’ son las ma-
trices de la forma E respecto a dos de estas bases, entonces M’ = AMA?,
donde A es la matriz de cambio de base, que tiene determinante +1, por lo que
det M = det M’. A este determinante lo llamaremos determinante de E, y lo
representaremos por det . En particular, si calculamos el determinante de F
mediante una base de Frobenius de R, vemos que det E = d3 - - - d?]. Asi pues,
det E' es un cuadrado perfecto.

Notemos también que si e;,v1,...,e4,74 €s una base de Frobenius de R,
entonces ey, ..., e4 es una C-base de V. En efecto, basta ver que son linealmente
independientes sobre C. Si Ajeq +---+ Agey = 0, para ciertos \; = a; +1ib; € C,
tomamos z = aje; + ---ageq, w = bre; + - -+ + bgey, de modo que z + iw = 0.
Entonces,

S(w,w) = E(iw,w) = E(—z,w) = 0,
pues E(e;, e;) = 0 para todo 4, j. Como S es definida positiva, ha de ser w = 0,
luego también z = 0, de donde concluimos que todos los A; son nulos. [

Finalmente estamos en condiciones de probar la existencia de funciones zeta
no triviales:

Partamos de dos funciones L : VX R — Cy K : V — R tales que L
sea C-lineal en la primera variable y R-lineal en la segunda, mientras que K es
R-lineal. Supongamos que la funcion E dada por (4.7) es una forma de Riemann
en V respecto a R. Llamaremos O (L, K) al conjunto formado por la funcion
nula en V' mas todas las funciones zeta en V respecto a R que cumplen (4.6)
con estas L y K. Es claro que se trata de un espacio vectorial sobre C.
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Teorema 4.36 En las condiciones anteriores: dimOr(L, K) = Vdet E.

DEMOSTRACION: Fijamos una base de Frobenius de R respecto de E y sea
W = (ey,.. ’769>R' Como FE es nula sobre W, vemos que L es simétrica en
W. Como ey,...,e4 es una C-base de V, podemos tomar una forma bilineal
simétrica B : V x V — C que coincida con L sobre W. Tomemos también la
forma lineal A : V' — C dada por A(e;) = K(e;).

Si G es la funcion zeta trivial determinada por —B y por —\, tenemos que
la multiplicaciéon por G determina un isomorfismo de espacios vectoriales

Or(L,K) — Or(L — B, K — \),

y la funcion L — B da lugar a la misma forma FE. Asi pues, no perdemos
generalidad si suponemos que L es nula en W x W y que K es nula en W.
Como L es C-lineal en su primera componente y eq,..., e, es una C-base de
V, vemos que L(z,e;) = 0 para todo z € V. Asi pues, (4.6) implica que toda
F € Or(L, K) cumple F(z+¢;) = F(z).
Por otra parte, si d; = E(e;,v;) y ¢; = $L(vj,v;) + K(v;), para cada
z = z1e1 + - + z4€4 tenemos que

L(z,v5) = > zeL(er, v;) = 3 _ze(E(er, vj) + L(vj, ex)) = z;d;,
& %
luego
F(z+v;) = F(z) exp(2mi(z;d; + ¢;)).

En definitiva, tenemos que ©g(L, K) es el espacio formado por la funcion
nula en V' y las funciones F' € H (V') que satisfacen las relaciones:

F(z+e¢;) = F(2), F(z 4 v;) = F(z)e?miGidite) (4.11)

donde ¢; € C y los d; = E(ej,v;). Hemos de probar que la dimensién de este
espacio es dy - - - dg.

No perdemos generalidad si suponemos que V = CY9 y que eq,...,¢e4 €s la
base canonica. Asi, toda funcion F' € Or(L, K) no nula tiene periodo 1 en
cada variable. Si w € CY9 no tiene ninguna coordenada nula y w; = e,
entonces z; estd determinado moédulo Z, pero f(ws,...,wy) = F(21,...,24) €s

independiente de la eleccién de los logaritmos z;. Puesto que podemos definir
logaritmos holomorfos en sendos entornos de los w;, es claro que la funcion f
asi definida es holomorfa y, para cada z € CY, se cumple que

F(z) = f(e¥™= ... e*m%),

El teorema [VC 2.35] nos da un desarrollo en serie de Laurent alrededor de 0
para la funcién f convergente en todo C™ menos donde alguna variable se anula.
Equivalentemente, tenemos un desarrollo de F' en serie de Fourier:

F(Z): Z a/me%rimz7

meZI
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donde mz = myiz1 + --- + myzy. En estos términos, la segunda condicion de
(4.11) se traduce en que

Z am62wzmvje27mmz — Z ame%”cje%"l((m""djej)z)'
mezZ9 meZ9

La unicidad de los desarrollos en serie de Laurent se traduce en la unicidad
de los coeficientes de Fourier, por lo que concluimos que

Ay = am,djeje%i(cj*m”f). (4.12)

De aqui se sigue que los coeficientes a,, estdn completamente determinados
por los correspondientes a los multiindices m tales que 0 < m; < d;. Sélo
falta probar que cualquier eleccion de estos coeficientes da lugar a una serie de
Fourier convergente en todo C9. Eso demostrara que la dimension de O g(L, K)
es dy - - - dg, como queremos probar.

Por linealidad podemos fijar un multiindice mg tal que 0 < mg; < d; y
considerar la serie dada por los coeficientes a,, que cumplen (4.12) con a,,, =1
Y @m = 0 para todos los demés multiindices m que cumplen 0 < m; < dj.
Esto hace que a,, # 0 si y solo si m; = mg; (méd d;) para todo j. Para estos
multiindices podemos hacer a,, = ¢>™9(™ de modo que (4.12) equivale a

g(m —dje;) — g(m) = mv; —¢;. (4.13)

En realidad no deberfamos haber escrito una igualdad, sino una congruencia
moédulo Z, pero si encontramos una funcion g : Z9 — C que cumpla (4.13) y
g(mg) = 0, entonces los coeficientes

0 = e2mig(m)  gj m; = myg; (méd d;) para todo j,
n 0 en otro caso,

son los tnicos que cumplen (4.12) con a,,, = 1 y a,, = 0 para todo m # mg tal
que 0 < my; < dj.

Notemos que la existencia de g es trivial, lo que necesitamos es determinarla
de forma explicita (no recursiva) para estudiar la convergencia de la serie de
Laurent definida por los coeficientes a,.

Para ello consideramos la forma bilineal T': V' x V — C determinada por
que T'(e;, ;) es la coordenada i-ésima de v;/d; (en la base canonica ey, ..., eg4).
Asi,

v; = deT(€i7 ej)ei
3

y, recordando que, segiin hemos visto, L(z, e;) = 0 para todo z € V, resulta que
L(vj,vp) = dei:T(ei,ej)T(ei,ej)L(ei,vk)

= djzi:T(ei,ej)T(ei, ej)E(ei,vp) = d;T(ex, e5)di.  (4.14)

Por otra parte, como E(vj,v;) = 0, resulta que L(vj,vg) = L(vg,v;), y esto

implica a su vez que T'(e;,e;) = T'(ej,e;) o, lo que es lo mismo, que la forma
bilineal T es simétrica.
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Teniendo esto en cuenta, es facil probar que la funcion

m;c;
J

1 1
g(m) = —=T(m,m) — zmv; + >
2 2 ;
donde ¢ € C es la constante que hace que g(mg) = 0, cumple la relacion (4.13).
Asi pues,
A(m)

1
g(m) = —5 T(m,m) — . T

donde X : C9 — C es una aplicacion lineal. Por consiguiente,

|627rig(m) | _ |€27Tic|e7r Im T'(m,m)+Im A(m) )

Teniendo en cuenta que a,, puede ser nulo, para un m arbitrario tenemos la
desigualdad

|am| < CeTrImT(m,m)Jr/\'(m)’

donde X : RY — R es una aplicacion lineal. Veamos ahora que Im T'(v,v) < 0
para todo z € RY9 no nulo. En efecto, consideremos w = ) (z;/d;)v; € V.
Usando (4.14) vemos que

ZiZ
T(2.2) = ST (e ex) = 2L L(vy,08) = L(w, w).
Jik Gk Yi%k

Descompongamos w = = + iy, donde z, y tienen coordenadas reales. No
puede ser y = 0, pues en tal caso w € (e1,...,eg)p N(v1,...,V5)p = 0. Ademas,

L(w,w) = L(z,w) +iL(y,w),

y L(z,w), L(y,w) € R, ya que L(e;,v;) = E(e;,vj) € Z. Por consiguiente, lo
que hemos de probar es que L(y,w) < 0, lo cual se debe a que

En resumen, tenemos que |a,,| < Ce?™+e™ donde ¢ : R9 — R es una
forma cuadrética definida negativa y ¢ € RY.

Hemos de probar que la serie de Laurent con coeficientes a,,, converge en to-
dos los puntos de C9 de coordenadas no nulas. Esto equivale a probar que, para
cada vector de signos e, la serie de potencias con coeficientes al, = Qeymy,....eqmyg
(para m; > 0) converge en CY9. Es claro que los coeficientes a), cumplen
una cota analoga a la que hemos obtenido para los a,, (cambiando g¢(m) por
¢ (m) = q(erma, ..., egmy), que es también una forma cuadratica definida ne-
gativa). Equivalentemente, hemos de probar que la serie

mi1 My
Z am?zy Zg
meN9I

converge en CY9, sabiendo que |a,,| < Ce?™+¢™ con ¢ definida negativa y
c € RY. A su vez, para esto basta probar que la serie converge absolutamente
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en z = (e",...,e"), para todo r > 0, es decir, hemos de probar la convergencia
de
Z ‘am‘erml-t,-...-&-rmg <C Z eq(m).:,_c’m’

meNY meN9

donde ¢, =c+r. Si’ = (1,...,1), observamos que la funcién
(Cl + CN)J)
fla) = N
q(x)

es continua en la esfera unidad de RY, luego esta acotada por un M > 0. Asi,
para todo z tal que ||z|| > M, se cumple que

o) = /D]

]

Por consiguiente, para todo multiindice m € NY salvo a lo sumo un nimero
finito de ellos, tenemos que g(m) + ¢'m < —c’m, luego la serie esta mayorada
por
> ) ——
o5 emmeao(Sen) - O
meN9 m=0 (1 - e—l)g

En el teorema anterior hemos partido de dos funciones L y K. Ahora bien,
si partimos de una forma de Riemann E y definimos H mediante (4.8) y L
mediante (4.9), entonces la forma E definida por L mediante (4.7) es la E de
la que hemos partido. Por consiguiente, la construccion de funciones zeta que
acabamos de realizar requiere inicamente la existencia de una forma de Riemann
en V respecto de R (como funcion K sirve cualquiera).

En particular, la existencia de funciones zeta no degeneradas en un espacio
V' respecto de un reticulo R es equivalente a la existencia de una forma de
Riemann en V respecto de R.

Supongamos ahora que tenemos dos reticulos R C R’ C V y unas funciones L
y K tales que la forma E correspondiente a L sea una forma de Riemann respecto
de R’ (lo que equivale a que sea una forma de Riemann respecto de R y que
tome valores enteros sobre R'). Es claro entonces que Op/ (L, K) C Or(L, K).

Por [Al 4.53] existe una base v1,...,v2y de R’ tal que kyv1,. .., kogve, sea
una base de R, para ciertos k; € Z. Claramente |R’ : R| = ki - - - koy. Calculando
el determinante de E con estas bases es claro que detg E = |R' : R|>detr E,
luego el teorema anterior nos da que

dim©k(L, K) = |R': R|dim O (L, K).

En particular vemos que si R & R/, entonces O/ (L, K) ¢ Or(L, K).

Notemos ahora que, fijados V, R, L y K de modo que la forma E asociada
a L sea una forma de Riemann respecto de R, s6lo puede haber un ntimero
finito de reticulos R’ por encima de R tales que F sea una forma de Riemann
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respecto de R’. En efecto, si fijamos una base de Frobenius ey, v1,...,eq,v, de
R respecto de E, cada 7' € R’ se expresa como

/
' =aie; +bvy -+ ageg + byvg,

con a;,b; € R. Entonces E(r',e;) = —b;d; y E(r',v;) = a;d; son enteros, luego
las coordenadas aj, b; de 7’ son ntmeros racionales de la forma w;/d;,v;/d;. Si
llamamos d = d - - - dg, vemos que R C R’ C éR y, COmMo |éR : R| es finito, sblo
hay un nimero finito de reticulos intermedios.

Mas aiin, fijado un reticulo R’, recordemos que si sustituimos K por otra
funcion K’ tal que K'|g = K|gr (mdd Z), el espacio Or(L, K) no varia, pero
esto nos permite considerar distintos espacios ©g (L, K’). Vamos a ver, no
obstante, que solo hay un ntmero finito de posibilidades. En efecto, K’ esta
determinada por los valores que toma sobre una base de R’. Sir’ es un miembro
de dicha base, hemos visto antes que dr’ € R, luego K'(dr’) = K(dr') + u, para
un cierto u € Z. Equivalentemente,

K(dr') wu

d d’

donde s6lo podemos elegir el entero u, pero si sustituimos u por su resto moédulo
d (para cada vector de la base) obtenemos una nueva funcion K que cumple
K"|gpr = K'|g (méd Z), luego s6lo hay un ntmero finito de funciones K’ que
definan espacios O/ (L, K') distintos. En conclusion:

K'(r') =

Teorema 4.37 Sea V' un espacio vectorial complejo, sea R un reticulo en V,
sea L :V xV — C una funcion C-lineal en la primera variable y R-lineal en
la sequnda, sea K : V — R una funcion R-lineal y supongamos que la forma
E asociada a L sea una forma de Riemann respecto de R. Entonces existen
funciones en ©r(L, K) que no pertenecen a ningin espacio © g/ (L, K') para
ningin reticulo R G R' CV y ninguna K' tal que K'|p = K|g (méd Z).

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que hay un ntmero finito de espa-
cios O/ (L, K') y que todos ellos estan estrictamente contenidos en O (L, K).
Un espacio vectorial no puede expresarse como unién de un numero finito de
subespacios propios. (Por ejemplo, porque un espacio vectorial complejo es una
variedad algebraica irreducible.) "

Necesitamos discutir ahora las traslaciones de funciones zeta:

Definicién 4.38 Si F' es una funcién zeta en un espacio V respecto a un reticulo
Ry a €V, definimos la traslacion F, como la funcion dada por Fi,(z) = F(z—a).

Se trata de una funcién zeta, pues

Fiuz4+r)=F(z—a+7r)=F(z—a)+exp(2mi(L(z —a,r) + %L(r, r)+ K(r)))

= F,(2) exp(2mi(L(z,r) + %L(r, r) — Lo(r) + K(1))),

donde L,(r) = L(a,r), de modo que F, cumple la definicién de funcion zeta con

la misma funcion L que F y con J'(r) = $L(r,7) — Lo(r) + K(r).
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Si F' esta normalizada, la traslacion Fy, no lo esta necesariamente, sino que
cumple

Fo(z 4+ 1) = Fu(2) exp(27ri(—% H(zr)— % Hr,r) + K(r) + %Ha(r))).

Estaria normalizada si la funcion (i/2)H, tomara tnicamente valores reales.
Por consiguiente, para normalizar F, basta multiplicarla por la funcion zeta
trivial exp(27mi(—5H(z,a))). Esto suma al exponente el término 27i(—5H,())
y la nueva funcién K pasa a ser K — Fj,.

Necesitamos estudiar el conjunto de los puntos a € V tales que F' y Fj, son
equivalentes, es decir, tales que F,/F es una funciéon zeta trivial:

Teorema 4.39 Sea F una funcion zeta no degenerada en un espacio V' respecto
a un reticulo R. Sea E su forma de Riemann asociada. Si a € V cumple que
F, es equivalente a F, entonces E,(w) = E(a,w) toma valores enteros en R.
Ademds, el conjunto de los [a] € V/R tales que E, cumple esto es un subgrupo
finito de orden det E.

DEMOSTRACION: Supongamos que F,(z) = F(z)g(z), para una cierta fun-
cion zeta trivial g(z) = e2m(a(:)+AM2)+9)  Entonces

Fo(z+71)  Fu(z) e2miL(—a,r)

F(z+r) F(z)

y, por otra parte, esto es igual a

g(Z + T) _ g(Z)6271'2'(2b(z,r)er(r,'r‘)JrA(r))7

donde b es la forma bilineal simétrica asociada a la forma cuadratica ¢q. Por lo
tanto:

627TiL(7a77‘) _ e27ri(2b(z,r)+b(7‘,r)+)\(r)).
Haciendo z = 0 queda e2™iL(=ar) — 2mi(b(rr)+A(r)  yego e2mi2b(2) = 1,
Esto implica que 2b(z,7) € Z para todo z, lo cual es imposible salvo si b = 0.

Nos queda entonces que 2™ L(=a7) = ¢2mi(A(M) yego
Ar) = L(=a,r) + m(r) = L(r,—a) + E(—a,r) + m(r)

para una cierta funcién m : R — Z. Despejandola en la igualdad anterior
vemos que se extiende a una aplicacion R-lineal m : V' — R. (EI hecho de que
sea lineal y tome valores enteros sobre R implica que la extensién toma valores
en R.) Tenemos, pues, que

)‘(Z) - L(Zv *a) - E(*Q,Z) + m(z)a

pero el miembro izquierdo es C-lineal en z y el miembro derecho toma valores
en R. Esto sblo puede ser si ambos miembros son nulos. Por lo tanto llegamos
a que A(z) = L(z,—a) y E(a,z) = m(z). En particular E, toma valores enteros
sobre R.
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Consideremos ahora una base de Frobenius ej,v1,...,e4,v4 de R respecto
de E. Dado un a € V lo expresamos como

a=aie; +bivy -+ agey + byvy,

con a;,b; € R. Entonces E(a,e;) = —b;jd; y E(a,v;) = a;d; son enteros si y solo
si las coordenadas a;, b; de a son nameros racionales de la forma u;/d;,v;/d;.
Es claro entonces que, modulo R, hay tnicamente det R = d2 - - - df] puntos a
posibles. L]

Definiciéon 4.40 Si F' es una funcién zeta normalizada no degenerada en un
espacio V respecto de un reticulo R, llamaremos L(F') al espacio vectorial de
las funciones zeta que cumplen (4.10) con las mismas H y K.

Hemos visto que (4.10) determina la forma H, y esto a su vez implica que
2™ K (7) esta unfvocamente determinada, por lo que cambiar K por otra funcion
con la que F' cumpla también (4.10) no altera a L(F'). También sabemos que
L(F) =0Ogr(H, K) es un espacio vectorial de dimension finita.

Finalmente estamos en condiciones de estudiar la inmersién de un toro com-
plejo T'= V/R en un espacio proyectivo. Seap : V' — T la proyeccion candnica
y, para cada funcion zeta F' en V respecto a R, consideremos su conjunto de
ceros

Zrp={lz] €T | F(z) = 0}.

Ya hemos comentado que la definiciéon de funcién zeta hace que la condicion
F(z) = 0 solo dependa de la clase de z en T. Es claro que Zp & T es cerrado,
asf como que Zrg = ZrpUZg. En particular T no puede cubrirse por un nimero
finito de conjuntos Zg.

Supongamos que F' es una funcion zeta no degenerada en V respecto de Ry
sea Fy, ..., F,, una base del espacio L(F). Sea U = T'\ (\ZF,. Podemos definir
una aplicacion f : U — P™ mediante i

f(2]) = (Fo(2), - -, Fin(2))-

La clave esta en que si sumamos a z un elemento de R todas las funciones
F;(z) se multiplican por el mismo factor no nulo, luego definen el mismo punto
de P™. Observemos que [z] € U si y solo si existe una G € L(F) tal que
G(z) #£0.

Observemos que la aplicacion f es holomorfa en U. En efecto, dado [z0] € U,
existe un ¢ tal que F;(z) # 0. Pongamos, por ejemplo que Fy(z9) # 0. Esto
significa que f([z0]) € A™, y la lectura de f en una carta de T formada por una
inversa local de p y la carta de P™ formada por las coordenadas afines en A™

e F(z)  Fnle)
Z’_}(Fo(z)’“.’Fo(Z)). (4.15)

Las funciones F;/ Fj son holomorfas en un entorno de zg, luego f es holomorfa

en zg. Vamos a ver que, eligiendo adecuadamente la funcién F de partida,
podemos demostrar que f cumple las propiedades siguientes:




4.4. El teorema de Lefschetz 179

1. f esta definida en todo T
2. f es inyectiva.
3. Para cada P € T, la diferencial dfp : TpT — Tp P™ es inyectiva.

Admitiendo esto, como T es compacto resulta que f es un homeomorfismo en
suimagen 7" = f[T],y f dotaa T’ C P™ de una estructura de variedad analitica
biholomorfa a T'. La inclusion ¢ : T — P™ es holomorfa, pues se descompone
como f~!: T" — T (que es biholomorfa) seguida de f : T — P™, que es
holomorfa, y del mismo modo concluimos que, para cada punto P’ = f(P) € T”,
la diferencial dip: : Tp:/T' — Tps P™ es inyectiva. En resumen, llegamos a que
T’ es una subvariedad de P™ y, por lo tanto, a que T' es biholomorfa a una
subvariedad de P™.

Segun hemos indicado, para que se cumplan las propiedades a), b) y ¢)
es necesario elegir F' adecuadamente. En realidad basta sustituir F por F3.
Observemos que si F' es una funcion zeta no degenerada, asociada a una forma
de Riemann F, entonces F3 es también una funcién zeta no degenerada asociada

a la forma 3FE. En lo sucesivo suponemos, pues, que Fy,..., F}, es una base de
L(F3).

Empezamos probando que U = T'. Para ello vemos que si a, b € V', entonces
F,F,F_, , € L(F?). En efecto, si F' cumple (4.6) con unas funciones L y K,
entonces los tres factores cumplen la definiciéon de funcion zeta con exponentes

L(z,r)+ %L(T‘, r) 4+ K(r) — Lo(r),

L(z,r)+ %L(T, r) 4+ K(r) — Ly(r),

L(z,r)+ %L(r, r) 4+ K(r) + Lass(r),

respectivamente, luego el producto de los tres cumple (4.6) con las funciones
3L v 3K, que son las correspondientes a la funcién F3. Asi pues, para pro-
bar que U = T basta ver que para todo z € V existen a, b € V tales que
Fo(2)Fp(2)F_q_p(z) # 0.

Notemos que si G es una funcion zeta, también lo es la funcién dada por
G~ (2) = G(—%). Teniendo esto en cuenta, basta elegir a € V que no anule
a (F7),, con lo que F,(z) # 0, y luego elegimos otro b € V que no anule a
(F7)o((F7)2+a) ", con lo que Fy(2)F_q—p(2) # 0.

Veamos ahora que f es inyectiva. Para ello suponemos que z, w € V cumplen
que f([z]) = f([w]). Entonces existe un v € C no nulo tal que F;(z) = vF;(w),
luego de hecho G(z) = vG(w) para todo G € L(F3). SiG € L(F)ya,beV,
entonces G,GyG_o_p € L(F?), luego

G(z—a)G(z—b)G(z+a+b) =vG(w — a)G(w — b)G(w + a + b).
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Razonando como en la prueba de a), para cualquier by € V' podemos encon-
trar un a € V tal que

G(z—a)G(z+a+by)G(w—a)G(z+a+by) #0.

Esta desigualdad sigue cumpliéndose para todo b en un entorno de by. En
dicho entorno, definimos
~ G(w —a)G(w+a+D)
- G(z—a)G(z+a+b)’

go(b)

de modo que gg es una funciéon holomorfa en un entorno de by que no se anula
en ningtn punto (de dicho entorno) y tal que

G(z—b) = G(w — b)go(b).

Esta relacion implica que dos de estas funciones gg (para distintos bg) han
de coincidir en su dominio comiin, luego se extienden a una misma funcién
g € H(V) sin ceros tal que

G(z —b) = G(w — b)g(b)

para todo b € V. Si llamamos v = z —w y cambiamos b por w — b, esto equivale
a
G(b+v) = G(b)h(D), (4.16)

donde h(b) = g(w—>b) es también una funcion holomorfa en V' sin ceros. Notemos
que para cada r € R se cumple

Gb+v+r)

— 2miL(v,r) 4.1
G — e, @1m)

h(b+r) =
luego h es una funciéon zeta trivial. Puesto que G_, = Gh, el teorema 4.39
nos da que F, toma valores enteros en R. Mas aun, en la prueba hemos visto
que h(b) = 27 A®)+) donde \(b) = L(b,v), asi como que, fijada una base
de Frobenius de R respecto de F, el vector v tiene coordenadas racionales. Si
s € N es un miltiplo de los denominadores de dichas coordenadas, tenemos que
R=R+ZvC %R y, COmMo %R es obviamente un reticulo en V', vemos que R’
también lo es.

Recordemos que v = z — w y, por lo tanto, lo que queremos demostrar es
que v € R. Si no es asi, tenemos una inclusion estricta R & R’. La ecuacion
(4.16) es ahora

G(b + U) — Gv(b)eQﬂ’i(L(b,U)—i-C)7

lo que implica, més en general, que

G(b L4 k’l}) _ G(b)e2m’(L(b,r+kv)+J(T)+kc)’

para todo k € Z, donde J : R — C es la funcién con la que G cumple la
definicion de funcion zeta. Por consiguiente, si para cada ' € R’ \ R elegimos
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una representacion ' = r+kv, conr € Ry k € Z, y definimos J' (') = J(r)+kc
(y definimos J'(r) = J(r) para r € R), tenemos que G es una funcion zeta
respecto de R’ con las funciones L y J’. El teorema 4.30 nos permite modificar
J' médulo Z de modo que la funcién K'(r') = J'(r') — $L(r',7') se extienda a
una funciéon R-lineal K’ : V' — R. Entonces K'|r = K| (méd Z).

Asi hemos probado que toda funcion G € L(F) = Opr(L, K) pertenece
también a un espacio O/ (L, K'), para una cierta funcion K’ congruente con K
modulo Z sobre R. Esto contradice al teorema 4.37, luego ha de ser v € R vy,
por consiguiente, f es inyectiva.

Nos falta probar que, para cada P € T, la diferencial dfp es inyectiva. Sea
P = [w] y supongamos, sin pérdida de generalidad, que Fy(w) # 0. Entonces dfp
se corresponde, a través de los isomorfismos determinados por las diferenciales
de cartas de T' y P™, con la diferencial de su lectura en tales cartas. Si elegimos
las cartas adecuadamente, dicha lectura es (4.15).

Hemos de ver que, para todo v € T,V no nulo, se cumple d(F;/Fp),(v) # 0
para algtin i = 1,...,m. Ahora bien, basta encontrar una funciéon G € £(F?)
tal que d(G/Fp)w(v) # 0, ya que dicha G se expresara como combinacion lineal
de las F; (con algtn coeficiente no nulo correspondiente a un indice i > 0, pues
de lo contrario G/ Fj seria constante y tendria diferencial nula) y d(G/Fp),, sera
también combinacion lineal de las d(F;/Fp)w, luego una de éstas no se anulara
en v.

Mas en general, vamos a probar que si H € £(F?) cumple que H(w) # 0
y v € T,V no nulo, entonces existe otra G € L(F?) tal que d(G/H ), (v) # 0.
A través de un sistema de coordenadas, podemos identificar V' y T,V con C9.
Eligiéndolo adecuadamente, podemos suponer que v = (1,0...,0).

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que d(G/H),(v) = 0 para toda
G € L(F3). Tenemos que

H(w)dG, — G(w)dH,,
H(w)? ’

d(G/H),, =

luego, para todo G que cumpla ademas G(w) # 0, tenemos que

dGy(v)  dHy(v)
Gw) — H(w)

Llamemos « € C a este valor independiente de G. Como v = (1,0,...,0),
vemos que

dGu(v) _ 1 0G| _
Gw) — Glw) o=, ~ ™ (4.18)

Tomemos a, b € C9 y consideremos
G(z)=F(z—a)F(z—=bF(z+a+Db),

que, como ya sabemos, cumple G € L(F'). Ademaés, podemos elegir a y b tales
que G(w) # 0. Mas aun, si consideramos a G(w) como una funcién holomorfa
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de (a,b), es claro que existe un abierto U x V' C C9 x C9 donde G(w) # 0. Si

llamamos
woy— L OF
- F(2) 0z

al calcular (4.18) obtenemos la relacion
u(w —a) +u(w—0) +u(w+a+b) =a.

Considerando el miembro izquierdo como funcién (constante) de a en U, sus
derivadas parciales deben ser nulas, es decir,

Jou| L ou)
0z | y_u 0z wtath
0, equivalentemente,
Ju _ Ou
8Zj w—a a azj w+a+b.

Ahora bien, esto vale para todo b € V, lo que significa que el miembro
derecho es constante cuando a € U. Equivalentemente, las derivadas de u son
constantes en un cierto abierto. En dicho abierto,

1 OF
u(z) = 1L oF =z + -+ agzg + 5,
F(z) 0z

para ciertos «;, 8 € C. Sea

1
q(z) = 50412% +agz120 + -+ g1z + B2

y sea F*(z) = F(z)e9(*). La exponencial es una funcion zeta trivial, luego F*
es una funcion zeta no degenerada. Notemos que

OF* OF _ () 94
_ 77 —a(z) _ q(z) Z4
821 (921 € F(Z)e (92’1
= e 1OF(2) (u(z) — a1z — - —agzg — ) =0

en un cierto abierto, luego en todo C9.

Esto quiere decir que F* no depende de la variable z1, pero entonces resulta
que F(*/\ 0,..0) = F* para todo A € C, lo que contradice al teorema 4.39.

Con esto hemos demostrado el teorema siguiente:
Teorema 4.41 (Lefschetz) Si T = V/R es un toro complejo tal que existe

una forma de Riemann en V respecto del reticulo R, entonces T es biholomorfa
a una subvariedad analitica de un espacio proyectivo complejo.

Puede probarse que la existencia de la forma de Riemann no s6lo es suficiente,
sino también necesaria, pero no vamos a entrar en ello.



Capitulo V

Funciones algebraicas I

Segin 3.52, dos curvas proyectivas regulares definidas sobre un cuerpo kg son
isomorfas (sobre ko) si y solo si son birracionalmente equivalentes, lo cual, por el
teorema 2.56 equivale a que sus cuerpos de funciones racionales ko(C') sean kg-
isomorfos. Esto significa que una curva proyectiva regular C' esta completamente
determinada por el cuerpo K = ko(C). En este capitulo introduciremos técnicas
algebraicas que tienen su origen en la teoria algebraica de nimeros y que nos
permitirdn estudiar C a través de K. Mas adelante veremos que éste es el
contexto adecuado para formular y demostrar una serie de resultados profundos
sobre cuerpos de funciones algebraicas, en particular sobre curvas algebraicas y
superficies de Riemann.

5.1 Cuerpos de funciones algebraicas

Los cuerpos de funciones racionales de las curvas algebraicas tienen una ca-
racterizacion obvia independiente de la geometria algebraica. En el contexto en
el que vamos a trabajar es costumbre referirse a ellos como cuerpos de funciones
algebraicas.

Definicion 5.1 Un cuerpo de funciones algebraicas (de una variable) sobre un
cuerpo de constantes ko es una extension K finitamente generada y con grado
de trascendencia 1 sobre kg.

Esto significa que existe un x € K trascendente sobre kg tal que la extension
K /ko(x) es finita (puesto que es algebraica y finitamente generada).

En particular, los cuerpos de funciones algebraicas més sencillos son los de
la forma K = ko(x), donde z es trascendente sobre kg. Nos referiremos a ellos
como cuerpos de fracciones algebraicas sobre k.

En estos términos podemos decir que los cuerpos de funciones algebraicas son
las extensiones finitas de los cuerpos de fracciones algebraicas. Esto introduce
un cierto paralelismo con los cuerpos numéricos estudiados en [Al 8.4], que son
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las extensiones finitas de Q. Notemos que ko(z) es el cuerpo de cocientes del
anillo de polinomios kq|[z], al igual que Q es el cuerpo de cocientes de Z, y que
tanto ko[z] como Z son dominios de ideales principales.

Observemos que toda extension K/k de cuerpos de funciones algebraicas
(sobre un mismo cuerpo de constantes ko) es necesariamente finita. En efecto,
como ambos cuerpos tienen grado de trascendencia 1 sobre kg, es algebraica
(por el teorema [Al 9.30]) y, como K es finitamente generado sobre ko, también
lo es sobre k, y una extension algebraica finitamente generada es finita.

Si el cuerpo kg es perfecto, la extension K/ky es separable, lo que significa
que existe una base de trascendencia x € K tal que la extension K/ko(z) es
finita y separable, luego por el teorema del elemento primitivo existe un y € K
tal que K = ko(z,y). Asi pues, en este caso K admite un generador sobre kg
con a lo sumo dos elementos.

La relacion bésica con la geometria algebraica es la siguiente:

Teorema 5.2 Una extension K de ko es un cuerpo de funciones algebraicas si
y sdlo si es kg-isomorfo al cuerpo de funciones racionales de una curva proyec-
tiva (irreducible, pero no necesariamente geométricamente irreducible) definida
sobre k.

DEMOSTRACION: Ciertamente, si K es kg-isomorfo a un cuerpo de funcio-
nes racionales ko(C), donde C es una curva proyectiva, entonces K es finita-
mente generado sobre kg y tiene grado de trascendencia 1. Reciprocamente, si
x € K es una base de trascendencia de K sobre ko, la extension K/ko(z) es

algebraica y finitamente generada. Digamos que K = ko(x,a1,...,a,). Sea
¢ : ko[Xo,...,X,] — K el homomorfismo de anillos dado por ¢(Xy) = =z,
o(X;) = a;, para i = 1,...,n. Su imagen es un dominio integro, luego su

nticleo I es un ideal primo, de modo que C' = V(I) C A""1(kg) es una varie-
dad afin. Ademas ko[C] = Im¢, luego ko(C) = K. De aqui se sigue ademas
que ko[C] tiene grado de trascendencia 1, luego C' tiene dimension 1. Sustitu-
yendo C' por su clausura proyectiva tenemos una curva proyectiva en las mismas
condiciones. "

Por 1.40, la curva C' dada por el teorema anterior serd geométricamente
irreducible si y s6lo si la clausura algebraica de kg en K es puramente inseparable
sobre kg. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definiciéon 5.3 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg, llamaremos cuerpo de constantes exacto de K/ky a la clausura
algebraica de kg en K. Lo representaremos por k.

La extension ki /kg es algebraica y, por [Al 9.35], es finitamente generada,
luego es finita. Claramente, K es también un cuerpo de funciones algebraicas
sobre k1 y ki es también el cuerpo de constantes exacto de la extension K/k;.
Por consiguiente, en los contextos en los que podamos sustituir kg por ki, no
perderemos generalidad al suponer ki = kg.
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Tenemos, pues, que los cuerpos de funciones racionales de curvas proyectivas
(absolutas) definidas sobre un cuerpo kg coinciden con los cuerpos de funciones
algebraicas tales que la extension ki /ko es puramente inseparable.

Nota Por simplicidad, a partir de este momento consideraremos tunicamente
curvas algebraicas y cuerpos de funciones algebraicas definidas sobre cuerpos
perfectos k. m

En estas condiciones tenemos que los cuerpos de funciones algebraicas con
cuerpo de constantes exacto ko coinciden (salvo kg-isomorfismo) con los cuerpos
de funciones racionales de curvas proyectivas (absolutas) definidas sobre kq. Mas
aun, en este caso, el teorema 3.57 nos da que la curva puede tomarse regular, y
entonces es unica salvo isomorfismo, pues, como hemos observado al principio
del capitulo, dos curvas proyectivas regulares (definidas sobre ky) son isomorfas
si y solo si sus cuerpos de funciones racionales son kg-isomorfos.

Si ¢ : V. — W es una aplicacién regular no constante entre curvas pro-
yectivas regulares sobre ko, entonces ¢ es, de hecho, suprayectiva (pues por el
teorema 2.49 sabemos que la imagen es cerrada, luego es todo W o bien un
conjunto finito de puntos, pero en tal caso ha de ser un punto o, de lo contrario,
las antiimagenes de cada punto contradirian la irreducibilidad de V).

Sabemos que ¢ induce un kg-monomorfismo ¢ : ko(W) — ko(V). Esto nos
permite considerar a ko(V) como una extension (finita) de ko(W). Reciproca-
mente, todo kg-monomorfismo entre los cuerpos ko(W) v ko(V) esta inducido
por una aplicacion regular no constante ¢ (en principio racional densa, segin el
teorema 2.54, pero es regular por 3.51).

En definitiva, al igual que cada curva proyectiva regular se corresponde con
un cuerpo de funciones algebraicas, tenemos que cada aplicaciéon regular no
constante entre curvas proyectivas regulares se corresponde con una extension
de cuerpos de funciones algebraicas.

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicion 5.4 Si ¢ : V — W es una aplicacion regular no constante entre
curvas proyectivas regulares sobre un cuerpo kg, llamaremos grado de ¢ a

grad ¢ = [ko(V') : ¢[ko(W)]].

Igualmente, diremos que ¢ es separable, inseparable, etc. segin lo sea la
extension de cuerpos ko(V)/¢ko(W)].

Conviene fijarse en un caso particular: si«a € ko(V') no es constante, podemos
verla como una aplicacién a : V — P!. Tenemos que ko(P') = ko(z), donde x
es simplemente la identidad en P!, luego la imagen de ko(P!) en ko(V') inducida
por « es simplemente ko(a(z)) = ko(a).

1Mas precisamente, tenemos un funtor contravariante de la categoria de las curvas proyec-
tivas regulares sobre kg en la categoria de los cuerpos de funciones algebraicas con cuerpo de
constantes exacto ko (tomando como morfismos los kg-monomorfismos).
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5.2 Divisores primos

En la seccion [Al 8.4] vimos que los cuerpos numeéricos tienen una “aritmeé-
tica ideal” derivada en principio de la estructura de dominio de Dedekind de
sus anillos de enteros algebraicos, pero que también puede expresarse en térmi-
nos de valoraciones. En el contexto de los cuerpos de funciones algebraicas la
situacién es similar, pero es mas comodo trabajar directamente en términos de
valoraciones.

Divisores primos Si V es una curva algebraica cuasiproyectiva definida sobre
un cuerpo kg y P € V(kg) es un punto regular, el anillo Op(V) es un dominio
de ideales principales,? luego es un dominio de Dedekind [Al 8.31] con un tinico
ideal primo (maximal) mp, formado por las funciones que se anulan en P.

Definicién 5.5 Sea V una curva cuasiproyectiva sobre un cuerpo de constan-
tes ko y sea P € V (ko) un punto regular. Definimos vp como la valoracion en
ko(V') definida por el ideal mp de Op(V') segun [TAl 5.10].

Explicitamente, para cada funcion a € Op(V') no nula tenemos que vp(a)
es el namero natural r tal que (o)) = m}. Equivalentemente vp(a) = 7 si y sélo
si a = et”, donde t es un parametro local de V' en P (es decir, un generador de
mp, por 3.49) y € es una unidad de Op (V).

Es claro que Op(V) es el anillo de enteros de vp, en el sentido de [TAl 5.13].

Sia € K yovp(a) =71 >0, entonces « es regular en P y se dice que tiene
un cero de orden r en P (de modo que si « tiene un cero de orden 0 es que es
regular en P pero no se anula). En cambio, si vp(a) = —r < 0, entonces a es
singular en P y se dice que tiene un polo de orden r en P.

Maés explicitamente, si t € Op(V) es un parametro local, segin 3.35 tenemos
un monomorfismo de anillos 7 : Op(V) — K[[T]] que a cada o« € Op(V) le
asigna su serie de Taylor en P. Este se extiende a un ky-monomorfismo de
cuerpos 7 : ko(V) — ko((T')) que a cada a € ko(V') le asigna un desarrollo en
serie de Laurent (teorema B.10).

Si a = €t” es no nulo, la serie de Taylor de € es de la forma

(o)
€= >, apt™,
n=0

donde a,, € ko y ap # 0, pues 7(€) es una unidad en ko[[Z]] (véase B.8), luego
el desarrollo en serie de Laurent de « es de la forma

oo
a= > byt",
n=r

con b, € ko, by # 0. Asi pues, vp(a) se interpreta como el menor indice
correspondiente a un coeficiente no nulo del desarrollo en serie de Laurent de a.
En otras palabras, vp no es sino la restricciéon de la valoraciéon natural que hemos
definido en B.6 en el cuerpo ko((T)).

2Lo hemos razonado antes del teorema 3.50.



5.2. Divisores primos 187

Nota Si ky = C, el concepto de orden de un cero o de un polo coincide con el
usual en la teoria de funciones de variable compleja [VC A.14]. El parametro
local ¢t es una carta alrededor de P y la lectura de o« = €t” en dicha carta es
la funcion f(z) = €(t71(2))z", donde el primer factor no se anula en 0, por lo
que f tiene orden r en 0. Asi pues, vp(a) es el orden de o en P como funcion
meromorfa. m

Estos hechos nos llevan a una definiciéon general de divisor primo en un
cuerpo de funciones algebraicas:

Definicion 5.6 Sea k un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg. Llamaremos divisores primos de k a las valoraciones en k que se
anulan sobre kj. Llamaremos X al conjunto de todos los divisores primos de k.

Si V' es una curva cuasiproyectiva y K = ko(V), definimos Xy = Xk. A los
divisores primos de K los llamaremos también divisores primos® de V.

Si P € V(ko) es un punto regular, la valoracion vp se anula sobre las fun-
ciones constantes de kg, luego es un divisor primo de V. Asi, si V es regular
tenemos una aplicacion V (ko) — Yk dada por P — vp. Enseguida veremos
que si kg es algebraidamente cerrado se trata de una biyeccion.

Los divisores primos de un cuerpo de funciones algebraicas van a desempenar
un triple papel: a veces nos convendré verlos como las valoraciones que son, a ve-
ces convendra pensar en ellos como “puntos abstractos” y a veces los trataremos
como “nimeros primos abstractos” de una teoria aritmética que desarrollaremos
mas adelante. Pensando en los dos tltimos puntos de vista, los representare-
mos mediante letras goéticas p, ¢, etc. Cuando queramos ver un primo p como
valoracioén escribiremos v, y hablaremos de “la valoracion asociada a p”, si bien
—desde un punto de vista conjuntista— tenemos la identidad p = v,.

Representaremos por o, C k al anillo de enteros de p y también llamaremos
p a su dnico ideal maximal.

Asi, si P € V(ko) es un punto regular de una curva cuasiproyectiva y p es su
divisor primo asociado, se cumple (por definiciéon) que v, = vpy 0, = Op. Como
ideales, p = mp. Para incluir los puntos singulares en esta correspondencia
hemos de debilitarla un poco:

Definicion 5.7 Sea V una curva proyectiva sobre un cuerpo de constantes kg
y K = ko(V). Diremos que un divisor primo p de K estd situado sobre un punto
PEV(]C()) si OPCUP ymp Cp.

Teorema 5.8 SiV es una curva proyectiva sobre un cuerpo de constantes alge-
braicamente cerrado kg y K = ko(V'), entonces cada divisor p de K estd situado
sobre un unico punto P € V (ko). La correspondencia p — P es una aplicacion
Yk — V(ko) para la cual cada punto regular P € V(ky) tiene una tinica an-
tiimagen p, la dada por v, = vp. En particular, si V es regular tenemos una
biyeccion entre i y V (ko).

3En geometria algebraica es mas frecuente referirse a ellos como “lugares” de V.
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que V' C P no esté contenida en ningin
hiperplano, pues un hiperplano de P™ es isomorfo a P?~!, luego podemos ir
rebajando n hasta que esto ocurra. En particular, ninguna de las n+1 funciones
coordenadas x; es idénticamente nula en V' y, en consecuencia, los cocientes
x;/x; son funciones no nulas de K. Sea N = n}é;x vp (/).

Reordenando las coordenadas podemos suponer que N = vp(x1/2y41), con
lo que, para todo 1,

Op (@i /Tny1) = vp ((21/Tn41) (2 /21)) = N = vy(21/25) > 0.

Sea V, = VNA™. Acabamos de probar que las n coordenadas afines x; estan
en oy, luego ko[Vi] = kolz1,...,2n] C 0y.

Si p es el ideal maximal de o, entonces I = p N ko[V.] es un ideal primo de
ko[Vi], que sera de la forma J/I(V), para un ideal primo J de ko[X1,..., X,].
Sea W = V(J) C V. Si fuera W = V, entonces serfa J = I(V,) y por lo tanto
I = 0. Esto significa que todos los elementos de ko[V,] serfan unidades de oy,
pero entonces todos los elementos de K serian unidades, lo cual es absurdo.

Como W es una subvariedad (cerrada) de V;, ha de ser un punto W = {P}.
Sia € Op, entonces « = /7, donde S, v € ko[Vi] v 7(P) # 0. Asi tenemos
que B,y €0,y ¢I,luego v ¢ p, luego a = B/7 € o0,.

Si ademés a € mp, entonces S(P) = 0, luego S € I C p y (como 7 es una
unidad de o,) a € p.

Supongamos ahora que Op C 0y, Og C 0p, mp C p y mg C p. Tomando un
sistema de referencia adecuado, podemos suponer que z1(P) = 0, 21(Q) # 0,
Tne1(P) # 0, 2,41(Q) # 0, es decir, que la funcién coordenada afin x; sea
regular en ambos puntos y no se anule en Q. Asi, 1 € mp, 1/x1 € Og, luego
x1 €9, 1/z1 € 0y, lo cual es absurdo.

Si P € V(ko) es regular y p es el divisor primo dado por v, = vp, es claro que
p es una antiimagen de P. Si hubiera otra ¢, tendrfamos que 0, = Op C 04 ¥
p =mp C q, pero esto es imposible (salvo si p = q), por ejemplo por el teorema
de aproximaciéon de Artin-Whaples [TAl 5.46]. n

El teorema siguiente prueba que la aplicacion Y x — V(kg) que acabamos
de describir es suprayectiva aunque V no sea regular, es decir, que todo punto
de V' (ko) esté situado bajo un primo.

Teorema 5.9 Sea V una curva proyectiva sobre un cuerpo algebraicamente ce-
rrado ko y r : V., — V su reqularizacion. Entonces el diagrama siguiente es
conmutativo:

Yy, -r o Yy

.

Vi(ko) ——V (ko)

donde m* es la biyeccion inducida por el isomorfismo 7 : ko(V) — ko(V;), es
decir, la biyeccion que cumple v« ) (o) = vy (7(v)), para todo a € ko(V') y todo
p € Xy.. En particular la aplicacion Xy — V (ko) es suprayectiva.
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DEMOSTRACION: Tomamos p € Yy, , consideramos su imagen P € V,.(ko) y
Q =r(P) € V(ko). Hemos de probar que @) es también la imagen de 7*(p), es
decir, que Og C 0,+(p) y mg C 7(p).

Para probarlo tomamos a € Og. El teorema 2.54 nos da que 7(a) € Op = 0,
luego 0 < vy (7(a)) = vy (py (@), luego o € 0,y

Si a € mg sabemos ademas que a(Q) =0y 7(a)(P) = a(r(P)) = a(Q) =0,
luego 7(a) € mp. La conclusion es anéloga.

Teniendo en cuenta que las flechas horizontal superior y vertical izquierda
son biyecciones, y que la horizontal inferior es suprayectiva, es claro que la
vertical derecha es también suprayectiva, como afirmabamos. [

Si pensamos en Xy como una “reconstruccion abstracta” de V,.(kg), entonces
la aplicacion Yy — V (ko) es el equivalente abstracto de 7.

Dejamos para méas adelante la interpretacion de los divisores primos de ko (V)
cuando kg no es algebraicamente cerrado (véase la pagina 215). Para hacernos
una primera idea de la situaciéon vamos a describir los divisores primos de los
cuerpos de fracciones algebraicas. El teorema siguiente es el anélogo al teorema
de Ostrowski [TAl 5.59], que nos daba todos los divisores primos de Q:

Teorema 5.10 Sea k = ko(z), donde x es trascendente sobre ko. Entonces
los divisores primos de k son los asociados a los ideales primos de ko[z] segin
[TAL 5.10] y el primo infinito oo dado por* ve.(f) = —grad f. Todos ellos son
distintos dos a dos.

DEMOSTRACION: Sea p un divisor primo de k y supongamos que v, (z) > 0.
Entonces vy (p(x)) > 0 para todo p(x) € ko[x]. Si todos los polinomios tuvieran
valor nulo, de hecho v, seria idénticamente nula, luego ha de existir un polinomio
p(x) tal que vy(p(z)) > 0. Descomponiéndolo en primos, podemos suponer que
p(x) es primo. Entonces p(x) es el unico primo (salvo asociados) con valor
positivo, pues si g(z) es otro primo, entonces existen polinomios a(z) y b(x)
tales que a(z)p(x) + b(x)g(x) = 1. Si vy(g(z)) > 0, el miembro izquierdo tiene
valor positivo, pero el derecho no, contradiccion.

Ahora es claro que v, coincide con la valoracion inducida por el ideal (p(z)) y,
como ideales distintos inducen valoraciones distintas, podemos identificar cada
ideal con su divisor correspondiente p = (p(z)).

Supongamos ahora que vy(z) < 0. Entonces el valor de un monomio es
vp(az™) = nvp(x) y, en una suma de monomios, el monomio de mayor grado
tiene menor valor. Por consiguiente v, (p(z)) = grad p(z)v,(x) para todo poli-
nomio p(x) € ko[x], y de aqui se sigue que la igualdad vale también para todo
p(z) € k. Como v, ha de ser suprayectiva, necesariamente v,(z) = —1, con lo
que p = co. (En realidad, para completar la prueba hay que comprobar que vo,
es una valoracion, lo cual es inmediato.)

Ciertamente v, es distinta de todas las valoraciones asociadas a ideales
primos, pues es la Gnica que toma un valor negativo sobre x. L]

4Definimos el grado de una fraccién algebraica f = p(z)/q(x) como la diferencia de los
grados grad p — grad q.
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Si kg es algebraicamente cerrado, podemos ver a ko(z) como el cuerpo de
funciones racionales de P!, y el teorema anterior muestra explicitamente la
biyeccion Yp1 — P! (ko) dada por el teorema 5.8: Los ideales primos de ko[x]
son los de la forma (x — a), con a € ko, y es claro que el divisor primo asociado
a (r — a) es el tnico primo situado sobre a, mientras que el primo co es el
Gnico primo situado sobre el punto oo (es facil ver que un polinomio —y, por
consiguiente, una fraccion algebraica— tiene un polo en oo de orden igual a su
grado).

Si comparamos con el teorema de Ostrowski, debemos tener en cuenta que
en un cuerpo numeérico los divisores primos se definen en términos de valores
absolutos, por lo que no excluimos que éstos sean arquimedianos, y asi en Q
todos los divisores primos son no arquimedianos excepto el primo infinito, de-
terminado por el valor absoluto usual, que por consiguiente esta claramente
diferenciado del resto de divisores primos.® En cambio, los divisores primos de
un cuerpo de funciones algebraicas se definen en términos de valoraciones, luego
las métricas correspondientes son todas no arquimedianas. Mas atn, la diferen-
cia entre el primo infinito y los restantes es relativa a la eleccion de la base de
trascendencia. Por ejemplo, si k = ko(x) = ko(y), donde y = 1/z, entonces el
primo infinito p respecto de « cumple que vy(y) = —vy(x) = 1, luego vy es la
valoracion asociada al ideal (y) de ko[y]. Vemos, pues, que un mismo divisor
primo p puede ser finito para una base e infinito para otra.

Definiciéon 5.11 Sip es un divisor primo de un cuerpo k de funciones algebrai-
cas, llamaremos £, a la complecién de k respecto de cualquier valor absoluto
asociado a la valoracion v,. El teorema [TAl 5.12] nos da que v, se extiende una
valoracion en k, (independiente del valor absoluto elegido), que representaremos
igualmente por vy.

Llamaremos o, indistintamente al anillo de enteros de k o de kj, llamaremos p
indistintamente al ideal primo de cualquiera de los dos anillos y k, = 0,/p a
cualquiera de los dos cuerpos de restos. Segun [TAl 5.16], el anillo o, y el ideal
p de k, son las clausuras de los correspondientes en k y los dos cuerpos de restos
son isomorfos a través de la aplicacion inducida por la inclusion entre los anillos
de enteros.

Observemos que la proyeccion en el cociente se restringe a un monomorfismo
de cuerpos kg — Ep, ya que el ideal p no puede contener elementos no nulos de
ko, pues son unidades de o,. A través de este monomorfismo podemos considerar
a l_fp como extension de ky. Veremos en general que se trata de una extension
finita, pero de momento lo probamos para el caso de los cuerpos de fracciones
algebraicas:

Teorema 5.12 Sea k = ko(x) un cuerpo de fracciones algebraicas y p un divisor
primo de k. Entonces el cuerpo de restos Ep es una extension finita de kqo. Si
p es un primo finito asociado al ideal primo p = (p(x)) de ko[x], entonces
|kp : ko| = gradp. Sip es el primo infinito, entonces |ky : ko| = 1.

5El nombre de “primo infinito” en el contexto de los cuerpos numéricos procede por analogia
del caso de los cuerpos de funciones algebraicas.
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DEMOSTRACION: Supongamos primero que p = (p(z)) es finito. Un ele-
mento arbitrario de o, es una fraccién f(x)/g(x) tal que p(x) { g(x). Existen
polinomios u(z) y v(z) tales que u(z)p(x) + v(x)g(z) = 1, luego

f(z) = f(@)u(z)p(z) + f(z)v(x)g(2).
Por consiguiente

foe) 1) _ Faelo@) = fl) __f@u)

g(x) g(x) g(x)
(Aqui p es el ideal de o0,,.) Esto prueba que la clase de f/g en ky es la misma que
la del polinomio f(z)v(z), luego el monomorfismo de cuerpos ko[z]/p — ky es
un isomorfismo.

La inclusién kg — ky factoriza como kg — ko[z]/p — kp y es bien
conocido que el cuerpo intermedio es una extension finita de kg cuyo grado es
grad p(z).

Si p es el primo infinito, llamando y = 1/ tenemos que p es el primo asociado
al ideal (y) de ko[y]. Como el polinomio y tiene grado 1, la parte ya probada
nos da que |ky : ko| = 1. "

Para generalizar este resultado y, més en general, para estudiar cuerpos de
funciones algebraicas arbitrarios, necesitamos estudiar las extensiones de cuer-
pos de funciones algebraicas, lo que nos permitira reducir muchos problemas al
caso de las fracciones algebraicas. Nos ocupamos de ello en la seccién siguiente.
Terminamos esta seccién con un resultado elemental del que extraeremos varias
consecuencias notables:

Teorema 5.13 Si K/k es una extension algebraica, la inica extension a K del
valor absoluto trivial de k es el valor absoluto trivial.

DEMOSTRACION: En caso contrario existe o € K con |a| > 1. Entonces
a" =cp 10" 4+ a4y, con € k.
Pero de aqui se sigue que |a|” = |a|"~!, lo cual es imposible. "

Como primera aplicacién observamos que hemos definido los divisores primos
de un cuerpo k de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg como
una valoracién en k que se anula en k. El teorema anterior prueba en particular
que si consideramos a k& como cuerpo de funciones algebraicas sobre su cuerpo
exacto de constantes ki, los divisores primos siguen siendo los mismos, pues
toda valoracion que se anula en kfj se anula también en k7.

5.3 Extensiones de cuerpos de funciones

En [TAl] vimos que si K/k es una extensién de cuerpos numeéricos, cada
divisor primo P de K divide a un tnico primo p de k y que cada par de primos
en estas condiciones tiene asociado un indice de ramificacion y un grado de iner-
cia. Vamos a probar hechos analogos para extensiones de cuerpos de funciones
algebraicas.
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Indices de ramificacién Si K/k es una extension de cuerpos de funciones
algebraicas y ‘B es un divisor primo de K, la valoracién vy no puede ser idén-
ticamente nula en k*, pues entonces cualquier valor absoluto de vy en K se
restringiria al valor absoluto trivial en k, en contra del teorema 5.13. Como
vp : K* — Z es un homomorfismo de grupos, ha de ser vp[k*] = eZ, para
cierto e > 1. Es claro entonces que v = (1/e)vyp| es una valoraciéon en k que se
anula en kg, luego se corresponde con un divisor primo p de k. En resumen:

Teorema 5.14 Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas,
para cada divisor primo B de K eziste un unico divisor primo p de k tal que
vl = evy, para cierto natural e = e(P/p).

Definicién 5.15 En la situacién del teorema anterior, diremos que el primo B
dwide a p, y lo representaremos por P | p. El namero e(P/p) (o eq) se llama
indice de ramificacion de p en B. Sie(P/p) > 1 diremos que p se ramifica en B.
En este caso diremos también que p es un primo de k ramificado en K o que B
es un primo de K ramificado sobre k. Se comprueba inmediatamente que B | p
si y sélo si la restriccién a k biyecta los valores absolutos de 3 con los de p.

Vemos asi que una inclusion k& C K de cuerpos de funciones algebraicas
(0, més en general, un ko-monomorfismo entre ellos) da lugar a una aplica-
cion Y —> Y. Si kg es algebraicamente cerrado esta aplicacién tiene una
interpretacion geométrica.

Teorema 5.16 Sea ¢ : V. — W wuna aplicacion reqular no constante entre
dos curvas proyectivas definidas sobre un cuerpo algebraicamente cerrado kg y
sea ¢ : ko(W) — ko(V) el kg-monomorfismo que induce. Este nos permite
considerar a ko(V) como extension de ko(W), lo que nos da una aplicacion
¢: Xy — Xw. Entonces el diagrama natural conmuta:

EV$ZW

L,

V (ko) —s W (ko)

DEMOSTRACION: Sea B € Xy y p el primo de W que divide a P. Sea
P €V el punto situado bajo B. Hemos de probar que ¢(P) esta situado bajo p.
En efecto, si f € Ogpy(W), tenemos que vy(f) = e(P/p) top(o(f)) = 0,
pues ¢(f) € Op(V) C Og. Esto prueba que Oypy(W) C o0p, y el mismo
razonamiento nos da que mypy C p, luego p esta sobre ¢(P). "

A partir de aqui ya podemos identificar sin ambigiiedades los puntos de
una curva proyectiva regular (sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) con sus
divisores primos asociados. Asi, por ejemplo, si V' y W son curvas proyectivas
regulares, el teorema anterior afirma que (los divisores primos de) los puntos
de V' (ko) que dividen a (el divisor primo de) un punto P € W (kg) son (los
asociados a) las antiimagenes de P.



5.3. Extensiones de cuerpos de funciones 193

En particular, dada una aplicacién regular no constante ¢ : V.— W entre
curvas proyectivas regulares, podemos hablar del indice de ramificaciéon e(¢, P)
para cada punto P € V (ko).

Nota En el caso en que ky = C, por 4.4 sabemos que una aplicaciéon regular no
constante ¢ : V — W entre curvas proyectivas regulares es en particular una
funcién holomorfa entre superficies de Riemann compactas. (Son variedades
analiticas de dimensién 1 por 4.2, son compactas por 4.1 y son conexas por
4.13.)

En [VC A.14] definimos el indice de ramificacion e(¢, P) de ¢ en P como el
Gnico ntmero natural k£ > 1 tal que todo punto en un entorno reducido sufi-
cientemente pequeno de ¢(P) tiene exactamente k antiimégenes en un entorno
reducido de P. Vamos a ver que® e(¢, P) coincide con el indice de ramificacion
que acabamos de definir.

Para ello usamos que el indice de ramificaciéon en sentido analitico se carac-
teriza como el Gnico k tal que existen cartas p y ¢ definidas en entornos de P y
#(P), respectivamente, tales que p(P) = q(¢(P)) =0y la lectura p~ L oo q es
la funcion z — 2*.

v—ew

IS

U1 41> U2 ——(C®°
P ¢q
Ahora, si a € Ogpy(W) es no nula, en la nota tras la definicién 5.5 hemos
visto que vg(p)() es el orden de a en ¢(P) como funcién meromorfa, que por

definicion es el orden de f = ¢~ o @ en 0. Similarmente, vp(¢(a)) es el orden
en 0 de

-1

plopoa=(ptogog)o(qgoa),

es decir, de la funcion f(z¥). Es obvio entonces que vp(¢(a)) = kvyp(a), por
lo que k es también e(¢, P) en el sentido algebraico. n

Es claro que si tenemos una cadena de extensiones k C K C L con primos
correspondientes Q | P | p, se tiene la relacion multiplicativa:

e(Q/p) = e(Q/B)e(B/p).

Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas y B | p, la clau-
sura de k en Kg es una complecién de k respecto de p, luego es topoldégicamente
isomorfa a k,. De hecho, podemos tomarla como ky, y asi k, C K. Méas atn,
Kk, es una extension finita de k,, luego es un cuerpo métrico completo (por el
teorema [TAI 5.23]), luego es cerrado en Ky y contiene a K, luego Ky = Kk,.

6De aqui procede el nombre de “indice de ramificacion”. Si (W = C*® y (V,¢) es la
configuracion analitica de una funcién algebraica F' : C*° — C* en el sentido de [VC 7.26],
cada punto P € V con e(¢, P) = k > 1 se corresponde con que en un entorno reducido de ¢(P)
alrededor de cada punto existen k ramas uniformes de F' que se conectan por prolongacién
analitica a través de arcos que giran alrededor de ¢(P), por lo que P “ramifica” F.
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La relaciéon vyp|r = evp, que en principio se cumple sobre k, se cumple de
hecho sobre %, por la densidad de £ y la continuidad de las valoraciones. Esto
significa que el indice de ramificacion e(/p) es el mismo que el de Ky /ky.

Grados de inercia Continuando el razonamiento precedente, el hecho de que
los valores absolutos de 9 se restrinjan a los de p se traduce en que 0, C Oy
(vistos como anillos en K y k) y p C P (vistos como ideales en dichos anillos).
Por consiguiente, la inclusion induce un monomorfismo Ep — F«p entre los
cuerpos de restos. Ademas, el hecho de que K sea una extension finita de k
implica inmediatamente que el cuerpo de restos Fqg es una extension finita de
ky (es la adjuncién de un nimero finito de elementos algebraicos). Mas atin,
tenemos el diagrama conmutativo

Ff‘p qug

]

[

donde los cuerpos de la izquierda son los de K y k, mientras que los de la derecha
son los de Ky y kyp. Por lo tanto, los cuerpos de restos de las compleciones
forman una extension finita del mismo grado que la correspondiente extension
de los cuerpos de restos de K y k.

Definiciéon 5.17 Sea K/k una extension de cuerpos de funciones algebraicas,
sea p un divisor primo en k£ y P un divisor de p en K. Llamaremos grado de
inercia de p en P al grado

f = F(B/p) = K : byl
que coincide con el grado de inercia de la extension local Ky /k,.

Al igual que sucede con el indice de ramificacion, si &k C K C L es una
cadena de extensiones con primos Q | B | p, es claro que se cumple la relacion:

FQ/p) = FQ/B)F(B/p).

Si definimos el grado local de p en P como

np = n(R/p) = [Kg : kpl,

entonces el teorema [TAl 5.24] nos da la relacion

n(P/p) = e(B/p)f(B/p).

El grado de un divisor primo Ahora ya podemos probar que los cuerpos
de restos son extensiones finitas del cuerpo de constantes. En general, si K es
un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg, entonces
K es una extension finita de un cuerpo de fracciones algebraicas k = ko(x). Por
consiguiente si P8 es un divisor primo de K y p es el divisor primo de k que
cumple P | p, la extension Ky /k, es finita (de grado f(B/p)) v la extension
Ep /ko es finita por el teorema 5.12. Esto justifica la definicion siguiente:
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Definicion 5.18 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg y P un divisor primo de K. Llamaremos grado de B a

grad 3 = [Kq : kol

El teorema 5.12 afirma que si p = (p(z)) es un divisor finito de un cuerpo
de fracciones algebraicas k = ko(z), entonces gradp = grad p(z), mientras que
grad co = 1.

Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas, 3 es un divisor
primo en K y p es el primo de k al cual divide, es claro que se cumple la relaciéon

gradP = f(B/p) grad p. (5.1)

Por otro lado, notemos que el grado de los divisores se altera si pasamos
de considerar el cuerpo de constantes kg a considerar el cuerpo exacto k. La
relaciéon es

grad, B = |k1 : ko| grad, B.

Ahora es evidente que si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre
un cuerpo de constantes algebraicamente cerrado, entonces todos los divisores
primos tienen grado 1 y los grados de inercia en todas las extensiones son 1.

Compleciones Ahora estamos en condiciones de determinar la estructura de
las compleciones de los divisores primos. Todas son isomorfas a cuerpos de series
formales de potencias.

Teorema 5.19 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes ko, sea p un divisor primo de K, sea ™ un primo en K, y sea ko
la clausura algebraica de ko en K,. FEntonces K, = kop((7)), es decir, todo
elemento de K, se expresa de forma tinica como

a= > a7, con ay, € kop.
—ookKn

En particular kop = K.

DEMOSTRACION: Tenemos que K, es una extension finita de kg. Como ha de
ser separable, se cumple K, = ko(c), para cierta clase c. Sea p(x) el polinomio
minimo de ¢ sobre ky. Entonces, p(x) factoriza modulo p como (z — ¢)g(x),
y los factores son primos entre si porque la extension de cuerpos de restos es
separable. Por el lema de Hensel [TAl A.3] el polinomio p tiene una raiz a € K,
de modo que K, = ko([a]).

La aplicacién natural k(o) — K, es suprayectiva, luego es un isomorfismo
de cuerpos, pero lo mismo podemos decir de la aplicacion natural ko, — fp
(notemos que todos los elementos de ko, son enteros en K, pues la valoracion es
trivial en kg y, por 5.13, también en ko). Consecuentemente ko, = ko(a) = K.
Ahora basta aplicar el teorema B.12. n

Una ligera variante del argumento que acabamos de emplear nos da el si-
guiente resultado:
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Teorema 5.20 Sea k = ko((z)) un cuerpo de series formales de potencias sobre
un cuerpo de constantes (perfecto) ko y sea K una extension finita de k. Sea kq
la clausura algebraica de ko en K. Entonces ki1 es una extension finita de ko y
K = k1((y)) para ciertoy € K.

El teorema 5.19 generaliza la nocion de serie de Taylor al caso de funciones
racionales sobre una curva algebraica. En efecto, sea V una curva algebraica
sobre un cuerpo (algebraicamente cerrado) kg, sea K = ko(V) su cuerpo de
funciones racionales y sea P € V un punto regular. Si w € Op(V) es un
parametro local en P, esto significa que vp(w) = 1, lo cual sigue siendo cierto
en la compleciéon Kp. Por lo tanto 7 es primo en Kp y el teorema 5.19 nos da
que Kp = ko((m)). En particular, todo o € Op(V') admite un desarrollo de la

forma
(o)

a= > apm™, Gy, € ko. (5.2)

m=0

Es inmediato que la serie de potencias

oo
FX)= > anX™
m=0
es precisamente la serie de Taylor de a en P respecto al parametro 7, pues, para
todo n > 0, se cumple que

n
" a— Y apt™,
m=0

luego

n
a— Y apm" € m7}+17
m=0

tal y como exige la definicién de serie de Taylor.

En particular, si kg = C, el teorema 4.5 nos da que la serie (5.2) no so6lo
converge a « formalmente en Kp, sino que también converge (a «) como serie
funcional en un entorno de P.

Mas aun, si a € C(V) es una funcion racional no nula no necesariamente
regular en P, entonces 7"« es regular en P, para n = vp(a), y la convergencia
de la serie de Taylor de 7"« en un entorno de P implica inmediatamente que la
serie de Laurent de o como elemento de Kp converge a o en un entorno de P
excepto en el propio punto P si a no es regular.

Factorizacion de primos Para completar la teoria basica sobre la relacion
entre los primos en una extension K/k de cuerpos de funciones algebraicas nos
falta probar que cada primo p de K tiene divisores en K, asi como que el nimero
de divisores es finito.

Sea k un cuerpo de funciones algebraicas y p un divisor primo en k. Por
simplificar fijaremos un valor absoluto | |, asociado a p en k (aunque es facil
ver que la eleccion es irrelevante en todo lo que sigue). Llamaremos igual a su
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extension a la complecion k,. Sea K, una clausura algebraica de k,. El teorema
[TAI A.6] nos da que el valor absoluto de k, se extiende de forma tnica a cada
extension finita de ky, luego se extiende a todo K,. Seguiremos llamando | |,
a la extension. Asi K, es un cuerpo métrico.” No es cierto que sea discreto o
completo, pero cada subcuerpo de grado finito sobre k, si lo es (por [TAl 5.24]).

Teorema 5.21 Sea K/k una extension de cuerpos de funciones algebraicas y p
un divisor primo de k. Entonces:

1. Para cada k-monomorfismo o : K — Ky, existe un primo P en K divisor
de p tal que |a|p = |o(a)|p, para todo a € K.

2. Para cada primo B de K que divide a p, los k-monomorfismos que inducen
el primo P segin el apartado 1) son exactamente las restricciones a K de
los ky-monomorfismos o : Ky — K. Ademds, monomorfismos distintos
tienen restricciones distintas.

DEMOSTRACION: Notemos que o[K]| es una extension finita de k, luego
L = kyo[K] es una extension finita de k,. Por consiguiente, L es un cuerpo
métrico discreto y completo. En particular L es cerrado, luego contiene a la
clausura de o[K], la cual contiene a su vez a la clausura de k, que es k,. Esto
prueba que o[K] es denso en L. Sea v la valoracion de L. La continuidad de v
hace que o[K] contenga elementos de valor 1, luego v|,(x] es una valoracién en
o[K] (que se anula sobre kj). Sea B el divisor de K que convierte a ¢ en un
isomorfismo topolégico. La unicidad de la complecién implica que o se extiende
a una isometria o : Ky — K. Esto significa que un valor absoluto de P} es el
dado por

lalp = lo(a)l,, para todo a € K.

En particular B cumple a), y también hemos visto que o se extiende a
una isometria en Kg. Por otra parte, si P es un divisor primo de p en K, el
teorema [TAl A.6] implica que cada ky-monomorfismo o : Ky — K, es una
isometria, pues el valor absoluto en Kq dado por |a| = |o(c)|, extiende al valor
absoluto de ky, luego ha de ser el valor absoluto de K.

Solo falta probar la altima afirmacion de 2), pero es claro que la densidad de
K en Kg implica que las restricciones a K de dos kp-monomorfismos distintos
han de ser dos k-monomorfismos distintos. m

Como el namero de k-monomorfismos o : K — K, es finito (es el grado de
separabilidad de K/k) concluimos que cada divisor primo de k tiene un namero
finito de divisores en K.

Con esto hemos probado que si k C K entonces la aplicacion X — X
es suprayectiva y cada punto de X tiene una cantidad finita de antiimégenes.
Para analizar con més detalle esta aplicacién necesitamos tratar aparte el caso
en que la extension K /k no es separable. Empezamos con un resultado técnico:

7Es facil ver que si partimos de otro valor absoluto asociado a p, la extension es equivalente,
por lo que la estructura métrica de K sélo depende de p y no del valor absoluto de partida.
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Teorema 5.22 Sea k = ko(x) un cuerpo de fracciones algebraicas sobre un
cuerpo ko de caracteristica prima p. Si K es una extension finita inseparable
de k, entonces /P € K.

DEMOSTRACION: Sea y € K un elemento no separable sobre k. Entonces
|k(y) : k| = mp y existe un polinomio

F(X,Y) = i (Zaijxi)w'f’ € kol X, Y]

tal que F(z,y) = 0. Como kq es perfecto,®
G(X,Y) = 3 (Sal/?X) Y7 € kol X, V]
j=0\7%
y G(z'/P y) = F(x,y)'/? = 0, luego |ko(x/?,y) : ko(z'/P)| < m. Puesto que
|ko(x'/P) : ko(x)| < p, vemos que

mp > |ko(2'/?,y) : ko(z)| > [ko(x,y) : ko(x)| = mp.
Por consiguiente, ko(z'/?,y) = k(y) C K, luego /P € K. .
Con esto podemos abordar ya el caso puramente inseparable:

Teorema 5.23 Sea K/k una extension puramente inseparable de grado n de
cuerpos de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kqg. Entonces
cada primo p de k es divisible entre un unico primo P de K, el grado de inercia
es f =1 y el indice de ramificacion es e = n.

DEMOSTRACION: Sea p la caracteristica de los cuerpos. La extension puede
descomponerse en una cadena de extensiones de grado p, luego podemos suponer
que |K : k| = p. Como el anico k-monomorfismo K — K, es la identidad, el
teorema 5.21 nos da que p so6lo tiene un divisor primo B en K. Cada y € Op
cumple que y? € k, luego cada y € Fqg cumple que yP € Ep. Ahora bien, los
cuerpos de restos son extensiones finitas de kg, luego son perfectos, de donde se
sigue que K, = Ep, es decir, que f = 1. Sélo falta probar que e = p.

Segtn hemos observado tras 5.17, se cumple e = ef = |K, : ky| = n(B/p).
Si K = k(y), entonces y? € k'y K, = ky(y), con y? € k,, luego el grado local
n(P/p) serd 1 o p segun si y estéd o no en k. Supongamos que es 1.

Sea x = yP € k. Se cumple que z es trascendente sobre kg, pues si fuera
algebraico ko(x) seria perfecto y tendriamos que y € ko(z) C k. Sea k' = ko(x)
y K’ = K'(y). Vamos a ver que la extension K’/k’ también es un contraejemplo
al teorema. Sea p’ el primo de k' al cual divide p y sea B’ el tnico primo de K’
que lo divide.

Como y ¢ k, el teorema anterior nos da que k/k’ es separable. Por lo tanto
ky /Ky, también lo es. Estamos suponiendo que y € ky e y? =z € ky,, luego por
la separabilidad de la extension ha de ser y € ki, luego Ky, =k, (y) = Ky y
n(P'/p’) = 1.

8 Aqui usamos por primera vez en el estudio de los cuerpos de funciones algebraicas el hecho
de que suponemos que los cuerpos de constantes son perfectos. Hasta ahora so6lo la habiamos
usado para relacionar los cuerpos de funciones algebraicas con las curvas proyectivas.
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En otras palabras, si K/k es un contraejemplo, hemos encontrado otro en
el que el cuerpo base es un cuerpo de fracciones algebraicas. Equivalentemente,
podemos suponer que k = ko(z). Observemos que K = k(y) = ko(y) es también
un cuerpo de fracciones algebraicas. Cambiando x por 1/ si es preciso, podemos
suponer que el primo p es finito, digamos el asociado a un polinomio irreducible
p(x) =Y a;x" € ko[z]. Si definimos P como el divisor primo de K asociado a

3

F(y) = p(@)"/? = a0}y’ € koly],

es claro que vy (p(2)) = vp(f(2)?) = p = pvy(p(x)), de donde v | = puy, luego
este P es precisamente el divisor de p en k y el grado de inerciaese=p. =

Y finalmente obtenemos la situaciéon general:

Teorema 5.24 Sea K/k una extension de grado n de cuerpos de funciones
algebraicas y p un primo en k. Entonces p es divisible por un numero finito de
primos P, ..., P, en K, de modo que

n=n(P1/p) + -+ n(P:/p).
Equivalentemente, si e; = e(B;/p) y fi = f(Bi/p), se cumple la relacion

n=efi+--+efr

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que la extension K/k es sepa-
rable, con lo que también lo son todas las extensiones Ky, /ky, pues Ky, = Kk,.
Por lo tanto, el nimero de ky,-monomorfismos o : Ky, — K, es exacta-
mente n; = n(P;/p), los cuales se restringen a otros tantos k-monomorfismos
o : K — K,. Puesto que cada uno de estos monomorfismos se extiende a una
tnica complecion Ky, , resulta que las ny + - - - + n, restricciones son todos los
k-monomorfismos de K, luego son n en total.

Si la extensién no es separable, entonces los cuerpos tienen caracteristica
prima p. Sea K la clausura separable de k en K, de modo que la extension
K /K, es puramente inseparable. Sea |K : K| =n, y |K; : K| = ns.

Si p es un divisor primo de k, por la parte ya probada tiene divisores primos

1y, en K, de modo que

ns = n(Pi/p) + - +n(P./p).

Por el teorema anterior, cada 9B} es divisible por un unico primo B; en K, de
modo que n(PB;/P;) = n,. Por lo tanto,

n = npns = n(Pr/P1) n(F1/p) + -+ n(PB./B.) n(F./p)
=n(P1/p) + - +n(PB./p). .

Nota Si kg es algebraicamente cerrado todos los grados de inercia f; valen 1,
con lo que la relaciéon se reduce a ey + --- + e, = n.
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Si¢:V — W es una aplicacion regular entre dos curvas algebraicas pro-
yectivas sobre C (que nos permite considerar a C(V') como extension de C(W)),
puesto que los indices de ramificacion coinciden con los que intervienen en el teo-
rema [VC A.24], ahora podemos concluir que el grado de ¢ definido en [VC A.23]
no es sino el grado |[C(V) : C(W)]. "

Extensiones de Galois Al igual que lo que sucede en el caso de los cuerpos
numeéricos, las descomposiciones de primos en extensiones finitas de Galois es
especialmente simple. Empezamos demostrando lo siguiente:

Teorema 5.25 Si K/k es una extension finita de Galois de cuerpos de funcio-
nes algebraicas, P es un divisor primo en K yp es el primo de k al cual divide,
entonces la extension de cuerpos de restos Ko /k, también es finita de Galois.

DEMOSTRACION: Como estamos suponiendo que kg es perfecto, es claro que
la extension es separable. Veamos que es normal.

Tomamos [a] € Kg. Por el teorema de aproximacion [TAl 5.46] podemos
encontrar o € K tal que |/ —alp < 1y |&/|p < 1 para todo divisor P’ de p
en K distinto de . La primera condiciéon hace que [a] = [¢/], luego podemos
suponer que vy () > 0 para todo P’. Equivalentemente, podemos suponer que
vp(o(a)) > 0 para todo o € G.

Si p(x) = polmin(a, k) acabamos de probar que p(z) se escinde en Ogp[x],
luego podemos tomar clases modulo p y asi obtenemos un polinomio p(x) € ky|[z]
que tiene a [a] por raiz y que se escinde en Kg[z]. De aqui se sigue que el
polinomio minimo de [a] se escinde también en K[|, luego la extension es
normal. L]

El comportamiento de los divisores primos en las extensiones normales esta
condicionado por el siguiente hecho obvio:

Teorema 5.26 Sea o : K — L un k-isomorfismo entre dos extensiones finitas
de un cuerpo de funciones algebraicas k y sea p un divisor primo de k. Entonces,
para cada divisor primo B de K que divide a p existe un unico divisor primo
B de L que divide a p tal que para todo a € K se cumple v (cr) = vepe (o(v)).
Ademds e(B/p) = e(B7/p) y f(B/p) = F(B7/p).

DEMOSTRACION: Basta definir vge (o) = vg (0 (a)). .

En particular, si K/k es una extension normal de cuerpos de funciones al-
gebraicas y G = G(K/k) es el grupo de los k-automorfismos de K, entonces
G actua (por la derecha) sobre el conjunto de los divisores primos de K que
dividen a un primo dado p de k, es decir, para cada uno de estos divisores 3 y
cada o € G esté definido B7 segin el teorema anterior, y ademas P77 = (PB7)7
y B! =P. Mas atn:

Teorema 5.27 Sea K/k una extension normal de cuerpos de funciones alge-
braicas y sea G = G(K/k) el grupo de todos los k-automorfismos de K. Sea
p un divisor primo de k. Entonces G actia transitivamente sobre los divisores
primos de K que dividen a p, es decir, dados dos cualesquiera de ellos B y P,
existe o € G tal que P =R’.
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DEMOSTRACION: Sean 7 : K — K, y 7p : K — K, dos k-monomor-
fismos segtn el teorema 5.21. Podemos suponer que K C K,, y entonces, por
la normalidad de K/k, se ha de cumplir que 7p[K] = 7 [K] = K. Es claro
entonces que g = Ty 0 ng,l € G cumple |a|p = |o(a)|ps (para un par de valores
absolutos que extiendan a uno dado de p), de donde se sigue claramente que
vp(a) = vyp(o(a)) para todo a € K, luego P’ = P°. "

Combinando los dos tltimos teoremas concluimos que si K/k es una exten-
sion normal de cuerpos de funciones algebraicas y p es un divisor primo en k,
entonces todos sus divisores en K tienen el mismo grado de inercia y el mismo
indice de ramificacion (luego también el mismo grado local). En otras palabras,
e(PB/p), f(B/p) y n(PB/p) no dependen de B. La relacion del teorema 5.24 se
reduce a n = efr.

Para el caso de una extension finita de Galois podemos decir mucho mas:

Definicién 5.28 Sea K/k una extension finita de Galois de cuerpos de fun-
ciones algebraicas, sea 3 un divisor primo de K y sea p el primo de k al cual
divide. Definimos el grupo de descomposicion de p sobre B como

Gyp = {o € G(K/k) [ B =P}

Claramente G es un subgrupo del grupo de Galois G = G(K/k). Ademas,
para todo o € G se cumple Gyo = G;. Es facil biyectar el conjunto cociente
G/Gq con el namero r de divisores primos de p en K, con lo que |G| = ef.
Mas concretamente, los efr automorfismos de G se dividen en r clases de ef
automorfismos cada una, de modo que los automorfismos de cada clase llevan
P a cada uno de sus conjugados (a cada uno de los divisores de p).

El cuerpo L fijado por G se llama cuerpo de descomposicion de p sobre ‘B.
Claramente |L : k| =r.

Como Ko = kyK, es claro que la extension Ko /k, también es finita de
Galois. La restriccion induce un monomorfismo de grupos G(Kg/ky) — G
que, de hecho, es un isomorfismo porque ambos grupos tienen el mismo orden.

Sea p’ el primo de L divisible entre . Asi k C L C Ky k, C Ly C K.
Ahora bien, Gy = G(K/L), y es facil ver que Gy es también el grupo de
descomposicién de B sobre p’. Por consiguiente,

[Kop o L[ = |Gop| = [Kop =

es decir, L, = k,. Esto implica que e(p’/p) = f(p’/p) = 1. Como la extension
local K3 /k, es la misma que Ko /Ly, resulta que el grado de inercia y el indice
de ramificacion son los mismos para B /p que para PB/p’. En particular es claro
que P es el tnico primo en K que divide a p’ (pues |K : L| = ef).

Cada automorfismo o € Gy se restringe a un automorfismo o : O — Ogs
que deja fijos a los elementos de oy, el cual induce a su vez un kp-automorfismo
o : Ky — Ky de forma natural (5([a]) = [0()]). Recogemos esto y un poco
mas en el teorema siguiente:
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Teorema 5.29 Sea K/k una extensidon finita de Galois de cuerpos de funciones
algebraicas. Sea*P un divisor primo en K y sea p el primo de k divisible entre 3.
Entonces cada o € Gy induce de forma natural un automorfismos € G(Ks /ky)
y la aplicacion o +— & es un epimorfismo de grupos Gy — G(Ks /ky).

DEMOSTRACION: Sélo falta probar la suprayectividad. Notemos que si L
es el cuerpo de descomposicion de p sobre B y p’ es el primo intermedio, se
cumple que fp/ = Ep, luego podemos sustituir k£ por L y suponer, pues, que
G = Gy. Como K /ky, es separable, tiene un elemento primitivo, digamos [a/.
Al igual que en la prueba de 5.25, podemos suponer que p(z) = polmin(«, k)
se escinde en Ogz]. Dado 7 € G(Kg/ky), tenemos que 7([a]) es raiz de plz],
luego 7([a]) = [@'], donde &’ es un conjugado de . Existe 0 € G = G tal que
o(a) =, con lo que 5([a]) = [o(a)] = ['] = 7([a]), luego T = 5. n

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definiciéon 5.30 Sea K/k una extension finita de Galois de cuerpos de fun-
ciones algebraicas, sea 8 un primo de K y p el primo de k al cual divide.
Llamaremos grupo de inercia de p sobre B al nicleo Tip < G del epimorfismo
descrito en el teorema anterior. Llamaremos cuerpo de inercia de p sobre 3 al
cuerpo fijado por Ti.

Segtin el teorema anterior, tenemos un isomorfismo Gy /Ty = G(Kg/ky).
En particular [Tig| = f. Si L es el cuerpo de descomposicion de p sobre B y M
es el cuerpo de inercia, tenemos las inclusiones k C L C M C K. Los grados de
estas extensiones son

|L: k| =r, |M: L| = f, |K : M| =e.

Como Tiy es un subgrupo normal de G, tenemos que la extension M/L es de
Galois. Sea p’ el primo intermedio en L y p” el primo intermedio en M. Como
G(K/M) = Ty, es claro que el epimorfismo ¢ +— & para la extension K/M
es trivial, luego G(Kg/M,») = 1, luego f(B/p”) = 1. De aqui se sigue que
f"/p')=f=|M:L|

El teorema siguiente recoge todo lo que hemos probado:

Teorema 5.31 Sea K/k una extension finita de Galois de cuerpos de funciones
algebraicas, sea B un primo en K y p el primo de k al cual divide. Sea L el
cuerpo de descomposicion y M el cuerpo de inercia, sean p' y p” los primos
divisibles por B en cada uno de estos cuerpos. Sea r el nimero de divisores
primos de p en K, f = f(P/p) y e = e(P/p). Entonces se tienen los datos
indicados en la tabla siguiente:

Grado r f e
Cuerpo k L M K
Primo p p p” Py
Ramificacion 1 1 e
Inercia 1 f 1
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Probamos ahora un teorema sencillo sobre normas y trazas que necesitaremos
més adelante:

Teorema 5.32 Sea K/k una extension de cuerpos de funciones algebraicas y
sea p un diwvisor primo en k. Para cada divisor primo B de K que divida a p,
sean Ny : Kp — ky y Trgy : Kp — ky la norma y la traza locales. Entonces,
para todo o € K,

Ni (@) = [T Ngp(@),  Trg(a) = 3 Trg(a).
Blp Blp

DEMOSTRACION: Supongamos primero que la extension es separable. En-
tonces, Nf () es el producto de las imagenes de « por todos los k-monomor-
fismos de K en una clausura algebraica de k,. Al agrupar los que se extienden
a cada compleciéon Kq obtenemos la norma Ny (), luego se cumple la férmula
del enunciado, e igualmente con las trazas.

En el caso general, sea L la clausura puramente inseparable de k en K. Por
el teorema 5.23 sabemos que p tiene un tnico divisor p’ en L. Asi como que
|Ly : ky| = |L : k|. La extension K/L es separable, luego, por la parte ya
probada,

NZ (@) = [T Ny(a),
Blp’

donde Ns’p es la norma de la extensién Kg/L,. Elevando ambos miembros a
|L : k| obtenemos la relacion para K/k. El caso de las trazas es trivial, pues la
traza de una extension inseparable es nula. [

5.4 Divisores

Para completar la analogia con la aritmética de los cuerpos numéricos, nos
gustaria expresar la conclusién del teorema 5.24 como que el divisor p de k
factoriza en K en la forma

p=Pr B,

pero el producto de la derecha no tiene significado alguno en la teoria que hemos
desarrollado hasta el momento. No obstante, esto tiene facil solucion.

Definicién 5.33 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas. Definimos el grupo
de los divisores de K como el grupo abeliano libre D generado por los divisores
primos de K. Usaremos notacién multiplicativa, de modo que cada divisor de
K se expresa de forma tnica como

a =[5,
B

donde los exponentes ns son enteros y casi todos nulos.
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Definimos vgs(a) = ngz. Un divisor es entero si todos sus exponentes son no
negativos. Diremos que un divisor a divide a un divisor b (y lo representaremos
por a | b) si vy (a) < vy (b) para todo divisor primo P de K. Equivalentemente,
si b = ac, donde ¢ es un divisor entero.

Es claro que un conjunto finito de divisores tiene un méximo comin divisor
y un minimo comdn miltiplo, que se forman elevando cada primo al menor
(respectivamente, al mayor) exponente con que aparece en los divisores dados.

Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas, identificamos
cada divisor primo p de k con el divisor

p =Py P € Dk, (5.3)

donde Py, ..., P, son los divisores de p en K y ey, ..., e, son los indices de rami-
ficacion correspondientes. Esta aplicacion —obviamente inyectiva— se extiende
de forma tnica por linealidad a un monomorfismo de grupos

Dk — @K,

que nos permite identificar a cada divisor de k con un divisor de K.

La transitividad de los indices de ramificacion se traduce inmediatamente en
que si tenemos una cadena de extensiones k C K C L, entonces la composiciéon
de las identificaciones Dy, — D — Dy, es la identificacion correspondiente
a la extension L/k.

La identificacion (5.3) nos permite hablar de la descomposiciéon en primos
en K de un divisor primo p de k, de modo que lo que hasta ahora llamébamos
divisores de p en K son precisamente los primos de K que aparecen en dicha
factorizacién con exponente no nulo. Por ejemplo, el teorema 5.23 afirma que si
K /k es una extension puramente inseparable de grado n, entonces cada primo
p de k se descompone en la forma p = B, para cierto primo P de K.

Similarmente, las observaciones tras el teorema 5.27 equivalen a que si K/k
es una extension normal, cada primo p de k factoriza en K en la forma

p=(Br B

de modo que, ademas, todos los factores tienen el mismo grado de inercia.
Conviene introducir algunas definiciones:

Definicién 5.34 Sea K/k una extension de grado n de cuerpos de funciones
algebraicas. Sea ¥ un primo en K y p el primo de k al cual divide. Diremos
que

1. p se escinde en P si e(P/p) = f(P/p) = 1.

2. p se escinde completamente en K si p =Py - - - P, (de modo que todos los
factores tienen necesariamente e = f = 1).

3. pse conserva primoen K sip =P (de modo que e(P/p) = 1, f(PB/p) = n).
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4. p se ramifica en P si e(P/p) > 1.

5. p se ramifica completamente en K si p = P" (de modo que e(P/p) = n,
f(B/p)=1).

En estos términos, el teorema 5.31 afirma que una extension finita de Galois
K/k de cuerpos de funciones algebraicas se puede descomponer en una cadena
de extensiones k C L C M C K (relativa a primos dados B y p), de modo que
p se escinda en L en un primo p’, el cual a su vez se conserva primo en M y
luego se ramifica completamente en K.

Un caso especialmente simple se da cuando la extension es abeliana, pues
entonces el grupo de descomposicién Gz es normal y todos los divisores de p en
K tienen el mismo grupo de descomposicion, por lo que el cuerpo de descom-
posicion L es el mismo para todos. En tal caso, p se escinde completamente en
L, en la forma p = p;1 - - - p,. Similarmente, el cuerpo de inercia M es el mismo
para todos los divisores de p, y todos los p; se conservan primos en M, mientras
que se ramifican completamente en K, en la forma p; = B¥.

Introducimos ahora la nocién de norma de un divisor:

Definiciéon 5.35 Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas,
definimos la norma
Ni{ :Dg — Dy,

como el homomorfismo que sobre los primos viene dado por NX () = p/ (B/p)
donde p es el primo de k divisible entre 3.

La transitividad de grado de inercia implica la transitividad de la norma, es
decir, dada una cadena k C K C L, se cumple que Nﬁ = Nf( oNkK.

Para cada primo p de k£ se cumple
NE(p) = NE (B - i) = plrertotirer — pliek],
Por linealidad esto es cierto para todo divisor a € Dy, es decir,
NE(@) = a0

Si p es un divisor primo en un cuerpo de funciones algebraicas k' y a € k
es un elemento no nulo, conviene imitar formalmente el lenguaje geométrico y
decir que « tiene un cero de orden r en p si vy(a) =7 > 0, y que « tiene un
polo de orden 1 en p si vy(a) = —r < 0.

Los divisores de k pueden verse como distribuciones hipotéticas de ceros y
polos de elementos de k. Para precisar esta idea necesitamos probar un par
de hechos elementales. El primero puede verse como una generalizacion del
principio de prolongacion analitica (afirma que una funcién algebraica no nula
tiene un namero finito de ceros y polos):
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Teorema 5.36 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas y x € K*, entonces
existe a lo sumo una cantidad finita de divisores primos P en K tales que

vp(x) # 0.

DEMOSTRACION: Si z es algebraico sobre el cuerpo de constantes kg, en-
tonces vyp(x) = 0 para todo divisor primo P (por el teorema 5.13). Si es
trascendente, consideramos el cuerpo k = ko(z). Obviamente K/k es una ex-
tension de cuerpos de funciones algebraicas. Si hay infinitos primos en K cuyas
valoraciones no se anulan en x, los primos de k a los que dividen son infinitos
también, y sus valoraciones no se anulan en x. Ahora bien, k es un cuerpo de
funciones racionales y sélo hay dos primos cuyas valoraciones no se anulan en x,
a saber, el primo infinito y el primo finito asociado al ideal (x) de kg[z]. =

Por otra parte, es facil caracterizar las funciones algebraicas sin ceros ni
polos:

Teorema 5.37 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
de constantes kg, entonces las funciones no nulas de K sin ceros ni polos son
ezactamente las de ki. St o, f € K cumplen vy (o) = vp(B) para todo P € Xk,
entonces a = ¢f3, con ¢ € k.

DEMOSTRACION: Si vg(x) = 0 para todo P € X, entonces x es algebraico
sobre ko, pues si fuera trascendente podriamos considerar k = ko(x) y el primo
p = (x), que cumple vy(x) = 1. Si ‘P es un divisor de p en K se cumple
vp(x) # 0, contradiccion. Asi pues, z € ki. El reciproco es obvio, por el
teorema 5.13.

Para la segunda parte, es claro que si una de las dos funciones es nula la otra
también lo es. En caso contrario o/ es una funcion sin ceros ni polos, luego es
una constante de k. n

Definicién 5.38 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, en virtud del
teorema 5.36, cada cada a € K* determina un divisor, a saber,

() = T3,
B

A los divisores de esta forma los llamaremos divisores principales de K. Notemos
que, por definicion, vy ((o)) = vp(a).

Las propiedades de las valoraciones nos dan que («)(8) = (af), asi como que
(a™1) = (a)~!. En otras palabras, el conjunto P de los divisores principales
de K es un subgrupo de D y tenemos un epimorfismo

K*—)PK.

Segtin el teorema 5.37, el niicleo de este homomorfismo es kj, donde %y es
el cuerpo exacto de constantes de K. Asi pues, Px = K*/k}. Al pasar de K*
a Py estamos identificando a dos funciones cuando se diferencian en un factor
constante de k7.
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Como senaldbamos, conviene pensar en los divisores de K como en distri-
buciones posibles de ceros y polos de una funcién algebraica. Si un divisor a
es principal, eso significa que la distribucion asociada a a se realiza en K, es
decir, existe realmente una funcion o € K* (tnica salvo una constante) tal que
v (a) = vy (a) para todo divisor primo P de K.

Dada una extension K/k de cuerpos de funciones algebraicas, el diagrama

siguiente es conmutativo:
K*——Dg

]

k* —— Dy,

En efecto, si a € k* y B es un primo de K, sea p el primo de k divisible entre
By sea e = e(P/p). Entonces

vp((@)k) = vp(a) = evp(@) = evp(()x) = v ((@)r);

luego ()i = ().

Mas delicado es demostrar que la norma de la extension K/k se corresponde
con la norma entre los grupos de divisores:

Teorema 5.39 Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas,
el diagrama sigutente es conmutativo:

K*HDK

N?i lNi‘

k* —— Dy,
DEMOSTRACION: Hemos de probar que para todo a@ € K* se cumple

(Nk () = Ni' (o).

Sea K la clausura separable de k en K. Asi tenemos la cadena k C K, C K,
de modo que la primera extensiéon es separable y la segunda es puramente in-
separable. Teniendo en cuenta que las dos normas son transitivas, es claro que
basta probar el teorema para cada una de estas extensiones por separado. Alter-
nativamente, basta probar el teorema en el supuesto de que K/k es puramente
inseparable y en el supuesto de que es separable.

Si K /k es puramente inseparable de grado n, entonces, segin el teorema 5.23,
cada primo p de k se corresponde con un tnico primo P de K y su factorizacion
es p =P" (con f =1). Por lo tanto:

NE (@) = TINE (B @) = [Tp @ = [P = ()" = (a") = (NF (o).
P 2 2

Supongamos ahora que K/k es separable de grado n. En primer lugar,
consideremos el caso en que ademas es normal, es decir, es finita de Galois. Sea
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G = G(K/k) el grupo de Galois y sea p = (1 - - - P,-)¢ un primo de k. Tenemos
que
K _
Ny (@) = I o(a).
oeG
Puesto que v, = (1/e)vg,, se cumple que

« 1 1

vp(Ny (@) = = 2 vy, (o)) = =

€ocq e

> Vo) (@)

ceG

Cuando o recorre GG, tenemos que o(1) recorre ef veces cada primo B,
luego

vp(NE (@) = f_izlvw) = 0 (NE((@)).

Por consiguiente, (NF (a)) = NE((a)).

Consideremos ahora el caso general en que K/k es separable. Sea L la
clausura normal de K sobre k. Tenemos k C K C L y la extension L/k es de
Galois, luego cumple el teorema. Si o € K*, tenemos que

(Nk () = (NI (@)5T) = (NJ¥ () 1,
Por otro lado,
(NE (@) = NE (@) = NE () =5,
Asi, si p es un primo de k, tenemos que
L2 Kop (N () = | L = Ko (NF (@)

con lo que, tras simplificar |L : K|, concluimos que (NX(a)) = NE((a)). =

En particular, si ¢ : V. — W es una aplicacion regular no constante entre
curvas proyectivas regulares, entonces la norma de un punto P € V es sim-
plemente ¢(P), luego la aplicacion norma ¢ : Dy — Dy es simplemente la
extension lineal de ¢ al grupo de divisores. Por ello, la seguiremos llamando ¢.

Definicién 5.40 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, la aplicaciéon que
a cada divisor primo le asigna su grado se extiende por linealidad a un homo-
morfismo

grad : D — Z,

con lo que tenemos definido el grado de un divisor arbitrario, de modo que
grad ab = grad a + grad b, grada™! = —grada.

Si P es un primo en K, la relaciéon (5.1) puede escribirse ahora en la forma

grad, P = f(B/p) grad, p = grad, p’ = grad, NK ().
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Como el primer y el dltimo término son ambos multiplicativos, esta relacion
es valida por linealidad para todo divisor, es decir, para todo a € D se cumple
que

grad a = grad, N¥ (a). (5.4)

En particular, si a € Dy tenemos que
grady a = |K : k| grad,, a,

de modo que el grado de un divisor depende de la extension en que lo conside-
remos.

Este concepto de grado nos permite expresar una condicién necesaria para
que una distribuciéon posible de ceros y polos sea realizable en un cuerpo de
funciones algebraicas, es decir, para que un divisor sea principal:

Teorema 5.41 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, entonces los divi-
sores principales de K tienen grado 0. Si K = ko(x) es un cuerpo de fracciones
algebraicas, entonces los divisores principales son exactamente los de grado 0.

DEMOSTRACION: Consideremos primero el caso de un cuerpo de fracciones
algebraicas k = ko(z). Si @ € k* es constante, entonces (o) = 1, luego por
definicion grad(a) = 0. Por otra parte, todo « € k* no constante se expresa de
forma tnica como

a=pi(z)" - palz)™,
donde p;(z) son polinomios irreducibles y los exponentes son enteros no nulos.
Si llamamos p; = (p;(z)), tenemos que () = p7* - - - plnoo”, donde

n

r=vs(a) = —grada=—> rgradp;(z) = =Y r; grad p;.
o~ ,

% i=1

Por lo tanto, teniendo en cuenta que grad co = 1, concluimos que
n
grad(a) = > r;gradp; + rgrad co = 0,
i=1

luego todos los divisores principales de k tienen grado 0.

Reciprocamente, si grad a = 0, para cada primo finito p, tomamos un poli-
nomio py(z) € ko[z] tal que p = (py(z)) y definimos

o = [Ipp(2)”.
P

El producto es finito, luego o € k*. Por construccion vy,(a) = v,(a) para
todo primo finito p y, del hecho de que tanto («) como a tienen grado 0, se sigue
facilmente que voo (@) = voo(a), luego a = (). Asi pues, todo divisor de grado
0 es principal.

Si K es un cuerpo arbitrario y « € K es trascendente sobre kg, tenemos que
k = ko(x) C K y, por la parte ya probada, todos los divisores principales de k
tienen grado 0. Ahora basta aplicar la formula (5.4) junto con el hecho de que
la norma de un divisor principal es principal. [
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Por ejemplo, si el cuerpo de constantes es algebraicamente cerrado (y, por
consiguiente, todos los divisores primos tienen grado 1), vemos que la suma de
los 6rdenes de una funcién algebraica en todos los puntos ha de ser nula. Mas
precisamente:

Teorema 5.42 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg algebraicamente cerrado y x € K una funcion no constante. En-
tonces el nimero de ceros de x es igual al nimero de polos (contados ambos con
sus multiplicidades) y ademds dicho nimero es |K : ko(z)|.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que los divisores primos de K tienen
todos grado 1, el grado de (z) es precisamente el namero de ceros de z menos
el namero de polos, luego dicha diferencia es nula.

Como elemento de k = ko(x), se cumple (z) = p/q, donde p es el divisor
asociado al primo z de kg[x] y q es el primo infinito. El ntimero de ceros de x
es el namero de factores primos de p en K, es decir, el grado de p en K. Ahora
basta aplicar la relacion grad, p = |K : k| grad,(p) = |K : k. "

El teorema siguiente muestra que tener grado 0 no es suficiente en general
para que un divisor sea principal:

Teorema 5.43 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes algebraicamente cerrado. Si todos los divisores de grado 0 de K son
principales, entonces K es un cuerpo de fracciones algebraicas.

DEMOSTRACION: Sean B y 9 dos divisores primos distintos en K. Como
el cuerpo de constantes kg es algebraicamente cerrado, grad3 = gradQ = 1,
luego gradPB/Q = 0 y, por hipotesis, existe z € K tal que PB/Q = (z). La
funcién z tiene un tnico cero y un dnico polo, luego el teorema anterior nos da
que K = ko(z). "

Definicion 5.44 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas, sea D su grupo
de divisores y P el grupo de los divisores principales. Llamaremos grupo de
clases de K al grupo cociente H = D/P. Diremos que dos divisores a, b € D
son equivalentes si son congruentes modulo P, es decir, si a = («)b, para cierto
«a € K*. Cuando hablemos de clases de divisores, se entendera que nos referimos
a clases de congruencia médulo P.

Como los divisores principales tienen todos grado 0, resulta que dos divisores
equivalentes tienen el mismo grado, por lo que podemos hablar del grado de una
clase de divisores. En otros términos, tenemos el homomorfismo

grad : H — Z.

Si K/k es una extension de cuerpos de funciones algebraicas, la inclusion
Dr — Dk induce un homomorfismo de grupos H; — Hg. Ademas, el
teorema 5.39 nos da que la norma induce un homomorfismo NkK cHg — Hy.
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El diferente de una extensién Sea K /k una extension separable de cuerpos
de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg. Sea T un divisor
primo de K y sea p el divisor primo de % al cual divide. Como Ky = Kk,
tenemos que la extension local Kq/k, también es separable. Por [TAl 5.24]
tenemos que Ogq3/0, es una extension (separable) de dominios de Dedekind,
luego esté definido su diferente [TAl 9.21], que es un ideal de Og (es decir, una
potencia de ‘B) que podemos identificar con un divisor entero D¢ de K. Su
propiedad méas destacada es el teorema [TAl 9.29], segin el cual P se ramifica
sobre p si y solo si P | Dp.

Usando esto podemos probar:

Teorema 5.45 El numero de primos ramificados de una extension separable de
cuerpos de funciones algebraicas es finito.

DEMOSTRACION: Sea K /k una extension separable de cuerpos de funciones
algebraicas. Como kg es perfecto, existe x € k tal que la extension k/ko(z) es
finita separable, al igual que K/ko(z). Basta probar que el ntimero de primos
de ko(x) ramificados en K es finito. Equivalentemente, podemos suponer que

Sea K = k(a) y sea f(x) el polinomio minimo de a en k. Por [TAl 2.16]
podemos suponer que « es entero sobre kg[x]. Si P es un primo de K que divide
a un primo finito p de k, por [TAl 5.25] tenemos que Og/0, es una extension
(separable) de dominios de Dedekind.

En particular, o es entero sobre oy, luego o € Ogp. Como Ky = ky(w),
podemos aplicar el teorema [TAl 9.23| para concluir que g'(a) € D, /1, , donde
g(x) es el polinomio minimo de « en ky[z]. Puesto que g(z) | f(z), es claro que
g'(a) | f'(a). Asipues, f'(a) € Dgy/k,- Si Dig/k, # 1, esto implica que
op(f'(0)) > 0.

Teniendo en cuenta que f'(a) € K*, concluimos que Dy /k, 7 1 alo sumo
para un namero finito de primos (los divisores del primo infinito de &k y los que
cumplan v (f'(o)) > 0). Por 5.36, el nimero de primos ramificados es finito.

|

Notemos que la hipétesis de separabilidad no puede eliminarse, pues el teo-
rema 5.23 implica que en una extensiéon puramente inseparable todos los primos
se ramifican.

Senalamos también que el teorema anterior generaliza sustancialmente al
hecho de que si ¢ : V. — W es una aplicaciéon regular no constante entre dos
curvas proyectivas sobre C, el numero de puntos P € V tales que e(¢, P) > 1
(en el sentido de [VC A.14]) es finito, pues tales puntos se corresponden con los
divisores primos de C(V') ramificados sobre C(W).

Definicién 5.46 Sea K/k una extension separable de cuerpos de funciones
algebraicas. Para cada primo ¢ de K definimos el diferente local en ¥ como el
diferente Dg; de la extension Koz /k,, donde p es el primo de k divisible entre B.
Podemos identificar a ®qz con un divisor de K (potencia de ).
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Por el teorema anterior se cumple que Dz = 1 salvo a lo sumo para una
cantidad finita de primos, luego podemos definir el diferente de la extension
como el divisor

CDK/k = H@qg € Dk.
B

Se trata de un divisor entero cuyos factores primos son los primos de K rami-
ficados sobre k. El teorema [TA19.24] implica inmediatamente quesik C K C L
es una cadena de extensiones separables de cuerpos de funciones algebraicas en-
tonces

Dk =D/ kDK k-

El teorema [TAl 9.29] nos permite calcular el discriminante de una extension
de cuerpos de funciones algebraicas bajo una restriccion minima:

Teorema 5.47 Sea K/k una extension separable de cuerpos de funciones alge-
braicas tal que cark = 0 o bien cark = p es un primo que no divide al indice de
ramificacion de ningun divisor primo de K. Entonces

@K/k — gme(‘p)*l.

DEMOSTRACION: Sea B un divisor primo de K y p el primo de k al cual
divide. Segtn la definicién de diferente, basta probar que Dy = PeF) =1 donde
Dy es el diferente de la extension local Ky /ky. Segin el teorema [TAl 9.29]
esto sucede si P 1 e(P). Ahora bien, e(P) (visto como elemento de Ki) es una
constante, luego sblo podria ser multiplo de ‘B si fuera nula, pero esta posibilidad
la excluye la hipotesis del teorema. L]

5.5 Extensiones de constantes

Estudiamos ahora las extensiones que nos conectaran los cuerpos de funcio-
nes algebraicas arbitrarios con los cuerpos sobre cuerpos de constantes algebrai-
camente cerrados.

Definicion 5.48 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg, una extension (finita) de constantes de K es un cuerpo L obtenido
adjuntando a K un conjunto (finito) de elementos algebraicos sobre k.

Puesto que estamos suponiendo que kg es perfecto, las extensiones de cons-
tantes son separables. Comencemos estudiando las extensiones finitas. Sea,
pues, L = K(A), donde A es un conjunto finito de elementos algebraicos so-
bre ky. Entonces k1 = ko(A) = ko(), para un cierto o (algebraico sobre k),
y es claro que L = K(«). Tenemos que L es también un cuerpo de funciones
algebraicas sobre k. Si éste es el cuerpo de constantes exacto de K, entonces el
polinomio minimo de « sobre K tiene sus coeficientes en kg, pues éstos dependen
polinémicamente de sus raices, luego son algebraicos sobre kg. Por consiguiente
|L : K| = |I{31 : ]{?0|
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Mas concretamente, las potencias de a son a la vez una kg-base de k1 y una
K-base de L. De aqui se sigue facilmente que cualquier kg-base de ki es una
K-base de L.

Se cumple que k7 es el cuerpo de constantes exacto de L, pues si éste fuera
un cuerpo mayor ks = ko(f3), el mismo razonamiento nos daria que

|L:K|>|K(B): K|=|ke:ko|l> |k1:kol=1|L:K]|
lo cual es absurdo. Con esto es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 5.49 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo de
constantes exacto ko. Si fijamos una clausura algebraica de K y, en ella, la
clausura algebraica de kg, la correspondencia ki — Kky es una biyeccion entre
las extensiones finitas de ko y las extensiones finitas de constantes de K. FEsta
correspondencia conserva los grados de las extensiones y su inversa asigna a
cada extension finita de constantes L de K su cuerpo de constantes exacto.

Si K es un cuerpo de funciones algebraicas y L es una extension finita de
constantes, cuando consideramos un divisor de K como divisor de L, su grado se
multiplica por |L : K|, pero si pasamos a considerar el grado respecto al cuerpo
de constantes exacto de L, éste se divide de nuevo entre |L : K|, luego vuelve a
ser el grado inicial.

Llamaremos grado absoluto de un divisor en un cuerpo de funciones a su
grado respecto al cuerpo de constantes exacto. Acabamos de probar que el
grado absoluto de un divisor se conserva al extender las constantes.

El teorema siguiente describe las descomposiciones de los primos en las ex-
tensiones de constantes.

Teorema 5.50 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y L una extension
finita de constantes de K. Sean ko y k1 los respectivos cuerpos exactos de
constantes. Entonces:

1. El grado absoluto de los divisores de K se conserva al considerarlos como
divisores de L.

2. Si*P es un primo de L y p es el primo de K divisible entre *B, entonces
Ly = Kk

8. Ningin primo de K se ramifica en L.
4. Los primos de grado 1 de K se conservan primos en L.

5. Sip es un primo de K de grado r, existe una extension de constantes L
de K donde p se descompone en r primos de grado 1.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que el grado absoluto se conserva. To-
memos ahora un primo B de L y sea p el primo de K divisible entre . Si
k1 = ko(v), entonces L = K(a) y Ly = Kp(a). Sea ko, la clausura algebraica
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de ko en K,. Segin 5.19, tenemos que ko, es isomorfo a Fp. El polinomio
minimo de o sobre K, tiene sus coeficientes en ko, luego

ng = [Ly : Kyl > \Z‘L‘ :FP‘ > |kop(c) @ kop| = nsp.

Ast pues, nyg = f(B/p) v el indice de ramificacion ha de ser trivial. Esto
prueba 3). Ademas Ly = Kp(a) = Kyki, lo que prueba 2).

Si grad p = 1, entonces kop = ko, con lo que
FB/p) = nyp = |ko(e) : kol = [ky < ko| = |L: K,
de donde se sigue que p se conserva primo en L.

Por otra parte, si p es un primo de K de grado r, tendremos que ko, = ko(5),
para cierto S. Adjuntédndole a kg las raices del polinomio minimo de 3 sobre
ko obtenemos una extension kq de kg que a su vez determina una extensiéon de
constantes L de K. Si P8 es un divisor de p en L entonces, por 2) tenemos que
Ly es la adjuncion a K, = ko(3) de las raices del polinomio minimo de 3, o
también la adjunciéon a kg de estas raices, luego fqg = k1, de donde se sigue que
los divisores de p en L tienen grado (absoluto) 1. Como p tiene grado r respecto
de k1, tenemos que p se descompone en L en r factores de grado 1. n

Extensiones infinitas de constantes Veamos ahora que todos estos hechos
se generalizan facilmente a extensiones infinitas de constantes.

En primer lugar, si k es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
de constantes kg v k1 es una extension algebraica de kg, entonces la extension de
constantes K = k1k es un cuerpo de funciones algebraicas sobre k1. En efecto,
si k = ko(aq,...,qn), entonces K = ky(ai,...,a,), luego K es finitamente
generado sobre ki y, como las extensiones algebraicas no alteran el grado de
trascendencia, tenemos que K sigue teniendo grado de trascendencia 1 sobre kg
y también sobre k;.

Es importante tener presente que si la extension k; /kg es infinita entonces K
no es un cuerpo de funciones algebraicas sobre ky. No obstante, es claro que K
es la uniéon de todas las extensiones finitas de constantes de k contenidas en K,
y esto es la clave para generalizar a extensiones infinitas de constantes todos los
resultados que conocemos para extensiones finitas.

Por ejemplo, si kg es el cuerpo de constantes exacto de k, entonces ki es el
cuerpo de constantes exacto de K. Para probarlo basta tener en cuenta que si
a € K es algebraico sobre ki, entonces también lo es sobre kg y estd en una
extension finita de constantes kok, donde kg C ko C ky, luego o € ko por la
propiedad correspondiente para extensiones finitas.

A partir de aqui, por simplicidad, vamos a considerar tnicamente el caso
de maés interés, a saber, cuando kg es el cuerpo de constantes exacto de k y
K = kok, si bien las conclusiones que vamos a obtener se adaptan con cambios
minimos a extensiones algebraicas arbitrarias de kg.
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Para cada extension finita de Galois k1 / ko, por [Al 5.45], la restriccion induce
un isomorfismo de grupos G(k1k/k) — G(k1/ko), de donde a su vez concluimos
que la restriccién induce un isomorfismo G(K/k) — G(ko/ko). Equivalente-
mente, cada o € G(ko/ko) tiene una extension tnica a G(K/k). Esto determina
una accion de G(ko/ko) en X mediante vy (o) = vge (o(a)).

Ahora, si p € Xj tiene grado r, el teorema 5.50 nos da una extension
finita k1/ko (que podemos tomar de Galois) tal que en kik se cumple que
p = PP, con todos los factores de grado 1. Como la extension kik/k

también es finita de Galois, el teorema 5.27 nos da que los primos 3} forman
una clase de conjugacion respecto de la accion de G(k1k/k).

La ausencia de ramificacion se traduce en que las valoraciones vy extienden
a vy (si hubiera ramificacién tendriamos que vy | = evy) y por el mismo mo-
tivo, dado que cada P} se conserva primo en cualquier extension de constantes
de k1k, concluimos que cada vy, se extiende a una tunica valoracion en K, diga-
mos vg,. La unicidad hace que los primos 3; formen una clase de conjugacién
respecto de G (ko/ko).

La aplicacion p — B ---B, es inyectiva y se extiende a un monomorfismo
de grupos Dy — D. En total hemos probado lo siguiente:

Teorema 5.51 Sea k un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes exacto ky y sea K = kok. Entonces existe un monomorfismo de
grupos Dy — Dy determinado por que si p — P1 -+ - B, entonces las valora-
ciones vy, son las extensiones de vy, a K, y forman una clase de conjugacion
respecto a la accion de G(ko/ko). Ademds r es el grado absoluto de p, por lo
que el monomorfismo conserva el grado de los divisores.

Mas atn, es facil ver que si a € k C K, entonces («) como divisor en D es
la imagen de (a) como divisor en Dy.

Divisores primos en cuerpos de funciones racionales Ahora ya podemos
interpretar los divisores primos del cuerpo de funciones racionales de una curva
proyectiva regular ko (V') cuando el cuerpo kg no es algebraicamente cerrado.

En primer lugar observamos que K = ko(V) es una extension de constantes
del cuerpo k = ko (V). Tenemos una biyeccion Y — V (ko), y es facil ver que
hace corresponder la accién de G(ko/ko) en ambos conjuntos, es decir, que si
o € G(ko/ko) y B es el divisor asociado al punto P € V(kg), entonces B’ es
el divisor asociado a P?. En efecto, esto equivale a que una funcion « € ko(V)
tiene en P un cero o un polo del mismo orden que a” en P?, es decir, que
vpe (a%) = vp(a).

Segun el teorema anterior, cada divisor primo de k de grado r esta deter-
minado por una clase de conjugacion de r divisores de K o, equivalentemente,
por una clase de conjugacion de r puntos de V (ko). Asi, el divisor p asociado a
una clase de puntos Py, ..., P. es la valoracion que a cada funcion « € ko(V) le
asigna el valor vp, (a), que es independiente del punto P; elegido. En particular,
los divisores primos de grado 1 de k se corresponden con los puntos racionales
de V, es decir, con los puntos de V(kg).
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Ejemplo Consideremos (la clausura proyectiva de) la circunferencia
V=V(X?+Y?-3).

Se trata de una curva proyectiva regular, por lo que los divisores primos de C(V)
se corresponden con los puntos de V(C). En cambio, el cuerpo R(V) tiene divi-
sores primos de grado 1, que se corresponden con los puntos de la circunferencia
“real”, y también divisores primos de grado 2, cada uno de los cuales se corres-
ponde con un par de puntos conjugados de V. Asi, un divisor primo p sera el
correspondiente al par (2,=+), de modo que, por ejemplo, vy(y* + 1) = 1, pues
la funcién 32 + 1 tiene un cero de orden 1 en cualquiera de los dos puntos. m

5.6 Funciones algebraicas complejas

Estudiamos ahora con més detalle el caso de los cuerpos de funciones alge-
braicas sobre kg = C. Empezamos con una observacién general:

Definicién 5.52 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
de constantes algebraicamente cerrado kg y sea o € K. Para cada P € Y,
definimos a(P) € ko U {oo} como sigue:

1. Si vp(a) > 0, tenemos que a € Oy y O /P = Ky = ko, luego podemos
tomar como a () € ko el tnico elemento que cumple

a = a(P) (méd P).
2. Si vp () < 0 definimos «(P) = oco.

Asi tenemos definida una funciéon o : g — ko U {oo} que podemos identi-
ficar con a, pues si a, § € K determinan la misma funcioén, entonces para todos
los divisores primos ‘B de K tales que vp(a) > 0y vg(f) > 0 (todos salvo una
cantidad finita) se cumple o« = 8 (méd B), luego vp(ev — B) > 0, luego o — 8
tiene infinitos ceros, luego o = 8 por 5.36.

Mas atn, si 8 no es un polo de ninguna de las dos funciones a, § € K,
entonces

(a+B)B) =aPB)+8PB),  (af)(P) = a(R)B(P).

En resumen, si el cuerpo de constantes kg es algebraicamente cerrado, los
elementos de un cuerpo de funciones algebraicas K pueden verse como funciones
sobre ¥k con valores en ko U {co} y las operaciones de K se corresponden con
las definidas puntualmente.

Si V' es una curva proyectiva regular, cada a € ko(V) puede verse como
funcion sobre V (k) o como funcion sobre ¥y, Ambas funciones se corresponden
a través de la biyecciéon natural entre ambos conjuntos. En efecto, si un primo
B de V esté situado sobre un punto P € V(kg) y a € Op(V), se cumple que
a—a(P) e mp C P, luego a(P) = a(P). Esto nos dice que al identificar V (ko)
con Yy cada funcion « € ko(V) se identifica consigo misma. "
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A partir de aqui consideramos exclusivamente el caso kg = C. Sabemos
que los cuerpos de funciones algebraicas sobre C pueden identificarse con los
cuerpos de funciones racionales de las curvas proyectivas regulares, las cuales
son superficies de Riemann. Vamos a ver que los conjuntos de divisores primos
también admiten una estructura natural de superficie de Riemann.

Teorema 5.53 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas complejas, entonces
Yk admite una unica estructura de superficie de Riemann compacta respecto a
la cudl M(Zg) = K.

DEMOSTRACION: Veamos primero la existencia. Supongamos primero que
K = C(V), donde V es una curva proyectiva regular. (Por claridad, aqui
distinguiremos entre V' y Xy.) La biyeccion natural f : Xy — V permite
transportar la estructura analitica de V' al conjunto ¥y, con lo que se convierte
en una superficie de Riemann y f pasa a ser una aplicacion biholomorfa. Ademés
las funciones meromorfas de Xy pasan a ser las composiciones de f con las
funciones meromorfas de V', que son las funciones de C(V'). Ahora bien, segin
acabamos de observar, dichas composiciones son precisamente las funciones de
C(V) vistas como funciones sobre Xy. Asi, M(Zy) = C(V).

Si K es un cuerpo arbitrario, el teorema 5.2 (y la observacion posterior) nos
dan una curva proyectiva regular V y un C-isomorfismo ¢ : C(V) — K. Es
claro que ¢ induce una biyeccién natural ¢ : X — 3y, de modo que, para
todo a € C(V) y todo P € L, se cumple ¢(a)(P) = a(p(P)).

Esta biyeccién nos permite a su vez transportar la estructura analitica que
hemos definido en ¥y al conjunto X, y con ello ¢ se convierte en una aplicaciéon
biholomorfa. Las funciones meromorfas de X i son precisamente las composicio-
nes con ¢ de las funciones de C(V'), pero estas composiciones son precisamente
las funciones de K. Asi pues, M(Xg) = K.

Veamos ahora la unicidad. Supongamos que tenemos dos estructuras de
superficie de Riemann compacta sobre Y y veamos que son la misma. Basta
ver que la identidad I : ¥ — Yk es una aplicaciéon biholomorfa entre ambas
estructuras. Sea z € K cualquier funcién no constante. Sea FE el conjunto
(finito) de los puntos P € Tk tales que e(z,9B) > 1 (definicion [VC A.14])
respecto de alguna de las dos estructuras, es decir, donde z no es localmente
inyectiva.

Asi z se restringe a una carta en un entorno de cada punto de X \ E (para
ambas estructuras), de donde se sigue que la identidad I : ¥ \ E — X \ E
es biholomorfa de una estructura en la otra.

Veamos ahora que I es continua en los puntos de £. Dado 3 € E, sea a € K
tal que a(®B) = 0 y sean P = Py, ... P, los divisores primos donde se anula «.
Por el teorema de aproximacion [TAl 5.46] existe 8 € K tal que B(B) =0y
B(B;) # 0 para i = 2,...,n. De este modo, P es el tnico punto de Xk donde
a(F) = BIP) = 0.

Sea {x,} C Yk una sucesion que converja a P respecto de una de las to-
pologfas. Por compacidad, tomando una subsucesién si es preciso, podemos
suponer que {z,} converge a un punto £ respecto de la otra topologia, pero
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como « y f son continuas para ambas, tenemos que a(z,) vy S(z,) convergen
a0y aQ) =73(0) =0, luego P = Q. Esto prueba que la identidad es con-
tinua, luego por compacidad es un homeomorfismo. En otras palabras, ambas
estructuras inducen la misma topologia.

Veamos, por ultimo, que I es holomorfa en todo punto B € E. Tomamos
cartas X e Y alrededor de 3 para ambas estructuras tales que X () = Y() =0
cuyos dominios no contengan otros puntos de E. Entonces f = X ' oY es un
homeomorfismo de un entorno de 0 en un entorno de 0 y, como I es holomorfa
en Y \ E, tenemos que f es holomorfa salvo a lo sumo en 0. Es claro entonces
que 0 es una singularidad evitable, luego, de hecho, f es holomorfa en 0 y la
identidad I es holomorfa en . L]

Asi pues, podemos hablar de la superficie de Riemann ¥ de un cuerpo de
funciones algebraicas K sobre C. De la prueba del teorema anterior se sigue
que si V' es una curva proyectiva regular, entonces la identificaciéon Xy — V
es biholomorfa, lo cual significa que la identificacion entre V' y Xy no da lugar
a ninguna ambigiiedad en lo referente a las estructuras analiticas.

Es claro que un C-isomorfismo entre dos cuerpos de funciones algebraicas
induce una biyeccién entre sus superficies de Riemann que permite traspasar
la estructura analitica de una a la otra. Por la unicidad concluimos que dicha
biyeccion ha de ser biholomorfa. Por consiguiente:

Teorema 5.54 Dos cuerpos de funciones algebraicas complejas son C-isomorfos
sty solo si sus superficies de Riemann son biholomorfas.

De aqui se sigue que si V' es una curva proyectiva, no necesariamente regular,
la superficie de Riemann de ¥y es conformemente equivalente a la regularizacion
de V (pues C(V) es C-isomorfo a C(V}.)). La aplicacion 3y — V es holomorfa
por el teorema 5.9.

Vamos a dar una descripciéon explicita de la estructura analitica de Y.
Teniendo en cuenta que todo cuerpo K de funciones algebraicas puede verse
como el cuerpo de funciones racionales de una curva proyectiva regular V', el
teorema 4.6 se traduce inmediatamente a una descripciéon de la topologia de
EK:

Teorema 5.55 St K es un cuerpo de funciones algebraicas complejas, una base
de Y la forman los conjuntos

U(Ozl,...,Oér;E) = {‘B €Yk | ; EDq} Y |Oél(q3)| < 6}, o; € K, e > 0.
También podemos describir explicitamente la estructura analitica:

Teorema 5.56 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas complejas, B € Y
ya € K cumple v(o) = 1, entonces a se restringe a una aplicacion biholomorfa
de un entorno de P en un entorno de 0.
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DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que K = C(V),
donde V' es una curva proyectiva regular. Sea P el primo de V situado bajo B.
Basta probar que « se restringe a una carta en un entorno de P, pero la condiciéon
vp(a) = 1 equivale a que (o) = mp, es decir, a que a es un parametro local
en P, luego, en efecto, determina una carta. L]

Maés en general:

Teorema 5.57 Sea K/k una extension de cuerpos de funciones algebraicas
complejas. FEntonces la aplicacion natural ¢ : X — X es holomorfa de
grado |K : k| (en el sentido de [VC A.23]|) y para cada P € Xk, el indice de
ramificacion es coincide con el definido en [VC A.14].

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que K y k son
los cuerpos de funciones racionales de dos curvas proyectivas regulares V y W,
y entonces la inclusion & C K se traduce en la existencia de una aplicaciéon
regular suprayectiva ¢ : V. — W, que en virtud de 5.16 podemos identificar
con la aplicacion del enunciado. Asi basta tener en cuenta las notas tras los
teoremas 5.16 y 5.24. n

Ahora es inmediata la version siguiente de la formula de Hurwitz [VC A.25]
(véase la observacion posterior):

Teorema 5.58 (Férmula de Hurwitz) Sea K un cuerpo de funciones alge-
braicas, sea z € K una funcion no constante y k = C(z). Entonces el género g
de la superficie de Riemann X viene determinado por la relacion

2—-29=2|K:k|+> (1—eyp),
RY

donde B recorre los divisores primos de K ramificados sobre k.

Con esta formula podemos calcular el género de una curva proyectiva no ne-
cesariamente regular (definido como el género de su regularizacion). El ejemplo
siguiente es una reformulacién del ejemplo final de la seccion [VC 7.6]:

Ejemplo Consideremos ahora la curva “alfa” V = V(Y2 — X?(X + 1)) y su
cuerpo de funciones racionales, K = C(z,y). Vamos a estudiar la aplicacion
x:V — C*®. Su grado es |K : C(z)| = 2, luego cada punto de C*> es
divisible entre dos divisores primos de V' con multiplicidad 1 o por uno solo con
multiplicidad 2. Sabemos que el tinico punto singular de V es (0,0), sobre el
cual puede haber mas de un primo.

Sia € C, a # 0, entonces los divisores primos de a en V son los primos
situados sobre las antiimagenes de a por . Como entre dichas antiimégenes no
esta (0,0), se trata simplemente de las antiiméagenes de a.

Sia # —1 entonces hay dos antiiméagenes distintas, a saber (a, £1/a?(a + 1)),
luego son no ramificadas.

Si a = —1 hay una unica antiimagen, a saber (—1,0), luego este punto tiene
indice de ramificacién igual a 2.
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Por otra parte, V' tiene un tnico punto en el infinito, donde = toma el valor
00, luego dicho punto también tiene indice de ramificacion igual a 2.

La tnica antiimagen de a = 0 es el punto (0, 0), pero hay dos posibilidades:
o bien esta situado bajo dos primos distintos con multiplicidad 1 o bien bajo
un tnico primo con multiplicidad 2. La férmula de Hurwitz excluye esta tltima
posibilidad, pues entonces seria

2-29=2-24+(1-2)+(1-2)+(1-2),

lo cual es imposible. Concluimos que sobre (0,0) hay dos divisores primos
distintos y que el género de V es g = 0. En realidad ya habfamos obtenido esto
en el dltimo ejemplo de la pagina 137. (Recordemos que la aplicacion Xy — V/
es equivalente a la regularizacion de V.) "

El ejemplo siguiente es un caso particular del teorema [VC 7.38]:

Ejemplo Para cada nimero natural g > 1, la curva V' dada por
Y2=X(X?2-1)--- (X% -¢?

tiene género g.

En efecto, es facil ver que V' es irreducible y que todos sus puntos finitos
son regulares. Su tnico punto infinito es (0,1,0), que es singular si g > 2. Sea
K =C(V) = C(z,y) y consideremos la aplicacion z : V.— C.

Como en el ejemplo anterior razonamos que los tnicos puntos finitos rami-
ficados son los puntos (a,0), con a = 0,+£1,...,+g, cuyo indice de ramificacién
es e =2.

La férmula de Hurwitz implica que el nimero de primos ramificados ha de
ser par, luego sobre el punto infinito no puede haber méas que un divisor primo,
también con e = 2, y asi obtenemos que el género g de V' cumple

2-2=2-24+(29+2)(1-2)=2-2g,

luego g = g¢. "

Finalmente vamos a probar que toda superficie de Riemann compacta es
conformemente equivalente a una curva proyectiva regular sobre C. De este
modo, todos los resultados que hemos visto —y que veremos— sobre curvas
proyectivas se aplican en particular al estudio de las superficies de Riemann
compactas.

El resultado no es trivial en absoluto, pero todo lo necesario lo hemos pro-
bado ya en [VC]| y en las paginas precedentes.

La clave es que, si V' es una superficie de Riemann compacta, en [VC B.41]
demostramos que el cuerpo M(V') de las funciones meromorfas en V' contiene
funciones no constantes, luego su grado de trascendencia sobre C es > 1. Por
otra parte, en [VC 7.39] demostramos que si z € M(V) no es constante, cualquier
otra funcion a € M(X) es algebraica sobre C(z) de grado menor o igual que el
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grado de z como funciéon meromorfa (en el sentido de [VC A.23]). Esto implica
que la extension M(V)/C(z) es algebraica y de grado finito, luego la extension
M(V)/C es finitamente generada y tiene grado de trascendencia igual a 1. En
otras palabras: M(V') es un cuerpo de funciones algebraicas sobre C. Mas aun:

Teorema 5.59 SiV es una superficie de Riemann compacta, entonces el cuerpo
de funciones meromorfas K = M(V) es un cuerpo de funciones algebraicas
complejas y existe una aplicacion ¢ : V — X biholomorfa tal que, para cada
f €K ycada P €V, se cumple que f(P) = f(¢(P)).

DEMOSTRACION: Segtn acabamos de observar, K es un cuerpo de funcio-
nes algebraicas. Si P € V, la aplicacion vp : K* — Z que a cada funcién
meromorfa le asigna su orden en P es un homomorfismo de grupos no trivial,
luego su imagen es un subgrupo nZ, para cierto n > 0 (veremos que n = 1). La
aplicacion vp/n es claramente una valoracion en K. Llamemos ¢(P) al divisor
primo correspondiente.

Si @ € K, entonces « es regular en P si y solo si vp(a) > 0, si y solo si
vgpy(a) > 0, si y solo si a es regular en ¢(P) y, en tal caso, si a(P) = a,
entonces vp(a — a) > 0, luego vy(py(a — a) > 0, luego a(¢(P)) = a = a(P).

Ahora es claro que ¢ es continua, pues la antiimagen por ¢ de un abierto
bésico de los considerados en el teorema 5.55 es un conjunto de la misma forma
en V, donde claramente es abierto.

Dado P € V, sea a € K tal que vyp)(e) = 1. Esto implica que « se
restringe a una carta en un entorno de ¢(P), luego « es inyectiva en un entorno
de P, lo cual implica que vp(a) = 1. Asi pues, vp = vg(p) (el n que aparecia
en la definicion es igual a 1, como anuncidbamos). Més atn, la lectura de ¢
respecto de las cartas de V' y X i formadas por la restricciéon de v a un entorno
de P es la identidad, luego ¢ es holomorfa en V. En particular es abierta vy,
como V' es compacta, también es cerrada. Asi pues ¢ es suprayectiva.

Por tltimo, si P, @ son puntos distintos en V', por [VC B.41] existe a € K tal
que a(P) # «(Q). Podemos suponer que a(P) # oo, con lo que f = a — a(P)
cumple 8(P) = 0, 8(Q) # 0 o, lo que es lo mismo, vp(8) > 0 > vg(B). Esto
prueba que vp # v, es decir, ¢(P) # &#(Q) y asi ¢ es biyectiva, luego es
biholomorfa. m

Ahora ya es inmediata la conclusion que habiamos adelantado:

Teorema 5.60 Toda superficie de Riemann compacta es biholomorfa a una
curva proyectiva reqular.

DEMOSTRACION: Si V' es una superficie de Riemann compacta, por el teo-
rema anterior M(V') es un cuerpo de funciones algebraicas complejas, luego, se-
gin hemos observado en la primera seccion de este capitulo, M(V') es C-isomorfo
al cuerpo de funciones racionales de una curva proyectiva regular V, luego por
5.54 tenemos que Xy es biholomorfa a 3y, luego por el teorema anterior V' es
biholomorfa a V. m

Como en el caso de las curvas proyectivas, si V' es una superficie de Riemann
compacta llamaremos divisores primos de V a los divisores primos de su cuerpo
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de funciones meromorfas, y llamaremos Xy al conjunto de todos ellos, que
segin el teorema anterior es una superficie de Riemann biholomorfa a V. Méas
concretamente, la prueba del teorema nos muestra que podemos identificar cada
punto P € V con la valoracién vp que a cada funciéon meromorfa le asigna su
orden en P (en el sentido de la teoria de funciones de variable compleja).

Si¢:V — W es una aplicaciéon holomorfa no constante, entonces podemos
definir una aplicacién holomorfa suprayectiva (luego regular) ¢ : V.— W que
conmute con las transformaciones conformes entre V, V y W, W. Entonces
los C-monomorfismos ¢ : M(W) — M(V) y ¢ : C(W) — C(V) conmutan
con los C-isomorfismos M(V) = C(V) y M(W) = C(W). Esto implica la
conmutatividad del cuadrado central del diagrama siguiente:

1% Sy S v
ok
w Sw S w

Todas las flechas horizontales son aplicaciones biholomorfas, el rectangulo
exterior es conmutativo por definicién de v y sabemos que el tercer cuadrado
conmuta porque V y W son variedades proyectivas. Concluimos que el primer
cuadrado también conmuta, es decir, que los divisores en V' de un punto de W
son precisamente sus antiimagenes.

A partir de aqui, todo lo que sabemos sobre v vale también para ¢. Por
ejemplo, el grado de ¢ en sentido analitico coincide con su grado algebraico, y
lo mismo sucede con los indices de ramificacion.

Similarmente, si partimos de un C-monomorfismo ¢ : M(W) — M(V),
podemos construir otro ¢ : C(W) — C(V) que defina una ¢ : V.— Wy, a
partir del diagrama anterior, definir ¢ : V' — W. La conclusion es la siguiente:

Teorema 5.61 Las aplicaciones holomorfas no constantes ¢ : V.— W entre
dos superficies de Riemann se corresponden biunivocamente con los C-monomor-
fismos ¢ : M(W) — M(V) mediante la relacion ¢p(a) = ¢ o a. En particular,
dos superficies de Riemann son biholomorfas si y sdlo si sus cuerpos de funcio-
nes meromorfas son C-isomorfos.

5.7 La aplicacién de Frobenius

Introducimos ahora una técnica para estudiar aplicaciones regulares inse-
parables. En lo que sigue supondremos que k es un cuerpo (perfecto) de ca-
racteristica prima p. Asi, si m = p", la correspondencia a — a™ define un
automorfismo de k que se restringe a un automorfismo de k. Para cada polino-
mio F € k[X1,..., X,], representaremos por F (m) el polinomio que resulta de
elevar a m todos los coeficientes de F'. Esto define un automorfismo del anillo
de polinomios que se restringe a un automorfismo de k[X7, ..., X,].
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Si C C P" es una curva proyectiva definida sobre k, entonces I(C') es un
ideal primo de k[X71,... X, 1] generado por formas de k[Xi,... X, 1], luego
I(C)™) cumple lo mismo y define una curva C(™) C P" definida sobre k. La
curva C™) esta determinada por la relacion

(™) = {F™ | F e I(C)}.

Ahora definimos la aplicacion ¢ : C — C™ mediante

A([x1, .y nga]) = [27 . 2]
Esto es correcto, pues si [21,...,2,41] € Cy F € I(C), entonces
Fm (g JToq) = F(zy, .. 20q1)™ = 0.

Obviamente ¢ es una aplicacion regular definida sobre k, conocida como apli-
cacion de Frobenius de grado m. A continuacion probamos que, efectivamente,
tiene grado m.

Teorema 5.62 Sea C una curva proyectiva definida sobre un cuerpo k de ca-
racteristica prima p y sea ¢ : C — C™) la aplicacion de Frobenius de grado
m=np".

1. ¢ es puramente inseparable y tiene grado m.
2. Blk(C™)] = k(C)™.
3. Si C es reqular, entonces C™) también lo es.

DEMOSTRACION: 2) Fijado un sistema de referencia, toda o € k(C"™) es
de la forma a = [F(™]/[G"™)], donde F, G € k[X1,...,X,1] son formas del
mismo grado. Entonces, para P = [21,...,2Z,41] en un abierto adecuado de C,

_ F (@, amy)  F(a,..

¢(@)(P)

. 7xn+1)m
= = =pm P 9
G(m)(:p;n,...,xzzrl) G(xl,...,£n+1)m g ( )

donde 3 = [F]/[G] € k(C). Esto prueba la inclusion ¢[k(C™)] c k(C)™.

Invirtiendo el razonamiento tenemos la inclusion contraria.

1) Ahora es obvio que ¢ es puramente inseparable. Falta probar que su
grado es m. Sea t € k(C) tal que la extension k(C)/k(t) sea separable. Esto
equivale a que t ¢ k(C)P. Entonces, todo elemento de k(C') es separable sobre
k(t), luego sobre k(C)™(t) y es puramente inseparable sobre k(C)™, luego sobre
E(C)Y™(t), luego k(C) = k(C)™(t). Por consiguiente,

grad ¢ = [E(C)™(t) : K(C)™|.

Ahora bien, del hecho de que ¢t ¢ k(C)P se sigue que el polinomio minimo
de t sobre k(C)™ es 2™ — t™, luego el grado es m.
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3) Supongamos que C' C P" y que I(C) = (F4,..., F.). Laregularidad de C
en un punto P equivale a que el espacio tangente Tp(C) tenga dimension 1, lo
cual equivale a que la matriz formada por las derivadas parciales de Fi,..., F,
tenga rango n — 1 en P, lo que a su vez equivale a que cierto menor M de orden
n — 1 no se anule.

La regularidad de C("™) en ¢(P) equivale a que la matriz de las derivadas

parciales de Fl(m), ey FT(m) tenga rango n — 1 en ¢(P), pero es claro que
oF™| ( F; )’"
0X; o(P) 0Xj|p

(aqui usamos que todo natural s cumple s = s™ (méd p)), luego el menor co-
rrespondiente a M es M™ # 0, luego C™ es regular en ¢(P) y, como ¢ es
suprayectiva por el apartado 1), concluimos que C("™) es regular. L]

Es facil ver que las aplicaciones de Frobenius son biyectivas, pero no son
isomorfismos salvo si m = 1 (en cuyo caso convenimos que C 1) =Cyque ¢ es
la identidad), pues las inversas no son regulares. El interés de la aplicacion de
Frobenius se debe al teorema siguiente:

Teorema 5.63 Sea ¢ : C7 — C5 una aplicacion regular no constante entre
curvas requlares definida sobre un cuerpo k de caracteristica prima p y sea m =
grad, ¢ (el grado de inseparabilidad). Entonces 1 es una composicion

cy -2 o™ X, o,

donde ¢ es la aplicacion de Frobenius de grado m y x es una aplicacion regular
separable definida sobre k.

DEMOSTRACION: Sea K la clausura separable de ¢[k(C3)] en k(C1). Enton-
ces k(C1)/K es puramente inseparable de grado m, luego tenemos las inclusiones

V[k(Ca)] C k(C)™ C K C k(CY),
pero por el teorema anterior k(C1)/k(Cy)™ también tiene grado m, luego
K = k(C)™ = glk(C™)).

La inclusién ¢[k(Cs)] C a[k‘(Cim))] induce una aplicacion racional, luego
regular (y definida sobre k), x : C\™ — Cj tal que X[k(Cs)] = $[k(Cs)]. Es
obvio que x cumple el teorema. L]

En el caso en que el cuerpo k sea finito podemos decir algo mas:
Teorema 5.64 Si C' es una curva definida sobre un cuerpo finito k de m

elementos, entonces C'"™) = C y la aplicacion de Frobenius es una biyeccion
¢ : C — C cuyos puntos fijos son precisamente los de C(k).
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DEMOSTRACION: El automorfismo a — a™ es la identidad en k, luego
Cm = Cy¢:C — C es biyectiva. Obviamente fija a los puntos de C(k).
Reciprocamente, si a € C queda fijo por ¢ y, por ejemplo, su coordenada n-
sima es no nula, entonces todas las coordenadas del punto (a1 /an,...,an—1/an)
quedan fijas por el automorfismo = +— =, luego estan en k, luego

a=la1/an,...,an-1/an,1] € C(k).






Capitulo VI

Funciones algebraicas 11

En el capitulo anterior hemos visto que si V' es una curva algebraica (cua-
siproyectiva) sobre un cuerpo kg, entonces el cuerpo kq(V') de funciones racio-
nales en V' es un cuerpo de funciones algebraicas, asi como que en los cuerpos
de funciones algebraicas existe una aritmética analoga en muchos aspectos a la
aritmética ideal de los cuerpos numéricos. En este capitulo mostraremos algunas
implicaciones geométricas de dicha aritmética.

6.1 Interseccion de curvas

El teorema 3.16 implica en particular que dos curvas proyectivas planas
se cortan necesariamente, y ahora vamos a determinar en cuantos puntos se
cortan. Por ejemplo, el hecho de que el cuerpo de constantes sea algebraicamente
cerrado significa que todo polinomio Y = F(X) de grado n corta al eje X = 0
exactamente en n puntos, siempre y cuando contemos cada corte tantas veces
como indica la multiplicidad de la raiz correspondiente de F. Vamos a ver
que la situaciéon general es muy parecida. En primer lugar asignaremos una
“multiplicidad” a cada punto en el que se cortan dos curvas planas, y después
probaremos el teorema de Bezout, segiin el cual, dos curvas de grados m y n
respectivamente se cortan en mn puntos, contados con sus multiplicidades. A
partir de aqui obtendremos numerosas consecuencias. Naturalmente, para no
“perder” puntos de interseccion es fundamental que el cuerpo de constantes sea
algebraicamente cerrado. Por ello:

En esta seccion supondremos tdcitamente que el cuerpo de defini-
cion ko de las variedades que consideremos es algebraicamente ce-
rrado.

Numeros de interseccion Consideremos dos curvas proyectivas planas dis-
tintas V. 'y W y un punto P € V N W. Fijemos un sistema de referencia
proyectivo respecto al cual W = V(G), donde G € k¢[X,Y, Z] es una forma
de grado m. Elijamos una forma lineal L que no se anule en P y llamemos

227
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g=G/L™ € Op(V). Notemos que g # 0, pues en caso contrario G se anularia
en V y serfa V= W. El hecho de que P € W se traduce en que g(P) = 0.

Definicion 6.1 En las condiciones anteriores, llamaremos nimero de intersec-
cionde V 'y W en P al ntimero natural

Ip(VOW) = vp(9),
¥

donde P recorre los divisores primos de V situados sobre P.

Claramente Ip(V N W) > 0, pues ¢ € mp C P para todo primo situado
sobre P, luego vy (g) > 1. Convenimos en definir Ip(V NW) = 0 para puntos
P ¢ VNW. También es util considerar que Ip(VNV) = 4oo0.

Observemos que la definiciéon del namero de intersecciéon no depende de la
eleccion de L, pues si tomamos otra forma lineal L' que no se anule en P, con
ella obtenemos otra funciéon ¢’ = (L/L')™g, y L/L" es una unidad de Op(V),
luego también de cada anillo Os, para cada divisor primo B situado sobre P,
luego vy (g’) = vp(g). Una comprobacion rutinaria muestra que el nimero
de interseccion tampoco depende del sistema de referencia respecto al que se
calcula.

Si tomamos un sistema de referencia respecto al cual P sea finito, podemos
tomar como L la recta del infinito Z, con lo que g es, en coordenadas afines, la
deshomogeneizacion de G.

En vista de esto, definimos el ntiimero de interseccién de dos curvas afines V'
y W =V(G) (donde ahora G € ko[X,Y]) en un punto P € VN W, como

Ip(V W) =3 vp(9),
¥

donde g = [G] € Op(V). Sucede entonces que el namero de interseccion en un
punto de dos curvas proyectivas coincide con el de las correspondientes curvas
afines segun esta definicion, luego en los problemas locales podemos trabajar
siempre con curvas afines.

Para que la definicién de namero de interseccion sea razonable ha de cumplir
una condicién que no es en absoluto evidente, pero que probamos a continuacion:

Teorema 6.2 StV y W son dos curvas proyectivas y P € VNW, entonces
Ip(VNW)=Ip(WNV).

DEMOSTRACION: Tomemos un sistema de referencia en el que P = (0,0, 1)
y el punto (0,1,0) no esté ni en V ni en W. Respecto a este sistema, sean
V=V(F)yW=V(G), donde F, G € ko[X,Y]. Sean f =[F] € Op(W) vy
g =[G] € Op(V). Hemos de probar que

> vx(g) = > valf),
g 3

donde B y 9 recorren los primos de ko(V) y ko(W) situados sobre P.
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El hecho de que el punto infinito (0,1,0) no esté en las curvas se traduce
en que los polinomios F(X,Y) y G(X,Y), como elementos de ko(X)[Y], son
monicos.

Sea K = ko(V) = ko(z,y), donde x e y son las funciones coordenadas, y sea
k = ko(x). Notemos que los primos 3 de K situados sobre P estan determinados
por las condiciones z(P) = y(P) = 0. Ademaés, z(P) = 0 equivale a vp(z) >0
y también a que P divide al primo p de k situado sobre 0. Asi pues, los primos
de K situados sobre P son los divisores P de p en K que cumplen |y|p < 1.

Segun 5.21, los divisores de p en K se corresponden con los K-monomorfismos
o0: K — K, donde K es una clausura algebraica de k, = ko((X)).

Sea F' = F} --- F, la descomposicion en factores irreducibles de F' en k,[Y].
Para cada i, sea F; = (Y — yi1) -+ (¥ — yie,) la factorizacion de F; en K (po-
dria haber raices repetidas si F; no es separable). Cada y;; determina un K-
monomorfismo que, a su vez, determina un divisor primo ;. La j no influye,
pues existe un k,-isomorfismo (en particular, una isometria) entre cada ky(y;;,)
y cada ky(y;j/), por lo que ambas raices determinan el mismo divisor. Ademés
e(Pi/p) = lkp(yis) : byl = ei.

Nos interesan los primos B; tales que |y|yp, = |yi;| < 1 (el altimo valor
absoluto es el de K). Observemos que, como cada F; es monico, las raices y;;
son enteros algebraicos, luego en cualquier caso cumplen |y;;| < 1.

Queremos calcular vy, (g). Claramente,

l9(z,v)lp; = |Gz, )l = |G(X,4)| = | TT G(X, i)

€; ‘l/ei
Jj=1

El producto es la norma de G(X, y;1), luego esta en k, y

U (9) = év% <]E[1G(X’ yu)) = Up (]IZG(X’ yz])) = Up( [I (yij - y;’j/))a

ji/j/
donde hemos factorizado G = Gy --- G5 en ky[Y] y a su vez cada
Gy = —yin) ¥ ~ i)

en K. Como en el caso de F', sabemos que |y§,j/\ < 1, y claramente el valor
absoluto no depende de j'. Si |y ;| = 1 entonces |y;; — yj, ;| = 1, luego el
producto sobre j’ (que esta en k,) tiene valor v, nulo. Al eliminar estos factores
queda que
op.9) = oo ( IT (s — i), (6.1)
g’
donde los indices recorren soélo las raices de F'y GG con valor absoluto < 1. Asi
pues,
(VW) = Sup(g) = vp ( TT (w5~ viry).
B i i

El miembro derecho no se altera si intercambiamos los papeles de F' y G,

por lo que también es igual a Ip(W NV). m
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En lo sucesivo calcularemos Ip(V N W) considerando divisores de V' o de
W segun convenga. Por ejemplo, vamos a estudiar ahora la interseccion de una
curva arbitraria V' = V(F) con una recta L. Puesto que L es regular, es mas
facil trabajar con divisores de L.

Sea (X,Y) = (a +uT,b+ vT) una parametrizacion de L, de modo que su
ecuacion serd v(X —a) —u(Y —b) = 0. Los puntos (finitos) de V' N L estan en
correspondencia con las raices del polinomio

F(T)=F(a4+uT,b+vT) = cl:[l(T — ;)%

Concretamente, V N L consta de los puntos P; = (a + ut;, b + vt;). Vamos
a ver que Ip,(V N L) =e;. Para ello consideramos f = [F]| € Op,(L). Podemos
definir

- —b
p=r a:yTeko[L].

(Notemos que puede ser u = 0 0 v = 0, pero una de las dos definiciones siempre
serd posible y, en cualquier caso, en ko[L] se cumple = a + ut, y = b+ vt.)
i

Tenemos que f = F(a+ ut,b+vt) = ¢ [[(t—¢;)%. Por otra parte, teniendo
i=1

en cuenta la ecuacion de L, es facil ver que dp,(t —t;) # 0, por lo que t — t; es
un parametro local en P; y, en consecuencia,

r

Ip, (VN L) =vp, <0H (t— fj)e'j> = ileﬂfPi(t —t;) = e

Jj=1
Para probar el teorema de Bezout demostramos primero un caso particular:

Teorema 6.3 Sea V una curva proyectiva plana de grado m y L una recta
(distinta de V). Entonces

E IP(V N L) =m.
Pep?

En otras palabras, V y L se cortan exactamente en m puntos, contados con
su multiplicidad.

DEMOSTRACION: Podemos tomar un sistema de referencia proyectivo en el
que L =V (Y) y en el que la recta Z = 0 no pase por ningtan punto de V' N L.
Asi, al deshomogeneizar respecto de Z tenemos que todos los puntos de V N L
son finitos.

Sea V=V (F),con F € kg[X,Y]. Sea F = Fy+---+ F,, la descomposicion
de F en formas. Asi, la ecuaciéon de V' en coordenadas homogéneas es

Fo(X,Y)Z" + B (X, Y)Z™" ' +... 4+ F,(X,Y) =0.

El punto infinito (1,0,0) estd en L, luego no esta en V', luego F,,(1,0) # 0.
De aqui se sigue que F,,(X,0) no es el polinomio nulo, luego es un polinomio
de grado m y, a su vez, esto implica que F(X,0) es un polinomio de grado m.
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La parametrizacion de L considerada en la discusiéon precedente es ahora
(X,Y) = (T,0), luego para calcular V' N L hemos de considerar el polinomio

F(T,0) = g]j (T —t;)

Segun acabamos de ver, tiene grado m, con lo que

T

Z Ip(VﬂL) = Zei =m.
Pep? i=1

Teorema 6.4 (Teorema de Bezout) SeanV yW dos curvas proyectivas pla-
nas distintas de grados m y n. Entonces

N Ip(VNW) =mn,
P

donde P recorre todos los puntos de P? (o, equivalentemente, todos los puntos

de VNW).

DEMOSTRACION: Sea V = V(F), W = V(G), donde F'y G son formas en
ko[X,Y, Z]. Para cada punto P € V N elegimos una forma lineal Lp tal que
Lp(P) # 0, construimos gp = [G]/[LB] € Op y, por definicién,

Ip(VOW) = %vm(gph

donde P recorre los primos de K = ko(V') situados sobre P.
Por lo tanto,

(VW) =3 vg(gp),
P B

donde ahora ‘B recorre todos los primos de K y P es el punto sobre el que esta
situado el primo B correspondiente.
Tomemos ahora una forma lineal arbitraria L y observemos que

@@ e
T T I

donde hemos llamado go = [G]/[L"] € K y lp = [L]/[Lp] € Op. Asi pues,

;IP(V nNw) = %(%(90) + nug(lp)) = grad(go) +nlp(V N L) = nm,

donde hemos usado que los divisores principales tienen grado 0 y el teorema
anterior. n
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Tangentes y multiplicidades Observemos que las tangentes a una curva
pueden caracterizarse por su niimero de interseccion:

Teorema 6.5 Si P es un punto reqular de una curva plana V', entonces la
tangente L a 'V en P es la tnica recta que cumple Ip(V N L) > 2.

DEMOSTRACION: Sea L = V(F'), donde F' es un polinomio de grado 1 y
sea f = [F] € Op(V). Es claro entonces que dpf = F|r,v. Asi, L es la recta
tangente TpV siy solo si dpf =0, si y s6lo si f no es un parametro local de V'
en P, siysolosi Ip(VNL)=vp(f) > 2. n

Notemos que si V' es una recta, entonces su tangente en cualquier punto P
es L =V y, de acuerdo con el convenio que hemos adoptado, Ip(V N L) = 4oc.
En lo sucesivo nunca nos detendremos en este caso particular, en el que todos
los resultados que discutiremos se cumpliran trivialmente.

El teorema anterior permite extender la nocién de recta tangente a los puntos
singulares de una curva. En efecto, sea P un punto de una curva V. Fijemos un
sistema de referencia respecto al cual P = (0,0) y sea F(X,Y) = 0 la ecuacion
de V en dicho sistema de referencia. Sea

F=F,+Fn+--+Fy, 1<m<n,

la descomposicién de F en formas. Sea L una recta que pase por P. Su ecuaciéon
parameétrica serd (X,Y) = (uT,vT), con lo que

F(T)=FuTwT)=T"F,(u,v) 4+ -+ T"F,(u,v).

-

Podemos descomponer F,, = [[ L’ en producto de formas lineales (basta
i=0

deshomogeneizar F,, a F,,(X,1), factorizar el polinomio resultante y volver a

homogeneizar). Es claro entonces que F,(u,v) = 0 si y sblo si L = L, para

algin ¢. Concluimos que Ip(V, L) = m para todas las rectas excepto para un

numero finito de ellas.

Definiciéon 6.6 Si P es un punto de una curva plana V' de grado n, llamaremos
multiplicidad de P en V' al minimo ntimero natural m < n tal que existen rectas
L tales que Ip(V N L) = m. La representaremos por mp (V). Segun acabamos
de probar, la igualdad Ip(V N L) = mp(V) se cumple para todas las rectas que
pasan por P salvo para un nimero finito de ellas, a las que llamaremos rectas
tangentes a V en P. Segun su multiplicidad, los puntos se clasifican en simples
dobles, triples, etc.

Con la notacién anterior, los coeficientes de F son las derivadas de F en
P, luego F; = 0 si y s6lo si P es un punto singular de V. En otras palabras,
un punto P es regular en V si y sélo si es simple. En tal caso, la tnica recta
tangente segun la definicion anterior es la de ecuacion F; = 0, pero ésta es
la recta tangente que ya teniamos definida. Por lo tanto, la nueva definicion
incluye a la anterior como un caso particular.
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Notemos que si V' es una curva plana de grado n > 1, se ha de cumplir que
mp(V) < n, pues en caso contrario el polinomio que define a V seria la forma
F,, y serfa reducible. En particular, las conicas (irreducibles) no pueden tener
singularidades.

Ejemplos El punto (0,0) es un punto doble de la curva “alfa”, dada por la
ecuacion Y2 = X2(X + 1). Sus tangentes son los factores de Fp = X2 — Y2 es
decir, las rectas Y = +X.

Igualmente, (0,0) es un punto doble de la curva Y2 = X3 pero ahora
Fy; = Y2, luego la curva tiene sélo una tangente (doble) en (0,0), a saber, la
recta Y = 0. n

Veamos ahora que podemos asignar una tangente a cada divisor primo de
una curva. En efecto, sea P un divisor primo de una curva V situado sobre
un punto P. Fijemos un sistema de referencia afin en el que P = (0,0). Sea
mo = min{vgp(x),vp(y)} > 0. Supongamos, por ejemplo, que el minimo se
alcanza en w, es decir, vp(x) = mp. Fijado un primo m en Oy, tenemos que
v (z/m™0) = 0, luego existe un a € ko no nulo tal que z/7™° = a (méd P).
Multiplicando 7 por una raiz mg-ésima de a podemos suponer que a = 1. Asi
x = 1™ + ar™otl para cierto o € Og. Similarmente, y = an™° + prmotl
cona € kyy € Ogp (tal vez a = 0). Si L = uX 4+ vY es cualquier recta que
pasa por Py | = ux + vy = [L] € Og, tenemos que

vp(l) = v ((u + va)T™ + ’77Tm°+1).

Claramente, vy (1) = mgo excepto si u + va = 0, en cuyo caso vyp(l) > mo.
Esto determina una tnica recta L. Hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 6.7 Sea V una curva plana y B un divisor primo de V' situado sobre
un punto P. Si L es una recta que pasa por Pyl = [L] € Og, entonces vy (1)
toma el mismo valor my para todas las rectas L excepto para una de ellas.

Definicion 6.8 En las condiciones del teorema anterior, diremos que myg es
la multiplicidad de B en V, y la representaremos por mg (V). Llamaremos
tangente a V en P a la tnica recta L tal que vy (1) > myp (V).

Las tangentes que acabamos de definir son las que ya teniamos definidas:

Teorema 6.9 Si P es un punto de una curva plana V , las tangentes a V' en P
son las tangentes a V' en los primos situados sobre P y la multiplicidad mp (V')
es la suma de las multiplicidades mg (V') de estos primos.

DEMOSTRACION: Si L es una recta que pasa por P distinta de todas las
tangentes a V en P y de todas las tangentes a V' en los primos situados sobre
P, entonces

mp(V) = Ip(V 0 L) = Sup(l) = Sma (V).
B B
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Una recta L es tangente a V en P siy sélo si
Sop(l) = Ip(V N L) > mp(V) = Smap (V).
B B

Como, en cualquier caso, v(l) > mg(V), la desigualdad anterior equivale
a que vy (l) > mg (V) para algin B, es decir, a que L sea tangente a L en un
primo . ]

En particular, el teorema anterior implica que el niimero de primos situados
sobre un punto P es mayor o igual que el nimero de tangentes a V en P
y menor o igual que mp(V). Ninguna de estas dos desigualdades tiene por
qué ser una igualdad. La curva Y? = X3 tiene una singularidad con un solo
primo y multiplicidad 2, mientras que la curva del ejemplo siguiente tiene una
singularidad en (0,0) con una tangente y dos primos.

Ejemplo Consideremos la curva V dada por la ecuacion
Yt —2Y? 4+ Y2 -3X%Y +2X1=0

Para probar que es irreducible homogeneiza-
mos respecto de Z y deshomogeneizamos respecto
de Y, con lo que tenemos el polinomio

Z? —(3X2 +2)Z +2X* +1.

Es facil ver que no tiene raices en C[X], luego
es irreducible.

Una simple comprobacién muestra que la interseccién de V' con la recta
X = 0 la forman los puntos (0,0) y (0,1). El punto (0,0) es doble y tiene
una Unica tangente, Y = 0. Para estudiar el punto (0,1) hacemos el cambio
Y — Y + 1, con lo que obtenemos la ecuacién

Yi+2Xt+2Y? —3X2 4+ Y% - 3X* =0.
Vemos que (0,1) es doble con dos tangentes distintas, ¥ = 4/3X.

Sea K = C(V) = C(z,y) y k = C(z). Los primos de K = C(V) que dividen
al primo p de k situado sobre 0 son los situados sobre las antiimagenes de 0
por z, es decir, sobre los puntos (0,0) o (0,1).

Sobre (0,1) hay exactamente dos primos, pues la multiplicidad es 2 y hay
dos tangentes. Sobre (0,0) puede haber uno o dos primos. Esto deja dos posi-
bilidades: 0 = 1B2PB3P4 o bien 0 = P PoP2. Si se da la primera — y vamos
a ver que éste es el caso— entonces sobre (0,0) hay exactamente dos primos y
una sola tangente.

Hemos de excluir la posibilidad de que 0 se escinda completamente. Lo
haremos mediante un argumento indirecto a través de la formula del género. En
primer lugar estudiamos la ramificacién en infinito.

La curva V tiene cuatro puntos distintos en el infinito, cuyas coordenadas
homogéneas cumplen Y4 +2X* = 0. No puede ser X = 0, por lo que la funcién
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x tiene un polo sobre cada uno de ellos. Asi pues, todos dividen al primo infinito
de k. Como éste tiene a lo sumo cuatro divisores, concluimos que, de hecho tiene
cuatro, co = P1P2P3P4, luego no hay ramificacion en el infinito.

Ahora observamos que la aplicacion (X,Y) — (—X,Y) es un isomorfismo
de V en si misma que induce un automorfismo de K. Su restricciéon a k es el
automorfismo inducido por el isomorfismo X — —X de C*. Es claro entonces
que los indices de ramificacion del primo de k situado sobre un ¢ € C son los
mismos que los del primo situado sobre —(. Por consiguiente, en la formula

2-29=8—-> (ei — 1),

el sumatorio es de la forma 2a + b, donde 2a es la aportacion de los primos

distintos de 0 e co y b es la aportacion de 0 (pues ya hemos visto que en 0o no hay

ramificacion). Las posibilidades para b son b = 0 si 0 se escinde completamente

y b =1 si hay ramificacion. Ahora bien, la relacién 2 — 2g = 8 — 2a — b muestra

que b ha de ser par, luego b = 0 y concluimos que 0 se escinde completamente.
|

El teorema siguiente muestra que los niimeros de interseccion se reducen casi
siempre a las multiplicidades:

Teorema 6.10 Sean V y W dos curvas planas distintas y P € VOW . Entonces
IP(V N W) > mp(V)mp(W)
La igualdad se da si y solo si V. y W no tienen tangentes comunes en P.

DEMOSTRACION: Tomemos un sistema de referencia tal que P = (0,0) y la
recta X = 0 no sea tangente a V nia W en P. Sea V = V(F), W = V(G).
Basta probar que

vgp(g) = myp(V)mp(W),

y que se da la igualdad si y sélo si ninguna tangente a V en 3 es tangente
a W. La prueba se basa en la expresién para vy (g) que hemos encontrado en
la demostracion del teorema 6.2.

El hecho de que la recta X = 0 no sea tangente a V en P implica que
vp(x) = mp(V) < vp(y). Llamemos r = mg (V). Podemos tomar un primo 7
en Oy tal que z = " +ar" !, con o € Og. Seay = ar”+ BT, con B € Og.
Asi la tangente a V en P es la recta —aX + Y.

Similarmente, si 1, ..., son los primos de W situados sobre P, llamamos
r; = vg,(x) y elegimos un primo 7; en g, de modo que

Ty ri+1 _ T4 ri+1
r=m" +am T, y=a;m, + Bm T

La tangente a W en Q; es —a; X + Y, luego la hipotesis de que la tangente
a V en P no sea tangente a W equivale a que a # a; para todo i. Ademés
tenemos que

Tl+"'+rs:mQ1(W)+.”+mgs(W):mP(W)-
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Sea K = ko(V), sea k = ko(x) y sea p el primo de k situado sobre 0 (que es
el primo al que divide B). Sea k, = ko((X)) y K una clausura algebraica de k,.
En el teorema 6.2 hemos obtenido la igualdad (6.1), en virtud de la cual vy (g)
es el valor vy del producto de todos los y; —y,;,, donde y;; varia entre las raices
de F(X,Y) en K que inducen el primo B e y;,;, recorre las raices de G(X,Y)
en K que inducen cada primo Q;. (Hemos suprimido el indice i porque aqui P
esta fijo.)

Como vy (z) = 1, tenemos que r = e(P/p), luego hay r raices y;, cada una
de las cuales es imagen de y por un ky-monomorfismo o; : Kz — K. Todas
las raices que estamos considerando estaran en una extension finita £ de ky,
donde podemos trabajar con una valoracion v. Sea e = e(E/ky), de modo que
v = evylk,. Tenemos que

r+1 r+1
) )

z=0j(z) =0(m)" +oj(a)o;(m) y; = 04(y) = aoy(n)" + oj(a)o;(m)

luego y; = ax + §;p°*!, donde p es un primo en E y v(d;) > 0.
Similarmente, yz@j, = apx + 6y p°T1. Asi pues,

vy (g) = Up< [T ((a —ap)z+ (5; — 6i/j/)pe+1))

j 7;/j/

e Z ’U«B((a - ai’)x + ((Sj - 5i’j’)pe+1) >

19

Jjiv'j

Q| =

Se=r(ri4+---+7s)
ji/j/

= myp(V)mp(W).

Se cumple que vy ((a — ay )z + (8; — §;75,p°T1)) > € siy solo si a = a;r, luego
la igualdad vgp(g) = my(V)mp(WW) se da exactamente cuando a # a, para
todo 4’ "

Ahora podemos dar una caracterizacion geométrica del grado de una curva
plana:

Teorema 6.11 StV es una curva plana de grado n, existen infinitas rectas que
cortan a 'V en n puntos distintos.

DEMOSTRACION: Observemos que las rectas de P2 estan en correspondencia
biunivoca con los puntos de P? mediante aX + bY + c¢Z = 0 < (a,b,c). Sea
V = V(F), sea Vj la subvariedad formada por los puntos regulares de V' y
consideremos la aplicacion ¢ : Vy — P2 dada por

OF
P)=| — :
o) = (55 )

Obviamente es regular y ¢[Vj] contiene todos los puntos correspondientes a
las rectas de P? tangentes a V en algiin punto regular. Sea W = ¢[Vy] que es
una subvariedad de P2, pues si W = C; U Cs, con C; y C, cerrados, entonces
Vo = ¢ ' [C1] U ¢ O], Tuego Vo = ¢~ [Ci], ¢[Vo] € Ciy W = ¢[Vg] C Ci.

Tenemos que ¢ : Vj — W es densa, luego podemos identificar kqo(WW') con
un subcuerpo de ko(V) y, por lo tanto, dim W < dim V; = 1.

or
» oY

or
»' 07
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Fijado un punto P € V regular, el conjunto de rectas que pasan por P se
corresponde con una recta L de P? a través de la correspondencia que hemos
indicado. Cambiando P por otro punto si fuera preciso, podemos suponer que
L #W. Asi, LNW es finito, luego hay infinitos puntos en L\ W, cada uno de
los cuales se corresponde con una recta que pasa por P y no es tangente a V' en
ningin punto regular.

Eliminando las rectas que pasan por P y por un punto singular de V' (que
son un ntmero finito), nos quedan todavia infinitas rectas R que pasan por
P y que solo cortan a V en puntos regulares (sin ser tangentes). Entonces
Io(VNR) =1 para cada Q € VN R. Por el teorema de Bezout, R corta a V'
en n puntos distintos. [

Teniendo en cuenta el teorema de Bezout, vemos que el grado de una curva
plana V' es el maximo namero n tal que existe una recta que corta a V en n
puntos distintos.

Numeros de intersecciéon entre formas Fijado un sistema de referencia
en P?, para cada par de formas F, G € ko[X,Y, Z], consideramos sus descom-
posiciones en formas irreducibles' ¥ = Fy--- F,., G = G1--- G5 y definimos el
numero de interseccion

IP(F N G) e Z[P(Vz N Wj),
ij
donde V; = V(F;), W; = V(G;). Este ntmero sera infinito si y solo si F' 'y G
tienen un factor comun. Ademés, definimos la multiplicidad de P en F' como

mp(F) = Y mp(Vi).

Igualmente podemos definir multiplicidades y multiplicidades para polino-
mios de ko[X,Y]. Incluso podemos hablar de ntimeros de intersecciones mixtos
Ip(VNG), donde V = V(F) es una curva (y F es una forma irreducible) y G
una forma arbitraria.

Todos los teoremas que hemos probado para curvas se generalizan trivial-
mente a polinomios. Por ejemplo, el teorema de Bezout para formas afirma que
> Ip(FNG) = (grad F)(grad G). Para probarlo basta descomponer F'y Gy
I

aplicar el teorema de Bezout a las curvas definidas por cada par de factores.

Notemos que si F' € kg[X,Y] es un polinomio, entonces su forma de menor
grado es el producto de las formas de menor grado de sus factores, por lo que
la multiplicidad en F' de (0,0) sigue siendo este grado minimo. Igualmente, las
tangentes a F' en (0, 0) siguen siendo los factores de esta forma de grado minimo.
Todas las comprobaciones son inmediatas. Observemos que la relaciéon

Ip(VNG) = vp(g)
B

L Es facil ver que los factores irreducibles de las formas son formas: basta deshomogeneizar
respecto a una variable, factorizar y volver a homogeneizar.
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sigue siendo valida aunque G no sea irreducible, pues la funcion g es el producto
de las funciones g; asociadas a los factores de G. De aqui se sigue una propiedad
adicional que simplifica mucho el célculo de niimeros de interseccién:

Ip(FNG)=1p(FN(G+ HF)),

pues f =0en Op(V;), luego g =g+ hf.

Puntos de inflexion Estudiamos ahora una nocion relacionada con el nimero
de interseccion de una curva con su tangente. Como aplicacién obtendremos
algunos resultados sobre ctbicas regulares que nos haran falta mas adelante.

Definicion 6.12 un punto de inflexion de una curva plana V es un punto regu-
lar P de V tal que existe una recta L (que necesariamente ha de ser la tangente
a V en P) para la cual Ip(V N L) > 3. La inflexion se llama ordinaria si
Ip(VNL)=3.

Obviamente una cédnica no puede tener inflexiones. Teniendo en cuenta el
ejemplo de la pagina 112, es facil ver que toda cibica singular tiene un tnico
punto de inflexién. Vamos a probar que las cubicas regulares también tienen
inflexiones. Para ello nos basaremos en una caracterizacion de los puntos de
inflexion.

Consideremos un punto regular P de una curva V. Podemos tomar un
sistema de referencia respecto al cual P = (0,0). Sea F' = Fy + --- + F,, el
polinomio que define a F'.

Una recta L parametrizada por (X,Y) = (uT,vT) cumplira Ip(V N L) > 3
si F1(u,v) = Fa(u,v) = 0. Asi pues, P serd un punto de inflexion de V si y sélo
si existe (u,v) € k3, (u,v) # (0,0), tal que Fy(u,v) = Fy(u,v) = 0.

En primer lugar probamos que esto equivale a que el polinomio F} + F5 sea
reducible (o bien Fy = 0).

En efecto, suponiendo v # 0 y llamando ¢ = u/v tenemos que Fy(¢,1) =
Fy(t,1) =0, luego F1(X,1) | F»(X,1) y, sustituyendo X por X/Y, concluimos
que F1(X,Y) | F2(X,Y).

Reciprocamente, Si F) + F5 = RS y Fy # 0, entonces ambos factores tienen
grado 1, y uno de ellos, digamos R, ha de cumplir R(0,0) = 0. Entonces F}
es R por el término independiente de S, luego Fy | Fy y cualquier rafz no nula
(u,v) de Fy lo es de Fb.

A partir de aqui supondremos que la caracteristica de kg es distinta de 2,
con lo que la forma Fy (que, de momento, supondremos no nula) es

X2> )
P

La condicién que hemos encontrado es la reducibilidad del polinomio

PF
xy+ 2L
e

PF| _, . O°F
ox2|, X 2 oxay

R(X,Y) = ;(

R
i 2 9?2

1 O°F
yL- 95
L T3 axe

or
0X

OF
X+ o
sy

g X2,
» X0y

P
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Esta ecuaciéon determina una conica afin, que sera reducible si y solo si lo es
su clausura proyectiva, determinada por la forma

oF oF 1 9°F 0*F 1 0%F
—| XZ+ —| YZ+ - — 2 Y+ - —| X2
ax |, av |, “Taoxz|, " T axov|, 2 av?|,
Matricialmente es:
8*F 8%F OF
9X2|, 0X0Y|p 9XIP X
(X,Y,2)| _9°F_ ’F t’LF| Y
aX0Y | p avz|, ovip 7
or | or | 0
oxX |p oYy |p

Una conica es irreducible si y solo si el rango de su matriz es 3 (véase el
ejemplo de la pagina 53). Asi pues, P sera un punto de inflexion si y solo si

°F 9*F ai|

0Xx?2 P 0XoY P oX |P

8*F 8*F Bl| =0.
0XoY P oY ? P oYy |p

(LF’ Gi’ 0

oX | P oY | p

(Esta condicion recoge también el caso en que Fy = 0). Todavia podemos
obtener una condicién formalmente mas simple. Llamemos F(X,Y,Z) a la
homogeneizacion de F, de modo que F(X,Y) = F(X,Y,1). Es claro que ambos
polinomios tienen las mismas derivadas respecto de X e Y, luego podemos
considerar que la F' que aparece en el determinante anterior es F(X,Y, 7).
Ahora usamos la relacion

OF OF OF

y las que resultan de aplicar esta misma propiedad a las parciales de F':

92 F 92 F 8°F OF
oxzX Taxav ) toxoz? =" Vax
92 F 2F._ 9°F oF
axov s T ave TavazZ = Vagy

Multiplicamos la tercera columna del determinante por n — 1 y le restamos
las dos primeras (usando que F(P) = 0) y luego repetimos las operaciones con
las filas. El determinante resulta ser igual a

8°F 8%F 8%F
2

32X P axzy P axzaz P

H(F)(P) = O°F O°F O°F
( )( ) XY | p V|, IYOZ|p

3*F 9°F 9°F

2
X907 |p  IYOZ|p 977 | p

El determinante H(F)(P) se llama hessiano de F en P y es facil ver que
la condicién H(F)(P) = 0 no depende del sistema de referencia elegido, pues
un cambio de sistema de referencia proyectivo multiplica la matriz hessiana por
una matriz regular. El teorema siguiente recoge lo que hemos obtenido:
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Teorema 6.13 Un punto reqular P de una curva plana V=V (F) es un punto
de inflexion si y sdlo si H(F)(P) = 0.

Notemos que si V tiene grado n entonces H(F)(X,Y,Z) es una forma de
grado 3(n — 2), luego, si n > 3, define una curva proyectiva (salvo que sea
la forma nula). El teorema 3.16 implica que existe un punto P € V tal que
H(F)(P)=0. Si P es regular sera un punto de inflexién. Asi pues:

Teorema 6.14 Toda curva proyectiva plana regular de grado > 3 (sobre un
cuerpo de caracteristica distinta de 2) tiene un punto de inflexion.

Consideremos por ejemplo una ctibica regular V' = V(F') y supongamos que
tiene un punto de inflexiéon con coordenadas en ky (esto se cumple trivialmente
si ko es algebraicamente cerrado). Podemos tomar un sistema de referencia afin
en el que el punto de inflexion sea (X, Z) = (0,0). Si

F(X,Z)=F(X,2)+ (X, 2) + F3(X, Z),

hemos visto que el hecho de que (0,0) sea un punto de inflexiéon equivale a que
la conica Fy (X, Z) + F5(X, Z) sea reducible (o bien Fy = 0). Asi pues,

F(X,Z)= (uX +vZ)(1 +aX +bZ) + cX® +dX?Z + eXZ* + fZ°,

donde (u,v) # (0,0), o de lo contrario (0,0) serfa un punto singular. Suponga-
mos v # 0. El cambio de coordenadas dado por X' = X, Z' = uX +vZ nos da
un polinomio de la forma

F(X,Z)=Z(1+aX +bZ) + cX® +dX*Z + eXZ* + fZ°.

Si homogeneizamos con Y y deshomogeneizamos respecto de Z (con lo que el
punto de inflexion pasa a estar en el infinito) obtenemos que V esta determinada
por la ecuacion

V2 4 (aX +D)Y + X +dX? +eX + f =0.
Ahora el cambio de coordenadas Y =Y’ — (aX’ + b)/2 reduce la ecuacion a
Y2 =aX?+bX?%+cX +d,

donde a # 0, pues V' es una cubica (por ejemplo, si fuera a = 0 no podria haber
un punto de inflexiéon). En este cambio hemos supuesto que la caracteristica de
ko es distinta de 2. Si suponemos ademés que es distinta de 3 podemos hacer
el cambio
!/ b a2 !/
X=aX"— —, Y=—Y
3a 2

y la ecuacion se reduce a
Y2 =4X® - g X —g3, g2, g3 € ko

Por ultimo notamos que si a fuera una raiz miltiple del polinomio de la
derecha, entonces (a,0) seria un punto singular de V. Asi pues, hemos probado
el teorema siguiente:



6.2. Diferenciales de funciones algebraicas 241

Teorema 6.15 Toda cubica reqular sobre un cuerpo kg de caracteristica distinta
de 2 0 3 que tenga un punto de inflexion con coordenadas en ko es proyectiva-
mente equivalente a una cubica de ecuacion

YV =4X® — g, X — g, g2, 93 € ko,
donde el polinomio de la derecha no tiene raices mailtiples.

Una ecuacioén en las condiciones del teorema anterior se llama forma normal
de Weierstrass de la ctubica regular V. La notacion go, g3 para las constantes es
la acostumbrada en la teoria de funciones elipticas, en la que ahora no vamos a
entrar (véase la seccion [VC 5.3]).

Es facil probar que, reciprocamente, toda ecuacion en forma normal deter-
mina una cubica regular (la irreducibilidad se sigue del criterio de Eisenstein
aplicado a un factor primo del miembro derecho).

6.2 Diferenciales de funciones algebraicas

En esta seccion usaremos la teoria sobre diferenciales en cuerpos de series
de potencias presentada en la seccion B.3. De hecho, la teorfa que vamos a
desarrollar aqui puede verse como la teoria global correspondiente a la teoria
local desarrollada alli.

Necesitamos un resultado previo sobre separabilidad. Si K es un cuerpo
de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes perfecto kg, entonces la
extension K /kg es separable [Al 9.42] (véase la observacion tras [Al 9.44]), luego
existe un z € K tal que la extension K/ko(z) es finita separable. Vamos a dar
otra prueba de este hecho que en anadidura caracteriza los x que cumplen esto:

Definicion 6.16 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes ky. Diremos que un elemento z € K es separador si la extension
K /ko(x) es finita separable.

Es claro que un elemento separador de K ha de ser trascendente sobre kg
(o de lo contrario la extension K /kq serfa finita). Si los cuerpos tienen caracte-
ristica 0, ser separador equivale a ser trascendente. Mas atun, si kg es el cuerpo
exacto de constantes de K entonces ser separador equivale a no ser constante.

Para probar la existencia de elementos separadores en cuerpos de caracte-
ristica prima nos apoyaremos en el teorema siguiente:

Teorema 6.17 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes ko de caracteristica prima p. Sea x € K trascendente sobre ky.
Entonces la clausura separable de ko(x) en K es de la forma K, = K?" | para
cierto natural n > 0.

DEMOSTRACION: Como K/K es puramente inseparable, |K : K | = p",
para cierto natural n. También es claro que KP C K, pues, si @ € K, su
polinomio minimo sobre K ha de ser de la forma 2P — aP , con i < n, luego

o”" € K,. Basta probar que |K : KP"| = p™.
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Puesto que kg es perfecto, tenemos que k" = ko(xp"). Llamemos k; = k?"
vy, =aP" . Asik, = ko(z1), k = k1(z) y « es raiz del polinomio t?" — 1, que es
irreducible en k;[t], pues un factor propio seria de la forma (t — )P = tP" —zP"
para i < n, con lo que 2" € ko(zP") = ko(x)P", de donde z € ko(x)P, pero
esto es claramente falso.

Asi pues, |k : kP"| = p". Ahora basta observar que

|K:kP"| = |K:KP'||KP" kP |=|K: KP"||K : K,
|K - kP |K k| |k kP | = |K - k|p",

. ., " .
donde hemos usado que la aplicaciéon v — uP es un isomorfismo entre las
. n n . .
extensiones K/k y KP? /kP", luego tienen el mismo grado. Igualando ambas
. . 7 .
lineas concluimos que |K : KP | = p™, como queriamos probar. [
)

Teorema 6.18 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg de caracteristica prima p. Un elemento x € K trascendente so-
bre ko es separador si y sélo si x ¢ KP.

DEMOSTRACION: Sea x € K trascendente sobre kj. Entonces la extension
K /ko(x) es finita. Sea K la clausura separable de ko(z) en K. Por el teorema
anterior K, = Kpn, para cierto n > 0.

Puesto que z € K, tenemos que *v/x € K. La aplicacion u uP" es un
isomorfismo entre las extensiones K / ko( ?\/x) y K,/ko(x), luego la primera
es separable, ya que la segunda lo es.

De aqui se sigue que n es el mayor nimero natural tal que *\/x € K, pues
si »""\/z € K, éste seria puramente inseparable sobre ko( */z ), por lo que
vz € ko( ?\/z ), y esto lleva facilmente a una contradiccion.

En resumen, x es separador si y solo si n =0, si y solo si 2 ¢ KP. L]

Pasemos ya a investigar la nocién de diferencial de una funciéon algebraica.
Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg, el
teorema 5.19 afirma que para cada divisor primo B de K, su complecion es de
la forma Ko = kog((7)), donde 7 es cualquier primo de Ky y kop es la clausura
algebraica de ko en Kq. Por consiguiente, si @ y 8 € K, tenemos definida la
forma diferencial (5 da)y de K.

Definiciéon 6.19 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas y «a, g € K,
definimos la forma diferencial fda de K como el elemento del producto de
todos los espacios de formas diferenciales de todas las compleciones de K cuya
componente ‘PB-ésima es (5 da)y.

El conjunto 2(K) de las formas diferenciales de K tiene estructura de espacio
vectorial (es un subespacio del espacio producto de los espacios de formas dife-
renciales locales), de modo que 5 da es el producto escalar de 8 por da = 1da.
Escribiremos dypa en lugar de (da)g. De este modo (8 da)yp = Bdpa.

Seguidamente determinamos las funciones con diferencial nula:
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Teorema 6.20 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes ko y sea x € K. Entonces dx # 0 si y sélo si x es separador, y en
tal caso todas las componentes de dx son no nulas.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que kg es el cuerpo de constantes exacto
de K. Supongamos que x no es separador. Si car K = 0, esto s6lo puede
ocurrir si & € kg. Si cark = p > 0, por el teorema 6.18 puede ocurrir también
que x € KP. En cualquiera de estos casos, el teorema B.22 nos da que las
componentes de dr son nulas, luego dx = 0.

Supongamos ahora que x es separador. Sea ¥ un divisor primo de K y
sea m € K tal que vgp(m) = 1. De este modo tenemos un primo 7 de Kq que
pertenece a K. Sea f(x,t) su polinomio minimo sobre ko(x). Por el teorema
B.21 tenemos que

df (z,m) Of de Of
0= ——~="—(2,7)— + = (z,7).
dm 8:5( )dﬂ' ot (z,)

Ahora bien, como 7 es separable sobre ko(x), el ultimo término es no nulo,

luego la derivada de x tampoco puede ser nula. Por consiguiente dypx # 0. =

Mas en general, una forma diferencial Sda # 0 cumple 8 # 0 y da # 0,
luego tiene todas sus componentes no nulas. Como consecuencia, dos formas
diferenciales de un cuerpo K de funciones algebraicas son iguales si y s6lo si
coinciden en una componente.

De este modo, si K es un cuerpo de funciones algebraicas, o, z € K, x es
separador y B es un divisor primo de K, tenemos definida la derivada

— € Kg.
clacE(13

Si f(x,t) es el polinomio minimo de « sobre ko(z), se cumple

0= %(x,a) + %(x,a)j—z.
Como f es separable, podemos despejar
do )
e _8?7 € K. (6.2)
a(xa O‘)

d
Asi pues, la derivada d—a es un elemento de K independiente de 3. Ademés
x

se cumple la relacion

da
da = o dz. (6.3)

Esto prueba que Q(K) es un K-espacio vectorial de dimension 1.

Otra consecuencia es el teorema siguiente:
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Teorema 6.21 Si L/K es una extension de cuerpos de funciones algebraicas
sobre un cuerpo de constantes ko, la aplicacion Q(K) — Q(L) definida de
forma natural por Bda — Bda estd bien definida, es ko-lineal y es inyectiva si
y sdlo si es no nula, si y sdlo si la extension L/K es separable.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que la extension L/K no
es separable. Entonces tampoco lo es ninguna extension L/ko(a), con o € K
trascendente sobre kg, luego todo a € K cumple que daw = 0 en Q(L), por lo que
la aplicacién del enunciado esté bien definida, ya que no es sino la aplicacion
nula.

Ahora supongamos que la extension L/K es separable. Entonces, por 5.45
podemos tomar un divisor primo p de K no ramificado en L. Considerando
K, C Lg, la no ramificacion se traduce en que cualquier primo 7 de K, es
también primo en Lg. Por consiguiente, se cumple que da = ' do/ en Q(K)
siy solo si fdya = ' dyf3, siy solosi en K, se da la igualdad

da ,do’
b =%

si y solo si esta igualdad se da en Lg (pues el desarrollo en serie de potencias
de m de a y o' es el mismo en ambos cuerpos), si y solo si fdpa = ' dypf’
si y solo si fda = B da’ en Q(L). Esto prueba a la vez que la aplicacion del
enunciado esté bien definida y es inyectiva. ]

En la seccion B.3 hemos definido el orden de una forma diferencial local. En
el caso global tenemos un orden en cada primo. Concretamente, si z € K es un
elemento separador, definimos

o (3r) = (g = v (557 ).

donde 7 es un primo cualquiera de K. Vamos a probar que vp(Sdx) = 0
para casi todo primo 3. Esto nos permitira asignar un divisor de K a cada
diferencial.

Sea p el divisor primo de k = ko(x) divisible entre B. Sea p(x) € kolx] el
polinomio moénico irreducible que cumple p = (p(x)) si es que p # oo o bien
p(x) = 1/x si p = co. En cualquier caso vp(p(z)) = 1, luego p(z) es primo
en k,. Segun el teorema 5.19, sabemos que Ky = kog((m)), donde ko es la
clausura algebraica de kg en K.

Sea L = kop((p)). Asi el cuerpo de restos de L es el mismo que el de K,
mientras que p sigue siendo primo en L. Esto implica que f(L/ky) = f(Kyp/kp)
y e(L/ky) = 1. Concluimos que la extension L/k, es no ramificada y Ky /L es
totalmente ramificada.

Por el teorema [TAl 9.9], el polinomio minimo de 7 sobre L es un polinomio
de Eisenstein, digamos

fp.7) =7+ pfei(p)m®" + -+ pfi(p)m + pfo(p) =0,
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donde los coeficientes f;(p) son series enteras con coeficientes en kog v fo(p) es
una unidad. Derivando esta igualdad tenemos

LomE S wm o
Por una parte,
of / 1 /
87)(1?7 m) = (feor(p) +pfici(p)7 + -+ (fo(p) + pfo(p))
= folp) # 0 (mod ).
Por otro lado, la nota tras [TAl 5.24] implica que las potencias 1,, ..., ¢}

generan el anillo de enteros de Kq sobre el de L, y entonces [TAl 9.23] nos da

0
que a—f (p, ) genera el diferente de la extension Kq /L, que es el mismo que el de
i

la extension Ky /ky, ya que el tramo inferior es no ramificado. Si llamamos © al
diferente de la extension K/k, entonces el diferente de Ky /k, es su componente
D, y hemos probado que

o (32) = (50m) = ep(0m) = ()

Por otra parte,
dp _dpda
dr  dxdr’

b [f@) siptoc,
dx —1/2? sip=oo0.

Si P | oo, entonces vy (—1/2%) = vy (00?), mientras que si P 1 oo tenemos
igualmente que vy (p/(z)) = 0 = vy (00?). En cualquier caso tenemos que

wstae o (22 < os (22).

En particular tenemos que, ciertamente, vy (dz) = 0 para casi todo primo .
Lo mismo vale obviamente para cualquier forma diferencial o dx no nula. Esto
justifica la definicion siguiente:

Definicion 6.22 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y a dz una forma
diferencial no nula en K. Llamaremos divisor diferencial asociado a « dx al
divisor

(Oé dl‘) — Hmvm(a dm),
B

donde J
vp(adr) = vy (a dx) ,
™

para cualquier primo .
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Hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 6.23 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg. Sea dxr una forma diferencial no nula en K, con lo que x es un
elemento separador y la extension K /ko(x) es separable. Sea © el diferente de
esta extension. Entonces

D
dr) = —.
() = =
La férmula (6.3) muestra que todos los divisores diferenciales son equivalen-
tes. De hecho, los divisores diferenciales constituyen una clase de equivalencia
de divisores de K.

Definicion 6.24 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, llamaremos clase
diferencial o clase candnica de K a la clase de divisores de K formada por los
divisores diferenciales.

Vamos a calcular el grado de la clase candnica de una curva proyectiva bajo
una restriccién: diremos que un punto P de una curva proyectiva V' es ordinario
si V tiene mp(V) tangentes distintas en P. El teorema 6.9 implica (véase la
observacion posterior) que en tal caso V tiene mp (V') primos sobre P. Es claro
que todo punto regular es ordinario.

Teorema 6.25 Sea V una curva proyectiva plana de grado n (sobre un cuerpo
algebraicamente cerrado) cuyas singularidades sean todas ordinarias. Entonces
el grado de su clase candnica es 2g — 2, con

(n—=1)(n—2) mp(V)(mp(V) — 1)
2 _Z - 2P ’

g:
P

donde P recorre los puntos (singulares) de V

DEMOSTRACION: Por el teorema 6.11, podemos tomar una recta que corte
a V en n puntos distintos. Podemos tomar un sistema de referencia respecto al
cual esta recta sea Z = (. También podemos exigir que la recta Y = 0 corte a
la anterior en un punto (que tendra coordenadas (1,0,0)) que no esté en V ni
en ninguna de las tangentes a V' por puntos singulares.

El teorema de Bezout implica que en los n puntos donde V' corta a la recta
infinita Z = 0 el namero de interseccion es 1, luego todos estos puntos han de
ser regulares. En otras palabras, V' no tiene singularidades en el infinito.

Consideramos las coordenadas afines x = X/Z e y = Y/Z. El grado de la
clase canodnica es, por ejemplo, el grado del divisor (dx), que es el que vamos a
calcular. Sea V =V(F), con F € ko[X,Y].

Sea P = (a,b) un punto finito de V. Si 2—5 p 7 0 entonces P es un punto
regular, y ciertamente X = a no es la recta tangente a V en P, luego si ‘B es el
tnico primo de V situado sobre P, se cumple que m = x — b es primo en Oy y
dr = d(z — b) = 1dm, luego vy (dx) = vyp(1) = 0.
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OF . .. . . o OF
Supongamos ahora que a—Y|P = 0. Distinguimos dos casos: si 5% |P #£0

entonces P es regular e Y = b no es la tangente a V en P; si % p = 0 entonces

P es singular y la recta Y = b tampoco es tangente a V en P porque contiene
al punto (1,0,0).

Asi pues, en cualquier caso tenemos que la recta Y = b no es tangente a V'
en P. Consecuentemente Ip(V NY —b) = mp(V). Puesto que este namero
de interseccion es la suma de los valores vyp(y — b) para todos los primos P
situados sobre Py hay mp (V') tales primos (ya que P es ordinario), concluimos
que vgp(y — b) = 1 para todo primo B. Asi pues, 7 = y — b es primo en Og.
Ademas dm = dy.

Ahora usamos que F(z,y) = 0, por lo que

oF oF
— d — dy = 0. 4
ox (& y)de + oo (2, y) dy = 0 (6.4)
Despejando,
oF oF
_ 9y _ oY
0X oX

Por consiguiente vy (dz) = vy (g—f:) —Up (%}«;) Si sumamos sobre todos los

primos situados sobre P tenemos que

oF oF
de) =1 — | =1 — .
%U‘B( z) P<Vﬂay> p<VﬂaX)
Vamos a calcular el segundo nimero de interseccion. Sea
F=F,(X-aY-b)+F,11(X—aY -0+

la descomposicion en formas de F' alrededor de P, donde m = mp (V). El hecho
de que Y —b no sea tangente a V en P se traduce en que Y —bt F,,(X —a,Y —b)
o, equivalentemente, en que Y 1 F,,,(X,Y). En particular F,,, # Y™, luego las
tangentes a V en P se corresponden con las raices de F,(X,1), las cuales son
simples (pues P es ordinario).

Esto implica que %L)’("(X , 1) sea un polinomio no nulo sin raices en comin con
F,,,. Dichas raices se corresponden con las tangentes en P de g—§, luego conclui-
mos que F'y g—)lz no tienen tangentes comunes en P (y ademas P tiene multiplici-
dad m—1 en la derivada). Esto implica que Ip (V N g—f;) =mp(V)(mp(V)—1).
En total:

%vm(d:c) =1Ip (V n 25) — mp(V)(mp(V) - 1),

donde P recorre los primos de V situados sobre P. Notemos que esta formula
es valida incluso en el caso en que g—ﬂ p 7 0, pues entonces ambos miembros
son nulos.

Supongamos ahora que P es un punto infinito. Por la eleccion del sistema
de referencia tenemos que P = (a,1,0), P es regular y la recta Z = 0 no es
tangente a V en P. Sea P8 el tnico primo de V situado sobre P.
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Llamando z = Z/Y, tenemos que 1 = Ip(V N Z) = vp(z), luego 7 = 2
es primo en Og. Ademés y = 1/z, luego dy = (—1/2%)dz = —w 2 dnr, luego
v (dy) = —2. Despejando dz en (6.4) concluimos que

vt o (25) - op (25) -2

Ahora hemos de tener cuidado con el hecho de que las derivadas representan
funciones en coordenadas afines y 8 es un primo infinito. Para calcular las
valoraciones hemos de homogeneizar las derivadas.

Sea F(X,Y,Z) la homogeneizacion del polinomio F(X,Y), de modo que
F(X,Y) = F(X,Y,1). Claramente 25 (X,Y) = 9£(X,Y,1), y a su vez

OF OF E(X,Y,Z)
87(:8’ y) = 8Y(x Z/J)*T~

Podemos hablar del nimero de interseccion Ip (V N g—g(X , Y)), siendo la
derivada una curva afin y P un punto infinito, entendiendo que con ello nos
referimos al numero de intersecciéon en P de V con la clausura proyectiva de
la curva, es decir, a Ip(V N 2E(X,Y, Z)), pero este nimero de interseccién no
puede calcularse dividiendo oF entre Z™ 1, porque Z se anula en P. Una forma

oy
que no se anula en P es Y, luego

oF 9L(X,Y,Z) oF yn-1
Up (m,(x»y)) = Up (Wzn_l = Uy Yi: +op (Zn—l)

- oF e oF\
—IP(VOW)+U‘J3(Z )—Ip(Vﬂay,> (TL ].)

Igualmente

oF 2L (XY, 2) 8% yn-1
vp (gx @) ) =w (B mm— | = (o ) o ot )
pero ahora observamos que 87 p 7 0, con lo que el primer término del miembro
derecho es nulo. En efecto, si la derivada fuera nula, evaluando en P = (a, 1,0)

la relacion OF OF oF

e OF | _ 9F| _ .
concluiriamos que 35|, = gy |p = 0y, como P es regular, la derivada respecto
de Z seria no nula, pero entonces Z = 0 seria tangente a V en P, lo cual es

falso. Asi pues, tenemos que

o (G o)) = (-1,

’Uqg(d.’b) =1Ip <V N g}F/> 2.

En total,
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Ahora so6lo hemos de sumar para todos los primos y aplicar el teorema de
Bezout:

grad(dz) = EP:IP <V N gf:) —2n— ;mp(V)(mp(V) -1

=n(n—1)—2n— ;mp(V)(mp(V) -1)

=n—-1)n-2)—2— %:mp(V)(mp(V) —1)=2g9—2.

La razén para expresar el grado en términos de g es que g sera lo que mas
adelante llamaremos género de V', de modo que en el caso ky = C coincidira con
el género topologico que ya tenemos definido.

Nos ocupamos ahora de los residuos de una forma diferencial. Si K es un
cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg, a, 5 € Ky
p es un primo de K, tenemos definido

Resp (B da) = Resg, (Bdya) € kop,

donde kop, es la clausura algebraica de kg en K. En general estos residuos no
estan en el cuerpo de constantes ky. El teorema B.28 muestra que las trazas
conectan bien los residuos entre extensiones, por lo que resulta conveniente
definir

j{ﬁ do = Tr];g‘“ (Resp (B da)).
p
Notemos que esto tiene sentido para todo «, 8 € K. Claramente esta

integral es ko-lineal en o y en 3. Del teorema B.28 deducimos ahora la siguiente
version global:

Teorema 6.26 Sea L/K una extension separable de cuerpos de funciones al-
gebraicas sobre un cuerpo de constantes kg. Sea o € K y 8 € L. Entonces, para
cada primo p de K se cumple

]{TrK dafzfﬁda

PBlp

DEMOSTRACION: Basta usar que la traza global es la suma de las trazas
locales (teorema 5.32):

?{Trf((ﬂ) doa = Z]{TrK B) da = ZTrkOp Resy( TrK (8) do)

P Blp Blp
= ZTrkO" Tr:‘”B (Resg (B dv))) ZTrkOm (Resq (B dv))
Blp Blp

B ‘ﬁpy{ o
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Es importante observar que la integral local de una forma diferencial de-
pende del cuerpo de constantes que estemos considerando. Concretamente,
si cambiamos el cuerpo de constantes por otro mayor, la integral respecto al
cuerpo menor es la traza de la integral respecto al cuerpo mayor. La igualdad
del teorema anterior se cumple si las integrales de ambos miembros se calcu-
lan respecto al mismo cuerpo de constantes, al contrario de lo que ocurre en el
teorema siguiente:

Teorema 6.27 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo exacto
de constantes kg. Sea L una extension finita de constantes de K. Entonces, para
todo a, B € K y todo primo p de K se cumple que

éﬁdazz B da,

plp 7 ¥

donde las integrales del miembro derecho se calculan respecto al cuerpo exacto
de constantes de L.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que la extension L/ K es finita de Galois
y que los divisores de p en L tienen grado 1. En efecto, siempre existe una
extension L’ de K en estas condiciones y que contiene a L, y el teorema para
L/K se sigue inmediatamente del teorema para L'/K y L'/L.

Sea k; el cuerpo de constantes exacto de L y sea p =5 --- B, la factoriza-
cion de p en L. Tomando grados en ambos miembros concluimos que r = grad p.

Sean = |L : K| = |k1 : ko|. Es facil ver que la restriccion determina un
isomorfismo G(L/K) = G(k1/ko). Cada o € G(L/K) determina un isomorfismo
topologico o : Ly, — Ly(p,). Si m € K cumple vy () = 1, entonces también
vy, (m) = 1, por lo que Ly, = ki((m)). El isomorfismo inducido por o viene
dado por

o (;ami) = ;U(ai)wi.

Fijemos automorfismos o; tales que o;(P1) = P,;. Identifiquemos a K,
como es habitual, con la clausura de K en Lg,, de modo que K, = kop((7)),
donde kg, es un subcuerpo de k; de grado r sobre kg. En este punto es crucial
observar que esta representacion de kg, como subcuerpo de ki depende de la
elecciéon que hemos hecho de 931, en el sentido de que si queremos identificar a
K, con un subcuerpo de otro Ls, tendremos que sustituir kg, por su imagen
por ;.

Si un automorfismo ¢ € G(L/K) fija a B entonces fija a kop. Como el
nimero de automorfismos que cumplen una y otra condicién ha de ser igual a
n/r, el reciproco es cierto y, por consiguiente, las restricciones o|,, son los 7
monomorfismos de ko, sobre ky. Sea

d .
ﬁ ﬁ = ;aiﬂ-lj a; € k0p~
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Entonces Resq, (6 da) = a_; y aplicando o; obtenemos que Resy, (6 da) =
oi(a—1). Por otra parte a_; es también Res, (5 da), con lo que

Zéﬁda = ZRQS% (Bda) = Zai(a,l) = Trllzg"(Resp(ﬁ da)) = %5da.

PBlp 4

Ejercicio: Probar que el teorema anterior es véilido para extensiones infinitas de
constantes.

Sabemos que el orden de una forma diferencial es nulo en todos los primos
salvo a lo sumo en una cantidad finita de ellos, luego el residuo correspondiente
también es nulo. Por consiguiente tiene sentido la suma

Z%ﬁda.

p 7P
Ahora podemos probar otro importante teorema global:

Teorema 6.28 (Teorema de los residuos) Sea K un cuerpo de funciones
algebraicas sobre un cuerpo de constantes kg y 8da una forma diferencial en

K. Entonces
> 7{ Bda = 0.
p p

DEMOSTRACION: Sea z € K un elemento separador y sea k = ko(x). Basta

probar que
Z]{ﬁdm:o, BeK,
p 7P

da
pues el caso general se sigue de éste cambiando 8 por § —. A su vez 6.26 nos

da que la suma de las integrales locales de 8 dx en K es la misma que la suma de
las integrales locales de TrkK (8) dz en k. Por consiguiente, podemos suponer que
K = ko(x) es un cuerpo de funciones racionales. El teorema 6.27 nos permite
sustituir kg por una extension finita. Esto nos permite suponer que los divisores
primos de 8 tienen grado 1. Entonces 8 dx se descompone en una combinacion
lineal de términos de la forma

dix', 2t dx.
(z —a)’

En efecto, si © — a es un divisor del denominador de 3, el desarrollo en
serie de Laurent de (8 alrededor de este primo consta de un ntmero finito de
multiplos de funciones (z — a)~% mas una funcién racional cuyo denominador
no es divisible entre x — a. Volviendo a aplicar este proceso de descomposiciéon
con otro primo, finalmente llegamos a una funciéon racional cuyo denominador
es constante, luego es un polinomio, luego es combinacién lineal de términos z*.
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Asi pues, basta probar el teorema para formas de los dos tipos indicados.
Las formas z' dx tienen todos sus residuos nulos, al igual que las formas del
primer tipo cuando ¢ # 1. Por ultimo,

dz dx
Resp g — =1, Resqo —— = —1,
T—a T—a
y todos los demas residuos son nulos, luego estas formas también cumplen el
teorema. -

Observemos que si el cuerpo de constantes es algebraicamente cerrado, las
integrales locales son simplemente los residuos, y el teorema anterior afirma en
tal caso que la suma de los residuos de una funcién algebraica es nula.

Diferenciales en curvas algebraicas Terminamos la seccién relacionando
la nociéon de forma diferencial que acabamos de introducir con la usual en geo-
metria algebraica y, en particular para curvas complejas, con la de la geometria
diferencial.

Ante todo observemos que si V' es una curva algebraica sobre un cuerpo
(algebraicamente cerrado) kg, o € Op(V) y 7 es un parametro local en P, tras
el teorema 5.20 vimos que el desarrollo en serie de « en ko(V)p respecto al
primo 7 es precisamente la serie de Taylor de « respecto de m, de donde se sigue
que la derivada de « respecto de m que hemos definido en este capitulo coincide
con la definida en 3.42 (véanse los comentarios tras la definicion).

Una forma diferencial en sentido amplio sobre una curva V seria cualquier
aplicaciéon w que a cada punto P en un abierto U de V le asigne un elemento
wp del espacio cotangente TpV*. El conjunto de todas las formas diferenciales
definidas sobre un mismo abierto U tiene estructura de kg-espacio vectorial con
las operaciones definidas puntualmente. Mas atn, es un modulo sobre el anillo
de todas las funciones de U en kg. Si w es una forma en un abierto U, su
restriccion w|ps a un abierto menor U’ es una forma en U’.

Por ejemplo, si U es un abierto en V' y « € ko[U], entonces podemos consi-
derar a da como una forma diferencial en U, que a cada punto P € U le asigna
dpa € TpV*™.

Sea w una forma diferencial definida en un entorno U de un punto P y sea
m un parametro local en P. Entonces el teorema 3.29 nos da que, para todo @
en un entorno U’ C U de P, la funciéon = — 7(Q) es también un parametro local
en @, por lo que dgm es una base de ToV™ y existe una funcion o : U — ko
tal que w|y = admr.

Si 7’ € ko(V') es otro parametro local alrededor de P, entonces

73
dr|yay = e dr'lunu -

Hemos visto que drn/dn’ € ko[U NU’]. En vista de esto, podemos definir
una forma regular en un punto P como una forma w tal que w|y = adn, donde
7 — (@) es un parametro local en todos los puntos de un entorno U de Py
a € ko[U], sin que importe el parametro con que se comprueba la regularidad.
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Es facil ver que si dos formas son regulares en un abierto U y coinciden en
un abierto menor, entonces coinciden en todo U. Esto nos permite definir una
forma racional en V' como una forma diferencial que es regular en un abierto U
de V, no esta definida fuera de U y no admite una extension regular a ningtn
abierto mayor. Claramente, toda forma regular en un abierto de V' se extiende
a una unica forma racional en V. Toda forma racional en V' es (la extension de
una forma) de tipo acdm, para una cierta funcion = € ko(V).

Maés atin, si a, 8 € ko(V') son funciones arbitrarias, entonces para cada punto
P donde ambas son regulares podemos tomar un parametro local m y expresar
adf =« % dm,
dm
lo que prueba que toda forma adf es (o se extiende a) una forma diferencial
racional en V. Ahora ya es facil comprobar que las formas diferenciales del
cuerpo ko(V') pueden identificarse con las formas racionales en V.

Si kg = C o, mas en general, si V es una superficie de Riemann, en los
razonamientos anteriores podemos cambiar “pardametro local” por “carta”’, “re-
gular” por “holomorfa” y “racional” por “meromorfa” y asi es facil concluir que
las formas diferenciales en M(V) son las formas diferenciales meromorfas en V,
es decir, las formas diferenciales (en el sentido de la geometria diferencial) defi-
nidas en V salvo en un ndmero finito de polos y de modo que en cada abierto
coordenado U (dominio de una carta z) se expresan como f dz, donde f es una
funcién meromorfa en U.

6.3 La dimension de un divisor

En la seccién siguiente demostraremos un teorema fundamental sobre curvas
algebraicas, el teorema de Riemann-Roch, que es esencialmente una férmula que
relaciona el grado de un divisor con otro invariante asociado que introducimos
a continuacion.

Definicion 6.29 Sea K un cuerpo de fracciones algebraicas y a un divisor de K.
Llamaremos muiltiplos de a a los elementos del conjunto

m(a) = {a € K | vp(a) > vy (a) para todo P}.

Notemos que un o € K* es miltiplo de a si y sdlo si a | (a), pero en la
definicién de m(a) admitimos también al 0. Asi, por las propiedades de las
valoraciones, los conjuntos de miltiplos son claramente kg-espacios vectoriales.

Si a € m(a) es no nulo, entonces

0 = grad(a) = > vp(a)gradP > > vp(a) grad P = grad a.
B B

Asi pues, si grad a > 0 necesariamente m(a) = 0. Para trabajar con divisores
de grado positivo es costumbre definir la dimension de un divisor como la del
espacio de miltiplos de su inverso:
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Definiciéon 6.30 Sea a un divisor de un cuerpo de funciones algebraicas K
sobre el cuerpo de constantes kq. Definimos la dimension de a como

dim a = dimy, m(a™?).
No es evidente que la dimension de un divisor sea finita, pero lo es:

Teorema 6.31 St K es un cuerpo de funciones algebraicas, todos los divisores
de K tienen dimension finita.

DEMOSTRACION: Sea a un divisor de K (podemos suponer grada > 0) y
sea P un divisor primo de K tal que vyp(a) = 0. Llamemos g = grad‘B. Sea r
un nimero natural no nulo tal que dimm(a=!) > rg.

Todo a € m(a™!) cumple vg(a) > vp(a™t) = 0, luego m(a™') C Ogp.
Observemos ahora que

dimg, O /P < rg.

En efecto, consideramos la sucesion de subespacios vectoriales

0=P"/P" <P /P < <P/P< O /B

Basta ver que cada cociente de dos espacios consecutivos tiene dimension g.
Para el dltimo tenemos que (Og/PB")/(B/B") = O /B = K, que ciertamente
tiene dimensién g sobre k.

Para los restantes tenemos que (P?/P")/(P+!/P") = P'/P*T'. Tomando
7 € K tal que vg(m) = 1, podemos definir un isomorfismo

F‘B — ;’pi/mi-‘rl
mediante [a] — [ar?].

Asi pues, si ag, ...,y € m(a™!) son ko-linealmente independientes, sus
clases modulo " no pueden serlo, luego existen constantes no todas nulas tales
que

0 =apo + -+ + Grgarg = 0 (mdd P").

Por lo tanto, vy (f) > r. Tenemos que § € m(a™!) y como los a; son
linealmente independientes, se cumple que 6 # 0. Por el teorema 5.41 resulta
que

0 = grad(0) = Yvq(f) gradQ > 3 va(a™!) grad Q + r grad P.
Q Q#FP

Teniendo en cuenta que vy (a~™!) = 0, podemos afiadir el término que falta
al sumatorio, que pasa a ser — grad a. Concluimos que rg < grad a, luego

r< grada'

g

Por consiguiente, si 7 es la parte entera de ¢~ ! grad a + 1, no puede cumplir
la desigualdad de partida, con lo que

grad a

dima < ( + 1) grad P = grad a + grad ‘B.
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Otra propiedad relevante es que la dimension del espacio de multiplos es
la misma para los divisores equivalentes. En efecto, de la propia definicion se
desprende que si & € K* entonces m(aa) = am(a), por lo que la aplicacion
u — au es un automorfismo de K como kg-espacio vectorial que transforma
m(a) en m(aa). Por consiguiente podemos hablar de la dimension de una clase
de divisores, asi como de la aplicacion

dim: D/P — N.

También hemos visto que las clases de grado negativo tienen dimension nula.
Vamos a calcular ahora la dimensién de las clases de grado 0. Suponemos que kg
es el cuerpo exacto de constantes de K.

En general, si A es cualquier clase de divisores y a € A, para cada o € K* se
cumple @ € m(a™1) si y sélo si (o) = m/a para un cierto divisor entero m, que
de hecho pertenece a la clase A. Reciprocamente, todo divisor entero m € A
da lugar a un a € m(a~!) que satisface la relacién anterior. Segtin 5.37, dos
elementos no nulos de m(a~!) se corresponden con un mismo divisor m si y s6lo
si se diferencian en un elemento de ky. (Aqui usamos que kg es el cuerpo exacto
de constantes.)

Si dim A = r, podemos tomar una ko-base ay, ..., a, de m(a~!) y entonces
sus divisores enteros correspondientes m; son distintos dos a dos. Por con-
siguiente, una clase de divisores A contiene al menos dim A divisores enteros
distintos dos a dos.

Ahora basta tener en cuenta que 1 es el tnico divisor entero de grado 0, por
lo que si A # 1 es una clase de grado 0, necesariamente dim A = 0. Similarmente
dim1 < 1y, puesto que kg C m(1), de hecho se da la igualdad y dim1 =1. En
resumen:

Teorema 6.32 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre el cuerpo
exacto de constantes kg y A € D/P es una clase de divisores de grado 0, enton-

ces 0 siA#1,

mmA:{l siA=1.

Veamos que las extensiones de constantes conservan la dimensiéon de los
divisores (entendida, al igual que el grado, respecto al cuerpo de constantes
exacto de cada cuerpo).

Teorema 6.33 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y L una extension
finita de constantes de K. Sean ko y k1 los respectivos cuerpos de constantes
exactos. Entonces la dimension (respecto a kg) de un divisor de K coincide con
su dimension (respecto a ki) como divisor de L. Mds concretamente, si a es un
divisor de K, toda ko-base de my (a) es una ki-base de my(a).

DEMOSTRACION: Basta probar la ultima afirmaciéon. Sea wy,...,w; una
ko-base de mg(a). En primer lugar, si p es un primo de K, tenemos que su
descomposicion en L es de la forma p = Py ---PB,., donde los primos PB; son
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distintos dos a dos. Por lo tanto las valoraciones v, extienden a la valoraciéon vy,
y asi, si a € K, la relacion v,(a) > n equivale a que vy, (o) > n para todo @.
De aqui se sigue que w; € mr(a).
Es facil ver que wq,...,w,, son linealmente independientes sobre k;. En
efecto, sea k1 = ko(a). Si Y a;w; =0, con a; € ki, entonces a; = > b;j;a’, con
i J

bij € ko, luego > b;jw;al = 0, de donde Y bj;w; = 0 y por consiguiente todos
7 7
los coeficientes b;; son nulos.

Con esto hemos probado que dimg a < dimy, a. Si llamamos k5 a la clausura
normal de k; sobre ky y L’ a la extension de constantes de K asociada a ko,
tendremos que dimg a < dimz a < dimyzr a, y basta probar la igualdad de los
extremos. Equivalentemente, podemos suponer que k; es normal sobre k.

Tomemos 5 € my(a). Hemos de probar que es combinacion lineal de los
elementos w;. En principio 8 = Y. a;a’, con a; € K. Sean ay,...,a, los

7
conjugados de « sobre kg (y también sobre K). Entonces, las imégenes de
por los K-automorfismos de L son los elementos 3; = ) aiaé. Es facil ver que
todos ellos pertenecen a mp,(a). ‘
La matriz (a}) tiene determinante no nulo (es de Vandermonde), luego po-
demos despejar a; = Y b;;5;, con b;; € k1. Puesto que my(a) es un kj-espacio
1

vectorial, concluimos que a; € mr(a) N K C mg(a). Consecuentemente, cada
a; es combinacién lineal de los w; con coeficientes en kg, y de aqui que S es
combinacioén lineal de los w; con coeficientes en kj. n

De aqui extraemos una consecuencia interesante:

Teorema 6.34 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y L una extension
finita de constantes de K. Entonces un divisor de K es principal como divisor
de K si y solo si es principal como divisor de L. Por consiguiente podemos
identificar el grupo de clases de K con un subgrupo del grupo de clases de L.

DEMOSTRACION: Basta probar la primera afirmacién, pero, segin 6.32, un
divisor a es principal si y s6lo si grada =0 y dima = 1, y estas propiedades se
conservan en las extensiones finitas de constantes. u

Esto se generaliza inmediatamente a extensiones infinitas de constantes: to-
das ellas conservan la dimension y la equivalencia de divisores, y el grupo de
los divisores de una extensién es la unién de los grupos de divisores de las
extensiones finitas intermedias.

6.4 El teorema de Riemann-Roch

Ya tenemos casi todos los elementos necesarios para demostrar el teorema
fundamental sobre cuerpos de funciones algebraicas. Como ya hemos comen-
tado, se trata de una formula que relaciona la dimensioén y el grado de un divisor
(0, equivalentemente, de una clase de divisores). En esta formula interviene una
constante asociada al cuerpo que resulta ser una generalizacién de la nocién de
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género que ya tenemos definida topologicamente cuando el cuerpo de constan-
tes es C. Vamos a seguir la prueba de André Weil, basada en el concepto de
elemento ideal que introducimos a continuacién.

Definicion 6.35 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
de constantes kg. Llamaremos elementos ideales aditivos de K a los elementos
a del producto cartesiano de todas las compleciones Ky de K que verifican
vy (asp) > 0 salvo a lo sumo para un namero finito de primos .

El conjunto Vi de todos los elementos ideales aditivos tiene estructura de
anillo (con divisores de 0). Podemos identificar cada o € K con el elemento
ideal dado por asp = «, para todo divisor primo 9 de K. De este modo, K es
un subcuerpo de V.

Para cada divisor a de K definimos A(a) como el conjunto de los elementos
ideales o € Vi tales que vy (asp) > —vg(a) para todo divisor primo P de K.

De este modo se cumple que A(a) N K = m(a~!). Tanto Vx como los
conjuntos A(a) tienen estructura de kg-espacio vectorial y la dimension de la
interseccion A(a) N K es lo que hemos llamado dim a.

En general, si B es un espacio vectorial y A < B, representaremos por |B : A|
a la dimension del espacio cociente B/A.

Es claro que a | b si y solo si A(a) C A(b). Vamos a calcular la dimension
del cociente |A(b) : A(a)| (sobre ko).

Teorema 6.36 Sean a y b dos divisores de un cuerpo de funciones algebraicas
tales que a | b. Entonces

|A(B) : A(a)| = grad b — grad a.

DEMOSTRACION: Basta probarlo en el caso en que b = @3, para un cierto
primo PB. Sea K el cuerpo de funciones que estamos considerando y sea Oz C K
el anillo de enteros respecto a . Sea 7 € K tal que vp(m) = 1y sea n = vp(a).
Consideremos la aplicacion Oy — A(b)/A(a) que a cada a € Oy le asigna
la clase del elemento ideal cuya componente $B-ésima es 7~ " !a y sus otras
componentes son nulas. Claramente se trata de un epimorfismo de espacios
vectoriales y su nicleo es 3. Asi pues,

|A(B) : A(a)] = dim O /P = gradP = grad b — grad a.

La siguiente formula que necesitamos se prueba mas claramente en un con-
texto general: sean B y C dos subespacios vectoriales de un mismo espacio y
A < B. Entonces

B:A|=|B+C:A+C|+|BNC:ANC|.
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En efecto, se cumple
|IB: Al = |B:A+(BNCO)|+|A+(BNC):A|
|IB/(BNC): (A+(BNC)/(BNC)|+|A+ (BNC): Al

La imagen del cociente (A + (BN C))/(BNC) por el isomorfismo natural
B/(BNC) = (B+(C)/C es claramente (A + C)/C, luego

IB: Al =|(B+C)/C:(A+C)/C|+|BNC:ANBNC|,

y de aqui se sigue la féormula buscada. ]

Nos interesa el caso particular en que A = A(a), B = A(b) (con a | b) y
C = K. Entonces tenemos

[A(b) : A(a)| = [A(b) + K : A(a) + K[+ [m(b~") s m(a™")].
Teniendo en cuenta el teorema anterior concluimos:

Teorema 6.37 Sean a y b dos divisores de un cuerpo K de funciones algebrai-
cas tales que a | b. Entonces

gradb — grada = [A(b) + K : A(a) + K|+ dim b — dim a.
Necesitamos descomponer el indice de esta féormula como diferencia
[V : A(b) + K| — |Vk : Ala) + K|,

pero para ello hemos de probar que estos indices son finitos.

Conviene introducir la funcién
r(a) = grada — dima,
de modo que si a | b se cumple
0<|A(b) + K : A(a) + K| =r(b) —r(a). (6.5)

Asi pues, la funcién r es “creciente”. Vamos a probar que estia acotada
superiormente.

Fijemos un z € K no constante. Sea k = ko(x), sea n = |K : ko(x)| y sea
ai,...,a, una k-base de K. Podemos suponer que los «; son enteros sobre
ko[z], es decir, que sus polos estan en los primos infinitos. Por consiguiente
existe un namero natural so tal que a; € m(co™%).

Tomemos un natural s > sg. Si 0 < m < s — sy entonces 2™ «a; € m(oco™*).
Puesto que estas funciones son linealmente independientes sobre kg, esto prueba
que dimoo® > (s — 50 + 1)n.

Llamemos N, = |A(00®) + K : A(1) + K| > 0. El teorema 6.37 paraa =1y
b = 00’ nos da

sn = gradoo® = Ny +dimoo® = 1> Ny + (s —sg+ 1)n—1,
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luego N < son —n + 1, para todo s > sg. Por consiguiente
r(co®) —r(1) <spn—n+1

y asi r(00®) < r(1) 4+ son — n + 1 para todo s > sg.

Ahora tomamos un divisor arbitrario b. Sea p(z) € ko[z] un polinomio
que tenga ceros adecuados en los divisores finitos de b, de modo que, para un s
suficientemente grande, b | p(x)oo®. Ahora usamos que la funcion r es monétona
y so6lo depende de las clases de los divisores, con lo que

r(b) < r(p(x)oo’®) = r(c0®) <r(l) + son —n+ 1.

En resumen, tal y como queriamos probar, la funciéon r estd acotada supe-
riormente.

El interés de esto se debe a lo siguiente: Si en la formula (6.5) fijamos a, tiene
que haber un divisor b tal que a | b y el indice |A(b) + K : A(a)+ K| sea méaximo
(pues la funcion r(b) esta acotada). Por otra parte, tomando b suficientemente
grande podemos hacer que A(b) contenga cualquier elemento prefijado de Vi,
luego el grado maximo so6lo puede alcanzarse si A(b) + K = V. Asi pues:

Teorema 6.38 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, existe un divisor b
en K tal que Vi = A(b) + K.

Mas atn, lo que hemos probado es que todo divisor a tiene un multiplo b
que cumple el teorema anterior, con lo que la férmula (6.5) nos da que el indice

d(a) = |Vk : Aa) + K|

es finito.
Ahora podemos escribir la férmula del teorema 6.37 como

grad b — grada = §(a) — §(b) + dim b — dim a,

0 mejor,
dima — grada — §(a) = dim b — grad b — §(b).
En principio, esto se cumple si a | b, pero como todo par de divisores tiene

un miltiplo comtn, de hecho vale para todo a y todo b. En definitiva, hemos
encontrado un invariante de K, que conviene representar de la forma siguiente:

Definicion 6.39 Llamaremos género de un cuerpo de funciones algebraicas K
al nimero natural g que cumple

dima —grada —d(a) =1 —g,

para todo divisor a de K.
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Mas adelante veremos que si el cuerpo de constantes es kg = C, entonces el
género que acabamos de definir coincide con el género topoldgico de Y. De
momento observemos que se trata ciertamente de un nimero natural, pues si
tomamos a = 1 queda

g=96(1)=|Vk: A1) + K|.
La ecuacién que define a g es, equivalentemente,
dima = grada — (g — 1) + d(a),

donde §(a) > 0. Esta formula es casi el teorema de Riemann-Roch. Soélo falta
sustituir 6(a) por una expresion que no involucre elementos ideales.

Definiciéon 6.40 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, una diferencial
de Vi es una aplicacién lineal A : Vx — kg que se anula en un conjunto de la
forma A(a) + K, para cierto divisor a de K.

Veremos enseguida que estas diferenciales pueden identificarse con las formas
diferenciales de K definidas anteriormente. Para ello necesitamos algunos hechos
basicos sobre ellas que ya conocemos para formas diferenciales.

El conjunto de las diferenciales de Vi tiene estructura de kg-espacio vecto-
rial. El conjunto de aquellas que se anulan en un conjunto A(a) + K fijo es un
subespacio vectorial, isomorfo al dual del espacio cociente Vi /(A(a)+ K), luego
su dimension es 0(a).

Podemos dotar al espacio de las diferenciales de estructura de K-espacio
vectorial. Para ello, si A es una diferencial que se anula en A(a) + K y z € K,
definimos xA mediante (zA)(a) = A(xza). Ciertamente zA es ko-lineal y se anula
en A((x)a) + K.

Teorema 6.41 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y A\ una diferencial
no nula de su espacio de elementos ideales. Entonces la familia de los conjuntos
A(a) donde se anula X tiene un mdzimo respecto a la inclusion.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que si A se anula en A(ay) y
en A(az), entonces también se anula en

A(al) + A(ag) = A(HlCIIl(CLl, CLQ)).

Esta igualdad se prueba facilmente a partir de la relacién (en Ky)

mm + ;Bn _ ;Bmin{m,n}.

En vista de esto basta demostrar que el grado de los divisores a tales que
A se anula en A(a) esta acotado, pues si a tiene grado méaximo, entonces A(a)
cumple lo pedido.

Sea, pues, a un divisor tal que A se anula en A(a) y sea b un divisor arbitrario.
Tomemos z € m(b~!). Entonces x\ se anula en A((z)a) y, como ab™! | (z)a,
también en A(ab~!). Si zy,...,2, € m(b~1) son linealmente independientes
sobre ko, lo mismo les sucede a z1 A, ..., z, A (ya que por hipétesis A # 0), luego
§(ab™1) > dim b.
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La definicién del género de K nos da que
dim(ab™') — grada 4 grad b+ (g — 1) = §(ab™ ') > dim b
=gradb — (g — 1) + 4(b),

luego
grada < dim(ab™') +2g — 2 — §(b) < dim(ab™!) 429 — 2.

Ahora basta tomar un divisor b de grado suficientemente grande como para
que grad(ab=1) < 0, con lo que dim(ab™!) = 0 y concluimos que grada < 2g—2.
n

En las condiciones de este teorema, es claro que el divisor a estd completa-
mente determinado por A(a) y por lo tanto por A.

Definicion 6.42 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas y A una diferencial
no nula de V. Llamaremos divisor asociado a A al mayor divisor a de K tal
que A se anula en A(a). Lo representaremos por (\).

Teorema 6.43 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas. FEl espacio de las
diferenciales de Vi tiene dimension 1 sobre K.

DEMOSTRACION: Supongamos que Ay i son dos diferenciales linealmente in-
dependientes sobre K. Entonces, si z1,...,z, € K son linealmente independien-
tes sobre el cuerpo de constantes kg, se cumple que 1A, ..., T\, T1fl, ..., Ty fh
son linealmente independientes sobre kg, pues si

Saizi A+ Y biaxiu =0, con a;, b; € ko,

la independencia de A\ y p obliga a que > a;z; = > byax; = 0, luego a; = b; =0
para todo i.

Sea a un divisor tal que A y p se anulen en A(a). Podemos tomar el mismo
pues, claramente, A(a) N A(b) = A(med(a, b)).

Sea b un divisor arbitrario. Si z € m(b~1) entonces z\ se anula en A((x)a),
que contiene a A(ab~!). Similarmente, zu se anula en A(ab~—1), luego podemos
concluir que §(ab~!) > 2dimb. Ahora la definicién de género nos da que

dim(ab™') — grada + grad b + (g — 1) > 2dim b
=2(gradb— (g — 1) + (b)) > 2gradb —2(g — 1).

Tomamos b de grado suficientemente grande como para que dim(ab—1) = 0,
la formula anterior nos da que el grado de b esta acotado superiormente, lo cual
es absurdo, pues b es arbitrario. n

Ahora ya podemos interpretar las diferenciales de Vi en términos de formas
diferenciales de K. Para ello observemos que si w es una forma diferencial de
K, para cada elemento ideal o € Vi podemos definir

/OZOJ = %:fépagp(/.)q}.
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Este operador integral es claramente kg-lineal. Por el teorema de los residuos
se anula en K y claramente también se anula en A(w). Por consiguiente este
operador integral es una diferencial de Vi en el sentido de 6.40. La aplicacion
que a cada forma w le asigna su operador integral en Vi es K-lineal y no nula.
Como el espacio de formas diferenciales de K y el de diferenciales de Vi tienen
ambos dimensién 1, de hecho tenemos un isomorfismo entre ellos.

Mas atn, se cumple que (w) es el mayor divisor a tal que la diferencial
asociada a w se anula en A(a), pues si (w) | ay vgp(a) > vp(w) para un primo P,
podemos tomar « € A(a) de modo que vy (o) = —vgp(w) — 1y va(a) = —vg(w)
para £ # P y entonces

/aw :% apwyp = Trzgm (Ressyp (apwsyp)).
B

Como v (aspwy) = —1, se cumple que Resy(aspwy) # 0 y multiplicando
asp por un elemento adecuado de kg podemos exigir que la traza sea también
no nula (porque la traza de una extension separable no puede ser nula).

Esto prueba que el divisor asociado a una forma diferencial es el mismo que
el asociado a su operador integral. Por consiguiente, los divisores asociados a
las diferenciales de Vi son precisamente los divisores de la clase canonica de K.

Finalmente podemos probar:

Teorema 6.44 (Riemann-Roch) Si K es un cuerpo de funciones algebraicas
y A es una clase de divisores de K, entonces

dim A =grad A — (g — 1) + dim(W/A),
donde W es la clase candnica y g es el género de K.

DEMOSTRACION: Sea ¢ un divisor de la clase canénica. So6lo hemos de
probar que, para todo divisor a de K, se cumple 6(a) = dim(ca™!). Sea A una
diferencial tal que (\) = c.

Si b es un divisor arbitrario y € m(b~1), entonces (z\) = (cb™1), es decir,
2 se anula en A(cb~1). Reciprocamente, si x\ es una diferencial que se anula
en A(cb™!) entonces c¢b™! | (z)) = (z)c, luego x € m(b™1).

Hemos probado que §(¢cb~!) = dimb. Esto vale para todo divisor b. To-
mando b = ca™! resulta §(a) = dim(ca™!). n

Es imposible explicar aqui la trascendencia de este teorema. Esta empe-
zard a ponerse de manifiesto en el capitulo siguiente, dedicado por completo a
mostrar sus consecuencias mas destacadas. Ahora veremos tnicamente las méas
inmediatas, que nos terminan de perfilar el concepto de género.

El género y la clase candénica En primer lugar veamos que el teorema de
Riemann-Roch nos permite caracterizar el género de un cuerpo de funciones en
términos méas naturales y operativos que la definicion que hemos dado. Asi, el
teorema siguiente muestra que el género puede definirse como la dimensiéon de
la clase canoénica, o también en funcién de su grado. Reciprocamente, la clase
canodnica puede caracterizarse en términos del género:
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Teorema 6.45 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g. Enton-
ces la clase canonica de K es la inica clase W que cumple

dim W =g, grad W = 2g — 2.

DEMOSTRACION: La primera igualdad se obtiene haciendo A = 1 en el
teorema de Riemann-Roch. La segunda con A = W. Si otra clase W’ cumple
esto mismo, entonces el teorema de Riemann-Roch nos da que dim(W/W') =1
y, por otra parte, grad(W/W') = 0, luego 6.32 implica que W/W’' = 1, y asi
W' =W. [

También podemos caracterizar el género en términos de la dimension y el
grado de divisores sin involucrar la clase canonica. Para ello observamos que
si grad A > 2g — 2, entonces grad(W/A) < 0, luego dim(W/A) = 0 y asi, el
teorema de Riemann-Roch se reduce a

dimA=gradA — (g — 1), (si grad A > 2g — 2).

Esto se conoce como la parte de Riemann del teorema de Riemann-Roch, y
permite definir el género de un cuerpo de funciones algebraicas como el valor

g=grad A —dim A + 1,

para cualquier clase A de grado suficientemente grande.

Por ejemplo, de aqui se sigue que el género se conserva en las extensiones de
constantes (calculado respecto al cuerpo exacto de constantes de cada cuerpo).
Basta tener el cuenta que las extensiones de constantes conservan la dimension
y el grado de los divisores. Mas en general, ahora vemos la forma en que el
género depende del cuerpo de constantes:

Teorema 6.46 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes kg y sea ki C K una extension finita de kog. Sean go y g1 el género
de K respecto a kg y k1 respectivamente, entonces

290 —2= |k1 : k0|(2gl — 2)
DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que 2g — 2 = 2grad A — 2dim A
para toda clase de grado suficientemente grande. m

Otra consecuencia sencilla es que los cuerpos de fracciones algebraicas tienen
género 0. En efecto, segiin el teorema 6.23, la clase canénica es W = [0o™?]
luego grad W = —2, y el teorema 6.45 implica entonces que el género es g = 0.

9

Relacion entre el grado y la dimensiéon La importancia del teorema de
Riemann-Roch reside esencialmente en que permite expresar explicitamente la
dimensioén de una clase de divisores en funcién de su grado, salvo para las clases
con grado 0 < n < 2g — 2. Basta tener presente que dim A = 0 si grad A < 0 (y
por lo tanto dim(W/A) = 0 si grad A > 2g — 2), asi como el teorema 6.32 para
las clases de grado 0. El teorema siguiente es una comprobacion rutinaria:



264 Capitulo 6. Funciones algebraicas 11

Teorema 6.47 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g. Sea W
su clase candnica y sea A, una clase de divisores de K de grado n. Entonces

e Sig=0,
. . 0 sin <0,
dlmA”_{n+1 sin > 0.
e Sig=1,
. 0 sin<O, . _J1 siAg=1,
dlmA”_{n sin >0, dlmAO_{o si Ag # 1.
o Sig>2,
. 0 stn <0,
dlmA"{n(gl) sin>2g—2,
. _ 1 st Ao =1, . g St Agg,Q = W,
dlmAO—{O si Ao#l, dlmAQQQ_{g_l si AQg-Q?éW-

La férmula del género de Hurwitz Para terminar probaremos que el gé-
nero de un cuerpo de funciones algebraicas sobre C coincide con el que ya te-
nfamos definido. Para ello probaremos una férmula general que se particulariza
a la que ya conocifamos para calcular el género en el caso complejo.

Teorema 6.48 (Formula de Hurwitz) Sea K/k una extension separable de
cuerpos de funciones algebraicas. Sean gx y gr los géneros respectivos y sea
Dk el diferente de la extension. Entonces

29k —2 = |K : k[(2g9x — 2) + grad g D gy,

DEMOSTRACION: Sea ¢ un divisor de la clase canoénica de k. De 6.23 se sigue
que D ¢ estd en la clase candnica de K. Asi,

grad e (Dg/ic) = grad g Dy, + grady ¢
grady Dk /i, + |K : k|(29x — 2).

29[{-2

Teniendo en cuenta el teorema 5.47 (y la forma en que [TAl 9.29] se usa en
la prueba) podemos dar una versién méas explicita de la formula de Hurwitz:

Teorema 6.49 (Formula de Hurwitz) Sea K/k una extension separable de
cuerpos de funciones algebraicas y sean gi , gi sus géneros respectivos. Entonces

29k =22 |K: k[(29% = 2) + D (e — 1) grad e F,
B

y la igualdad se da exactamente st cark = 0 o bien cark = p es un primo que
no divide a ningin indice de ramificacion egyp.
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En particular, si kg es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica 0
y k = ko(x), la formula de Hurwitz se reduce a

272g:2|K:k|7%(6q371),

Comparando con 5.58 podemos concluir lo que ya habiamos anunciado:

Teorema 6.50 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre C, entonces
el género definido en 6.39 coincide con el género topoldgico de la superficie de
Riemann Y.

En particular, si definimos el género de una curva cuasiproyectiva como el
de su cuerpo de funciones racionales, tenemos que esta definiciéon extiende a la
que ya teniamos para el caso complejo.

Ejercicio: Sea ¢ : S — T una aplicacion holomorfa no constante entre superficies de
Riemann (compactas). Demostrar que el género de T' es menor o igual que el de S. Si
S y T tienen el mismo género g > 2, entonces ¢ es biyectiva. Si ambas tienen género
g = 1, entonces ¢ es localmente inyectiva (no tiene puntos de ramificacion).






Capitulo VII

Consecuencias del teorema de
Riemann-Roch

En el capitulo anterior hemos demostrado el teorema de Riemann-Roch, que
a primera vista es una féormula técnica no muy sugerente. No obstante, ya
hemos podido vislumbrar su importancia en cuanto que nos ha permitido dar
una definiciéon puramente algebraica del género de un cuerpo de funciones, con
lo cual hemos caracterizado y generalizado la nocién topolodgica de género que
conociamos para curvas algebraicas complejas. Aunque esta nocién algebraica
de género va a ser fundamental en el estudio de los cuerpos de funciones alge-
braicas, lo cierto es que con ello no hemos visto mas que una minima parte de
las posibilidades que ofrece el teorema de Riemann-Roch.

7.1 Consecuencias inmediatas

Recogemos en esta primera seccidon algunas aplicaciones variadas del teorema
de Riemann-Roch.

Cuerpos de género 0 Como veremos enseguida, los cuerpos de género 0 son
esencialmente los cuerpos de fracciones algebraicas, pero esto no es completa-
mente cierto, sino que hay algunos casos especiales que discutiremos aqui.

Ante todo, ya hemos visto que, como consecuencia del teorema 6.45, los
cuerpos de fracciones algebraicas tienen género 0 (pues su clase canonica es
[0072], que tiene grado —2).

Por otra parte, segiin el teorema 6.47, tenemos que los cuerpos de género
0 cumplen la relacion dim A = grad A + 1. En particular las clases de grado 0
tienen dimensién 1 y, segin el teorema 6.32, concluimos que la dnica clase de
grado 0 es la principal. Asi pues:

En un cuerpo de género 0, un divisor es principal st y sdlo si tiene
grado 0. Mds en general, dos divisores son equivalentes st y sélo si
tienen el mismo grado.

267
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Esto generaliza al teorema 5.41. El teorema 5.43 implica que si el cuerpo
de constantes es algebraicamente cerrado, entonces los cuerpos de género 0 son
exactamente los cuerpos de fracciones algebraicas, y ademas son los tinicos para
los que los divisores de grado 0 coinciden con los principales.

Para estudiar el caso de un cuerpo arbitrario definimos el grado minimo fy
de un cuerpo de funciones algebraicas K como el menor grado positivo de un
divisor de K.

Puesto que el grado es un homomorfismo de grupos, el grado de todo divisor
es multiplo de fy y todo multiplo de f;y es el grado de un divisor. Si g es el
género de K, la clase canonica tiene grado 2g — 2, luego fj | 29 — 2. Esto limita
las posibilidades para el grado minimo de un cuerpo de género g excepto si
g = 1. Puede probarse que existen cuerpos de género g = 1 con grado minimo
arbitrariamente grande.

Si K es un cuerpo de fracciones algebraicas o el cuerpo de constantes es
algebraicamente cerrado, se cumple trivialmente que fy = 1. El teorema 7.31
(méas abajo) prueba que también es éste el caso si el cuerpo de constantes es
finito.

El teorema siguiente muestra que el género y el grado minimo determinan lo
“lejos” que esté un cuerpo de funciones algebraicas de ser un cuerpo de fracciones:

Teorema 7.1 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes exacto kg, sea g su género y fo su grado minimo. FEntonces existe
un x € K separador tal que |K : ko(x)| < g + fo.

DEMOSTRACION: Del teorema de Riemann-Roch se sigue que toda clase A
con grad A > g + 1 cumple dim A > 2. Podemos tomar, pues, una clase A de
grado minimo 7 fj tal que dim A > 2. Ciertamente r > 0 y por la minimalidad,
una clase B con grad B = (r — 1) fo cumple dim B < 2, luego (r — 1) fo < g + 1,
lego (r — 1)fo < g v asi rfo < g + fo.

Sea b un divisor entero contenido en la clase A (véanse las observaciones
previas al teorema 6.32). Tomamos = € m(b~!) no constante. Entonces (z) =
a/b, donde a es un divisor entero en A. Ademés a # b. Simplificando divisores
comunes llegamos a (z) = a’/b’, donde grad o’ = grad b’ < rfy < g + fo.

Respecto al cuerpo k = kq(x), el divisor b’ es oo, luego es un divisor de k de
grado 1. Por consiguiente

|K : ko(z)| = gradg b < g+ fo.

Falta probar que x es separador. Si no lo fuera, segin el teorema 6.18
podriamos expresarlo como x = tP, donde p es la caracteristica de K. Entonces
(t) = a”/b”, donde gradb” < gradb < rfy, pero entonces t € m(b"71), y
también 1 € m(b”~1), pues (1) = b”/b”, luego dim b” > 2, en contradiccién con
la minimalidad de r. n

En particular tenemos la siguiente caracterizacion de los cuerpos de fraccio-
nes algebraicas:
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Teorema 7.2 Un cuerpo de funciones algebraicas K sobre un cuerpo de cons-
tantes exacto kg es un cuerpo de fracciones algebraicas si y solo si tiene género O
y tiene un divisor de grado 1 (es decir, si fo =1).

En particular, sobre un cuerpo de constantes finito o algebraicamente cerrado
los cuerpos de fracciones algebraicas son exactamente los de género 0.

La relacion fy | 2g—2 implica que el grado minimo de un cuerpo de funciones
algebraicas de género 0 solo puede ser 1 o 2. El teorema siguiente determina en
qué circunstancias se da la segunda posibilidad:

Teorema 7.3 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género 0 sobre un
cuerpo de constantes exacto ky. Entonces existen x, y € K no nulos tales que
K = ko(z,y) y que satisfacen una ecuacion (no nula) de la forma

f(z,y) = ax® +bry +cy®* +dr +ey+ f =0, a,b,c,d,e, f € ko.

El cuerpo K serd un cuerpo de fracciones algebraicas si y sdlo si la ecuacion
tiene una raiz (g, yo) € k3.

DEMOSTRACION: Para probar la primera parte podemos suponer que K no
tiene divisores de grado 1, pues en caso contrario K es un cuerpo de fracciones
algebraicas y el resultado es trivial.

Segin hemos observado al inicio de este apartado, hay una tnica clase de
divisores para cada grado. La clase de grado 2 tiene dimension 3, luego contiene
tres divisores enteros a, b, ¢ tales que si (1) = ¢/¢, (z) = a/c, (y) = b/c, entonces
1, x, y son linealmente independientes sobre ky. En particular x no es constante,
luego podemos considerar el cuerpo k = kq(x). Claramente, a es el divisor de K
correspondiente al primo x de k y ¢ es el primo infinito de k. Se cumple que
y & ko(x) pues, en caso contrario, 1, x, y estarian en my(c~1), pero grad, (c) = 1
y dimg ¢ = 2, con lo que tenemos una contradicciéon. Como grad, ¢ = 2 grad, c,
tenemos que |K : k| = 2, luego K = ko(x,y). Por otra parte

a? ab b2 ac be 2
(%) = 2’ (zy) = 2 (v*) = 2 () = 2 (y) = 2 (1) = 2

luego los seis elementos 22, zy, y2, z, y, 1 pertenecen a m(c~?), pero grad ¢? = 4,
luego dim ¢? = 5, y han de ser linealmente dependientes sobre kq. Esto prueba
la primera parte.

Para la segunda parte podemos descartar el caso trivialen quea =b=c =10
(en en cual la ecuacion tiene solucion y K es un cuerpo de fracciones algebraicas).

Supongamos que la ecuacion tiene una solucion (xo,yo) en ko. Mediante el
cambio x = z’' + zg, ¥y = ¥’ + yo podemos suponer que f = 0. Entonces

z\? T z 1 1
a(> +b—4c+d——+e—=0.
Yy Yy yy Yy
Sid = e = 0 tenemos que x/y € kq (es algebraico sobre ko), luego K = ko(x).
En otro caso 1/y € ko(x/y), luego K = ko(z/y).
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Reciprocamente, supongamos que K = ko(t), para cierto ¢. Claramente
|K : ko(z)] < 2, luego el primo infinito de k = k() es divisible a lo sumo entre
dos primos de K. Ahora bien, K tiene al menos tres primos de grado 1 (por
ejemplo, (t), (t+1), 0ot), luego uno de ellos, digamos p no divide a co,, es decir,
vp(x) > 0. De la ecuacion se sigue que v, (y) > 0, pues y es raiz de un polinomio
con coeficentes enteros respecto a p.

Puesto que p tiene grado 1, su cuerpo de restos es kg, luego existen elementos
Zo, Yo € ko tales que z = x¢ (mdd p), y = yo (mdd p). Puesto que la ecuacion
es nula modulo p, el par (zg,yo) es una raiz. "

Ejercicio: Probar que, en las condiciones del teorema anterior, si K no es un cuerpo
de fracciones algebraicas y su caracteristica no es 2, la ecuacién puede reducirse a
az® +by? = 1.

El teorema anterior tiene una interpretaciéon natural en términos de curvas
algebraicas:

Teorema 7.4 Toda curva proyectiva geométricamente irreducible C/ky de gé-
nero 0 es birracionalmente equivalente (sobre ko) a una conica definida sobre kq.

DEMOSTRACION: Tenemos que ko(C') es un cuerpo de funciones algebraicas
de género g = 0. Si tiene grado minimo fy = 1, entonces es un cuerpo de frac-
ciones algebraicas, luego la curva C' es birracionalmente equivalente (sobre k)
a la recta proyectiva, que a su vez es kg-isomorfa, por ejemplo, a la conica de
ecuacion X2 +Y? = 1.

Si, por el contrario, el grado minimo es fy = 2, el teorema anterior nos da
que ko(C) = k(z,y), para ciertos x, y que satisfacen una ecuaciéon cuadratica
sin raices en kg. Esto implica en particular que el polinomio

F(X,)Y)=aX? +bXY +cY? +dX +eY + f

es irreducible en ko[X, Y], luego define una conica C’ cuyo cuerpo de funciones
racionales ko(C’) es ko-isomorfo a ko(C), luego C es birracionalmente equiva-
lente a C” (sobre ko). .

En particular, una conica proyectiva (geométricamente irreducible) C/kq
determinada por una ecuacion afin

aX?+bXY + Y2 +dX +eY +f=0

es ko-isomorfa a la recta proyectiva P!(kg) si y solo si tiene un punto racional,
es decir, un punto con coordenadas (xg,yo) en ko. Esto sucede siempre que ko
es algebraicamente cerrado (o finito), pero no es necesariamente cierto en otros
casos. Por ejemplo, la conica C'/R de ecuacion

X24v2=21

no tiene puntos con coordenadas reales, luego no es R-isomorfa a la recta pro-
yectiva, y el cuerpo R(C) es un ejemplo de cuerpo de funciones algebraicas de
género 0 y grado minimo 2, al igual que Q(C).
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Otro ejemplo lo proporciona la conica C/Q determinada por la ecuacion
X?4+Y?=3.

Si contuviera un punto racional (a/c, b/c), entonces a? + b? = 3¢?, pero es facil
ver que esta ecuacién no tiene soluciones enteras modulo 3. n

Una cota para el género Vamos a estimar el género de un cuerpo de fun-
ciones algebraicas en términos del grado de una ecuacién entre sus generadores.

Teorema 7.5 Sea K = ko(x,y) un cuerpo de funciones algebraicas tal que
sus generadores satisfagan una ecuacion polindmica irreducible F(z,y) = 0 de
grado n. Entonces el género g de K satisface la desigualdad

g< (nfl)(an).
2
En particular, el género de una curva plana de grado n satisface esta rela-
cion.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que kg es algebraicamente cerrado, pues
las extensiones de constantes conservan el género. Es facil ver que el polinomio
F sigue siendo irreducible tras la extension, aunque no necesitamos este hecho,
pues si I fuera reducible, pasariamos a un factor de menor grado.

También podemos suponer que el coeficiente de y™ en F(z,y) es 1. En caso
contrario, sea F), la forma de grado n de F. El cambio x = 2’ + ay’, y = 3’ nos
da un nuevo polinomio F(z’ + ay’,y’) en el que el coeficiente de y'™ es Fy,(a, 1).
El polinomio F,(z,1) no puede ser idénticamente nulo, luego existe a € kg tal
que Fy,(a,1) # 0 y asi los nuevos generadores z’, ¢y’ cumplen que el coeficiente
de 4™ es no nulo. Dividiendo la ecuacién entre este coeficiente lo convertimos
en 1.

Sea oo el primo infinito de k = ko(z). Dividiendo F(x,y) = 0 entre z"
obtenemos un polinomio moénico con coeficientes en 0., con raiz y/z. Asf pues,
y/x es entero sobre 0, luego el teorema [TAl 5.24] (junto con [TAl A.6]) implica
que vy (y/x) > 0, para todo primo B de K que divida a oo (pues Oy es la
clausura entera de 0.,). Equivalentemente, vy (y) > vp(x).

Similarmente, F(z,t) es un polinomio con coeficientes en o, para todo primo
finito p de k y tiene a y por raiz, luego vy (y) > 0 para todo primo P de K que
divida a un primo finito de k.

Ahora es claro que m(co™*) contiene todas las funciones de la forma

fs(x)a yfs—l(z)y ceey ynilfs—n—i-l(x),

donde f;(x) es cualquier polinomio en x de grado i. Por consiguiente,

(n—1)(n—2)

dimoo® > (s+1)+s+---+(s—n+2)=ns+1— 5
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Por otro lado, grad co® = ns y, para s suficientemente grande,

(n—l)(n—2).

g =grad oo® —dimoo® + 1 < 5

En particular vemos que las rectas y las conicas tienen género 0, mientras
que las cubicas tienen género < 1.

Curvas algebraicas El teorema 6.25 nos proporciona un refinamiento del
teorema anterior que nos proporciona el valor exacto del género de muchas
curvas planas:

Teorema 7.6 Sea V una curva proyectiva plana de grado n cuyas singularida-
des sean todas ordinarias. Entonces su género es

(n—1)(n—2) mp(V)(mp(V) —1)
2 _Z - 2P ’

g:
P

donde P recorre los puntos (singulares) de V.

Ejemplo La curva X* +Y* = XY tiene género 2, luego no es birracional-
mente equivalente a ninguna curva plana reqular.

En efecto, es facil ver que su unica singulari-
dad es el punto P = (0,0), que es un punto doble
ordinario con tangentes X =0 e Y = 0. Podemos
aplicar el teorema anterior y concluir que el género
es

, (4_1)2(4_2) _2(22_1) .,

El teorema implica también que el género de
una curva plana regular ha de ser ¢ = 0,1, 3,6, ...
luego la regularizacion de esta curva no puede sumergirse en P2. L]

Por otra parte, el ejemplo de la pagina 220 se generaliza trivialmente a
cuerpos de constantes arbitrarios, por lo que existen curvas (planas) de todos
los géneros:

Teorema 7.7 Si g > 0, las curvas Y? = F(X), donde F(X) € ko[X] es un
polinomio de grado 2g + 1 o 2g + 2 sin raices multiples, tienen género g.

Observemos de paso que la formula del teorema 7.6 no es aplicable a curvas
con singularidades no ordinarias. Por ejemplo, la curva

Y2 =(X-1)(X -2)(X —-3)(X —4)

tiene una unica singularidad en el infinito (no ordinaria) de orden 2. El teorema
anterior implica que tiene género g = 1, mientras que la formula del teorema 7.6
daria g = 2.
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Cuerpos elipticos e hiperelipticos Las curvas del teorema anterior consti-
tuyen una familia un poco mas general de lo que podria parecer: sus cuerpos de
funciones se caracterizan por ser extensiones cuadraticas de un cuerpo de frac-
ciones algebraicas. Antes de probarlo conviene introducir algunos conceptos:

Definicién 7.8 Un cuerpo K de funciones algebraicas es eliptico (resp. hiper-
eliptico) si tiene género g = 1 (resp. g > 2) y es una extension cuadratica de
un cuerpo de fracciones algebraicas. Una curva proyectiva regular es eliptica o
hipereliptica si lo es su cuerpo de funciones racionales.

Equivalentemente, un cuerpo K de género g > 0 es eliptico o hipereliptico
si y soélo si tiene una funcién x cuyos polos formen un divisor de grado 2. En
efecto, si existe tal z, consideramos k = ko(x) y llamamos co al primo infinito
de k. Entonces oo es el tnico polo de z en k, luego sus polos en K son los
divisores de oco. La hipotesis es, pues, que oo tiene grado 2 en K, luego ha de
ser |K : k| = 2. Esto implica que K es eliptico o hipereliptico, segin su género.
Reciprocamente, si |K : k| = 2, donde k = ko(z), entonces la funciéon x tiene
por polos en K a los divisores de oo, el cual tiene grado 2 en K.

Observemos que este mismo razonamiento prueba que un cuerpo que con-
tenga una funcion con un tnico polo de grado 1 ha de ser un cuerpo de fracciones
algebraicas.

Teorema 7.9 Todo cuerpo de género g =1 y grado minimo fo =1 es eliptico.
Todo cuerpo de género g = 2 es hipereliptico.

DEMOSTRACION: Si K es un cuerpo de género 1 y tiene un divisor a de
grado 1, entonces el teorema de Riemann-Roch implica que dima = 1, luego a
es equivalente a un divisor entero P8 también de grado 1, luego P es primo.

Por otra parte dim®3? = 2, luego existe una funciéon x € m(P~2) no cons-
tante. Esto significa que z tiene a lo sumo un polo doble en 3, pero no puede
tener un polo simple porque entonces K tendria género 0, luego, en efecto, K
es eliptico.

Supongamos ahora que K tiene género g = 2. Podemos tomar un divisor
entero a en la clase canénica W. Entonces grada =29 —2 =2 y dima =g = 2.
Tomamos una funciéon z € m(a~!) no constante y llamamos k = ko(z). Es claro
que a es el primo infinito de k, luego |K : k| = 2 y asi K es hipereliptico. =

Maés adelante veremos que hay cuerpos de género 3 que no son hiperelipticos.

Supongamos ahora que el cuerpo kg es algebraicamente cerrado y sea K un
cuerpo eliptico o hipereliptico. Entonces K = ko(z,u), donde u satisface una
ecuacion

u? + R(x)u + S(x) = 0, R(z), S(x) € ko(z).

Cambiando u por u’ = u + R(x)/2 tenemos igualmente K = kq(x,u’) pero
ahora u’ satisface una ecuacion

u? =T(z), T(x) € ko(z).
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Digamos que

ap(z —ar) - (x —am)
T = i, bi € ko.
(I> (l’*bl)(xfbn) ) a € Ko
Cambiando «' por u” = u/(x — b1)---(z — by,) tenemos igualmente que
K = ko(z,u") y ahora

" =ag(x —ay) (. —am)(@ —by) - (x —by).

Dividiendo u” entre una raiz cuadrada de ag podemos suponer ag = 1. Si
dos raices del polinomio de la derecha son iguales, digamos a; = as, sustituimos
u” por v’ /(x—ay), con lo que se sigue cumpliendo K = ko(z,u”) y la raiz doble
desaparece de la ecuacion. Repitiendo este proceso llegamos a que K = ko(z,y),
donde y satisface una ecuacion y> = F(x) y F(X) € ko[X] es un polinomio
monico sin raices multiples.

Mas atn, podemos exigir que F' tenga grado impar, pues si
y' = (e —ar)- (- ap),
con k = 2m + 2, cambiamos z por ' = 1/(x — ax) e y por

/m~+1
’ My

Yy = —
k—1

[I (@i — ax)

i=1
de modo que se sigue cumpliendo K = ko(a’,y’) y ademas

y? = (2" = b)) (2" —bpo1),
donde los b; € kg son distintos dos a dos. Con esto hemos probado:

Teorema 7.10 St K es un cuerpo eliptico o hipereliptico de género g sobre un
cuerpo de constantes ko algebraicamente cerrado, entonces K = ko(x,y), donde
x, y satisfacen una ecuacion de la forma y?> = F(x), para un cierto polinomio
F[X] € ko[X] monico con raices distintas dos a dos. Mds ain, podemos exigir
que F tenga grado impar.

El teorema 7.7 nos da que si F' tiene grado 29 + 1 o 2¢g + 2, entonces un
cuerpo K en las condiciones del teorema anterior tiene género g, luego si g > 0
es eliptico o hipereliptico. Vemos asi que hay cuerpos hiperelipticos de todos
los géneros g > 2.

7.2 Cuerpos de funciones elipticas

En la seccién anterior hemos definido los cuerpos elipticos como los cuerpos
de género 1 que son extensiones cuadraticas de cuerpos de fracciones algebraicas.
El teorema 7.9 afirma que todo cuerpo de género 1 y grado minimo 1 es eliptico.
La condicién sobre el grado minimo se puede conseguir siempre mediante una
extension finita de constantes, pero es habitual incluirla en la definicion:
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Definicion 7.11 Un cuerpo de funciones elipticas es un cuerpo de funciones
algebraicas de género ¢ = 1 y grado minimo fy = 1. Una curva proyectiva
regular V' definida sobre un cuerpo (perfecto) kg es eliptica (sobre ko) si tiene
género g =1y V(ky) # @, es decir, si tiene al menos un punto racional.

Enseguida veremos que una curva proyectiva regular V' definida sobre kg es
eliptica (sobre ko) si y s6lo si su cuerpo de funciones racionales ko(V) es un
cuerpo de funciones elipticas.

Lo primero que obtenemos del teorema de Riemann-Roch para los cuerpos
de funciones elipticas es que la clase canénica cumple grad W = 0, dim W = 1,
luego 6.32 nos da:

En un cuerpo de funciones elipticas la clase candnica es la principal.

Por otra parte, el teorema de Riemann-Roch implica también que, para
divisores de grado positivo, la dimensién es igual al grado. En particular, en la
clase de un divisor de grado 1 podemos tomar un representante entero, que por
consiguiente sera primo. En definitiva:

Todo cuerpo de funciones elipticas tiene un primo de grado 1.

Por lo tanto, si V' es una curva proyectiva regular definida sobre un cuerpo
(perfecto) ko y el cuerpo ko(V') es un cuerpo de funciones elipticas, esto significa
que ko(V) tiene género 1 (luego también la extension de constantes ko(V'), luego
también V, por definicién) y, como ko(V) tiene un primo B de grado 1, éste
sigue teniendo grado 1 en ko(V), luego se corresponde con un punto P € V
que, por 5.51, constituye una clase de conjugacion respecto de G(ko/ko), luego
P € V (ko). Esto prueba que V es una curva eliptica sobre kg, y el reciproco es
inmediato.

Otra consecuencia notable del teorema de Riemann-Roch es que los cuer-
pos de funciones elipticas son definibles mediante ecuaciones cubicas en forma
normal de Weierstrass. En primer lugar, el teorema siguiente nos da que son
definibles por cubicas:

Teorema 7.12 Sea K un cuerpo de funciones elipticas. Entonces K = ko(x,y)
donde x, y satisfacen una ecuacion (no nula) con coeficientes en ko de la forma

y? + (ax 4+ b)y + 2 + cx® +dr +e = 0.

DEMOSTRACION: Sea p un divisor primo de grado 1 (cuya existencia aca-
bamos de justificar). Entonces dimp? = gradp? = 2, luego m(p~2) con-
tiene dos funciones linealmente independientes 1, z. Tenemos que (z) = a/p2,
donde a es un divisor entero. Asi p? es el primo infinito de k = ko(x), luego
|K : k| = gradp? = 2. (Notemos que x no puede tener un polo simple en p,
pues entonces 1, x € m(p~!), cuando dimp = 1.)

Como dimp? = gradp® = 3, tenemos que m(p~3) contiene tres funciones
linealmente independientes 1, x, y. No puede ser que y € ko(z), pues entonces
1, x, y € my(p~2), mientras que dimg(p?) = grad,(p?) + 1 = 2 (ya que k tiene
género 0). Asi pues, K = ko(z,y).
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Ahora observamos que 1, z, 22, 23, zy, y, y> € m(p~), pero dimp® = 6,
luego estas siete funciones son linealmente dependientes sobre kg, lo que nos da
una ecuacion de la forma

uy® + (ax + b)y +vad + cx? +dr +e=0.

donde no todos los coeficientes son nulos. Ahora bien, cada una de las siete
funciones tiene en p un polo de orden 0,2,4,6,5, 3,6, respectivamente, luego
tiene que ser u # 0 # v, ya que funciones con polos de orden distinto tienen que
ser linealmente independientes. Hacemos el cambio x = uva’, y = uv?y’, con lo
que la ecuacién pasa a ser de la forma

wSvty? + (ax + b)y + vPvta® + cx? +dr +e=0.
Dividiendo entre u3v* obtenemos una ecuacién como la del enunciado. [

Para pasar a una ecuacion de Weierstrass hemos de suponer que la caracte-
ristica del cuerpo de constantes kg es distinta de 2 y 3 (comparese con la prueba
del teorema 6.15). Cambiando y por y — (ax + b)/2 obtenemos una ecuacion de
la forma

y? = ax® + ba? + cx + d.

Ha de ser a # 0 o, de lo contrario, K tendria género 0 por el teorema 7.5.
Ahora sustituimos

— b — «*
T ar — —, —
3a 4 2 Y
y la ecuacion se reduce a
y? =423 — gox — g3, g2, g3 € ko. (7.1)

El polinomio 42 — g2 — g3 no puede tener raices mltiples (en una clausura
algebraica de kg), pues si a fuera una raiz multiple, el cuerpo K (a) seria también
un cuerpo eliptico (pues las extensiones de constantes no alteran el género) y su
grado minimo seguiria siendo 1. Ademés estaria generado por elementos x e y
que cumplirian la misma ecuacién, pero ahora podriamos cambiar x por = — a,
con lo que la ecuacion pasaria a ser y? = 413 +cx? (pues el miembro izquierdo ha
de tener a 0 como raiz doble). Ahora bien, esto implica que 4z = (y/z)% — ¢, de
donde K(a) = ko(y/x) seria un cuerpo de fracciones algebraicas, luego tendria
género 0, contradiccion.

Una forma conveniente de expresar que un polinomio no tiene raices milti-
ples es a través de su discriminante. Para un polinomio de grado 3

az® + bx? +cx +d=alz — a)(z - B)(z —7),
el discriminante se define como
A = (a(a=B)(a=7)(B-7)".

La definicion para un polinomio de grado arbitrario [Al 7.9] es la generali-
zacion obvia de ésta. La teoria de Galois muestra facilmente que A pertenece
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al mismo cuerpo que los coeficientes del polinomio, y es claro que un polinomio
tiene raices simples si y sélo si su discriminante es no nulo. Un célculo laborioso
muestra que, para un polinomio de grado 3,

B 4db® b2 bed  Ac?

A= + — + 18— — — —27d%.
Qa a a

a2

En particular, el discriminante del miembro derecho de (7.1) resulta ser
A = g3 — 27g3. El teorema siguiente recoge lo que hemos probado:

Teorema 7.13 Sea K un cuerpo de funciones elipticas sobre un cuerpo de cons-
tantes ko de caracteristica distinta de 2 y 3. Entonces K = ko(z,y), donde z,
y satisfacen una ecuacion de la forma

y? = 42% — gox — g3, 92, 93 € ko, g3 —27g3 # 0.

Recordemos que las ecuaciones de este tipo son las que hemos llamado ecua-
ciones en forma normal de Weierstrass. En particular, del teorema anterior se
desprende que toda curva eliptica sobre un cuerpo perfecto kg es birracional-
mente equivalente —y, por lo tanto, isomorfa— a una cibica (plana) regular
definida sobre ky. Reciprocamente, el teorema 7.6 implica que toda cubica re-
gular (sobre un cuerpo de constantes suficientemente grande como para que
haya un punto racional) es una curva eliptica.

En las condiciones del teorema anterior, si tomamos =’ = t?z, y' = t3y,
con t € ki, obtenemos dos nuevos generadores que satisfacen una ecuacién de
Weierstrass con coeficientes gh = t*gs v g5 = t9g3. Reciprocamente, vamos a
probar que si K = ko(z,y) = ko(z,3’) y ambos pares de generadores satisfa-
cen sendas ecuaciones de Weierstrass, entonces los coeficientes de éstas estan
relacionados en la forma gy = ttgy y g4 = t%g3, para cierto t € k. Para ello
necesitamos el teorema siguiente:

Teorema 7.14 Si K es un cuerpo de funciones elipticas y p, p’ son dos diviso-
res primos de grado 1, entonces existe un ko-automorfismo o de K que cumple

o(p)=yp"

DEMOSTRACION: La clase [pp’] tiene grado 2, luego también tiene dimen-
sién 2, luego contiene un divisor entero a distinto de pp’. Asi, a/pp’ = (),
donde z € K no es constante. Es claro entonces que pp’ es el primo infinito del
cuerpo k = ko(z).

Comparando el grado de pp’ en k y en K concluimos que |K : k| = 2. Sila
caracteristica de kg no es 2, es claro que la extension ha de ser separable y, por
tener grado 2, también normal. Esto también es cierto si la caracteristica es 2.
Si la extension fuera inseparable seria K = ko(z, /& ), donde « € ko(z). Usando
que kg es perfecto, concluimos que v/ € ko(v/z), luego ko(z) C K C ko(v/).
Teniendo en cuenta los grados, resulta que K = ko(y/z) y llegamos a que K
tiene género 0, contradiccion.

Asi pues, en cualquier caso K /k es una extension de Galois de grado 2 y p,
p’ son los divisores en K del primo infinito de k. Ahora basta aplicar 5.27. =
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Teorema 7.15 Sea K un cuerpo de funciones elipticas sobre un cuerpo de cons-
tantes ko de caracteristica distinta de 2 y 3. Si K = ko(x,y) = ko(2',y') y los
generadores satisfacen ecuaciones

y? =42’ —gor — g3, y? =42 — gha' — g5,
entonces existe un t € ki tal que g = ttgs y g5 = t5¢3.

DEMOSTRACION: Si oo es el primo infinito de k = ko(z) y p es un divisor
primo de co en K, entonces

20p(y) = vp(y*) = e(p/00)va (42 — ga — g3) = —3e(p/00).

Por consiguiente, 2 | e(p/o0) y, como |K : k| = 2, ha de ser e(p/oo) = 2.
Asi pues, co = p?. Es claro también que p tiene grado 1. Por otra parte,
La, 23 € m(p~9), luego la ecuacion de Weierstrass implica que y?> € m(p~%) y
asi y € m(p™3).

Todo esto lo hemos deducido del mero hecho de que x e y satisfacen una
ecuacion en forma normal. Por lo tanto, lo mismo es valido para z’, 3’ con otro
divisor primo p’ de grado 1.

Por el teorema anterior existe un kp-automorfismo de K que transforma p’
en p. Al aplicarlo sobre los generadores x’, 3’ obtenemos dos nuevos generadores
que satisfacen la misma ecuacion, pero ahora p’ = p.

Asi pues, 1, z, 2’ € m(p~2). Como dimp? = 2, ha de ser 2’ = a + bz,
para ciertos a, b € kg, b # 0. Por otra parte, 1, z, y, ¥ € m(p~3) y, como
dimp3 = 3, ha de ser v/ = ¢ + dz + ey, para ciertas constantes c, d, e € ko,
e # 0. Sustituyendo en la ecuacion de 7', ¥’ obtenemos la igualdad de polinomios

(c+dv +ey)? —4(a+bx)® + ghla+bz) + g5 = f(y* — 42° + gaz + g3),

para cierta constante f € k.

Igualando los términos en z3 vemos que f = b3. Igualando los términos en
y? sale que f = e2. Igualando los términos en xy concluimos que d = 0. Los
términos en 2 nos dan a = 0. De los términos en y sale ¢ = 0, luego tenemos
que ' = bx, ¥ = ey con b = e%. Llamando t = e¢/b € kj tenemos que 2’ = tz,
y' = t3y, de donde g} = ttgy v g} = t5¢3. "

3

Asi pues, no podemos asociar univocamente a cada cuerpo K de funciones
elipticas unos coeficientes g2, g3, pero el teorema anterior muestra que de ellos
si se deriva un invariante:

Teorema 7.16 Sea K un cuerpo de funciones elipticas sobre un cuerpo de cons-
tantes ko de caracteristica distinta de 2 o 3. Entonces, el elemento

9
93 — 2793
donde K = ko(z,y) con y? = 4a* — gow — g3, es independiente de la eleccion de
los generadores x, y.

J(K): € ko,

Es claro que cuerpos kg-isomorfos han de tener el mismo invariante J(K). El
reciproco es casi cierto, salvo por el hecho de que, obviamente, J(K) se conserva
por extensiones de constantes.
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Teorema 7.17 Sean K y K' dos cuerpos elipticos sobre un cuerpo de constan-
tes ko de caracteristica distinta de 2 o 3 y tales que J(K) = J(K'). Enton-
ces existe una extension finita ki de ko tal que las extensiones K1 = Kky y
K| = K'ky son ky-isomorfas. Mds ain, la extension ki puede elegirse tal que
|k1: kol <2, 4,6 sequn sil#J#0,J=10J=0, respectivamente.

DEMOSTRACION: Fijemos generadores de K y K’ que satisfagan ecuaciones
en forma normal de Weierstrass con coeficientes g2, g3 v g5, gg respectivamente.
Se cumple que g2 y ¢4 son ambos nulos o ambos no nulos segtn si J es nulo o
no. Si J # 0, tomamos ¢ = (g5/g2)"/* en una extension de ko y asi, mediante
el cambio de generadores = +— t2z, y — t3y obtenemos generadores (en una
extension de constantes de K) que cumplen una ecuacién en forma normal con
g2 = gh. La igualdad de los invariantes implica entonces que g3 = +g5. Si se
da el signo negativo tomamos ¢’ = \/—1 y al cambiar de nuevo los generadores,
obtenemos g2 = g5, g3 = gj.

Asi pues, hemos encontrado una extension finita k1 de k tal que los cuerpos
K, y K| admiten pares de generadores que satisfacen la misma ecuacion en
forma normal, con lo que ciertamente son kj-isomorfos. En definitiva, hemos
encontrado un cuerpo ki en el cual tienen solucién las ecuaciones gh = t*gs,
g5 = t%g3. Podemos suponer que ki = kq(t). Ahora bien, si J # 0, 1, entonces
g2, Gh, g3, g5 son todos no nulos y t? = t%/t2 = ghga/g3g5, luego k1 : ko| < 2.
Si J =1 entonces g3 = g5 = 0y t* = g4/ga, luego |k; : ko| < 4. Finalmente, si
J = 0 entonces go = g4 = 0y t® = g} /g3, luego |k; : ko| < 6. =

En particular, si ky es algebraicamente cerrado, dos cuerpos de funciones
elipticas son kg-isomorfos si y solo si tienen el mismo invariante. Igualmente, si
definimos el invariante de una curva eliptica como el de su cuerpo de funciones
racionales, tenemos que dos curvas elipticas tienen el mismo invariante si y s6lo
si son isomorfas sobre una extension finita de ko (de grado a lo sumo 6).

Ahora probaremos que existen cuerpos elipticos con cualquier invariante pre-
fijado. Primeramente demostramos que las ecuaciones en forma canoénica siem-
pre definen cuerpos elipticos:

Teorema 7.18 Sea K = ko(x,y) un cuerpo de funciones algebraicas sobre un
cuerpo de constantes ko de caracteristica distinta de 2 y 3 cuyos generadores
satisfagan una ecuacion en forma normal de Weierstrass. FEntonces K es un
cuerpo de funciones elipticas.

DEMOSTRACION: En la prueba de 7.15 hemos visto que el primo infinito
de k = ko(x) se descompone como oo = p? en K, donde p es un primo de
grado 1. Asi pues, el grado minimo de K es fy = 1. Solo hemos de probar
que el género de K es igual a 1. Extendiendo el cuerpo de constantes podemos
suponerlo algebraicamente cerrado, pues esto no altera el género de K. Entonces
podemos ver a K como el cuerpo de funciones racionales de la ctbica proyectiva
V determinada por la ecuacién Y? = 4X3 — g, X — g3. Se trata de una ctibica
regular y, por el teorema 7.6, tiene género 1. L]
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Ahora es facil probar:

Teorema 7.19 Sila caracteristica de ky es distinta de 2 y 3 y ¢ € kg, entonces
existe un cuerpo K de funciones elipticas sobre ko con invariante J(K) = c.

DEMOSTRACION: Si ¢ = 1 sirve el cuerpo definido por y? = 4(2® — ). Para
¢ =0 tomamos y? = 4(z3 — 1) y para ¢ # 0, 1 tomamos
y? = 42® — 3c(c — 1)z — c(c — 1) .
En particular vemos que existen infinitas ctibicas regulares no isomorfas dos
a dos (una para cada invariante posible). Si ky = C, esto nos lleva a que existen
curvas regulares homeomorfas (es decir, del mismo género) que no son isomorfas.

Ya sabemos que un cuerpo de funciones elipticas tiene necesariamente primos
de grado 1. El teorema siguiente precisa notablemente este hecho:

Teorema 7.20 Sea K un cuerpo de funciones elipticas y sea p un divisor primo
de grado 1 en K. Entonces la aplicacion que a cada divisor primo B de grado 1
de K le asigna la clase de divisores [/p] es una biyeccion entre el conjunto de
los primos de grado 1 y el grupo de las clases de grado 0 de K.

DEMOSTRACION: Si [33/p] = [P'/p], entonces P /P’ es principal. Si fuera
B # P, entonces P/P' = (z), donde z € K serfa no constante. Asi P’ seria
el primo infinito de k = ko(x), pero como el grado de P’ serfa 1 tanto respecto
de k como respecto de K, concluiriamos que K = k, pero entonces K tendria
género 0. Asi pues, la correspondencia es inyectiva.

Dada una clase C' de grado 0, tenemos que dim C[p] = grad C[p] = 1, luego
la clase C[p] contiene un divisor entero B, que sera primo por tener grado 1, y
asi P/p € C, luego la correspondencia es también suprayectiva. ]

La biyeccion del teorema anterior nos permite trasladar la estructura de
grupo de las clases de grado 0 al conjunto de los primos de grado 1:

Definicion 7.21 Sea K un cuerpo de funciones elipticas y sea p un divisor
primo de K de grado 1. Para cada par B, Q de divisores primos de grado 1
definimos P + Q = R como el divisor primo de grado 1 que cumple

[B/pl[Q/p] = [R/p].

Es claro que esta operacién convierte al conjunto de los divisores de grado 1
de K en un grupo abeliano, de modo que la aplicacion P — [P/p] es un iso-
morfismo de grupos. Notemos que la definicién depende de la eleccion de p, que
resulta ser el elemento neutro, pero dos elecciones distintas dan lugar a grupos
isomorfos, pues ambos son isomorfos al grupo de clases de grado 0 de K.

En particular, si V' es una curva eliptica sobre un cuerpo de constantes kg,
los divisores primos de grado 1 de K = ko(V') se corresponden con los puntos
de V(ko), luego tenemos definida una estructura de grupo sobre V' (ky). En el
caso concreto de una ciibica regular V' C P? esta estructura de grupo tiene una
interpretacion geométrica sencilla.
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Como el grupo de clases de divisores de grado 0 de ko(V') es un subgrupo
del de ko(V), el grupo V (ko) es un subgrupo de V(kg), luego para interpre-
tar esta estructura de grupo no perdemos generalidad si suponemos que kg es
algebraicamente cerrado.

Consideremos un sistema de referencia proyectivo respecto al cual la ecuacién
de V esté en forma normal de Weierstrass. Esto significa que las funciones
coordenadas afines x, y € K satisfacen la ecuacion y, por supuesto, generan K.

En la prueba del teorema 7.15 hemos visto que el primo infinito de ko(z) es
de la forma p2, y se cumple z € m(p~2), y € m(p~3). Mas precisamente, las
funciones 1, z, y forman una base de m(p~3). Notemos que p se corresponde
con el dnico punto de V donde z e y tienen polos, es decir, el nico punto
infinito de V', de coordenadas homogéneas (0,1,0), que ademés es un punto
de inflexién. Su recta tangente es la recta del infinito. Con la representacion
geométrica usual, las rectas que pasan por p son las rectas verticales.

Consideremos una recta en P? determinada por la forma L = aX +bY +cZ,
con coeficientes en kg. Seal = L/Z = ax +by+c € K. Claramente [ € m(p~3),
luego (I) = p1p2p3/p3, para ciertos divisores primos (no necesariamente dis-
tintos) p1, p2, ps. Es facil ver que se corresponden con los tres puntos (no
necesariamente distintos) en que L corta a V' segun el teorema de Bezout.

En efecto, si q # p entonces Z no se anula en g, luego Iq(V N L) = vq(l) es el
niamero de veces que q figura entre los p;. Para calcular I,(V N L) no hemos de
dividir L entre Z, sino entre Y, con lo que I,(V N L) = v,(I(Z/Y)) = v (ly~1).
Como y € m(p~3), es (y) = q192q3/p>, donde los g; son los puntos (finitos)
donde Y = 0 corta a V. Concluimos que I,(V N L) = vy(p1p2ps/q19293) es el
nimero de veces que p aparece entre los p;.

En resumen, hemos probado que si tres puntos de V' (no necesariamente
distintos) p1, p2 y p3 estan alineados (en el sentido de que hay una recta que
corta a V en tales puntos contando multiplicidades) entonces el divisor pypaps/p3
es principal. Aqui hay que entender que g, q y t estan alineados si la tangente
a V por q pasa por t, asi como que q, q v q estan alineados si la tangente a V'
por g no corta a V' en mas puntos, es decir, si q es un punto de inflexion de L.

Reciprocamente, si p1paps/p® = (1) es un divisor principal, entonces tenemos
que I € m(p~3) = (1,z,y), luego | = ax + by + ¢ y los calculos precedentes
muestran que la recta L = aX + bY + ¢Z pasa por los tres puntos.

Consideremos ahora la estructura de grupo en V que resulta de elegir ar-
bitrariamente un primo 0 como elemento neutro. Dados puntos p; y po de V,
no necesariamente distintos, consideramos la recta L que pasa por ellos y sea
ps3 el tercer punto donde esta recta corta a V', es decir, el punto para el cual
se cumple (1) = p1p2p3/p®. Sea L’ la recta que une 0 con p3 y sea s su ter-
cer punto de corte. Tenemos entonces que 0p3s/p® = (I'). Por consiguiente:

[p1p2] = [p?/ps] = [0s], de donde [(p1/0)(p2/0)] = [5/0], luego s = p1 + p2.

Asi hemos demostrado el teorema siguiente:
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Teorema 7.22 Sea V C P2 una ciibica reqular sobre un

‘P cuerpo de caracteristica distinta de 2 y 3. Entonces, la

suma de dos puntos P y Q de V (ko) respecto de un punto

racional 0 elegido como neutro se calcula como sigue: se

R traza la recta que pasa por P y Q y se toma el tercer

punto R donde esta recta corta a V, luego se traza la

recta que une R con 0 y la suma es el tercer punto donde
ésta corta a V.

o)
_|_
O

Q

Notemos que hemos razonado bajo el supuesto de que
el cuerpo kg es algebraicamente cerrado, pero que, tal y
como hemos sefialado, dado que V (k) es un subgrupo
de V(ko), sabemos que cuando operamos de este modo dos puntos racionales
obtenemos de nuevo un punto racional.

La situacion es especialmente simple si tomamos como neutro un punto de
inflexion. En tal caso, —P es el tnico punto @) que cumple que el tercer punto
de la recta que pasa por R y 0 es 0, luego dicha recta es la tangente a V' por 0,
pero dicha tangente solo corta a V' en 0, luego R = 0. En definitiva, —P es el
tercer punto en que la recta que une P con 0 corta a V. Por consiguiente, el
punto R intermedio que calculamos para obtener P+ @ es —P — @Q. De aqui se
sigue facilmente que P + @ + R = 0 equivale a que los puntos P, Q y R estan
alineados.

La relacion entre dos sumas respecto a neutros distintos es ahora facil de
expresar: si 0 es un punto de inflexiéon y 0’ es un punto arbitrario, para sumar
P +¢ @ calculamos la recta que pasa por Py @, que cortaa Ven R=—P—Q,
y luego la recta que une R con 0’, que corta a V en P +q @, de modo que
(P40 Q)+ 0 — P—Q=0. Asi pues,

ProQ=P+Q—-0.

Si consideramos el sistema de coordenadas en que la ecuacion de la cubica
esta en forma normal, entonces las rectas que pasan por 0 son las rectas verti-
cales, luego la aplicacion P +— —P es simplemente (X,Y) — (X, -Y).

El teorema siguiente prueba que las cibicas regulares son que lo se conoce
como variedades abelianas (variedades proyectivas con una estructura de grupo
compatible con su estructura algebraica).

Teorema 7.23 St V es una cubica reqular sobre un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 o 3, entonces las aplicaciones ¢ : VXV — V yop:V —V
dadas por ¢(P,Q) = P+ Q y ¥ (P) = —P son regulares.

DEMOSTRACION: Tomamos un sistema de referencia en el que la ecuaciéon de
V esté en forma normal de Weierstrass. Podemos suponer que el neutro 0 es el
punto del infinito, pues para otra eleccion 0’ tenemos que P+¢ Q = P+Q —0',
luego oo (P, Q) = ¢(d(P,Q),—0"). Similarmente, —Py = 0’ + 0’ — P, luego
Yo (P) = ¢(0' + 0, 9(P)).
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La aplicacion 1 es obviamente regular pues, segiin hemos visto, se cumple
P(X,Y) = (X,—Y). Respecto a ¢, consideremos dos puntos (X1, Y1), (X2,Y2)
tales que X7 # X5. Esto significa que no son opuestos. La recta que los une es

YQ_Yl)(X—Xl)a

Y—Y1: (H

y esta recta corta a la ciibica en los puntos cuya coordenada X cumple

Yy - Y, ? 5
Y, —= l)(x-X =4X% — 32X — gs.
( 1+<X2—X1)( 1)) g2 g3

Puesto que dos de ellos son X7 y X5 y la suma de las tres raices es el
coeficiente de X? cambiado de signo, vemos que la tercera raiz es

Yo —Y;\°
Xg=|(—""] — X1 — Xs.
3 (XQ_X:[) 1 2

La ecuacion de la recta nos da Y3, y entonces la suma es el punto de coor-
denadas (X3, —Y3). Ahora es claro que ¢ es una funcién racional regular en el
abierto de V' x V determinado por X; # Xs. Hemos de probar que es regular
en un punto arbitrario (P,Q) € V x V.

Para cada P € V sea 7p : V. — V la traslacion dada por 7p(Q) = P + Q.
Es claro que 7p es una aplicacién racional, luego por la regularidad de V es
—de hecho— regular. Ademaés su inversa es 7_p, que también es regular, pues
es otra traslacion. Concluimos que las traslaciones son isomorfismos.

Ahora observamos que si (P,Q), (P',Q’) € V2, se cumple
o(P,Q)=(P+P)+(Q+Q)— (P +Q)=1_p_q(o(rp(P), 7q(Q))),
luego ¢ = (Tpr X Tgr) 0o T_pr_qy.
Asi, para probar que ¢ es regular en un par (P, Q) tomamos un par (Fp, Qo)
donde si lo sea (un par que cumpla X; # X{) y llamamos P’ = Py — P,
Q' = Qo— Q, conlo que (Tpr X 7¢) es regular en (P, Q) (es un isomorfismo), ¢

es regular en (P, Qo) y T—pr—¢ es regular en Py + Qo, luego la composicion es
regular en (P, Q). "

Nota En los teoremas precedentes sobre curvas elipticas la hipotesis sobre
la caracteristica del cuerpo de constantes puede suprimirse, pero ello requiere
trabajar con ecuaciones de Weierstrass mas generales que las que estamos con-
siderando y no vamos a entrar en ello. m

7.3 Formas diferenciales

Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, el término dim W/A en la formula
del teorema de Riemann-Roch est4 estrechamente relacionado con las formas
diferenciales de K. Esto esta implicito en la demostracion, pero es méas facil
verlo directamente:
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Definicion 7.24 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
de constantes (exacto) ko y a es un divisor en K, llamaremos (a) al kg-espacio
vectorial de todas las formas diferenciales w en K tales que vy (w) > vgs(a), para
todo primo P de K.

Teorema 7.25 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes (exacto) ko. Sea W la clase candnica y A = [a] una clase de divisores
arbitraria. Entonces

dim (a) = dim(W/A).

DEMOSTRACION: Sea w una forma diferencial no nula en K. Entonces,
cualquier otra forma diferencial en K es de la forma aw, con a € K. Se
cumplird que aw € Q(a) si y sélo si vy (a) + vyp(w) > vp(a) para todo primo P
de K. Sillamamos ¢ al divisor de w, tenemos que [¢] = W y aw € Q(a) si y sélo
si v (a) > vy (a/c) para todo primo P, lo cual equivale a que a € m(a/c).

Es claro entonces que la aplicacion m(a/c) — Q(a) dada por o — aw es un
ko-isomorfismo, luego dim Q(a) = dim(W/A). "

A partir de aqui podemos usar el teorema de Riemann-Roch para justificar la
existencia de formas diferenciales con ciertas propiedades sobre sus ceros y polos.
Antes conviene introducir una clasificacion que resultara natural en el capitulo
siguiente, cuando nos ocupemos de la integracion en superficies de Riemann.

Definicién 7.26 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas, llamaremos dife-
renciales de primera clase en K a las formas diferenciales en K que no tienen po-
los, las diferenciales de seqgunda clase son las formas diferenciales cuyos residuos
son todos nulos y las diferenciales de tercera clase son las formas diferenciales
que tienen a lo sumo polos de orden 1.

Es claro que una forma diferencial es de primera clase si y s6lo si es a la vez de
segunda y tercera clase. Lo méas notable sobre las diferenciales de primera clase
es que existen. Recordemos que las tnicas funciones algebraicas sin polos son
las constantes. Por el contrario, (salvo en los cuerpos de fracciones algebraicas)
siempre existen diferenciales de primera clase no nulas. En efecto, el espacio de
las diferenciales de primera clase es simplemente (1), luego el teorema siguiente
se sigue inmediatamente del teorema anterior, junto con el hecho de que la clase
canoénica tiene dimensiéon g:

Teorema 7.27 Si K es un cuerpo de funciones algebraicas de género g, su
espacio de formas diferenciales de primera clase tiene dimension g.

Si el cuerpo de constantes kg es algebraicamente cerrado, el teorema de los
residuos 6.28 afirma que la suma de los residuos de una forma diferencial ha de
ser nula. Ahora probamos que, salvo por esta restriccion, existen diferenciales
de tercera clase con cualquier distribucién de residuos prefijada. En particular,
toda forma diferencial es suma de una de segunda clase més otra de tercera
clase:
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Teorema 7.28 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de

constantes algebraicamente cerrado kg, sean By, ..., B, divisores primos de K
Y Q1,...,0n constantes no nulas tales que oy + - - - + a, = 0. Entonces existe
una diferencial de tercera clase n en K cuyos polos son exactamente Py, ..., Py

y Resp, n=oag, para k=1,...,n.

DEMOSTRACION: Basta probar el teorema para dos primos, pues si tenemos

n primos Py, ..., P,, podemos tomar otro més P y aplicar el caso n = 2 para
obtener formas 7y, cuyos tnicos polos polos (simples) estén en Py y P de modo
que Resg, mi = o, Respnr = —ag. La forma n = 1 + --- 4 7, cumple el
teorema.

Suponemos, pues n = 2. Aplicamos el teorema de Riemann-Roch a la clase
A del divisor a = PB7P5 ", que nos da

0=dimA=grad A — (g — 1)+ dim(W/A) = —(g + 1) + dim(W/A),

donde W es la clase canoénica.

Asi pues, dim Q(‘I?flfﬁgl) = dim(W/A) = g + 1. Por otra parte, el espacio
de las diferenciales de primera clase tiene dimension g, luego ha de existir una
forma diferencial w € Q(P7P5 ) que no sea de primera clase, es decir, que
tenga al menos un polo y a lo sumo dos polos simples en los puntos PB; v Po.
Como la suma de los residuos ha de ser nula, de hecho tiene un polo simple en
ambos. Multiplicando w por una constante tenemos la forma buscada. m

Asi pues, a toda diferencial se le puede restar una diferencial de tercera clase
adecuada para que el resultado sea una diferencial de segunda clase. Evidente-
mente, dicha diferencial es tinica salvo diferenciales de primera clase.

Ejemplo Vamos a mostrar explicitamente las diferenciales de primera clase de
los cuerpos elipticos e hiperelipticos sobre un cuerpo de constantes kg algebrai-
camente cerrado. Segun el teorema 7.10 un cuerpo K en estas condiciones es
de la forma K = ko(z,y), donde z e y satisfacen una ecuacion de la forma

y* = (z—e1)  (x — exgp1), (7.2)

donde los e; € kg son distintos dos a dos. Hemos de suponer ademés que = es
separador, es decir, que dr # 0. Esto se cumple en particular si los cuerpos
tienen caracteristica 0. Vamos a probar que, en tal caso, una base del espacio
de las diferenciales de primera clase la forman las diferenciales

dx x dx z9~ Yz
=, L )

) Y Y

Sea w = ™y~ dx y veamos que no tiene polos. Tomemos un primo L en K
y sea p el primo de k = ko(x) al cual divide. Hemos de probar que vgp(w) > 0.

Supongamos en primer lugar que vp(z) > 0y sea e = z(*P) = z(p) € ko. Si
e#e;paraj=1,...,29+1, entonces y(P) # 0, luego vy (y) = 0 y claramente
también vy (da) > 0, luego vy (w) > 0. Supongamos, pues, que e = e;.
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Como z — e se anula en ‘P, ha de ser x — e = en”, donde € es una unidad en
Kqgp y m un primo. Por otra parte, z — e; no se anula en 3 para i # j, luego es
una unidad. De (7.2) obtenemos que

2up(y) = vp(z —e;) =1

Notemos que r es el indice de ramificacion de B, que ha de ser 1 o 2, luego
concluimos que es 2. Por lo tanto, vp(y) =1y

de =d(z —e) = (CC;GWQ —|—2e7r> dm,
™

de donde concluimos que vy (dz) > 1. Ahora es claro que vyp(w) > 0.

Supongamos, por tltimo, que vy (z) < 0, de modo que x = en~", donde de
nuevo € es una unidad en Ky y 7 es un primo. El exponente r es asi mismo el
indice de ramificacion de B, luego ha de ser 1 o 2. Llamando ¢ = 1/x tenemos
que

1 1 1
y* = (t - 61) (t - €2g+1> = W(l —ter) - (1 —tezgtr).

Los factores de la derecha son unidades en Ky, ya que valen 1 en . Por
consiguiente,
2up(y) = —r(29 +1).

De aqui se sigue que = 2, con lo que vp(y) = —2g — 1 y vp(x) = —2. Por
otra parte,

d
dr = <6 T2 — 267T_3) dm,
dm

con lo que vy (dz) > —3. En total,
vp(w) = mugp(z) —vp(y) + vp(de) > —2(g—1)+29g+1-3=0.

Tenemos, pues que las g formas diferenciales consideradas son de primera
clase. Una relacién de dependencia lineal entre ellas daria lugar a una relaciéon
de dependencia lineal entre las funciones 1,z, ..., 297!, lo cual es absurdo, luego
ciertamente son linealmente independientes. L]

Veamos una aplicacion:

Ejemplo SiV es la curva proyectiva determinada por Y* = X* — 1, entonces
V' es reqular y tiene género 3. Si el cuerpo de constantes ko es algebraicamente
cerrado, entonces el cuerpo K = ko(V') no es hipereliptico.

En efecto, es facil ver que no V' tiene puntos singulares, luego el teorema 7.6
implica que su género es 3.

Vamos a probar que una base de las diferenciales de primera clase de K esté
constituida por las formas
dx rdx ydx

Wy = —— w3 = .
3 3
Y Y
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Llamemos k = ko(x). Sabemos que la extension K/k se corresponde con la
aplicacién regular z : V — P1.

Sea P € V un punto finito tal que x(P) = a no sea una raiz cuarta de
la unidad. Asf vp(x) > 0, vp(y) = 0. Ademés el punto a € A! tiene cuatro
divisores (antiimagenes) en V', uno de los cuales es P, luego e,(P) = 1. Asi
pues, vp(z —a) = vo(z —a) = 1, luego © — a es primo en Kp. Por consiguiente,

vp(dz) = vp(d(z —a)) =vp(l) =0.

Con esto es claro que las tres formas w; son regulares en P.

Supongamos ahora que z(P) = a cumple a* = 1. En tal caso a tiene a P
como tnico divisor en V', luego e, (P) = 4. Tenemos que vp(z) =0y vp(y) > 0.
Maés atin, el polinomio x* — 1 factoriza en k como producto de cuatro polinomios
distintos, uno de las cuales es = — a, luego

4op(y) = vp(y") = va(y") = dva(a" — 1) = 4.

Asi pues, vp(y) = 1, luego y es primo en Kp. Diferenciando la relacion
y* = 2* — 1 obtenemos que dr = (y/x)3dy, luego vp(dr) = 3. De nuevo

concluimos que las formas w; son regulares en P.

Consideremos, por tltimo, el caso en que P es un punto infinito de K. Es
claro que oo € P! tiene cuatro divisores en V, luego e, (P) = 1. En consecuencia,
vp(2) = Voo (x) = —1. Si recordamos que v, en ko(x) es el grado cambiado de
signo, resulta que

4op(y) = vy(y") = veola® — 1) = —4,

luego también vp(y) = —1. Como primo en Kp podemos tomar m = 1/x, con
lo que
vp(dx) = 'Up(d’]'('_l) = ’Up(—7T_2 dr) = —2.

Una vez mas, vemos que las tres formas w; son regulares en P. En definitiva,
son tres diferenciales de primera clase en V. Ademaés son linealmente indepen-
dientes sobre kg, pues en caso contrario las funciones 1, x, y, serian linealmente
dependientes.

Ahora observamos que

w2 w3

) =Y,
w1 w1

luego K = ko(wa/wi,ws/w1). Ademaés, este hecho se cumple para cualquier
base de las diferenciales de primera clase de K, pues si w},w},w} es otra base,
se cumplird que

/ ! !
w1 = a11Wwp + a1owsy + a13ws,

/ ! A
Wy =  a21Wp + AWy + A23Ws3,

! ! A
w3 = a31wp + azawsy + azsws,
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para ciertos a;; € kg. Por lo tanto,

/ / / / / /
Lo w2 an + a9 wh /Wi + ags wh /w] ch (w2 wg)
- 1/, 1] PR
wi a1+ apws/w) + a3ws/wy Wy Wi
e igualmente y € ko(wh /wi,ws/wi). Por lo tanto ko(wh/wi,ws/wi) = K.

Esto prueba que K no es hipereliptico, ya que si lo fuera podriamos expresar
K = ko(z,y), para ciertos generadores x, y respecto a los cuales una base del
espacio de diferenciales de primera clase lo constituyen las formas

,  dx ,  zdx ,  x?dx
wp = —, Wy = —, w3 = )
Y

de modo que K = ko(wh/wi,wh/w)) = ko(z,2?) = ko(z), contradiccion.

7.4 Cuerpos de constantes finitos

En esta seccién veremos varias aplicaciones del teorema de Riemann-Roch a
los cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos. Empezamos por una
muy simple pero muy importante.

Teorema 7.29 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo de
constantes finito ky. FEntonces el grupo de las clases de grado 0 tiene orden
finito h.

DEMOSTRACION: Si g = 0 sabemos que los tnicos divisores de grado 0
son los principales, luego h = 1. Supongamos que g > 1. Fijemos un divisor
b de K tal que gradb = m > 1. Sea A una clase de grado 0 no principal.
Entonces grad A[b]9 = mg > g, y por el teorema de Riemann-Roch se cumple
dim A[b]? > 1. En consecuencia, esta clase contiene un divisor entero a, de
modo que ab™9 € A. En particular grad a = mg.

Es claro que A contiene un numero finito de divisores enteros de grado menor
o igual que mg (esto es cierto para cuerpos de fracciones algebraicas y se conserva
por extensiones finitas). Por consiguiente hay un ndimero finito de clases de
grado 0. n

Definicién 7.30 Se llama nimero de clases de un cuerpo de funciones alge-
braicas sobre un cuerpo de constantes finito al nimero A de clases de divisores
de grado 0.

Claramente, h es también el nimero de clases de grado n de K, para todo
entero n (supuesto que existan clases de grado n, lo cual es cierto, aunque ain
no lo hemos probado).
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Funciones dseta Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo
exacto de constantes kg de cardinal finito q. Otra consecuencia del teorema
de Riemann-Roch es la convergencia de la funciéon dseta asociada a K. Con-
cretamente, podemos definir la norma absoluta de un divisor a de K como
N(a) = ¢&2d¢, Claramente es multiplicativa. La funcién dseta de K es la

funcion 1
Crl(s) =) N(@)’

donde a recorre los divisores enteros de K.

Vamos a probar que esta serie converge para todo ntimero real s > 1. Como
es una serie de términos positivos, la convergencia no depende del orden en que
se dispongan sus términos.

Llamemos f al grado minimo de un divisor de K. Precisamente estudiando
la funcion dseta probaremos que f = 1, pero de momento no disponemos de
este hecho.

Agrupamos como sigue los términos de la funcién dseta:

w=Y 3 z@, (7.3)

n=0grad A=fn acA

donde A recorre las clases de divisores de K. Enseguida veremos que las dos
sumas internas son finitas y, si probamos que la serie de la izquierda converge,
lo mismo valdra para la serie completa (x(s), y la suma sera la misma.

Sabemos que los divisores enteros de una clase A estéan en correspondencia
con los elementos no nulos del espacio m(a™!), para un a € A prefijado, de
modo que dos elementos se corresponden con un mismo divisor si y s6lo si se
diferencian en un factor constante. Si dim A = m, entonces m(a~!) tiene ¢™ — 1
elementos no nulos. Si los agrupamos en clases de multiplos, cada clase contiene
q — 1 elementos, luego el numero de divisores enteros en la clase A es

q" -1
qg—1

Asi pues, como hay a lo sumo un nimero finito de clases A de grado fn
y en cada clase hay un numero finito de divisores enteros, tenemos probado
que las dos sumas internas de (7.3) son finitas, para cada n. Mas atn, puesto
que divisores de grados distintos tienen normas distintas, vemos que hay a lo
sumo un namero finito de divisores enteros de una norma dada, luego, formando
grupos finitos de sumandos, la serie puede reordenarse para formar una serie de
Dirichlet [ITAn 8.18| de términos positivos. Asi, por [ITAn 8.29], si probamos
que la serie converge para s > 1, de hecho tendremos que convergera en todo
nimero complejo con Rez > 1.

, m = dim A.

Ademas ahora sabemos que

CK(S)zqfllZ > -1 i =dimA

qfns
n=0grad A=fn
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Distingamos el caso en que el género de K es g = 0. Entonces hay una tnica
clase A de cada grado fn y su dimension es fn + 1, luego tenemos dos series
geométricas que convergen cuando s > 1:

o0

_ 1 1+f(1=s)n _  —fsny _ L q 1
CK(S)_q_lnz::O(q q )_q—l 17(]“175) 1—q /s )"

Operando llegamos a

1 q_1_|_qf(1fs)_q17fs
Ck(s) = _ 1—s))"
g—1 (1 —q/5)(1—q/1=9)

Cuando hayamos probado que f = 1 tendremos de hecho que

1
(1-g=5)(1—qt=)

Consideremos ahora el caso en que g > 0 y sea h el ntmero de clases de K.
Cuando fn > 2g — 2, el teorema de Riemann-Roch nos da que las h clases de
grado n f tienen dimensiéon fn—g+1. Separamos los sumandos correspondientes
a estos términos:

Ck(s) =

h qfningl -1 h — —s)n —fsn
G(s) = — > = 3 (g e gt

f _
fn>2g—2 " q 1 fn>2g—2

h  gtmot@e—24)(1-s) h g (29=2+1)s
g—1 1—qf(-9) S g—1 1—g /s

Con esto ya tenemos la convergencia de la serie, pues el trozo que falta es
una funcién entera. De todos modos vamos a desarrollarlo:

(29-2)/f

Gls) = q%l Yoo (gt gt

n=0 grad A=fn

1 (29-2)/fF h (29-2)/f
— —fsn _ —f
S S DR S S
n=0 grad A=fn n=0

h 1—q (29-2+/)s
Cg—1 1—gfs 7

= P(¢7)

donde P es un polinomio con coeficientes en Q. Al sumar las dos partes se
cancela un término y queda

. h ql—g+(2g—2+f)(1—5) 1
) =P+ 2 (o - o) 09
Al operar obtenemos una expresion de la forma
L(g~*
Cr(s) = () (7.6)

(1—q /)1 —¢f0=9))’
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donde L(x) es un polinomio con coeficientes en Q. Notemos que (7.4) es también
de esta forma. El denominador del altimo término de (7.5) tiene ceros simples
en los puntos s, = —2rni/(flogq), para r € Z. Al sustituir en la expresion de
L(q—*) que se obtiene al operar resulta que

h(g! = 1)

L(g™) = 1

Por lo tanto (x(s) tiene polos simples en estos puntos. Cuando hayamos
probado que f = 1 tendremos que L(1) = h. Es facil ver que todo esto vale
igualmente en el caso g = 0.

Productos de Euler Una vez probada la convergencia de la funcion dseta,
es facil probar la formula de Euler:

) =Tl  s>1. (77)
P N(p)®

donde p recorre los divisores primos de K (véase [TAl 4.9]).

Para demostrar que f = 1 compararemos la funcion dseta de K con la de la
unica extension de constantes de K de grado n. Sea kp la tnica extension de kg
de grado n. Llamemos K,, = Kk;. Sea p un primo en K y P un divisor de p
en K,,. Entonces

FOB/p) = |(Fn)q3 DKyl = [k Kp Ky,

El cuerpo Fp tiene ¢™ elementos, donde m = grad p, mientras que k; tiene
q" elementos. La teoria de cuerpos finitos nos da que

mem(m,n) n

f(B/p) = - =

med(m,n)’

luego p se descompone en t = med(m,n) primos de K,,. Para calcular la funcion
Ck, (s) hemos de trabajar con el cuerpo de constantes k1. Como el grado de p
respecto de ky sigue siendo m, el de sus divisores serd m/t. Por otra parte el
nimero de elementos de k; es ¢".

En la formula del producto de Euler agrupamos los factores (iguales) co-
rrespondientes a los divisores de un mismo primo de K, con lo que obtenemos

que
1 —t
CK" (S) = H (1 - q(grad p)sn/t) :

p

Para operar esta expresion fijamos un primo p y consideramos la raiz n-sima

de la unidad w,, = €*>™/™. Si m = grad p, entonces w! tiene orden n/t, luego
n/t—1
xn/t _ qusn/t — H (.I _ w;nrqus).

r=0
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Si dejamos que r varie entre 0 y n — 1 entonces cada factor aparece t veces,
luego

(mn/t _ q—ann/t)t — Ho (l’ wm7 q—7rbs).
Haciendo = = 1 queda
_ Jint n—1 B n—1 —m(s—2rmi/n] )
(l—q msn):l—[(l_wmrq ms):H(l_qms rﬂ'znogq)
=0 r=0

Usando esto vemos que

Cien(5) = T1 G <s _ A ) . (7.8)

r=0 nloggq

Ahora bien, en el caso n = f hemos visto que cada factor tiene un polo
simple en s = 0, luego (k, tiene un polo de orden f en s = 0, pero lo visto
anteriormente vale también para esta funcion, luego el polo ha de ser simple y
por consiguiente ha de ser f = 1.

Teorema 7.31 Los cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos de constan-
tes finitos tienen divisores de todos los grados.

El polinomio L(x) Ahora que sabemos que f = 1 podemos hacer algunas
precisiones adicionales sobre el polinomio L(x) que hemos introducido en (7.6).
La expresion explicita de (x(s) es (para g > 1)

2g—2

h gl=9t2g-1(-s) 1
mag—sn i
= X Y (e

n=0 grad A=n q_l 1_q

2g—2

L(z) = w Z Z A" + h — ((1 — )2z — (1 - qx)) )

-1
q n=0 grad A=n

Vemos asi que L(z) tiene grado 2¢g. Méas atn, el polinomio (¢ — 1)L(x) tiene
coeficientes enteros, y si tomamos restos modulo ¢ — 1 queda

2g—2

(@-DLx)=1-2)*> > a"+h(l-2)2® " —(1-2))

n=0 grad A=n

2g—2
=h(1-2)> Y 2" +h(1—2)(@* ' —1) =0 (méd ¢ — 1).
n=0
Esto significa que todos los coeficientes de (¢ —1)L(z) son multiplos de ¢ —1,
luego el polinomio L(z) tiene coeficientes enteros.
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Ya hemos visto que L(1) = h, y ahora es facil ver ademéas que

h 1 h
L(0) I —(g+h-1)—-——=1,
q gradAO q_l q_l q_l

donde hemos usado el teorema 6.32. En resumen:

Teorema 7.32 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g sobre un
cuerpo de constantes finito (exacto) de cardinal q. Entonces la funcion (k(s)
converge en el semiplano Res > 1 a una funcidn holomorfa que se extiende a
una funcion meromorfa en C dada por

_ L(g™)
)= T Ty

donde L(x) € Z[z] es un polinomio de grado 2g tal que L(0) =1 y L(1) = h, el
numero de clases.

Notemos que el teorema es trivial si ¢ = 0, pues entonces L(z) = 1. En
particular, si K = k(«), donde k es un cuerpo de fracciones algebraicas, tenemos

que Cx(8) = L(g™*)Ck(s).
La ecuacidén funcional Con los célculos que tenemos a nuestra disposicion,

es facil probar que la funcién dseta satisface una ecuaciéon funcional muy sencilla:

Teorema 7.33 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g sobre un
cuerpo de constantes finito (exacto) de cardinal q. Entonces

g9V (s) = DTN (1 — 8), para todo s € C.

DEMOSTRACION: Consideramos el caso en que g > 0, pues el caso g =0 es
més simple. Segun hemos visto,

h gl m9tg-1(1-s) 1
mA ns —
C Z Z q -1 ( 1— q(l—s) —s |

q_angradAn 1_q

donde m4 es la dimension de A. Por lo tanto
2g—2

Z Z qu (n—(g—1))s

n=0 grad A=n

N h q?(1=9) q7°
—1\1—¢g0 "T-¢g )

El segundo sumando es claramente invariante para la sustitucion s — 1 — s.
Basta probar que lo mismo le sucede al primero. Si una clase A tiene grado
n < 2g — 2, su complementaria W/A tiene grado 2g — 2 — n, luego podemos
agrupar los sumandos del primer término en parejas

(g—1)s
q Cx () -1

qu—(n—(g—l))s, qmw/A—(g—l—n)s — qu—',—(g—l—n)(l—s)7

donde hemos usado el teorema de Riemann-Roch. Claramente la sustitucion
s +— 1 — s deja invariante cada pareja. [
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Es facil ver que en términos del polinomio L(x) dado por el teorema 7.32, la
ecuacion funcional se expresa en la forma

L(z) = ¢?2*L(1/qx).
Teniendo en cuenta que el término independiente de L(z) es L(0) = 1, de

aqui se sigue que el coeficiente director de L(z) es ¢9.

El logaritmo de la funciéon dseta Tomemos logaritmos en el producto de
Euler (7.7) (véase [ITAn 8.3]):

log ¢k (s Zlog Z Z Z

N(F‘) k=1 grad p=k m= 1
[ k ) N,
Y S e N
m=1 k|m grad p=k n=1

donde N, = > gradp. En particular, N; es el nimero de primos de grado 1
en K. grad p|n

Sea ahora K, la extension de constantes de grado n de K y consideremos la
formula (7.8). Tenemos que

n—1 1
log i, (5) = % log <s L Zq) . (7.9)

En principio, faltaria un posible término 2k7i, pero enseguida veremos que

no es asi. En efecto, si w = €*™/™ el miembro derecho es
n—1 oo 00 n—1
N, N, N,
—s, r\m __ m mr —s\m __ m —s\m
> o w)fEfm w(q)fifm(q%
r=0 m=1 m=1 r=0 n|lm

Ahora es claro que ambos miembros de (7.9) son reales cuando s es real,
luego son el mismo logaritmo. Por otra parte, el miembro izquierdo de (7.9) es

00 n)
Z Nm (q—(‘;)mn.
m
m=1
Comparando ambas expresiones vemos que N, = NlL , es decir, N, es el
nimero de primos de grado 1 de la extension K.

Si llamamos a, .. ., aag a los inversos de las raices de L(x), tenemos que

2
L) = [ (1 - as), (7.10)

i=1
pues el coeficiente director del miembro derecho es a; - - - g = ¢ (recordemos
que el término independiente de L(x) es 1 y su coeficiente director es ¢?). Por
consiguiente.

29

[1(1—aiq™?)

) = T —g )
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Tomando logaritmos,
0o N 0o 2g 1
N s\ n _ n | Z(,7S\n
> ) Z(q +1 Z%)n(q )"
n=1 n=1 i=1
Comparando ambos miembros, obtenemos la relaciéon
29
i=1

La hipoétesis de Riemann Finalmente demostramos un resultado notable
sobre la funcién dseta. La férmula (7.7) muestra que (x(s) no se anula en el
semiplano Res > 1, y la ecuacién funcional implica entonces que tampoco lo
hace en el semiplano Re s < 0. Asi pues, todos los ceros de (x(s) han de estar
en la banda critica 0 < Res < 1.

La situacion es similar a la de la funcion dseta de Riemann clasica, es decir,
la funcion

> 1
C(s)—n:1$, Res > 1.

Riemann demostr6 que ((s) se extiende a todo el plano complejo con un
unico polo en s = 1, asi como que satisface una cierta ecuaciéon funcional, de la
que se sigue que ((s) se anula en los enteros pares negativos (ceros triviales) y
que cualquier otro cero ha de estar sobre la banda critica 0 < Res < 1. Rie-
mann conjetur6d que todos los ceros no triviales de ((s) se encuentran, de hecho,
sobre la recta Re s = 1/2, afirmacion que se conoce como hipdtesis de Riemann
y constituye uno de los méas famosos problemas abiertos en la actualidad. Sor-
prendentemente, André Weil demostro el anélogo para las funciones dseta de
los cuerpos de funciones algebraicas sobre cuerpos finitos, es decir:

Hipétesis de Riemann Los ceros de la funcion (i (s) estdn todos situados
sobre la recta Res =1/2.

Aqui veremos una prueba debida a Bombieri, més elemental que la de Weil.

Observemos que s es un cero de (g (s) siy solo si ¢~* es un cero del polinomio

L(z). Ademas |¢~%| = ¢~ R, luego la hipétesis de Riemann equivale a que
los inversos de las raices de L(z), es decir, los nimeros que hemos llamado
ai,...,azg, cumplen |a;| = /g. Por consiguiente, la hipotesis de Riemann nos

da la estimacion
INo —q" =1 =|af + -+ af,| < 2gq">.

En particular, para n = 1, vemos que el nimero de primos de grado 1 de un
cuerpo de funciones algebraicas K de género g sobre un cuerpo de constantes
finito (exacto) de cardinal ¢ satisface la estimacion

IN1 —q—1] <29/
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De hecho, la hipétesis de Riemann puede expresarse como una estimacion
asintotica de IN,,:

Teorema 7.34 La hipdtesis de Riemann para un cuerpo de funciones algebrai-
cas K sobre un cuerpo de constantes exacto de q elementos equivale a que

N, =q" +0(¢""?),

donde O(q”/z) representa una funcion de n que permanece acotada cuando se
divide entre ¢"™/2.

DEMOSTRACION: Si se cumple la hipotesis de Riemann tenemos que
INn =" <1+ [Np—¢" = 1| < 142g¢"* < (29 + 1),

luego se cumple la estimacion del enunciado.
Reciprocamente, tenemos que existe una constante C' tal que

N, — ¢"| < Cq"/?,

luego
lof + -+ ady| =[Ny —¢" — 1| <1+ Cq"/2.

De (7.10) se sigue que, para x en un entorno de 0,

1 x x"
1 - n . n iy
B TRy
Por consiguiente,
1 S || 1 1
log ——| < 1+ CqV?) = <log —— 4 Clog ————.
OgL(x)‘—n;( + O S slos T+ Clog y

De aqui deducimos que la serie de potencias converge para todo x tal que
lz| < ¢~'/2, luego la funcién log L(x)~! es holomorfa en el disco |z| < ¢~'/2,
luego los ceros de L(z) han de cumplir |z| > ¢~/2, luego |a;| < ¢'/2. Puesto
que a1 ---agg = ¢, en realidad ha de ser |o;| = ¢'/2, como habia que probar.

u

Observemos ahora una consecuencia inmediata de la férmula (7.8):

Teorema 7.35 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas sobre un cuerpo finito
y sea K, su unica extension de constantes de grado n. Entonces K cumple la
hipdtesis de Riemann si y sdlo si la cumple K.

Vamos a probar la hipo6tesis de Riemann probando la equivalencia dada por el
teorema 7.34. Partimos de un cuerpo de funciones algebraicas K definido sobre
un cuerpo de constantes exacto k de cardinal ¢. Llamamos k,, a la extension de
grado n de k1. El punto de partida seré representar el cuerpo K como el cuerpo
de funciones racionales de una curva proyectiva regular C definida sobre k.
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Llamaremos ¢ : C — C a la aplicacion de Frobenius de grado ¢, de modo
que N, es el cardinal de C'(k,,) o, equivalentemente, el nimero de puntos fijos
de ¢™ (por el teorema 5.64, pues ¢™ es claramente la aplicacion de Frobenius de
grado ¢").

Notemos que ¢ puede verse también como la aplicacién inducida por el auto-
morfismo de Frobenius de la extension k/k (dado por ¢(a) = a?). No obstante,
no hemos de confundir el k(C)-automorfismo ¢ : k(C') — k(C) que extiende a
® como elemento del grupo G(k/k), con el k-monomorfismo ¢ : k(C) — k(O)
(de grado ¢) inducido por ¢ como aplicacion regular entre curvas.

Fijemos un punto racional P € C(k) o, equivalentemente, un divisor primo
p € k(C) de grado 1 (hemos probado que siempre existen divisores de grado 1,
pero en realidad no necesitamos este hecho, pues si no existieran todo lo que
vamos a concluir se cumpliré trivialmente.)

Para cada r > 0 definimos M, = m(P"), es decir, el espacio vectorial de las
funciones racionales en k(C') que tienen a lo sumo un polo en P de orden a lo
sumo r. Vamos a demostrar algunas propiedades:

Teorema 7.36 Con la notacion precedente, se cumple:
1. dim M, ; < dim M, + 1.
. dim M, <r+1.

. dim M, >m—g+1, ysir>2g—2 se da la igualdad.

2
3
4. Si f € M,, entonces po f = (f¢ )2
5. ¢o M, C M,

6

. diInM}?e = dim M,., donde p =cark ye > 0.
7. dim ¢ o M, = dim M,..

DEMOSTRACION: 1) Si f y g tienen un polo de orden exactamente m + 1 en
el punto P (y ninguan otro polo), entonces f/g tiene orden 0 en P, luego existe
y €k, v#0tal que vp(f/g—7) > 1. Asi, f —vg=g(f/9—7) € M,.

Esto implica que si M, # M, 1 y a una base de M, le anadimos una funcién
de M,1 \ M,, obtenemos una base de M,;.

2) se deduce de 1) por induccion. Notemos que My esta formado por las
funciones constantes, luego tiene dimensiéon 1.

3) Es una consecuencia inmediata del teorema de Riemann-Roch.

4) Llamemos A = ¢! € G(k/k). Tomemos una funcién f € M, y un punto

Q € C(k), Q # P. Tomemos dos formas del mismo grado F' y G que definan a
f en un entorno de ¢(Q). Entonces

_F@@) _ FX@)" _ g
(0N =G0y = ey = @
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5) Notemos que si f € M, entonces f¢’_1 € M,, pues ¢ fija a P. Por el
apartado anterior ¢ o f € M,,.

6) Aqui M,’?& representa el espacio formado por las funciones f?° con f € M,.
Es claro que elevando a p°© los elementos de una base de M,. obtenemos una base
de MP".

7) La aplicacion M, — ¢ o M,. dada por f — ¢ o f es obviamente lineal y
supralmyectiva. Blasta ver que es inyectliva. Ahora bien, si ¢ o f = ¢ o g, entonces
(f¢ )1 =1(g° )9 Iuego f¢ =g* , luego f =g. .

Si A es un subespacio de M, y B un subespacio de Mj, llamaremos AB al
subespacio de M, generado por los productos fg con f € Ay g € B.

Teorema 7.37 Silp® < q, entonces el epimorfismo natural
M @5 (@0 My) — MJ" (¢ 0 M,)
es un isomorfismo.

DEMOSTRACION: Por la propiedad 1) del teorema anterior podemos encon-
trar una base f1,..., f; de M, tal que vp(f;) < vp(fit1), parai=1,...,t — 1.
Entonces ¢ o f; es una base de ¢ o M., y cada elemento del producto tensorial
se expresa de forma dnica como

!er®(¢ofi)a g: € M.

-

i=1

Si este elemento esta en el nucleo del epimorfismo, entonces
t e
i=1

y basta probar que en tal caso todos los g; son nulos. Si alguno no lo es, sea j
el menor indice posible. Entonces

& (bof)=— 2 g (d0f).

1=7+1
Por consiguiente, teniendo en cuenta que vp(¢po f) = qvp(f¢_1) = qup(f),
pop(g;) +qur(f;) = min{p“vp(gi) + que(fi)} = —p®L + que(fi+),

luego
pop(g;) = —Ip° + q(vp(fj+1) —vp(f;)) = ¢ —1p° > 0.

Esto significa que g; tiene un cero en P, pero estd en M, luego no tiene
polos fuera de P, luego no tiene ningtn polo, luego ¢g; = 0, contradiccion. m

Como consecuencia inmediata:
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Teorema 7.38 Silp® < q entonces
dim MP" (¢ o M,) = (dim M;)(dim M,.).

Ahora podemos demostrar més o menos “la mitad” de la hipétesis de Rie-
mann:

Teorema 7.39 Supongamos que (g+1)* < q y que q es una potencia par de la
caracteristica p. Entonces

Ny <q+1+(29+1)/q

DEMOSTRACION: (Notemos que el teorema se cumpliria trivialmente si fuera
N; = 0, aunque este caso no puede darse.) Tomemos ! y e tales que [p® < q.
Mantenemos la notacion empleada en la prueba de 7.37. Definimos

§: MP (¢poM,) — MP"M,

mediante , .
St wer)) = Tl s

El teorema 7.37 garantiza que & es una aplicacion k-lineal bien definida.
Supongamos que [, r > g. Entonces, la dimensiéon del dominio es

(dim M;)(dim M,) > (I —g+1)(r—g+1)

y la de Imd C Mjpe4, es a lo sumo Ip® +r — g + 1. Por consiguiente, el nicleo
de ¢ tiene dimension mayor o igual que

(l—g+)(m—-—g+1)—(p°+r—g+1).

Supongamos que esta cantidad es > 0, en cuyo caso J tiene nucleo no trivial.

Sea
t

f=g" (60 f)

i=1
un elemento no nulo del nucleo. Si @ € C(k), Q # P, entonces

t t

Q) =X gi(QF fi(¢(Q) = X g:(Q)F fi(Q) = 0.

i=1 i=1

Asi pues, f se anula en los puntos de C(k) salvo quiza en P. Ahora bien,
todo elemento de ¢ o M, es una potencia g-ésima (por 7.36 4) y como p® < ¢
concluimos que f es una potencia p®-ésima. Esto significa que f tiene (contando
multiplicidades) al menos p®(Ny — 1) ceros, y como ¢ o M, C M,,, el ntmero de
polos es a lo sumo Ip® + rq. Asi pues, p¢(N; — 1) < Ip® + rq. De aqui llegamos
a que

Ny <141+ rgp=©. (7.11)

Recordemos que esta desigualdad es valida bajo las hipotesis siguientes:
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1. Ip® < q,
2. l,r>g,
3. (l—g+)(r—g+1)>lp*+r—g+1.

Vamos a elegir [, r, e de modo que se cumplan estas hipotesis y (7.11) se
convierta en la desigualdad del enunciado.

Estamos suponiendo que ¢ = p?*. Tomamos e = by r = p® + 2¢g. Nos falta
elegir [ para que se cumpla 4). Notemos que con las elecciones precedentes 3)
se convierte en

(=9)P"+g+1)>1p",

o equivalentemente,
g

1> —"—p+g.
g+ LR
Tomamos como [ el menor natural mayor que el miembro derecho, con lo
que se cumplen 2) y 3). Ahora usaremos la hipotesis (g + 1)* < ¢ para probar
que también se cumple 1).
En efecto, tenemos que (g + 1) < p?, luego gp® + (g +1)% < (g+ 1)p®, luego
g b b
——p +g+1<p’.
g+ 110 g p
Por la elecciéon de [ tenemos que [ < p°, luego Ip® < p?* = ¢. Finalmente
sustituimos las definiciones de e, r y I en la desigualdad (7.11), recordando
ademas que [ < p:

Ny <1+p"+ (" +20)p" =q+1+ 20+ 1)Vg .
Notemos que si K cumple las hipdtesis del teorema anterior, también las
cumple la extension de constantes de grado n de K, por lo que en realidad

tenemos que
N, < ¢ +0(q"?).

Consideremos ahora una extension finita de Galois L de K cuyo cuerpo de
constantes exacto siga siendo k. Podemos considerar K = k(C), L = k(C"),
donde C' y C’ son curvas proyectivas regulares definidas sobre k. La inclusion
K C L puede verse como una aplicacion regular C’ — C definida sobre k. Sean
K=kK,L=kLyG=G(L/K)=G(L/K). Es claro que el automorfismo
de Frobenius ¢ € G(L/L) se restringe al de G(K/K). Ademas, considerando
¢ € G(L/K) y G < G(L/K), tenemos que ¢ conmuta con G. Ello se debe a
que L = LK, de modo que si 0 € G, a € L, b € K, entonces

a(¢(ab)) = o(a)p(b) = p(a(ab)).

Llamemos T al conjunto de los primos de grado 1 de K Lconsiderados como
primos de K). Asi Ny = |T|. Llamemos T a los primos de L que dividen a los
deT.
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Sip e T, por el teorema 5.27 sabemos que G acttia transitivamente sobre
los primos de T que dividen a p. Por otra parte ¢ fija a este conjunto, pues
p® = p. Asi pues, para cada P € T ha de existir un ¢ € G tal que PP = pe.
Habré tantas elecciones posibles para o como automorfismos fijen a 3, es decir,
tantos como el indice de ramificacion e(P/p) (de acuerdo con 5.28, el namero
de automorfismos que fijan a P es ef, pero como el cuerpo de constantes de K
es k, que es algebraicamente cerrado, se cumple que f(8/p) = 1). En particular,
si llamamos 7" al conjunto de los primos de T no ramificados, tenemos una
aplicacion 7 : T/ — G dada por P — 0.

Llamaremos T(o) al conjunto de los primos ‘B € T’ tales que n(P) = o y
Ni(0,L/K) al cardinal de T'(o).

Cada primo p € T no ramificado en L es divisible entre |G| primos de 1",
luego |T| = |G| Ny 4+ O(1), donde el error O(1) depende del nimero de primos
ramificados en L/K, pero no de ¢ (es decir, si sustituimos k por una extension
finita, la cota O(1) sigue siendo la misma). Por otra parte,

T = LEJGT(U),

y la unién es disjunta, luego

S>> Ni(o,L/K) = |G|N; + O(1). (7.12)
ceG

Representaremos por § el género de L. Ahora necesitamos una variante del
teorema 7.39.

Teorema 7.40 Con la notacion precedente, supongamos que q es una potencia
par de p, que (§+ 1)* < q y sea 0 € G. Entonces

Ni(o,L/K) < q+1+ (25 +1)\/q.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que existe un punto P € C’(k) y defini-
mos M, = m(P). Sea

852 MP* (¢ o M) — MP (50 M,)
la aplicacién dada por
t e t e
o (S 00 1)) = St (00 0.
Aqui usamos la notacién de la prueba del teorema 7.37, el cual justifica que

0, esta bien definida (suponiendo Ip® < q).

Observemos que si f € M,., entonces g o f € m((PU_l)T), luego la imagen
de d, esta contenida en m(P%" (P"fl)T) y la dimensién de este espacio es a lo
sumo Ip® +r — g+ 1.
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Bajo las mismas hipétesis que en el teorema 7.39 podemos obtener un ele-
mento no nulo f del niicleo de d,, s6lo que ahora se anula tinicamente sobre los
puntos de T(U) (es decir, los puntos Q € C’(k) tales que ¢(Q) = o(Q)) distintos
de P. Esto nos lleva a la misma conclusién pero cambiando Ny por Ny (o, L/K)

y g por g. .
Ahora veremos el argumento que nos permite invertir la desigualdad:

Teorema 7.41 Bajo las hipdtesis del teorema anterior, para cada o € G, se
cumple

¢+ 1+|G|(N1 —q¢—1)+0(/q) < Ni(o,L/K).
DEMOSTRACION: Por el teorema anterior
0<qg+1+(2§+1)y/q— Ni(o,L/K).
Sumamos sobre o y usamos (7.12):

0 < ZG(q+1+(2§+1)f—N1<mf/?>>

< |G(g+1+ (25 + 1)y/q) — |G|N1 +O(1).

Como cada sumando es > 0, ha de ser
q+1+(25+1)y/a— Ni(o,L/K) < |G|(q+1+ (29 +1)v/q) — |GIN1 + O(1),
de donde
q+1+|G|(N1 —q—1)— (|G| = 1)(2§ + 1)y/g + O(1) < Ny(0, L/K).
De aqui obtenemos la desigualdad del enunciado. L]

Ahora ya podemos probar la hipotesis de Riemann bajo ciertas condiciones:

Teorema 7.42 Sea K un cuerpo de funciones algebraicas de género g sobre
un cuerpo de constantes exacto k de q elementos. Supongamos que q es una
potencia par de la caracteristica p y que (g + 1)4 < q. Supongamos asi mismo
que exziste x € K tal que K/k(x) es separable y la clausura normal L de k(z)
sobre K tiene a k como cuerpo de constantes exacto. Entonces K cumple la
hipdtesis de Riemann.

DEMOSTRACION: Por el teorema 7.39 (ver la observacion posterior) tenemos
que Ny < ¢+ O(,/q). Sea G = G(L/k(z)) y H = G(L/K). Notemos que k(z)
tiene exactamente ¢ + 1 divisores primos de grado 1. Para cada o € G, el
teorema anterior aplicado a la extensién L/k(z) nos da

¢+ 0(va) < Ni(o, L/k()).

Enseguida veremos que si 7 € H entonces Ni(7,L/k(z)) = Ny(7,L/K).
Aceptandolo de momento, sumamos en 7 € H y, usando (7.12), obtenemos

[Hl|g +O(vq) < ZIHNl(T, L/K) = [H|N, + O(1),
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de donde ¢+ O(,/q) < N;. Ahora observamos que si K cumple las hipotesis del
teorema, lo mismo vale para cualquier extension finita de constantes de K y la
cota del error O(,/q) no depende de ¢, luego en realidad hemos probado que

q" +0(¢"?) < N,

y uniendo las dos desigualdades tenemos la relacion N,, = ¢™ + O(¢"/?), que,
segun 7.34, equivale a la hipoétesis de Riemann.

Falta probar que, en efecto, si 7 € H entonces Ni (7, L/k(x)) = Ny(, L/K).

Sea P un divisor primo de L que divida a un primo de grado 1 p de k(z)

y tal que P? = P7. Basta probar que P divide a un primo de grado 1 de K.

Sea p’ el primo de K divisible entre 3. Claramente p’® = p'” = p’, pero esto

significa que el punto de la curva C asociado a p’ estda en C(k) (porque lo fija

la aplicaciéon de Frobenius). Asi pues, p’ es un divisor primo de grado 1 de K.
n

Para terminar la demostracion s6lo hemos de ver que todo cuerpo K tiene
una extension finita de constantes que satisface las hipétesis del teorema ante-
rior.

Recordemos que, para cadan > 1, hemos llamado k,, a la extensién de grado
n de k. Tomemos n suficientemente grande para que (g + 1)* < ¢". Podemos
elegir n par y asi ¢" es una potencia par de p. Existe x € k,, K tal que k, K/k,(x)
es separable. Sea L la clausura normal de k,(z) sobre K y sea k,, el cuerpo
de constantes exacto de L. Entonces n | m, luego ¢™ sigue siendo una potencia
par de p y es claro que L sigue siendo la clausura normal de k,,(x) sobre k,, K.
Asi pues, k,, K cumple el teorema anterior, y esto termina la prueba.






Capitulo VIII

Integrales abelianas

A finales del siglo XVII, Jakob Bernoulli introdujo el término “lemniscata’
para referirse a las curvas con forma de 8 (el lemnisco era la cinta que adornaba
las coronas con que se distinguia a los atletas en la antigua Grecia). Entre ellas
se encuentra la que ahora se conoce como lemniscata de Bernoulli.

Del mismo modo que una elipse puede definirse como el conjunto de los
puntos del plano tales que la suma de sus distancias a dos focos es constante,
podemos considerar el conjunto de los puntos del plano tales que el producto
de sus distancias a dos focos sea constante. Asi obtenemos los llamados dvalos
de Cassini (véase la seccion [IC B.6]). Eligiendo adecuadamente el sistema de
referencia, no perdemos generalidad si suponemos que los focos tienen coorde-
nadas (%c, 0). Si (z,y) € R? es un punto de moédulo p = /22 + 32, su distancia
a cada foco es

r2 = (z+¢)? 4+ 9% = p? + 2cx + 2,
r2 = (x — )’ +9* = p? — 2cx + 2,
luego el punto estd en en el conjunto si cumple
rird = (p? +cA)? —4c?2? = p* + 2% p? — 4cPa? + &t = dY,

para una constante d > 0. Si d < ¢, estos puntos forman una curva con dos
componentes conexas, cada una de las cuales rodea a uno de los focos. Si
d > c obtenemos una curva conexa que rodea a ambos focos. En cambio, si
d = c obtenemos una figura en forma de 8, es decir, una lemniscata, que es
precisamente la lemniscata de Bernoulli. En este caso la ecuacion se reduce a

pt 422 — 4c?2? = 0,
0, equivalentemente,
(2* + )% = 2 (y* — 2?).
El valor de c es irrelevante, en el sentido de que, aplicando una homotecia,

podemos hacer que ¢ = 1/v/2, con lo que 2¢? = 1, con lo que la ecuacién se

reduce a

A p? - 222 =0, o (22 +42)% = 2 — 22,

305
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Asi pues, salvo un cambio de escala, toda lemniscata de Bernoulli tiene el
aspecto que muestra la figura siguiente:

m
-A0 -0.5 t 0.5 10
0.2}

-0.4}

Es facil ver (seccion [IC B.5]) que una parametrizacion de la lemniscata es:

1 1
T ==+—=v/p?+pt =+—/p?—pt
VoA Y V2 rep

Un simple céalculo nos da que el elemento de longitud es

Asi pues, la longitud del arco de lemniscata comprendido entre el origen y
un punto situado a distancia 0 < r < 1 (unidos por el camino més corto) es

0.4 s
T dp
sir)y= | ——. 0.2
m=[ A= ;
En 1718, el conde Fagnano descubri6é una curiosa 0.5 1

propiedad sobre el arco de una lemniscata. Probablemente, trat6 de explotar la
analogia entre esta integral y la bien conocida

v
arcsenr = —
0 1—p2?
Esta integral se racionaliza con el cambio de variable

2T

P=1 + 72’
por lo que parece razonable aplicar a nuestra integral el cambio

2 272
P = 1474

Un simple célculo nos da que

5 2t

T dp /t dr
s(NN=|] =—==v2| —, =
) /0 V1=p? o V9I+7? 1+t
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En lo que se refiere al calculo de la integral no rt
hemos ganado nada, pero Fagnano se dio cuenta de
que si ahora aplicamos el mismo cambio, pero con
un signo negativo en el denominador, obtenemos

T dp /t dr
s(r) = — =2 — = 25(t), 0.2
() / ] = R
d d 0.2 0.4 0.6 0.8 £
ondae 2 2t2 4 ) A
7‘2 _ 1—t4 _ t (lft )
- 2 4\2

Esto tiene una interpretacion geométrica: si senalamos un punto de la lem-
niscata a una distancia 0 < ¢t < 1 del origen, entonces el punto situado a la
distancia r dada por la formula anterior determina un arco de doble longitud.
(En realidad es necesario suponer que ¢ no exceda del punto donde r(t) deja
de ser inyectiva, lo cual equivale a que al duplicar el arco no sobrepasemos el
cuadrante). La sencilla relacion entre r y ¢ permite, por ejemplo, duplicar un
arco de lemniscata con regla y compéas. También podemos expresar t en funciéon
de 7, lo que nos da un método para bisecar un arco de lemniscata.

Asi, en la figura, el arco sq, correspondiente a 04 52
t = 0.5, tiene la misma longitud que s, cuyo ex- 0.2 51
tremo derecho corresponde a r = 44/15/17, dado ’ T

por la relaciéon precedente.

0.5
En 1751, Euler llegd mas lejos que Fagnano. En primer lugar, vio que la
analogia con el arco seno podia aprovecharse mas atn. La relacion

sen(z + y) =senx cosy + cosx seny

puede expresarse en la forma

U\/l—UQ—i—v\/l—uZ:sen(x—l—y), u=senz, v=seny,

o también,

“ood vod "od
/ P —|—/ P :/ P , r=uy1-—0v2+vyv1—u
o V1—p2 Jo 1-p? 0 1—p?

Aqui hay que entender que u y v son numeros positivos suficientemente
pequenos. Euler consiguié probar una férmula analoga para la lemniscata, a
saber:

/“ dp +/” dp /T dp w1 — vl 4oVl —ult
—_— = s T = .
o VI=pt Jo Vi-pt Jo 1yt 1+ ubv?
Esta formula se particulariza a la de Fagnano cuando u = v, y permite sumar

facilmente dos arcos de lemniscata suficientemente pequenos como para que la
suma no exceda un cuadrante.
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Maés aun, Euler generalizé su resultado probando que sigue siendo cierto si
cambiamos el polinomio P(u) = 1 —u* por P(u) = 1+ au® — u*, para cualquier
valor de a.

Los resultados de Euler fueron notablemente generalizados por Abel, quien
estudi6 el comportamiento de las integrales de la forma

/ R(z,y) dz,

donde R(X,Y’) es una funcion racional e y(z) es una funcion algebraica determi-
nada por una relacion polinémica P(x,y) = 0. Estas integrales se conocen como
integrales abelianas. En términos més modernos, podemos definir las integra-
les abelianas como las integrales curvilineas de formas diferenciales meromorfas
sobre superficies de Riemann. Por ejemplo, para interpretar como integral abe-
liana la integral que da la longitud de arco de la lemniscata consideramos la
curva proyectiva S dada por Y2 =1 — X* y, en ella, la forma w = dz/y. Asi,

s(r) = /w, donde a(p) = (p, /1 — p*).

Dedicamos este capitulo a estudiar las integrales abelianas. Ello nos llevara
a unos resultados generales de los cuales no sblo se deducen los hechos que
acabamos de comentar, sino también resultados de gran interés teérico. Por
ejemplo, vamos a determinar la estructura del grupo de clases de grado 0 de
una curva proyectiva.

8.1 Homologia y cohomologia

Vamos a recordar y generalizar al caso complejo algunos resultados sobre
topologia algebraica y geometria diferencial que vamos a necesitar. Antes de
entrar en materia, recordemos el comportamiento de las integrales curvilineas
sobre un abierto U C C simplemente conexo. Si f : U — C es una funciéon
holomorfa, el teorema de Cauchy [VC 3.7] afirma que la integral de f a lo
largo de un arco cerrado es nula. Ello se debe esencialmente a que los arcos
cerrados son homotopicos a un punto y las integrales no se alteran al transformar
homotopicamente los arcos. Como consecuencia, fijado P € U, la integral

/ 1) de ®.1)
P

no depende del arco sobre el que se calcula y determina una funcién holomorfa
en U, que es, de hecho, una primitiva de f (véase [IC 7.12]).

Si f es una funcién meromorfa, entonces ya no podemos aplicar el teorema
de Cauchy, sino que en su lugar tenemos el teorema de los residuos [VC 3.8], que
dice que la integral a lo largo de un arco cerrado sera una combinacién lineal
entera de los residuos de f multiplicados por 27i. Pese a ello podemos hablar atn
de la integral (8.1), si bien ahora se trata de una integral multiforme meromorfa,
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en el sentido de que en un entorno (simplemente conexo) de cada punto zy que
no sea un polo de f podemos determinar ramas uniformes meromorfas de la
integral (la rama dependera del camino elegido para unir P con zp). Un caso
tipico es la integral

4 dC

1 ¢
que determina la funcién logaritmo en C\ {0}.

Si pasamos a considerar integrales de formas diferenciales en una superficie
de Riemann, en primer lugar nos encontramos con que, salvo en el caso trivial
de la esfera, ya no estamos en un espacio simplemente conexo, por lo que el
teorema de Cauchy no es valido ni siquiera para integrales de formas holomorfas.
Por ejemplo, si integramos una forma holomorfa en un toro a lo largo de un
arco que una dos puntos, el resultado dependera del ntiimero de vueltas que
demos al toro. De hecho hay dos clases de vueltas distintas: las que damos
transversalmente, alrededor del “tubo” y las que damos longitudinalmente, a
lo largo del “tubo”. Los valores que toma la integral sobre dos arcos cerrados
que den una tnica vuelta transversal y longitudinal respectivamente se llaman
periodos de la integral, y de nuevo sucede que la integral entre dos puntos esta
bien definida moédulo estos dos periodos.

Si el integrando es una forma meromorfa, ademéas de los periodos en el sentido
anterior tenemos también periodos polares, como en el caso plano (salvo que la
forma tenga residuos nulos, es decir, salvo que sea de segunda clase).

Homologia y cohomologia compleja Vamos a precisar las ideas preceden-
tes, para lo cual consideramos en principio una variedad diferencial S de di-
mension 2n, en las mismas condiciones que en la seccion [VC A.5]. De acuerdo
con lo expuesto alli, para cada P € S, podemos considerar el espacio tangente
real Tp(S), que es un R-espacio vectorial de dimensién 2n, y también el espacio
Tp(S,C) = C®r Tpr(S), que es un C-espacio vectorial de dimension 2n.

Consideramos ahora [GD 3.24] los espacios AP(S) = AP(S,R) de las p-formas
diferenciales en S. Definimos

AP(S, (C) =C®r AP(S, R) = {w1 + two | w1, Ws € Ap(S, R)}

En particular, A°(S,C) es el espacio de todas las funciones diferenciables
f:S — C. Similarmente, cada w € A'(S,C) puede verse como una funcién
que a cada P € S le asigna una 1-forma wp € C Qg Tp(S)* = Tp(S,C)*.

Nota Nos va a bastar con este hecho, pero, en general, es claro que, si V es un
R-espacio vectorial de dimension finita, todo tensor covariante a € T2(C @z V)
[GD A.1], es decir, toda aplicacion C-multilineal

Oz:(C@RV)X~'~X(C®RV)—>C

esta determinada por su accién sobre los elementos de B?, donde B es una base
de V, por lo que cada o € T2(V) tiene una extensién tnica & € T9(C ®g V),
lo que nos da un isomorfismo natural C ®g T9(V) = TY(C ®g V) dado por
z®arr za.
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Este isomorfismo se restringe a un isomorfismo C @z A*(V) =2 A*(C g V).
Si aplicamos esto al caso en que V = Tp(S), vemos que cada w € AP(S,C)
puede identificarse con una aplicacién que a cada P € S le asigna una forma
constante wp € AP(Tp(S,C)). "

Podemos definir de forma natural el producto de una funcion f € A°(S,C)
por una forma w € AP(S,C).

Definimos d : AP(S,C) — APFL(S,C) mediante d(wy + iws) = dwy + idws.

Notemos que si f € A°(S,C), la diferencial que acabamos de definir es
la misma que ya teniamos definida en la seccion [VC A.5]. Alli se muestra
que si S es el dominio de una carta de coordenadas zi, ..., z,, entonces, para
cada punto P € S, las diferenciales dz;|p, dZ;|p forman una base de Tp(S,C)*,
concretamente, la base dual de los vectores tangentes 0, |p, 0z, | p. En particular,
si f € A%(S,C), se cumple que

dfz;a—%dzi+;62i

El operador d cumple trivialmente dod = 0, luego define grupos de cohomo-
logia H?(S, C) analogamente al caso real [GD 5.39], es decir, como el cociente
del espacio de las p-formas cerradas (con diferencial nula) sobre el subespacio
de las p-formas exactas. Es claro que la asignacion [wq] + ilws] — [w1 + iws]
determina un isomorfismo natural

C ®r HP(S,R) = H?(S,C).

dz;.

Por otra parte, si fijamos un anillo conmutativo y unitario A (que en la
practica sera siempre Z, R o C), podemos considerar [TA 9.6] los A-mo6dulos
Cp(S,A) de cadenas de simplices singulares diferenciables (para la diferencia-
bilidad véase el final de la seccion [TA 9.2]), con los que podemos definir los
grupos de homologia singular H,(S,A). Segtn [TA 12.1], existe un isomorfismo
natural

H,(S,C) = C ®g Hy(S,R).

Definimos la integral de una forma w = w;y +iws € AP(S, C) sobre un simplice

o € Cp(S,C) mediante
/w:/wl—i—i/wg.

(La integral de una forma diferencial real sobre un simplice est4 definida antes
de [TA 13.12].) Por linealidad, la integral se extiende a una forma bilineal

/ . 0, (8,C) x AP(S,C) —» C.

La version compleja del teorema de Stokes [TA 13.13| se sigue inmediata-
mente de la version real, es decir, si ¢ € Cpy1(5,C) y w € AP(S,C), entonces

/dw:/ w.
c dc
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Esto nos permite definir una forma bilineal
/ . H,(S,C) x HP(S,C) —s C.

Si¢:S — T es una aplicaciéon diferenciable, tenemos definidas las retrac-
ciones ¢* : AP(T,R) — AP(S,R) (véase el final de la seccion 3.2 de GD]), que
nos permiten definir aplicaciones lineales ¢* : AP(T,C) — AP(S, C) mediante

¢ (w1 + iws) = ¢™(w1) + 10" (we).

El teorema [GD 3.48] se traduce inmediatamente a su analogo complejo,
es decir, a que ¢* od = d o ¢*, por lo que ¢* induce una aplicaciéon lineal
¢* : HP(T,C) — HP(S,C).

Por otra parte, ¢ induce aplicaciones lineales ¢ : C;(S,C) — C1(T,C)
(véase [TA 9.6]), que a su vez inducen aplicaciones ¢, : H1(S,C) — H(T,C)
(véase la seccion [TA 9.3]).

El teorema [TA 13.12] se generaliza trivialmente al caso complejo, de modo
que, para todo ¢ € C,(S,C) y toda w € AP(S,C), se cumple

/M“’:/cd’*(”
/¢:<[c]>[w] - /[] o)

También es facil probar las relaciones

(b*(fw) = (¢ o f)¢*(w)a ¢*(W)P(’U) = w¢(P)(dP¢(’U))7 w e Al(s’ (C)

y, & su vez,

Formas holomorfas A partir de este momento suponemos que S es una
variedad analitica compacta de dimension 1 (con lo que en particular sigue
siendo una variedad diferencial de dimensién 2, como hasta ahora conn = 1). En
tal caso, segin [VC A.38], podemos descomponer Tp(S,C) como suma directa
de un espacio tangente holomorfo y otro antiholomorfo, ambos de dimension
compleja 1:

Tp(S,C) =Tp(S) & TE(S).

Ademas, segiin [VC A.39], podemos identificar T,,(S) con Th(S) de forma na-
tural.

Siw e AY(S,C) y U C S es el dominio de una carta z, tenemos que w|y =
fdz+ gdz, para ciertas funciones f, g € A°(U) univocamente determinadas.

Llamaremos formas diferenciales holomorfas en S a las que cumplan que
g=0y f € H(U) para todo abierto coordenado U, es decir, a las que cumplen
w|y = fdz, para cierta funcion f holomorfa en U. Es facil ver que, para que
esto suceda, basta con que se cumpla para un atlas analitico de S. Llamaremos
A'(S) al espacio de todas las formas diferenciales holomorfas en S.
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Asi, si w € AY(S), para cada P € S se cumple que wp se anula sobre los
vectores tangentes antiholomorfos (pues una base de T%(S) es 0z, donde z es
una carta alrededor de P).

Se comprueba facilmente que si ¢ : S — T es una aplicaciéon holomorfa
entre variedades analiticas, entonces ¢* se restringe a una aplicacion lineal

¢* : Al(T) — Al(S)a
con lo que A! es un funtor contravariante.

Observemos ahora que si o : [0,1] — U C C es un 1-simplice en un abierto
de C, entonces la integral fg f dz coincide con la integral curvilinea usual en
variable compleja.

En efecto, teniendo en cuenta que o = o¥(I), donde I es la identidad en [0, 1]
y el andlogo complejo a [TA 13.12], tenemos que

/Gfdz:/la*(fdz):/I(aof)d(aoz):/l(aof)do,

donde hemos usado que z no es sino la identidad en U. Si t es la identidad
en [0,1] (vista ahora como carta de [0, 1]), entonces do = do(0;) dt = o’(t) dt,
luego, por la definicién de integral sobre un 1-simplice:

1
/ fdz = / Flo(0) o' (1) d.
o 0
Todas las formas holomorfas son cerradas. En efecto, siw € AY(S)y P € S,
tomamos una carta z en un entorno U de P, de modo que
wly = fdz =Re fdr —Im fdy + i(Im f dx + Re f dy),

para una cierta funcion homomorfa f. Teniendo en cuenta que la diferencial es
un operador local, vemos que

dw|y = _aRef—M dr Ndy + i _(’)Iier@Ref dz A dy.
Jy Ox dy Ox

Como f satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann, concluimos que dw = 0.

Por otra parte, si una forma holomorfa w cumple w = dg, para cierta funcién

g € A°(S,C), de hecho ha de ser g € H(S5).
En efecto, en un entorno coordenado U de un punto arbitrario tenemos que

8Reg(m+ 8Regdy+ 0Img

o = dglu = Olmyg
wiv =aglv = ox Jdy ! ox

d.]f"‘ZTy

dy

y también
w|ly = fdz =Re fdr —Im f dy + i(Im f dx + Re f dy),

para una cierta funcion holomorfa f. Comparando ambas expresiones conclui-
mos que g cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego es una funciéon
holomorfa.
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Esto implica que si definimos H!(S) como el cociente del espacio A'(S) de
las formas holomorfas en S sobre el subespacio de las diferenciales de funciones
holomorfas, la aplicacién [w] — [w] es un monomorfismo de H*(S) en H!(S,C).
En general no es un isomorfismo.

También es claro que si ¢ : S — T es una aplicacién holomorfa entre
variedades analiticas, entonces ¢* : A1(T) — A!(S) induce una aplicacion
lineal ¢* : H'(T') — H(S), con lo que H* es también un funtor contravariante.

Notemos que estos hechos generalizan el teorema de Cauchy sobre integrales
curvilineas. En efecto, si ¢ es una 2-cadena en una superficie analitica S y w es
una forma diferencial holomorfa en S, entonces

/w:/dw:/0:0.
dc c c

El teorema de Cauchy clasico se sigue de aqui porque si S es simplemente
conexa entonces Hi(S) = 0, es decir, todo ciclo es una frontera.

Supongamos ahora que S puede cubrirse por una carta z y que w = fdz
es una forma diferencial meromorfa en S (que, por consiguiente, es una forma
holomorfa en S menos un ntmero finito de puntos). Sea f =z"1oflalectura de
f en la carta. Es claro entonces que w = z*(f dz), donde en el segundo miembro
z es la identidad en C. Para cada x € S, el desarrollo de f en potencias de
z — z(x) es el mismo que el de f, luego, en particular, Res, w = Res. (2 f. Esto
nos permite traducir el teorema de los residuos a integrales en variedades:

Supongamos que o : Ay — S es un 2-simplice positivamente orientado
que se extienda a un difeomorfismo y cuya frontera no contenga polos de w.
Entonces

/ w:/ zﬁ(fdz):/ fdz:/ fdz:Qm'ZResmw,
oo do z4(00) O(ooz) z

donde z recorre los polos de w contenidos en la imagen de o (que se corresponden
con los polos de f contenidos en la imagen de o o z).

Un poco mas laxamente: si 0 : Ay — S es un
2-simplice arbitrario y w es una forma meromorfa
que no tenga polos en la imagen de ¢, por el lema
del cubrimiento de Lebesgue [TA 1.1], podemos
subdividir A, en tridngulos suficientemente peque-
fios como para que sus imagenes por ¢ estén con-
tenidas en dominios de cartas de S. Ademas po-
demos retocar levemente la subdivision para que
ningin polo de w se encuentre sobre los lados de
los triangulos obtenidos. Entonces la integral de
w sobre Jo es igual a la suma de las integrales de w sobre las fronteras de todos
los tridngulos pequenos, pues las integrales sobre los lados interiores se cancelan
dos a dos y las de los lados exteriores se suman hasta formar do.
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Al igual que hemos visto antes (aunque sin suponer que los tridngulos sean
biyectivos) la integral de w sobre cada uno de estos tridngulos equivale a la
integral de otra funcién f sobre un ciclo en un abierto de C, cuyos residuos se
corresponden con (algunos de) los de w. El teorema de los residuos nos da que

la llltegl a:l
/ “
do

es combinacion lineal entera de los periodos polares 2mwi Resp w de w. Por linea-
lidad lo mismo vale para integrales sobre fronteras arbitrarias.

Superficies de Riemann Supongamos ahora que S es una superficie de Rie-
mann compacta (en tendiendo que las superficies de Riemann son conexas por
defiinicion). En virtud del teorema de clasificacion de las superficies compactas,
toda superficie de Riemann, como espacio topologico, puede obtenerse como
cociente de un poligono regular P de 4¢g lados identificAndolos dos a dos en la
forma

alblaflbflagbgagle L. agbgaglbgl.

(Véase la discusion previa a [VC A.25].) Sea ¢ : P — S la aplicacion continua
y suprayectiva (inyectiva en el interior de P) que identifica los lados de P en la
forma indicada. Por ejemplo, la figura muestra el poligono cuyo cociente es la
superficie de género 2:

Cada arco ay, (recorrido en el sentido de la flecha) se corresponde en S con el
mismo arco que a,;l, e igualmente con los b;. En general, todos los vértices de
P se identifican con un mismo punto de S, y asi, en S tenemos 2g arcos cerrados
ay,bi, ..., aq,bg.

En la prueba del teorema de clasificaciéon se ve que el poligono P se cons-
truye a partir de una triangulaciéon de S. Pero en la prueba de la formula
de Hurwitz [VC A.25] (véase la nota posterior) se ve que si partimos de una
triangulacion diferenciable de una esfera podemos construir una triangulacion
diferenciable de cualquier superficie de Riemann, es decir, una triangulacion
formada por triangulos o : Ay — S que se extienden a difeomorfismos de un
entorno simplemente conexo de As en un entorno de la imagen.

Anadiendo este hecho a la prueba del teorema de clasificacion se ve que la
aplicacion ¢ : P — S se puede tomar diferenciable a trozos, es decir, que
se puede triangular P de modo que ¢ coincida con un difeomorfismo en cada
triangulo.
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Si ademas elegimos los triangulos de P de forma que conserven la orientacion,
tenemos que los lados interiores (compartidos por dos tridngulos contiguos) se
recorren necesariamente en sentidos opuestos, por lo que constituyen 1-cadenas
homologas en P. Esto nos permite ver a la triangulacion de P como una cadena
Cp € Co(P,Z) cuya frontera es homologa al ciclo

a1+b1—af1—bf1+a2+-~-

El hecho de que ¢ sea diferenciable a trozos hace que (s = ¢*(Cp) (que no es
sino la triangulacion de S) sea también una cadena en S, cuya frontera es ahora

a1 +by—ay —b;+---=0.

Se demuestra que las clases de los ciclos a1, b1, ..., a4, b, forman una base de
H,(S,Z). En lo sucesivo, salvo que indiquemos lo contrario, cuando hablemos
de una base de H;(S) se entendera que es una base obtenida de esta forma a
partir de un poligono.

La cohomologia de las formas holomorfas es especialmente simple: observe-
mos que las tinicas funciones holomorfas en .S son las constantes, luego no existen
formas diferenciales holomorfas exactas (salvo la forma nula). Esto significa que
H1(S) = A1(S) (sin ninguna identificacion).

8.2 Integraciéon de formas meromorfas

En 7.26 hemos distinguido tres clases de diferenciales en un cuerpo de funcio-
nes algebraicas K. En particular, si K es el cuerpo de funciones meromorfas de
una superficie de Riemann S, entonces los divisores primos de K se identifican
con los puntos de S y las formas diferenciales de K son las formas diferenciales
meromorfas en S. Las diferenciales que hemos llamado de primera clase son
simplemente las diferenciales holomorfas, mientras que las diferenciales de se-
gunda clase son las que tienen integral nula sobre las fronteras en S pues, segin
hemos visto en la seccién anterior, la integral de una forma meromorfa w sobre
una frontera es una combinacién lineal entera de sus periodos polares, es decir,
de los nameros 27i Resp w.

Sea w una forma diferencial en una superficie de Riemann Sy sea a1, ..., ag4,
b1,...,b, una base de Hy(S) en las condiciones de la seccion anterior, es decir,
obtenida a partir de una identificacion ¢ : P — S, donde P es un poligono
de 4g lados. Podemos suponer que los ciclos a,bx no pasan por polos de w
(por ejemplo, porque existe un difeomorfismo de S en si misma que transforma
cualquier conjunto finito de puntos prefijado en cualquier otro [GD 1.24]).

Llamaremos periodos ciclicos (o simplemente periodos) de w (respecto a la
base fijada) a los ntimeros complejos

Ak:/ w, Bk:/ w, k=1,...,9.
ap bk
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Si z es un ciclo en S, tenemos que su clase de homologia se expresa como

2] = kgl(mk[ak] + ng[br]), (8.2)

para ciertos myg,ni € Z, luego
g
z = > (mgag + niby) + Oe,
k=1
para cierta 2-cadena c en S. Consecuentemente,

g
/W: Z(mkAk+nkBk)+/ w.
z k=1 o

(6]

Por el teorema de los residuos, la tltima integral es combinacién lineal entera
de los periodos polares de w. En resumen:

Teorema 8.1 Si S es una superficie de Riemann de género g > 1 y w es una
forma diferencial meromorfa en S, entonces las integrales de w sobre ciclos en
S recorren el grupo generado por los periodos (polares y ciclicos) de w.

Notemos que ciertamente se recorre todo el grupo porque integrando sobre
una pequena circunferencia alrededor de un polo obtenemos el correspondiente
periodo polar. Este teorema muestra que, aunque los periodos de w dependen
de la eleccion de la base de homologia respecto a la que se calculan, el grupo de
periodos es independiente de ella.

Fijado un punto O € S, la integral

P
/ w
o
define una funciéon holomorfa multiforme en S menos los polos de w. Dos valores

de la integral en un mismo punto P (calculados con arcos distintos de extremos
O y P) se diferencian en un elemento del grupo de periodos de w.

En el estudio de las integrales abelianas serd fundamental una féormula que
vamos a deducir a continuacion. Fijemos una forma diferencial w de primera
clase y una forma n arbitraria. Tomamos una base de homologia ay, by cons-
truida a partir de una identificacién ¢ : P — S, donde P es un poligono en
forma canoénica. Podemos exigir que los ciclos no pasen por polos de 7. Llame-

mos
Akz/w, Bk:/ w, 2=/n, B;2=/n~
ay By, ay by

Sea D C S la imagen por ¢ del interior de P, que es un abierto simplemente
conexo en S. Si P, y P, son puntos de D, podemos definir

P>
/ w
Py
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como la integral sobre cualquier arco en D que una P; con P». Fijado un punto
O € D, la funcion g : D — C dada por

p
g(P) = / w
o
es holomorfa (uniforme) en D.

Sea (s una triangulacion (orientada) de S diferenciable a trozos (vista como
2-cadena en S). Podemos suponer que los lados de los tridngulos no pasan por
polos de 1. Sabemos que d(s = 0, lo cual significa que cada arista es compartida
por dos triangulos, pero recorrida en sentidos opuestos. Observemos ahora que
si o Ay — S es uno de los triangulos, entonces la restriccion de g al interior
de su imagen se extiende a una funcién holomorfa en un entorno de o[Asz]. En
efecto, basta considerar un abierto simplemente conexo U que contenga a o[As].
Fijado un punto P; en el interior de o[As], tenemos que, para cualquier otro

punto P en dicho interior,
Py P
oP)= [ ws [ o
O P

donde la segunda integral se calcula respecto de cualquier arco contenido en U
que una P; con P, pero esta integral define una funcién holomorfa en U, que
nos permite definir la extension holomorfa que buscabamos. Obviamente esta
extension es dnica.

La construccion muestra que si P € o[Ay], entonces

mm=£@

donde la integral se calcula sobre cualquier arco que una O con P y que esté
contenido en D salvo a lo sumo en su extremo final.

Consideremos ahora un punto P situado sobre la arista coman de dos tridn-
gulos 01 y 02 y vamos a calcular la relacion entre los valores g1 (P) y g2(P). Si
P € D tenemos g1(P) = g2(P) = g(P). En caso contrario P es la imagen por
¢ de dos puntos P; y P, situados en la frontera de P, tal y como muestra la
figura.

—1
ap Py

bi,

Py
o’ ay
(En realidad la figura ilustra una posibilidad. La otra es que P; y P5 estén

sobre dos lados by y b,:l, en cuyo caso la flecha del lado intermedio tendria
sentido opuesto.) Llamamos O’ al punto de P que se corresponde con O.
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La poligonal v que va de O’ a P;, de Py a P, sobre la frontera de P y de P
a O es un ciclo en P, y como éste es simplemente conexo, 7 es una frontera.
Por consiguiente, su imagen ¢*(v) es una frontera en S, luego

0:/ w = g1(P) + By — g2(P),
()

donde hemos usado que las integrales sobre los dos fragmentos de ay y a,;l se
cancelan porque, en S, son integrales de la misma forma w sobre el mismo arco
recorrido en sentidos opuestos. Asi pues, g1(P) — g2(P) = —By.

Similarmente, si P; estd en by y P> en b,;l, resulta g1 (P) — g2(P) = Ag.

Sea (g = 01 + -+ - + 0, la triangulacién que hemos tomado. Definimos

%= Z/ 957, (8:3)
j:1 8Uj

donde g; es la extension de g al triangulo o;.

Cada lado interior a D es recorrido dos veces en sentidos opuestos y, sobre
ellos, la funcion g; es la misma en ambos casos (pues coincide con la funcion g
definida sobre D), luego las integrales se cancelan, y solo quedan los términos
correspondientes a lados contenidos en los arcos aj y by. Estos no se cancelan,
porque para cada punto P = ¢(P;) = ¢(P2) situado sobre uno de estos lados,
con P; sobre ap (o by) y P> sobre a;l (o b;l), la funcién g; toma valores
diferentes, digamos g*(P) cuando recorremos ay o by positivamente y g~ (P)
cuando lo hacemos negativamente. El resultado es

s= & (L [ o= [ [ o)
- él (/bk(ng —g )N+ /ak(g+ - g‘)n) :

Pero hemos visto que g7 (P)— g~ (P) = Ag sobre b, y g+ (P)—g~ (P) = —B;,
sobre ay. Por consiguiente,

g9
¥ = > (A By, — By Aj).
k=1

Por otra parte, podemos evaluar ¥ calculando la integral sobre cada tridn-
gulo. Observemos que g;n es una forma diferencial meromorfa en un entorno
(simplemente conexo) de cada uno de ellos. Subdividiendo la triangulacion si es
preciso, no perdemos generalidad si suponemos que dicho entorno es el dominio
de una carta. Asi, aplicando el teorema de los residuos vemos que

¥ = 2mi)_ Resp(gn),
P

donde P recorre los polos de 77 y g es ahora la funcion holomorfa (fija) definida
en D. Sisuponemos que 7 es una diferencial de tercera clase, entonces se cumple
Resp(gn) = g(P) Respn, pues si g(P) = 0 entonces gn es holomorfa en P y su
residuo es nulo.
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En resumen, si w es una diferencial de primera clase y 1 de tercera clase,
sus periodos ciclicos Ay, By, A}, Bj, y los periodos polares de 7 (es decir, los
nameros 27 Resp n) satisfacen la relacion:

e

(ApBj, — B A}) = 2mi>_g(P) Resp 1. (8.4)
P

k=1

Si 7 es también una diferencial de primera clase, el segundo miembro es nulo,
con lo que obtenemos el siguiente caso particular:

Teorema 8.2 (Primeras relaciones de Riemann) Sean w y 7 dos diferen-
ciales de primera clase en una superficie de Riemann S de género g > 1, sean
Ay, By los periodos de w y Aj., By, los periodos de 1. Entonces

9
> (Ax By, — BrAj) = 0.
k=1

Mas importante es la relaciéon siguiente, pues de ella se deduce que si dos
diferenciales de primera clase tienen los mismos A-periodos (o los mismos B-
periodos) entonces son iguales:

Teorema 8.3 (Segundas relaciones de Riemann) Si A, y By son los pe-
riodos de una diferencial de primera clase no nula w en una superficie de Rie-
mann S de género g > 1, entonces

9 _ _
ZZ (AkBk — BkAk) > 0.
k=1

DEMOSTRACION: Consideramos

¥ = i gjw,
j=1

80’j

donde g; y o; son los mismos que en (8.3). El mismo razonamiento que hemos
aplicado a ¥ nos da ahora que

g _ _
¥ = kZ (Ag B, — BpAy),
=1

luego basta probar que, para cada j,

—i/ gjw > 0.
30']'

Recordemos que, salvo un sumando constante, la funcién g; se obtiene in-
tegrando w desde un punto fijo de ¢;, por lo que w|gj [A;) = dgj. Sin embargo,
ahora no podemos decir que la integral sobre do; es nula porque la forma g;w
no es holomorfa. Vamos a calcularla explicitamente.
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Sea g; = u + v, de modo que w = dg; = du + idv. Aplicamos el teorema de
Stokes:

fi/ gjw:—i/ ((udu+vdv)+i(udv7vdu)):/ du A dv.
80’j 80']' agj

Podemos suponer que o;[As] esta contenido en el dominio de una carta z,
con lo que

du N dv = ORey; dx + OReg, dy | A d1mg; dx + Olmg, dy
or y ox dy
OReg; 0Img; OReg; 0Imy;
= — dr Nd
( ox oy dy ox v Aay

B OReg; 2 OReg; 2
= ((ax ) +(3y dx N dy.

Asi pues, al transportar la integral mediante la carta, obtenemos

2 2
/ du/\dvz/ (2_103R69j> + (z_loaRng) dxdy,
o z4(05) Oz dy

que es un numero real estrictamente positivo, ya que si fuera cero entonces
Re g, seria constante en un abierto de .S, al igual que Im g; por las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, pero entonces g; seria constante y w serfa nula. L]

Como ya hemos dicho, este teorema implica que si una diferencial de primera
clase w tiene todos sus A-periodos (o todos sus B-periodos) nulos, entonces es
la forma nula. Méas atn, comparando los dos teoremas anteriores vemos que si
w tiene todos sus periodos reales entonces ha de ser la forma nula.

Las relaciones de Riemann pueden expresarse matricialmente:

Teorema 8.4 (Relaciones de Riemann) Sea Q = (w1,...,wy) una base del
espacio de diferenciales de primera clase en una superficie de Riemann de género
g > 1y sean Aji, Bji los periodos de wj, que forman sendas matrices cuadradas

A y B. Entonces AB' = BA! y la matriz i(AB' — BA') es definida positiva.

DEMOSTRACION: No sblo vamos a probar lo que afirma el teorema, sino, de
hecho, que este enunciado es equivalente a los enunciados de los dos teoremas
precedentes.

Siw = af) y n = B son dos diferenciales de primera clase arbitrarias (donde
a, 8 € C9), los vectores de periodos de w son aA, aB, y los de n son SA, 3B.
Las primeras relaciones de Riemann afirman que aAB!A? — aBA!'A! = 0 o,
equivalentemente, que a(AB* — BAY)B! = 0 para todos los «, 8 € CY9. Esto se
reduce a la igualdad AB! = BA!.

Las segundas relaciones de Riemann afirman que si o # 0 entonces

i(aAB'a' —aBA'a") > 0

0, lo que es lo mismo, que a(i(AB' — BA"))a' > 0 para todo o € CY no nulo.
Esto es, por definicion, que la matriz i(AB? — BA?) es definida positiva. m



8.2. Integracién de formas meromorfas 321

Como consecuencia, la matriz A ha de ser regular, pues en caso contrario
existiria un @ € CY no nulo tal que «A = 0, lo que a su vez implicaria que
a(i(ABt — BAY))at = 0, en contradiccion con el teorema anterior.

Observemos ahora que si M es una matriz regular y consideramos la base
Y = QM, entonces w; = > mywy, y el periodo A;» de w} es A;- =Y muiAgj,
k k

luego la matriz de A-periodos de Q' es M!A. En particular, tomando la matriz
M = (A1), obtenemos una base cuya matriz de A-periodos es la identidad.

Definicién 8.5 Sea S una superficie de Riemann de género ¢ > 1. Una base
candnica del espacio de diferenciales de primera clase de S (respecto de una base
prefijada de H;(.S)) es una base tal que su matriz de A-periodos es la identidad.

Acabamos de demostrar que existen bases canénicas. Respecto a tales bases,
las relaciones de Riemann se expresan de forma especialmente simple: las prime-
ras relaciones afirman que la matriz B es simétrica, mientras que las segundas
se reducen a que la matriz i(B — B) = 2Im B es definida positiva. Puesto que
se trata de una matriz real, esto implica que es definida positiva como matriz
real, es decir, que a(Im B)at > 0 para todo o € RY no nulo.

A partir de una base canénica podemos formar diferenciales de primera clase
con cualquier vector de A-periodos prefijado. Como consecuencia podemos dar
una condicion de unicidad en la descomposicion de una forma diferencial:

Teorema 8.6 Siw es una forma diferencial en una superficie de Riemann de
género g > 1, entonces w se descompone de forma unica como w = wi +ws +ws,
donde los sumandos son, respectivamente, una diferencial de primera clase, una
diferencial de sequnda clase con A-periodos nulos y una diferencial de tercera
clase con A-periodos nulos (respecto de una base de homologia prefijada cuyos
ciclos no pasen por los polos de w).

DEMOSTRACION: El teorema 7.28 nos da una diferencial de tercera clase
wh con los mismos polos de orden 1 que w y con los mismos residuos, luego
wh = w — ws es una diferencial de segunda clase. Sean w| y w{ diferenciales de
primera clase con los mismos A-periodos que w} y wj respectivamente. Entonces
wy = wh — w] v wg = wh — wf son diferenciales de segunda y tercera clase con
A-periodos nulos y, llamando wy = w] + Wy tenemos w = w; + wa + ws.

La descomposicion es tnica, pues si w = w] +w) +w} es otra descomposicion
en las mismas condiciones, entonces wy y wj son diferenciales de primera clase
con los mismos A-periodos (los de w), luego wy — w] tiene A-periodos nulos y
es, por consiguiente, la forma nula.

Similarmente, w3 y wj tienen los mismos polos simples que w con los mis-
mos residuos, luego su diferencia no tiene polos, luego se trata también de una
diferencial de primera clase con A-periodos nulos y por lo tanto ws = w}. Nece-
sariamente entonces wg = wj. "

El grupo de periodos de una forma diferencial es en general denso en C,
por lo que calcular una integral salvo periodos es hacer poco. La situacion es
distinta si trabajamos vectorialmente, como vamos a ver a continuacion:
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Sea Q = (w1, ...,wy) una base del espacio de diferenciales de primera clase
en una superficie de Riemann S. Definimos

Ak:/ Q:(/ Wl,...,/ wg)E(Cg,

ag ag A

Bk:/Q:(/ wl,...,/ wg)G(Cg.
b by by

A estos vectores los llamaremos periodos de €2. Si z es un ciclo en S, la
relacion (8.2) implica que

fo=(for )

es una combinacioén lineal entera de los periodos de 2, por lo que si P, Q € S,

la integral
Q Q Q
/ Q= / wl,...,/ wg |,
P P P

(donde todas las integrales se calculan sobre un mismo arco que una P con Q)
esté definida salvo combinaciones enteras de los periodos de €). La diferencia es
que, segin se deduce del teorema siguiente, el grupo generado por los periodos
es ahora un subespacio discreto de C9Y.

Teorema 8.7 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1 y sea ) una
base de las diferenciales de primera clase. Entonces, los periodos Ay, By de )
(respecto a una base de H1(S)) son linealmente independientes sobre R.

DEMOSTRACION: Al construir las bases candénicas hemos visto que los pe-
riodos de dos bases distintas se corresponden por un automorfismo de C9, luego
podemos suponer que la base € es candnica. Si vemos la matriz de periodos
(A, B) como una matriz real de dimension 2g x 2g, es decir, si desdoblamos cada
fila en dos filas correspondientes a la parte real y la parte imaginaria, obtenemos

una matriz de la forma
I | ReB
0|ImB

Sabemos que Im B es definida positiva, luego en particular es regular, luego
la matriz tiene determinante no nulo y sus columnas son linealmente indepen-
dientes. L]

Por consiguiente, el grupo generado por los periodos de una base {2 es un
reticulo R en CY9. Observemos que no depende de la eleccién de la base de

homologia, ya que
RQ:{/Q‘WGZl(S)}.
Y

Por otra parte, los reticulos asociados a dos bases del espacio de diferencia-
les de primera clase se corresponden a través de un automorfismo de CY, lo que
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implica que el toro complejo C9/Jq esta determinado por S salvo un isomor-
fismo inducido por un automorfismo de C9, que es claramente una aplicacion
biholomorfa.

Definicion 8.8 Si S es una superficie de Riemann de género g > 1, definimos
la variedad jacobiana de S como el toro complejo J(S) = C9/Jq, donde Q es
una base del espacio de diferenciales de primera clase de S y Jq es el reticulo
generado por sus periodos.

En las préximas secciones estudiaremos la relacién entre una superficie S
y su variedad jacobiana. Ahora vamos a probar que las variedades jacobianas
cumplen la hipoétesis del teorema de Lefschetz 4.41, por lo que son proyectivas:

Teorema 8.9 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1, sea 2 una
base de las diferenciales de primera clase y sea Rq C C9 el reticulo generado
por los periodos Ay, By de Q) respecto a una base de H1(S). Entonces existe
una forma de Riemann en CY9 respecto de Rq. Por consiguiente, la variedad
jacobiana J(S) es proyectiva.

DEMOSTRACION: Como ya hemos observado, no perdemos generalidad si
tomamos como {2 una base candnica. Consideremos los periodos Ay, By como
una R-base de V = C9 = R?9 y sea x1, i su base dual. Definimos la forma
bilineal alternada FE : V x V' — R mediante

B(u,0) = 32 (05 (0)2 () = (0 (0)

Es obvio que E toma valores enteros sobre Rq. Para probar que E es una
forma de Riemann solo falta ver que la forma S(u,v) = E(iu,v) es simétrica y
definida positiva.

Dado u € V|, sean (a, 8) sus coordenadas en la base de periodos, es decir,
u = a + BB. Por otra parte, descompongamos u = a + ib, donde a, b € RY vy,
del mismo modo, B = P + i@, donde las matrices reales P y @) son simétricas
vy @ es definida positiva. En estos términos, a 4+ ib = v = a + P + iQ, luego
a=a+ BP,b=pQ, luego

yi(u) =8, = (0Q");,  z;(u) =a; =(a—bQ ' P);.

Por consiguiente, y;(iu) = (aQ™1);, z;(iu) = —(b+ aQ ' P);. Ahora toma-
mos dos vectores u = a + ib, v = a’ + ib’ y calculamos:

S(u,v) = B(iu.v) = 2 30z, (0) () (0)

= > (@@ M);(d —V'Q7'P); + (b+aQ™'P);(¥Q");)

g
Jj=1

— (aQ_l)(a’ _ le—lp) + (b+ aQ—lp)(b/Q—l) _ aQ—la/t + bQ_lb/t,
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donde hemos usado que todas las matrices son simétricas. Ahora es inmediato
que la forma S es simétrica. Ademas,

S(u,u) = aQ ta’ +bQ 1!,

Ahora basta tener en cuenta que si @ es definida positiva Q! también lo es.!
| |

8.3 El teorema de Abel

El teorema de Abel nos da una caracterizacion en términos de integrales de
los divisores principales de una superficie de Riemann S. Equivalentemente, nos
da una condicién necesaria y suficiente para que exista una funcion meromorfa
en S con una distribucion dada de ceros y polos. Si 2 es una base del espacio
de las diferenciales de primera clase de S, en la seccién anterior hemos visto que

la integral
Q
/ 0
P

estd bien definida moédulo los periodos de €2, es decir, como elemento de la
variedad jacobiana J(5), con independencia del arco de extremos P y @ con
que la calculemos.

Si identificamos los puntos de S con los divisores primos del cuerpo M(S) de
las funciones meromorfas en S, entonces la integral (con un origen fijo O € 5)
se extiende por linealidad a un homomorfismo sobre todo el grupo de divisores

de S, de modo que
a Q
/Q:ZUQ(@/ Qe
o ) o

La restriccion de este homomorfismo al grupo de los divisores de grado 0 es
independiente de la eleccion de O, pues

/Oaﬂ—/iQ:zQ:vQ(a)/OO/Q:O.

Tenemos asi un homomorfismo natural del grupo de divisores de grado 0 en
la variedad jacobiana J. El teorema de Abel dice esencialmente que el niicleo
de este homomorfismo es el subgrupo de los divisores principales. Para probarlo
usaremos la version vectorial de la relacion (8.4), que se prueba sin méas que
aplicar dicha relacién componente a componente:

Teorema 8.10 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1, sea §) una
base del espacio de diferenciales de primera clase en S y n una diferencial de

LExiste una matriz regular H tal que Q' = HQH? es diagonal [TAl 6.3]. Entonces Q' es
definida positiva, lo que equivale a que todos los coeficientes de su diagonal sean positivos. Lo
mismo le sucede a Q=1 = H=1*Q~1H~!, luego Q! es definida positiva.
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tercera clase. Sea ay, by una base de homologia de S sobre la que 1 no tenga
polos, sean Ay, By € C9 los periodos de Q y A}, B, € C los periodos de 1.

FEntonces
g

S (AxBj, — BiAy) = 27i5G(P) Resp(n),
k=1 P
donde, llamando D a la imagen en S del interior del poligono P que determina
la base de homologia y O € D a un punto arbitrario,

P
G(P) = / Qe
o
se calcula mediante un arco contenido en D que una O con P.

El teorema siguiente es la mitad del teorema de Abel:

Teorema 8.11 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1 y ) una base
del espacio de las diferenciales de primera clase. Sea O € S. FEntonces, para

cada oo € M(S) se cumple
(o)
JRE
o)

DEMOSTRACION: Puesto que la integral no depende de la base de homologia
con que se calculan los periodos de €2, podemos tomar ésta de modo que los arcos
ar ¥ b no contengan ceros o polos de a.

Sea D la imagen en S del interior del poligono P que determina la base,
tomemos O € S y sea

P
G(P) :/ QeCy,
O

donde las g integrales se calculan sobre un mismo arco contenido en D. Hemos
de probar que

;IUP(O[)G(P) € <Akak | k= 17"'7g>Z’

Sea n = da/a. Se trata de una forma meromorfa en S. Vamos a calcular sus
residuos. Para cada punto @ € S consideramos una funcion = € M(S) tal que
vp(m) =1 (de modo que 7 se restringe a una carta alrededor de P). Entonces

da 1da
= — = ——dm,
Q@ adr
y es facil ver que Respn = vp(a). Ademaés 7 es una diferencial de tercera clase,
luego podemos aplicar el teorema 8.10, que nos da la relacion

M=

(AkB,; - BkA;ﬂ) = QWiZUP(Oé)G(P),
k P

1

donde A}, B; € C son los periodos de 7.
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Podemos considerar a 7 como forma holomorfa en el abierto que resulta de
quitarle a S los ceros y los polos de a. Asi, o también es una funciéon holomorfa
con imagen en C\ {0} y

d
2=/ 772/ aﬁ(dZ/Z)z/ )
ak ay zylar) #

para cierto my, € Z. B}, = 2nymi, con lo que
g
21y

(niAg — mpBg) = 2wy vp(a)G(P).
k=1 P

Al cancelar los factores 27 queda la relacion buscada. L]

Para probar el reciproco necesitamos un resultado mas:

Teorema 8.12 Con la notacion usual, se cumple

> (BrAr — aBy) = 0, para ciertos oy, By € C,
k=1

g
si y solo si B, = CBy, a = C Ay, para cierto C € C9.

DEMOSTRACION: Sea 1 = ciwi + - - - + cqwy una diferencial de primera clase.
El teorema 8.2 nos da que

> (ApBy, — BrAy) =0,

g
k=1

donde

;c:/ 77=(C17~~,Cg)Ak, B];:/ n:(Cl,...,Cg)Bk.
ay b

Esto prueba una implicaciéon. Para probar el reciproco veamos primero que
si X € CY cumple XA, = XBp =0parak=1,...,g, entonces X = 0.

En efecto, tomemos = X, que es una diferencial de primera clase. En-

tonces
/n:X/ Q=XA,=0, /n:X/ Q=XB, =0.
ar a b (2

Sabemos que la integral
Q
[
o

estd bien definida en S salvo miltiplos de los periodos de 7, pero éstos son
nulos, luego la integral define una funcién holomorfa en S. Concluimos que es
constante, luego n = 0 y X = 0, pues {2 es una base.

Con esto hemos probado que la tnica solucién del sistema de 2g ecuaciones
lineales con g incognitas formado con los coeficientes de Ay y By es la solucion
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trivial. Esto implica que la matriz de coeficientes tiene rango g, luego los 2¢g
vectores Ay, By tienen rango g. Por otra parte, estamos buscando el conjunto
de las soluciones de un sistema de g ecuaciones lineales con 2g incégnitas, con
matriz de coeficientes de rango g. El espacio de soluciones ha de tener dimension
g, pero las soluciones que hemos encontrado forman ya un espacio de dimensiéon
g, luego son todas las soluciones. [

Finalmente podemos probar:

Teorema 8.13 (Abel) Sea S una superficie de Riemann de género g > 1, sea
O €S y Q una base del espacio de diferenciales de primera clase. Entonces un
divisor a de grado 0 en S es principal si y y sélo si

JRCE
o

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicaciéon. Supongamos que la
integral es nula (como elemento de la variedad jacobiana J(S)) y veamos que a
es principal. Con la notacién habitual, podemos exigir que los arcos a; y by no
contengan puntos P con vp(a) # 0. Vamos a probar que existe una diferencial
de tercera clase 7 tal que Respn = vp(a) para todo punto P € S y ademaés

/ n = 2mimy, / n = 2ming, ME,Ng € 2.
ag bk

Por el teorema 7.28 tenemos una forma 7’ que cumple la condicién sobre los
residuos. El teorema 8.10 nos da que

3> (Ak / o — By / n/) — 20 G(P)up(a).
ag P
Por hipotesis G(P) € (Ay, Bi),, luego existen enteros my, y ny, tales que
g
Z (Ak/ 77’ — Bk/ 77/> = 2m1 Z (Aknk — Bkmk),
ar =

k=1

él ((/bk n - 2m‘nk> A — (/ak n — 27rimk> Bk) =0.

El teorema anterior nos da que

de donde

/ n — 2mwing = OBy, / n — 2mimy, = C Ay,

br ag

para cierto vector C' € C9.
La forma n = ' — C{ tiene los mismos polos y residuos que 7, y ademéas

/n=/ 77’—/ CQ:/ n' — CAy, = 2mimy,.
ag ag ag ag

Con by, se razona igualmente.
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Asi, todos los periodos de 7 son miltiplos enteros de 27, luego las integrales

P
[
o
estan definidas salvo multiplos enteros de 27i. Esto nos permite definir

P
a@ZWL%

que es una funcioén uniforme definida en S salvo en los polos de 7. Claramente
es holomorfa y no se anula. Vamos a probar que se extiende a una funcion
meromorfa en S de modo que en los polos P de n tiene ceros o polos, y ademés
vp(a) =vp(a).

En efecto, tomemos una funcion z € M(S) tal que vp(z) = 1, con lo que z
se restringe a una carta en un entorno (simplemente conexo) U de P. Podemos
exigir que U no contenga otros polos de 1. Fijemos R € U, de modo que, para
puntos @ € U se cumple

a(Q)=exp/Rn exp/Qn=Kexp/Qn~

o R R

Si n = fdz, entonces 1|y = 2*(f(2) dz), donde f es una funcion meromorfa
en un entorno de 0 en C con un polo simple en 0 y Resy f = Respn = vp(a).
Por consiguiente,

; vp(a)

Fz) =222 4 (),

donde h es una funcién holomorfa en 0. Segun el teorema de cambio de variable,
Q 2(Q) 1, 2(Q)

/ n= vp(a)/ — + / h(z)dz = vp(a)(log 2(Q) — log z(R)) + H(Q),
R z2(R) < z(R)

donde H es una funcién holomorfa en U y el logaritmo que aparece en el primer
sumando depende del arco por el que se integra, pero la eleccion se vuelve
irrelevante al calcular

Q
exp/R n = exp(vp(a)(log 2(Q) — log z(R)) exp H(Q) = 2(Q)"F VK’ (@),

En definitiva, a|y = KK'z'P(OH  luego a es meromorfa en P y ademas
vp(a) = vp(a). -

Veamos un enunciado equivalente del teorema de Abel. Para ello observemos
en primer lugar que si a = P; - ~-Pan_1 -+ Q! (donde los puntos Py y Q
pueden repetirse) entonces

a n Py n Qr n Py n
Q- / Q- / Q- / Q- /Q:/Q
/0 ; (@) ,; o ; Qk ,; Tk il

donde 7 es un arco que une Qi con P, vy vy =71 + - + Yn-
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Ahora observemos que las 0-cadenas de S son lo mismo que sus divisores,
pues ambos son combinaciones enteras de puntos (salvando el hecho de que para
cadenas usamos notaciéon aditiva y para divisores multiplicativa). Teniendo esto
en cuenta, podemos afirmar que

V=014 +01=P—Qi+ +P—Q=PQ;" - P,Q, =a

Asi pues, la condicion del teorema de Abel para que a sea principal es que
/QG <Ak,Bk | kil,...,g>
~

para una cadena 7 tal que 0y = a. Notemos que no importa cual, pues dos de
ellas se diferencian en un ciclo y la integral de ) sobre un ciclo esta también en
el grupo de periodos. Por otro lado, cualquier elemento del grupo de periodos
puede obtenerse como la integral de €2 sobre un ciclo adecuado. Por consiguiente,

Si aes principal, sera
/ Q / Q7
o z

para cierto ciclo z, y sustituyendo v por v — z tenemos otra cadena con la misma
frontera y tal que
/ Q=0
v

Mas atn, esto significa que todas las formas w1, ...,w, tienen integral nula
sobre 7y, y cualquier otra forma de primera clase es combinacion lineal de éstas,
luego llegamos a que todas tienen integral nula sobre 7. En resumen:

Teorema 8.14 (Abel) Sea S una superficie de Riemann de género g > 1 y a
un divisor de grado 0 en S. Entonces a es principal si y y sdlo si existe una

1-cadena v en S tal que Oy =a y
/w =0
¥

para toda diferencial de primera clase w en S.

En realidad Abel solo probo que la condicion del teorema anterior es necesa-
ria para que el divisor a sea principal. De hecho, su enunciado no hablaba para
nada de divisores, fronteras etc. y, en realidad, era mucho mas general que la
mitad correspondiente del teorema anterior. La version moderna del teorema de
Abel fue formulado por Clebsch varias décadas después de la muerte de Abel.
Después veremos que la implicaciéon del teorema de Abel probada por Abel es
suficiente para demostrar las relaciones de aditividad de integrales abelianas
descubiertas por Euler.
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8.4 El teorema de inversion de Jacobi

El teorema de Abel nos da que la integracion de una base 2 de las diferen-
ciales de primera clase desde un punto arbitrario O induce un homomorfismo
del grupo de divisores de grado 0 de una superficie de Riemann S en su variedad
jacobiana J(S). Ahora probaremos el teorema de Jacobi, que afirma que este
homomorfismo es en realidad un isomorfismo, lo que por una parte nos da una
representacion del grupo de clases de S y por otra nos aporta mucha informaciéon
sobre J(S) y los periodos de €.

Definicién 8.15 Un divisor a en una superficie de Riemann S es normal si
dim(W/[a]) = 0, donde W es la clase canénica de S.

Puesto que grad W = 2g—2, todo divisor de grado > 2g—2 es normal. Recor-
demos que dim(W/[a]) es la dimension del espacio de las formas diferenciales w
tales que a | (w). En particular, un divisor entero a = P; -+ P, es normal si y
solo si la unica diferencial de primera clase que se anula en los puntos P, ..., P,
es la forma nula.

Teorema 8.16 Si S es una superficie de Riemann de género g > 1, existen g
puntos distintos My,..., My € S tales que el divisor My --- Mg, es normal, es
decir, tal que la unica diferencial de primera clase que se anula en My, ..., M,
es la forma nula.

DEMOSTRACION: Llamemos W a la clase canonica de S. Sea w; una dife-
rencial de primera clase y M7 un punto donde w; no se anule. Sabemos que
dim(W/(M7)) es la dimension del espacio de las diferenciales de primera clase
que se anulan en M;. Por el teorema de Riemann-Roch,

dim(M;) = 1+ 1 — g + dim(W/(M)),

y, por otra parte, dim(M;) = 1, pues si « tiene a lo sumo un polo simple en
M, entonces « no tiene polos (porque la suma de los residuos de aw; ha de ser
nula) y en consecuencia es constante. Asi pues, el espacio de diferenciales de
primera clase que se anulan en M; tiene dimensién g — 1. Tomamos una forma
wo que se anule en M7 y un punto My € S donde no se anule ws.

En general, supongamos que hemos encontrado r < g puntos distintos
M, ..., M, y r diferenciales de primera clase wq,...,w, tales que cada wj se
anule en My, ..., M_1 pero no en M.

Ahora, el espacio de las diferenciales de primera clase que se anulan en
My, ..., M, tiene dimension dim(W/(M;y---M,)). El teorema de Riemann-
Roch es

dim(W/(M;y---M,)) =g —k—1+dim(M; --- M,),

y la tltima dimension es 1, pues si « tiene a lo sumo polos simples en los puntos
My, ..., M,, entonces aw, tendria a lo sumo un polo en M,, luego no tiene
polos, luego o tampoco tiene un polo en M,. Razonando con aw,_; llegamos
a que « tampoco tiene un polo en M, ;1 y repitiendo llegamos a que « no tiene
polos, luego es constante.
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Asi pues, podemos tomar una forma w,; que se anule en My, ..., M, pero
no en un nuevo punto M, 1.

El divisor M --- M, cumple lo pedido, pues las formas wy,...,w, forman
una base de las diferenciales de primera clase (es claro que wg no es combinacion
lineal de wy1,...,wy) y si una diferencial de primera clase w tuviera ceros en
My, ..., My, podriamos expresarla como w = ajwi + - -+ + aqwy, con a; € C, y
si ay, fuera el mayor coeficiente no nulo, tendriamos que w; se anularia en My,
contradiccion. n

La prueba del teorema de Jacobi se basa en el resultado siguiente:

Teorema 8.17 Sea S una superficie de género g > 1 y My,..., My puntos
distintos en S tales que el divisor (M - -- M) es normal. Sea Q una base de las
diferenciales de primera clase. Entonces

Py,

(Pl,...,Pg)Hzg:/ Q

k=1"Mx

determina una aplicacion biholomorfa de un producto Vi x --- x V, de entornos
de Py,..., P, en un entorno de 0 en C9.

DEMOSTRACION: Sea z, € M(S) tal que vy, (25) = 1. Vamos a probar que

dzy M, dzg M,

£ 0.
Yg Ya
dzy M, dzg M,

Para ello, consideramos el homomorfismo

= w w
w — 5 “ e 5 —
dzy My dzg M,

del espacio de diferenciales de primera clase en C9. Una forma en su ntucleo se
anula en M, ..., My, luego ha de ser la forma nula. Asf pues, el homomorfismo
es inyectivo y, comparando las dimensiones, ha de ser un isomorfismo. Por lo
tanto el determinante es no nulo.

Sea Vj, un entorno simplemente conexo de Mj donde w;/dz, para todo
j=1,...,g, sea holomorfa (es decir, no tenga polos). Sea

( ) 27 H(w) w w;
h (w :/ w-:/
J M, J 0 de

que es una funciéon holomorfa en z;[Vi]. Tenemos que z; X - - - X z4 es una carta
en SY9 alrededor de (M, ..., M) v la lectura en esta carta de la aplicacion del
enunciado es

(w1, ... 7wg) = (h(w1) + -+ hlg(wl)a .- -7hg1<w1) +eee hgg<wg))-
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Ciertamente es una funcién holomorfa, y su determinante jacobiano en 0 es
el determinante anterior. El teorema de la funcion inversa nos da la conclusion.

Teorema 8.18 (Jacobi) Sea S una superficie de Riemann de género g > 1 y
Q una base del espacio de diferenciales de primera clase. Para cada X € C9
existe un divisor a de grado 0 en S y una 1-cadena v tal que Oy =a y

[o-x
y

Es claro que este teorema esta contenido en el resultado siguiente, que incluye
también al teorema de Abel (véanse las observaciones previas al teorema 8.14).

Teorema 8.19 (Abel-Jacobi) Sea S una superficie de Riemann de género
g=>1, sea O €S yQ una base del espacio de diferenciales de primera clase.

Entonces la aplicacion
A
A / Q
o

determina un isomorfismo entre el grupo de clases de grado 0 de S y su variedad
jacobiana J(S).

DEMOSTRACION: Por el teorema de Abel sabemos que la aplicacion estéa
bien definida y es un monomorfismo de grupos. Sea U C C9 el entorno de cero
dado por el teorema anterior. Si a € C, tomamos un niimero natural n tal que
B = a/n € U. Si probamos que la clase [§] € J(S) tiene una antiimagen A,
entonces [a] tendra antiimagen nA y el teorema estara probado. Ahora bien,
por el teorema anterior, existen puntos Py € Vj tales que

Concluimos que f es la imagen de la clase de Py --- Py /My - - - M,,. L]

Asi pues, el grupo de clases de grado 0 de una superficie de Riemann S de
género g > 1 es isomorfo a un producto de 2g copias de la circunferencia S*.

Terminamos esta seccién con una aplicacidén, para la que necesitamos el
teorema siguiente:

Teorema 8.20 Si cy,...,co4 es una base de homologia de una superficie de
Riemann S de género g > 1y j € {1,...,2g}, existe una diferencial de primera
clase w tal que

Re/wzékj, k=1,...,2g.
Ck

DEMOSTRACION: Fijemos una base = (w1, ...,w,) para las diferenciales
de primera clase y consideremos su matriz de periodos:

‘ cl P 029
wi | w1l Fiv1r o Ur2g U124

Wy | Ugl +10g1 -+ Ug2g + 424
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El teorema 8.7 afirma que sus columnas son linealmente independientes sobre
R. La diferencial w que buscamos seré de la forma zjw; +- - - 424wy, para ciertos
numeros complejos zx = xx + iyr. Suponiendo, por simplicidad, 7 = 1, basta
exigir que cumplan

T1Ull —Y1011 + o+ TglUgr —Ygg1 = 1,
T1U12 —Y1V12 -+ TgUge —YgUg2 =

|
o

T1U1 29 —Y1V12gF -+ TglUgag —YgVg29 = 0,

lo cual es posible porque la matriz de coeficientes tiene determinante no nulo
(es la matriz de coordenadas de las columnas de la matriz de periodos respecto
a la base canénica de R29). .

Como consecuencia:
Teorema 8.21 Sea S una superficie de Riemann de género g > 1.

1. Siw es una forma diferencial de primera clase con integral nula sobre todo
ciclo de S, entonces es la forma nula.

2. Si z es un ciclo en S sobre el que todas las diferenciales de primera clase
tienen integral nula, entonces z es una frontera.

DEMOSTRACION: 1) esta ya probado, pues w tendria todos sus periodos
nulos (ver las observaciones anteriores o posteriores al teorema 8.3).

2) Sea c1,...,c24 una base de homologia de S. Entonces
[2] = mafe1] + -+ + mageag],

para ciertos enteros my. Basta probar que son nulos. Ahora bien, si tomamos
una diferencial de primera clase w que cumpla el teorema anterior para un j y
la, integramos sobre z obtenemos que 0 = m; + yi, luego m; = 0. m

Equivalentemente, hemos probado que la forma bilineal
/ : Hi(S,C) x AY(S) — C

induce isomorfismos entre cada espacio y el dual del otro. Esto es la version
holomorfa del teorema de De Rham.

8.5 Integrales elipticas

Si S es una superficie de Riemann de género g = 1, nos encontramos con una
situacion peculiar. El teorema de Abel-Jacobi prueba que el grupo de clases de
grado 0 de S es isomorfo a la variedad jacobiana J(S) y, por otra parte, fijado
un punto P € S, el teorema 7.20 afirma que la correspondencia @ — [Q/P]
biyecta S con el grupo de clases de grado 0. Tenemos, pues, una biyeccién entre
Sy J(S) que, de hecho, es un isomorfismo de grupos cuando consideramos en
S la estructura dada por 7.21.
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Enseguida veremos que este isomorfismo esta en el fondo de las relaciones de
adiciéon de integrales que hemos comentado en la introduccién de este capitulo,
pero antes estudiaremos mas de cerca la situacion. Para empezar, resulta natural
plantearse si dicho isomorfismo es biholomorfo, y la respuesta es afirmativa.

En efecto, si w es una diferencial no nula de primera clase, a un punto Q le

corresponde la clase
Q/P Q P Q
/ w = / w — / w = / w e J.
o e) o) P

La lectura de esta aplicacion en cartas de S y J es una funciéon definida
como la integral de una funcion holomorfa, luego es holomorfa. Concluimos que
el isomorfismo de Abel-Jacobi es una aplicacion biholomorfa entre Sy J(S). En
resumen:

Teorema 8.22 Sea S una superficie de Riemann de género 1, sea w una dife-
rencial no nula de primera clase en S y J(S) su variedad jacobiana. Fijado un
punto P € S, la aplicacion S — J(S) dada por

Q»—)/PQW

es biholomofa y un isomorfismo de grupos cuando en S consideramos la estruc-
tura de grupo que tiene a P por elemento neutro.

Los toros complejos de dimension 1 son superficies de Riemann. En este
caso conocemos explicitamente una base de homologia: si R = (wi,ws), es
un reticulo en C y T = C/R, entonces la restriccion de la proyeccion natural
p: C — T al conjunto

P={aw +Pws |0<a, f <1}

es diferenciable, inyectiva en el interior de P e identifica los lados dos a dos,
de modo que una base de homologia de T (en las condiciones que venimos
exigiendo) estd formada por (las imagenes en T de) los arcos a(t) = twy y
b(t) = twe. En realidad, segtin los convenios de orientacion que hemos adoptado,
hemos de exigir que al recorrer la frontera de P en sentido antihorario recorramos
los arcos a y b en la forma aba='b7!, y es facil ver que esto se traduce en que
hemos de ordenar wy y we de forma que Imwy/wy; > 0. Por ejemplo, si no
respetamos este convenio, la desigualdad teorema 8.3 se invertiria.

Una carta alrededor de un punto P € T es de la forma z = p|51, donde C' es
un abierto en C' sobre el que la proyeccién p sea inyectiva. Si z1 y zo corresponden
a dos elecciones de C, entonces z1 — 25 es constante (es un elemento de R), luego
dz1 = dzp. Esto nos permite definir dz como la tinica forma diferencial en T
que en cada abierto p[C] coincide con la diferencial de p|51. Se trata de una
forma diferencial holomorfa en T', es decir, de primera clase. La proyeccion
p : C — T induce el homomorfismo p* : AY(T) — AY(C), y es claro que
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p*(dz) = dz, donde la z del miembro derecho es la identidad en C. De aqui se
sigue que los periodos de dz son

1
Az/ dz:/dz:/w1tdt=w1, B = ws.
pt(a) a 0

Por consiguiente, la variedad jacobiana de T es J(T) = T. Si Q € T,
podemos expresar @ = [z], donde z € P. Un camino que une P = [0] con Q es
p*(7), donde ~(t) = tz. Por lo tanto,

o[- [fe] - £ o]

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.23 Sea T un toro complejo, sea p: C — T la proyeccion natural,
sea dz la diferencial de primera clase que cumple p*(dz) = dz y sea P = [0].
Entonces el isomorfismo de Abel-Jacobi en la version del teorema 8.22 respecto
dedz y P es la identidad. En particular, la estructura de grupo enT' de elemento
neutro P inducida por el grupo de clases de grado 0 coincide con la estructura
de T como grupo cociente de C.

Pasemos ya a abordar la cuestion de la aditividad de integrales. Las formulas
de adicion se deducen del hecho de que la aplicacién descrita en el teorema
anterior es un homomorfismo de grupos (lo cual requiere solo la implicacion del
teorema de Abel que probo6 realmente Abel).

Para obtener la relacion de adiciéon de la lemniscata tenemos que considerar
la curva W2 =1 - Z% = (1 — Z?)(1 + Z?). Mas en general, vamos a trabajar
con la curva de ecuaciéon

W?=(1-2%01-m2z%), 0#m<1.

Aunque tiene género 1, no se trata de una curva eliptica porque no es regular
(si lo fuera tendria género 3). Esto lo arreglamos con la transformacion birra-
cional (X,Y) = (Z%, W Z), que hace corresponder dicha curva con la ctibica V'
de ecuacién
Y?2=X(1-X)1-mX).

En general, las transformaciones birracionales entre curvas se corresponden
con cambios de variable entre integrales, en este caso con el cambio X = Z2.
En efecto, si 0 < r < 1, se cumple

2zdz

/OT V- zQCifl a2y ;/0 V220 = 2)(1 — m22)

1 [tdx
= = — t=r°.

I dz
_5/0 Ve —2) 1 —mz) 2Jo y’
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La ultima integral es la integral curvilinea en V' de la diferencial de primera
clase w = dx/y (véase el ejemplo de la pagina 285) sobre el arco dado por

o(z) = (z,v/2(1 — z)(1 — mx)).

(Recordemos que hemos tomado 0 # m < 1, con lo que el radicando es
positivo en el intervalo [0, 1].)

Consideramos en V la estructura de grupo que tiene por elemento neutro al
punto (0,0). Fijamos dos puntos distintos P; = (x1,y1), P> = (z2,y2) y vamos
a calcular P; + P,. De acuerdo con el teorema 7.22, calculamos la recta que
pasa por P; y Ps, que esta determinada por la ecuacion

Y:y1+(y2—y1> (X —z1) =aX +0,

T2 — T1

donde

b= <y2—il/1) _ T1Y2 — T2Y1 1 —mxixo
=Y —T1 = = _—

12 .
T2 — T T1 — T2 T1Y2 + Tay1

Al sustituir Y = aX + b en la ecuacion de V obtenemos
(aX +0)* = X(1 - X)(1 —mX),

ecuacion cuyas raices son x1, 2 v la coordenada x3 del tercer punto Py = (x3,ys3)
en que la recta corta a V. El término independiente es b? y el coeficiente director
es m, luego tenemos la relacion b = mxixow3. Asi pues, 3 = b /(maz122).

La suma sera el punto P’ = (z/,y’) donde la recta que pasa por (0,0) y Ps
corta a V. Dicha recta es Y = (y3/x3)X. Razonando como antes, sustituimos

2
y
;%)@ =X(1-X)(1-mX)

y concluimos que ' = 1/(mx3). Asi pues,

2
oo 1 (581@/2 +9€2y1>

b2 129 \ 1 —maxi22

Todas las operaciones son correctas en el caso que nos va a interesar, a saber,
P, = o(x;), donde 0 < z1,z2 < 1 (los denominadores no se anulan, etc.). Mas
atin, la funcion /x(1 — x)(1 — mx) es creciente a la derecha de 0, de donde se
sigue que si x1, o estan suficientemente cerca de 0, entonces la pendiente de
Y = aX + b es positiva, con lo que es facil ver que 3y > 0 y, por lo tanto,
P1+P2 :O'(J?/).

El hecho de que la integracion de w = dx/y desde (0, 0) sea un homomorfismo
de grupos nos da ahora que

[l i, -
o Y o Y o Y
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donde todas las integrales se calculan sobre un segmento del arco ¢ y « es un
elemento del grupo de periodos de w.

Ahora bien, w tiene un periodo real y otro imaginario
puro. Esto podremos probarlo més facilmente en la seccion
siguiente (véase la observacion tras el teorema 8.26), pero
informalmente la razon es ésta: la curva V es un toro y
su parte real muestra dos de sus secciones. La figura co- @
rresponde al caso m = —1, de modo que el “circulo” de la
derecha es un corte completo del “tubo” y la rama de la iz-
quierda es otro corte al que le falta el punto del infinito para
cerrarse. (510 < m < 1 la tunica diferencia es que la rama
abierta queda a la derecha de 1.)

Una base de homologia la forman el ciclo que recorre una vez en sentido
negativo el “circulo” completo, cuyo periodo es

>0,

! dxr
A= 2/0 V2 - 2)(1 — ma)

junto con el ciclo que recorre los puntos (z,i\/—z(1 — x)(1 — mz)) desde z = 1
ax =1/msim > 0o bien desde x = 1/m hasta 0 si m < 0 y luego vuelve
al punto de partida por los puntos (z,—iy/—z(1 —z)(1 —maz)). El periodo
correspondiente es imaginario puro.

Asi pues, el nimero « que aparece en (8.5) ha de ser un multiplo entero
del tnico periodo real A de w, pues los demés términos de la ecuacion son
reales. Pero el miembro izquierdo es positivo y menor que A, y la integral del
miembro derecho es positiva, luego ha de ser necesariamente o = 0. Finalmente
deshacemos el cambio X = Z2, con lo que obtenemos que, para 0 < 21, 22 < 1,
se cumple

z

/21 dz +/Z2 d
o VI =2)(1-mz2) Jo /(1-22)(1—mz?)

B / dz
o /(=21 —mz2)’
donde

2 2
" , 1 <x1y2+x2y1> 1 (szngJrz%zlwl)

2122 \ 1 —maizs 2222 1 —mz222
1%3 173

2
. <Z1w2 + 22w1>
= 2,2 )
1 —mz7z5

; _ F1W2 + 2w

2,2
1 —mziz3

y, en definitiva,
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Para m = —1 tenemos la férmula de adicién para arcos de lemniscata. Si
hacemos tender m a 0 obtenemos, mediante oportunos razonamientos de con-
tinuidad, la férmula de adiciéon para el arco seno. Por otra parte, la formula
general que hemos obtenido estd muy cerca de proporcionar una suma de arcos
de elipse analoga a la de la lemniscata. En efecto, respecto a un sistema de
referencia adecuado, toda elipse admite una ecuacién de la forma

.’EQ y2

El ntimero 0 < k < 1 dado por k2 = (a? —b?)/a? es la excentricidad de la elipse.
Aplicando una homotecia podemos suponer que el semieje mayor es a = 1, con
lo que la excentricidad es k = v/1 — b2. Para calcular el elemento de longitud

despejamos y(x) = bv/'1 — 22, con lo que

ds=+/14+ /(I>2d$_”1—7k2x?dx_ LWt dx
! 1—a? VI —22)(1 — k22?)

Consecuentemente, la longitud del arco de elipse comprendido entre z =0 y
r=x1 <1es

1 1— k2$2
s(z) = /0 N dx. (8.6)

Si no estuviera el numerador 1—k&222 tendriamos una férmula de adicién para
esta integral. De hecho, s6lo la tenemos para k = 0, pero este caso corresponde
a una circunferencia, es decir, a la formula de adicién del seno.

Desde Euler, los mateméticos buscaron una férmula de adicién para los arcos
de elipse semejante a la de la lemniscata. Una muestra del interés que suscito
este problema es que las integrales de la forma

/R(m, \/ax4 + bx3 + cx? + dx + e) du,

donde R es una funcién racional, se conocen desde entonces como integrales elip-
ticas, y de aqui derivan las denominaciones de cuerpos elipticos, curvas elipticas,
funciones elipticas, etc.

Sin embargo, no existe tal formula de adicion, y el motivo es que el integrando
de (8.6) es una diferencial de segunda clase. En efecto, si llamamos

dz
V=221 - k222)

ya hemos visto que en términos de x = 22, y = wz, la diferencial w se expresa
como w = dr/2y, donde z e y satisfacen una ecuacion y? = z(1 — z)(1 — k?z),
y el ejemplo de la pagina 285 muestra que w es de primera clase.

Por counsiguiente (volviendo a llamar = e y a las funciones de partida), el
integrando de (8.6) es de la forma n = (1 — k?2%)w, donde w es una diferen-
cial de primera clase de un cuerpo de funciones elipticas. Estas diferenciales
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no tienen ceros ni polos, luego los polos de 1 — k2x2 son también polos de 7.
Concretamente, es facil ver que la funcién 1 — k222 tiene un polo doble en el
infinito con residuo nulo, por lo que 7 es una diferencial de segunda clase.

Si repasamos los argumentos que nos han llevado a concluir que las integrales
de formas elipticas de primera clase cumplen teoremas de adicién, veremos que
ello depende tnicamente de que las integrales hasta divisores principales son
nulas moédulo periodos (la mitad del teorema de Abel), y si nos fijamos en la
prueba de este hecho veremos que casi vale para diferenciales de segunda clase,
salvo por que si en la formula (8.4) la diferencial w es de segunda clase, la funcion
g puede tener polos, con lo que en lugar de g(P) Resp n hay que poner Resp(gn),
y el analisis de los residuos de gn es mas delicado. Aunque no vamos a entrar
en ello, afinando los razonamientos es posible tratar este caso y obtener una
especie de formula de adicion para integrales de segunda clase. Concretamente,
para la integral del arco de elipse resulta que

171€22 17]4322
dx
\/l—a: (1 — k222) \/1—33 )(1 — k222)

1 — k22
\/l—a: )0 — k22?)

dz + 2k*zy z01,

donde
) St t

2,2,2 )
— k22222

pero la presencia del dltimo término impide que esta relacién pueda usarse para
sumar arcos de elipse (salvo que la excentricidad sea k = 0, con lo que volvemos
al caso de la circunferencia).

Para el caso de diferenciales de tercera clase también es posible hacer algo
similar, pero el resultado es todavia mas complicado. De todos modos, debemos
tener presente que, si bien las férmulas de adiciéon de integrales estuvieron en la
base de las investigaciones que llevaron a los teoremas que hemos estudiado en
este capitulo, lo cierto es que desde un punto de vista moderno son mas bien
hechos anecdoticos, pues el valor de estos teoremas reside en sus repercusiones
sobre los cuerpos de funciones algebraicas, y ello s6lo involucra a las integrales
de diferenciales de primera clase.

8.6 Funciones elipticas complejas

Como consecuencia del teorema de Abel-Jacobi, todo cuerpo de funciones
elipticas sobre el cuerpo de los ntimeros complejos puede representarse como
el cuerpo de las funciones meromorfas de un toro complejo T = C/R, donde
R es un reticulo (completo) en C. Si llamamos p : C — T a la proyeccion
canobnica, vemos que cada funcién meromorfa f en T se corresponde con una
funcion meromorfa f = po f en C con la propiedad de que f(z+w) = f(z), para
todo w € R. Esto significa que los elementos de R son periodos de f, luego f es
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lo que en [VC 5.9] llamamos una funcion eliptica sobre R. Reciprocamente, es
claro que toda funcién eliptica sobre R determina una funciéon meromorfa sobre
el toro complejo T

Asi pues, tenemos una aplicacion f — f que biyecta el conjunto de las
funciones meromorfas sobre T' con el conjunto de las funciones elipticas sobre R.

Muchas de las propiedades demostradas en [VC] sobre funciones elipticas
sobre un reticulo completo R C C son consecuencias inmediatas de las propie-
dades generales de los cuerpos de funciones elipticas, en el sentido general. Por
ejemplo, es inmediato que forman un subcuerpo del cuerpo M(C) de todas las
funciones meromorfas en C y que la aplicacion f — f es un isomorfismo de
cuerpos.

Reciprocamente, puesto que todo toro complejo T'= C/R es una superficie
de Riemann compacta, el teorema 5.59 nos da que el cuerpo de las funciones
elipticas sobre R es un cuerpo de funciones algebraicas de género 1 (puesto que
los toros, como superficies topologicas, tienen género 1).

La prueba general del teorema 5.59 depende del hecho no trivial de que en
toda superficie de Riemann compacta existen funciones meromorfas no constan-
tes, pero en el caso de un toro complejo esto es consecuencia, por ejemplo, del
teorema [VC 5.12], que prueba la existencia de funciones elipticas no constantes
sobre cualquier reticulo completo en C.

En lo sucesivo consideraremos indistintamente a las funciones elipticas como
funciones meromorfas doblemente periédicas en C o como funciones meromorfas
en un toro T = C/R.

Como la proyeccién p : C — T hace corresponder cada punto de 7' con
infinitos puntos de C, a la hora de contar ceros y polos de una funcion eliptica
en C necesitamos restringirnos a un paralelogramo fundamental

P={ow;+Pfw |0<a<1, 0<8<1},

donde R = (w1,wz),. Tenemos que P depende de la base de R elegida, pero lo
importante es que p biyecta cualquier paralelepipedo fundamental de R con el
toro T = C/R.

Asi, el teorema 5.42 nos da que una funcion eliptica no constante sobre
R tiene el mismo ntimero (no nulo) de ceros y de polos —contados con su
multiplicidad— ya sea en el toro C/R o bien en un paralelogramo fundamental
de R.

Esto hace que podamos definir el orden de una funcién eliptica sobre un
reticulo R como el nimero de ceros (o, equivalentemente, el nimero de polos) que
tiene sobre un paralelogramo fundamental de R (contados con su multiplicidad)
(véase la definicion [VC 5.17] y el teorema [VC 5.18]).

El teorema 5.42 implica ademas que si K es el cuerpo de funciones elipticas
sobre un reticulo R y o € K tiene orden n, entonces |K : C(a)] = n. En
particular vemos que no puede haber funciones elipticas de orden 1, pues esto
implicarfa que K = C(«) y entonces K tendria género 0.

En cambio, en todo reticulo existen funciones elipticas de orden 2, como por
ejemplo la funcion p de Weierstrass definida en [VC 5.13], que tiene polos dobles
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en los puntos de R. Ademaés, su derivada ¢’ tiene orden 3, con polos de orden 3
en los puntos de R (teorema [VC 5.14]).

Estos hechos bastan para probar el teorema siguiente (compéarese con el
teorema [VC 5.29]):

Teorema 8.24 Si R es un reticulo en C y @ es su funcion de Weierstrass,
entonces C(p, ') es el cuerpo de todas las funciones elipticas sobre R.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta el teorema 5.42, segin el cual, si
K es el cuerpo de las funciones elipticas sobre R, se cumple |K : C(p)| =2y
|K : C(p')| = 3. De aqui se sigue que o’ ¢ C(p) y que C(p,p’) = K. n

Mas atin [VC 5.25] prueba que @ y g’ no son unos generadores cualesquiera
del cuerpo de todas las funciones elipticas sobre el reticulo correspondiente, sino
que ademés satisfacen una ecuacion polinémica en forma normal de Weierstrass

Y? =4X? — g2 X — g3,

donde el polinomio de la derecha no tiene raices multiples por [VC 5.26].

Consideremos ahora un toro complejo 7' = C/R y la curva proyectiva V C P?
dada por la ecuacién afin Y2 = 4X3 — g, X —g3. Definimos ¢ : T — V mediante
P — (p(P), o' (P)), con el convenio de que ¢(0) es el tnico punto infinito de V,
de coordenadas homogéneas (0, 1,0). Si lo llamamos co, tenemos que ¢(0) = oco.

Obviamente @|7\ (o} : T\ {0} — C? es holomorfa, luego también lo es como
aplicacion en V. Asi pues, ¢ es holomorfa salvo a lo sumo en 0. Para probar
que también aqui lo es, hemos de componerla con una carta de V alrededor
de co. Sirve la restriccién de cualquier funcion f € C(V) tal que voo(f) = 1.
Por ejemplo, podemos tomar f = X/Y. Claramente, (¢o f)(P) = p(P)/¢'(P),
que es una funciéon holomorfa en un entorno de 0.

Observemos ahora que ¢ es biyectiva. En efecto, si p(P1) = p(P2) = a'y
' (P1) = @' (P2) con P, # P,, entonces P; # 0, pues g sblo tiene un polo en 0.
Asi pues, « es finito y podemos considerar la funcion p — a. Vemos que tiene
ceros en P; y P,. Como @ es par, también — P, es un cero de p — a.

Distinguimos dos casos: si P» # —P», entonces, dado que la funciéon p — «
tiene orden 2, ha de ser P, = — Py, pero entonces ' (P1) = —g'(P), lo que
obliga a que p'(P1) = @' (P) = 0, pero esto es imposible, ya que entonces p — «
tendria (contando multiplicidades) al menos cuatro ceros.

La otra posibilidad es P, = — Py, y entonces ¢ (Py) = o' (—P2) = —p'(P2),
luego ha de ser p'(P,) = 0 y asi p — « tiene un cero en P; y dos en P, en
contradiccién nuevamente con que su orden es 2.

La suprayectividad de ¢ es ahora trivial, pues la imagen ha de ser abierta
porque ¢ es holomorfa y ha de ser cerrada porque T' es compacto. Con esto casi
hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.25 Sea T = C/R un toro complejo, sea p su funcion de Weierstrass
y sea V la curva eliptica dada por Y? = 4X3 — g, X — g3. Entonces la aplicacion
¢: T — V dada por ¢(P) = (p(P), o' (P)) para P # 0 y ¢(0) = oo es biholo-
morfa y un isomorfismo de grupos (cuando en V' consideramos la estructura de
grupo que resulta de tomar como elemento neutro el punto infinito).
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DEMOSTRACION: Solo falta probar que ¢ es un homomorfismo de grupos.
Ahora bien, P+ @ = S equivale a que el divisor PQ)/S0 sea principal, es decir, a
que exista una funcion eliptica « con ceros en Py Q y polos en S y 0. Entonces
¢~ o a es una funcién meromorfa en V (luego racional) con ceros en ¢(P) y
?(Q) y polos en ¢(S) e 0o, luego ¢(P)+ ¢(Q) = ¢(S). Aqui hemos usado que la
estructura de grupo en T coincide con la inducida por su estructura de superficie
de Riemann cuando tomamos como elemento neutro el 0 (teorema 8.23). =

Nota En principio, el teorema anterior s6lo se aplica a las ecuaciones de Weiers-
trass tales que sus coeficientes g2 y g3 son los asociados a un reticulo complejo R,
pero en realidad el teorema [VC 6.18] prueba que para cuaquier par de nimeros
(92, 93) que determinen una ecuacion de Weierstrass (es decir, con determinante
no nulo) existe un reticulo complejo R tal que g2(R) v g3(R) son los coeficientes
dados, por lo que el teorema anterior se aplica en realidad a todas las ecuaciones
de Weierstrass.

El teorema nos permite identificar las funciones meromorfas sobre el toro
T = C/R (es decir, las funciones elipticas sobre el reticulo R) con las funciones
racionales sobre V. Las funciones p y ¢’ se corresponden con z e y respectiva-
mente.

El isomorfismo hace corresponder la diferencial de primera clase w = dz/y
en V con dp/g’, y es facil ver que ésta es simplemente la forma dz en T. A
partir de aqui se sigue sin dificultad que el isomorfismo del teorema anterior es
el inverso del isomorfismo de Abel-Jacobi de la variedad V' determinado por w.

u

Vamos a analizar con mas detalle las curvas elipticas V' que admiten una
ecuacién en forma normal de Weierstrass Y2 = 4X3 — go X — g3 con invariantes
g2, g3 reales. Probaremos que estas curvas se corresponden con los reticulos
complejos generados por un periodo real y otro imaginario puro, o bien por dos
periodos imaginarios conjugados.

En esta secciéon emplearemos la notacién clasica de Weierstrass, de modo
que R = (2wi,2ws),. Los nimeros wy y wo se llaman semiperiodos. También
nos va a interesar el semiperiodo ws = w1 +ws pues, segun sabemos, e; = p(wq),
ea = p(wa) v e3 = p(ws) son los ceros de 43 — gox — g3, luego wi, we y w3 son
los ceros de ©'(2).

Caso w; real y wy imaginario puro No perdemos generalidad si suponemos
que w1 > 0y wa/i > 0. En este caso, el reticulo R = (2w, 2ws), es estable
para la conjugaciéon compleja, es decir, cuando w recorre R, entonces @ también
recorre R. De la definicion de p(z) se sigue entonces que p(z) = p(Z) y, en
particular, p(z) es real cuando z es real. Como p(z) es par, si © € R tenemos
también que p(iz) = p(—iz) = p(iz), luego p(z) también es real sobre el eje
imaginario. Por consiguiente, e y e5 son reales, y lo mismo vale para es, pues es
la tercera raiz del polinomio 422 — gox — g3 y, por consiguiente, e + ez +e3 = 0.
También es claro que los invariantes g» y g3 son reales (por la propia definicion).
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Sabemos que la aplicacion z — (p(z), ©'(2)) hace corresponder los puntos
del paralelogramo —rectangulo en este caso— de vértices, 0, 2wy, 2wy ¥y 2ws con
la curva eliptica V de ecuacién Y2 = 4X3 — g, X — g3. Vamos a estudiar més a
fondo esta correspondencia. Admitiendo las desigualdades e; < ez < e; —que
enseguida demostraremos— es claro que el polinomio 4X3 — g, X — g3 es mayor
o igual que 0 en [eg, e3] U [e1, +00[, por lo que la parte real de V tiene la forma
que muestra la figura siguiente:

2w2 20J3 4

ws (9,9') @
wao > €2 €3 \€1

0 w1 2w1

En principio sabemos que los cuatro vértices del rectangulo son polos de
p vy de @', por lo que todos ellos se corresponden con el Gnico punto infinito
de V. También tenemos que ' se anula en los tres semiperiodos, luego éstos se
corresponden con los tres puntos de corte de V' con el eje Y = 0.

La parte principal de ¢/(z) en 0 es —2/22. Esto implica que

lim '(z) = —oo, lim ¢'(z) = +o0.
z—0+ z—0~
Teniendo en cuenta que el Gnico cero de @' (x) en [0, 2w1] es wy y la periodi-
cidad, concluimos que @’ (x) es negativa en |0,w;[ y positiva en Jwy, 2w [, luego
p(x) es decreciente en ]0,wq[ y creciente en Jwi,2wi[. Asi pues, p(x) tiene un
minimo en wy, donde toma el valor e;. En definitiva, su grafica ha de ser como

muestra la figura siguiente, que muestra las graficas de p y ' para el reticulo
R=(1,i):

20
7.5 00

15
200

12.5

10

-1 -0.5 0.5 1

7.5
5 -200

2.5
-400

-1 -0.5 0.5 1

Tenemos que ¢’ (z)? = 4p(z)? — g2p(x) — g3 no se anula en |0, w [, y cuando z
varfa de 0 a w; la funcién p(x) desciende de +oo a e, luego el polinomio
423 — gow — g3 no se anula en Jey, +oo[. Esto significa que, tal y como afirméa-
bamos, e; es la mayor de las tres raices ey, es, es.
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Ahora es claro que cuando x recorre el intervalo [0, 2w;] el arco (p(z), ¢'(x))
recorre en sentido horario la rama derecha de la curva V. En particular, la
funcién @’ (z) es estrictamente creciente en ]0, 2w [, tal y como muestra la figura
anterior.

Una consecuencia de lo que acabamos de obtener es la siguiente: puesto que
una integral sobre un arco no depende de la parametrizacién de éste, tenemos

que
Foo dx

er VAT —gox — g3

En efecto, la integral puede verse como la integral de la forma dx/y sobre
la mitad superior de la rama derecha de V, la cual se corresponde a su vez con
la integral de dz sobre el segmento [wy,2w;]. En otras palabras, basta hacer el
cambio de variable z = p(t).

wr. (8.7)

Estudiamos ahora el segmento [0, 2ws]. Para ello observamos que

p(iz|wr, ws) = —p(2] — iwa, iwr), ' (iz|wr,wa) = ip(z] — iws, iwr).
En efecto:
. 1 1 1
it ==+ 3 (- )
we—iR\{0}
1 1 1
=—=- Z <(z—w)2 - w2) = —p(z| —iwy, —iws) = —p(z| —iws, iw1).
we—iR\{0}

La segunda relaciéon se obtiene derivando ésta. Ademés:

61((.4)1,(4)2) = p(i(fiw1)|w1,w2) = 7@(71'(.01‘ — iwg,iwl) = 762(77:(.4}2,2'(4)1).
Igualmente, es(wy,ws) = —eq(—iwa,w1) ¥y, como e + ez + e3 = 0, ha de ser
63(0.)1,&)2) = —63(—iw2,iw1).

De aqui se sigue que los invariantes de p(z| — iwa,iw;) son ga y —gs. Apli-
cando a esta funcion los resultados anteriores concluimos que e es la menor raiz
entre e, e2 y ez, luego tenemos, en efecto, las desigualdades e; < e3 < e;.

Cuando z varia entre 0 y wq, sabemos que p(z| — iws,iwr) decrece de 400
hasta —eq, luego p(z) crece de —oo hasta e;. Similarmente, cuando z varia entre
wa ¥ 2wy la funcién p(z) decrece de e; hasta —oo. Asi, el segmento [0, 2ws] se

corresponde con los puntos de V de la forma (z,4iy/—4x3 + gox + g3), con
x < ey. Ahora es claro que

wa. (8.8)

ez dx
i / -
—oo \/—4a® + gox + g3
Observemos a continuacién que si  es un nimero real, entonces

P(z +w2) = p(z — w2) = p(T + w2) = p(z + wa),
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luego p toma valores reales sobre el segmento [wa,ws]. Puesto que en los extre-
mos toma los valores es < e3 y ¢’ no se anula, concluimos que es estrictamente
creciente, luego @’ es positiva, luego el segmento [ws,ws] se corresponde con la
parte positiva de la rama izquierda de la parte real de V. Similarmente con-
cluimos que el segmento [ws, 2w; + ws] se corresponde con la parte negativa de
dicha rama. En definitiva, el segmento [wa, 2w1 +ws] se corresponde con la rama
izquierda de V recorrida en sentido horario. En particular,

wi.

/ e dx
2 V423 — gow — g3
Del mismo modo se comprueba que la funcion p(z) es real sobre el segmento

[w1, w1 4+ 2ws]: primero crece de e3 a e; y luego decrece de e; a ez (la funcion '
toma valores imaginarios puros). Por consiguiente, este segmento se corresponde

con los puntos de V de la forma (x, +i\/—423 4+ gox + g3), con e3 < z < ey,
luego

€1 d
Z/ = Wa.
es \/ —4x3 4 gow + g3

Ahora demostraremos que cualquier curva V' determinada por una ecuacion
de la forma Y2 = 4X3 — g2 X — g3 con invariantes reales go y g3 y de modo
que el polinomio 4X?3 — g X — g3 tenga tres raices reales distintas e; < ez < €;
estd parametrizada por las funciones de Weierstrass de un reticulo del tipo que
estamos estudiando. Para ello conviene que antes mostremos unas expresiones
alternativas para algunas de las integrales que hemos calculado.

Aplicamos a (8.7) el cambio de variable

€1 — €2
27

xr =e9 +

con lo que obtenemos

2(81762)
13

“+oo dx 1
w1 :/ 3 :/ 2er—ea)3/2 dt
er VATP—gox—gs  Jo HA=2l /(1 2)(1 - K212)

1 ! dt
- / , (8.9)
ver —e2 Jo \/(1—t2)(1—k2t2)
donde
0<k?=3"%2
€1 — €3
En (8.8) cambiamos x por —z y luego hacemos
€1 — €y
= t2 — €1.
Tras un calculo similar al anterior llegamos a
- 1
i dt
wo = , 8.10
T Ve e /0 V(=) (1 - k212) (8.10)
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donde k2 =1 — k2. Por consiguiente,

/1 dt
iw;  Jo /(1 =11 - k*?)

(8.11)

w2 _/1 dt
0 \/(1—752)(1—]4:’2152)

Consideremos ahora una ciibica de ecuacién Y? = 4X* — g, X — g3, donde
el miembro derecho tiene tres raices reales e3 < ey < e;. Equivalentemente,
consideremos tres niimeros reales e3 < es < e; tales que e; +e3+e3 =0y
definamos gs y g3 mediante

AXY = o X — g3 = 4(X — 1) (X — e2)(X — e3).

Vamos a encontrar un reticulo R = (2w, 2wa),, con wy > 0, we /i > 0, cuyos
invariantes sean los dados. Para ello definimos w; por (8.7) y ws por (8.8).
Es facil ver que las integrales convergen, y claramente wy > 0, wa/i > 0. Asi
tenemos un reticulo R que a su vez determina unos invariantes gz, gs, €1, €2,
es3. Nuestro objetivo es probar que coinciden con gs, g3, €1, ea, 3.

Veamos en primer lugar que existe un tnico ntimero real 0 < k2 < 1 tal que,
tomando k2 = 1 — k2, se cumple (8.11). En efecto, notemos que cuando k2
crece de 0 a 1, el numerador del miembro derecho de (8.11) crece de 7/2 a +o0,
mientras que k’? decrece de 1 a 0 y el denominador decrece de +oco a 7/2. Por
consiguiente la fraccion crece de 0 a +00 y, ciertamente, hay un tnico valor de
k? para el que se cumple (8.11).

La relacion (8.9) se cumple ahora para ey, ez y k% = (e3 —e3)/(e1 —e2) como
para é;, é; y k* = (€3 — &)/(é1 — ). Similarmente ocurre con (8.10), luego
concluimos que tanto k2 como k2 cumplen (8.11). Por la unicidad ha de ser
k% = k2. Entonces (8.9) implica que \/e; — ez = /€1 — €2 0, mas sencillamente,
€1 — ey = @9 — &3. A su vez, k2 = k2 implica entonces que ez — ea = €3 — €s.
Uniendo a esto que ey + €3 + e3 = €1 + € + €3 = 0, vemos que las dos ternas de
invariantes satisfacen un mismo sistema de tres ecuaciones, luego son iguales.
Esto implica que también g, = g2, g3 = g3.

El teorema siguiente resume lo que hemos probado:

Teorema 8.26 Si V es una curva eliptica de ecuacion Y? = 4X3 — go X — g3,
donde el polinomio de la derecha tiene tres raices reales distintas, entonces V
puede parametrizarse por las funciones de Weierstrass de un reticulo complejo
generado por un numero real wy Yy un numero imaginario puro ws. FEquivalente-
mente, el grupo de periodos de V respecto a la diferencial de primera clase dx [y
es de esta forma.

Este resultado se extiende facilmente al caso en que V satisface una ecuacion
de la forma Y2 = a(X —e1)(X — e2)(X —e3), con a # 0 y ey, ez, e3 nimeros
reales distintos. Entonces, el cambio

Xoax yatete o Vi,
3 ’ 2 ’
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(donde el signo + es el de a) determina una transformacion proyectiva de P2
en si mismo que se restringe a un isomorfismo entre V' y una curva V' en las
condiciones del teorema. Es facil ver asf que la diferencial de primera clase dz/y
de V tiene igualmente un periodo real y otro imaginario puro, el primero de los
cuales puede obtenerse integrando sobre cualquiera de las dos ramas reales de V,
etc.

Caso w; y ws conjugados Consideremos ahora un reticulo R generado por
periodos 2wi; = a + bi y 2wy = a — bi. No perdemos generalidad si suponemos
a, b > 0. Como en el caso anterior, R es invariante por la conjugacion, lo que
se traduce en la relacion p(z) = p(Z). A su vez, esto implica que p(z) es real
cuando z es real o imaginario puro. Igualmente, ©'(z) es real cuando z es real e
imaginario puro cuando z es imaginario puro. Los invariantes gs y g3 también
son reales. Lo que ya no es cierto es que las raices ej, es, e3 sean reales. En
efecto,

&1 = p(wi) = p(@1) = p(w2) = ez,
luego e; y es son dos niimeros imaginarios conjugados. Por el contrario, e3 es
real, ya que w3 = w; + w2 = a lo es.

Modificaciones obvias en los razonamientos del caso anterior nos dan que
©'(z) es estrictamente creciente en |0, 2ws[, mientras que p(z) tiene un minimo
en ws. Asi mismo llegamos a que

Feo dz

s /423 —gox — g3

Si consideramos los periodos 2iw; y —2iws, entonces ws, g2, g3 y €3 pasan a
ser (w1 —we)/i =0, g2, —g3 y —es, y la igualdad anterior se convierte en

a4 =Wz =W +wy =

bz-wl—wg—z/ /
es \V4x3 — gox 4 g3 vV —4$3+92$+93

Reciprocamente, vamos a ver que, dada una ecuacion Y2 = 4X3 — o X — g3,
donde el polinomio de la derecha tiene dos raices complejas conjugadas ey, e y
una raiz real eg, el reticulo R de periodos 2wy, = a+bi, 2wy = a—bi determinados
por las dos integrales anteriores tiene como invariantes los valores dados, es
decir, que sus funciones de Weierstrass parametrizan la curva determinada por
la ecuacion dada.

Como en el caso anterior, empezaremos por transformar las expresiones in-
tegrales de los semiperiodos. El cambio x = e3 + t2 nos da:

too dt
0 \/(t2+63761)(t2+63762)
0

a =

Hagamos e3 — e; = pe?, e3 — ey = pe=? con 0 < § < 7, donde estamos
suponiendo que Ime; < 0. En caso contrario harfamos el cambio e3 — ey = pe?

+ee dt 1 [t dt
a = = — 5 (812)
0 At +2pt2cosO+p2 P Jo ViR +2t2cos0+ 1

donde hemos hecho el cambio t = |/pt’.
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En la integral que nos da b cambiamos x por —x, con lo que tenemos

Too dx

Ces \/4(x +e)(x+e)(x+ 63)7

b=

Ahora hacemos t = —ey + t? y, similarmente al caso de a, llegamos a que

1 [t dt

b=— :
Ve Jo Vit —2t2cosf+1

Concluimos asi que

+oo dt
a 0 Vt*+2t2cosf + 1
- = . 8.13

0 Vit —2t2cosh + 1

Cuando @ varia entre 0 y 7w, tenemos que cosf decrece de 1 a —1, con lo
que el numerador del miembro derecho crece de 7/2 a +00, mientras que el
denominador decrece de 400 hasta w/2. Por consiguiente, la fraccion crece de
0 a +00. Concluimos que, fijados a, b > 0, existe un tnico valor de 6 para el
que se cumple la igualdad.

Ahora ya podemos razonar exactamente como en el apartado anterior: fi-
jados g1 y g2 (0, equivalentemente, eq, es, ez, definimos wy y wy mediante las
expresiones integrales que hemos hallado. Estos semiperiodos determinan un
reticulo R con invariantes gi, go, €1, €2, €3. La ecuacion (8.13) se cumple tanto
con 6 como con 6, luego ha de ser § = . De la ecuacion (8.12) obtenemos p = p,
con lo que e3 — ey = €3 — €1, €3 — €3 = €3 — €2, lo cual, unido a que las tres
raices suman 0, nos permite concluir que e; = €; para i = 1,2,3. En resumen:

Teorema 8.27 Si V es una curva eliptica de ecuacion Y? = 4X3 — g3 X — gs,
donde el polinomio de la derecha tiene una raiz real y dos complejas conjugadas,
entonces V puede parametrizarse por las funciones de Weierstrass de un reticulo
complejo generado por dos niumeros complejos conjugados. FEquivalentemente,
el grupo de periodos de V respecto a la diferencial de primera clase dz/y es de
esta forma.

Al igual que ocurria con el teorema 8.26, el resultado se extiende facilmente
al caso de una curva de ecuacién Y2 = a(X —e;1)(X — e3)(X — e3), donde e; y
e son nameros complejos conjugados y e3 es real.



Apéndice A

Divisores en variedades
regulares

En este apéndice demostraremos unos resultados adicionales sobre curvas
elipticas que requieren més geometria algebraica de la que hemos visto hasta
aqui. Concretamente, requieren generalizar la teoria de divisores a variedades
regulares de dimension arbitraria. Sabemos que el grupo de divisores de una
curva proyectiva regular es el Z-modulo libre generado por sus puntos. En el
caso de una variedad arbitraria, hemos de sustituir los puntos por las subvarie-
dades de codimension 1 (que en el caso de una curva coinciden con los puntos).
Empezaremos, pues, estudiando estas subvariedades.

A.1 Subvariedades de codimension 1
En esta seccién demostraremos una generalizacién del teorema 3.6 al caso de
subvariedades de codimensién 1 en una variedad regular V' que no sea necesaria-

mente A™ o P". Para ello conviene generalizar como sigue las correspondencias
entre conjuntos algebraicos e ideales:

Definicion A.1 Sea W una variedad afin sobre un cuerpo de constantes k y
sea S C k[W]. Definimos

Vi (S) ={P € W | f(P) = 0 para todo f € S}.
Asi mismo, si C' C W, definimos el ideal
Iy (C) ={f € kW] | f(P) = 0 para todo P € C} C k[W].
Estos conceptos generalizan obviamente a los que introdujimos en el capi-

tulo I para W = A™. Es facil ver que las propiedades bésicas en torno a ellos
se generalizan igualmente. Por ejemplo, si S C k[W], entonces Vi (S) es un

349
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subconjunto algebraico de W. Para probarlo fijamos un sistema de referencia y
tomamos
S'={F €k[X1,...,X,] | [F] € S}.

Podemos suponer que 0 € S, con lo que I(W) C S’. Claramente
Viy (S) =V (97).
Por otra parte, si I C k[W] es un ideal, tenemos que
Iy (Viy(I)) = rad I.
En efecto, como en el argumento anterior, llamamos
I'={F ek[Xy,...,X,] | [F] € I},
que es un ideal del anillo de polinomios, y entonces
Iw (Vi (1)) = Iw (V(I")).

Si f =[F] € Iw(Viw(I)), tenemos que F € I(V(I')) =radI’, luego F" € I
para cierto natural r, luego f" € I, luego f € rad I. El reciproco es obvio.

También es claro que un conjunto algebraico C' C W es irreducible si y solo
si el ideal Iy (C) es primo.

En estos términos podemos reformular los teoremas 3.9 y 3.10, segtun los
cuales, si W es una variedad afin y f € k[IW] es una funciéon regular no nula,
entonces Vi (f) es el conjunto vacio o bien un conjunto algebraico formado por
variedades de codimension 1.

Definiciéon A.2 Sea V una variedad cuasiproyectiva sobre un cuerpo k y sea
P € V. Sea W una subvariedad (cerrada) de V' de codimension 1 tal que P € W.
Diremos que una funcion 7 € Op(V') es una ecuacion local de W en un entorno
de P si existe un entorno afin U de P en V tal que 7 € k[U] y Iy(WNU) = ()
(y, por lo tanto, W NU = Vi ()).

El resultado principal que queremos demostrar es que toda subvariedad de
codimension 1 admite una ecuacién local en un entorno de cada uno de sus
puntos regulares en V. En primer lugar daremos una caracterizaciéon de las
ecuaciones locales.

En las condiciones de la definicion anterior, llamamos mp(V/W) al ideal de
Op (V) formado por las funciones que se anulan en un entorno de P en W.

Observemos que mp(V/W) es un ideal primo, pues si fg € mp(V/W), pode-
mos tomar un entorno U de P tal que f, g € k[U] y fg se anule en Wy = WNU,
es decir, fg € Iy (Wy), que es un ideal primo de k[U], luego uno de los dos fac-
tores esta en Iy (Wy) C mp(V/W).

Si V es una curva y W es un punto P € V, entonces mp(V/W) = mp.
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Teorema A.3 Sea V una variedad cuasiproyectiva, P € V. y W una subvarie-
dad de codimension 1 tal que P € W. Una funcion m € Op(V) es una ecuacion
local de W en un entorno de P si y sélo si mp(V/W) = ().

DEMOSTRACION: Si 7 es una ecuacion local de W en un entorno (afin) U
de P, entonces Iy(W NU) = (7). Si u/v € mp(V/W), donde u, v € k[U],
v(P) # 0, tenemos que u es regular en W N U y se anula en un abierto (denso)
de esta variedad, luego u se anula en todo WNU. Por lo tanto v € Iy (W NU),
luego u = fm, con f € k[U], luego u/v = (f/v)m, con f/v € Op(V).

Supongamos ahora que mp(V/W) = (7). Sea Uy un entorno afin de P en
V tal que € k[Up] y se anule en W NUy. Como el anillo k[Up] es noetheriano,
tenemos que Iy, (W NUy) = (f1,..., fr), para ciertas funciones f; € mp(V/W).
Por consiguiente f; = g;m, para ciertas funciones g; € Op(V).

Las funciones g; son regulares en un entorno de P, que por 2.39 podemos
tomar principal, es decir, de la forma U = Uy \ Vi, (g), con g € k[Uy]. Segun el
teorema 2.38 se cumple que k[U] = k[Up][1/g].

Llamemos Wy = W NU. Si demostramos que Iy (Wy) = (f1,..., fr), ten-
dremos, de hecho, que (7) C Iy (Wy) C (7), v el teorema estara probado.

Una inclusion es obvia. Si v € Iy(Wy), entonces v = u/g", con u € k[Uy].
La funcion u se anula en Wy, que es un abierto (denso) en W N Uy, luego
u € Iy,(WnNUy)y 1/g" € k[U], de donde concluimos que v € (f1,..., fr)k[v]-

u
De la prueba del teorema anterior se desprende lo siguiente:

Sim, 7 € Op(V) son dos ecuaciones locales de W en respectivos entornos
Uy y Uy de P, entonces existe otro entorno afin U C Uy N Uy donde ambas
funciones son ecuaciones locales de W .

En efecto, ambas funciones estdn en mp(V/W), y en la prueba del teorema
anterior, el abierto U en el cual 7 es una ecuacién local de W se construye en dos
partes: primero se toma un abierto Uy, que puede ser cualquiera suficientemente
pequenio (luego podemos tomar el mismo para 7 y 7’), y luego se toma U como
un abierto principal en Uy, y también sirve cualquiera suficientemente pequeno,
luego también podemos tomar el mismo para 7 y 7’. m

Otro hecho que se desprende de la prueba de A.3 es que si 7 es una ecuaciéon
local en un entorno de un punto P, entonces dicho entorno puede tomarse
arbitrariamente pequefo.

Por dltimo observamos que, para el caso de una curva V, el teorema A.3
afirma que las ecuaciones locales de un punto regular P son simplemente los
parametros locales en P.

Tenemos que las ecuaciones locales de las subvariedades de codimension 1 que
pasan por un punto P son primos en Op (V). Reciprocamente, ahora probamos
que cada primo de Op (V) es la ecuacion local de una tinica subvariedad:
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Teorema A.4 Sea V una variedad cuasiproyectiva, P € V y m un primo en
Op(V). Entonces existe una unica subvariedad W de codimension 1 en V' tal
que Pe W y () =mp(V/W).

DEMOSTRACION: Veamos la unicidad: si mp(V/W) = mp(V/W’), sea U un
entorno de P en V. Si f € k[U] se anula en W N U, entonces f € mp(V/W),
luego f se anula en un entorno de P en W', pero por regularidad se anula en
WnNU'. Asipues, [y(WNU) =Iyg(W NU), luego WNU =W NU, luego
W =w'.

Para probar la existencia tomamos un entorno afin U de P tal que 7 € k[U].
El conjunto V() es una union de subvariedades de U de codimension 1. Sea
Wy una que contenga a P. Llamemos W' a la unién de las restantes y vamos a
probar que P ¢ W'.

En caso contrario P pertenece a otra variedad Wi C Vy(w). Como Wy y
W1 tienen la misma dimensién, ninguna puede estar contenida en la otra, luego
existen funciones hg, hy € k[U] tales que hg es idénticamente nula en Wy y no
en Wi, mientras que h; es idénticamente nula en W’ y no en W,. Entonces
hohi € Iy (Vy(m)) = rad (), luego existe un r > 0 tal que (hohi)" € (7), luego
f | (hoh1)" en E[U] vy, por consiguiente, en Op(V). Como 7 es primo en este
anillo, divide a un h;, es decir, h; = fr, con f € Op(V). Como f es regular en
un entorno de P, concluimos que h; se anula en un entorno de P en Vi (), luego
se anula en Wy y en Wi, en contradicciéon con la construccion de las funciones.

Tenemos, pues, que P ¢ W', luego restringiendo U a un entorno afin menor,
podemos suponer que Vi (f) = Wy. Sea W la clausura en V de W,. Vamos a
ver que mp(V/W) = ().

Una inclusién es obvia. Si u/v € mp(V/W), con u, v € k[U], v(P) # 0,
tenemos que u se anula en un entorno de P en Wy, pero por regularidad se
anula en todo Wy, luego u € Iy (Viy(w)) = rad (w), luego = | u” en k[U], luego
también en Op(V'), pero 7 es primo en este anillo, luego 7 | uw en Op(V'), con lo
que u/v € (7)o, v)- "

Para terminar de perfilar la correspondencia entre subvariedades de codi-
mension 1 que pasan por P y los primos de Op(V') nos falta demostrar que toda
subvariedad tiene una ecuaciéon local. Para ello necesitamos que el punto P sea
regular:

Teorema A.5 SeaV una variedad cuasiproyectiva, sea P € V' un punto regular
y sea W C V una subvariedad de codimension 1 tal que P € W. Entonces W
admite una ecuacion local en un entorno de P.

DEMOSTRACION: El hecho de que W tenga codimension 1 en V' implica en
particular que I(V) & I(W), luego podemos tomar una funciéon f € Iy (W) no
nula. En particular f € Op(V) y no es una unidad porque f(P) = 0. Segun el
teorema 3.39 tenemos que Op(V) es un dominio de factorizacion tnica, luego
podemos descomponer f en factores primos f = my - - 7.

Sea U un entorno afin de P donde todos los 7; sean regulares. Los conjuntos
Vwnu (m;) son algebraicos y cubren W N U, luego por la irreducibilidad de W
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ha de ser WNU C Viynu(m;) para algtn 4, es decir, alguno de los factores m;
se anula sobre todo W N U. Llamemos 7 € k[U] a este primo, de modo que
S mp<V/W)

Por el teorema anterior, existe una subvariedad W’ de codimensioén 1 en V'
tal que mp(V/W') = (7) C mp(V/W). De aqui se sigue facilmente la inclusion
Iy(W'NnU) C Iy(WnNU), luego WNU C W NU y, como ambas variedades
tienen la misma dimension, se da la igualdad, luego W’ = W y 7 es una ecuacion
local de W. m

A.2 Divisores

Introducimos ahora la nocién de divisor de una variedad cuasiproyectiva
regular de dimensién arbitraria, que generalizara a la que ya tenemos definida
para curvas proyectivas regulares. Empezamos por los divisores primos.

Definicion A.6 Un divisor primo de una variedad cuasiproyectiva regular V'
es cualquier subvariedad (cerrada) W de codimension 1 en V.

En particular, si V' es una curva, sus divisores primos son sus puntos. Ahora
vamos a definir la multiplicidad de un divisor primo en una funcién racional.
La definicién se basa en el teorema siguiente:

Teorema A.7 Sea V una variedad cuasiproyectiva reqular, sea W un divisor
primo de V. .y P € W. Sea mp(V/W) = (7) y sea U un entorno afin de P
donde Iy(W NU) = (n). Para cada funcion f € k[U] no nula y cada natural
r >0, se cumple que " | f en Op(V) si y sdlo si «" | f en k[U].

DEMOSTRACION: Una implicacion es evidente. Supongamos que 7" | f en
Op(V), de modo que f = an”, para cierta funcion o € Op (V). Podemos tomar
un entorno afin U’ de P tal que o € k[U’], U’ C U y 7 sea una ecuacion local
de Wen U’, es decir, Iy (W NU') = (m).

Sin"t f en k[U], sea 0 < s < r el maximo natural tal que 7° | f en k[U].
Digamos que f = 7%, con § € k[U]. Entonces 8 = an” %, luego 8 se anula en
W NU'. Por regularidad se anula en WNU, luego B € Iy(WNU) = (n)yn | B
en k[U], contradiccion. "

Si P es un punto de una variedad regular V', sabemos que Op(V) es un
dominio de factorizacion unica, y cada primo 7 € Op(V) induce una valoracion
vr en k(V): para cada funcion f € Op(V) definimos v, (f) como el exponente
de 7 en la descomposicién de f en factores primos y para cada f/g € k(V') (con

fy 9 € 0p(V)), definimos vr(f/g) = vx(f) — vz (9).

El teorema anterior implica que si W es un divisor primo de V, P €¢ W y
mp(V/W) = (), entonces la valoracién vf; inducida por 7 en k(V) no depende
de P. En efecto, si P' € Wy mp/(V/W') = (') tomamos entornos afines U y U’
de Py P’ respectivamente, de modo que Iy (W NU) = (n), Iy:(WNU') = (7'),
luego tomamos un punto P’ e WNUNU'.
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Entonces mp (V/W) = (7) = (') por el teorema A.3 y, por la observacion
posterior, podemos tomar un entorno afin U” de P” donde 7 y 7’ son ecuaciones
locales de .

Tomemos f € k(V) y expresémosla como f = s/t, con s, t € k[U]. Por el
teorema anterior, v{;(s) es el maximo 7 tal que 7" | s en Op(V), o también
en k[U], o también en Op.(V), y éste es vl (s). Lo mismo vale para ¢, luego
vl (f) = vl (f). Tgualmente concluimos que vi} (f) = vl (f) v, en definitiva,
v{; = ’U‘I;// . Esto justifica la definicién siguiente:

Definicion A.8 Si W es un divisor primo en una variedad cuasiproyectiva re-
gular V, P € Wy mp(V/W) = (7), definimos vy como la valoracion en k(V)
inducida por 7, de modo que si f € Op(V) entonces vy (f) es el exponente de
7 en la descomposicion de f en factores primos.

Hemos demostrado que vy no depende del punto P con el que se calcula.
Mas aun, el teorema A.7 afirma que si 7 es una ecuacion local de W en un
abierto afin U y f € k[U], entonces vy (f) es el mayor natural r tal que «" | f
en k[U].

Sifek(V)yww(f)=r>0,diremos que f tiene un cero de orden r a lo
largo de W, mientras que si vy (f) = —r < 0 diremos que f tiene un polo de
orden r a lo largo de W.

Notemos que si V' es una curva regular y W es un punto P € V', entonces
7 es un parametro local de V en P y vp(f) es el orden de f en P que ya
teniamos definido. En particular, las nociones de ceros y polos que acabamos
de introducir extienden a las que ya tenfamos para curvas.

El teorema siguiente muestra que la definiciéon que hemos dado de cero y
polo es razonable:

Teorema A.9 Sea f una funcion racional en una variedad regular V

1. St f tiene un cero a lo largo de un divisor primo W, entonces f se anula
en un abierto de W.

2. Si f tiene un polo a lo largo de un divisor primo W entonces f es singular
en todos los puntos de W.

3. Si f se anula en un punto P € V', entonces f tiene un cero W que pasa
por P.

4. Si f es singular en un punto P € V', entonces f tiene un polo W que pasa
por P.

DEMOSTRACION: Si f tiene un cero a lo largo de W, sea U un abierto afin
donde W tenga una ecuacion local m. Expresemos f = s/t, con s, t € k[U].
Entonces s = an’, t = B7J para ciertos o, 8 € k[U], vw(a) = vw(8) =0y
vw(f) =i—j > 0. Entonces f = (a/B)7"~7 y el hecho de que vy (3) = 0
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significa que 8 ¢ (w) = Iy (W NU), es decir, que 5 no se anula en un abierto de
W NU, luego a/f es regular en un abierto de W en el cual se anula f.

Si f tiene un polo a lo largo de W entonces g = 1/f tiene un cero a lo largo
de W, luego se anula en un abierto de W en el cual f = 1/g ha de ser singular.
Ahora bien, si f fuera regular en algin punto de W, lo seria en todos los puntos
de un abierto, lo cual es imposible. Por lo tanto, f es singular en todos los
puntos de W.

Si f se anula en un punto P € V entonces f € Op(V) y no es una unidad,
luego es divisible entre un primo 7. Por el teorema A.4 existe un divisor primo
W tal que P € Wy mp(V/W) = (7). Entonces vy (f) > 0y, por lo tanto, W
es un cero de f.

Si f es singular en un punto P € V, entonces f = g/h, con g, h € Op(V),
pero g/h ¢ Op(V). Podemos exigir que g y h no tengan factores comunes.
Sea 7 un primo en Op(V) tal que m | h, m t g. Por el teorema A.4 existe
un divisor primo W de V tal que P € W y mp(V/W) = (7). Claramente
vw (f) = vw(g) — vw(h) <0, luego W es un polo de f. "

En particular, una funcién racional es regular si y so6lo si no tiene polos.
También vemos que el anillo de enteros de la valoracion vy, estd formada por
las funciones que son regulares en algtin punto de W (y entonces lo son en un
abierto de W).

Ejemplo Sea V = A? y f = x/y. Vamos a ver que f tiene un tnico cero
simple a lo largo de la recta X = 0 y un dnico polo simple a lo largo de la recta
Y =0.

Si llamamos W a la recta X = 0, entonces una ecuacion local de W en todo
A2 es la funcién z, ya que una funciéon F € k[A%] = k[X,Y] = k[z,y] se anula
sobre W si y sélo si es un multiplo de . Claramente vy (z) =1y vw(y) =0,
pues la funcion y solo se anula en un punto de W. Por lo tanto vy (f) = 1.

Igualmente razonamos que si W es Y = 0 entonces vy (f) = —1. Por el
teorema anterior f no puede tener mas polos y por esto mismo aplicado a 1/f,
tampoco puede tener méas ceros. ]

El teorema siguiente nos permitira asociar un divisor a cada funciéon racional
de una variedad:

Teorema A.10 Toda funcion racional no nula sobre una variedad cuasiproyec-
tiva regular tiene a lo sumo un nimero finito de ceros y polos.

DEMOSTRACION: Sea f € k(V) una funcion racional en una variedad V.
Sea C' el conjunto de puntos singulares de f, que es cerrado. Por el teorema
anterior, si W es un polo de f, entonces W C C'y, por tener codimension 1, debe
coincidir con una componente irreducible de C, luego f tiene un ntimero finito
de polos. Como los ceros de f son los polos de 1/f, también son un nimero
finito. m
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Definicion A.11 Sea V una variedad cuasiproyectiva regular. El grupo de
divisores de V es el Z-mddulo libre Dy, generado por los divisores primos de V.
Lo representaremos con notacién multiplicativa. Si a € Dy y W es un divisor
primo, representaremos por vy (a) € Z al exponente de W en a.

Para cada funcion racional f € k(V) no nula definimos el divisor (f) € Dy
como el dado por vy ((f)) = vw (f), para todo divisor primo W. Los divisores
de esta forma se llaman divisores principales de V.

Claramente (fg) = (f)(g), por lo que los divisores principales forman un
subgrupo P del grupo de divisores. El grupo de clases de V es el grupo cociente
H(V)=Dy/P.

Observemos que (f) = 1 si y solo si f no tiene ni ceros ni polos en V,
es decir, si y s6lo si f € k[V] y no se anula en ningtin punto. Si V es una
variedad proyectiva regular esto sucede si y solo si f es una constante no nula.
En particular, la igualdad (f) = (g) equivale a que f = ag, con a € k. En otras
palabras, en una variedad proyectiva regular, el divisor de una funcién racional
determina a ésta salvo una constante.

Ejemplo Veamos que H(A"™) = 1.

En efecto, si W es un divisor primo de A™, entonces el teorema 3.6 nos da
que W = V(F), para cierto polinomio irreducible F' € k[X1,...,X,]. Es claro
entonces que f = F € k[A™] es una ecuacion local (en este caso “global”) de W
en A", luego vy (f) = 1. Mas aan, W = (f), pues f no puede tener polos y
todo cero de f ha de ser un polo de 1/f, luego ha de estar contenido en W,
luego ha de ser W. Asi pues, todo divisor es principal y el grupo de clases es
trivial. n

Ejemplo Veamos que H(P") = Z.

Como en el ejemplo anterior, tenemos que todo divisor primo de P" es de la
forma W = V(F), donde ahora F es una forma irreducible, digamos, de grado r.
No obstante, ahora no es cierto que F' determine una funciéon f € k[P"]. Lo
mas que podemos hacer es tomar una forma lineal G distinta de F' y definir
f=F/G" € k(P™). Si llamamos L = V(G), tenemos que (f) = W/L".

En efecto, f es singular en los puntos de L, luego L es su tnico polo y 1/f
es singular en los puntos de W, luego W es el tinico cero de f. Para calcular las
multiplicidades tomamos un sistema de referencia en el que la recta infinita sea
distinta de W o L. En el abierto afin U = A" tenemos que g = [F]/[X] ] es una
funcién regular definida por la deshomogeneizacion de F', que es un polinomio
irreducible, luego Iy(W NU) = (g). Igualmente, si llamamos h = [G]/[G’]
tenemos que Iy (L NU) = (h). Asi pues, vw(g) = 1, vp(h) = 1, vw(h) = 0,
vr,(g) = 0 (ya que h no puede anularse sobre un abierto de W, o seria W = L,
y viceversa). Ademaés, f = g/h", luego vw (f) = 1, vp.(f) = —r.
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En general, si f = F/G € k(P"), donde F'y G son formas del mismo grado,
podemos exigir que sean primas entre sf en k[ X1, ..., X,41]. Descompongédmos-
las en factores primos F' = Fy™' ... F"r G = F """ ... F7™:. Tomamos una

forma lineal H distinta de todas las formas Fj;, de modo que
f=H
donde f; = F;/H grad Fi - Por el caso anterior,
(f) =Wy,

donde W; = V(F;). (Notemos que los divisores V(H) se cancelan porque F' y
G tienen el mismo grado.)

Observemos ahora que si W = V(F') es un divisor primo, la forma F' esta de-
terminada por W salvo una constante, luego podemos definir grad W = grad F’
y extender esta aplicaciéon a un epimorfismo de grupos grad : Dpn — Z. Del
razonamiento precedente se desprende que todos los divisores principales tie-
nen grado 0 y, reciprocamente, a partir de un divisor a de grado 0 podemos
construir un cociente de formas del mismo grado que determinen una funcién
racional f tal que (f) = a. En definitiva, el niticleo de la aplicacion grado es
precisamente el grupo de los ideales principales, luego tenemos un isomorfismo
grad : H(P") — Z. "

Vamos a ver ahora que todo divisor es “localmente principal”’, lo que nos
permitira definir la antiimagen de un divisor por una aplicacion regular.

Definiciéon A.12 Sea V una variedad cuasiproyectiva regular, sea U un abierto
en V y sea a un divisor en V. Llamaremos a|y al divisor de U dado por
vw (a|lr) = vyr(a), para cada divisor W de U.

Observemos que al calcular a|y; desaparecen los factores correspondientes a
divisores de V disjuntos con U, mientras que a|y permite recuperar la multipli-
cidad en a de cualquier divisor de V que corte a U. Es claro entonces que un
divisor esté4 completamente determinado por sus restricciones a los miembros de
un cubrimiento abierto de V.

Dado un punto P € V' y un divisor a, de la prueba del teorema A.3 se sigue
que podemos encontrar un entorno afin U de P disjunto de los divisores primos
de a que no pasen por P y en el que cada divisor primo W; de a que pasa
por P tiene una ecuacién local 7;. Es claro entonces que el divisor de m; en U
es W; NU, luego la funcion f = wawf‘(a) cumple (f) = aly.

i

En definitiva, vemos que todo punto de V tiene un entorno donde a es
principal. Podemos extraer un cubrimiento finito U; de V tal que a|y, = (f;),
para cierta funcion f; € k[U;], y entonces es claro que a estd completamente
determinado por los pares (Uj, fi). Observemos que (f;)|v,nu; = alu,nu, =
(fi)luinu,, luego en U; N U; la funcion f;/f; tiene divisor trivial, es decir, no
tiene ni ceros ni polos.
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Definicion A.13 Un sistema compatible de funciones en una variedad cuasi-
proyectiva regular V' es un conjunto finito de pares {(U;, f;)}, donde los conjun-
tos U; son un cubrimiento abierto de V' y las funciones f; € k[U;] son no nulas
y cumplen que, para cada par de indices i, j, el cociente f;/f; es regular y no
se anula en U; N Uj.

Acabamos de ver como asignar a cada divisor a de V' un sistema compatible
de funciones en V. Reciprocamente, cada uno de estos sistemas esté inducido
por un unico divisor. En efecto, para cada divisor primo W de V', consideramos
un abierto U; tal que W NU; # @ y definimos vy (a) = vwnu, (fi). La com-
patibilidad del sistema implica que esto no depende de la elecciéon de i, pues si
W nNU; # 9, tomamos P € W NU; NU; y un entorno afin U de P tal que
UcCU;NU; y W admita una ecuacién local 7 en U. Entonces vy, (f;) es la
multiplicidad de 7 en f; en Op(V), pero f;/f; es una unidad de Op(V), luego
dicha multiplicidad coincide con la de 7 en f;, que es vwnu, (f;). Es claro que
el divisor construido de este modo a partir del sistema de funciones asociado a
un divisor a es el propio a.

Por otra parte, un mismo divisor determina distintos sistemas compatibles
de funciones porque podemos elegir el cubrimiento abierto. Es facil ver que dos
sistemas {(U;, fi)}, {(Vj,g;)} se corresponden con el mismo divisor si y solo si
las funciones f;/g; son regulares y no se anulan en los abiertos U; N V.

Ahora podemos dar condiciones para que una aplicacion ¢ : V.— W per-
mita asociar a cada divisor a de W un divisor ¢(a) en V. En principio sabemos
que si ¢ es una aplicacion regular densa, entonces induce un monomorfismo de
cuerpos ¢ : k(W) — k(V) dado por ¢(f) = ¢ o f. Veremos que la densidad es
suficiente para definir ¢(a) para todo divisor a, pero conviene dar condiciones
que garanticen la existencia de ¢(a) para un divisor dado.

Notemos en primer lugar que si f € k(W) es una funcion racional no nula, la
composicion ¢ o f serd también una funcién racional no nula siempre que exista
un punto P € ¢[V] donde f esté definida y sea no nula. Conviene expresar esta
condicién en otros términos:

Llamaremos soporte de un divisor a = Wi --- W™ en una variedad V al
cerrado sopa = Wy U--- U W, (con el convenio sop1 = &).

Asi, para que ¢of esté definida y sea no nula, basta exigir que ¢[V] ¢ sop (f).

Consideremos ahora un divisor a en V' tal que ¢[V] ¢ sopa. En particular,
esto sucede siempre que ¢ es densa. Podemos tomar una familia compatible de
funciones (U, f;) tal que ¢[V] NU; # @ para todo i. Vamos a ver que entonces
también se cumple ¢[V]NU; & sop (fi)- L

Supongamos que ¢[V]|NU; C sop (f;). Claramente ¢[V] es irreducible, pues
en caso contrario V seria reducible. Entonces ¢[V] = ¢[V]NU; C sop (f;). Por
construccion de f; tenemos que sop (f;) NU; = sopa N U;. Asi pues,

dlVINU; C d[V]INU; Csopa,
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luego, tomando clausuras de nuevo,

o[V] C ¢[V] =¢[VINU; Csopa,
contradiccién.

De este modo, las funciones ¢o f; son funciones racionales no nulas en ¢~ [U;],
y es inmediato comprobar que los pares (¢~ [U;], #o f;) forman un sistema com-
patible de funciones en V. Maés atn, si consideramos dos sistemas compatibles
de funciones asociados a a en W (con la condicién ¢[V]NU; # &), entonces los
sistemas en V' definidos segiin acabamos de ver determinan un mismo divisor,
al que podemos llamar ¢(a).

El teorema siguiente resume lo que hemos demostrado:

Teorema A.14 Sea ¢ : V — W wuna aplicacion regular entre dos variedades
cuasiproyectivas regulares, sea a un divisor en W tal que ¢[V] ¢ sopa y sea
{(Ui, i)} un sistema compatible de funciones en W asociado a a y de modo que
é[VINU; # @ para todo i. Entonces {(¢~1[U;], o fi)} es un sistema compatible
de funciones en V que determina un divisor ¢(a) independiente de la eleccion
del sistema de funciones.

Si a; y as son dos divisores de W determinados por los sistemas de funciones
{Ui, fi)} v {(Vj,95)}, es claro que ajap estd determinado por el sistema de
funciones {(U; NV}, fig;)}, de donde se sigue sin dificultad que si ¢(a) y ¢(b)

estan definidos, entonces también lo esta ¢(ab) y

d(ab) = ¢(a)(b).

En particular, si ¢ : V' — W es una aplicacion regular densa entre varieda-
des regulares, tenemos que ¢ : Dy — Dy, es un homomorfismo de grupos.

Por otra parte, un divisor principal (f) estd determinado por el sistema de
funciones (W, f), y es claro entonces que (si estd definido) ¢((f)) = (¢ o f).
Como ¢ transforma divisores principales en divisores principales, vemos que (si

¢ es densa) ¢ induce un homomorfismo ¢ : H(W) — H(V).

Otra propiedad sencilla de probar es que si ¢ : V. — Wy ¢y : W — X
son aplicaciones regulares y a es un divisor en X tal que estan definidos ¥ (a) y

a(i(a)), entonces

Ejercicio: Comprobar que la definicion de ¢ extiende a la que ya teniamos para
aplicaciones regulares no constantes entre curvas proyectivas regulares.
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A.3 Aplicacién a las isogenias

Aunque el interés principal de la teoria de divisores se debe principalmente
a su conexiéon con los nimeros de intersecciéon y el teorema de Bezout, nosotros
veremos Unicamente una aplicaciéon a la teoria de curvas elipticas. En esta
seccidon supondremos siempre que las curvas consideradas estdn definidas sobre
un cuerpo de constantes de caracteristica distinta de 2 o 3.

Definicion A.15 Consideremos dos curvas elipticas F y Fs consideradas como
grupos con la operacion definida en 7.21 a partir de sendos puntos O; y Os. Una
isogenia ¢ : F1 — E5 es una aplicacion regular tal que ¢(O1) = Oa.

En realidad las isogenias cumplen mas de lo que en principio hemos exigido:
Teorema A.16 Las isogenias son homomorfismos de grupos.

DEMOSTRACION: ¢ : 1 — FEs una isogenia entre curvas elipticas. Pode-
mos suponer que es no nula. Consideramos el diagrama siguiente,

Ey —— Ho(E1)

/| |+

Ey —— Ho(E>2)

donde las flechas horizontales son los isomorfismos P — [P/O] entre las curvas
y sus grupos de clases de grado 0, mientras que la flecha de la derecha es el
homomorfismo inducido por la extension de ¢ al grupo de divisores (es decir,
por la norma definida en 5.35, que induce un homomorfismo sobre los grupos
de clases en virtud de 5.39). Obviamente el diagrama es conmutativo, luego ¢
es un homomorfismo de grupos. L]

Definicién A.17 Si F; y F son dos curvas elipticas (con una estructura de
grupo prefijada), llamaremos Hom(E, E») al conjunto de todas las isogenias
de F; en FEs, que claramente es un grupo abeliano con la suma definida pun-
tualmente. (Aqui usamos el teorema 7.23.) Llamaremos End E al grupo de
isogenias de una curva eliptica E en si misma.

En la seccion A.4 de [VC| hemos estudiado las isogenias de las curvas elipti-
cas complejas a través de su representacion como toros complejos (alli las llama-
bamos homomorfismos analiticos). Los resultados de esta seccion generalizan
sustancialmente a los vistos alli.

Las isogenias més simples de una curva eliptica F en si misma son las multi-
plicaciones enteras A, (P) = mP, para m € Z. Vamos a investigar sus nicleos,
es decir, los subgrupos E[m| formados por los elementos que cumplen mP = 0.

En general, el nicleo de una isogenia no nula ¢ : F; — FEs es un sub-
grupo finito de E7, pues cada punto tiene un numero finito de antiimagenes por
cualquier aplicaciéon regular no constante entre curvas.
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Mas precisamente, recordemos que el grado de una aplicaciéon regular no

constante entre curvas se define como grad ¢ = |k(E1) : ¢[k(E2)]|. Si ¢ es se-
parable, entonces todos los puntos de Fs salvo a lo sumo un ntmero finito de
ellos (los ramificados) tienen grad ¢ antiimagenes, pero si ¢ es una isogenia en-
tonces todos los puntos han de tener el mismo ntimero de antiimégenes (porque
es un homomorfismo de grupos), luego, en particular, el ntcleo de una isogenia
separable ¢ es un grupo de orden grad ¢.

El teorema principal que vamos a demostrar es el siguiente:
Teorema A.18 Si E es una curva eliptica, existe una aplicacion
(, ):EndEXEndFE —Q
que verifica las propiedades

(0, 0) =@, 0), (@+x,¢)=(d¢)+ (X, ¥)

y ademds (¢,¢) = grad ¢, para toda isogenia ¢ (con el convenio de que la
isogenia nula tiene grado 0).

Para probar esto basta demostrar que la aplicacién n : End E — N dada
por n(¢) = grad ¢ satisface la relacion

n(¢ + ) +n(¢ — ) = 2(n(¢) + n(y)), (A1)

pues entonces basta definir

(6.) = 2((6+ 1) = n(6) — n() = £(n(6) + () — n(6— V).
Obviamente (¢, 9) = (¢, ¢). Veamos que la expresion
S((ZS,X,Q,Z)) = (¢+Xa¢) - ((25,7/)) - (Xﬂ/))

es idénticamente nula. Aplicando (A.1) con ¢ = 1) = 0 obtenemos que n(0) =0
y con ¢ = 0 obtenemos n(—v) = n(v). De aqui se sigue que (¢, —¢) = —(, V)
y, por simetria, (—¢,1%) = —(¢,1). De aqui a su vez obtenemos que

S(¢,x, =) = =S5(0, x,¢), S(=¢, —x,¥) = =S5(¢, X, ).
Ahora bien, desarrollando la definicion de S vemos que
25(¢,x,¥) = n(o+x+v) —n(¢+x) —n(o+¢) —n(x +¢) +n(d) +n(x) +n(¥)
es una expresion simétrica en sus tres variables, luego
—S(¢:x;¥) = S(=¢, —x, ¥) = =S, —x,¥) = 5(¢, x, ¥),

de donde podemos concluir que S(¢, x, 1) = 0.
La segunda expresion que define a (¢, 1) muestra que (¢, ) = n(p). =
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Para demostrar (A.1l) necesitamos algunas consideraciones sobre divisores
en la superficie £ x E. Llamemos

A={(P,P)|P€E}, x={P-P)|PcE}.

Se trata de dos curvas isomorfas a E. Aqui usamos que la imagen de la
aplicacion regular P +— (P, P) (resp. P — (P, —P)) es cerrada y claramente es
un isomorfismo, pues su inversa es una proyeccién. Asi pues, A y ¥ son dos
divisores primos de E x E. (Es facil ver que son distintos.)

Llamemos S : E x E — FE a la aplicacion suma S(P,Q) = P+ Q y
recordemos que 7p : E — FE representa a la traslacion 7p(Q) = P+ Q. Vamos
a calcular

d(pr)S TpE & TQE — TP+QE.

Para ello consideramos la aplicacion zé : E — FE x F dada por Zb (R) =
R,Q). Como i5 0 S = 79, tenemos que dpi}, o dip. oS = dpTg. Igualmente
Q Q Q °4UPQ) Q
sucede con la otra componente, luego

d(P,Q)S = dPTQ + dQTp.
En particular concluimos que d(p,q)S es suprayectiva.

Vamos a usar esto para demostrar que S(O) = . En efecto, sea to un
parametro local de E en O y sea U un entorno de O donde tp sea regular y
no tenga méas ceros. Entonces (U,tp) forma parte de un sistema compatible
de funciones asociado al divisor O. Los puntos no cubiertos por U (un nimero
finito) se cubren con abiertos que no contengan méas que un cero o polo de to y
les asignamos la funcion constante 1.

Asi, S(O) es el divisor de S(tp) en S~1[U]. Ciertamente, S(t0o) es regular en
S~1[U], luego S(O) no tiene polos. Por otra parte, si (P,Q) € S~![U] cumple
S(to)(P,Q) = to(P+ Q) = 0 es porque P + @ = 0, luego S(to) se anula
tinicamente sobre los puntos de ¥ C S™1[U], luego ¥ es el tnico cero de S(O).
Falta probar que su multiplicidad es 1. Para ello basta probar que S(to) es una
ecuacion local de ¥. A su vez, si tomamos (P, —P) € ¥, basta ver que S(tp) es
primo en O(p _p)(E£ x E). Este anillo es un dominio de factorizacion tnica y el
ideal maximal mp _p) contiene a todos los primos. Por consiguiente, si S(to)

fuera compuesta, cumpliria S(tp) € m?R_ Py

Ahora bien, como d(p _pyS : T(p_p)(E x E) — ToE es suprayectiva, su
dual mp/m% — m(p7_p)/m(2P7_P) es inyectiva, luego S(to) ¢ m%P,_P).

Similarmente se prueba que si R : £ x & — F es la aplicacion dada por
R(P,Q) = P — @, entonces R(O) = A.

Consideremos ahora las proyecciones p; : E X E — E, para i = 1,2, y
vamos a demostrar que

Pi(0)={0} x E,  P,(0) = Ex{0}.
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Razonando como antes, P, (O) es el divisor de P, (to) en S™{U]. De nuevo se
trata de un divisor sin polos y con {O} x E como tnico cero. La multiplicidad
es 1 porque d(p,0yp1 es suprayectiva.

El resultado crucial es la siguiente igualdad de clases de divisores en F x E:
[AX] = [5,(0)*B2(0)?]. (A.2)

Para probarla basta encontrar f € k(E x E) con divisor AY/p, (0)*p5(0)2.

No perdemos generalidad si suponemos que E es una curva plana definida
por una ecuacion de Weierstrass cuyo neutro O es su tnico punto infinito. En-
tonces, cada recta vertical X = a corta a F en dos puntos finitos P y @ (no
necesariamente distintos) y el teorema 7.22 muestra que P+ @ = O. En otras
palabras, dos puntos finitos P y @Q € E cumplen z(P) = z(Q) si y solo si
P=4+Qen FE.

Sean x1, Y1, T2, Y2 las funciones coordenadas en E x E y consideremos la
funcion f =z — 2y € kK(E X E).

Tenemos que f se anula sobre los puntos finitos de A U X, luego sus ceros
son A y ¥. Vamos a ver que su multiplicidad es 1.

Sea P € E un punto finito de E tal que P # —P. Entonces z — z(P)
es un parametro local en P, luego z; — 2z1(P), 22 — x2(P) son un sistema
de parametros locales en (P, P). Esto implica que dppyz1 y d(pp)T2 son
linealmente independientes, luego d(p py(71 — x2) # 0, luego x1 — 22 ¢ m%P,P),
luego f es primo en O(p py(E x E). Segtn A.4 existe una curva W en £ x E
que pasa por (P, P) y de modo que (f) = mp py(E x E/W). Necesariamente
W = A, luego va(f) = 1.

También se cumple que x — x(P) =  — z(—P) es un parametro local en — P,
luego razonando igualmente con el punto (P, —P) llegamos a que vg(f) = 1.

Por otra parte, f es singular en los puntos (O, P) y (P,O), donde P es un
punto finito de E, luego sus polos son los primos 7, (O) y Py (O). Vamos a probar
que su multiplicidad en f es 2. Ante todo,

~(-5)n

y el primer factor vale 1 en cualquier punto (O, P), luego v, (0)(f) = vp, (0)(1)-
Un parametro local de E en O es x/y, luego t = x1/y; forma parte de un sistema
de parametros locales de F x E en (O, P), luego su diferencial es no nula, luego
té¢ m%O’P) ¥, por consiguiente, es primo en O(p,p)(E x E). De aqui se sigue que
es una ecuacion local de p(O) alrededor de (O, P). Como

3

r1 = Z% t72
Y1

y el primer factor es una unidad de O py(E x E), podemos concluir que
U@(O)(f) = —2. Igualmente se razona con el otro polo. m
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Ahora ya podemos demostrar el teorema A.18. Recordemos que basta de-
mostrar la relacion (A.1). Consideremos dos isogenias ¢, ¥ € End E' tales que
¢, W, ¢+ y ¢ —1 sean no nulas. Sea f: F — E X E la aplicacion dada por

f(P) = (¢(P),y(P)). Entonces fop; = ¢, f ops =1, luego

F@(0)) =¢(0),  [(B(0)) =¥(0).

Aqui usamos que f esta definida porque ¢ # 0 # v. Similarmente, el hecho
de que ¢+ # 0 implica que f esta definida sobre ¥ y como ¢ — 1 # 0 también
lo esta sobre A. Ademds, fo S = ¢+ 9, luego f(X) = f(S(0)) = (¢ +)(O)
e, igualmente, f(A) = f(S(0)) = (¢ —¥)(0).

Aplicando f a (A.2) obtenemos que
[(@+¥)(0)(¢ — ¥)(0)] = [$(0)*¥(0)?].

Esta es una igualdad de clases de divisores de la curva E. Teniendo en cuenta
que los divisores principales tienen grado 0, vemos que

grad(¢ +1)(0) + grad(¢ — ¥)(0) = 2(grad $(0) + grad ¥(0)).

Por tltimo, es claro que grad ¢(0O) = grad ¢, e igualmente con las otras
isogenias, luego tenemos (A.1).

Si ¢ = 0 entonces (A.1) es trivial. Si ¢y = 0 también, teniendo en cuenta
que grad ¢ = grad(—¢), dado que —¢ = po A_1 y A_1 (es decir, la aplicacion
P +— —P) es un isomorfismo, luego tiene grado 1.

Supongamos ahora que ¢ — 1) = 0. Esto nos impide calcular f(A). Sea
t = x/y € k(E), que tiene un cero simple en O. Sea a = O/(t), de modo
que [O] = [a] y O ¢ sopa. Sea A’ = S(a), de modo que [A] = [A]. Por
consiguiente, la formula (A.2) sigue siendo cierta con A’ en lugar de A, pero
ahora A no divide a A’, por lo que f(A’) si que esta definida. Ademéas

F(A) = (¢ —)(a) =0(a) = 1,

pues si formamos un sistema compatible de funciones (Uj;, f;) asociado a a tal
que O[E] NU; # @ (es decir, O € U;), entonces las funciones 0o f; = f;(O) # 0
son constantes no nulas, que determinan el divisor trivial.

Asi pues, grad f(A’) = 0 = grad(¢ — 1) y se sigue cumpliendo (A.1). Si
¢ + ¢ = 0 razonamos analogamente. [

Ahora podemos calcular el grado de las multiplicaciones A,,. La relacion
(A.1) nos da que

grad A\p,o1 + grad A1 = 2(grad A\, + grad Ay).

Puesto que, obviamente, grad \g = 0 y grad A\; = 1, una simple induccién
prueba que grad \,, = m? para todo m > 0y, de aqui, para todo m € Z (puesto
que grad A_; = 1).
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Asi, si el cuerpo de constantes k tiene caracteristica 0, entonces A, es sepa-
rable, luego concluimos que el subgrupo E[m] formado por los puntos P € E
tales que mP = O tiene orden m?. En realidad puede probarse que A, es

separable incluso si k tiene caracteristica prima p y p{ m.

Mas atin, bajo estas hipotesis podemos determinar la estructura del grupo:
necesariamente

E[m] = (Z/mZ) x (Z/mZ).

En efecto, si descomponemos E[m] en producto de grupos ciclicos de orden
potencia de primo, cada primo p | m no puede aparecer més que en el orden de
dos factores, pues de lo contrario |E[p]| > p3. Por otra parte, si m = p"m/, con
(m,m’) = 1, entonces E[m] no puede contener un subgrupo de orden p*", luego
ha de haber exactamente dos factores de orden p".

En particular, si E es una ctbica regular sobre un cuerpo de caracteristica 0
(0, mas en general, de caracteristica distinta de 2 o0 3), el grupo E[3] esta formado
por los puntos P € F tales que P, P, P estén alineados, y éstos son los puntos
de inflexion de FE.

Por consiguiente, toda cubica regular E sobre un cuerpo de caracteristica
distinta de 2 o 3 tiene exactamente 9 puntos de inflexiéon. Ademaés, una recta
que pase por dos de ellos P y @ corta a E en otro punto de inflexiéon R, pues
R=—-P— (@, con lo que 3R = 0.






Apéndice B

Preliminares algebraicos

B.1 El lema de Nakayama

Probamos aqui una versiéon ligeramente méas general que la presentada en
[TAl 2.27] del lema de Nakayama. Se trata de un teorema muy simple por lo
que a su prueba se refiere, pero que tiene numerosas consecuencias a las que
apelaremos en el punto crucial de muchos argumentos. Puede decirse que gran
parte de la “magia algebraica” de la geometria algebraica estd condensada en el
modesto lema de Nakayama:

Teorema B.1 (Lema de Nakayama) Sea D un dominio integro, a un ideal
de D no nulo y M un D-mddulo finitamente generado tal que aM = M. Su-
pongamos que st a € 1 4+ a cumple aM = 0, entonces M = 0. En tal caso
M =0.

DEMOSTRACION: Sea M = (vy,...,v,). Entonces v; € aM, luego podemos
expresar v; = a;1V1 + - -+ + aipVy,, para ciertos a;; € a. Pasando v; al segundo
miembro obtenemos un sistema de ecuaciones lineales con matriz A = (a;; —d;5),

donde
5“:{1 sii=j,
* 0 sii#j.
Si |A] # 0, la matriz inversa de A no tiene por qué tener sus coeficientes
en D, pero, teniendo en cuenta la férmula con que se calcula, si que los tiene
la matriz B = |A|A™!, de modo que BA = |A|l,. Es facil ver entonces que

|Alv; = 0, lo cual es cierto también si |A| = 0. Por consiguiente, |A|M = 0, pero
es claro que |A| € 1+ a, luego por hipdtesis M = 0. ]

Nota Observemos que la ultima hipotesis del teorema anterior (en la que
intervienen a y M) es consecuencia de la hipotesis alternativa en [TAl 2.27], es
decir, que a esté contenido en todo ideal maximal de D (que es una condicion
exclusivamente sobre a), pues en tal caso, si a € 1 + a, se cumple que a es una
unidad de D, ya que en caso contrario estarfa contenido en un ideal maximal m

367
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de D, peroa =1+ d’, con ' € a C m, luego 1 € m, contradiccion. Y si a es
una unidad y aM = 0, claramente M = 0. n

Veamos algunas consecuencias:

Teorema B.2 Sea D un dominio integro y E una extension de D finitamente
generada como D-mddulo. Sea a # 1 un ideal en D. Entonces aF # 1.

DEMOSTRACION: Como 1 € FE, es claro que aFE = 0 s6lo se cumple si a = 0,
pero 0 ¢ 14+a. Asi pues, la hipotesis del teorema anterior se cumple trivialmente
y concluimos que aF # 1, pues de lo contrario seria F = 0. n

Teorema B.3 Sea D un dominio integro, a un ideal de D tal que todo ele-
mento de 1+a es inversible y M un D-mddulo finitamente generado. Entonces,
mi,...,my € M generan M siy solo si sus clases mdodulo aM generan M /aM.

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Sea M’ = (mq,...,m,). Por
hipotesis M’ + aM = M. Basta probar que M/M’ = 0. Aplicaremos B.1.
Ciertamente, a(M/M’) = M/M’'. Hemos de ver que sia € 1 +ay aM/M' =0,
entonces M /M’ = 0, pero es que un tal a es una unidad, luego aM /M’ = M /M’.

| |

Para la tltima consecuencia del lema de Nakayama necesitamos un caso
particular del llamado teorema de la intersecciéon de Krull:

Teorema B.4 Sea D un anillo noetheriano y a un ideal de D. Sea b= () a".
Entonces ab = b. r>1

DEMOSTRACION: Como D es noetheriano, existe un ideal ¢ en D maximal
entre los ideales que cumplen b N ¢ = ab. Basta probar que a” C ¢ para cierto
r > 1, pues entonces b=bNa" CbNc=ab Cb.

A su vez es suficiente probar que para cada a € a existe un m > 1 tal que
a™ € ¢, pues en tal caso, si a = (a1, ...,ax), podemos tomar un mismo m tal
que aj* € ¢ para todo %, y entonces r = mk cumple lo pedido, ya que en un
producto de mk generadores de a ha de haber uno que se repita m veces.

Fijado, a € a, sea 0, = {d € D | a™d € ¢}. Usando de nuevo que D es
noetheriano concluimos que existe un m > 1 tal que 9,, = ?,, para todo n > m.
Vamos a probar que ((a™)+¢)Nb = ab. La maximalidad de ¢ implicara entonces
que a™ € ¢y el teorema quedara probado.

Una inclusion es obvia. Tomemos z = ua™ + ¢ € ((a™) +¢) N b y veamos
que x € ab. Tenemos que az = ua™ ! +ac € ab = bN¢, luego ua™*! € ¢ y por
la eleccién de m también ua™ € ¢. Asi pues, x € ¢ b = ab. n

Teorema B.5 Sea D un dominio integro noetheriano y a un ideal de D tal que
todo elemento de 1+ a sea unitario. Entonces () (b+a") = b para todo ideal b
de A. r=1
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DEMOSTRACION: En el caso b = 0 aplicamos el lema de Nakayama al médulo
M = () a". La hipotesis aM = M se cumple por el teorema anterior.
r>1
En el caso general tomamos B = A/b, que sigue siendo un anillo noetheriano
y @ = (a+b)/b, que es un ideal de B tal que los elementos de 1+a son unidades.
Entonces @” = (b + a”)/b, y el caso anterior nos da que () (@) = 0, de donde

se sigue el teorema. r=1 m

B.2 Series formales de potencias

Vamos a ver como trabajar con series de potencias en ausencia de una to-
pologia que dé sentido a su convergencia. La idea es que las series de potencias
pueden ser definidas y manipuladas formalmente, exactamente igual que los
polinomios.

Definicion B.6 Si A es un dominio integro, llamaremos anillo de las series
formales de potencias con n indeterminadas Xi,...,X, sobre A al conjunto
Al[X4,...,X,]] formado por todas las sucesiones {F,,}>°_, en A[Xy,...,X,]
tales que F, es una forma de grado m o la forma nula. En lugar de {F,,,}>°_,
escribiremos -

Yo Fn=F+Fh+FHh+-

m=0

0, més detalladamente,

donde (i1,...,4m) recorre las n-tuplas de nameros naturales y a;, .. ;, € A.

Es facil ver que A[[X7,...,X,]] adquiere estructura de anillo conmutativo y
unitario con las operaciones dadas por

o0

S FEn+ Y Gn= > (Fn+Gn),
m=0 m=0

m=0

(Z)(Z0) = X (%, F6:)
m=0 m=0 m=0 ‘i+j=m
Podemos identificar al anillo de polinomios A[X7, ..., X,] con el subanillo de
Al[X1,...,X,]] formado por las series de términos finalmente nulos. También es
claro que podemos ver a A[[X7, ..., X, _1]] como subanillo de A[[X},...,X,]].
Maés atn, es facil definir un isomorfismo

Al[Xy, . Xl = A[X, - X ][ X

La forma no nula de menor grado de una serie de potencias (no nula) se
llama término inicial de la serie. Es claro que el término inicial de un producto
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es el producto de los términos iniciales, de donde se sigue en particular que los
anillos de series de potencias son dominios integros.

Llamaremos A(X1,...,X,)) al cuerpo de fracciones de A[[X1,..., X,]].

A partir de aqui nos limitaremos a estudiar los anillos de series de potencias
sobre un cuerpo k.

Llamaremos orden de una serie de potencias no nula F' al grado de su término
inicial. Lo representaremos por v(F). Convenimos en que el orden de la serie
nula es v(0) = +o00, de modo que —con los convenios aritméticos obvios— se
cumplen trivialmente las propiedades siguientes:

v(F + G) > min{v(F),v(G)}, v(FG) =v(F) 4+ v(G).
Estas propiedades permiten extender v a k((X1,...,X,)) mediante
o(F/G) = v(F) = v(G),

y se siguen cumpliendo las dos propiedades anteriores. De este modo, v resulta
ser una valoracion en el sentido de [TAl 5.11], luego k( X7, ..., X)) se convierte
en un cuerpo métrico discreto con el valor absoluto dado por |F| = 27() (con
el convenio de que |[0] = 0). En lo sucesivo consideraremos a k(X1,...,X,)) ¥y
a k[[X1,...,X,]] como espacios topologicos con la topologia inducida por este
valor absoluto.

Observemos que toda serie formal de potencias cumple

o) N
> szl;{fn > Fm,

m=0 m=0

pues
o] N
v(z Fr— 5 Fm> > N.
m=0 m=0

Esto significa que una serie es el limite de si misma cuando se la considera
como serie en el sentido topologico usual (como sucesion de polinomios). En

particular tenemos que k[X7, ..., X,] es denso en k[[X1,...,X,]].
Teorema B.7 Sik es un cuerpo, el anillo k[[X1, ..., X,]] es un espacio métrico
completo.

DEMOSTRACION: Sea {F;}$2, una sucesion de Cauchy en k[[X1,...,X,]].

Esto significa que, para cada m > 0 existe un ty tal que si t > ty, entonces

v(F; — Fy,) > m+ 1. A su vez, esto significa que todos los términos de la

sucesion {F;}2, tienen los mismos términos de grado m, que constituyen una

forma F;, de grado m. Notemos que F}, no depende de tg, pues es simplemente

la forma de grado m de F} para cualquier ¢ suficientemente grande. Estas formas
o0

determinan una serie F' = Y F,, € k[[X1,...,X,]], con la propiedad de que

m=0

v(F; — F) > m+ 1 para todo t > tg, y esto significa que liin F,=F. "

A la hora de trabajar con un anillo es conveniente conocer sus unidades:
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Teorema B.8 Una serie formal de potencias F' € k[[X1,...,X,]] es una uni-
dad si y solo si su término independiente es no nulo (es decir, si v(F) =0 o,
equivalentemente, |F| = 1).

DEMOSTRACION: Si F' es una unidad existe una serie G tal que FG = 1. De
aqui se sigue que las formas de grado 0 verifican FyGgy = 1, luego Fy # 0.

Reciprocamente, si Fy # 0 podemos definir recursivamente formas Gy, G1, . . .
de modo que

FoGo =1, I1Go + FpGh = 0, Gy + F1Gy + FoGy = 0,...

Es claro que cada G, es una forma de grado m (o la forma nula) y la suma
G de todas estas formas cumple F'G = 1. n

Como consecuencia vemos que k[[X1, ..., X,]] tiene un tnico ideal maximal
m = ()(1,...7)(n)7

que no es sino el ideal formado por las series F' que cumplen v(F) > 0 o,
equivalentemente, |F| < 1.

Nota Sik C K, es claro que la topologia de k[[ X1, ..., X,]] es la restriccion de

la de K[[X1,...,X,]]. Méas atn, si D es un dominio integro y k es su cuerpo de

cocientes, es facil ver que D[[X1, ..., X,]] es completo con la topologia inducida.
u

El teorema B.8 nos da la estructura de los anillos k[[X]]. En efecto, toda
serie de potencias (no nula) en una indeterminada es de la forma

F= Z(lme7 ar#07

m=r

con lo que F = ¢X", donde

oo
€= > Umir X™

m=0

es una unidad de k[[X]]. La expresion es tnica porque necesariamente r = v(F).
A su vez esto implica que k[[X]] es un dominio euclideo con la norma dada
por la aplicacion v, ya que trivialmente v(FG) > v(F) (si F' # 0 # G) y dados
un dividendo D = eX" y un divisor d = § X* ambos no nulos, la divisién euclidea
es
D=d(ed 1X""5)+0 sir<s,
D=d-0+D sis <T.

Asi pues, k[[X]] es un dominio de ideales principales y, como solo tiene un
ideal maximal m = (X), es un dominio de factorizacién tinica con un tnico
primo X. Resumimos lo que hemos demostrado:
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Teorema B.9 Si k es un cuerpo, entonces k[[X]] es un dominio de ideales
principales con un unico ideal mazimal m = (X). Sus unicos ideales son

0c-—-cm’cm’cmcCl.
Mas atn, ahora es inmediata la estructura de los cuerpos k((X)):

Teorema B.10 Si k es un cuerpo, entonces cada elemento no nulo de k(X))
se expresa de forma unica como

S=> a, X",

donde r € Z y ar # 0, y entonces r = v(S5).

DEMOSTRACION: En efecto, los elementos de k(X)) son fracciones S = F/G,
donde F = eX¥, G = ¢ X", para ciertos u, v € N de modo que

r=v(S)=v(F)—v(G) =u—w.

o0
Asi S =e1X" y,siee = Y b, X™, con by # 0, tenemos que
m=0

S= 3 b, X" =3 aq, X",
n=r

m=0
donde a,, = b, _,.. Claramente la expresion es dnica. n

Cuando no queramos especificar el orden v(S) de una serie de potencias
usaremos la notacion
S= > a, X",
—ookn
dejando asi constancia de que el nimero de coeficientes negativos no nulos ha
de ser finito.

Observemos que k[[X]] no es sino la bola unitaria cerrada de k((X)). También
es inmediato que k(X) es denso en k((X)), pues cada elemento de k(X)) es la
suma de una serie cuyas sumas parciales estan en k(X).

Teorema B.11 Si k es un cuerpo, el cuerpo métrico k(X)) es completo.

DEMOSTRACION: Si {a;,}22, es una sucesion de Cauchy, esta acotada por
un M > 0. Podemos tomar r tal que |X"| = 2" > M, con lo que {X ", }52,
es una sucesion de Cauchy en k[[X]], luego converge, por B.7, luego la sucesion
original también converge. "

Nota No es cierto que los cuerpos métricos k((X71,... X, )) con n > 2 sean com-
pletos. Por simplicidad, vamos a probarlo para el caso de dos indeterminadas
k(X,Y)), pero el argumento es vélido en general.
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Llamamos T' = X/Y y consideramos la aplicacion ¢ : k[[ X, Y]] — k(T)[[Y]]
dada por

o( i::o F.(X,Y)) = i F.(T,1)Y™.

Claramente es una inmersion isométrical que se extiende a su vez a una inmer-
sion isométrica ¢ : k(X,Y)) — E(T)(Y)). Llamemos D C K C k(T)((Y)) a las
imagenes de k[[X,Y]] y k(X,Y)), respectivamente. Por B.7 sabemos que D es
completo y queremos probar que K no lo es. Por B.11 sabemos también que el
cuerpo k(T)((Y)) es completo. De hecho, vamos a probar que es la complecion
de K.

(oo}
Para ello observamos en primer lugar que D consta de las series Y p,(T)Y™
tales que grad p, (T) < n. n=0
De aqui se sigue que k(T') C K, pues, dado p(T")/q(T) € k(T), basta tomar
un n mayor que el grado de ambos polinomios para expresar

p(T) _ p(T)Y™"

o(T)  q(T)Y"
como cociente de elementos de D. Como obviamente Y € K, concluimos que
E(T)Y) C K C k(T)(Y)), perok(T)(Y) es denso en k(T)(Y)), luego esto ya
prueba que k(T)((Y)) es la clausura, luego la complecion de K. Solo falta probar
que no se da la igualdad K = k(T)(Y)).

o0

Tomemos una serie S = Y ¢, [T]Y™ € k(T)[[Y]] con ¢o(T) # 0. Vamos a
n=0

encontrar condiciones necesarias para que pueda estar en K. Esto significa que

podemos expresarla en la forma

> pa(T)Y"
S — n=0

)

S gu(T)Y
n=0

donde grad p,, (T') < n, grad ¢,(T') < n. Puesto que v(S) = 0, el numerador y el
denominador deben ser del mismo orden N, de modo que, con més precision,

o0

>, pa(T)Y™
S = n=N

> an(T)Y™
n=N

donde px (T) # 0, qn(T) # 0. Cancelando YV y renumerando queda:

Z pn(T)Y"
S = n=0
> 4u(T)Y"

donde ahora po(T") # 0 # qo(T) y gradp,(T) < N +n, grad ¢,(T) < N + n.

)

IEn el caso general definirfamos T; = X;/X, y considerarfamos la inmersiéon isométrica
¢ k[[X1,..., Xn]] — k(T1, ..., Tn-1)[[Xn]]-
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Por B.8 tenemos que el denominador es una unidad de &(7T")[[Y]]. Pongamos
que

<i:°:0 G(T)Y™) ™ = 3 ru(T)Y™,

i

donde 7, (T") € k(T).

Observemos que vy : k[T] — N dada por v(p) = — grad p se extiende a una
valoracion ve, : k(T) — Z. En estos términos, tenemos que v (¢n) > —N —n.
Llamemos M = grad¢p < N.

Como goro = 1, tenemos que 79 = 1/qp y Voo (T0) = —Voo(q0) = M.

A su vez, qor1 + q170 = 0, luego 11 = —q170/q0 ¥

Voo (1) = Voo (1) + Voo (T0) = Voo(@0) > —N =14+ M + M =2M — N — 1.
A su vez qora + qir1 + garo = 0, luego 72 = (—q1r1 — q270)/q0 ¥

Uso(r2) 2 min{vee(q1) + Voo (1), Voo (42) + Voo (T0)} — Voo (q0)
> min{—2(N — M) —2,—(N —M)—2}+M =3M —2N —2.

Es facil ver inductivamente que, en general,
Voo(rn) > (n+1)M —nN —n.

Ahora

m

00 =) ) 00
S=2 Y= pY" XY =3 3 pm—araY",
n=0 n=0 n=0

m=0n=0

m
luego ¢ = . Pm—nTn, de donde

n=0

Voo (Cm) > mnin (Voo (Prm—n) + Voo (1)) > min(—m — (n + 1)(N — M))

=-m—-(m+1H)(N-M)=—(N—-M)—-m(N—-M+1).
Equivalentemente,
grade, < (N —M)+m(N —M+1).

Asi pues, para cada S € E[T][[Y]] N K con v(S) = 0, existe un namero
natural C' = N — M tal que los grados de los coeficientes de S estan acotados
en la forma grad ¢, < C' + n(C + 1). Ahora es evidente que, por ejemplo,

S=Y TY" ¢ K.
n=0

Explicitamente, la serie

o0 Xn2
yn2 yn
n=0

es un ejemplo de sucesion de Cauchy en k((X,Y")) no convergente. n
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Vamos a ver que los cuerpos métricos completos de la forma k((X)) tienen
una caracterizacion sencilla.

Si K es un cuerpo métrico, k es un subcuerpo de K y m € K, diremos que
K = k((m)) si todo elemento de K se expresa de forma tunica como serie de
potencias de 7 con coeficientes en k y la aplicacion

S oana" = > apm”
—ocokKn —ookKn

es un isomorfismo topolégico.

El teorema [TAl 5.18] casi viene a decir que todos los cuerpos métricos dis-
cretos completos son de la forma k((7)), pero esto no es exacto. Si K = k((x))
es un cuerpo de series de potencias y p es el ideal primo de k[[z]], es claro que
toda serie de k[[z]] es congruente moédulo p con su término independiente, asi
como que dos constantes no son congruentes modulo p. Esto se traduce en que
la aplicacién natural k — K dada por a + [a] es un isomorfismo de cuerpos.

Asi pues, una condicién necesaria para que un cuerpo métrico discreto com-
pleto sea topologicamente isomorfo a un cuerpo de series de potencias es que
su anillo de enteros contenga un subcuerpo isomorfo a su cuerpo de restos. A
continuacion probamos que la condiciéon es suficiente:

Teorema B.12 Sea K un cuerpo métrico discreto completo que posea un sub-
cuerpo k contenido en su anillo de enteros de modo que la aplicacion natural en
el cuerpo de restos k — K sea un isomorfismo. Entonces K = k((r)), donde
7w es cualquier primo de su anillo de enteros.

DEMOSTRACION: Sea O el anillo de enteros de K y sea m un primo en 9.
El teorema [TAl 5.18] aplicado con F' = k nos da que todo a € O se expresa de
forma tnica como

oo

n

a= > a,m",
n=0

con a, € k. Por consiguiente la sustitucién de x por m es una biyeccién entre
E[[z]] v ©. Es inmediato comprobar que se trata de un isomorfismo de anillos,
que se extiende a su vez a un isomorfismo de cuerpos entre k((x)) y K (que, de
hecho, sigue siendo la sustitucion de x por 7).

Finalmente, es facil ver que la valoracién de K (que es la inducida por )
asigna a cada serie el menor entero n cuyo coeficiente n-simo es no nulo, de donde
se sigue que la sustitucién por 7 transforma v, en v,, luego es un isomorfismo
topologico. Por lo tanto, K = k((x)). "

Anillos de series de potencias convergentes Usaremos la letra K para
referirnos indistintamente al cuerpo R o C. En el caso en que k£ = K podemos
considerar el subanillo K{X7y,...X,} de K[[X1,...,X,]] formado por las series
que convergen (absolutamente) en un entorno de 0 respecto de la topologia usual
en K”.
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Notemos que R{Xy,..., X} = C{X1,..., X} NR[[X1,...,X,]], pues si
una serie con coeficientes reales converge (absolutamente) en un entorno de 0
en R™, es obvio que también lo hace en un entorno de 0 en C".

Observemos que si F' € C{Xy,...,X,} es una unidad en C[[Xy,...,X,]],
también es una unidad en C{X1,..., X,,}. En efecto, sabemos que su término
independiente no es nulo, luego su suma no se anula en (0,...,0), luego la
funcion 1/F es holomorfa en un entorno de (0, ...,0) y admite un desarrollo en
serie [VC 2.11], es decir, existe una serie convergente G tal que F'G = 1. En
principio este producto se refiere a las funciones suma, pero entonces el producto
formal converge a la constante 1y, por la unicidad de los desarrollos, FFG = 1 en
C[[Xy,...,X,]]. En otras palabras, la inversa de una serie convergente (cuando
existe) es también una serie convergente. De aqui se sigue inmediatamente que
lo mismo es cierto para series con coeficientes en R.

Equivalentemente, el anillo K{X7,...,X,} tiene a m = (X3,...,X,,) como
tnico ideal maximal. Notemos que para comprobar la convergencia de una serie
podemos sustituir sus coeficientes por sus valores absolutos y estudiarla sobre
puntos con coordenadas reales positivas. Teniendo esto en cuenta, es facil ver
que K{Xl, e ,Xn} = K{Xl, . ,Xn_l}{Xn}.

Factorizacion tnica Es conocido que los anillos de polinomios en una inde-
terminada son dominios de ideales principales, mientras que esto es falso en el
caso de varias indeterminadas, pero todos ellos son dominios de factorizacion
Gnica. Vamos a probar que lo mismo sucede con los anillos de series formales
de potencias. Por simplicidad supondremos que el cuerpo de constantes k es in-
finito, si bien esta hipoétesis se puede suprimir, aunque para nosotros no supone
ninguna restriccion.

Necesitamos un resultado auxiliar. Diremos que una F' € k[[X1,...,X,]] no
nula es reqular en X, si su término inicial contiene un monomio c¢X;* con ¢ € k,

c#0.

Teorema B.13 Si k es un cuerpo infinito y F € k[[X1,...,X,]] es una serie
no nula, existe un automorfismo ¢ : k[[X1,...,X,]] — K[ X1,...,X,]] tal que
O(F) es regular en X,,.

DEMOSTRACION: Sea F), el término inicial de F'. Entonces tenemos que
Fr(X1,...,X,-1,1) es un polinomio no nulo. Como el cuerpo k es infinito
existe (a1,...,a,_1) € k"' tal que Fy,(a1,...,an_1,1) # 0.

La sustitucion X; — X; + ;X,, (i = 1,...,n — 1), X,, — X,, define un
automorfismo del anillo de polinomios k[ X7, ..., X,,], que claramente se extiende
a un automorfismo ¢ del anillo de series formales.

La forma inicial de ¢(F) es ! = Fn (X1 +a1Xn, -+, X1 + an—1Xn, X5),
luego F/.(0,...,0,1) = F(a1,...,an-1,1) # 0, y éste es el coeficiente de X,
en F! . luego ¢(F) es regular en X,,. n

Es facil ver que, para el caso k = K, el automorfismo ¢ deja invariante al
subanillo K{Xy,..., X,}.
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Insistimos en que la hipo6tesis sobre el cuerpo k en los teoremas siguientes
puede ser eliminada sin mas que generalizar el teorema anterior. El teorema
siguiente nos permitird aplicar razonamientos inductivos sobre el ntimero de
indeterminadas:

Teorema B.14 (Teorema de preparacion de Weierstrass) Consideremos

una serie de potencias F € k[[X1,...,X,]] regular respecto de X,, y tal que
v(F)=m > 1. Para cada serie G € k[[X1,...,X,]] existen U € k[[X1,...,X,]]
y R € k[[X1,...,Xn-1]] (para 0 <1i<m — 1) univocamente determinados por

G y F tales que
m—1 .
G=UF+ ) RX,.
i=0

DEMOSTRACION: Para cada serie P € k[[X,...,X,]] lamamos r(P) a la
suma de todos los monomios de P que no son multiplos de X]*. De este modo,
existe una serie h(P) € k[[X1,..., X,]] tal que

P =r(P)+ X'h(P). (B.1)

Es claro que r(P) es un polinomio en X,, de grado < m con coeficientes en

E[[X1,...,Xn-1]]- También es inmediato que r y h son aplicaciones k-lineales
de k[[X1,...,X,]] en si mismo.

El hecho de que F sea regular en X, se traduce en que v(h(F)) = 0, luego
h(F) es una unidad de k[[X71,...,X,]]. Por su parte, la serie r(F'), vista como
polinomio en X,, con coeficientes en k[[ X1, ..., X,,—1]], tiene sus coeficientes en
el ideal maximal m = (X1,...,X,_1) (o, de lo contrario, F' tendria un monomio
X" con r < m).

El teorema equivale a la existencia de una serie U € k[[X7, ..., X,]] tal que

h(G) = h(UF), (B.2)

pues en tal caso h(G —UF) =0y (B.1) nos da que G —UF = r(G —UF) es
un polinomio en X, de grado < m. Reciprocamente, si se cumple el teorema
entonces h(G—UF) = 0, luego U cumple (B.2) por la linealidad de h. Méas atn,
si probamos que U esta univocamente determinado, también lo estarén los R;.

Para cualquier serie U, tenemos que UF = U r(F)+ XU h(F), luego (B.2)
equivale a
h(G) = WU r(F)) + U h(F). (B.3)

Como h(F) es una unidad, vamos a expresar esta condicion en términos de
V = U h(F). Llamamos M = —r(F)h(F)~1, de modo que Ur(F)=-MV y la
condicion (B.3) es equivalente a

h(G) = —h(MV) + V. (B.4)

Asi pues, basta probar que hay una tnica serie V' que cumple esta condicion.
Llamemos ahora s(P) = h(MP), con lo que tenemos otra aplicacion k-lineal en
E[[X1,...,X,]]. La condicion (B.4) es equivalente a

V =H+s(V), (B.5)
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donde hemos definido H = h(G). En definitiva, basta probar que existe una
Gnica serie de potencias V que cumple esta tltima condicién.

Para probar la unicidad observamos que si V' cumple (B.5) entonces, la
linealidad de s nos da V = H + s(H) + s*(V) y, en general,

V=H+s(H)+s*(H)+ - +s"(H)+s (V).

Notemos que si una serie P, vista como serie en X,, con coeficientes en
E[[X1,...,Xn-1]], tiene todos sus coeficientes en el ideal m”, para cierto r > 0,
entonces s(P) tiene sus coeficientes en m"*1. En efecto, los coeficientes de M
estan en m, luego los de M P estan en m" ™! y los coeficientes de h(M P) son
parte de los de M P. En particular las sucesiones s"(H) y s" (V) tienden a
cero, luego la serie

V=H+sH)+s*H)+ (B.6)

converge y V es el inico que puede cumplir (B.5). Falta probar que ciertamente
lo cumple. Para ello hacemos V =H +s(H)+---+ s"(H) + V,.
Por la linealidad de s vemos que

V—-H-s(V)=V, —s"tY(H) - s(V},),

y las tres sucesiones de la derecha tienden a 0 con 7, luego concluimos que
V-H-s(V)=0. "

Nota Observemos que el teorema de preparacion vale igualmente para anillos
K{Xi,...,X,}. En primer lugar, es evidente que si P es una serie convergente,
las series 7(P) y h(P) son también convergentes. Mas atin, si llamamos P a
la serie que resulta de sustituir los coeficientes de P por sus valores absolutos,
tenemos que sobre ntiimeros reales positivos, h(P) estd mayorada por P. Por
consiguiente, s(P) esta mayorada por M P,y s"(P) estd mayorada por M"P.

Esto garantiza la convergencia de la serie V' dada por (B.6), pues V esta
mayorada por la serie

(M + M? 4 M? +---)H,
que converge en un entorno de 0, ya que M(0) = 0, luego en un entorno de 0
se cumple que M(ry,...,r,) < 1, y la suma es una serie geométrica. De la

convergencia de V se sigue la de todas las series que proporciona el teorema.
| |

Ahora ya podemos probar:

Teorema B.15 Si k es un cuerpo infinito, el anillo de series formales de po-
tencias k[[X1,...,Xn]] es noetheriano.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre n. El caso n = 1 es ob-
vio, puesto que k[[X]] es un dominio de ideales principales. Sea a un ideal en
k[[X1,...,X,]] y vamos a ver que tiene un generador finito. Podemos suponer
que a # 0,1 y, usando el teorema B.13, que a contiene una serie F' (necesaria-
mente con v(F) = m > 1) regular en X,,.
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Llamemos A = k[[ X1, ..., X,—1]], que es un anillo noetheriano por hipotesis
de induccién. El teorema anterior implica que

a=(F)+@n(1,X,,.... X" ") ).

Ahora bien, <1, D, G 7X,’;”'_1> 4 es un A-médulo finitamente generado y, por
la propiedad de noether, también lo es el submédulo a N <1,Xn, . ,XTT’_1>A.
Asi, un generador finito de este médulo forma, junto con F', un generador finito

de a. L]
La misma prueba vale para los anillos K{X1,..., X, }.
Ahora, para probar que los anillos k[[X7, ..., X,]] son dominios de factori-

zacién Unica basta demostrar que en ellos los elementos irreducibles son primos.
Para ello necesitamos una variante del teorema de Weierstrass:

Teorema B.16 Sea F' € k[[X1,..., X,]] una serie de potencias regular en X,
tal que m = v(F) > 1. FEntonces existen una unidad E € k[[X1,...,X,]] y
series R; € k[[X1,...,Xn-1]] (para 0 < i < m — 1), ninguna de las cuales es
una unidad, tales que

F=EX]'+Rp1 X" '+ + R X, + Ry).
Ademds, tanto E como las R; estdn univocamente determinadas por F'.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema de Weierstrass a G = —X*, de
modo que
—UF = X' + Ry 1 X" "+ -+ + Ri X, + Ro.

Si algin R; fuera una unidad, el miembro izquierdo tendria términos de

grado < m, lo cual es imposible. Por otra parte UF' contiene el monomio X",

lo que implica que U es una unidad. Basta tomar E = —U~'. La unicidad se
sigue inmediatamente de la del teorema de Weierstrass. m
Teorema B.17 Si k es un cuerpo infinito, entonces k[[X1,...,X,]] es un do-

minio de factorizacion unica.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre n. El caso n = 1 lo
tenemos probado, pues k[[X]] es un dominio de ideales principales. Puesto
que k[[X1,...,X,]] es noetheriano, basta tomar una serie F' € k[[X1,..., X,]]
irreducible y demostrar que es prima. Para ello suponemos que F divide a un
producto GH, es decir, que DF = GH, y hemos de probar que F' divide a G o
a H.

El teorema B.13 nos permite suponer que la serie DFGH es regular en X,,,
pero entonces también lo son las cuatro series D, F', G, H. Sean D', F/, G', H'
los polinomios en k[[X7, ..., X, —1]][X,] asociados a las series respectivas por el
teorema anterior (convenimos que el polinomio asociado a una unidad es 1). Es
claro que D'F’ y G'H' cumplen el teorema anterior para las series DF y GH,
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luego por la unicidad D'F’ = G’H’. Basta probar que F’ divide a G’ o a H'.
Equivalentemente, podemos suponer que D, F, G, H € k[[X1,..., X,—1]][Xn].

Veamos que F' es irreducible en k[[X1,..., X,,-1]][Xn]. En efecto, si U | F
en este anillo y no es una unidad, entonces tiene grado r > 1 y su coeficiente

director es una unidad en k[[X1, ..., X,,_1]], ya que el coeficiente director de F'
es 1. Por consiguiente U contiene un monomio cX, con ¢ # 0.
La aplicacion k[[X1,...,Xn—1]] — k que a cada serie le asigna su término

independiente es un homomorfismo de anillos que induce a su vez un homomor-
fismo k[[ X1, ..., X, —1]][Xn] — k[X,]. La imagen de U divide a la imagen de
F, que es X", luego la imagen de U es exactamente cX] . En particular esto
implica que U no tiene término independiente, luego tampoco es una unidad en
R[[Xq, o X]]

Asi pues, si F' se descompusiera en k[[X7, ..., X, _1]][X,] como producto de
dos factores no unitarios, lo mismo le sucederia en k[[X7,...,X,]] y no seria
irreducible. Concluimos que F es irreducible en k[[Xy,...,X,_1]][X,]. Por
hipotesis de induccion k[[ X7, ..., X,—1]] es un dominio de factorizaciéon dnica,
luego también lo es k[[X1,..., Xn—1]][Xn], luego F es primo en este anillo, en
el cual F | GH. Concluimos que F | G o F | H en k[[X1,...,X,,1]][Xn] v, por
consiguiente, también en k[[X1,..., X,]]. "

Una vez més, el mismo argumento prueba que K{Xjy, ..., X,,} es también un

dominio de factorizaciéon tnica. Méas ain, el mismo argumento empleado para
k[[X]] prueba que K{X} es un dominio de ideales principales.

Derivadas parciales Para terminar vamos a estudiar las derivadas parciales
de las series formales de potencias.

En el anillo de polinomios k[X7,...,X,] tenemos definidas la aplicaciones
lineales 9
aXZ : k[Xl, Ce ,Xn] — k[Xl, .. .,Xn],

que cumplen las propiedades usuales de las derivadas. Las derivadas de una
constante son nulas, las derivadas de una forma de grado n > 0 son formas de
grado n—1 o tal vez la forma nula (esto sélo puede ocurrir si & tiene caracteristica
prima). En cualquier caso, la derivada de una forma de grado n tiene siempre
grado > n — 1 (entendiendo que el grado de 0 es 4+00).

Esto nos permite definir

0
X, Dk X, Xl — K[ X, ., X))
mediante
OF = 0F,
0X; A 0X;’

de modo que
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Esta desigualdad implica que las derivadas parciales son aplicaciones con-
tinuas. A su vez, de aqui se sigue que todas las propiedades de las derivadas
parciales sobre polinomios valen también sobre series de potencias. Por ejemplo,
para probar la formula del producto tomamos dos series F'y G y las expresamos
como limites de sus sumas parciales:

F=1lmF™,  G=1lmG"™,

con lo que

OFG OF(mGm) oF(m) OF(m) OF oG
_ 1 (m) 4 p(m) —

axX, T tim( ax; ¢ TP R ) ax T ax

Igualmente se demuestra la formula para derivar un cociente F'/G (donde G
ha de ser una unidad) o la version siguiente de la regla de la cadena:

Teorema B.18 Dados un polinomio P(Y1,...,Yyn) € k[Y1,..., Y] ym series

formales de potencias F,..., Fp, € k[[X1,...,Xy]], se cumple que
OP(Fy,...,F,) <~ 0P OF,
— F DR Fm .
0X; e oy, T T o

Si el cuerpo de constantes tiene caracteristica 0, los coeficientes de una serie
formal de potencias pueden recuperarse a partir de sus derivadas mediante la
formula de Taylor:

Teorema B.19 Sea k un cuerpo de caracteristica 0 y F € k[[X1,...,X,]]-
Entonces

- 1 omF " .
F=% > ] 8X1”~--8X,2"OX1 s X0t

m=1ri+--+rp,=m

donde la notacion de parciales sucesivas tiene la interpretacion obvia y la eva-
luacion en 0 se una serie representa a su término independiente.

DEMOSTRACION: Basta probar que la expresion tras el primer sumatorio es
F,, (la forma de grado m de F'). Ahora bien, es claro que
OmF - 8mFm
OX(t - 0Xhm |,  OX{t---0Xp

luego la expresion tras el primer sumatorio es el polinomio de Taylor de la forma
F,,, luego es F,. n

B.3 Diferenciales de series de potencias

En esta seccion vamos a considerar cuerpos k = ko((x)) de series formales
de potencias en una tnica indeterminada sobre un cuerpo de constantes kg que
supondremos perfecto.



382 Apéndice B. Preliminares algebraicos

Derivadas Partiremos del concepto de derivada formal de una serie de poten-
cias, a partir del cual introduciremos después el de forma diferencial.

Definicién B.20 Sea k = ko((z)) el cuerpo de series formales de potencias
con coeficientes en ko. Si 7 es cualquier primo del anillo kq[[z]], entonces, el
teorema B.12 muestra que todo elemento de k se expresa de forma tinica como

a= > ap7", con a, € kg.
—ookn

Definimos
da el
— = > na,m" .

d’/T —oco&n

Esta definiciéon extiende a la definiciéon de derivada parcial en un anillo de
series formales de potencias de varias variables que hemos visto en la seccion
precedente. El teorema siguiente recoge las propiedades basicas de esta derivada
formal:

Teorema B.21 Sea k = ko((z)) un cuerpo de series formales de potencias y w
un primo en k. Entonces:

1. Para todo o, B € k y todo a, b € kg, se cumple:
d(ac + bp) da dg

=a—+b—.
dm “ dm + dm
2. Sia, B €k, se cumple
d(aB)  da ag
dr drm fta dr’
En particular
da™ d
% = na"_lﬁ, para todo n € Z.
3. La funcion
d
—:k k
dm -

es continua.

4. Sim es otro primo de k y o € k, entonces
doo da dm

dmy  drodm’

5. Si f(u,v) € ko[u,v] y a, B €k, entonces
df(a,8) _ Of da  Of dp
dr —@(O{,ﬁ)ﬁﬁ’&(&,ﬂ)@,

donde las deriwadas parciales de [ se entienden en el sentido usual para
polinomios.
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DEMOSTRACION: La propiedad 1) es inmediata. Para probar 2) tomamos

a= > apm", B= > bya™

—ookn —ocokLn
Entonces
do dg
—ft+a— = n+ Dayqm" b, 1"
R O
+ Z apm" Z (n+1>bn+1’ﬂn
—ookn —ookLn
= X ( > (r+Darpbs+ Y0 (s+1)arbs+1>7r”
—ookKLn ‘\r4+s=n r4s=n
= Z ( Z (T+1)ar+1bs+ Z 8(17«4_11)3)71'”
—ocokLn ‘r+s=n rds=n
= ¥ +)( X apab)r”
—ocokn r4+s=n
= L (¥ ab)a
—ookn r+s=n+1

- H(Z (5 an)r) -T2

La férmula para la derivada de o™ para n > 0 se prueba facilmente por
induccién. Para exponentes negativos derivamos a~"a”™ = 1 y despejamos la
derivada de a™.

3) La continuidad de la derivaciéon es inmediata. De hecho

v (;f‘;) > v(a) - 1.

Para probar 4) llamamos a,,, = . a,7". Entonces

doy achi 1d7r_dozmdi
dﬂ-l _ngm " dﬂ-l n<m d7T1 drm dﬂ'l'

|
N
3
2
3
S

7

Tomando limites obtenemos la férmula buscada.

5) Es facil ver que si la formula se cumple para f(u,v) = u’v? entonces se
cumple para todo polinomio. Ahora bien, este caso se comprueba facilmente a
partir de 2) =

Estamos interesados en obtener propiedades relacionadas con las derivadas
que no dependan del primo respecto al cual derivamos. Como primera observa-
cion a este respecto notemos que, si 7 y 7w son primos de k, entonces

o0

T= Y a,77, con ay # 0,
n=1
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(pues, segin B.10, como v(m) = 1 el coeficiente a; debe ser el menor no nulo),
luego

dm 9
— = Qa1 +a2771—|—a37r1—|—-~-
d71'1

es una unidad de kg[[z]]. El apartado 4) del teorema anterior prueba en particu-

o
lar que la propiedad e 0 es independiente del primo 7. Mé&s concretamente,
™

es facil probar:

Teorema B.22 Sea k = ko((x)) un cuerpo de series formales de potencias, sea
a €k ym un primo en kolx]]. Se cumple

d
1. Sicark =0 entonces d—a =0 si1 y solo st o € kg.
T

da
2. Sicark =p >0 entonces — =0 si y sélo sia = Y. a,wP", es decir,
dm —ookLn
si y solo si o € kP,
Definiciéon B.23 Sea k = ko((x)) un cuerpo de series formales de potencias y

sean «, f € k tales que d—a # 0 (para cualquier primo 7). Definimos
T

ap
48 _ dn
da_dﬂ’
drm

para cualquier primo 7. Del teorema B.21 se sigue que la definicién no depende
de la eleccion de m, asi como que si « es primo esta definicién coincide con la
que ya tenfamos.

También es inmediato comprobar que, cuando las derivadas que intervienen
estan definidas, se cumplen las igualdades siguientes:

dy _dyds  df_ [(da\"
da  dB da’ da  \dB)’

Maés en general, las propiedades del teorema B.21 son vélidas aunque 7 no
Sea primo.

Diferenciales Supongamos, como hasta ahora, que k es un cuerpo de series
da

de potencias. En el conjunto de todos los pares (8, a) € k x k tales que o #£0
m

(para cualquier primo 7) definimos la relacion de equivalencia

(B, 1) R (B2, a2) siy solo si 51=ﬁ271~
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A las clases de equivalencia respecto a esta relaciéon las llamaremos formas
diferenciales en k. La forma diferencial determinada por el par (8, ) se repre-
senta por Bda. De este modo, se cumple que

d
ﬁl dOél = /BQ dOéQ si y s6lo si 61 = ﬁg ﬂ
dOé]

Es inmediato que la forma diferencial 0 da esta formada por todos los pares

d
(0, ) tales que d—a # 0. A esta forma la llamaremos forma nula y la represen-
™

taremos simplemente por 0.
Definimos la suma de dos formas diferenciales como

doy das )da,

Brday + Bz dag = (51@ + B2 do (B.7)

donde « es cualquier elemento de k con derivadas no nulas.

Es claro que esta definiciéon no depende de la eleccion de « ni de los repre-
sentantes de las formas diferenciales. Con esta operacion, el conjunto de las
formas diferenciales es claramente un grupo abeliano (el elemento neutro es la
forma nula).

También podemos definir el producto escalar

v(Bda) = (v8) da, (B.8)

con el cual el conjunto de las formas diferenciales de k resulta ser un k-espacio
vectorial.

Si representamos por da la forma 1 da, entonces una forma cualquiera 3 do
es el producto escalar de 3 por da en el sentido que acabamos de definir.

En lo sucesivo adoptaremos el convenio de que da = 0 cuando (y sblo cuando)
do
dn . . .
o cuando « € kP si cark = p. Ahora la expresion [ da esté definida para todo
par de elementos de k, y es facil ver que las formulas (B.7) y (B.8) siguen siendo
validas bajo este convenio.

= 0. Segun el teorema B.22, esto sucede cuando « es constante si cark = 0

d
Con esta notacion, la derivada —ﬁ esté definida para todo par de elementos

el
ay B € K tales que da # 0 y entonces
_ 98

= da Y

dp
Esta formula muestra que cualquier forma no nula es una base del espacio
de todas las formas, luego este espacio tiene dimensién 1.

Toda forma diferencial puede expresarse en la forma w = g dn, donde 7 es
un primo de k. Como la derivada de un primo respecto de otro es una unidad, es
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claro que podemos definir el orden de w como v(w) = v(5) sin que éste dependa
del primo elegido. Mas en general, es claro que

da
v(Bda) = v( —>7
(Bda) = v(B
para cualquier primo w. Por consiguiente podemos hablar de si una diferencial
tiene un cero o un polo de un orden dado.

El operador de Cartier Introducimos ahora un concepto de utilidad para
tratar con diferenciales en cuerpos de caracteristica prima. Sea, pues, £ un
cuerpo de series de potencias sobre un cuerpo de constantes (perfecto) kg de
caracteristica p. Es inmediato comprobar que |k : k?| = p. De hecho, si 7 es un
primo en k, entonces kP = ko((7?)), k = ko(m) y las potencias 1, 7, ..., 7P~1
forman una kP-base de k. Notemos que 7P es un primo de kP.

Estos hechos implican que toda forma diferencial w de k se expresa de forma
Gnica como

d d
w=u" = (uo +urm+ -+ + up_1 1) —W, u; € kP. (B.9)
s m

Definimos

Cﬂ—(UJ) = Ug 77

donde el miembro derecho ha de entenderse como una forma diferencial en el
cuerpo kP = k((nP)). Es claro que C, es una aplicacion kP-lineal del espacio
de las formas diferenciales de k en el espacio de las formas diferenciales de kP.
Vamos a probar que no depende de 7.

Sea E = {da | « € k} el espacio de las diferenciales exactas de k. Se cumple
que Cr(da) = 0, pues si

a:a0+a177+-~-+ap_17rp_1, a; € kP,

entonces
p—1y AT
da=(am+---+ (p—Dap_m )?,
luego, en efecto, Cr(da)) = 0.
Reciprocamente, si C;; (w) = 0 entonces w es una forma exacta. Para probarlo
la expresamos en la forma (B.9) y observamos que si i > 0

Ui ; dm
d(—l 7TZ) =yt —,
i ™
es decir, todos los términos de (B.9) son exactos salvo a lo sumo el correspon-
diente a ¢ = 0. Basta probar que ug = 0, pero es que
dm?

C‘n’(w) =U—r = 07

P
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mientras que d7? no es nula como forma diferencial de kP porque 7P es un primo
de kP. Por consiguiente ha de ser ug = 0.

Con esto tenemos probado que el nicleo de C; es exactamente E. Para
demostrar que C, no depende de m basta ver que si « € k es no nulo, entonces

() -2

o aP

Para ello expresamos

da 7w dadr T do -1
— =, —— =g+t + g, g €K
@ adr w o dr

Por otra parte sea o = ag + aym + - -+ + a, 7", con a; € kP, a, # 0, n < p.
Asi tenemos a = ¢(), donde ¢ es un polinomio separable sobre kP, porque su
grado es menor que p. Sea k' la adjuncion a k de las raices de ¢ y sea k] la
adjuncién a kP de estas mismas raices.

Claramente k' = kk] = kP(m)k} = k{ (7). Los elementos de &k} son separables
sobre kP, mientras que m no lo es, luego 7 ¢ k7. Sin embargo 7P € kP C ki,
luego |k : k| = p.

De este modo, cada = € k' se expresa de forma tinica como

r=cotem+ o+ epgmPTh c; €Kk

Definimos J
x
—=ci 4+ (p—1ey,_17P2
d7T 1 (p ) p—1
Es claro que esta derivacion extiende a la derivada respecto de m en k.
También es facil probar que satisface las reglas de derivacion de la suma y

el producto. En k¥’ podemos descomponer

n

a=a, ‘H1(7T - Bi),
y ahora podemos calcular
do n
—— = Qan ™= ﬁ
dﬂ' Z; J;él( .7)
Claramente,
T da noooT n
ey Y L Eny
n 1 p—1
- 1+,,<1+7T_+--~+(7T_) )
i=1 (&) —1 ﬂz 61

Esta formula muestra que

n n p
w2 ) - B lesh) -GR

Bi
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Por consiguiente:

P aP dmP 7P aP

Cﬂ(d—a) 7P (%)P dr? 7P daP dnP  daP

« aP

Definicion B.24 Sea k un cuerpo de series de potencias de caracteristica prima
p. El operador de Cartier de k es el operador del espacio de las formas diferen-
ciales de k en el espacio de las formas diferenciales de kP dado por

dm dmP
C((UO -+ UL 4+ 4 ’U,p_l’lTpil)7> =Uup——,
™ P

donde u; € kP y 7 es cualquier primo de k.

Tenemos que el operador de Cartier es kP-lineal, su niicleo lo constituyen las
formas diferenciales exactas de k y para todo o € k no nulo se cumple

(%)=

Estas propiedades lo determinan completamente.

Residuos Terminamos la secciéon introduciendo un invariante muy importante
de las formas diferenciales en un cuerpo de series de potencias.

Definicion B.25 Sea k£ un cuerpo de series de potencias sobre un cuerpo de
constantes kg. Definimos el residuo respecto a un primo 7 de un elemento

a= Y, cmtek
—ocokKn

como
Resy(a) = c_1.

Es claro que Res : k — kg es una aplicacion ky-lineal y ademés es continua
si en kg consideramos la topologia discreta. Ademas,

da
R ,T(f) —0
esr | o
n c sin=-1,
Resy(er™) = 0 sin-—1 c € k.

Definimos el residuo de una forma diferencial como

Res; (B da) = Res, (ﬁ Z—j)

Teorema B.26 Sea k un cuerpo de series de potencias y 7, w1 dos primos de k.
Entonces, para toda forma diferencial w de k se cumple

Res:(w) = Resy, (w).



B.3. Diferenciales de series de potencias 389

DEMOSTRACION: Basta probar que para todo 8 € k se cumple

dm
g = hes - B.1
Res,(8) = Resy, (ﬁ = >, (B.10)
pues entonces
do do dm
Res., (Bda) = Resy, (,8 d—m) = Res,, (6 %d—m)
do
= Res; (5 %) = Res,(Bda).

Como las aplicaciones Res, y Res,, son lineales y continuas, basta probar
el teorema cuando 8 = 7™. Supongamos primero que k tiene caracteristica 0.
Entonces, si n # —1, tenemos que el miembro izquierdo vale 0, y el derecho
también, porque

n dm d (w""'l)
m = - .
dmy dmi \n+1

Si n = —1, desarrollamos

2
71':(217T1+CQ7T1+"',

con lo que
dm
— =c1 +2com + -+,
d7'('1
de donde
Ldr e+ 2cm+--- 1
’/Td’/'l'1_6171'1+027'r2+"'_71'1 ’

y los dos miembros de la formula valen 1.

Consideremos ahora el caso en que k tiene caracteristica prima p. Usaremos
el operador de Cartier C. En primer lugar observamos que si w es una forma
diferencial arbitraria de k, entonces

Resr(w) = Reszr (C(w)).

En efecto, descompongamos w en la forma (B.9), donde v = " ¢, 7. En-
tonces
wmt = S e 0<i<p,
n=¢ (méd p)
con lo que
dmP drmP

Ofw) =0 = (Senp(n?)") T

P
luego w y C(w) tienen ambas residuo cp.

Maés aun, de los calculos que acabamos de realizar se sigue que si v(w) > 0
entonces v(C(w)) > 0, y que si v(w) = r—1 < 0 entonces v(C(w)) > r/p—1. Por
lo tanto, aplicando repetidas veces el operador de Cartier podemos restringirnos
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al caso en que v(w) > —1. Mas concretamente, basta probar (B.10) cuando
v(8) > —1 o, mas concretamente, cuando § = 7", con n > —1. Ahora bien, si
n > 0 ambos miembros valen 0, y si n = —1 vale el mismo razonamiento que en
el caso de caracteristica 0. ]

Definicion B.27 Sea k un cuerpo de series de potencias sobre un cuerpo de
coeficientes kg. Llamaremos residuo de una forma diferencial w = Sda de k a

Res w = Res, (6 Z—i),

para cualquier primo 7 de k.

La aplicacion Res es ko-lineal. Las formas enteras tienen residuo nulo. Tam-
bién conviene recordar que en la prueba del teorema anterior hemos visto que
el operador de Cartier conserva los residuos.

Recordemos que, por el teorema 5.20, una extension finita K de un cuerpo
de series de potencias k = ko((7)) es de la forma K = k1((p)), donde k; es la
clausura algebraica de ky en K.

Teorema B.28 Sea K = ki((p)) una extension finita separable de un cuerpo
de series formales de potencias k = ko((w)). Entonces, para todo o € k y todo
8 € K, se cumple

Trz(l) (Resg (Bda)) = Resk(Trf (8) dav).
DEMOSTRACION: Sea L = k;((m)). Basta probar

1. TrZ;(ReSL(B da)) = Resy(Trg (8) da), para a € k, § € L,

2. Resg(Bda) = Resy(Try (8) da), paraa € L, f € K.

Para probar 1) observamos que L = kkq, por lo que |L : k| < |k : kol
Por otra parte, cada ko-monomorfismo de k; (en una clausura algebraica) se
extiende claramente a un k-monomorfismo de L. Esto prueba la igualdad de los
indices y, ademas, si

5:Zai7ri, a; € ky,
3

entonces )
T (B) = 32 eyl (ag) '
Sea, p
16 .
E = %:bjﬂ'j, bj € ko.
Entonces

d
Trg; (Resp(Bda)) = Trﬁ(lJ (Res (8 d—a)) = Tr;z;( > aibj)
™ itj=—1
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do
dm

Para probar 2) vemos que f(L/k) = |k1 : ko| = f(K/k), luego f(K/L) =1
y, por lo tanto, la extension K/L esta totalmente ramificada. Por el teorema

[TAl 9.9] el polinomio minimo de p sobre L es un polinomio de Eisenstein. En
particular, si p; son los conjugados de p en una extensiéon de K tenemos que

= Z TI"Z(I] (ai)bj = Res, (Tril (ﬁ)

) = Resg (Trr (B) da).
i+j=-1

Hpi:C(W):Cl7T+CQ772+"'7 Ciekh C17£O- (Bll)
i=1
Basta probar que
Resg (Bdm) = ReSL(Tl"f(ﬁ) dr), B e K,

d
pues 2) se sigue de este hecho aplicado a 8 d—a en lugar de 8. A su vez basta
™

probar que

d
Resx (8 dp) = Resy, (Trf (6 d—p>d7r), BeK,
™
. . . . dm
pues la igualdad anterior se sigue de esta aplicada a (8 - en lugar de 5. Ambos
D

miembros son ki-lineales y continuos en 3, luego podemos tomar 3 = p"~!,

para un n € Z, es decir, hemos de probar que
d d
Resk (pn ?”) — Resy, (Trf (p"—l d—p)dﬂ), neZ. (B.12)
m

Las derivadas siguientes las calculamos en la adjuncién a K de los elementos
pi (que es un cierto cuerpo de series de potencias):

luego

1 de e 1 dp; k(1 dp

Lde 1 doi_qype(Ldny
cdr [Zip; dm p dm

Ahora bien, de (B.11) se sigue inmediatamente que el residuo del miembro

izquierdo es 1, luego

Ly dp

Resy, (TrlL( (p 7
7r

)) =1=TResg(p~dp).

. dp . .
Observemos que la derivada —— es la misma calculada en K o en la extension

7S

en la que estdbamos trabajando. En efecto, en ambos cuerpos es la inversa de
. dm . . .

la derivada o y ésta estd determinada por la expresion de m como serie de

potencias de p.
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Hemos probado (B.12) para n = 0. Supongamos ahora que cark { n, n # 0.
Entonces

d 1 dp" 1o dp? 1d e 1d
Trf(p"_l—p)—fTK(L):* P 22 n=— — Tri(p").

= b = B
dm n E\dr n=ydr ndr/='" ndr

Ahora basta tener en cuenta que las derivadas tienen residuo nulo, luego
se cumple (B.12). Nos queda el caso en que cark = p | n, n # 0. Digamos
que n = pn’. Veremos que el operador de Cartier nos reduce este caso a los
anteriores. En primer lugar expresamos (B.12) en la forma equivalente

Resgk (p" %) = Resy, (Trf (p” % Z—i) d%)

Sean Ck y Cp, los operadores de Cartier de K y L respectivamente. Puesto
que éstos conservan los residuos, basta probar que

Resxr (C’K (p” d—pp)) = Resy» (CL (Trf (p” % %) d%)) (B.13)

Para ello vamos a ver que C';, conmuta con la traza, de modo que esto sera
equivalente a

+ dpP KP » P dpP N\ drP
p\n — p\n
Resk» ((p ) o ) = Resp» (Ter ((p ) 7 dﬁp> > ), (B.14)
pero esto es (B.12) para n’ = n/p. Por consiguiente, aplicando un ntmero

finito de veces los operadores de Cartier reducimos el problema a los casos ya
probados.
Asi pues, solo falta comprobar la igualdad de los miembros derechos de (B.13)
y (B.14). Para ello observamos que |K : K| =py que 7 ¢ KP (pues si m = oP
entonces o ¢ L y la extension L(«)/L seria inseparable). Por consiguiente
K = KP(r). Esto nos permite expresar
mdp Pl

- = giﬂ-i7 gi € KP?.
pdr i

Entonces

mdp\ Pk ;
TK(nfi): T ni Z7
S T L rr, (p"gi)m

y como p"g; € K, resulta que TrX (p"g;) € LP, de donde

T dp\ drm dnP P dnP
Cr(Tek (07 222 ) = (omg0) o = T (07 g0)
pdr/ mw P P

P wdp dm\\ dnP p [ TP dp\\ dmP
(e T (o))
e g - EAP pdrm w P e g P VK p P

- P L dpPN drP e TP dpP dnP
=i (G ) T = () ) T

P
como habia que probar. n
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