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Introduccion

La matematica formal Supongamos que un matemético nos dice que toda
funcién continua f : [a,b] — R en un intervalo cerrado [a,b] toma un valor
méximo y un valor minimo. Si le preguntamos a qué se refiere con “funcién con-
tinua”, nos podra explicar que es una funciéon f : [a,b] — R que cumple cierta
propiedad. Si le preguntamos qué es R y que es un intervalo [a, b], también nos
podra explicar a qué se refiere con estos conceptos, probablemente introduciendo
otros nuevos, como la relacion de orden en R, etc. Si le vamos preguntando qué
significa cada uno de los conceptos de los que nos hable, al cabo de un nimero
finito de preguntas lograremos que el matematico haya expresado todo su enun-
ciado original en términos de dos tinicos conceptos: “conjunto” y “pertenencia’.
Pero si le preguntamos a qué llama “conjunto” o qué quiere decir cuando dice
que un conjunto pertenece a otro, ahi ya no podra darnos ninguna definicion
que nos aclare a qué se refiere.! En su lugar nos dird que no es posible definir
esos dos conceptos, sino que ambos estan determinados por los axiomas de la
teoria de conjuntos. En efecto, la concepcién moderna de la matematica es, en
pocas palabras, la siguiente:

Suponemos que existen unos objetos, a los que llamamos conjuntos,
que no sabemos precisar lo que son, entre los cuales se da una relaciéon
de pertenencia (es decir, unos conjuntos pertenecen a otros), que
tampoco sabemos explicar en qué consiste, pero suponemos que los
conjuntos y la relacion de pertenencia satisfacen unos axiomas, los
axiomas de la teoria de conjuntos, que aceptamos sin justificacion
alguna, de modo que los teoremas matematicos son las afirmaciones
sobre los conjuntos que podemos demostrar logicamente a partir de
dichos axiomas.

Esta concepcién de la matematica puede sorprender a alguien que haya es-
tudiado algo de matemaéticas, pero que no esté familiarizado con los tecnicismos

1Probablemente, lo que le gustaria respondernos es que un conjunto es una colecciéon de
conjuntos, y que cuando decimos que un conjunto x pertenece a otro y, estamos diciendo
que z es uno de los integrantes de la colecciéon de conjuntos que es y, pero si el matemaético
conoce bien su oficio sabra que no puede respondernos esto sin estar enganandonos, porque si
pretendemos definir un conjunto como una coleccion de conjuntos, eso nos obligaria a admitir
que “la coleccion de todos los conjuntos” es un conjunto, pero razonando con “el conjunto de
todos los conjuntos” se puede llegar a una contradiccién conocida como la paradoja de Cantor.

vii
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relacionados con su fundamentacion, porque viene a decir que los matematicos
se confiesan incapaces de explicar qué son los objetos de los que hablan y, a
pesar de todo, se atreven a razonar sobre ellos. ;Como es posible razonar sobre
unos objetos supuestamente desconocidos?

Aqui es donde interviene la logica matemaética, que muestra como es posible
razonar con rigor y precision sin necesidad de saber nada sobre si las afirmacio-
nes sobre las que razonamos son verdaderas o falsas, sin necesidad siquiera de
atribuirles significado alguno.

Aunque en este libro tendremos ocasion de analizar con detalle a qué nos
referimos cuando hablamos de razonar sin presuponer ningin significado a las
afirmaciones involucradas, para hacernos una primera idea podemos pensar en
este ejemplo:

Todo orefimam es un odarbetrev,
Todo obol es un orefimam,
luego  Todo obol es un odarbetrev.

Esto es un ejemplo de razonamiento formalmente valido. No importa que
las palabras involucradas no signifiquen nada. Si las dos premisas (las dos afir-
maciones superiores) significaran algo y fueran verdaderas, la conclusion (la
afirmacion inferior) también significaria algo y seria verdadera. “Oficialmente”
toda la matemaética es asi: consiste en partir de unos axiomas sobre conjun-
tos que no tienen por qué significar nada, pero de los cuales podemos deducir
consecuencias formalmente igual que hemos deducido que todo obol es un odar-
betrev sin necesidad de saber qué quiere decir eso. Si invertimos las palabras sin
sentido obtenemos

Todo mamifero es un vertebrado,
Todo lobo es un mamifero,
luego  Todo lobo es un vertebrado.

y podemos constatar que las premisas son verdaderas y que, consecuentemente,
la conclusion también lo es, pero lo esencial es que no hacia falta asignar este u
otro significado a las afirmaciones para asegurar que eran correctas, en virtud
de un criterio puramente formal.

La logica mateméatica permite explicitar todas las reglas posibles de razona-
miento formal, similares a la que justifica que el razonamiento anterior es valido,
de modo que razonar puede reducirse a aplicar reglas de inferencia formales sin
atender para nada al posible significado de las afirmaciones consideradas.

Esto hace que el concepto de “teorema matemético”, es decir, de afirmacién
matematica debidamente justificada, esté perfectamente definido sin necesidad
de decir nada sobre qué son los conjuntos de los que se supone que hablan los
teoremas matematicos. Se podria incluso programar a un ordenador para que,
si le damos una demostracion matemaética suficientemente detallada, el ordena-
dor compruebe que la demostracion es correcta sin necesidad de que entienda
nada de algebra, geometria, o la materia de la que trate la demostracion. Sélo
tendria que comprobar que cada afirmacién en la demostracion se puede dedu-
cir de las anteriores por alguna regla de inferencia formal avalada por la logica
matematica.
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Formalismo Esta concepcion formal de la matemaética no ha sido adoptada
por capricho, sino que es la tinica soluciéon que han encontrado los matematicos
al problema con que se encuentran si intentan razonar aceptando cualquier cosa
que parezca razonable aceptar sobre los conjuntos cuando se los define como
“colecciones de objetos”. Lo que se encuentran es que determinadas colecciones
de objetos, como “el conjunto de todos los conjuntos” o “el conjunto de todos los
conjuntos que no se pertenecen a si mismos” dan lugar a contradicciones. Para
maés detalles sobre esto véase la introduccion a mi libro Ldgica matemdtica [LM].
Como explicamos alli, el hecho de que la concepcién formal de la matematica se
hubiera convertido en la salvacién ante las contradicciones que surgian al tratar
de razonar informalmente sobre conjuntos hizo que los matematicos adoptaran
como canon de rigor los requisitos de la logica formal:

Todo razonamiento matematico riguroso debe partir de axiomas ex-
plicitos de los que se extraen consecuencias segin los principios de
la logica formal. Todos los conceptos involucrados tienen que es-
tar determinados, o bien por dichos axiomas, o bien por definiciones
que sblo aludan a otros conceptos previamente determinados (por los
axiomas o por definiciones previas). En particular, no son admisibles
definiciones o razonamientos basados en ideas o principios “intuiti-
vos”. Cualquier concepto o argumento “intuitivo” que quiera usarse
en una demostracion debe formalizarse debidamente. Cualquier de-
finicién o razonamiento “intuitivo” no formalizado es sospechoso de
error e incluso de contradiccion y, por lo tanto, es inadmisible. Es
facil poner una infinidad de ejemplos de cémo afirmaciones “intui-
tivamente” verdaderas resultan ser falsas a la luz de la matematica
formal.

Esto es totalmente razonable si lo entendemos como los criterios que debe
seguir un matematico al hacer su trabajo, pero muchos matematicos acabaron
siendo formalistas, en el sentido més fuerte de que consideraban que cualquier
razonamiento matemaético informal, en cualquier contexto, es cuestionable vy,
por lo tanto, carente de valor.

Aqui, por “razonamiento informal” queremos decir “razonamiento ordinario”,
es decir, el razonamiento que si tiene en cuenta en todo momento lo que significan
las afirmaciones consideradas cuyo criterio para aceptar cualquiera de ellas es
que pueda justificar que es verdadera. El formalismo, entendido como el rechazo
absoluto al razonamiento informal, no sélo es erréneo, sino que de hecho lleva a
un callejon sin salida que impide a quien lo adopta entender la fundamentacion
de las matemaéticas.

Decimos que el formalismo es erréoneo porque una cosa es que sea exigi-
ble que toda afirmaciéon matemética, para ser aceptada como teorema, deba
acompanarse de una demostraciéon puramente formal que cumpla los requisitos
anteriores, y otra muy distinta que no sea posible demostrar informalmente afir-
maciones matematicas con el mismo rigor y la misma fiabilidad que proporciona
una demostracion formal. En efecto, si le explicamos a un nifio de diez anos
que la suma de ntimeros naturales es conmutativa, y lo hacemos bien, es decir,
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no le pedimos que se lo crea porque se lo decimos nosotros y no le vamos a en-
ganar, sino que le hacemos ver que no puede ser de otra manera, serfa absurdo
decir que le estamos enganando por demostrarselo informalmente, sin apelar a
ningunos axiomas sobre conjuntos.

Pero, aunque esto se pudiera discutir, y un formalista insistiera en que el
nifno no entiende realmente la situaciéon desde el momento en que no conoce una
demostraciéon formal de la conmutatividad de la suma, en realidad no merece la
pena discutirlo, porque, como vamos a mostrar a continuaciéon, hay una razén
de més peso por la cual el formalismo no se sostiene.

Metamatematica Lo que no tiene en cuenta un formalista es que los criterios
de rigor que pretende exigir al razonamiento matematico no son inmediatos. Por
el contrario, es necesaria una teoria logica que construya lenguajes formales, es
decir, lenguajes con una gramatica que permita distinguir las cadenas de signos
con sentido como 2 + 2 = 4 de las que no tienen sentido, como 23 + + ==
por criterios puramente formales, que no aludan al posible significado de las
cadenas con sentido. Es necesario definir y estudiar operaciones entre estas
cadenas, como la que nos permite pasar de x =0,y =0, zy =0 a

xy=0— (z=0Vy=0).

Luego hay que determinar qué requisitos debe cumplir una sucesién de afir-
maciones para que pueda considerarse un razonamiento formal valido, y todo
esto requiere considerar, por ejemplo, nimeros naturales y sus propiedades, por
ejemplo, para llevar a cabo razonamientos por induccién sobre el niimero de
signos de una afirmacion, o sobre el nimero de afirmaciones de una deduccion,
etc.

La parte de la logica que se ocupa de todo esto, es decir, de disenar las teorias
axiomaticas que permiten razonar formalmente y estudiar sus caracteristicas, se
conoce como metamatemadtica.

Ahora bien, si a un formalista le preguntamos qué son los ntimeros naturales,
nos dird que son unos conjuntos que se definen y cuyas propiedades se demues-
tran —formalmente, por supuesto— a partir de los axiomas de la teoria de
conjuntos (u otra teoria apropiada). Pero si el formalista abre un libro de logica
matematica en el que se exponga la metamatematica necesaria para trabajar
con teorias axiomaticas, se encontrard con que en él ya se habla de ntimeros
naturales y se usan sus propiedades: los nimeros naturales y sus propiedades se
usan para determinar los criterios de razonamiento formal que permiten deducir
formalmente de los axiomas de la teoria de conjuntos lo necesario para definir los
niimeros naturales y demostrar sus propiedades. jUn circulo vicioso en toda re-
gla! La matematica formal necesita un fundamento logico metamatematico y la
metamatematica requiere conceptos —como los niimeros naturales— que, para
el formalista, deberian definirse y estudiarse mediante la matemaética formal que
la metamatematica pretende construir.

Finitismo El error fundamental del formalista estd en creer que el razona-
miento formal es el unico refugio seguro ante los posibles errores y contradiccio-
nes en que se puede incurrir si se razona informalmente: el razonamiento formal
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es la civilizacién, y fuera solo esta la jungla donde nada es seguro. En realidad
hay que distinguir dos niveles de razonamiento matematico:

e Por una parte estan los conceptos, afirmaciones y argumentos que podemos
llamar finitistas, en cuanto que so6lo involucran conjuntos finitos o, a lo
sumo, so6lo tratan con conjuntos infinitos de forma muy limitada.

En este contexto nada impide razonar informalmente. Por ejemplo, para
entender —informalmente— por qué 2 + 3 = 3 + 2 basta observar esta
figura:

[ [ ] [¢] e] o

y darse cuenta de que tenemos 5 puntos tanto si primero hemos dibujado
los puntos negros y luego los blancos como si primero hemos dibujado
los blancos y luego los negros. No va a haber mas o menos puntos en
funcion de si los contamos de izquierda a derecha o de derecha a izquierda.
Esto es un razonamiento (informal) sobre cinco objetos en el que no hay
margen de error posible. Y, mas atin, podemos entender que el mismo
razonamiento es aplicable en teorfa sea cual sea el nimero de puntos negros
y de puntos blancos que dibujemos, lo que nos asegura que m+n = n+m,
para nimeros naturales m y n cualesquiera. Con esto hemos llegado a
una afirmacién que involucra a los infinitos niimeros naturales, pero se
considera finitista, pues el argumento que nos convence de la igualdad
m—+n =n-+m para unos m y n dados sélo involucra m + n objetos. Si a
un nino de diez anos le explicamos esto y lo entiende, podemos decir que
ha entendido perfectamente (mediante un argumento informal) por qué la
suma de ntimeros naturales es conmutativa.

e Por otro lado tenemos conceptos, afirmaciones y argumentos matemati-
cos que tratan esencialmente con conjuntos infinitos, pero, sobre todo,
abstractos, a menudo mas abstractos de lo que nos puede parecer que son.

Por ejemplo, alguien se puede sorprender de que se pueda demostrar que
existe una funciéon f : R — R que sea continua, pero no derivable en
ningtn punto. Uno podria sentirse tentado a concluir que es imposible
que exista tal cosa, y si asf lo hiciera, entraria en contradiccién con la
construccion formal que prueba que si que existen tales funciones, pero ello
se debe a que el concepto de funcién continua f : R — R es mucho més
abstracto y general que lo que pueda parecer a quien trate de identificar
este concepto con el de una raya trazada sin levantar el lapiz del papel y
sin pasar dos veces por la misma recta vertical. El concepto general de
funcién continua f : R — R no es finitista y no es de extranar que nos
equivoquemos si tratamos de razonar sobre él sin el marco de una teoria
axiomatica formal.

Para salir del circulo vicioso, el formalista necesitara persuadirse de que el
razonamiento formal como garantia de rigor y de fiabilidad s6lo es exigible a
la hora de justificar afirmaciones no finitistas, mientras que las afirmaciones
finitistas pueden justificarse informalmente con la misma fiabilidad que ofrece
el razonamiento formal.
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En estos términos podemos decir que la metamatematica requiere de razona-
mientos informales, lo cual es perfectamente admisible a condicién de que éstos
sean de naturaleza finitista. Con ellos podemos disenar teorias axiométicas for-
males en las que presentar formalmente tanto la matematica finitista —que no
requiere realmente de tal presentacién formalista— como la matemaética no fi-
nitista, para la cual es indispensable el marco de una teoria axioméatica formal,
y el circulo vicioso desaparece.

Intuiciéon El fundamento de los razonamientos formales lo proporciona la me-
tamatematica, que establece los criterios precisos que determinan si un razona-
miento formal es valido o no, mientras que los razonamientos informales finitistas
se fundamentan en la intuicion, donde usamos esta palabra en el sentido kan-
tiano del término, y no en el sentido peyorativo que le da un formalista. Cuando
hablamos de “intuicién” no estamos hablando de corazonadas, de conjeturas, de
un “yo sé que es asi pero no sabria explicar por qué” ni de nada parecido. In-
tuicién es la capacidad que tenemos de formarnos representaciones espaciales y
temporales precisas. Por ejemplo, la figura con cinco puntos que hemos usado
para justificar la conmutatividad de la suma es una representacion intuitiva que
hemos podido analizar para extraer consecuencias de ella igual que un jugador
de ajedrez puede analizar una figura con una posiciéon de una partida y encon-
trar la estrategia que lleva al mate en tres jugadas, o igual que un nino toma
una figura que representa un laberinto y encuentra el camino que debe seguir
el perro para llegar hasta el hueso. Todo son ejemplos de representaciones in-
tuitivas que permiten extraer conclusiones objetivas totalmente fiables. Si el
nifio encuentra el camino del perro al hueso, ha demostrado que ese camino
existe, cuando a priori podria no haber existido y, sin mas que echar un vistazo
siguiendo el camino marcado para comprobar que no ha hecho trampa pasando
el lapiz por encima de ninguna pared, seria absurdo plantearse si la soluciéon que
ha encontrado el nino podria ser errénea porque no ha tenido en cuenta tal o
cual exigencia de rigor formal.

En general, cualquier teorema matemaético sobre grafos finitos, o sobre gru-
pos finitos, o sobre combinatoria, etc. (si admite una demostracion elemental,
que no se apoye en conceptos auxiliares no finitistas) puede razonarse informal-
mente con el mismo rigor, objetividad y fiabilidad con que se razona la solucion
de un problema de ajedrez o se resuelve un sudoku. Cabria entonces preguntarse
hasta dénde es posible razonar informalmente, qué resultados mateméaticos pue-
den justificarse mediante razonamientos basados en la intuicién, pero esto no nos
preocupara —al menos directamente— en este libro, porque nuestro proposito
es justo el contrario: ver cuales son los minimos hechos intuitivos necesarios para
demostrar los resultados metamatematicos que requiere la matemaética formal
(y veremos que son muy pocos).

La formalizacion de la metamatematica Aunque, en principio, el camino
mas simple para fundamentar la matematica es el que hemos descrito: desarro-
llar informalmente (mediante métodos finitistas) una metamatematica que nos
dote de teorias axiomaticas formales en las que demostrar todos los resultados
matematicos, podemos convertir estos dos pasos en tres del modo siguiente:
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1. Construimos y estudiamos informalmente una teoria axiomética formal
muy simple.

2. En el seno de esta teorfa formalizamos (es decir, presentamos razonando
formalmente) los resultados metamateméaticos necesarios para construir y
estudiar otras teorias axiomaticas, en particular las teorfas de conjuntos en
las que es posible demostrar formalmente todos los teoremas matematicos.

3. Usamos estas teorias axioméaticas para demostrar todos los teoremas ma-
tematicos.

Asi, en lugar de razonar informalmente para construir la metamatematica
que requieren las teorias axiomaticas formales, haremos esta construccion ra-
zonando formalmente en una teoria axiomética previa, que, inevitablemente,
requerird a su vez de una metamatemaética informal. En realidad no traba-
jaremos con una Tnica teorfa béasica, sino que estudiaremos varias, unas mas
potentes que otras. De este modo podremos discernir qué presupuestos requiere
cada resultado metamatematico, segin la teoria que necesitemos para poder
demostrarlo formalmente.

Por supuesto, aunque un formalista resignado a admitir razonamientos meta-
matematicos intuitivos pueda sentirse aliviado de que le mostremos cémo puede
reducirlos al minimo, esto no invalida que su formalismo sea teéricamente insos-
tenible, y que, si quiere entender la fundamentacién de la matematica, necesita
admitir que es posible razonar informalmente sobre algunos conceptos intuiti-
vos, especialmente sobre ntmeros naturales, y que no es coherente tratar de
identificar éstos con ninguna construccion en el seno de una teoria axioméatica
formal. Mas atn, veremos que la metamatemética proporciona argumentos es-
pecificos que prueban que ningtn intento de definir formalmente los niimeros
naturales puede cumplir completamente su objetivo.

Otra razon por la que este enfoque es interesante es que es imposible de-
mostrar que las teorias axiomaticas potentes que permiten demostrar todos
los teoremas matematicos son consistentes, es decir, que en ellas no es posible
demostrar contradicciones. En cambio, las teorfas que vamos a estudiar aqui
no son teorias de conjuntos (disefiadas para que permitan hablar de conjun-
tos arbitrarios), sino teorias aritméticas (disenadas para hablar, en principio,
de nimeros naturales, aunque son capaces de formalizar una porcién relativa-
mente amplia de las matemaéticas) cuya consistencia puede ser demostrada por
métodos finitistas.

Todas las teorias aritméticas que vamos a estudiar en este libro pueden defi-
nirse formalmente en la més simple de todas (de todas las que vamos a estudiar,
aunque podriamos considerar algunas maéas simples atn), que es la conocida
como Aritmética Recursiva Primitiva (ARP). Para ello empezaremos constru-
yendo ARP informalmente (es decir, intuitivamente) y veremos que la propia
construccién de ARP puede formalizarse en ARP, con lo que quedara claro que
en la construccion de ARP no hemos hecho méas supuestos intuitivos que los
que estan expresados por los (débiles) axiomas y reglas de inferencia de ARP. A
continuacion describimos brevemente las teorias formales més importantes que
vamos a considerar, empezando por la que acabamos de mencionar:
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ARP (La Aritmética Recursiva Primitiva) Es una teoria que permite hablar
formalmente sobre los ntimeros naturales, pero tinicamente permite definir
propiedades “computables”, es decir, tales que siempre podemos compro-
bar en la practica si un nimero dado las satisface o no, y s6lo podemos
demostrar afirmaciones aritméticas que admiten pruebas constructivas.
Asi, en ARP no puede probarse que existe un nimero natural que tiene
una determinada propiedad sin que se pueda mostrar explicitamente como
calcularlo. En el capitulo I construiremos y estudiaremos ARP, mientras
que en el capitulo II mostraremos como puede formalizarse en ARP la
aritmética basica.

En el capitulo III formalizaremos en ARP la construccion de célculos de-
ductivos formales mucho méas generales (lo que se conoce como teorias
axiométicas de primer orden) y en la seccion 4.1 construiremos una teo-
ria de primer orden a la que llamaremos también ARP y veremos que es
esencialmente equivalente a la versiéon previa, en cuanto que permite for-
malizar algunas definiciones no “computables”’, pero no permite demostrar
nada “sustancial” que no pueda probarse en la version previa de ARP.

Podemos decir que ARP permite formalizar los razonamientos que se con-
sideran “estrictamente finitistas”, en el sentido de que no involucran mas
que conjuntos finitos.

AP (La Aritmeética de Peano) Es una teorfa mucho méas potente que ARP, pues
permite definir conceptos aritméticos “no computables” y formalizar algu-
nos argumentos no constructivos. Sin embargo, todos sus axiomas pueden
considerarse intuitivamente evidentes, por lo que todo razonamiento for-
mal en AP se corresponde con un argumento intuitivo concluyente.

Introducimos AP en el capitulo IV junto con varias teorias mas débiles,
como TA (la aritmética con induccion abierta) y la que destacamos en el
punto siguiente. En la secciéon 6.1 introduciremos también la Aritmética
de Robinson Q, que es una teoria atn mas débil que IA (es la aritmética de
Peano sin el principio de induccioén), pero que tiene interés porque algunos
resultados generales sobre teorias aritméticas no requieren mas hipotesis
que la posibilidad de demostrar en ellas los axiomas de Q.

I3, La teoria I3 resulta de restringir el principio de induccién la aritmética
de Peano a una clase de propiedades especialmente simples, y su interés
radica principalmente en que, aunque es ligeramente més potente que
ARP, cualquier afirmacién demostrable en I¥X; que sea formalizable en
ARP es demostrable, de hecho, en ARP. Esto convierte a I¥; en una
formalizacién mas préctica de la matematica estrictamente finitista.

B, Z*, KP En el capitulo V introduciremos varias teorias de conjuntos, em-
pezando por la teoria basica B, de la que consideraremos diversas exten-
siones, como la teoria (restringida) de Zermelo Z*, que es un fragmento
de la teoria de conjuntos més habitual ZFC. Veremos que la aritmética
de Peano AP es equivalente a la teoria ZFCg, que resulta de sustituir en
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ZFC el axioma de infinitud (que postula la existencia de conjuntos infini-
tos) por su negacion (que afirma que todos los conjuntos son finitos), en
el sentido de que en AP y en ZFCg, se pueden demostrar exactamente los
mismos teoremas aritméticos (y todo teorema de ZFCg, es demostrable
en AP a través de cierto convenio para identificar los conjuntos finitos con
nameros naturales).

La teoria de conjuntos de Kripke-Platek (KP) tiene con I¥; la misma
relacion que ZFC tiene con AP, es decir, si consideramos la teoria KPg,
que incluye el axioma que postula que todo conjunto es finito, entonces los
teoremas aritméticos de KPg, son exactamente los mismos que los de 134,
y todo teorema de KPg, puede probarse en I3 identificando los conjuntos
finitos con nameros naturales.

Podemos expresar esto diciendo que ZFC — AT (es decir, ZFC sin el axioma
de infinitud) y KP son teorias de conjuntos equivalentes a AP e IX,
respectivamente, salvo por el hecho de que dejan abierta la posibilidad de
que existan conjuntos infinitos y son, por consiguiente, susceptibles de ser
extendidas con un axioma de infinitud que introduzca tales conjuntos.

ACRg La aritmética recursiva primitiva es suficiente para formalizar todos los
resultados sobre teorias axioméaticas que son puramente sintécticos, es de-
cir, que tratan exclusivamente sobre formulas (afirmaciones formales) y
demostraciones. Sin embargo, ninguna de las teorias que hemos conside-
rado es suficiente para estudiar los aspectos seméanticos de la logica mate-
maética, es decir, los resultados que relacionan las férmulas con su posible
significado, y que son necesarios para determinar si una teoria axioma-
tica formal es “razonable” en varios sentidos (como que podemos asegurar
que sus teoremas seran verdaderos en la medida en que podamos asegurar
que sus axiomas lo son), asi como para justificar que determinadas for-
mulas no son demostrables en determinadas teorias. La seméntica de la
logica matematica descansa principalmente en el concepto de “modelo” de
un lenguaje formal, y para formalizar este concepto es necesario trabajar
con conjuntos infinitos més alla de lo que permiten las teorias que hemos
considerado hasta ahora.

Una posibilidad es formalizar la teoria de modelos en cualquier teoria de
conjuntos dotada de un axioma de infinitud, pero esto supone admitir que
“todos los conjuntos” cumplen ciertos axiomas, y con ello perdemos todo el
contacto con la matemaética intuitiva, pues no podemos atribuir un sentido
intuitivo concreto a afirmaciones sobre “la totalidad de los conjuntos”.

En su lugar, en el capitulo VII introducimos la légica de segundo orden,
que a su vez nos permite definir teorias aritméticas de segundo orden, que
hablan de ntimeros naturales y de conjuntos de ntimeros naturales. Aun-
que tampoco podamos dar sentido intuitivo a cualquier afirmacién sobre
“la totalidad de los conjuntos de niimeros naturales”, en el contexto restrin-
gido de la aritmética de segundo orden podemos cuidar de que los axiomas,
o bien sean obviedades logicas, o bien sean intuitivamente verdaderos.
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El caso mas sencillo es la teoria ACRg, que s6lo permite definir conjun-
tos de nimeros naturales definibles mediante propiedades “computables”
(a través del Axioma de Comprension Recursiva). Veremos que ACRy es
equivalente a I3, en el sentido de que ambas teorias permiten demostrar
los mismos teoremas sobre ntmeros naturales. En este sentido, ACRg
es simplemente una forma més cémoda de formalizar la matematica es-
trictamente finitista. Los conjuntos definibles en ACR( son los mismos
conjuntos de los que podemos hablar indirectamente en I3, a través de
las propiedades que los definen. (Por ejemplo, en I3; podemos definir el
concepto de “ser un nimero primo”; y con ello podemos demostrar implici-
tamente propiedades sobre el conjunto de los niimeros primos, aunque éste
no sea definible explicitamente en la teoria. En cambio, en ACRgy podemos
hablar explicitamente del conjunto de todos los ntimeros primos, pero no
podemos probar nada sobre él que no pudiéramos probar indirectamente
en IZl)

LKDg La teoria LKDg resulta de anadirle a ACR( un axioma de segundo orden
conocido como el Lema de Konig débil. Aparte de que podemos conside-
rarlo como intuitivamente evidente, veremos que permite demostrar los
mismos resultados aritméticos que ACRyg y, por lo tanto, que I3, pero en
cambio permite demostrar teoremas de segundo orden que no son demos-
trables en ACRgy. Uno de los mas notables es el teorema de completitud
semantica de Godel, que es uno de los resultados fundamentales de la
l6gica matematica.

ACA, La teoria ACAj resulta de generalizar el Axioma de Comprension Re-
cursiva de ACRg hasta el Axioma de Comprension Aritmética, que per-
mite definir conjuntos de ntimeros naturales mediante cualquier propiedad
definible en la aritmética de Peano. El resultado es que ACA( permite
demostrar exactamente los mismos teoremas que AP sobre numeros natu-
rales, por lo que es en realidad una mera reformulacion de la aritmética de
Peano. No obstante, la posibilidad de hablar explicitamente de conjuntos
aritmeéticos (y no solo de forma indirecta mediante las propiedades que
los definen) permite probar muchos resultados que no son formalizables
en AP. En particular, en ACAj es posible demostrar el llamado Lema de
Konig, que es méas general que el Lema de Konig Débil, con lo que todos
los teoremas de LKDg lo son también de ACA,.

RA( La teoria RAj resulta de anadir a ACAy el principio de Recursién Aritmé-
tica, que afirma que podemos definir una sucesion de conjuntos {X,,}2
de nameros naturales de forma recurrente, de modo que X,, se define (me-
diante una propiedad aritmética, sin cuantificar sobre conjuntos) supuesto
que los conjuntos {X;};<, estan ya definidos. Es la teoria mas potente
que vamos a estudiar aqui, y esta recursiéon aritmética es necesaria para
formalizar las construcciones mas basicas de la teoria de modelos. En
particular, es necesaria para demostrar que los niimeros naturales, con las
operaciones aritméticas usuales, forman un modelo de AP.
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Estas teorias deberian proporcionar una respuesta satisfactoria (y tranqui-
lizante) a la pregunta que méas preocupa al formalista mentalizado de que no
tiene mas remedio que aceptar un cierto niimero de razonamientos intuitivos
para construir su paraiso formal que le permite prescindir “oficialmente” de la
intuicién de una vez para siempre: ;qué se necesita suponer realmente para
construir y estudiar la matematica formal? Aunque la respuesta natural es
que basta razonar intuitivamente sobre conceptos muy elementales que incues-
tionablemente tienen un significado intuitivo preciso y permiten razonar infor-
malmente sobre ellos con todo rigor, si uno quiere aislar la pequena parte de
la matematica intuitiva que realmente hace falta para construir y estudiar la
matematica formal, se encuentra con que la parte puramente sintactica (la de-
finicién de las teorias axiomaticas formales) no requiere mas que aceptar como
verdaderos los axiomas y reglas de inferencia de ARP, mientras que la parte
seméntica solo requiere aceptar que podemos definir conjuntos de nimeros na-
turales por comprension aritmética (es decir, considerar el conjunto de todos los
nameros naturales que cumplen cualquier propiedad aritmética) asi como que
podemos definir recurrentemente sucesiones de conjuntos de niimeros naturales
(donde cada conjunto se define aritméticamente a partir de los ya definidos).

Hasta aqui s6lo hemos pretendido dar al lector una visiéon general del ob-
jeto de este libro, mientras que los apartados siguientes los dedicamos a discutir
con detalle los pocos hechos intuitivos sobre los niimeros naturales que vamos a
necesitar para construir ARP. Terminamos este apartado advirtiendo al lector
que hay una serie de resultados clave que hemos mencionado y que no demos-
traremos en este libro, porque requieren usar el llamado célculo secuencial de
Gentzen, asi que para su demostracion remitiremos a nuestro libro sobre Cadlculo
secuencial [CS], que puede ser leido simultdneamente a éste.

Los nameros naturales Tal y como hemos explicado en los apartados prece-
dentes, a pesar de las reacciones alérgicas que ello pueda causar en un finitista,
lo cierto es que no hay ningtn problema en razonar informalmente con todo ri-
gor con nimeros naturales, y demostrar informal a la par que rigurosamente que
todo namero natural mayor que 1 se descompone univocamente en producto de
primos salvo el orden, y que todo niimero natural es suma de cuatro cuadrados,
etc., al igual que es viable razonar informalmente con ntimeros enteros o racio-
nales (mientras que, si entramos en los nameros reales, algo se puede decir, pero
ahi ya tenemos que cuidar mucho lo que decimos). Sin embargo, para regocijo
del formalista, como ya hemos anunciado, el propoésito de este libro es precisa-
mente mostrar que, si bien —mal que le pese— tenemos todo ese territorio a
nuestra disposicion, en realidad podemos renunciar a casi todo él y construir y
estudiar la matematica formal sin salirnos de una pequena parcela del mundo
de la matemética intuitiva. En este apartado vamos a exponer lo poco que
necesitamos saber sobre los ntimeros naturales —como conceptos intuitivos—
para fundamentar la matemaética formal.

Ante todo, el lector debe asumir que los niimeros naturales son lo que cual-
quier nino educado de seis anos sabe que son los nameros naturales, teniendo en
cuenta que un nino no sabe nada de axiomas, ni de definiciones formales, ni de
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deducciones formales. Si hemos de resumirlo en pocas palabras, lo que tenemos
es esto:

1. Existe un primer niimero natural, al que llamamos cero.
2. Cada numero natural tiene asociado otro al que llamamos su siguiente.

3. Si vamos enumerando los nimeros naturales empezando con el cero, luego
el siguiente de cero, luego el siguiente del siguiente de cero, y asi sucesiva-
mente, cada nimero que anadimos a la sucesion es distinto de los prece-
dentes, y los niimeros naturales son tnicamente los que van apareciendo
en esa sucesion.

Naturalmente, esto se presta a muchas reflexiones filosoficas. Trataremos de
responder a las preguntas que més probablemente pueda formularse el lector:

e Se puede observar que estamos diciendo que hay un nimero natural al que
llamamos cero y otros a los que llamamos siguiente de cero, siguiente del
siguiente de cero, etc., pero con ello solo estamos diciendo como llamamos
a los niimeros naturales, pero no estamos diciendo lo que son.

La respuesta es que no hay nada mas que decir. Cuando alguien piensa en
algo llamado cero, que va seguido de algo llamado siguiente de cero, etc.,
entendiendo que se cumple 3, esta pensando en los nameros naturales. Y
esto sigue siendo asi si en lugar de llamar cero al cero decide llamarlo zero,
y si al siguiente de cero decide llamarlo the next number after zero, etc.
Las palabras concretas que usemos para nombrar los niimeros naturales
son irrelevantes. Los niimeros naturales no son unas palabras en concreto,
ni unos signos concretos que usemos para representarlos, como 0,1,2, ...,
del mismo modo que un punto geométrico que podemos imaginar no es la
palabra “punto” ni importa si lo llamamos asi o de otro modo.

En la teoria de conjuntos formal, es frecuente definir los niimeros naturales
de modo que el cero es el conjunto vacio 0 = &, y el siguiente de cero
es el conjunto 1 = {0}, y el siguiente del siguiente de cero es el conjunto
2 ={0,1}, etc., pero esto no es mas que un convenio necesario para hablar
de ntmeros naturales en una teoria en la que, por construccion, los inicos
objetos que conoce son conjuntos. Afirmar que el siguiente del siguiente
de cero es un conjunto al cual pertenecen el cero y el siguiente de cero
no es una verdad profunda sobre los ntimeros naturales que s6lo llegan a
conocer los que estudian teoria de conjuntos, sino que es un convenio que,
estrictamente considerado, es falso.

Es como si, para hacer un sorteo con el que elegir a una persona de entre
varias, asignamos a cada una un niimero y elegimos un papel al azar entre
varios que contienen cada uno un nimero. Una cosa es que cada persona
esté representada en el sorteo por un ntimero y otra muy distinta creer
que Juan es el numero 3, aunque ¢l no lo sepa.

Del mismo modo, una cosa es que los nimeros naturales estén represen-
tados por conjuntos en una teoria de conjuntos y otra creer que el 3 es un
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conjunto aunque un nino de seis anos no lo sepa. Igualmente serfa ajeno al
concepto de “ntimero natural” pretender que el siguiente del siguiente de
cero es la cadena de signos S50, o que los nimeros naturales estan hechos
de madera, etc. Los nimeros naturales son meramente posiciones en una
sucesion infinita con ciertas caracteristicas (que empiece, avance a saltos
y 1o termine nunca), sin que tenga sentido concretar de qué estan hechos.

Por ello los tres puntos precedentes se pueden considerar a todos los efectos
una definicién intuitiva completamente rigurosa de lo que entendemos por
“nimeros naturales”, en el sentido de que los ntimeros naturales no son ni
mas ni menos que lo que se entiende que son a partir de esos tres puntos.
No falta nada y cualquier anadido serfa algo ajeno al concepto de nimero
natural.

Un punto de la definicién precedente que sin duda haré llevarse las manos
a la cabeza a cualquier formalista que no tenga asimilado lo que supone
dejar de serlo es el “y asi sucesivamente” que aparece en el punto 3.

En efecto, es posible que, en su infancia, el formalista viera con naturalidad
ese “y asi sucesivamente”, pero en sus estudios le ensenaron que eso es
inadmisible en un contexto formal riguroso, y en efecto es asi: un “y
asi sucesivamente” no tiene cabida en una teoria axiomatica formal, pero
tiene pleno sentido cuando hablamos de conceptos intuitivos. Del mismo
modo que cualquiera ve que un segmento de recta se puede prolongar
indefinidamente sin que nunca deje de ser un segmento de recta cada vez
més largo, el lector también entendera que la sucesion:

cero, siguiente de cero, siguiente del siguiente de cero, siguiente
del siguiente del siguiente de cero, . ..

se puede prolongar indefinidamente conservando siempre el mismo patréon
de anadir un “siguiente” cada vez, por lo que el “y asi sucesivamente”
tiene un significado totalmente preciso. De hecho, demostraremos que
ninguna definicién formal puede capturar el sentido pleno de ese “y asi
sucesivamente”.

Se puede objetar que no tenemos una representacion intuitiva del nimero
“un millén”; en el sentido de que si vemos un millén de puntitos dibujados
en un papel no podemos decidir si estamos viendo un millén de puntitos
0 uno méas o Uno Mmenos.

Esto es cierto, pero nadie afirma que tengamos una representacion intuitiva
clara y distinta de cada nimero natural (pues no es asi), del mismo modo
que no podemos concebir intuitivamente un angulo de 0.000000000001
grados sexagesimales como algo distinto de la imagen de un &ngulo el
doble de amplio. Lo que afirmamos es que tenemos una intuicién clara
de lo que supone ir prolongando indefinidamente una sucesién anadiendo
un término adicional cada vez, y de las consecuencias que ello conlleva
sobre las propiedades de los términos de dicha sucesiéon. No hay ninguna
necesidad de concebir intuitivamente cada uno de sus términos.
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Introducciéon

Podemos razonar hechos generales sobre los ntimeros naturales mediante
razonamientos en los que sea indudable que son aplicables a cualquier
ntmero natural sin necesidad de que podamos formarnos una imagen in-
tuitiva de cada uno de ellos.

Se puede filosofar sobre si los niimeros naturales son una construccion de la
mente humana o si tienen una existencia objetiva independiente de nues-
tras mentes. No necesitamos entrar aqui en esa polémica, pero si puede
ser relevante hacer algunas aclaraciones sobre ella. Si alguien considera
que los nimeros naturales son lo que son y que nosotros simplemente los
estudiamos, sin poner ni quitar nada a lo que son, uno podria preguntarse
como sabemos que, en efecto, un nimero natural es distinto de todos los
anteriores. ;Y si el siguiente del siguiente del siguiente de cero es el mismo
cero y no lo sabemos?

Eso no tiene sentido, porque los tres puntos que hemos usado como defini-
ci6n de los nimeros naturales pueden verse indistintamente como nuestra
“construccion” de los niimeros naturales, de modo que podemos decir que
cumplen eso porque los construimos para que cumplan eso, o también
como una definicién de las palabras “ntimeros naturales”. Si uno piensa
que los ntimeros naturales existen objetivamente, con independencia de
la mente humana, tendra que admitir que también existen otros concep-
tos similares, como el de una sucesion ciclica que se repite a partir de su
quinto término, y por ello lo que hacemos al definir los nimeros naturales
es que, aunque, objetivamente con independencia de la mente humana,
existe sucesiones que se ciclan y sucesiones que no se ciclan, reservamos
la expresion “nameros naturales” para referirnos a una sucesién que no se
cicla.

Preguntarse como sabemos que los nimeros naturales no se repiten es
como preguntarse como sabemos que si pensamos en un decégono, el po-
ligono en el que estamos pensando tiene diez lados y no nueve. Podemos
pensar en un poligono de diez lados y en uno de nueve, como queramos,
pero solo decimos que estamos pensando en un decédgono si pensamos en
uno de diez lados. No podemos creer que estamos pensando en un poligono
de diez lados y que en realidad estemos pensando en uno de nueve, y ello
es compatible con el supuesto de que los eneagonos y los decadgonos existan
objetivamente, sin que nosotros podamos ponerles ni quitarles lados.

Una cuestion menor es que el castellano tiene nombres para referirse a los
nimeros naturales, de modo que al siguiente de cero se le llama usualmente
“uno”, y al siguiente del siguiente de cero se le llama habitualmente “dos”,
etc. De hecho, en los apartados precedentes hemos hecho referencia a
ntmeros como “diez”; “nueve”, “un millon”, y hemos dado por hecho que el
lector habra entendido que con “diez” haciamos referencia al siguiente del
siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente

del siguiente del siguiente del siguiente de cero.

Mas atn, el lector conoce sin duda el sistema de notaciéon posicional que
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nos permite nombrar a cualquier nimero natural con una sucesiéon de di-
gitos como 3402. Esto presupone cierto conocimiento de la aritmética
de los niimeros naturales que podemos dejar fuera de la parcela de cono-
cimiento intuitivo que necesitamos para construir la matematica formal.
No obstante, dado que el lector conoce esta notaciéon para representar los
nimeros naturales, seria una tortura mutua innecesaria que, para hacer
referencia a un determinado ntimero natural, en lugar de escribir 3402,
el lector nos obligara a escribir —o nosotros le obligairamos a leer— la
expresion de la forma “el siguiente del siguiente del siguiente...” que lo
nombra sin recurrir a la notacién decimal.

Pero el formalista que desea reducir al minimo el “gasto” necesario en
intuicion para fundamentar la matemaética formal, cual avaro al que le
duele cada céntimo gastado en su propio sustento, puede considerar con
alivio que, cada vez que hablemos, por ejemplo, del nimero 11, no es
necesario presuponer la aritmética que, en ultima instancia, se requiere
para interpretar esta expresion.

Una vez discutida la definicion intuitiva de nimero natural, vamos a destacar
las pocas consecuencias que se desprenden de ella y que vamos a necesitar:

La primera es que los niimeros naturales tienen un orden natural: si m
y n son dos niimeros naturales, puede suceder que m sea menor que n, y lo
representaremos por m < m, que sea mayor que n y lo representaremos por
m > n, o que ambos sean el mismo nimero natural, y lo representaremos por
m=n.

La definicién de este orden natural es muy simple: decimos que m < n si m
aparece antes que n en la sucesion:

cero, siquiente de cero, siguiente del siguiente de cero, siguiente del siguiente
del siguiente de cero, ...

mientras que m > n si m aparece después que n.

El formalista que tenga que hacer de tripas corazén para aceptar esta de-
finicién que contraviene todos los estdndares de rigor aplicables en el contexto
de la matematica formal deberia esforzarse por entender que no hay contra-
diccién en considerar inadmisible una definicién asi en un contexto en el que
“antes” no significa nada y considerar totalmente precisa y objetiva esta defini-
cién en la que tenemos que partir de que sabemos perfectamente qué significa
“antes”. Razonar intuitivamente sobre los nimeros naturales requiere hacer uso
de nuestra intuicién temporal, es decir, de nuestra capacidad de situar sucesos
en el tiempo y distinguir entre sucesos anteriores y posteriores, pero aplicada a
sucesos puramente intuitivos (no fisicos).

Por ejemplo, de esta definicién se desprende que, dados dos ntimeros natura-
les m, n, necesariamente se cumple uno (y s6lo uno) de los casos m < n, m = n,
m > n.



xxii Introducciéon

En efecto, solo tenemos que ir enumerando: cero, siguiente de cero, siguiente
del siguiente de cero ...y, por la definicién de niimero natural que hemos dado,
sabemos que tanto m como n apareceran en ella. Si los dos aparecen a la
vez es que son el mismo numero natural (el que acaba de aparecer), y si uno
aparece antes que el otro, ése es el menor. Naturalmente, aqui usamos lo que
sabemos sobre el tiempo: dos sucesos cualesquiera tienen que estar ordenados
en el tiempo: uno tiene que suceder antes que el otro, salvo que ambos sucedan
a la vez.

No necesitamos aburrir al lector explicaAndole por qué sim < ny n < p
entonces m < p, o cualquier otro hecho elemental sobre la ordenacién de los
nimeros naturales. Usaremos la notaciéon m < n para indicar que m es menor
o igual que n, e igualmente m > n indicard que m es mayor o igual que n.

Mencionamos por tltimo dos hechos fundamentales basicos sobre los ntimeros
naturales:

Principio de buena ordenacion Si un nimero natural cumple una determi-
nada propiedad, existe un minimo nimero natural con dicha propiedad, es decir,
un numero natural que tiene la propiedad y ninguno menor la cumple también.

Esto es inmediato: basta ir recorriendo la sucesion 0, 50, 550, ... hasta que
aparezca un nimero natural con la propiedad en cuestion. El primero que
aparezca serd el minimo buscado.?

Principio de induccion Si probamos que el nimero 0 tiene una propiedad
y, suponiendo que un numero arbitrario n la posee, podemos justificar que lo
mismo le sucede a su siguiente, entonces podemos concluir que todos los nimeros
naturales tienen dicha propiedad.

En efecto, si algin ntimero natural no tuviera la propiedad, existiria un
minimo nimero natural sin ella. No podria ser 0, porque hemos probado que 0
la tiene, luego tendria que ser el siguiente de otro ntimero natural n, pero como
el siguiente de n es el menor ntimero natural que no tiene la propiedad y n
es menor que su siguiente, el nimero n deberia tenerla, pero hemos razonado
que en tal caso el siguiente de n también la tiene, con lo que tenemos una
contradiccioén.

2El concepto de “propiedad” tiene la peculiaridad —-desconocida en el contexto de la
matematica formal— de que podemos identificar propiedades concretas bien definidas en el
sentido de que sabemos lo que significa exactamente que un objeto (o0 un nimero natural en
este contexto) la tenga, mientras que no poseemos una nocién general de “propiedad” que
nos permita hablar tranquilamente de “todas las propiedades”. Por ello el principio de buena
ordenacion sera aplicable siempre que podamos asegurar que la propiedad a la que queremos
aplicarlo esta bien definida, sin que podamos dar un criterio general de cudndo sucede tal cosa.
De todos modos, para nuestro propoésito sélo necesitaremos el principio de buena ordenaciéon
para propiedades que, no sélo estén bien definidas en el sentido de que sepamos qué significa
que un numero natural la cumpla, sino que siempre existird4 un procedimiento explicito para
determinar en un tiempo finito si cualquier nimero dado la cumple o no. Lo mismo se aplica
al principio de induccién.
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Aparte de estos hechos, s6lo necesitamos suponer que el lector sabe contar, es
decir, que si le preguntamos cuantos puntos hay aqui: e e e @ ®, sabe comprobar
que hay cinco o, sin entrar en nomenclaturas particulares, que el nimero de
puntos es el siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente de
cero.

Funciones recursivas primitivas Para construir y estudiar la matematica
formal s6lo necesitamos conocer los hechos basicos sobre nimeros naturales
que hemos discutido en el apartado anterior y el concepto de funcién recursiva
primitiva que vamos a discutir seguidamente.

En general, si n > 0 es un namero natural, una funcion n-adica f (mo-
nadica, diddica, triadica, etc., segin el valor de n) es cualquier criterio que a
cada n objetos aq,...,a,, repetidos o no y en un cierto orden, les asigna otro
objeto, al que llamaremos su imagen, y que representaremos por f(as,...,an,).
En este apartado, cuando hablemos de funciones n-adicas, entenderemos que
nos referimos especificamente a funciones f que a cada n numeros naturales
ai,...,a, (repetidos o no y en un cierto orden), les asigna otro nimero natural

f(ala"'van)‘

Asi, un ejemplo de funcion diddica es aquella para la que f(m,n) es el
méaximo de m y n, de modo que, por ejemplo, f(3,5) = 5, f(7,7) = 7, etc.
Es indudable que esta definicion realmente determina una funcion diadica que
podemos calcular en la préactica dado cualquier par de nimeros naturales.

Se podria filosofar mucho sobre si una funcién esta definida objetivamente
aunque no sepamos como calcularla en la practica, pero de momento podemos
prescindir de tal discusiéon porque todas las funciones recursivas primitivas que
vamos a introducir se pueden calcular explicitamente. Empezamos considerando
unas funciones muy simples:

Funciones recursivas elementales Llamamos funciones recursivas elemen-
tales a las funciones siguientes:

e La funcién monadica S (funcidn sucesor) que a cada nimero natural le
asigna su siguiente.

e La funcién mondadica ¢y (funcion nula) dada por co(n) = 0 para todo
numero natural n.

e Para cada par de ntimeros naturales 1 < k < n, la funcién n-adica pj
(k-ésima proyeccion n-ddica) dada por pp(mq, ..., my,) = my.

Claramente, todas estas funciones pueden calcularse en la practica sin di-
ficultad. Mas precisamente: es posible programar a un ordenador para que
calcule cualquiera de ellas.

Ahora vamos a dar dos procedimientos para definir una nueva funcién a
partir de otras dadas.
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Composicion Si tenemos definidas una funcion n-adica H y n funciones m-
adicas Gy, ..., Gy, con ellas podemos formar una funciéon m-adica F' dada por

F(z1,...,xm) = HG1(x1,- - -y Zm),y -, Gu(X1, .oy Tm))-
En otras palabras, para calcular F'(z1, ...,z ), calculamos todos los valores

Gi(z1, .y Tm)y s Gr(T1, .o T)

y con ellos calculamos la funcién H, de modo que el resultado es, por definicion,
F(zi,...,zm).

Se dice que la funcién F' esta definida por composicion a partir de las fun-
ciones H,G1,...,G,.

Es inmediato que, dadas unas funciones H, G, ..., G, en las condiciones de
esta definicién, su composiciéon estd univocamente determinada y, si un ordena-
dor es capaz de calcular estas funciones para valores cualesquiera, también es
capaz de calcular su composicion.

Recursiéon Si G es una funcién n-adica y H es una funcién n + 2-adica,?
podemos definir como sigue una funcién n + 1-adica F' determinada por las
condiciones siguientes:

F(my,...,mu,0) = G(my,...,my)
Fimy,...,mp,k+1) = H(my,...,mu, k, F(my,...,my,,k)).

Se dice que F es la funcion definida por recursion a partir de Gy H.

Para entender esto fijemos n = 3 para simplificar la notacién, aunque esto
es irrelevante. Si queremos calcular, por ejemplo, F(1,2,3,4), empezamos cal-
culando

F(1,2,3,0) = G(1,2,3).
Esto nos permite, a su vez, calcular
F(1,2,3,1) = H(1,2,3,0,F(1,2,3,0)).
A su vez, con este valor ya calculado, podemos calcular
F(1,2,3,2) = H(1,2,3,1, F(1,2,3,1)).

Similarmente se calcula F(1,2,3,3) y de ahi podemos calcular F'(1,2,3,4).

3Escribimos n + 2 en lugar de “el siguiente del siguiente de n” y un poco después n + 1 en
lugar de “el siguiente de n”.
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Es claro que cualquier par de funciones G y H (con n y n + 2 argumen-
tos, respectivamente) nos permiten calcular de este modo una funcion F. En
otras palabras, para definir una funcién F', basta especificar como debe calcu-
larse F(my,...,my,0) (en términos de otra funcién G definida previamente) y
como puede calcularse F(my, ..., my,,k+1) supuesto que ya hayamos calculado
F(mq,...,my, k) mediante una funcion H que use este valor junto el valor de k
y los parametros mq, ..., M.

También es claro que si un ordenador puede calcular las funciones G y H
para valores cualesquiera, entonces también puede calcular la funcién definida
por recursiéon a partir de ellas. Veamos algunos ejemplos concretos:

e Al componer la funciéon S con la funcién p3 obtenemos la funcion H dada

por
H(m,n,r) = Sr.
e La funcién F definida por recursion a partir de pi y la funcion H anterior
cumple
F(m,0) = pi(m)=m
F(m,n+1) = H(m,n,F(m,n))=S(F(m,n))=F(m,n)+ 1.

Hemos observado que hay una tnica funciéon F' que cumple estas dos pro-
piedades, y si el lector sabe sumar, sabra que la funcion F(m,n) = m+n
las cumple, pues, en efecto:

m+0=m, m+(n+1)=(m+n)+1,

luego F' no es mas que la suma de ntimeros naturales. Si el lector prefiere
prescindir del hecho de que sabe sumar, puede tomar la definicién de F
como definicién de la suma de nimeros naturales.

e La composiciéon de la funcién suma con las funciones pj y p3 nos da una
funcion H* determinada por

H*(m,n,r) = F(pg(m,n,r),pif(m,n,r)) =r+m.

e La funciéon F* definida por recursiéon a partir de la funciéon ¢ y de la
funcién H* anterior cumple

F*(m,0) = ¢o(m)=0
F*(m,n+1) = H*(m,n,F*(m,n)) = F*(m,n)+ m.

Nuevamente, existe una tunica funciéon que cumple estas propiedades y, si
el lector sabe multiplicar, sabra que la funcion F*(m,n) = mn las cumple,
pues

m-0=0, m(n+ 1) =mn +m.

luego la funciéon F* que hemos definido no es mas que el producto usual
de nameros naturales (y el lector puede tomar F* como la definiciéon de
producto).
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Ahora podemos definir las funciones recursivas primitivas como las funciones
que pueden obtenerse a partir de las funciones recursivas elementales mediante
composicién y recursion.

Asi, hemos probado que la suma y el producto usual de nameros naturales
son dos ejemplos de funciones diadicas recursivas primitivas.*

A la hora de estudiar las funciones recursivas primitivas conviene dar una
caracterizacion mas practica que la definicion que hemos dado que concrete el
“pueden obtenerse a partir de”.

Para ello observamos que una funciéon F' es recursiva primitiva si y sélo si
existe una sucesion de funciones Fi, ..., F, tal que F,. es la propia F' y cada
funcién F; es recursiva elemental o bien se obtiene por composicién o recursiéon
a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Por ejemplo, en el caso de la funcién producto, una sucesién que atestigua
su caracter recursivo primitivo es:

Fi(m,n,r)=r Recursiva elemental (p3)
Fy(r)=Sr Recursiva elemental (.5)
Fs(m,n,r) = Sr Composicion de Fy y Fy

Fy(m) =m Recursiva elemental (p?)
Fs(m,n) =m+n  Recursion con Fy y F3
Fs(m,n,r)=m Recursiva elemental (p3)
F7(m,n,r) =r+m Composicion de F5 con Fy y Fg
Fg(m) =0 Recursiva elemental (co)
Fy(m,n) =mn Recursion con Fy y Fr

Puesto que las funciones recursivas elementales pueden ser calculadas por un
ordenador y las funciones definidas por composicién o recursion a partir de fun-
ciones calculables por un ordenador son también calculables por un ordenador,
concluimos claramente que todas las funciones recursivas primitivas son calcu-
lables por un ordenador, es decir, que, para cada funcién recursiva primitiva,
existe un algoritmo que nos permite calcularla en un tiempo finito para niimeros
naturales cualesquiera (haciendo abstraccion de las limitaciones de memoria que
surgirfan si los nimeros fueran excesivamente grandes).

Podriamos dar muchos més ejemplos de funciones recursivas primitivas, pero
en lugar de ello definiremos una teoria axiomatica (la Aritmética Recursiva
Primitiva) para hablar sobre ellas en un entorno “controlado” que nos permita
estudiar la logica subyacente.

Aqui termina lo que necesitamos saber para construir y estudiar la matema-
tica formal: necesitamos saber lo que son intuitivamente los niimeros naturales
y que cumplen las propiedades basicas que hemos discutido, asi como que las

4Las funciones recursivas primitivas fueron introducidas por Gédel, quien las llamé simple-
mente “funciones recursivas”. Posteriormente, Herbrand introdujo una familia mas general de
funciones a las que llamo “recursivas generales”, pero actualmente se llama funciones recursivas
a las funciones recursivas generales de Herbrand y por ello las funciones recursivas de Godel
se llaman ahora funciones recursivas primitivas.
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funciones recursivas elementales estan bien definidas, y que mediante compo-
sicion y recursion siempre podemos definir funciones nuevas a partir de otras
ya dadas (cada una con el nimero de argumentos requerido), de modo que el
concepto de “funcién recursiva primitiva” esté bien definido y toda definiciéon de
una funcién recursiva primitiva define realmente una funcién que siempre puede
ser calculada en la practica en un tiempo finito. Eso es todo.

Conjuntos, relaciones y funciones Terminamos esta introducciéon preci-
sando los conceptos intuitivos de “conjunto”, “relacion” y “funciéon” porque los
emplearemos ocasionalmente para motivar algunas definiciones, pero en realidad
todos los apartados en los que hablamos de conjuntos, relaciones y funciones en
general en términos intuitivos serdn prescindibles, de modo que si el lector los
omite podra seguir igualmente el desarrollo de este libro.

Un conjunto M es una coleccién de objetos o, mas precisamente, un criterio
que nos permite afirmar si un objeto cualquiera estd o no estda en M. Esta
definicién es todo lo ambigua que es la palabra “criterio”. En principio es posible
definir conjuntos mediante criterios que no sepamos comprobar en la practica si
se cumplen o no, y no sabriamos dar condiciones explicitas que garanticen que un
presunto “criterio” realmente determina un conjunto. Por ejemplo, “el conjunto
de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos” es un concepto
contradictorio, pues, si lo llamamos R, tenemos que si R es un elemento de si
mismo, no deberia serlo, por la propia definiciéon de R y, viceversa, si no es un
elemento de si mismo, deberia serlo. No podemos explicar a priori por qué es
contradictorio (lo es porque a posteriori vemos que de esa definicion se sigue una
contradiccion). Pero, por otra parte, no debe extrafiarnos que lo sea, porque R
no tiene ningtn contenido intuitivo. No tenemos la menor nocién intuitiva de
qué es “la totalidad de los conjuntos”, como para extraer de ella los conjuntos
que no se pertenecen a si mismos. Podemos pensar en el conjunto R igual que
podemos pensar en un espacio de 17 dimensiones, pero no tenemos ninguna
imagen intuitiva de ninguna de las dos cosas, por lo que, aunque no supiéramos
que R es contradictorio, seria inaceptable razonar informalmente sobre él.

Maés aiin, aunque nos restrinjamos a algo aparentemente mucho més simple,
como seria el conjunto de todos los conjuntos de ntimeros naturales, éste sigue
siendo algo en lo que podemos pensar, pero que no tiene ningan contenido in-
tuitivo. Por ejemplo, cuando decimos que todos los nimeros naturales cumplen
una propiedad, queremos decir que 0 la tiene, y 1 la tiene, y 2 la tiene, etc.,
lo cual tiene sentido tanto si sabemos comprobar que asi es como si no. En
cambio, no podemos atribuir un significado intuitivo a una afirmacion del tipo
“todos los conjuntos de nimeros naturales tienen tal propiedad”.

Antes hemos razonado que todo conjunto de nimeros naturales, si no es
vacio, tiene un minimo elemento. Esto tiene sentido porque disponemos de un
argumento (informal) que nos asegura que, si tenemos un conjunto de name-
ros naturales bien definido y podemos asegurar que no es vacio, necesariamente
tiene que tener un minimo elemento, pero si hablamos de una propiedad tal que
no disponemos de ningiin argumento para probar que todos los conjuntos de
nimeros naturales la poseen, ni tampoco sabemos cémo mostrar un ejemplo de
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conjunto que no la posee, no tenemos ningun criterio para afirmar que, o bien
todos la poseen, o bien alguno no la posee, y con esto no estamos negando el
principio légico de que toda afirmacion tiene que ser verdadera o falsa, sino que
estamos afirmando que, en general, la afirmacion “todo conjunto de nimeros na-
turales tiene la propiedad tal” no tiene un significado preciso para que podamos
afirmar que es verdadera o falsa.

Fijado un conjunto cualquiera M (lo cual supone que la pertenencia a M
tiene un significado intuitivo inequivoco) y un nimero natural n > 0, una rela-
cion n-adica R en M es cualquier criterio que puedan cumplir o no n elementos
cualesquiera aq, ..., a, de M repetidos o no y en un cierto orden. Silo cumplen,
lo representaremos con la notacion R(aq, ..., an).

Por ejemplo, si llamamos N al conjunto de los ntiimeros naturales, una rela-
ci6n diddica en N es la que se cumple sobre m,n cuando m < n, y la represen-
taremos simplemente por < (aunque escribiremos m < n como es habitual en
lugar de <(m,n)).

Como en el caso de los conjuntos, admitimos en principio que se pueda defi-
nir con precisién una relacién en un conjunto sin que exista un criterio practico
para determinar si unos objetos la cumplen o no, y también tenemos que tener
presente que el hecho de que podamos hablar de relaciones concretas bien defini-
das, no podemos atribuir ningtn significado intuitivo a priori a una afirmaciéon
del tipo “toda una relaciéon n-adica en tal conjunto cumple tal propiedad” o
“existe una relacion n-adica en tal conjunto que cumple tal propiedad” salvo
que podamos razonar que asi es.

Por tltimo, una funcién n-adica f de un conjunto M en otro conjunto N es
cualquier criterio que a cada n objetos aq,...,a, de M (repetidos o no y en un
cierto orden) les hace corresponder un objeto f(ai,...,a,) de N.

Las funciones recursivas primitivas son ejemplos de funciones (n-adicas, para
un n distinto en cada caso) de N en N, y todas comparten la propiedad de
que pueden calcularse en la practica, pero en principio nada impide considerar
funciones que estén bien definidas en el sentido de que sepamos exactamente a
qué objeto nos referimos con f(aq,...,a,), pero que no sepamos céomo calcularlo
en la practica.

Por lo demés, todas las precauciones que hemos senalado sobre el uso in-
formal de conjuntos o relaciones, especialmente lo tocante a hacer afirmaciones
generales, se aplican también a las funciones.



Capitulo 1

La aritmética recursiva
primitiva

Tal y como explicdbamos en la introduccién, la mateméatica moderna mas
abstracta necesita presentarse como una teoria axiomatica formal porque maneja
conceptos tan abstractos que, por una parte, no tienen un contenido intuitivo
preciso que nos permita razonar informalmente con ellos y, por otra parte, dan
lugar a contradicciones si no se precisa cuidadosamente qué formas de razona-
miento son admisibles.

Hilbert era consciente de que construir una teoria axiomaética formal capaz
de formalizar toda la matemética requeria un trabajo previo informal, y con-
sider6 que era viable razonar informalmente sobre matemaéaticas a condicién de
que los razonamientos fueran estrictamente finitistas, es decir, que involucraran
tinicamente conjuntos y procesos finitos. En tal caso, el razonamiento intuitivo
(riguroso, en el sentido de que todo cuanto se diga tenga un significado pre-
ciso y podamos asegurar que es cierto) es completamente fiable, pese al temor
patologico de los formalistas.

Los limites del finitismo no son precisos, porque, por muy finitistas que sea-
mos al tratar con ntimeros naturales, siempre tenemos que relacionarnos con
conjuntos infinitos, como el propio conjunto de los ntmeros naturales. Aqui
vamos a presentar una teoria axiomética que formaliza lo que podriamos consi-
derar el finitismo mas exigente. En realidad podriamos considerar teorias atn
maés restrictivas, pero seria dificil que alguien argumentara que la Aritmética
Recursiva Primitiva (ARP) que vamos a estudiar aqui no es lo suficientemente
finitista para que los razonamientos que permite formalizar pudieran ser sos-
pechosos de esconder contradicciones, como le sucede a la teoria de conjuntos
ingenua.

Veremos que se trata de una teoria lo suficientemente restrictiva como para
que podamos asegurar que todo cuanto se demuestra en ella es intuitivamente
verdadero, y a la vez suficientemente potente como para formalizar su propia
construcciéon y también la construccion de ZFC o de cualquier teoria axioméatica
razonable. Por lo tanto, por una parte ARP es superflua en el sentido de que
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todo lo que se demuestra en ella se puede demostrar informalmente con las
mismas garantias y con menos tecnicismos, pero, por otra parte, nos servird
para delimitar los razonamientos intuitivos necesarios para construir y estudiar
la matematica formal.

1.1 El lenguaje de ARP

En esta seccion vamos a construir un ejemplo concreto de lo que se conoce
como un lenguaje formal, es decir, un lenguaje dotado de una gramatica que
permite distinguir entre sinsentidos como “hoy si por casi no” y afirmaciones
con sentido como “Hoy es jueves”, pero estableciendo la distinciéon sin hacer re-
ferencia en ningtin momento al posible significado de las presuntas afirmaciones
consideradas, sino meramente a su forma (a su estructura gramatical). Pese a
ello, lo cierto seré que a cada afirmacion del lenguaje que vamos a construir le
podremos asignar un significado preciso, una afirmacioén sobre ntimeros natura-
les y funciones recursivas primitivas que podra ser verdadera o falsa, pero seréa
esencial que el lector constate que si decidiera no leer ningin pérrafo que tenga
en cuenta ese significado asignado a cada afirmacion, ello no le impediria seguir
los restantes sin que nada quedara sin justificar.

Definicién 1.1 Llamaremos signos del lenguaje L,y de la Aritmética Recur-
stwa Primitiva a ocho signos distintos cualesquiera (es irrelevante cuéles elija-
mos) a los que llamaremos

0 S c P K 1) T =

Esto puede entenderse de varias formas equivalentes. La mas literal consiste
en entender que, cuando hablamos de signos, nos referimos a eso, a cualquier
trazo que podamos plasmar en un papel (o en una pantalla de ordenador) de
forma que uno cualquiera de ellos se distinga inequivocamente de cualquier otro.
(No seria buena idea, por ejemplo, considerar como signos distintos dos variantes
de una p que se distingan por que el rabito de una es ligeramente mayor que el
de la otra, ni otras elecciones que dieran lugar a problemas técnicos similares
que serfa absurdo enumerar aqui).

Pero otra interpretacién més interesante es considerar que los signos de L,p
son conceptualmente como las palabras “rey blanco”, “rey negro”, “dama blanca”,
“dama negra’”; “torre blanca”, “torre negra”, etc. en una descripcién del juego del
ajedrez. Cuando hablamos de ajedrez, ;qué es el rey blanco? Con esta expresion
podemos referirnos a un objeto fisico, una pieza de un juego de ajedrez, hecho de
materia, pero también a un concepto abstracto que podemos usar en diagramas
de tableros de ajedrez, o en listados de jugadas, como en R3CD (el rey (blanco)
se mueve a la tercera casilla del caballo de la dama blanca), de modo que “rey
blanco” pasa a ser un concepto igual de abstracto que el namero “tres”. El rey
blanco no es nada en particular, sino un mero concepto del que podemos decir
ciertas cosas determinadas por las reglas del ajedrez, igual que el niimero tres
no es nada en particular, sino un mero concepto del que podemos decir ciertas
cosas determinadas por la definicion de los nimeros naturales.
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Aqui vamos a adoptar un convenio que es compatible con ambas interpreta-
ciones, y es entender que, tal y como hemos dicho en la definicién precedente,
0,5, ¢, etc. NO son los signos de Layp, sino que son los nombres (en castellano)
con los que nos referiremos a dichos signos.

El lector puede objetar que p no es ninguna palabra castellana, pero aqui
tenemos que entender que p es una extensién del castellano anéloga a la que
consideramos cuando planteamos un caso diciendo que “A y B son dos hermanos
que discuten sobre. ..” Igual que es licito usar A y B para referirnos a los prota-
gonistas de una historia, también podemos usar 0, S, ¢, etc. para referirnos a los
signos del lenguaje L,,p, es decir, para nombrarlos, igual que usamos R, D, T,
etc. para nombrar el rey, la dama, la torre, etc. de un juego de ajedrez, tanto si
nos referimos a unas estatuillas concretas como a unos conceptos abstractos.

De este modo, un lector puede tomar como signo 0 de ARP el trazo “{”,
mientras que otro lector puede tomar como signo 0 el trazo “A” y un tercer lector
puede no elegir ningtn trazo en particular, sino limitarse a pensar que 0 es un
signo de L,y igual que los peones son piezas del ajedrez, sin necesidad de darles
ninguna forma concreta y representarlos por una P sin més. Asi, cuando en
este capitulo escribamos “0”, el primer lector debera entender que nos referimos
a su signo “¢”, el segundo que nos referimos a su signo “A” y el tercero que
nos referimos al signo 0 de £,,p,, igual que alguien que estd reproduciendo una
partida de ajedrez en un tablero lee “T'3T D” y entiende que la T hace referencia
a una de las piezas de su propio tablero, una estatuilla que no conocia el que
transcribié la partida que esta leyendo.

Una cadena de signos de L,y es cualquier sucesion finita de signos de Lurp
con posibles repeticiones, pero en un orden prefijado.

En lo que sigue adoptaremos convenios diversos para nombrar distintas ca-
denas de signos de L,,p, pero a falta de que introduzcamos otros criterios par-
ticulares, el criterio general que usaremos para nombrar cadenas de signos es el
de nombrar sus signos en el mismo orden en que aparecen en la cadena.

Por ejemplo, 005k == es una cadena de signos de £,,,, que consta de seis
signos, el primero de los cuales es 0, el segundo es otro 0, el tercero es S, etc.,
y no es la misma que S0kS ==, que consta de los mismos signos, pero en otro
orden.

Diremos que dos cadenas de signos (1 y (2 son idénticas (y lo representaremos
por (1 = (2, mientras que (; # (2 indicard que no lo son) si constan de los
mismos signos dispuestos en el mismo orden.

Notemos que “{; = (2”7 es una abreviatura de una frase en castellano (y,
como tal, la podemos considerar como una frase en castellano, o en una jerga
técnica definida dentro del castellano) que expresa que “¢;” y “{2” son nombres
en castellano para una misma cadena de signos de Lapp.

Si (i, ..., ¢, son cadenas de signos de Laup, llamaremos ¢ - - - ¢, a su yuxta-
posicion, es decir, a la cadena de signos que consta de los signos de (1, seguidos
de los signos de (s, etc. hasta los signos de (,.



4 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

Esto generaliza el convenio que hemos adoptado antes, por el que hemos
acordado nombrar las cadenas de signos nombrando sus signos en el mismo
orden.

A partir de aqui empezamos un proceso destinado a especificar qué cadenas
de signos de L,,, seran significativas (es decir, tendran un significado asociado)
y cudles no, pero lo esencial es que vamos a establecer la distinciéon sin hacer
referencia en ningin momento a ningin posible significado de las cadenas de
signos.

Numerales Si k es un nimero natural, llamaremos numeral de indice k a la
cadena de signos IV, de L, formada por £ signos S seguidos de un signo 0, de
modo que

No=0, Ny =50, N;=8550, N3=S5550, N,=S55550,

Al signo 0 lo llamaremos constante cero, mientras que a S lo llamaremos funtor
sucesor.

Como el lector ya habra imaginado, el signo 0 sera el nombre que daremos
en L, al nimero natural 0, mientras que S nombrara a la funcién sucesor, con
lo que cada numeral N serd el nombre en L, del niimero natural k.

Pero recalcamos que decimos “serd”, “nombrara”, etc., porque de momento

no necesitamos asignarle ningtn significado a los numerales. No necesitamos
saber qué significado van a tener los numerales para reconocer si una cadena
de signos dada es o no un numeral. Podemos programar a un ordenador para
que, si le damos una cadena de signos de L,;p, nos diga si es o no un numeral
y cuél es su indice, sin necesidad de tener en cuenta que dicha cadena de signos
nombraré en tal caso a un niimero natural.

En la practica (pero no en teorfa) podemos aprovechar que el lector conoce
la notacion posicional decimal para abreviar los numerales:

1=N, =50, 2=N,=550, ... 12=N;5=5555555555550,

lo que s6lo hay que entender como que, en lugar de escribir “55555555555507,
usaremos el nombre alternativo méas breve “12” con la seguridad de que el lector
sabré a qué numeral nos estamos refiriendo, si bien en teoria siempre podriamos
referirnos a él como §555555555550. "

Nota Proponemos al lector una analogia que tal vez le ayude a asimilar con-
venientemente lo que estamos haciendo y, sobre todo, lo que vamos a hacer a
continuaciéon. Los antiguos alquimistas se referian a cierta sustancia como “aqua
uitae”. Por mucho que miremos la expresién “aqua witae”, no podremos saber
de qué sustancia se trata si no lo sabemos ya de antemano, pero no ocurre lo
mismo si miramos el nombre que le dan los quimicos modernos a esa misma
sustancia:
CH3 — CH, — OH



1.1. El lenguaje de ARP 5

Esta formula es otra forma de referirse a ella, como lo es la expresiéon “alcohol
etilico”. Cualquiera de estas dos denominaciones revela la estructura quimica
de la sustancia en cuestion, por lo que se trata de nombres que “se definen a si
mismos”.

Analogamente podemos pensar que SSS0 es la “férmula quimica” del niimero
tres. Alguien que lea la palabra “tres” no puede saber de qué estamos hablando si
no sabe de antemano que es el nombre en castellano del ntimero tres, mientras
que SSS0 es un nombre para el numero tres que determina univocamente el
nimero al que nombra. La notaciéon decimal posicional es otra “formulaciéon
quimica” alternativa més conveniente en la préctica, pero en teoria estamos
usando otra conceptualmente més simple.

Por supuesto, para entender que S550 nombra al ntimero tres es necesario
saber que 0 nombra al namero cero y que .S nombra la operacion siguiente, al
igual que para entender la férmula del alcohol etilico es necesario saber que
C es carbono, H es hidrégeno, O es oxigeno, asi como algunos principios de
quimica, pero el caso es que, conociendo los nombres de los elementos y esos
pocos principios, uno puede ver una féormula quimica que no haya visto nunca
antes y saber a qué sustancia hace referencia sin necesidad de consultar un
“diccionario quimico”.

Al igual que hemos desarrollado una “formulacién quimica” para los ntimeros
naturales, de modo que cada numeral nos permite saber a qué niimero natural
hace referencia, ahora vamos a introducir una “formulacién quimica” para las
funciones recursivas primitivas, es decir, vamos a definir unas “férmulas” (que en
este caso llamaremos “funtores”) de modo que cada funtor nombre a una funcién
recursiva primitiva, pero de tal modo que, viendo el funtor, podamos saber cual
es la funciéon que nombra, igual que viendo una férmula quimica podemos saber
cuél es el compuesto que nombra. [

Como ya hemos indicado, usaremos el signo S como nombre para la funcién
sucesor, mientras que el signo ¢ de L,y lo usaremos para nombrar la funcién
que en la introducciéon hemos llamado cg.

Las proyecciones Si 1 < k < n son nameros naturales, la cadena de signos
i = pNi N, recibe el nombre de proyeccion n-ddica k-ésima. Por ejemplo:

p3 = pSS0SSS0

es una cadena formada por ocho signos de £,,,. En cambio, las cadenas p05.S0
0 pSSS0550 no son proyecciones.

Como el lector imaginara, usaremos estas cadenas de signos de L,;, para
nombrar las funciones que en la introducciéon hemos llamado proyecciones, pero
insistimos en que podemos programar a un ordenador para que determine si
una cadena de signos es o no una proyecciéon sin tener en cuenta para nada el
significado que le daremos.

Funtores Pasamos ya a definir los funtores, que daran nombre a todas las
funciones recursivas primitivas. Cada funtor tendré asociado un nimero natural
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no nulo al que llamaremos su rango, y a los funtores de rango n los llamaremos
funtores n-adicos (monadicos, diddicos, triddicos, etc.) Un primer esbozo de la
definicion seria el siguiente:

e El signo S es un funtor monadico, que nombra a la funcioén sucesor.
e El signo ¢ es un funtor monédico, que nombra a la funciéon nula cg.

o Cada proyeccion pj es un funtor n-adico que nombra a la proyeccion co-

rrespondiente.

e Si h es un funtor n-adico que nombra a una funcién n-adica H y g1, ..., 9n
son funtores m-adicos que nombran, respectivamente, las funciones m-
adicas G4, ..., G,, entonces'

k(h, g1, -5 9n) = Khg1 -+ gn

es un funtor m-adico que nombra a la composicion de las funciones H y
Gi,...,G,.

e Si g es un funtor n-adico que nombra la funcién n-adica G y h es un funtor
n + 2-a4dico que nombra la funcion n + 2-adica H, entonces

p(g:h) = pgh

es un funtor n + 1-adico que nombra la funciéon definida por recursiéon a
partir de Gy H.

Ejemplo Si llamamos
+ = p(ph,k(S,p3)) = ppS0S0kSPSSS0SSS0,

tenemos que + es un funtor diddico. Para comprobarlo observamos que podemos
construirlo por pasos asi:

i s funtor monéadico
fo p3 funtor triadico
fs  k(f1,f2) funtor triddico
fi pi funtor monadico

f5  p(fa, f3) funtor diadico

y en la introduccion hemos visto que + = f5 nombra la suma usual de ntimeros
naturales. "

1Estamos diciendo que usaremos la expresion “k(h,g1,...,9n)” para nombrar la cadena de
signos khgi - - - gn, de modo que los paréntesis y las comas los introducimos tinicamente para
facilitar la lectura, pero la cadena x(h,g1,...,gn) no contiene paréntesis ni comas (ni g’s, ni
subindices) sino que consta tnicamente de signos de Larp. Lo mismo se aplica a todas las
definiciones en las que introducimos paréntesis u otros signos ajenos a Larp.
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Nota Si el lector considera “ridiculo” llamar algo tan simple como la suma con
el nombre p(pl, k(S,p3)) debe pararse a reflexionar sobre que nuestro objetivo
no es cambiarle el nombre a la suma, sino desarrollar una “formulacién quimica”
capaz de nombrar cada funcién recursiva primitiva de modo que el nombre
determine la funcién nombrada. La relacion entre “+” y p(pi, (S, p3)) es la
misma que hay entre “agua” y HoO. No hay ningin inconveniente en seguir
llamando “agua” al agua, e incluso seria una pedanteria decir siempre “H2O” en
lugar de “agua”. Del mismo modo, nosotros seguiremos llamando “+” a la suma,
pero veremos que es utilisimo contar con una nomenclatura capaz de referirse a
cada funcién recursiva primitiva de modo que el nombre determine la funcion, y
en la nomenclatura que hemos construido, el nombre de la suma seré el funtor
p(p1, K(S, p3)). .

El ejemplo anterior nos muestra la forma més operativa de definir con preci-
sion el concepto de funtor, y destacamos que la definiciéon siguiente es puramente
formal, es decir, que en ella no hacemos referencia al significado que pretendemos
darle a los funtores:

Definicién 1.2 Una cadena de signos f de L, es un funtor n-ddico si existe
una sucesion f1, ..., f, de cadenas de signos y una sucesion de niimeros naturales
ni,...,n, de modo que f = f. yn =n, y, paracada i = 1,...,r, se cumple
uno de los casos siguientes:

1. i=Syn; =1

2. fi=cyn;=1.

3. fi=p,", para cierto 1 < k < n,.

4. fi = &(f, firs-- -5 fin) = 6fjfiy - fi,, para ciertos j, i1, ..., < i, de
modo que n; =my n; =---="n;, =n.

5. fi = p(fj, fx) = pf;fr, para ciertos j, k < i de modo que n; = n; + 1,
ng =n; + 2.

Esta definicion expresa simplemente que una cadena de signos es un funtor
si se puede construir a partir de los funtores elementales (.5, ¢, p}) aplicando las
operaciones k (composicion) y p (recursion), cuidando de que los rangos de los
funtores involucrados en cada paso sean los requeridos para que las composicio-
nes y las recursiones tengan sentido.

Es claro que todas las cadenas f; que aparecen en la definicién anterior son
funtores (pues satisfacen la definicion con la sucesion f1,. .., f;), por lo que en
la practica, para definir y reconocer funtores, sélo necesitamos tener en cuenta
que todo funtor f se encuentra necesariamente en uno de los casos siguientes:

1. f =S (funtor monadico).

2. f = ¢ (funtor monadico).

3. f=p}, con1l <k <n (funtor n-adico).



8 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

4. f=k(h,g1,...,9n) = Khg1 -+ gn, donde h es un funtor n-adicoy g1, ..., gn
son funtores m-adicos, y entonces f es un funtor m-adico y se dice que
estd definido por composicion a partir de los funtores h, g1,.. ., gn-

5. f = p(g,h) = pgh, donde g es un funtor n-adico y h es un funtor n + 2-
adico, y entonces f es un funtor n+ 1-adico y se dice que estd definido por
recursion a partir de los funtores g y h.

Ahora, después de haber definido formalmente los funtores, podemos dotarlos
de significado. A cada funtor n-adico f le asignamos una funciéon n-adica F(f)
con el criterio siguiente:

1. F(S) es la funcion sucesor.
¢) es la funcion ¢y que toma siempre el valor 0.

F(p}) es la proyeccion n-adica k-ésima.

(
(
(
(

!

2
3
4. F(k(h,g1,.--,9m)) es la composicion de F(h) y F(g1),..., F(gm)-

5. F(p(g,h)) es la funcion definida por recursion a partir de F(g) y F(h).

Ejemplos Cada vez que definimos un funtor en L,.p, estamos definiendo una
funcién recursiva primitiva. Veamos algunos casos concretos:

1. Consideremos los funtores
Ch=¢ ER(S7CO)7 C2 EK/(Sacl)a C3 ER(S702)7
y, en general, cx11 = K(S,cg). Alternativamente, cj es el funtor que
resulta de componer k veces con el funtor S el funtor c.

En la practica, cuando demos un nombre particular a un funtor f de
Larp, usaremos el mismo nombre para nombrar la funcién F(f), como
ya hacemos con la suma, por ejemplo. Asi, en el caso de los funtores ¢y,
tenemos que sus funciones asociadas vienen dadas por

ci(n) = S(co(n)) = S(0) =1, ca(n) = S(er(n)) = 5(1) =2,

y, en general, la funcién c¢; es la funcién constante que toma siempre
el valor k. Vemos asi que las funciones constantes son todas recursivas
primitivas, y tenemos nombres para todas ellas.

2. Definimos pre = k(p(c,p3), ¢, p). Vamos a describir la funcién que nombra
este funtor. Para ello, si llamamos f = p(c, p3), tenemos que

F(f)(m,0) = F(c)(m) =0, F(f)(m,Sn) = p3(m,n, F(f)(n)) = n.
Por consiguiente, pre(0) = F(f)(c(0),p(0)) = F(£)(0,0) =0,
pre(Sn) = F(f)(c(n), pi(Sn)) = F(f)(0,Sn) =n
luego, en definitiva,

pre(n):{o sin =0,

n—1 sin>0.
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3. Ahora definimos ~ = p(pi, x(pre, p3)). Asi, si representamos
m=n=F(=)(m,n),
tenemos que
m = 0=pi(m) =m,
m = Sn = pre(p3(m,n,m = n)) = pre(m = n).

Asi, cada vez que aumentamos en una unidad el segundo argumento, m-n
es una unidad menor (hasta que llega a 0), por lo que m = n es la resta
truncada, dada por:

0 sim <n,
m-=n= .
m—n sin<m,

pues esta funcion cumple las dos propiedades anteriores, y s6lo puede
cumplirlas una funcion.

4. A su vez podemos definir max = k(+, p2, ), de modo que
max(m, n) :p%(mvn) +(m=n)=n+(m=n),
que claramente es el mayor de los dos argumentos m y n.

5. Similarmente, el funtor min = x(=,p?, =) nombra a la funcién diadica
que calcula el minimo de sus dos argumentos.

Vemos asi como, a través de composiciones y recursiones sucesivas, podemos
ir definiendo una amplia gama de funtores que nombran a otras tantas funciones
recursivas primitivas. n

Continuamos nuestro anélisis de los funtores de L, discutiendo algunos
aspectos técnicos. En primer lugar, la definicion de la funcion F(f) asociada a
un funtor puede explicitarse asi:

Definicion 1.3 Diremos que un funtor n-adico f denota una funciéon n-adica F’
si existe una sucesion de funtores f1, ..., f, en las condiciones de la definicion 1.2
y una sucesion de funciones Fi,...,F,. de modo que F sea F, y, para todo
indice 7, se cumpla:

1. Si f; = S, entonces F; es la funciéon sucesor.
2. Si f; = ¢, entonces F; es la funcion ¢y que vale siempre 0.

3. Si f; = p}, entonces F; es la proyeccion correspondiente.

4. Si f; = k(fj, firs- -, fin,), entonces F; es la composiciéon de las funciones
Fj,Fy,....F, .

5. Si fi = p(fj, fx), entonces F; es la funcion definida por recursion a partir
de Fj y Fk.
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Es facil concluir que cada funtor n-adico f denota una tunica funcion F', que
ademaés es n-adica y recursiva primitiva. En efecto, es obvio que toda sucesion
en las condiciones de la definicién 1.2 se puede completar hasta una sucesion
de funciones en las condiciones de la definicién anterior, por lo que todo funtor
denota al menos una funcién, que claramente es recursiva primitiva. Para probar
la unicidad suponemos que hay un funtor que denota dos funciones distintas
(es decir, que toman valores distintos sobre unos mismos ntimeros naturales).
Distinguimos varios casos:

e Es imposible que f =5, f =co f = p}, pues la definicién de denotacion
sblo asigna una funcion posible a cada uno de estos funtores.

e Si f = k(h,g1,...,9n), alguno de los funtores h o g; debe denotar dos
funciones distintas, porque si cada uno de ellos s6lo denotara una funcioén,
entonces la funcion denotada por f seria la composiciéon de estas funciones,
y también serfa tinica.

e Si f = p(g,h), concluimos del mismo modo que alguna de las funciones g
o h debe denotar al menos dos funciones distintas.

Asi pues, si f denota dos funciones distintas, tiene que haber un funtor f;
de menor longitud que también denote dos funciones distintas, y por la misma
razén deberia haber otro funtor f; de menor longitud que también denotara
dos funciones distintas, y en definitiva tendriamos una sucesién infinita estric-
tamente decreciente de nimeros naturales (las longitudes de los funtores que
estamos obteniendo) y eso es imposible (ya que en tal caso no existiria el mi-
nimo de las longitudes de los funtores de la sucesion, en contra del principio del
minimo).

Por consiguiente, dado un funtor n-adico f, podemos definir la funcidn de-
notada por f como la tunica funcion F(f) denotada por f, que es una funcién
n-adica recursiva primitiva. Obviamente se trata de la misma funcién que ya
habiamos definido recurrentemente, sé6lo que ahora tenemos una definiciéon ex-
plicita.

Teniendo en cuenta la definicion de funcién recursiva primitiva que hemos
dado en la introduccién, es inmediato que toda funcién recursiva primitiva es
denotada por un funtor.

Asi tenemos perfectamente distinguidos los funtores de £,,,,, que son cadenas
de signos como + = p(pi, x(S, p3)), de las funciones como F(+), que es la suma
de nimeros naturales, es decir, la funcién que a cada par de ntimeros les asigna
su suma, sin perjuicio de que, en la préactica, podamos usar el mismo nombre
para representar un funtor y la funciéon que denota.

Nota Estamos nombrando los funtores definidos por composicién o recursion
con expresiones de la forma “k(h, g1,...,9m)" y “p(g, h)”, donde usamos parén-
tesis y comas para facilitar la lectura, pero £,,, no tiene paréntesis ni comas
entre sus signos.
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Esto es admisible porque, aunque la ausencia de paréntesis y comas puede
complicar la lectura, no vuelve ilegibles los funtores, ni siquiera ambiguos. Va-
mos a verlo con un ejemplo. Consideremos la cadena:

f = perppS0S0kSpSSS0S5SS0pSSS0SSS0pS0S5SS0

y vamos a ver que es un funtor. Mas atn, vamos a ver que podemos interpretar
esta cadena leyendo sus signos siempre de izquierda a derecha. El argumento es

el siguiente:

1. Como f empieza por p, si es un funtor, tiene que estar definido por re-

cursion.

Por lo tanto, tras el signo p tienen que estar yuxtapuestos los

nombres de dos funtores. El segundo signo es ya el funtor ¢ (ningan otro
funtor puede empezar por ¢), luego tiene que ser

f = ple, kppS0S0kSPSSS0SSS0pSSS0SSS0pS0SSS0

Mas aun, como el primer funtor de la recursion es monadico, el segundo
debe ser triadico.

2. Como el segundo funtor empieza por k, debe ser una composicion.

(a) El primero de los funtores de la composicién empieza por p, luego
tiene que ser un funtor definido por recursion.

i.

ii.

iii.

El signo siguiente es p, luego el primer funtor de la recursion
tiene que ser una proyeccién. Para que pueda serlo, tras la p
deben venir dos numerales adecuados, y vemos que asi es, que
determinan la proyeccion pi. Por lo tanto, la recursion debe
completarse con un funtor triddico para formar un funtor diadico.

f = ple, k(p(py, KSPSSS0SSS0pSSS0SSS0pS0SSSO

Tras pi viene una r, luego el segundo funtor de la recursion
tiene que ser una composiciéon. Luego viene S, que es, pues, el
primer funtor de la composiciéon. Como es un funtor monédico,
la composicion debera completarse con un tnico funtor.

f = ple, k(p(pt, K(S, pSSS0SSS0pSSS0SSS0pS0SSSO

A continuacién de S viene una p, luego el segundo funtor de la
composicion tiene que ser una proyecciéon. Vemos que se trata de
p3, v ahi tiene que acabar la composicién y también la recursion
que es, como debia ser, un funtor diddico:

f = ple, k(p(py, w(S,p3)), pSSS0SSS0pS0SSS0

(b) Puesto que el primer funtor de la composicion es diadico, ahora deben
venir dos funtores més. El primero empieza por p, luego tiene que ser
una proyeccioén, y vemos que es p3. A continuacién tenemos otra p,
que es el principio de p$. Esto completa la composicion:

f=p(e,6(p(pt, 5(S,3)), P53, 1)) = plc, K(+, p3, p})).-
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Si en algiin momento no se hubiera cumplido algo de lo que hemos dicho que
debfa cumplirse, habriamos concluido que la cadena de signos dada no seria un
funtor, pero, como todo ha cuadrado, concluimos que, en efecto, f es un funtor,
que podemos construir mediante la sucesiéon:

i S

f2 P}

I3 w(f1, f2)

fs pi

fs p(fa; f3)

fe p‘f

fr k(fs, fo, f6)
fs ¢

fo p(fs; f7)

Comparando con los ejemplos de la secciéon precedente, concluimos que f no es
sino la multiplicacién usual de niimeros naturales.

El lector deberia convencerse de que lo que hemos hecho en este ejemplo
se puede hacer en general: si nos dan una cadena de signos de L,,p,, siempre
podemos determinar si es o no un funtor y, en caso afirmativo, obtener una
sucesion de funtores que lo defina paso a paso. En realidad conviene probar
algo ligeramente més general: dada una cadena de caracteres, siempre podemos
determinar si empieza por un funtor, y en tal caso podemos determinar dénde
termina éste.

Si el lector tiene conocimientos de programacion, la mejor forma que tiene
de convencerse de que esto es asi es programar un algoritmo que haga esto
precisamente, es decir, que, al darle una cadena de signos de £,,p,, determine si
empieza o no por un funtor y, en caso afirmativo, que determine déonde termina
y cudl es su estructura.

Al igual que sucedia con la definicién de féormula del lenguaje Ly, en la préac-
tica nunca tendremos que preocuparnos por “leer” cadenas de signos presentadas
tal cual, porque nunca las escribiremos asi, al igual que no nos preocupamos por
el hecho de que cualquier afirmacién que hace normalmente un matemético seria
practicamente ilegible si la presentaramos sustituyendo en ella por sus defini-
ciones todos los conceptos definidos.

Al igual que un matematico define unos conceptos a partir de otros pre-
viamente definidos, a nadie se le ocurriria definir la multiplicacién de ntimeros
naturales como

- = pckppS0S0kSpSSS0SSS0pSSS0SSS0pS0SSS0.

En su lugar (y a falta de simplificaciones adicionales que veremos posterior-
mente), lo que hacemos es definir primero la suma y luego el producto, as:

+ = p(p%aﬁ(svpg)» : = p(cﬂ%(—’—apgap?)L
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con lo que tenemos expresiones facilmente analizables. Lo importante es que, a
partir de ahora, cuando escribimos “-”, no estamos escribiendo una manchita de
tinta que arbitrariamente hemos elegido para nombrar el producto de ntimeros
naturales, sino que nos referimos a una cadena de signos de L, perfectamente
determinada (aunque nadie esté interesado en verla “al natural”) que forma parte
de una “formulacién general” que nos permite relacionar sistematicamente dicha
multiplicacién con otras funciones que podemos definir a partir de ella. =

Ejemplo Vamos a analizar esta definicion: f = p(x(S, ¢), (-, p3, p3)). Se trata
de un funtor que nombra la funcion F' = F(f) definida por recursion a partir de
las funciones ¢; = F(k(S,¢)) y H = F(x(-, p3,p3)). La primera viene dada por

ci(n) = F(S)(F(co)(n)) = F(5)(0) =1,
mientras que la segunda es
H(m,n,r) = -(p3(m,n,r),pi(m,n,r)) = r-m.
Por lo tanto:
F(m,0)=1,  F(m,n+1) = H(m,n,F(m,n)) = F(m,n) - m.

Sabemos que hay una tnica funcién que cumple estas dos propiedades y, a
poca aritmética que sepa el lector, sabra que las cumple la funcién exponencial
F(m,n) =m", pues, en efecto:

mozl7 m =m"-m.

En particular vemos que la exponenciacion de nimeros naturales es una funcion
recursiva primitiva. m

Variables Llegados a este punto, ya tenemos una “nomenclatura” para todos
los ntimeros naturales y para todas las funciones recursivas primitivas. Cada
numeral nombra un ntimero natural y cada funtor nombra una funcién recursiva
primitiva, de modo que, viendo el numeral o el funtor, podemos saber qué
nimero o qué funcién nombra. El paso siguiente es definir cadenas de signos de
L.rp que se puedan interpretar como afirmaciones sobre los niimeros naturales
y las funciones recursivas primitivas. Para que podamos expresar propiedades
como que

z-(y+z)=z-y+z-z

necesitamos introducir “variables”; es decir, cadenas z,y, z que hagan referen-
cia, no a numeros naturales concretos, como sucede con los numerales, sino a
nimeros arbitrarios. Recordemos que el séptimo signo de L,;, es un signo x
que todavia no hemos usado para nada:
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Definicién 1.4 Llamaremos variables a las cadenas de signos de £,,p, formadas
por el signo z seguido de un numeral, es decir:

o =20, x1 =250, x0=x550, z3=x5550,

Diremos que z; es la variable de indice i. Sin embargo, veremos que, cuando
consideremos variables, nunca seréa relevante cuéles son sus indices, por lo que
usaremos letras arbitrarias: x,y, z,x1, T2, ... para referirnos a variables cuales-
quiera, sin que nunca vaya a importar cuéles son concretamente.

En principio, si estamos llamando x e y a dos variables, puede darse el caso
de que x = vy, es decir, de que ambas sean la misma variable. No obstante,
para evitar constantes precisiones, entenderemos que si estamos hablando de
variables con nombres diferentes, se tratarid de variables distintas, salvo que
explicitamente indiquemos que podrian ser la misma. L]

Términos Ahora ya podemos definir las cadenas de signos més generales que
nombraran ntimeros naturales en nuestro lenguaje. Damos directamente la de-
finicién formal en términos de sucesiones, analoga a la que hemos dado para los
funtores:

Definicién 1.5 Un término de Larp es una cadena de signos ¢ tal que exista
una sucesion tq,...,t. de cadenas de signos de modo que t,. =t y, para cada i,
se cumple uno de los casos siguientes:

2. t; es una variable.

3.t = f(tj,,...,t5,) = ftj,,...,t;,, donde f es un funtor n-adico de Lurp
YV J1,- -+, Jn < ¢ son indices anteriores de la sucesion.

En la practica, lo que realmente importa es que todo término ¢ de L,,p, se
encuentra en uno de los casos siguientes:

1. t=0.
2. t es una variable.

3. t= f(t1,...,tn) = ft1---ty, donde f es un funtor n-adico y t1,...,t, son
otros términos.

En otras palabras, los términos son las expresiones que se obtienen aplicando
funtores al 0 y a las variables. En particular, todos los numerales —que resultan
de aplicar el funtor S al 0— son términos.

Nota Como en el caso de los funtores, hay que senalar que los términos los
definimos como meras yuxtaposiciones de funtores y términos, sin que sean nece-
sarios paréntesis y comas (ajenos al lenguaje La,p) para determinar la estructura
de un término.
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Por ejemplo, si nos encontramos con:
t = ppS0S0kSPSSS05550Sz0xS0,

ya hemos visto que podemos concluir que el principio de esta cadena de signos
es el funtor + = p(p}, (S, p3)), de modo que tenemos

t = +(Sx0xS50,

como la cadena empieza por un funtor diddico, para ser un término tiene que
continuar con dos términos yuxtapuestos. El primero de dichos términos em-
pieza por S, que es un funtor monédico, luego a continuacién debe ir un término
que complete el primer sumando, y luego el segundo sumando. Tras S encon-
tramos x, luego el término que completa el primer sumando tiene que ser una
variable, para lo cual es preciso que siga un numeral. Vemos que sigue el nume-
ral 0, luego tenemos
t = +(Sxo, zS0.

El segundo sumando empieza por z, luego tiene que ser otra variable, para
lo cual la = debe ir seguida de un numeral. En efecto, vemos que le sigue el
numeral S0, por lo que llegamos a que la cadena de signos dada es el término

t= +(S$0,.’E1) = (Sl’) + Y,

donde hemos introducido un tltimo convenio de notaciéon por el que, escribire-
mos t; + 12 = +(t1,t2).

El lector puede comprobar que, en general, es posible programar un ordena-
dor para que, dada una cadena de signos, determine si es 0 no un término y, en
caso afirmativo, cudl es su estructura, a pesar de que en £,,, no haya paréntesis
ni comas. m

Podemos introducir todos los convenios que consideremos oportunos para
agilizar la lectura y la escritura de términos. Por ejemplo, igual que acabamos
de convenir que t; + to = +(t1,t2), podemos convenir que t; - to = -(t1,t2)
(e incluso podemos escribir t1t5 cuando la omision del punto no dé lugar a
confusion).

Antes hemos visto que el funtor f = p(x(S,¢), k(-, p3, p})) denota la expo-
nenciacion de nimeros naturales, y ahora podemos introducir el convenio de
notacion t? = f(t1,t2), con lo que podemos considerar términos como

(@+y)?% (2 +y?) +2ay).
En principio, los paréntesis son necesarios, pues, por ejemplo,
(2% +9%) + 2(zy) = +(+(2*, %), -(2,29)),

2 + (y* + (22)y) = +(2%, +(y% - (22,9)))

son términos distintos.



16 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

Sin embargo, el lector interpretara de forma espontanea ambos términos
como “el numero que resulta de multiplicar x por sf{ mismo, sumarle el producto
de y por si mismo y luego sumarle el doble del producto de x por y”, por lo que,
aunque no sean el mismo término, “deberian ser iguales”. Ahora vamos a definir
con precision en qué consiste esto de “interpretar términos”.

Definicion 1.6 Una wvaloracion es un criterio v que asigna a cada variable x
de L,;p un nimero natural v(z). Diremos que ¢ denota un nimero natural N
respecto de una valoraciéon v si, dada una sucesiéon tq,...,t, de términos en
las condiciones de la definicién 1.5, existe una sucesion Ny, ..., N, de ntimeros
naturales tal que N, = N y, para cada i, se cumpla:

1. Sit; =0, entonces N; = 0.
2. Si t; es una variable, entonces N; = v(t;).

3. Sit; = f(ty,,...,¢j,), entonces N; = F(f)(Ny,,...,Nj,).

Es facil concluir entonces, como en el caso de la funcién denotada por un
funtor, que para cada término ¢ y cada valoracién v de sus variables, existe un

nico nimero natural denotado por t respecto de v, y lo representaremos por
N(t)[v].

En la practica basta tener en cuenta que la definicién anterior implica los
hechos siguientes:

1. N(0)[v] = 0.
2. Si x es una variable, N (x)[v] = v(x).
3. N(f(tr, -5 tn))[v] = F(A)N(E)[V], .., N(tn)[0])-

También es facil concluir que N(t)[v] depende a lo sumo de los valores que
toma v sobre las variables que de hecho aparecen en ¢, por lo que, a la hora de
calcular el nimero denotado por un término, basta asignar un valor a cada una
de las variables que aparecen en él. En particular, si ¢ no tiene variables, no es
necesaria ninguna valoracion y escribiremos simplemente N (t).

Uniendo que N(0) = 0 con que N(St)[v] es el siguiente del nimero natural
N(t)[v], una simple induccién prueba que el ntimero natural denotado por un
numeral es precisamente el niimero natural que nombra —o, mejor dicho, el ni-
mero natural que pretendiamos que nombrara, ya que es ahora cuando estamos
definiendo realmente el niimero natural denotado por un numeral—. Asi pues:

N(0)=0, N(S0)=1, N(SS0)=2, N(SS50)=3,
Por ejemplo, fijada una valoracién v, tenemos que

N((@* +y?) + 2(zy) o] = N(2® +y*)[v] + N (2(xy))[v],
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donde hemos usado que F'(+) es la suma de ntumeros naturales. Por la misma
razon, este nimero es

N(@*)[] + N(y*)[v] + N(2(zy))[v].

Ahora usamos que F(-) es el producto de niimeros naturales y que F(()0) es la
exponenciacion, con lo que el niimero denotado por el término es

N(@)[v]* + N(y)*[v] + N@)[v] - N(@)[v] - N(y)[o].

Por altimo, usando que N(2)[v] = 2 y que N(z)[v] = v(z), N(y)[v] = v(y),
llegamos a que

N((2* + %) + 2(zy) o] = v(2)® + v(y)* + 2v(z)o(y).

En definitiva, aplicando la definiciéon de denotacién llegamos a que el término
(2% + 3?) + 2(zy) denota el niimero que a simple vista entendiamos que deno-
taba. En otras palabras, la definicion de “denotacién” que hemos dado no hace
sino capturar lo que entendemos normalmente cuando leemos una expresion
matematica. L]

Foérmulas Hasta aqui hemos estudiado las cadenas de signos que nombran
nameros naturales (los términos, al menos cuando se asignan valores a sus va-
riables) y funciones (los funtores). Finalmente estamos en condiciones de definir
cadenas de signos que expresen afirmaciones sobre los nimeros naturales del es-
tilo de
(x +y)? = (2 +y°) + 2(xy).

Para ello metemos en juego al dltimo signo de L,,p, €l que representamos por
“="y al que llamaremos igualador:

Definicién 1.7 Una férmula del lenguaje £, es una cadena de signos de la
forma

tl = t2 = = tltg.
Los términos 1 y to se llaman miembros de la formula. Llamaremos expresiones

a las cadenas de signos que son términos o formulas.

Asi, “técnicamente”, todas las formulas empiezan por el igualador, aunque
en la préctica las nombraremos en la forma que se indica a la izquierda, con el
igualador entre los dos miembros.

Notemos que los dos términos de los que consta una férmula estan univoca-
mente determinados, aunque estén yuxtapuestos, pues ya hemos senalado que
si una cadena de signos t1ts es la yuxtaposiciéon de dos términos, siempre es
posible determinar univocamente dénde termina el primero y dénde empieza el
segundo.

Vemos que la cadena de signos
(z +y)* = (z* +y%) + 2(ay)

es ciertamente una férmula de Lg;p.
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Si a = (t1 = t2) es una formula y v es una valoracion, diremos que « es
satisfecha respecto a v, y lo representaremos por F afv], si se cumple

N(t)[v] = N(t2)[v],

es decir, si los dos miembros denotan el mismo ntmero natural cuando sus
variables se interpretan segtin v. Notemos que esto sélo depende de cémo actia v
sobre las variables que estéan en a.

Por ejemplo, si a« = Sz = 5, es claro que F (Sz = 5)[v] equivale a que
v(xz) +1 =75, luego también a que v(z) = 4.

Diremos que una férmula « es verdadera si es satisfecha respecto de todas
las valoraciones, y es falsa si no es satisfecha respecto de ninguna valoracion.
Usaremos la notacion F « para indicar que una férmula es verdadera.

Nota En este punto es esencial tener presente que el hecho de que una for-
mula «, digamos con variables x1,...,z,, sea satisfecha o no por una valora-
cion v depende tnicamente de los valores v(z1),...,v(x,). Esto es importante
porque podemos enumerar explicitamente todas las sucesiones de n ntmeros
naturales vy, ..., V,.

Mas precisamente, si « no tiene variables, entonces sera verdadera o falsa
segin si es satisfecha o no por una valoracion cualquiera (aunque esta serd del
todo irrelevante), mientras que si tiene n > 0 variables, podemos programar a
un ordenador para que nos proporcione una lista de todas las sucesiones s, =
(vf,...,vF) de n nimeros naturales. Por ejemplo, para n = 3 una enumeracion
posible es

S0 = (07070)7 S1 = (1a0a0)7 S2 = (0,1,0), 53 = (070a1)a
S4 = (2,0,0), S5 = (1,1,0), S — (0,2,0), S7 = (1,0,1),
S8 = (07171)7 S9 = (0a052)7 S10 = (37070)a S11 = (271a0)7
El criterio es enumerar primero todas las sucesiones que cumplen la relaciéon
v1+v2+v3 = 0 (y solo hay una, sp), luego todas las que cumplen v +vo+v3 =1
(v hay tres), luego las que cumplen vy + vo + v3 = 2 (hay seis), luego las que
cumplen vy + vo + v3 = 3, etc. Las sucesiones de cada grupo estan ordenadas

lexicograficamente (se compara primero el Gltimo namero, en caso de empate se
compara el pentltimo, etc.).

De este modo, que una férmula « con variables x1,x2,x3 sea verdadera
significa que es satisfecha cuando v(z1) = 0,v(x3) = 0,v(x3) = 0 (el caso
correspondiente a sg), y también cuando v(z1) = 1,v(x2) = 0,v(xzz) = 0 (el
caso correspondiente a s1), y también cuando v(z1) = 0,v(z2) = 1,v(z3) = 0
(el caso correspondiente a s9) y en general cuando las variables toman los valores
determinados por la sucesién s, para todo k.

Mas atn, podemos programar al ordenador para que, ademas de ir calcu-
lando las sucesiones s, vaya comprobando si « es satisfecha cuando sus variables
se interpretan segin s. En estos términos, la formula « sera verdadera si el or-
denador no encuentra nunca ninguna sucesion sy con la que « no sea satisfecha.
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Por supuesto, aunque pongamos al ordenador a calcular y veamos que va
obteniendo que « es satisfecha con todas las sucesiones que va calculando, en
principio no tenemos forma de saber si al cabo de un tiempo encontrara una
sucesion para la cual deje de ser asi, o si jamas podria darse el caso, es decir, no
tenemos garantias de que podamos averiguar si una férmula es o no verdadera,
pero lo importante es que sabemos lo que significa que a es verdadera (tanto si
lo podemos comprobar o no). m

Conviene destacar también el matiz que hemos introducido al distinguir entre
verdad y satisfaccidén: un matemético consideraria natural decir que la férmula
Sx = 5 es verdadera cuando x = 4 y falsa en otro caso, pero nosotros diremos
que la formula es satisfecha cuando asignamos a x el valor v(z) = 4 y no es
satisfecha en caso contrario, pero la férmula no es ni verdadera ni falsa.

En la practica, una féormula es verdadera si lo que se entiende al leerla es
verdad (para cualquier interpretacion de las variables). Por ejemplo, la formula

(z+y)* = (2 + %) + 2(zy)

es verdadera, pero no hace falta recurrir a las definiciones de denotaciéon y verdad
para comprobarlo, pues a simple vista se ve que lo que afirma es que, para toda
valoracién v, se cumple

(v(@) +v(y))* = v(@)® + v(y)* + 2u(z)v(y),

y eso es cierto. -

Definiciones de funtores Hasta ahora hemos asociado a cada funtor un sig-
nificado (la funcién que denota), pero eso es algo ajeno al propio lenguaje Larp,
en el sentido de que las afirmaciones del tipo “el funtor tal denota tal funcion”
no son férmulas de L,,p. Ahora estamos en condiciones de expresar la definicién
de cada funtor de £, distinto de S mediante formulas adecuadas de £,;p.

Definicién 1.8 A cada funtor de L,y distinto de S le vamos a asignar una
o dos formulas de La,, a las que llamaremos su definicion (o las formulas que
definen el funtor). Concretamente:

e La definicion del funtor ¢ es la formula? ¢(z) = 0.
e La definicion del funtor p}} es la formula® PRz, ..., Tpn) = Tp.

e La definicién de un funtor f = k(h,g1,...,gm), donde h es m-adico y los
g; son n-adicos, es la formula

flxr, ..o zn) =h(g1(z1, .o 2n), oo oy gm (1, - oy Tp)).

2Podriamos especificar qué variable en particular es x, pero veremos que sera irrelevante.
3Con el convenio de que nombres distintos nombran a variables distintas.
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e La definicion de un funtor f = p(g, h) son las formulas
flze,...,2,,0) =g(21,...,20),
f(xlﬂ ceoy L,y Sx’n+1) = h(xla ey Ty Tn4-1, f(x17 e axn7xn+1))~

Es inmediato que las formulas que definen los funtores son verdaderas por
la propia definicion de la funcién denotada por un funtor y de la verdad de una
formula.

Observemos que no es posible dar una definicion del funtor S, pues el hecho
de que Sz sea el namero natural siguiente a = no puede expresarse en términos
més elementales.

En la practica, a partir de la definicién de un funtor es facil determinar de
qué funtor estamos hablando, por lo que en realidad nunca definiremos funtores
usando K o p, sino a través de las férmulas que los definen en £,,,. Por ejemplo,
en lugar de presentar la suma como + =  p(p}, (S, p3)), diremos simplemente
que + es el funtor definido por las ecuaciones

m+0 = m
m+Sn = S(m+n).
A partir de ellas es claro que estamos definiendo un funtor diddico de la

forma p(g,h), donde necesariamente g(m) = m, luego tiene que ser g = pi, y
h(m,n,r) = Sr, luego tiene que ser h = k(S,p3).

Similarmente, el producto puede definirse como el tnico funtor que cumple
m-0 = 0
m-Sn = m-n+m.
Nuevamente, esto implica que el funtor definido tiene que ser un funtor

diadico de la forma p(g,h), donde g(m) = 0, luego tiene que ser ¢ = ¢, y
h(m,n,r) =17+ m, luego h = k(+,p3,p}), lo que nos lleva a

C= p(cﬂ H(+ap§api)))'

Sustitucion Necesitamos describir una manipulacion elemental que podemos
llevar a cabo con las expresiones de L. Si tenemos, por ejemplo, una férmula
como

@+y)lety) =(@-z+2-(z-y)+y- v,
a partir de ella podemos construir la formula que resulta de sustituir una de sus

variables, por ejemplo la y, por un término cualquiera, por ejemplo, t = 3 - z.
El resultado es

S (e +y)(e+y) =@ z+2-(x-y)+y -y =
(+@-2)(z+@B-2)=(@-z+2-(2-(3-2))+(3-2)-(3-2).

En general:
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Definicién 1.9 Si § es una expresion de Larp,  es una variable y ¢ es un
término, llamaremos sustitucion de x por t en 0, y la representaremos por S%6,
a la expresion que resulta de sustituir cada apariciéon de la variable x en 6 por
el término t.

Observemos que SL es ciertamente una expresion (y, mas precisamente,
es un término o una féormula segin lo sea 6). Esto se pone de manifiesto si
expresamos la sustitucion en términos de la estructura de 6:

1. Sto=0,

t six=y
2. Sty = ’ .
Szy { Yy en caso contrario,

3. 8Lf(t1,...,tn) = f(SLtr,...,SLty),
4. 8t (t; =t2) = Sty = Stits.
Si v es una valoracion, x es una variable y n es un nimero natural, llamare-

mos vy a la valoracién que coincide con v salvo por que a x le asigna el valor n.
Entonces:

Teorema 1.10 El término Stt' denota, respecto de una valoracion v, el mismo

nimero natural que t' denota respecto de la valoracion viv(t)[v]. Equivalente-

mente:
N(st)[o] = N(t)[uy WM.
Si a es una formula, se cumple F Stalv] si y sdlo si E oz[viv(t)[v]].
Esto significa que el significado de SLt' o de SLa es el significado de ¢’ o «
cuando la variable x se interpreta con el significado de t.

DEMOSTRACION: Sit’ = 0 se cumple la igualdad:

N(SL0)[v] = N(O)[v] =0,  N(0)[uY®l]] =0.

Si t’ es una variable distinta de = también:

NSyl = N(t)[],  N(t)[ey O] = N(t)[o].
Si t' = x entonces

N(spo)lo] = N@)[],  N()[oy O] = N(#)[o].

Si el resultado fuera falso, podriamos tomar un término t' que lo incum-
pla de longitud minima. Segtin acabamos de ver, no puede ser que t’ sea 0 o
una variable, luego t' = f(ty,...,t,), para ciertos términos ¢; que cumplen la
conclusiéon por la minimalidad de ¢'. Entonces

N(S;f(tlv s 7tn))[’l)] = N(f(stztla BRRE) Sitn))[v] =
NN (S5t)[p], - N(Shta)[0]) = N(F) (N () o OF] L N () [l OF]) =
N(f(trseoo s ta) o DM,

con lo que t' también cumple el resultado y tenemos una contradiccion.
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Si a =t =1t", entonces F SLafv] equivale a
N(syt)] = N(s5t")[v],
que a su vez equivale a N(t’)[viv(t)[v]] = N(t”)[viv(t)[v}], y esto a su vez equivale
akE a[v_iv(t)[v]]. u
Asi pues, SLa dice de t lo que « dice de x.

Una notacion muy practica consiste en escribir 6(x1, . . ., z,) para referirnos a
una expresion ¢, donde x4, ..., x, son variables cualesquiera, que pueden estar o
no en 6, y luego entender que 0(t1, . ..,t,) es la expresion que resulta de sustituir
cada variable x; por el término ¢;. Pero aqui hay un problema técnico que obliga
a adoptar la definicion siguiente:

O(t1,... ty) =S}} ---SinS¥l ... 8Un g,

donde 1, ...,y, son variables cualesquiera que no estén en ty,...,%t,, ni en 6,
nien xq,...,Ty.
Para entender por qué es necesario introducir las variables y, ..., ¥y, consi-

deremos (z,y) = x = y. Por ejemplo, queremos que
0(S0,z+y)=S0=2x+y,
pero si hubiéramos definido
0(S0,z + y) = s3°87 10,
tendriamos que
0(S0,2+y) =Sz =2 +y) =50=50+y,

que no es lo que queremos.
En cambio, con la definicién que hemos dado:

0(S0,2 + y) = 8,085 1V8YI8Y2 (x = y) = 85087 VSY (v = 1)

=S008T (i =y2) =80 =a+y) = S0 =z +y,
como debe ser. Vemos asi que al introducir las variables auxiliares yi,...,yn

(que luego se eliminan) evitamos que algin t; pase a ocupar el lugar que x;
ocupa en algin término ¢; sustituido previamente.

Consideraciones finales Con esto tenemos ya convenientemente descrito el
lenguaje L,rp. Ahora podemos ver

VT =gV . 2*

y pensar que es una afirmaciéon valida para tres nameros naturales arbitrarios,
pero al mismo tiempo afirmar que no es mas que una cadena de signos de Larp
que podemos manipular formalmente sin tener nunca en cuenta que significa
algo.
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Mientras al razonar intuitivamente tenemos que cerciorarnos de que nunca
decimos algo que no tenga un significado preciso, esta precauciéon sobra cuando
expresamos un hecho a través de una férmula de £,,,, pues cada férmula de
L,rp tiene siempre un tnico significado posible.

El lector también debe reflexionar sobre como hemos definido los conceptos
de “numeral”, “funtor”, “termino”, “férmula”, etc. sin hacer referencia para nada
a su significado a pesar de que hemos asignado un significado a cada numeral,
a cada funtor, a cada término y a cada formula. Esto puede resultar anecdotico
en este momento, pero el hecho de que podamos trabajar con lenguajes forma-
les prescindiendo completamente del posible significado de sus términos y sus
formulas se vuelve esencial cuando se trata de disenar lenguajes formales para
hablar sobre conceptos abstractos a los que no podemos asignarles un significado
intuitivo preciso. n

1.2 Demostraciones en ARP

Hemos visto que cada funtor de ARP distinto de S admite una definicion en
ARP, es decir, que existen unas formulas de ARP (una sola formula, salvo en
el caso de los funtores definidos por recursion, que requieren dos) que expresan
en L, el significado del funtor que definen. Sin embargo, hay tres signos de
ARP a los que hemos asignado un significado muy concreto, pero que no hemos
expresado —ni se puede expresar— en términos de formulas de £,;p. Se trata de
los signos 0, 5, =. No podemos expresar mediante una formula de L., qué es el
0, ni qué es el siguiente de un nimero natural, ni qué es “ser igual”, ni tampoco
que, en una formula, x significa “para todo ntiimero natural z” . En vez de tratar
de definirlos, vamos a dar unas reglas de razonamiento que nos permitan afirmar
cosas que involucren estos signos sin necesidad de una definicién.

Diremos que una férmula o de ARP es consecuencia ldgica de una o varias
formulas aq,...,a, de ARP si alguna de las formulas «; es falsa o bien a es
verdadera. Lo expresaremos asi:

Aly...,0p
o
Alternativamente, al afirmar que « es consecuencia de aq, ..., a, estamos
afirmando que, si a, ..., «q, son verdaderas, o también tiene que serlo.

He aqui la regla de razonamiento que expresa formalmente nuestro convenio
de considerar que las variables hacen referencia a nimeros naturales arbitrarios.
La llamaremos primera regla de sustitucion y podemos expresarla asi:

o
ot
S, a

(S1)

0, mas explicitamente, asi:

S1 = S2

(S1)

t — at
Swsl = SwSQ
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Esto significa que si una formula « (que contiene la variable z o, de lo
contrario la conclusion es la propia «) es verdadera, también lo es la férmula
que resulta de sustituir el nimero natural genérico x por cualquier término ¢
(que si « vale para todo x en particular vale para x = t). Un caso particular es,
por ejemplo,

x+Sy=5S(x+vy)
xr+1=5S(x+0)

donde hemos usado que S0 = 1.

Vamos a razonar que, en efecto, si se cumple F s; = so, necesariamente se
cumple también F St s; = St s,.

Esto significa que, para cualquier valoracion v, tiene que cumplirse
E (Sts; = Skso)[v],
y, por el teorema 1.10, esto equivale a que

F (s1 = so)[v) (D1,

y esto se sigue de que F s; = s, pues entonces la formula s; = so es satisfecha

N

por cualquier valoracién, en particular por la valoracion vy L]

Ahora presentamos dos reglas de inferencia que expresan el significado del
igualador. Son la sequnda regla de sustitucion y la regla de transitividad:

ty =to ty =to ty =t3

(T)

Shis =8lizs ty =t3

(S2)

La segunda regla de sustitucion expresa que si dos términos son iguales,
cualquier célculo s que hagamos con x = t; dara el mismo resultado que si lo
hacemos con x = t5. Por ejemplo:

r+0==x
Sz +0) =Sz

Para probar la validez de esta regla hemos de probar que, si F t; = to,
necesariamente F S{1s = Sf2s. Para ello tomamos una valoraciéon v y tenemos
que probar que

N (s} s)[v] = N(s2s)[v],

pero al estudiar la sustituciéon hemos probado que esto equivale a
N(s) o 1) = N (5)[p 1),

pero la hipdtesis E ¢, = ¢ implica que N(¢1)[v] = N(t2)[v], luego en efecto
tenemos la igualdad requerida. L]
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El significado de la regla de transitividad es obvio. Por ejemplo:

S(x+0)=x+1 S(x+0) =Sz
r+1=>95x%

La prueba de su validez es trivial: si F t; = t3 y F t; = t3, entonces, para
toda valoracion v, se cumple que N(t1)[v] = N(t2)[v], y N(t1)[v] = N(¢3)[v],
luego también N (t2)[v] = N(t3)[v], y esto significa que E t5 = t3. "

Veremos que estas dos reglas de inferencia son suficientes para que podamos
“olvidar” que el igualador = se interpreta como “es igual a” y, pese a ello, po-
damos razonar pasando de unas formulas a otras mediante reglas de inferencia,
pero antes vamos a analizar una cuarta regla que nos permitira “olvidar” tam-
bién el significado de 0 y del funtor S. Se trata de una regla que expresa el
principio de induccién:

51(0) = 52(0)  s1(Sz) = h(@, s1(x))  52(5x) = h(z, s2())

s1(z) = s2(z)

(1o)

Mas precisamente, la regla afirma que si dos términos coinciden en z =0 y
los valores de s1(Sz) y s2(Sxz) se pueden calcular a partir de z y s1(z) o z y
sa(x), respectivamente mediante un mismo célculo representado por el término
h, entonces s1(x) = s2(x) para cualquier valor de z. Un caso particular serfa:

(z4+y)+0=24+@y+0) (z+y)+Sz2=8S(z+y)+2) z+(y+52) =S+ (y+2)
(z+ty)+z=z+(y+2)

En efecto, supongamos que queremos probar que la formula
(r+y)+z=a+y+2)

es verdadera. Admitiendo la validez de la regla de induccion, basta razonar que
es verdadera cuando z = 0 (la primera premisa), y que (x+y)+Szy z+(y+52)
pueden calcularse, respectivamente, a partir de (z+y)+z y + (y+z) mediante
el mismo calculo (en este caso, pasando al siguiente, como afirman las otras dos
premisas).

Vamos a justificar que esta regla es valida en general. Para ello suponemos
FSVsi =8)ss, FSY%s1=80'h, ES"sy =8h
y tenemos que razonar que F s; = So.
Fijamos una valoracién v y tenemos que probar que
N(s1)[v] = N(s2)[v].

Vamos a ver que, para todo n, se cumple N(s1)[v?] = N(s2)[vZ], con lo que

para n = v(z) tendremos la conclusion. La primera premisa nos da que

N(sgs1)[v] = N(Sgs2)[v],
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lo que, por 1.10, equivale a que

N(s1)[vg] = N(s2)[v3],

x

Ahora supongamos que

N(s1)[vz] = N(s2)[vy].

x

La segunda premisa nos da que

N(87%s1)[vg] = N(s3 h)[v],

x

lo que equivale a
N(s0) ol D02 = N () [plN 02,

pero N(Sz)[v?] = N(x)[v}] +1=0v2(z) + 1 =n+ 1, luego tenemos

T

N(s)lz™] = N(fry "),

x

Igualmente, de la tercera premisa llegamos a

N(so)[ez™) = N(fersy V1),

x

Teniendo en cuenta la hipétesis de induccién, concluimos que
N (s1)[v] = N(s2)[v],

como habia que probar. n

Ahora estamos en condiciones de dar una definicion de “razonamiento en
ARP” puramente formal, es decir, que no dependa para nada del significado de
las férmulas que intervengan en el razonamiento. Para ello nos basaremos en la
definicion siguiente:

Reglas de inferencia Llamaremos reglas de inferencia (primitivas) de la
Aritmética Recursiva Primitiva a los cuatro criterios siguientes, que definen
cuédndo una formula de ARP es consecuencia inmediata de otra u otras formu-
las dadas:

= SQ(SC) tl = tg T tl = tQ tl = tg
== D =

Aqui s(z), s1(x), s2(x), t, t1, ta, t3 ¥y h(x,y) son términos arbitrarios.
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Acabamos de probar que las reglas de inferencia de ARP son reglas de in-
ferencia logicas, en el sentido de que sus conclusiones son necesariamente ver-
daderas cuando lo son sus premisas, pero eso es algo que podemos “olvidar”.
Lo tnico que acabamos de hacer es tomar como definicion que una férmula de
tipo $1(t) = s2(t) es —por definiciobn— consecuencia inmediata en ARP de la
premisa s1(z) = so(2), y lo mismo en los otros tres casos. Lo que aqui es crucial
es que, para determinar si una féormula dada es o no consecuencia inmediata en
ARP de otras formulas dadas no es necesario investigar si éstas son verdaderas
o falsas (o nada), sino que es suficiente comprobar si su estructura sintéctica
encaja o no con una de las cuatro reglas anteriores.

Definicion 1.11 Llamaremos aziomas de la Aritmética Recursiva Primitiva a
las formulas descritas en la definicion 1.8, que definen a los funtores de ARP
distintos de S.

Si I' es un conjunto de féormulas de ARP, una deduccion en ARP con T’
como conjunto de premisas es una sucesion as,...,a, de formulas de ARP
tales que cada una de ellas sea, o bien un axioma, o bien una premisa, o bien
sea consecuencia inmediata de férmulas anteriores de la sucesion.

Una demostracion en ARP es una deduccion sin premisas.

Diremos que una férmula « es una consecuencia en ARP de unas premisas
Qai, ..., 0, siexiste una deducciéon con dichas premisas cuya ultima linea es a.
Lo expresaremos asf:

al,...,0, F o«
9 ) nARP

o también asi:

A cualquier resultado de este tipo lo llamaremos regla de inferencia derivada
en ARP con las premisas y la conclusion indicadas.

Una formula « es un teorema de ARP si existe una demostracion en ARP
que tenga a o como ultima linea. Lo expresaremos asi: AI— Q.
RP

Es claro que en una deducciéon en ARP podemos incluir cualquier formula o
que sea consecuencia en ARP de formulas anteriores de la deduccion, aunque no
sea una consecuencia inmediata, pues siempre podriamos extender la deducciéon
intercalando las formulas que justifican que « se deduce de tales formulas an-
teriores. En particular, en toda deduccion (o demostracion) en ARP se pueden
incluir teoremas ya demostrados sin necesidad de repetir cada vez su demostra-
cion.

Enseguida veremos ejemplos que ilustren todos estos conceptos, pero con-
viene senalar que con esto hemos completado la definicién de la Aritmética
Recursiva Primitiva. Si el lector se pregunta qué es, concretamente, ARP, la res-
puesta es que no es nada en particular. Simplemente, podriamos haber definido
otro lenguaje formal con otras caracteristicas, o haber tomado otros axiomas u
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otras reglas de inferencia primitivas, y en tal caso tendriamos otros conceptos
distintos de lo que es un teorema, etc. Cuando realizamos deducciones en el
lenguaje de ARP, a partir de los axiomas de ARP y usando las reglas de infe-
rencia de ARP estamos razonando (formalmente) en ARP, por oposicion a lo
que sucederia si usaramos otro lenguaje formal, otros axiomas u otras reglas de
inferencia, y eso es ARP.

El teorema de correccion De acuerdo con las definiciones que hemos dado,
el hecho de que una sucesion de cadenas de signos de ARP sea o no una deducciéon
(o una demostracion) en ARP depende tnicamente de la forma de esas cadenas,
es decir, de la forma en que se disponen sus signos, cosa que puede comprobar
un ordenador sin méas que ir analizando dichos signos sin necesidad de investigar
en ningin momento si las cadenas en cuestiéon son o no férmulas verdaderas.
Dicho con otras palabras, uno puede comprobar que un razonamiento en ARP
es correcto sin necesidad de entender ninguna de las formulas que aparecen en
él. Solo tiene que comprobar si estan en la lista de axiomas o premisas o si
cuadran con alguna de las cuatro reglas de inferencia primitivas.

Con esto hemos desvinculado completamente la nocién de “razonamiento” de
la nocién de “verdad”. No obstante, por otra parte hemos razonado que todos los
axiomas de ARP son féormulas verdaderas y que las cuatro reglas de inferencia
primitivas son légicamente validas, es decir, que sus conclusiones son verdaderas
siempre que sus premisas lo son. Esto vuelve inmediato el teorema siguiente:

Teorema 1.12 (Teorema de correcciéon) La conclusion de una deduccion
en ARP es necesariamente una formula verdadera si sus premisas lo son. En
particular, todos los teoremas de ARP son formulas verdaderas.

DEMOSTRACION: Si ag, ..., q, es una deduccion en ARP, podemos razonar
que cada «; es una formula verdadera, luego en particular lo sera su conclu-
sién a,. En efecto, en caso contrario podriamos considerar el menor indice 7 tal
que «; no fuera verdadera, pero entonces a; no puede ser una premisa (porque
estamos suponiendo que las premisas son verdaderas), ni tampoco un axioma
(porque hemos razonado que todos los axiomas son verdaderos), luego «; tiene
que ser consecuencia inmediata de formulas anteriores de la deduccion. Pero,
por la minimalidad de i, dichas formulas tienen que ser verdaderas, y sabemos
que las conclusiones de las reglas de inferencia son verdaderas cuando sus pre-
misas lo son, por lo que «; también tiene que ser verdadera, y asi tenemos una
contradiccion. "

Asi pues, aunque al razonar en ARP no necesitamos preocuparnos de si las
formulas que consideramos son verdaderas o falsas (o nada), lo cierto es que
tenemos la garantia de que todos los teoremas que demostremos seran férmulas
verdaderas sobre la aritmética de los niimeros naturales.

Teoremas y metateoremas Conviene observar en este punto que estamos
usando la palabra “teorema” en dos sentidos distintos. Por una parte, hemos
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definido un teorema de ARP como una férmula de £a,p demostrable sin premi-
sas, mientras que el teorema de correccién, o el mas modesto teorema 1.10, no
son teoremas en este sentido, no son férmulas de £,,, demostrables a partir de
los axiomas de ARP mediante las reglas de inferencia de ARP.

Por el contrario, el teorema de correcciéon es lo que se suele llamar también
un metateorema, es decir un teorema sobre una teoria formal, y en este caso
es una afirmacion enunciada en castellano (ampliado con una jerga técnica) y
demostrada informalmente, es decir, que, para convencerse de que la demostra-
cion es correcta, el lector no puede buscar axiomas ni aplicaciones de reglas de
inferencia, sino que meramente tiene que convencerse de que cada cosa que se
dice tiene un significado preciso y es verdad.

Maés precisamente, la demostraciéon del teorema de correccién es un argu-
mento genérico y el lector tiene que convencerse de que serd aplicable siempre
que tengamos ante nosotros una demostracion concreta en ARP. Esta constara
de una sucesion de férmulas y la prueba del teorema nos dice qué tenemos que
hacer para convencernos de que cada una de ellas sera verdadera, y la clave es
que lo que nos dice que tenemos que hacer es algo que siempre se puede hacer,
y de ahi la universalidad de su conclusion.

Por supuesto, 1.10 y el teorema de correccién no son, ni mucho menos,
los tinicos metateoremas que hemos demostrado hasta ahora, sino que todas
las afirmaciones que hemos hecho sobre ARP lo son, aunque no las hayamos
destacado tanto, como que la sustituciéon de una variable por un término en una
férmula es una férmula, ete.

El teorema de correccién ilustra también que la légica matemaética no se
limita a definir teorias axiomaticas y a trabajar en ellas, sino que permite estu-
diar si las teorfas consideradas cumplen lo que se espera de ellas. En principio,
podriamos haber definido otra teorfa axiomatica con otros axiomas y otras re-
glas de inferencia diferentes de los que hemos elegido para ARP y a ojos de un
formalista no seria mas que una teoria alternativa, pero si demostraramos que
en dicha variante se pueden demostrar férmulas falsas, entonces quedaria claro
que dicha variante no seria lo que andamos buscando. El teorema de correcciéon
muestra que la definicion de ARP va en la direcciéon correcta.

En este punto el formalista reconvertido que ha asumido a reganadientes
que necesita razonamientos informales para fundamentar la matematica formal
tiene que debatirse entre el placer de haber encontrado una teoria axiomatica
formal en la que puede razonar exigiendo los estandares de rigor a los que estéa
acostumbrado (y con la tranquilidad de que no necesita preocuparse de nada
méas que de respetarlos) y la zozobra de tener que abandonar este pequefio pa-
raiso para razonar informalmente sobre ARP para demostrar los metateoremas
como el teorema de correccién y otros que veremos a continuacién, que nos pro-
porcionarén técnicas de razonamiento formal en ARP que no son evidentes a
partir de la mera definicion de demostracion formal. m

Sucede que la potencia de ARP, es decir, su capacidad para enunciar y
demostrar resultados aritméticos, es mucho mayor de la que podria parecer a
partir de la definicion que hemos dado, pero para mostrar las posibilidades
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reales de ARP necesitamos demostrar, mas o menos “penosamente’; algunos
resultados basicos, de modo que, en cuanto dispongamos de un cierto niimero
de estos resultados, el trabajo en ARP serd mucho mas sencillo y natural.

El igualador Como primeros ejemplos de demostraciones y deducciones en
ARP vamos a probar algunos resultados sobre el igualador. Nuestro primer
resultado es el siguiente: si ¢t es cualquier término, entonces

Ft=t
ARP

Para probarlo, elegimos una variable cualquiera x y razonamos asi:

(1) pi(z) =z Definicién de p}
(2) pit)=t Si,1
(3) t=t T, 2, 2

Notemos que hemos aplicado la regla de inferencia de transitividad 7" tomando
como sus dos premisas la misma linea 2 de la demostracion (alternativamente,
podriamos haber deducido (2) dos veces a partir de (1)).

Ahora mostramos un ejemplo de regla derivada de inferencia, a la que lla-

maremos regla de simetria:
t1 =12
O =0

Esto significa que tomando t; = t; como premisa podemos deducir to = ¢7.
Una deduccion es la siguiente:

(1) t; =ty Premisa
(2) t1 =t; Teorema
(3) to=t; T, 1,2

De aqui deducimos a su vez una variante de la regla de transitividad:

t1 =ta to =13

) 1 =13
La deduccién es:
(1) ¢ty =ty Premisa
(2) ta=t1 S,1
(3) te =tz Premisa
(4) t1=t3 T,2,3

En la practica llamaremos (T') a cualquiera de las dos reglas de transitividad,
aunque una sea una regla primitiva y la otra una regla derivada.

Ahora podemos probar una variante de Sy que muestra més claramente que

dos términos iguales cumplen lo mismo:

Oé(tl) tl = t2
(T) )
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En efecto, si a(z) = s1(x) = s2(t), podemos deducir:

(1) Sl(tl) = Sg(tl) Premisa Ot(tl)
(2) t1 =ty Premisa

(3) Sl(tl) = Sl(tl) SQ, 2

(4) Sg(tl) = Sg(tg) SQ, 2

(5) Sl(tg) = Sg(tg) S, T, 1, 37 4

Definicion de funtores por términos Veamos ahora que todo término
puede usarse para definir un funtor:

Teorema 1.13 Sit(x1,...,x,) es un término cuyas variables estdn todas entre
T1,...,Tn, entonces existe un funtor n-ddico f; tal que
A;P fe(xr, ... xn) =t(z1, ..., Tp).

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon sobre la longitud de ¢. Sit =0,
basta tomar fo = k(c, p}), pues la definicion de fj es:

fO(xla cee 7xn) = C(p;(mla cee axn))a

y por otro lado, la definicion de ¢ es ¢(z) = 0, luego aplicando S; obtenemos

c(pl(x1,. .. 2n)) =0,
y finalmente T nos da la igualdad

folx1,...,xn) =0.

Si t = x; basta tomar f; = p’. La alternativa es que t = f(1,...,tm), para
cierto funtor f y ciertos términos ¢; para los que, por hipotesis de induccion,
existen funtores f;, tales que

A;P feo(x1, o xn) = ti(z, ..., 2n).

Basta tomar f; = &(f, fi,,--., ft,,), pues la definicion de f; es
fe(@r,.ooyzn) = f(fo (@1, oy @n), ooy fr, (@1, 000, T0)).

Si llamamos t; = fi,(z1,...,2,), tenemos fi(xy1,...,z,) = f(t1,...,t,), asi
como t; = t;, luego aplicando Sy sucesivamente obtenemos

F1, . tn) = f(t1, 2,0, Tn),
f(tlaEQa ct 7En) = f(tlat2a{37 ct afn)a
etc., y aplicando T concluimos

ft(llfl,...,l’n) = f(tl,...,tn) =1t.

En principio, todos los funtores definidos por recursiéon tienen al menos
rango 2, pero, con la ayuda del teorema anterior, vamos a ver ahora que también
es posible definir funtores monédicos de este modo:
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Teorema 1.14 Sit es un término sin variables y h(x,y) es un término con a
lo sumo las dos variables indicadas, existe un funtor monddico f que cumple

fO) =t f(Sz) = h(z, f(x)).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un funtor para el que se
cumple g(y) =t y otro que cumple h(z,y) = h(z,y). Consideramos el funtor
diadico con axiomas

f(yuo):g(y)7 f(yvsx):h(mvf(yﬂx))v
). Asi f(z) = £(0,z), luego

F(0) = f(0,0) = g(0) =t, f(Sz) = f(0,Sz) = h(z, f(0,2)) = h(z, f(=)).

y a su vez definimos f(z) = x(f, ¢, p}

Recogemos en el teorema siguiente los resultados que acabamos de demos-
trar, y que son la forma més natural de trabajar con los funtores de ARP:

Teorema 1.15 Se cumple:

1. Sit(xy,...,2,) es un término cuyas variables estdn todas entre x1, ..., Ty,
entonces existe un funtor n-ddico f; tal que

fi(za, .. zn) =t(z1, ... z0).

2. Sig(xy,...,xn), h(x1,..., 20, x,y) son términos con a lo sumo las varia-
bles indicadas, existe un funtor n + 1-ddico f que cumple:
flxy, .. 20,0) =g(21,...,20),
flz1, .. 20, Sx) = h(z1, .. &0, 2, f(T1,. .., T, T)).

3. Sit es un término sin variables y h(z,y) es un término con a lo sumo las
variables indicadas, existe un funtor monddico f que cumple

fO) =t f(Sz) = h(z, f(2)).

La tnica variante en 2) y 3) es que en los miembros derechos ponemos
términos arbitrarios en vez de funtores, lo cual es licito gracias a 1), y ello nos
evita toda preocupacién sobre que el nimero de variables sea el exigido por el
esquema de recursion.

Notemos también que, en 2), el hecho de que la recursion se haga sobre el
altimo argumento de F' es anecdotico. Por ejemplo, si queremos que la recursion
se haga sobre el primero basta considerar el funtor:

f*(xlv"'axn) - f(p;+1(x17"'axn)v"'aPZi%(‘rla'"71'71)717?(‘%17'--73771))7

que cumple
0,1, . xn) =g(x1, ..., Tp),

f (Szyxy, ..., xn) = (21, .. xn, 2, [ (2,21, ..., 20)).
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Inducciéon Ahora enunciamos dos casos particulares de la regla de induccion:

t(Sx) = t(x) 51(0) = s2(0) 51(Sz) = s2(Sx)
WS =m0 @ 52(@) = 52()

La regla I; afirma que si un término toma el mismo valor en cada niimero
natural y en su siguiente, entonces tiene que ser constante. Para probarlo aplica-
mos la regla de induccion a los términos s1(z) = t(x), s2(z) = t(0), h(z,y) = v,
con lo que se reduce a:

Vemos que las premisas primera y tercera son un mismo teorema y la segunda
es la premisa de I, luego, en efecto, la conclusion se deduce dicha premisa.

La regla I se sigue inmediatamente de Iy usando h(x,y) = s2(Sx), pues asi
la regla I se reduce a:

51(0) = s2(0) 51(Sz) = s2(Sx) s2(Sz) = s52(Sx)

s1(x) = so(x)

de modo que las dos primeras premisas son las premisas de Is y la tercera es un
teorema. -

Sustitucion de variables En la seccién anterior hemos senalado que, en
general, seré irrelevante qué variables concretas consideramos en cada momento.
Ahora podemos precisar este hecho. Consideremos, por ejemplo, este axioma
de ARP:

2
p1(z0,71) = 0,
donde suponemos que las variables son precisamente las de indices 0 y 1. Consi-

deremos ahora dos variables cualesquiera z,y y otras dos variables yq, y2 distin-
tas de xg, x1, z,y. Aplicando sucesivamente la regla S; podemos ir deduciendo:

(1) p%(ﬁﬂowl) = 2o
(2) P%(yo 171) =10
(3) P%(yo,lh) =Y
(4) p%(xvxl) =T
(5) pi(z,y) ==

Asi pues, o bien consideramos que todas las formulas p?(z,y) = = son axio-
mas, o bien especificamos unas variables en concreto para los axiomas, pero en
este segundo caso las férmulas con otras elecciones de variables son teoremas y
en la practica es lo mismo. m



34 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

1.3 Aritmética basica en ARP

Todavia no estamos en condiciones de “usar comodamente” ARP, pero vamos
a probar algunos resultados elementales que, por una parte, nos permitiran
formarnos una primera idea del funcionamiento de esta teoria axiomatica y, por
otra, seran necesarios para probar los resultados que nos permitirin manejarla
con soltura.

La suma Empezamos recordando la definicién del funtor suma. Segin hemos
explicado, para definir un funtor, en la practica, basta presentar los axiomas
que lo definen, que en el caso de la suma son las ecuaciones:

r+0=uz, x4+ Sy =Sz +vy).

Por el teorema 1.15 es inmediato que estas ecuaciones determinan, en efecto,
un funtor diddico +. He aqui algunos teoremas de ARP relativos a la suma:

1. Sx=z+1,
2. (e+y)+z=2+(Y+2),
. z+y=y+uz

DEMOSTRACION: En la préactica no es necesario que escribamos explicita-
mente cada demostracion en ARP como una sucesion de formulas. Por ejemplo,
para justificar que 1) es un teorema de ARP al lector le deberia bastar esto:

r+1=2+50=S5(+0) = Sx.

Una demostracion explicita (teniendo en cuenta que z + 1 = s + S0) seria
asi:

(1) x+Sy=S(zx+y) Definicion de suma
(2) z+1=S(x+0) 51,1

3) z+0==x Definiciéon de suma
(4) S(x+0)=Sx S2,3

(5) z+1=Sz T,2,4

6) Ser=x+1 S5

La férmula 2) la demostramos por inducciéon sobre z, es decir, considerando
los términos s1(2) = (x+y) + 2, s2(2) = z+ (y+ 2). Laregla Iy requiere probar
en primer lugar que

s10)=(x+y)+0=ax4+y=z+ (y+0) = s2(0).
En segundo lugar tenemos que calcular

51(52) = (z +y) + 52 = S((z +y) + 2) = S(s1(2)),

s2(2) =x+ (Y +52) =2+ Sy +2) = Sz + (y + 2)) = S(s2(2)).
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Vemos asi que s1(Sz) y $2(S%) se obtienen, respectivamente, de s1(z) y s2(2)
aplicando un mismo funtor (en este caso S), y con esto ya podemos aplicar I
para concluir la igualdad.

De nuevo damos la prueba detallada para que el lector vea como se pueden
completar facilmente estos argumentos con sustituciones y las propiedades del
igualador:

(1) z4+0=x Definicion de suma
(2 (z+y)+0=z+y Si,1

(3) y+0=y Definicién de suma
4) z+Ww+0)=x+y 59,3

() (z+y)+0=x+(y+0) T,2,4

(6) x4+ Sz=S(x+=2) Definicion de suma
() (z+y)+Sz=8(x+y)+2z) 51,6

(8) y+Sz=Sy+=2) Definiciéon de suma
9) z+@+S52)=2+S@y+z) 52,8

(10) z4+ S(y+2)=S@x+(y+2)) 51,6

(11) z+(y+Sz)=S@x+(y+=2) 71,910

(12) (z+y)+z=2+(y+2) Io,5,7,11

Para probar 3) probamos primero un caso particular: 0+ = x. Razonamos
por induccion con s1(z) = 0+ z, s2(x) = z. Un esbozo de la prueba consiste
en observar que, por definicion de suma s1(0) =04 0 = 0 = s2(0) y, por otra
parte,

51(Sz) =0+ Sz =S50+ 2) = S(s1(z)), s2(Sx)=Sx=Sx=5(s2(x)),

de modo que s1(Sz) y s2(Sz) se obtienen de si(x) y s2(x) respectivamente
mediante el mismo célculo (aplicar el funtor S), luego la regla Iy nos da la
conclusion.

En segundo lugar probamos que Sy + = = y + Sz, ahora por inducciéon con
s1(x) = Sy + x, so(x) =y + Sz. En primer lugar:

$2(0)=y+S0=S(y+0) =Sy =Sy+0=s1(0).
Por otra parte,
$1(Sz) = Sy + Sz = S(Sy + z) = S(s1(x)),

se2(Sz) =y + SSx = S(y+ Sz) = S(s2(x)),
y podemos aplicar la regla Ij.

Por tltimo razonamos por induccion con $1(y) = x + y, s2(y) =y + «. Por
la primera igualdad que hemos probado:

510) =2+ 0=2=0+ 2 = s2(0).
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Y usando la segunda igualdad:
51(Sy) =z + Sy = Sz +y) = S(s1(y)),

52(Sy) =Sy +x=y+Sx =5y +z)=S5(s2(y)),

y también podemos aplicar la regla Iy. Dejamos a cargo del lector dar una
prueba explicita. n

El producto Ahora recordamos la definicion del producto de nimeros natu-
rales, que esta determinado por los axiomas:

z-0=0, z-Sy=z-y+x.

De nuevo el teorema 1.15 garantiza que esta definicién es correcta. Los
teoremas bésicos sobre el producto son:

l.z-1=nx,

2.x-y=vy-z,

oz (y+z)=z-y+uz-z

4. xz(yz) = (zy)=.

DEMOSTRACION: 1) z-1=2-S0=2-0+2=0+z==z.

2) Veamos en primer lugar que 0 -z = 0. Razonamos por induccién con
s1(z) =0z, s2(x) = 0. Entonces

51(0)=0-0=0 = s2(0).
Por otra parte,
51(82)=0-Se=0-24+0=0 2z = s1(z),

s2(Sx) = (Sx)-0=0= s3(x),
luego la regla de induccién nos da la conclusién.

Ahora tomamos s1(y) = (Sz) -y, s2(y) =2 -y + y. Entonces
$1(0)=(Sz)-0=0=04+0=2x-04+0= s3(0).
Por otro lado?

s1(Sy) = (Sz) - Sy = (Sx) -y + Sz = s1(y) + S«,

4Notemos que una vez probada la asociatividad de la suma ya no necesitamos distinguir
entre términos como (z -y +y) + Sz y -y + (y + Sz), pues se puede demostrar que son
iguales, luego intercambiables, por lo que no hace falta poner paréntesis en las sumas de varios
sumandos. Lo mismo valdré para el producto en cuanto hayamos probado su asociatividad.
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s2(Sy)=z-Sy+Sy=x-y+x+Sy=Sx-y+z+vy)
=Sx-y+y+ax)=x-y+y+ Sr=ss(y)+ Sx.
La regla de induccion nos da que (Sz) -y =2 -y +y.

Finalmente tomamos s1(x) =z -y, s2(x) = y - . Entonces

5100)=0-y=0=y-0=s2(y).

si(Sz)=Sz-y=z-y+y=si(x)+y,
s2(Sz)=y-Sr =y -x+y=sz)+y,
luego concluimos que x -y =y - x.

3) Tomamos $1(z) =z - (y + 2), s2(z) =2 -y + = - z. Entonces
s10)=z-(y+0)=z-y=z-y+0=z-y+z-0=s2(0).
Por otra parte
si8z)=x-(y+S2)=z-Sly+z2) =z (y+2)+z=s1(2) + =z,

s2(S2)=x-y+az-Sz=z-y+z-z2+2x=s(2)+x,

luego la regla de induccién nos permite concluir. La prueba de 4) es similar.
n

Calculos explicitos El lector sabra sin duda que 2 -3 = 6, pero una cosa
es que una afirmacion aritmética sea verdadera y otra muy distinta que pueda
demostrarse en ARP. Para que suceda lo segundo es necesario que la afirmacion
se pueda expresar mediante una formula de L,,, (lo cual es cierto en este caso,
pues podemos considerar a 2 -3 = 6 como una férmula de L., que significa
precisamente que “dos por tres son seis”) y ademés que dicha formula pueda
demostrarse a partir de los axiomas de ARP usando las reglas de inferencia
de ARP, y esto no sucede con todas las afirmaciones verdaderas formalizables
en ARP. No obstante, en el caso de esta formula en particular es facil encontrar
una demostracion:

2.3 = 2.242=(2-142)+2=((2-0+2)+2)+2=((0+2)+2) +2
S(((042)+2)+1) = SS(((0+2) +2) +0) = SS((0+2) +2)
SS(S((0+2) +1)) = SS(SS((0+2) + 0)) = SSSS(0 + 2)
SSSSS(0+1) = SSSSSS(0+0) = SSSSSS0 = 6.

Podriamos haber abreviado la demostraciéon usando algunos de los teoremas
que hemos demostrado sobre la suma y el producto, pero hemos dado una de-
mostracion basada exclusivamente en las definiciones de la suma y del producto
(v de los numerales). Como el producto se define a partir de la suma y la suma a



38 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

partir del funtor S, lo que hemos hecho ha sido reducir el célculo de un producto
al célculo de varias sumas, y el calculo de las sumas a aplicar varias veces el
operador S.

Es fécil convencerse de que en ARP se puede calcular cualquier suma y
cualquier producto, pero en realidad sucede algo mucho mas general: todas
las funciones expresables mediante funtores de ARP se pueden calcular en la
practica, en el sentido de que el resultado se puede reducir a un numeral (no en
vano son las funciones recursivas primitivas). Esto es lo que prueba el teorema
siguiente:

Teorema 1.16 Sit es un término sin variables y d = N(t) es el nimero natural
denotado port, entonces A;Pt =d, donde d es el numeral que cumple N(d) = d.

DEMOSTRACION: En primer lugar demostramos el teorema en el caso en

que t = f(dy,...,d,), donde f es un funtor y cada d; es un ntimero natural,
de modo que d = F(f)(d1,...,d,). Razonamos por induccion sobre la longitud
de f.

1. Si f =S, entonces t = Sd; = d; + 1 = d y, ciertamente, AIF—{Pd =d.

3. Si f =pP, entonces t = p(ds,...,d,), luego d = F(p}P)(dy,...,dy,) = d.
Como pj(x1,...,&n) = Tp €s un axioma de ARP, aplicando n veces la
regla S; obtenemos que A;Pt =d.

4. Si f =#(h,91,---,9m), tenemos entonces que d = F'(h)(e1, ..., en), donde
e; = F(g;)(dy,...,d,). Por hipotesis de induccion A}—Pgi(dl, ey dp) = &,
asi como que R

Eoh(EnEm) =d.

Aplicando m veces la regla Ss, de aqui obtenemos

A;Ph(gl(Jl, N 7dn>7 e ,gm(dl, e dn)) = (Z,

y aplicando S; a la definicion de f y la regla T concluimos AEP t=d.

5. Si f = p(g,h), entonces d viene determinado por las relaciones
€o = N(g)(dla vy dn71)7 €i+1 = N(h)(dla vy dnfla Z.7 61‘)7

de modo que d = eq, . Por hipétesis de induccion

All;Pg(Jl’ . '7Jn—1) = ey,

y teniendo en cuenta que

f(xlw-- ;mnfho) = g(mh'"axnfl)
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es un axioma de ARP (parte de la definicion de f), aplicando S; llegamos

a que B B ) ) )
A;P f(dl, N 7dnfl,O) = g(dl7 ey dnfl)
y por T' concluimos que A;P fldy,...,dn-1,0) = €.

Veamos que, en general,

Fof(di,...,dn 1,7) =é&.

ARPf( 1 s Un 177’) €

Lo tenemos probado para ¢ = 0. Razonando por induccién sobre 7, lo
suponemos cierto para i y usamos que, por la hipétesis de induccién sobre
la longitud de f (aplicada al funtor h):

A;Ph(dl’ ce dnfla 2 ei) = €i41.

Usando la definicion de f, segin la cual

flxy, .o xn1,Sx) = h(x1, .. Tt 2, f(21, .oy o1, X)),

aplicando S; obtenemos

All_%Pf(dh .. .,dnfl,l —|— 1) = h(d17 .. .,dnfl,l,f(dl, .. .,dnfl,l)).

La hip6tesis de induccién sobre ¢ junto con las reglas So y 17" nos dan

A;Pf(dly'”’dnil’z—’_ 1) = h(dl,...,dn,l,z,ei),

y la hipotesis de induccién sobre h, junto con T', nos permite concluir que

Eof(d . dpo1,i+ 1) = €41
ARPf( 1 s Un 177’+ ) €itr1
Esto completa la induccién sobre i, con lo que, en particular, para i = d,,,
tenemos que - - -
F f(dy,...,dy) =d.
T d)

Esto termina la prueba del caso particular. Para probar el caso general
razonamos por inducciéon sobre la longitud de ¢t. Si ¢t = 0, entonces d = 0 y
ciertamente = 0 =0.

ARP

La alternativa es que f = f(¢1,...,t,), para cierto funtor f y ciertos términos

sin variables ¢; que, por hipdtesis de induccion, llamando d; = N (¢;), campliran

E ot =d;.
ARP ¢

Ademas, d = N(t) = F(f)(d1,...,d,). Por la parte ya probada,

A'P_:Pf(dl""’d") =d,

luego aplicando n veces la regla Sy y T' llegamos a que Alf_{Pt =d. m
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Asi pues, si comprobamos que una funcién recursiva primitiva, sobre unos va-
lores dados, toma un cierto valor, independientemente de como hayamos llegado
a esa conclusion, podemos asegurar que ese hecho puede probarse razonando
en ARP (simplemente, aplicando las definiciones de la funcion considerada y las
que se usan para definirla).

La resta truncada Consideramos ahora los funtores cuyos axiomas son
pre(0) =0, pre(Sz) =z,

r+-0=uz, xz = Sy = pre(z = y).

Estos funtores los discutimos ya en los ejemplos de la pagina 8. Alli vimos
que las funciones que denotan son

re(n) — 0 sin =0, MM sim > n,
P T ln—-1 sin>0, 10 sim < n.

Todo esto es evidente y, sin embargo, no es facil expresar estos hechos en el
lenguaje de ARP. ;Qué féormula expresa que x ~ y = 0 cuando = < y7 Incluso,
restringiéndonos a lo que sabemos expresar en ARP, de las premisas x —~ y = 0,
y = x = 0, tendria que poder deducirse que z = y y, en efecto, se puede,
pero jcomo? Veremos que la prueba es complicada, y el hecho de que algo tan
evidente sea dificil de probar da una idea de que ARP no es, tal y como la
conocemos, una teoria muy “amigable”.

Empezamos probando algunos resultados sencillos:
1. - 1=prezx.
En efecto: =1 = pre(x ~ 0) = prex.
2. Sz~ Sy=x-y.
Razonamos por induccién sobre y:
Sz = 50 =pre(Sx = 0) =preSzt =z =z =0,
Sz ~ SSy = pre(Sz ~ Sy), x =~ Sy = pre(z - y),
luego la regla de induccién nos da la igualdad.
3. z-x=0.

Podemos aplicar la variante I7 a t(z) = ¢~ z. Como Sz ~ Sz =z -z, la
conclusibtnes z ~x =0-0=0.

4. 0-2=0.
Razonamos por inducciéon con sy(x) =0 =z y so(x) = 0. Asi
51(0) =0+ 0=0=s2(0),
$1(Sz) =0~ Sz = pre(0 ~ z) = pre s1(x),
$2(Sz) = 0 = pre0 = pre so(x).



1.3. Aritmética bésica en ARP 41
5 (z+y) ~y=u.
Aplicamos I a t(y) = (z +y) — y. Se cumple que
t(Sy) = (z+ Sy) = Sy = S(z +y) = Sy = (v +y) =y = t(y),
luego la conclusion es (z +y) ~y = (z+0) =~ 0=x.

6. (z+y ~x=uy.

Esto es consecuencia del resultado precedente y de la conmutatividad de
la suma.

7. (z+2)~(y+2)=z=y.
Aplicamos I a t(z) = (v + 2) =~ (y + 2).

t(Sz) =(x+852) = (y+52) =S +2) = S(y+2)=(x+2) = (y+2),
luego (z+2) = (y+2)=(x+0)= (y+0) =z = y.

8 y=~(r+y)=0.
En efecto, por 7,

y=(@+y)=0+y)=(z+y)=0+z=0.
9. z-(1-x)=0.
Por la regla Is:

10. (1= 2)y =y~ zy.

Por induccién respecto de x:
(1=0y=y=y=0=y=(0-y),
(1=S8z)y=(0-z)y=0-y=0,
y=(Sz)-y=y= (y+ay) =0,

donde en el dltimo paso hemos usado 8.

Ahora abordamos el problema de deducir x = y de las premisas = ~ y = 0,
y — 2 = 0. No tenemos una forma de llevar a cabo una induccién que tenga
en cuenta unas premisas. En su lugar, vamos a probar una igualdad valida sin
premisas, pero que, al suponer x ~y =0, y — z = 0, se reduce a x = y:

Teorema 1.17 2+ (y ~z) =y + (z ~ y).



42 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

DEMOSTRACION: Sea ti(x,y) =z + (y — x), de modo que
t1(z,0) =2, t1(0,y) =y, t1(Sz, Sy) = St1(x, y).
Igualmente, sea ta(z,y) =y + (z =~ y), de modo que
t2(2,0) =z, 12(0,y) =y, t2(Sz,Sy) = Sta(z,y).
En primer lugar demostramos que
z=-=1)+(1-1=2)==a
Aplicamos la regla I,. Para x = 0 se cumple la igualdad, pues
0-1)+(1=(1=-0)=0+(1=1)=0.
Por otro lado, usando la propiedad 2 de la resta truncada,
(Se=1)+(1+-(1=S82)=2+(1=(0+2)=a+1= Sz,

luego I nos permite concluir.

De aqui deducimos a su vez que
h(@,y) =t =Ly = 1)+ (1= (1= (@+y). (1.1)
Aplicamos de nuevo la regla Is. El miembro derecho en y = 0 es
tilz=1,00+(1=-(1=2)=2z=-14+1=(1+2))=z=1t(=,0),
por la igualdad que hemos demostrado previamente. Por otra parte,
tiz~1,Sy=1)+ (1= (1= (x+Sy))) =
tz=1y)+ (1= Q1=S+y)) =
t(z=1y)+ (1= 0= (z+y))) =
ti(x = 1,y) +1=Sti(z =~ 1,y).
Por lo tanto, para aplicar I; basta demostrar la igualdad
t1(z, Sy) = St1(x = 1,y).

Esta la probamos a su vez aplicando 5. Para z = 0 se reduce a Sy = Sy.
Ademas,

t1(Sz, Sy) = St1(z,y) = St1(pre Sz, y) = St1(Sz =~ 1,y).

Esto termina la prueba de (1.1). Ahora consideramos el funtor dado por las
ecuaciones

F(r,y,0) =0, F(r,y,52)=F(z,y,2) + (1= (1= ((z+2)+(y = 2)))).
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Vamos a demostrar que
ti(z = z,y = 2)+ F(z,y,2) = t1(x = Sz,y ~ Sz) + F(x,y,5z). (1.2)
En efecto, por (1.1) tenemos que
ti(z = z,y=2)+ F(z,y,2) =
t(@z=2)=1Ly=2) =)+ Fry2)+ (1= 1= ((z=2)+y=2)=

ti(x = Sz,y = Sz) + F(z,y,Sz).

Notemos que el miembro derecho de (1.2) resulta de sustituir z por Sz en el
miembro izquierdo, luego la regla I; nos da que

ti(x = z,y = 2)+ F(x,y,z) =t1(x = 0,y = 0) + F(x,y,0) = t1(x,y).

Ahora bien, intercambiando los papeles de x e y, el mismo razonamiento
vale para ts, y nos lleva hasta

to(x = 2,y =~ 2) + F(x,y, z) = ta(x, y).
(Notemos que la definicion de F es simétrica.) Sustituyendo z por y queda
ti(z=y,0)+ F(z,y,y) =ti(z,y),  to(z=y,0)+ Fz,y,y) = t2(z,y)
o también:
ti(z,y) =z =y+F(r,yy), tlzy) =r=y+F(r,yy),

luego t1(z,y) = ta2(x,y), que es lo que queriamos probar. =

Ahora ya es inmediato que de z —~ y = 0, y — x = 0 se deduce x = y, pero
vamos a enunciarlo en términos mas convenientes:

El valor absoluto Consideramos el funtor dado por

|z —yl = (v~ y)+(y - 2).

El hecho fundamental que vamos a necesitar es que se cumplen estas dos
reglas de inferencia:
s=t [s—t =0
|s—t|=0 s=t

donde s,t son términos cualesquiera.

La primera es inmediata, mientras que la segunda es consecuencia del teo-
rema anterior. En efecto, si suponemos |s — ¢| = 0, tenemos que

ls—t|=(t=s)=0
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(porque 0 ~ x = 0), pero esto es
((s=t)+(t=s)—(t=95)=0

y la propiedad 5 de la resta truncada nos da que s ~ t = 0. Analogamente
(usando la propiedad 6) concluimos que t — s = 0, y el teorema 1.17 nos da
entonces que s = t.

Algunas propiedades elementales del valor absoluto son:
Loz —yl=ly—al,
2. |z -0 =z,

w

Matz) = (y+2)) =z -yl
4. (=2 —yl = (1= 2)z - (1= 2)yl.

Las tres primeras son inmediatas a partir de la definicion y de las propiedades
de la resta truncada, y la dltima se prueba inmediatamente aplicando la regla I
sobre z.

1.4 El calculo proposicional

En principio, las férmulas de ARP no pueden expresar méas que igualdades
entre funciones recursivas primitivas, pero esto es enganoso, como veremos en-
seguida. La clave esta en que si @ = s; = s3 es una férmula arbitraria, podemos
definir el término

to =81 — 52/,

de modo que las reglas de inferencia del valor absoluto se pueden enunciar asi:

(1.3)

Esto significa que toda féormula es equivalente a otra de la forma ¢t = 0.
Notemos que si la formula ya es de la forma o = ¢ = 0, entonces t, = t.

Esto da mucho juego, como mostramos a continuacion:

Los conectores logicos Si oy 8 son formulas, definimos:
a=1+t,=0, a—=pB=(1=t,) - tg=0.

aV =ty -tg=0, aNB=ty+ts=0, asf=(a—= PN (B —a).
Escribiremos también s # t = =(s = t).

El significado de estas férmulas es claro. Fijada una valoracién v, tenemos:®

50Observemos que, si o = s1 = s2, se cumple que F a[v] equivale a [N (s1)[v]—N(s2)[v]| = 0,
luego a N(ta)[v] = 0.
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1. E afv] siy solo si 1= N(ty)[v] =0, siy solo si N(t,)[v] # 0, siy solo si
no se cumple F afv].

2. E (aV B)[v] siy solo si N(tg )[3}]

N(tg)[v] =0, siy so6lo si N(t,)[v] =00
N(tg)[v] =0, siysoélosiFEav]oFEp
a

(t [v].
E (a A B)[v] sty sodlosi N(ty)[v] + N(tg)[v] =0, siy solo si N(tq)[v] =0
y N(tg)[v] =0, siy solo si E afv] y E B[v].
( — B)[v] siy sélosi (1~ N(ta)[v])-N(tg)[v] = 0, lo cual equivale a que
N(ta)[v] =0 0 N(tg)[v] =0, que a su vez equivale a que N(t,) # 0 0
N(tg)[ ] =0, que a su vez equivale a que, o bien no F «[v], o bien E S[v].

5. Claramente E (« +> 3)[v] siy s6lo a y 3 son equivalentes, en el sentido de
que se cumple E afv] si y solo si se cumple F S[v].

Con esto hemos demostrado que la formula -« significa “no o”, que a V 8
significa “a o 87, que o A (8 significa “a y 8”7, que @ — f significa “si se cumple
«, entonces también se cumple 8”7 y que « > B significa que “« se cumple si y
sOlo si se cumple S

Enseguida demostraremos que en ARP se pueden demostrar los hechos que
se deberfa poder demostrar teniendo en cuenta esta interpretaciéon, pero an-
tes probaremos algunos resultados sencillos que no podriamos enunciar sin los
conectores que acabamos de introducir:

Los axiomas de Peano Las férmulas siguientes se conocen habitualmente
como axiomas de Peano. Las iltimas ya las conociamos, pues no son més que
las definiciones de la suma y del producto:

Teorema 1.18 (Axiomas de Peano) Se cumple:
1. Sz #0,
2. Sx=8Sy—>z=y,
3. r+0=ux,
4.+ Sy=S(z+vy),
5. x-0=0,
6. x-Sy=x-y+x.
DEMOSTRACION: La formula Sz # 0 es 1 ~ |Sz — 0] = 0, pero
|Sx — 0] = (Sz =~ 0) + (0 = Sz) = Sz,

luego tenemos que probar 1 ~ Sx = 0 y, por las propiedades 2 y 4 de la resta
truncada, es SO~ Sz =0+ x = 0.

La segunda formula es (1 = |Sz — Sy|)|z — y| = 0, pero, usando de nuevo la
propiedad 2 de la resta truncada, equivale a (1 =~ |z — y|)|z — y| = 0, lo cual se
sigue de la propiedad 9. m
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La regla de inducciéon Hay un ultimo axioma de Peano que no es sino el
principio de inducciéon usual. Este no puede ser expresado mediante una formula
de Larp, pero si como una regla de inferencia:

a(0) a(z) — a(Sx)
a(z) '

()

DEMOSTRACION: Pongamos que a(x) = s(x) = t(z) y consideremos el
funtor dado por f(x) = t, = |s(x) — t(x)|. Claramente, basta probar la validez

de la regla
f0)=0 (= f(x)- f(Sz)=0
f(z)=0 '

Para ello consideramos el funtor dado por las ecuaciones

9(0) =1,  g(Sz) = g(x)(1 = f(x)).

Notemos que la funcion F(g)(n) toma el valor 1 mientras F(f)(n) valga 0, y
pasa a valer 0 a partir del primer natural en el que F(f)(n) # 0. Por lo tanto,
hay que probar de g(z) = 1.

Usando la propiedad 10 de la resta truncada:

9(55x)) = g(Sz)(1 = f(Sz)) = g(z)(1 = f(x))(1 = f(Sz))
=9(@)((1 = f(z)) = (1= f(2))f(Sz)) = g(Sx),

donde hemos usado la premisa (1= f(x))f(Sz) = 0. Por I; aplicada al término
g(Sz) concluimos que g(Sz) = ¢g(50) = g(0)(1 = f(0)) = 1, donde hemos usado
la premisa f(0) = 0.

Explicitamente, tenemos que g(Sz) = g(x)(1 = f(z)) = 1, luego, multipli-
cando por f(x), queda

f(x) = g(z)(1 = f(x))f(x) =0,
donde hemos usado que z(1 = z) = 0. n

De momento, poco partido le podemos sacar a esta regla, ya que no es
facil demostrar implicaciones. Por ejemplo, todos los teoremas siguientes son
trivialmente verdaderos, pero sus demostraciones no son obvias:

L ((a=B)A(B—=7)) = (a—7).

2. —a — a, a — .
3. ((a—= B)AN=8) = —a.

4. a A —~a — S.

5. aV .

6. a— (aVP), B = (aVpB).
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7. (aVa)—a.

8. ((a=7)A(B—=7)) = ((aVpB) =)
9. (a A B) = a, (a A B)— 8.

10. ~(a A —av).

1L (@ A B) = 7) = (@ = (B—=1))

DEMOSTRACION: De momento, una estrategia que podemos emplear para
probar este tipo de formulas con los escasos medios de que disponemos es em-
pezar eliminando las definiciones de los conectores y luego tratar de probar
(normalmente por induccion) la féormula resultante. Por ejemplo, la formula 1)
es

(1= tamp)nB—y)) - tasy =0,

pero a su vez tenemos que t(q—,g)a(3—sy) = ta—pt+tg—~ ¥, Si vamos sustituyendo
las definiciones sucesivamente, llegamos a la formula

I=(1=ta)-tg+(1=tg)-ty) (1=ty)-t,=0.

Reciprocamente, si demostramos esta férmula, realizando las sustituciones
de términos que proporcionan las definiciones de los conectores, llegamos a la
formula 1). Para probar esta formula demostraremos, mas en general, la formula

1=((Q=2z)-y+(1=+y)-2) - 1=2) 2=0,

pues sustituyendo en ella las variables por los términos adecuados se llega a la
férmula que queremos probar. Aplicamos I a la variable x.

1. Para x = 0 tenemos que probar
(I=@+{1=y) 2) z=0.
Demostraremos esto mediante I5 aplicado a la variable y:
(a) Para y = 0 tenemos que probar
(1=2)-2=0,

lo cual es la propiedad 9 de la resta truncada.

(b) Para Sy tenemos que probar
(1= (Sy+(1+95y)-2))-2=0,
pero el miembro izquierdo es (1 = Sy) -z =0-z = 0.
2. Para Sx tenemos que probar
(1= (1=5z)-y+(1=y) 2) (1= S5zx) 2=0,

lo cual se cumple porque 1 —~ Sz = 0.
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2) Sustituyendo ¢, por una variable arbitraria, tenemos que probar las for-
mulas

1=(1=Q0=x)) z=0, (I=z)-(1=(1+2))=0
Las dos se prueban trivialmente mediante I.

3) Basta probar la formula

(1=(Q=z)-y+(1=y)) (1+z)=0.

Es inmediato que al sustituir z por Sz en el miembro izquierdo queda 0,
luego, por I, basta probar que

L=(y+(1=y) =0,

lo cual se prueba trivialmente mediante Is.

4) Basta probar la formula
(1=(z+(1=1x)) y=0,
pero el primer factor es nulo, como ya hemos senalado en el apartado precedente.

5) Es consecuencia de la igualdad z - (1 ~ ) = 0, que es la propiedad 4 de
la resta truncada.

6) Basta probar (1=~ x)-2-y = 0, pero esto se cumple porque (1=~ z)-x = 0.

7) Basta probar (1 = (z-z)) -z = 0, lo cual se obtiene facilmente mediante
la regla Is.

8) Basta probar
(1= ((1=a)-24+ (1 =)-2)-(1=ay)-2=0.
Aplicamos I respecto de la variable x:
1. Para = 0 tenemos que probar:
1=(+1Q=y)-2)-2=0.
Aplicamos para ello I respecto de la variable y:
(a) Para y = 0 tenemos que probar:
(I=(z+2)-2z=0.

Aplicamos I respecto de la variable z:

i. Es inmediato que el miembro izquierdo vale 0 en z = 0.
ii. Para Sz queda:

(1= (Sz+8z))-52=0,

lo cual se cumple porque Sz 4+ Sz = S(Sz + 2).
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(b) Para Sy queda:
(1=2)-2=0,
y esto ya lo tenemos demostrado.

2. Para Sz queda:

(I=Q1=y)-2)- 1= (S2)-y) -z2=0.
Lo probamos mediante I5 respecto de la variable y:

(a) Para y = 0 la ecuacion se reduce a (1 = z) - z = 0.

(b) Para Sy queda:
(1= (Sz)-Sy)-z2=0,

y esto se cumple porque (Sz)-(Sy) = (z+1)-(y+1) = S(zy+z+y).

9) Basta probar (1 = (z 4+ y)) -z = 0, lo cual se obtiene inmediatamente
mediante I5.

10) Basta probar 1 = (z+ (1 = x)) = 0, pero ésta se obtiene inmediatamente
con Is.

11 Basta probar

(1=(1=(z+y)-2) (1-2)-(1-y)-2=0.

Vamos a aplicar la regla I5. Es claro que al sustituir  por Sz el miembro
izquierdo da 0, luego basta probar:

1=-=((1=y)-2) - 1-y)-z=0.

Probamos esto mediante I5, y de nuevo es claro que el miembro izquierdo vale 0
si cambiamos y por Sy, y en y = 0 se reduce a (1 - z) - z = 0. m

El teorema siguiente es también obviamente verdadero (no es sino una refor-
mulacion de la regla Sa), pero su prueba es atin menos trivial que las anteriores:

Teorema 1.19 z =y — s(z) = s(y).

DEMOSTRACION: De la regla I (respecto de z) se sigue inmediatamente la
formula

(1=2)s(y+2) = (1= 2)s(y).
En particular

(1= (z=y))sly+(z=y) = 1= (z=y)s)

Multiplicamos ambos miembros por 1 = |z — y|:

(I=]z—y)A = (x=y)s(y+(z=y) = (1= |z—y))(1 = (z=y))sy).
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Ahora observamos que

(1I=lz—y)1=(z=y)=1=|z—y| (1.4)
En efecto, por la propiedad 10 de la resta truncada:

A=le—y)1=(z=y)=0=]z—-y)= 1= |z—y)=y).
La formula (1 — w)w = 0 nos da (1 = |z — y|)|x — y| = 0, que es lo mismo que
(I=|e—yhz=y)+A—-lz—y)ly+2)=0,
pero la propiedad 5, es decir, (x 4+ y) — y = z, implica que si una suma es 0, el
primer sumando es 0, luego
1=z —yh(@=y) =0,

lo que prueba (1.4), y a su vez esto reduce la formula anterior a (1.4) hasta

(L= lz—yl)sly + (z = y)) = (1 = [z —y])s(y).

Por simetria, también podemos demostrar
(I=lz—yhs(z+ (y =) = (1= |z —y|)s(),
y el teorema 1.17 nos da que ambos miembros izquierdos son iguales, luego
(1= |z —y)s(z) = (1= |z —yl)s(y). (1.5)

Por consiguiente:

[(1= [z —yl)s(z) = (1 =[x —y[)s(y)] = O,

Pero la propiedad 4 del valor absoluto nos da ahora que

(1= |z —y[)ls(z) = s(y)| =0,
y esto es, por definicion, © = y — s(z) = s(y). "
Los teoremas precedentes muestran que es mucho més féacil convencerse de
que una férmula de ARP es verdadera que demostrarla en ARP. Nuestro pro-
posito es dotarnos de las herramientas suficientes para que esto deje de ser asi.

En primer lugar transformamos en reglas de inferencia los resultados que hemos
obtenido:

Modus ponendo ponens Esta regla nos permite “extraer” la informacion
contenida en una implicacion:

a—f

B

En efecto, por (1.3), de las premisas se deduce to, =0y (1 ~t,)-tg =0,
pero entonces

(MP) =

t5=1-tg=(140)-t5=(1;ta)~tﬁ=0,

luego, de nuevo por (1.3), concluimos 5. Esta regla, junto con el teorema de
deduccién que probamos un poco mas abajo, bastan para manipular las impli-
caciones en cualquier deduccion.
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Doble negaciéon y Tertium non datur Aplicando 2 y MP obtenemos:

« e

(DN)

- o
La regla del Tertium non datur, o Tercio excluso, es 5, es decir,
a 'V o

Estas reglas, junto con el método de reduccion al absurdo que probaremos un
poco més abajo, bastan para manipular las negaciones en cualquier deduccion.

Introducciéon y eliminaciéon del conjuntor Estas dos reglas bastan para
manipular conjunciones:

o B aNp aNp
o) ®0-2LE, g

Si suponemos «, 3, tenemos t, = 0y tg = 0, luego también ¢, +t3 = 0, y esto
es a A . Las reglas de eliminacion del conjuntor se siguen de la propiedad 9 y
de MP.

Introduccién del disyuntor y dilema Estas reglas bastan para manipular
las disyunciones en una demostraciéon:

a— 8=

« 8 .
(ID) (Dil) e

aVvp'’ aVvp'’

Se siguen de 6 y 8 usando MP e IC.

Introducciéon y eliminacién del bicondicionador Son casos particulares
de IC, EC, y bastan para manipular las coimplicaciones en una deduccion:

a— 8=«
a+<p

o+ f o+ f

(IB) a— B’ 8=«

,  (EB)

Necesitamos dos reglas de inferencia més para demostrar a continuacion el
resultado fundamental:

Silogismo hipotético y Modus tollendo tollens

(SH) a—p 5%7, (MT)M
o=y -

Se siguen de 1 y de 3.
Finalmente podemos demostrar el resultado fundamental que nos permitira
manejar con naturalidad los conectores légicos:
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Teorema 1.20 (Teorema de deduccion) Si se cumple
.. -
aq, y Oy O ARP 5

y en la deduccion no se usan las reglas S1 o Iy respecto de wvariables de a,
entonces
al,...,anAEPa%B.

Este es el resultado fundamental para demostrar implicaciones. Afirma que,
para deducir de unas premisas una implicacién a — 3, podemos anadir « a las
premisas y deducir 5. Vamos a ver que a partir de la deduccion de 8 (siempre y
cuando cumpla las restricciones del enunciado) se puede construir una deduccion
de e — B. Pero antes de eso vamos a ver un uso tipico del teorema de deduccion.
Vamos a probar que

A;P(ﬁa —=8) = (B— a).

En la practica, la mejor forma de expresar la prueba es la siguiente:

(1) —a—-p Hipotesis
(2) B Hipotesis
(3) -8 DN 2

4) -—a MT 1, 3
5) « DN 4

6) B8—a

(1) (ra—==8) = (B—a)

En la linea (1) indicamos que la formula es una hipotesis, es decir, una premisa
provisional, anadida para aplicar el teorema de deduccion. Lo mismo sucede en
la linea (2), donde introducimos 8 como hipdtesis para una segunda aplicacion
del teorema de deduccion. Al llegar a la linea (6) aplicamos el teorema de
deduccion para concluir f§ — « y marcamos las lineas desde la (2) hasta la
(5) con una raya vertical para indicar que ninguna de ellas puede usarse en lo
sucesivo, ya que todas ellas suponen la hipotesis 8, con la que ya no contamos.
En la linea (7) aplicamos de nuevo el teorema de deduccion y marcamos las
lineas desde la (1) hasta la (6) para indicar que ninguna de ellas podria usarse
en lo sucesivo (si no hubiéramos terminado ya la demostracion) porque suponen
la hipotesis (1).

En esta demostraciéon no hemos usado en ningin momento las reglas S
o Iy, por lo que no hemos tenido que preocuparnos por las restricciones que
impone el teorema de deduccién sobre su uso. No obstante, para que encadenar
varios usos del teorema de deduccién tal y como hemos hecho esté justificado,
necesitamos probar una ligera variante. Concretamente, demostraremos esta
version del teorema:

A partir de una deduccion

A1y, 0p,
1 y &Eny ARPﬁ
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en la que no se usen S o Iy respecto de variables de o, podemos
construir una deduccion

717"')77‘70[1"'"041’7,A;Pa_>Ba

donde 71, ..., son teoremas de ARP, en la que sdlo se usa S1 o I
respecto de variables respecto a las que ya se usaban estas reglas en
la deduccion dada o bien respecto de wvariables que podemos elegir
arbitrariamente.

Naturalmente, los teoremas v1,...,7, se pueden eliminar del conjunto de
premisas simplemente incluyendo sus demostraciones en la deduccion, y asi te-
nemos el enunciado del teorema que hemos dado. Sin embargo, la ventaja de
esta formulacion es que permite aplicar sucesivamente el teorema de deducciéon
acumulando teoremas ;. En efecto:

Imaginemos que estamos construyendo una deduccion 4, . .., d,, a partir de
unas premisas ai,...,a, (que podemos suponer que estan incluidas entre las
formulas d;). En un momento dado afiadimos una férmula « como hipotesis y
continuamos deduciendo sin usar S; o Iy respecto de variables en «.

Luego anadimos o' como hipétesis y evitamos usar S; o [y respecto de
variables en o o en «, con lo que tenemos una deduccién

/ 1
617~~-;5m7a76m+27“-35m+m/7aa5m+m’+2-~~76~

En este punto aplicamos el teorema de deduccién, que nos da una deducciéon
/ !/
71)"'a7T761a"'76maa56m+27"'75m+m'A;Pa _>B

en la que podemos asegurar que no se usa 51 o Iy respecto de variables en «.
Ahora prolongamos esta deduccion —y en la préactica marcaremos las lineas
comprendidas entre o y 3’ con una linea vertical para indicar que ya no conta-
mos con ellas— sin usar S7 o Iy respecto de variables en «, hasta llegar a

71,...,’%»,51,...76m,a,5m+27...,ﬁ.

Aqui podemos aplicar por segunda vez el teorema de deduccion, que nos da
una deduccién

717'"7’yr+7"7615"'76mA|1_{Pa_>/B'

Desde aqui —tras haber marcado las lineas entre « y f— continuamos de-
duciendo hasta llegar a

’717'"7'77“4*7"/7517"'75777,7"'76
y con esto podemos concluir que

al,...,anA;Pe,

sin mas que incorporar a la deducciéon las demostraciones de los teoremas v; y
las deducciones de las formulas §; a partir de las premisas.



54 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

Asi hemos encadenado dos usos del teorema de deduccion, pero igualmente
podriamos haber encadenado cualquier nimero de usos. La clave esta en que
cada vez que lo aplicamos —en virtud del segundo enunciado— podemos ase-
gurar que la deducciéon que obtenemos no usa las reglas S; o Iy respecto de
variables prohibidas por las aplicaciones que tenemos pendientes.

Maés en general, ahora es claro que no debe preocuparnos insertar un teorema
de ARP en una deduccion en la que estemos aplicando el teorema de deduc-
cion por la posibilidad de que su demostraciéon requiera usos prohibidos de Sy
o Iy, pues dicho teorema siempre puede incorporarse a la lista de teoremas ~;
y posponer la inclusiéon de su demostracion hasta el momento en que ya hemos
terminado de aplicar el teorema de deduccion.

Lo que si tenemos que cuidar es no usar ninguna regla de inferencia derivada
que requiera un uso de Sy o Iy respecto de variables prohibidas. Ciertamente,
las reglas Iy, 1> o I esconden un uso Iy respecto de la misma variable, por lo
que tampoco podemos usarlas respecto de variables prohibidas.

En cambio, no sucede lo mismo con las demas reglas de inferencia que hemos
demostrado. En ninguna de ellas se usa I y s6lo se aplica S; a teoremas que
podemos incluir en la lista de los ; respecto de variables que podemos elegir
arbitrariamente.

Por ejemplo, para probar la primera regla del valor absoluto (pagina 43),
partiendo de s = t, usamos Sy para concluir que |s —t| = |s — s| y, a partir del
teorema |z —x| = 0 (donde la variable x la elegimos nosotros), por S; obtenemos
que |s — s| =0, y asi concluimos |s — t| = 0.

Similarmente, para la segunda regla, si partimos de |s — ¢| = 0, concluimos
s = t aplicando S; al teorema 0 — x = 0 y a otras propiedades de la resta
truncada, pero siempre respecto de variables z elegidas libremente (pues si un
teorema vale para una variable, también es un teorema la férmula que resulta
de sustituirla por otra).

El lector puede comprobar facilmente que todos los usos de S; en las pruebas
de reglas de inferencia que hemos dado (salvo en las de induccion) son de este
tipo y, por consiguiente, ninguna de ellas entra en conflicto con el uso del teorema
de deducciéon. Més ain, en el caso de las reglas de induccion, sélo tenemos un
uso de I respecto de la misma variable y, a lo sumo, usos admisibles de Sy,
es decir, aplicaciones de la regla a teoremas respecto de variables que podemos
elegir. L]

Ahora pasamos a demostrar el teorema y a continuacién explicaremos por
qué es necesaria la restriccion sobre el uso de Sy o Ij.

DEMOSTRACION (del teorema de deduccién): Sea 41, ..., d,, una deduccion
con premisas aq, . . ., @y, @ que termina en d,, = [y vamos a ver cdmo construir
la deduccién requerida de a« — . Sea R =1 =~ t,, que es un término en el que
aparecen las mismas variables que en a.

Pongamos que 0; = s; = t;, y vamos a demostrar que §; = R-s; = R-t; es
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un teorema para todo i. En particular, para ¢ = m tendremos probado
IR 8m — R-tm| =0,

de donde, por la propiedad 4 del valor absoluto, se sigue que R - |$;, — tm| =0,
que es lo mismo que (1 =~ t,) -tz =0, y esto es, por definiciéon, oo — 5.

Ademas comprobaremos que en la deduccion de 4] solo se usan las reglas
S1 0 I respecto de variables respecto a las que ya se usaban estas reglas en la
deducciéon de §; o bien respecto de variables que podemos elegir libremente y
teoremas que podemos incorporar a la lista de los ;.

De hecho, en el paso de 4/, a a — (3 ya hemos necesitado algunas de estas
aplicaciones: primero la primera regla del valor absoluto y luego tres aplicacio-
nes de S; a la propiedad 4 del valor absoluto respecto de variables x,y, z que
podemos elegir libremente.

Razonamos inductivamente, es decir, suponemos que tenemos ya deducciones
de las formulas (5;»7 para j < ¢, y vamos a ver como construir una deduccién de
0! en las condiciones requeridas. Para ello distinguimos varios casos:

Si §; = «, entonces hay que probar
6; = (].— |Sz—t1|)81 = (1— |Sl —tl|) 'ti,

y esta formula se deduce aplicando S; (respecto de variables z,y elegidas libre-
mente) a la formula (1.5), que hemos demostrado en la prueba del teorema 1.19
(que incluimos entre los teoremas +;).

Si §; = s; = t; es un axioma o una premisa «;, entonces podemos incluir J;
en nuestra deduccién (como axioma o premisa) y §; = R-s; = R - t; se obtiene
aplicando la regla Sy al término R - x.

Por consiguiente, basta probar que si §; se sigue de formulas anteriores de la
deduccion mediante una de las cuatro reglas de inferencia primitivas, entonces §;
puede deducirse de las formulas correspondientes de la demostracion que esta-
mos construyendo. Equivalentemente, basta probar que cada regla de inferencia
sigue siendo valida si sus formulas se multiplican por R.

e Para la regla S; se trata de ver que

es una regla de inferencia valida, lo cual es cierto (es un caso particular de Si)
siempre y cuando la variable z no aparezca en R, y esto lo tenemos garantizado
por la hipdtesis del teorema, ya que las variables de R son las de la premisa «
y suponemos que en la demostracién nunca se usa S; respecto de variables
presentes en «. Ademas, con esto estamos usando S7 en la nueva deducciéon
respecto de una variable respecto a la cual ya se usaba S; en la deducciéon
original.
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e Para la regla S; tenemos que demostrar que

R-t1 =R -ty
RS(tl) :R’S(tQ)

es una regla de inferencia valida. Vamos a probar, de hecho, el teorema
R-t1 =R-ts = R-s(t1) = R - s(t2). (1.6)

La regla se sigue, entonces, de aplicar MP (y sblo tenemos que incorporar este
teorema a la lista de los 7;). En primer lugar observamos que

R-tlzR'tQ%(RZO\/tlth), (17)

pues, por definicién de la implicacion (y la propiedad 4 del valor absoluto), se
trata de la formula

(1;R~|t1—t2|)'R'|t1_t2|:07

que es un caso particular de (1 =~ ) -z = 0.
Por otra parte,
RZO—)R~S(t1) :R-S(tg),

ti1 =1ty > R- S(tl) =R S(tg).

La primera implicacién se debe a que, por definicién, es la formula
(1=R)-R-|s(t1) —s(t2)| =0

y sabemos que (1 = R)- R =0.

La segunda es un caso particular del teorema 1.19 aplicado al término R - z,
donde z es cualquier variable que no esté en R. Por la regla del dilema conclui-
mos

(RZO\/tl :tQ) %R'S(tl) :R'S(tg),
y la regla del silogismo hipotético aplicada a (1.7) nos da la conclusion (1.6).

e Para la regla T" tenemos que demostrar

R-t1 =R -t R-t1=R-t3
R-ta=R-t3

que no es sino un caso particular de 7.

e Para la regla Iy tenemos que probar:

R-s51(0) = R-s2(0), R-s1(Sz) = R-h(z,s1(z)), R-s2(Sz) = R- h(zx, s2(x))
R-s1(z) =R~ s2(x)

bajo el supuesto de que la variable x no esta en R.
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Veamos en primer lugar que la regla de inferencia siguiente es valida:

$1 =1t 89 =t
S1 =89 =11 =19

En efecto, por la regla Sy, de las premisas (aplicando S; a teoremas que inclui-
mos en la lista de los 7; respecto de variables elegidas libremente) obtenemos

|s1 — sa| = [t1 — 52, t1 — s2| = [t1 — ta],

luego por transitividad concluimos que |s; — so| = [t1 — ta].
De aqui, por Ss,

(1= [s1—=s2|) - [t1 —ta| = (1= |51 — s2]) - [s1 — 82| = 0,
y esta ultima formula es s1 = 5o — t1 = to.

Por consiguiente, de las premisas de la regla de inducciéon deducimos
R-h(z,s1(x)) = R- h(z,s2(x)) = R-51(Sx) = R- s2(Sx).
Por otra parte, un caso particular de (1.6) es:
R-s1(z) = R-s2(x) = R-h(z,s1(x)) = R h(x, s2(x)),

y, encadenando las dos implicaciones, por la regla del silogismo hipotético ob-
tenemos

R-s1(x) = R-s2(x) = R-51(Sx) = R - s5(Sx).

Como también contamos con la premisa R-s1(0) = R-s2(0), la regla de induccion
general I nos permite concluir R - $1(z) = R - s2(z). Como ya hemos senalado,
el uso de I conlleva tinicamente un uso de Iy respecto de la misma variable a la
que se aplicaba Iy a la deduccién dada y aplicaciones tipicas de S; a teoremas
que podemos incorporar a la lista de los ;, luego no hemos incorporado ningtn
uso de I respecto de ninguna variable “nueva’”. [

Usos incorrectos del teorema de deduccién Pasamos ya a analizar por
qué es esencial no usar las reglas S; o de induccién respecto de variables presen-
tes en las hipétesis. En primer lugar mostramos un par de ejemplos de lo que
puede pasar si no tenemos en cuenta estas restricciones. En el primero usamos
indebidamente la regla S;:

(1) =z=0 Hipotesis

(2) 1=0 S1, 1 (no permitida)

(3) x=0—1=0 Falso teorema de deduccion
(1) 0=0-1=0 Si,3

(5) 0=0 Teorema

6) 1=0 MP, 4, 5

Obtenemos asi una “demostracion” de que 1 = 0, lo cual es imposible por el
teorema de correccién, y esto demuestra que el teorema de deduccion seria falso



58 Capitulo 1. La aritmética recursiva primitiva

sin la restricciéon sobre el uso de S;. Veamos ahora un ejemplo en el que usamos
indebidamente I:

(1) z=1 Hipotesis
(2) St =2 SQ, 1
3) 0-2=-0)=0 Teorema
(4) Sz-(2=S2)=2-(2+2) 53,2
(5) 2-(2=2)=0 Teorema
(6) Sz-(2=Sx)=0 T,4,5
(7) z-(2=2)=0 I5,3,6 (no permitida)
8 z=1—-2z-2=2)=0 Falso teorema de deduccion
9 1=1-1-(2=1)=0 5,8
(10) 1=1 Teorema
(11) 1-(2=1)=0 MP 9, 10
(12) 1-(2=-1)=1 Teorema
(12) 1=0 T 11, 12

Para entender (desde un punto de vista seméntico) por qué fallan los razona-
mientos anteriores, comparemos con un uso correcto del teorema de deduccion:

(1) =0 Hipotesis

(2) yx=y-0 S, 1

(3) y-0= Definicion de -
4) y-xz= T2, 3

(7) 2=0—>y-2=0

En cualquier formula de ARP, como z = 0 — y - z = 0, entendemos que
las variables representan nimeros naturales arbitrarios. Esta formula dice que,
para cualquier par de nimeros naturales x e y, es cierto que si el primero es 0,
su producto es 0. El hecho de que la regla S; sea valida depende esencialmente
de este hecho. Si es correcto sustituir una variable cualquiera por un término
cualquiera en una féormula cualquiera es porque lo que vale para un nimero x
cualquiera vale también para un término ¢ cualquiera.

Sin embargo, si queremos probar que =0 — y -z = 0 y suponemos = = 0,
ahi ya no podemos entender que z representa un ntmero natural cualquiera.
Ahora x es un ntmero concreto: el nimero 0. Si aplicamos S; para sustituir
x por 1 llegamos al absurdo 1 = 0 porque hemos sustituido una variable que
representa a un niamero que cumple una propiedad especifica (ser cero) por otro
nimero que no cumple esa propiedad. Por eso falla el razonamiento.

Lo mismo sucede si intentamos aplicar induccién. Al haber supuesto = = 1,
la variable x ya no representa un nimero arbitrario, sino un ntimero que tiene
una propiedad particular que no tienen todos los numeros. Sin embargo, para
que la induccién

0-(2+-0)=0 Sz (2= Sz)=0
z-2=2)=0

fuera valida, haria falta que la formula Sz - (2 =~ Sz) = 0 fuera cierta para todo
nimero natural x, mientras que sé6lo la hemos demostrado bajo la hipotesis de
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que x = 1, luego no es correcto concluir que = - (2 =~ z) = 0 vale para todo
nimero natural.

En resumen, la prohibicion de usar S7 y las reglas de induccién respecto
de variables de la hipotesis es la forma técnica de establecer que las variables
de las hipétesis ya no representan nimeros naturales arbitrarios, sino ntimeros
particulares que cumplen la hipo6tesis, de modo que sustituir dichas variables
por términos arbitrarios podria dar lugar a féormulas falsas si dichos términos
representan nimeros que no cumplen la hipotesis, e igualmente aplicar la regla
de induccién podria ser incorrecto porque no habriamos probado las premisas
con la generalidad requerida. m

Del teorema de deduccion se sigue inmediatamente que en ARP también
podemos razonar por reducciéon al absurdo:

Teorema 1.21 (Reduccién al absurdo) Si se cumple
alv"‘vana_'aA;PB A _‘ﬁ

y en la deduccion no se usan las reglas S1 o Iy respecto de variables que aparecen
en «, entonces
aQ,...,0n, F oa.
1 s Ln ARP
En otras palabras: para deducir una férmula o podemos suponer —« y llegar
a una contradiccion 8 A =8 (aunque en la préactica basta con llegar a las lineas
By —f en la deduccion, pues siempre se pueden combinar mediante IC).

DEMOSTRACION: Por el teorema de deducciéon, de a; ..., «a, se deduce la
implicacion —a — (8 A —=8), pero =(S A =) es un teorema (es la propiedad 10
que hemos probado de los conectores), luego la regla del modus tollens nos da
——a y la propiedad 2 nos permite concluir a. [

Igualmente se justifica la variante consistente en suponer « y concluir —a.
Es claro que en la practica podemos usar este teorema en las mismas condiciones
que el teorema de deduccion (intercalando incluso usos de uno y otro teorema).

Ahora ya estamos en condiciones de usar los conectores logicos con natu-
ralidad, sin depender de teoremas aritméticos sofisticados. Como ilustraciéon
terminamos probando algunos resultados elementales que requieren conectores
para ser enunciados. El primero expresa que todo ntiimero natural no nulo es el
siguiente de otro niimero natural:

Teorema 1.22 Las formulas siguientes son teoremas de ARP:
1.z=0Vaz=_Sx~=1).
2.x+z=y+z—>x=1y.
3. z24+y=0&2=0Ay=0.

4. 2y=0<2=0Vy=0.
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DEMOSTRACION: 1) se prueba por induccion sobre x. Para x = 0 es trivial

y, supuesto cierto para x, tenemos que (Sz) ~1 = (z +1) = 1 = z, luego
Sz = S(Sz +1). He aqui una prueba detallada:

Demostracion del teorema 1.22 1)

(1) 0=0
(2) 0=0v0=25(0=1)
(3) (r+y)=a=y
4) (z+1)~1=z
(5) z+1=2Sx
6) (z+1)=-1=8zx+1
(7) x=Sz=-1
(8) Sx=S5(Sz~1)
(9) Szx=0VSx=S8(Sz~1)
(10) z=0Vaz=S(x=1)
= Szx=0V (Sz=5(Sx~1))
(11) z=0vzx=S(x~+1)

Teorema
ID1
Teorema
S1 3
Teorema,
So 5
T4,6
So 7

ID 8

pFqg—p,9
12,10

2) Se prueba facilmente por induccién sobre z. Una prueba detallada es:

Demostracion del teorema 1.22 2)

r+0==zx
y+0=y
z+0=y+0
rT=y

z+0=y+0—=z=y
T+z=Y+z—>T=Yy
r+Sz=y+ S5z
x+Sz=5(+=z)
y+Sz=8(y+=z)
S@+2) = S(y + =)
Su=Sv—u=v

=Y
r+Sz=y+Sz—>x=y
rt+z=y+z—oax=y—
r+Sz=y+Sz—>zr=y
rtz=y+z—ocr=y

Sx+z2)=Sy+z)max+z=y+z

Definicion de +
Definicion de +
Hipotesis
T1,2,3

Hipotesis

Hipotesis

Definicion de +

Definicion de +

T7,89

Teorema,

Sy 11

Consecuencia légica 10, 12, 6

15,15

3) Es inmediato, porque si y # 0, entonces y = S(y ~ 1), luego

0=z +y=5(+(y=1),
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en contra del primer axioma de Peano, luego y = 0 y, por consiguiente, x = 0.
La otra implicacién es obvia. Una prueba detallada es:

Demostracion del teorema 1.22 3)

(1) 2+y=0 Hipotesis

(2) y#0 Hipotesis

3) y=0vy=Sky—=1) Teorema

4) y=S@y=-1) MTP 2, 3

(5) z4+y=2x+Sy=1) So, 4

(6) x+Sz=S5(x+=2) Definicion de +
(7) z+Sy=1) =S+ (y=1)) 5,6

8) S+ ((y=1)=0 T1,5,7

(9) Sz#0 Teorema

(10) S(z+(y=1)) #0 S1,9

(11) y=0 RA 8, 10

(12) z2+y=2+40 Sy 11

(13) z2+0==x Definicion de +
(14) =0 T1, 12, 13

(15) 2=0Ay=0 IC 11, 14

(16) 2+y=0—-2=0Ay=0

(17) 2=0Ay=0 Hipotesis

(18) z=0 EC 17

(19) y=0 EC 17

(20) z4+y=2+0 S2 19

(21) z+0=x Definicién de +
(22) z+y=0 T 20, 21, 18
(23) 2=0Ay=0—=2+y=0

(24) z2+y=0c2=0Ay=0 IB 16, 23

4) Si zy = 0, pero y # 0, entonces zy = x(S(y =~ 1)) = z(y = 1) + =z = 0,
luego = = 0 por el resultado precedente. Dejamos como ejercicio al lector probar
detalladamente este tltimo teorema a partir del esbozo de prueba que hemos
dado. A partir de este momento ya no daremos mas pruebas detalladas a este
nivel, sino que el lector deberfa ser capaz de desarrollar los argumentos o, mejor
aun, de convencerse de que puede hacerse y que, precisamente por ello, no hace
falta hacerlo. ]

1.5 Cuantificadores acotados

Es frecuente definir el orden usual de los nimeros naturales estableciendo que
x < y equivale a que existe un ntimero natural z tal que y = x4+ z. Sin embargo,
no podemos formalizar esta definicién en ARP porque el lenguaje L. no tiene
forma de expresar ese “existe un z”. No obstante, esto no es completamente
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cierto: en L., podemos afirmar la existencia de un ndmero natural cuando
podemos calcularlo explicitamente, y esto es aplicable a nuestro caso: si x <y,
el niimero z que cumple x+ 2z = y es precisamente z = y— x, por lo que podemos
dar la definicién siguiente:
Definiciéon 1.23 x<y=z+ (y~z) =y.
Veamos que esta definiciéon permite probar los hechos basicos sobre la orde-
nacion de los niimeros naturales (usamos sin referencias el teorema 1.22):
l.x2<x+y.

Por la propiedad 6 de la resta truncada.
2.z <ux.

. zyNhNy<z—>x=y.
Tenemos que z + (y — ) =y, y + (z ~ y) = z, luego

r+(y=z)+(x=y)=ur,
luego (y ~ =) + (z ~ y) =0, luego x ~ y = 0 = y ~ z, luego
r=z+(y=-2z)=y.

4 c<yNhNy<z—z<z
Tenemos = + (y —~ z) =y, y + (z ~ y) = 2, luego

et (y=2)+(z+y) =2
luego < z por (1).
5. 0< x.

6. x < Sx.
Puesz+ (Sz~2)=z+4+((z+1)~z)=2+1= Sz

7.2 <yVy<uz.

Lo probamos por induccién sobre y. Para y = 0 es claro. Si vale para y,
en el caso r < y tenemos z < y < Sy, mientras que si y < x, entonces
y+(r-y)==x Siz=y=0,entonces y =z y x < Sy. Six=-y#0,
entonces y + S(((x ~ y) = 1)) = z, luego Sy + ((x ~ y) ~ 1) = z, luego
Sy < x por (1).

8. y< Sz y<zVy=Sz.
Siy < Sz, entonces y + (Sz ~ y) = Sz. Si Sz~ y =0, queda y = Sz vy,
en caso contrario, y +S((Sz -y) =~ 1) = Sz, luego y + ((Sz~y) ~ 1) =z,
luego y < z, por (1).
Siy<zVy= Sz, en el segundo caso es claro que y < Sz, mientras que
en el primero y + (z = y) = z, luego y + S(z ~ y) = Sz, luego y < Sz, de
nuevo por (1).
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9. z<ysr+2z<y+z.

Six <y, entonces z + (y ~ ) =y, luego x + 2z + (y ~ x) = y + 2, luego
x4z <y+zpor (1).

Sizx+2z<y+ z entonces z < y V y < x, pero si se da el segundo caso,
por la parte ya probada, y + z < x + z, luego = + z = y + z, luego =z = v,
luego = < y.
10. z#£0ANzz=yz > x =1y.
Podemos suponer que z < y. Entonces x + (y ~ ) = y, luego
xz+ (y=~x)z = yz = az,
luego (y ~ x)z =0, luego y ~ x = 0, luego = = y.
11. 2 <y = xz < yz.
Pues z + (y ~ z) =y, luego xz + (y ~ x)z = yz, luego zz < yz.
12. z#0ANzz<yz—x<y.
Se cumple z < y V y < z, pero en el segundo caso yz < xz, luego yz = xz,

luego y = x, luego = < y.

Definimos z < y = x < y A ¢ # y. Las propiedades obvias de esta relacion
se deducen inmediatamente de las propiedades correspondientes de < y de las
del igualador.

Por ejemplo, ahora podemos precisar 6 y afirma que x < Sz, pues si fuera
x =Sz =1x+1, seria 0 =1 = S0, en contradiccion con el primer axioma de
Peano.

De las propiedades de la relacién de orden que hemos demostrado se siguen
ya sin dificultad todas las propiedades elementales de uso habitual, como que
r<ynzT <y sz+2 <y+y, etc

Ahora estamos en condiciones de extender ligeramente la logica de ARP:

Definicién 1.24 Si oo = s; = s es una férmula de £,,, cuyas variables estén

entre x1, ..., &,, definimos el funtor x,(x1,...,x,) = x[a] dado por
Xa(ZT1, . o &pn) =1+ta =1~ |51 — s2].

Asi, teniendo en cuenta las reglas (1.3), se cumple que

Xa(Z1, o yxn) =1 alzy, ..., Tp),
Xa(wh o axn) =0« _'O‘(xla s 71'n)'
Dada una formula «(z1, . .., Z,, z), consideramos el funtor dado por las ecua-

ciones
My(x1, ..o 20,0) = Xa(z1, ..., 0, 0),
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Mo(z1,. .., 20, 82) = Mo(21,...,Zpn, )+
X[Ma(21,. .. 20,2) =0 A Xa (21, ..., 20, 52) = 1] - (x + 2).
Notemos que —abreviando z1, ..., z, como T— la sucesién
Ma(f,0)7 Ma(j71)7 Ma(j72)7

toma el valor 0 hasta que aparece el primer z que cumple «(Z, x), y a partir de
ese momento toma el valor x + 1.

Definimos
vqua(xlv"'7xn7u) = Ma(x17"'aznax)7é07
ANu<zalry,...,zo,u) = —Vu<z-alzy,...,o.,u),
pu < za(ry,...,xn,u) = My(x1,...,20,z) = 1.
1
Vu < za(zy,...,zp,u) = Vu<za(z,...,o.,u) A
Nu < zA\v < z(a(zy,...,20,u) Aa(xy, ..., T0,v) = u="0).

Notemos que, a pesar de la notaciéon que empleamos, ninguna de cuatro
expresiones anteriores contiene la variable wu.

Las consideraciones precedentes muestran que se cumple
EVu<za(zy,...,o,,u)v

si y s6lo si existe un nimero natural m < v(x) tal que E a[v*], de modo que
una transcripcion al castellano de

Vu<zalry,..., o, u)
es
Eziste un nimero natural u < x que cumple a(xq,...,Tn,u).
Por consiguiente
Nu<zalxy,... ,z,u)
es “No existe un v <  que no cumpla a(z1,...,z,,u).”, que es lo mismo que
Para todo nimero natural u < x se cumple a(x1,..., Ty, u).
1
Esto implica a su vez que Vu < za(w1,...,z,,u) significa:
Eziste un unico u < x que cumple a(x1,...,Tn,u).
Por tltimo, es claro que N(pu < z a(xq,...,Zn,u))[v] es el minimo niamero

natural m < v(x) que cumple E «[v!*], o bien 0 si no existe tal minimo.

Pero esto es so6lo el significado que tienen las férmulas y el término que
acabamos de definir. Ahora vamos a ver que podemos demostrar los hechos
que cabe esperar. En los resultados siguientes escribiremos a(x) en lugar de
a(x1,...,2Tn,x), de modo que no supondremos que z es la tnica variable de a.
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1opu <za(u) <z
Por induccién sobre x. Para z = 0 tenemos que

pu < 0afu) = Ma(0) = 1=x,(0)~-1=0<0,

pues X, (0) solo puede valer 0 o 1.
Si vale para x, distinguimos dos casos:
Si M, (z) # 0, entonces M, (Sz) = M, (z), luego

pu < Sra(u) = pu < za(u) <z < Sz.

Si M, (z) = 0, entonces
M, (Sz) = x[Ma(z) =0 A xa(Sz) =1] - (. +2) <z +2,
luego pu < Sz a(u) = My (Sz) =1 < (r+2) = 1= Sz.
2. y<zAaly) = (Vu<zalu) A pu<za(u) <y).
Por induccién sobre z. Para = 0 tenemos y = 0, a(0), luego
Mo (0) = xa(0) = 1 #0,

luego Vu < 0a(u). Ademas, pu < 0a(u) = M,(0) =1 =1=1=0, luego
pu < 0a(u) <y.

Supuesto para z, si y < Sz A a(y), o bien y < z o bien y = Sz. En el
primer caso, por hipétesis de induccion, Vu < z a(u), es decir, M, (z) # 0,
luego M, (Sx) # 0, luego también se cumple Vu < Sz a(u).

Ademas, M, (Sx) = M, (x), luego pu < Sz a(u) = pu < za(u) < y.
Siy = Sz, tenemos xo(Sz) = 1 # 0 luego, o bien M, (x) # 0, o bien

X[Mo(2) = 0 A xa(S2) = 1] - (2 +2) # 0,
y en ambos casos M, (Sz) # 0, luego Vu < Sz a(u).
Si M, (z) # 0, entonces My (Sz) = My (z), luego

pu < Sra(u) = pu <zalu) <z < S
Si M, (z) = 0, entonces
Mo (Sz) = x[Ma(2) =0 A Xa(Sz) =1] - (z+2) =2 +2,

luego pu < Sz a(u) = Sz < y.

3. Vu < zalu) = alpu < za(u)).
Por induccion sobre x. Para z = 0 tenemos x4 (0) = M, (0) # 0, luego se
cumple a(0) y ademés pu < Oa(u) = M,(0) =1 =1-=1 =0, luego se
cumple a(pu < 0a(u)).
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Si vale para z y Vu < Sz a(u), entonces M, (Sx) # 0. Distinguimos dos
casos:

Si M,(x) # 0, entonces Vu < wa(u), luego por hipotesis de induc-
cion a(pu < za(u)). Ademéas pu < zalu) = My(x) = 1. En este
caso My (Sz) = My(x), luego pu < Sza(u) = pu < zalu), luego
alpu < Sz a(u)).

Si M, (z) = 0, necesariamente
X[Ma(2) = 0 A Xa(Sz) = 1] - (x +2) # 0,
luego xa(Sz) =1, luego se cumple a(Sz). Ademas
My (Sz) = x[Ma(z) =0 A xo(Sz)=1]- (2 +2) =2+ 2,
luego pu < Sz a(u) = (x +2) = 1 = Sz, luego a(pu < Sz a(u)).

Recapitulando lo que hemos obtenido, por una parte podemos introducir el
particularizador y el minimo asi:

y<zAaly) = Vu<zaw) A pu < za(u) <y A a(pu < zalu)))
y, por otra, podemos eliminar el particularizador asi:
Vu < zalu) = (uu < zalu) <z A a(pu < za(u))).
Para el cuantificador universal tenemos, por una parte, la eliminacion:

4. y <z A Nu < zalu) = aly).

En efecto, siy <z A Au < za(u) y —a(y), entonces Vu < 2 ~a(u), luego
-Au < xa(u) y tenemos una contradiccion.

En cambio, la introduccién del generalizador tiene que formularse como regla

de inferencias:
y <z —ay)

1G
(IG) Au < zafu)
En efecto, si suponemos la premisa, pero negamos la conclusion, tenemos que
Vu < x-a(u), luego pu < z-a(u) < 'y ~a(pu < x-a(u)), pero la premisa
nos da entonces que a(pu < z —-a(u)) y tenemos una contradiceion. "

Nota Observemos que en la prueba de la regla IG aplicamos a la premisa
la regla S respecto de la variable y, lo cual hace que no podamos aplicar el
teorema de deduccién para concluir que la implicacion

(y<z—aly) = Au<zalu)

sea un teorema de ARP. De hecho, es facil deducir una contradiccién de este
presunto teorema.

Por el mismo motivo, no es licito usar IG en un entorno en el que esté
prohibido usar S; respecto de la variable y. L]
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Podemos considerar también las variantes
Au < zau)=Au<z(u<z— alu)),

Vu < zau)=Vu<z(u<zAalu)),

y a partir de los resultados ya probados es facil probar que cumplen los resultados
obvios que cabe esperar que cumplan.

Inducciéon completa Ahora es facil probar la regla de induccién completas:

Nu <z p(u) = ¢()
()

DEMOSTRACION: Probamos por induccion que ¢(z) = Au < z¢(u). Se
cumple trivialmente para x = 0 y, si vale para x, por la premisa, tenemos ¢(x),
de donde se deduce claramente que Au < Sz ¢(u). En particular se cumple
¥(Sz) = Au < Sz ¢(u), luego haciendo u = = obtenemos ¢(z). "

Nota Como en la prueba de la regla de induccién completa se usa la regla de
induccién sobre la variable z, no podemos usar esta regla en contextos en los
que no podemos usar la regla Iy sobre x. [

Con esto tenemos ya completamente expuesta la logica de la Aritmética
Recursiva Primitiva. En el capitulo siguiente veremos cémo podemos trabajar
en ella.






Capitulo 11

Elementos de aritmética

En el capitulo anterior hemos definido la Aritmética Recursiva Primitiva, una
teoria axiomatica con nombres para todos los nimeros naturales (numerales) y
todas las funciones recursivas primitivas (funtores). Recordemos los principales
teoremas aritméticos que hemos demostrado en ella. En primer lugar tenemos
los axiomas de Peano:

1. Sz #£0,

2. Sx =8y —»z=y,
3. z+0=ux,

4. x+ Sy =S(z+vy),
5. x-0=0,

6. x-Sy=x-y+=x.

De la definicién de suma se deduce en particular, llamando 1 = S0, que
Sx = x + 1, y a partir de ahora ya no usaremos nunca de forma explicita
el funtor S, sino que escribiremos x 4+ 1 en lugar de Sx. Asi, el principio de
induccién, que se considera parte de los axiomas de Peano, se enuncia en ARP
mediante la regla de inferencia

a(0) a(z) - a(z+1)
a(x) ’

También tenemos a nuestra disposicion las reglas de inferencia S, .52, T, que
permiten probar cualquier cosa razonable relacionada con el igualador, asi como
las reglas de inferencia que regulan los conectores logicos.

Entre las propiedades de la suma y el producto tenemos:
L(zt+y)+z=a+(y+2),
2.z4+y=y+ux,

69
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rt+z=y+z—>xr=1y.
z+y=0<2=0Ay=0.
rz-1=u,

T-y=y-x,
x-(y+z)=z-y+zx-z
z(yz) = (zy)z,
zy=0<2=0Vy=0,

z2£0Nzz=Yyz > x =Y.

A partir de estas propiedades se pueden demostrar facilmente (es decir, con
los argumentos que emplearia habitualmente un matematico, sin ningtn artificio
logico necesario por estar trabajando en ARP) todos los hechos elementales
que nos permiten manipular expresiones aritméticas que involucran sumas y
productos. Para la relacién de orden tenemos:

1.

10.

© ® N o gk ® N

r <z,
r<yANy<zx—x=y,
c<yANy<z—=>z<z,
r<yVy<suw,

0<x,

x<z+y,
y<z+lesy<azVvVy=z+1,
r<ysr+z2<y+z,
z<y—=xz<yz,

z#0Nzz<yz—xz<y.

Hemos definido también x < y = x < y A « # y y las propiedades de esta
relacion estricta se deducen facilmente de las anteriores.

Nuevamente, a partir de estas propiedades se pueden demostrar de forma
natural todas las propiedades basicas sobre manipulacién de expresiones arit-
méticas que involucren sumas, productos y la relaciéon de orden.

También tenemos definida la resta truncada, determinada por los dos teore-
mas siguientes:

1.
2.

r<y—z+(y-z)=y.

y<zxz—=y=-x=0.
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En efecto, el primero se sigue de la definicion que hemos dado de z < y, y
el segundo se debe a que si y < z, entonces y + (x ~ y) = z, luego tenemos que
y~xz=y= (y+ (z+y)) =0 por la propiedad 8 de la resta truncada.

Notemos que
c<yNy<z—=>z-y<z-uwz

En efecto, si fuera z — x < z =~ y, tendriamos que
y+z=z+y+(z-z)<zt+y+(z-y)=z+z

luego y < .

Tenemos definida la funcién caracteristica de una férmula «, determinada
por los teoremas

Xa(Z1, o xn) =1 alzr,...,Tn),
Xa(xl»“-axn) =0« _'O‘(xlwu,mn)'

Con ella podemos definir funtores por casos. Por ejemplo, podemos definir

_ g(xlv"wl'n) si a(xla"wxn)?
Flan, ) = {h(ml,...,xn) si —a(T1, ..., %)

Esto ha de entenderse como

flze,...yzn) =g(z1, .y zn)Xa(@1, oy Zn) F h(21, .o T0) Xma (1, - -y Th)
y es facil probar entonces los teoremas
a(z,...,xn) = f(x1,...,2n) = g(21, ..., Tn),
(X1, X)) = f(@1, .0 x) = h(z1, .. ).
Por dltimo, tenemos definidos los cuantificadores acotados

1
Vu<zalxy,...,zo,u), Au<zalzy,...,z.,u), Vu<za(zy,...,o.,u),

y el minimo acotado pu < x a(x1,...,T,,u), que cumplen todas las propiedades
que cabe esperar que cumplan.

2.1 Mas aritmética en ARP

Potencias Para completar la aritmética basica de los ntimeros naturales in-
troducimos la exponenciacién, que ya habfamos mostrado como ejemplo en el
capitulo anterior, pero no habiamos probado nada sobre ella. Recordemos que
la definicion es:

20 =1, ¥t =¥ . 1.

Las propiedades siguientes se prueban facilmente por induccion:
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1. zYT2 = Y%,
2. (zy)* = 2%y7,

()7 =,

L

z>0— 0% =0,

o

17 =z,
r<y—z* <y

r>1ANy<z—a¥ <27

® N>

r>2—-y<ay.

Veamos la ultima como ejemplo. Razonamos por induccién sobre y. Para
y = 0 es inmediato. Supuesto cierto para y, o bien y = 0, en cuyo caso se
cumple que y +1 =1 < z = 2! = 2Y"!, 0 bien y > 1, en cuyo caso

=¥ x>av - 2>y 2=y+y>y+1.
Division euclidea El lector sabra sin duda que, dados un dividendo D y
un divisor d # 0, existen un tnico cociente ¢ y un unico resto r de modo que
D =dc+r,con 0<r <d. Enellenguaje de ARP no podemos decir “existen”,
pero tenemos dos alternativas:
Una es observar que el cociente y el resto tienen que ser menores o iguales
que el dividendo, por lo que podemos decir Ve, 7 < D. La otra alternativa es

definir funtores concretos que calculen el cociente y el resto, y eso es lo que
vamos a hacer:

Definicion 2.1 Definimos los funtores determinados por
e(D,d)=pu<DD<du+1), r(D,d) =D = d-c(D,d).
Teorema 2.2 Se cumple:
1.d#20—>D=d-¢(D,d)+r(D,d) Ar(D,d) <d.
2.d#0AND=d-c+rAr<d—c=c(D,d) ANr=r(D,d).
DEMOSTRACION: 1) Como d # 0, tenemos que 1 < d, luego
D <dD <dD+d=d(D+1),

y esto prueba que Vu < DD < d(u+1), luego D < d- (c¢(D,d) +1). Tiene que
ser d-c¢(D,d) < D, pues si fuera D < d - ¢(D,d), entonces ¢(D,d) # 0, luego,
llamando ¢ = ¢(D,d) = 1, se cumpliria ¢(D,d) = ¢ + 1, luego ¢ < ¢(D,d) y
D < d- (¢ 4+ 1), en contra de la minimalidad de ¢(D, d). Asi pues:

d-e(D,d) <D <d-(c(D,d)+1).
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Por la definicion de <, la primera desigualdad implica que
D =d-c¢D,d)+r(D,d).
Tiene que ser r(D,d) < d, pues si d < r(D, d), entonces
d+ (r(D,d) -~ d) =r(D,d)
y asi
D=d-¢D,d)+d+ (r(D,d)~d)=d- (¢(D,d)+ 1) + (r(D,d) ~ d),

luego d - (¢(D,d) + 1) < D, contradiccion.

2) Tenemos que de < D = dc+r < de+d = d(c+1), luego la minimalidad de
¢(D, d) implica que ¢(D,d) < ¢. Sila desigualdad fuera estricta, ¢(D,d)+1 < ¢,
luego

D <d(e(D,d)+1) <dec<dc+r=D,

y tenemos una contradiccion.
Por lo tanto, ¢ = ¢(D, d), y como

d-e(D,d)+r(D,dy=D=d-c+r=d-ce(D,d)+r,

también r = r(D, d). "

Por ejemplo, ahora podemos clasificar los niimeros naturales en pares e im-
pares, segun si r(D,2) =0 o r(D,2) = 1. Equivalentemente, por la unicidad de
la divisién euclidea, los niimeros pares son los de la forma 2n y los impares los
de la forma 2n + 1. Es facil probar que

r(ab,2) = r(a,2)r(b,2),

de modo que el producto de par por par o par por impar es par, mientras que
el producto de impares es impar.

Pares ordenados Es posible numerar todos los pares de niimeros naturales,
es decir, asignar un nimero natural (z,y), a cada par de nimeros naturales x,
y (en un cierto orden) de modo que pares distintos tengan asignados ntmeros
distintos y cada ntimero natural tenga asignado un par. Una forma de hacerlo
lo ilustra el diagrama siguiente:

4110

3] 6 11

213 7 12

111 4 8 13

oL 0 2 5 9 14
0o 1 2 3 4
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El namero (x,y), es el situado en la columna « y en la fila y del rectangulo.
Por ejemplo, vemos que (2,1), = 8.

La diagonal que contiene, por ejemplo, al 13 = (3,1), contiene todos los
pares cuyas componentes suman x + y = 4. Para llegar a ella hay que pasar
antes por las diagonales anteriores, que contienen 1 4 2 4 3 4+ 4 = 10 ntumeros,
pero como empezamos en el 0 resulta que el 10 = (0,4) es ya el primero de dicha
diagonal. Para llegar a (3,1), hemos de avanzar = 3 posiciones. En general,
el par (z,y), se alcanza en la posicion

(z+y)(r+y+1)
2

z=142+--+(x+y) +o= +x

Esto nos lleva a la definicion siguiente:
Definicion 2.3 Definimos el funtor
(,y)y = c(z+y)(r+y+1),2) +a.
Es facil ver que la divisién es exacta,! de modo que
2(z,y)y = (@ +y)(e+y+1)+ 2z
Observemos ahora que
(z4+1)(24+2)=22+32+2>224+2> 2z
Por lo tanto, si definimos el funtor
Fz)=pu<2z+1 (22 <u(u+1)),
tenemos que z + 1 cumple la propiedad considerada, luego
2z < F(2)(F(2)+ 1) y F(z) <z+1.

No puede ser F(z) = 0, luego si definimos G(z) = F(z) = 1, se cumple que
F(z) = G(2)+1y, como G(z) < F(z), no puede cumplir la propiedad que define
a F', luego

G(2)(G(2) +1) <2z < (G(2) + 1)(G(2) + 2), G(z) < 2.

Observemos ademas que si un r cumple
r(r+1) <2z < (r+1)(r+2),

necesariamente r = G(z), pues por la minimalidad de F tenemos F(z) < r + 1,
luego G(z) < ry, si la desigualdad fuera estricta, G(z) + 1 < r, luego

(G2)+ 1D)(G(2)+2)<r(r+1) <2z

y tenemos una contradiccion.

1Porque el dividendo es necesariamente el producto de un néimero par por un impar, luego
es par.
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Definimos el funtor
z1 =¢(2z2 -~ G(2)(G(2) + 1),2).
Es facil ver que el argumento de c¢ es par, por lo que
22 =G(2)(G(z) + 1) + 22.
Ademas se cumple que z; < G(z), pues si fuera G(z) < z1, entonces
2G(2) <221 =22z = G(2)(G(z) + 1),

luego 2G(2) + G(2)(G(2) + 1) < 2z, luego G(2)? + 3G(2) + 1 < 22. Otra vez,
distinguiendo casos segtn si G(z) es par o impar, se comprueba que el miembro
izquierdo siempre es impar, por lo que no puede darse la igualdad, luego

(G(2) + 1)(G(2) +2) = G(2)* + 3G(2) +2 < 22,
en contradiccién con la construccion de G.
Por lo tanto, z; < G(z), luego el funtor
20 =G(2) — »
cumple G(z) = z1 + 22 y
22 =G(2)(G(2) + 1) + 221 = (21 + 22) (21 + 22+ 1) + 221 = 2 (21, 22),,
luego z = (21, 22)5.

El teorema siguiente recoge las propiedades que hemos demostrado de los
funtores (x,y),, 21 y 22 junto con algunas mas:

Teorema 2.4 Se cumple:
1. z=(z1, 22)9,
2. 21+ 2 <z
3. z=(x,y)g > x =21 NY = 2.

DEMOSTRACION: Ya hemos demostrado la primera afirmacion, y también la
segunda, pues hemos visto que z; + 22 = G(z) < z.

Si z = (x,y),, llamando r = x + y, tenemos que 2z = r(r + 1) + 2z, con
z < r, luego

rir+1)<22<r?+r+20<r?+3r<r?+3r+2=(r+1)(r+2),
y antes hemos probado que esto implica r = G(z) = z1 + 22, luego
(14 22)(z1+220+ 1) +221=22=r(r+1)+2z

implica que 2x = 2z1, luego x = 21, y entonces 21 + 2o = x + y implica que
Y= z2. ]

Con esto hemos probado que cada ntmero natural z se expresa de forma
unica como un par (21, z2), de nimeros naturales. Tanto la funcioén que a cada
par de niimeros naturales le asigna el niimero (21, z2), como las proyecciones que
a cada z le asignan sus coordenadas z; y zo son funciones recursivas primitivas.
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Sucesiones finitas Similarmente podemos considerar el funtor
<£L‘, Y, Z>3 = <<£L‘, y>2 ’ Z>2
y las proyecciones 2} = (21)1, 25 = (21)2, 25 = 22, de modo que
z = (21, 22, 23), z2=(u,v,w); > uU=21 ANV=12 ANw = 23.

Asi, podemos identificar los numeros naturales con las ternas de numeros natu-
rales. En general, podemos definir los funtores

<x1a v axn>n = <<.131, v 7xn—1>n,1 ,an>2

y las proyecciones?

p(z) = p (=), parai <n
pp(z) = 2.

Si definimos (x); = «, estas definiciones coinciden con las que ya teniamos
en el caso n = 2.

Razonando por inducciéon sobre n, se prueba sin dificultad que
z2=P(2),....,0n(2)),,, Z2=(T1,...,&n), > T1 =21 N ANTp = 2p.

Ejemplo Un simple calculo nos da que
(3,1), =13, (3,1,5)5 = (13,5), = 184,

de modo que el nimero 184 puede verse como ¢l mismo, o como el par (13,5),
o como la terna (3,1,5),.

En general, cada nimero natural n puede verse indistintamente como un
ntmero (él mismo), como un par de ntmeros, o una terna, o una cuadrupla,
etc. Por ejemplo, el nimero n = 17337210 puede verse como

17337210, (5882,5), (104,3,5), (13,0,3,5), (3,1,0,3,5),
(0,2,1,0,3,5), (0,0,2,1,0,3,5), (0,0,0,2,1,0,3,5),...

Para evitar que un mismo niimero pueda verse como muchas cosas a la vez,
podemos definir una nueva familia de infinitos funtores:

<$1,-~-,33n>zo = <n; 1v<x1""7x”>n>2+1'

Asi, cada nimero natural no nulo s codifica una tnica sucesiéon. Para cal-
cularla, pasamos a s — 1, interpretamos el resultado como un par y la primera
componente +1 nos indica la longitud n de la sucesion codificada, y ésta es la
segunda componente interpretada precisamente como sucesion de longitud n.

2Notemos que no hemos definido un funtor (z1,... ,%n), de rango n + 1, sino infinitos
funtores de rango n. Igualmente, la definicion de las proyecciones no es la definicién de un
tanico funtor pf*(z) de rango 3, sino que estamos definiendo infinitos funtores de rango 1, cada
uno con su propia definicién.
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Podemos considerar que el nimero natural 0 codifica la sucesion vacia que
tiene 0 términos.

Definicion 2.5 Definimos la longitud de un ntimero natural como
l(s) = (1= (1 =9)((s = 1)1 +1).

Asi, £(0) = 0, mientras que si s # 0, entonces £(s) >0y (s=1); = £(s) - 1.

Para definir las proyecciones definimos primero el funtor
R(s,0) = (s = 1)q, R(s,i+1) = R(s,4)1.
Asi podemos definir:
p(s) = (1= )R(s, (s = 1)1) + (1= (1= ) R(s, (s = 1)1 = )a.

Notemos que p°(s) es un funtor de rango 2, es decir, que ahora no tenemos
infinitos funtores de rango 1, sino que tanto i como s son argumentos de un
mismo funtor.

Ejemplo Sis = (3,2,7), = (2,((3,2),,7),), + 1, tenemos que
R(S7O) = <<3a2>2a7>2a R(871) = <3a2>27 R(SaQ) :37
Inego 3 (s) = R(5,2) = 3, pi*(s) = R(s, s = 2, p¥(s) = R(5,0) = 7. m

Nota A partir de ahora escribiremos s; = p°(s). "

Veamos que todo nimero natural, visto como sucesion, estd univocamente
determinado por sus proyecciones.

Teorema 2.6 ((s) = ((t) A (Ni < l(s)s; =t;) = s =t.

DEMOSTRACION: Si ¢(s) = £(t) = 0, entonces s = ¢ = 0. Supongamos que
£(s) = £(t) > 0. Entonces

l=(s=1)1=4(s)=1=4L(t) =~ 1=(t=1);.
Veamos por induccién que
i <l— R(s,l~1i)=R(t,1~1).
Para 7 = 0 tenemos que
R(s,l) = so =ty = R(t,1).

Si es cierto para ¢ < [, entonces i +1 <[, luego i +1+ (I = (i + 1)) =1, de
donde (I = (i4+ 1)) + 1 =1~ i. Por lo tanto,

R(s,1=(i+1)); = R(s, (1= (i+1))+1) = R(s,1=i) = R(t,1=i) = R(t, 1= (i+1)),.
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Por otra parte,
R(S,l - (’L + 1))2 = Sit1 = tit1 = R(t,l - (Z + 1))2,

luego R(s,l=(i+1)) = R(t,1=(i+1)). Esto completa la induccion y, aplicandolo
a 1 = [ obtenemos

(s=1)2 = R(5,0) = R(t,0) = (t = 1)s,

pero (s = 1)y =1 = (¢t = 1)1, luego de hecho s = 1 =t = 1, luego s = t. n

Ejemplo La tabla siguiente muestra la interpretaciéon como sucesiones de los 40
primeros numeros naturales:

0 10 0,0,0,0 |20 0,0,0,0,1 30 0,3
10 11 4 21 0,0,0,0,0,0 |31 1,0,0

2 1 12 0,2 22 6 32 0,0,1,1

3 0,0 |13 0,1,0 23 2,0 33 0,0,0,0,2

4 2 14 0,0,0,1 |24 0,1,1 34 0,0,0,0,1,0

5 0,1 |15 0,0,0,0,0|25 0,0,0,2 35 0,0,0,0,0,0, 1

6 0,0,0]16 5 26 0,0,0,1,0 36 0,0,0,0,0,0,0,0
7 3 17 1,1 27 0,0,0,0,0,1 |37 8

8 1,0 |18 0,0,2 28 0,0,0,0,0,0,0 [ 38 1,2

9 0,0,1]19 0,0,1,0 |29 7 39 0,0,3

Por ejemplo, para calcular la sucesién asociada al nimero 352 889 465, como
no es 0, le restamos 1 y lo interpretamos como par:

352889464 = (3,26 563), ,

lo que nos indica que debemos interpretar el nimero 26 563 como una sucesiéon
de longitud 4, la cual resulta ser 3,2, 2, 1.

A partir de ahora, cuando hablemos de la sucesion 3,2,2,1, entenderemos
que no es sino una forma de referirnos al nimero natural 352 889 465. n

Una comprobacién rutinaria muestra que

p?o(<x0, cee 7xn71>20) = Ty,

lo que prueba que toda sucesion finita de ntimeros naturales esta codificada por
un namero natural. En la practica podemos omitir el superindice n en el funtor
(o, ..., Tn_1), puesto que éste se deduce del nimero de argumentos.

No debemos confundir un nimero natural n con la sucesién de longitud 1
que lo tiene como tnico término. Esta viene dada por el funtor

(M) = (0.1m)y + 1.

Un dltimo hecho general de interés sobre las proyecciones es el siguiente:
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Teorema 2.7 ((s) < s y Ni < £(s)s; < s.

DEMOSTRACION: Claramente £(s) = (s=1)+1 < s. Para probar la segunda
parte vemos primero por induccion que s > 0 — R(s,i) < s. En efecto, para
i=0es R(5,0)=(s=1)s <s=1<s. Sies cierto para i, entonces

R(s,i+1) = R(s,i)1 < R(s,7) < s.
Ahora probamos por induccion que s > 0 A i < £(s) = s; < s. Parai =0 es
so=p5°(s) = R(s,(s = 1)1) < s.
Si vale para i y i+ 1 < £(s), entonces
Siv1 = Pip1(8) = R(s,(s = 1)1 = (i4+ 1)) < R(s,(s = 1); =~ (i+ 1)) <.

Si s = 0 la conclusion es trivial. n

Definicién 2.8 Diremos que una sucesion t extiende a otra s si
sCt=L(s) <Lt)ANi < l(s)s; =t

Es facil ver que:

1. sC s,

2. sCtANtEs—>s=t,

3. sCtAtCu— sCu,

4. 0C s.

Definimos

) = (1= 8) n) o + (1= (1= 8)((£(s), {(s = D)a,m)y), + 1).
Una comprobacién rutinaria muestra que
Us™(m) = L&) +1, sTs~(m), (s"(n)s) = 1.

Vemos asi que s (n) no es sino la sucesion que resulta de afiadir n como
ultimo término a la sucesion representada por s. Mas en general, definimos

st = F(s,t,0()),
donde F es el funtor dado por
F(s,t,0) = s, F(s,t,n+1)=F(s,t,n)" (tn) .
De nuevo una comprobacién rutinaria muestra que
O(s™t) =L(s)+L(t), Ni<l(s)(s™t)i=si Ni<lt)(s t)ys)+i = ti-

En particular, s C s™t.
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Definimos la restriccion de una sucesion mediante el funtor dado por
slo=0,  slix1 =5 (s:)-

Es facil probar que i < £(s) — £(s|;) =i A s|; £ s. Més atn, si t C s,
entonces t = 5|

Similarmente definimos s|* = F(s,i,¢(s) = i), donde
F(s,1,0) = s, F(s,i,n+1)=F(s,4,n)" (Sixn) -
Asi, si i < £(s), se cumple que £(s|") = £(s) —iy s = s|; s

A partir de este momento ya no usaremos maés los funtores (z1,...,z,), ni
sus proyecciones correspondientes, sino que siempre que hablemos de sucesiones
de ntimeros naturales consideraremos los funtores (z1,...,z,)., y las proyec-
ciones dadas por el funtor p{°(s), de rango 2.

Si F(x1,...,Tnt1) es un funtor de rango n + 1, podemos definir a partir de
él otro funtor igualmente de rango n + 1 dado por

Flo(z1, ... xn) =0, Flag1(x1,. .. 20) = Fla(z1, ..y 20) (F(21,...,20,2)).
Es claro que £(F | (x1,...,2,)) =z y
Ni<zFlp(z1,...,20)i = F(x,...,20,1).
Maés explicitamente:
Flo(z1,...,2p) = (F(x1,...,20,0),..., F(x1,...,2n,n — 1)) .

Con esto podemos definir un funtor F(z1,...,z,,n) suponiendo definidos
los valores F(x1,...,2,,0),..., F(z1,...,2n,n — 1). Mas precisamente:

Teorema 2.9 (Recursiéon completa) SiG es un funtor de rango n+2, existe
un funtor F de rango n+ 1 tal que

F(zy,...,zn,x) = G(a1,...,&n,x, Flp(x1,...,2,)).
DEMOSTRACION: Definimos un funtor H mediante

H(zy,...,20,0) = 0,
H(zy,...,2p,x4+1) = H(z1,. .., 20, 2) (G(21, ..., 2n, 2, H(x1, ..., 20, T)))

Y a su vez,
F(xy,...,xp,x) = H(x1, ..., 2n, ¢+ 1),

Veamos que F' cumple lo requerido. Por aligerar la notacién escribiremos
Z en lugar de x1,...,2,. En primer lugar, una simple induccién nos da que
¢(H(Z,x)) = . En segundo lugar, H(Z,x) = F|.(Z).
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En efecto, para x = 0 es
H(z,0) =0= Flo(z),

y si vale para z, entonces, como ¢(H(Z,x + 1)) = = + 1, la definicion de H
implica que
HZ,x+1)=H(Z,z) (H@,z+1),),

luego por la hipotesis de inducciéon y la definicion de F:
HZ,x+1) = F|(Z) (F(Z,2)) = Flz41(Z).

Finalmente probamos por induccién que F' cumple la propiedad del enun-
ciado:
F(z,0)=H(z,1)0 = G(Z,0,0) = G(7,0, F|o(Z)),

0)
FZ,z+1)=H(Z,24+2)z41 =G@, 2+ 1, HZ,z+1)) = G(@, 2+ 1, Flz1+1(T)).
]

Ademaés, si dos funtores F; y Fy cumplen el teorema anterior, podemos
probar que
Fi(x1,...,2n,x) = Fo(x1,...,20,2).

En efecto, supongamos que
Fi(x1,...,xn,x) # Fo(x1,. .., 20, ).
Entonces podemos considerar
a=pu<z Fi(ey,...,¢,u) # Fa(x1,...,2,,u)

y tenemos que
Fl(ﬂj‘l, e ,xn,a) 7& FQ(Z‘l, AP ,an,a),

/\U<CLF1(‘T17"'7I7L7U) :FQ(‘Tlv"'vxnau)
de donde se sigue que Fila(x1,...,x,) = Fala(xy,...,x,), pero entonces
Fi(z1,...,xn,0) = G(x1, ..., Tny @, Filo(x1, .0, 20)) =
G,y Tn, 2, Falo(x1, .., 20)) = Fo(x1, ..., 2p,a),
y tenemos una contradiccion. m

Por ejemplo, ahora podemos definir la sucesion de Fibonacci en ARP:
F0)=F(1)=1, Fn)=Fn-2)+Fn-1), n>2.

Un poco més en general, dados tres términos tg, t1, ¢, siempre podemos definir
un funtor por las condiciones siguientes:

to(_) SiZEZO,
F(z,x) =< t1(z) six =1,
t(z,z, F(Z,z - 2),F(z,x ~ 1)) sixz>2.
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Para ajustarnos al teorema anterior definimos el funtor

to(®) sil(s) =0,
G(z,z,s) =< t1(2) si(s) =1,
HZ, @, 8005y 0, Sg(5)=1)  SLL(s) 22,

0, equivalentemente,
G(Z,,8) = Xu=u(£(8),0) - to(Z) + Xu=v(£(s),1) - t1(Z)
+Xugv(2, E(S)) . t(j:, x, 8@(5);27 Sf(s);l)
de modo que F(Z,z) = G(z,z, F|,).

Terminamos este apartado con un resultado técnico que necesitaremos mas
adelante:

Teorema 2.10 s <t s.

DEMOSTRACION: Sit = 0 es obvio y no perdemos generalidad si suponemos
que t = (m) tiene longitud 1. Sea n > 1 y supongamos que £(s) = n + 1.
Definimos

s*=(n+1,R(s,1)), +1

donde R es el funtor definido en 2.5. Vamos a probar por induccién que
R(s*,i) = R(s,i +1).
Para i = 0 tenemos R(s*,0) = (s* = 1)y = R(s,1). Supuesto cierto para i,
R(s*,i+1)=R(s",i)1 = R(s,i+ 1)1 = R(s,i+ 2).
Ahora veamos que Ni < ns; = s;. Para ¢ = 0 tenemos:
s6 =07 (s*) = R(s*,(s" ~1)1) = R(s*,n = 1)
— R(s,n) = R(s, (s = 1)1) = pi°(s) = so.
Si vale para ¢ y tenemos que ¢ + 1 < n, entonces
siv1 =Piga(s7) = R(s", (s = 1)1 = (i+ 1)) = R(s,n = (i + 1))

=R(s,(s= 1)1 = (i +1)) = pi31(s) = si41.
Como /(s*) = n, hemos probado que \i < ¢(s*) s} = s;, luego s* = s|,,.

Volvemos ahora a la igualdad R(s%,0) = R(s,1) = R(s,0)1, que ahora se
convierte en R(s|,,0) = R(s,0);. Por otra parte,

Sp = pzo(s) = R(svn - n)2 = R(S,O)Q.
Asf pues, como R(s,0); = R(s]n,0) vy R(s,0)2 = s, tenemos que

R(s,0) = (R(]5,0),5n)5
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siempre que £(s) = n+ 1 > 2. Més en general, si £(s) > n+ 1 > 2, aplicando
esto a 8|41, concluimos que

R(s|n41,0) = (R(s|n,0), 5n), -
Ahora vamos a probar que si 1 < n < {(s), se cumple
R(sn,0) < R({m) ™ s]n,0).
Por induccién sobre n. Para n = 1 se cumple que
S|1 = <0’50>2+17 <m> A5|1 = <17<m’50>2>2+17
luego R(s]1,0) = so < (m,s0), = R((m) ~ s/1,0).
Si vale para n > 1, entonces
R(8]n+1,0) = <R(5‘na0)75n>2 <A(R((m) ™ 5|n70)75n>2
= (R(({m) ™ $)In+1,0), sn)y = R(((M) 7 8)In+2,0) = R((m) ~s|n41,0).
En particular, para n = £(s) > 1, tenemos que R(s,0) < R((m) ™ s,0), vy a
su vez
s=(n=+1,R(5,0)), +1 < (n,R((m) "s5,0)), +1=(m) " s.
n

Sumas finitas Ahora que ya sabemos manipular sucesiones finitas en ARP,
pasamos a estudiar las sumas finitas:

Definicién 2.11 Si t(zq,...,z,) es un término cuyas variables estén entre las
indicadas, definimos un funtor de rango n mediante las ecuaciones:
Zt(xlr"axn—lyi) =0
i<0
Sot(ar, . Tpm1,t) = Y (@1, Tpm1,8) FE(TL, e T, T).
i<x+1 i<

Escribiremos también:
St(@r, .oy Xpo1,) = D, HX1, e, T, ).
i<z 1<x+1

Los hechos siguientes se demuestran facilmente por induccion sobre x (por
simplicidad omitimos los parametros que no son relevantes en el enunciado de
las propiedades):

1o >0 t1(2) + > ta(d) = D2 (01(4) + t2(4)).

2. ; y - (i) :y; t(i).
3<;ﬂw=§ﬂw+;ﬂ%m)
4. Ni<a (i) <ta(i) = X t(i) < 3 t2(9).

5. 3 t(i) =0 — N\i < t(i) = 0.

1<x
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Desarrollos decimales Hasta ahora, cuando hemos escrito nimeros como
184, teniamos que entender que 184 no era més que una forma de abreviar un
numeral compuesto por 184 funtores S seguidos de un 0. Sin embargo ahora
podemos formalizar en ARP el concepto de desarrollo decimal que nos permite
interpretar 184 como lo que expresa realmente. Empezamos introduciendo las
definiciones necesarias:

Definicién 2.12 Consideremos el funtor dado por

S(d): Z Szdl
1<L(s)

Un desarrollo decimal en base d de un nimero natural x es una sucesion finita s
tal que A\i < Us)s; < dyax= s(q)- Diremos que se trata de un desarrollo
reducido si £(s) = 0 (lo cual sélo puede suceder si x = 0) o bien #(s) > 0y

SZ(S);I # O

Vamos a demostrar que cada nimero natural admite un desarrollo decimal
en cualquier base d > 2 y que éste es tnico si exigimos que sea reducido.

Empezamos considerando el funtor dado por las ecuaciones
F(z,d,0) = {c(z,d),r(z,d)),
F(z,d,i+1) = (c(F(x,d,i)o,d),r(F(x,d,i)o,d)).

donde ¢ y r son los funtores que calculan el cociente y el resto de la division
euclidea. Definimos z}[d] = F(z,d, i), x;[d] = F(x,d,i);. Asi

v =uagld]-d+xo[d],  xi[d] =ai[d] d+zi]d],
con z;[d] < d, para todo i. De aqui se sigue que

r=ak[d d" 4+ 3 x;[d] - d.

i<n

En efecto, razonamos por induccion sobre n. Para n = 0 es inmediato y, si vale
para n,

r = ai[d-d"T 4+ 3 ayld] - &
i<n
= (zhld - d+zp[d) -d" + X @i[d] - &
i<n
= z,44[d]- A" b [d] - dT Y ald] - d
i<n

= wnld-d"P 4+ 3 wild]-d
i<n+1

Sid>2yn >z, tenemos que z < d*t! < d"! luego 7 [d] = 0, pues de
lo contrario la expresién que acabamos de probar nos daria que d"*! < z. Por
consiguiente,

r=> x;[d] - d.

i<n
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Con esto ya hemos probado que todo nimero natural admite un desarrollo
decimal en base d. Vamos a afinar un poco la construccién para quedarnos con
uno reducido. Definimos

Ny@)=pu<z+1x=> x;d-d,
i<u

de modo que

r= 3 xld]-d.
i<Ng(x)

Claramente Ng4(0) = 0 y si ¢ # 0, entonces Ng(z) > 0y ng(z) = Ng(z) = 1

cumple que x,,,(;)[d] # 0, o de lo contrario seria

x= Y md-d

i<ng(x)

con ng(z) < Ng(x), en contra de la minimalidad de Ny(z).

Definimos las cifras decimales de x en base d como la sucesion dada por
la restriccion a Ny(z) del funtor z;[d], es decir, z[d] = x|y, ()[d]. El teorema
siguiente recoge lo que hemos demostrado y algunos hechos maés:

Teorema 2.13 Si d > 2, todo nimero natural x # 0 admite el desarrollo
decimal reducido en base d

r=a[dg= > axld-d.

i<ng(z)

Ademds, x;[d] = 0 para todo i > ngy(x) y si x = s.q) es un desarrollo decimal de
x en base d, necesariamente £(s) > na(z) y N\i < €(s) s; = z;[d].

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que z[d]q) = =, que z;[d] < d y que
Tp,(z)[d] # 0, por lo que z[d] es un desarrollo decimal reducido de .

Para probar la unicidad partimos de una sucesion s > 0 arbitraria tal que
Ni < £(s)s; < dy vamos a probar por induccién que, para todo k < £(s), se
cumple

(5(a))kld] = > Siakprd A Ni <k (sa))ild] = si.
i<b(s) = (k+1)

Para k = 0 tenemos que

Say= > si-di= Y sip-dT +sg=d- Y sip1-di+ so,
i<f(s) i<f(s)=1 i<t(@)=1

luego por la unicidad de la division euclidea concluimos que (s(q))o[d] = s0 y

(s@)oldl = > sip1-d'.
i<f(s)—1
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Supuesto cierto para k y que k+ 1 < £(s), tenemos que

(s(@)kld] = d - (8(a))j+1[d] + (5a))r+1[d], (8(a))k+1ld] < d,
(s@)ildl = > siprprd' =d- Y Siprgod + spy1, Sp+1 < d.
i<t(s) = (k+1) i<t(s)= (k+2)

Por la unicidad de la divisién euclidea, tiene que ser

(s@)ipaldl = > sipraed’,  (s(a))k+1[d] = sps1,
i<b(s)~= (k+2)

lo que completa la induccion. En particular, para k = £(s) ~ 1 tenemos que
Ni < €(s) (s(a))ild] = si-
Si suponemos que s(q) = x, entonces x = Y x;[d] - d?, luego por la defini-

i<L(s)
cion de Ng(x) tiene que ser ng(z) < Ng(x) < (s). Ademas,

r= Y s-di= Y ad-d+ > SNy (a)i AV
i<t(s) i<Ng(z) i<t(s)= Na(z)

pero el primero de los ultimos dos sumandos también vale x, luego

Z SNd($)+i de(JE)+2 = 0,
1<l(s)—Ng(z)

luego i < £(s) = Na(x) Sn,(z)+i = 0, luego s; = 0 si Ng(z) < i < £(s).
Esto se aplica a los desarrollos

r=> xd] - d,

i<n

validos para n > z, lo que prueba que z;[d] = 0 siempre que i > ng(x) y asi
hemos probado que Ai < £(s)s; = x;[d]. u

Por otro lado, observemos que 0 = 0(4) es por definiciéon el tnico desarrollo
decimal reducido de 0.

En particular tenemos que un ntmero natural esta determinado por sus cifras
decimales:

Teorema 2.14 d > 2 A Ni < 2 +y ;[d] = y;[d] — = = y.
Asi pues, ahora podemos definir las cifras decimales
1=50, 2=51, 3=52, 4=53, 5=54,
6=S55 T7=586, 8=57, 9=58
y convenir en que todo numeral, como 1314, ha de interpretarse como
(4,1,3,1) 59 -

En particular, §9 =10y (4,1,3,1) ;) = 1-10* +3-10> +1-10 + 4.



2.2. Conjuntos finitos 87

2.2 Conjuntos finitos

Ahora veremos que, al igual que podemos interpretar los ntimeros naturales
como sucesiones finitas, también podemos interpretarlos como conjuntos finitos.
Para ello basta considerar la relacién de pertenencia siguiente:

Definicion 2.15 = € y = y.[2] =1, xdy=-x€E€y.

Equivalentemente, un ntimero natural x pertenece a otro y si la cifra de
orden x del desarrollo binario de y vale 1.

En particular, si € y, entonces z < 2 < y. Esto hace que podamos
considerar cuantificadores acotados en la forma

Vueyau)=Vu<yuecyAa), Aucyalu)=Au<yluecy— a(u)),

1 1
Vu e ya(u) = Vu <y(u ey A a(u)).

La unicidad de los desarrollos decimales implica claramente lo que en teoria
de conjuntos se llama axioma de extensionalidad:

NueczucyrnNueyuco —z=y.
Definimos la inclusién como
zCcy=Nueczucy,
de modo que
1. x Cx,
2.zCyhyCz—x=y,
.z CyNyCz—xC =z
Conviene observar que se cumple también:
rCy—z<y.
En efecto, x C y — z;[2] < y;[s], de donde = < y.

Definimos @ = 0, y es inmediato que x ¢ &, asi como que & C x.

Dada una formula a(u, z1,...,z,), definimos

{u<k]a(u,z,....;20)} = D Xa(u,z1,. .., 2,)2%,
u<k

y asi se cumple claramente lo que en teoria de conjuntos se conoce como azioma
de especificacion:
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Teorema 2.16 (Especificacion) Sia(x,z1,...,x,) es una formula cualquie-
ra, en ARP se demuestra:

re{u<k|aluxy,...,zn)} & x<kAalx,z,...,2).

Notemos que en el teorema anterior podemos cambiar v < k por u € k,
entendiendo que

{uek|alu,zr,...,zn)} ={u<k|uckAaluz,...,2,)}

A partir de aqui ya podemos definir facilmente todos los conceptos conjun-
tistas béasicos:

{@1,... 20} fu<zi+-+a,lu=21V- - Vu=xz,},

tUy = {u<z+ylucazVuecy},

zNy = {u<z+ylueczAuey},
z\y = {u<z|uezxAnud¢yl,
Pr = {u<z+1|ucCaz},

Uz {u<z|Vvezuc},
Nx {lu<z|N\vezueuvl,
rxy = {w<{(z,y)|VuecazVvecyw=(unv)}.

Observemos que
13— (weNz+ N\vezuev),

mientras que (| @ = @ no cumple la equivalencia anterior.

Definimos también I, = {u < k | v = u}, que es el conjunto de todos los
nimeros naturales menores que k.

Nota: Pares ordenados Con la definiciéon que hemos dado de producto
cartesiano = X y se cumple que

wezxy Vueaz\Vveyw=(uv).
En teoria de conjuntos es habitual definir el par ordenado de dos conjuntos
como
(z,y) = {{z}, {z, y}}.
Esta definicién también es valida en ARP y se demuestra facilmente que
(z,y) = (z,w) > x=2 ANy =w.

También se cumple que z < {z} < (x,y), y < {z,y} < (z,y). Por consiguiente
podriamos haber definido

rxy={w<2¥ 4222 | Vueaz\Vveyw=(u,v)}
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y se cumpliria igualmente
werxye VuezVveyw=(u,v).

Esto hace que, en todo cuanto vamos a decir a continuaciéon sobre aplicacio-
nes (que las vamos a definir como subconjuntos de productos cartesianos) sera
irrelevante considerar pares ordenados de la forma (u,v) o (u,v). n

Para definir subconjuntos de productos cartesianos es ttil introducir la no-
tacion siguiente:

{<7.L,’U> SI/RS Yy | a(u,v,ﬂc,y,xl,...,xn)}
fweaxy|VueaVoey(w=(u,0) Aalu,v,z,y,31,...,2.))}.
El minimo y el maximo de un conjunto pueden definirse asi:
minz = pu < z(u € x), mixz =x -~ pu < x(x ~ u € ),

de modo que
r# @ — (minz € x A A\u € x minz < u),
r# 3 — (maxz € 2 A \u € zu < méxz).

Veamos ahora que es posible definir conjuntos sin tener a priori una cota
para sus elementos eludiendo la exigencia del teorema 2.16.

Si fijamos un término t(z, x1,...,x,), podemos definir el funtor
Ft(‘rlv"'vwnvyvo) = 07
Fi(xy,...,xn,y,x+1) = Fi(xy,... 20, y,2) U{t(z,z1,...,2,)} - X[T € 9],

y a su vez
{t(uvxlv"'vxn) | uey}:Ft(xla"'vxnvyay)'

Teorema 2.17 (Reemplazo) Sit(z,x1,...,2,) es un término cualquiera, en
ARP se demuestra:

z € {t(u,x1,...,2,) |u €yl Vueyz=tu,z,...,2,).
DEMOSTRACION: Omitiendo los parametros, supongamos que
z € {t(u) |u €y} = Fily,y).

Podemos tomar entonces w = pu < yz € Fi(y,u). No puede ser w = 0, luego,
llamando x = w = 1, se cumple que w =z + 1 y asi

2 € Fy.a+1) = Fy(y,2) U{t()} - x(x € ).

Por la minimalidad de w, tenemos que z ¢ Fi(y,x), luego se tiene que cumplir
que z = t(z) y x[z € y] = 1, que es lo mismo que =z € y. Por lo tanto,
Vu € yz=t(u).
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Reciprocamente, supongamos que Vu e yz =t(u) y tomemos
r=pu € yz=tu).
Entonces z € y, luego = < y, luego z + 1 < y. Ademas, z = t(z), luego
z € Fy(y,z) U{t(x)} - x[z € y] = Fi(y,z + 1).
Ahora bien, una simple inducciéon demuestra que
x1 < x9 = Fi(y,x1) C Fi(y, x2),

luego podemos concluir que z € Fi(y,y) = {t(u) | u € y}. "

En otras palabras, los valores que toma un término cuando una de sus va-
riables recorre un conjunto, forman un conjunto.

Por ejemplo, ahora podemos definir

U tlu, 21, zn) = U{E(u, 21, ..., 20) | © € 3},
ucey

N tu,x1,. .. zn) = (Wt(u,z1,...,20) | v € y},
uey

de modo que

ve U tu,x,. .., 7,) < Vucyv € tlu,zy,...,2,),
ucy

y# 2 — we N tlu,xr,...,2,) < Nucyvetlu,z,...,2,)).
ucy

Clausuras transitivas Un conjunto se dice transitivo si cumple
x transitivo = Av € zv C

Mas adelante necesitaremos usar que todo conjunto estd contenido en un
conjunto transitivo. De hecho, podemos asociar a cada conjunto un minimo
conjunto transitivo en el que esta contenido, lo que se llama su clausura transi-
tiva. Para definirlo definimos primero un funtor

- . _ | G(z,s,y)Us, siye€ux,
G(z,s,0) =g, G(z,s,i+1) = {G(x,s,y) Siyda
A su vez, definimos G(z,s) = U G(x, s,£(s)). Es claro entonces que

uw€ Gz, s)uecaVVy<ls)(y€xhucsy,).

Usamos este funtor para definir la clausura transitiva por recursion completa:

ct(x) = G(z, ct|y).
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Explicitamente (teniendo en cuenta que ¢(ct|,) =z y que y € x = y < x):
uect(r) oucaVVyezuccct(y).
Podemos expresar esto asi:

ct(z) =x U yLGJm ct(y).

Por ejemplo
ct(0) =2, ct(l)={0}ue ={0}, ct(2)={1}uU{0}={0,1},

ct(3) = {0,1} Uz U {0} = {0,1}, ct(d) = {2} U{0,1} = {0,1,2}.

Los hechos basicos sobre clausuras transitivas son los siguientes:

Teorema 2.18 Se cumple:
1. = C ct(z) A ct(z) es un conjunto transitivo.
2. Si z es un conjunto transitivo y x C z, entonces ct(x) C z.

3. ct(z)U{z} es un conjunto transitivo.

DEMOSTRACION: 1) Obviamente z C ct(z). Probamos que ct es transitivo
por induccién completa sobre z. Si v € ct(x), o bien v € z, o bien existe un
y € z tal que v € ct(y). En el primer caso v C ct(v) C ct(x), mientras que en
el segundo, por hipotesis de induccion v C ct(y) C ct(x), luego en ambos casos
v C ct(z).

2) Lo razonamos por inducciéon completa sobre x. Si es cierto para todo
y < xyax C z, entonces, si y € x, se cumple que y € z, luego y C z y, por
hipotesis de induccion, ct(y) C z. Es claro entonces que ct(x) C z.

3) se comprueba sin dificultad. "

Notemos que 2) expresa que ct(x) es el menor conjunto transitivo que con-
tiene a x, mientras que es facil ver que ct(z)U{z} es el menor conjunto transitivo
al que pertenece .

Aplicaciones Aunque las definiciones siguientes tienen sentido para cualquier
conjunto f (es decir, para cualquier nimero natural f), solo tienen interés
cuando f es un conjunto de pares ordenados.

Definicion 2.19 El dominio de un conjunto f es el conjunto de todas las pri-
meras componentes de los pares ordenados de f y el rango es el conjunto de
todas sus segundas componentes:

Df={u<f|Vv<f (uw)ef}
Rf={v<f|Vu<f (uv) € f}
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Una aplicacion f de un conjunto = en un conjunto y es un subconjunto
f C x x y de modo que, para cada u € z, haya un tunico par (u,v) € f. El
elemento v se llama imagen de u por la aplicacion f, y se representa por f(u).
También se dice que u es una antiimagen de v. Técnicamente:

f:x—>yEfo><y/\/\u€f\l/v€y(u,v)ef.
Asi, si definimos
fu) = e Rf (u,v) € f,
tenemos que
fix—yAhuexz— f(u) €y (u f(u) € f,

y también que
fio—yA{uv)ef—v=f(u).

Podemos representar los pares que componen una aplicaciéon f como flechas
que unen cada elemento de x con su imagen en y, asi:

x Y
V‘

Notemos que

fio—yAg:z—2ANuEr fu)=gu)— f=g
Podemos definir conjuntos de imagenes y antiimagenes:
{veRf | Vuezfu) =0,
{ueDf| fu) € z}.

Cualquier aplicaciéon se puede restringir a un subconjunto de su dominio,
asi:

&"
AR,

R
[

fle = fN(z x Rf).
Es facil probar que
fix—yAhzCx—fl.:z—yANuezfl.(u) = f(u).
Definimos como sigue la composicion de dos aplicaciones f y g:
fog={{u,w) € Df x Rg | Vv € Dg ((u,v) € f A (v,w) € g)}.
De este modo:

firx—yNg:y—2z— fog:x—z
y
fix—yANg:y—zAucx— (fog)(u) =g(f(u)),
con lo que f o g es la aplicacién que se calcula aplicando f y luego aplicando g
a la imagen obtenida.
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Una aplicacion es inyectiva si asigna imagenes distintas a elementos distintos
y es suprayectiva si todo elemento del conjunto final tiene una antiimagen:

f:x—yinyectiva = f:x—yAAw e Df(f(u) = f(v) = u=v0),
f:x — ysuprayectiva = f:x-—yANAveyVueaf(zr)=y.
Equivalentemente, f es suprayectiva cuando f[z] = y. Diremos que f es

biyectiva si es inyectiva y suprayectiva a la vez, lo cual equivale a que f hace
corresponder cada elemento del conjunto inicial con un tnico elemento del con-
junto final, y viceversa. Esto hace que si definimos

fl={weRf xDf | Vuv < w(w = (v,u) A {u,v) € f)},

se cumpla que
f & — y biyectiva — f~!:y — x biyectiva,

f:x — ybiyectivaAucazAveEy — (flu)=v e fHv) =u).
Por dltimo definimos:
iy = {{u,v) €x xz|v=u},

de modo que si x C y, se cumple que i, : * — y inyectiva. Esta aplicacion se
llama inclusion de x en y, mientras que si x = y se llama aplicacion identidad
en .

Teniendo en cuenta que
fix—y—=feP(xxy),
podemos definir el conjunto potencia
y' ={fePlaxy | fz—y}
de modo que
fey* = f:z—y.
Cardinales Diremos que dos conjuntos son equipotentes si cumplen
z~y=Vfey® f:ax— y biyectiva.

Esto significa que podemos emparejar cada elemento de x con un elemento
de y, lo cual es posible si y s6lo si x e y tienen el mismo ntimero de elementos.
Es facil comprobar que

€xr ~x, T~y —Yy~T, T~YNY~zZ— T~ 2.

Para determinar el nimero de elementos de un conjunto x, lo que hacemos
es contar, que no es sino establecer una biyeccién entre los elementos de x y un
conjunto de nameros naturales de la forma {1,...,k}. Decimos entonces que x
tiene k elementos. Por razones técnicas, es mas conveniente contar estableciendo
biyecciones con conjuntos I, = {0,...,k — 1}. Veamos que siempre es posible:
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Teorema 2.20 Vk < x\/f €zl f: I, — x biyectiva.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre x. Six = 0 es obvio que
sirve k = 0, pues @ : @ — & biyectiva. Si es cierto para todo y < z y x # 0,
tomamos u € z, con lo que y = = \ {u} < z. Por hipotesis de induccion existe
un k <y y una biyeccion f : Iy — y, que se extiende a g : I 11 — x biyectiva
sin mas que tomar g = f U {(k,u)}. Ademas k+1<y+1<z. n

Ahora necesitamos observar que un mismo conjunto x no puede ser equipo-
tente a dos conjuntos Iy, I, con k # r. Si asi fuera, serian I, ~ I,., luego basta
ver que esto es imposible:

Teorema 2.21 k#r — I} A I,.

DEMOSTRACION: Basta probar que k < r — Iy + I.. Razonamos por
induccion sobre r. Si r = 0 es trivial. Si vale para r y k < r + 1, pero existe
f Iy — I,11 biyectiva, sea u < k tal que f(u) = r. En particular, k # 0,
luego, llamando k¥ = k = 1 < r, tenemos que k = k' + 1 y podemos construir
g : Iy — I, biyectiva como sigue: si u = k' basta tomar g = f|;,,, mientras
que si u < k', entonces f(k') # f(u) = r, luego podemos definir g(u) = f(k') y
g(v) = f(v) para todo v < k', v # u. Esto contradice la hipotesis de induccion.

u

Con esto podemos definir el cardinal de un conjunto x como
|x| = puk <a Iy ~ .

Por comodidad lo hemos definido como “el minimo £”, pero en realidad hemos
demostrado que es el tnico. Asi:

I|x‘N$, Ikwx—>|:c\:k

El segundo teorema expresa que si hemos logrado biyectar un conjunto x con
un conjunto I, entonces hemos contado z y podemos afirmar que su ndmero
de elementos es k.

En efecto, si Iy ~ x, entonces I|,| ~ x ~ Ii, y hemos probado que no puede
ser |z| < k o k < |z|, luego tiene que ser |z| = k.

Ahora podemos expresar formalmente que dos conjuntos son equipotentes si
y s6lo si tienen el mismo nimero de elementos:

z o~y o) =Jyl.

A partir de aqui ya es pura rutina comprobar los hechos siguientes:

—

rNy=9a — [zUy| = |z| + |yl
e xyl =zl -yl

el =yl

| Px| = 2l

=W N
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El primer teorema expresa la interpretaciéon natural de la suma de niimeros
naturales: la suma de m y n es el niumero de elementos que tiene un conjunto
que resulta de unir conjuntos disjuntos de cardinales m y n. Vamos a ver la
prueba como ilustracion:

Razonamos por induccién completa sobre y. Suponemos que el resultado es
cierto para todo 3’ < y. Si y = 0, es decir, si y = &, tenemos simplemente

[z Uyl = [z] = |z[ + 0 = || + [yl

Siy#0,seav €yyseay =y\{v}, de modo que vy’ C y, v # v, luego
Yy <y,yxNy = &. Por hipétesis de induccion tenemos que |[zUy'| = |z|+ |¢'].
Notemos que una biyeccion® f : I || — ¥ se extiende a una biyeccion

f/ : I‘y/‘+1 — Y

sin mas que definir f'(]y’|) = v, lo que prueba que |y| = |y’| + 1. Por otra parte,
tenemos que z Uy = (z Uy )U{v} y v ¢ 2 Uy, y el mismo argumento implica
que [z Uyl = [z| +|y'| +1 = [z[ + [yl =

El teorema anterior se refina facilmente al siguiente:
[z Uyl = ||+ [yl = [z Nyl

Basta tener en cuenta que podemos expresar cualquier unién como unién
disjunta asi:
zUy=zU(y\x),

con lo que [zUy| = |z|+|y\z| y, como y = (y\z)U(zNy) es también una unién
disjunta, resulta que |y| = |y \ z| + | Ny|, de donde se obtiene la conclusion.

Ahora podemos interpretar en términos de aplicaciones las desigualdades
entre cardinales:

Teorema 2.22 Se cumple:
1. |z| <|y| < Vf €y® f: 2 — y inyectiva,
2. 243 — (|z| < |yl < Vf €ay f:y— x suprayectiva).

DEMOSTRACION: 1) Si |z| < |y, es obvio que, a partir de dos biyecciones
filg — x, g: 1y — y, podemos construir f~log:x — y inyectiva.

Si f : # — y inyectiva, entonces y = f[z]U(y\ f]z]), luego |y| = |z|+|y\ f[z]|,
luego || < Jy].

3Técnicamente, cuando sabemos que existe un conjunto f que cumple algo y tomamos uno
en concreto, hay que entender que lo estamos definiendo, por ejemplo, tomando el minimo f
que cumple lo requerido asi:

/Il

f=pfey Wi f: L, — o/ biyectiva.
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2) Si f : y —> x suprayectiva, podemos definir

g={(w,v) ez xy|v=pwey f(w)=u},
y es facil ver que g : x — y inyectiva, luego |z| < |y|.

Si |z| < |y|, basta encontrar f : I, — I, suprayectiva, pues componién-
dola con biyecciones obtendremos la aplicacion requerida. Tenemos que |z| > 0,
luego 0 € I}, y basta definir

Flu) = {u siu < |z,

0 en otro caso.

A partir de aqui el lector deberia convencerse de que cualquier hecho ra-
zonable relativo a aplicaciones y cardinales de conjuntos finitos es demostrable
en ARP.

Aplicaciones y sucesiones Ahora tenemos dos formas distintas de expresar

una sucesiéon xg,...,%,—1, bien como una sucesion s tal que ¢(s) = n, bien

como una aplicaciéon f : I, — x, donde z es un conjunto que contiene a

{20,...,2,}. El conjunto ' contiene a todas las aplicaciones f : I,, — ,

y vamos a ver ahora que también podemos definir un conjunto que contenga a

todas las sucesiones de longitud n cuyos términos estén en un conjunto x.
Para ello consideramos el funtor definido por

F(f,0)=0,  F(f,i+1)=F(f,i)" f@)
Una simple induccién prueba que
feal = UF(f,m)) =mANi<m F(fm); = f(i).
Esto nos permite definir

Sa(a) ={F(f,n) | f €a™},

de modo que
s€ESy(x) = l(s)=nANi<ns; €.

En efecto, si £(s) =n A \i <n s; € z, podemos definir
f={zel,xz|Vi<nz={(i,s)},
de modo que f € xf» y N\i < n f(i) = s;, y asi s = F(f,n) € S,(x). El
reciproco es més sencillo.

Mas atin, tenemos una aplicacion H(x,n) : xf» — S, (z) biyectiva dada
por h(f) = F(f,n).

Esto nos permite intercambiar aplicaciones por sucesiones siempre que sea
necesario.
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Si F' es un funtor de rango n + 1, podemos definir otro funtor del mismo
rango mediante

Flo(z1,. .. 2n) = {{u, F(z1,...,20,u)) | u € x},
de modo que
Flo(zy,...;z) 2 — RF|, ANu € 2 Flp(my, ..., 20)(w) = F(x1,. .., 20, u).
Vamos a usar esto para formular un nuevo teorema de recursién. Definimos

Sub(s) = {t € 4<LH( )Si({sj |5 <€(s)}) | VE<t(s)Vr < t(s)(k+r < (s)
AN@E) =1 AN <rtj=sk+i)}

Asi Sub(s) esta formado por las subsucesiones ¢ de s, en el sentido de que
s =a t" y, para ciertos z,y.

Teorema 2.23 Si G es un funtor de rango n + 2, existe un funtor F de rango
n+ 1 tal que

F(z1,..,2n,8) = G(21,. .., Tn, 8, Flsubs) (1, -+, Tn))-

En otros términos: podemos definir un funtor especificando el valor de
F(x1,...,x,,s) supuesto definido F(x1,...,x,,t) para todo t € Sub(s).

DEMOSTRACION: Sea L(s) = > (s; +1). Asi es claro que
i<L(s)

t € Sub(s) — L(t) < L(s).
Sea

Sp={se U Si(Ix) | L(s) < k},

i<k

de modo que s € Sy + L(s) < k. Notemos que
L(s) =k +1— Sub(s) C S.
Definimos un funtor H de rango n + 1 tal que
Hi(x1,...,2pn) : Sg — RHp(21,...,2x).
Como Sy = {0}, podemos definir
Ho(z1,...,2,) = {{0,G(x1,...,2,,0,0))}.

Supuesto definido Hy(x1,...,2,), tomamos s € Sgy1 y distinguimos dos casos:
si L(s) < k, entonces s € Sy y podemos definir

Hip1(x1, ..y 20)(8) = Hi(x1, ..., 20)(8).
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Esto garantiza que
Hy(z1,...,2n) C Hep1(z1, ..., 20)
de donde, a su vez,
k<r— Hi(xy,...,2,) C Ho(x1,...,2,).
Si L(s) = k+1, tenemos que Sub(s) C Sk, luego podemos considerar el conjunto
A= {{u, Hy(z1,...,2,)(u))) | u € Sub(s)},
y definimos Hyq1(x1,...,2,)(8) = G(z1,...,Zn, s, A).
Esto completa la definicion del funtor H, y a su vez podemos definir
F(x1,...,20,5) = Hpg)(w1,. .., 20)(5),

y es facil ver que F' cumple lo requerido (pues en el caso k = 0 se cumple que
F|Sub(0)($17 ..., Zp) =0yenelcaso k > 0 el conjunto A que hemos considerado
10 es Sino Flgub(s) (T1; - - - Tn)- "

Observemos ademas que si dos funtores I y Fj satisfacen el teorema ante-
rior, entonces podemos probar que

Fi(z1,...,2n,8) = Fa(x1,...,2Zn,8).

En efecto, si suponemos que Fy(21,...,Zp,s) # Fa(x1,..., 2, ), podemos
considerar

no = pum < L(s)Vt € Sy, Fi(z1,...,20,t) # Fo(x1,..., 20, 1)
A su vez, podemos tomar
tO = ,u't S Smg Fl(zla"'axrwt) 7& FQ(xlw"amnvt)v

de modo que Fy(x1,..., Ty, to) # Fo(x1,...,2n,t0), pero si L(u) < L(tg) = my,
entonces Fy(x1,...,2n,u) = Fo(z1,...,2,,u). Como

u € Sub(tg) — L(u) < L(tg),

resulta que F1lgub() (%1, Tn) = FalSub(te) (%1, -+, %n), y entonces la hipo-
tesis sobre Fy y Fb nos da que Fy(x1,...,2Tn,t0) = Fa(z1,...2p,t0), con lo que
tenemos una contradiccion. L]

Sumas finitas (bis) En este apartado trabajaremos bajo las premisas que
describimos a continuaciéon. Supondremos que hemos fijado una cierta férmula
¢(x,21,...,2,) que abreviaremos z € A (sin mencionar explicitamente los pa-
rametros 1, ...,T,) y que tenemos términos

OEO($17,.,7xn)7 x+yE+(w,y7x1,...,xn)

de modo que las premisas seran:



2.2. Conjuntos finitos 99

l.+4:AXxA—A=ucANvEA—>utveA,
22ucArNveANweA— (ut+v)+w=u+ (v+w),
3. 0€ A,

4. ueA—-u+0=u.

S5 uce ANveA—->utv=v+u

Para cada término ¢, definimos:

> (i) =0, >0 (i) = > t(i) +t(n).

<0 i<n+1 i<n

Es facil ver (por inducciéon sobre n) que

Ni<nti)e A— > ti) e A,

i<n

Ni<n (t@) € ANt =1'(6) = 3 t0) = S ¢/(4).

<n <n
Ni<m+nt@i)e A— Y t@)= > t@i)+ Y t(m+1).
i<m-+n i<m <n

Conviene observar que estos hechos no requieren la premisa 5. Esta hace
falta, en cambio, para probar que

Nf € Iln(f : I, — I, biyectiva A Ni < n t(i) € A — Y t(f(i)) = > t(i)).

i<n <n

Razonamos por induccién sobre n. Para n = 0 es trivial, pues la igualdad
que hay que probar se reduce a 0 = 0. Supongamos que la propiedad es cierta
para n y que

f L1 — Iqq biyectiva A Ni < n+1t(i) € A.

Sea k= f~'(n) <n+1,demodo que k <ny f(k) =n. Sear =n~=k,de
modo quen+1=%k+1+47r. Asi:

2. Hf@) = > t(f@)+ 2 t(f(@) = 2 t(f(@) +i(n)+ X t(f(k+1+1)).

i<n+1 1<k+1 i<r i<k <r

Ahora definimos g : I,, — I, biyectiva mediante

NS0 sii <k,
9(1)_{]”(”1) sik <i.

Entonces

>, t(f(@) = > tg(i) + X tg(k +1)) +t(n) = 3 tg(2)) + t(n),

<n+1 i<k i<r i<n
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donde hemos usado que, como se prueba sin dificultad,
Ni<n (t(i) € ANt(i) =s(i)) = S t@i) = > s(i).
i<n <n
Ahora aplicamos a ¢ la hipotesis de induccion, de modo que
> (@) = > t@@) +t(n) = > t(0).
i<n+1 i<n i<nt1
Esto nos permite definir sumas finitas en las que los indices de los sumandos
varfan en un conjunto arbitrario. Concretamente, llamando

B(z) = pf € 2! f : |z] — z biyectiva,

definimos

2 tu) = 30 HB(x)(7))-

uET i<|z|
Asi,
Au €z t(u) € AN f: 1, — x biyectiva — > t(u) = Y t(f(i)).

uecw <n

En efecto, si suponemos
Au €z t(u) € AN f: 1, — x biyectiva,

llamamos g = B(z), de modo que también g : I,, — x biyectiva. Por lo tanto,
por el teorema precedente,

> tu) = 30 t(g(i) = X tla((fog™h)(d) = X t(f(i)).

ucEx i<n <n i<n

En particular

> t(u) =0, S t(u) = t(v).

ued uef{v}

Con esto ya es facil probar:

rNy=SANuexzUy tlu) e A— Y tu) = tu)+ X t(u).

uexUy ueET uey
En efecto, sean m = |z|, n = |y|, f = B(z), g = B(y), de modo que
f: I, — x biyectiva, g : I, — y biyectiva.

Sean

g*={ln+igl)) i€}, h=fug,
de modo que es facil ver que h : I,,+, — x Uy biyectiva. Por el resultado
precedente, tenemos que

>, tu)= > t(h(1)) = > t(h(2) + X t(h(m +1)) =

ucxUy i<m+n <m i<n
T ) = T (0 + T o) = T tl) + T o(w)

Con estos resultados ya podemos probar de forma natural cualquier resultado
elemental relacionado con sumas finitas.
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2.3 Numeros enteros

En principio hemos disenado ARP para hablar de nimeros naturales, pero
nada nos impide hablar en ella de nimeros enteros o racionales. Veamos en esta
seccion como podemos introducir los niimeros enteros:

Definicion 2.24 Consideramos la relacion dada por:
(a,b)R(c,d)=a+d=b+c.
A partir de las propiedades de la suma es facil probar que
(a,b) R (a,b), (a,b) R(c,d) — (¢,d) R(a,b),
(a,b) R(c,d) A (¢c,d) R (e, f) — (a,b) R (e, f).
La primera propiedad nos permite definir
[a,b] = px < (a,b) Vuv < z(x = (u,v) A (u,v) R(a,b)).

Como z = (a,b) cumple la propiedad requerida, el minimo asi definido también
la cumple y, de hecho,

[a,b] = [e,d] < (a,b) R (c,d).

En efecto, si [a,b] = [¢,d], llamamos u = [a,b]o, v = [a,b];, de modo que
[a,b] = (u,v) vy (u,v) R(a,b). Pero también (u,v) R (¢, d), luego (a,b) R (c,d).

Reciprocamente, si (a,b) R (¢, d), tenemos que
(u,v) R(a,b) < (u,v) R(c,d),
Si aplicamos esto a u = [a, bo, v = [a,b]1, u' = [¢,d]o, V' = [¢,d]1, tenemos que

(u/,v") R (¢, d), luego (v/,v") R (a,b), luego [a,b] < [c,d], e igualmente se prueba
la desigualdad contraria. [

Definicién 2.25 Llamaremos nimeros enteros a los conjuntos (ntiumeros natu-
rales) de la forma [a, b]. Explicitamente:*

z€Z=2z=z,2]
Definimos:
!

A ! / _ ! / ! /
242 =20+ 2}, 21 + 21], zz' = 202y + 2121, 2021 + 212(],

2<Z =z+2; <21+ 2.

4Notemos que el € que aparece en z € Z no es la pertenencia entre conjuntos que habiamos
definido, sino que z € Z debe entenderse como la formula de ARP con z como tnica variable
indicada en el miembro derecho.
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Se cumple entonces que
[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d], [a,b] - [¢,d] = [ac + bd, ad + be],
[a,b] <[e,d] <> a+d<b+c.
En efecto, llamemos z = [a, b], 2/ = [¢, d]. Entonces
(0 2) R(@,8), (s 24 R(c.d),
luego zo +b =21 +a, z{, + d = 2 + ¢, de donde
20+ z2p+b+d=2z+2]+a+c,
luego (20 + 20,21 + 21) R (a + ¢,b+ d), luego
[a,b] + [¢,d] = [z0 + 2{, 21 + 21] = [a + ¢, b+ d].

Con el producto y la relaciéon de orden se razona anilogamente.
Definimos

0= 1[0,0], 1=11,0], —z = 21, 20].

Nota Notemos que los nimeros enteros 0 y 1 que acabamos de definir no
coinciden con los niimeros naturales 0 y 1, pero en lo sucesivo el contexto dejara
siempre claro si por 0, 1 nos referimos a los ntimeros naturales 0, 1 o a los ntimeros
enteros 0, 1, igual que podemos distinguir si hablamos de la suma, el producto
y el orden de los nimeros naturales o de los enteros. ]

Ahora podemos probar:

Teorema 2.26 Six,y,z € Z, se cumple:

L (z+y) tz=z+(y+2),

2. x4+y=y-+ax,

3. z+0==x,

4. x+ (—x) =0,

5. (zy)z = z(yz),

6. xy =y,

7 xz-1=zx,

8 z(y+2) =ay+zz,

9. x < «x,

10. z<yhNy<z—=zx=1,
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11. z<yNy<z—z <z,
12. x<yVy<uz,
1. z<y—er+z2z<y+z,

14. 220Ny >0— 2y >0.

Todas las comprobaciones son rutinarias. Veamos la primera igualdad, por
ejemplo:

(x+y)+ 2z = [zo+ Yo, 21 + y1] + [20, 21] = [¥0 + Yo + 20, 71 +y1 + 21]
y & + (y + 2z) lleva a la misma expresion. =

A cada ntmero entero z € Z le podemos asignar un walor absoluto como
sigue:

2] = 20 =21 Sizg > 21,
z1— 29 Sizg<z.

Por otro lado, definimos +n = [n,0], de modo que +0 y +1 coinciden con
los ntimeros enteros que hemos llamado 0 y 1, respectivamente. KEscribiremos
—n = —(+n). En general, tenemos:

Teorema 2.27 Se cumple:
1. +n e Z,
. tm=4n << m=n,

. +(m+n) =+m+ (+n),

2

3

4. +(mn) = (+m)(+n),
5. m<n< +m< +n,

6. z€ZNz>0—z=+|z,

7. 2€ZNz2<0—=z=—|z|.

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato. Para probar 2) observamos que

+m=+n <+ [m,0]=[n,0l < m+0=n+0<+m=n.

3) +m+ (+n) = [m,0] + [n,0] = [m +n,0+ 0] = +(m +n). La prueba de 4) y
5) es similar.

Para probar 6) observamos que z > 0 equivale a zg > 21, con lo que
20 =21+ (20 = 21) = 21 + |2,

y esto equivale a z = [z29,21] = [|2],0] = +|z|. El razonamiento para 7) es
analogo. -
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Observemos ahora que y < z <> —z < —y, pues
y<zeoy+(—y)+(—2)<z4+(—2)+(-y) < 0-—2<0—y+ —2< —y.
Con todo esto ya podemos afirmar que los ntimeros enteros son:
<3< -2<-1<0<+1I<H+2<H3<

y en la préctica escribiremos n en vez de +n, con lo que los nimeros enteros
pueden expresarse asi:

<3< -2<-1<0<1<2<3<

Por lo tanto, si llamamos nimeros enteros positivos (resp. negativos) a los
que cumplen

2€ELT=2€ZNz>0, z2€l” =z€Z N z<0,

resulta que
2€L —2€Z" Nz=0VzeZT

y no pueden darse a la vez dos de estos tres casos, y podemos identificar los
ntmeros naturales con el 0 y los ntimeros enteros positivos, en el sentido de que
cualquier suma como 2+ 3 = 5, o cualquier producto como 2-3 = 6, o cualquier
desigualdad como 2 < 5 es correcta o no tanto si consideramos que los niimeros
son naturales o enteros no negativos.

Maés precisamente, si estamos considerando ntimeros naturales y necesitamos
verlos como enteros, s6lo tenemos que cambiar cada n por +n y, si estamos
considerando niimeros enteros no negativos y necesitamos verlos como naturales,
solo tenemos que cambiar cada z por |z|.

Ahora podemos caracterizar el valor absoluto de un ntimero entero como

12| = z siz>0,
Tl -z siz<0,

y es facil probar:
1. |z >0, 2| =0+ 2=0,
2. |w+ 2] < |w| + 2],
3. |wz| = |w||z|.

Estas propiedades nos dan una prueba rapida de otro hecho relevante de la
aritmética de los niimeros enteros, y es que

wz=0w=0Vz=0.

A partir de los resultados que hemos enunciado aqui se pueden probar todos
los hechos bésicos sobre la aritmética de los ntimeros enteros de forma natural,
es decir, sin necesidad de tecnicismos propios de ARP (maés alla de la necesidad
de que todas las pruebas de existencia sean constructivas).



2.3. Numeros enteros 105

Por ejemplo, para probar que es posible dividir euclideamente niimeros en-
teros definimos

e(|D), |d]) siD>0,d>00D<0,d<0,r(D||d) =0,

o (D.d) = 1 <DL 14D siD>0,d<00D<0,d>0,r(D||d) =0,
’ —¢(|ID|,|d)) =1 siD<0,d>0,r(D]|d|) >0,
e(|D,|d)) +1 siD<0,d<0,r(Dl|d) >0,

r(ID], |d]) st D> 00 r(|D],|d]) =0,
r*(D,d) = d—r(|Dl,|d]) siD<0,d>0,r(|D|,|d]) >0,
—d—r(|D|,|d|) siD<0,d<0,r(|D|,|d|) >0,

donde ¢ y r son los funtores que dan el cociente y el resto de la division euclidea
de nameros naturales. A partir de aqui escribiremos ¢ y r en lugar de ¢* y r*.
Entonces

Teorema 2.28 Se cumple:
D,deZNd#0— D=de(D,d)+r(D,d) N0 <r(D,d) < |d|,
D,d,c,reZNd#0AD=dc+rAN0<r<|d —c=cD,d) Nr=r(D,d).

DEMOSTRACION: Solo hay que distinguir los cuatro casos posibles para el
signo de D y d. Por ejemplo, si D < 0, d > 0, tenemos que

|D| = |dle(| DI, |d]) +r(ID], |d]) A O < r(|Dl, |d]) < |d],
luego, multiplicando por —1,
D = d(=c(|D], |d])) — (| DI, |d])
Si r(|D],|d|) = 0 esto ya es D = de(D,d) + r(D,d). Sir(|D|,|d|) > 0, entonces
D = d(=c(|D],|d]) = 1) +d = r(|Dl,|d]) = de(D,d) + r(D, d),

y ademas 0 < r(|D|,|d|) < d, luego 0 < d —r(|D|,|d|) = r(D,d) < d =d|. Los
otros casos se tratan analogamente.

Similarmente, si se cumple D = dc+ 7 A 0 < r < |d|, en el caso D < 0,
d > 0, o bien r = 0, en cuyo caso |D| = |d|(—c¢) + 0, con lo que, por 2.2, tiene
que ser ¢ = —¢(|D],|d|) = ¢(D,d) y r = r(|D|,|d|) = r(D,d), o bien 0 < r < d,
en cuyo caso

|D| = |d|(=¢)—r=ld(—c—1)+d—r, 0<d—r<d,

con lo que nuevamente ¢(|D|,|d|) = —c — 1, r(|D|,|d|) = d — r, de donde se
concluye igualmente que ¢ = ¢(D,d), r = r(D,d). "
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Intervalos Terminamos con un tecnicismo conjuntista: Si n es un ntmero
natural, tenemos definido el conjunto I,, de los niimeros naturales menores que n.
El teorema 2.17 nos permite definir los conjuntos

I ={+u|uel,}, —I'={-ul|uel,},

de donde a su vez podemos formar el conjunto |—n,n[ = I U I}, y es facil ver
que
zE€]l-nn[x€ZN-—n<zc<nszr LAz <n.

Mas en general, podemos definir
Jm,n[ = {z € |-max{|m| + 1, |n| + 1}, max{|m| + 1,|n| + 1}[ | m < 2z A z < n},
de modo que
MmeEZANEL — (z€]m,n[< (2€ZAm < z<n)).
A su vez, podemos definir
[m,n] =|m,n[U{m,n}, Jm,n]=]m,n[U{n}, [m,n[=]m,n[U{m},
de modo que cumplen las variantes obvias del teorema precedente.

Si definimos
<G ={{uv)exxa|lueZAveZNu<v}
y 2 CZ=/\u€ zu € Z, tenemos claramente que
x CZ— cto(z,<;),

en el sentido definido en la secciéon anterior, lo que nos permite hablar del minimo
y el maximo de cualquier conjunto de ntimeros enteros.
2.4 Numeros racionales

Veamos ahora que también es posible hablar de ntimeros racionales en la
Aritmética Recursiva Primitiva. La construccion es muy similar a la que aca-
bamos de ver para los niimeros enteros:
Definicion 2.29 Consideramos las relaciones dadas por

Pla,b)=a€ZANbeZNbF#D0,

(a,b) R(c,d) = P(a,b) A P(c,d) A ad = be.
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A partir de las propiedades del producto es facil probar que
P(a,b) = (a,b) R (a,b), (a,b) R (c,d) = (¢,d) R (a,b),

(a,b) R(c,d) A (¢,d) R (e, f) = (a,b) R (e, f).

Definimos la fraccion de numerador a y denominador b como
a/b= px < (a,b) + (—a,—b) Vuv < z(x = (u,v) A (u,v) R(a,b) A v >0).

Asi, supuesto P(a,b), tenemos que (a,b) R (a,b) y (—a, —b) R (a,b) y, o bien
b > 0, o bien —b > 0, luego o bien z = {(a,b) o bien x = (—a, —b) cumple la
propiedad requerida, luego el minimo que define la fraccion también la cumple
y, de hecho,

P(a,b) A P(c,d) — (%zgﬁad:bc).

Llamaremos nimeros racionales a los conjuntos (ntumeros naturales) de la
forma a/b, con a,b € Z, b # 0. Explicitamente:

€Q=Vab<q(a€ZNbEZNb#OAqg=a/b).

Mas precisamente, si ¢ € Q, por definicion tenemos que ¢ = ¢o/¢q1 con g1 > 0.

Definimos
_ qom1+ 172 _ qoTo
gtr=———, q=-—,
qim qir

qg<r=qr1<qro.

Se comprueba facilmente que si P(a,b) y P(c,d), entonces

a,c_gdtbe ac_ac
b d bd bd ~ bd’
a ¢
b>0/\d>0%<g§g<—>ad§bc>
Definimos:
0 1 —qo —1 q1
0= -, 1=-, —q=—, = —.
1 1 1 q1 1 qo

Asi, si a,b € Z, se cumple que
a —a a\~1 b
SE=2t A0 (F) =2
Es facil probar las propiedades siguientes:

Teorema 2.30 Siq,r,s € Q, se cumple:
1. (g+r)+s=q+(r+s),

2. q+r=r+gq,
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¢+0=gq,
q+(—q) =0,
(gr)s = q(rs),

qr =rq,

q-1=gq,

q(r+s) = qr + gs,
q#0—=qq =1,
10. ¢ <gq,

ST S S S A B

11. g<rAr<qg—q=r,
12. g<rAr<s—q<s,

13. ¢ <rvr<g,

14. q<r—=q+s<r+s,

15. q>20Ar>0—qgr>0.
Siz,y € Z, tenemos que

T Y, :E+
Ty, z
11 v q

—x<y.

<
8

+

<
—l&
—
8

<

Il
|8
IN
=l

Esto nos permite identificar los nimeros enteros con los ntimeros racionales
de la forma x/1. Técnicamente, definimos

veZ=\m<z(meZnz=m/l), +n =

)

+n
1

y a partir de ahora llamaremos Z y +n a lo que acabamos de definir como Z y
+n, respectivamente.

A partir de estas propiedades se pueden probar facilmente todas las propie-
dades bésicas de la aritmética de los niimeros racionales.
2.5 Numeros primos

Como ultimo ejemplo de las posibilidades de ARP para formalizar la aritmé-
tica elemental vamos a demostrar los resultados basicos sobre nimeros primos.
En primer lugar definimos la relaciéon de divisibilidad:

Definicién 2.31 z |y = Vu <y y = zu.

Es facil probar las propiedades elementales siguientes:
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Teorema 2.32 Se cumple:
I.1|lzAz|zAz]|O,
2 zlyny#0—-z<y,
3 x|lyhyl|lz—a]z,

rlyhylz—z=y,

wly—=wx|yz,

S v

zlyAhz|z—z|(y+2).

DEMOSTRACION: 1) es inmediato. Para probar 2) observamos que si y = x2
con y # 0, entonces z # 0, luego 1 < z, luego = < xz = y.

Para 4) observamos que si y = uxz A z = vy entonces, descartando el caso
trivial en que x = y = 0, tenemos que y = uvy, luego uv = 1 y esto implica
u =1 por 2). Todo lo demaés es sencillo. L]

Ahora podemos definir los ntimeros primos:
Definicion 2.33 primo(p) =p > 1A Aw <plp=w —u=1Vv=1).

Claramente:
primo(p) Az |p—>ax=1Va=p.

Veamos ahora que existen primos. Mas aiin, todo niimero x > 1 tiene al
menos un divisor primo:

Teorema 2.34 > 1 — \p < z(p| x A primo(p)).
DEMOSTRACION: Si x > 1, tenemos que el conjunto
{y<zly>1Ay|a}
no es vacio, pues contiene a x, luego podemos tomar
p=min{y <z|y>1Ay|z},

que es el menor divisor no trivial de x. En particular, p < x. S6lo tenemos que
probar que es primo. Ciertamente, p > 1y, si p = uv, perou # 1y v # 1,
entonces u | z, u # 0, u # 1 y u < p, en contra de la minimalidad de p. =

Dos niimeros son coprimos si cumplen:

cop(z,y) = A\p < z(primo(p) Ap |z — pty).

Equivalentemente, dos niimeros son coprimos si no tienen factores primos co-
munes. El resultado fundamental es:

Teorema 2.35 n | ab A cop(n,a) = n | b.
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DEMOSTRACION: Vamos a probar:
Nabn < m(m =ab A n | m A cop(n,a) —n | b)

por induccién sobre m. Suponemos, pues, que el resultado es cierto cuando
m < ab, y vamos a probarlo para ab. Tenemos que n | ab, luego existe un ¢ tal
que ng = ab. Distinguimos tres casos:

Sin = a, entonces cop(n,n) implica que n = 1 (pues de lo contrario sabemos
que existe un primo que divide a n), y entonces obviamente n | b.

Sin < a, tenemos que ng = ab = nb + (a ~ n)b, de donde nb < ng, luego
b < gq. Por lo tanto,

nb+n(qg = b) =ng=nb+ (a = n)b,

con lo que n(qg~b) = (a=n)byasin| (a+n)b < ab. Ademas, cop(n,a =~ n),
pues si un primo cumpliera p | n y p | a ~ n, también cumpliria p | a, en contra
de que n y a son coprimos. Por hipotesis de induccion, concluimos que n | b.

Por tltimo, si n > a, tenemos que ng = aq + (n = a)q = ab, luego aq < ab,
luego g < b. Por lo tanto,

aqg+ (n = a)q = ab = aq+a(b - q),
con lo que (n=a)g=alb=¢q) yasin=a]ald=q) <ab. Como en el caso
anterior, n ~ a y a son coprimos, luego por hipotesis de induccion n =~ a | b~ q.

Pongamos que b ~ g = (n = a)d, con lo que (n = a)q = a(n ~ a)d, luego q = ad,
luego ab = ng = nad, luego b = nd, y asi tenemos también que n | b. L]

De aqui se deduce la propiedad fundamental de los ntimeros primos:
Teorema 2.36 primo(p) Ap|ab—p|laVplb.
DEMOSTRACION: Basta observar que si p { a, entonces cop(p, a), pues si un

primo cumple ¢ | p y ¢ | a, necesariamente ¢ = p y tenemos que p | a. Por lo
tanto, podemos aplicar el teorema anterior. n

Para probar que hay infinitos primos usamos el argumento de Euclides, que
requiere definir previamente el funtor factorial como

0'=1, m+1)=Mm+1) -n!
Una simple inducciéon prueba que Ai < n i | n!, lo que a su vez implica que
Ni<nifn!+1,
luego up(n! + 1) > n. Esto permite definir el siguiente primo como

sp(n) = pup < pp(n! + 1) (primo(p) A n < p),
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y a su vez el funtor dado por

Po =2, Pnt1 =5p(Pn),

que recorre los niimeros primos. En efecto, se cumple:
primo(py),

primo(p) = Vn < pp = p.

La primera formula se prueba facilmente por induccién, y para la segunda se
prueba primero que n < py, con lo que, dado un primo p > 0, se cumple p < pp,
luego podemos tomar el minimo m tal que p < p,,, ¥ no puede ser m = 0, con
lo que n =m =1 cumple p,, < p < pny1 =sp(pn), y esto implica que p = p,,.

Si p es primo, en particular p > 2, luego a < p%, luego p® t a. Esto nos
permite definir

e(p.a) =pn<alp"ta,
y no puede ser e(p,a) = 0, luego podemos definir

vpl@)=pn<a|p*ta=1,

con lo que
primo(p) — p*r(@ | a A pUr( @+ g,

Es facil ver entonces que
primo(p) = (p" | a <> n < vy(a)),
de modo que v,(a) es el maximo exponente con el que p divide a a. Se cumple:
1. primo(p) — vp(ab) = vp(a) + vp(b),
2. primo(p) — vp(a + b) > min{v,(a),v,(b)}.

En efecto, tenemos que a = p”»(@e¢, b = p»®)¢/| donde ¢ = c(a,p”P(“)),
¢ = c(b,p’r®), luego ab = p»(@+Tv»®)ec’ v esto implica que

vp(ab) = vp(a) + vp(b).

Por otro lado,
ab = p'up(ab)cll _ pvp(a)+vp(b)ccl'

Si fuera v,(ab) > vy(a) + v, (b) deduciriamos que p | e, luego p | co p| . Si,
por ejemplo, se da el primer caso, de ahi se sigue que pU»(®)+1 | a, lo cual es
imposible.

La segunda parte se prueba andlogamente a como hemos obtenido la primera
desigualdad en la primera parte.
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Factorizaciones en primos En el ultimo apartado de la seccion 2.2 definimos
las sumas finitas
> t(i)

1ET
a partir de una féormula x € A y de unos términos 0,  + y que cumplieran
ciertas premisas. Consideramos la definiciéon correspondiente a x € A =x > 0
y a los términos 1 y x -y, que satisfacen todas las premisas requeridas. FEn
este contexto las “sumas finitas” que hemos definidos las llamaremos productos
finitos, y usaremos la notacion

H mg,

1ET
donde m; = t(4) es un término arbitrario. No se trata de que aqui tengamos que
dar una definicién anéloga, sino que meramente estamos cambiando la notaciéon

que usamos en la secciéon 2.2. Con esta notacion, los resultados que hemos
probado se expresan asf:

Ni€xm;>0— []m; >0,
1€ET
Hmizl, mj>0—> Hmizmj,
ico ie{j}

rNy=ANiczUym; >0— [][m;=[[mi- [[m
1€xUy 1€ET 1€Y

Si llamamos r(a) al maximo niimero natural tal que p,(4) | @, ahora podemos
probar el teorema siguiente:

a>1—=a= ]| pff"(a).
n<r(a)

Razonamos por induccién sobre a. Si a < 2 no hay nada que probar. Si
es cierto para nimeros menores que a, tomamos el minimo ng tal que py, | a,

de modo que a = pZ';"O (a)a’, y claramente v,, (a’) = 0. En cambio, si ¢ # pp,
es cualquier otro primo, tiene que ser vq(pZ’;""(“)) = 0, luego v4(a’) = vy4(a).

Aplicando la hipotesis de induccién, es facil concluir que

a = pZ’(’)"o(“) . H prn (a’) — H prn(a).
n<r(a’) n<r(a)

Asi pues, todo numero natural se descompone en producto de factores pri-
mos. En particular, esto implica que

An < max{r(a),r(b)}(v,, (a) = v,, (b)) = a = b.

Para probar la unicidad de la descomposiciéon conviene expresar el teorema
de factorizacion en otros términos. Para ello definimos

F(a)={f € PIas1 X Iap1) | Vn <a+1 f: I, — Lo}
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y asi podemos acotar el cuantificador del teorema siguiente:
a>1—=\VpeFa\Nn<a+1(p:I, — Iy A

Ni < n primo(p;)) Aa= T[ pi).
icl,
La prueba, por induccién sobre a, es similar a la anterior, pero ahora podemos
enunciar asi la unicidad:

Ni € @ primo(p;) A A\j € y primo(g;) A [T pi = [] ¢; —
1€x JEY

Vf €y (f:x— ybiyectiva A \i € z p; = ai)))-

Para probar esto, primeramente probamos este otro hecho:

primo(p) ANi€xm; >0Ap| [[mi — Viezp|m,.
1EX
Esto se prueba por induccién sobre |2'| para 2’ € Pz. Si |2'| = 0 es trivial
porque no puede darse la hipotesis. En caso contrario tomamos ig = ui ¢ € 2.
Si a’ = {ip} la conclusion es trivial, pues entonces p | m;,. En caso contrario
podemos expresar
[T mi=mi, - [] mi
ica’ i€x’\{io}
y el hecho de que p sea primo implica que p | m;, o bien p |  [] m,.
i€x’\{io}
En el primer caso ya tenemos la conclusion, y en el segundo basta aplicar la
hipétesis de induccién.

Con esto, la unicidad de las descomposiciones en primos se prueba también
por induccién sobre |2’|. Si |2'| = 0 los productos valen 1 y es facil ver entonces
que |y| = 0 o, de lo contrario, un primo dividiria a 1. La conclusién se cumple
trivialmente en este caso.

Supongamos que es cierto cuando |z'| = n y supongamos que |z'| = n + 1.
Tomamos iy € z’, de modo que

pio - Il pi= 114,

icx’\{io} JEY

luego por el resultado previo, existe un jo € y tal que p;, | gj,, pero, como
ambos son primos, esto implica que p;, = g;,. De aqui se sigue que

I[I ri= 11 @
i€x’'\{io} j€y\{jo}

luego, por hipotesis de induccion, existe f : 2’ \ {ig} — v\ {jo} biyectiva tal
que Ai € 2’ \ {io} pi = qsu) y basta extender f a una biyeccion f: 2’ — y
mediante f(ip) = jo. Claramente se cumple la conclusion.






Capitulo III

La formalizacién de la l6gica

En el capitulo anterior hemos visto como en ARP se puede formalizar la
aritmética y la teoria de conjuntos finitos. Ahora vamos a ver que también
podemos formalizar en ella la propia construccion de ARP (pero no los conceptos
seménticos, es decir, los relacionados con los niimeros denotados por términos
y la satisfaccion de formulas). Esto significa que toda la construccion informal
de ARP no presupone ningtn principio méas alla de lo que expresan los axiomas
y reglas de inferencia de ARP (La formalizacion de la semantica de ARP la
estudiaremos més adelante.) Seguidamente definiremos en ARP la logica de
primer orden, es decir, una clase muy general de teorias axiomaticas capaces de
formalizar practicamente cualquier contexto matemaético.

3.1 La formalizaciéon de ARP en ARP

En la definicién 1.1 hemos tomado ocho signos arbitrarios como signos del
lenguaje Larp. A la hora de formalizar esta definicion en ARP podemos tomar
como signos ocho numeros naturales arbitrarios, pero por simplicidad fijaremos
ocho en concreto:

Definicion 3.1 Llamaremos signos de I—Larp—l a
0'=0, 'Sl = 1, p'=2, Tc'=3,
[ = , I_p—l = 57 I
El conjunto de signos de I—Larp—l es, pues, el conjunto

Sig(,_Larpj) = {I_O—l7 l—S—" I—p—l7 I_c_" I—K‘/—I7 ,_p—|7 ’_x_" ’_:—‘}'

Usamos angulos de Quine r para distinguir los signos metamatematicos
de sus formalizaciones. Asi, S es un funtor del lenguaje de ARP, mientras que
"S'= 50 es un numeral.

115
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Cadenas de signos Diremos que ( es una cadena de signos de I_Larp—l si cumple
¢ € Cad(Larp ) = Ni < Q) ¢ € Sig( Larp )

Esta definicion incluye a la cadena de signos vacia 0 de longitud 0.

Claramente, la yuztaposicion (1 (s de dos cadenas de signos es también una
cadena de signos que representaremos simplemente como (i - (> o incluso (1(s
cuando no haya confusion posible.

Es facil ver que la formula = € Cad(erpj) junto con los términos 0 (la
sucesion vacia) y ¢3¢z cumplen las premisas enunciadas en la pagina 98 para
definir las sumas finitas (sin contar la ultima, la propiedad conmutativa, que
no era necesaria para probar las propiedades méas basicas de las sumas finitas),
que aqui representaremos con notacién multiplicativa, de modo que tenemos
definido el término

II G

i<n

(donde ¢; = {(i,x1,...,x,) es, en principio, un término cualquiera) y se cumple

Ni<n ¢ eCad(Lap ) = [1 ¢ € Cad('Larp ),

i<n

Ni<n (t(i) € Cad( Lawp ) ACG=C) = T1 G =TI ¢

i<n <n

Ni<m+n¢eCad( L) = [ G= T1¢ [Tmasi-

i<m+n i<m  i<n

De la propia definicion se sigue ademés que

CO € Cad(rﬁ’arp_‘) — H Cz = <0~

i<l
En la préctica escribiremos
G Ca=11G
i<n

0, mejor aun, para adaptarnos a la costumbre de empezar a contar en 1 en lugar
de en 0, escribiremos (; - - -, en lugar de (p--- (,—1. Esto sdlo es un convenio
“estético” que en cualquier momento podemos eliminar sin alterar el contenido
matematico de cualquier afirmacion que hagamos.

Si ¢ = s1---5, es cualquier cadena metamatemética de signos s; de L4p,
r L. .
llamaremos (¢ al tinico numeral que segtn el teorema 1.16, cumple

AEP C ="s1"Tsn ' =(s1"..., 80 ).
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Nota Con esto hemos introducido una ambigiiedad en la notacién. En el caso
de un signo de L., como por ejemplo p, la notacion p' puede hacer referencia
a dos numerales distintos. Segun la definicion 3.1 es "p' = 2, pero segun la
definicién que acabamos de dar (viendo a p como una cadena de signos de
longitud 1) tenemos que ("p') = (2) = 4, luego "p' = 4. En general, segln este
segundo criterio, tenemos que

'W=11, "p'=16, "x'=22, ='=29.

En la practica el contexto siempre dejara claro cuando consideramos que una

» . . rho0 .
expresion como "s' hace referencia a un signo de Ly, 0 a la cadena de signos

de longitud 1 correspondiente. [

Numerales Diremos que N es un numeral si cumple
N e Num( Lo, ) = £(N) > 0ANi < U(N) = 1N; ="S' ANy oy =0
Consideramos el funtor definido por
No="0", Npi='S'N,.

Una simple induccién prueba que N,, € Num(rﬁar;) y, mas aun, los nume-
rales de esta forma son los tnicos que hay, pues si definimos el indice de un
numeral como ind(N) = ¢(N) = 1, tenemos que ind(N,,) =n y que

N € Num(' Loy ) Aind(N) =n — N = N,,.

Es claro que si 7 es el numeral (metamatematico) correspondiente al nt-
mero najtural n, entonces en ARP se demuestra que "' = Nj. Por ejemplo:
55550 = Ny. Esto se prueba por induccion (metamatematica) sobre n.

Notemos que no es lo mismo el numeral (metamatematico) 4 = S5550 que
el numeral (formalizado) Ny = '$5550" = 352942 601.

Por otro lado, el funtor N que hemos definido un poco mas arriba es algo

2 <2 Tl Tl T N L.

mas general que la sucesion de numerales 0, S0, SSO,..., pues esto son uni-

camente términos sin variables, mientras que el funtor N nos permite considerar

el término N,,, donde n es una variable de ARP, una variable que al sustituirla

por un numeral, como 4 = $S5550, da lugar a un término (que se demuestra
que es) igual al numeral 55550 .

Proyecciones Definimos el funtor diddico
o [
P = Nan
Llamaremos proyecciones a las cadenas de signos que cumplen

A

e Proy(rllarp—l) =r¢€ Caud(rllarp YAVEn <l(m)(1 <k <nAT=p}).
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Sime Proy(rLarp—l), podemos calcular:
k(m) = (pi < l(m) m="0) =1,  n(r)=L(r) = (k(7) + 3),

y es facil ver que
r B
7w € Proy( Layp ) = 7 = pz((:))
Los nameros k() y n(m) se llaman éndice y rango de w, respectivamente. Por
definicién tenemos que 1 < k(7) < n(n).

Es facil ver que si 1 < k < m son numeros naturales metamatematicos,
entonces

r o7 7
E Tppt =l
ARP pk pk?

donde k y 7 son los numerales (metamateméticos) de ARP correspondientes a
k y n, respectivamente.

Funtores Vamos a definir un funtor monadico rang usando el teorema 2.23,
es decir, que definiremos rang({) suponiendo definido el rango de las cadenas de
Sub(¢). Definimos rang(0) = 0y, para cadenas de longitud no nula, distinguimos
varios casos:

1. rang('S") = 1, rang(¢") = 1.

2. Si {p = p' y existen ntmeros 1 < k < ¢(¢) tales que ( = p}, entonces
rang(¢) = n.

3. Si¢y="k"yexisten 1 <m,n < () y h € Sub(() tales que rang(h) = m
y existe g € Sy, (Sub(¢)) de modo que

Ni <mrang(g:) =n,  (="Khg1 " gm,
entonces rang(¢) = n.

4. Si (o ="p'y existe 1 < n < ¢({) y cadenas g,h € Sub(¢) de modo que
rang(g) = n, rang(h) =n+ 2y ¢ = "p'gh, entonces rang({) = n + 1.

En cualquier otro caso, rang(¢) = 0. Llamaremos funtores de I_Larp—l a las
cadenas de signos que cumplen

fe Fun(rLarp—l) =fe Cad(rﬁarp—l) A rang(f) > 0.

Asi, cada funtor f € Fun(rLarp—l) tiene asociado un rango rang(f) > 0.

A partir de las definiciones precedentes (y suprimiendo precisiones técnicas),

. r a
es facil ver que todo funtor f € Fun( L, ) se encuentra en uno de los casos
siguientes:

1. f="S" (en cuyo caso f es un funtor monadico),

2. f="c" (en cuyo caso f es un funtor monadico),



3.1. La formalizacién de ARP en ARP 119

3. f = p}, para ciertos indices 1 < k < n (y entonces f es un funtor n-adico),

4. f ="k'(h,91,--,9m), donde h es un funtor m-adico y los g; forman una
sucesion de funtores n-adicos (y entonces f es un funtor n-adico),

5. f ="p'(g,h), donde g es un funtor n-adico y h es un funtor n + 2-adico
(v entonces f es un funtor n + 1-adico).

Es evidente que un mismo funtor no puede estar a la vez en en dos de estos
casos, pues el signo inicial fy es distinto en cada uno de ellos, pero, mas aun,
en los casos 4 y 5 los funtores que componen f también estan univocamente
determinados.

En efecto, en primer lugar definimos el funtor
R(¢,n) = p¢" € Sub(Q)V (" € Sub(¢)(¢(¢") =n A ¢ =("().

Es facil ver que si ¢ € Cad(rﬁarpj) y () > n, entonces R((,n) es la cadena
que resulta de quitarle a  sus n primeros signos.

A su vez definimos
PN(¢) = p¢" € Sub(Q)Vk < (¢)(¢' = Ne A ¢ = Ni R(C,k+1)).

Asi, PN(() es el numeral con el que empieza ¢ si es que realmente empieza por
un numeral, y es 0 (que es también la cadena vacia) si no es el caso. Es facil
probar entonces que

¢ € Cad('Larp ') = PN(NC) = Ny

Esto implica que el numeral inicial de una cadena de signos (si existe) estéd
univocamente determinado, es decir, que una misma cadena de signos no puede
descomponerse de dos formas distintas de modo que el primer fragmento sea un
numeral.

Ahora definimos un funtor monéadico PF con la propiedad de que, si f es un
funtor, entonces

PF(f¢) = f,

es decir, que PF proporciona el primer funtor de su argumento, mientras que si
¢ es una cadena que no empieza por un funtor, entonces PF(¢) = 0 es la cadena
vacia.

Para ello definimos PF(0) = 0 y, para cadenas de longitud no nula, distin-
guimos varios casos:

1. Si ¢y = "S", entonces PF(¢) = I_Sj,

2. Si ¢p ="¢', entonces PF({) = "¢,

3. Si {o = T, calculamos k& = PN(R((,1)). Sino es la cadena vacia, cal-

culamos n = PN(R((,1 + ¢(k))). Si no es la cadena vacia y ademés
2 <(U(k) <{(n),

PF(C) = Clor)+en)+1-
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4. Si (o = "K', calculamos h = PF(R((,1)). Si no es un funtor, entonces
PF({) = 0. En caso contrario, llamamos m = rang(h) y consideramos el
funtor definido por F'({,0) = <'—/€—'h,R(C, 1+2(h))y

i PEOE B S mo.” PR s RO e HEECECGomb )

Asi, si F(C7 ) (0,0), deﬁmmos PF(C) = 0 y en caso contrario hacemos
PF(() = F(¢.m)o.

Lo que hace F es quitarle a ( la cadena inicial "k'h y luego ir quitandole
funtores mientras sea posible. Lo que hemos hecho es decir que si se le
pueden quitar m funtores, entonces PF(() es la yuxtaposicion de "k y los
m + 1 funtores que hemos quitado.

5. Si ¢y = "p', calculamos ¢ = PF(R({,1)). Si es un funtor, calculamos
h =PF(R(¢,1+£(h))). Sies un funtor y rang(h) = rang(g) + 2, definimos
PF(C) = "pgh.

En cualquier otro caso, PF(¢) = 0.

Ahora una induccién rutinaria muestra que cumple lo requerido, es decir, que
si f es un funtor y ¢ es una cadena de signos arbitraria, entonces PF(f¢) = f,
lo que prueba que el primer funtor de una cadena de signos est4 univocamente
determinado.

Usando esto es inmediato comprobar que la descomposiciéon de un funtor
como composiciéon o recursion es unica.

Observemos también que una simple induccién sobre la longitud de f prueba
que si f es un funtor (metamatemético) de rango n, entonces

. | _
AlF_{P f € Fun( Larp ) A ran( f ) =n,

donde 7 es el numeral (metamatematico) asociado a n.

Enumeracion de funtores Es interesante observar que podemos enumerar
r 1 . r A
los funtores de ARP . Para ello observamos que si f € Fun( La,p ), entonces

I_Ii—l(rs—l, f) es otro funtor del mismo rango, pero mayor como nimero natural
(por el teorema 2.10). Esto nos permite definir los funtores

SF(f) = ng < K'('S", f)(g € Fun(Laxy ) A f < g),

SFR(f) = g < %'("S", f)(g € Fun( Loy ) A rang(g) = rang(f) A f < g).

A su vez:
1

fOZ Sa fk+1:SF(fk)7
for =g < pi(g € Fun(Lar, ) Arang(g) =n),  frs1 = SFR(fr),

de modo que

fr € Fun(l—ﬁarp—l)7 it € Fun( Larp ) Arang(fp) =
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k<k/—)fk<fk//\fg<fg/,

(de donde se sigue por induccion que k < fi, k < f)), y a su vez
1
f € Fun(rLarp—l) — \/k < f f = fk7

feFun( Lo ) Arang(f) =n — \1/k’ <fr=rm.

Veamos, como ejemplo, la prueba de la primera de estas dos propiedades.
Dado un funtor f, tomando m = f, se cumple que f < f,, < fm+t1, luego
podemos considerar r = pm < f 4+ 1(f < f,n). Claramente, no puede ser r = 0,
luego si hacemos k = r ~ 1, tenemos que fi < f < fr+1 = SF(fx). La definicion
de SF implica entonces que f = f.

Nota Estamos demostrando teoremas en ARP, pero no debemos olvidar que
cada teorema de ARP tiene una interpretacion natural que es, necesariamente,
una afirmacion verdadera sobre los nimeros naturales y las funciones recursivas
primitivas. En particular, hemos demostrado que, si identificamos cada signo
de ARP con un numero natural y, por consiguiente, cada funtor de ARP con
una sucesion finita de niimeros naturales, que a su vez puede identificarse con
un numero natural, existe una funcién recursiva primitiva que enumera todos
los funtores de ARP y, como cada funtor denota una funcién recursiva primi-
tiva (aunque funtores distintos pueden denotar la misma funcion), resulta que
tenemos una forma explicita de enumerar (con repeticiones) todas las funciones
recursivas primitivas, Fy, Fi, Fo, F3,...

Este es relevante porque en la introducciéon senalamos que, pese a la poca
importancia que un formalista puede darle al uso de “para todo”, lo cierto es que
el hecho de que podamos hablar informalmente de conceptos como “conjunto”,
“funcion”, “propiedad”, “definicioén”, etc., esto no justifica que hablemos de “todos
los conjuntos”, “todas las funciones”, etc., ya que no tenemos ninguna forma de
atribuir un significado preciso a una afirmacion sobre la totalidad de los conjun-
tos, las funciones, etc., mas alla de los casos en los que tenemos un argumento
aplicable a cualquier caso concreto. La posibilidad de enumerar todas las fun-
ciones recursivas primitivas se traduce en que podemos hablar informalmente
de la totalidad de ellas, puesto que afirmar que todas las funciones recursivas
primitivas cumplen algo equivale a afirmar que F; lo cumple, y también F, y
también F5, etc. No podemos asegurar que vayamos a estar en condiciones de
asegurar si esto sucede o no, pero lo importante es que sabemos lo que significa.

|

Variables Consideramos el funtor definido por
T, ="2'N,,.

Llamaremos wvariables a las cadenas de signos que cumplen

A

e Var(rl]arp—l) =¢¢€ Cad(rﬁarp YAV <L) €=,
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El #ndice de una variable es ind(§) = £(£) ~ 2. Es facil probar que
geVar( Loy ) Aind(€) =n — £ = z,.

Si z es la variable (metamatematica) de indice n, es facil ver que

donde 7 es el numeral (metamatematico) correspondiente a n.

Py . . . . r 1 .
Términos Para definir los términos de £,,, definimos un funtor F' que tome
el valor 1 sobre los términos y 0 en otro caso. Escribiendo

(e Term(l—Larp—l) =F() =1,

la definicion es:

" "

1. SicCe Var(rLarp ), entonces ¢ € Term(rﬁarp ).

2. 8i¢="0", entonces ¢ € Term(rLarp—l).
3. Si f = PF(¢) es un funtor, llamamos m = rang(f) y establecemos que
r A .
¢ € Term( Lyyp ) si

Vit € S (Sub(¢))(ANi < m t; € Term( Lo ) AC = fly---tm).

En cualquier otro caso, t ¢ Term(rLarp—l). Es claro entonces que

B

¢ eTerm( Lap) < ¢ ="0"V (e Var( Lap ) V Vf € Sub(¢)

Vm < £(f)Vt € Sp(Sub(O))(f € Fun( Larp ) A m = rang(f) A
Ni<mt; e Term(rLarpj) ANC= ft1-tm).

. « . . . . . . [Nl .
Sin tecnicismos, tenemos que ¢ es un término si y sb6lo si ¢ = 0 o bien t es
una variable, o bien existe un funtor m-adico f y una sucesiéon de m términos
tal que t = fty---tp,.

En la practica, en este ultimo caso, escribiremos ¢ = f(¢1,...,tm,). Como
en el caso de los funtores, es pura rutina comprobar que si ¢t es de esta forma,
entonces m y los términos ¢; estan univocamente determinados. Una forma de
probarlo es definir un funtor PT tal que si ¢ es un término, entonces PT(t¢) = ¢,
es decir, que PT asigna a cada cadena el término por el que empieza, si es que
existe, o 0 en caso contrario. Para ello definimos PT(0) = 0 y, para cadenas de
longitud no nula, distinguimos varios casos:

A1

1. Si¢o='0", entonces PT(¢) ="0".

2. Si o = "z, lamamos N = PT(R((,1)). Si N € Num(rﬁarp—l), entonces
PT(¢) = &'N.



3.1. La formalizacién de ARP en ARP 123

3. Si f = PF(¢) es un funtor, llamamos m = rang(f) y consideramos el
funtor definido por F((,0) = (f, R((,¢(f))) ¥y

F(C,?’L-i- 1) = <F(Can>0 APT(F(CJ]’)I)?R(F(Qn)lag(PT(F(Can)l)))>
si PT(F(¢{,n)1) #0,0 F({,n+1) =(0,0) si PT(F({,n);) =0.

Finalmente, si F(¢,m) = (0,0), definimos PT({) = 0 y en caso contrario
hacemos PT(¢) = F(¢, m)o.

Es facil ver que el funtor PT cumple lo requerido:
t € Term( Loy ) A € € Cad( Lorp ) = PT(C) = f,

es decir, que PT extrae el primer término de cualquier cadena de signos, y con
eso es facil probar la unicidad de la expresion de un término construido a partir
de un funtor.

Por ultimo observemos que una simple induccion sobre la longitud de t,
prueba que si t es un término (metamatemético), entonces

r B
A;P t' € Term( Lopp ).

” . . r A .
Foérmulas Definimos las formulas de L., como las cadenas de signos que
cumplen:

a € Form('_Larp—l) =ac Cad(rﬁarpj) A Vtita € Sub(a)
(t1,t2 € Term(rﬁarp—l) A a=T"=t1ts).

En la practica escribiremos t1"=" t5 en lugar de =" t1t5. Podemos definir los
funtores

Ty (o) = PT(R(c, 1)), Tr(a) = R(a, 1 + £(T1 (),
de modo que

tl, to € Term(rLarpj) — T1 (tll_:j tg) =t A T‘Q(tll_:1 tg) = t9.

1

a € Form( Lo ) = Ti(a), Ta(e) € Term( Logp ) A o = Ty (@) =1Th ().

Esto significa que los dos términos que componen una férmula estan univo-
camente determinados.

También es claro que si « es una formula (metamatematica) de ARP, enton-

ces

r A
F "a'e Form( £ .
ARP (Larp )

Diremos que € es una ezpresion de ARP si cumple

A A

0 e Exp(l—Larp y=0¢€ Term(rllarp )V 6 € Form(' £

=
arp )-
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Sustitucion Definimos ahora la sustitucion de una variable por un término
en una expresion, distinguiendo casos:

1. Si C (S Var(l—»carp—l)v

_ |t si¢(=u=x,
Sgc:{g si ¢+

2. 8i¢="0", entonces 8t'0'="0".

3. Si f = PF(¢) es un funtor y rang(f) = m y existe s € Sy, (Sub(()) tal que
Ni<ms; € Term(rLarp—l) v (= fs1--Sm, entonces definimos

SL¢ = fStsy---Stsp.
4. Si (o = ="y existen ti,t2 € Sub(() tales que { = "=T't1t9, definimos
St¢ =r=18! 1St ts.

En cualquier otro caso, definimos S%¢ = 0.
Es claro entonces que (suponiendo z € Var(r[;arpj) ANt € Term(rLarp—l)):

1.st'o'="0".

t siy=uz,

.o t,
2. yevar(ﬁarp)%swy_{y siy# x.

B B

3. fe€ Fun(rLarp YArang(f) =nAl(s)=nANi<ns; € Term(rLarp )

— 8L f(s1,.-,8n) = f(Stsy,...,Sks,).

4. ty,ty € Term( Lo ) — SL(81T="t5) = SLt,7=1 S 1.

Es facil ver que

B B B L

2 € Var( Lap ) At € Term( Loy ) A € € Term( Loy ) = SL¢ € Term( Larp ),

x € Var('—Larpj) NS Term(rﬁarpj) AC € Form(rLarp—l) —8ice Form(l—Larp—l)7

asi como que si z, t, 6 son, respectivamente, una variable, un término y una
expresion metamatematicas, entonces

[l
t Tl Tatpy!
S = St0.
ARP T x
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Nota: Formalizacion en ARP Hasta aqui hemos detallado las definiciones
y las demostraciones en ARP para que el lector se convenza de que todo cuanto
hemos dicho es expresable y demostrable en ARP. No obstante, no es nada
practico exponer las definiciones y demostraciones con este nivel de detalle, ni
en ARP ni en cualquier otra teoria axiomatica formal.

La forma habitual de trabajar de los matemaéticos en cualquier teoria formal
no es detallar todas las definiciones y argumentos hasta el punto de que sea
evidente como se formalizan en una teoria axiomatica en particular, sino s6lo
hasta el punto de que se entiendan las ideas relevantes, dando por hecho que
formalizar los pasos técnicos que no ofrecen ninguna dificultad conceptual es
una pura rutina que no aporta nada salvo el hecho de confirmar que lo que se
esta diciendo es formalizable en una teoria dada, pero normalmente uno puede
convencerse de que esto es asi sin necesidad de especificar todos los detalles ad
nauseam.

Por ejemplo, en la secciéon 1.1 definimos la sustitucion de una variable x por
un término ¢ en una expresion 6 como la expresion que resulta de sustituir cada
aparicion de = en 6 por el término ¢. Esto (acompanado, si acaso, de algin
ejemplo) basta para que el lector entienda perfectamente qué es St y como se
calcula. No obstante, justo a continuacién, en la secciéon 1.1 especificamos la
forma en concreto en que se calcula S¢.6 mediante cuatro condiciones recursivas.

En esta seccién también hemos enunciado esas cuatro condiciones, aunque
su aspecto es aqui mucho mas técnico. Por ejemplo, si comparamos la tercera:

fe Fun(rﬁarp—l) Arang(f) =nAl(s)=nANi<ns; € Term(rﬁarpj)
— Stzfsl~~sn = fStzsl'ustxsn

con su formulacién equivalente en la seccién 1.1:

Stf(tr, ... tn) = f(Stty,...,Stty),

vemos que la diferencia consiste en que en esta version sobreentendemos que
f es un funtor n-adico, que t es un término, etc., mientras que en la versiéon
formalizada hemos explicitado estas hipotesis para asegurarnos de que la féormula
que presentamos es realmente un teorema de ARP, y no un mero fragmento de
teorema.

En la practica, no hay ningin inconveniente (al contrario, tiene muchas
ventajas) en formular los teoremas de ARP en un lenguaje mas laxo, por ejemplo
diciendo (asi, con palabras) que si = es una variable, ¢ es un término, f es un
funtor n-adico y t1,...,t, son términos, entonces

SLf(ti, .- tn) = f(SLty,...,SLt,),

sin necesidad de escribir una férmula técnica en forma de implicacién que con-
tenga todas las hipodtesis, y eso es lo que haremos de ahora en adelante.

En cuanto a los argumentos, a la hora de juzgar si un determinado concepto
o un determinado argumento son formalizables en ARP, el mejor método no
es ponerse a escribir una formalizacion detallada, sino reflexionar sobre si la
definicién o la demostracion pueden realizarse acotando siempre a priori los
objetos que queremos considerar.
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Por ejemplo, para completar la exposicion sobre la sustitucion nos faltaria

definir la sustitucion multiple:
S, 0 = Sy, -8y ST -+ -ST 0,

donde 1, ...,y, son variables cualesquiera que no estén en t1,...,%, ni en 6.
Formalizar esta definicion requiere definir funtores que calculen las variables
contenidas en una sucesion de expresiones, y que calculen una biyecciéon entre
esas variables y otras nuevas, y otros que apliquen sustituciones de forma recu-
rrente, etc., pero el lector que haya analizado las pruebas que hemos dado en
esta seccidén deberia convencerse de que no hay nada que impida detallar toda
esa construccion de modo que sea obviamente formalizable en ARP, y por eso
mismo seria una pérdida de tiempo ponerse a escribir todos esos detalles en un
papel.

Para que el lector afine su capacidad de estimar qué es formalizable en ARP
y qué no, vamos a ver a continuacion un ejemplo de concepto que hemos definido
en la seccion 1.1, pero que no es formalizable en ARP. L]

La (imposibilidad de) formalizacién de la semantica Tratemos ahora
de formalizar en ARP la definiciéon 1.3 de la funcién denotada por un funtor.
Un posible enunciado seria el siguiente:

Teorema FEzxiste un funtor diddico ¢ tal que las afirmaciones siguientes son
teoremas de ARP:

1 ¢('S',s) = s+ 1.
2. ¢(¢",s) = 0.
3.1<k<n— ¢(pl,s)=s,-,.
4. h € Fun( Lo ) A rang(h) = m A €(g) =m A Ni < m(g; € Fun( Larp ) A
rang(g;) = n) Al(s) =n = (K (h, g1, ..., gn). 8) = d(h, z,<Hm (69, 5)))-
5. g,h € Fun("Larp ) A rang(g) = n Arang(h) =n+2 A €(s) =n —
o("p'(g,h),s7(0)) = &(g, s) A
o("p'(g,h), sk + 1)) = d(h, s~ (k) (¢ ("p'(g, h), s (K))))-

Relajando el formalismo, este “teorema” afirma que el funtor ¢ cumple (bajo
las hipdtesis obvias en cada caso):

r~1

Loo("S (n) =n+1,
2. 6, (n)) =0,

3. PP, (M1, ..., my)) = my,
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4. (Zb(r’{l(hvgla e ,gm), <Sla .. 78n>) =

¢(h7 <¢(glv <51’ R Sn))v cry ¢(gma <517 AR 577>)>)7

5. ¢("p'(g:h), (s1,- - 80, 0)) = &(g, (s1,- -, 5n)),
d("p (g, h), (81, oy Sy K+ 1)) = P(h, (s1,.. ., Sy ks (TP (g, h), (81, -y Sny K)))).

Admitiendo esto, una simple induccién sobre la longitud de f prueba que
si f es un funtor n-adico, ki, ..., k, son ntimeros naturales y k; es el numeral
correspondiente a k;, entonces

(%) Eoo(f (ke kn)) = F(F) k1, - k),

ARP
donde F(f) es la funcion denotada por el funtor f.

Sin embargo el “teorema” anterior es falso. Vamos a demostrar que no existe
un funtor ¢ que cumpla (x). El lector que crea que deberia poder definirse
un funtor ¢ que cumpla las condiciones indicadas deberia tratar de dar una
definicion detallada formalizable en ARP, y si la encuentra, entonces es que no ha
acabado de entender qué hace falta para que una construccion sea formalizable
en ARP.

Por otro lado, es facil programar un ordenador para que si le damos como
entrada un funtor n-adico f de ARP y una n-tupla (k1,...,k,) nos dé como
respuesta F'(f)(k1,...,k,). En otras palabras, la funciéon diddica H(f,s) que,
cuando f, visto como sucesiéon de nimeros naturales, corresponde a un funtor
n-adico de rLarp—l v s es una sucesion de longitud n, calcula

H(fvs):F(f)(SOa-”vSn—l)

(y para otros argumentos toma el valor 0) la puede calcular un ordenador, pero
no es recursiva primitiva (si lo fuera, un funtor ¢ que la denotara cumpliria (x)).

Supongamos que existiera el funtor ¢. Entonces podriamos definir un funtor
monadico mediante
F(k) = ¢(fy, (k) + 1.
En otras palabras, para calcular f(k) calculamos el k-ésimo funtor monadico,
lo evaluamos en k y le sumamos 1 al resultado. Tenemos entonces que
A

’_f—l S Fun(rﬁarp ) A rang(rfj) =1L

ra,r A . . . . .
Puesto que pu < f ( f = fl) es un término sin variables, podemos considerar

el namero k que denota, de modo que, segtun el teorema 1.16, se cumple que

ra,r

k=< O = g,

donde k es el numeral que denota al nimero k. Esto implica que

=
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Por el mismo teorema aplicado al término f(k), tenemos que

= f(k) = F(f)(k).

ARP

Combinando todo esto concluimos que en ARP se podria demostrar que

FEY=o(f, (k) +1=06(f (k) +1=F(f)(k)+ 1= f(k) +1,

y esto implica a su vez que 0 = 1, lo cual no puede probarse en ARP, luego no
existe el funtor ¢. L]

Nota En el argumento anterior subyace el hecho siguiente: si enumeramos
todas las funciones monédicas recursivas primitivas, fa, fi, fa,... (con posibles
repeticiones), la funcion dada por f(k) = fi(k)+ 1 puede calcularla un ordena-
dor, pero no es recursiva primitiva, pues entonces seria una de las f,%, y entonces

fi(k) = f(k) = fi(k) + 1, lo cual es imposible. "

En particular, no es posible formalizar en ARP el concepto de “el nimero
natural denotado por un término respecto de una valoraciéon”, es decir, no existe
ningtn funtor diadico tal que si t € Term(l—Larp—l) y v es una valoracion (defi-
nida, por finitud, sobre las variables que aparecen en t), entonces v (t, v) pueda
interpretarse como el nimero denotado por ¢ cuando sus variables se interpretan
segin v.

Maés precisamente, no puede suceder que ¢ cumpla, en particular, que, si t
es un término metamatematico sin variables, entonces

= (t,0) = N(t
= w(T.0) = N(D),
donde N (t) es el namero natural denotado por ¢t. En tal caso, el funtor

F(k) =¥ (fi(Nk),0) + 1,

donde ahora N es el funtor que a cada nimero natural le asigna su numeral
. r .l . . .y, .
correspondiente en ARP ', nos llevaria a la misma contradiccién que antes: si
ra
- = f1), entonces
=1,

r 50 YN

Fk) = (fr(NR),0) +1=w(f (k),0)+1=v(f(k),0)+1

= N(f(k)) +1=F(f)(k) +1=f(k) + 1.

A su vez, esto implica que no es posible definir un funtor diaddico F afv] tal

que si a € Form(rLarp—l) y v es una valoracion definida sobre las variables que
aparecen en «, entonces F afv] tome el valor 1 o 0 segin si « es satisfecha o
no respecto de la valoracion v. Y, aunque esto pudiera definirse —que no se
puede— ni aun asi se podria definir un funtor F o que distinga si una férmula
es verdadera o falsa, pues tampoco podriamos formalizar en ARP el “para toda
valoraciéon” que requiere la definicion.

En general, podemos decir que ARP es capaz de formalizar su propia sintaxis,
pero no puede formalizar su propia seméntica.
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Los axiomas de 'ARP' Los axiomas de ARP son las definiciones de los
funtores (distintos de S) presentadas en la definicion 1.8. El lector deberia
examinarla y convencerse de que no hay ningun inconveniente que impida for-
malizar esa definiciéon y convertirla en una férmula o € Ax(rARPj) de ARP. Los
detalles son muy laboriosos, pero vamos a esbozarlos.

Recordemos que hemos definido z; como la variable de indice k£ de r[/arpj.
Podemos definir la definicién del funtor p;} como:

Ap(k,n) = PR (20, - pey) = ey

Para dar més detalles sobre el término concreto que estamos expresando con
el miembro izquierdo tendriamos que definir el funtor

<n
. ., . . r A L
que a cada n le asigna la sucesién de las n primeras variables de L., (mas
laxamente: &, = <a:0, e ,xn;1>), y definir

Ap(kvn) ="=""p'Ni N, &, Tp-q,

pero no ganamos nada encriptando asi la definiciéon. La definicién de los axiomas
r 1 . .
de ARP empieza asi:

a e Ax(ARP) =a = rc(:vo) =0V

Vin < @)1 <k <nAa=A,kn)V--

donde falta completar la disyuncién con otra férmula correspondiente a los fun-
tores definidos por composicion y otras dos correspondientes a los funtores de-
finidos por recursion.

Veamos como seria la formula correspondiente a las composiciones. La idea
bésica es que

A/‘ﬁl(h?g) = /{(h7gl) e ?gm)(x17 . .xn) r:j h(gl($17 et ?xn)7 R 7g"7L('r1? . 7';6'”))'
Mas técnicamente seria:

Ag(h,g) ==""k"hg& h I] gi&n-

i<t(g)
y para afadir esto en la formula « € AX(FARPj) hay que incluir cuantificadores
Vh € Sub(a)("Larp )Vmn < €(a)Vg € Spm(Sub(a))
y las hipotesis
1

h e Fun(rLarp ) Arang(h) =m A N\i < m(g; € Fun(r[;mpj) A rang(g;) = n),

pero comprimiendo toda esta informacion en una férmula sélo volvemos ilegible
una definicion tan clara como 1.8.
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Dejamos a cargo del lector formalizar (si lo cree imprescindible) la definicion
de los axiomas de los funtores definidos por recursion. El caso es que asi podemos
completar la definicién de una férmula o € AX(I—ARP—l) que se corresponde
con la definiciéon 1.8 y en particular permite probar que si o es un axioma
(metamatematico) de ARP, entonces

F o' e Ax("ARP)).
ARP

Deducciones Seguidamente, el lector deberia convencerse de que no hay nada
que impida formalizar en ARP la definicion de deduccién dada en 1.11. El
resultado tiene que ser una féormula

d
II E a=dyy-q=ah Ni < ¢(d) (d; € Form(rLarpj) A

FARP?

(d; €IV d; € Ax("ARP") v - ),

donde los puntos suspensivos representan cuatro formulas mas en la disyuncion
que expresan que d; se sigue de féormulas precedentes por una de las cuatro
reglas de inferencia de ARP, pero no ganamos nada condensando dichas reglas
en formulas de ARP. Basta observar que para formalizarlas no tenemos que
hacer referencia a nada que no podamos acotar en términos de la sucesion d o
de sus términos.

Omitiremos el conjunto de premisas Il cuando sea vacio, es decir, que

d d
F a=0F «
rARPY rARP1

. ., r 1
y entonces diremos que d es una demostracion de a en ARP .

En este punto nos encontramos con un hecho no trivial en cuanto a la formali-
zacion en ARP, y es que, en principio, no podemos definir una férmula IT + ¢,
ARP1

s

omitiendo la deduccién d mediante un cuantificador existencial, ya que no tene-
mos forma de acotarlo. Ahora bien, esto no impide formalizar en ARP todos los
resultados expuestos en el capitulo I que no involucren el concepto de “verdad”.
Simplemente, en lugar de afirmar que “tal férmula” es un teorema, tenemos que
afirmar que “tal demostracion demuestra tal formula". Por ejemplo, la formali-
zacion del teorema de deduccion consiste en definir funtores D, P, D’ de modo
que

d D(d,a) D'(d,ex,v)
Mu{a} FAEI‘hB — | TU P(d, o) rA:ﬁ a3 | ANy € P(d, ) rAI;m vy

(con todas las hipotesis y conclusiones adicionales del teorema, es decir, hay que
suponer que la deduccién d no usa las reglas S; o Iy respecto a variables que
estén en « y podemos concluir que la deduccion D(d, o) sélo usa estas reglas
respecto de variables para las que ya se usaban en d).
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Podemos asegurar que existen tales funtores (sin necesidad de definirlos ex-
plicitamente) porque la demostracion del teorema de deduccion es totalmente
constructiva: determina completamente qué teoremas P(d, ) necesitamos to-
mar como premisas (y cuéles son sus demostraciones) y cémo construir una
deducciéon de a@ — 3 a partir de una deduccién de .

Con esta precaucion de explicitar siempre las deducciones, es pura rutina
convencerse de que todos los resultados sobre ARP demostrados en los capitulos
precedentes son teoremas de ARP salvo los que involucran los conceptos de

bEEN13

“denotaciéon”, “satisfaccion” o “verdad”, como es el caso del teorema 1.16.

3.2 Lenguajes formales de primer orden

La Aritmética Recursiva Primitiva es una teoria axiomética en la que po-
demos razonar formalmente, es decir, sin més precauciones que asegurarnos de
que cuanto decimos puede expresarse mediante una férmula de L, ¥ que ésta
puede demostrarse a partir de los axiomas de ARP sin més que aplicar mecéni-
camente las reglas de inferencia de ARP, sin plantearnos en ningin momento si
las formulas consideradas son verdaderas o falsas (aunque con la garantia de que
seran verdaderas si realmente logramos demostrarlas en ARP). Sin embargo, el
razonamiento formal en ARP dista mucho de capturar plenamente lo que un
matematico entiende por “razonar”, por una parte porque ARP nos permite de-
cir “para todo =z < y” o “para todo = € y”, pero no podemos decir simplemente
“para todo z”, y lo mismo sucede con ‘“existe un z”. Un matemaético no esta
acostumbrado a razonar con la obligacion de acotar cada cuantificador que em-
plea. El segundo inconveniente de ARP es que no permite hablar mas que de
conjuntos finitos. A lo sumo, podemos hablar de colecciones infinitas a través
de férmulas, como x € Z o x € Q, pero no nos permite hablar de conjuntos
infinitos arbitrarios, como PZ o Z%, por ejemplo. Los mateméticos tampoco
estan acostumbrados a que les digan: “de esto no puedes hablar”.

Naturalmente, las limitaciones expresivas de ARP no son un defecto, sino
una virtud, pues estan pensadas para delimitar con precisiéon lo que podemos
entender por "razonamiento estrictamente finitista", pero ahora nos vamos a
ocupar de formalizar el razonamiento matemético propiamente dicho, sin limi-
taciones finitistas.

En cuanto al problema de como tratar formalmente con conjuntos infinitos,
no nos vamos a ocupar ahora de él. Lo que haremos sera exponer, no una
teorfa axiomatica, sino una metateoria general sobre teorias axioméaticas con un
aparato logico comun (el que, segiin hemos anunciado, capturaréa perfectamente
lo que un matematico entiende por “razonamiento matematico”), de modo que
podamos emplearlo para hablar de conjuntos infinitos, o de figuras geométricas,
o de lo que se quiera, sin més que elegir oportunamente el lenguaje formal y los
axiomas de partida.

En esta seccién nos ocupamos del problema de definir una familia de len-
guajes formales (compérese con los presentados en el capitulo I de [LM]) capaz
de ajustarse a las necesidades expresivas de cualquier teoria matematica.
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En particular, estos lenguajes formales dispondran entre sus signos de los
conectores logicos =, —, V, A, <+ asi como de cuantificadores /\, V que podremos
usar sin necesidad de acotarlos. Por razones técnicas, convendra distinguir entre
lenguajes con y sin igualador, porque en algunos resultados bésicos convendra
considerar lenguajes sin igualador, pero a medio plazo trabajaremos tinicamente
con lenguajes con igualador.

También de forma opcional, incluiremos en los lenguajes formales un signo al
que llamaremos descriptor, con el que hasta ahora no hemos tenido necesidad de
tratar porque en ARP teniamos funtores para referirnos a cualquier objeto que
podamos construir. Por ejemplo, si queremos referirnos al inico nimero natural
z que cumple x 4+ z = y, usamos el funtor y ~ x, pero vamos a tener ocasion
de tratar con lenguajes dotados de pocos funtores y, entonces, si probamos que,
para todo par de nimeros naturales z < y, existe un tnico ntimero natural z
que cumple x + z = y y queremos decir: “a ese ntumero lo llamaremos y ~ x”,
;como hay que entender esto si nuestro lenguaje no tiene un funtor ~7 Lo que
haremos seré definir

y=zxz=z|(z+z=y).

El miembro derecho se lee: “el z tal que = + z = y”. El signo | es el descriptor y
los términos definidos con él se llaman descripciones. En general, una expresion
de la forma z|a, donde « es una formula, se interpretara como “el tnico x que
cumple o’ cuando exista tal x, y el calculo deductivo que vamos a exponer
determinara cémo hay que entender las descripciones en los casos en los que
no existe un unico objeto que satisfaga la descripcion (ya sea porque no hay
ninguno o porque hay méas de uno).

La definicién siguiente puede entenderse como una definicién informal en
el mismo sentido que la definicion 1.1, de modo que, como en el caso del len-
guaje L,p, los signos de un lenguaje formal pueden ser cualquier cosa, desde
signos graficos hasta conceptos abstractos anélogos a las piezas del ajedrez,
pasando por numeros naturales, pero también podemos concebirla como una
definicion formalizada en ARP sin més que convenir en que los signos de un
lenguaje formal son ntimeros naturales. Como esta definicién contiene muchas
ideas nuevas, vamos a omitir en ella los detalles técnicos sobre su formalizacion
en ARP para concentrarnos en lo esencial y un poco més abajo incidiremos en
dichos detalles.

Definicién 3.2 Un lenguaje formal de primer orden £ (con o sin igualador vy,
en caso de que tenga igualador, con o sin descriptor) es una colecciéon de signos
divididos en las categorias siguientes y de modo que cumplan las propiedades
que se indican:

Variables libres Un lenguaje £ debe tener infinitas variables libres. Cada
variable libre debe tener asociado un niimero natural distinto al que lla-
maremos su indice, de tal forma que todo natural es indice de una variable
libre de £. Llamaremos x; a la variable libre de indice 7 de £.
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Variables ligadas Un lenguaje £ debe tener infinitas variables ligadas. Cada
variable ligada debe tener asociado un ntmero natural distinto al que
llamaremos su indice, de tal forma que todo natural es indice de una
variable ligada de £. Llamaremos u; a la variable ligada de indice 7 de £.

Constantes Un lenguaje £ puede tener cualquier cantidad de constantes, desde
ninguna hasta infinitas. Si hay constantes, cada una de ellas deberé tener
asociado un indice distinto, de modo que, llamando ¢; a la constante de
indice ¢, las constantes de £ seran de la forma cy, ..., ¢y, si son un nimero
finito, o bien cg, ¢y, ... para todos los niumeros naturales 7.

Relatores Cada relator debe tener asociado un nimero natural no nulo al que
llamaremos su rango. Llamaremos relatores n-adicos a los relatores de
rango n. El ndmero de relatores n-adicos de £ puede variar entre uno e
infinitos (pero tiene que haber al menos uno). Cada relator debera tener
asociado un #ndice en las mismas condiciones que las constantes.

Si £ es un lenguaje con igualador, entonces tiene un relator diadico = al
que daremos un trato especial y al que llamaremos igualador.

Funtores Cada funtor ha de llevar asociado un rango y un indice en las mismas
condiciones que los relatores.

Conectores Un lenguaje £ debe tener cinco conectores logicos, a los que llama-
remos negador —, implicador —, disyuntor V, conjuntor A\ y coimplicador
.

Cuantificador universal Llamaremos A al cuantificador universal (o genera-

lizador) de L.

Cuantificador existencial Llamaremos \/ al cuantificador existencial (o par-
ticularizador) de L.

Descriptor Llamaremos | al descriptor de £ en caso de que lo tenga. (De ello
depende que £ sea un lenguaje con o sin descriptor.)

Cada signo de £ debe pertenecer a una de estas categorias y sélo a una. Las
constantes, los funtores y los relatores se llaman signos eventuales de £, mientras
que los restantes son signos obligatorios. (Entenderemos que el igualador es
obligatorio en los lenguajes con igualador y que el descriptor es obligatorio en
los lenguajes con descriptor.)

En la definiciéon precedente mantenemos la distincién entre uso y mencion
que hemos establecido al presentar el lenguaje del célculo proposicional y el
de ARP. Asi, por ejemplo, “\/” no es el particularizador, sino el nombre que
le damos al particularizador de cualquier lenguaje formal, el cual puede ser
cualquier cosa razonable.

Veamos un ejemplo concreto:
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El lenguaje de ARP' Extendamos el lenguaje £,,, anadiéndole un nuevo
signo u y, llamemos variables ligadas a las sucesiones de signos formadas por u
seguido de un numeral:

ug = u0, wu; =uS0, wuy=uSS0,

Ahora definimos L;p como el lenguaje formal (con igualador y sin descrip-

tor) cuyos signos son:

Variables libres La variable libre de La‘frp de indice 7 es la variable z; de L.,
(de modo que una cadena de signos de L, es considerada ahora como un

tnico signo de £, ).

Variables ligadas La variable ligada de L;rrp de indice 7 es la variable u; de la
1

extension de L, que acabamos de considerar.

Constantes El lenguaje L;‘rp tiene una tnica constante, que es el signo 0
de Larp.

Relatores El igualador de Lj{rp serd el signo = de L,,, y sera, de hecho, el
Gnico relator de £, .

Funtores El lenguaje £} tiene como funtores los funtores de £, , con los
mismos rangos (con lo que, nuevamente, estamos tomando como signos
individuales de L;}p lo que son cadenas de signos del lenguaje La,p). El
indice de cada funtor es el que hemos definido en la seccién anterior en
el apartado “enumeracion de funtores” (en la pagina 120), de modo que el

funtor de indice k es fg.

Conectores y cuantificadores Tomamos signos cualesquiera, distintos de los
precedentes, como conectores y cuantificadores.

Técnicamente, la distribucion de los signos de un lenguaje formal en las
distintas categorias que indica la definicion es arbitraria (es decir, elegimos uno
cualquiera como negador, otro cualquiera como implicador, otro lo tomamos
como funtor triddico, etc.), pero la razén de fondo de esta definicién se entiende
al considerar la seméantica asociada a los lenguajes formales. El primer paso en
esta linea es introducir el concepto de modelo de un lenguaje formal.

'En el capitulo I de [LM] consideramos lenguajes formales con un tinico conjunto de varia-
bles, sin distinguir entre variables libres y ligadas. Veremos que la diferencia no es esencial,
en el sentido de que se puede hacer lo mismo con los lenguajes formales que estamos de-
finiendo aqui con esta distincion y los lenguajes definidos en [LM], pero la distincién entre
variables libres y ligadas es necesaria para la aplicacion de las técnicas del calculo secuencial
que exponemos en [CS].
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Nota La definicién siguiente no es formalizable en ARP (pero en el capitulo VII
presentaremos una teoria donde si que puede ser formalizada (definicion 7.29)),
por lo que, de momento, sélo es aplicable cuando consideramos lenguajes formales
informalmente. Para dejar claro qué partes de la teoria son formalizables en ARP
y cudles —de momento— deben ser entendidas informalmente, en el segundo caso
usaremos el tipo de letra que hemos empezado a usar en este parrafo. Conviene
que el lector observe que si se salta los parrafos con este tipo de letra puede seguir
leyendo los restantes sin que falte nada (salvo motivaciones para las definiciones).
|

En este punto nos apoyaremos en las observaciones que hemos hecho al final
de la introduccién sobre el uso informal de los conceptos de “conjunto”, “relacién”,
“funcién”, etc.

Definicion 3.3 Un modelo M de un lenguaje formal £ viene determinado por los
elementos siguientes:

e Un conjunto no vacio (que representaremos también por M) al que llamare-
mos universo del modelo. Sus elementos seran los objetos de los que quere-
mos hablar con el lenguaje £. Por ejemplo, el modelo natural de L;p tiene
por universo el conjunto N de todos los nimeros naturales.

e Un criterio que asigne a cada constante ¢ de £ un objeto de M, que represen-
taremos por ¢ o por M (c), y que sera el objeto nombrado por la constante c.
Por ejemplo, el modelo natural de £, asigna a la constante 0 el namero
natural N(0) = 0.

Vemos asi que las constantes de un lenguaje formal son los signos que usa-
remos para nombrar a objetos concretos, y cada modelo fija el objeto al que
hace referencia cada constante.

e Un criterio que a cada relator n-adico R de £ le asigne una relacién n-adica en
M que representaremos por R o por M (R). Si £ es un lenguaje con igualador,
entonces la relacion asociada al igualador = serad necesariamente la relacién
de identidad en M. Puesto que £ no tiene mas relator que el igualador,
su interpretacion N(=) esta ya prefijada por la definicion de modelo.

Es en este sentido en el que el igualador es un relator especial: estd pensado
para hacer referencia a la relacién de identidad, mientras que a cualquier otro
relator le podemos dar cualquier interpretacién cuando definamos un modelo.

Asi pues, los relatores son los signos que empleamos para hacer referencia a
relaciones, igual que los funtores son los signos que empleamos para hacer
referencia a funciones:

e Un criterio que a cada funtor n-adico f de £ le asigne una funcién n-adica
en M que representaremos por f o por M(f).

En el caso de L;p, sus funtores son los mismos que los de L, v esta-
blecemos que la interpretacién N(f) de cada funtor f de L;rrp es la funcién

recursiva primitiva F'(f) que le hemos asignado en la definicién 1.3.
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e En el caso en que £ tenga descriptor, un elemento d de M al que llamaremos
descripcion impropia de M (sera el elemento al que haran referencia las
descripciones para las que no exista un Gnico objeto en M que satisfaga la

descripcion). Esto no se aplica al caso de Ljrp.

La definicion de modelo no asigna ninguna interpretacién a los conectores y
cuantificadores porque éstos tendran siempre la misma interpretacién en todos los
modelos (el negador significara siempre “no”, etc.), por lo que no es la definicién de
modelo el lugar adecuado para especificarla.

Cadenas de signos Como en L, dado cualquier lenguaje formal £ de
primer orden, podemos considerar cadenas de signos de £, es decir, sucesiones
finitas de signos de £, con posibles repeticiones, en un orden dado. Usaremos
la notacion ¢; = (o v {1 # (o para expresar que dos cadenas constan (o no) de
los mismos signos en el mismo orden y, dadas unas cadenas de signos (y, . .., (p,
podemos considerar su yuztaposicion (q - - - (. L]

Formalizaciéon en ARP Toda la parte sintactica del estudio de los lengua-
jes de primer orden es puramente finitista y puede estudiarse sin necesidad de
enmarcarla en ninguna teoria formal, pero —como ya hemos senalado— es, de
hecho, formalizable en ARP. Por ello podemos considerar que todo lo que esta-
mos diciendo en este tema sin relacion con la seméntica lo estamos definiendo
y razonando en ARP, pero que trabajamos tal y como lo hacen habitualmente
los matemaéticos cuando trabajan en una teorfa formal (usualmente ZFC), que
no es escribir formulas del lenguaje formal correspondiente, sino hablar en una
lengua natural (en este caso el castellano) dando por hecho que el lector sabra
identificar cada cosa que se diga con las féormulas oportunas del lenguaje formal
considerado, y no dar demostraciones detalladas, sino destacar iinicamente las
ideas relevantes de cada argumento.

Por ello no emplearemos signos logicos en los enunciados y demostraciones,
y por ello mismo no necesitaremos usar angulos de Quine para referirnos a los
signos de un lenguaje formal definido dentro de ARP. El tinico signo formal que
usaremos habitualmente seré el igualador, y por ello escribiremos (; = (5 para
lo que, trabajando en ARP, es en realidad ¢; = (s.

No obstante, en este apartado vamos a detallar la formalizacion de la defi-
nicion de lenguaje formal, para que el lector acabe de formarse una idea clara
de lo que esto supone.

Para definir un lenguaje formal de primer orden £ en ARP hay que definir

varias formulas y funtores que cumplan ciertas condiciones.

Variables libres Necesitamos una férmula = € VarLib(rL—l) junto con dos fun-
tores z,ind con los que podamos demostrar:

1. a; € VarLib('£)),
2. ind(x;) =1,
3. z € VarLib( L) A i = ind(z) — = = ;.
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En el caso de £, tomamos z € VarLib(rL+ —I) =z¢€ Var(rﬁarp—l), con

arp arp

los funtores x e ind que ya tenemos definidos para '_Larp—l.

Variables ligadas Necesitamos una férmula u € VarLig('—L—l) junto con dos
funtores u,ind que cumplan propiedades analogas a las anteriores. De
hecho, el funtor ind puede ser el mismo (un mismo funtor puede asignar
un indice tanto a las variables libres como a las variables ligadas).

r 7 . Y r BT
En el caso de £}, podemos modificar la definicion de L., anadiendo

el signo "u' = 8 y esto permite definir la formula u € VarLig(rL—l) y los
funtores u, ind exactamente igual que en el caso de las variables libres (con
el mismo funtor ind).

Constantes Necesitamos una férmula ¢ € Const(rl]—l) y dos funtores ¢,ind (y
no perdemos generalidad si suponemos que el segundo es el mismo de los
apartados anteriores) de modo que se cumplan las propiedades analogas a
las de las variables en el caso de que v vaya a tener infinitas constantes.
Si no va a tener ninguna, podemos tomar ¢ € Const(rL—l) = ¢ # ¢, mientras
que si va a tener un numero finito, necesitamos ademas un numeral NC
de modo que los teoremas necesarios son:

1. i< NC =g € Const(rﬁ—l),
2. i < NC — ind(¢;) = 1,

3. ceConst(' L) Ai=ind(c) =i < NCAc=c.

r A

En el caso de Latp ,

quier funtor que cumpla ¢y = 0’ y definimos ind de modo que ind(roj) =0.
Claramente asi se cumplen las condiciones anteriores.

tomamos ¢ € Const(rﬁéjrp—l) =c="0",NC =1, cual-

Relatores Necesitamos una férmula R € Rel(rL—l) y funtores R, rang, ind de
modo que, si hay infinitos relatores, podamos demostrar:

1. R; e Rel('L)),
2. ind(R;) =1,
3. rang(R;) > 0,
4. ReRel(£L) Ai=ind(R) —» R = R;.

Si el nimero de relatores tiene que ser finito, entonces necesitamos un

numeral NR # 0 de modo que los teoremas anteriores se restrinjan con la
hipétesis ¢ < NR analogamente a como hemos hecho con las constantes.

En el caso de rﬁjrpj, basta tomar R € Rel(rL;rrpj) = R = "=, con cual-

quier funtor R que cumpla Ry = "=", cualquier funtor rang que cumpla
rang(™=") = 2 y modificar el funtor ind para que cumpla ind("=") = 0.
Ademéas NR = 1.
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Funtores Necesitamos una féormula f € Fun(rL—l) y funtores f,rang,ind exac-

tamente en las mismas condiciones del apartado anterior. Los funtores
rang, ind pueden ser los mismos sin pérdida de generalidad.
En el caso de rL;Lrpj tomamos f € Fun(rﬁgrpj) = f € Fun('Lap ) con
los funtores f, rang, ind que definimos en la seccién anterior (aunque la
definicion del indice se puede usar para modificar la definicién del funtor
ind de los apartados anteriores para que sobre los funtores coincida con el
que ya tenemos definido, y asi tenemos un tnico funtor indice para todos
los casos).

Conectores y cuantificadores Necesitamos definir numerales distintos

r, 1 [
m 1 A7
L A N = K AN VA

En el caso de | LT

arp » Podemos tomar

1=(9), ™—7=(10), "V'=(11), "A'=(12), ™~=7=(13),

r,

A=qay, V'=qs).

Descriptor Si el lenguaje tiene descriptor, necesitamos especificar un numeral
mas r|—|.
Se tiene que poder demostrar que un mismo signo no es de dos tipos distintos,
por ejemplo: - -l
—(x € VarLib( £ ) A x € VarLig( £)),

e igual con todas las parejas posibles para excluir asi toda posible coincidencia.

Si tenemos definido en ARP un lenguaje formal e que cumpla todas estas
condiciones, podemos definir la formula

seSig(L") =s e VarLib('£") v s € VarLig('£) V s € Const(' L")
VseRel(L)VseFun(L)Vvse =,V AL e ALV Y
que expresa que s es un signo de e (aniadiendo al final T si el lenguaje tiene

descriptor), asi como la formula
CeCad(' L) = Ni< ()¢ eSig(Lh

que expresa que ¢ es una cadena de signos. A su vez, podemos considerar
sucesiones ¢ de cadenas de signos y las yuxtaposiciones (i - - - (,, exactamente
igual que en el caso de ARP.

Para cada cadena de signos ¢, tenemos definido el conjunto Sub(¢) formado
por las subcadenas de ¢ (estrictamente contenidas en () que es la base para
definir funtores segin el teorema 2.23, es decir, definiendo F(¢) supuesto definido
sobre las cadenas de Sub((). "
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Expresiones Pasamos a definir las cadenas de signos de un lenguaje formal a
las que atribuiremos un significado, pero cuidando mucho de hacerlo de forma
puramente sintactica, es decir, igual que lo hemos hecho en el caso de ARP,
sin hacer referencia en ningin momento al significado pretendido. El lector
encontraré en ella una primera explicaciéon de la distinciéon que hemos establecido
entre las variables libres y las ligadas:

Definicién 3.4 Una cadena de signos 6 de un lenguaje formal £ es una semi-
expresion si cumple una de las condiciones siguientes:2

1. 6 es una variable (libre o ligada),
2. 6 es una constante,

3. 0= f"ty--t, = f"(t1,...,tn), donde f™ es un funtor n-adico y ti,...,t,
son semiexpresiones que empiecen por una variable, una constante, un
funtor o (en su caso) el descriptor.

4. 6=R"t;---t, = R"(t1,...,tn), donde R™ es un relator n-adicoy t1, ..., t,
son semiexpresiones en las mismas condiciones del apartado anterior.

5. 6 es de una de las formas siguientes:
-a, Vaf=(aVp), —af=(a-—08),

Naf = (aAp), <af=(asf),

donde «, 3, son dos semiexpresiones que empiecen por un relator, un
conector o un cuantificador.

6. 0 = Aua 0 8 = Vua o (si £ tiene descriptor) 6 = u|a, donde u es una
variable ligada y « es una semiexpresion en las mismas condiciones del
apartado anterior.

Las semiexpresiones que empiezan por una variable, un funtor o (en su caso)
el descriptor se llaman semitérminos, mientras que las que empiezan por un
relator, un conector o un cuantificador se llaman semiférmulas.

Para aligerar los enunciados, convendremos en que z, y, z representaran siem-
pre variables libres, u, v, w variables ligadas, ¢ una constante, f™ un funtor n-
adico, R™ un relator n-adico, ¢ un semitérmino, o una semiférmula y 6 una
semiexpresion. En estos términos, la definicion precedente queda asi:

Teorema 3.5 Si 0 es una semiexpresion de un lenguagje formal £, se encuentra
necesariamente en uno de los casos siguientes:

2El lector debe reconocer aquf una definicién por recurrencia, en la que se define un funtor
F' que vale 1 sobre las semiexpresiones y 0 en las sucesiones que no lo son, de modo que
definimos si una cadena € es una semiexpresiéon supuesto que ya hemos definido qué cadenas
de Sub(t) son semiexpresiones.
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1. 6 es una variable (libre o ligada) o una constante, en cuyo caso es un

semitérmino.
2. 0= f"(t1,...,tn), en cuyo caso también es un semitérmino.
3. 0= R"(t1,...,tn), en cuyo caso también es una semiférmula.
4. 0=-a, aV B, a—= B, aAPB, a+ B, en cuyo caso es una semiférmula.
5. 0= Nua, Vua, en cuyo caso es una semiférmula.
6. 6 = u|a, en cuyo caso es un semitérmino.
Ademds, en los casos 2 y 3, los semitérminos ti,...,t, estdn univocamente

determinados® por 0, al igual que las semiférmulas o, B en 4.

Observemos que en lenguajes sin descriptor podemos definir primero los
semitérminos y luego las semiférmulas, pero si hay descriptor hay que definir
ambos conceptos simultaneamente porque los relatores construyen semiférmulas
a partir de semitérminos y el descriptor construye semitérminos a partir de
semiférmulas.

Cuando haya que escribir varios cuantificadores seguidos del mismo tipo,
como VuVvVw escribiremos més brevemente Vuvw.

En los lenguajes con igualador adoptaremos también la notacion
(tl = t2) = :tth, tl 75 tg = —\(t1 = tg).

Al tratar con lenguajes formales particulares adoptaremos tacitamente con-
venios de notacién similares. Por ejemplo, en el lenguaje de ARP™ escribiremos
(tl + tg) = +111o. |

Desde un punto de vista semantico, los semitérminos son cadenas de signos que
nombran objetos y las semiférmulas las cadenas de signos que afirman algo. Esto
se plasma en la definicién de denotacién y satisfaccion en un modelo:

Definicién 3.6 Si M es un modelo de un lenguaje formal £, una valoracion en M
es cualquier criterio v que a cada variable x de £ (libre o ligada) le asigna un
elemento v(z) del universo M del modelo.

Si @ es un objeto del universo del modelo, llamaremos v¢ a la valoracién que
actiia como v salvo que a x le asigna el objeto a.

Definimos el objeto denotado por un semitérmino ¢ en un modelo M respecto
de una valoracién v (al que representaremos por M (¢)[v]) y la satisfaccion de una
semiférmula en un modelo M respecto de una valoracién v (que representaremos
por M E a[v]) mediante las condiciones siguientes:

3Esto se prueba definiendo un funtor que a cada sucesion le asigna su semiexpresién inicial,
si es que la tiene, y 0 en caso contrario.
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1. Si x es una variable (libre o ligada), M (x)[v] = v(x).
2. M(c)[v] = M(c) es el objeto asociado a la constante ¢ por el modelo M.

3. M(f™(t1,. .. tn)) = M(f™)(M(t1)[v],..., M(t,)[v]), es decir, el objeto de-

notado por el semitérmino f"(ty,...,t,) se calcula como la imagen por la
funcién M (f™) asociada al funtor f™ por el modelo de los objetos denotados
por los semitérminos t1,...,t,.

4. M E R™(t1,...,tn) siy solo si M(R™)(M(t1)[v],..., M(t,)[v]), de modo
que la semiférmula R™(t1,...,t,) es satisfecha si y sélo si los objetos deno-
tados por los semitérminos ty, ..., t, cumplen la relacion M (R™) asociada al
relator por el modelo.

5. M E —afv] siy sélo si no M E afu].

6. M E (Vv B)[v] siysslosi M Eafv] o M E B[u].

7. M E (o — B)[v] si 'y sélo si no M & av] o M & B[v].
8. M E (A B)v] siysslosi MEafv]y ME B,

9. M E (o <> B)[v] siysélosi M E afv] y M E S[v] o bien no M F «afv] y no
M E Bv].

10. M E Auafv] si y sélo si, para todo objeto a del universo de M, se cumple
M E a[v?].

11. M F Vualv] si y sélo si, existe un objeto a del universo de M tal que
M E ave].

12. M(ula)[v] es el Gnico objeto a de M que cumple M E afv?] si existe tal
objeto, o bien la descripcién impropia del modelo si no existe tal objeto (sea
porque no existe ninguno, sea porque hay mas de uno).

Es en esta definicién* donde establecemos el significado pretendido de los co-
nectores, de los cuantificadores y del descriptor.

4Es frecuente que cuando un formalista lee en un libro definiciones como la de “modelo”,
que hemos dado previamente, o las de denotacién y satisfaccion, que acabamos de dar, acabe
persuadido de que se trata de matemaética formal, pero que el autor esconde hip6critamente los
axiomas que estd suponiendo. Ciertamente, estas definiciones son formalizables en cualquier
teoria de conjuntos, e incluso —segin veremos— en teorias mucho méas débiles. Sin embargo,
esto no contradice que, en este momento en el que no disponemos de una teoria axiomética
capaz de formalizar estos conceptos, podamos emplearlos informalmente, sin suponer ningin
axioma. Simplemente estableciendo un universo M intuitivamente bien definido y asignando
a cada férmula a de un lenguaje formal dado una afirmacion M F afv] sobre los objetos de M.
Es un hecho que podemos hacer esto, independientemente de si puede probarse a partir de
unos u otros axiomas.
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Variables libres y ligadas En una semiférmula como /Au Ruv, la variable
ligada u aparece vinculada al generalizador, mientras que la variable ligada v no
esta vinculada a ningun cuantificador. Vamos a definir las expresiones como las
semiexpresiones para las que esto no sucede, para lo cual tenemos que precisar
esta idea de “estar vinculado a un cuantificador”

Definicion 3.7 Sea £ un lenguaje formal. Definimos como sigue el conjunto
de variables que aparecen libres en una semiexpresion de £:

1. La tnica variable que aparece libre en una variable z (libre o ligada) es x.
2. En una constante ¢ no aparecen variables libres.

3. Las variables que aparecen libres en un semitérmino f™(t1,...,t,) son las
que aparecen libres en alguno de los términos t;.
4. Las variables que aparecen libres en una semiféormula R"™(t1,...,t,) son

las que aparecen libres en alguno de los términos ;.

5. Las variables que aparecen libres en —« son las mismas que aparecen libres
en .

6. Las variables que aparecen libres en a — 8, a V 8, a A § 0 a <> ( son las
que aparecen libres en « y las que aparecen libres en .

7. Las variables que aparecen libres en Aua o Vua o (en su caso) en u|a
son las que aparecen libres en « y son distintas de .

Similarmente definimos el conjunto de las variables que aparecen ligadas en
una semiexpresion de L:

Definicion 3.8 Sea £ un lenguaje formal. Definimos como sigue el conjunto
de variables que aparecen ligadas en una semiexpresion de £:

1. En una variable z (libre o ligada) no aparecen variables ligadas.
2. En una constante ¢ no aparecen variables ligadas.

3. Las variables que aparecen ligadas en un semitérmino f™(t1,...,%,) son
las que aparecen ligadas en alguno de los términos t;.
4. Las variables que aparecen ligadas en una semiférmula R"(¢4,...,t,) son

las que aparecen ligadas en alguno de los términos ¢;.

5. Las variables que aparecen ligadas en —« son las mismas que aparecen
ligadas en a.

6. Las variables que aparecen ligadas en o« — 3, a V B, « A f 0 a <> (3 son
las que aparecen ligadas en « y las que aparecen ligadas en .

7. Las variables que aparecen ligadas en A\uca o Vua o (en su caso) en u|a
son u més las que aparecen ligadas en a.

De acuerdo con estas definiciones, las variables que aparecen ligadas en una
semiexpresion son siempre variables ligadas, pero las variables que aparecen
libres pueden ser libres o ligadas.

Llamaremos expresiones, términos y formulas, respectivamente a las semi-
expresiones, semitérminos y semiférmulas en las que ninguna variable ligada
aparece libre o, equivalentemente, son las semiexpresiones en las que las varia-
bles que aparecen libres son libres y las que aparecen ligadas son ligadas.
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Una expresiéon es abierta si tiene variables libres. En caso contrario es ce-
rrada. Un designador es un término cerrado. Una sentencia es una férmula
cerrada.

Nuestra intencion es trabajar tnicamente con términos y formulas, pero
sucede que para construir las expresiones necesitamos usar semiexpresiones. Por
ejemplo, esto es una formula de ARP*:

NAuwv(u+v = v+ u),

que esta construida a partir de los semitérminos u, v, u + v, v + u y de las
semiférmulas v +v = v +u y Av(u +v = v+ u). Soélo cuando afadimos el
ultimo cuantificador pasamos a tener una férmula. m

Existencia con unicidad Para lenguajes £ con igualador, definimos

\l/ua = VoAu(a & u =),

donde v es cualquier variable ligada distinta de v y que no esté en «.
1

Si M es un modelo de £ y w es una valoracién, se cumple que M F \afw] si
y s6lo si existe un Gnico a en M tal que M E afw?].

1
En efecto, M F \a[w] si y sélo si existe un a en M tal que
M E Nu(a < u = v)[w?],
y esto sucede si y sélo si para, todo b en M, se cumple

ME (a < u=v)[w],

U

que a su vez equivale a que, para todo b en M, se cumple M F afuw?

o] siy sélo si
b = a, y esto significa que a es el Gnico elemento de M que cumple M F afw?].

Formulas verdaderas y falsas Para definir el concepto de férmula verdadera
o falsa necesitamos el teorema siguiente, que afirma que la denotacién o satisfaccion
de una expresion respecto de una valoracién depende Ginicamente de cémo actda la
valoracién sobre las variables que aparecen libres en ella:

Teorema 3.9 Si M es un modelo de un lenguaje formal £ y v, w son dos valora-
ciones que coinciden sobre las variables que aparecen libres en una semiexpresion 0,
entonces, si 6 es un semitérmino, se cumple que M (6)[v] = M (0)[w], y si 6 es una
semiférmula, entonces M E 6[v] si 'y sélo si M F 0[w].
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DEMOSTRACION: Si 6 es una semiexpresion que incumple el teorema, podemos
pasar a una subsemiexpresion® de longitud minima que lo incumpla. Vamos a
distinguir todos los casos posibles y veremos que en cualquiera de ellos llegamos a
una contradiccién.

No puede ocurrir que 6 sea una variable x, pues entonces estaria libre en x y

tendriamos que
MO)[v] = 0(6) = w(6) = M(B)[u].

Tampoco puede ocurrir que 6 sea una constante ¢, pues entonces

Si 0 = f"(t1,...,tn), entonces los términos t; cumplirian el teorema (por la
minimalidad de 6) y v y w coinciden en las variables que aparecen libres en ellos,
luego

M(0)[v] = M(f)(M(t2)[v], .-, M (tn)[0])
= M(f)(M(t)[w], ..., M(tn)[w]) = M(0)[w].

Si 6 = R™(t1,...,t,), tenemos que v y w coinciden en las variables libres en
cada t;, luego

M E 9[v] siy s6lo si M(R™)(M(t1)[v], ..., M(t,)[v])

siy solo si M(R™)(M(t1)[w],..., M(ty)[w]) siy sélo si M E Gw].

Sif=-a,aVp a— B alp, a5, comowvyw coinciden en las variables
que aparecen libres en « y § (pues todas ellas aparecen libres en ), el hecho de
que a y B cumplan el teorema implica claramente que 6 también lo cumple.

Supongamos ahora que # = Aua. Entonces las variables libres de a son las

de 6 y tal vez también u, luego v y w coinciden en todas ellas salvo a lo sumo en u.

Pero si a es un elemento de M, entonces v% y w¢ coinciden en todas las variables
libres de a. Como « tiene longitud menor, tenemos que

M E 0[v] si y s6lo si para todo a en M M E afvg

@] siy sélo si

para todo a en M M E afw] siy s6lo si M F fw].

u

Si = Vua, el razonamiento es analogo.

Por dltimo, si & = wula, como en el caso anterior, para todo a en M, las
valoraciones vY y w coinciden en todas las variables que aparecen libres en «,
luego M E afv?] siy sélo si M E a[w?]. Por lo tanto, existe un Gnico a en M que
cumple una de las condiciones si y sélo si existe un Gnico a en M que cumple la otra
(y es el mismo objeto en ambos casos). Esto implica que M (u|a)[v] = M (u]a)[w],
sea porque ambos son el Gnico a que cumple la condicién, sea porque ambos son
la descripcién impropia fijada por M. n

Este teorema da pleno sentido a la definicién siguiente:

5Un elemento de Sub(0).
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Definicion 3.10 Si M es un modelo de un lenguaje formal £, diremos que una
semiférmula « es verdadera en M si M E «[v] para toda valoracién v en M (y lo
representaremos por M E «), y diremos que « es falsa en M si no existe ninguna
valoracién en M respecto a la cual M E afv].

Como en el caso de ARP, aqui es clave que, aunque no sabriamos dar un sentido
a que todas las valoraciones cumplan M F «fv], por el teorema anterior, esto
tiene que cumplirse para todas las asignaciones posibles de valores en M sobre el
conjunto finito de las variables libres en «, de modo que podemos enumerar todas
las posibilidades, lo que da sentido a la definicién.

En ella estamos introduciendo también el mismo convenio que hemos empleado
en ARP, segin el cual una semiférmula « es verdadera si se cumple para cualquier
forma de interpretar sus variables libres.

Si T es un conjunto de férmulas de £, escribiremos M E T' (o, explicitamente,
M E ~1,...,7n) para indicar que todas las férmulas de I" son verdaderas en M.

Sustituciéon de variables por términos Generalizamos ahora el concepto
de sustitucion que hemos definido en ARP:

Definiciéon 3.11 Diremos que una variable x (libre o ligada) puede sustituirse
por un semitérmino ¢ en una semiexpresion 6 si se cumplen las condiciones
siguientes:

1. Si 6 es una variable o una constante, la sustitucion es posible.

2. S8i0=f"(ty,...,t,), la sustitucion es posible si x puede sustituirse por ¢
en cada uno de los semitérminos ¢;.

3. 8i6=R"(t,...,t,), la sustitucion es posible si x puede sustituirse por ¢
en cada uno de los semitérminos t;.

4. 8510 =-a,aV B, a— B, aN B, a<+ B, lasustitucion es posible si x
puede sustituirse por ¢ en « y (en su caso) en f.

5. Si 0 = Aua, Vua, u|a, la sustitucion es posible salvo si & # u y no se
puede sustituir x por ¢ en « o bien la variable u aparece libre en t.

En particular, es claro que siempre podemos sustituir cualquier variable por
cualquier término en cualquier semiexpresiéon. El tinico impedimento posible es
que en t aparezca libre una variable ligada u que aparezca ligada en 6.

Si z es una variable que puede sustituirse por un semitérmino ¢ en una
semiexpresion 6, definimos la sustitucion de x por t en 6 como la semiexpresion
St 6 definida por las reglas siguientes:

t sizr==x
1. Stag = : 0
xo silx # xg.

2. Ste=c.

x
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SLf (b1, tn) = f(SLty, ..., Stty,).
SER™(t1,...,tn) = R™(Sttq,...,Stty).
St —a = -t a.

St(aVv B)=staVsLB.

St (o — B) =sta — StA.

St(a A B)=Sta Astp.

St (a <+ B) =SLa + SLA.

10. st — Nua siu=w,
oNua {/\usz,a siu # .

© X N> o

11 st — Vua siu=w,
Vua {\/ustma siu# .
u|o siu=zx,

t e
12 Sgula = {u|SfE a siu#a.

En definitiva, S0 no es sino la semiexpresion que resulta quitar cada apari-
cion libre en 6 de la variable z y poner en su lugar todo el semitérmino ¢, pero,
como muestran las condiciones 10, 11 y 12, las variables que aparecen ligadas
no se sustituyen. En particular, si z no est4 libre en 6, se cumple que SL6 = 6.

Nota La razéon por la que no admitimos que en ciertos casos una variable
se sustituya por un semitérmino en una semiexpresion la ilustran los ejemplos
siguientes: En £ tenemos que

SZ\/u(y =z+u) = Vulv =2+ u),

suVu(y =z +u) = Vu(u =z + u),

aunque en realidad la segunda sustitucion no es valida, porque la variable ligada
u aparece libre en el semitérmino por el que sustituimos z. Esto se traduce en
que en el primer caso obtenemos una semiformula que afirma que z < v (lo que
cabia esperar), mientras que en el segundo la férmula resultante no significa que
r < u, sino que z = 0. Esto se debe a que la variable u, que estaba libre, ha
quedado ligada tras la sustitucion, pero la segunda sustitucion la hemos excluido
en la definicion. n

El teorema siguiente muestra que, con las restricciones que hemos impuesto, la
sustitucién se comporta siempre de forma razonable:

Teorema 3.12 Si v es una valoracién en un modelo M de un lenguaje formal £, 6
es una semiexpresion de L, x es una variable (libre o ligada) y t es un semitérmino
tal que x puede sustituirse por t en 0, entonces:

1. Si 0 es un término, M(SL0)[v] = M(6)[va 1,

2. Si 0 es una formula, M = SL0[v] si y solo si M & O[in(t)[”]],
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DEMOSTRACION: Como de costumbre, vamos a ver que no puede haber una
semiexpresion # minima que incumpla el teorema, es decir, suponemos que se cumple
para semiexpresiones menores y veremos que también se cumple para 6.

Si 0 es una variable, distinguimos dos casos, segin si § = x o no. En el primer
caso,

M(830)[v] = M(t)[v] = M(9)[vy" ).

En el segundo caso
M(S50)[v] = M(0)[v] = v(6) = v 1) (0) = M(0)[vy ).

Si 0 es una constante o empieza por un funtor la conclusién es inmediata.

Si § = R™(t1,...,t,), estamos suponiendo que = se puede sustituir por ¢ en
cada semitérmino, y por la minimalidad de 6 todos los t; cumplen el teorema.
Entonces:

M E (SLO)[v] siy sélo si M(R™)(M(SLty)[v],..., M(SLt,)[v])
si'y s6lo si M(R™)(M (t)[oM O M (t,)[pMOF))
si 'y s6lo si Mk QoM O],
Si # = « V 3, entonces
M E (SLO)[v] siy sélosi M F (SLa)[v] o M E (SL3)[v]
siy s6lo si M E a[vM Ol o M E uMOP] siy sélo si M E oM O],

Los demas casos en los que @ se construye con un conector se razonan analo-
gamente. Supongamos ahora que # = Aua, y distinguimos dos casos: si z = u,
tenemos que

M E (st Aua)[v] siy sélo si M = (Aua)[v] siy s6lo si M E (Aua)[vM O],

ya que, como x no esta libre en Nua, el cambio en la valoracién no afecta a la
satisfaccién. Si z Z u (y entonces u no esta libre en ¢, para que la sustitucién sea
posible),

M E (8L6)[v] siy sélo si M E (AuSLa)[v] siy sélo si, para todo a en M,

M E (sta)[v?] siy sélo si, para todo a en M, M F afvit D),

Ahora observamos que, como u no aparece libre en t, M (¢t)[v®] = M (t)[v]. Por
otro lado, como x # u, podemos intercambiar v y = en la modificacién de v, con
lo que

M E (st0)[v] siy sélo si, para todo a en M, M E a[vM 4]

siysoélosi M E Q[Ui,w(t)[”]].

Los casos 8 = Vua y 6 = u|a son analogos. m



148 Capitulo 3. La formalizacién de la logica

Usaremos los mismos convenios de notaciéon que en ARP para indicar las
sustituciones. Concretamente, escribiremos 6(x1, ..., x,) para indicar que

O(t1,...,tn) = s?l "'Stzlsfcll -85,

donde z1,...,z, son variables (libres) que no estén ni en ¢y, ...,t,, ni en 6, ni
en Ty,...,Ty.
De este modo 6(t1, .. ., t,) no es mas que la expresion que resulta de sustituir

cada variable x; libre en 6 por el término ¢;. En particular, la eleccion de las
variables auxiliares z; es irrelevante. Solo las consideramos para evitar que si,
por ejemplo, en t,, aparece la variable x,,_1, ésta sea sustituida por ¢,,_; dentro
de t,, cuando se efectua la sustituciéon de x,,_1 en 6 tras haber sustituido z,,
por t,, pero todas las variables auxiliares acaban desapareciendo.

No hay que entender, salvo que se diga explicitamente, que las variables
libres x1, ..., x, aparezcan en 6, ni que no puedan aparecer en 6 otras variables
libres distintas de las indicadas. Escribir (x4, ..., z,) simplemente nos indica
qué variables hay que sustituir por ¢y, ...,t, para calcular 6(¢1,...,t,).

3.3 La logica de primer orden

Nos ocupamos ahora de mostrar como se puede razonar formalmente con las
formulas de un lenguaje formal de primer orden arbitrario. Esta seccion y las
siguientes se corresponden con el capitulo IT de [LM]. Empezamos introduciendo
algunos conceptos generales que ya conocemos para el caso de la aritmética
recursiva primitiva:

Definicién 3.13 Un sistema deductivo formal (de primer orden) F' sobre un
lenguaje formal £ viene determinado por® un conjunto de férmulas de £, llama-
das axiomas de F, y un conjunto de reglas primitivas de inferencia de F', que
determinan cuando una férmula de £ es consecuencia inmediata de otra u otras
formulas de L.

Una deduccion en un sistema deductivo formal F' a partir de un conjunto de
férmulas I' es una sucesion finita ay, ..., a, de formulas de £ tales que cada «;
es un axioma de F', una férmula de I' o una consecuencia inmediata de formulas
anteriores de la sucesion. Las formulas de I se llaman premisas de la deduccion.
Una demostracion es una deduccién sin premisas.

Una férmula a es una consecuencia en F' de un conjunto de férmulas I si «
es la ultima férmula de una deduccién en F' a partir de I'. Lo representaremos
con la notacién” T’ I; « o, mas explicitamente: vy,...,7v, I;a.

6La definiciéon de sistema deductivo formal no es formalizable en ARP, en el sentido de
que no podemos definir una férmula que signifique “F es un sistema deductivo formal”;, pero
si F' es un sistema deductivo formal razonable, podremos formalizarlo en ARP en el sentido
de que podremos definir una férmula o € Ax("F'') que exprese que a es un axioma de "F'y
una féormula I' - a que exprese que la formula « es consecuencia inmediata del conjunto de
formulas T

TEsto es claramente formalizable en ARP salvo por el hecho de que no podemos definir

d
una férmula I' - «, sino que necesariamente hemos de explicitar la deduccion y escibir T'} a.
F F

Aqui sobreentenderemos la d en lugar de escribirla explicitamente en todo momento.
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Una férmula « es un teorema de F si es la altima formula de una demostra-
cion en F'. Lo representaremos mediante - a.
F

Vamos a definir ahora un sistema deductivo formal (o, mejor dicho, uno para
cada lenguaje formal) que incluya los axiomas y reglas de inferencia necesarios
para capturar el concepto puro de razonamiento logico tal y como lo entien-
den los matematicos, pero sin introducir ninguna informacién sobre conjuntos,
nimeros naturales o cualquier otro concepto matematico concreto.

El sistema deductivo formal K, Dado un lenguaje formal £, llamaremos
axiomas de K o axiomas ldgicos a las formulas de £ que sean de alguno de los
tipos siguientes:®

Axiomas de K,

1. a—= (= a),
2. (a=(B—=7) = (a=p) = (a=1),
(ma = =8) = (B - a),

3
4. a—>aV g, [B—aVp,

o

(@=7) = ((B=7) = (aVB—=7),
a—=(B—ahp),

aNpB—=a aAlp—p,

(= B) = (8= a) = (a & B)),

(a6 B) = (a—B), (aef) = (8 a)
10. Aua — Sta,

11. Au(a — B) — (o — Aup),

12. Vua < =Au-a.

Solo si L tiene igualador:

© »®» 3@

13. Au(u=t— a) « sia.

Soélo si ademas £ tiene descriptor:
1
14. Vua — Szlaa.
1
15. -Vua — (u|a) = v|(v = v).

8Es claro que en ARP podemos definir una férmula o € Ax(rng) que formalice la defi-
nicién de axioma de K. Hay un matiz entre la denominacién “axioma légico” y “axioma de
K" y es que es posible hacer otras elecciones de axiomas a los que es igualmente razonable
llamar “axiomas logicos”, de modo que los axiomas de K representan una eleccién concreta
de axiomas logicos entre otras alternativas posibles.
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Nota A partir de aqui entenderemos que todas las cadenas de signos que es-
cribamos serdn términos y formulas (nunca semitérminos o semiférmulas) salvo
que se indique explicitamente. Por ejemplo, en el axioma 11 hay que entender
que la variable ligada u no aparece libre en « y en el caso del axioma 13 es
necesario que ¢ sea un término y a una semiférmula en la que la tnica variable
ligada que puede aparecer libre es u. L]

En teoria podemos tomar las férmulas que queramos como axiomas de un
sistema deductivo formal, pero lo cierto es que la elecciéon de los axiomas de K
no es casual. Veremos que los axiomas 1, 2, 11 son suficientes para demostrar
que K satisface el teorema de deducciéon 1.20, mientras que los axiomas 3-9
regulan formalmente el comportamiento de los conectores logicos distintos del
implicador (es decir, expresan que cada uno de ellos significa lo que queremos
que signifique sin aludir a su significado). El axioma 10 expresa que /\ significa
“para todo” y 12 determina el significado del particularizador. Finalmente, 13
determina el comportamiento del igualador y 14 y 15 el del descriptor.

El concepto de modelo nos permite probar que la eleccién de los axiomas y
reglas de inferencia de K no es arbitraria en un sentido mucho mas preciso que
las observaciones precedentes:

Teorema 3.14 Si M es un modelo de un lenguaje formal £, entonces todos los
axiomas de K son verdaderos en M.

DEMOSTRACION: La comprobacién de los axiomas 1-9 es una aplicacién ruti-
naria de la definicién de satisfaccién. Veamos, por ejemplo, el segundo:

Fijada una valoracién v en M, tenemos que probar que si
ME (a = (8- 7)),
entonces también
ME (o= B) = (a = 7)),

para lo cual, a su vez, hay que probar que si se cumple M E (o — 8)[v], también
M E (o — 7)[v], y a su vez tenemos que suponer que M E «fv] y tenemos que
probar que M E ~[v]. En total, estamos suponiendo

ME(a—= (B—=7)v], ME(a—= B[], MEafv.
Por la definicién de satisfaccién de una implicacién de aqui se sigue que
ME (8= )], ME B,
y a su vez, de aqui se sigue que M E v[v], como tenfamos que probar.

El décimo axioma expresa que si /\ua es verdadero, también tiene que serlo
cada férmula S%,«. Para probarlo, fijada una valoracién v en M, suponemos que
M E Aualv] y tenemos que probar que M F S afv]. Por el teorema 3.12, esto
es lo mismo que M E a[vy(t)[v]]. La conclusién es inmediata: por definicion de
satisfaccién, tenemos que, para todo a en M, se cumple M E «[v?], y basta aplicar
esto a a = M(t)[v].
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La idea subyacente a los axiomas de tipo 11 es que
Todo el mundo, si llueve, coge paraguas.
implica que
Si llueve, todo el mundo coge paraguas.

Una vez maés, para probar que una implicacién es satisfecha, tomamos como
hipétesis que M F Au(a — B)[v] (donde o es una férmula y, en particular no tiene
libre la variable u) y tenemos que probar M E (o — Auf)[v], para lo cual, a su
vez, podemos suponer M E afv], y tenemos que probar que M E Au 3[v].

Para ello fijamos un a en M vy, por definicién de satisfacciéon, sabemos que
M E (a — B)[v2]. Ademas, M E «[v?], pues esto se cumple con la valoracion v y,
como u no esta libre en «, sigue siendo cierto aunque modifiquemos la interpretacion
de u. Por lo tanto, por definicién de la satisfaccién de una implicacién, tenemos
que M F B[v?] y, como esto vale para todo a de M, tenemos que M F AuB[v].

La comprobacion para los axiomas de tipo 12 es inmediata sin mas que aplicar
la definicién de satisfaccion.

A partir de aqui suponemos que £ tiene igualador, con lo que sabemos que
M (=) se interpreta como la relacién de identidad en M. Observamos que

ME Nu(u =t — a)[v]
equivale a que, para todo a en M, se cumpla
ME (u=t—= a)vl],

lo que a su vez equivale a que si @ = M(t)[v], entonces M E «avl]. Asi pues,
M E Au(u = t — a)[v] es equivalente a que M E a[u™®]], que, por el
teorema 3.12, es equivalente a M E Sf afv]. Por definicién de satisfaccién de una
coimplicacién, esto equivale a que el axioma es satisfecho.

1
Si £ tiene descriptor, M F (Vua — S4%q)[v] equivale a que si existe un Gnico

ula

a en M tal que M[a][v?], entonces M E (S,'“@)[v], que a su vez equivale a que

M E ool @M es decir, a que M(ula)[v] sea precisamente el Gnico a que
cumple M[a][v?], y esto es cierto por definicion de M (u|a)[v]. Por lo tanto, los

axiomas de tipo 14 son verdaderos en M.
1

Finalmente, M F (=Vua — (u|a) = w|(w = w))[v] equivale a que si no existe
un Gnico a en M tal que M E «av?], entonces M (u|a)[v] = M(w|(w = w))[v].
Por definicién, en este caso M (u|a)[v] es la descripcion impropia d fijada por el
modelo. En cuanto a M (w|(w = w))[v], pueden darse dos casos: si M tiene mas de
un elemento, entonces no existe un Gnico a en M que cumpla M E (w = w)[v?],
ya que esto lo cumplen todos los objetos de M, luego M (w|(w = w))[v] es la
descripcion impropia d. La otra posibilidad es que M sélo tenga un objeto, que
necesariamente serd d, luego también en este caso M (w|(w = w))[v] = d, y en
ambos casos el axioma es satisfecho en M. "
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El teorema anterior es un ejemplo tipico de enunciado sobre “la totalidad de los
modelos de un lenguaje formal’ que tiene sentido a pesar de que no tenemos un
concepto intuitivo de lo que es dicha totalidad porque tenemos un razonamiento
para justificarla: sabemos que es cierto que cualquier axioma légico sera verdadero
en cualquier modelo que consideremos porque tenemos un argumento que permite
demostrar que lo es sea cual sea el modelo considerado.

Hemos definido los axiomas de Kz, pero, para completar la definicion de K
como sistema deductivo formal, tenemos que fijar sus reglas de inferencia:

Definiciéon 3.15 Dado un lenguaje formal £, las reglas de inferencia primiti-
vas de K son el modus ponendo ponens (MP) y la regla de introduccion del
generalizador o regla de generalizacion:

« a—f «
MP) S (16)

donde, en IG, la variable x puede sustituirse por u en « en el sentido de la
definicion 3.11. Diremos que x es la variable propia de la regla IG.

La regla MP la conocemos ya, porque es valida en ARP, mientras que IG es-
tablece que las variables libres representan objetos arbitrarios exactamente igual
que en ARP, de modo que toda variable libre puede ligarse con un generalizador.

Notemos que, dada una féormula «, siempre podemos elegir una variable u
tal que = pueda sustituirse por u en . Basta con que u no esté en a.

Esto completa la definiciéon de K. En la practica, escribiremos I' F «
en lugar de FII{— a, es decir, que cuando no indiquemos el sistema deductivo

L
formal en el que se lleva a cabo una deduccioén, se debera entender que es K.
Diremos ademas que « es una consecuencia ldgica de I' y a los teoremas de K
los llamaremos teoremas ldgicos.

Observemos que las dos reglas de inferencia de K son I6gicamente validas en el
sentido de que, si sus premisas son verdaderas en un modelo de £, la consecuencia
también tiene que serlo.

En efecto, en el caso de MP es obvio, y el caso de IG también es sencillo:
supongamos que M E a y vamos a ver que también M F AuSta. Fijada una
valoracién v, tenemos que M F a[v] y tenemos que probar que M E Au S%a[v], lo
cual, por 3.12, es equivalente a M F a[vg(u)], y esto es cierto por la definicién de
satisfaccién de una generalizacién.

Como consecuencia:

Teorema 3.16 (Teorema de correccién) Sea L un lenguaje formal y considere-

mos unas férmulas vy, ..., v, o de £ tales que
Viy-eesYn o
Si M es un modelo de L tal que M & ~1,...,7n, entonces necesariamente se

cumple también que M E «. En particular, todo teorema légico es verdadero en
cualquier modelo de L.
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En otras palabras: al razonar formalmente en K estamos razonando correcta-
mente: aunque para razonar formalmente no es necesario suponer ningin significado
en las férmulas que forman parte de una deduccién, lo cierto es que si aceptamos que
significan algo (es decir, que hemos fijado un modelo del lenguaje formal conside-
rado) y las premisas son verdaderas, las conclusiones que obtengamos formalmente
también seran verdaderas.

DEMOSTRACION: Sea a4, ..., a,, una deduccién de o« = «,,, en K. Basta
razonar que cada «; tiene que ser verdadera en M. En caso contrario, sea i el menor
indice correspondiente a una férmula que no sea verdadera en M. No puede ser
que «a; sea una premisa, pues estamos suponiendo que todas ellas son verdaderas
en M, ni tampoco puede ser un axioma légico, ya que el teorema 3.14 prueba
que todos ellos son verdaderos en M. Pero la nica alternativa es que «; sea
consecuencia de férmulas anteriores por una de las dos reglas de inferencia de K,
y dichas férmulas anteriores seran verdaderas en M por la minimalidad de i, y antes
del enunciado de este teorema hemos razonado que esto implica que «; también
tiene que serlo, y asi tenemos una contradiccion. n

Con esto hemos probado que las consecuencias |6gicas que hemos definido for-
malmente son realmente consecuencias légicas en el sentido informal de “hechos
necesariamente ciertos si lo son las premisas’. En 7.38 demostraremos el teorema
de completitud seméantica, que nos asegurara el reciproco: si una férmula es nece-
sariamente verdadera cuando lo son unas premisas dadas, entonces es consecuencia
l6gica en el sentido formal. La prueba del teorema de completitud se basa en
razonamientos no triviales con modelos, asi que la pospondremos hasta que haya-
mos formalizado la teoria de modelos. Hasta ese momento no vamos a demostrar
mas teoremas informalmente, y en particular no demostraremos mas teoremas sobre
modelos.

La dnica razén por la que hemos anticipado el concepto de “modelo” antes
de estar en condiciones de formalizarlo es que asi hemos demostrado que K es
“fiable”, en el sentido de que ahora sabemos que todo lo que demostremos en K a
partir de unas premisas intuitivamente verdaderas es necesariamente intuitivamente
verdadero, exactamente igual que si lo hubiéramos demostrado informalmente. De
hecho, la prueba que hemos dado del teorema de correccién muestra explicitamente
cémo convertir en un razonamiento informal concluyente cualquier deduccién formal
en K.

A partir de la definicién de Kz no es evidente en absoluto que cualquier razo-
namiento 16gico informal que sea concluyente (en el sentido de que su conclusion
sea necesariamente verdadera cuando lo son sus premisas) sea necesariamente
formalizable en K (supuesto que las premisas y la conclusion del razonamiento
sean formalizables en el lenguaje formal £). Esto nos lo asegurara el teorema
de completitud seméantica, que demostraremos més adelante, pero de momento
vamos a probar algunos resultados que basten en la practica para que, con un
poco de practica, formalizar en K un argumento informal dado no ofrezca nin-
guna dificultad. De momento, la situacion es que no es evidente en absoluto
como formalizar en K ni siquiera los argumentos l6gicos més elementales.
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El resultado fundamental es un teorema de deducciéon analogo al que he-
mos demostrado para ARP. Para probarlo demostramos en primer lugar una
consecuencia de los axiomas de tipos 1 y 2:

Fa—oa.

En efecto, la primera linea de la demostracion siguiente es un axioma de
tipo 2 tomando como férmulas «, 5, v las formulas o, @« — «, «, respectivamente:

1) (a=(a=a)—a)= (a=(a=a) = (a—=a)) Ax. 2
2) a=(a—=a) —a) Ax. 1
3) (a=(a—=a)—(a—a) MP 1,2
(4) a—=(a—=a) Ax 1
(5) a—a« MP 3, 4

Ahora ya podemos probar:

Teorema 3.17 (Teorema de deducciéon) Fijado un lenguaje formal £, si se
cumple
A1y Qp,a B

y en la deduccion no se usa la regla IG con variables propias libres en o, entonces
Qy,...,0n Fa— B

Ademds, en esta deduccion se usa 1G exactamente respecto de las mismas va-
riables que en la dada.

En la prueba que damos a continuacién conviene observar que —como ha-
biamos anticipado— para que se cumpla el teorema de deduccién basta con que
entre los axiomas légicos se encuentren los de tipo 1, 2 y 11, es decir, que el
teorema se seguirfa cumpliendo aunque no incluyéramos los demas y también si
incluyéramos otras féormulas cualesquiera como axiomas adicionales.

DEMOSTRACION: Por hipétesis existe una deduccioén 4y, . . ., d,, con premisas
en I''y a tal que §,, = B y en la que no se generaliza con variables propias libres
en a.

Vamos a construir una deduccién con premisas en I' que contenga las férmu-
las & — §; (con otras posibles férmulas intercaladas). Como la altima de estas
formulas es a« — 3, con esto tendremos que la implicacién es consecuencia de I'.

Si §; es un axioma logico o una premisa distinta de «, la forma de incorporar
a — §; a la deduccion es la siguiente:

(1) ¢ axioma o premisa
(2) 0; = (o —0;) Axioma l
(3) a— MP 1, 2

Si §; = «, entonces debemos incorporar a la deduccién que estamos constru-
yendo la férmula o« — «a, y ya hemos observado que esto es un teorema logico
(que se demuestra sin usar IG).
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Si §; se deduce por MP, entonces hay dos férmulas anteriores de la forma d; y
0; — 0;. Puesto que en nuestra deduccién vamos incorporando las implicaciones
de forma sucesiva, cuando lleguemos a J; ya habremos incorporado las férmulas
a—d;ya—(6; = 6;). Estas son, pues, lineas anteriores de nuestra deduccion
y podemos usarlas para deducir oo — 6;.

Lo hacemos de este modo:

(1) a—9d; formula anterior
(2) a—(6; =) formula anterior
3) (a—=(0; = 6)) = (o —=9;) = (0 —9;)) Axioma 2

4) (a—=0;) = (a—=0) MP 2, 3

(5) a6 MP 1, 4

Supongamos, por tltimo que J; se deduce por generalizaciéon de otra formula
anterior ;. Esto significa que 6; = Au S46;, donde la variable x puede susti-
tuirse por u en ¢§; y, por la hipétesis del teorema, sabemos que x no esté libre
en «. Entonces incorporamos a — Au S4d; de este modo:

(1) a—9, formula anterior
(2) Au(a — Su5;) IG 1

(3) Au(a— 8% ;) = (o — Au S%5;) Axioma 11

(4) a— Ausys; MP 2,3

Notemos que, como x no esta libre en «, puede sustituirse por u en « (y la
sustitucion deja a « inalterada), por lo que también es posible sustituir x por
uen o — d; y, por lo tanto, el uso de IG en (2) es correcto. El hecho de que u
no esté libre en a (porque « es una formula) justifica también que la linea (3)
es un axioma. Esto completa la prueba.’ m

En la practica podemos usar el teorema de deduccién en una version lige-
ramente méas general, andlogamente a como hemos hecho en el caso de ARP, y
que describimos aqui de nuevo por completitud:

Imaginemos que estamos construyendo una deduccién, digamos 01, ..., dmn,
a partir de unas premisas ', y a continuaciéon queremos deducir una férmula de
tipo a — . Entonces escribimos « y la usamos como una premisa més hasta
obtener  (sin generalizar respecto de variables propias libres en «). Al llegar
a f3, lo que hemos probado es que 61, ..., 0,, a - 3, con una deduccién en la que
no se generaliza respecto de variables propias libres en «, luego el teorema de
deduccién nos da que 61, ...,d0,,, F a — 3, es decir, que existe una deduccion de
« — (8 con premisas en dy, ..., d,,. Pero por otra parte sabemos que 91, ...,0,,
se deducen de T, luego también I"' F o — . (Para tener una deduccion que
prueba esto deducimos cada ¢; de I' y luego deducimos o — S de las ;).

9Técnicamente, la prueba que hemos dado consiste en definir un funtor td(T, d, a, 8), de
modo que
d td(I',d, o, B)
Fru{a}rFg—=r" F a —76.
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En la practica seguiremos la costumbre que ya aplicibamos en ARP de
marcar todas las lineas desde que suponemos « hasta que llegamos a 8 con una
linea vertical. Esta linea advierte de que las féormulas abarcadas por ella no
son consecuencia de las premisas de la deduccion principal, sino de las premisas
mas una hipotesis auxiliar (la formula «, que marcaremos con la etiqueta de
“hipotesis”) que solo hemos aceptado provisionalmente para aplicar el teorema
de deduccion. Si una vez hemos anadido @ — § a la deducciéon prosiguiéramos
haciendo uso de las lineas marcadas, la deduccion serfa invalida, pues estariamos
haciendo uso de una hipoétesis local a que no forma parte de las premisas de la
deduccioén.

La observacién de que para obtener la deduccién cuya existencia afirma el
teorema de deduccién sblo se generaliza respecto de variables propias respecto
a las que ya se generalizaba en la deduccién dada es esencial para que estemos
seguros de que no estamos generalizando en un momento dado respecto de una
variable “prohibida”. El uso del teorema de deduccién oculta el uso de algunos
axiomas y reglas de inferencia (las que aparecen en la demostracion al construir
la deduccién de o — f3), pero no oculta ningin uso de IG.

Un uso incorrecto del teorema de deduccién Consideramos el lenguaje

formal L7, :
(1) =0 Hipotesis
(2) Auu=0 IG1
3) z=0—=Auu=0 TD (incorrecto)
4) Av(v=0— Auu=0) IG 3
(5) Av(v=0—Auu=0)— S%(v=0— Auu=0) Axioma 4
6) 0=0—Auu=0 MP 4,5
(7) 0=0 Teorema logico
8) Auu=0 MP 6,7

La linea (3) no est4 justificada porque en (2) hemos generalizado respecto a la
variable propia x, que esta libre en la hipotesis. Veremos un poco més adelante
que la linea (7) es un teorema légico de cualquier lenguaje con igualador. En
realidad, podemos razonar directamente que (3) no puede ser un teorema ldgico,
pues es una férmula falsa en cualquier modelo cuyo universo tenga al menos dos
elementos, pero es mas evidente en el caso de la linea (8).1°

La interpretaciéon de fondo es la misma que en el caso de ARP: en principio,
una variable libre representa un objeto arbitrario, pero cuando tomamos como
hipétesis © = 0, ya no es posible entender que x se refiere a un objeto arbitrario,
sino que z es concretamente = = 0, por lo que pasar a A\uu = 0 es incorrecto
(no es necesariamente cierto que todo sea igual a 0). L]

10En general, el lector podria haber pasado por alto todas las consideraciones semanticas sin
que ello le impidiera seguir la exposicién de la parte sintactica, pero no podemos demostrar
que (3) u (8) no son teoremas logicos sin recurrir a argumentos seménticos. No obstante,
el lector puede saltarse este ejemplo y limitarse a observar que s6lo tenemos demostrado el
teorema de deduccién con la condiciéon de no generalizar respecto de variables libres en la
hipétesis.
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Observemos que el reciproco del teorema de deduccion es trivial:
Teorema 3.18 Si ay,...,q, - a — B, entonces ay,...,an, a F 5.

Basta prolongar la deduccién dada anadiendo o como premisa y luego aplicar
MP para obtener 3.

Veamos ahora que en K también es valida la demostracién por reduccion
al absurdo. Para ello demostramos la regla de inferencia de contradiccion:

(C) a,—atkg.
En efecto:

(1) -a Premisa

‘ (2 -8 Hipotesis
(3) =B — ~a
4) (=8—-a)— (a—p) Axioma 3
(5) a—=p MP 3, 4
(6) « Premisa
(M B MP 5, 6

La regla de contradiccién expresa un principio légico fundamental, y es que
a partir de una contradiccién a y —« se puede deducir cualquier cosa. Asi ya
podemos demostrar:

Teorema 3.19 (Reduccion al absurdo) Si en una deduccidn tomamos —«
como premisa adicional y, sin generalizar respecto de variables libres en «, lle-
gamos a deducir una formula B y también =3, podemos concluir a.

Mas precisamente, lo que afirma el teorema es que en esta situacion:

(1) M
deduccion a partir de unas premisas a7y, ..., Qn

(m) Y
(m+1) -« Hipotesis

deduccién a partir de las premisas, las lineas precedentes y -«

k) 8

() -
(I+1) «a Reduccion al absurdo

si a partir del momento en que suponemos —a no generalizamos respecto a
variables propias libres en «, la formula « escrita en la linea [ + 1 es deducible a
partir de las premisas, pero las lineas marcadas con la raya vertical a la izquierda
no lo son, porque suponen la hipétesis adicional —a.
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DEMOSTRACION: La regla de inferencia (C) nos permite afadir tras la li-
nea (1) la linea =(av — «), y el teorema de deduccion nos da que —a — —(a — «)
es deducible de las premisas. El axioma 3, junto con MP, nos permite prolongar
la deduccion con (o« — @) — «, pero o — « es un teorema logico, luego pode-
mos incluirlo y llegar a o por MP. En la practica suprimiremos estas lineas y
escribiremos directamente « tras haber llegado a una contradiccion. Igualmente,
usando la regla de la doble negaciéon (que probamos a continuacion), vemos que
si suponemos a y llegamos a una contradiccién podemos concluir —a. L]

3.4 Reglas derivadas de inferencia

El paso siguiente para que K sea “manejable en la practica’ es demostrar
reglas de inferencia derivadas, es decir, resultados del tipo

Qy,...,0n Fa,

como es el caso de la regla de contradiccion (C) que hemos probado antes del
teorema 3.19, que podemos usar en la practica incluyendo directamente o en
cualquier deducciéon que contenga ya las premisas aq,...,a,, sabiendo que el
“agujero” que queda se puede ‘“rellenar” insertando la deduccion de la regla.

Hay una regla trivial que conviene discutir:

Regla de repeticion (R) ot «a.

Esto es trivial, por la propia definiciéon de deduccién, pero no es igual de
obvio que en una deduccién podemos repetir una férmula precedente. Ahora
bien, una forma de hacerlo es demostrar a — « y luego aplicar MP, con lo que
volvemos a tener a.

En teoria nunca es necesario usar esta regla, pues si una féormula esta en una
deduccién podemos usarla siempre que queramos sin necesidad de repetirla,
pero a veces es util escribir una misma férmula con una notacion distinta, como
pasar de St (z =) at=t.

3.4.1 Reglas relacionadas con los conectores légicos

Empezamos demostrando la regla cuya deducciéon hemos dejado pendiente
en la prueba del teorema 3.19:

Reglas de la doble negacién (DN) ——a F «, ok —a.

DEMOSTRACION: Si suponemos ——, suponemos —« por reduccién al ab-
surdo (por la variante que ya hemos demostrado) y asi tenemos la contradiccion
-y -, luego podemos concluir «. Esto prueba la primera regla, y el teo-
rema de deduccion nos da que H ——a — «, pero esto vale para toda férmula «,
luego en particular, para —«, luego tenemos que - =-——a — -, y el axioma 3
nos da entonces - o = ——, de donde MP nos da la segunda regla. L]
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Aplicando MP a los axiomas de tipo 4 y 5 de Kz obtenemos inmediatamente
las reglas fundamentales del disyuntor:

Reglas de introduccion del disyuntor y del dilema
(ID) atavp, BFavp Di) a—=~v,B—ovFaVg—n.
Con ellas podemos probar:

Regla del Tertium non datur (TND) F a V —a.

DEMOSTRACION: Razonamos por reduccion al absurdo:

(1) —(aV —a) Hipotesis
(2) -« Hipotesis
(3) aV-a  ID2

4) a RA 1,3
(

5) aV -« ID 4
(6) aV-a RA 1,5

Aplicando MP a los axiomas de tipo 6 y 7 de K obtenemos:

Reglas de introducciéon y eliminacién del conjuntor
(IC) «a,B8Fanp, (EC) aABFa, aAnBFL.

Igualmente, con los axiomas de tipo 8 y 9 obtenemos:

Reglas de introduccién y eliminaciéon del bicondicionador
(IB) a—,8—>aka+ b, (EB) a&fBFa—p8, avfEL—a

Estas reglas de inferencia, junto con el teorema de deduccion y el teorema
sobre la reduccién al absurdo, equivalen a los axiomas 1-9, en el sentido de que
su uso hace innecesario usar directamente dichos axiomas, que en algunos casos
son mucho mas artificiosos. Esto se pone de manifiesto en las demostraciones
de las reglas de inferencia siguientes:

Reglas de equivalencia entre el disyuntor y el implicador (EDI):

aV pk-a— g, —a—= fFavVvp

a—pBFE-aVp, -—aVpEa—pS.
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DEMOSTRACION: Probamos las dos primeras formas, pues las siguientes se

prueban del mismo modo:
(1) avp Premisa (1) —a—p Premisa
(2) -« Hipotesis (2) -« Hipotesis
3) « Hipotesis 3) B MP 1, 2
4) B 2,3 4) aVvp D 3
(5) a—p 5) ~a—aVvp
(6) B—p Teorema 16gico 6) a—=aVvp ID
(7) avp—p Dil5, 6 (7) aV-a—aVp Dib5, 6
(8) B MP 1,7 (8) aV-a TND
9) —a—p 9) avp MP 7,8

Leyes de De Mor

gan (DM):

aABFa(-aVv-p),

—(aAB)F-a VB,
aV pEa(-aA-p),
—(aV p)F—a A B,

—(—aV-B)FaApB,

—a VB (e A B),
“(—raA-B)FaVvp,
—aA-pE=(aVb).

DEMOSTRACION: Probamos, por ejemplo, las dos primeras formas:

Definiciéon de conectores

mente que

a+ B (a

= B)A (B — ),

(1) anp Premisa (1) —(—aV —=f5) Premisa
(2) « EC1 (2) -« Hipotesis
3) B EC 1 (3) —aVv-p ID 2

(4) —avVv-g Hipotesis 4) « RA 1,3
(5) ——a— -8 EDI4 (5) - Hipotesis
(6) -« DN 2 (6) —-aVv-g ID5

(1) -8 MP 5, 6 7 B RA 1, 6
(8) —(~av-B) RAS3T (8) anp IC 4,7

De las reglas 1B, EB, IC, EC se sigue inmediata-

(a= BN (B—=a)Fas .

De aqui se desprende que podemos modificar la definicién de lenguaje formal
eliminando el coimplicador y, consecuentemente, suprimiendo los axiomas 8 y 9
de la definicion de K. Si en estas condiciones definimos

asB=(a—p) AL — ),

obtenemos un calculo deductivo equivalente en el sentido de que, por una parte,
toda deducciéon en K con el coimplicador como conector primitivo se traduce
en una deduccién con las mismas premisas y la misma conclusiéon en la version
de K con el coimplicador como conector definido, pues los axiomas 8 y 9 se
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demuestran facilmente y, reciprocamente, toda deduccion en la versién con el
coimplicador definido se traduce en una deduccion en la version con el coimplica-
dor primitivo porque aprovechar que a <+ S es lo mismo que (o« — ) A (8 — «)
se traduce en una aplicacion de las reglas de inferencia que acabamos de enun-
ciar. Asi pues:

En lo sucesivo consideraremos lenguajes formales sin coimplicador,
en los que éste se define como hemos indicado (y en K eliminamos
los aziomas de tipo 8 y 9).

Las leyes de De Morgan nos permiten hacer lo mismo con el conjuntor, es
decir, podemos eliminar el conjuntor de la definicion de lenguaje formal (y los
axiomas de tipo 6 y 7 de la definicion de K ) y definir

aAf=-(-aV ).

En esta version de K podemos demostrar las reglas IC, EC, y a partir de
ellas, trivialmente, lo que eran los axiomas 6 y 7. En efecto:

(1) « Premisa (1) anp Premisa
(2) B Premisa (2) -« Hipotesis
3) —(aApB) Hipotesis (3) —aVv-g 1D 2

(4) ~(-aV-q) R3 (4) ~(-av-8) R1

(5) —avVv g DN 4 (5) « RA 3,4
(6) —-—a— -  EDI5

(7) —a DN 1 Analogamente se deduce /.
(8) -8 MP 6, 7

(9) anp RA 2,8

Esto se traduce en que, como en el caso del bicondicionador, cualquier deduccion
en la version de K con el conjuntor como signo primitivo se traduce a otra en
la versién con el conjuntos como signo definido y viceversa. Por ello:

En lo sucesivo consideraremos lenguajes formales sin conjuntor, en
los que éste se define como hemos indicado (y en K eliminamos
los aziomas de tipo 6 y 7).

A su vez, las reglas de Equivalencia entre el disyuntor y el implicador permi-
ten definir el disyuntor en términos del implicador, pero también el implicador
en términos del disyuntor, y sucede que las dos posibilidades (que son equiva-
lentes en la practica) tienen interés.

Una de ellas consiste en eliminar el disyuntor de la lista de conectores pri-
mitivos (con lo que éstos se reducen a =y —) y definir

aV p=-a—p.

A su vez, suprimimos los axiomas de tipo 4 y 5 en la definicion de K, con lo que
de los nueve primeros axiomas, ahora conservamos tinicamente los tres primeros.
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En esta version con el disyuntor definido podemos demostrar las reglas ID y Dil
(v a partir de ellas los axiomas de tipo 4 y 5). En efecto:

1) « Premisa (1) a—~y Premisa
(2) -« Hipotesis (2) B—x Premisa
3) B C1,2 3) ~a—g Hipotesis (a V 3)
4) -~a—p 4) - Hipotesis
(5) avp R 3 (5) « Hipotesis
6) ~ MP 1, 5

(1) g Premisa (7)) —« RA 4,6

1 (2) -a Hip6tesis 8) B MP 3, 7
3) —~a—p 9) ~ MP 2, 8
4 aVvp R3 (10) ~ RA4, 9

(11) avp—=y

Esto hace que toda deducciéon en K con el disyuntor como conector primi-
tivo se traduce en otra en K con el disyuntor definido y viceversa.

La alternativa consiste en considerar el implicador como definido por
a—pB=-aVp

y mantener en K los axiomas 1-5. En este caso no hay que demostrar ningtn
axioma porque no hemos eliminado ninguno, y también es claro que toda de-
duccién en K con el implicador primitivo se traduce en una deducciéon en K g
con el implicador definido y viceversa.

En la préctica no tiene ninguna relevancia qué conectores consideramos como
primitivos (es decir, incluidos en la definicion de lenguaje formal) y cuéles con-
sideramos como definidos. Las féormulas que podemos deducir son las mismas,
aunque haya que interpretarlas como cadenas de signos distintas segin cuéles
sean los conectores primitivos, pero desde un punto de vista tedrico ambas al-
ternativas (eliminar el implicador o el disyuntor) tienen interés. Al considerar
que los conectores primitivos son -, — los nueve primeros axiomas de K se
reducen a los tres primeros, pero considerar -,V como conectores primitivos es
més conveniente para relacionar el calculo deductivo que estamos estudiando
aqui con el calculo secuencial que estudiaremos en [CS]. Por ello:

En lo sucesivo consideraremos lenguajes formales cuyos unicos co-
nectores primitivos sean —, V.

No obstante, todo cuanto digamos se traduce trivialmente al caso de lengua-
jes formales con conectores primitivos —, — o también con los cinco conectores
primitivos.

3.4.2 Reglas relacionadas con los cuantificadores

Los axiomas de tipo 10 nos dan inmediatamente:
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Regla de eliminacién del generalizador (EG): Aua S a.

Observemos que la prueba de esta regla se reduce a usar MP y un axioma
de tipo 10, de modo que en ella no se usa IG, asi que puede usarse libremente
incluso en contextos en los que no esté permitido generalizar respecto de ciertas
variables.

Reglas de negacion del generalizador (NG):

-Nu-a F Vua Vua b = Au—a
-NAua - Vu-a Vu-a b+ - Aua

DEMOSTRACION: Las dos primeras se siguen inmediatamente de los axiomas
de tipo 12, y esto hace que podamos suprimir el particularizador de la definicion
de lenguaje formal, junto con los axiomas de tipo 12 de la definicion de los
axiomas de K, y definir

Vua = - A-a.

Entonces las dos primeras reglas de NG son casos particulares de R, y per-
miten demostrar los axiomas de tipo 12. Veamos ahora la prueba de las dos
altimas.

(1) -/Aua Premisa (1) Vu-a Premisa
(2)  -Vu-a Hipotesis (2) -Au—=-a NG (ya probada)
(3) =Au——a Hipotesis (3) Aua  Hipotesis
(4) Vu—=a NG (ya probada) (4) S*a EG 3
(5)  Au——a RA2 4 (5) SZ——a DN 4
(6) -—-S2a EG 5 (6) Ausist-—a IG5
(7) SZa DN 6 (7) Au——a R 6
(8) Ausista 1G 7 (8) -Aua RA 2,7
(9) Nua R 8
(10) Vu-a RA 1,9

En ambas deducciones, x es una variable libre que no esté en o, de modo
que en ambas es licito el uso de IG, y en ambas usamos que, como es facil
probar (por induccion sobre la longitud de «), si x no estéa en la semiférmula «,
entonces x se puede sustituir por v en Sja y S%Sia = «.

Reglas de negacion del particularizador (NP):

-Vua F Au—a Nu—a F =Vua
-Vu-a+ Aua Nua F -Vu-a

DEMOSTRACION: Se deducen trivialmente de las anteriores por reducciéon al
absurdo. Por ejemplo,

(1)  -Vua Premisa (1)  Au—a Premisa
(2) —-Au—a Hipotesis (2) Vua  Hipotesis
(3) Vua NG 2 (3) =Au-a NG 2

(4)  Au-a RATL,2 (4)  -Vwa RA1,2



164 Capitulo 3. La formalizacién de la logica

Regla de introduccién del particularizador (IP): S!a - Vua.

Esta regla afirma que si hemos probado que un cierto término ¢ cumple lo
que dice «a, entonces podemos afirmar que existe un v que cumple a.

DEMOSTRACION:
(1) sta Premisa
(2) —Vua Hipotesis
(3) Au—-a NP2
(4) —-sta EG3
(5) Vua RA14

Regla de eliminacién del particularizador (EP) Este resultado no es real-
mente una regla de inferencia, aunque en la practica lo podemos usar como tal.
En realidad es un metateorema que nos garantiza la existencia de una deducciéon
a partir de otra, como el teorema de deducciéon o el teorema sobre la reducciéon
al absurdo. Concretamente, en esta situacion:

(1) 71
deduccién a partir de unas premisas aq,...,an

(k) Vua

(m) Ym
(m+1) S*a EPEk

u

deduccién a partir de las premisas, las lineas precedentes y ST o
si la variable propia x no estd en « y a partir de la linea m + 1 no se generaliza
respecto de variables libres en S o, entonces toda linea posterior 5 que no tenga
libre la variable z es una consecuencia de las premisas.
DEMOSTRACION: En principio, en la situacion descrita tenemos que

xr
Q1y...,0n,Sca b B,

Ahora bien, como para obtener 8 no se ha generalizado respecto de ninguna
variable libre en ST «, podemos aplicar el teorema de deduccién y concluir que

a1, FSEa— S

Pero también sabemos que oy, . .., a, F Vua, luego sélo necesitamos probar
que STa — B, Vua - B. En efecto:
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(1) Sta— 8 Premisa

2) Vua Premisa

(3) =Au-a NG 2

4) -8 Hipotesis

(5) Sta Hipotesis

6) 5 MP 1,5

(7) —-Sfa RA 4,6

(8) Au-a IG 7

9) B RA 3, 8 .

Es muy importante observar que en la deduccion de § a partir de las premisas
se generaliza respecto de la variable propia x. Esto significa que si aplicamos
EP en un contexto en el que tenemos prohibido generalizar respecto de ciertas
variables, debemos elegir la variable propia x como una nueva variable sobre la
que no exista prohibiciéon de generalizar.

Como al eliminar un particularizador dejamos libre una variable que no
puede quedar libre en la conclusion, una forma de volver a ligarla es mediante la
regla de introduccion del particularizador (IP), porque la regla de introduccion
del generalizador la tenemos prohibida. Aqui es fundamental recordar que en la
demostracion de IP no se generaliza respecto a la variable que particularizamos.
Notemos que es “de sentido coman™: si una variable procede de eliminar un Vu,
luego no podemos ligarla con un Aw, sino que tendremos que volver a introducir
un particularizador.

Un uso incorrecto de EP Veamos ahora un ejemplo que explicite la necesi-
dad de no generalizar respecto de variables libres en S« tras haber aplicado EP.
Usamos que 0 = 0 es un teorema légico, cosa que probaremos més abajo, cuando
estudiemos las reglas de inferencia asociadas al igualador.

1
2
3
4

0 Teorema logico
u=0 IP1

0 EP 2

u=0 IG 3 (incorrecto)

A~ NN
>8 L2
I =

IS

Si la regla de eliminacion del particularizador fuera valida sin la restriccion
de no usar IG respecto de la variable propia z, podriamos concluir que Auw = 0
es un teorema logico, pero no puede serlo porque es facil construir un modelo en
el que esta sentencia es falsa. =

Ejemplo Como ilustracion de las reglas que acabamos de presentar vamos a
demostrar que existe una persona en el mundo tal que, si logra vivir hasta los
100 anos, todos viviremos hasta los 100 anos. Para ello consideramos un relator
monédico C' que se interprete como “vivird hasta los 100 anos”, y queremos
probar que Vu(Cu — AvCv). En efecto:
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(1) AvCwv Hipotesis
‘ (2) Cz Hipotesis
(3) Cz— NvCwv
4) Vu(Cu — AvCv) IP 3
(5) AvCv — Vu(Cu — AvCuv)
(6) —=/AvCv Hipotesis
(7) Vv-Cu NP 6
(8) —Cz EP 7
(9) Czx Hipotesis
(10) AvCw C8,9
(11) Cz — AvCw
(12)  Vu(Cu — NvCv) IP 11
(13) =AvCv — Vu(Cu — AvCv)
(14) (AvCv VvV =AvCv) = Vu(Cu — AvCv) Dil 5, 13
(15) AvCv Vv =AvCv TND
(16)  Vu(Cu — AvCv) MP 14, 15

3.4.3 Reglas relacionadas con el igualador

Las reglas siguientes so6lo tienen sentido para lenguajes con igualador.

Reglas de introducciéon y eliminaciéon del igualador Estas reglas son la
expresion en términos de reglas de inferencia de los axiomas de tipo 13 y se

prueban sin mas que usar EP y MP:
(M)  stak Au(u=t— ),
(EI) Au(u=t— a)F sa.

Regla de la identidad (I) Ft =t.

DEMOSTRACION: Sea z una variable libre que no esté en t.

(1) z=t—ax=t Teorema 16gico
2) Aufu=t—u=t) IG1
(3) St(u=t) EI 2
4) t=t R 3

Notemos que en la prueba se usa IG, pero respecto de una variable propia
que podemos elegir, por lo que no hay problema en usar esta regla en contextos

en los que no sea licito generalizar respecto de ciertas variables.

Regla de la simetria de la identidad (SI): t; = to - tg = t5.

DEMOSTRACION:
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(1) to =t I
(2)  S22(ty =u) R1

3) ANu(lu=ty —=ty=u) II2

(4) t1 =ty >t =1 EG 3
(5) ti =t Premisa
(6) to=1t MP 4, 5

Regla de la transitividad de la identidad (TI): t; = to, to = t3 b t1 = t3.

DEMOSTRACION:
(1) to=ts Premisa
2) Nu(u=ty —u=t3) II1
(3) t1 =ty =11 =13 EG 2
(4) t1=ty Premisa
(5) t1=t;3 MP 3,4

Regla de equivalencia entre términos idénticos (ETI):
ty = ta, S2a - Sla, t) =ty - Shit = sh2¢.

Estas reglas dicen que si t; = 5, todo lo que podamos decir de ¢; lo podemos
decir de ty (y viceversa).

DEMOSTRACION:
(1) sha Premisa (1) t1 =t Premisa
2) Nu(u=ty —a) 11 (2) stz =sl2t I
(3) t1 =ty —8Slia EG?2 (2) Nu(u=ty —slit=¢t) 12
(4) t; =t Premisa (3) ti =ty —sSlit=skt EG3
(5) sha MP 3, 4 (4) t1 =t Premisa
(5) shit=sl2t MP 3, 4

3.4.4 Reglas relacionadas con el descriptor

u|o

1
Regla de las descripciones propias (DP): Vua F Sy “a.

1
Regla de las descripciones impropias (DI): =\Vua F ula = v|(v = v).

Se siguen de los axiomas de tipos 14 y 15 y del reciproco del teorema de
deduccion. Estas reglas expresan lo mismo que los axiomas correspondientes.
La primera dice que si sabemos que existe un tnico u que cumple «, podemos
afirmar que u|a cumple «, es decir, que u|a es precisamente el inico v que cum-
ple a, y entonces decimos que se trata de una descripcion propia. La segunda
regla dice que todas las descripciones impropias hacen referencia a un mismo
objeto, al que siempre podemos referirnos con la descripcion v|(v = v).
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3.5 Resultados adicionales

Variantes de los lenguajes de primer orden En la seccion precedente
hemos visto que es posible eliminar algunos conectores logicos de la definicion
de lenguaje formal, asi como el cuantificador existencial. Concretamente, si
modificamos la definicion del lenguaje formal para que incluya dnicamente los
signos légicos -, —, A\ y definimos

aVf=-a—=08, aAB=-(-aV-h), asB=(@—p)A (L= a),

asf como Vua = ~A-a, podemos reducir los axiomas 16gicos a los de la primera
tabla de la pagina siguiente. Esta version es la més practica en la mayoria de los
usos de la logica de primer orden, pues reduce los casos que hay que considerar
en las definiciones y en los metateoremas sobre el calculo deductivo de la logica
de primer orden (y en su seméntica).

No obstante, para estudiar mas a fondo la teoria de la demostraciéon es
preferible considerar lenguajes formales cuyos conectores primitivos sean —,V y
con los dos cuantificadores A\, V. Esto requiere definir

a—=B=-aVh aAB=-(-aV-p), asB=(a—B)AN(B—a)

y tomar como axiomas logicos los de la segunda tabla de la pagina siguiente. Son
unos pocos més, pero sucede que los lenguajes formales asi definidos presentan
un mayor grado de simetria que la teorfa de la demostraciéon sabe aprovechar
muy fructiferamente.

Axiomas de K con -, —, A\

1. a—= (8= ),
2. (a=(B—=7) > (a=B) = (a—=7),

(ma = =p) = (6= a),

LN

Nua — St a,

5. Nu(a — B) — (a — Aup).

Solo si £ tiene igualador:

6. Au(u=1t— a) + sta.
Solo si ademés £ tiene descriptor:

ula

1
7. \/ua — Su .
1

8. -Vua — (u|a) = v|(v =v).

Los axiomas 1, 2, 5 permiten probar el teorema de deduccion y (junto con la regla
MP) regulan el implicador, el axioma 3 regula el negador, el axioma 4 (junto con la
regla IG) regula el generalizador, el axioma 6 regula el igualador y los axiomas 7 y 8
regulan el descriptor.
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Axiomas de K con -, V, A,V

1L.a—= (= a),

2. (a= (B—=7) = (a=pB) = (a—=7)),

(= 2B) = (B = ),

=~ W

.a—=aVp, B—=aVp,

(@=7) = ((B—=7) = (aV =),
. Nua — st a,

. Nu(a = B) — (a = Aup).

. Vua < -Au—a.

(SIS B <

Solo si £ tiene igualador:

9. Au(u=t— a) + st a.
Solo si ademas £ tiene descriptor:
1
10. \/ua — Szlaa.

1
11. =Vua — (u|a) = v|(v = v).

Hemos probado que los teoremas logicos son los mismos en cualquier caso,
es decir, que una foérmula es demostrable en una de las versiones del célculo
deductivo si y so6lo si (reinterpretada adecuadamente) es demostrable en otra de
ellas. La clave esta en que a efectos practicos nunca es relevante qué sucesion
de signos concreta es una féormula. Lo Gnico que importa es que estén definidas
razonablemente todas las férmulas a — 8, a V 3, etc., sin que importe si — es
realmente un signo de £ o una abreviatura.

Una cuestion mas delicada es la posibilidad de eliminar la distincién entre
variables libres y ligadas. En la practica podemos prescindir de ella, en el
sentido de que, por ejemplo, si pasamos de a(x) a Vua(u) por IG, no hay
ningtn problema en pasar de llamar x a una variable libre a llamar igualmente
z a la variable ligada por la que la sustituimos al aplicar IG, y asi pasamos
de a(z) a Az a(x), donde = es primero una variable libre y luego una variable
ligada distinta. Puesto que en una deduccion no pueden aparecer semiférmulas
que no sean formulas, el contexto deja claro qué variables son libres y cuéles
ligadas, sin necesidad de que usemos nombres distintos para unas y otras.

Ahora bien, también es posible eliminar incluso en teoria la distincién entre
variables libres y ligadas, tal y como hacemos en los capitulos Iy II de [LM],
donde ademas hemos definido la sustituciéon de variables por términos sin exigir
las condiciones de 3.11. Esto hace que el calculo deductivo que en [LM] llama-
mos K no sea exactamente el mismo que hemos definido aqui, pero ambos son
equivalentes.
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En efecto, si £ es un lenguaje formal de primer orden en el sentido definido
aqui, llamaremos £ al lenguaje formal que tiene las mismas variables, pero sin
distinguir entre variables libres y ligadas, que es un lenguaje formal en el sentido
definido en [LM]. Reciprocamente, dado un lenguaje Ly en el sentido de [LM],
siempre podemos dividir sus variables en una familia de variables libres y otra
de variables ligadas, con lo que obtenemos un lenguaje £ en el sentido definido
aqui, y se cumple lo siguiente:

Teorema 3.20 Sea L un lenguaje formal de primer orden, y sea Lo el len-
guaje formal en el sentido de [LM] que resulta de elimina la distincion entre
las variables libres y ligadas de £, con lo que toda formula de £ lo es de Ly.
Entonces:

1. Toda formula de Lo cuyas variables libres sean variables libres de L es
equivalente en K, a una formula de £.

2. Una formula v de L es consecuencia en K de unas premisas Yo, .- ., Vr
en L siy solo silo es en Kg,,.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia del teorema [LM 2.16], que nos asegura
que al sustituir las variables ligadas de la formula dada por otras variables nuevas
obtenemos una férmula equivalente, y si elegimos las nuevas variables entre las
variables ligadas de £ obtenemos una férmula de L.

Para probar 2) observamos, por una parte, que todo axioma de K lo es de
K¢,, la regla de inferencia MP es la misma en ambos célculos deductivos y, en
cuanto a IG, tenemos que IG de K puede verse como una regla de inferencia
derivada en K, pues si la regla en K nos permite pasar de o a Skc, en K-
de a podemos pasar a Az« (por IG), de aqui a Sta (por EG) y de aqui a
Austa (por IG). Esto implica que toda deduccién en K puede completarse
hasta una deduccién en K, con las mismas premisas y la misma conclusion,
sin mas que completar cada aplicacion de IG como acabamos de indicar.

Supongamos ahora que ag,...,as es una deduccién en K, a partir de
las premisas 7, ...,7-. Pongamos que todas las variables que aparecen en la
deduccién estan entre xg, ..., ;. Sean ¥, ..., yi variables libres de £ distintas
dos a dos, de modo que si x; ya es una variable libre de £, entonces y; = x;. Por
otro lado, sean uyg, ..., uy variables ligadas de £ distintas dos a dos y distintas
de las z;.

Para cada férmula «a, llamamos o a la formula que resulta de reemplazar
cada ocurrencia libre de z; por y; v cada ocurrencia ligada de x; por u;. Vamos
a ver que las formulas o, ..., ol forman una deduccién en K, con premisas
Y05 - - -V En efecto:

1. Si a; es una premisa, entonces o es una premisa.
2. Si «; es un axioma de K, se comprueba que o es un axioma de K.

3. Si a; se deduce por MP de «; y oy, es inmediato que o se deduce por
MP de o y .
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/

4. Sia; = Nz a; se deduce por IG de a;, entonces o, = Au Sy,

deduce por IG de o en Kg,.

que se

Ahora bien, como las premisas 7} y la conclusion «y son férmulas de £, todas
las variables x; que aparecen libres en ellas son variables libres de £, luego no se
alteran al calcular 4} o v/, es decir, que s6lo modificamos las variables ligadas,
por lo que estas transformadas son precisamente las férmulas consideradas en
el teorema [LM 2.16], y las equivalencias 7; <> v/ y 7 <> 7' son demostrables
en K (porque la prueba del teorema [LM 2.16] vale también en K sin cambio
alguno), y asi podemos concluir que v también es consecuencia de 7o, ...,
en K.,. L]

Hemos probado este teorema para justificar que el calculo deductivo que
estamos considerando aqui es esencialmente el mismo considerado en [LM], pero,
como ya hemos senalado, nosotros mantendremos siempre la distincién entre
variables libres y ligadas porque esto es necesario para aplicar las técnicas del
célculo secuencial expuestas en [CS|. No obstante, en la practica a partir de
ahora usaremos letras arbitrarias para referirnos a variables libres y ligadas,
sin excluir que demos el mismo nombre a una variable libre y a otra ligada
(pero nunca a dos variables libres o a dos ligadas, salvo que lo advirtamos
expresamente). "

Existencia con unicidad Generalizamos asi la definicién de la pagina 143:
1
Vur - upa = Vor v Aup - up (@ up =01 A Ay = vy,),

donde v, ..., v, son variables (ligadas) que no aparezcan en « y sean distintas
de uq,...,Up.

Notemos que la elecciéon de las variables vy, ..., v, es irrelevante, pues dos
elecciones distintas dan lugar a féormulas equivalentes, pues siempre podemos
eliminar los particularizadores sustituyendo las variables vy, . . ., v, por variables
libres x1, ..., z, que no estén en « y luego introducir particularizadores con otro

juego de variables v1, ..., v),.

En general, este argumento vale para probar que cualquier formula de tipo
Vua o Aua es equivalente a la que resulta de cambiar la variable u por otra
variable ligada cualquiera que no esté en «. Basta aplicar EP o EG y a conti-
nuacion IP o IG.

La existencia con unicidad tiene una caracterizacién maés 1til en la practica:

Teorema 3.21 Si las variables vy, ..., v, no estan en a(uy,...,u,) y son dis-
tintas de uy,...,u,, entonces
1
FVuy - upaur - upn) < Vug - up a(ug, ..o un) A

Aut - upvy - v (g, tn) A a(vr, ) = U =01 A A Uy = V).
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Nota Explicitando las sustituciones, la ultima parte del teorema se escribe
Aui vy - v (@ A ST o= uy = vp A A Uy = Uy).

UL Un

DEMOSTRACION: Por simplicidad probamos el caso de una tnica variable:

(1) Vua A Auv(a A Sla — u =) Hipotesis
(2) Sta EC, EP 1
(3) Sfa Hipotesis
(4) StaAnSla—z=y EC, EG, 1
5) z=y 1C 3, 2; MP 4
(6) Sla—z=y
(1) x=y Hipotesis
8) Sta EC EP 1
9) z=y—Sia

(10) Sta+z=y 1B 6,9

(11)  Au(a < u=1y) 1G 10

(12)  VoAu(a < u =) IP 11

1
(13)  Vua R 12

(14)  Vua A Auv(a A SPa — u=v) — \1/uoz

Por abreviar hemos aplicado varias reglas de inferencia simultdneamente y
—aunque habiamos dicho que no lo ibamos a hacer— hemos distinguido las
variables libres de las ligadas en la prueba). La implicacion opuesta es similar:

1
(1) Vua Hipotesis
2) VoAu(a < u=r) R1
3) Au(a < u=2) EP 2
(4) Sta+rz=z EG 3
(5) Sia EB, I, MP, 4
6) Vua IP 5
(7) StaASla Hipotesis
8) Sta—z=z EG, EB 3
(9) Slta—y==z EG, EB 3
(10) =y EC 7, MP 8, MP 9, SI, TI
(11) SfaASla—u=w
(12)  Auwv(a A S%a — u =) IG 11
(13)

1
Vua = Vua A Auv(a A S2a — u = v)

[l
w

Disyunciones y conjunciones finitas Si £ es un lenguaje formal con igua-
lador (aunque esto no es esencial) y llamamos 0 = \/x = # x, se cumple clara-
mente:

1. NaB € Form(L) aVv B e A
2. Nap € Form(L) FaV B« BV a
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3. Napy € Form(L) Fa Vv (BVy) < (aVB)Vy
4. Na € Form(L) Fa V0« a.

Estas propiedades son anélogas a los presupuestos del ultimo apartado de la
seccion 2.2 salvo que tenemos equivalencias logicas en lugar de igualdades. Si
s: I, — Form(L), podemos considerar igualmente el funtor dado por

V s; =0, An<m \ si=\ s Vsp,

<0 i<n+1 i<n

y los teoremas de dicho apartado se adaptan trivialmente cambiando igualdades
por equivalencias légicas. Por ejemplo, la tercera propiedad enunciada alli se
convierte en la equivalencia

= v S; = \/si\/\/smﬂ-.

i<m+n i<m i<n
La cuarta propiedad (junto con su prueba) se traduce en este contexto a

[iln — 1L, = F \ si< \V spq)
<n <n

A su vez, esta propiedad permite definir la disyuncion

V «

acx

para cualquier conjunto finito de férmulas x, de modo que

\V a=0, FV ae b,

acd ac{p}

asi como que si x e y son conjuntos finitos disjuntos de formulas de £, se cumple

F Vae VaVv Vo

aczUy aEx acy

Estos resultados justifican facilmente el uso de notaciones méas generales, como

n

V o« 0 ar V-V ay,

i=1
asi como las manipulaciones elementales de estas expresiones (siempre en tér-
minos de equivalencias logicas y no de igualdades).

De forma completamente analoga se pueden definir las conjunciones finitas,
que podemos expresar con las notaciones

/\Oéi o ay N\ N Q.

Notemos que la conjuncion vacia /\ « tiene que definirse como 1 = Ve z=2a
acd
para que se cumpla que - a A 1 < a.
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Algunas equivalencias El teorema siguiente permite probar que si en una
formula sustituimos una subsemiférmula por otra equivalente obtenemos una
férmula equivalente:

Teorema 3.22 Las equivalencias siguientes son teoremas logicos:

1. (e d) & (ha+ d),

2. ((aea)A B B)) = ((a=B) e (o = p)),
3. ()N (B B) = ((aVvp) e (o' Vvp)),
4 ((@ea) A (Be B) = (@A B) & (o' ABY)),
5. ((ara) A (B B)) = ((aeB) & (o & ),
6. Nu(a < B) —= (Au a < Au B),

7. Nu(a < B) — (\l/u s \1/u B),

8. Nu(a+ B) = (Vu a < Vu B).

DEMOSTRACION: Veamos, por ejemplo, 6):

(1) Au(a < B)  Hipotesis

(2) a+p EG 1

(3) Aua Hipotesis

4 « EG 3

(5) B MP 2, 5 (omitiendo EB)
6) Auf IG 5

(1) Nua — AupB

(8) AuB — Aua Se prueba analogamente
9) Aua < Aup IB7,8

A partir de aqui es facil probar que si en una expresion sustituimos una
variable ligada por otra que no aparezca en la subférmula que empieza con el
cuantificador o el descriptor que la liga, obtenemos otra expresion equivalente
(si es una formula) o igual (si es un término).

Por ejemplo, si en Auv(u | v — Vw(v = v - w)) cambiamos la w por otra
variable ligada w’, obtenemos una formula equivalente. El primer paso es probar
la equivalencia

Vuw(y =z -w) < Vu'(y =z -w').

Para ello suponemos un miembro, eliminamos el cuantificador sustituyendo la
variable w o w’ por una variable libre z, y volvemos a introducir el cuantificador
con la otra variable. En segundo lugar vamos aplicando sistematicamente el
teorema anterior, que nos da:

(@ly—=Vuly=z-w) < (@|y—= Vu'ly=2-u),
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No((x | v = V(o =z w) ¢ (@ | v = V' (v = 2 - u'))),
Moz v Vol =2 -w)) & Ao | v - V' (v = - ),
Au(Av(u | v = V(o = u-w)) < Avu | v — Vo' (v = u-u))),
Auv(u | v — V(o = u-w))  Auvlu | v — V' (v = u - w')).

Es por esto que, en la préctica, todas las elecciones de variables ligadas re-
sultan irrelevantes, salvo por el hecho de que conflictos entre ellas. Por ejemplo,
en el ejemplo anterior no podriamos haber cambiado w por v, lo que técnica-
mente se refleja en que, de haberlo hecho asi, al introducir el cuantificador Av
nos encontrariamos con que x no es sustituible por v. [

Forma prenexa Los lenguajes formales permiten definir una nocién de “com-
plejidad” de una afirmacién que resulta util en contextos muy variados. Es
frecuente que a los estudiantes les cueste asimilar la nocién de limite de una
funcién en un punto mas de lo que les cuesta comprender otros conceptos del
mismo nivel. Uno de los factores que influyen en ello es que empieza més o
menos asi: “Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para todo x € R, ...”
La dificultad no esta en que haya tres cuantificadores, pues una definiciéon que
empiece con “Para todo €, para todo § y para todo x se cumple ...” resulta
mucho mas sencilla. La complejidad de la definicién de limite se debe a que los
tres cuantificadores se alternan: “para todo. .. existe. .. para todo ...”

Vamos a definir la complejidad de una férmula en términos de la alternancia
de sus cuantificadores. Para ello introducimos la nocion de forma prenexa:

Definicién 3.23 Se dice que una férmula sin descriptores o de un lenguaje
formal £ esta en forma prenexa si a = way, donde o es una semiférmula sin
cuantificadores y 7 es una sucesion finita de cuantificadores universales Au y/o
existenciales Vu. A 7 se le llama prefijo de . En tal caso, se dice que « es
de tipo X,, (II,,) si su prefijo consta de n bloques de cuantificadores alterna-
dos empezando por un cuantificador existencial (universal). Las formulas sin
cuantificadores!! se llaman férmulas Ag.

Por ejemplo, una férmula de tipo X3 es

VazyAuvwVz(z +u =y A yow = 2).

Esta clasificacion tiene interés porque, como veremos a continuacién, toda
formula es logicamente equivalente a una férmula en forma prenexa. La prueba
se basa en el teorema siguiente, que dejamos como ejercicio:

11En realidad, el concepto de formula Ag depende del contexto, aunque se trata siempre
de una restricciéon sobre los cuantificadores que pueden aparecer en la formula. Aqui hemos
considerado el caso extremo de no admitir cuantificadores, pero, por ejemplo, en aritmética
se admite que contengan cuantificadores acotados, de la forma Au < z, Vu < z, mientras que
en teoria de conjuntos se admiten cuantificadores Au € z, Vu € z en las formulas Ag.
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Teorema 3.24 Se cumple:

L F(a— AuB) < Au(a — 8), 2. F(a—= Vup) < Vu(a — B),
3. F(Aua— B) < Vula—p), 4 FNua— B) < Aula — B),
5. F(aVv Aup) & Au(av ), 6. F(aVvVub) < VulaVpB),
7. F(AuanB) o Aul@np), 8 F(NuanB) o VulanB).

(Notemos que la variable ligada u no puede estar libre en las formulas que
aparecen sin cuantificar.)

Ahora es facil probar:

Teorema 3.25 Para toda formula o, existe otra formula B en forma prenexa
con las mismas variables libres que « tal que - a <> f3.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién'? sobre la longitud de a.

Sia = R}ty ---t,, entonces ya estd en forma prenexa, pues no tiene cuanti-
ficadores. Tomamos 3 = a.

Si o = —y, por hipotesis de inducciéon sabemos que v <> 76, para cierta
formula 7 en forma prenexa, luego por el teorema 3.22 tenemos - —y < —7d.
Aplicando (NG) y (NP) podemos “meter” el negador, y asi - =y <> /=4, donde
7’ es la sucesion de cuantificadores que resulta de cambiar cada cuantificador
universal de 7 por uno existencial y viceversa.

Si a =~ — d, por hipotesis de induccion - v <+ me y F 6 <+ 7'n. Eliminando
e introduciendo cuantificadores si es preciso, podemos suponer que las variables
que liga 7 no estan en 7'n y viceversa. Por 3.22 tenemos que F « + (e — 7'n).
Por el teorema anterior, - o <> 7/(me — 1), y también - (e — n) < 7’(e — 7).
Por (IG) y 3.22 tenemos que + 7’(me — 1) <> 7’'7n"(e — n) y, por lo tanto,
Fa+nr(e = n).

Si @ = Auy(u), por hipétesis de induccién + y(z) < 7wd(x). Por (IG)
tenemos que = Au(y(u) «» 76(u)) y por 3.22 queda - a > Aurd.
Si a es de cualquier otra forma, se puede reducir a los casos anteriores. Por

ejemplo, si @« = 8 V v, sabemos que es equivalente a =8 — ~, y basta aplicar
los casos del negador y del implicador, etc.

Es facil comprobar que en cada caso las variables libres de la férmula cons-
truida son las mismas que las de la formula dada. L]

12Podemos definir un funtor que a cada semiférmula £ le asigne una férmula 8* que resulta
de sustituir las variables ligadas de a que estén libres por unas variables libres nuevas que
no estén en «. Fijada una férmula o, en ARP podemos definir el conjunto de todas sus
subsemiférmulas y, por reemplazo, el conjunto S(a) de todas las formulas 5* tales que 8 es
una subsemiférmula de o A su vez, podemos definir S;(«) como el conjunto de los elementos de
S(«) de longitud ¢. La prueba del teorema consiste en definir un funtor diadico F' de modo que
F (o, 1) sea una funciéon de dominio S;(a) que a cada ag le asigne un par F(a,i)(ao) = (8, d)
de modo que 8 sea una féormula en forma prenexa con las mismas variables libres que ag y

d
F(ao <> B). Suponemos el funtor definido para j < ¢ y lo definimos para .
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En la préactica es facil extraer los cuantificadores de cualquier formula dada
usando el teorema 3.24.

3.6 Teorias axiomaticas

La definicion de sistema deductivo formal permite considerar axiomas y re-
glas de inferencia arbitrarios. Sin embargo, demostraremos que K captura
plenamente el razonamiento légico tal y como los matematicos lo entienden,
luego lo 1inico que necesitamos es anadirle axiomas que expresen propiedades
especificas de objetos que queramos estudiar, sean nidmeros, conjuntos, figuras
geométricas, etc. Ello nos lleva a la definicion siguiente:

Definiciéon 3.26 Una teoria aziomdtica (de primer orden) sobre un lenguaje
formal £ es un sistema deductivo formal T" sobre £ cuyos axiomas contengan a
los de K y cuyas reglas de inferencia sean las de K.

En toda teoria axioméatica podemos distinguir entre sus aziomas ldgicos (los
axiomas de K ) y sus aziomas propios (los axiomas afiadidos a los de K).
Normalmente, cuando se habla de los axiomas de una teoria axiomética, se
sobreentiende que se trata de sus axiomas propios.

Asi por ejemplo, la teoria de conjuntos ZFC, que sirve de fundamento a la
mayor parte de la matematica actual, es una teorfa axiomaética en este sentido.
Si £ es el lenguaje formal de ZFC, lo que se conoce usualmente como “axiomas
de ZFC” son los axiomas anadidos a los de K que especifican las propiedades
que suponemos que cumplen los conjuntos abstractos, pero la légica subyacente
en ZFC no es ni méas ni menos que la de K.

Diremos que una teoria axioméatica T” extiende a otra T si todos los signos
del lenguaje de T son también signos del lenguaje de 7" y todos los axiomas
de T son teoremas de T”. Esto hace que, de hecho, todos los teoremas de T' sean
teoremas de T”. En particular, todas las teorias axiomaéticas, en el sentido que
acabamos de darle a este concepto, son extensiones de K.

Observemos que todos los resultados que hemos demostrado para K son
aplicables a cualquier teorfa axiomética T', puesto que una demostraciéon en 7' es
lo mismo que una deducciéon en K que tiene por premisas los axiomas propios
de T' que aparezcan en ella.

Una teoria axiomética T' es contradictoria si existe una féormula « tal que

Fa y F—=a. En caso contrario se dice que T es consistente.
T T

En virtud de la regla de contradiccion (C), si T' es una teoria axiomatica con-
tradictoria sobre un lenguaje formal £, todas las formulas de £ son teoremas
de T, lo que significa que demostrar algo en T no aporta nada. Equivalente-
mente, una teoria es consistente si y solo si existe al menos una féormula que no
es demostrable en 7.

Es obvio que si una teoria axiomatica T” extiende a otra Ty T es contra-
dictoria, también lo es 7. En particular, si K fuera contradictorio también lo
serian todas las teorias axiomaticas. Afortunadamente, no es el caso:
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Teorema 3.27 Si L es cualquier lenguaje formal, K es consistente.

DEMOSTRACION: A lo largo de todo este capitulo hemos distinguido los re-
sultados sobre modelos porque no son formalizables en ARP, pero esto no es
exactamente asi. Es fécil formalizar en ARP todo cuanto hemos dicho sobre
modelos, satisfaccion, verdad, etc. siempre y cuando exijamos que los modelos
considerados tengan universo finito. No hemos insistido en ello porque no es
algo muy 1util, ya que practicamente todos los modelos de interés tienen uni-
verso infinito, pero, dado cualquier lenguaje formal £, siempre podemos definir
(en ARP) un modelo de £ cuyo universo sea My = {0}, en el que todas las cons-
tantes de £ se interpretan como 0, en el que todos los relatores se interpretan
como las relaciones que se cumplen siempre, y en las que todos los funtores se
interpretan como las funciones que toman el inico valor posible, 0.

El teorema de correccién implica entonces que si - «, entonces My F «, pero
no puede ocurrir que My F o'y My F —a, por lo que no puede ocurrir que K
sea contradictorio. n

Nota Aunque ARP no es una teoria axiomatica en el sentido que hemos defi-
nido aqui, tiene sentido plantearse igualmente si es consistente o contradictoria,
y el teorema de correcciéon para ARP prueba que, de hecho, es consistente, pues
todo teorema de ARP tiene que ser verdadero (en el Gnico modelo de ARP que
hemos considerado) y una férmula y su negacién no pueden ser ambas verdade-
ras. Sin embargo, ARP no admite modelos finitos, y no es posible demostrar en
ARP la consistencia de ARP, cualquier prueba empleara necesariamente técnicas no
estrictamente finitistas. ]

Definicion 3.28 Diremos que una teorfa axioméatica 1" es una extension con-
servativa de otra teoria T si T” extiende a T' y una formula del lenguaje de T'
es demostrable en T si y s6lo si es demostrable en T’. Si ademas toda férmula
del lenguaje de T” es equivalente en 7" a una del lenguaje de T (con a lo sumo
las mismas variables libres), diremos que la extension es intrascendente.

Observemos que si T es una extension conservativa de T'y T es consistente,
entonces T’ también lo es.

Si T’ es una extension intrascendente de T, tenemos que en el lenguaje de 7"
no puede expresarse nada que no pueda expresarse ya en el lenguaje de T', por
lo que tampoco puede demostrarse nada que no pueda demostrarse ya en T
Asi pues, la capacidad expresiva y probativa de T” es la misma que la de T

Esta situacion se da cuando partimos de una teorfa axiomatica T sobre un
lenguaje formal £ con igualador, pero sin descriptor, y pasamos a considerar
la teoria T’ sobre el lenguaje £’ que resulta de anadirle a £ un descriptor
(y, por consiguiente, a los axiomas de T, afiadimos, no sélo los dos grupos de
axiomas asociados al descriptor, sino también todos los axiomas de los demés
tipos correspondientes a formulas de £’ con descriptores). En realidad veremos
que hace falta anadir un axioma maés.
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Eliminaciéon de descriptores El descriptor complica sustancialmente la gra-
matica de los lenguajes formales, pero vamos a probar que, aunque en la practica
es muy util para formalizar definiciones, en teoria podemos prescindir de él bajo
hipétesis muy débiles:

Teorema 3.29 (Eliminacion de descriptores) Sea T una teoria axiomdtica
sobre un lenguagje formal £ con igualador, pero sin descriptor, y llamemos L'
al lenguaje formal que resulta de anadirle a £ un descriptor. Supongamos que
existe una formula ¢(z) de L, con T _como dnica variable libre, tal que

= Viuo(u).

Llamamos T' a la teoria ariomdtica sobre L' cuyos axiomas propios son los de T
mds el axioma ¢(v|v =v). Entonces T' es una extension intrascendente de T

Observemos que si el lenguaje £ tiene una constante ¢, siempre podemos
tomar ¢(z) = x = ¢. Otro caso se da en cualquier teoria de conjuntos, donde
podemos tomar ¢(z) = Auu ¢ =.

Asi, el axioma que le hemos anadido a T’ expresa que toda descripcién
impropia (todo lo que no esté bien definido) es, por definicion, la constante ¢ (o
el conjunto vacio en una teoria de conjuntos).

Observemos que, por la unicidad,
;x = (v|v =) + ¢(x).
Teorema 3.30 Si x no estd en ula, se cumple
1
Fr=ula+ Aula+u=12)V (=Vua Az =vv=0).

DEMOSTRACION: Esbozamos la prueba. Bajo la hipotesis = ula, distin-
1 1

guimos dos casos, o bien Vu a o bien =Vu a.

En el primer caso, por la definicién de unicidad, tenemos Vo Au(a ¢ u = v).
Eliminamos el particularizador, con lo que Au(a ++ u = y). Eliminando el
generalizador llegamos a Sy o (u|a) = y, pero la parte izquierda la tenemos
por la regla de las descripciones propias, con lo que y = w|a. Por hipdtesis,
x =y y por la equivalencia de términos idénticos Au(a +» u = ).

En el segundo caso, la regla de las descripciones impropias nos permite afir-
mar que ulo = vjv = v y por hipotesis = ula, lo que nos lleva a la conclusion.

Supongamos ahora la parte derecha del teorema. Por la regla del dilema
basta probar que ambas disyuntivas nos llevan a x = u|a.
Si suponemos (¥): Au(a > u = x), introduciendo un particularizador obte-
1

nemos Vu a, luego la regla de las descripciones propias nos da Sq'“a. Por otro

lado, eliminando el generalizador en (x) obtenemos sl

concluimos que = = u|a.
1

Si suponemos =\Vua A = v|v = v, la regla de las descripciones impropias
nos da que ula = vjv = v, luego concluimos igualmente que = = u|a. =

“a + ula = x, luego
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Combinando esto con la observacion previa al teorema, vemos que

1
IT—,J: =ula < Nu(a < u=12)V (=Vua A ¢(z)).

A continuacién definimos, para cada semitérmino ¢ de £/, una semiférmula
Y¢(x) de £ que tenga las mismas variables libres que ¢ méas una variable libre
adicional x y, para cada semiférmula a de £’, una semiférmula o* de £ que
tenga sus mismas variables libres (de modo que, si partimos de una expresion,
obtenemos una férmula).

La definicién es la siguiente:

1.
2.

Si ¢t = y es una variable (libre o ligada), entonces ¥, (x) =z = y.
Si t = ¢ es una constante, ¥ (r) =z = c.
Sit= f"(t1,...,tn), entonces
Pe(@) = Vur - un (g, (un) A= Ay, (ug) A= [ (us .o u)).
Sia=R"(t,...,t,), entonces
a* = Vg - un (W, (ur) Ao A by, (un) A R™(ug, - ., up)).
Si a = -3, entonces a* = =%

Sia = B V v, entonces o = f* V 7", e igualmente para los demas
conectores.

Si a = Au B, entonces o* = Au B*.
Si a = Vup, entonces o* = Vu f*.
Si ¢ = u|w, entonces

Yi(r) = Nu(a* < u=12) Vv (-Vua* A ¢(z)).

Necesitamos probar varios hechos sobre estas férmulas.

1.

Si x es una variable que no esta en el término t de £’ y « es una férmula
de L',
}T—/wt(:t) © =t }T—/a* .

Y si t o a no tienen descriptores, la equivalencia correspondiente puede
probarse en T.

En efecto, razonando por induccién sobre la longitud de una expresiéon,'?

todos los casos son inmediatos, salvo el correspondiente a las descripciones
t = u|a, donde usamos

1
IT—/ r=ula < Nu(a & u=12)V (=Vua A ¢(x)), IT—, a*(x) + ax).

13T¢cnicamente el planteamiento es el mismo que se indica en la nota al pie de la demos-
tracién del teorema 3.25.
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2. I;\/v P (v).

Nuevamente, todos los casos son inmediatos salvo el correspondiente a
1 1

t = u|a. Distinguimos dos casos: o bien Vua*(u), o bien =\ua*(u). En
el primer caso () sélo lo cumple el Gnico 2 que cumple o*(z) y en el
segundo caso solo lo cumple el tnico 2 que cumple ¢(x).

3. Sit,t’ son términos de £, « es una féormula y x es una variable que no
esté en S} t' ni en S}, entonces

jhl/fs;t’ (z) < Vu(w(u) A Sytw (x)), ?(S;a)* < Vu(ye(u) A Sya’).
Probamos por induccién sobre la longitud de una expresiéon 6§ que cumple
lo requerido para t’ o « segin si es un término o una férmula.

Si § = z es una variable, distinguimos dos casos, segin si y = z 0 y # z.
En el primer caso hay que probar (en T') que

Yi(x) & Vu(u) Ao =),

lo cual es obvio.

En el segundo caso hay que probar
=z Vul(u) Az = 2),

y esto es también un teorema porque, segin el apartado precedente, en T'
podemos probar que \ut(u).

El caso en que € = ¢ es una constante es idéntico a la segunda parte del
caso anterior, cambiando z por c.

Si @ = f"(t1,...,tn), lamando t] = S} t;, tenemos que
Ysto(z) = Vug - un (g (wr) A== Atpy (un) Az = f"(u1, ... un)).
Por hipétesis de induccion,
wt;l(ffi) & V(Wi (vi) A Sy, (),

pero en T se prueba /v (v), luego todos los v; tienen que ser iguales, y
1/%; (z;) equivale a

V(e (u) A Sy Vg - -y (e, (wr) A= Ay, (un) Az = " (ur, . u))),
que es lo mismo que Vu(tpe(u) A Sitpg(x)).

Si 6 = R™(t1,...,ts), llamando t' = S;ti7 como antes, tenemos que

0" = \/’LL1 o un(wt’l(ul) AREENA %;L(Un) A Rn(ula s 7un))
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y, aplicando como antes la hipdtesis de induccion, esto equivale a
Vu(e(u) A syVuy - un (e, (ur) A -+ Ay, (un) A R™(ug, . .. un))),

que es lo mismo que Vu (v (u) A S46%).

Si 6 = —a, por hipotesis de induccién en T se prueba

(S’Za)* < Vu(s(u) A Sya”).

1
Teniendo en cuenta que también tenemos \/u1);(u), es facil concluir que

=(Spa)* < Vu(ie(u) A Sy—a*).

Los casos correspondientes a los demas conectores se tratan analogamente
(siempre teniendo en cuenta la unicidad de ).

Si 8 = Ava, en el caso en que y = v, hay que probar que
0% < Vu((u) A 6%),

lo cual se cumple porque en T se prueba Vw1 (u).

En caso contrario, aplicando la hipotesis de induccion (y cambiando la
variable u por otra, si hace falta, para que u Z v):

(s10)* = Nu(s ) <+ NvVu(e(u) A Spa®),

y esto equivale a \Vu (v (u) A SZ/\va*), que es Vu(i(u) A Sy 07).

El caso en que 8 = \va es analogo.

Si 0 = v|a, el caso en que y = v 0 y no esta libre en « es idéntico a la
)
parte correspondiente del caso anterior. En caso contrario,

wszg(x) = /\v((SZa)* “v=1x)V (ﬂ\/v(Sga)* A ¢(x)).

Aplicando la hipotesis de induccioén, esto equivale a

No(Vu(pe(u) A Sja*) <> v =1a)V (—|\1/v\/u(1/)t(u) A Sya™) A ¢(x)).

1
Usando una vez méas que en T se prueba que \u 1 (u), esto equivale a

V(i (u) A (/\U(SZOA* sv=12)V (=Vv SZa* A é(2)))),

que a su vez equivale a \/u(¢y(u) A Sitpg(z)).
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4. Si 0 es un axioma de K/, entonces - 6*.
T

Esto es inmediato para los axiomas del calculo proposicional, pues al elimi-
nar sus descriptores obtenemos otro axioma del mismo tipo. Por ejemplo,

(o= (B—a) =a* = (8" —a").

Analizamos tnicamente los casos en los que la comprobacién no es inme-
diata:

Si 0 = Aua — St a, entonces
0* = Aua™ — (SLa)*),
y por el punto precedente esto equivale en T" a
Aua* — V(i (v) A SLa™),

y es facil probar esto en T teniendo en cuenta que podemos probar \/v 1, (v).
Si 0 = Au(u =t — a) < 8,a, observemos en primer lugar que

(z=1)" = Vuv(u=z A (v) ANu="),
que equivale en T a ¢;(z). Por lo tanto, 8* es equivalente a

Au(i(u) = a*) < Vo(e(v) A SLa*),

y esto es ciertamente un teorema de T

Por ejemplo, si suponemos el miembro derecho, tomamos un x que cumpla
Ye(x) A a*(x). Si se cumple t:(y), por la unicidad de v, tiene que
ser y = x, luego también se cumple a*(y), lo que nos da la implicaciéon
Au((u) — o). El reciproco es mas sencillo.

1
Sif=Vua— Sﬁ‘aa, entonces

0" = \1/'LLOZ* — \/U(l/fum(u) A OA*),
donde .
Vula(@) = Nu(a® < u=x) vV (=Vua* A ¢(z)).

Por lo tanto, si suponemos que existe un tnico u que cumple «*, como
también sabemos que existe un tinico 2 que cumple 9,4 (), dicho x cum-
ple la primera férmula de la disyuncién, de donde se sigue que cumple
a*(x), luego tenemos que \/u(wu‘a A a®).

1
Por tltimo, si # = -Vua — ula = v|v = v, entonces 6* equivale a

1
“Vua® = Vurua (Pyja(u1) A hyjomy (u2) A ur = uz),
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que a su vez equivale a

1
_‘\/u o — \/u(wu\a(u) A wv\vzv(u»'

1
Ahora bien, bajo la hipotesis =\Vu o*, en T podemos razonar que el tnico
x que cumple ¥, (x) es también el tnico x que cumple ¢(x). Por otro
1
lado tenemos que distinguir dos casos, segin si Vvv = v 0 no. En el
primer caso todo es igual a todo, y el tnico x que cumple 9,4 (z) es
también el tinico x que cumple t,|,—,(x), mientras que en el segundo caso
se razona que el inico 2 que cumple v,|,—,(2) es también el Gnico = que
cumple ¢(z). En ambos casos tenemos que 9y)o () A 9y|y—y (), de donde
obtenemos la conclusion.

5. Si # es un axioma de T’, entonces '}9*'

En efecto, ya lo hemos probado para los axiomas logicos, también es cierto
para los axiomas de T, pues son féormulas de £ y entonces 6* equivale
a 6 en T, luego 0" es un teorema. Solo falta probarlo para el axioma

0 = ¢(vjv = v) = 8Y"""¢(x). Sabemos entonces que 6* equivale a

Vu(wv\vzv (u) A ¢(U)),

y en el apartado anterior ya hemos visto que esto es un teorema de T,
1

pues, tanto si Vv v = v como si no, se cumple que el tnico z que cumple
Yy|v=y(x) coincide con el tnico x que cumple ¢(x).

Ahora ya es inmediata la prueba del teorema 3.29: La primera parte la hemos
demostrado ya, pues toda formula « de £’ es equivalente en T” a la formula o*.
Para probar la segunda parte, suponemos que asq, ..., Q;, es una demostracion
en 7" de una férmula o = av,, de £. Basta probar inductivamente que cada o
es un teorema de T, pues en particular tendremos que «* es un teorema de T,
y o es equivalente a o en T.

Si «; es un axioma de 77, ya hemos visto que «f es un teorema de T. Si oy
: : * * *
se deduce de las lineas anteriores o y a;j — «; por MP y o} y a — ] son
teoremas de T, es obvio que «a; también lo es.

Por tltimo, si a; = /\usgaj se deduce por IG, entonces o es equivalente a
/\usga; y también se deduce por IG del teorema oj. L]

En particular, si una teoria axiomética T sobre un lenguaje sin descriptor
es consistente, sigue siéndolo si le afladimos un descriptor (y un axioma de tipo
¢(v|v = v) que determine la descripcion impropia).



Capitulo IV

Teorias aritmeéticas

En el capitulo precedente hemos definido el concepto general de “teoria axio-
matica de primer orden”, pero sucede que la aritmética recursiva primitiva que
hemos usado como teorfa bésica para formalizar en ella la légica, no es una
teoria axioméatica de primer orden: en efecto, el lenguaje de ARP carece de
cuantificadores (y de conectores logicos, aunque hemos visto que éstos pueden
ser definidos aritméticamente, al igual que los cuantificadores acotados).

Aqui presentaremos una teoria axiomatica de primer orden a la que lla-
maremos (provisionalmente) ARPT que, en cierto sentido que tendremos que
precisar, es equivalente a la aritmética recursiva primitiva. Asi, ARP* nos per-
mitird trabajar (mas comodamente) con la logica de primer orden, que carece
de las restricciones que impone la logica de ARP, sin perder la identificacion que
proporciona ARP de los resultados que podemos demostrar con técnicas estric-
tamente finitistas. Después introduciremos otras teorias aritméticas (es decir,
teorfas disenadas para hablar de los ntimeros naturales) estrechamente relacio-

nadas con ARP y que nos permitirén relacionarla con la llamada Aritmética de
Peano (AP).

Todo el contenido de este capitulo es formalizable —y, mas atun, lo podemos
considerar formalizado— en ARP. Por simplicidad consideraremos que los len-
guajes formales tienen tnicamente los conectores — y V, de modo que los otros
tres se definen a partir de ellos, pero mantendremos los dos cuantificadores como
signos primitivos, a pesar de que podriamos eliminar el particularizador.

4.1 ARP como teoria de primer orden

En el capitulo precedente hemos definido el lenguaje que hemos llamado L;‘rp,
que es el lenguaje con igualador —pero sin descriptor, pues sus funtores permiten
hacer referencia a cualquier concepto que podamos definir sin necesidad del
descriptor— cuyos tnicos signos eventuales son la constante 0 y los funtores
de Larp (que ahora consideramos como signos individuales en lugar de como

cadenas de signos, pero esto es un tecnicismo irrelevante).

185
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Si tomamos también como variables libres de Latp las variables de L,rp, en-

. . 4 ;
tonces todos los signos de L, son signos de L7, por lo que podemos considerar

a todos los términos y férmulas de £,,, como términos y formulas! de L;‘rp. En

particular, podemos ver todos los axiomas de ARP como formulas de L;‘rp.

Definimos ahora una teoria axiomatica sobre este lenguaje L;p. Recordemos
que esto significa que sus tnicas reglas de inferencia son las de K.+ y cuyos
Hp
axiomas incluyen a los de K.+ , por lo que sblo tenemos que especificar los
$op

axiomas propios:

Definicién 4.1 Llamaremos aritmética recursiva primitiva (de primer orden)
a la teorfa axiomatica ARPT cuyo lenguaje formal es L;‘}p y cuyos axiomas
son los axiomas de ARP (es decir, las definiciones de los funtores) mas los que

indicamos a continuacién:
1. Sx #0,
2. Sx=8Sy—z=y,
3. a(0) A Au(a(u) = a(Su)) — a(z),
para toda formula sin cuantificadores «(x) (tal vez con méas variables libres).

Observemos que 3. no es un axioma, sino un esquema axiomatico, es decir,
un criterio que determina infinitas formulas con esta estructura, una para cada
formula o. A dicho esquema se le conoce como principio de induccion abierta.?

El teorema siguiente nos da la conexién més obvia entre ARP y ARP™:
Teorema 4.2 Todo teorema de ARP es también un teorema de ARP™T.

DEMOSTRACION: Basta probar que si ag,...,q, es una demostraciéon en
ARP, podemos construir una demostraciéon en ARPT que contenga cada «; entre
sus lineas.? Supongamos que ya hemos formado una demostracién que contenga
las lineas anteriores a ;. Si «; es un axioma de ARP, entonces podemos incluirlo
sin més en la nueva demostracion, pues también es un axioma de ARP*. Ahora
tenemos que considerar cuatro casos, segin si «; se deduce de formulas anteriores
por cada una de las cuatro reglas de inferencia de ARP.

1. Si a; = s1(t) = s2(t) y se deduce por Sy de s1(z) = s2(x), esta ultima
linea la tenemos ya en nuestra nueva deduccion, luego podemos aplicar 1G
para obtener Azs;(z) = sa(z) y luego EG para obtener s; () = s5(t).

1Hay una sutileza irrelevante, y es que, por ejemplo, el término xo + 1, como término
de Larp es la cadena de signos ppS0S0kSpSSS0S5S5S0x0xS0, de longitud 22, mientras que,
visto como término de L;}p es la cadena +zgx1 de longitud 3, porque en L;}p hay bloques de
signos de Larp que cuentan como un dnico signo, pero lo importante es que cada expresion
de Larp se traduce a una tnica expresion de L;Lrp agrupando los signos correspondientes a un
mismo funtor o variable.

2Una férmula abierta es una formula sin cuantificadores.

3Técnicamente, construimos un funtor F(d,4) que a cada demostracién d en ARP y a cada
i < £(d) le asigna una demostracién de la férmula d; en ARP.
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2. Si a; = s(t1) = s(t2) y se deduce por Sy de t; = tg, contamos con esta
linea en la nueva deduccioén, y sélo hay que aplicar ETI para obtener «;.

3. Si «; se deduce por la regla T, es claro que podemos deducirla también
usando SI'y TI.

4. Supongamos finalmente que a; se deduce por Iy. Esto significa que en la
nueva deduccion tenemos ya las lineas s1(0) = s2(0), s1(Sx) = h(z, s1(z)),
s2(Sxz) = h(x, s2(x)), y tenemos que deducir s1(z) = sa(x). Claramente,
podemos obtener la conclusién aplicando el principio de induccién abierta
a la formula a(x) = s1(z) = s2(x). No obstante, detallamos la deduccién:

(1) «(0) Premisa

(2) s1(Sz) = h(x,s1(x)) Premisa

(3) s2(Sz) = h(x,sa2(x)) Premisa

(4) s1(z) =sa(x Hipotesis

(5) h(z,s1(x)) = h(x,sa(z)) ETI 4

(6) s1(Sz) = s2(Sx) SI, TI, 2,3, 5

(7) a(x) = o(Sx)

(8) NAu(a(u) = a(Su)) IG7

9)  a(0) A Au(a(u) — a(Su)) IC 1,8
(10)  a(0) A Au(a(u) = a(Su)) — a(z) Axioma
11) a(x) MP 9, 10

Nota Observemos que, un poco mas en general, si en ARP podemos deducir
una férmula o de unas premisas, lo mismo sucede en ARPT. (Basta afiadir
en la prueba anterior el caso en que «; es una premisa, en cuyo caso podemos
incluirla en la deducciéon nueva también como premisa.) L]

Observemos ahora que en ARPT tenemos dos definiciones distintas de los
conectores logicos. Por una parte tenemos los conectores del lenguaje Ljrp v,
por otra, los definidos aritméticamente en ARP. Vamos a ver que son equiva-
lentes. Para ello necesitamos probar antes el teorema siguiente, que afirma que
en ARP™ es posible demostrar ciertas formulas que, interpretadas con los co-
nectores definidos aritméticamente, ya sabemos que son teoremas de ARP, pero
el quid es que aqui nos referimos a las formulas formadas con los conectores
logicos de L.jrp, y necesitamos este resultado para probar que son equivalentes
a los definidos aritméticamente.

Teorema 4.3 Las formulas siguientes son teoremas de ARP™:
1. Sx #0,

Sr=Sy—>zxz=y,

r=0Vze=>5Sx=1),

™ o e

r+z=y+tz—x=y,
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S5 r+y=0—=a2=0Ay=0,
6. zy=0—-2=0VvVy=0.

DEMOSTRACION: 1) y 2) son axiomas de ARP*. Para probar 3) aplicamos
el principio de induccion abierta a la formula a(z) =z =0V ¢z = S(x ~ 1).
Obviamente tenemos «(0). Supuesto «(x), observamos que (Sz) ~ 1 = z, pues
esto es un teorema de ARP, luego también de ARP™ (y aqui no hay conectores).
Por lo tanto, S((Sx) ~ 1) = Sz, luego tenemos que Sz =0V S(Sz =~ 1) = S«,
que es a(Sz), y esto completa la induccion.

Para probar 4) razonamos por induccién sobre z. Para z = 0 tenemos que
z+0=x, y+ 0=y, pues esto es un axioma de ARP, luego también de ARP*.
Por lo tanto, t+0=y+0— xz =y.

Supongamos ahora que = + Sz = y + Sz. Por los axiomas que definen el
funtor suma, esto implica que S(z + z) = S(y + 2) y, por 2), concluimos que
T+ z =1y + 2z, de donde la hipdtesis de induccién nos da que x = y.

Para probar 5) razonamos por inducciéon sobre y. Para y = 0 usamos el
axioma z + 0 = z, que nos da que x +0 =0 — z = 0 A 0 = 0. Supuesto cierto
para y, si z+ Sy = 0, por la definicion del funtor suma serd S(z+y) = 0, lo cual
contradice 1), luego podemos concluir cualquier cosa, como z =0 A Sy = 0.

Para probar 6) razonamos por induccion sobre y. Para y = 0 es trivial. Si
es cierto para y y se cumple xSy = 0, entonces, por la definicion del funtor
producto, zy +x = 0, luego por 5) tenemos que x = 0, luego también se cumple
r=0V Sy=0. n

Recordemos ahora que en Lg,p, luego también en Ljrp? tenemos definida la
formula
r<y=z+(y-z)=y.

Definicion 4.4 Llamaremos semiformulas Aj de £, a las semiformulas de-
terminadas por los criterios siguientes:

1. Toda semiférmula atémica es Af.

4

2. Si a y f son semiférmulas Af, también lo son* ~a y a Vv 8.

3. Si t es un semitérmino, u es una variable que no esté en ¢, y o(u) es una
semiférmula Af, entonces

Vu<taw)=Vuu<tAaw) v Au<taw)=Aulu <t — a(u))
son semiférmulas Ag.

De la segunda condicién se deduce que ao A 8, a = By « <+ 3 también son
semiformulas Aj. Las formulas A son las semiférmulas Af que son férmulas.

4Recordemos que estamos suponiendo que los Gnicos conectores primitivos de L;Lrp son -y
V, pero si queremos considerar los cinco conectores como primitivos, s6lo tenemos que anadir
en este punto los que faltan.
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A cada formula o de £} de tipo Af le asociamos una formula o* de Lapp
. . . . . . . . |4
con las mismas variables libres mediante el criterio siguiente:

1. Si « es una férmula atémica, a* = a.

2.

w

5.

Aqui hay que entender que los signos logicos de los miembros derechos son los
definidos aritméticamente en ARP, mientras que los de los miembros izquierdos
son los signos logicos de £
Teorema 4.5 Sia es una formula Ay de £F,,, entonces en ARPT se demuestra

que o <> . En particular, si o es demostrable en ARP, entonces o lo es en
ARPT.

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon® sobre la longitud de o. El
resultado es trivial si « es una férmula atémica, pues entonces a* = a.

Para los casos restantes observemos en general que en ARPT se demuestra,
para toda formula ¢ de Layp, la equivalencia t4 = 0 <> ¢ (con el conector
de Larp) pues, suponiendo ¢4, = 0, en ARP (luego en ARP™) se prueba ¢, y
viceversa, y esto nos da la equivalencia.

Si a = - y suponemos que 3 ++ 8* es demostrable en ARP™, entonces
(=B) =-(8") =1+tp- =0 g #0 6 =(8") & f.

Veamos con detalle las dos equivalencias. Para la primera, si 1 ~g- =0, en
ARP podemos probar que —(tg« = 0) (con el negador definido en ARP), pero
esto implica (siempre en ARP) que tg« = S(tg+ ~ 1), luego el apartado 1) del
teorema 4.3 nos da que tg- # 0 (con el negador de ARP™).

Reciprocamente, si tg« # 0, por 3) de 4.3, tenemos que tg = S(tg- ~ 1)y
esto implica en ARP que —(t3+- = 0), de donde 1 ~ tg« = 0.

La segunda equivalencia (en la que ambos negadores son los de ARP™) es la
que hemos probado en general mas arriba.

5Técnicamente, consideramos los conjunto S;(a) formados por las férmulas de longitud 4
que se obtienen de las subsemiférmulas de a sustituyendo sus variables ligadas que estén
libres por (una elecciéon de) otras variables libres, y definimos un funtor tal que F(a,1i) sea
una funcién de dominio S;(a) de modo que F(«,)(8) = B*.

6Técnicamente (véase la nota al pie precedente), lo que hacemos es definir por recursion
completa un funtor tal que F(a, i) es una funcién de dominio S;(a) de modo que F(c,)(83)
sea una demostracion de 8 <> 8*.
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Sia=p3V~yyen ARP' se demuestra que 3 < 8% y v < ~v*, entonces,
usando la propiedad 6) de 4.3,

BV =8V =tge -ty =013 =0Vix=0"Vy" < V.

Si = Vu <tB(u)y el teorema vale para la férmula 5(z), entonces
(Vu <tB(u)* = Vu < tB8*(u)

y ahora observamos que, puesto que en ARP, suponiendo y <ty $*(y) podemos
probar Vu < tf*(u) y, reciprocamente, suponiendo Vu < t£*(u) podemos
probar pu < t3*(u) <ty B*(uu < tB*(u)), esto es también asf en ARPY, lo
que se traduce en las implicaciones

y <tAB*(y) = Vu <tp*(u),

Vu <87 (u) = pu < t 5% (u) <t A B (pu < t57(w)),

donde las conjunciones y las implicaciones hay que entenderlas ahora como
definidas a partir de los conectores de Ljrp y no aritméticamente. Esto a su vez
se traduce en que Vu < t 3*(u) en el sentido aritmético es equivalente en ARP*
a la formula que llamamos igual, pero definida a partir del particularizador y

los conectores de £}. Por lo tanto,
(Vu <tBw)* < Vu <tB*(u) < Vu <t8*(u) & Vu < tB(u),

donde las dos formulas intermedias son las correspondientes al particularizador
aritmético y al logico, respectivamente.

Si o = A\u <t B(u), entonces
a* = Au <tBu) =-Vu <t-=5*(u),

donde todos los signos son los definidos aritméticamente, pero usando los casos
ya probados del negador y el particularizador acotado, concluimos que

o = Nu <tB(u) = -Vu <t-8"(u) < Nu < tB(u).
u
Teniendo en cuenta las definiciones de los conectores A, —, <>, es facil con-
cluir que

BAY =B Ay, (B=7)" (B —=7), B <6 <)

El teorema anterior muestra que toda férmula « de tipo Aj es equivalente en
ARP™ a la formula o*, que es atémica, lo que nos lleva a la definicion siguiente:
Definicion 4.6 Llamaremos formulas Ag en sentido estricto en £, a las for-
mulas atémicas, mientras que las formulas Ay (en sentido amplio) en L;rp seran
las formulas equivalentes en ARP™ a férmulas atémicas.
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En estos términos, hemos probado que todas las férmulas de tipo A§ son Ag
en sentido amplio, pero las férmulas A en sentido amplio incluyen también
formulas con cuantificadores no acotados acotables. Por ejemplo, si definimos

r|ly=Vzy=2z

tenemos un cuantificador no acotado, pero es acotable, ya que esta féormula es
equivalente en ARPT a \/z < yy = 22, que es Aj. Por lo tanto, tendriamos
una definicion Ay en sentido amplio. En general tenemos:

Teorema 4.7 Si a y 5 son formulas Ag en sentido amplio en L;{rp ytesun
término, también lo son

-, aVp a—=p oAb, a+pf, /\ugta(u), \/ugta(u),

donde hay que entender que a(u) es la semiférmula que resulta de sustituir una
variable libre en a por la variable ligada u.

DEMOSTRACION: Basta considerar formulas atémicas & y 3 equivalentes
a oy B en ARPT, respectivamente. Entonces, las formulas —a, & V f3, etc.
son formulas Afj equivalentes a las del enunciado, luego éstas son a su vez
equivalentes a formulas atomicas, es decir, son Ag en sentido amplio. m

Observemos ademas que si « es una formula Ay en sentido amplio y o* es
una férmula atémica equivalente, el principio de induccién para a* equivale al
principio de induccién para «, por lo que en la préctica el principio de inducciéon
en ARP™ es valido para formulas Ay cualesquiera.

El teorema 4.5 prueba en particular que los conectores y los cuantificadores
acotados de ARP™ son equivalentes a los definidos aritméticamente (pues pasar
de a a a* no es mas que sustituir unos por otros y el resultado es una férmula
equivalente), por lo que todos los teoremas que conocemos de ARP son validos

en ARP™T cuando interpretamos sus conectores y cuantificadores como los de
ARPT.

En [CS 1.20] demostramos el reciproco del teorema 4.5: si una férmula o
de tipo A} es demostrable en ARP™, entonces a* es demostrable en ARP. En
particular, si « es una formula de ARP, se trata de una férmula atéomica de
ARPT, luego es Ag y cumple o = a*, lo que nos da el teorema siguiente:

Teorema 4.8 (CS 1.21) Si una formula de Ly es demostrable en ARP™, de
hecho puede demostrarse en ARP.

Podemos expresar esto diciendo que ARPY es una extensién conservativa de
ARP, aunque la situacion no encaja exactamente con la definiciéon que dimos en
el capitulo anterior porque ARP no es una teoria axiomética de primer orden
como las que considerabamos alli, pero la idea es la misma.

En particular, la consistencia de ARPT es equivalente a la de ARP.
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En la practica esto significa que la mejor forma de demostrar teoremas de
ARP es trabajar en ARP™, pues cualquier teorema que probemos en ARPT,
si se expresa mediante un férmula expresable en L, (es decir, mediante una
formula Ay en sentido amplio), automéaticamente podemos asegurar que es un
teorema de ARP (y el argumento es constructivo, es decir, podemos disenar
un algoritmo que traduzca la demostraciéon de una féormula Ag en ARPY a
demostraciones en ARP de la férmula equivalente en L,,p,). Por lo tanto, serfa
tonto trabajar con las limitaciones de ARP cuando podemos hacerlo en ARP™.

La prueba del teorema 4.5 y la nota posterior se traducen en que todos los
resultados que hemos demostrado en ARP pueden reinterpretarse ahora como
teoremas de ARP™T considerando a los signos légicos como los signos logicos de
LT,y no como los definidos aritméticamente.

Nota En lo sucesivo llamaremos ARP a la teoria que hasta aqui hemos venido
llamando ARP™ y llamaremos £,,, al lenguaje de primer orden que hasta ahora

hemos llamado £

arp” ]

A la hora de aplicar en la aritmética recursiva primitiva con cuantificadores
los resultados que hemos demostrado sin ellos debemos tener la precaucion de
que los resultados que habiamos demostrado para férmulas arbitrarias ahora
sblo son aplicables en principio a férmulas Ag.

Por ejemplo, si «a es una formula A, podemos considerar el funtor Xy = X
que cumple

Xa(Z1, oy xn) =1 alzy, ..., 2n), XalT1,. . 2n) =0 na(zy,...,T,),
pero es necesario que la formula sea Ay. Similarmente, para que la expresion
pu < zo(Ty, ..., Ty, u)
defina un funtor necesitamos que la formula « sea de tipo Ay.

Por otra parte, en la versién de primer orden de ARP ya podemos definir
d
OFa=VdIIFa
T T

y no necesitamos explicitar las demostraciones en todos los enunciados.

4.2 La aritmética con induccion abierta

En esta seccion estudiamos una teoria aritmética mas débil que ARP, pero
en la seccién siguiente veremos que una ligera modificacién la convierte en una
teoria mas fuerte.

Definicién 4.9 Definimos el lenguaje formal de la aritmética de primer orden
como el lenguaje £, con igualador y descriptor que tiene por signos eventuales
la constante 0, el funtor monadico S (aunque es costumbre escribir ¢ = St) y
los funtores diddicos + y -.
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En £, no tenemos el funtor resta truncada, pero a cambio tenemos cuanti-
ficadores, luego podemos definir

mgyz\/uu—i—x:y.

Llamaremos semiformulas abiertas (resp. Ag) de £, a las determinadas por
las condiciones siguientes:

1. Si t1,to son semitérminos sin descriptores, entonces t1 = to y t1 < to son
semiférmulas abiertas (y Ag).

2. Si ay B son semiférmulas abiertas (resp. Ag), también lo son ~ay o V 8.

3. Sitesun semitérmino sin descriptores y « es una semiférmula Ag, también
loson Au<tayVu<ta (donde la variable u no esta en t).

Aqui estamos adoptando como convenio las abreviaturas:
Nu<ta=Aulu<t—a), Vu<ta=Vulu<tha).

Una formula es abierta o Ay si es una semiférmula del tipo correspondiente (y
ademas es una formula).

Mas llanamente, llamamos formulas abiertas a las férmulas sin descriptores
que no tienen méas cuantificadores que los que aparecen en la definicién de <,
y las formulas Ag son las que ademés admiten lo que llamamos cuantificadores
acotados.

De este modo, si a y 8 son semiféormulas abiertas (resp. Ag) también lo son
—a, aV B, a— B, ahBya+ B (yenel caso Ay también Au < tSlay
Vu < tS¥a, donde el término ¢ no tiene descriptores).

La aritmética con induccion abierta (resp. Ag) es la teorfa TA (resp. IA)
sobre el lenguaje £, cuyos axiomas son los siguientes:

QL) #'#0

Q2) 2'=y —wz=y
(Q3) 2#0—Vuz=1u
(Q4) z+0==x

(Q5) z+y =(z+y)
(Q6) z-0=

(Q7)

mas el principio de induccion abierta (resp. Ag):
a(0) A Au(a(u) = a(u)) — a(z),

para toda férmula abierta (resp. Ag) a(z) de £,.
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Llamando 1 = (', los axiomas Q4 y Q5 implican que
r+1=2+0=(z+0) =2"

Por ello, de aqui en adelante escribiremos z + 1 en lugar de z’. En estos
términos, los axiomas de A se expresan asi:

(Ql) z+1#0

(Q2) z+l=y+l—-a=y
(Q3) 2#0—=Vuz=u+1
(Q4) z+0==x

(Q5) z+(y+1)=(x+y +1
(Q6) z-0=0

Q7N z-(y+l)=zy+=x

(

TA)  a(0) A Au(a(u) — a(u+1)) — a(z),

donde «(z) es una féormula abierta.

Tomamos también como axioma de IA la formula v|(v = v) = 0, lo que signi-
fica que todas las descripciones impropias seran 0 por definicién. No incluimos
este axioma en la lista porque en la practica podemos considerarlo como parte
de los axiomas logicos de IA. Como los axiomas de IA no tienen descriptores,
podemos considerar la teoria con los mismos axiomas sobre el lenguaje que re-
sulta de quitarle a £, el descriptor, y el teorema 3.29 nos da que IA es una
extension intrascendente de dicha teoria. En el fondo, el axioma v|(v = v) =0
es mas un convenio de notacién que un axioma.

Podemos identificar los signos de £, salvo el descriptor con los signos co-
rrespondientes de £,;p,, de modo que podemos considerar a toda expresion de
L, sin descriptores como expresion de L,,. Mas atin, es claro que todos los
axiomas de IA son teoremas de ARP, luego todos los teoremas de TA sin des-
criptores también lo son. (Aqui usamos el teorema 3.29, que nos asegura que
los teoremas sin descriptores pueden demostrarse sin descriptores.)

Todos los resultados de esta seccion se demuestran en IA.7

El teorema siguiente demuestra entre otras cosas que la suma y el producto
tienen las propiedades asociativa y conmutativa, por lo que en lo sucesivo escri-
biremos expresiones de la forma xy + -+ + x, y x1 - - - T, sin preocuparnos del
orden o de la forma en que se asocian los sumandos o factores.®

Teorema 4.10 Se cumple:

Lrx+(y+z)=(x+y) +z

"Es decir, que en ARP se demuestra que todos los resultados de esta seccién se pueden
demostrar en IA.

8Si consideramos toda esta exposiciéon formalizada en ARP, aqui estamos apelando a los
resultados del dltimo apartado de la seccion 2.2 sobre sumas finitas.
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Lrty=y+a,

TY =Yz,
(z+y)z=wz+yz,
x(yz) = (vy)z,
r+z2=yY+z—T =1,

z+y=0—-2=0Ay=0,

R N T T S

L2zy=0—-2=0Vy=0.

DEMOSTRACION: 1) Por induccién con® ¢(z) = x + (y + 2)
Para z = 0 es inmediato y, si vale para z, entonces

(+y)+2

z+ Y+ Gz+1)=z+((y+2)+1)=(z+(y+2)+1

=((z4+y)+2)+1=(x+y) +(z+1).

2) En primer lugar demostramos que /\z(0 + 2 = ). Para ello aplicamos el
esquema de induccion a la formula ¢(z) = 0+ z = . Ciertamente se cumple
para 0y, si 0+ x = x, entonces

0O+(x+1)=0+2)+1=2+1.

Ahora razonamos por induccion con la formula ¢(y) = (x+1)+y = (z+y)+1.
Para y = 0 se reduce a  + 1 = x + 1. Si se cumple para y tenemos que

z+D)+w+D)=((z+D)+y)+1=((z+y)+1)+1=(z+ (y+1))+1.

Por altimo consideramos ¢(y) = ¢ +y = y + x. Para y = 0 es lo primero
que hemos probado. Si se cumple = 4+ y = y + x, entonces

r+y+)=@+y)+l=(y+z)+1=(+1) +z,
por el resultado precedente.

3) Primero aplicamos induccion a la formula ¢(x) = 0- 2 = 0, seguidamente
a ¢(y) = (x4 1)y = zy + y. Para 0 la comprobacion es trivial y

+l)y+)=(@+)y+z+l=ayt+y+a+l=zy+ax+y+1

=xz(y+1)+ (y+1).

Por ultimo usamos ¢(x) = xy = yx. Para 0 es trivial y

(x+Dy=asy+y=yz+y=ylx+1).

9Es inmediato (pero debe ser comprobado) que todas las formulas a las que aplicamos el
principio de induccién son abiertas.
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4) Por induccion con ¢(z

5

=(x+y)z=xz+yz

)
)

z(yz) = (zy)z.

(
Por induccién con ¢(z
( (z+z=y+z—-2x=y).

)
)
6) Por inducciéon con ¢(z)
7) Siy # 0 existe un z tal que y = z + 1, luego
x4+y=xz+(z+1)=(x+2)+1#£0.
Por lo tanto y = 0, y esto implica a su vez que x = 0.
8) Sixz #0Ay+#D0, existen u, v tales que z = u+ 1, y = v + 1, luego

zy=z(v+1l)=azv+r=zv+(u+1)=(zv+u)+1#0.

Nos ocupamos ahora de la relacion de orden de los nimeros naturales:

Teorema 4.11 Se cumple:
1. z<x
e <yhNy<z—=szr=y
e <yhNy<z—x<z

. 0< 2

2

3

4

S r<yVvVy<uzx
6. <x+1

7 z<y+l—=-ac<yVe=y+1

. zlyssr+z<y+z

9. 20N Nzz=yz—> =y

10. 2#40—= (z <y + xz < yz)
DEMOSTRACION: 1) es trivial, pues 4+ 0 = z.

2) Tenemos que u +x =y y v+y = x, luego u+v+y = 0+ y, luego
u—+v =0, luego u = 0, luego x = y.

3) Tenemos que z+u=yyy+v =2z luego x +u+v = z, luego = < z.
4) Como x + 0 = x, tenemos que 0 < x.
5) Por induccién con ¢(z) = (xr <y Vy < x).

Para x = 0 tenemos que 0 < y. Supuesto cierto para z, si y < x, entonces
existe un z tal que y+z =, luegoy+2+1=x+1,luegoy <z +1. Six < y,
entonces r + z = y. Si z = 0 tenemos que y = x < z + 1, y si z # 0 entonces
z=u+1,luegou+xr+1=y,luegox+1<y.



4.2. La aritmética con induccién abierta 197

6) es consecuencia inmediata de que z + 1 =z + 1.

7) Tenemos que x + u = y + 1. Distinguimos dos casos: si u = 0, entonces
x = y+1, y en caso contrario existe un v tal que u = v+1, luego r4+v+1 = y+1,
luego = 4+ v =y, luego = < y.

8) Se cumple z < y si y solo si existe un u tal que  +u = y, si y sdlo si
r+z+u=y+zsiysblosiz+z<y—+z.

9) Si zz = yz, no perdemos generalidad si suponemos z < y, es decir,
z 4+ u =y. Entonces xz + uz = yz, luego uz = 0, luego u = 0, luego = = y.

10) Si « < y, entonces © + u = y, luego xz + uz = yz, luego zz < yz. Si
xz < yz, o bien x < y, como queremos probar, o bien y < z, en cuyo caso
yz < xz, luego yz = xz, luego x =y, luego = < y. m

Los primeros apartados del teorema anterior se resumen diciendo que < es
una relacion de orden total cuyo minimo es 0 y respecto a la que x + 1 es el
menor nimero natural mayor que x. Escribiremos

r<y=z<yAzZyecVuu#0Az+u=2y).
Es inmediato que
r<yertz<y—+z, 2#0—= (z <y xz <yz).
Veamos ahora un primer ejemplo de la utilidad del descriptor. Si x < vy,

tenemos que existe un z tal que x + z = y, y por 4.10 6) este z resulta estar
univocamente determinado. Esto justifica la definicion siguiente:

Definicion 4.12 y ~x =z | (y = z + ).
Segun acabamos de observar, y—x es una descripcion propia siy sélosi x < y,

pero, por el convenio que hemos adoptado sobre las descripciones impropias
tenemos que y <z =y -z = 0.

El teorema siguiente se demuestra con facilidad:
Teorema 4.13 Se cumple

1L Noyz(e 2y s a=y=(a+2)= (y+2),

2. Naeyz(z 2y = (@ =y) +2=(x+2) = y),

3. Nryz (x =~ y)z =22 ~ yz.

Ahora demostramos el teorema sobre la division euclidea:

1
Teorema 4.14 Azy(y #0 — Ver(r <y Az =yc+r)
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DEMOSTRACION: Sea ¢(c) = yc < x. Se cumple ¢(0) y existe un ¢ tal que
—¢(c), por ejemplo, ¢ =z + 1, pues y(z + 1) > 1(z + 1) > z. Por lo tanto, no
puede ser cierto Ac(¢(c) — ¢(c+1)), ya que entonces por induccién tendriamos
Aco(c). Asi pues, existe un ¢ tal que ¢(c) A =¢(c + 1). Explicitamente, esto
significa que yc < z < yc+ y. En particular ¢ < yc < z. Sea r = x =~ yc, de
modo que x = yc+r < yc+y, luego r < y.

Para probar la unicidad suponemos z = yc+ 7 = y¢’ + 7’ con r,7’ < y. No
perdemos generalidad si suponemos r < r/. Entonces yc = yc’ + (r' = r), luego
yd < ye, luego y(e =) = ye=ycd =7 =r < v’ <y. Sir # 1’ entonces
tiene que ser ¢ = ¢, porque en caso contrario y < y(c¢ = ¢’) < y. Pero entonces
yc+r =yc+71r yr =r". Concluimos que r = r’, y entonces yc = yc’, luego
c=c. "

Necesitaremos también las propiedades béasicas de la divisibilidad:
Definicién 4.15 z |y = Vu y = zu.
Teorema 4.16 Se cumple:
I.1|lzAz|zAx]|O,
rlyNy#0—x <y,
zlynylz—z|z,

2.
3.
4-zlynylz—sz=y,
5 xly—x|yz,

6.

zlyAhz|z—=ax]|(y+2).

DEMOSTRACION: 1) es inmediato. Para probar 2) observamos que si y = xzz
con y # 0, entonces z # 0, luego 1 < z, luego = < xz = y.

Para 4) observamos que si y = uz A z = vy entonces, descartando el caso
trivial en que x = y = 0, tenemos que y = uvy, luego uv = 1 y esto implica
u =1 por 2). Todo lo demas es sencillo. "

Con esto estamos en condiciones de definir en IA los pares ordenados (z, ),
que en 2.3 definimos para ARP.

Diremos que un nimero x es par si 2 | z, y en caso contrario es impar.
Notemos que 2 | x V 2 | 4+ 1. Basta expresar = 2u +r, con r = 0, 1.

En particular, o bien 2 | (z +y) o bien 2 | (z + y + 1), luego en cualquier
caso 2 | (z +y)(x +y+ 1),y también 2 | (z+y)(z +y+ 1) + 2z, luego existe
un (tnico) z tal que

22 = (z+y)(z+y+1)+ 2z

Esto justifica la definicion siguiente (compérese con 2.3):

Definicion 4.17 (z,y) =2 |2z = (v +y)(z+y+ 1) + 2z.
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1
Teorema 4.18 Az\Vxy 2z = (z,y).

DEMOSTRACION: Sea ¢(r) = r(r + 1) < 2z. Claramente ¢(0) A =¢(z + 1),
luego no puede realizarse la induccién sobre ¢, es decir, existe un r tal que
¢(r) A =¢(r +1). Explicitamente, r(r + 1) < 2z < (r + 1)(r + 2). Es facil ver
que r es Gnico, pues si ' < r se cumple ¢(r’) y si ' > r se cumple =g (r7).

Como 2z —r(r+1) es par, existe un z tal que 2z = 2z — r(r+1). Se cumple
que x < 7, pues en caso contrario 2r < 2z — r? — r, luego 2 + 3r < 2z. Es
facil ver que la suma y el producto de pares es par, que el producto de impares
es impar y que la suma de impares es par. De aqui se sigue (distinguiendo
casos seglin que r sea par o impar) que r2 + 3r es par en cualquier caso, luego
r2 4+ 3r + 1 < 2z no puede cumplirse con igualdad, luego r% + 3r + 2 < 2z, es
decir, (r + 1)(r + 2) < 2z, contradiccion.

Asi pues, z < r y existe un y tal que z +y = r. En definitiva llegamos a que
2z =2z + (x+y)(x+y+1), que es lo mismo que z = (z,y).

Si (x,y) = (¢, y'), lamamos r' = 2’ + ¢/, de modo que 2z = /(' +1) + 22/,
con ' <7/, luego

P 1) <22 <P 2 <P 43 2= (" + 1) +2).
Por la unicidad de r resulta que ' = r, luego 2z = 21/, luego = = 2/, luego
y=1y. n
Mas explicitamente, la unicidad que hemos probado equivale a que
Neya'y' ((z,y) = (@' y) >z =" Ny =y).
Definicién 4.19 z; =z | Vy 2z = (z,9), wn=y|Vrz=(z,y).
Asi, para todo z se cumple que z = (27, 23).

Notemos que z,y < (x,y). En efecto, podemos suponer que x +y > 1, y
entonces

2@, y) > (@ +y)z+y+ ) =(@+y)+rty>rty+at+y=2r+2y,

luego (z,y) >z +y. n

4.3 La jerarquia de Kleene

En general, toda férmula de una teoria axiomatica es l6gicamente equivalente
a otra en forma prenexa (véase 3.23), y esto nos da una clasificacion de las
formulas segin su complejidad. Vamos a ver que en TA esta clasificacion es
mucho mas simple gracias a que, segiin acabamos de ver, cada niimero natural
determina un par de ntimeros naturales.
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Definicién 4.20 (Jerarquia de Kleene) Para cada ntimero natural n > 1,
diremos que una féormula de £, es de tipo 3, (resp. II,,) si es de la forma!®

VusAug---a o AuVuz---q,

donde « es una semiférmula de tipo Ay y el niimero de cuantificadores alternados
es < m, pero si es exactamente n, entonces el primero es V en el caso de las
férmulas ¥, y es N\ en el caso de las formulas II,,.

Mas en general, si T es una teoria axiomética'l en la que pueden probarse
los axiomas de IA, diremos que una féormula cualquiera es de tipo 2 o IIZ si
es equivalente en T a una férmula del tipo correspondiente. Una férmula es de
tipo AL si es a la vez X1 y IIZ. Normalmente omitiremos el superindice T si
esta claro por el contexto en qué teoria estamos trabajando.

La idea de fondo es que una férmula ,, pretende ser una férmula que tenga
exactamente n cuantificadores alternados empezando por un particularizador,
pero, por una parte, admitimos que tenga menos porque, por ejemplo, VuAva
es una férmula Yo que también puede verse como Y3, ya que si anadimos un
cuantificador Vu/AvVwe, donde w es una variable que no esté en «, obtenemos
una formula X3 equivalente. Por otro lado, también admitimos AuVova como
formula de tipo X3, ya que es equivalente a VwAuVva. Vemos asi que, en
teoria, siempre podemos suponer que una férmula de tipo ¥, empieza por un
particularizador, mientras que una de tipo Il,, empieza por un generalizador.

Igualmente es obvio que toda férmula de tipo 3, o II,, es tanto ¥,,+1 como
II,, 41, luego ambas son AL ;.

Por lo tanto, entre las clases de formulas de la jerarquia de Kleene se dan
las inclusiones siguientes:

5 5 5
cte P TP
Ao C A A, As A,

cC ¢ ¢ ¢ <o ¢ ©
I I, Il;

TR

Observemos que la jerarquia de Kleene puede definirse también para formulas
de £,,p, partiendo en este caso de las férmulas atémicas como férmulas Ay. Por
ejemplo, el teorema siguiente también es valido cambiando IA por ARP. Solo hay
que tener en cuenta que en ARP también tenemos definidos los pares ordenados
(z,y), de modo que la formula z = (z,y) es atémica, luego Ag.

10T¢cnicamente, es facil definir un funtor tal que si o es una férmula de £,, entonces
F(a) = (m,B), donde 7 es una sucesion de cuantificadores y variables de la mayor longitud
posible tal que a = 7 3. Esto nos permite definir funtores diadicos ¥, y II,, de modo que
3n(a) =1 (resp. Iy (a) = 1) si y s6lo si a es una formula de tipo X, (resp. II,,). A su vez,
podemos considerar las formulas Ag dadas por a € £, = 3n(a) =1, a € I, = (a) = 1.

1 Admitimos que el lenguaje de T tenga mas signos aparte de los de Lq, pero en tal caso
hay que tener presente que las formulas de tipo Ag en sentido estricto s6lo pueden tener los
signos de L, sin perjuicio de que consideremos también férmulas de tipo Ag a las que sean
equivalentes en T' a féormulas Ag en sentido estricto, aunque contengan mas signos.
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Teorema 4.21 Sea T una teoria axiomdtica que extienda a TA. Para cada ni-
mero natural n > 1 y para formulas o y B cualesquiera se cumple:'?

1. Sia, B son 3, I, lo mismo vale para a A B y a V S.

2. SiaesIl, (resp. X,) y B es 3y, (resp. I1,,), @ — B es 3y, (resp. 11, ).
3. Sia es X, entonces —a es I, y viceversa.

4. Sia(z) es X, también lo es Vua(u).

5. Sia(z) es I, también lo es Nua(u).

DEMOSTRACION: Veamos primero 4). Consideremos una formula « de
clase ¥,,. Esto significa que es equivalente a otra de la forma \ym 3, donde
7 es una sucesion de n — 1 cuantificadores alternados (tal vez ninguno, pero, si
los hay, el primero es un generalizador) y 3 es Ag. Entonces \/za es equivalente
a Vzy 7 B, y basta probar que esta formula es ¥,,. Ahora bien:

Vayr B < Vulzy(u = (z,y) = 7 8) < Vulz < uly < u(u = (z,y) — 7 )

& Vur Az < uly < u(u = (z,y) = B),
donde hemos extraido 7 usando el teorema 3.24. La formula tras Vum es Ag,

luego la férmula completa es X,,.

La prueba de 5) es anéloga, considerando las equivalencias
Nayr 8 o NeVay(u = (z,5) A7 B) < AV < uVy < ulu = (a,9) A 7 B)
< NurVe <uVy <ulu = (2,9) A B).

Para probar 1) tomemos formulas o y 8 de tipo 3, es decir, equivalentes a

formulas
VuoAuy -+ o, VuoAvy -+ 5,

donde o’ y B’ son de tipo Agy. Podemos suponer que las variables u; y v; son
todas distintas entre si. Entonces, usando de nuevo 3.24, vemos que o A (3 es
equivalente a

Vugvi Augvs -+ (o A B'),

y aplicando 4) y 5) concluimos que esta formula es de tipo ,,. El caso de a V 3
es idéntico. Por tdltimo, 3) es inmediata, pues al anteponer un negador a un
prefijo de cuantificadores alternados podemos pasarlo a la derecha del prefijo
invirtiendo cada cuantificador y 2) es consecuencia de 1) y 3), ya que a — 3
equivale a —a V 3. n

Notemos que toda formula del lenguaje £, es de tipo X, o II,, para algiun n,
pues las férmulas atomicas son Ay, y el teorema anterior asigna un puesto en
la jerarquia a todas las féormulas que vamos construyendo a partir de ellas.!?

12Véase ademés el teorema 4.26, mas abajo.

13No importa si no encajan exactamente en las hipétesis. Por ejemplo, si tenemos una
formula de tipo X3 — X3, también podemos considerar que es II4 — X4, y el resultado es ¥4
(de hecho Ay).
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Para determinar la posicion en la jerarquia de Kleene de una formula con
descriptores es tutil la definicion siguiente:

Definiciéon 4.22 Diremos que un término ¢t de £, (o de cualquier lenguaje que
contenga los signos de £,) es 3, I, 0 A,, en una teoria T si y solo si lo es la
formula x = t, donde x es una variable que no esté en t.

Notemos que si un término ¢ es 3, (en una teoria que extienda a IA) entonces
es A,, pues

r=te Nu(u=t—z=u).

Por otra parte, si ¢(x1,...,x,) es una formula %,,, II,, 0 A, y t1,...,t, son
términos ¥,, (en una teorfa que extienda a IA), entonces la formula ¢(t1, ..., t,)
es del mismo tipo que ¢. En efecto:

Aty .otn) < Vo xp(my =ty Ao Az =ty AP(T1,. .., 20))
S Neyxp (=t A Az =ty = O(21, ..., 1)),

Definicion 4.23 Llamaremos IX,, a la teoria que resulta de extender IA admi-
tiendo el principio de induccion para formulas de tipo ¥, en lugar de tinicamente
para formulas abiertas.!* Si admitimos el principio de induccién para formulas
aritméticas (es decir, para formulas arbitrarias de £,) obtenemos la llamada
Aritmética de Peano (de primer orden) AP.

Una vez que contamos con el principio de induccién para férmulas Y1, po-
demos suprimir el axioma Q3, es decir, a(z) =2 # 0 — Vu 2 = u + 1, ya que
éste puede probarse por induccion, pues tanto a(0) como a(x + 1) son triviales.

Asi, podemos tomar como axiomas de AP los siguientes (méas v|(v = v) = 0):

(AP1) z+1+#0

(AP2) z4+1l=y+1l—-z=y

(AP3) z+4+0==z

(AP4) z+4+(y+1)=(z+y) +1

(AP5) z-0=0

(AP6) z(y+1)=zy+=x

(AP7)  a(0) A Au(a(u) — a(Su)) — alx),

para toda férmula o de £,. Sirestringimos el principio de induccion a féormulas «
de tipo X, tenemos los axiomas de IY,,.

1496lo son axiomas las formulas de induccion construidas con férmulas X, en sentido es-
tricto, pero es claro que cualquier principio de induccién sobre una féormula X, es equivalente
al principio que resulta de sustituirla por la féormula ¥, en sentido estricto equivalente, asi
que en la practica no hay diferencia.



4.3. La jerarquia de Kleene 203

En principio, podemos definir ITI,, como la teoria que resulta de extender TA
con el principio de induccion para férmulas de tipo I1,,, pero el teorema siguiente
demuestra que 1¥,, e I1I,, son la misma teoria.

Teorema 4.24 FEn 1%, se puede probar el principio de induccion para formulas
de tipo I1,,, mientras que en 111, se puede probar el principio de induccion para
formulas de tipo X,,.

DEMOSTRACION: Tomemos una férmula ¢ de tipo II,, y supongamos
$(0) A Au(g(u) = d(u+1)).

Queremos probar que ¢(z). Supongamos, por reduccion al absurdo, que existe
un a tal que —¢(a). Aplicamos induccion a la féormula

P(z)=z<a—= Vulu+z=aA -9¢(u)),

que es de tipo ¥, (en IX,). Obviamente se cumple ¥ (0) y, supuesto ¥(z), si
z+1 < a, entonces z < a, luego por 1(z) existe un u tal que u+z = a A =¢(u).
No puede ser u =0, luego u = v+ 1, con z+ 1+ v = a, y tiene que ser =¢(v),
pues ¢(v) — ¢(u). Asi pues, Vo(v+z+1=a A —=¢(v)), y esto es 1(z + 1).

Por ¥,,-induccién tenemos Az (). En particular 1 (a), que implica =¢(0),
contradiccion.

El reciproco se prueba analogamente: si partimos de una formula ¢(z) de
tipo X, y suponemos que cumple las hipotesis del principio de induccién pero
existe un a tal que —¢(a), aplicamos II,-induccion a la formula

(2) = Aulz +u = a — —6(u)).

El argumento es muy similar. L]

Claramente tenemos IA C I¥X; C I¥s C IX3 C --- AP, donde la inclusiéon
entre dos teorias quiere decir que la segunda extiende a la primera. Notemos que
todo teorema de AP es demostrable en IX,, para un n suficientemente grande,
pues la prueba sélo puede usar un nimero finito de instancias de induccion
y las féormulas correspondientes seran ¥, para un n suficientemente grande.
Sin embargo, la mayor parte de los resultados que vamos a presentar pueden
probarse de hecho en I3;.

Un resultado muy importante sobre la jerarquia de féormulas que hemos de-
finido es que los cuantificadores acotados no aumentan la complejidad de una
formula. Para probarlo necesitamos un hecho previo:

Teorema 4.25 (Principio de Recoleccion) Para toda formula ¢(z,y) (po-
siblemente con mds variables libres) la formula siguiente es un teorema de AP:

Au < 2V o(u,v) = VwAu < 2Vv < w d(u,v).
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DEMOSTRACION: Supongamos Au < z\/v ¢(u,v). Vamos a aplicar el prin-
cipio de induccion a la férmula

P(z)=2<z+1 = VwAu < 2Vo < wd(u,v).

Para z = 0 es trivial. Si vale para z, suponemos que z + 1 < x 4+ 1. Por
hipétesis de induccion existe un w tal que Au < zVv < we(u,v). Por otra
parte, la hipotesis del teorema nos da un y tal que ¢(z,y) y sea w’ el maximo
de w, y. Entonces

Au < z+1Vv < w' ¢(u,v).

Concluimos que se cumple ¥(z 4+ 1), y eso es lo que queriamos probar. En
particular tenemos ¢ (z + 1), de donde se sigue la conclusion. L]

Teorema 4.26 Si « es una formula 3, I, 0 A,,, también lo son las formulas
Nu<tayVu<ta.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre n. Si a es X, es equi-
valente a una de la forma \/v ¢(u,v), con ¢ de tipo II,,_; (entendiendo que Iy
es Ag). El teorema anterior nos da la equivalencia:

Au < tVv o(u,v) < VwAu < tVv < w d(u,v).

Sin =1 la formula tras el VVw es Ag, luego la formula completa es 3q, como
habia que probar. Para n > 1 la férmula es IT,,_; por hipoétesis de induccion,
luego la formula completa es ¥, igualmente. La clausura respecto a Vw se sigue
de 4.21.

Notemos que el caso Vu < ta es trivial, pues los particularizadores conmu-
tan. Si « es I, razonamos igual, pero aplicando la equivalencia a la férmula
—¢ y negando ambas partes, con lo cual nos queda que

Vu < tAvo(u,v) & AwVu < tAv < wolu,v).

Ahora, refinando y combinando las pruebas de los dos teoremas anteriores,
obtenemos lo siguiente:

Teorema 4.27 FEn 13,
e Se demuestra el principio de recoleccion para formulas ¥,
e Las formulas 3, y I, son cerradas para cuantificadores acotados.

DEMOSTRACION: En efecto, por abreviar llamaremos R(T') al principio de
recoleccion para formulas de tipo I'' y A,, al hecho de que las formulas %, y 11,
son cerradas para cuantificadores acotados.

Ahora observamos que si ¢ es Ag en el teorema 4.25, la féormula v sobre la
que se aplica la induccion es X1, luego la prueba vale en I¥;. A su vez, la prueba
de 4.26 para formulas Y37 y II; usa el principio de recolecciéon para formulas Ay,
luego I¥; demuestra A;. Volvemos entonces a la prueba de 4.25 y vemos que, si
¢ es X1, teniendo en cuenta Aj, la formula v a la que se le aplica la induccion
es también ¥, luego concluimos que en IX; se prueba R(X;).
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En general, si suponemos que en I¥,, se demuestra R(Il,, 1), A, y R(X,,) (en-
tendiendo que IIj es lo mismo que A), vemos que si ¢ es II,, en 4.25, usando A,,,
resulta que la induccion es ¥, 1, luego I, 11 demuestra R(IL,). A continua-
cion, 4.26, a partir de R(X,,) y R(II,,) (luego en IX,,11), demuestra A, 1 y, por
ultimo, si ¢ es ¥, 41, usando A,,+1 vemos que la induccion de 4.25 es ¥,,41, con
lo que concluimos que I%,, 1 demuestra R(I1,,), Ap+1 vy R(X,+1). Por induccion
el teorema vale para todo n. m

Seguidamente demostramos la variante fuerte del principio de induccion:

Teorema 4.28 Si ¢(x) es cualquier formula, la formula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 1%, para férmulas X, o I1,):

Ne(Ny <z d(y) = ¢(2)) = Na ().

DEMOSTRACION: Por induccién sobre ¢(z) = Ay < 2 ¢(y). Para z = 0
se cumple trivialmente. Supongamos que Ay < x é(y). Entonces por hipotesis
#(x). Veamos que Ay < z+1¢(y). En efecto, siy < x+1, entonces y < z, luego
o bien y < x (en cuyo caso ¢(y) por hipdtesis de inducciéon) o bien y = x (en
cuyo caso ya hemos observado que se cumple ¢(y)). Concluimos que Azt (z),
luego, para todo x se cumple ¥ (x + 1), lo cual implica ¢(z).

El teorema siguiente afirma que si existe un nimero natural que cumple una
propiedad entonces existe un minimo namero que la cumple.

Teorema 4.29 Si¢(x) es cualquier formula, la féormula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 1%, para férmulas X, o I1,):

Vad(x) - Val(é(x) A Ay < 2 -6().

DEMOSTRACION: Supongamos Vz@(x). Si la existencia es falsa, tenemos
que Az(¢(z) = Vy < = ¢(y)). Ahora razonamos por induccién con la formula
¥(x) = Ay < 2-¢(y). Obviamente se cumple para 0. Si vale para z, tomemos
un y < x4+ 1, es decir, y < z. Si y < x se cumple —¢(y) por hipdtesis de
induccion, mientras que si y = x también tiene que ser —¢(z), ya que en caso
contrario tendria que existir un y < z que cumpliera ¢(y), y no existe.

Esto prueba Azt (z). Por lo tanto, para todo x tenemos ¢ (x + 1), luego
(), contradiccion. La unicidad es clara. L]

Un enunciado claramente equivalente del teorema anterior es

Veo(z) » Va(é(z) A Ay(6() — = < 3).

Bajo la hipotesis obvia de acotacién también podemos justificar la existencia
de méaximo:

Teorema 4.30 Si¢(x) es cualquier formula, la férmula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 1%, para férmulas 3, o I, ):

1

Va o(x) A VyAu(g(u) — v < y) = Va(d(z) A Au(é(u) — u < ).
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DEMOSTRACION: Tomemos ¥ segiin la hipotesis. Basta aplicar el teorema
anterior a la formula

D) =2<y Ay =2) o Vuz(utz=yA o))

Si z es el minimo que que cumple ¥(z), tomamos x = y — 2z y claramente cumple
lo pedido. n

Definicion 4.31
minz|p(z) = z | (d(x) A Ay(¢(y) = = <)),
maxz|p(x) =z | (p(z) A Ay(o(y) — y < z)),

Los dos teoremas anteriores dan condiciones suficientes (y de hecho necesa-
rias) para que estas descripciones sean propias. Observemos también que los
cuatro ultimos teoremas se prueban en 1A para formulas Ag.

El relator de orden Para terminar nos ocupamos de un problema que, en
principio, puede parecer meramente “antiestético”’, pero que, en realidad, cuando
se profundiza en el estudio de la logica de las teorias IX,, o AP, se convierte en
un problema técnico. Se trata del hecho de que no es cierto que las formulas Ag
solo contengan cuantificadores acotados, pues cada subférmula z < y contiene
un cuantificador no acotado.

Vamos a demostrar que podemos anadir un relator diadico < a £, de modo
que, con los axiomas adecuados, determine la relaciéon de orden usual y de forma
que la teoria asi obtenida sea una extensién intrascendente de cualquier teoria
aritmética dada (aunque por simplicidad trabajaremos con las teorias X,,).

Definicién 4.32 Sea L3 el lenguaje formal que consta de los mismos signos
que £, méas un relator diddico que representaremos por <.

Definimos las (semi)formulas A§ exactamente igual que en 4.9, salvo que
las semiférmulas de tipo ¢; < t3 no hay que entenderlas segin la definicién
r<u= \/u(:z: + u = y), sino que en ellas < es el nuevo relator diadico.

Las formulas ¥ y IS se definen exactamente igual, pero partiendo de las
férmulas A&.

Llamamos IX5 a las teorias cuyos axiomas son:

1. Los axiomas logicos (que ahora incluyen a los que contienen el nuevo
relator).

2. Los axiomas de AP distintos del principio de induccién.
3. El principio de induccién restringido a formulas de tipo L.

4. Los axiomas siguientes (en los que hay que entender que < es el nuevo
relator):
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(a) e <z

(b) z<yny<z—oz=y
() z<yny<z—oax<z
(d) z2<yvy<z

(e) x<z+1

Vamos a probar que I¥S es una extension intrascendente de I3,,. Observe-
mos que todas las féormulas abiertas que no contienen el relator < son Aé luego
EIS, por lo que todos los teoremas de TA son también teoremas de IE?.

Veamos ahora que en IZlS podemos demostrar:
r <y Vuutz=y).
Para probar la implicacion — observamos que es equivalente a
a@) = Vule <y —u+a =y),

que es una férmula ZIS, luego podemos razonar por inducciéon sobre x. Para
2z = 0 se cumple tomando u = y. Supuesto a(zx), suponemos = + 1 < y, y los
axiomas (e) y (c¢) nos dan entonces que z < y, luego, por hipotesis de induccion,
existe un u tal que u+z = y. Siu =0, entonces z =y, luego r+1 <z <z +1,
luego, por (b), z = 2 4+ 1, luego 1 = 0, en contra de AP1. Asf pues, u # 0, y
esto implica que existe un v tal que u = v+ 1, luego v+ 1 + = = y, que equivale
av+(x+1)=y,y esto implica a(x + 1).

Para probar la implicacién contraria suponemos que existe un u tal que
u 4+ x = y y supongamos ademas que y < z. Entonces, por la implicacion ya
probada, existe un v tal que v +y = z, luego u + v +y = y, luego u + v = 0,
luego u = 0, luego = = y, luego por (a) concluimos que z < y. Usando (d)
resulta que, en cualquier caso, x < y.

Asi pues, en IElS se demuestra que = < y es equivalente a la definicién
“antigua” de la relaciéon de orden.

Ahora, para cada semifsrmula o de £ sin descriptores, definimos como
sigue una semiférmula o* de £, (también sin descriptores):

—_

w
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En suma, a* es la semiférmula que resulta de sustituir cada aparicion del
relator < por la definicién antigua de la relacion de orden. En particular, si «
no contiene el relator <, se cumple que a* = a. Notemos ademés que

(a=p)'=a" =08 (aAf)'=a"AB", (aef) ' =a” & 5%
A su vez, esto implica que si a es de tipo ¥, entonces a* es de tipo %,,.

Una simple inducciéon'® prueba que, para toda formula o de L; sin descrip-
tores, tenemos que

F a+ar.
=S

Si ¢ es un caso particular del principio de induccién para una férmula o de
tipo =, entonces ¢* es el principio de induccién para a*, que es de tipo %,
luego los axiomas de I¥,, son teoremas de IXS, luego todos los teoremas de I3,

son teoremas de I35

Por otro lado, es facil ver que si F «, entonces F «*, pues, dada una
Izs 1%,

demostracion de « (que podemos tomar sin descriptores), sus axiomas logicos se

transforman en axiomas logicos al aplicar *, sus axiomas propios se transforman

en axiomas o en teoremas de IX,, y si una féormula se sigue de féormulas anteriores

por una regla de inferencia, lo mismo sucede con sus transformaciones por ,

luego el resultado es una demostracion de o*.

De aqui concluimos:

Teorema 4.33 Toda férmula de L= es equivalente en 1% a una férmula de £,
y una formula de L, es demostrable en 1SS (resp. AP<) si y sdlo si lo es en
I¥,, (resp. AP).

DEMOSTRACION: Si a es una féormula de £, sabemos que es equivalente
en IA a una formula & sin descriptores, la cual es equivalente en I¥X; a a*, que
es una formula de £,.

Por otra parte, si « es una formula cualquiera de £,, es equivalente en TA
a una formula sin descriptores @. Si a es demostrable en IXS, también lo es @,
luego a* = & es demostrable en I3,,, luego a también. L]

Asf pues, las teorfas IXS o APS tienen la misma capacidad expresiva o
demostrativa que las teorias correspondientes 13, o AP. Por ello, a partir de
aqui no distinguiremos entre £, y £, ni entre I3, e INS, es decir, que es
irrelevante si consideramos < como definido con un particularizador o como
un relator anadido, pero a efectos teodricos serd tutil contar con esta segunda

posibilidad.

15Técnicamente, la formalizacién en ARP es como se describe en la nota al pie del teo-
rema 3.25.
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La jerarquia de Kleene reducida Hay otra variante técnica de las teo-
rias IX,, que conviene tener en cuenta.

Definicién 4.34 Las semiférmulas de £, de tipo Af son las que cumplen la
definicion 4.9 salvo que, en lugar de admitir cuantificadores acotados de la forma
Nu < ta y Vu < ta, consideramos unicamente los de la forma Au < za y
Vu <z, donde z es una variable (libre o ligada) distinta de u.

Las formulas de tipo X}, o I} se definen como en 4.20, pero partiendo de
formulas Af en lugar de Ao.

Definimos I¥} como la teoria que resulta de restringir el principio de in-
duccién de 1¥,, a formulas de tipo X . Ahora observamos que el principio de
recoleccion 4.25 es valido con la misma pruebal® en IX} cuando la formula ¢ es
de tipo Aj.

Usando esto, vamos a probar que toda féormula de tipo Ag es equivalente en
I¥% a una férmula de tipo X7 y a otra de tipo 1I7.

En efecto, para cada semiférmula o« de tipo Ag definimos como sigue dos
semiformulas at y a~, de tipo 3% y II}, respectivamente, con las mismas va-
riables libres, de modo que (al sustituir las posibles variables ligadas que estén
libres por variables libres) las tres formulas (la obtenida a partir de «, la de o™
y la de o) son equivalentes en IX7.

1. (1 =t)T = (t1 =t2)” =t1 = to.

2. (1 St)T = (t1 <to)” =t < ta.

3. Siat =Vudt ya = Aud, donde 5+ y §~ son de tipo A, definimos
(=)t = Vu-d", (=)™ = ANu—-dT.

Claramente, si « (siempre cambiando las variables ligadas que estén libres)
es equivalente a o™ y a @™, entonces -« es equivalente a (—a)T y a (—a)”

4. Siat =Vudt ya = Aué, B = Vuet y = = Ave, con 6+,
e, e de tipo A, definimos

(Vv Bt =Vu(dt veh),
(aV B)” = AwAuww < w(w = (u,v), =5~ Ve).

Asi, si o es equivalente a ot y a o~ y 8 es equivalente a ST y a 87,
tenemos que a V 3 es equivalente a (a V 8)T ya (aV ).

16E] Gnico cambio es que en lugar de plantear una induccién sobre
()= z<z+1—= Vulu < 2Vv < wo(u,v).
tomamos la férmula ¥} equivalente

P()=Vwiz<z+1 = Nu<z(u#z— Vo <wolu,v))).
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5. Siat =Vuét ya™ = Aud, donde 5 y 5~ son de tipo A, observamos
que si o es equivalente a o+, entonces Av<taes equivalente a cada una
de las formulas siguientes:

° /\v < t\/u5+,

e Vw(w=1tAAv<wVust),

o Vw(w=1tAVzAv <wVu < z§), por recoleccion,

o Vwz(w=1tAAv<wVu<zdt),

o VyVwz < y(y = (w,z)g Nw=1tA Av < wVu < z5%),

y esta tltima férmula es de tipo X7, luego podemos tomarla como defini-
cion de (A\v <ta)™.

Similarmente, si o es equivalente a a~, tenemos que Av < ta es equiva-
lente a:

o Nv<tAué,

o Nw(w=1t—= Av<wAud),

o Nwu(w=t— ANv<wd),

o NyAwu < y(y = (w,u)y, Nw=t— A\v<wd),

y la altima férmula es de tipo II}, luego podemos tomarla como definicién
de (Av <ta)".

Similarmente, Vo <taes equivalente a

o Vv <tVust.

o Vw(w=1tAVv<wVust),

o Vwu(w=1tAVv<wdt),

o VyVwu <yly = (w,u)y Aw=1tAVv<wst),

luego podemos tomar la tltima formula como definicion de (Vv < ta)™.
Por dltimo, Vv < t o también equivale a

o Vo <tAué,

o Nw(w=t— Vv<wAui™),

o Nw(w=t—-Nv<wVu-5),

o Nw(w=1t—=-VzAv <wVu < z-6") (por recoleccion),
e Nw(w=1t— AzVv<wAu<z67),

o Nwz(w=1t— Vv <wAu<z56),

o NyNwz <yly=(w,z), hNw=t— Vv <wAu<z5§),

y tomamos la tltima férmula como definicion de (Vv < ta)~.



4.4. Aritmética béasica en 13 211

Una simple induccion (de la que ya hemos mostrado los casos no triviales
para motivar la definicién anterior) prueba que, en efecto, cada semiférmula « de
tipo A (siempre cambiando sus variables ligadas que estén libres) es equivalente
enI¥f aat ya~. Asuvez siat =Vudét ya~ = Aud, donde §* y 6~ son
de tipo Af, tenemos que

Vva & Voudt & VuVou < w(w = (v,u)y A 5+)7

Nva < Avud™ < AwAvu < w(w = (v,u), — 7).

Esto prueba que toda féormula de tipo ¥ o II; es equivalente en I¥] a una
formula de tipo X7 o 117, respectivamente y a su vez esto implica inmediatamente
el teorema siguiente:

Teorema 4.35 Toda formula de tipo ¥, o I, es equivalente en I¥; a una
formula de tipo X7, o II%, respectivamente.

n’

Puesto que, trivialmente, toda férmula de tipo X o II} es de tipo X,, o II,,
respectivamente, podemos concluir que todos los axiomas de I¥} son axiomas
de I¥,, y que todos los axiomas de I¥,, son teoremas de I¥7.

Por consiguiente, si restringimos el principio de induccion de IX,, a formulas
de tipo X} obtenemos una teoria equivalente, en el sentido de que sus teoremas
son los mismos. En lo sucesivo no distinguiremos entre I3, o I} .

4.4 Aritmética basica en >

Si comparamos ARP con IX;, vemos que en ARP tenemos “predefinidas”
todas las funciones recursivas primitivas, pero solo disponemos de la induccién
sobre formulas abiertas (o a lo sumo Ag), mientras que en I¥; disponemos de
la induccién sobre formulas ;. En la seccién siguiente veremos que esto altimo
tiene méas peso, en el sentido de que en I¥; es posible definir todas las funciones
recursivas primitivas.

Mas atn, veremos en [CS 1.24] que I¥; es también una extension conservativa
de ARP, de modo que, aun aceptando el principio de inducciéon sobre férmulas
31, tenemos la garantia de que cualquier resultado que demostremos expresable
en L,;p es demostrable en ARP. Esto ya no es cierto en el caso de I¥s.

La mayor dificultad que tenemos que superar para definir las funciones recur-
sivas primitivas es probar que en I¥; podemos identificar cada nimero natural
con una sucesion finita, tal y como sabemos hacer en ARP, para lo cual tenemos
que probar algunos resultados aritméticos.

Empezamos recordando que en 4.15 hemos introducido la relacién de divi-
sibilidad en Al, luego todos los resultados que hemos probado sobre ella valen
también en I¥;. Notemos ademés que

|y Vu<yy=au,

luego se trata de una formula Ay (en el sentido amplio de que es equivalente a
una formula Ag, o en sentido estricto si adoptamos ésta como definicién).
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Ahora podemos definir los niimeros primos como en 2.33 (también con una
formula Ag):

primo(p) =p#O0Ap# 1A Aw <plp=uww —u=1Vov=1).

El teorema 2.34 puede probarse ahora esencialmente con el mismo argu-
mento:

Teorema 4.36 = > 1 — \/p < z(p | A primo(p)).

DEMOSTRACION: Six > 1, como x | x, el teorema 4.29 nos da que existe un
ptalquep#O0Ap#1Ap|xA/Ay<pytax Enotras palabras, p es el menor
divisor no trivial de z. En particular, p < x. Sélo tenemos que probar que es
primo. Ciertamente, p > 1y, si p = uv, pero u # 1 y v # 1, entonces u | z,
u#0,u#1ywu<p,en contra de la minimalidad de p. ]

Observemos que la definicién de niimeros coprimos es Ag:
cop(z,y) = \p < z(primo(p) Ap |z = pty).
El teorema siguiente se prueba con la misma demostracion que 2.35:
Teorema 4.37 n | ab A cop(n,a) = n | b.
Ahora usamos el principio de induccioén fuerte 4.28 aplicado a la formula Ag:
Aabn < m(m =ab A n|m A cop(n,a) = n | b)
Y esto a su vez nos permite probar 2.36 con el mismo argumento:
Teorema 4.38 primo(p) Ap|ab—p|laVplb.

Ahora podemos definir en IX; una “relacion de pertenencia” rudimentaria,
suficiente para definir sucesiones finitas. En principio necesitariamos definir
el factorial de un numero natural, pero, aunque no estamos en condiciones de
hacerlo, el teorema siguiente nos da un “factorial rudimentario” que nos bastara:

Teorema 4.39 Az\VyAu(0 <u <z —u|y).

DEMOSTRACION: Por induccion!” sobre . Para x = 0 es trivial y si vale
para x, tomamos un y divisible entre todo 0 < u < x y observamos que y(x + 1)
cumple el teorema para x + 1. L]

Abreviaremos'® u €g (y,2) = (1 + (1 +u)2) | y.

Asi, cada par de nimeros naturales determina un conjunto, de tal forma que,
como mostramos a continuacién, todo conjunto finito definido por una férmula
estd determinado por un par de numeros. En efecto:

17"Notemos que la propiedad es 27.
18Esta definicion es Ag, pues equivale a Vst < y(y = st A s =14+ (1 +u)z).
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Teorema 4.40 Sea ¢(u) una férmula, que puede tener otras variables libres.
Entonces la formula siguiente es un teorema de AP (o de I¥Xq si ¢ es Aq):

AzVyz\u < 2(u € (y,2) & ¢(u))

DEMOSTRACION: Si z = 0 el resultado es trivial, y si x = 1, basta tomar
y =2z =1si 7¢(0) o bien y = z = 0 si $(0). Por lo tanto, podemos suponer
que x > 1. Sea z un nimero en las condiciones del teorema anterior, es decir,
tal que Au(0 <u <z —ulz).

Veamos ahora que si u < v < z, entonces cop(l + (1 + u)z,1 + (1 + v)z).
En efecto, supongamos que un primo p divide a ambos niameros. Abreviaremos
uy = 1+wu, vy =1+ v, de modo que 1+ u12z = ap, 1 + v1z = bp, para ciertos
a, b. Notemos que 0 < v —u < x, luego v — u | z. Por otra parte

14+uiz | abp = a(l 4+ v12), 1+wuiz ]| a(l+uz),
luego 1 + u;z también divide a la resta:
14wz | a(vy —ur)z =alv—u)z.
Como claramente cop(1 + u; 2, z), por 4.37 concluimos que
14wz |alv—u)|az.

Por el mismo argumento, 1 + u1z | a, pero 1 + u1z = ap, luego 1 + w1z = a'y
p | 1, contradiccion.

Ahora probamos lo siguiente por inducciéon'® sobre ¢:
At < 2Vy(Au < z((u <t A p(u) = u € (y, 2))

A (u >tV ag(u) = cop(y, 1+ (1+u)z))).

Para t = 0 basta tomar y = 1. Supongamos el resultado cierto para t y sea
y el nimero correspondiente. Podemos suponer que t+ 1 < z, o de lo contrario
no hay nada que probar. Si —¢(t), entonces el mismo y cumple el resultado
para t + 1. Supongamos, pues, ¢(t) y llamemos 3’ = y(1 + (1 + t)z). Entonces
teo (y,2), ysiu<tA ¢(u) entonces u € (v, 2).

Tomamos por tltimo un v < x tal que u > t+1 V —=¢(u). Sabemos entonces
que cop(y, 1+ (14+wu)z), y queremos probar lo mismo con 3. También sabemos
que cop(y,1 + (1 4+ t)z) y hemos probado que 1 + (1 +u)z y 1+ (1 + t)z son
primos entre si.

Entonces, si p es un primo tal que p | y' y p | 1 + (1 + u)t, como p | ¢/, tiene
que ser p | y o bien p | (1 + (1 +t)z), lo que contradice que 1+ (1 4 u)z sea
primo con estos dos nimeros.

Con esto termina la induccién y, tomando t = x, resulta la férmula del
enunciado. m

19Notemos que la férmula es X1 si ¢ es Ay
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Definicion 4.41 Abreviaremos:

Suc(y, z,2) = Au < 2Vv < y (u,v) € (y, 2).

Si se cumple esto, para cada u < = llamaremos?®

(y,2)y =minov < y | (u,v) € (y, 2).

La formula Suc(y, z, ) significa que los nimeros y, z codifican una sucesion
de longitud z, la que a cada u < x le asigna (y,z),. Asi necesitamos dos
ntmeros naturales para codificar una sucesion finita, lo cual es mucho menos
eficiente que la codificacién que hemos definido en ARP, pero con esta version
maés tosca probaremos que todo lo que se puede hacer en ARP también se puede
hacer en ¥, incluso codificar las sucesiones finitas elegantemente.

Terminamos esta seccion probando que en I¥; podemos definir la exponen-
cial 2¥. No vamos a necesitar esto, pues lo obtendremos indirectamente en la
seccion siguiente, donde veremos que en I3 es posible definir todas las funcio-
nes recursivas primitivas, pero tiene interés ver un argumento directo que no

dependa de ARP.

Definicién 4.42 Abreviaremos?!

SucExp(y, z,2) =x > 1 A Suc(y, z,2) A (y,2)o =1

A /\U <z-—-1 (ya Z)u—i—l - Q(ya Z)U
exp(,0) = Vy=(SucBxp(y, 5,7 + 1) A (g, 2)a = v).

La formula SucExp(y, z, z) significa que y, z codifican una sucesion cuyo
primer término es 1 y que cada uno se obtiene del anterior multiplicandolo por 2,
de modo que se trata de la sucesion 1,2,4,8,...,2%. Por lo tanto, exp(zx,v)

significa que v = 2%,

1
Teorema 4.43 Az\vexp(z,v).

DEMOSTRACION: Si SucExp(y, z,2) A SucExp(y’, 2/, 2') A x < 2/, entonces
Nu < (y,2)y = (v, 2")u. Esto se prueba faicilmente por inducciéon®? sobre w.

20Observemos que
Suc(y, z,z) « Au < zVow < y(w = (u,v) A w € (y,2)),

v =(y,2)u > Vw < y(w = (u,0) Aw €0 (y,2) AN\’ <v(=Vw <y--),
Vemos asi que las dos formulas son Ag.
21Observemos que

SucExp(y, z,z) =z > 1 A Suc(y, z,2) A Vw < y(w = (y,2)0 Aw = 1) A

Au <z — 1Vww' < y(w = (y,2)ut1 AW = (y,2)u A w = 2w),

por lo que se trata de una férmula Ag y por lo tanto exp(z,v) es 2.
225 formula es Ag
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Si uw = 0, entonces (y,z)o = 1 = (v/,2')o. Si es cierto para u y u+ 1 < =z,
entonces
(y’ Z)u+1 = 2(y,z)u = Q(ylv Z/)u = (y/7 Z/)qul'
Esto nos da la unicidad. Veamos ahora que si SucExp(y, z, z) entonces u < x
implica u < (y, 2),. Por induccién?® sobre u. Para u = 0es 0 <1 = (y,2)o. Si
es cierto para u, es decir, si u < (y,2), y v+ 1 < x, entonces

u+1<1- (y7 Z)u < Q(ya Z)u = (yv Z)u-‘rl'

Similarmente, si u < v < x, entonces (y,2), < (y,2),. Por induccion®?

sobre v. Si v = 0 no hay nada que probar. Si vale para vy se cumple u < v+1,
entonces u < v. Si u = v tenemos que

(ya Z)u < 2(3/7 Z)u = (y, Z)v-i—l-

Si u < v tenemos (yvz)u < (ya Z)U < 2(y7 Z)v = (y7 Z)U-{—L

Pasemos ya a probar la existencia. Para ello probamos por induccién?® sobre
z que Az > 1\Vyz SucExp(y, 2, z).

En efecto, para © = 0 es trivial. Si vale para z, tratamos aparte el caso
2 = 0 (es decir, probamos aparte que el resultado vale para = 1). Para ello
aplicamos 4.40, que nos da:

VyzA\u < 2(u € (y,2) <> u=1).

Teniendo en cuenta que (0,0) = 0y (0,1) = 1, esto significa que si tomamos
Y, z que cumplan esto, se cumple Suc(y, z,1) y (y, 2)o = 1, luego SucExp(y, z, 1).

Supongamos ahora que x > 1 y que existen y, z tales que SucExp(y, z, ).
Sea ¢ = (y,2)z—1y sea ¢’ = (x,2q). Por 4.40 existen g/, 2’ tales que

Nu<q(ueo (W, 2) e (ueco (y,2) AVi<zVvx = (i,v) Vu=(x,2q)).

Se cumple que Suc(y’,2z’,x + 1). En efecto, si i < x+ 1, o bien ¢ < z, en
cuyo caso, por la monotonia que hemos probado,

u={i,(y,2)i) < (z,q) <,

luego u €¢ (', 2’), o bien i = x, en cuyo caso u = (x,2¢) = ¢’ también cumple
u €g (y',2'), luego en cualquier caso Ai < z + 1Vv (i,v) € (¢/,2'). Mas atn,
si (i,v) €0 (v/,2') con i < z, tiene que ser v = (y, z);, pues en caso contrario
v < (y,2);, pero entonces (i,v) < (i, (y,2);) < ¢, luego (i,v) €¢ (y,2), pero

entonces (y, z); < v, contradiccién. En otros términos,
/\7' <z (y/72/)i = (y7z)z

Similarmente se ve que (y',2'), = 2¢ = 2(y, 2),—1, v de aqui se sigue inmedia-
tamente que SucExp(y’, 2, x + 1). Esto completa la induccion y, para cada z,
tenemos que existen y, z tales que SucExp(y, z, z + 1), luego Vvexp(z,v). =

23La formula es u <z — Vv < y(u < v A v = (y.2)4), luego es Ag.
24La formula es Vww' < y(w = (y,2)u A w' = (y,2)0 A w < w’), luego es Ag.
25La formula es 7.
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Definicién 4.44 Definimos?% 2% = v | exp(z, v).
Claramente se cumple:
20 =1 A Az(2°F =27 . 2).

Maés atn, en la prueba del teorema anterior hemos visto también las dos primeras
de las tres propiedades siguientes (y la tercera se prueba sin problemas por
induccion?” sobre y):

Nz z < 2%, Nuv(u < v — 2% < 2Y), Nay 27TV = 2% . 9¥,
Y

El teorema siguiente demuestra esencialmente que cada nimero determina
sus cifras binarias:

1
Teorema 4.45 Azy\Vuwow(v <TAw < 2® Ay =21 u+27 .0+ w).

DEMOSTRACION: Por la divisién euclidea, existen u y ¢ < 2%! tales que
y =2t u4q. Asuvez, existen v y w < 2% tales que ¢ = 2%v + w, pero tiene
que ser v < 2, pues en caso contrario ¢ > 21, Esto nos da la existencia. Si
tenemos
27y 4+ 2%t w =2 27+

con v,v’ < 1, entonces w = w’, pues ambos son el resto de la division euclidea
entre 2%, luego
2x+1~u+21~v:2m+1~ul+2z~v/

y de aqui 2u +v = 2u’ + v/, pero entonces v = v’, pues ambos son el resto de la
division euclidea entre 2, luego u = u/'. n

El nimero v dado por el teorema anterior es la cifra que ocupa la posicion
x en la expresion binaria de y o, simplemente, el bit x-ésimo de y:

Definiciéon 4.46 Abreviaremos:2®

bit(z,y) = v | Vuw(w <1TAw < 2" Ay =21 u 427 v + w).

Nota: La relaciéon de pertenencia A partir de aqui podemos definir
x € y = bit(z,y) = 1, x ¢ y = bit(z,y) =0,

que es la misma relaciéon de pertenencia que ya habiamos definido en ARP, y es
un ejercicio de pura aritmética demostrar en I3, los resultados sobre ella que ya
hemos probado en ARP. No vamos a hacerlo aqui, pues en la secciéon siguiente
lo obtendremos de forma indirecta. ]

26Tenemos que el término 2% es X1, porque v = 2% equivale a exp(z,v), que es claramente
31, luego 2% es A1 por la observacion tras la definicion 4.22.

27La formula es A1, pues resulta de introducir los términos 2¢1¥, 2%, 2¥ (de tipo Ap) en la
formula v = vw (trivialmente Aq).

28Ge trata de un término Aj, pues v = bit(z,y) resulta de introducir los términos 27+! y
2% (de tipo A1) en una férmula .
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4.5 Funciones recursivas primitivas

Vamos a ver que en I¥; es posible definir todas las funciones recursivas
primitivas. Nos apoyaremos en el teorema siguiente:

Teorema 4.47 Sean ¢(x1,...,Zn,Yy) Y(x1, ..., Ty, z,8,y) dos formulas de L,
de tipo 31 con a lo sumo las variables libres indicadas, tales que

1 1
I; vy¢($1a'~-7xnay)a I; \/yw(wlw'wxnam?yl?y)'
1 1

Entonces existe otra formula x(x1, ..., 2, x,y) de Ly de tipo X1, con a lo sumo
las variables libres indicadas, tal que

1
I|§_31 \/y X(xla sy Ty Ty y)v Igl vy(X(xlv R an) A ¢($1, s 7xnay))’

I; \/yy/(X(x17~-~,$n,x+ 17y) A X(-’L’l,...7$n,$,y/) A ¢($17-~-a$n7$aylay))'
1

Si pensamos que las formulas ¢ y 1 definen dos funciones, entonces y define
la funcién definida por recursién a partir de dichas funciones.

DEMOSTRACION: Por brevedad omitimos las variables x1,...,x,. Basta
definir
x(@,y) = Vuv(Suc(u, v,z +1) A ¢((u,v)0) A

/\7; < 331/](7’7 (u7 U)i7 (u>v>i+1> Ny = (u>v>w>'

Claramente se trata de una féormula de tipo ;. Vamos a probar que cumple
lo requerido. En primer lugar probamos por inducciéon sobre = que \y x(z,%)
(la formula es obviamente ;). Consideramos el tnico yo que cumple ¢(yo) y
sea p = (0,yp). Por el teorema 4.40 existen u,v tales que

Ni <p+1(i € (u,v) <> i = p).

Claramente Suc(u,v,1) y (u,v)o = yo, luego x(0,%o), luego Vy x(0,y).

Supongamos ahora que existe un gy’ tal que x(z,y’). Sean w',v’ segin la
definicion. Sea y el inico nimero natural que cumple ¥ (z, 3, y). Por el principio
de recoleccién existe un w tal que

Ni<z+1 3G (u,v)) <w,

y claramente podemos exigir ademas que (x + 1,y) < w.
Por el teorema 4.40 existen u, v tales que

Ap < w(p € (u,0) & (Vi<az+1p=(i,(u,0):))Vp=(zr+1y)).
Es claro que Suc(u, v, x + 2)), as{ como que
Ni<z+1(u,v); = (u/,0);, (U, 0)py1 = Y.

Es facil ver entonces que x(z + 1,y).



218 Capitulo 4. Teorias aritméticas

1
Ahora veamos que \y x(z,y). Como ya hemos probado la existencia, basta

ver que si x(z,y) y x(z,7), entonces y = y. Sean u, v, @, v segun la definicion de

X ¥ veamos por induccion sobre i que i < z + 1 — (u,v); = (4,7);. En efecto,

como ¢((u,v)o) v ¢(@, 7)o, la unicidad de ¢ implica que (u,v)o = (@, D)o.
Supuesto cierto que (u,v); = (4, v);, tenemos que

'(/)(7;’ (u7 U)ia (u7 'U)i-i-l) A ¢(27 (’a’ T})i’ (ﬂ, ﬁ)i-i-l)

y la unicidad de 1 implica que (u,v);+1 = (@, 7);+1. En particular, tenemos que
Y= (u7v)91 = (avrf))w =Y.
Ahora veamos que x cumple lo que dice el enunciado. Antes hemos visto que

el tinico yo que cumple ¢(yp) cumple también x(0, o), luego Vy(x(0,y) A ¢(y)),
que es la primera condiciéon que tenfamos que probar.

Tomemos ahora el tinico y que cumple x(z+1,y) y sean u, v segtn la defini-
cion de x. Es claro que estos valores cumplen también la definicion de x(z,y),
de donde se sigue que y' = (u,v), cumple x(x,y’). Pero de x(z + 1,y) se sigue
(X, (U, 0) g, (U, 0)z11), s decir, ¥(x,y’,y). Con esto hemos probado que

Vyy' (x(z+1,9) A x(z, ') A,y y)).

Nota Por el teorema 3.29, si las formulas ¢ y 1 no tienen descriptores, po-
demos exigir que y tampoco los tenga y que las demostraciones en I3, que
proporciona el teorema anterior no contengan descriptores. L]

En 4.20 hemos senalado que la jerarquia de Kleene puede definirse para
formlas de £,,p tomando como férmulas Ag las férmulas atéomicas, y que esta
jerarquia cumple igualmente el teorema 4.21. Asi podemos hablar de férmulas
Y, y I, de Ly en sentido estricto (las que satisfacen la definicion) y de for-
mulas en sentido amplio, que son las equivalentes en ARP a féormulas del tipo
correspondiente en sentido amplio. A las formulas que son a la vez X, y II,, en
sentido amplio las llamamos féormulas A,,.

Definicion 4.48 Llamaremos IX (resp. AP1) a la teorfa axiomatica sobre
Larp (que no tiene descriptor) cuyos axiomas son los de ARP con el princi-
pio de induccion extendido a formulas de tipo IX,, en L (resp. a formulas
arbitrarias).

En principio tomamos como axiomas de induccién los determinados por for-
mulas del tipo correspondiente en sentido estricto, pero es claro que cualquier
férmula de induccién asociada a una féormula de tipo ¥, en sentido amplio
es equivalente a la correspondiente a cualquier formula ¥, en sentido estricto
equivalente, luego es un teorema de I3} .

Asi IX (resp. APT) es obviamente una extension de ARP, pero también lo
es de I¥,, (resp. AP) (considerando a estas teorias sin descriptor). En efecto,
todos los axiomas de AP menos el de induccién son axiomas de ARP, y el
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principio de induccién para férmulas de tipo 3, en £, extiende al principio de
induccién de IX,,, que sblo admite férmulas de £,. Por lo tanto, todo teorema
sin descriptores de IX,, (resp. AP) es un teorema de IX (resp. APT).

El objetivo de esta secciéon es probar el teorema siguiente:

Teorema 4.49 Toda formula de L.p es equivalente en IF a una formula
de Lo, que serd de tipo ¥, II,, 0 A, (en1X1) silo es la formula dada. Si una
formula de L, (sin descriptores) es demostrable en IX), también es demos-

n’

trable en IX,. Asi, 1N} (resp. APT) es una extension intrascendente de 13,
(resp. AP).

Esto significa que los funtores de £, y sus definiciones no aportan nada
a IX,,, pues pueden definirse en I3; de forma que todo lo que se puede probar
con los funtores adicionales se puede probar también sin ellos.

La prueba de este teorema es muy similar a la del teorema 3.29 de elimina-
cién de descriptores, asi que detallaremos tnicamente los pasos en los que hay
diferencias sustanciales. Como aqui consideramos lenguajes sin descriptores, el
argumento se simplifica un poco.

Empezamos asociando a cada funtor n-adico f de L, una férmula sin
descriptores ¢(z1,. .., 2y, y) de tipo 31 en L, cuyas variables libres estan entre
las indicadas. Lo hacemos por recurrencia sobre f.

1. Si f =S, entonces ¢g(z1,y) =y = Sz1.

2. Si f = ¢, entonces ¢ (x1,y) =y =0.

3. Si f = p}, entonces @pn (21, .., Tn,Y) =Y = ;.

4. Si f = k(h,01,...,9m), entonces

br(x1,.. . an,y) = Vuq - - U (Dgy (T1, - Ty ur) Ao A g, (T, Ty, Uy
A Pp(ury ...y Um,y)).

5. Si f = p(g,h), tomamos como ¢, la férmula dada por el teorema 4.47 a

partir de ¢4 y ¢p. De este modo:

1
Igl \/y ¢f(xl7 e 7l‘n7xay>7 I;l \/y(¢f(331> .. '7mna07y) A (bg(xla cee mey))a

I; \/yyl(¢f($1a cee 7xn7m+17y) A ¢f(x17 s 7xn,x,y/) A ¢h(x11 e ,xmx,y',y)).
1

El altimo punto es correcto porque es facil razonar inductivamente que, para
todo funtor f, se cumple

1
I; \/y (bf(xla cee 733n»y)-
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De este modo, si ¢4 y ¢, cumplen este resultado de unicidad, podemos
aplicarles el teorema 4.47 para obtener una férmula ¢ que también cumple la
unicidad requerida. De aqui se sigue ademés que ¢ es de tipo A; en I3;.

Ahora asociamos a cada semitérmino ¢ de £,,p, una semiférmula de £, sin
descriptores 1;(y) de tipo 31 con las mismas variables libres méas una variable
adicional y.

1. Si t =z es una variable (libre o ligada), entonces ¥4 (y) =y = «.
2. Sit =0, entonces 1 (y) =y = 0.
3. Sit= f(t1,...,tn), definimos
De(y) = Vur - un (P, (ua) A A, (un) A dp(u, .. un, ).

Finalmente definimos, para cada semiférmula a de £,;p, una semiférmula o
de £, con a lo sumo las mismas variables libres:

1. Si a = (t; = t3), entonces a* = Vu(vs, (u) A ¥y, (u)).

2. Si a = —3, entonces a* = —5*.

3. S1ia =8V «, entonces a* = B* V 4%, y esto implica a su vez que
B=)=B"=7 (BAY) =B AY, (B 1) =(B" <)

4. Si a = Aup, entonces a* = Au 8*.

5. Si a = Vu B, entonces a* = Vu 5.

Vamos a ir probando varios hechos sobre los conceptos que acabamos de
introducir.

1. Para todo funtor f,

- y:f(zla"'axn) <—>¢f(171,-~-,l“n,y)-
=F

Si f=5,4,-, la equivalencia se demuestra, de hecho, en I3;.

La equivalencia en IZl+ se demuestra por induccién sobre la longitud de f.
Todos los casos son obvios salvo el correspondiente a f = p(g, h). En este
caso hay que probar:

/\y(y = .f(xlv e ,xn,x) A d)f(xh LN amnaxay))'
Razonamos por induccién sobre x. Notemos que la féormula es de tipo II;

en Larp, por lo que la induccion es licita en IEIL.

Para & = 0 tenemos, por la definicion de f, que y = f(z1,...,2n,0)
equivale a y = g(z1,...,x,). Por otro lado, por la construccion de ¢y,

vy(¢f(x17 e 7In,07y) A d)g(xla e axnvy))v
y por hipdtesis de induccion la segunda formula equivale ay = g(z1, ..., z,).
Esto implica que g(z1, ..., %) es el Gnico y que cumple ¢¢(x1, ..., zy,0,¥),
luego ¢¢(x1,...,2,,0,y) equivale a y = g(z1,...,2y).
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Supuesto que la equivalencia es cierta para x, por la definicion de f tene-
mos (omitiendo, por brevedad, z1,...,z,) que y = f(Sz) equivale a

y = h(z, f(z)).
Por otro lado, por construccion de ¢ tenemos que
Vyy' (65 (Sz,y) A ds(@.y') A dnl@,y,y)).

La hipotesis de induccién sobre la longitud de f nos da que ¢n(x,y',y)
equivale a y = h(z,y’), y la hipotesis de induccién sobre z nos da que

of(x,y') equivale a y' = f(x), luego ¢f(Sxz,y) equivale a y = h(z, f(z)).

En el caso de f = S es inmediato que la equivalencia puede probarse
en I3;. Consideremos ahora el caso en que f = + = p(p}, k(S,p32)).
Llamemos f = (S, p3), de modo que

op(z1,22,Yy) = \/u((bpg (1, 22,u) A ¢s(y,u)) = Vu(u = 29 Ay = Su),

y esto equivale en I3; a que y = Sxs.

Ahora, para ¢ (21, z2,y) tenemos

\/y(qﬁ+(x1,0,y) A ¢p}($11y)) = vy(¢+($1707y) Ny = 1’1),

vyyl(¢+($175$27?}) A ¢+($17x23y/) A Qbf(ﬂ?l»y/ay))a

y estas formulas equivalen, respectivamente, a ¢4 (21,0,21) y a
V' (o4 (21, S2, SY') A by (21, 22,9")).
De aqui se sigue por induccién sobre xo que

/\y(y = ¢y (71, 22,Y) < y = 71 + T2).

En efecto, para x5 = 0 tenemos ¢4 (z1,0,21) y, por la unicidad de ¢,
esto implica que ¢4 (x1,0,y) <> y = 1 = x1 + 0. Si vale para zg, en la
segunda formula que hemos obtenido tenemos que y' = 1 + x4, luego nos
da que ¢4 (x1, Sxa, S(x1 + x2)), y la unicidad implica que

¢4 (21,522,y) ¢ y = 1 + Sw3.
El caso del producto se razona analogamente.

2. Sit= f(x1,...,x,), entonces 1; P(y) < o5 (y).

La comprobacién es trivial, asi como la del hecho siguiente:

3. b Vy v (y), F oy =1t d(y)).

+
1=}

Si t esta en L, la segunda equivalencia puede probarse en I1¥;.



222

Capitulo 4. Teorias aritméticas

Esto se debe a que el caso 3 de la definicién de i, sblo puede darse con
f=S,f=+ o0 f=-y, considerando por ejemplo el segundo caso,

Uiy 115 (Y) = Vurua vy, (ur) Ay, (ug) Ay = uy + us).

Si suponemos, como hipotesis inductiva, que ¢, (y) equivale en IX; a
y = t;, esto equivale a que y = t1 + t5. El caso del producto es analogo y
el de S es inmediato.

Como las formulas 1; son X1, por la unicidad son de hecho de tipo A;
en I, ya que

Py (x) < Nu(e(u) — x),
y esto a su vez implica que si a es Ag en L,y (es decir, atémica), entonces
a* es de tipo A; en IX, pues a* es claramente de tipo X7 y

o Nu(@r, (w) A e, (u)).

De aqui se sigue a su vez que si « es de tipo X, IT,, 0 A, en L,,, (para
cierto n > 1) entonces o es del tipo correspondiente en IX; (pero hay que
tener presente que las féormulas Ag en £,,p, se corresponden con férmulas
Al en IEl)

Para toda formula o de Ly, se cumple
F (o< a”).
=F
Mas aun si «a esta en L, la equivalencia se puede probar en I13;.

Sit,t’ son términos de Layp, @ es una formula y x es una variable que no
esté en S}t ni en S}, entonces

£ () © Vu(uo) ASpoe(y)), E(Sha)” o Vau(u(e) A sja”).

I3,

La prueba es idéntica a la del hecho anélogo en la prueba del teorema
3.29.

entonces F o*.
PN

La prueba es también idéntica a la vista en la prueba del teorema 3.29
(salvo que no necesitamos considerar los axiomas asociados al descriptor.)

Si o es un axioma de K

arp?

Si « es la definiciéon de un funtor de ARP, entonces F a*.
1

En efecto, si o = ¢(x) = 0, entonces
a* = Vu(the) (u) A ¢o(u)),
donde (4 (u) equivale a ¢.(u) = u = 0, con lo que a* equivale a
Vu(u=0Au=0),

que ciertamente es un teorema de I3;.
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Sia=pP(z1,...,2,) = x4, entonces o™ equivale a
vu(¢p? (u) A g, (u)),

que a su vez equivale a \/u(u =x; A u = x;), que es trivialmente un
teorema.

Sia=f(xr,...,2n) = h(g1(x1,. ., Zn)y ooy gm(21, ..., Tpn)), entonces a*
equivale a

V(o (u) AVur - un(dg, (ur) A=+ A by, (um) A @n(u,. .. tn, 1)),
que a su vez equivale a Vu(¢r(u) A ¢r(u)), lo cual es un teorema de 13;.
Sia=f(ar,...,2n,0) =g(x1,...,2,), entonces a* equivale a

Vu(ds(z1,. .., 20,0,u) A ¢g(21,. .., T0,u)),
y esto es un teorema de I¥; por la construccién de ¢¢. Finalmente, si
a=flxy,...,xn,52) = h(z1,..., 20,2z, f(21,...,20,2)),
entonces (omitiendo z1,...,x,) o* equivale a:
V(e (S, u) A Vil (6, o) A dnla, ', w)),
que es un teorema de I¥; de nuevo por construccion de ¢y.

9. Si a es un axioma de IX, entonces a* es un teorema de I%,,.

Solo falta probarlo para los axiomas enunciados explicitamente en la de-
finicién 4.1. Si « es uno de los dos primeros, es un teorema de £, luego
o también, pues en este caso es equivalente a a.

Finalmente, si « es el principio de induccién correspondiente a la formula
B de Larp, es facil ver que o* es el caso del principio de induccién corres-
pondiente a 5%, y si § es X, en Larp, entonces 5% es X, en L4, luego o*
es un axioma de 13,,.

Ahora el mismo argumento con el que hemos terminado la prueba de 3.29
nos da aqui también la conclusion. L]

Asi pues, lo que hemos probado es que si f es un funtor n-adico de Lqp, la
formula ¢ (z1,. .., 2y, y) define en I¥; la misma funcién recursiva primitiva que
determina la definicion de f en ARP. Si queremos darle nombre, o bien afiadimos
a L, los funtores de L,,p, con lo que obtenemos una extensién intrascendente en
la que disponemos del funtor f para nombrarla (y se cumple y = f(z1,...,2,) <
¢¢(z1,...,%n,y)), 0 bien usamos el descriptor para definir

f(zl,...,xn)zy|7,/1f(331,...,xn,y).

En I¥; (con descriptor) podemos probar que el término asi definido cumple la
definicion del funtor f.



224 Capitulo 4. Teorias aritméticas

Pero, tanto si usamos descriptores como funtores, tenemos garantizado que
con ello obtenemos una extensiéon intrascendente de I¥1, en la que no podemos
enunciar nada nuevo ni demostrar nada que antes pudiéramos enunciar, pero
no demostrar.

A la vista de estos resultados ya no distinguiremos entre IX} o APT y las
teorias correspondientes I¥,, o AP. Esto significa que en I¥,, y en AP podemos
usar nombres para todas las funciones recursivas primitivas. Estos nombres pue-
den ser interpretados como funtores, como descripciones, o como meras formas
de abreviar las formulas ¢ (y).

En particular podemos afirmar que I3; es una extension de ARP y, méas
aun, el teorema [CS 1.24] prueba que se trata de una extension conservativa
para formulas de tipo I, es decir:

Una formula de tipo 1y de L, es demostrable en ARP si y solo si
es demostrable en 13X .

En particular, la consistencia de I3; equivale a la de ARP.

Si tenemos en cuenta que ARP no es mas que un “envoltorio” conveniente de
la teoria ARP presentada en el capitulo I, de modo que las férmulas “genuinas”
de ARP (las que se corresponden con formulas de dicha presentacion sin signos
logicos) son las formulas Ag, entonces podemos afirmar que IX; es una extension
conservativa de ARP en el sentido de que toda formula del lenguaje Lapp (el
original, sin signos 16gicos) es demostrable en ARP si y solo si lo es en I13¥;.

Para referencias posteriores, recapitulamos aqui los resultados que hemos
obtenido (c.a. = cuantificadores acotados):

ARP  ARP* D3R D
Lenguaje Larp Lt L L,

arp arp

Formulas Ag | todas atomicas atomicas c.a.

! !

c.a. c.a.
Induccién todas A ¥ ¥

1. La aritmética recursiva primitiva (original), est4 definida sobre el lenguaje
Larp, sin conectores ni cuantificadores, que sélo admite férmulas atémicas
(igualdades), mientras que ARP™ esté definida sobre el lenguaje de primer
orden que resulta de anadir a £, los funtores de L,y (identificando, los

funtores “siguiente”, 4 y - de £, con los funtores correspondientes de £ ).

2. Cada formula de £, con cuantificadores acotados es equivalente en ARP*
a una férmula atomica (es decir, de Larp), que es demostrable en ARP™
si y solo si lo es en ARP (teorema 4.5).

De este modo, las formulas de L,;, se corresponden con las formulas con
cuantificadores acotados de L;p, pero, como de una férmula siempre po-
demos deducir la que resulta de cuantificar universalmente sus variables,
y viceversa, tenemos que los teoremas de L,,p, se corresponden en realidad

con los teoremas de tipo IT; de £, .
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3. La teoria IZ{r es la que resulta de extender el principio de induccién de
ARPT de formulas Ag a formulas X;.

Una formula de tipo Iy de £, es demostrable en ARP* si y solo si
es demostrable en IXT [CS 1.24]. En particular, una férmula de Lo, es

demostrable en ARP si y s6lo si lo es en IZT.

4. A cada formula de L;p le podemos asociar una férmula de £, equivalente
a ella en IEIL (del mismo tipo X, o II,,, pero la traduccion de una férmula
Ay es, en general, A1), que es demostrable en IEIr si y solo si su traduc-
cion lo es en 1% (teorema 4.49). En particular, los teoremas de ARP se

corresponden con los teoremas de tipo II; de IX;.

Una vez establecidos estas relaciones fundamentales, llamamos ARP a la
teorfa axiomatica de primer orden que hemos construido como ARP™ y llama-
mos I¥; indistintamente a la teoria que hemos definido como tal o a la extension
intrascendente IEf, pues no hay diferencia entre anadir a I¥; los funtores de
Larp (con sus definiciones) o definirlos como descripciones sin afiadir mas signos

al,.

Asi pues, en lo sucesivo, no hay razon para trabajar en ARP, cuando po-
demos trabajar en I¥;, es decir, admitiendo el principio de induccién para for-
mulas de tipo 31 o II3, y no sélo Ay, como hasta ahora. Cabe destacar el
teorema [CS 1.23], segin el cual, si en IX; demostramos un resultado de la
forma \/v ¢(z1,. .., 2, v) (donde ¢ es X1), podemos asegurar que existe un fun-
tor F' de ARP que cumple ¢(z1,..., 2z, F(x1,...,2,)), de modo que la prueba
de la existencia es constructiva, aunque pueda no parecerlo.

De aqui se deduce una consecuencia notable:

Teorema 4.50 Toda férmula de tipo Allzl es equivalente en 1%, a una formula
de tipo Ag de Loy (es decir, atomica).

DEMOSTRACION: Sea «(z1,...,%,) una formula de £,,, de tipo A{El, es
decir, tal que existen formulas ¢(z1, ..., T, ), Y(x1, ..., Ty, z) de tipo Ag en
Larp (es decir, atomicas?) tales que en I3 se demuestra:

a(zy,...,xn) < Vud(z,. .., 20, u) < aVu(z,. .., 2., u).

Entonces en I¥; se demuestra también que
Vuld(zr, ... xn,u) Vb(zr, ... 20, 1)),
Por [CS 1.23] existe un funtor n-adico F' de L,;p tal que en ARP se demuestra

(X1, @, (1, o xn)) V(21,2 Fx1, .. 20)).

298i consideramos, en principio a IX; como teoria sobre Lq, las férmulas ¢ y @ son Ag
en L, es decir, que tienen cuantificadores acotados, pero por 4.5 podemos sustituirlas por
formulas atémicas de Larp.
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Por lo tanto, en I¥; se cumple que
a1, ..., Tn) & O, T, F(x1,. .., 20)).

y la formula ¢(xq, ..., 2, F(z1,...,2,)) es atomica. "

Asi, mientras en IX; (sin funtores anadidos) las formulas A; son mas gene-
rales que las formulas Ag, acabamos de ver que, al anadir los funtores de Larp,
las formulas A; en sentido amplio son las mismas que las Ay en sentido amplio.



Capitulo V

Teorias de conjuntos

Puesto que IX; extiende a ARP, al razonar en I¥; podemos usar todos los
conceptos que tenemos definidos en ARP y todos los resultados que tenemos
demostrados sobre ellos. En particular contamos con la relacion de pertenencia
2 € y que tenemos definida en ARP, que es una férmula atémica de £, equi-
valente a una formula Ay de £,. De hecho, la hemos definido explicitamente en
la nota posterior a la definicion 4.46.

Ahora bien, a la hora de emplear en I3; los resultados sobre conjuntos proba-
dos en ARP hay que tener en cuenta que “para toda férmula de £,,,” no significa
lo mismo que “para toda formula de £,” (ni de L;Lrp), por lo que tenemos que ser
conscientes del alcance real de los resultados que tenemos demostrados. En este
capitulo vamos a hacer mas que eso: vamos a axiomatizar los resultados conjun-
tistas que podemos probar en I3; mediante teorias axiomaticas independientes,
pero estrechamente relacionadas con I1X.

Podemos considerar que todos los conceptos y resultados de este capitulo
se definen y demuestran en ARP (aunque, segin hemos visto en el capitulo
anterior, en la practica podemos trabajar en I¥;).

5.1 La teoria basica de conjuntos

Definicion 5.1 El lenguaje de la teoria de conjuntos L. es el lenguaje for-
mal (con descriptor) cuyo unico signo eventual es un relator diddico que re-
presentaremos por € y lo llamaremos relator de pertenencia. Escribiremos
t1 ¢ to = ity € to. También es frecuente abreviar

Nuera=Auluer—a), Vuera=VuluezAa).
La teoria bdsica de conjuntos es la teoria axioméatica B cuyos axiomas son:

Extensionalidad Azy(Au(u€z < ucy) —»z=y)

Par AzyVzAu(u € z < u=aVu=7y)
Unién AzVzAu(u € z < Vo(u € v Av € x))
Diferencia NzyVzA\u(u € z v uecaAnudy)

227
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El lector observara que todos los axiomas de B son teoremas de ARP si in-
terpretamos que x € y no es la féormula atémica de L. que de hecho es, sino la
férmula que hemos definido en ARP. Por lo tanto, podemos considerar que las
formulas de L. hablan de los mismos conjuntos de los que podemos hablar en
ARP o en I¥;, pero desde otro lenguaje formal. Mas precisamente, puesto que
todos los axiomas de B pueden demostrarse en ARP, de hecho, al demostrar
teoremas en B, estaremos demostrando teoremas de ARP. Mas adelante preci-
saremos estas ideas y las discutiremos con detalle, pero de momento vamos a
analizar un poco la teoria B.

En primer lugar, puesto que los axiomas de B no tienen descriptores, pode-
mos considerar por un momento la teoria con los mismos axiomas, pero sobre
el lenguaje que resulta de quitarle a Ly el descriptor. Aplicando EG al cuarto
axioma obtenemos

VeAu(u €z uer Aué ),

de donde se sigue VzAuwu ¢ x, es decir, vemos que existe un conjunto vacio, un
conjunto sin elementos. Pero el axioma de extensionalidad implica que dicho

1
conjunto es tinico, luego, si llamamos ¢(x) = Auwu ¢ x, hemos probado \u ¢(u).
Esto nos permite aplicar el teorema 3.29 para concluir que la teoria que resulta
de anadir el descriptor (es decir, B) junto con el axioma

Nuu ¢ v|v = v,

es una extension intrascendente. En particular, podemos considerar que esta

férmula es un axioma de B, lo cual no es mas que el convenio de considerar

que cualquier descripcién impropia hace referencia al conjunto vacio. A partir
1

de aqui (una vez probado que \u ¢(u) se demuestra sin descriptores) ya pode-
mos trabajar en B con descriptores sabiendo que todo teorema de B tiene un
equivalente sin descriptores demostrable en B sin descriptores.

1
En particular tenemos que en B se prueba VvAuu ¢ v, lo que nos permite
definir el conjunto vacio como

o =v|A\uu ¢ v,

y la regla de las descripciones propias nos da que Auu ¢ @. Mas aun, la
unicidad nos da que
Nuvéd oz —z=0.

En estos términos, hemos introducido el axioma-convenio v|(v = v) = @.

El axioma de extensionalidad implica que los conjuntos z cuya existencia
afirman los otros tres axiomas son tnicos, lo cual nos permite definir:

{z,y} = vAuuewu=aVu=y),
Uz = wlAu(uew+ Vo(uevAv e r)),
r\y = wulucwsuecrAugy),
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y la regla de las descripciones propias nos da los teoremas:
ve{r,ytu=cVu=y,
uweJr < Vo(uevAve ),

uerx\ycucexAyéy.

Mas atn, en B podemos demostrar:
1
VzAu(u € z <> u €z Vvucy).

En efecto, la unicidad la proporciona el axioma de extensionalidad, mientras
que la existencia se prueba considerando | J{z, y}. Esto nos permite definir

rUy=zlAu(u€z+ucaVucy)

y resulta que
uecrxUy<uecxrVucy.

A su vez, 1
VeAu(u €z uex Auey),

pues la existencia nos lada z = (zUy) \ ((x\ y)U(y\ z)) y la unicidad el axioma
de extensionalidad. Por lo tanto, podemos definir

rNy=z[Auu€zeuczAucy)

y demostrar:
uerNy<uerANucy.

Otro concepto conjuntista béasico que tenemos a nuestra disposicién en B es

el de par ordenado:
(z,y) = {{z}, {z, y}}.

Es pura rutina comprobar que
(z,y) =@ y) a=a"ry=y.
Por dltimo introducimos la inclusién:
rCy=Nulucz—ucy),
sobre la cual podemos probar facilmente:

r Cux, rCyNyCr—x=y, rCyANyCz—xCz.

Clases y conjuntos Hasta aqui hemos analizado el contenido de los axiomas
de B, pero antes de seguir extrayendo consecuencias, conviene introducir unos
convenios generales de notacion.
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Si ¢(x) es cualquier formula de L. (tal vez con mas variables libres), escri-
biremos
A={z|¢(x)}
(v leeremos que “A es la clase de todos los conjuntos que cumplen ¢(z)”) para
indicar que, en lo sucesivo, siempre que escribamos x € A habra que entenderlo
como ¢(z). Mas precisamente, si B = {z | ¥(x)} es otra clase, entenderemos
que:

1. z € A= ¢(x).

2. y=A=Nz(z ey € A) = Na(x €y ¢(2)).
3. A=B=N\z(r € A x € B) = Nw(¢(z) < ().

4. Acz=\yczy=A=\yczN\z(x €y ¢(z)).

5. Ac B=Vyly=AAyeB)=Vy(Az(x € y < ¢(x)) AY(y)).

Notemos que si una férmula contiene una variable, ésta aparece necesaria-
mente en subférmulas de tipo x = y o x € y, por lo que si en cualquier féormula
de L. sustituimos algunas de sus variables libres por una o varias clases, la
expresion resultante nombra a una féormula concreta de Lic, la que resulta de
sustituir las subformulas atomicas que contienen clases por las definiciones que
acabamos de dar.

Por ejemplo, si escribimos A C B, no hay ninguna duda sobre a qué férmula
de L. nos estamos refiriendo: segiin la definicién de la inclusién se trata de la
férmula

Nz(z € A— x € B) = Nx(o(z) — ¥(z)).

Para interpretar un término ¢ definido en términos de clases aplicaremos el
criterio anterior a una férmula equivalente! a x € t que no tenga descriptores.
Por ejemplo, para interpretar qué es A U B observamos que

reyUzcorxeyVae ez,
y la formula de la derecha ya no tiene descriptores, por lo que interpretamos
r€AUBw e AVae B+ ¢(x) V().
Podemos expresar esto diciendo que
AuB={z|z€ AV <€ B}.

En resumen: cada clase esta definida a partir de una férmula, y una férmula
que contiene clases se puede interpretar inequivocamente como una foérmula
“normal” de L. sin més que sustituir cada apariciéon de una clase en una sub-
formula atéomica por la féormula que hemos indicado. En particular, cuando
decimos que dos clases son iguales (A = B) esto simplemente significa que las
formulas que las definen son equivalentes (lo cual puede depender de la teoria
axiomética considerada, es decir, que, por ejemplo, puede ocurrir que dos clases
sean iguales en una extension de B y no lo sean en otra).

1A partir de aqui lo que hacemos depende de la teoria de conjuntos concreta que conside-
remos. Todo cuanto decimos vale para cualquier extension de B.
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Si tenemos una clase A = {z | ¢(z)}, diremos que “A es un conjunto” para
referirnos a la formula de Ly,

VyNo(z €y <z € A) = VyAaz(z € y & ¢(z)),

y en tal caso identificaremos la clase A con el conjunto y, que sera tmico por el
axioma de extensionalidad. En otras palabras, cuando decimos que una clase
(definida por una formula ¢(x)) es un conjunto, queremos decir que existe un
conjunto cuyos elementos son justamente los conjuntos que cumplen ¢(z).

Si una clase A no es un conjunto diremos que es una clase propia. Concreta-
mente, esto significa que no existe ningin conjunto cuyos elementos sean todos
los conjuntos que satisfacen la férmula que define la clase.

Hay que enfatizar que todos estos convenios hacen que cualquier afirmacion
que hagamos en lo sucesivo sobre clases en una teoria de conjuntos se pueda en-
tender inequivocamente como una afirmacién sobre si una féormula determinada
de L. es 0 no un teorema.

También cabe destacar que los convenios precedentes no pueden justificar
de ningin modo una cuantificaciin sobre clases, es decir, no podemos expresar
mediante una formula de L. una afirmaciéon del tipo “para toda clase A” o
“existe una clase A”.

Ejemplo: La paradoja de Russell Consideremos la clase de Russell, defi-
nida como

R={z |z ¢z},

es decir, la clase de todos los conjuntos que no se pertenecen a si mismos.
Podemos probar en B que R no es un conjunto. Segtn los convenios que hemos
adoptado, “R es un conjunto” es una forma de nombrar la férmula siguiente:

VyNa(z €y <z ¢ 2),

pero podemos probar la negaciéon de esta formula. Por reduccion al absurdo,
suponemos que existe un y que cumple Ax(r € y < = ¢ x). Entonces, en
particular, y € y <> y ¢ y, pero esta formula es contradictoria. m

Otro ejemplo de clase es la clase universal:
V={z|z=121}

o la clase de todos los conjuntos. La teoria B no es lo suficientemente potente
como para decidir si V' es 0 no un conjunto, pero en las extensiones de B mas
habituales puede probarse que no lo es.

Ordinales A pesar de su simplicidad, la teoria B permite definir los ntimeros
naturales. La idea béasica es que podemos definir

' =zU{zx}
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Con esta definicion de “sucesor” podemos ir definiendo
0=9, 1=0=0u{0}={0}, 2=1=1uU{1}={0,1}, 3=2"={0,1,2}

y asi sucesivamente. El problema es que “y asi sucesivamente” no sirve. Necesi-

tamos definir una féormula de L. que podamos toma como definicién de “ntmero
tc 4 p

natural” en la teoria B. Para ello empezamos definiendo algunos conceptos:

Definicion 5.2 Diremos que un conjunto z es
1. transitivo si \u € z u C z,
2. €-conerosi Nuv € x(u €v Vo EuVu=uo),

3. bien fundado si Nu(u C z Au# @ — Vv € uvNu = @). Un conjunto v
que cumpla esta definiciéon recibe el nombre de elemento €-minimal de u.

4. x es un ordinal si cumple las tres propiedades anteriores.

Llamaremos ) a la clase de todos los ordinales (es decir, que = € = z es
un ordinal).

Con maés detalle: un conjunto x es transitivo si todos sus elementos son
también subconjuntos suyos. Una forma equivalente de expresar esta propiedad
es Auv(u € v Av € x = u € ), y de ahi el nombre de “transitividad” (de la
pertenencia).

Un conjunto es €-conexo si dos cualesquiera de sus elementos estan “conecta-
dos” por la pertenencia, en el sentido de que uno pertenece al otro (entendiendo
que hablamos de dos elementos distintos). Notemos que si y es €-conexo y
x C y entonces x también es €-conexo, pues dos de sus elementos son también
elementos de y, luego estan conectados por la pertenencia.

Por dltimo, un conjunto x esta bien fundado si cada subconjunto no vacio u
tiene un elemento €-minimal, es decir un v € u tal que ningtin elemento w € u
pertenece a v. También se cumple que si y esta bien fundado y = C y entonces
x esté bien fundado, pues todo v C x no vacio cumple también v C y, luego
tiene un €-minimal por la buena fundacién de y. Necesitaremos una propiedad
elemental de los conjuntos bien fundados:

Teorema 5.3 Si z es un conjunto bien fundado entonces x ¢ x.

DEMOSTRACION: Si z € z entonces {z} C z A {2} # &. Sea u un elemento
€-minimal de {z}. Necesariamente, u = x, pero € x N {z}, contradiccion.
|

Recordemos que hemos definido 0 = & y 2/ = z U {z}. Ahora podemos
probar:

Teorema 5.4 0 € QA Az € Q 2/ € Q.
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DEMOSTRACION: Notemos que 0 = @ cumple trivialmente las tres condi-
ciones de la definicion de ordinal (es transitivo porque no existe ningtin u € &
que pueda incumplir la definicién, es €-conexo porque no existen u,v € & que
puedan incumplir la definicién, y estd bien fundado porque no existe ningin
u C I, u # & que pueda incumplir la definicién).

Supongamos ahora que = es un ordinal. Si u € 2’ = z U {z}, entonces
u € x V u = x, pero en ambos casos u C x, en el primero porque x es transitivo.
Esto prueba que z’ es transitivo.

Siu,v e, entoncesu €exrVu=xyv€xVuv=zx Estonosda cuatro
casos: w € x ANv € x oblenu € x A v =u2x 0bienu =1z A v € x obien
uw = x = v. En el primero tenemos que u € v V v € u V u = v porque x es
€-conexo, y en los otros tres tenemos u € v, v € u, u = v respectivamente. Esto
prueba que x’ es €-conexo.

Tomemos v C ' A u # & y veamos que tiene €-minimal. Tratemos aparte
el caso en que u = {z}. Entonces v = z es un €-minimal de u, pues zN{z} = @.
En efecto, si existiera w € z N {x}, serfa * = w € x, en contradiccion con el
teorema anterior.

Como u C z U {z}, si no se da la igualdad w = {z} es porque uNz # &, y
tenemos asi un subconjunto no vacio de . Como z esta bien fundado existe un
v € uNx que es E-minimal para esta interseccion. Vamos a ver que es €-minimal
de u.

En efecto, si w € vNu, entonces w € x’, luego w € x V w = z. En el primer
casow € uNxy w € v, lo que contradice que v sea €-minimal de u N z. En el
segundo caso z = w € v € z, luego, por la transitividad de z, resulta que x € z,
en contradiccién con el teorema anterior. n

En vista de este teorema resulta que 0 es un ordinal, luego 1 = 0’ es un
ordinal, luego 2 = 1’ es un ordinal y, en definitiva, todos los ntimeros naturales
son ordinales, pero no podemos demostrar tal cosa porque no tenemos una
definicién de numero natural. En realidad vamos a definir los nimeros naturales
como los ordinales que cumplen una propiedad adicional, pero antes de ello
necesitamos demostrar algunas propiedades sobre ordinales.

Notemos que, por ejemplo, 5 = {0, 1,2, 3,4}, de modo que los elementos del
ordinal 5 son otros ordinales. Esto es cierto en general:

Teorema 5.5 Los elementos de los ordinales son ordinales.

DEMOSTRACION: Sea y € 2 y sea x € y. Por transitividad x C y y por
consiguiente x es conexo y bien fundado. Falta probar que es transitivo, es decir,
que Auv(u €Ev Av €z — u € x).

Siue€wvAveEx tenemos v € x Az €y, y como y es transitivo, v € y,
e igualmente u € y. Asi pues, {u,v,z} C y. Como y esta bien fundado se
cumplird

uN{u,v,z} =2 vV vN{uv,z} =0 Vv an{uv,z} =40,
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pero u € v N {u,v,2} y v € x N {u,v,x}, luego ha de ser uN {u,v,z} = @.
Como y es conexo ha de ser v € x V & € u V u = x, pero si € u entonces
x €un{u,v,x} =,y si x =u entonces v € uN{u,v,x} = &. Asi pues, se ha
de cumplir u € x, como queriamos. "

Notemos que el teorema anterior puede enunciarse asi:
Ney(z ey nyeQ —xeQ),
pero esto es lo mismo que decir que la clase 2 es transitiva.
Definicién 5.6 Si x, y son ordinales, escribiremos z <y =z C y.

Es inmediato que se cumplen los teoremas siguientes son vélidos para con-
juntos arbitrarios:

1. z <z,
2.z<yhNy<Lz—=zx=y,
Jr<yNny<z—z<z

y esto se expresa diciendo que < (o, lo que es lo mismo, la inclusion) es una
relacion de orden parcial, pero cuando nos restringimos a ordinales tenemos
mas:
reQANyeQ—z<yVvy<ua.
En efecto, six € Q y u,v € z, entonces u € v Vv € u V u = v, y COMO
sabemos que u, v son ordinales, en particular son transitivos, y resulta que
uw Cv Vo Cu Mas aun:

Teorema 5.7 Si x es un ordinal y @ # u C x, entonces todo €-minimal v de
u es, de hecho, el minimo de u para la relacion de inclusion, es decir:

Nw € uv < w.

DEMOSTRACION: En principio tenemos que v Nu = &. Si w € u C x,
entonces v,w € x, luego w € v Vv € w Vv = w. El caso w € v no puede darse,
pues implicaria que w € vNu = &. En los otros dos casos, como w es un ordinal
(por ser elemento de x) es transitivo y se cumple que v C w, es decir, v < w.

| |

Asi pues, todo conjunto no vacio contenido en un ordinal tiene un minimo
elemento. Esto se expresa diciendo que los ordinales estdn bien ordenados por
la inclusion.

Notemos que el minimo es necesariamente tinico, por lo que hemos probado
que cada subconjunto no vacio de un ordinal tiene un dnico €-minimal.

Cada numero natural (en el sentido en que pensamos definirlos en B) esta
formado por los ntimeros menores que él. Asi, el hecho de que (informalmente)
3 < 5, se traduce en B en que 3 € 5. Para sacarle partido a esta observaciéon
demostramos lo siguiente:
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Teorema 5.8 \zy € Qz <y —zcyVar=y).

DEMOSTRACION: Si z # y entonces y \  # &. Como y es un ordinal, y \ =
tiene un elemento minimal v € y\ z, de modo que uN (y\ z) = @. Basta probar
que u = x, pues entonces tenemos que x € y.

Si z € u, entonces z ¢ y\ z y z € y (por transitividad, pues z € u € y),
luego z € x. Por lo tanto u C .

Si z € z, entonces tenemos z, u € y, luego z € uVu € zVz=u. Siu€ z,
entonces u € z € x, luego u € x, contradiccion (v € y \ ). Si z = u entonces
de nuevo u € x, contradicciéon. Por lo tanto z € u, y asi * C u. En definitiva,
tenemos la igualdad u = . [

Notemos que no pueden darse a la vez los dos casos © € y A x = y, pues esto
supondria que y € y, cuando hemos probado que un conjunto bien fundado no
se pertenece a si mismo. Por lo tanto, si definimos

r<y=zxz<yAzHy,
tenemos que si x,y son ordinales entonces x < y <> = € y.
Teorema 5.9 La interseccion de dos ordinales es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sean x, y ordinales. Como z Ny C z, trivialmente x Ny
es conexo y bien fundado. Falta ver que es transitivo. En efecto: si u € z Ny,
entoncesu €z Au€cy,u CxAuCy, luegouCzNy. ]

Con esto podemos probar un resultado no trivial. Hasta ahora sabemos que
si z y y son dos elementos de un ordinal (dos ordinales que pertenecen a otro
ordinal), entonces x € y Vy € x V x = y. Ahora podemos probar que esto es
cierto sin suponer que x e y son elementos de otro ordinal:

Teorema 5.10 A\zy c Q(zcyVycazVa=y).

DEMOSTRACION: Ny es un ordinal, tNy Cx y Ny C y. Por el teorema
5.8 tenemos (zxNy €axVaeNy=2)A(zNy €y Vany=y). Esto nos da
cuatro casos:

(xNyezAznNyey)V(zNyexzAznNy=y)

Vny=zAzNyecy) VzNy=cAzNy=1y),

oseaxNyexNy V yex V xz€y V z=y. El primer caso se descarta
por el teorema 5.3. m

Notemos que el teorema anterior es lo que significa precisamente la sentencia
“€) es una clase €-conexa”. También hemos visto que es transitiva, luego estamos
a un paso de probar lo siguiente:

Teorema 5.11 ) es un ordinal.
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DEMOSTRACION: Solo nos falta probar que {2 esta bien fundada. Si tomamos
la definicion de “x esta bien fundada” y sustituimos z por €2 vemos que lo que
tenemos que probar es que

ANu(uC QANu# @ — Vo cuvnu=2),

donde a su vez hay que entender que u C 2 significa Aw(w € u — w € Q).

En definitiva, hemos de demostrar que si u es un conjunto no vacio cuyos
elementos son ordinales, entonces tiene un €-minimal. Podemos tomar w € u
(que sera entonces un ordinal) y distinguimos dos casos. Si w es un €-minimal
de u, no hay nada que probar. En caso contrario, existe un z € w N u, luego
wNu # &. Asi wNu es un subconjunto no vacio de w, que es un ordinal, luego
existe v € w Nu que es €-minimal para la interseccién. Basta probar que v es
€-minimal para u.

En caso contrario existirfa un z € v Nwu, pero z € v € w y w es transitivo,
luego z € w, luego z € v N (wNu), en contradiccion con la €-minimalidad de v
en wMNu. |

De aqui podemos deducir un hecho interesante:
Teorema 5.12 ) es una clase propia.

DEMOSTRACION: El enunciado significa que no existe ningtin conjunto cuyos
elementos sean todos los ordinales. La demostracion consiste en observar que si
x fuera tal conjunto, toda la prueba del teorema anterior valdria para concluir
que x es un ordinal, es decir, que = € (2, y entonces deberia cumplirse x € z, en
contradicciéon con el teorema 5.3. ]

Antes de pasar a definir los nimeros naturales demostramos un tltimo teo-
rema sobre ordinales. En lo sucesivo, cuando digamos que « (o cualquier otra
letra griega) es un ordinal se entendera que « es un conjunto que es un ordinal.

Teorema 5.13 Se cumple:
1. 0 es el minimo ordinal.

2. Si o es un ordinal, entonces o también lo es, y es el minimo ordinal
mayor que « (es decir, \B € Q(a < 8 — o' < 3).

3. Todo conjunto de ordinales x C Q tiene supremo® o = Jx.

DEMOSTRACION: 1) ya hemos probado que 0 es un ordinal, y es el minimo
porque el conjunto vacio esta contenido en cualquier conjunto.

2) Ya hemos probado que o € . Si o < 8 entonces a € 3, luego a C f3,
luego o' = aU{a} C B, luego o/ < .

3) Como todo « € z esta contenido en €2, es claro que o C €, luego es
un conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero

2Esto significa que o es el menor ordinal mayor o igual que todos los elementos de .
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si B € o, entonces existe un a € x tal que 8 € «, luego por la transitividad de
aes f C a C o. Por consiguiente o € 2. Teniendo en cuenta que el orden es la
inclusién, es inmediato que o es el supremo de x. m

Definicién 5.14 Un conjunto n es un nimero natural si cumple:
ne€QANafaen wa=0vVBecaa=7p).

0 sea, un nimero natural n es un ordinal tal que todos los ordinales 0 < oo < n
tienen un inmediato anterior (es decir, son el siguiente de otro).

Llamaremos w a la clase de todos los numeros naturales (lo que significa que
Z € w = x es un numero natural).

Teorema 5.15 w es un ordinal (aunque no necesariamente un conjunto).

DEMOSTRACION: Como w C €2, es trivialmente una clase €-conexa y bien
fundada, y basta ver que es transitiva. Si u € v A v € w, entonces v es un
nimero natural. Por definiciéon tenemos que

Na(aev' wa=0vVEecaa=4),
como u < v, se cumple que v’ < v < v’ y en particular
Na(aev' -a=0Vv\VBeaa=74),

luego u € w. n

Teorema 5.16 (Axiomas de Peano) Se cumple:
1. 0 e w,
2. AMnecwn cw,
3. N\newn' #£0,
4. Nmn € w(m’ =n' = m=n),
5 NylyCwAOeyANAneyn cy—y=w).
DEMOSTRACION: 1) es trivial.

2)sin €wy a €n’, entonces, o bien @ € n’ 0 bien a = n’. En el primer
caso a = 0V VB € aa = B, porque n € w. Esto también se cumple en el
segundo caso, tomando 8 = n. Por consiguiente n’ € w.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente validas para ordinales cualesquiera,
pues 0 < n < n/, luego 0 € n’, luego n’ # 0. Por otra parte, si m’ = n’, tiene
que ser m = n, ya que si fuera m < n entonces m’ < n < n', luego m’ #n’, e
igualmente si n < m.
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5 SiycwAO0€yAAn€yn €y peroy # w, entonces, como hemos
probado que 2 es un ordinal, existe un €-minimal n € w \ y. No puede ser
n =0, pues 0 € y, n ¢ y. Como n es un nimero natural, por definicion existe
un m € n tal que n = m/. Como n es minimal, no puede ser que m € w\ v,
pues entonces m € nN (w \ y). Por lo tanto m € y (notemos que m € n € w,
luego m € w, por transitividad). Pero estamos suponiendo que m € y implica
n =m’ € y, contradiccion. "

Observemos que la quinta propiedad es una forma del principio de induccion,
pero en realidad es muy débil, pues las hipétesis implican que w es un conjunto,
cosa que no puede demostrarse en B, lo que significa que no podemos probar
que haya algin conjunto que cumpla la hipotesis.

Poco mas se puede decir en B sobre los niimeros naturales. Hemos definido
el cero y la operacion siguiente, pero no es posible definir la suma o el producto.

Terminamos este apartado mencionando que si w es un conjunto, entonces
w € ), y tenemos un ejemplo de ordinal que no es un nimero natural.

La jerarquia de Lévy Veamos ahora que podemos definir una jerarquia de
formulas en L. anédloga a la jerarquia de Kleene que hemos definido en £,.

Definicion 5.17 Llamaremos semiformulas Ay de L. a las determinadas por
las condiciones siguientes:

1. Las semiférmulas atomicas sin descriptores x =y, x € y son Ay.

2. Si oy B son semiférmulas Ag, también lo son —a y « V 3, asi como
Au€za=Au(uez— a), Vueza=Vuluezna).
donde u # x.

Las formulas A son las semiférmulas Ay que ademés son formulas.

Aqui suponemos que los tnicos conectores de L. son el negador y el disyun-
tor. En caso contrario incluimos los restantes en la definicién, de modo que, en
cualquier caso, si @ y 8 son Ag, también lo son « — B, a A By a < S.

Mas llanamente, llamaremos formulas Ay a las féormulas sin descriptores
cuyos cuantificadores estan todos acotados de la forma indicada.

Diremos que una férmula de Ly es de tipo 3, (resp. II,,), con n > 1, si consta
de una semiféormula A precedida a lo sumo n cuantificadores alternados, de
modo que, en caso de que haya exactamente n, el primero es un particularizador
en el caso de las formulas ¥, o un generalizador en el caso de las formulas 11,,.

Maés en general, si T es una extension de B, diremos que una formula cual-
quiera es de tipo X1 o IIL si es equivalente en T' a una formula del tipo corres-
pondiente. Una férmula es de tipo Al si es a la vez I y ITIZ. Normalmente
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omitiremos el superindice T si esta claro por el contexto en qué teoria estamos
trabajando.?

Siempre podemos anadir cuantificadores delante o detras del prefijo de una
formula con variables que no aparezcan en ella, y la formula resultante es equi-
valente, por lo que toda féormula >, o II,, es A, 1.

Un término t es X, II,, o A, si lo es la formula x = t, donde = es una
variable que no esté en t. En realidad, todo término ¥, es A,,, pues

r=te Nu(u=t—u=uz).

Se cumple un teorema analogo a 4.21. Aqui usamos que la formula u = (z,y)
es AP. En efecto:

u={z,y} > Nveu(v=axVv=y)Azc€uAyecwv,
u=(r,y) Voweu (v={2z} Aw={z,y}) A \v €u(u={z} Vu={z,y}).
Ademas hay que usar que
Vay u= (z,y) & Vv euVay € v u= (2,y).

Teorema 5.18 Sea T una teoria ariomdtica que contenga a B. Para cada ni-
mero natural n > 1 y para formulas o y B cualesquiera se cumple:*

1. Sia, B son X, lo mismo vale para \zo,a A By aV .

2. Sia, B son I, lo mismo vale para Nxa,a A B y oV B.

3. Sia es X, entonces —a es I, y viceversa.

4. Siaes I, (resp. B,) y B es Xy, (resp. I1,), a — B es ¥y, (resp. 11,,).
5. Siayp son Ay, también lo son

-, aANfB, aVp a—p a+f.

DEMOSTRACION: 1) Por simplicidad supondremos n = 3. El caso general es
formalmente idéntico. Tenemos que o <> V1 Az2V s ¢, donde ¢ es Ag. Asi

Vza & Vezi AzaVas ¢ < VwVz € wVez, € z(w = (x,21) A NzaVas o)

& VwAzaVasVz € wVWez, € 2(w = (v, 21) A ¢).

Si B < Vyi Ay2Vys 1, donde 1) es Ay y las variables g1, 92, y3 son distintas
de x1, x2, x3, entonces

a A B Vaiyi AvayaVasys (o A ).

3Como en el caso de la jerarquia de Kleene tenemos que o € Ag es una férmula Ag de
Larp, al igual que a € £y y a € 11, (entendidas en sentido estricto). En sentido amplio, son
féormulas 31, pues afirman la existencia de una férmula equivalente y de la demostracién de
la equivalencia.

4Véase ademas el teorema 5.31, mas abajo.
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Ahora basta aplicar tres veces el caso ya probado y el correspondiente de 2),
que se sigue del que hemos probado aplicando 3). Notemos que 3) es inmediato.
El caso de o V § es idéntico.

Como ya hemos sefialado, 3) es inmediato, y 2) se sigue de 1) por 3).

4) se sigue de los apartados anteriores porque o — 3 equivale a ~a V 8y e)
es evidente. -

En cualquier teoria que contenga a B podemos hablar de clases propias en
el sentido explicado en la seccién precedente, de modo que la notacion

A:{ﬂf | ¢($,$1,...,$n)}

significard que = € A es una abreviatura por ¢(z,x1,...,2,). En particular
podemos hablar de clases ¥, IT,, o A,, segtin que la formula z € A sea del tipo
correspondiente. Diremos que una formula ¢(x1,...,z,,z) define una funcion
F:A x---x A, — Asicumple

1
Neie Ay Nz, e A,Vx e A d(x1,. . T, ).
En tal caso abreviaremos
F(zy,...,xn)=z|(x1 € AL A+ Ny € Ay A P(x1, ..., Tp, T)).

Se cumple que si las clases A; son A,, y F es ¥, (en el sentido de que lo es ¢),
con n > 1, entonces el término F(z1,...,2,) es A,, pues

x=F(z1,...;xn) o (1 €EAL N ANy € Ay A P21, ..,24))

V((xr ¢ Ay V-xn, ¢ Ay) ANz = O)
<—>(I1€A1/\"'/\JﬂnGAnA/\y(¢($17~-~,zn,y)—>y:$))
V(($1¢A1\/-'-$n¢z4n)/\ng).

Es claro que al sustituir términos A,, en formulas X, o II,, la formula resul-
tante sigue siendo %,, o II,, (por el mismo argumento empleado tras la defini-
cion 4.22).

La tabla de la pagina siguiente muestra que los conceptos conjuntistas basicos
son Ag.

5.2 Interpretaciones

Dedicamos esta seccién a precisar la relacion que se da entre teorias como B
e IX;. La idea béasica la hemos senalado ya: las formulas de L. se pueden
ver como férmulas de £, sin mas que entender que x € y no es la formula
de L. dada por el relator de pertenencia, sino la relacién de pertenencia que
hemos definido en ARP, o en cualquiera de las teorias aritméticas que hemos
estudiado. En esta seccién especificaremos qué hay que entender exactamente
por “se pueden ver”.
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Conceptos Ag en B
l.z=zUyeo NucziucazvVuecy) ANNuczuczANucyucz,
2. z=zNyc Nuczuczruey) AN\ucz(ucy — ue 2),
z=z\yeNuecz(ueczhudy) AN\ucz(ug¢gy— ucz),
4. 2= < N\u € 2 u # u,
5. 2=z NuezNvezucvA ANvexNucvucz,
6. rCye— Nuczucy,
7. w={u,v} vcwAvcw ANz cw(@=uVr=uo),
8. w= (u,v) < Vrs € w(r={u} As={u,v})
ANz €w (z = {u} Va={uv}),
9. y=2' = Nucyuwerzvu=z)ANucrucyrrcy,
10. x es transitivo<—>/\u€mucgc,
11. 2 es €-conexo < Auv € x(u €v Vv € uV u =),
12. r es una 1relaci(’)n<—>/\z€r\/wEz\/uvéwz:(u,v)7
13. 7 es una relacién en a «» Az € rVuv € a z = (u,v),
14. f es una funcién < f es una relacion A Azy € fAr c zA\scy
NAuv € rAw € s(z = (u,v) Ay = (u,w) = v =w),
15. f:x — y + f es una funcion A Az € fVu e zVv ey z = (u,v)

ANuez\VveyVze fz=(uv).

Definicion 5.19 Sea S una teoria axiomatica sobre un lenguaje formal de pri-
mer orden Lg y T otra teoria sobre otro lenguaje formal L. Una interpretacion
M de S en T viene determinada por:

1.

Un criterio® que a cada variable z de £ g le hace corresponder una variable
Z de L1 del mismo tipo (libre o ligada), de modo que variables distintas
de Lg se correspondan con variables distintas de L,

Una formula® 2 € M de L7 con z como tnica variable libre (que diremos
que determina el universo de la interpretacion) tal que I; v|(v=v)e M,

5Si consideramos esta exposicién formalizada en ARP, “criterio” debe entenderse como
“funtor”.
6La representamos & € M por convenio, igual que podriamos escribir ¢(x), pero sin que
esto presuponga que en £ hay un relator €. Como de costumbre, escribiremos Az € M,
1

Vz € M o V& € M con el significado obvio.
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3. Para cada constante ¢ de Lg, un designador ¢ de L7, tal que ?6 e M,

4. Para cada funtor n-adico f de Lg, un término f(z1,...,2,) de L con a
lo sumo las variables libres indicadas tal que

l;/\xl---zner(xl,...,xn)eM,

5. Para cada relator n-adico R de L£g una férmula R(xl, ...y y) de L7 con
a lo sumo las variables libres indicadas, de modo que la féormula asociada
al igualador de £g es x = v,

de modo que, para todo axioma «(z1,...,z,) de S con las variables libres
entre las indicadas, se cumple que l;/\ﬁl <y € Ma(ay,...,u,), donde la

traduccion 6 a T de una semiexpresion 6 de Lg se define como sigue:

1. Z es la variable asociada a x por la interpretacion,

2. ¢ es el designador asociado a ¢ por la interpretacion,

3. f(th 7tn)zf_( 1 7tn)7
4. R(th ,tn) = R(t_l, 7{71),
5. T =@

8 Vua=VueM a,
9. ula =al|(a € M A @).

En definitiva, f se obtiene sustituyendo cada signo de £g por su interpreta-
ci6n en L1 y acotando todas las variables ligadas por el universo de la interpre-
tacion M.

Es inmediato que

(entendiendo que los tnicos conectores logicos son el negador y el implicador,
pero en caso contrario hay que anadir estas equivalencias a la definicion de

traduccion, con lo que son igualmente validas). También es facil ver que la
1 1
traduccion de Vza es logicamente equivalente a \/Z € M a.

En estos términos:

Teorema 5.20 IX; interpreta la teoria bdsica de conjuntos B.
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DEMOSTRACION: Basta tomar como universo x € M = x = x y como
interpretacion del tnico relator de Ly la formula x € y que hemos definido en
ARP y que, por consiguiente, es definible también en ARP o en I3;.

La definicion que hemos dado de interpretacion esta pensada para tratar con
casos méas generales, pero es claro que, para cualquier interpretacion en la que
r € M = x =z, cada férmula @ es logicamente equivalente a la que obtenemos
si eliminamos de la definicién de traduccion toda referencia a M, de modo que
traducimos Aua por A&, etc. Por lo tanto, la traduccion de

Nu(uezuecy) sz=y
es (logicamente equivalente a)
Nu(u €z ucy) ==y,
donde en la primera formula € es el relator de L. y en la segunda u € x es la

pertenencia definida en IX;.

Teniendo en cuenta las observaciones anteriores y posteriores al teorema
2.16, es inmediato que las traducciones de los axiomas de B son teoremas de
IY; (pues dichas traducciones son a su vez “traducciones” a £, de los teoremas
de ARP a los que estamos haciendo referencia), lo que demuestra que realmente
tenemos una interpretacion de B en 1X;. [

Teorema 5.21 Fijada una interpretacion de una teoria S en una teoria T,
para todo término t(xq,...,x,) de Lg se cumple

FAﬂ1-~-ﬂ7L€Mf(ﬂl,...,ﬂn) € M.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre la longitud de ¢. Si t es una variable
es trivial. Si es una constante se cumple por definicion de interpretacion, si vale
para ti,...,tm vyt = f(t1, -, tm), entonces

;/\al---aneMt‘i(al,...ﬂn)eM

y por definiciéon de interpretacion ?/\ul Uy € M f(u, ..., uy) € M. De
aqui se sigue facilmente que l;/\ﬂl oty € M f(t1,...,t,) € M, pero esto es
lo mismo que I;/\flﬁvn €M ¥(z1,...,Tn) € M.

Si t = u|a, entonces ¢ = ul(t € M A @). Si es una descripcién propia,
entonces cumple trivialmente ¢ € M, y si no lo es se cumple también, porque
entonces la regla de las descripciones impropias nos da que ¢ = v|v = v y estamos
suponiendo que en T se demuestra (v|jv =v) € M. .

Teorema 5.22 Fijada una interpretacion de una teoria S en una teoria T,
para toda variable z, todo término t y toda semiexpresion 6 de Lg se cumple

0.

81

sth=s
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DEMOSTRACION: Por induccion sobre la longitud de 6. Consideramos tni-
camente los casos menos obvios.

Si 6 = y es una variable, en el caso en que x # y, tenemos que

SzYs

81

sLo

I
<
I

mientras que si z = y, entonces St =t = SLy.

Sif#=Auayz=uobien z no esta libre en «, tenemos que

St =Aua=MNi(ae M —a)=siN\u(ue M — a) =sLo.

En caso contrario, usando la hipétesis de induccion,

s uSta = Nu(u e M — sta)=si\u(ae M — a) =sta.

>

t
x
Los casos del particularizador y el descriptor son analogos. L]

Ahora ya podemos probar el resultado fundamental sobre interpretaciones:

Teorema 5.23 Fijada una interpretacion de una teoria S en una teoria T,
para toda formula a(xy,...,x,) de Lg, si se cumple lgoz, entonces

';/\17,1"'71” € M a(iy, ..., up).
En particular, si o es una sentencia y lga, entonces - a.
T

DEMOSTRACION: Si v(z1,...,Z,) es una formula cualquiera de Lg, llama-
remos ¢ a Nay---a, € M %(@y,...,4y,), donde las x; son las variables libres
en 7. Veamos en primer lugar que si v es un axioma logico, entonces ;"yc.

Por simplificar la notacién vamos a suponer que las variables libres en -~
son x, y, aunque todos los argumentos que veremos valen sin cambio alguno
cualquiera que sea el nimero de variables libres (y se simplifican si no hay
ninguna).

Si 7y es uno de los axiomas sobre conectores, es inmediato que 7 es un axioma
del mismo tipo, luego l;?y, luego ;(a eM ANV E M — %), luego, introduciendo

generalizadores, - ~¢.
T

Si v = Aua — st a, entonces § = Na € Ma — Sgc‘u, y podemos razonar
como sigue (la linea 2 es valida por 5.21):

1) zeMAngeM Hipotesis

2) teM Consecuencia de 1)
3) NueMa Hipotesis

4) teM —sta EG 3

5) Sta MP 2, 4

6) NicMa—sta

7) TeMAGeEM - N\uiecMa—sta

8) Ay € M(N\u € Ma — Sta) IG 7
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Si vy = Au(a — B) = (a — AuB), entonces
y=NaueM(a—B)— (a— NueMPpB).

Razonamos como sigue:

1) Aae M(a—pB) Hipotesis
2) @ Hipotesis
3) zeM Hipotesis
4) zeM— (a—Sipf) EG1
5 a—Sip MP 3, 4
6) Sij MP2, 5
7)) zeM —Sij
8) NauecM§p IG 7
9 a—NueM§p
10) NueM(a— B)— (a— NueMPp)

De aqui podemos pasar a ¢ de forma obvia.

Siy=Au(u=1t— a)« Sta, entonces

y=Nue Mu=t—a)<+ sta.

1) zeMAngeM Hipotesis

2) teM Consecuencia de 1)
3) NueM(a=t—a) Hipotesis

4) teM — (t=t— sta) EG 3

5) sta MP 2, 4, I

6) Niec M(a=t—a)—sta

7) sta Hipotesis

8) Nu(a=1t— a) 17

9) z=1t—Sia EG 8
10) zeM — (z=1t— SZa) Consecuencia de 9)
11) NueM@@=t— a) IG 10
12) sta—ANuecM(i=t— a)
13) Nue M(a=t—a)+ Ska IB 6, 12
14) zeMAGeEM - NuecM(u=1t—a) < Sta
15) Ao € M(Na € M(u=1— a) < Sta) 1G 14

1

Sivy= Vua — SZ'

(0% P — P .
«, entonces es facil ver que 7 es logicamente equivalente

1 _ — —
Va(a e M A a) — siiEeMra) g

)

y esto es un axioma légico.

1
Si v = -Vua — (u|a) = (v|v = v), entonces 7 es logicamente equivalente a
1
-Va(ae M ANa) = al(ae M Aa)=70|(v € M AT =0).
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Basta observar que o|(v € M A © = ¥) = ¥|(v = ¥) para ver que 7 es
equivalente a un axioma logico. Aqui hay que distinguir dos casos, segun si

1 1
V7 5 € M o bien -\V§ § € M. En el primer caso la igualdad se tiene por la
unicidad, ya que por la definicién de interpretacion tenemos que oo = v € M.
En el segundo las descripciones son impropias y llegamos a la misma igualdad
mediante la regla de las descripciones impropias.

Tenemos asi que las clausuras de los axiomas logicos de L£g son teoremas
de T, y las clausuras de los axiomas propios de S también son teoremas de T
por definicién de interpretaciéon. Por dltimo supongamos que tenemos una de-
mostracién de v en S, digamos «aq, ..., a,, y veamos por induccién sobre i que
?df. En particular asi tendremos ?f‘yc.

Lo hemos probado ya si a; es un axioma l6gico o un axioma propio de S.
Si a; se deduce por MP, entonces tenemos dos lineas precedentes de la forma
a — By a, con lo que, por hipétesis de induccion, en T tenemos (& — ()¢ y a°.

Supongamos que « = «a(x,y,2) y 8 = B(x,w) (es decir, que las variables
libres son las indicadas) y razonamos asi (donde abreviamos ¢ = v|v = v):

1) Azyzw e M (a— B) Premisa
2) ANzyze Ma Premisa
3) TEMAceEMAceE MAwEM — (a(z,c,c) = ) EG1
4) zeMAce MNceM — a(z,cc) EG 2
5) zeMANweM Premisa
6) ceM Teorema
N TeMANceMAceMMAwEM IC 5, 6
8) a(z,c,c) — B(z,w) MP 3, 7
9) a(z,c,c) MP 4, 7
10) B MP 8, 9
11) zeMAweEM —}j

12) /\17,1712 S MB(’l_l,l,l_LQ) 1G 11

Si a; se deduce por generalizacién, tenemos una férmula a previa tal que
a; = \usta y, por hipétesis de induccion, en T’ se demuestra a°. Si las variables
libres de a; son u, x1,..., %y, es claro que & es equivalente a

Nty -+ upu € M &,
que a su vez equivale a (A\u € M @)°. "

Una consecuencia inmediata es que, en las condiciones del teorema anterior,
si T es consistente también lo es S, pues la demostraciéon de una contradicciéon
en S permite demostrar una contradiccion en T

Otra consecuencia practica es que si una teoria S se interpreta en otra T,
férmulas equivalentes en S tienen traducciones equivalentes en 7.

Ahora ya podemos asegurar que todos los teoremas que hemos demostrado
en B pueden verse como teoremas de I¥1, en el sentido de que sus traducciones
lo son, y sus traducciones son las formulas que denotamos del mismo modo, s6lo
que interpretando de forma diferente el signo €.
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5.3 La teoria de Zermelo

El teorema 5.16 contiene lo maximo que podemos obtener sobre ntmeros
naturales en la teoria basica de conjuntos B. Si queremos definir la aritmética
de los ntumeros naturales necesitamos un axioma adicional:

Definicién 5.24 Llamaremos teoria de conjuntos (restringida) de Zermelo (2*)
a la teoria axiomética sobre el lenguaje L. cuyos axiomas son:

Extensionalidad  Azy(Au(u € v <> u€y) =z =1y)

Par NzyVzAu(u € z < u=2Vu=y)
Unién AzNyAu(u € y < Vo(u € v Av € 7))
Especificacion AzNyNu(u € y <> u € x A ¢p(u))

donde ¢(z) es cualquier formula, tal vez con méas variables libres.

Asi, el esquema de especificacion afirma que toda formula especifica un sub-
conjunto de cada conjunto z, a saber, el conjunto y formado por los elementos
de = que cumplen ¢(u). Nuevamente, el axioma de extensionalidad nos da que
el conjunto y es unico, por lo que podemos definir

{ucz| o)} =ylAulucy<uczAo(u)),
que siempre es un conjunto, sea cual sea la formula ¢(u).

En particular, en Z* podemos probar el axioma de la diferencia, que es el
inico axioma de la teoria basica B que falta en Z*. En efecto, la diferencia de
dos conjuntos z e y es el conjunto {u € z | u ¢ y}.

Por lo tanto, Z* es una extension de B y todos los teoremas de B son también
teoremas de Z*. En particular, en Z* esta definida la clase w de los niimeros
naturales.

Notas El esquema de especificacion puede enunciarse diciendo que toda sub-
clase de un conjunto es un conjunto. En efecto, una clase es de la forma
A ={u| ¢(u)}, para cierta formula ¢, y la formula A C x significa que

Au € A(u € ) o0, equivalentemente, Au(d(u) = u € z).

Por lo tanto, A tiene los mismos elementos que el conjunto {u € = | ¢(u)}, y
esto es lo que significa precisamente que A sea un conjunto.

Otra consecuencia es que la clase V' de todos los conjuntos no puede ser un
conjunto. Si lo fuera, también lo seria

R={z|xzdz}={xeV|zé¢x}
y tendriamos la paradoja de Russell: R € R+ R ¢ R. n

La relacion entre formulas y conjuntos que establece el esquema de especifi-
cacién nos permite demostrar en Z* el principio de induccion de AP:
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Teorema 5.25 Para toda férmula ¢(x) (tal vez con mds variables libres), la
formula siguiente es un teorema de Z*:

#(0) A A\n € w(p(n) = ¢(n')) = An € we(n).

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢(0) A An € w(¢(n) — ¢(n')), pero
que existe un m € w tal que —¢(m). Sea x = {i € m’' | =¢(i)}. Se trata de
un conjunto no vacio, luego por definicién de ordinal existe un i € z tal que
iNz = @. Entonces ¢ es un nimero natural tal que —¢(i). Por lo tanto i # 0,
luego existe un n € i tal que ¢ = n’. Por hipotesis —¢(n), luego n € i N x,
contradiccion. "

Definiremos la suma y el producto de niimeros naturales como casos parti-
culares del teorema siguiente:

Teorema 5.26 Sea X una clase, sea G:w x X — X y sea a € X. Entonces
existe una funcion F : w — X tal que

F(0)=aA An€w F(n') = G(n, F(n)).
DEMOSTRACION: Definimos

F={(n,x)cwxX|Vs(s:n' — X As(n)=xAs0)=aA

Ni < n s(i') = G(i,s(i)))}.
Veamos que F' cumple lo pedido. Para ello probamos por induccién que
An € wVx € X (n,z) € F.

En efecto, para n = 0 basta tomar s = {(0,a)} y es claro que cumple lo necesario
para justificar que (0,a) € F. Si (n,z) € F, existe s segtn la definicién de F,
y podemos considerar s* = s U {(n/,G(n,z))}, y es facil ver que cumple lo
requerido para justificar que (n’, G(n,z)) € F.

Si s,s* :n’ — X cumplen la definicién de F, entonces \i € n' s(i) = s*(3).
Esto se prueba trivialmente por inducciéon sobre ¢. En particular, ahora es claro
que

1
An € wVz € X (n,z) € F,

es decir, que F' : w — X. Ya hemos probado que F(0) = a. Dado n € w, si
F(n') = z, tomamos s : n” — X segun la definicién de F. Es claro entonces
que sl : n' — X también cumple la definicion de F, luego F(n) = s(n) y
F(n') = s(n’). Asi concluimos que F(n’) = s(n’) = G(n,s(n)) = G(n, F(n)).
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Nota Si X ={u|¢(u)}, G={(n,u,v) | Y(n,u,v)}, un enunciado sin clases
propias del teorema anterior seria el siguiente: Dadas formulas ¢(u) y ¥(n, u,v)
(tal vez con méas variables libres), existe una formula x(n,z,a) (con las mismas
variables libres adicionales que las dos formulas dadas) tal que si

An € wAu(é(u) > Vo(6(e) A ln,u, ),
entonces /\n € w\l/x(¢(x) A x(n,z,a)) A x(0,a,a) A
An € wVviva(d(v1) A d(v2) A x(n,v1,a) A X (1, v2,a) A (n,vr,v2)).
Concretamente:
x(n,z,0) =n € w A ¢(x) A Vs(s es una funcion A Ds =n' A Ni € n’ ¢(s(i))

As(n) =z As0)=anNiecnp(i,s@i),s())).

Si aplicamos este teorema a la funcion sucesor S : w — w (es decir, a la
formula ¥ (n,z,y) = y = 2’), para cada m € w obtenemos una F,, : w — w
que cumple

Fn(0)=m A An €w F,(n') = Fu(n).

Definimos m + n = F,(n). En estos términos,”

Amecwm+0=mAAmnecwm+n =(m+n).

Similarmente, si partimos de la funciéon G,, : w — w definida mediante
Gm(n) = n+ m, el teorema anterior nos da una funcion F, : w — w tal que
F,(0)=0A An € wF,(n') = F,(n)+m. Sillamamos m-n = F,,(n), tenemos
que

Amecwm-0=0A Amncwm-n = (m-n)+m.

En definitiva, hemos demostrado lo siguiente:
Teorema 5.27 En Z* se demuestran los aziomas de Peano:
1. 0 e w,
2. Anewn' €w,
3. Anewn' #0,
4. Amn € wim' =n’ — m =n),
5. /\mnEwm—FOzm,

6. Amnewm+n' = (m+n),

"Més precisamente, el teorema anterior define una férmula x(n, z,m) tal que
Fn ={(n,z) | x(n,z,m)},

y entonces m + n = z|x(n,z, m).
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7. \mcwm-0=0,
8 ANmnecwm-n'=m-n+m,
9. ¢(0) A An € w(d(n) — ¢(n')) = An € wo(n),

para toda formula ¢(n), tal vez con mds variables libres.
Como consecuencia:
Teorema 5.28 La teoria de Zermelo Z* interpreta la aritmética de Peano AP.

DEMOSTRACION: Basta tomar como universo de la interpretacion la férmula
x € w, interpretar 0 = 0(= @) y los funtores sucesor, suma y producto mediante
los términos 2/, z +y, = - y. Es claro que se cumplen todos los requisitos de la
definicion de interpretacion.

Del teorema anterior se sigue facilmente por induccién que

Mewn cw, Nmnewm+new, Amcwm -née€w,

asi como que las traducciones de los axiomas de AP son teoremas de Z*. Por lo
tanto, todos los teoremas de AP pueden verse como teoremas de Z* referentes
a nimeros naturales. ]

Reciprocamente, vamos a ver que Z* es interpretable en la aritmética de
Peano. Como ya sabemos que la teoria béasica B lo es (teorema 5.20), solo falta
probar que la traduccion del esquema de especificacion es demostrable en AP.

El teorema 2.16 nos dice que, para toda formula a de L,,p, existe un funtor
que cumple el teorema

re{u<k|aluzy,...,xn)} & x<kAalx,z,...,T).
Esto implica que en ARP (luego en I¥;) se puede probar que
VyNu(u €y < u <k A alu,z1,...,2,)),

pero no para toda férmula «, sino tnicamente para féormulas atomicas (que son
las que se corresponden con férmulas de Layp), ¥ a lo sumo lo podemos extender
para formulas Ay, pues toda formula Ag es equivalente en ARP a una férmula
atémica. En I¥,, podemos probar algo mejor:

Teorema 5.29 Sia(x,z1,...,2,) es una férmula de tipo A, enI¥,,, entonces

F VyAulu ey < u<kAalu,zy,...,1,)).

n

DEMOSTRACION: La féormula es® de tipo IX,,, luego podemos razonar por
induccién sobre k. Para k = 0 es trivial (se cumple con y = &). Si la suponemos

8Notemos que « tiene que ser ¥, para que la implicacién — sea ¥, y tiene que ser II,
para que la implicacion < también lo sea, por lo que necesitamos que sea A,.
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cierta para k y llamamos 7 a un conjunto que cumpla lo requerido para k, basta

definir
Sy U{k} si alk,x1,...,2T0),
Y Yo si _'Oé(k7zla"'axn)a
y asi y cumple lo requerido para k + 1. [

Esto es la version aritmética del principio de especificacién, pero ahora ne-
cesitamos una observacion:

Como las semiférmulas atomicas z = y, x € y de L. se traducen a las
formulas de £, que denotamos igual, y ambas son Aq, es inmediato comprobar
que si « es una féormula Ag de Lic, su traduccion @ a £, es una formula Aq
en I¥;. Esto implica a su vez que si « es 3, o I, en B (o0 en cualquier extension
de B interpretable en I¥;), entonces & es del mismo tipo en la jerarquia de
Kleene, lo cual implica que lo mismo vale para férmulas A,,. Es decir:

Sia es una formula de tipo 3,11, 0 A, (n > 1) en Ly respecto de B
(o de cualquier extension de B interpretable en 131) su traduccion
a L, es una formula del mismo tipo respecto de IX, (pero, en general,
las formulas Ag tienen traducciones A1 ).

Por consiguiente:

Teorema 5.30 La traduccion del esquema de especificacion para formulas de
tipo A,, (n > 1) respecto de B (o de cualquier teoria que extienda a B inter-
pretable en 131 ) es demostrable en 1X,,. En particular, la aritmética de Peano
interpreta la teoria de Zermelo 7.*.

DEMOSTRACION: Si«(z,x1,...,Z,) es una formula de tipo A,, en una teoria
interpretable en I3, su traduccion o, es de tipo A, en I¥q, luego en I3, y
aplicando el teorema 5.29 a la formula v € = A a(u,z1,...,2,) con k = x,
obtenemos

Ilz_n VyAu(u € y < u € x A ag(u,x1,...,1,)).

Si « es arbitraria, entonces a, sera de tipo A,, para un n suficientemente grande
y la traduccion del axioma de especificacion sera demostrable en el I¥,, corres-
pondiente, luego en particular en AP. n

En particular acabamos de ver que si, en lugar de anadir a B todo el axioma
de especificacion, afiadimos tnicamente su restriccion a formulas A obtenemos
una teorfa interpretable en I3, y la cuestién es si esta version restringida basta
para definir la suma y el producto de nimeros naturales. Sin embargo, la
respuesta es negativa y necesitaremos algunos axiomas adicionales, lo que nos
lleva a la teoria de Kripke Platek que estudiamos en la seccion siguiente.
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5.4 La teoria de Kripke-Platek

La teoria de conjuntos de Kripke-Platek (KP) es la teoria axioméatica sobre
el lenguaje L. cuyos axiomas son los siguientes:

Extensionalidad Ary(Au(u € x > ucy) = x=1y)

Par NeyVz(z € 2 Ny € 2)

Unién /\x\/y/\u cx\veuve Y

Ap-especificacion AzVyNu(u € y <> (u ez A g(w))) ()
Ap-recoleccion AuVv ¢(u,v) = NaVoAu € aVv € b ¢(u,v) (x)
II,-regularidad Vuo(u) = Vu(op(u) A Av € u=¢(v)) (+*)

(%) Para toda férmula ¢(z) (tal vez con mas variables libres) de tipo Ag,

(*x) Para toda formula ¢(z) (tal vez con méas variables libres) de tipo II;.

Veamos el papel que desempena en esta teoria cada uno de sus tres esquemas
de axioma. Empezamos por el primero: El esquema de Ag-especificacion es una,
version restringida del esquema de especificacion de Z*. Como en esta teoria,
el axioma de extensionalidad nos da que el conjunto cuya existencia postula es
anico, por lo que podemos considerar el conjunto

{ucz|ow)}=ylAu(ucy< (uecxndu)))

La tnica diferencia con Z* es que ahora sélo tenemos garantizado que este
término es una descripcion propia cuando la formula ¢ es Ag. No obstante, esto
basta para demostrar los axiomas del conjunto vacio y de la diferencia de la
teoria B, pues, tomando un conjunto cualquiera z, el conjunto {u € = | u # u}
es un conjunto vacio (donde tenemos en cuenta que la formula u # u es Ag) y el
conjunto {u € y | u ¢ x} es la diferencia de los conjuntos = e y. Por lo tanto KP
es una extension de la teoria basica B. En particular tenemos definida la clase w
de los ntimeros naturales (pero, en principio, no la suma y el producto que hemos
definido en Z* y que luego veremos que también son definibles en KP).

Del esquema de II;-regularidad extraemos dos consecuencias principales. La
primera resulta de aplicarlo a la formula ¢(u) = u € x, lo que nos da que

Az(z # 2 = Vu(uexz Aunz = 2).

Como esto vale para todo conjunto, la definicién de ordinal 5.2 puede simplifi-
carse en KP hasta

a:EQ<—>/\UEJ:qu/\/\qux(uEv\/UEu\/uzv).

Por lo tanto, z € Q es una formula Ay en KP (mientras que en B no lo es). De
aqui se sigue que la formula z € w también es Ay.

En segundo lugar, es inmediato que el esquema de II;-regularidad equivale
al resultado siguiente:
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Principio de X{-induccién Si ¢(u) es una formula de clase X1 (con posibles
pardmetros), entonces

Ne(Nu € z ¢(u) = ¢(z)) = Az o().
Asi, para demostrar que todo conjunto tiene una propiedad ¥, basta demos-
trar que un conjunto x la tiene bajo la hipotesis de induccién de que todos sus
elementos la tienen. Si aplicamos esto a la férmula

P(x)=(xeQAP(x) Vg
obtenemos:

Principio de Xi-induccién transfinita Si ¢(u) es una formula Xy (con
posibles pardmetros), entonces

Na € QNS < a¢(8) — %5(04)) - Na € Qé(a).

Lo mismo vale (con la misma prueba) si cambiamos €2 por w, de modo que
para probar que todo nimero natural tiene una propiedad ¥; basta probar que
uno la tiene supuesto que la tienen todos los menores que él. Finalmente, de
aqui obtenemos la Y1-induccién usual:

Principio de X;-induccién  Si ¢(u) es una férmula Xy (con posibles pardme-
tros), entonces

$(0) A An € w(é(n) = ¢(n))) = An € we(n)
€ ) —

n
DEMOSTRACION: Supongamos ¢(0) A /\7)1 o(n’)) pero que, a
pesar de ello, \/n € w=¢(n). Como n € w A —¢(n) es I, por el axioma de
regularidad existe un n € w tal que ~¢(n) A Au € n¢(n)). No puede ser n = 0,
porque ¢(0), luego n = m/, para cierto m < n, pero entonces ¢(m), y por
hipotesis también ¢(n), contradiccion. =

Nota El mismo argumento empleado en 4.24 muestra que el principio de in-
duccién anterior es valido también para féormulas IT;. m

- i6n. vi %
Pasamos ahora al esquema de Ag-recolecciéon. Conviene observar que es
equivalente a la siguiente versiéon “local”:

Aa(Au € aVv o(u,v) = VbAu € a\Vv € bp(u,v))

Es obvio que la version “local” implica la “global”. Para el reciproco, si supone-
mos Au € a\/v ¢(u,v), aplicamos la version global a la formula A,

O(u,v) = (u€and(u,v))V(ugdanhv=u).
La consecuencia que méas nos va a interesar es el analogo del teorema 4.26:

Teorema 5.31 Si T es una extension de KP, las clases de formulas T y 1T
son cerradas para \z € y,Vx € y.
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DEMOSTRACION: Supongamos que ¢q es equivalente a \/z ¢, donde ¢ es Ao,
entonces, usando el axioma de Ag-recoleccion:

Nz eydo(z) & AxeyVzo(z, 2) & Vy'Ar e yVz ey ¢(x, 2),

y la dltima férmula es ;. La clausura de una férmula IT; respecto de Vz e Y
se obtiene aplicando la parte ya probada a su negacién. L]

Ahora vamos a ver que en KP se puede probar, entre otras cosas, la Aj-
especificacion y la ¥1-recoleccion. Para ello demostraremos en primer lugar una
version mas precisa del teorema anterior. Necesitamos la definicion siguiente:

Definicion 5.32 Llamaremos semiférmulas ¥; en Li. a las que cumplen los
criterios siguientes:

1. Toda semiférmula Ay es 3.

2. Si ay /3 son %y, también lo son

anB, aVvp Necza, Vucza, Vua.

Las semiformulas IT; son las que se construyen del mismo modo pero cambiando
Vua por Aua.

El teorema anterior muestra que las formulas 21 y 1:11 son Y1 y II; en sentido
amplio, respectivamente, en KP, pero vamos a dar una prueba alternativa que
nos dara una féormula explicita equivalente de tipo X7 o IIj.

Si ¢ es una formula 2, y z es una variable que no esté en ¢, llamamos ¢(*)
a la formula Ag que resulta de sustituir en ¢ cada cuantificador no acotado Vu
por Vu € z.

El teorema siguiente se demuestra trivialmente por induccién sobre la lon-
gitud de la férmula:

Teorema 5.33 Si ¢ es una formula de clase S1 y x, y son variables que no
estan en ¢, entonces se cumple:

PPNz Cy— oW, ) = ¢

La version explicita de los teoremas 5.18 y 5.31 para formulas ¥4 es el teo-
rema siguiente, del que obtendremos muchas consecuencias:

Teorema 5.34 (f]rreﬂexién) St ¢ es una formula de clase N Yy x es una
variable que no estd en ¢, la formula ¢ < Vud™ es un teorema de KP.

DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata por el teorema anterior.
Probamos la contraria por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢ es de clase Ag
entonces ¢ = ¢*) y el resultado es trivial.
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Si ¢ = b1 A 1y, entonces ¢(*) = w%m) A wéac). Por hipétesis de induccion
tenemos que

1o Vud™, gy o Vupd®,
(z1) ¥ 7/1(362)-

Si se cumple ¢ = 11 A 12, entonces existen x; y xo tales que ¢, 5

Si llamamos = = x1 U 2 entonces tenemos wgm) A wém) por el teorema anterior,
luego Vu ¢,

Si ¢ =11 V 9 la equivalencia es trivial:
¢ e Vupl™ v Vugd" < Vu@i® v i) « Vug®.
Si ¢ = Vv € y1), entonces
¢ ¢+ Vo e yNuy™ & VuVo €y = Vug®.

Si ¢ = \v € y1), entonces, por hipotesis de induccion, ¢ < Av € yVuyp™.
Suponiendo ¢, por Ag-recoleccion existe un w tal que Av € yVu € wp(™. Sea
w' =Jw. Asi A\v € y (@) Tuego Vul\v € y o™ = Vu o).

Si ¢ = Vv y suponemos ¢, entonces sea = tal que 9(x). Por hipotesis de
induccion existe un w tal que ) (z). Sea w’ = w U {x}. Entonces también
@) Tuego Vv € w' ™) = ¢ Tuego Vu o). =

Ahora ya podemos “mejorar” los axiomas de KP:

Teorema 5.35 (X;-recoleccion) Para toda férmula ¢ de clase 31 (tal vez
con mds variables libres), la formula siguiente es un teorema de KP:

Au € Vv o(u,v) = Vy(Au € Vv € y o(u,v) A N\v € yVu € x ¢(u,v)).

DEMOSTRACION: Basta probarlo para formulas de clase 21, pues en parti-
cular éstas incluyen a todas las formulas ¥ en sentido estricto, y a su vez, si el
teorema se cumple para ellas, se cumple también para todas las formulas 1 en
sentido amplio (las equivalentes a formulas 31 en sentido estricto).

Por 3 -reflexion, supuesto Au € z\/v ¢(u,v), existe un z tal que

Nu e z\/v e 2z (u,v).
Por Ag-especificacion existe el conjunto
y=1{vez|Vuezo®(uu)h

y claramente cumple lo pedido. [

Teorema 5.36 (X1-reduccion) Si¢ es una formula1ly y ¢ es X1, la formula
siguiente es un teorema de KP:

Au € 2(¢(u) = () —
Vy(Au € 2(d(u) = u € y) A Nu € y(u € A ().
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DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que ¢ es II; en
sentido estricto y ¥ es X1 en sentido estricto. Pongamos, concretamente, que
¢ = N\v¢'. Supongamos

Nu € 2(d(u) = ¥(u))

0, lo que es lo mismo, Au € z(Vv—¢'(u) V ¢(u)). Esta formula es ¥, luego
por ¥;-reflexion existe un z tal que Au € 2(¢(*) (u) — 1) (u)). Basta tomar
= {u € z | ¥®(u)}, que existe por Ag-especificacion. Asi, si u € x cumple
d(u), pero u ¢ y, entonces =)(*) (u), pero esto implica —~¢*) (u), luego —~¢(u), y
tenemos una contradiccion, luego u € y. L]

De aqui se sigue inmediatamente:

Teorema 5.37 (Aj-especificacion) Si ¢ es una formula II; y ¢ es Xy, la
formula siguiente es un teorema de KP:

Au € 2(p(u) < ¥(u)) = VyAu(u € y < u € x A (u)).

Observemos que lo que afirma el teorema anterior es que las formulas AT,
para cualquier teoria T' que extienda a KP, también definen subconjuntos de un
conjunto dado. Asi pues,

{uez|o(u)}

es una descripciéon propia siempre que ¢ es una formula Aj.

De aqui podemos deducir un ultimo resultado general de interés, pero para
ello necesitamos probar antes algunos hechos basicos, empezando por la exis-
tencia de productos cartesianos:

1
Teorema 5.38 \zAw(w € z + Vu € z\Vv €y w = (u,v)).

DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del axioma de extensiona-
lidad. Basta probar la existencia. Aplicamos Agp-recoleccién a la formula
é(u,w) = w = (u,v), y obtenemos un b tal que Au € = (u,v) € b. Ahora
consideramos la formula Ag

d(v,t) = Nu € zVw € t w = (u,v).

Asi, ¢(v,t) afirma que t contiene todos los pares (u,v) con u € x. Acabamos
de probar que para todo v existe un tal ¢, luego podemos aplicar de nuevo el
axioma de recoleccién, que nos da un b tal que

Av € yVt € bAu € x (u,v) € ¢t.

Ahora tomamos a = |Jb, de modo que si u € x A v € y, entonces existe un ¢ € b
tal que (u,v) € t, luego (u,v) € a. Basta tomar

z={wea|VuerVveyw=(u,v)}
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Por lo tanto:
rxy=z| Awwez+ VuecazVvecyw=(u,v))

es una descripcion propia. Si ¢(u,v) es una formula A, podemos considerar el
conjunto

{(w,0) € o xy | $u,v)} = {w ez x y| VueaVo ey (w=(uv) A du,v))},
pues la formula que lo especifica es también Aj.

A partir de aqui ya es facil probar que todos los conceptos conjuntistas
bésicos definen conjuntos. Conviene observar en general que

Nz eUya e« NucyNz €ua, VzeUya e VueyVr cua,

por lo que estas acotaciones de cuantificadores no aumentan el tipo de una foér-
mula. Esto es ttil porque u,v € {u,v} € (u,v), luego u,v € (J(u,v). Teniendo
esto en cuenta vemos que podemos definir como sigue el dominio y el rango de
un conjunto:

Df={ucJUf|Vwe fVveJww = (u,v)},
Rf={veJUf|Vwe fVueJww = (u,v)},
de modo que
zeDf & Vy(z,y)ef, yeDfeVo(ry) el

Con esto ya es facil definir por Aj-especificacion todos los conceptos relacio-
nados con aplicaciones que introdujimos en 2.19 para ARP, empezando por el
propio concepto de aplicacion:

f:x—>yEfo><y/\/\u€f\1/v€y(u,v)Ef.

Similarmente definimos los conceptos de aplicacion inyectiva, suprayectiva, bi-
yectiva, la composicion de aplicaciones, etc. Por ejemplo:

fog={(u,w) e Df xRg | Vo e UU [ (u,v) € f A (v,w) € g},
fh=A{(,u) e Rf x Df | (u,v) € f}.

Ademas, es pura rutina probar que los conceptos conjuntistas basicos son Ag.
La tabla de la pagina siguiente muestra los mas importantes. No hemos incluido
algunos como “f : x — y” 0 “f : x —> y inyectiva”, etc., porque la comproba-
cién es inmediata. Por otro lado, ya hemos senalado que, en virtud del axioma
de II;-regularidad, la formula x € w es Ag.

Ahora ya podemos probar:
Teorema 5.39 (X1-reemplazo) Para toda férmula ¢ de tipo 31 se cumple:

Nu € x\l/v d(u,v) — V fy(f :  — y suprayectiva A N\u € z ¢(u, f(u))).
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Conceptos Ag en KP

—_

z=xxy+ NuczN\veyVwe zw=(u,v)

ANw e z2Vu e x\v ey w=(u,v),

2. z2=Dzx = Awe z2Vucz\VrcwVver w= (u,v)
/\/\uex\/wez\/rew\/verw:(u,v),

3. z=Ra & A\w e 2\Nveaz\VrecwVuerw=(u,v)
ANvezVwe 2VrecwVuerw=(u,v),

4. y=flr] = NveyVueazVze f z=(u,v)
ANz € fAu€ezA\we 2\v e w(z= (u,v) = v e y),

5. x=fyl < NueaVveyVze fz=(u0))
ANveyNz e fAw € 2A\u € w(z = (u,v) = u € z),

6. y=2"1 < Nz eyVw e 2Vuww € wV2' € 2(z = (u,v) A 2 = (v,u))
ANz € zA\w € 2Auv € w(z = (u,v) = V2 €y 2/ = (v,u)),

7. 9=flagCfANz€ fAw e zA\uv € w(z = (u,v) Au€x— 2 € g)
ANz € gVw € 2Vu e 2Vv e w 2z = (u,v),

8. h=foge NzehV e V2" € gVu' € 2’NVw” € 2"NVuw' € v

Vu'" € w"(z = (u,u”) A2 = (u,u) A 2" = (u,u"))

ANZ € N2 € gV z € W' € 2Nw” € 2"Nuu' € w'\u' € w”

(z = (u,u”) A2 = (u,v') A 2" = (W, u")).

1
DEMOSTRACION: Supongamos que Au € x\/v ¢(u,v). Por ¥;-recoleccion,
existe un z tal que Au € Vv € z¢(u,v) y, claramente, de hecho,

1
Au € zVv € 2 ¢(u,v).
Ahora observamos que, para todo w € x X z es equivalente
Vuv(w = (u,v) A ¢(u,v)) & =Vuvy' (w = (u,v) Av#0 A p(u,v)),

y ambas formulas son ¥; y II; respectivamente, luego por Aj-especificacion
existe el conjunto

f= {(uvv) €Er Xz | (Z)(U,’U)},
y cumple lo pedido con y = Rx. ]

Terminamos esta secciéon probando que con KP “vamos por el buen camino”

Teorema 5.40 KP es interpretable en 13,
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DEMOSTRACION: Por el teorema 5.30 sabemos que la traduccién de una
instancia de Ag-especificacion (o incluso de Aj-especificacion) es demostrable
en 121

La traducciéon de una instancia del axioma de Ag-recoleccion es una férmula
del mismo aspecto:

AuVv ¢(u,v) = AaVbAu € a\Vv € b ¢(u,v),

solo que la traduccion ¢ es una formula de tipo A; en £,. Vamos a ver que
esto es un teorema de IY; incluso para formulas de tipo ¥; (lo cual no es
sorprendente, pues hemos visto que la X1-especificacion es demostrable en KP).

Para ello usamos el teorema de X;-recolecciéon demostrado en 4.27:
Au < 2V o(u,v) = VwAu < 2Vv < wd(u, v).
Concretamente, lo aplicamos a la formula Xy:
Y(u,v) = (u € x A p(u,v)) V (u gz Av=0),

que, suponiendo Au\v é(u,v), cample Au < x\VVv ) (u,v), luego nos da la exis-
tencia de un conjunto w tal que

Au < 2Vo <w((u € x A ¢(u,v)) V (u ¢ x Av=0)).
En particular, -
Au € 2Vv < wo(u,v).

Basta tomar y = I,,41 (el conjunto de los niimeros menores que w + 1), y asi
Au € Vv € yo(u,v).

La traduccion del axioma de II;-regularidad se cumple tomando el minimo
u que cumple ¢(u), que existe por el teorema 4.29. L]

Por lo tanto, todo teorema de KP puede verse como un teorema de I3;.

5.5 KP como teoria aritmética

Veamos ahora que la demostracion (en Z*) del teorema 5.26 es vélida también
en KP. En primer lugar, por el teorema 5.31, la formula x(n,z,a) mostrada
explicitamente en la nota posterior es ¥y si lo son las formulas ¢ y ¥, v en
segundo lugar observamos que todas las inducciones que se realizan en la prueba
son respecto de formulas ;. La conclusion es que en KP se demuestra el
siguiente teorema de recursion):

Teorema 5.41 Sea X una clase, sea G:wxX — X yseaa€e X. Si X yG
son de tipo X1, existe una funcion F : w — X de tipo X tal que

F(0)=aAAn€cw F(n')=G(n,F(n)).
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Esto basta para definir en KP la suma y el producto de nimeros naturales,
pues para la suma podemos aplicar el teorema anterior a la clase X = w (que
es de tipo Ap) y a la funcion G(i,n) = m +» m = n’ (también Ag). Esto nos da
el término m + n de tipo X y, por consiguiente, A;.

A su vez, para definir el producto aplicamos el teorema de nuevo a X =w y
a la funcion G(i,n) =r <> r = n +m, que es X1, luego el producto m - n es un
término A;. Ahora podemos probar:

Teorema 5.42 (Axiomas de Peano) FEuisten términos ', x +y, x -y, 0 del
lenguagje Ly, todos ellos de tipo Ay, tales que en KP se demuestra:

1.0 ew

Ancwn cw,

An €wn' #0,

Amn € w(m' =n’ — m =n),
Amewm+0=m,

Amn € wm+n' = (m+n),
Amewm-0=0,
Amnecewm-n' =m-n+m,

#(0) A A\n € w(gp(n) — ¢(n')) = An € wd(n), para toda formula ¢(z) de

tipo 31, tal vez con mds variables libres.

© X RS &

Este teorema casi afirma que KP interpreta a I¥;. En efecto, todas las
condiciones se cumplen trivialmente, salvo que las traducciones de los casos
particulares del principio de induccion de I3; sean teoremas de KP, pues hay
que tener presente que la jerarquia de Lévy no es la misma que la jerarquia de
Kleene, de modo que en principio ¥ significa algo distinto en I¥; y en KP.
Lo que si que es inmediato es que KP interpreta a la teoria Q. En particular,
para cada expresion 6 de £, podemos considerar su traduccion® 6y a Lic en el
sentido de 5.19.

Ahora, si t es un término sin descriptores de £,, una simple induccién sobre
la longitud de ¢ prueba que ti. es un término A; en KP (puesto que todos los
conceptos aritméticos estan definidos en KP mediante términos y formulas Aq).

Por lo tanto, si t; y t5 son términos sin descriptores de £, entonces

(t1 = t2)te = tite = tate, (t1 <ta)ie = V2 € w 2 + tige = tage

son formulas ¥, en KP. De aqui se sigue inmediatamente que la traduccion
de toda féormula abierta de £, es una féormula ¥; en KP, luego la traduccion
de un caso del principio de induccién correspondiente a una férmula abierta

91dentificaremos las variables de Lq y Ltc y siempre consideraremos que la traducciéon de
una variable es ella misma.
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es un caso de Yi-induccién en KP, luego es un teorema de KP. Esto prueba
que KP interpreta a IA. En particular, tenemos que KP prueba que la suma es
conmutativa, etc.

El problema que tenemos que abordar es que la formula de £, que define la
relacion de orden:
z<y= Vuu+x = Y

es Ag en L, por definiciéon, pero se traduce a una féormula
xgtcyz\/uewu+x=y

que en principio es ¥; en L., pero, para que la jerarquia de Kleene se co-
rresponda con la de Lévy, necesitamos que sea como maximo A;. El teorema
siguiente prueba que en realidad es Ag:

Teorema 5.43 La formula © <i. y que traduce la relacion de orden en 13
cumple (en KP)
Nry € w(x <ic y < x < y),

donde x <y =x C y es la relacion de orden usual en w. Por consiguiente,
Azy € w(z <ic y &> 7 € 7).
DEMOSTRACION: Veamos por induccién sobre y que
TewAycwAAhzr <y =z <t y.

Notemos que se trata de una féormula X1, por lo que la induccién es licita en KP.
Obviamente, si z <. 0, tenemos que z = 0, luego z =04+0y Vu € wu+2z = 0.

Si la implicacion es valida para y y se cumple x < ¢/, el teorema 5.13 nos da
que z <y oz =1y (puessifuera y < x, entonces 3y’ <z y de hecho z = y’). En
el primer caso, por hipotesis de induccién, existe un z € w tal que z + z = v,
luego por la definicién de suma, = + 2z’ = y'. En el segundo caso = + 0 = ¢/,
luego en ambos casos Vu € w u 4 x = 3.

Una inducciéon mucho mas simple prueba que
rewNzew—x< x4+ 2,

de donde
rewAycewAhzr <ty —z 9.

Por lo tanto, Azy € wr <tcy = <y). .

Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 5.44 Si v es una formula 31,111 o Ay de L, con variables libres
Z1,...,Zn, entonces existe una formula v* del mismo tipo en KP (con las mis-
mas variables libres) tal que en KP se demuestra

TLEWA - ATy €Ew— (Ve & 7).
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si partimos de una férmula ~y
de tipo Ay obtenemos una férmula v* de tipo A; que cumple el teorema.

En efecto, razonamos por inducciéon'® sobre la longitud de v. Siy =t = to,
entonces Vi = t1gc = tate €8 Ap, luego basta tomar v* = . Siy =t < to,
entonces Ve = t1te <tc t2tc. Ol T1,-..,T, € w, sabemos que titc, tate € w, luego

Yie < trte C toge,
y la formula t1¢c C toye €s Aj.

Si el teorema es cierto para 71 y 2, es inmediato que también vale para —y;
Yy V.

Supongamos que v = Au < y a(u), de modo que, por hipétesis de induccion,
existe a*(x) de tipo A; tal que en KP se demuestra

TEWATLIEWA Ty €W — (e(T) ¢ a(2)).
Entonces en KP se demuestra también que 7. equivale a
Nu(u € wAu <ie y — aie(u)).

Si suponemos ¥, x1,...,%T, € w, en KP podemos probar las equivalencias si-
guientes:

Ye & Nu(u € w Au <y — a*(u) & Aucyal.(u) Aa*(y),
ya que x < y equivale a x € y V = y, luego basta tomar
v = Au € ya*(u) Aa*(y),

pues esta formula es claramente de tipo Ay en KP.

Finalmente, en el caso v = Vu < ya(u) se razona analogamente que basta

tomar
v =Vueya*(u) Va*(y).

Si ahora partimos de una féormula de tipo ¥, digamos v = Vua, con a(z)
de tipo Ay, basta tomar v* = Vu(u € w A a*(u)), que es una formula ¥; en la
jerarquia de Lévy y claramente cumple lo pedido. Igualmente se razona si v es
de tipo II;. L]

Finalmente, si tenemos un caso de ¥;-inducciéon en L,:
v = 6(0) A Nu (¢(u) = o)) = Nug(u),
donde la formula ¢ es Xq y tiene variables libres z, z1, ..., T,, su traducciéon es
Ve = b1e(0) A N € w (dre(u) = re(u)) = Nu € w e (u).
Si suponemos 1, ..., T, € w, tenemos que esto equivale a
T =) A Nu€Ew (¢ (u) = ¢ (u) = Nu € wo™(u),

y, como ¢* es X1, sabemos que 7* es un teorema de KP. Por lo tanto:

10T¢cnicamente el argumento se formaliza en ARP como se indica en la nota en la prueba
del teorema 3.25.
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Teorema 5.45 KP interpreta a 13;.

Asi pues, todos los teoremas aritméticos que hemos demostrado en ARP o
en I¥; son validos para los niimeros naturales definidos en KP.

Ahora recordamos que en 5.40 hemos demostrado que I3 interpreta a KP.
En particular, podemos considerar la traduccién a £, de la formula x € w de Ly,
a la que seguiremos llamando x € w. Los ntimeros naturales que cumplen z € w
son los que, vistos como conjuntos, son ordinales.

Por ejemplo, como en KP se prueba que 0 = @ € w, y en [¥; también se
tiene que 0 = @, podemos afirmar que 0 € w. Similarmente, en KP se prueba
que 1 = {0} € w, y en IX; también se prueba que 1 = {0}, luego en IZ; tenemos
que 1 € w, pero para 2 ya no es cierto. En efecto, en I¥; tenemos que 2 = {1}
y {0,1} = 2% + 21 = 3, por lo que el niimero natural 3 es el ordinal 2, mientras
que 2 = {1} ¢ w (no es un conjunto transitivo).

Mas precisamente, consideremos la traduccion del término 2’ = z U {z}
de Ly, al que seguiremos representando igual. Como z’ es Ay en KP, sabemos
que es A1 en I¥q, y no es sino la traduccién del término Ag de Larp que llamamos
igual.'! Mas atn, en ARP podemos definir un funtor mediante:

f0)=0,  f(n+1)=f(n) = f(n)u{f(n)}

el cual se traduce a un término A; de £, (o, alternativamente, el teorema 4.47
nos permite construir la formula y = f(n)). Si llamamos 7 = f(n), tenemos,
por ejemplo, que

0-=0, 1={0}=3, 2={0,1}={0,3}=09,
y éstos son los nimeros naturales x que cumplen x € w. En efecto:

Teorema 5.46 Si representamos por  +, Yy Y T +q Yy las traducciones de los
términos x +y y x -y de Lye (ambos son términos A1), se cumple que

1. /\nﬁEW,

2. Ne(z € w— Vn z=n),
3
4. Nmn(m +n
5

DEMOSTRACION: 1) Se cumple que 0 € w A Az(r € w — 2’ € w) es un
teorema de KP, luego su traducciéon lo es de I¥;. Por lo tanto, tenemos que
0 € w asi como que

nEw—n+1¢€ w,

luego por ¥i-inducciéon concluimos An, 7 € w.

1 Ma4s precisamente, si llamamos z* a la traduccion del término zU{z} de Larp, no podemos
afirmar que z* = z/, pero si que A'P_{Px* = 2/, pues tenemos Au(u € z* G u€zVu=z)y

/\u(u €z’ 4> u €z V u=x), luego son iguales por extensionalidad.
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Para probar 2) razonamos por induccion completa sobre z, es decir, supo-
nemos el resultado cierto para todo y < z. Entonces, si x € w, o bien x = 0, en
cuyo caso x = 0 y se cumple lo pedido, o bien x # 0, pero sabemos que

Axew(x7é0—>Vyew(yex/\x=y')),

porque esto es la traduccion de un teorema de KP. Asi pues, existe un y € x tal
que y € w Az =1y'. La condicién y € x implica y < z, luego por hipotesis de
induccién existe un n tal que y = n. Entonces x = 7’ = n+1 y se cumple lo
pedido.

3) Probamos por inducciéon'? sobre m que An(m =n —m =n). Sim =0
y m = n, entonces n = & y esto implica que n = 0, pues si n = k + 1 entonces
n=kU{k}, luego k € n # @.

Si vale para m y tenemos que m + 1 = f, entonces, segiin acabamos de ver,
m € m+ 1, luegon # 0, luego existe un k tal que n = k+1, luegom + 1 =k + 1,
es decir, m’ = k. Ahora usamos que A\zy € w (2/ =y’ — = = y), porque es
una traduccion de un teorema de KP, luego m = k, luego m = k por hipotesis
de induccién, luego m + 1 = n.

4) Por induccion sobre n. Para n = 0 tenemos que m +n = m = m +, 0,
donde hemos usado que Az € w 24,0 = x, por ser la traducciéon de un teorema
de KP. Si vale para m, entonces

mtn+tl=m+n =(m+en) =m+ei =m+,n+1,

donde hemos usado que A\zy € w (z +,y) = = +, y. La prueba de 5) es
analoga. ]

Ahora demostramos (en I¥;) que los nimeros naturales de I¥; tienen las
mismas propiedades que los de KP:

Teorema 5.47 Para toda formula ¢(x1,...,x,) de L, con las variables libres
entre las indicadas, se cumple

I;] ¢(.’E1, s 7'Tn) <~ ((btc)a(ﬁfla e wfn)'

Para todo término t(x1, ..., xy) de Lq con las variables libres entre las indicadas
se cumple
Et(z, ..., 2n) = (tie)a(T1y- ooy Tn)-
=
DEMOSTRACION: Probamos las dos afirmaciones por induccién!® sobre la
longitud de una expresion 6. Si § = x o = 0 es trivial. Si # = t’, entonces por
hipoétesis de inducciéon

t(21,. .y xn) = (tee)a(T1y -y Tn)s

121,a féormula es IT;.

13Como de costumbre, para formalizar la prueba en ARP construimos un funtor tal que
F(0,n) sea una funcién definida sobre el conjunto de las expresiones de longitud n que se
obtienen de sustituir las variables ligadas que estén libres en una subsemiexpresion de 6 por
variables libres, y que asigne a cada una una demostraciéon de la equivalencia del enunciado.
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luego
on, @) = ()@, ),
pero ((te)a) = ((tte) )a = ((t)tc)a, luego la formula anterior equivale a
T, a2m) = (He)a(@1s- -, ).
Si 6 =ty + to, por hipotesis de induccion
t(@r, ) = (tie)al@rs -, o) Aba(@r, ., @0) = (b2ic)a(T1s - En),
luego, usando el teorema anterior,
Ty +t2 = t1 +a t2 = (tiec)a +a (f2ec)a = ((t1 +t2)tc)a-
El caso 6 = t; - t5 es andlogo. Si 6 = t; = to tenemos que
(0sc)a(Z1s -5 Tn) = (tise)a = (tate)a <> T = ta <> t1 =2 = 0,

por el apartado 3) del teorema anterior.
Los casos §# = =¢ 0 0 = ¢ V 9 son sencillos. Si 0 = Au ¢(u,1,...,2,), por
hipétesis de induccion

¢($,$1, .. 7xn> <~ (¢tc)a(i',j17 .. 7:%”))

lo cual implica

Nud(u, 1, ..., 2,) < Nu(dic)a (@, T1, ..., Tp).

Usando el apartado 2) del teorema anterior es facil ver que la parte derecha
equivale a
/\U cw (¢tc)a(u7i‘17 R 'fn)a

que a su vez es lo mismo que (Au € wie)a = ((Aud)ic)a, luego tenemos que

Nug(z, 21, ..., 20) & (Au)ie)al(t, T1, ..., T0).
El caso del particularizador es analogo.

Por dltimo, si 0 = u|¢(u,z1,...,2,), entonces Oy = u|(u € W A @) y
(Bic)a = u|(u € w A (dte)a). Tenemos la misma hipotesis de induccion, de la
que se sigue claramente que

1 1
Vuo(u,z1,. .., 2,) < Vu(due)a(@ T, - ..\ Tn)-

Usando de nuevo los apartados 2) y 3) del teorema anterior es facil ver que esto
equivale a

1 1

Vuo(u,z1,...,2,) & Vu € w(bie)a(u, T1, ..., Tp)-

Dados z1,..., 2y, si se dan las dos partes de la equivalencia y z = u|p(u),
entonces ¢(z,x1,...,Z,), luego por hipotesis de induccién tenemos también
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que T € w A (dte)al(Z, T1, ..., Tpn), luego T = u|(u € w A (¢tc)a(uw)), es decir, se

cumple que 6 = (6i)q, como habia que probar.

Si no se dan las unicidades, entonces 6 = (6i.),, pues ambas descripciones
son impropias. [

En particular, si v es una sentencia de £,, tenemos que

I;l ('Y <~ (’ytc)a)-

Asi llegamos al teorema siguiente:
Teorema 5.48 Si vy es una sentencia de L, entonces
F sty solo st F .
s, ! y Kp Tt

DEMOSTRACION: Si I; v, entonces I}<_P Yt porque KP interpreta a 3. Re-
1
ciprocamente, si }I{—P Yie, entonces I; (Vte)a POrque I3, interpreta a KP y I; y
1 1

por la observacién tras el teorema anterior. n

Asi pues, I3 y KP permiten demostrar exactamente los mismos teoremas so-
bre nimeros naturales. Esto significa que, en lugar de trabajar en I¥; pensando
que los nimeros naturales también son conjuntos, podemos trabajar en KP,
donde los ntimeros naturales son solo parte de los conjuntos, con la garantia de
que cualquier teorema sobre niimeros naturales que demostremos en KP sera,
de hecho, demostrable en I¥; y si, més precisamente, es expresable en L, (lo
que equivale a que se trate de una sentencia II;), entonces serd demostrable
en ARP.

Igualmente:
Teorema 5.49 Si v es una sentencia de L, entonces
F ) jlo st F Y-
Ly sty solosi by

DEMOSTRACION: Si A—P v, tenemos que %— Ytc porque hemos visto que Z*
interpreta a AP (teorema 5.28). Reciprocamente, si %— Yte, €ntonces /lx_P(%C)a’

porque AP interpreta Z* (teorema 5.30). Por lo tanto F ~ (pues la equivalencia
v > ("tc)a €s probable en I¥;, luego en AP). AP "

Con esto queda demostrado que la aritmética de Z* es exactamente la arit-
mética de Peano. Sin embargo, vamos a ver que podemos decir algo mas fuerte:

La teoria de Zermelo-Fraenkel La teoria de conjuntos que consider6 Zer-
melo constaba en realidad de dos axiomas mas,'* aparte de los que hemos in-
cluido en Z*. Uno es el axioma de infinitud (AI), que postula la existencia de

4En realidad eran tres, pues Zermelo incluy6 entre sus axiomas el llamado axioma de
eleccion, pero actualmente no se considera parte de la teoria de Zermelo.
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un conjunto infinito, que en este contexto no nos interesa porque su traduccion
es falsa en I¥; o en AP. El segundo es el azioma de partes (AP):

AzVyAu(u € y < v C ).

Si a Z* le anadimos el axioma de partes, tenemos la teoria que podemos
llamar Z — AI (la teoria de Zermelo sin el axioma de infinitud). Por el axioma
de extensionalidad, el conjunto y cuya existencia afirma AP es tnico, luego
podemos definir

Pr=y| Au(u €y ucua).

de modo que en Z — AI tenemos Au(u € Px <> u C z).

El interés principal de este axioma en nuestro contexto es que nos permite
definir productos cartesianos. En efecto, de acuerdo con la definiciéon que hemos
dado de par ordenado: (z,y) = {{z}, {z,y}}, si tenemos que z,y € z, se cumple
que {z},{z,y} € Pz, luego (x,y) € PPz. Por lo tanto, podemoss definir

rxy={z€PP(xzUy) | VueazVveyz=(u)},
y en Z — Al se demuestra que

zexxye VuerVveyz=(u,v).

Aunque la mayor parte de las matematicas modernas se pueden formalizar
en la teoria ZC (Z maés el axioma de eleccion, que es en realidad la teoria original
de Zermelo), una parte requiere dos axiomas mas, que al afiadirlos a Z dan lugar
a la teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF). Estos axiomas son el azioma de reemplazo
(que es en realidad un esquema axiomatico y que de hecho implica el axioma de
especificacion, por lo que éste se vuelve redundante) y el azioma de regularidad
(véase la tabla siguiente):

Axiomas de ZF — Al

Extensionalidad Azy(Au(u €z < uecy) =z =1y)

Par NeyVz(z € 2 Ny € 2)

Unioén /\:E\/y/\u czxN\veuwve Y

Partes VyAu(u € y < u C x)

Reemplazo Nzyz(d(z,y) A d(x,2) = y=2) —
NaVbA\y(y € b+ Vz € ag(z,y)).

Regularidad Vvv ey — Volwey A -VulucvAucy))

Finalmente tenemos el axioma de eleccién, que admite muchas formulaciones
equivalentes, por ejemplo que todo conjunto admite un buen orden, es decir, una
relacion de orden en la que todo subconjunto no vacio tiene un minimo elemento.
Sabemos que esto se cumple en ARP, luego en ¥, luego en AP, ya que en ARP
todo conjunto no vacio tiene un minimo elemento respecto a la relacién de orden
usual de los nameros naturales.
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Cuando anadimos el axioma de eleccion a Z o a ZF obtenemos las teorias
ZC y ZCF, respectivamente. Vamos a ver que, sin el axioma de infinitud, son
interpretables en AP:

Teorema 5.50 AP interpreta a ZFC—AL

DEMOSTRACION: Acabamos de senalar que el axioma de eleccién es un
teorema de I¥1, y ya hemos visto que AP interpreta a Z*, luego solo nos falta
comprobar las traducciones de los axiomas de partes, reemplazo y regularidad.

Tras el teorema 2.16 hemos visto que el conjunto de partes Px puede definirse
en ARP, luego en IX; se prueba su existencia. Por lo tanto, la traduccion del
axioma de partes a £, es un teorema de I13;.

Para probar la traducciéon del axioma de reemplazo suponemos
Nryz(d(z,y) A ¢(z,2) =y = 2)

y consideramos la formula ¥ (z,y) = ¢(x,y) V (=Vuo(x,u) A y = 0). Es claro
1
que Az < aVy(z,y), luego por el principio de recoleccion 4.25 existe un v tal

que Az < aVy < vi(x,y). A continuacion tomamos

b={yel, | Vzeap(z,y)},

(donde I, es el conjunto de los nimeros naturales menores que v). De este
modo, si Vo € ad(x,y), existe un y’ < v tal que ¥(x,7’), pero por definicién
de 1) tiene que ser ¢(z,y’), y por la unicidad y =y’ € I,,, luego y € b.

La traduccion del axioma de regularidad a £, es trivialmente demostrable
en ARP, pues basta tomar como v el minimo de los elementos de y. Esto hace
que también sea demostrable en I¥. n

Esto tiene una consecuencia notable, y es que si en la prueba de 5.49 usamos
el teorema precedente en lugar de 5.30 obtenemos lo siguiente:

Teorema 5.51 Si~y es una sentencia de L, entonces

= sty solo si = e
ap | Y ZFC—AT
Asi pues, en ZFC— Al podemos demostrar exactamente los mismos teoremas
sobre ntimeros naturales que en Z*, ni mas ni menos que los teoremas de la
aritmética de Peano. Los axiomas adicionales permiten demostrar mas cosas
sobre conjuntos, pero no mas teoremas sobre niimeros naturales.

Nota Por el mismo argumento, dado que en I3; se demuestra la traduccion
del axioma de partes, en el teorema 5.48 podemos sustituir KP por KP + AP.
| |
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5.6 Conjuntos finitos, cardinales

En esta seccion ilustraremos céomo se trabaja en KP demostrando las propie-
dades basicas de los conjuntos finitos. Conviene observar que, aunque la teoria
Z — Al no es una extension de KP, todos los argumentos valen también trivial-
mente en esta teorfa. La razon es que, aunque por caminos muy distintos, en
ambas teorias hemos demostrado la existencia del producto cartesiano de dos
conjuntos dados, y a partir de ahi podemos definir por especificaciéon en Z — Al
todos los conceptos relacionados con aplicaciones (dominio, rango, composicion,
etc.) que vamos a necesitar. La definicion de finitud es la obvia:

Definicién 5.52 z es finito = \/f\Vn € w f : n — x biyectiva.

Notemos que en KP cada ntumero natural n coincide con el conjunto I,, de
los niimeros naturales anteriores a él, por lo que no podemos poner n donde en
ARP poniamos I,,.

El teorema siguiente implica que el ntimero natural n estd univocamente
determinado:

Teorema 5.53 A\mn € wAf(f : m — n inyectiva — m < n).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién'® sobre m. Si m = 0 es trivial.
Supuesto cierto para m, supongamos que f : (m+ 1) —> n inyectiva. Podemos
suponer que f(m) =n — 1. En efecto, si n — 1 ¢ Rf, basta tomar

[T =N Alm, f(m)}) U{(m,n = 1)},

y es claro que f*: (m+ 1) — n inyectivay f*(m) =n—1. Sin—1 € Rf,
pero no es f(m), sea u < m tal que f(u) =n — 1. Tomamos

[T = (F\Aln, f(m)), (u,n = 1)}) U{(u, f(m), (m,n = 1)},

y es claro que esta f* cumple lo mismo que en el caso anterior.

Pero entonces, f\ {(m,n—1)} : m — (n— 1) inyectiva, luego por hipotesis
de induccion m < n — 1, luego m + 1 < n. n

En particular,
Anmf(f : m — n biyectiva — m = n),
luego podemos definir el cardinal de un conjunto finito:

Definicién 5.54 |z| =n|Vf f:n — z biyectiva.

15La formula es claramente IT;. Recordemos que disponemos tanto de la inducciéon £1 como
de la induccion I1j.
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El resultado basico sobre cardinales es el siguiente:

Teorema 5.55 Six ey son conjuntos finitos, se cumple:
1. Nzy(Jz| = |y| < Vf f: 2 — y biyectiva),
2. Ney(lz| < |y| < Vf f: 2 — y inyectiva),

DEMOSTRACION: 1) Si |z| = |y| = n, existen g : n — @, h: n — y
biyectivas, y basta tomar f = g7t oh. Si f : x — y biyectiva y |z| = n,
entonces existe g : n — x biyectiva, luego g o f : n — y biyectiva, luego
lyl =n = |z|.

2) Sean |x| = m, |y| =n, g : m — x biyectiva y h : n — y biyectiva. Si
m < n entonces m C n, luego g~ ! o h : x —> y inyectiva. Reciprocamente, si
f 2 — y inyectiva, go f o h™! : m — n es inyectiva, luego m < n por el
teorema anterior. n

Ahora caracterizamos la suma y el producto en términos de cardinales. La
suma es el cardinal de la unién disjunta:

Teorema 5.56 Si x, y son conjuntos finitos y x Ny = &, entonces x Uy es
finito y |z Uy| = [z] + |y]).

DEMOSTRACION: Fijemos f:x — |z|, g : y — |y| biyectivas, y considere-
mos el conjunto definido por A;-especificacion:

h={(u,v) € 2x([z[+]yl) [ v = f(u)}U{(u, v) € yx(Jz[+]y]) | v = |z|+g(u)}.

Es facil ver que'® h: 2 Uy — |z| + |y| biyectiva. u

Teorema 5.57 Si x ey son conjuntos finitos, entonces |x x y| = |z| - |y|.
DEMOSTRACION: La prueba es analoga a la anterior, tomando ahora
b= {(u,0) € (@x)x[al-lyl | Vrs € UU@Uy)(u = (r,5) A v = [y]-F(r)+9(s)}-
|

Teorema 5.58 Six es un conjunto finito y u C x, entonces u es finito y cumple
lu| < |z|. Ademds, se cumple |u| = |z| si y sdlo siu = x.

DEMOSTRACION: Sea |z| = n. Entonces u se puede biyectar con un v C n,
y basta ver que v es finito con |v| < n. Veamos por induccién sobre m que!”

VfVr <m f:r — vNm biyectiva.

16Recordemos que en KP podemos usar todos los teoremas aritméticos demostrables en 131,
como que si v € w cumple |z| < v < |z] + |y| existe un u < |y| tal que v = |z| + u.
7La formula es X1, por lo que la induccién es licita.
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Sim = 0 es trivial. Si vale para m, o bien m ¢ v, en cuyo caso tenemos
que vNm =vN(m+ 1) y la conclusion es obvia, o bien m € v, en cuyo caso
tenemos que v N (m+ 1) = (vN'm) U {m} y la union es disjunta. Por hipotesis
de induccion v N'm es finito y |[v Nm| < m, luego

[vNn(m+1)|=lvNnm|+1<m+1.

En particular, aplicando esto a m = n tenemos que |v| < m.

Si |u| = |z| entonces x = uU (x\ u), luego |x| = |u|+ |z \ u|, luego |z\u| = 0,
luego = \ u = &, luego u = z. n

Teorema 5.59 Six ey son conjuntos finitos, entonces x Uy es finito y ademds
[z Uyl < ||+ [yl

DEMOSTRACION: 2 Uy = 2 U (y \ ) es una uniéon de conjuntos finitos
disjuntos, luego es finita. Ademas [z Uy| = |z|+ |y \ z| < |z| + |y]- "

Maés en general:

Teorema 5.60 Si a es un conjunto finito y \z € a z es finito, entonces |Ja
es finito.

DEMOSTRACION: Sea f : n — a biyectiva. Basta probar por induccién
sobre m que m < n — | J f[m] es finito.

Como ilustracion, vamos a detallar la justificacion de que la formula es 31,
lo cual es necesario para que la induccién sea licita.

Partimos de que “z es finito” es X1, pues equivale a
Vnf(n € wA f:x — n biyectiva),

y la formula tras los cuantificadores es Ag. Ahora usamos que el término |«
es Ay (esta probado en la tabla de la pagina 241), luego al sustituir z por |«
obtenemos una formula'® 1, que en este caso es “| J x es finito”. El término f[m)]
también es A (véase la tabla de la pagina 258), luego al sustituir « por f[m)]
obtenemos que “|J f[m] es finito” es 3. Como m < n es Ag (es la inclusion) la
implicacion es Y.

Si m = 0, entonces |J f[0] = @ es finito. Si vale para m y m + 1 < n,
entonces flm + 1] = flm] U {f(m)}, luego U flm + 1] = U fIm] U f(m). El
primer conjunto es finito por hipotesis de induccion y el segundo por hipoétesis,
luego la unién es finita. [

18Recordamos el argumento:

U= es finito <+ Vu(u = Jz A u es finito).
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1
Teorema 5.61 y es finito — \/z/\s(s €z sy —x).

DEMOSTRACION: Lo probaremos en primer lugar en el caso en que y es un
ntmero natural. Vamos a usar el teorema!'® 5.41 para la formula A;

Y(x,n,a,2) = Nfez(f:n+1—2A fln€a)A

Nscaluecx(s:n—z—=NVfecz(fln=5Af(n)=u)).
1
Vamos a probar que An € w\/ 2z (z,n,a,z). Dado un conjunto a, conside-
ramos el subconjunto
b={s€al|s:n— z},

que existe por Aj-especificacion. Consideramos también la formula Ay

o(fissu)=fin+l—aAflo=sAf(n)=u

1
y observamos que As € bAu € 2V f¢(f,s,u), luego por ¥;-reemplazo 5.39
existe una aplicaciéon h : b x © — z suprayectiva tal que

As € bAu € = ¢(s,z, h(s, 7).

Claramente z es el conjunto buscado. La unicidad se sigue del axioma de ex-
tensionalidad, pues z contiene exactamente a las sucesiones en x que extienden
a sucesiones de a.

Aplicando el teorema 5.41 a G(z,a,n) = z|(z,n,a, z) obtenemos una for-
1

mula x(z,n,2) de tipo A; de modo que An € wVzx(z,n,z2) y, si lamamos
™ = z|x(z,n, z), se cumple

' = {2} A An €w 2" =G(x,n,2").

Ahora bien, si f : n — x es cualquier aplicacion, podemos probar por ;-
induccién que '
Ni<nVz(z=2"AVgeczg=Ff)).
En particular, f € ", de modo que z = z" cumple lo requerido por el
enunciado cuando y = n.

Si y es un conjunto finito arbitrario, existe n € w y una aplicacion f : y — n
biyectiva. Basta aplicar ¥;-reemplazo a la formula ¢(t,s) = s = fot y al
conjunto a = z™, con lo que obtenemos un conjunto z tal que

Ns(s€z< Vtea™ s=fot).

Es facil ver que z cumple lo pedido, y es tnico por extensionalidad. L]

19Una prueba por induccién sobre el cardinal de y no seria técnicamente viable porque la
formula correspondiente no es X1 ni IT;. En Z — Al si que podemos razonar facilmente por
induccion.
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Definicién 5.62 2V =z | As(s € z <3 s 1 y — ).
Acabamos de probar que z¥ es una descripcion propia siempre que y es finito.
Teorema 5.63 Si x ¢y son finitos, entonces x¥ es finito y |xz¥| = ||Vl

DEMOSTRACION: Sean |z| = m, |y = n. Entonces es facil definir una
biyeccion entre?® x¥ y "m (de hecho, la hemos definido en la prueba del teo-
rema anterior). Por lo tanto, basta probar que "m es finito y que |"m| = m™.
Probamos por induccion?! sobre n que \/ f f : m™ — ™m biyectiva.

Para n = 0 es claro. Si se cumple para n, usamos que podemos construir
una biyeccion de "*1m en "m x m mediante s — (s|,,s(n)), con lo que si "m
es finito, también lo es "t'm y ademas

+1

|n+t m|-m=m"-m=m""".

_|TL

m|

1
Teorema 5.64 z es finito — VyAu(u € y <> u C z).

DEMOSTRACION: Basta aplicar ¥1-reemplazo al conjunto 2% y a la féormula
é(s,u) = u = s~ ![1]. Asi obtenemos un conjunto y tal que

Nu(u €y < Vs(s:x — {0,1} Au=s"1[1])).

es facil ver que y cumple lo pedido, y la unicidad se tiene por el axioma de
extensionalidad. [

Definicién 5.65 Pz = y|Au(u € y < u C z).

Acabamos de probar que Pz es una descripcion propia siempre que x es
finito.

Precisando ligeramente la prueba del teorema anterior vemos que la aplica-
cion 2* — Pz alli construida es biyectiva. Por lo tanto:

Teorema 5.66 Si x es un conjunto finito, entonces Px también es finito, y
|Pz| = 21=I.

Terminamos probando algunas propiedades béasicas adicionales de los con-
juntos finitos.

El concepto de relacién de orden en un conjunto se define exactamente igual
que en I¥; (notemos que la definicion es claramente Ag):

Definicién 5.67 Un conjunto R es una relacion de orden en un conjunto x si
cumple:

20Es costumbre escribir "m en lugar de m™ para referirse al conjunto de todas las aplica-
ciones de n en m cuando es posible confundir m™ con otra operacién, como en este caso la
exponenciacion de niameros naturales.

21Notemos que la férmula es 1.



274 Capitulo 5. Teorias de conjuntos

1. R C x x z (y escribiremos u Rv = (u,v) € R).
Nu € zuRu,

Auwv € x(u Rv AvRu — u = v),

Ll

Avwvw € z(u Rv A v Rw — u Rw).

La relacion es de orden total si ademés cumple:
5 Nuv € z(uRv Vv Ru).
Si R es una relacién de orden en z, se dice que
1. wes un R-minimal de z siu € z A A\v € 2 —v Ru.
w es un R-mazimal de z siu € z A A\v € x —u Rw.

wes un R-minimode zsiu € x A Av € zuRw.

= w N

wes un R-mdzimode xsiu € x A A\v € zvRu.
Es claro que si un conjunto ordenado tiene méximo o minimo, éste es dnico.
Teorema 5.68 Sea x # @ un conjunto finito. Entonces:

1. x admite un buen orden, es decir un orden total en el que todo subconjunto
no vacio tiene minimo.

2. Toda relacion de orden en x tiene un elemento mazximal y un minimal.
3. Toda relacion de orden total en x es un buen orden.

DEMOSTRACION: 1) Sea f : x —> n biyectiva. Definimos (por A;-especifi-
cacion)
R={(u,v) exxa|flu)<f(v)}

Claramente es un buen orden en z.

2) Sea f : n —> x biyectiva. Si R es una relacion de orden en x, definimos
(por Aj-especificacion)

R = {(u,v) €nxn| f(u) R f(v)}

y asi R’ es una relacion de orden en n, y basta ver que n tiene maximal respecto
a R’ (para concluir que tiene minimal aplicamos el resultado a R'~!). Para
ello probamos por induccién sobre m que si 1 < m < n entonces m tiene
R'-maximal.?? Obviamente 0 es R’ maximal para 1. Si m tiene R’-maximal,
digamos u, entonces, o bien —u R’ m, en cuyo caso u es R'-maximal de m + 1,
o bien u R’ m, en cuyo caso m es un R’-maximal de m + 1. Asi pues, n tiene
R-maximal.

3) Si y C x es un subconjunto no vacio, entonces es finito, luego tiene R-
minimal, pero un R-minimal para una relaciéon de orden total es un minimo.
| |

22Explicitamente Vu < mAv < m (v # u — (u,v) € R'), que es Ag.
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Teorema 5.69 Si f:x — x y x es finito, entonces [ es inyectiva si y sdlo si
es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que x # &. Si f es inyectiva, entonces
flz] C « cumple |f[z]| = |z|, luego f[z] =z y f es suprayectiva.

Si f es suprayectiva, fijamos un buen orden R en x. Entonces podemos
definir g : © —> x inyectiva que a cada u € z le asigne su menor antiimagen.
Concretamente:

g={(uw,v)exxz|fv)=uAAwe z(f(w)=u—vRw)},

que existe por Aj-especificacion. Por la parte ya probada, g es biyectiva, luego
f es inyectiva, ya que si f(v) = f(w), entonces g(v) = g(w), luego v =w. =

5.7 I¥; como teoria de conjuntos

En la seccién 5.5 hemos probado que KP es equivalente a I¥; como teoria
aritmética, en el sentido de que en ambas teorias se pueden demostrar los mismos
resultados aritméticos. Ahora vamos a probar que I¥; como teoria de conjuntos
es equivalente a la teorfa KPg,, que resulta de anadir a KP el axioma “todo
conjunto es finito”.

Observemos que la traduccion a I¥; de “todo conjunto es finito” es
Az f\Vn € w, f : n — x biyectiva.

Vamos a ver que esto es un teorema de I¥;. Con la notacion previa al
teorema 5.46, esto equivale a

AzV fn f: 7 — x biyectiva.

Por otra parte, en virtud del teorema 2.20, en I¥; se puede probar que todo
conjunto es finito en el sentido de que

\/k\/f f Iy — x biyectiva.

Pero, aplicando este mismo teorema a 7, vemos que existe?> un k y una apli-
caciéon biyectiva I, — n, de donde también hay una aplicacién g : n — x
biyectiva. Asi pues:

Teorema 5.70 1Y, interpreta a KPgy,.

Por lo tanto, si v es un teorema de KPg,, su traduccién v, es un teorema
conjuntista de I¥;. Nos proponemos demostrar el reciproco. De momento
trabajamos en KP. Necesitamos una variante del teorema 5.41:

23 Aunque no lo necesitamos aqui, una simple induccién demuestra que |7i| = n, con lo que
el realidad k = n.
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Teorema 5.71 Sea G : w x V. — V wuna funcion X1, Entonces existe una
funcion F : w — V de tipo X1 tal que

An €w F(n) = G(n, F|,),
donde Fl, ={(i,z) |i<nAz=F®)}.
La prueba es analoga a la de 5.26, tomando ahora
F={nr)cwxV|Vs(s:n — V Asn)=2ANi<n s(i)=G(@,s;))}

Es facil ver que si F(n) = « y s cumple la definicion de F', entonces s = F|,,
de donde se sigue la afirmacion del enunciado (y en particular esto prueba que
F|,, es un conjunto).

Definimos la pertenencia aritmética como la traduccion x €, y a Ly (en el
sentido de 5.19) de la formula € y de £, definida en I3;. Por 5.44, sabemos
que z €, y es una formula A; en KP. Aplicamos el teorema anterior a la clase G
definida por la formula X4

Y(n,s,y) = NuecyVien(iicanns@i)=u) ANi€n(i€,n— s(i) €y).

1
Notemos que Vy1(n, s, i), luego v define ciertamente una funcién G y obtene-
mos otra funcion F de tipo ¥ ta que ¢, = F(n) es un término de tipo A; que
cumple

An €w e, ={c;|i€qn}.

Teorema 5.72 Se cumple:
1. Nij € w(c; = ¢j i =7j).
2. Nij € w(e; € ¢j v i €, 7).
DEMOSTRACION: De la propia definicion de ¢; se sigue que
Nin € w(i €4 n — ¢; € ¢y).
Para probar 1) basta ver por induccién?* sobre n que
Nij € n(c; = ¢; — i = j).

En efecto, para n = 0 es trivial, y si vale para n, supongamos que existe un
i < n tal que ¢; = ¢,. El hecho de que i < n implica que n ¢, i, es decir, que
existe un j €, n tal que j ¢, i. Entonces ¢; € ¢, = ¢;, luego ¢; = ¢;, para cierto
k €, i, pero esto implica k < ¢ < n, luego j = k, luego j €, i, contradiccion.

Para probar 2) basta ver que si ¢; € ¢; entonces ¢; = ¢, para cierto k &, j,
luego i = k por 1), luego i €, j. "

241a formula es Aq.
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Teorema 5.73 = C w A z finito — Vn € w\i € w(i €, n i € ).

DEMOSTRACION: Fijemos f : m — z biyectiva y sea k = m + 1. Vamos a
probar por induccién sobre u la férmula

uek—=VnnewANicw(iec,n+ Vjcui=f(j))).
No es inmediato que esta formula sea de tipo X1, pero es equivalente a
uck—=Vnnecwnan NjeuVica(i=f(G)Nic€an)A

Nien(i€an— Vjeui=[f())),

que ciertamente es ;. Para probar la equivalencia tenemos en cuenta que
en I3 se prueba Ain(i € n — i < n), luego en KP se demuestra la traduccion
Nin € w(i €, n — i € n) (porque en 5.43 hemos visto que < se traduce por €).
En particular, en la féormula precedente vemos que i €, n ya implica i € n, por
lo que se puede suprimir el ¢ € n y asi es facil pasar a la formula inicial.

Para uw = 0 basta tomar n = 0. Si suponemos que la férmula para u y se
cumple que u + 1 € k, entonces, por hipotesis de induccion tenemos un n’ € w
tal que

Nicw(ic,n Vicui=f(5))
Ahora usamos que en I¥; se demuestra que
AziVyNAu(u € y <> u € 2V u = 1),
luego en KP tenemos la traduccion
Nz e wNicwVy e wNuecwu e,y ucyxVu=i).
En particular, existe n € w tal que
Nicw(i€,n<ic,n' Vi= f(u)).
Al combinar esto con la hipoétesis de induccion resulta
Nicw(iic,n Vicu+1li=f(5)).
Esto termina la inducciéon y, aplicando lo que hemos probado a u = m obtenemos
el enunciado. n
Teorema 5.74 Son equivalentes:
1. Todo conjunto es finito.

2. NaeViewz=c¢.
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DEMOSTRACION: Cada c; es finito, pues f = {(i,z) € nX ¢, | * = ¢;} es una
biyeccion entre {i € n | i €, n} y ¢,. Esto nos da una implicaciéon. Supongamos
ahora que todo conjunto es finito pero Vz/\i € w = # ¢;. Por II;-regularidad
(aplicada a la formula A\i € wx # ¢;) existe un = tal que \i € w z # ¢; v
NyeazVicwy=c.

Aplicando ¥i-reemplazo a la formula ¢(y,i) = y = ¢; (teniendo en cuenta
la unicidad dada por el teorema anterior) obtenemos un conjunto z C w y una
biyeccion f : # — z tal que A\i € Z f(i) = ¢;. En este punto usamos 1), que
nos asegura que T es finito. Esto nos permite aplicar el teorema anterior, que
nos da un n € w tal que A\i € w(i €, n « i € ), lo que a su vez equivale a
Ni € w(i €, n ¢ ¢; € 2). Entonces © = ¢,,, pues si u € x, entonces existe un 4
tal que u = ¢;, con lo que ¢; € z, luego © €, n, luego u = ¢; € ¢, e igualmente
se razona la implicacién opuesta. Pero habiamos tomado x de modo que fuera
distinto de todo c¢,, y asi tenemos una contradiccion. L]

Por consiguiente, en KPg, tenemos que el término
z=i|licwha=cqc)
es una descripcion propia y es Ap, pues T = i equivale a x = ¢;.

Teorema 5.75 Para toda férmula ¢(x1,...,x,) de Lic con las variables libres
entre las indicadas, se cumple

Kll;fin ANzy - 2o (o(1, -y 2n) © (Pa)te(T1s .-, Tn))-

DEMOSTRACION: Veamos, por induccién?® sobre la longitud de una expre-
sién 6, que si € es una formula se cumple el enunciado y si es un término se

cumple

F oAz Tn(0(x1,. . 2n) = (00)tc(T1, ..., Tn)).
KPgin

Si 6 = x es trivial, pues (04)tc = .
Si 0 =ty € ta, entonces (0g)tc = ((f1)a)t. €a ((t2)a)t.. Por lo tanto

((t1>a)tc(j1a s ajn) €a ((t2)a)tc (jla s 7*%71)

equivale a

t1(1,. .., Tn) Eq ta(x1,...,2p).
Si llamamos ¢ y j a ambos miembros, tenemos que ¢ €, j, luego ¢; € c;, es decir,
t1(x1,...,Tn) € ta(x1,...,2,), y esto es 6.

El caso 8 = t; = ty es analogo. Si vale para ¢ y 1 es inmediato que vale
para ~¢ y ¢ V 1. Supongamos que 6 = Ax¢(z,x1,...,2,). Por hipotesis de
induccién

Nzxy - zp(d(x, 21, ..., 20) & (0a)ie(Ty T1, ... s Tn))s

pero esto implica

/\xl s xn(/\x qb(a:,an, e axn) Ans /\73 (Qsa)tc(j:vi'l; e a-fn))

25V¢ase la nota en la demostracion del teorema 5.47.
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Ahora usamos que el hecho de que z recorra todos los conjuntos equivale a
que T recorra todos los nimeros naturales, luego la formula anterior equivale a

Aoy 2o (0(z1, ..., 20) < Az € W (Ba)te(@, T1, - .., En)),

que a su vez equivale a

/\xl te xn(e('xh e 7xn) A ((/\x ¢)a)tc(-f1a cee 7jn))7
y la altima formula es (6,)tc-

El caso de \/x¢ se trata analogamente. Por tltimo, si § = z|¢(z, 71, ..., T,),
entonces (0y)tc = z|(z € w A (Pa)tc) ¥, con la misma hipotesis de induccion del
caso anterior, se concluye claramente que

1 1
/\xl to Iﬂn(vﬂf ¢(.’£, T1y--- 7xn) <~ \/m(gba)tc(jyfla s 7En))
Es claro que esto equivale a

1

/\xl s l‘n(\/m ¢(-T7 T1y--- 737n) Ans \/I € w(¢a>tc(xaj17 s a‘fn))

Dados x1,...,%,, si se dan las dos partes de la equivalencia y © = x|¢,
entonces ¢(x,x1,...,%,), luego por hipotesis de induccion tenemos también
que T € w A (¢a)te(T,T1,...,Tn), luego T = z|(z € w A (da)tc), €s decir, se

cumple que 6 = (6,)tc, como habia que probar.

Si no se dan las unicidades, entonces 6 = (6,)tc, pues ambas descripciones
son impropias. n

En particular, si v es una sentencia de Li., tenemos que

F .
KPr, (v < (’Ya)tC)

Teorema 5.76 Si~y es una sentencia de L., entonces =~ si y sdlo si I; Ya-
1

fin

DEMOSTRACION: Si |k -y, entonces 1; Yo porque I3; interpreta a KPg,
fin 1

(teorema 5.70). Reciprocamente, si I; Ya, entonces KFP(’ya)tC porque KP inter-
1

preta a I¥X; (teorema 5.45), luego KIP— ~ por la observacién previa al teorema.
fin -
Asi pues, los teoremas conjuntistas demostrables en I¥; son exactamente las
traducciones de teoremas de KPg,. Podemos pensar que KP es la teoria que
resulta de extirpar la finitud a I¥;, de modo que, al contrario que 1%, la teoria
KP es susceptible de ser extendida con un axioma que postule la existencia de
conjuntos infinitos.

También podemos caracterizar los teoremas conjuntistas de la aritmética de
Peano:



280 Capitulo 5. Teorias de conjuntos

Definicion 5.77 Llamamos ZFCg, a la teoria de conjuntos ZFC sin el axioma
de infinitud, mas el axioma que afirma que todo conjunto es finito, més el axioma
CT (clausura transitiva)

NzVy(x Cy A Au € yu Cy),
que afirma que todo conjunto esta contenido en un conjunto transitivo.
Teorema 5.78 AP interpreta a ZFCgy, que extiende a KPgy,.

DEMOSTRACION: Por 5.50 sabemos que AP interpreta a ZFC sin el axioma
de infinitud. Por 5.70 sabemos que IX; (luego AP) interpreta el axioma de
finitud, y el teorema 2.18 muestra que ARP, luego 131, prueba la traduccion del
axioma CT.

Para la segunda parte del enunciado obseervamos que los axiomas de exten-
sionalidad, par y unién de KP son teoremas de ZFCg, porque son axiomas, y
el esquema de Ag-especificacion esta contenido en el esquema de especificacion
de Z.

Podemos probar el esquema de regularidad para formulas ¢ arbitrarias (no
necesariamente IT; ). En efecto, si suponemos que existe un ug que cumple ¢(uy),
tomamos un conjunto transitivo x tal que ug C = y llamamos

y={uezU{u}|d(u)},

que es un conjunto no vacio. El axioma de regularidad de ZF—AI afirma que
existe un u € y tal que uNy = &. Entonces se cumple ¢(u) y si un v € u
cumpliera ¢(v), tendriamos que v € u € z U {ug}. Si u € z, entonces v € x
porque z es transitivo, y si u = ug, entonces v € uy C z, luego en cualquier caso
v € x, luego v € u Ny, contradiccion.

Por ultimo probamos el axioma de Ag-recoleccion (aunque lo probamos, de
hecho, para formulas arbitrarias). Suponemos Au\vé(u,v), y vamos a probar
por induccién sobre n que

Na(la] = n — VoAu € a\Vv € bd(u,v)).

Si |a|] = 0 basta tomar b = @. Si vale paran y |a] = n+ 1, tomamos ug € a,

de modo que a = a’ U {up}, donde |a’| = n. Por hipétesis de induccién existe
v tal que Au € a’Vv € b ¢(u,v), y podemos tomar vy tal que ¢(ug,vp), con lo
que bU {vg} cumple lo requerido. "

Ahora la prueba del teorema 5.76 vale sin cambio alguno para probar:

Teorema 5.79 Si~y es una sentencia de Ly, entonces , F ~ siy solo si A—P Ya-
fin
De hecho, los axiomas de partes, reemplazo o eleccion no han hecho falta
para probar el teorema 5.78, por lo que este teorema vale igualmente eliminando
estos axiomas. Esto significa que todos ellos son demostrables en ZFCgy,.

Vemos asi que en AP se pueden demostrar exactamente las traducciones de
los teoremas de ZFCgy,.



Capitulo VI

Teorias y metateorias

En el capitulo T introdujimos (la version original de) la aritmética recursiva
primitiva, y lo hicimos razonando informalmente: hablabamos de signos (que
pueden ser cualquier cosa, desde formas de trazos que podemos escribir en un
papel hasta ntmeros naturales, pasando por conceptos abstractos como “alfil”,
“torre”; etc. en el juego del ajedrez), y seleccionamos algunas cadenas de signos
a las que llamar férmulas, les asignamos un significado, y fijamos unos criterios
puramente formales para determinar cudndo una sucesién de formulas constituye
una demostracion en ARP, justificando, no obstante, que todos los teoremas de
ARP son necesariamente verdaderos.

Del mismo modo que hemos construido y estudiado ARP informalmente,
podriamos construir y estudiar informalmente cualquier otra de las teorias axio-
maéticas de primer orden que hemos estudiado, como la aritmética de Peano AP.
Igual que hemos tomado ciertos signos como signos bésicos de L4, podemos
elegir signos cualesquiera para referirnos a los conceptos primitivos de AP, y
seleccionar las cadenas de signos que constituyen férmulas, y definir las que to-
mamos como axiomas, fijar unas reglas de inferencia y estudiar qué se puede
demostrar a partir de esos axiomas y esas reglas, y su relaciéon con otras teorias
similares.

Ahora bien, no es eso exactamente lo que hemos hecho en el capitulo IV.
En lugar de estudiar AP informalmente, razonando en castellano sobre las pro-
piedades de unos conceptos definidos con toda precision (los signos de £, las
formulas de £, los axiomas de AP, los teoremas de AP, etc.) hemos expresado
estos hechos en el lenguaje L, y los hemos demostrado razonando formal-
mente en ARP. Hemos visto que cada formula de ARP tiene una interpretacion
precisa como afirmacion sobre los numeros naturales y las funciones recursivas
primitivas, y todos los teoremas de ARP son verdaderos. Con el “truco” de
identificar los signos de £, con ntimeros naturales, algunas afirmaciones de £,
se interpretan como afirmaciones sobre las féormulas, los axiomas, las reglas de
inferencia y los teoremas de AP, de modo que es indistinto convencerse de que
un hecho sobre AP es cierto razonandolo informalmente en castellano como ra-
zonandolo formalmente en ARP. La ventaja de razonar formalmente en ARP,

281



282 Capitulo 6. Teorias y metateorias

como hemos hecho, es que asi sabemos exactamente qué principios bésicos son
necesarios para llegar a las conclusiones a las que hemos llegado (los expresados
por los axiomas y reglas de inferencia de ARP), que en este caso son principios
finitistas en el sentido maés restrictivo del término.

Cuando estudiamos una teoria axiomatica (como AP) razonando formal-
mente en otra teoria axiomatica (como ARP), se dice que la segunda es la
metateoria que usamos para estudiar la teoria de la que hablamos. Asi, hemos
visto que ARP puede usarse como metateoria para estudiar la propia ARP y
cualquier otra teoria axiomatica de primer orden. En este capitulo vamos a
estudiar con mas detalle las relaciones que se dan entre una teoria formal usada
como metateoria y otra teoria formal estudiada en ella. Esto nos lleva a tra-
bajar a tres niveles que tendremos que distinguir cuidadosamente para que los
enunciados que probemos no resulten confusos:

1. En principio, tomaremos como metateoria una versiéon informal de I3,
(ya hemos visto que no hay razon para trabajar en ARP cuando podemos
trabajar en I¥;), de modo que consideraremos un lenguaje formal £
formado por signos 0, S, +, etc. “de verdad”, “de los que se pueden escribir
en un papel”’, de modo que todas las afirmaciones que haremos en este
capitulo pueden verse como descripciones informales de formulas de £9
demostrables formalmente en I3;.

Decimos “en principio” porque hemos demostrado (teorema 4.49) que si
extendemos £ hasta el lenguaje de la aritmética recursiva primitiva (afia-
diendo funtores) y tomamos como axiomas las definiciones de las funciones
recursiva primitiva obtenemos una extensiéon intrascendente, de modo que
toda sentencia de £ demostrable en la extension lo es también en I3;.
Por lo tanto, podemos considerar esta extension siempre que lo conside-
remos conveniente, aunque también hemos visto que los funtores de L,
pueden sustituirse por descripciones adecuadas en £,. En general sera
preferible considerar el lenguaje basico £0 para mantenerlos lo mas cerca
posible del segundo nivel:

2. En la metateoria IX; podemos definir el lenguaje formal £, (que no debe-
mos confundir con £9), y sobre él estudiaremos formalmente varias teorias
axiomaticas, entre ellas las teorias I¥,, y la aritmética de Peano AP.

En 4.9 definimos £, sin precisar qué ntmero concreto es cada uno de sus
signos, porque eso resulta irrelevante a todos los efectos, pero para poner
ejemplos ilustrativos vamos a concretar la definicion mediante la tabla
siguiente:

£0 |0
L, 10

| T Uj
g 2it4 git+3

S + v AV
1 2 6 7 8

3 4 5

En esta tabla hemos adoptado el convenio de representar en negrita los
numerales de £2, de modo que, por ejemplo,

5=555550=0"".
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Esta cadena de signos “que puede escribirse en un papel” es, por definicion,
el negador — de £,, de modo que serfa un sinsentido escribir, por ejemplo,
- == en LY si entendemos que - es el negador de £L? y = es su igualador
(serfa una cadena de signos de £?, pero no una expresion), pero eso mismo
tiene perfecto sentido si entendemos, que, segin la tabla, = = 5 es el
negador de £,, mientras que = sigue siendo el igualador de £%. Entonces
— = - es la sentencia 5 = 5 de £0.

Podriamos evitar estos equivocos llamando "=' = 5 al negador de £, para

distinguirlo del de £2, pero no serad necesario porque no vamos a tener
ocasién de combinar los signos de £9 con los de £,, ya que la metateoria
la expresaremos siempre informalmente, como hasta ahora.

Notemos que £, tiene sus propios numerales, que no coinciden con los
de £Y. Por ejemplo,

5=0""=(S,5,5,85,5,0)=(1,1,1,1,1,0) = 64 440 289 805 671 411.

Asi, mientras el numeral 5 de £9 es una cadena de signos en sentido literal,
el numeral 5 de £, es uno de los ntimeros naturales de los que podemos
hablar formalmente en la metateoria IX;.

3. En este capitulo estudiaremos mas detalladamente la relacion entre una
teorfa y su metateorfa, pero no entre la metateoria 1¥; (sobre £9) y las
teorias que definiremos en ella, pues ello nos obligaria a razonar informal-
mente, es decir, a probar informalmente resultados sobre la metateoria.
En su lugar, en la teorfa I¥X; sobre £, definiremos el lenguaje formal FLa—l,
sobre el cual consideraremos las teorias rIE;, rAPj7 etc. y asi, razonando
formalmente en la metateoria I3, sobre £, estudiaremos la relacién entre
la teoria IX; y las teorias formalizadas en ella.

La definicion de rLaj es simplemente la formalizacién en la teoria I3, de la
definicién de £, en la metateoria, de modo que tenemos la correspondencia
que muestra la tabla siguiente:

2990 8 + - == v ANV | U;
L, |01 2 3 4 5 6 7 8 9 2% 3ifs
,l0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 24 gits

Ahora si que convendra a menudo (cuando sirva para evitar confusiones,
pero no cuando sélo vuelva farragosa la notacion) escribir "' en lugar de
— para referirnos al negador de L, (el numeral 5 de £,) y distinguirlo
asi del negador de £, (el numeral 5 de £9).

Luego incidiremos méas a fondo en las relaciones sutiles que se dan entre
estos tres niveles de lenguaje (especialmente entre el segundo y el tercero),
pero de momento dedicamos la primera seccién a estudiar una teorfa aritmética
especialmente simple.
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6.1 La aritmética de Robinson

Definicion 6.1 Llamaremos aritmética de Robinson a la teoria axiomética Q
sobre el lenguaje £, (sin el relator <) cuyos axiomas son:

Q1) 2'#0

(Q2) o'=y —z=y

(Q3) 2#0—Vuz=1u
(Q4) z+0==z
(Q5)

(Q6)

(Q7)

(@4

ety = (z+y)
z-0=0
-y =zy+z

Equivalentemente, es la teoria que resulta de eliminar el principio de in-
duccion de la aritmética IA con induccién abierta. Podria parecer una teoria
demasiado débil para que pueda probarse en ella nada relevante, pero veremos
que no es asi, que podemos probar hechos no triviales sobre ella y el hecho de que
sea una teoria tan simple hace que estos resultados se apliquen a practicamente
cualquier teoria aritmética.

Como el interés de QQ es puramente tedrico, vamos a considerarla tinicamente
sobre el lenguaje formal £, sin descriptor.

En los teoremas siguientes serd fundamental distinguir los nimeros naturales
de metamateméticos (los de £2) de los numerales de £,. Para ello introducimos
el término 0™, determinado por los teoremas

0© =, 0+ = (oMY,
de modo que
09 =0, oW=0=1, 02=0"=2,
son los numerales de £,. Méas detalladamente:
0® = (5,5,0) = (1,1,0) = 139.

Observemos que 0™ es un término (metamatemético) con n como tnica
variable libre, pero dicho término hace referencia a un designador de £, sin
variables libres. Al variar n varia el designador, pero 0() siempre es un desig-
nador. Consta n funtores sucesor y un 0, pero sin ninguna variable.

Recordemos que la relacién de orden se define como?
mgyz\/uu—i—x:y.

Veamos un primer teorema bésico sobre Q:

1En Q no puede probarse que  +y = y + x, por lo que no seria equivalente definir
z<y=Vuz+u=uy.
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Teorema 6.2 Se cumple:

1. Amn g omtn) = o(m) 4 ()

2. Nmn 50<m"> =00m . o),

3. Amn(m #n — gO(m) £ 0),
4. Nmn(m <n — 50("’) < 0M),
5. Amn(n <m — g—\O(m) <o),

DEMOSTRACION: 1) Fijado m, razonamos por induccién? sobre n. Esto es
correcto, pues la formula ¢(n) = 50(”””) =00 40 es ciertamente X;.

Para n = 0 hay que probar - 0™ = 0(™) 10, y esto es consecuencia logica de

Q4. Si suponemos el resultado para n, la demostraciéon en Q puede prolongarse
aplicando S a los dos miembros, con lo que

l_(o(m+n))/ — (O(m) + 0("))/.

Q
Por la definicion de los numerales (0(+™) = 0(m+n+1) v aplicando Q5 y de
nuevo la definicién de los numerales obtenemos

F o(m+(nt1)) — g(m) 4 gln+1),
Q

La prueba de 2) es analoga. Para probar 3) suponemos m < n y razonamos por
induccién sobre k que

k<m— 00 =0 - m=k) = k)
o Q

En efecto, para k = 0 es inmediato y, si vale para k y k£ + 1 < m, tenemos que
0m=Fk) = golm=(k+1)) o=k = gon=(*+1) v aplicando Q2 obtenemos

L Q(m=k) (k) ((me (k1) o= (k1)
Q

de donde se sigue la conclusion para k + 1. Aplicando el resultado a &k = m
obtenemos que

Fotm) — o) 5 g = oln—m)
Q )

pero 0»™) = (0(»~(m+1))" v phodemos concluir 0™ # 0 aplicando Q1.

2Notemos que estamos probando por induccién sobre n en la metateoria IX; que cada
sentencia es demostrable en Q (sin usar induccién).
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Para probar 4) observamos que, por 1),

F on=m) 4 g(m) — O("),
Q

de donde deducimos 0™ < ().

Para probar 5), si n < m, razonamos por induccién sobre k que
k<n—obazst 00m) = 0 — gz 4 m™k) — o(n=k),

de donde en particular

brt 0™ =0 — 2 4 0m™™ =,

pero 0™ ™) = (0~ (+1)) lyego aplicando Q1 podemos concluir que

Fa 4+ 0m) £ 0,
Q” #

Introduciendo el generalizador y aplicando la regla de negacién del particulari-
zador obtenemos
g—\\/u u+0m = o™,

que es lo mismo que gﬂo(m) < 0m), .

Todas las formulas del teorema anterior eran sentencias. Veamos que en Q
también es posible demostrar algunos resultados generales.

Teorema 6.3 Se cumple:
1. ngry:O%x:OAy:O.
2. gﬂcy:O—MU:O\/y:O.
3. EOSJL‘.

4. \n gx <0+ 5 g < 00 g = 00D
5. N\n Ex—l— 1 <004 5 g <o)
6. \n g(x +1)+ 0 = 2 4 o(nt1),

DEMOSTRACION: Los teoremas 1) y 2) estan probados en 4.10, en principio
en IA, pero las pruebas no usan el principio de induccién, luego valen en Q.
Lo mismo sucede con 3), aunque la prueba es inmediata, pues se sigue de que
z+0=uz.
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Para probar 4) razonamos por induccion sobre n. Para n = 0 hay que probar

en () que

xr < 0w - < 0 v gz = 0@,
Siz < 0 existe un y tal que y + 2 = 0V, Distinguimos dos casos, si = 0
la conclusion es inmediata, y en caso contrario, por Q3 tenemos que existe un
z tal que = z + 0, con lo que tenemos que y + (z+1) = 0, que equivale
a (y+2) = (0©Y, luego y + z = 019, luego z = 0, luego = = 0V,

Supuesto cierto para n, suponemos que z < 0("*2) de modo que existe
un y tal que y + = = 0®*2). Si z = 0 la conclusion es inmediata y, en caso
contrario, existe un z tal que x = 2/, con lo que y + 2’ = 0("*2)_ que equivale a
(y+2) = (0D de donde y+ z = 0?1 es decir, z < 01, Por hipotesis
de induccion, z < 00 v z = 0"+, En el primer caso existe un y tal que
y+2z=0", de donde y + z = 0V luego < 0"tV y en el segundo caso
xz =0"+2),

Para probar 5) observamos que la hipotesis nos da y + « + 1 = 0™ 4+ 1, de
donde y +x = 0" y a su vez x < 0",

6) Se razona por inducciéon sobre n. Para n = 0 es inmediato y, si vale
para n, completamos la demostracién aplicando S a ambos miembros y usando
el axioma Q5. n

Con esto estamos en condiciones de probar lo siguiente:

Teorema 6.4 Sin es un numero natural, las formulas siguientes son demos-
trables en Q:

1. 2<0™ 2 =00v...vg =00,
2. 00 <z 0 =g v 0ot < g,
3. <0 v < g
DEMOSTRACION: 1) Para probar que

AnkE \ z=00 = 2 <0

i<n
razonamos por induccién sobre n que

n<m—tF \/sz(i)—mng(m).
i<n

Para n = 0 hay que probar que Ic—gx =0— 2 <00 lo cual es cierto.

Si se cumple para n y n+ 1 < m, por hipétesis de induccion tenemos que

FVz=0% =z <00m)

Qi<n
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y basta observar que gx =0+ & 2 < 0™, con lo que

FV x=09ve=00+t) o2 <00m),

i<n

Esto es lo mismo que = \/ 2 = 0% — 2 < 0(™). Haciendo m = n obtenemos
la conclusion. Qignt1

Demostramos la implicaciéon contraria por inducciéon sobre n. Para n = 0 se
reduce a
Ig—?x <0+ 2x=0,

lo cual se sigue del apartado 1) del teorema anterior, teniendo en cuenta® que
r < 0= Vuu+x=0. Supuesto cierto para n, el apartado 4) del teorema
anterior nos da que

For <0t o 2 <00 v g =t
Q

y aplicando la hipotesis de induccién obtenemos inmediatamente la conclusion.

2) Si 0™ < g, existe un z tal que z + 0 = 2. Si z = 0 tenemos que
z+ 0 = 0 por 6.2, luego 0 = z. En caso contrario, por el axioma Q3,
existe un y tal que z = y + 0, luego z = z 4+ 0" = (y + 0M) 40 y el
teorema anterior nos da y + 0"+ =z, luego 0"t < g,

3) Razonamos por induccion sobre n. Para n = 0 se sigue de 6.3.3. Supuesto
cierto para n, tenemos x < 0" v 00" < z. En el primer caso x < 01 por
el apartado 1.y 6.2.4, luego también < 0*+1) v 0(+1) < g,

En el segundo caso, por el apartado 2., 0" = z v 0"t1) < 2. En el primero
de estos dos casos tenemos z < 0(”4‘1)7 luego en ambos tenemos la conclusion.

| |

Los axiomas de Q son férmulas abiertas excepto Q3. Vamos a construir una
extension intrascendente de Q cuyos axiomas sean todos formulas abiertas.

Definiciéon 6.5 Llamemos £ al lenguaje formal que resulta de afiadir a £, un
funtor monadico pre, y llamemos Q* a la teoria axiomatica cuyos axiomas son
los de QQ excepto que el axioma Q3 lo sustituimos por los axiomas:

pre0 = 0, x#0—x=(prex)’.

Obviamente el segundo de estos axiomas implica Q3, por lo que todo teorema
de Q es también un teorema de QQ*. Vamos a probar que Q* es una extension
intrascendente de Q.

Para ello observamos en primer lugar que

5*(y:preme>(sz/\y:O)\/x:y').

38i consideramos a < como un relator de £4 la conclusion es inmediata.
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En efecto, si suponemos y = prez, solo tenemos que distinguir dos casos,
segin si x = 0 o  # 0. Reciprocamente, si suponemos la formula de la derecha,
en el primer caso tenemos obviamente que y = prex, y en el segundo tenemos
que 3y’ = (prex)’, luego por Q2 es y = prez.

Maés en general, a cada término ¢(z1,...,z,) de £} le asociamos una férmula
o+(y,x1,...,2,) (donde y es una variable que no esté en t) de modo que
Clg_*(y =t <25(y,$1, cee axn))

Sit estd en L, la equivalencia se demuestra en Q.
La definicion es:
1. Si¢ =0, entonces ¢:(y) =y = 0.
2. Sit =t), entonces ¢;(y) = Vu(d(u) Ay =u').
3. Sit = prety, entonces ¢¢(y) = Vu(ps, (u) A (u=0Ay=0)Vu=1y)).
4. Sit =ty + tg, entonces ¢;(y) = Vuv(ey, (u) A ¢i,(v) Ay = u+v).
5. Sit =t -ta, entonces ¢;(y) = Vuv(ey, (u) A ¢, (v) Ay = uv).
Es facil comprobar que se cumple lo requerido.

A su vez, a cada féormula « de £ le asociamos otra formula o* de £, con
las mismas variables libres, tal que F (a < a*), y la equivalencia se demuestra
en Q si a estd en L. @

Basta definir:
1. Si a=t; = ty, entonces a* = Vu(¢s, (u) A ¢, (u)).

*

2. Si a = =3, entonces a* = —F*.
3. Sia=p V-, entonces a* = * V y*.

4. Si a = Aup, entonces a* = Au 8*.

5. Si a = Vu B, entonces a* = Vu p*.

De nuevo es facil probar que se cumple lo requerido.

Una comprobacion rutinaria muestra que si « es un axioma de Q*, entonces
o™ es un teorema de Q. De hecho, s6lo hay que comprobarlo para los dos axiomas
que sustituyen a Q3, pues los restantes son axiomas de Q y entonces a* es
equivalente a « en Q.

También es inmediato que si « se deduce de otras féormulas por una de las
reglas de inferencia de K:, entonces o se deduce de las traducciones corres-
pondientes por la misma regla. Esto implica que, para toda formula o de £},
si clg_ «, entonces ga*. Asi pues:

Teorema 6.6 Toda formula de L}, es equivalente en Q* a una formula de L,
y una formula de L, es demostrable en Q* si y sdlo si lo es en Q.
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6.2 IX; y su formalizaciéon

Antes de continuar con nuestro estudio de Q en I¥; necesitamos demostrar
en IY; algunos resultados sobre (la version formalizada de) el propio I3;. En
primer lugar observamos que en I¥; se demuestra:

2<$7y>2 = <x+y)($+y+ 1) + 2z,
y formalizando la demostraciéon tenemos que en I¥; se demuestra

I 0@ (z,9), = (x +y)(x +y+0D) 4 0@z,

En particular,
Amn = 0@ <0<m>7 0<n>>2 = (0™ 4 0(™) (0™ 4 () 4 o) 4 oR)m),
pero, usando el teorema 6.3, de aqui deducimos que
Amn - 0 <0<m>’0<n>> — ((mtn)(mtnt1)+2m).
= 2

que es lo mismo que

@ [gm) g\ _ 2(m.n);)
Amn |- 0 <0 0 >2 0 2),

o también

Amn F 0@ <0<m),0(n>> — 0@(mna)
I3, 2

luego
A = (00,00 = glbmma),
I3, ’ 2

Maés atn, sabemos que

Fez=(z,y),x=2Ay=2,
5N

luego
Anab k0 = <0<“>, o<b>>2 0@ = 0™ A 0® =,

y por el resultado previo, esto equivale a

Anab = 00 = U@bz) 4 0@ = o{™ A 0® = of".
=, 1 2
Aplicandolo a a = ny y b = ng, con lo que (a, b), = n, concluimos que
2

An b 07" =00 A 05 = 02),
1

Veamos ahora que /\nllg oM = 1 = on=1),
1
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Para n = 0 se comprueba trivialmente y, si n # 0, entonces n ~ 1 4+ 1 = n,
luego

E o o, ol 4 oM = ol
I3 Iy

1

Por otro lado,
b a#0o @ 0) 10 =,
1

luego

(n) () - g 4 o) — g
500 20— (00 = 01) 40 =0,

de donde
F o1 4 1) = (0(“) = 1)+ o
I,

y simplificando el 01) tenemos la conclusion.

De momento, por una mera cuestion estética, en el enunciado del teorema
siguiente introducimos la notacion "s' = 0(*) para usarla cuando pensemos en s,
no como un numero natural, sino como en una sucesiéon finita de nimeros na-
turales.

Teorema 6.7 \s F £(7s") = 0(0)] Ni < l(s) £ T8 gy =000,
(DN I

DEMOSTRACION: El caso s = 0 se demuestra aparte y es trivial. Suponemos,
pues, que s # 0, con lo que

F s £ 000 o #09 — f(z) = (x = 0),.
121 IEI
Por consiguiente, 1'5 £("s") = (00*) = 0(); y, por los teoremas precedentes,

Eo(TsT) = 0Ty
5o ’

pero esto es lo mismo que I; s = 0(s))
1
La definicién 2.5 se traduce a los teoremas siguientes de 13;:

ER(s,0)= (s =0M)y,  E R(s,i+0W) = R(s, ).

En particular, usando los resultados precedentes,

F R(7,000) = o= 12) F R(%,00HY) = R(s1,00),.
o) b ) o) I )

A partir de aqui, una induccién sobre i prueba que

Ni £ R("s',00)) = o(Rls:D),
s, ’
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En efecto, como R(s,0) = (s=1)s, el primero de los dos teoremas precedentes
equivale al caso ¢ = 0 y, si es valido para i, el segundo teorema equivale a

E R(%s7,0071) = o(Fls0)
ool ) 9

y basta tener en cuenta que R(s,i + 1) = R(s,i); para tener la conclusion.
Finalmente, la definicion de p°(s) dada en 2.5 nos da que

£ P (s) = (1= R(s, (s = Do) + (1= (L= ) R(s, (s = 1)1 = D).

Al particularizar a 09, "7 y aplicar los resultados precedentes obtenemos que

o0 — o ()
172 () = 06T,
que es lo mismo que Ilgl "570@) — 0lsd), .

Como consecuencia:

Teorema 6.8 st 1; s~ ="t
1

DEMOSTRACION: Pongamos que £(s) = m, £(t) = n. Entonces

I; (é(l—s—l) = O(m) A\ e(rtﬁ) — 0(") A E(I_S/—\t—l) _ O(m+n))

Por otro lado, 1; Lx"y) = L(x) + L(y), luego 1; ¢("s'"™"t) =0 4+ 0", Por
1 1
lo tanto, |- (s Yy = (s,
1
Sii < m, tenemos que (st); = s;, luego Igl '—s"t—lmi) =003,
Por otro lado, 1; 0 < ¢("s"), luego, por la definicion de ~ , tenemos
1

- (rs—l,\rt—\)o(i) — g

s, O(z)a

a1

luego 1; (s )i = fs™t! Sim < i < m+n llegamos analogamente a
1

o(i) :
la misma conclusién, luego esto es valido para todo i < m + n.
Por ultimo, el teorema 6.4 nos da (suponiendo que m + n # 0)

I|§_] i< 0mtn) i =00 vy = 0(m+n;1)’
1

con lo que las igualdades previas implican que
Ei< 0 (), =T
s,
(y si m +n = 0 se cumple también trivialmente). Ahora basta usar que

1; 0s)=Lt)ANNi<l(s)si=t; —s=t

para llegar a la conclusion. L]
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Si aplicamos el teorema 6.7 a una sucesiéon s que sea, concretamente, una
cadena de signos de £,, entonces s; es su signo i-ésimo, y el numeral 00%9) es su
formalizacion. Por ejemplo si

s=x=0=(=2x,0) = (4,16,0) = 269619 034,

tenemos que sg = = = 4, con lo que 0(°0) =4 = =1, por lo que en este caso es

més natural escribir s; ' en lugar de 0(5) (va que no pensamos en 00:) como en
. . . r il

un namero natural, sino como en un signo de £, ).

En estos términos, (un caso particular de) el teorema 6.7 se expresa asi:

Si C S Cad(La), entonces I; E(FC—I) = W) Y, para cada 1 < E(C)}
se cumple - .
Igl( ¢ owr = Gi -

Esto, junto con el teorema 6.8, permitg pgobar sistematicamente una larga
serie de resultados que relacionan £, con £, . Por ejemplo:

Si 6 € STerm(L,), entonces 1; 9" € STerm(' L, ),
1

Si 6 € SForm(L,), entonces ; 9" € SForm( £, ).
1

Esto se prueba por induccién sobre (, sin mas que usar que en la teoria 134
(no en la metateoria) se puede probar el teorema 3.5 que caracteriza las semi-
expresiones, asi como las consecuencias de la definicién de £,,.

Por ejemplo, en el caso en que § = (x) es (una cadena cuyo unico signo es)

. . - . . )
una variable libre, tenemos que x = 24, para cierto 3, luego* 1; Tyl =20 +4,
1

y ahora usamos que esto implica que "z' € VarLib(rLa—l) por la formalizacion
de la definicién de £,. El teorema 6.7 nos da que 1; 0" = (&) y usando la
1

formalizacién del teorema 3.5 concluimos que I; 0 e STerm('_La—l).
1

Otro ejemplo: si § = Aucw, donde u € VLig(£L,) y a € Form(£,), como
antes concluimos que IIE— "u' € VLig(' £, ) y, por hipétesis de induccion,
1

1; fal € SForm(rLa—l).

Ademas, como 6 = </\, u> ~ a, el teorema 6.8 nos da que

'— I—H—l _ <|_/\T’I_UI_‘> Ara—|7
I3,

y la formalizacion del teorema 3.5 implica que
o' e SForm(rLa—l).
s,

Los demas casos se tratan andlogamente. m

0(")

4 Aqui usamos que Amn IF (O(m)) = 0(mn)7 lo cual se prueba trivialmente por induc-

cién sobre n, usando 6.2. L
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Del mismo modo se prueba, por ejemplo, que®

VarLib(6) = {1,....2.} = © VarLib('0") = {7z,7,..., 2, '},

donde VarLib(#) representa el conjunto de variables que aparecen libres en la
expresion 6.

Con esto tenemos todo lo necesario para demostrar —o, mejor dicho, para
entender cabalmente el enunciado— de los teoremas principales de la seccién
siguiente, pero antes vamos a discutir una sutileza adicional.

Ejemplo Para profundizar en la relacion entre los tres niveles de lenguaje que
estamos considerando, tomemos por ejemplo la formula de £9.

r=0= =200

Su formalizacion en £, es « =z = 0 = (4,16,0) = 269619034, y a su vez

. . ., [
podemos considerar su formalizaciéon en £, , que es®

o'="z=0"="269619034" = 269619034 = (4,16,0)..

Observemos que « es un numeral de £, luego en particular no tiene variables
libres, lo cual no contradice que en el I¥; metamatematico podemos demostrar
que « € Form(£,) es una formula con 2 = 16 como tnica variable libre.

A su vez, "a' es otro término de £9, de modo que en el I¥; metamatematico
se demuestra que "' € Term(L,), y es un designador (un numeral, sin variables
libres), asi como que

- o' € Form(' £, )

s,
y, mas concretamente, en el I¥; formalizado se demuestra que es una férmula
con "' = "16"' = 16 como tnica variable libre.

La sutileza a la que haciamos referencia aparece al considerar, por una parte,
el término 2" de £9, con z como tnica variable libre, determinado por los

teoremas (metamatematicos):

0'=0, 1= (2.

5Para que la induccién sea respecto de una férmula X1 hay que hacer algunos trucos. Si
llamamos uq,...,um a las variables que estan ligadas en 6, podemos probar por induccién
sobre @ (con las x;, u; fijas) que, llamando Var al conjunto de todas las variables que aparecen
en una cadena de signos,

Var(0) C {z1,...,Tn,Ul,...,um} — I'Z_ Var(rej) {1, U T
1
y luego probar (también por induccion sobre 6) que

x; € VarLib(8) — e VarLib("0"), wu; ¢ VarLib(g) — L ¢ VarLib(9).
1 1

6Si quisiéramos expresarla como un numeral de Lg, seria el que codifica la sucesién que

consta de 269 619 034 unos seguidos de un cero, un nimero mas que astronémico.
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Segun hemos visto, este término cumple (entre otros resultados similares):

x € Var(L,) — II—

¥

fxle Var(rﬁa—l), a € Form(L,) — II— "a'e Form(rﬁ,a—l).

¥

Por ejemplo, si x = 16 € Var(L,), entonces "z' = 16 cumple

r al
16 € Var('4,).

Por otra parte, podemos considerar el designador 0(*) de L9 del que se
demuestra (a nivel metamatematico) que 0*) € Term(£,) es un término con x
como Unica variable libre, y ademas

E0©® —gA (e+1) — (@)Y

e} 0 0AAzO (08*))
Asi, si z € Var(£,), no debemos confundir "2 con 0*). En el caso concreto en
que x = 16, tenemos que "x' = 16 es una variable de '_La—l, mientras que 0(*)

es el término de £, con x como variable libre tal que 0(9,0(),0) ... son los
numerales de I—La—l.

Notemos que podriamos escribir "z' = 0(*), pero seria un 0*) distinto del
que estamos considerando aqui (de ahi la conveniencia de usar dos notaciones
distintas), "z = 0®) es el término de £% que enumera los numerales de £,
mientras que el 0*) que estamos considerando aqui es su formalizacion, el tér-
[ I RS
= 0(1)

. r.
mino que enumera los numerales de £, . m

6.3 Satisfacciéon de féormulas de £,

Hasta ahora hemos visto que en ARP (luego en I¥;) podemos formalizar
toda la parte sintactica de la légica de primer orden, pero no hemos dicho
nada sobre los resultados en los que intervienen modelos. De hecho, en la
seccion 3.1 vimos que no es posible formalizar en ARP el concepto de “ntimero
natural denotado por un término de L, respecto de una valoracion”, lo cual
nos impedia a su vez formalizar el concepto de satisfaccion de una férmula
respecto de una valoracion y, en general, todos los resultados relacionados con
la interpretacion de las féormulas. Ahora vamos a ver que en I¥X; podemos
formalizar una parte sustancial de la semantica de £,. Entre otras cosas, esto
nos permitird demostrar que las teorias I3, son finitamente axiomatizables, es
decir, que (aparte de los infinitos axiomas logicos) basta una cantidad finita de
sus axiomas (propios) para demostrar todos los demas.

De momento, podemos marcarnos como objetivo definir una féormula N F «
en L, de tal modo que, para toda sentencia o de £, se cumpla

NFa o NE(NE ).

(Notemos que aqui las dos primeras “N F” representan el concepto metamate-
mético de “verdad” en el modelo natural de £,, definido en 3.3.) En realidad
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esto exactamente es imposible, pero obtendremos algo aproximado, y lo més
interesante que el lector puede extraer de aqui es hacerse una idea de los incon-
venientes que impiden en la préactica formalizar los conceptos semanticos con la
misma facilidad con que pueden formalizarse los conceptos sintacticos.

Observemos que para cada a € Form(rﬁ a—l) se cumple que « es una rfc’)rmula_‘,
pero a la vez es un término (en principio, una mera variable de rL;). En
particular, seria absurdo escribir algo asi como

Aa € Form(' £, (o = ).

No es que esto sea falso, sino que es incoherente. Si hay que entender a — «
como a ™', entonces a™a = ("—=7) Ta"w es un término de I—La—l, no una
formula, por lo que es asintactico escribirlo tras Ao € Form(£,). Si hay que
entender — como el implicador metamatematico, entonces es asintéctico ponerlo
entre dos variables.

Esto es el equivalente formal del hecho de que las féormulas de un lenguaje
formal no significan nada (no son realmente afirmaciones) hasta que no se fija
un modelo de su lenguaje, y eso es lo que vamos a hacer ahora, al menos en un
caso particular.

Definicién 6.9 Diremos que v es una valoracion de una semiexpresion 6 (y lo
representaremos por Val(v,#)) si v es una funciéon definida sobre un conjunto
(finito) de variables de rLa—l que incluye al menos a todas las que aparecen libres
en 6. Es claro que Val(v, 8) es una formula de £, de tipo A;.

Definimos también:

vz = (0 \ {(z,v(2))}) U{(z,a)},

de modo que si Val(v,0) y = es una variable, entonces v? es otra valoracion
de 6 que coincide con v salvo a lo sumo en z, donde toma el valor a (aunque en
principio no es preciso que v esté definida en ).

Teorema 6.10 FEziste un término Du(t,v) de L, de tipo Ay en IS, tal que en
dicha teoria se demuestran las propiedades siguientes:

1. Six es una variable y Val(v, x), entonces Du(x,v) = v(x),

2. Dn(0,v) =0,

3. Sit es un semitérmino y Val(v,t), entonces Dn(St,v) = Dn(t,v) + 1,

4. Sity yta son semitérminos y Val(v,t1), Val(v,ts), entonces

Dn(ty 4 t2,v) = Dn(t1,v) + Dn(te,v) A Dn(ty - t2,v) = Dn(¢1, v) - Dn(ta, v).
Notemos que en la igualdad Dn(t; + t2,v) = Dn(¢1,v) + Dn(te, v) el primer

+ es el funtor "+ de I_La—l, mientras que el segundo es el funtor 4+ de Larp. Lo
mismo vale para el producto.
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DEMOSTRACION: Por comodidad vamos a definir un funtor diadico Dn en
ARP que cumpla lo requerido, de modo que la férmula n = Dn(t,v) de Larp se
traducira a una formula A; de £, que a su vez nos permite definir (como una
descripcion) el término Dn(t, v) requerido.

Para ello definimos por recurrencia un funtor Dn*(V,¢,v) que cumple las
propiedades anteriores con la exigencia adicional (en todos los casos) de que
Var(t) C V C Dv, donde Var(t) es el conjunto de todas las variables que apa-
recen en t. Asf basta definir Dn*(V, ¢, v) supuesto que esta definido para todo
to € Sub(t), segun el teorema 2.23.

Luego se prueba por induccion que si v y v’ son valoraciones con V' en su
dominio y que coinciden sobre el conjunto de variables que aparecen libres en ¢
y éste esta contenido en V', entonces Dn*(V,t,v) = Dn*(V,¢,v’), lo que a su
vez permite definir Dn(t,v) = Dn*(Var(t),t,v*), donde v* es la valoraciéon que
resulta de extender v a cualquier variable de Var(t) \ Dv en la que no estuviera
definida asignéndole el valor 0 (por ejemplo). Se prueba entonces que Dn(t, v)
cumple todo lo requerido. m

Nota Observemos que, modificando de forma obvia la prueba del teorema
anterior, podemos definir Dn(t,v) para el caso en que ¢ es un semitérmino del
lenguaje rL:1 definido en 6.5, afiandiendo para ello al enunciado la condiciéon
Dn(pret,v) = Dn(t,v) = 1. "

Completando el argumento de la demostracion anterior, es facil ver que si v
y v’ son dos valoraciones que coinciden sobre las variables libres de un mismo
semitérmino ¢, entonces Dn(¢,v) = Dn(¢,v’). Sit es un designador escribiremos
Du(t) = Dn(t, ).

En la prueba del teorema siguiente necesitaremos el hecho siguiente: si v y
w son dos valoraciones tales que Val(v,t) y Val(w,t) y ademés, cuando ambas
estan definidas en una misma variable x se cumple v(z) < w(z), entonces se
cumple Dn(t,v) < Dn(¢, w).

Esto se debe esencialmente a que tanto la suma como el producto son opera-
ciones mondtonas (si sustituimos unos sumandos/factores por otros mayores, el
valor de la suma/producto aumenta, y esto sigue siendo cierto si consideramos

A . [
semitérminos de L} | con el funtor pre).

Teorema 6.11 Eziste una formula N Eq afv] de tipo Ay en 13X tal que en
dicha teoria se demuestra que, si « es una semifdrmula de tipo Ag y Val(v, a),

1. Si a =ty = tq, entonces N Eq (t1 = t2)[v] > Dn(t1,v) = Dn(ta,v),
2. Sia =t <tg, entonces N Eq (t1 < t9)[v] > Dn(ty,v) < Du(ta,v),
3. St a =, entonces N Eg =f[v] <» N Fq S[v],

4. St a =BV, entonces NEg (B V v)[v] + (NFq B[v] VN Eq y[v]),



298 Capitulo 6. Teorias y metateorias

5. 8 o= Au<tp, entonces

N Eo (Au < ta)[v] < Aa < Dn(t,v) N Fy av?],

6. Sia=\Vu<tp, entonces

NEy (Vu < ta)[v] < Va < Dn(t,v) NEy afv?].

DEMOSTRACION: Fijemos una semiformula o de tipo Ag y una valoraciéon
vy definida tnicamente sobre las variables que aparecen libres en «g, digamos
Z1,...,Tm, con lo que en particular cumple Val(vg, ap). Sean uy,...,u, las
variables que aparecen ligadas en g en el orden en que lo hacen, de izquierda
a derecha. Cada una aparecera en la forma Au; < t; o Vu; < t; para cierto
semitérmino t; cuyas variables libres seran a lo sumo x1,...,Zn, U1, ..., Uj_1.
Definimos recurrentemente:

C(vo,060,1),--~7C(v01040,i*1))

C(Uo, @, Z) = Dn(tiv (Uo)ul,...,ui,l

Llamamos V(ag,vg) al conjunto de todas las valoraciones v definidas sobre
las variables z;, u; tales que v(z;) = vo(;), v(u;) < c(vg, o, ).

La observacion previa a este teorema muestra que si v € V(ag, vp), entonces
Dn(t;,v) < c(vg, g, 7).

En efecto, como t; s6lo tiene libres las variables x1,... %, u1,...u;_1, tene-
mos que Dn(t;,v) = Dn(t;,v’), donde v es la restriccion de v a estas variables
y, para ellas tenemos que

V' (23) = vo () = (vo) {00t melvo,0i=1) (g,
V' (u;) = v(u;) < cvo, g, i) = ()00 Delvo-00:8=1) (4 )
luego

Dn(t;,v) = Dn(t;, v') < Dn(t;, (vg)c(P0:@0)semclvo,a0i=1)y — (40 ay, 7).

ULyeen,Uq—1

Vamos a definir un funtor Sato (g, vo, ) tal que
Sato(ag, vo, @) : V(ag, vg) — {0,1}
y de modo que si « es una subsemiférmula de ag y v € V(a, vp), se cumple:
1. Si a =1 = to, entonces Satg(ag, v, a)(v) = 1 <> Du(t1,v) = Dn(ts,v),
2. Si a = t1 < tg, entonces Satg (g, v, @)(v) = 1 <> Dn(ty,v) < Dn(te,v),
3. Si a = —f, entonces Satg (g, vg, @) (v) = 1 <> Satg(ag, vo, 8)(v) =0,
4. Si a =V v, entonces

Satg (v, vo, @) (v) = 1 > Satg (o, vo, 8)(v) = 1V Satg(ag, vo,7)(v) =1,
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5. Si a = Au < t 8, entonces

Sato (g, vo, @)(v) = 1 <+ Aa < Dn(t, v) Satg(ag, vo, 8)(v%) = 1,

6. Sia=Vu< t 3, entonces
Sato (g, vo, @)(v) = 1 < Va < Dn(t,v) Sato(ag, vo, B)(v%) = 1.

Basta aplicar el teorema 2.23 para definir Sato (v, vo, &) supuesto que ya esta
definido Sato (o, vg, 3) para todo 8 € Sub(a). Notemos que en los dos tltimos
apartados es fundamental que si « es una subsemiférmula de a, necesariamente
u=wu; yt=t; para algin i, con lo que si a < Dn(¢;,v) < ¢(vg, ag, 1), podemos
asegurar que vj; € V(ao,vo).

Una simple induccién prueba que si v € V(ag,vo) y v' € V(ap, v() son dos
valoraciones que coinciden sobre las variables que estan libres en una subsemi-
formula « de ag, entonces

Sato (o, vo, @) (v) = Satg (g, vy, ) (v').

La razon de fondo es que en el calculo de Saty no se usa vy en ningiin momento,
sino que ésta sélo es necesaria para restringir la recursion de modo que sé6lo
suponga definidos un niimero finito de valores del funtor.

Consideramos entonces un funtor vy(agp, v) que a cada valoracion v definida
sobre las variables que aparecen libres en la subsemiférmula a de o le asigna
una valoracion definida sobre las variables libres de ag que coincida con v cuando
ésta esté definida, asi como otro funtor w(ag,v) que extienda vg(ag,v) a todas
las variables de « y coincida con v sobre las que ésta esté definida. Asi podemos
definir

Satg (v, a, v) = Satg (e, vo (o, v), @) (w(ag,v)),

de modo que se siguen cumpliendo las propiedades de Saty.

Igualmente, en el calculo de Satg o Satf, no se usa en ningiin momento oy, por
lo que si & es una subsemiférmula de dos semiférmulas g, o), también tenemos
la igualdad Satg (o, o, v) = Satg(ag, @, v). Por lo tanto, podemos definir

N Egafv] = Satgy(a, o, v) =1,

y se cumplen todos los requisitos del enunciado. Por ejemplo,
N Eg —8[v] + Saty(—=8,-8,v) =1 + Saty (=3, 8,v) =0«
Satg (8, 8,v) =0+ =N kK¢ B[v]. "
De las propiedades del teorema anterior se siguen las consecuencias obvias:
N Eg(a A B)[v] + NEgalv] ANy B[v],
NFo(a = B)[v] «» "N Foafv] V N Fo Bv],
etc.

Destacamos el teorema siguiente, cuya prueba esta implicita en la del teo-
rema anterior:
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Teorema 6.12 Si v y v’ son waloraciones que coinciden sobre las variables
libres de una férmula o de tipo Ag, entonces N Eq afv] < N Eq afv'].

Todos estos resultados valen igualmente, con las mismas pruebas, para for-
|-
mulas de L} .

No es posible definir en I¥; (ni siquiera en AP) una formula N E «afv] que
formalice el concepto de satisfaccion para formulas arbitrarias, pero podemos ir
un poco mas lejos:

Definicion 6.13 Para cada nimero natural n, definimos recurrentemente las
férmulas siguientes de L,:

N Es, alv] =Nk afv], NE, afv] =N EFj-afv],
NEs, av]=aeX, ANEg, afv] Vaell, ANE afv] Vv
VBu(B € I, Au € VarLig('£, ")

A a=VupB AVal(v,a) A Vm NEg, o).

NEn, o] =acX, ANFy av] Vaell, ANEav] Vv

VBu(B€X, Au € VarLig(rLa—l)
Aa=Aup A Val(v,a) A Am NEs, Blor]),

donde u € VI_aLrL_iIgI—La—I es la formula que expresa que u es una variable ligada
del lenguaje £, . Omitiremos v cuando sea v = &.

Es muy importante destacar que con esto no hemos definido dos féormulas
N Es. afv], N Eqn, afv] de £, con tres variables libres (n,a,v), sino infinitas
formulas (dos para cada n) con dos variables libres (o, v).

Por induccion se prueba que la formula N Fy «afv] es X,,, mientras que
N Fn, afv] es II,, (para n > 1). Notemos unicamente que el cuantificador

existencial de N Fry, , a[v] puede cambiarse por

Az(z = RaU (Ra)<4Y 5 Vpuez---).

Ahora vamos a probar que estas féormulas expresan lo que cabe esperar que
expresen. Primero necesitamos un resultado para términos.

Teorema 6.14 Sea t(uq,...,u,) un semitérmino de L, sin descriptores con las
variables libres indicadas (todas ligadas). Entonces, en I3, se demuestra:

ANuy -y t(ug, ... u,) = Dn(rtj, {("ug ur),y .oy (Tup ) }).
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DEMOSTRACION: Por abreviar, llamemos v = {("u1',u1),..., (" up)}.
Notemos que Var('t') = {7ui", ..., u, '}, luego se cumple Val(v, t'). Vamos a
construir la demostracién pedida para cada uno de los subsemitérminos ¢y de t.

Si tg = u;, entonces Dn("u; ', v) = v("u;') = u; = to, luego se cumple el
teorema.

Si tp = 0, entonces Dn(0,v) = 0 = to.

Si tg = St1 y el teorema es cierto para ti, entonces se puede probar que
Dn('t; v) = t1, y la prueba se puede extender hasta Dn(rStlj, v) =t1+1 = St;.

Si tg =t + to y podemos demostrar que Dn('t; ', v) = t; y Dn("ty ', v) = to,
y la prueba se puede extender hasta
Dl’l(rtl + t2—l, 1)) = Dn(l—tl—l, ’U) + Dn(l—tg—l, ’U) = tl + tQ = to.
El caso ty = t; - t2 es anélogo. n

En particular, para designadores tenemos que ¢t = Dn('t").

Teorema 6.15 Sea ¢(uq,...,u,) una semiformula %, de L, con las variables
libres indicadas (todas ligadas). Entonces, en IX| se demuestra:

Auy -y (Dur, ... up) & NEs, 6 {(Tuw), ..., (w7, u) ).
Lo mismo vale cambiando %, por 11,,.

DEMOSTRACION: Llamemos v = {("u; ' u1),..., ("u, ', u,)}. Consideramos
en primer lugar el caso n = 0, es decir, que ¢ es Ag. Razonamos por inducciéon”
sobre la longitud de ¢. Si ¢ = t; = to, entonces, usando 6.14 vemos que

t1 =t < Dn('—tl—', ’U) = Dn('_tg—l, 'U) — N ':0 (I—tl = tz—l, ’U).

El caso t; < t9 es analogo. Si ¢ = —), entonces, por hipdtesis de induccion
podemos probar o
1/) N t:0 l/f [’U],
luego
¢+ -NEy ¢ [v] & NEy ' [v] & NEg ¢ [v].
El caso ¢ = 1 V x es similar. Si ¢ = Aug < t1, entonces por hipotesis de
induccion,
/\UO e Un¢(uoa v 7un) < N ':0 rw—l[vllﬁ)o‘l]?
luego
Au <t e Au < Dn(t,0) N g 9 o] < N ¢ [v].

El caso en que ¢ = Vuy < t1 es analogo.

"Mas precisamente, si llamamos ¥ (¢) a la férmula del enunciado, se trata de probar que
Aol € Ag — - F . ¥(¢)). La induccion sobre ¢ es formalizable en ARP, pues podemos definir
Iz

un funtor D que a cada semiférmula ¢ le asigne la demostracion requerida D(¢) suponiéndolo
definido sobre las semiférmulas de Sub(¢).
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Esto termina la prueba en el caso n = 0. En el caso general, si ¢ es una
formula de tipo ¥, o II,, sera de la forma 7 a(uq,...,ur,v1,...,0,), donde 7
es una sucesion de cuantificadores alternados que ligan las variables vy, ..., v,.
Razonamos por induccién® sobre i que la semiférmula

hi = ma(Uty .oy Upy U1y .oy Up),

en la que so6lo se han ligado las variables v,_;t1,...,v,, cumple el enunciado,
es decir, que si, por ejemplo, ¢; 11 = Vv,_;¢;, donde ¢; es II; (la alternativa en
la que el cuantificador es universal y ¢; es ¥, se trata analogamente), entonces
en I¥; se demuestra

Un—i

Qbi(’l,bl, ceey Up,Upy et avn—i) +~ N ':HiI—(lsi—l[/UI—,L;lll’—l;_”7 r —I]'

coy Un—q

Para i = 0 es el caso n = 0 ya probado. Si lo suponemos cierto para i,

r, V1 ooy Un—(it1), Un—i
Qit1 & \/un—iN Fr, ¢ I:’U’_vljy--~7I_Un—(i+1)—l7|_7}n—i—l] A

0 V1, ey Un—(i41)
N ':En+1 0] [v'_v1—',-..,rvn_(i+1)—']'

Para i = n tenemos la equivalencia del enunciado. L]

Teniendo en cuenta que Dn(0)) = y, una induccién rutinaria muestra, mas
: A . r, 1
en general, que si t(z1,...,2,) es un semitérmino de £, , entonces

Dn(t(z1, ..., 2), {(z1,41), ... (@r,y)}) = Dn(t(0W) ..., 0W))),
asi como que si ¢(x1,...,2,) es una semiférmula de '_Laj,

N ':En ¢(I13 v 7‘757’)7{(3:1;?/1)7 s (zrayr)}) <N ':En QS(O(yl)a B 70(yr))7

(v lo mismo vale para N Fpy ), lo que nos permite enunciar de una forma mas
comoda los dos teoremas precedentes:

Teorema 6.16 Sit(xq,...,x,) es un término de Lo y p(x1,...,2,) es una for-
mula de tipo X, (0 I1,,) cuyas variables libres estdn entre las indicadas, entonces
en I3 se demuestra:

Azy---x, t(zy,. .., 2,) =Dn(t' (0@, .. 0E),

Aotz (B(z1,...,20) & NEg 600, 0@n))

(0 con N F, si ¢ es de tipo I1,,.) En particular, si ¢ es una sentencia de L,
se cumple que

L (0o NFs,0)

(0o con NEq, si¢ es de tipo I1,,).

8Nuevamente, probamos por induccién sobre i que la formula ¥(n,i,a) es demostrable
3 A . . . . . .
en Y1 . Técnicamente, podemos considerar que definimos por recurrencia sobre ¢ un funtor
. . s I A 2 .
F(n,i,a) que determina una demostracion en I¥; de la formula ¥(n, i, o).
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6.4 La X;-completitud de Q

Ahora podemos demostrar una propiedad fundamental de la aritmética de
Robinson, y que es la razoén principal por la que ésta tiene interés, y es que
bastan los débiles axiomas de QQ para demostrar cualquier afirmaciéon de tipo ¥y
que sea verdadera:

Teorema 6.17 (de X;-completitud de Q) Si a(zy,...,z,) es una féormula
de tipo 31 en rﬁa—l cuyas variables libres estdn entre las indicadas y Val(v, «),

entonces
N Ex, afv] — rgj a(o(v(ml))’ o O(v(zn))).

En particular, si o es una sentencia de tipo X1, se cumple N Fy, o — rgjoz.

DEMOSTRACION: En primer lugar probamos que si ¢(z1,...,2,) es un se-
A . r. 1. .
mitérmino de £, sin descriptores, entonces

Val(v, t) — O(Dn(tm)) = t(o(v(a:l))7 L ,O(U(‘T”))),
V—Q—\

La formula es X7 y podemos razonar por induccién sobre ¢.

Si t = x es una variable (libre o ligada), suponemos que v esta definida en x
y tenemos que probar que

(@) — (),
I'Q—\

lo cual es obvio. El caso t = 0 es similar.
Si t = t{, por hipotesis de induccion tenemos que

E 0Dn(tow) — o (@) o)),

y la demostraciéon se puede prolongar para obtener

F (0Pn(tom)y — 4ol o)y,
I—Q"I

y, por definicién de 0™,

- 0Pn(to)+1) — y(oe@) | o)y,
V—Q—\

y, finalmente, por definicién de Dn,

r ODn(ED) — 4ol o).

Los casos t = t1 +t2 y t = t1 - t5 son similares, y con ellos se concluye la
prueba de esta primera parte.
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Ahora, como en la prueba del teorema 6.11, fijamos una semiférmula g de
tipo Ag y una valoracion vy tal que Val(vg, ag) definida tinicamente sobre las va-
riables que estan libres en g y consideramos el mismo conjunto de valoraciones
V(ap,vo) que alli, las cuales estan definidas sobre todas las variables x1, ..., =,
de ay, libres o ligadas.” En esta ocasién definimos un funtor D(ag,vg, ) tal
que si « es una subsemiférmula de ag, entonces D(ag, vg, &) es una funcion que
a cada valoracion v € V(ag, vg) le asigna una demostracion D(«yg, vg, @) (v) = d,
de modo que

d
(NFo afv] & F a(@@@D @@y A
I'Q—I

d
(-N g afv] = F —a(0@@D) gy,
V—Q—\

En principio tendriamos que definir el funtor D (por recurrencia, definién-
dolo para « supuesto que esté definido para semiférmulas en Sub(a)) y luego
demostrar por induccién sobre o que cumple este hecho, pero, como la inducciéon
motiva la definicion, las presentamos simultdneamente.

Si a = t; = tg, llamamos a; = Dn(t;,v), de modo que, por el resultado
precedente,
Foolaid) — ti(o(v(ﬂcl)), el O(U(xn))).
V—Q—\

Maés atin, la prueba de este resultado es constructiva, por lo que tenemos un
funtor D(t) que nos da la demostracion en Q correspondiente al término ¢. Por
otro lado, la condicion N Eq afv] se particulariza en este caso a que a; = ag. Es
claro entonces, en virtud del teorema 6.2, que podemos definir D(ayg, vo, @) que
cumpla lo requerido, segin si a; = ag 0 a1 # as.

Si a = —f basta tomar D(ag,vp,a)(v) = D(ag,vo,)(v) si =N ko S[v]
y, en caso contrario, D(«g,vg,a)(v) se obtiene prolongando la demostracion
D(ag,vo, B)(v) para pasar de § a =—f = —a.

Si o=V, sise cumple N Fy B[v], o bien N Eg v[v] o bien N Ey ~[v].
Llamando d = D(ag,vg,)(v) o bien d = D(ag,vo,7)(v), segin el caso, la
hipétesis de induccion nos da que

d

I—Q—I
y la demostracion se prolonga claramente hasta una demostracién en Q de la
sentencia a(0W@)) . o®@))),

Si, por el contrario, =N Eqy S[v] y =N Eq ~[v], entonces la hipotesis de

induccion nos da demostraciones d; = D(ag, vy, 8)(v) v da = D(a, vo,7)(v)
tales que

d
ﬁ(o(v(zl))’ ce O(U(mn))) \Vi rgj ,}/(O(v(ﬂcl))7 . 70(1)(9:")))7

L g0, g0y A P o)) ),
FQ—I FQT

con las cuales podemos formar a su vez una demostracion en Q de la negacion
—a(0@WED) o)),

9Por conveniencia, aqui llamamos 1, . . ., z, a todas las variables de ag, que no es la misma
notacion que usdbamos en la demostracion de 6.11.
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Sia=/Ar<tByNEkqa(v), esto significa que
Ni < Dn(t,v) N Fq B[vt],

y en este punto es crucial que, como razonamos en la prueba de 6.11, en estas
condiciones las valoraciones v’ estan todas en V(ag,vp), por lo que tenemos
definidas las demostraciones d; = D(«g, v, §)(v%) tales que

B0, 0@ o)),
V—Q—\

Todas ellas se combinan para probar

F oy =00 v ..y gy = 00y gy, 0®@D) @@y,
I_Q—\

Usando 6.4, concluimos que

F Au < 0Pn(tv) B(u, o)) 7O(v(wn)))7
V—Q—\ -
lo cual, por la primera parte de la demostracion, equivale a
F Au< ,5(0(1)(901))7 o ’O(U(lﬂn))) B(u, o) 70(v(wn))).
V—Q—l -

Si, por el contrario, =N Fy «(v), entonces existe un ¢ < Dn(t,v) de manera
que —N Fq S[v%], v la hipotesis de induccion nos da una demostracion

LS00 o)) o))y,
FQT
que puede prolongarse sucesivamente a una demostraciéon en Q de
Vu < O(Dn(m))_,ﬁ(u7 o) O(U(ﬂ:n)))
y a su vez de - (0@))  o@@))),
El caso en que o = Vu < x 8 se trata analogamente.

Si ahora tenemos en cuenta que N Fq afv] sélo depende de los valores que v
toma sobre las variables libres en «, podemos definir

D* (g, a,v) = D(ag, vo(o, v), @) (w(ag,v)),

donde v es cualquier valoracion definida sobre las variables que estan libres en
a vy los funtores vg y w determinan las valoraciones requeridas por el funtor D,
exactamente igual que en la demostracion de 6.11. Finalmente, si a y v cumplen
Val(v, ), la demostracion D*(«, «, v) atestigua que el teorema es correcto. =

Combinando este teorema con 6.15 obtenemos la versiéon siguiente:

Teorema 6.18 (de X;-completitud de Q) Si a(zy,...,x,) es una férmula

de L, de tipo X1 cuyas unicas variables libres estén entre las variables x4, ..., 2y,
AT 1 M 7 ) Yol r 1
y"a'("x, ..., "x,) es su formalizacion en L, , entonces
F (e, .. zn) = F (0@ 0@y,
1 Q"

En particular, si o es una sentencia 31 de L,, se cumple que

Fa— F o).
I, qQ
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Nota En principio, el teorema anterior se prueba formalmente en la metateo-
ria I¥; y se aplica a formulas o € Form(£L,), pero, como todo razonamiento
formal en I3, puede verse también como un esquema teorematico aplicable a
cada formula metamatematica « de £9 y a su formalizacion "o en £,, de modo
que la implicacién

a(T1,...,Tn) = groﬁ(o(wl)’ o O(wn))).

se demuestra en la metateoria IX;.

En esencia, esto significa que si unos numeros naturales cumplen una for-
mula « de tipo X1, esto se puede demostrar en @, con la precision técnica ne-
cesaria de que lo que se demuestra en Q es la formalizacion de « en el lenguaje
formalizado L.

Asi el teorema 6.2 es un caso particular del teorema de Y;-completitud. Por
ejemplo, el apartado 1. puede expresarse como que

r:m+n—>50(r) =0m) 4 o),

Mas adn, también los teoremas 6.7 y 6.8 pueden verse ahora como casos par-
ticulares del teorema de ¥i-completitud, lo que permite mejorarlos, ya que las
sentencias pueden demostrarse en Q en lugar de en I¥;. Igualmente podemos
concluir que en I3 se demuestran los resultados del estilo de

t € Term(L,) — g'—tj € Term(rﬁa_\),

a € Form(L,) — g'_a—' € Form('L, ),

que conectan la metateoria con su formalizacion (notemos que, por definicion,
1 r. . .
t'=0®, 7o = 0 son los numerales de L, correspondientes a t, a vistos
como numeros naturales). Nos interesa especialmente el caso de la formula

d
Fa=\Vd .
13, @ \/ I;l @

La versién metamatemaética del teorema de Y;-completitud nos da que

Fa—F F Tal.
= Q Tz

(para todo «, entendiendo que la definicién de 1; « exige que « € Form(L,)).
1

Nuevamente observamos que "a' = 0(%), por lo que la implicaciéon anterior se

ajusta ciertamente al enunciado del teorema de X1-completitud. L]

Ya casi podemos probar que 1Y, es finitamente axiomatizable, pero para ello
necesitamos examinar con mas detalle la demostracion del teorema 6.15 (lo cual,
a su vez, nos lleva también a la de 6.14) para comprobar que, aunque se trata
de esquemas teorematicos, que afirman que una familia infinita de férmulas son
demostrables en 13, todas ellas se pueden probar a partir de un mismo conjunto
finito de axiomas de IX;.
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En lo que sigue es fundamental que cuando decimos “teorema” queremos
decir propiamente “teorema” y no “esquema teorematico”. Todo teorema es
demostrable a partir de un niimero finito de axiomas, mientras que, en principio,
un esquema teorematico podria requerir infinitos axiomas, un conjunto distinto
para demostrar cada uno de sus casos particulares.

Vamos a encontrar un conjunto finito I' de axiomas de I¥; tal que a partir
de I" se puedan probar todos los casos particulares del teorema 6.14. En prin-
cipio incluimos en I' todos los axiomas de Q més los necesarios para demostrar
los axiomas de la teoria basica de conjuntos B, que son también un nimero
finito (teorema 5.20), e iremos anadiendo los que necesitemos a lo largo de la
demostracion.

Nos ocupamos primero del semitérmino v = {("uy ' u1), ..., ("uy s u,)}. Ob-
servamos que, si llamamos D,, a la conjuncién de todas las formulas y; # y;,
para i # j, el esquema teoremético

Av1 - vpug - un(Dy — {(v1,u1), ..., (Vn, )} es una funcion
AD{(v1,u1)s -y (Unyun)}) = {01, vn}),

se demuestra a partir de los axiomas de B, luego también a partir de I'. Elimi-
nando los generalizadores, obtenemos el esquema teorematico:

Aui - un (D* = {("ur "y u1) .., (Tuy ' un)} es una funcion A
D{("ur’,wr) .oy (Tunyun)}) = {Tud, . Tun ),

donde D* es la conjuncion de las sentencias "u;' # "u;' (para i # j), que es,
pues, demostrable a partir de T'.

Mas adn, si ug,...,u, son variables de £, distintas dos a dos, por 6.2 te-
nemos que "u;' # "u; ' es demostrable en Q, luego la conjunciéon de todas estas
sentencias es demostrable a partir de I', luego concluimos que si uy,...,u, son
variables cualesquiera distintas dos a dos,

?/\ul et ({("ur b ur) oo, ("ug ' ug) ) es una funcion A
D{("uryuy) ooy (Tup Yun)}) = {Tur ..., "up '}).
Ahora consideramos la formulal® ¥,
x € STerm(£L,) A VarLib(z) C {z1,...,%n}.
El teorema de Xi-completitud 6.18 nos da que
x € STerm(L,) A VarLib(z) C {z1,...,2,} —

g 0() € STerm' £, A VarLib(0®)) c {0&) ... )},

19Hay que entender que es una férmula del lenguaje £9 correspondiente a la teoria 121 que
usamos como metateoria, en la que se demuestra 6.14. Se trata de una féormula A, es decir,
equivalente en I3 tanto a una férmula X1 como a otra II;. Entendemos que la féormula que
consideramos aqui es precisamente la versién 7.
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Si aplicamos este hecho al término ¢ de las hipotesis de 6.14 y a las variables
Uy, ..., U, € Var(£,), obtenemos*!

g "t e STerm' £, A VarLib("t") € {Tuy™ ..., up, '}

En particular, esta féormula se demuestra a partir de los axiomas de I' y,
uniendo esto a lo anterior, tenemos que

l;/\ul -+~ up, Val(v, '—t—').

Esto implica que v y "t estan en las hipotesis del teorema 6.10. Extendiendo T,
podemos suponer que este teorema también se prueba a partir de I', asi como
el esquema teorematico

ra~r r o~ 1

st = st
que se demuestra en Q. La demostracion del teorema 6.14 no requiere nada
més. Por ejemplo, si podemos probar a partir de I' que Dn(rtl—l,v) =1ty
Dn('ty",v) = to, entonces también podemos probar que

[N N BV N |

oty =" T T
lo que a su vez nos permite aplicar 6.10 para concluir que
DH(I—tl + t2—|7 ’U) = Dn('—tl—', 'U) + Dn(l—tg—l, ’U) = tl + tz.

Lo mismo vale para todos los otros casos de la induccion.

Ahora pasamos a analizar la demostraciéon de 6.15 y empezamos por el caso
n = 0. Exactamente igual que en el analisis precedente podemos concluir que,
anadiendo axiomas a I', podemos contar con que a partir de I' se demuestra

Val({("ug " u1), ... ("ur 'y ur), (o1 v1)y .oy (Ton Y on) b, ")

en todos los casos en que la demostracion lo requiere, asi como el teorema 6.11.
Con esto, lo Gnico que falta para justificar que todas las demostraciones del caso
n = 0 pueden hacerse a partir de I' es un pequeno detalle técnico: I' permite
probar que si ug es una variable distinta de wuq, ..., u,, entonces

Ull;oo"l = {(I—’U/O—la uO)a (f_u1—|7 u1)7 sy (I—un—la Un)},

pero esto puede probarse claramente en la teoria de conjuntos B, luego también
a partir de IT'.

Para probar el caso general solo necesitamos anadir a I' los axiomas nece-
sarios para demostrar las definiciones de las formulas X, y II,, asi como las
definiciones 6.13 de N Fyx, a[v] y N Fr, afv] para i = 1,...,n (son definicio-
nes recursivas, luego en realidad son teoremas que aseguran que las féormulas
cumplen lo requerido).

1 Notemos que, al sustituir = por ¢ en 0(*) obtenemos el numeral 0(*) en "L, ' correspondiente
al ntimero t, que es lo que en este contexto llamamos t'. Lo mismo vale con 0(%#) = ry;7.
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Si a partir de I" se demuestra la formula del caso i-ésimo de la induccion,
para demostrar el caso i + 1-ésimo so6lo se usa la hipotesis de induccion, la defi-
nicién 6.13 y algunas manipulaciones de valoraciones, todas ellas demostrables
en B. L]

Finalmente podemos probar:

Teorema 6.19 Para todo n > 0, la teoria 1X, es finitamente axiomatizable,
es decir, todos sus teoremas pueden probarse a partir de un conjunto finito de
aziomas (propios).

DEMOSTRACION: Consideremos la formula
NEs, ¢[vd] A Am(NEg, ¢[vl'] = NEg, o)) = Am NEg ¢[vf'], (6.1)

donde ¢ y x son variables libres. Se trata de un caso particular del principio de
Y n-induccion, luego es un axioma de 13,,.

Fijemos un conjunto finito I' de axiomas de I¥, que contenga al axioma
anterior y permita demostrar el teorema 6.11 (que es un tnico teorema) y el
teorema 6.15 (que es un esquema teorematico, pero ya hemos justificado que es
demostrable a partir de un namero finito de axiomas), asi como los resultados
auxiliares a los que hemos hecho referencia al justificar que 6.15 requiere sé6lo
un conjunto finito de axiomas.

Basta probar que a partir de I' se pueden demostrar todos los casos particu-
lares del principio de induccion con féormulas ¥,,. En efecto, si ¢(x, z1,...,z,)
es una formula ¥, y abreviamos v = {("z1",21),..., (", ", z,)}, a partir de T’
podemos probar el teorema 6.15, que nos da la equivalencia

¢ < NEs, ¢ o). (6.2)

Notemos que ambas partes tienen libres las variables x1, ..., x,,z. Por el axioma
(6.1) tenemos (generalizando respecto de las variables ¢ y  y luego sustituyendo

por los designadores rqﬁ—l y x):

r

Nz, "¢ odal A Am(NEx, "¢ fofh] = NEs, "6 o)

- AmN lZE,LI—(é—I[vr’Zq],

lo cual por (6.2) equivale a su vez a
¢(0) A Am(¢(m) — ¢(m + 1)) — Am¢(m),
que es el principio de induccién para ¢. [

No hemos sido capaces de definir en I¥; una (tnica) formula N E ¢[v] con
dos variables libres ¢ y v, sino infinitas formulas N Fy_¢[v] con dos variables
libres ¢ y v, donde la n no es una tercera variable, sino una metavariable que
determina una de las infinitas férmulas

N ':EO(ﬁ[U]? N ':21¢[U]7 N ':22¢[’U], N ’:st)[vL N ’:E4¢[’U]7 s

de tipos Ay, 31, X, X3, X4, ete. (cada una de longitud mayor que la anterior).
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Cada una de estas formulas nos permite formalizar todo “para toda for-
mula ¥,” metamateméatica y reducir asi un esquema axioméatico o teoremé-
tico a un dnico axioma o teorema. El teorema anterior es un ejemplo muy
claro de como N Fx_ ¢[v] nos ha permitido reducir el esquema axiomatico de
¥ ,-induccién a un tGnico axioma (acompanado de los axiomas necesarios para
demostrar las propiedades de la formula N Fy, ¢[v]).

6.5 Teoremas de correccion

El sueno de todo matematico seria que todas las férmulas verdaderas fueran
demostrables, pero esto no es cierto. Una afirmaciéon menos ambiciosa es que
todo lo demostrable sea verdadero (es decir, que el calculo deductivo es correcto).
En nuestro contexto, la forma més fiel en que podemos plasmar esta conjetura
es ésta:

Na €, ( F a—NEg, a),
=,
donde N Fy_ « significa que N Fyafv] se cumple para toda valoracion v que
cumpla Val(v, o).

Esto puede demostrarse en 13,11, pero la prueba no es trivial debido a un
problema técnico: La forma natural de demostrar este teorema seria considerar
una demostraciéon de « e ir probando inductivamente que cada una de sus lineas
cumple N Fy,  «a, pero esto no es viable porque no podemos garantizar que todas
las lineas de la demostracion sean de tipo X,. Sin embargo, esto puede exigirse
sin pérdida de generalidad si consideramos una demostraciéon de a en términos
del calculo secuencial (teorema [CS 1.18]) y en esas condiciones el argumento
natural funciona sin inconveniente alguno. Esto es el teorema [CS 1.25], cuyo
enunciado transcribimos aqui:

Teorema 6.20 + Aae E”(rl_ﬂa —NFExg, o).

Ynt1 I3,
Combinando este teorema con 6.15 obtenemos:
Teorema 6.21 Si a es una sentencia de tipo ¥, en L, entonces

(F "a'—= a).
IZ,,+1 qzn—l

En general, si T es una teoria que interpreta a £,, definimos

Consis T =+ ‘040,

que es una sentencia que se interpreta como que T es consistente (recordemos
que una teoria axiomatica es contradictoria si en ella puede probarse una con-
tradiccion, lo cual equivale a que pueda demostrarse cualquier formula, por lo
que la consistencia equivale a que una féormula cualquiera, como 0 # 0, no sea
demostrable).
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Si aplicamos el teorema precedente a la sentencia 0 # 0 obtenemos que

- (Fjro7éoj—>07é0)7

Entr s,
luego:
Teorema 6.22 Para cada nimero natural n se cumple

F Consis I—IZn—l.
IXnp
En particular, en AP se demuestra la consistencia de todas las teorias I3,,.
Mas en general, entendiendo que

Consis'=-I'+'0=0,

Teorema 6.23 (Teorema de reflexion) SiT' es cualquier conjunto finito de
sentencias demostrables en AP, entonces [L—P Consis'T .

DEMOSTRACION: Como cada sentencia de I' es demostrable en I3,,, para
un n suficientemente grande, podemos tomar un mismo n que valga para todas
las sentencias de I'. Es claro entonces que

.y al P |
A—P Consis IX,, — Consis IT".

y basta aplicar el teorema anterior. [

Nota Quiza el lector deduzca de aqui que A—P Consis AP con el argumento
siguiente:
Si"AP' fuera contradictorio, tendriamos er 0 # 0, pero la demostra-
AP
cion requerird unicamente un conjunto finito I' de axiomas de rAPj,
luego tendremos también T' = 0 # 0 y esto imlplicg —ConsisT’, en
contradiccion con el teorema de reflexion, luego AP es consistente.

Sin embargo, el “razonamiento” anterior es incorrecto o, mas precisamente,
no es formalizable en AP. Si, razonando en AP, suponemos que "AP' es contra-
dictorio, llegamos efectivamente a que existe un conjunto finito I' de axiomas de
"AP' tal que — Consis T, pero no podemos aplicar el teorema de reflexion. Este
solo dice que si I' es un conjunto finito (metamatematico) de axiomas de AP,
entonces en AP se puede demostrar que 'T' es consistente. Se trata de un es-
quema teoremético: para cada conjunto finito I' tenemos una demostraciéon de
que T es consistente, pero eso no significa que

EAI(TC Ax("AP") — ConsisT).

. . . . . . r 1
Este presunto “teorema” si que implicaria la consistencia de AP, pero nuestro
razonamiento sélo nos da una variable I' de la que sabemos que es un conjunto
. . r .l . [ .
finito de axiomas de AP, no nos da un conjunto concreto I' de axiomas de
r 1 . . .
AP que podamos probar que es consistente, asi que no podemos concluir nada.
n
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Vamos a probar un teorema de correcciéon para Q andlogo a 6.20, pero para
ello necesitamos un resultado previo:

Teorema 6.24 Toda sentencia de L, de tipo Ay es equivalente en Q a una
sentencia sin cuantificadores (y, por lo tanto, sin variables).

DEMOSTRACION: Esto se prueba con un argumento inductivo muy simple.
Lo que no es inmediato es que sea formalizable en I1¥;. Veamos primero el argu-
mento y luego discutiremos su formalizaciéon. Vamos a asociar a cada sentencia
a en L, de tipo Ag otra @ equivalente en QQ y sin cuantificadores.

1. Si « es atémica basta tomar & = «.
2. Si a = -3, basta tomar & = —f.
3. Sia =V, basta tomar & = 3 V 7.

4. Si o = Au < t 3, usando las dos primeras propiedades de 6.2 (junto con
que (0()" = 0"+ es facil ver que, dado un designador ¢, existe un
nimero natural n tal que gt =0,

Por lo tanto, a es equivalente a Au < 0() B(u) y, por 6.4, esto equivale a
Su vez a

BOOY ABOD) A -+ A BOM),

que a su vez equivale a la sentencia sin cuantificadores

a=B0O)ABOD)A - ABOM).

5. Si a = Vu < tp, llegamos analogamente a

a=p(00) v A00)v...vB0m),

Si la férmula que probamos por induccién no tuviera que ser de tipo X1, bas-
taria razonar por inducciéon sobre el nimero de signos logicos de a (conectores
y cuantificadores), pues en todos los casos aplicamos la hipotesis de induccion
a una sentencia con menos signos légicos. Para razonar en I¥; consideramos
los nameros c(vg, g, i) definidos al principio de la demostracion de 6.11, de
modo que si g es una sentencia de tipo Ag en £, cuyas variables ligadas son

U1,...,Un, y aparecen acotadas en la forma Au; < t; o Vu; < t;, y llama-
mos V(ap) al conjunto de todas las valoraciones v definidas sobre las variables
Ui, ..., U, tales que v(u;) < (9, ag, 1), se cumple que Dn(t;,v) < (&, ag, 1).

Mas atin, si llamamos ¢(ag) al maximo de los ¢(@, ag, ¢), tenemos simplemente
que Dn(t;,v) < e(ap).

Esto nos permite considerar los conjuntos (finitos) Fj(ap) de todas las sen-
tencias que resultan de sustituir las variables libres de una subsemiférmula (£
de ag con a lo sumo j signos logicos por numerales 0" con n < ¢(ap). Asi, si
o tiene m signos logicos, tenemos que oy € F,(ag), y podemos razonar por
induccion sobre m que toda sentencia 8 € Fj(cp) es equivalente en Q a una
sentencia sin cuantificadores.
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Observemos que la formula o € Fj () es A en IE; (porque puede definirse
en ARP) y, fijando = = F,,,(ap), la formula a la que le aplicamos la induccion
dice que “para todo o € z” (cuantificador acotado) “si a € F}j(ayp), existe una
sentencia @ sin cuantificadores y una demostracion d en Q de a < &”, con lo
que se trata de una férmula de tipo ¥; en I3; y la inducciéon es formalizable.

Solo tenemos que observar que, en los casos correspondientes a los cuantifi-
cadores acotados, si @ € Fj(ay), tenemos que n = Dn(0()) = Dn(t), donde el
término t resulta de sustituir variables por numerales en alguno de los términos
t; que acotan variables en ag, luego n = Dn(t) = Dn(t;,v), para cierta valora-
cion v € V(ag), luego n < ¢(ayg), luego las sentencias 3(04)) consideradas en la
prueba estan en Fy(ap), para un k < j, luego se les puede aplicar la hipotesis
de induccioén. m

Nota Observemos que, en la prueba del teorema anterior, a la vez que se de-
muestra inductivamente que « <+ & es demostrable en Q, podemos comprobar
también que N Fy a <+ N Fy @, que es una férmula A, en I, luego la formula
a la que le aplicamos el principio de induccién no deja de ser de tipo 1. =

Esto es lo que necesitamos para probar el teorema [CS 1.26]:

Teorema 6.25 F Ao € Ag( - a — NFja).
5o Q'

Y, combinando este teorema con 6.15, obtenemos

Teorema 6.26 Si « es una sentencia de tipo Ag en L, entonces

F(E"a'— a).
13 g

En particular:

Teorema 6.27 I; Consis I—Q—I.

Ahora podemos probar una variante del teorema de ¥;-completitud de Q
para formulas de tipo A; en I¥X;. En principio, si « es una formula de este tipo,
es decir, una féormula equivalente en I3; a una féormula de tipo ¥; y a otra de
tipo II;, podriamos aplicar el teorema 6.18 a la primera y a la negacién de la
segunda, pero el resultado que obtenemos es débil, porque ambas féormulas no
tienen por qué ser equivalentes en Q. Sin embargo, podemos afinar el argumento:

Teorema 6.28 Si a(xy,...,x,) es una formula de tipo Ay en IX; cuyas varia-
bles libres estén entre las indicadas, existe una formula ¢(x1, ..., x,) de tipo 31
equivalente a o en 1¥; tal que

rollen) (z4)
5, 0@z & B (05,08,

E (= I—I—ﬁ—l (xl)... (zn) .
121( ¢($17 ’xn) < Qn ¢ (0 ) ;0 ))
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DEMOSTRACION: Pongamos que « equivale en IX; a las formulas
Vuo(u,z1,...,2,), Nor(v,21,...,2,),
donde o y 7 son formulas de tipo Ag. Basta considerar
é=Vu(o(u,21,...,2,) NN\ <ut(v,21,...,7,)).

Ciertamente es una férmula de tipo 31, y es equivalente a «, pues si se cumple
a(zy,...,T,), entonces tenemos que

Vuo(u,z1,...,2,) ANN\vr(v,21, ..., 2,),
y esto implica claramente ¢(x1,...,x,). Reciprocamente, si ¢(x1,...,x,), tri-
vialmente tenemos \u o (u, 1, ...,,), luego se cumple a(zy,. .., z,).

Si suponemos ¢(x1,...,T,), el teorema 6.18 nos da rgj rgi)j(()(zl), ., 06,

Por otra parte, si se cumple —¢(x1,...,x,), existe un ntumero m tal que
—1(m,x1,...,T,), luego 6.18 implica rgj T=r1(00m), 0 . 0@n)), Vamos a
razonar en rQ—I que se cumple r—|¢j(0("”1), ceey 0(:””)). Por reduccién al absurdo,

suponemos que existe un u tal que
"o (u, 0@ @) A Aw < w0, 000 0@,

Por 6.4 tenemos que u < 0™ v 00™) < 4, pero el segundo caso es imposible,
ya que implica (0™, 01 . 0(=»)) vy podemos probar lo contrario. Asi
pues, tiene que ser u < 0™, y de nuevo por 6.4 tenemos:

u=00vyu=00v...vy=0m,

luego
(0,00, 0@y vy (0 o) plEn)),

Pero de —¢(x1,...,x,) se sigue que todo v cumple —o(u,z1,...,z,), luego
6.18 nos da que, para todo ¢ < m, se cumple

F o0, 00, o)),
FQ‘I

luego en rQ_' podemos demostrar
"6 (0,00, 0@ Y A AT (0 ol plEn))
y tenemos una contradicciéon que prueba I—ﬁ(;;(O(”“'l), ., 00,

Esto prueba las dos implicacio;lles — del enunciado. Las opuestas son con-
secuencia de la consistencia de rQ (que es demostrable en I13;). Por ejemplo,

si se cumple rgj I_(b—l(O(ml),...,0(7”")), tiene que ser ¢(z1,...,Z,), ya que si se
cumpliera =¢(z1,...,x,), por la parte ya probada, tendriamos

F =g (0@ L 0ty
o o )

r~1 . . .
y entonces @Q seria contradictorio. u
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Nota Observando la prueba del teorema anterior vemos que vale igualmente si
reemplazamos I¥; por cualquier extension suya T' (de modo que la féormula «
es AT en cuyo caso ¢ es equivalente a « en T). L]

Usaremos también esta variante del teorema anterior:

Teorema 6.29 Sea a(z1,...,2Tn,y) una formula de L, de tipo 31 cuyas varia-
bles libres estén entre las indicadas y tal que

1; Nuwv(a(zy, ... 20, u) Aa(zy, ..., 2,,v) = u=0).

1

Llamemos F(x1,...,2,) = yla(z1,...,zn,y). Entonces existe una formula
O(x1, ..., xn,y) de tipo 31 equivalente a « en IX; tal que

5 (Vyatan o) = b Ap(810), 000 ) o y = 0P e,
1 ron

DEMOSTRACION: Por abreviar la notacion supondremos que n = 1, es decir,
escribiremos = en lugar de z1,...,x,, pero es claro que la prueba vale para
cualquier nimero de argumentos sin cambio alguno.

Pongamos que a(z,y) = Vzo(z,y,2), donde o es de tipo Ag. Definimos
m(2,y,2) = o(z,y,2) A Nuww < y(u#y = —o(z,u,v))

A Nuv < z(u # y — —o(z,u,v)),

que es una férmula de tipo Ag, por lo que ¢(z,y) = Vz7(x,v, 2) es de tipo ;.
Veamos que ¢(x,y) < alx,y).

Si se cumple «a(z,y), existe un z tal que o(x,y,2), pero, por la hipdtesis
de unicidad, para cualquier u # y y cualquier v se cumple —a(z,u), luego
—o(x,u,v),y esto implica 7(x, y, 2), luego ¢(x, y). Reciprocamente, si se cumple
¢(z,y), existe un z tal que 7(z,y, ), luego o(z,y, z), luego a(z,y).

Ahora supongamos \y a(z, y), con lo que también existe un y = F(z) tal que
o(z,y), luego existe un z tal que o(z,y, z). Por el teorema de X;-completitud
de Q (teorema 6.18), concluimos que

- V‘U‘l(o(ﬂc), (112 O(Z))7
V—Q—\

luego
"0 0®)),
FQ—I
luego
£ Ay = 07D 610, y)).

Para probar la implicaciéon contraria razonamos en I—Qj. Seguimos llamando
x,y = F(x),z a los tres nimeros que hemos fijado, y ahora suponemos que
se cumple rgb—l(()(”v), Y0), lo cual significa que existe un zo tal que (00, o, z0).
Tenemos que probar que 3o = 0¥, asi que, por reduccién al absurdo, suponemos
Yo # 0W).
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Sea h = max{y, z}. Por 6.4 tenemos que
(0 <y Vo < 0P A (0P < 2y v 2o < 0P,

Supongamos en primer lugar que 0 < y5 v 0" < z,. Entonces, o bien
0w < Yo A 02) < Yo 0 bien 0W) < zy A 0®) < 2. En cualquiera de los dos casos
1(0), yo, z0) implica =" '(0(®),0®),0(*)), 1o que nos da una contradiccion,
pues en Q puede probarse "o (0, 0®) 0(2)).

Por consiguiente tiene que ser yo < 0 A zg < 0™, luego, o bien tenemos
Yo < 0 A 2o < O(y), o bien yy < 0 A 2o < 0). Como en Q se demues-
tra (0, 0®), 0(2)), tenemos =" '(0(*), 9, 2), cuando estamos suponiendo lo
contrario. [

6.6 Teorias semirrecursivas

En la seccion 3.2 introdujimos los lenguajes formales de primer orden y
explicamos como se puede formalizar la definicion en (la version original de)
ARP. Si queremos considerar esta definicion en ARP como teoria de primer
orden, o en I3, conviene introducir una precisién adicional que no tenia sentido
hacer en aquel contexto.

En principio, podriamos definir un lenguaje formal en I¥; fijando, entre
otras cosas, una férmula x € VarLib(rL—l) que cumpliera todos los requisitos de
la definicién, en particular que hay infinitos nimeros naturales que la cumplen,
pero que fuera tan complicada que no pudéramos saber si un niimero natural es
0 no una variable libre de '£". A su vez, esto haria que no pudiéramos asegurar
si una cadena de signos dada es o no una féormula de r[;j, etc.

Esta situacién no tiene ningun interés. Queremos los lenguajes formales
para hablar sin trabas. Una cosa es que no sepamos si una férmula es verdadera
o falsa, o si es demostrable o no, y otra muy distinta que no sepamos si una
sucesion de niameros naturales es una férmula o no. Por ello vamos a considerar
unicamente lenguajes formales definibles en (la version original de) ARP, lo
cual equivale a que estén definidos por formulas atémicas en I¥; (dotado de los
funtores de L, 0, en virtud del teorema 4.50:

Vamos a considerar inicamente lenguajes formales definidos en 134
mediante férmulas A

Esto se expresa también diciendo que consideramos tinicamente lenguajes
formales £ demostrablemente recursivos, en alusion a que en I¥; se tiene que
poder demostrar que cada féormula que forma parte de la definicién de un len-
guaje formal es equivalente en I¥; a una féormula ¥ y a otra II;.

Como hemos senalado, esto equivale a que el lenguaje formal £ es definible
en (la version original de) ARP, lo cual se traduce en que la formula

d
I'a
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(con tres variables libres) que expresa que d es una deduccion de la formula «
de £ a partir del conjunto (finito) de premisas I' es atomica en Ly, y €s Allzl
en L,. En cambio, de la formula

d
'+a=Vdlka
s6lo podemos asegurar que es Y.

Para definir una teoria axiomaética de primer orden 7" en I3; sobre un len-
guaje formal £ solo es necesario especificar una formula o € Ax(T') que deter-
mine qué formulas de £ son axiomas (propios) de 7.

Ahora no podemos afirmar que en algunos contextos no tenga interés consi-
derar teorias axiomaticas tales que no exista un criterio explicito para determi-
nar si una formula dada es o no un axioma, pero habitualmente sera razonable
exigirlo, asi que introducimos las definiciones siguientes:

Definicion 6.30 Una teoria axioméatica de primer orden T definida en I3 es
recursiva (resp. semirrecursiva) si la formula o € Ax(T') que define los axiomas
de T es de tipo Allgl (resp. de tipo ¥;.)

Si T es una teoria axiomatica recursiva, entonces T' puede definirse en (la
version original de) ARP, por lo que la formula

d
'«
T
es atomica en ARP, luego es Allzl, luego F?a es X1. Ahora bien, si T es

meramente semirrecursiva llegamos a la misma conclusion, pues
d
F;oz < VdA(Na € A(a €T VaeAx(T)) AN AFa),

y podemos tomar como definicién de T I; « una formula de tipo 37 en sentido

estricto equivalente a la formula de la derecha. Muchos resultados validos para
teorias axiomaticas recursivas valen igualmente para teorias semirrecursivas de-
bido al teorema siguiente:

Teorema 6.31 (Craig) Si T es una teoria aziomdtica semirrecursiva, existe
una teoria axiomdtica recursiva con los mismos teoremas.

DEMOSTRACION: Sea o € Ax(rTj) = Vu¢(a,u), donde la formula ¢ es de
tipo Ag. Sea

Consideramos la teoria 7" determinada por la formula Aq:
B e Ax(T") = Vuna < B(8 = a™ A ¢(a,u))

(notemos que la formula f = o™ es A;). Asi T’ es una teoria axiomética
recursiva y tiene los mismos teoremas que 7', pues si 8 es un axioma de T",
entonces existen u, n, « tales que 8 = o™ y ¢(a,u), luego Vu ¢(a,u), lo que
significa que « es un axioma de T, y es claro entonces que ;ﬁ .
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Reciprocamente, si o es un axioma de T, existe un u tal que ¢(a,u), y es
claro que, para un n suficientemente grande, la conjuncion § = o™, vista como
ndamero natural, es mayor que u y que n, luego 8 € Ax(T"), luego '7:/ Q.

Como todo axioma de T es un teorema de T’ y viceversa, es claro que T
y T’ tienen los mismos teoremas. [

Ahora probaremos tres resultados fundamentales sobre la formalizacion del
concepto de demostrabilidad:

Teorema 6.32 (Condiciones de Hilbert-Bernays) Sea T' una teoria azio-
mdtica semirrecursiva sobre un lenguaje formal £ que interprete a Q y sean ¢,
v formulas de L. Entonces:

1. Sik FE
SZTQS, entonces 5 o o,

r q
L o o
2 El(r’;ﬁ¢ =)

r r B r
3. Ilgl(r; @ /\v'} o — —>W|1—ﬂ U ).

DEMOSTRACION: La tunica dificultad de este teorema es entender exacta-
mente el enunciado. Tal y como hemos explicado en la introducciéon de este
capitulo, estamos trabajando en una metateoria informal I3 (sobre un len-
guaje £9) en la cual tenemos definida la teoria IX; sobre un lenguaje £,. A su
vez, en la teoria I¥; tenemos definida la formalizacion I3, ' sobre el lenguaje
formal 'L, .

En el enunciado hay que entender que T es una teoria axiomética definida
en la metateorfa I3, al igual que la aritmética de Robinson Q, pero podemos
considerar también sus formalizaciones en la teoria [¥1, a las que llamamos T
y I—Qj, respectivamente, sobre los lenguajes '_La y L, respectivamente.

Segin hemos visto, el hecho de que T sea semirrecursiva se traduce en que
la férmula ;q’) de £ es de tipo X1, y podemos considerar su formalizacion

I—I; (bj = rij—ﬂ1 '_qb—l en £,. Observemos que ¢ es una variable de £ y '_(b1 es una

variable de £,.
Ahora, el teorema 6.18 nos da que (en la metateoria I¥;) se demuestra

o —F F 0@
T QT
pero si ¢ € Form(L), el numeral 0% de £, es la formalizacion de ¢, es decir,

la formula de ' £’ que usualllngnte representamos por r(bj, pero que no hay que
confundir con la variable!? ¢ de £,. Con esto tenemos 1.

r . 2 . .
12Cuando "¢' nombra una variable de £, los angulos de Quine son los que asignan a cada
. . ra 2
cadena de £9 una cadena de £, mientras que cuando consideramos a '¢' como formula del
. e . 2 . . o

lenguaje £ nos referimos a los angulos de Quine definidos en £, que asignan a cada cadena
e
de £ una cadena de L.
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Para 2. observamos que W; rgﬁj es una sentencia de £, de tipo 31, y ahora el

teorema 6.18 nos da que

r 1
donde ¢ es una formula de ' £, .

Ahora bien, que T interpreta a Q significa que (en la metateoria I13;) po-
demos asociar a cada formula de £, una traduccion en £, de modo que (teo-
rema 5.23) las traducciones de los teoremas de Q son teoremas de T. En parti-
cular, en la metateoria I¥; se demuestra la formula

r r
AR

donde la féormula tras ; ha de entenderse como la traducciéon a £ de la formula

correspondiente de £,.

Por la nota tras el teorema 6.18, si esta sentencia de £Y de tipo ¥; es
demostrable en la metateoria I3, también podemos demostrar en la teoria @
formalizada su formalizacion en L, es decir, que

o oAl
AU R )}
donde I—rlj—ﬂ1 rqb—l—l ha de entenderse primero como una férmula de o a—l y luego como
su traducciéon a ' £'. En particular podemos cambiar g por IEI y, encadenando
las dos implicaciones que hemos obtenido, llegamos a 2.

La propiedad 3. es trivial, pues sélo es la formalizacion en I3; de la regla
del Modus Ponens. m






Capitulo VII

Loégica de segundo orden

Una teoria aritmética como AP o [, esté disenada para hablar de ntimeros
naturales, pero en ella podemos hablar de conjuntos finitos de ntimeros natura-
les gracias a que cada uno de ellos se puede identificar con un nimero natural.
Sin embargo, en la practica también podemos hablar indirectamente de con-
juntos infinitos de nimeros naturales, como el conjunto de todos los ntmeros
primos, etc., a través de formulas, pues cada formula determina el conjunto (tal
vez infinito) de todos los objetos para los que se cumple. Mas en general, en
cualquier teoria axiomética, las formulas con n variables nos permiten hablar de
relaciones n-adicas e incluso de funciones n-adicas que asignan a cada n objetos
de los que habla la teoria un objeto imagen.

Sin embargo, esta forma de estudiar formalmente conjuntos, relaciones y
funciones a través de las formulas que los definen tiene sus limitaciones. Por
ejemplo, en I3 podemos considerar férmulas de £, que hablen del conjunto de
los niimeros primos, del conjunto de los miltiplos de 10, etc., pero no podemos
construir una formula que diga “para todo conjunto” o “existe un conjunto”,
porque ninguna férmula de £, puede significar “para toda féormula” o “existe
una formula” (otra cosa es que podemos cuantificar sobre las formulas de la
formalizacion I_La—l de L, pero no nos permite construir una férmula de £, que
cuantifique sobre los conjuntos de los que podemos hablar en £, a través de
formulas de £,,).

La situacion es similar a la que nos encontrabamos con la versiéon original
de ARP, en la que podiamos hablar de numeros naturales, pero no cuantificar
sobre ellos. So6lo podiamos expresar que una afirmacién es cierta para todos
los niimeros naturales demostrando que es asi para un x arbitrario, y s6lo po-
diamos demostrar que existe un z que cumple alguna condiciéon definiéndolo
explicitamente. Esto lo resolvimos pasando a la logica de primer orden, lo que
nos permitié anadir cuantificadores al lenguaje de ARP, de modo que “para
todo ntumero z” y “existe un nimero x” pasaron a ser expresables formalmente.
Ahora vamos a hacer algo similar. Veremos que cualquier teoria axiomética de
primer orden se puede extender a otra en la que es posible cuantificar sobre
los conjuntos de objetos definidos por las férmulas, asi como sobre relaciones y

321
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funciones n-adicas. En realidad basta con considerar el caso de las relaciones,
pues todo conjunto se puede ver como una relaciéon monéadica y toda funcion
n-adica se puede ver como una relacién n + 1-adica.

Mas precisamente, vamos a estudiar ahora lo que se conoce como logica
de segundo orden, es decir, teorias axiomaticas sobre lenguajes formales que
incluyen variables de primer orden (que representan objetos) y variables de
segundo orden (que representan relaciones n-adicas entre objetos, en particular,
conjuntos), de modo que los cuantificadores se puedan aplicar indistintamente
a variables de primer o segundo orden.

En el capitulo II de [CS| definiremos lenguajes formales de segundo orden
propiamente dichos, con variables de primer y segundo orden y axiomas y reglas
de inferencia que regulan separadamente el uso de unas y otras. Sin embargo,
aqui vamos a presentar la 1ogica de segundo orden con un enfoque diferente (que
en [CS] probaremos que es equivalente) de modo que los lenguajes de segundo
orden no seran mas que una clase particular de lenguajes de primer orden, y las
teorias de segundo orden seran teorias de primer orden con axiomas especificos
que formalicen la distincion entre “objetos” y “relaciones entre objetos”. Asi
podemos razonar en ellas usando el calculo deductivo de primer orden que ya
€ONnocemos.

7.1 Teorias axiomaticas de segundo orden

Definicién 7.1 Un lenguaje formal de seqgundo orden es un lenguaje formal de
primer orden con igualador dotado de una sucesiéon de relatores Ry, R, Ra, . ..
de rango 1 y otra sucesion de relatores S1, 52,95 ... de modo que S, tenga rango
r+1. (Nos referiremos a estos relatores como relatores estructurales.) Usaremos
la notaciéon

to(fl, “ee ,t,-) = S,-(to, e ,t,-).

La idea subyacente es que Ryx pretende significar “z es un objeto”, mientras
que R,.X, para r > 1, pretende significar que “X es una relaciéon de rango r” y
X(z1,...,2,) que “los objetos z1, ..., z, cumplen la relacion X”.

Decimos “pretende significar” porque, en principio, nada nos impide consi-
derar formulas como
R3X A X(ya Z)v

que contradicen nuestra intencién de que X sea en este caso una relacion triadica
y no diadica. Vamos a definir ahora las formulas de £ que, ademas de cumplir
los requisitos de la sintaxis de £, son coherentes con el significado pretendido
de los relatores adicionales.

Si £ es un lenguaje de segundo orden, llamaremos variable libre de indice ¢
y rango r a la variable X = X, ;), mientras que la variable ligada de indice i y
rango r serd U] = Uy, ;), donde (r, i) es el par definido en 2.3. A las variables de
rango 0 las llamaremos variables de primer orden, mientras que a las de rango
no nulo las llamaremos variables de sequndo orden.
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La idea es que vamos a restringir el uso de las variables de modo que una
variable X de rango r la usaremos unicamente para hacer referencia a objetos
que cumplen R,.X. Con esta intencion, definimos las abreviaturas:

A.Ua=ANU(RU — a), V.Ua=VU(RU A a),
donde U es una variable de £ de rango 7.

Llamaremos semitérminos estructurados de £ a los semitérminos sin des-
criptores que no contengan variables de segundo orden (a los que llamaremos
semitérminos estructurados de primer orden) y a las variables de rango r > 1
(a las que llamaremos semitérminos estructurados de rango r).

Definimos las semifdrmulas estructuradas como las semiférmulas de £ deter-
minadas por las reglas siguientes:

1. Si R™ es un relator n-adico no estructural y ¢4, ..., ¢, son semitérminos de
primer orden, entonces R"(t1,...,t,) es una semiférmula estructurada.

2. Si T es un semitérmino estructurado (una variable) de rango r y t1,...,t,
son semitérminos estructurados de primer orden, entonces T'(t1,...,t,) es
una semiférmula estructurada.

3. Si a y 8 son semiférmulas estructuradas, también lo son
o, oV Ba /\rUa7 \/rUav
donde U es una variable ligada de rango 7.

Claramente, si a y 8 son semiférmulas estructuradas, también lo son
a— g, a A p, a < f.

Las semiférmulas estructuradas de primer orden son aquellas cuyas variables
ligadas son todas de primer orden (pero pueden tener variables libres de segundo
orden).

Lenguajes reducidos En las teorias en las que es posible definir n-tuplas
ordenadas no hay necesidad de considerar variables de segundo orden de todos
los rangos, sino que es suficiente considerar variables de rango 1.

Un lenguaje formal reducido de sequndo orden es un lenguaje formal con
igualador dotado de un relator monadico Ry y de un relator diadico S;. Intro-
ducimos la notacion:

Ro(t) E_\Rl(t), CtOtERl(t), t ETESl(T,t),

La variable libre de primer orden de indice i se define como z; = X,
mientras que la variable libre de segundo orden de indice ¢ es X; = Xo9;41.
Igualmente se definen las variables ligadas u; = Us;, U; = Us;41 de primer y
segundo orden.

La definicion de término estructurado y formula se adapta obviamente a este
caso, en el que solo tenemos términos de primer orden (de rango 0) y de segundo
orden (de rango 1). "
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Definicién 7.2 Una teoria axziomdtica de segundo orden es una teoria axiomé-
tica de primer orden sobre un lenguaje formal de segundo orden entre cuyos
axiomas propios se encuentren al menos los siguientes:

Axiomas estructurales
L Asug - up Rot,
para todo término estructurado! t(xy,...,x,) de primer orden,
2. V.U R, U, parar >0,
3. \,U—-R,U, para r # s,

Extensionalidad (para todo r > 1):

AUV (Nous - - un(U(ug, ... up) < Viug, ... ) = U =V).

En el caso de lenguajes con descriptor, supondremos que las teorias axiomaticas
de segundo orden incluyen también el axioma Ry (u|u = u).

Esta definicion se adapta de forma obvia al caso de lenguajes reducidos.

Si £ es un lenguaje formal de primer orden, podemos considerar un lenguaje
de segundo orden (pleno o reducido) £2? que resulte de anadirle a £ los rela-
tores estructurales y nuevas variables, de modo que las variables de £ sean las
variables de primer orden de £2.

Podemos definir una interpretacion de K (el el sentido de 5.19) en la teoria
axiomatica K% que tiene por axiomas propios los axiomas estructurales y de
extensionalidad que requiere la definicion anterior (méas Ro(ulu = u) en el caso
de lenguajes con descriptor). En efecto:

1. La traduccién de cada variable de £ es ella misma.
2. Como universo de la interpretacion tomamos la formula Ryz.

3. Si c es una constante de £, su traduccion es ella misma, y por los axiomas
estructurales en K% se demuestra que Ryc.

4. Si f es un funtor n-adico, su traduccion es el término f(x1,...,x,) que, de
nuevo por los axiomas estructurales, cumple lo requerido por la definicion
de interpretacion.

5. Si R es un relator n-adico de £, su traduccion es la formula R(x1,...,z,).

Asi tenemos definida la traduccién de cada semiexpresion de £ a una semi-
espresion de £2, que se reduce a sustituir cada cuantificador Au o Vu por Agu
v Vou, respectivamente y cada desciptor u| - - - por u|(Rou A - --).

Observemos que la traduccion de toda formula sin descriptores es siempre
una férmula estructurada de £2.

1Las variables x; son todas las variables libres en ¢ ueden ser de cualquier rango. El
1 b
asterisco en /\, indica que cada una se cuantifica segin su rango.
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Maés en general, si T es cualquier teoria axiomatica de primer orden sobre £,
podemos considerar la teoria axiomética de segundo orden T2 sobre £2? cuyos
axiomas son los dados por la definicion 7.2 més las traducciones de las clausuras
universales de los axiomas de T, y asi sucede igualmente que T2 interpreta a T.

Los resultados de [CS| nos permiten probar que T2 es una extensién conser-
vativa de T, en el sentido de que la traduccién de una sentencia a de £ es un
teorema de T2 si y solo si o es un teorema de 7. De hecho, vamos a demos-
trar que esto es asi con teorias mucho mas potentes que T2, en la que apenas
podemos probar obviedades sobre los objetos de segundo orden.

Definicién 7.3 SiT es una teoria axiomatica de primer orden sobre un lenguaje
formal £, llamamos extension predicativa de T a la teoria axiomatica de segundo
orden sobre £? cuyos axiomas son:

Axiomas estructurales

1. /\*Ul s Up Rot,

para todo término estructurado? ¢(xy,...,z,) de primer orden,
2. X(xl,...,xr) — R. X N Rox1 N -+ N Rox,
3. AU -R,U.

Extensionalidad (para todo r > 1):
AUV (Nousy - up(U(uy, ..o yuy) < Viug, ... u,)) = U=V).

Comprension AV.V,.UAgu1 - u-(U(ug, ... u.) < alug, ... u)),
para toda formula estructurada de primer orden® a(z1,...,z,).
Axiomas propios Las traducciones de las clausuras universales de los axiomas
propios de T'.
Si extendemos el axioma de comprension a formulas arbitrarias (no necesaria-
mente de primer orden) tenemos la extension plena de T.
Notemos que hemos eliminado un axioma estructural porque se deduce del
esquema de comprension.
El resultado fundamental es el siguiente:
Teorema 7.4 SiT es una teoria axiomdtica de primer orden sobre un lenguaje
formal* £, su extension predicativa de sequndo orden es una extensidn conser-

vativa, en el sentido de que una sentencia de L es un teorema de T si y sdlo si
su traduccion es un teorema de la extension predicativa.

2Las variables x; son todas las variables libres en t, y pueden ser de cualquier rango. El
asterisco en /\, indica que cada una se cuantifica segin su rango.

3Las variables z1, ...,y tienen rango 0. La féormula o puede tener mas variables libres de
cualquier orden, pero todas ellas tienen que estar cuantificadas por las variables de V' segin
su rango.

48i £ tiene descriptor, hemos de exigir ademas que exista una formula ¢(x) sin descriptores
1
y con x como Unica variable libre (de rango 0) tal que ;Vou ¢(u), y entonces, de acuerdo con

el teorema 3.29, podemos suponer que ¢(u|u = u) es un axioma de 7.
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DEMOSTRACION: Si £ no tiene descriptor, el teorema es consecuencia inme-
diata de [CS 2.22], pues la extension predicativa de T, tal y como la acabamos
de definir, es la traduccién de primer orden en el sentido de [CS 2.14] de la
extension predicativa de T en el sentido de [CS 2.6] (teniendo en cuenta las ob-
servaciones tras [CS 2.8|) y el teorema [CS 3.22] prueba que ésta es una extension
conservativa de 7.

Si L tiene descriptor, el teorema 3.29 nos dice que existe una sentencia o’
sin descriptores tal que ;(a < o). Entonces, como la extension predicativa

interpreta a T', en ella se demuestra & <+ &’. Por lo tanto, si en la extensién
predicativa se demuestra &, también se demuestra &’ y, de nuevo por 3.29, se
demuestra sin descriptores, luego por el caso ya probado para lenguajes sin
descriptor, en T se demuestra o', luego también «. L]

En cualquier teoria axiomatica de segundo orden T podemos distinguir entre
las formulas estructuradas en sentido estricto (las que tenemos definidas) y
las formulas estructuradas en sentido amplio, que son las equivalentes en la
teoria a férmulas estructuradas en sentido estricto. Mas precisamente, una
formula a(z1,...,2,) (donde las variables libres son las indicadas y pueden
ser de cualquier rango) es estructurada en sentido amplio (en T') si existe una
formula estructurada (1, ...,x,) en sentido estricto con las mismas variables
libres tal que

LAt < B),
donde w liga todas las variables libres segtin su rango.

Asi, por ejemplo, si X, Y son variables del mismo rango r > 1, la féormula
X =Y no es estructurada en sentido estricto, pero por el axioma de extensio-
nalidad (cuyo reciproco es un teorema logico) cumple

NUV(U =V & Nous - un (X (ug, ... up) < Y(ug, ... u))),

y el miembro derecho es una féormula estructurada en sentido estricto, luego
X =Y es estructurada en sentido amplio en cualquier teoria axiomatica de
segundo orden.

Otro ejemplo es la formula R, X, que no es estructurada en sentido estricto,
pero se cumple

NURU < U =0)
(porque esto es lo mismo que AU(R,U — (R.U «++ U = U))) y U = U puede

sustituirse por una formula estructurada en sentido estricto.

Notemos que las formulas estructuradas en sentido estricto no tienen des-
criptores, pero las estructuradas en sentido amplio si que pueden tenerlos.

Es claro que el esquema de comprension para formulas (de primer orden)
estructuradas en sentido estricto implica la version para formulas (de primer
orden) estructuradas en sentido amplio.
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Diremos que un término T es estructurado en sentido amplio (y de rango )
si, para cualquier variable X de rango r que no esté en T' (no importa cual), la
formula X = T es estructurada en sentido amplio. Esto incluye claramente a
los términos estructurados en sentido estricto.

Notemos que, la traduccién & de toda féormula o de una teoria de primer
orden T a su extension predicativa de segundo orden T es una formula estruc-
turada en sentido estricto, pues sabemos que asi es cuando la férmula no tiene
descriptores, pero si los tiene, existe una féormula o’ sin descriptores tal que

FAu(a < o),
T
y, como T interpreta a T, también
?/\*ﬂ(& = a),
donde &' es estructurada en sentido estricto.

Similarmente, las traducciones de todos los términos de 7' son términos es-
tructurados en sentido estricto.

Conjuntos En la extensién predicativa de una teoria axiomética de primer
orden podemos identificar las relaciones monédicas con conjuntos. Podemos
escribir
ctoT = RqT, teT=T(), tg T =-T(t),
y llamar
{u| p(u)} = Ul(ctoU A Ngu(u € U < ¢(u))).
Asi, si ¢(x, X) es una formula estructurada de primer orden (o de segundo
orden, si consideramos la extension plena en lugar de la predicativa), el axioma
de extensionalidad nos asegura que el conjunto cuya existencia asegura el axioma
de comprension es unico, por lo que la descripcion anterior es propia y tenemos
que
AU (cto{u | ¢(u, U)} A Nou(u € {u| ¢(u,U)} <+ ¢(u,U))).

En particular, podemos definir

1. XUY={u|lueXVueY},

2. XNnY={ulue X NueY}y,

3. X\Y={ulueXAug¢Y},

4. X ={u|u¢ X},

5. V ={ulu = u},

6. @ = {ulu # u},

7. {z1,...,ep}={ulu=z1 V---Vu=uaz,},

de modo que todas las descripciones son propias cuando X e Y son conjuntos y
Z1,...,Z, son objetos (es decir, cumplen Ryz;), y se cumplen las propiedades
obvias. Ademas, todos los términos son estructurados.
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También podemos definir la inclusion:
XcY=AuueX sucy),
y demostrar las propiedades obvias, como que
ANUVUCVAVCU—=U=YV),

que es una forma equivalente del axioma de extensionalidad.

Sin embargo, no podemos definir un par ordenado como (z,y) = {{z}, {z,y}},
porque un conjunto {z} no pertenece a otro conjunto. Pero las relaciones dia-
dicas hacen que no necesitemos pares ordenados.

Funciones Definimos el producto cartesiano de n conjuntos como
X1 x - x X = U(RU A Ny -+ un (U(ug, . ..y uy)

<—>u1€X1/\-~-/\un€Xn)).

Es claro que si X7, ..., X, son conjuntos, entonces la descripciéon es propia,
pues el axioma de comprensién implica la existencia de U y el de extensionalidad
la unicidad.

Definimos el dominio y el rango de una relacion r + 1-adica R (con r > 1)
como

D, R=U|(R.U A Nouy -+ -ur(Ulu, ..., ur) < Vov R(ug, . .., up,0))),
R, R=U|(RU A Ngv(U () < Vour - -up R(uy, ..., up,0))).

Ambas descripciones son propias (cuando R,41R), de nuevo por los axiomas de
comprension y extensionalidad.

Definimos
F:XixxX,, = Y=R, 11FADF=X1x---xX, ARFCYA

Nout - un(ur € Xy Ao Ay € X = Vov(v €Y A Flug, ... un,v)) A

Aot -+ - unvv' (F(ug, ..o tn,v) A Fug, ... un,v') = v =1")).
Ast como F(x1,...,2,) = u|(Rou A F(x1,...,2,,u)), que es un término
estructurado, ya que
A1 FNout - upv(v = Flug, ..., upn) < Nov' (Fug, ..., up,v') < 0" =v)

V (=Vow (Aot (F(ut, - . . up, v') 4 v' = w)) A ¢(v))),
donde ¢(x) es la formula sin descriptores que caracteriza la descripcion impropia,
y ¢ es su traduccion (que es una férmula estructurada).

De este modo podemos hablar de funciones, podemos definir la composicién
de funciones, etc., pero en lugar de trabajar en este contexto general vamos a
considerar en la seccion siguiente el caso de las teorfas aritméticas que conoce-
mos.
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En resumen, lo que hemos probado en esta seccién es que a cualquier teoria
axiomética de primer orden le podemos anadir variables de segundo orden para
convertirla en una teoria de segundo orden en la que las relaciones satisfacen
el axioma de extensionalidad y el axioma de comprension para férmulas estruc-
turadas de primer orden. La teoria asi obtenida es una extensién conservativa
de la teoria de partida En cambio, puede probarse que la extensiéon plena de
segundo orden ya no es, en general, una extension conservativa de una teoria de
primer orden dada.

7.2 La aritmética de segundo orden

Como en la aritmética de Peano podemos definir n-tuplas, es més prac-
tico considerar extensiones de primer orden reducidas, con lo que s6lo tenemos
dos clases de objetos: los ntimeros naturales (los objetos de primer orden) y
los conjuntos (las relaciones monadicas u objetos de segundo orden). Aunque
para la definicion siguiente podriamos basarnos en las definiciones de la seccion
precedente, vamos a darla de forma totalmente explicita por claridad:

Definicion 7.5 El lenguaje de la aritmética de segundo orden es el lenguaje
formal de segundo orden reducido £2 cuyos signos (ademas de las variables, los
conectores, los cuantificadores y el descriptor) son

1. La constante 0.
2. El funtor monadico S y los funtores diadicos + y -.

3. El igualador =, el relator diadico < y los relatores estructurales Ry (mo-
nadico) y Sy (diadico).

Adoptaremos los convenios de notaciéon siguientes:
t'=St, ctot=Ryt, Natt=-ctot, teT=S5(T,t), t¢T=~teT.

Ademés, usaremos letras mintsculas para las variables de primer orden y le-
tras mayusculas para las de segundo orden, con lo que la notacién para los
cuantificadores seréa:

Nua = Agua = Au(Natu — o), Vua = \Voua = Vu(Natu A a),
ANUa=ANUa=ANU(ctoU = a), VUa=ViUa=\VU(ctoU A ).
Los semitérminos de primer orden se definen por las reglas siguientes:
1. Las variables de primer orden son semitérminos de primer orden.
2. 0 es un semitérmino de primer orden.
3. Sity,te son semitérminos de primer orden, también lo son t}, t1 +ta, t1 -ta.

Las semiformulas estructuradas se definen por las reglas siguientes:
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1. Si t1,t son semitérminos de primer orden y X es una variable de segundo
orden (libre o ligada), las semiférmulas t; = ta, t1 < to, 1 € X son
semiformulas estructuradas.

2. Si ay 8 son semiférmulas estructuradas, también lo son
-, aVp, Nue, Vwa, AUa, VUa

Las semiformulas estructuradas sin variables ligadas de segundo orden se
llaman formulas aritméticas.

La aritmética de Peano de sequndo ordenAP? es la teoria axiomética de
segundo orden cuyos axiomas son los indicados en la pagina siguiente.

Si limitamos el esquema de comprension a féormulas aritméticas tenemos la
teoria llamada ACA, (por “axioma de comprension aritmética”). Vamos a ver
que AP? y ACAj son las extensiones plena y predicativa, respectivamente, de
AP, salvo por el principio de induccién, que es mas fuerte que el que tendriamos
en estas teorias.

En efecto, recordemos ante todo la definiciéon de traduccién de una férmula
de £, a £2, que no es sino la féormula que resulta de reemplazar cada cuantifi-
cador Au o Vu por Au(Natu — ...) o Vu(Natu A ---), respectivamente. Con
el convenio que hemos introducido de usar letras mintsculas para los cuantifica-
dores restringidos a numeros naturales, la traduccién de una féormula de £, se
expresa sin cambio alguno siempre y cuando escribamos sus variables con letras
mintusculas.

Es claro entonces que las traducciones de férmulas de £, sin descriptores
son precisamente las formulas estructuradas sin variables de segundo orden.

Ahora, para cada formula estructurada a(z,q,Y), llamamos
Ind(a) = AVA9(a(0,5, V) A Au(a(u,v,V) = a(d',9,V)) = Aua(u,v,V)),

de modo que la traducciéon del principio de induccién para una formula o de
L, es la sentencia Ind(a), donde & es la traduccion de a. Vemos entonces
que, tanto la extension predicativa de AP como la extensién plena, tienen el
esquema de induccion formado por las sentencias Ind(«) para todas las formulas
estructuradas sin variables de segundo orden.

En cambio, el principio de induccién de la definicion precedente es equiva-
lente en ACAq (resp. en AP?) al esquema formado por las sentencias Ind(a) para
todas las formulas aritméticas (resp. para todas las formulas estructuradas).’

En efecto, por una parte, el principio de induccién es el caso particular del
esquema correspondiente a la formula aritmética a(z, X) = X (), mientras que,
a partir del principio de inducciéon que acabamos de introducir, podemos probar
todas las sentencias Ind(«) como sigue:

5Esto es lo que expresa el subindice 0 en ACAg, que la induccién esta restringida a formulas
aritméticas. La teorfa ACA es la que resulta de afiadir al ACAg el esquema Ind(«) para todas
las férmulas estructuradas.
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Axiomas de la aritmética de Peano de segundo orden

Extensionalidad AUV (Au(u € U < ueV)—=U=V)
Comprension AVADNVUAu(u € U < ¢(u,v,V)),

para toda formula estructurada ¢(x, 7,Y") sin mas variables libres que las
indicadas.

AP1 Nat0

AP2 AuNatu/

AP3 Auw’ #0

AP4 Nuv(v' =o' — u=v)
Induccion AU €U A Au(u e U = v €U) = Auu € U)
S1 Auu+0=u

S2 Awv (u+v') = (u+v)

M1 Auwwu-0=0

M2 ANuvwu-v' =u-v+u

01 Nuu<u

02 Nuww(u<vAv<u—u=0)
03 Nuwvw(u<vAv<w—u<w)
04 Nuv(u <v Vo <u)

05 Nuu <

Incluimos ademaés el axioma “semilogico” 0 = u|u = u.

Por el principio de comprension (y aqui tenemos que suponer que « es aritmeé-
tica en el caso de ACAy) existe un conjunto X tal que Au(u € X + a(u,y,Y))
y, aplicando el principio de induccién a este conjunto X, obtenemos Ind(«).

La diferencia es sustancial. De poco serviria disponer de conjuntos si tuviéra-
mos prohibido aplicar el principio de induccién a férmulas en las que aparezcan
conjuntos.

Por ejemplo, usando los principios de inducciéon y comprension podemos
probar (en ACAy)

Auv Nat(u + v), Auv Nat(u - v).

Para ello observamos que Nat(z + y) no es, segin la definicion, una férmula
estructurada, pero es equivalente a(y) = Vv(v = = +y), que si que lo es, lo que
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hace que
Av(Nat(v + 0) A Au(Nat(v + u) — Nat(v +u')) = AuNat(v + u))

sea equivalente a Int(«), luego es un teorema de ACAy, que legitima la induccion
trivial que prueba que la suma de ntmeros naturales es un niimero natural.
Usando este hecho se prueba el correspondiente al producto.

Usando estos dos teoremas junto con AP1y AP2, una simple induccién sobre
la longitud de un término de primer orden ¢(Z, X), prueba que AU/A@ Natt,
que es el primer esquema estructural de la definicion 7.3, del cual AP1 y AP2
son casos particulares. El segundo lo hemos incluido entre los axiomas de ACAq
y el tercero es trivial en las extensiones reducidas por la definiciéon de R; como
la negacion de Rs.

Asi pues, lo tnico que tienen de mas ACAg o AP? respecto a las extensiones
predicativa y plena de AP es la forma general del principio de induccién. Esto
hace que no podamos aplicar el teorema 7.4 para concluir que ACAg es una
extension conservativa de AP, pero aun asi, el resultado es cierto:

Teorema 7.6 La teoria de sequndo orden ACAq es una extension conservativa
de AP, es decir, una formula es demostrable en AP si y sélo si su traduccion
a L2 es demostrable en ACAy.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que ACAy es la traduccion de primer
orden (en el sentido de [CS 2.14]) del célculo secuencial de segundo orden ACA(
definido en [CS 2.16], que es una extension conservativa de AP por [CS 3.23].
Esto prueba que, para formulas « sin descriptores, la traduccion de « es de-
mostrable en ACAj si y s6lo si a es demostrable en AP. Si « tiene descriptores
razonamos como en la prueba del teorema 7.4. L]

Sin embargo, en el contexto de este libro estamos mas interesados en obtener
una extension conservativa de segundo orden de I¥; (y, por consiguiente, de la
aritmética recursiva primitiva). Como es fundamental conservar la posibilidad
de usar conjuntos en los razonamientos inductivos, necesitamos generalizar como
sigue la jerarquia de Kleene:

Definicién 7.7 Las semiférmulas de tipo AJ son las formulas de £2 definidas
por las reglas siguientes [CS 2.3]:

1. Si t1,t5 son semitérminos de primer orden, entonces t; = to y t; < to son
semiférmulas A9.

2. Sit es un semitérmino de primer orden y X es una variable de segundo
orden (libre o ligada), entonces X (t) es una semiférmula AJ.

3. Si ay B son semiférmulas A, también lo son —a y a V 3.

4. Sitesun semitérmino de primer orden y « es una semiférmula AJ, también
lo son Au<ta y Vu<ta.
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Las formulas X9 y T2 se definen igual que las formulas ¥, y II,, (definicién
4.20), pero partiendo de férmulas AJ en lugar de A.

De este modo, las formulas X, y II,, son las formulas $0 y IT? que no tienen
variables de segundo orden, mientras que las formulas ¥0 y I1% pueden tener
variables libres (pero no ligadas) de segundo orden.

En estos términos, nos interesaria una extensiéon conservativa de I3; que
admitiera la inducciéon sobre formulas de tipo Y. Podria pensarse en que para
ello basta cambiar el principio de induccion de ACA, por el esquema Ind(a),
para féormulas de tipo X9, pero resulta que eso no funciona —como pronto
veremos— sino que es necesario restringir también el axioma de comprension.

Definicién 7.8 Llamaremos® ACRj a la teoria axiomatica de segundo orden
sobre £2 cuyos axiomas son los mismos de ACAg excepto los axiomas de com-
prension y de induccién, que se sustituyen, respectivamente, por los esquemas

A%-comprensién AVo(Au(a(u) < B(u) = VUAu(u € U + a(u))),
para todas las formulas a(z,7,Y) de tipo ¢ y B(z,%,Y) de tipo IIY.

2% induccion AVAD(a(0) A Au(a(u) = a(u’)) = Aua(u)),
para toda formula o(z,7,Y) de tipo 2.

Asi pues, en ACRg, para que una formula defina un conjunto, tiene que ser de
tipo ¥ y ademas equivalente a otra de tipo I1{, es decir, tiene que ser de tipo AY,
aunque esto es relativo a la teorfa en la cual puede probarse la equivalencia,
de modo que en el axioma simplemente hemos puesto la equivalencia como
hipétesis.

La prueba que hemos dado de que en ACA( se pueden demostrar los axiomas
estructurales de la logica de segundo orden vale igualmente en ACRy, por lo que
esta teoria extiende, de hecho, a la extensiéon predicativa de I¥;. En particular,
en ella podemos identificar cada ntimero natural con una sucesion finita, lo cual
hace a su vez que en ella podamos probar (con la misma prueba) el teorema
4.21 para formulas X9 y 1Y asi como 4.27, es decir, que en ACRy se puede
demostrar que si a es una formula de tipo X{ (resp. I19) y ¢ es un término de
primer orden, entonces Au < tay Vu < ta son equivalentes a formulas de tipo
39 (resp. I19) y si afiadimos a ACRy el principio de induccién para formulas X9
también podemos probar que las formulas de tipo X9 y II2 son cerradas para
cuantificadores acotados en este sentido.

El teorema siguiente explica por qué es necesario restringir el principio de
comprension:

Teorema 7.9 Si a ACRq le anadimos el principio de X\-comprension, en la
teoria resultante podemos demostrar todos los teoremas de ACAg.

6Las siglas corresponden a “axioma de comprensién recursiva” y el subindice indica que la
induccién esta restringida a férmulas de tipo E?. ACR es la teoria que resulta de extender el
esquema de induccién a todas las féormulas estructuradas.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que en ACRy més X.{-comprension
podemos demostrar el axioma de comprensiéon completo. Para ello veamos en
primer lugar que el axioma de X.0-comprensién implica el de I19-comprension.

Si a(z,7,Y) es una férmula de tipo I12, es claro que =« es equivalente a una
formula de tipo 3%, luego, por ¥ -comprension, fijados niimeros 3 y conjuntos Y,
tenemos que existe un conjunto X tal que

Au(u € X « —a(u,y, X)).

Ahora, por A§-comprensién (que es mas débil que la AY-comprension), existe
un conjunto Y tal que Au(u € Y + u ¢ X), luego Au(u € Y < a(u,y, X)), lo
que prueba la TI2 comprension.

Ahora veamos que la X-comprension implica la X9 ;-comprensién. Para
ello tomamos una formula a(z,y,Y) = VuB(u,z,3,Y), de tipo £9 ., con lo
que 3 es de tipo I1°.

Como ya hemos probado que la ¥.2-comprensién implica la I19-comprension,
tenemos que, fijados 7, Y, existe un conjunto X tal que

Nw(w € X  Ast < w(w = (s,t) = B(s,t,5,Y))),

pues la formula de la izquierda es ciertamente I19 (ya que w = (s, t) es Ay, luego
también I1V). En particular:

Nst((s,t) € X > B(s,t,7,Y)).
A su vez, por X-especificacion existe un conjunto Y tal que
Aw €Y « Vup(p = (u,w) A p € X)),

que equivale a -
NAw(w €Y < Vup(u,w,jy,Y)),
lo que prueba la 3,1 1-comprension.

Asf pues, en ACRg + X{-especificacion podemos probar la ¥.2-especificacion
para todo n, luego podemos probar todos los casos del esquema de especificacion
de ACAg. Por otro lado, el principio de Y9-induccién aplicado a la féormula
a(z,X) = X(x) (de tipo AJ) no es sino el principio de induccién de ACA,.

Asi pues, para aspirar a tener una extension conservativa de I¥,,, necesitamos
restringir el axioma de comprension a formulas AJ. Y esto es suficiente:

Teorema 7.10 La teoria ACRg mds el principio de °-induccion es una ezx-
tension conservativa de 1%, es decir, que una férmula de L, es demostrable
en I3, si y solo si su traduccion a L2 es demostrable en la teoria indicada.

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que ACR es la traduccion de primer
orden en el sentido de [CS 2.14] de la teoria considerada en [CS 2.18], y el teorema
[CS 2.34] prueba que es una extension conservativa de I¥,,. Para tratar las

formulas con descriptores basta considerar el argumento empleado en la prueba
de 7.4. .
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Ahora observamos que el mismo argumento empleado en la prueba del teo-
rema 4.24 implica el teorema siguiente:

Teorema 7.11 En ACRy, el principio de X0 -induccion implica el principio de
1Y -induccion.

Similarmente, la prueba del teorema 4.29 se adapta trivialmente para probar:

Teorema 7.12 Si ¢(z) es una formula de tipo $° o 1%, en ACRg mds el
principio de X2 -induccion se prueba que

1

AVAS(Vug(u) = Vu(o(u) A Aw < u—d(w))).

Terminamos esta seccién con un resultado que necesitaremos para la prueba
del teorema [CS 2.34], que hemos usado en la demostracion de 7.10:

Definicién 7.13 Llamamos ARP? a la teorfa axiomatica de segundo orden

sobre Lgrp cuyos axiomas son:

Extensionalidad AUV (Au(u €U < ueV)—U=V)
V),

v
Y) de tipo A sin mas variables

AS-Comprension AVASNUAu(u € U + ¢(u,
)

para toda formula estructurada ¢(z, 7,
libres que las indicadas.”

AP1 Nat0

AP2 AuNat Su

AP3 AuSu#0

AP4 Nuv(Su = Sv — u =)

2% induccion AVo(v(0) A Au(y(u) = v(Su)) = Aury(u)),
para toda formula y(z,7,Y) de tipo Y.

maés las definiciones de los funtores de £,,p, distintos de S (definicién 1.8).

Como en el caso de ACAy, a partir de estos axiomas podemos demostrar
los axiomas estructurales de la definicion 7.2, por lo que ARP? es una teoria
axiomatica de segundo orden segun dicha definicion.

Teorema 7.14 La teoria ARP} es una extension intrascendente de la teoria
ACR, que resulta de restringir en ACRy el azioma de comprension a formulas
de tipo AJ.

7Aqui hay que entender que las férmulas Ag son las dadas por la definicién analoga a 7.7
para el lenguaje Lgrp, es decir, las que tienen todos sus cuantificadores acotados por términos,
en este caso de Lzrp, que son los mismos que los términos de Larp.
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DEMOSTRACION: La prueba es esencialmente la misma que la del teo-
rema 4.49, asi que nos limitaremos a esbozar los cambios. Alli hemos visto
que a cada término ¢ de L,;p, (y los términos de L4, son los mismos que los de

L2 ), le podemos asignar una férmula v;(y) de £, de tipo Allzl de modo que

arp 1
1'5 Vyvu(y), i—+(y =t Pi(y)).
1 19

1

A continuacion definfamos una traduccion a* de cada semiférmula de Lypp,
y ahora solo tenemos que extender la definicion a semiférmulas de £, Para
ello basta definir

(ctot)* = Vu(ys(u) A ctou), (t€ X)* = Vu(i(u) Au e X).

Asi, para cada formula a de £, tenemos que a* es una formula de £ con las

mismas variables libres (y en la misma posicion en la jerarquia de Kleene) y tal
que AF J(a ¢ a”). Siaestd en £2 la equivalencia se demuestra en ACRy .
RP

Luego se prueba que las traducciones de los axiomas de ARP3 son teoremas
de ACRy, de donde se sigue que

si F «, entonces oo,
ARP} ACRgy

con lo que si a es una féormula (sin descriptores) de £2 y es demostrable en
ARP2, también lo es en ACR . "

7.3 El axioma de comprensién recursiva

Vamos a probar algunos hechos béasicos en ACRy. Algunos conceptos los
hemos introducido ya en la seccién 7.1 en el contexto general de la logica pre-
dicativa, pero los reintroducimos aqui por claridad. Es el caso de la inclusion:

XcY=NuueX suecY),
que permite probar las propiedades obvias:
AX X C X, AXY(XCYANYCX = X=Y),
ANXYZ(XCYANY CZ—XCZ).

Usaremos la notacion:
{u]a)}=U| Au(u € U < a(u)).

El axioma de A%-comprension, junto con el axioma de extensionalidad, implican
1 ’ )
que, si @'y B son formulas de tipo %Y y A, entonces

AVo(Au(au) © B(w) - VUAu(u € U  a(w)),
de donde se sigue a su vez que

AVo(Au(a(u) < Bu)) = Au(u € {u | a(u)} < a(u))).
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Esto es aplicable claramente a los casos siguientes, en los que las féormulas
consideradas son de tipo AJ:

XUY={ulueXVueY}, XNY={ulue X AueY},
X={u|ud¢X}, X\Y={ulueXAug¢gY},
N={u|u=u}, g={u|u#u}, I, ={u|u<n},
{z1,...,zn}={uju=az1 V- Vu=u2a,}.

A partir de estas definiciones podemos probar los resultados obvios, como
AXYZ(Xu(YnZ)=(XuY)n(XUZ2)),

etc. Recordemos que tenemos definida (definicién 4.17) la formula z = (x,y),,
que es equivalente a
2z2=(z+y)(z+y+1)+ 2z,

y que en I¥q, luego en ACRy, se prueba que esta relaciéon hace corresponder
cada ntimero natural z con un par ordenado de nimeros naturales (z1, z2), de
modo que zq, 29 < z.

Ahora podemos definir el producto cartesiano:
XxY={u|Vow<uveXAweY Au= (v,w),)}.

La formula v = (v, w), es Ay, lo que nos permite aplicar el principio de AY-
comprension. Asi

AXYAu(ue X xY < u; € X Aug €Y).

Funciones A su vez, ahora podemos formalizar el concepto general de funcion:
F: X —Y=FcXxYANuNv(ueX — (uv), € F)A

Avwvw({u,v), € F A {u,w), € F — v =w).

1
Asi tenemos que F: X — Y Az € X = Vo(v € Y A (z,u), € F). Por lo
tanto, si definimos
F(z)=v|(z,v), € F,

tenemos que
ANFXY(F:X —Y ANz € X — F(z) €Y A {(z,F(x)), € F).
También es facil ver que
ANFXY(F: X —YANG: X —ZANu(ue X — Fu)=G(u) = F=Qq).
Definimos la restriccion F|4 = F N (A x N), de modo que

ANFXYA(F:X —YANACX > Fla: A—Y).
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Definimos también la composicion de funciones como
FoG={p|VoVuw < p({u,v), € F A (v,w), € G Ap= (u,w),)}.

Para que esta definicion funcione correctamente hay que justificar que la
formula que define F o G es AY. En efecto:

Teorema 7.15 AFGXYZ(F: X — Y AG:Y — Z —
FoG:X —ZANNu€ X (FoQG)(u)=G(F(u))).

DEMOSTRACION: En principio, la formula que define a F o G es XY, pero,
bajo las hipotesis del teorema, es equivalente a

Vuw < p(p = (u,w)y Au€ X A Nv((u,v), € F — (v,w), € GQ)),

que es 119, por lo que podemos aplicar el principio de A$-especificacion, y a
partir de ahi se obtiene la conclusion sin dificultad. L]

Definimos:

F:X —Yinyectiva= F: X — Y A Auv € X(F(u) = F(v) = u =),
F:X — Y suprayecgtiva= F: X — Y AAveYVue X F(u) =v.
F: X — Y biyectiva = F : X — Y inyectiva y suprayectiva.

Ademés:
X' ={u|Vow <uu= (v,w), A (w,v), € X}.

Con lo que podemos probar hechos obvios, como que si F': X — Y biyec-
tiva, entonces F~! : Y — X biyectiva, etc.

Definimos la identidad I = {u | Vv < uu = (v,v),}, de modo que
Il4: A — A biyectiva.
Veamos ahora que podemos definir funciones de forma recurrente:

Teorema 7.16 (Recursion) $iG: X — Y yH: X xNxY — Y, existe
una unica funcion F: X x N — Y tal que

Au € X F(u,0) = G(u), Aue XAn €N F(u,n+1) = H(u,n, F(n)).
DEMOSTRACION: Basta definir
F={u|VsVvnw <u(u=({v,n)y,w), N\veX Al(s)=n+1A

so=GW)ANi<n s =H(v,i,8) ANw=s,)}
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y observar que la formula que define a F es® A, pues en principio es 39, pero
equivale a

Vonw < u(u = ((v,n)y,w)y, Ave X ANs(l(s)=n+1A

so=GW)ANi<n s =H(v,i,5) = w=s,))

que es T19.
Para ello hay que probar primero que, fijado v € X,

AnVs(l(s)=n+1Aso=G) ANi <nsi1 = H(v,i,s;)).

Esto se prueba trivialmente por X{-induccion, y de ahi se sigue que, dados v € X
y n € N, existen w y s tales que u = ({v,n),,w), cumple la definicion de F
(tomando w = s, en el resultado anterior). Otra induccién prueba que s es
tinico (si s’ cumple lo mismo, se prueba que Ai < n + 1s; = s!), y de ahi la
equivalencia entre las dos definiciones de F' alternativas.

En efecto, si u cumple la definicién I1Y, tenemos que u = ((v,n), , W), CON
v € X. Entonces sabemos que existe s’ tal que v’ = ((v,n),,s;,), cumple la
definicion XY y, aplicando a este s’ la definicion 119, concluimos que s/, = w, por
lo que u cumple la definicion 39.

Reciprocamente, si u cumple la definicion X9 con s y suponemos que s’
cumple la hipotesis de la definicion I17, la unicidad hace que s’ = s, luego
w =8, = s, y asf s’ cumple lo requerido para que u cumpla la definicion IIY.

Esto nos permite concluir que F': X x N — Y, pues hemos visto que, dado
(v,n), € X x N, siempre existen s y w de modo que u = ({v,n), w), cumple la
definicion de F, y w es tinico, con lo que ((v,n),,w), es el tnico par en F' con
(v,n), como primera componente. Por lo tanto, F': X x N — Ny F(v) = w.
Mas atin, una simple induccion prueba que Ai < n F(v,i) = s;, lo que a su vez
implica que F' cumple lo requerido por el enunciado (en particular que toma
imégenes en Y). "

Nota Modificando ligeramente la prueba del teorema anterior podemos de-
mostrar también esta variante en la que no aparece X:

SiH:NxY —Y ya€Y, existe una unica funcion F : N — Y tal que

F(0)=aAAnF(n+1)= H(n,F(n)).

Por ejemplo, dada una funcion F : X x N — Y, tomando G(z) = 0 y
H(z,n,y) =y F(x,n) obtenemos una funcién F|, : X x N — Y tal que

Flo(x) =0, Floga(z) = Fla(2)™ (F(z,n)) .

8Notemos que la descripciéon sy = G(v) es equivalente a Vu(u = (v,s0)y A u € G) y
también a Au(u = (v,s0)y — u € G) y la formula u = (v,s0), es A1 en IX1, luego también
en ACRg, por lo que sg = G(v) se puede sustituir por una férmula 2(1) y también por una
formula H?. Lo mismo vale para s;41 = H(v,4,s;) y otras formulas similares que nos van a
aparecer.
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Una simple induccion prueba que ¢(F|,(z)) =n y que
Ni <n(F|n(z)); = F(x,1).
Podemos expresar esto més claramente como que
F|,(z) = (F(,0),...,F(z,n=1)).

A su vez, esto nos permite formular el teorema de recursion completa (com-
parese con el teorema 2.9):

Teorema 7.17 (Recursiéon completa) Si G : X x Nx N — Y, existe una
unica funcion F: X x N —Y tal que

Au € XAn € NF(z,n) = G(z,n, Fl|.(x)).
DEMOSTRACION: Definimos H : X x N — N mediante
H(z,0) =0, H(z,n+1)=H(z,n) (G(x,n, H(z,n))),

y asuvez F(z,n) = H(z,n+ 1),.

Una simple induccion muestra que £(H(x,n)) = n. A su vez, se cumple que
H(z,n) = F|,(z). En efecto, para n = 0 es H(z,0) = 0 = Flo(z) v, si vale
para n, usando las definiciones de H y F,

H(z,n+1) = H(z,n) (G(x,n, H(z,n))) = Fln(z)"(H(z,n+ 1)) =

Fln () (F(2,n)) = Flpi(2).

Por dltimo probamos que F' cumple lo requerido:
F(z,0) = H(z,1)g = G(z,0, H(z,0)) = G(z,0, F|o(x)),

F(z,n+1)=H(x,n+2)p41 = G(z,n+1,H(z,n+1)) = G(z,n+1, F|p11(x)).

Si dos aplicaciones F} y Fs cumplen el teorema pero existen x,n tales que
Fi(xz,n) # Fy(x,n), por 7.12 podemos tomar el minimo n que cumple esto (para
el z fijado), y entonces es facil ver que F|,(x) = Fs|,(z), de donde, aplicando G,
concluimos que Fi(x,n) = Fy(x,n) y tenemos una contradiccion. L]

También podemos definir funciones por minimizacion en el sentido siguiente:
Teorema 7.18 (Minimizacion) Sea G : X x N — N una funcidn tal que
Au € XVvG(u,v) = 0.

Entonces existe una unica funcion F : X — N tal que F(z) es el minimo
nimero natural n que cumple G(x,n) = 0.
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DEMOSTRACION: Basta definir
F={w|Vuw <ww= (u,v), ANu€ X AGu,v) =0A Ni <vG(u,i) #0)}.

Como la definicion es A, podemos aplicar el principio de Af-especificacion.
El teorema 7.12 implica que

Au € X\I/U(G(u,v) =0ANi <vG(u,i) #0),

de donde se sigue que F': X — N. n

Diremos que la funciéon F' del teorema anterior es la funcion definida por
minimizacion a partir de la funcion G o, equivalentemente, que es la dada por

F(z) = pw|G(x,v) = 0.
Relaciones Una relacion R en un conjunto X es simplemente un subconjunto
R C X x X. En tal caso usamos la notacion z Ry = (z,y), € R.

Una relaciéon < en un conjunto X es una relacion de orden si cumple las tres
primeras propiedades de la lista siguiente (comparese con 5.67):

1. /\a:eXxSx,

2. Neye X(z<yAhy<z—x=y),
3 Neyze X(z<yAy<z—x<z2),
4. Neye X(z<yVy<ua).

Si ademas cumple la cuarta propiedad, se dice que es una relacion de orden
total.

Por ejemplo, en el conjunto N tenemos definida la relacion de orden usual
< ={w|Vuw <ww = (u,v), Au<v)},

de modo que = < y puede interpretarse equivalentemente como la féormula en la
que < es el relator diddico de £2 o bien como que (z,y), € <. Esto nos permite
particularizar a la relaciéon de orden usual todos los resultados que probemos
para relaciones de orden en general.

En general, cuando representamos por < una relacién de orden en un con-
junto X, usamos la notacion z <y=z <y Az #y.

Si R es una relacion en un conjunto X e Y C X, entonces podemos considerar

en Y la relacion
Rly =RN(Y xY).

Es claro que si R es una relacion de orden (total) en X, entonces Ry es
una relacién de orden (total) en Y. En general, cuando consideremos a un
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conjunto X como conjunto ordenado con una relaciéon <, consideraremos impli-
citamente a todos sus subconjuntos ¥ C X como conjuntos ordenados con la
restricciéon de < a Y.

Si < es una relacion de orden en un conjunto X y tenemos un subconjunto
Y C X, se dice que a € X es:

1. El mdzimode Y sia € Y A Ay € Xy < a (y es facil ver que si Y tiene
maximo, éste es Unico).

2. El minimode Y sia € Y A Ay € Xa <y (y es facil ver que si Y tiene
minimo, éste es Gnico).

3. Un mazimalde Y sia € Y ANy €Y (a<y—a=y).

4. Un minimalde Y sia € Y ANy €Y(y<a—y=a).

Es facil ver que si Y esta totalmente ordenado, todo maximal de Y es un
méximo y todo minimal es un minimo.

Si <x, <y son relaciones de orden en dos conjuntos X, Y, respectivamente,
diremos que F: (X, <x) — (Y, <y) esisdtonasi F: X — Y y
Auv € X(u <x v — F(u) <y F(v)).
Diremos que F' es una semejanza si ademas F' : X — Y es biyectiva y
F~1:(Y,<y) — (X, <x) también es isétona.

Es facil ver que la ultima condicién se cumple trivialmente si las relaciones
son de orden total.

Se dice que una relacion de orden < en un conjunto X es un buen orden
en X si todo subconjunto no vacio de X tiene un minimo elemento.

Notemos que todo buen orden es un orden total, pues si z,y € X, el conjunto
{z,y} tiene que tener un minimo elemento, y esto hace que z < y o y < x, segin
si el minimo es x o y.

Por ejemplo, el orden usual en N es un buen orden, pues si ¥ C N no es
vacio, basta aplicar el teorema 7.12 a la férmula y € Y, de tipo 3.

Teorema 7.19 Si < es un buen orden en X y F : (X,<) — (X, <) es una
aplicacion inyectiva e isétona, entonces Nz € X x < F(x).

DEMOSTRACION: Supongamos que \z € X F(z) < . Podemos definir el

conjunto
Y={z|zeXAF(z) <z},

pues la formula que lo define es 39:
r€EXAF(z) <z zeX A Vuwz(w= (z,u)y A z={(u,z) Nw € F A z€<)
< Nuwz(w = (z,u)y Az = (u,2) Aw € F — z € <).

Por lo tanto, Y tiene un minimo elemento x, que cumple F(z) < x, pero en-
tonces F'(F(z)) < F(x), pero esto significa que y = F(z) € Y, con y < z, en
contradiccion con la definicion de minimo. n



7.3. El axioma de comprension recursiva 343

Conjuntos finitos Definimos asi los conjuntos finitos:
X es finito=Vk X c I, = VENi(i € X — i < k).

Vamos a probar que estos conjuntos finitos se corresponden con los conjuntos
definidos aritméticamente en I¥X;. En el teorema siguiente, i € u es la relaciéon
de pertenencia definida en I3;:

Teorema 7.20 AX (X es finito — VulNi(i € u + i € X)).

DEMOSTRACION: Supongamos que X es finito y fijemos k tal que X C Ij.
Consideramos la formula de tipo ¢

d()=i<k—=VulNi<k(icuwicX Ai<j).

Vamos a probar por induccién sobre j que Aj¢(j). Para j = 0 basta tomar
u = 0. Supuesto ¢(j), tenemos un ntimero natural u tal que

Ni<k(icu+ieX Ni<j).

Supongamos ahora que j + 1 < k. Si j ¢ X, entonces u hace que se cumpla
@(j + 1), mientras que si j € X tomamos v’ = u U {j} (donde la union es la
definida en I%;), que atestigua ¢(j 4+ 1). De ¢(k) deducimos la existencia de un
u que cumple el teorema. n

La extensionalidad de la relacion de pertenencia de I¥; implica que el con-
junto u dado por el teorema anterior es tinico, por lo que si definimos el cddigo
de un conjunto finito como

X]=u|Ni(i €u+ieX)
tenemos que
X es finito — Ai(i € [X] < i € X),

donde el primer € es la pertenencia aritmética y el segundo la pertenencia de
segundo orden.

Reciprocamente, todo niimero natural = es el cédigo de un conjunto finito
(tnico por el axioma de extensionalidad): A, = {u | u € z}.

Teorema 7.21 AX(X es finito <> VVFn(F : I,, — X biyectiva)).

DEMOSTRACION: Si F' : I, — X es biyectiva, vamos a demostrar por
induccién sobre j que

j<n—= VENi <jF@i) < k.

Para j = 0 es trivial y basta tomar k£ = 0. Si es cierto para j y se cumple que
j + 1 < n, por hipétesis de induccién tenemos un k tal que A\i < j F(i) < k.
Entonces k' = max{k, F(j)} cumple lo requerido para j+1. En particular existe
un k tal que A\i < n F (i) < k, pero esto implica que X C I, luego X es finito.
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Reciprocamente, si X es finito, por 2.20 tenemos que existe un n y una
aplicacion f : [I,,] — [X] biyectiva en el sentido aritmético (notemos que [I,]
es el conjunto que en 2.20 llamamos I,,). Basta definir F = {u | u € f}, y
claramente se cumple que F' : I,, — X biyectiva. L]

Un poco méas en general:

Teorema 7.22 Si F': X — Y es una aplicacion entre dos conjuntos finitos,
entonces F' es un conjunto finito y [F| : [X] — [Y] es una aplicacion en el
sentido aritmético. Ademds [F] es inyectiva, suprayectiva o biyectiva si y sdlo
st F lo es. Reciprocamente, si f : [X] — [Y] es una aplicacion en sentido
aritmético, entonces Ay : X — Y y [Af] = f.

DEMOSTRACION: Podemos definir una aplicaciéon G : X — F biyectiva
(dada por G(z) = (z, F(z)),), y al componerla con una biyeccion I,, — X
tenemos una biyeccién I, — F que prueba que F es finito. El resto del
teorema es inmediato. n

Como consecuencia, si X es un conjunto finito, existe un tnico n tal que
existe F' : I, — X biyectiva, pues si hubiera otro m con G : I, — X
biyectiva, entonces FoG~! : I,, — I,,, biyectiva, luego [F oG] : [I,] — [I,n]
biyectiva, y el teorema 2.21 implica que m = n.

Por lo tanto, podemos definir el cardinal de un conjunto finito como
| X|=n|VFF:I, — X biyectiva,
y los razonamientos precedentes muestran que, si X es finito, el cardinal |X| de
un conjunto finito X es el cardinal de su codigo [X] en el sentido aritmético.

Las propiedades de los conjuntos finitos se pueden demostrar a través de
sus codigos (lo que a menudo es necesario para evitar inducciones respecto de
formulas de segundo orden). Por ejemplo:

AXY(X,Y finitos A X NY =@ — | X UY| = |X|+|Y]),

AXY (X,Y finitos — |X x Y| = |X]| - |Y]),

En efecto, si X, Y son dos conjuntos finitos disjuntos, también [X], [Y] son
conjuntos disjuntos en el sentido aritmético, y [X UY] = [X] U [Y] (donde la
segunda union es la definida aritméticamente). Entonces el teorema 5.56 nos
da que |[X]U[Y]| = |[X]] + |[Y]], luego | X UY| = |X| + |Y]. Analogamente se
razona con el producto cartesiano.

Similarmente se prueban los teoremas anélogos a 5.55 0 a 5.68 o a 5.69.

Enumeracion de conjuntos infinitos Observemos que, por definicion, un
conjunto X es infinito si

AuVv(u <vAv e X).
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Por el teorema 7.12, si X es infinito tenemos, mas precisamente, que

1
AuVo(u<vAave X ANi(u<i<v—igX)).
Esto nos lleva a definir
px ={w | Vuv < w(w = (u,v)y Au<vA

veEXANi<vu<i—ig¢X))}

La formula es claramente AJ, luego, si X es infinito, ux : N — N y cumple
Au(px(u) € X A Nv(u <v < pux(u) = v ¢ X)).

En otras palabras, px(z) es el menor elemento de X mayor o igual que . A su
vez, la nota tras 7.16 nos permite definir la funcién wx dada por

7x(0) = px (0) A An mx(n +1) = px(mx(n) + 1).
Ahora es facil probar que mx es una enumeracion creciente de X, es decir:
Teorema 7.23 Si X es infinito, entonces mx : N — N y ademds:
Nuv(u < v — 7x(u) < 7x(v)), Nv(v e X < Vurx(u) =v).

DEMOSTRACION: Fijado z, demostramos z < y — wx(z) < mx(y) por
induccion sobre y. Para y = 0 es trivial. Si vale para y y suponemos que
x < y+1, entonces z < y. Sies x < y, entonces por hipotesis de inducciéon
mx(z) <mx(y) <mx(y)+1 < px(mx(y)+1) = mx(y+1), luego y+1 cumple lo
requerido. Sies z = y, entonces mx (x) = mx(y) < mx(y) + 1y el razonamiento
continda como en el caso anterior.

Esto prueba la primera propiedad del enunciado, que equivale a que 7x es
inyectiva e isétona, por lo que el teorema 7.19 nos da que Auwu < 7x (u)

Si mx(x) =y, o bien = 0, en cuyo caso y = 7x(0) = ux(0) € X, o bien
x=n+1,encuyocasoy =mx(n+1) = px(rx(n)+1) € X, luego en cualquier
caso Vu mx(u) =y — y € X.

Reciprocamente, si y € X, tenemos que y < y + 1 < 7wx(y + 1), luego
Vovy < mx(v). Por 7.12, existe un z tal que y < mx(2) A An < z7x(n) < y.
No puede ser z = 0, pues en tal caso mx (z) seria el minimo de X, y no puede
ser mayor que y € X. Por lo tanto z = n + 1, luego

mx(n) <y <mx(n+1)=pux(rx(n)+1).

Si fuera mx(n) < y, entonces 7x(n) +1 <y € X, luego pux(rx(n)+1) <y, y
tenemos una contradiccion, luego tiene que ser y = wx (n). L]

Veamos ahora que podemos probar un resultado ligeramente més fuerte:
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Teorema 7.24 Si ¢(z) es una formula de tipo X9 (tal vez con mds variables
libres), o bien existe un conjunto finito X tal que An(n € X « ¢(n)), o bien
existe una funcion F : N — N inyectiva tal que

Nv(p(v) < Vu F(u) = v).

DEMOSTRACION: Pongamos que ¢(x) = Vi (i, z), donde 1 es de tipo AJ.
Sea
Y ={w | Vin <ww = (i,n)y AY(i,n) A N\j < i=p(4,n))}.

Asi, si se cumple ¢(x), tenemos que Vit (i,z), luego por 7.12 existe un
i tal que ¥(i,z) A Nj < i—(j,z), luego (i,x), € Y vy, reciprocamente, si
Vi (i,z), € Y entonces ¢(z).

Si Y es finito, existe un k tal que Y C I, con lo que podemos definir
X={n|Vi<k{(in), €Y} C I,

que es un conjunto finito tal que An(n € X < ¢(n)). Supongamos ahora que Y’
es infinito, con lo que podemos considerar la funcién 7y : N!' — N que enumera
sus elementos. Basta definir F' como la composicién de 7y con la proyecciéon
w9 : N — N dada por

T2 = {w | Vuv < w(w = (u,v)y A v =1uz)}.

Asi, si se cumple ¢(z), existe un 7 tal que (i,z), € Y, luego existe un n tal
que 7y (n) = (i,x),, y entonces F'(n) = ma(mx(n)) = x. Reciprocamente, si
F(n) = z, tenemos que z = ma(my (n)), luego my (n) = (i,z), € Y, luego ¢(x).
Ademas F' es inyectiva, pues si dos ntimeros cumplen F(n) = F(m) = =z,
entonces « = ma(mwy (n)) = ma(wy (m)), luego 7y (n) = (i,x), y 7y (m) = (j, x),,
pero la definicién de ¢ implica que i = j, luego my (n) = wy (m), luego n = m.
| |

Rangos en ACRy De aqui se deduce que en ACRg no se puede probar la

existencia del rango de una funcién. Si pudiéramos demostrarla, el teorema

anterior nos darfa el principio de X9-comprensién, y el teorema 7.9 nos darfa

que ACRg es la misma teoria que ACAq, cosa que veremos que no es cierta.
| |

Definicién 7.25 El principio de X0 -especificacion acotada es el esquema
AVAsARNUNi(i € U < i < n A ¢(4)),

para toda férmula ¢(z,7,Y) de tipo X9. Analogamente se define el principio
de TIY-especificacion acotada.

En otras palabras, el principio de ¥¥-especificacion acotada afirma que las
formulas de tipo X9 definen subconjuntos de cada conjunto I,, (y es facil ver
que, en consecuencia, definen subconjuntos de cada conjunto finito).
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Teorema 7.26 En ACRq se demuestra el principio de X\-especificacion aco-
tada.

DEMOSTRACION: Sea ¢(x) una formula de tipo X¢ y supongamos que, fijado
un n,

VUNi(i € U <> i <n A ¢(3)).

Observemos que un conjunto U que cumpliera eso cumpliria U C I, luego seria
finito. Por ello, podemos afirmar que no existe ningin conjunto finito U que
cumpla lo indicado. El teorema 7.24 aplicado a la formula < n A ¢(z) nos da la
existencia de una funciéon F : N — N inyectiva tal que Au(F(u) < n A ¢(u)).
En particular, F': N' — I, inyectiva, que a su vez se restringe a una aplicacién
G : I,11 — I, inyectiva, pero esto implica que n+ 1 = |I, 41| < || =n, ¥
tenemos una contradiccion. m

Usaremos la notacion
{i<n|o(@)}=UlNi(i €U i <nA ¢(i))

para denotar los conjuntos definidos por el principio de Y{-especificacion aco-
tada, que estan bien definidos siempre que ¢ es una férmula de tipo Y, y de
hecho también si es de tipo II{, pues

ze L \{i<n|—¢()} < x<nA p(x),

de modo que si ¢ es de tipo 19, entonces —7 es de tipo XY, con lo que el conjunto
de la izquierda esta bien definido. Por lo tanto:

Teorema 7.27 En ACRq se demuestra el principio de I1{-especificacion aco-
tada.

Nota El axioma de induccion
ANUOeUANNu(ueU —u €U) = Auuecl)

es un caso particular del principio de X{-induccion de ACRy, aplicado a la
formula a(z) = x € Y. Combinado con el axioma de comprension de AP?, o con
el principio de comprension aritmética de ACAg permite demostrar principios
de induccién mas fuertes que el principio de ¥9-induccion, pero, si contamos
tnicamente con el principio de Af-comprension de ACRy, resulta ser mas débil
que el principio de X9-induccion.

Sin embargo, sucede que si en ACR sustituimos el principio de ¥9-induccion
por el axioma de induccion, restringimos el principio de A} comprensioén a for-
mulas AJ y afiadimos como esquema axiomatico el principio de X{-especificacion
acotada, entonces podemos demostrar el principio de X¢-induccién, con lo que
obtenemos una axiomatizaciéon equivalente.

En efecto, fijamos una féormula a(z,7,Y) de tipo ¥y y vamos a demostrar

AV A5 (a(0) A Au(a(u) — a(u)) — Aualu)).
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Para ello fijamos unos pardmetros V' y 9, suponemos a(0) A Au(a(u) = a(u')) y
fijamos un nimero natural n. El principio de X{-comprension acotada (aplicado
an+ 1) nos da un conjunto X tal que

Nu(u € X < u<nAa(u)).

Ahora aplicamos el principio de AJ-comprensiéon para obtener un conjunto Y
tal que
Au(u €Y < ue X Vu>n).

Asf tenemos 0 € Y A Au(u € Y — u’ € Y), luego el principio de induccién nos
da que Auwu € Y. En particular, n € Y, luego n € X, luego a(n), y con esto
hemos probado que An a(n). "

Terminamos probando el teorema siguiente:
Teorema 7.28 La teoria ACRg + X2 -induccion es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema 6.11 se puede modificar trivial-
mente para probar en ACRg la existencia de una formula N E§ a[v][V] de tipo
AY con tres variables libres, a, v y V de modo que si « es una semiférmula de
£2 de tipo AY, v es una aplicacién (en el sentido aritmético) definida al me-
nos sobre las variables libres en o y V es un conjunto cualquiera, entonces se
cumplen las mismas propiedades indicadas en el teorema y ésta otra:

Si o = X;(t), entonces N E) a[v][V] <> Du(t,v) € V;.
A su vez, la definicion 6.13 se adapta para definir formulas
N FEso afv][V], N Fmo av][V],
de tipo X0 y IT? | respectivamente que satisfacen el esquema teorematico analogo
a 6.15:

Si¢(ug, ... u, -, Uo,...,U,-,) es una semiférmula de L2 de tipo £° cuyas
variables libres (todas ligadas) estdn entre las indicadas, en ACRg se demuestra:
Nal (¢, T) < N g "6 [{(Tui™, w) YU ({3} x Us)),

donde hemos abreviado:
{(uiswi)} = {("wua), - (T ur)

Ui{i} x Ui) = ({0} x Up) U--- U ({r = 1} x U, -y),
y lo mismo vale cambiando X9 por 119.

Y, como en el caso de I3, podemos probar que basta un nimero finito de
axiomas de ACRg para demostrar todos los casos particulares de este esquema
teorematico. (Entre dichos axiomas podemos tomar los necesarios para demos-
trar todos los teoremas de I3, lo que nos asegura que contamos con todos los
casos particulares del teorema 6.14, luego la prueba se reduce a generalizar de
forma obvia las observaciones sobre el teorema 6.15 previas al teorema 6.19.)
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Finalmente, el mismo argumento empleado en la prueba de 6.19 nos da que
todos los casos particulares del esquema de YX¥-induccién pueden demostrarse a

partir de uno de ellos, el correspondiente a la formula N Exo af[vd][X].

Del mismo modo, todos los casos particulares del axioma de A%-comprension
pueden probarse a partir de

Au(N Fyo afvy, X] ¢ NFpo Blvg, X]) — VUAu(u € U <+ N Fyo afvy, X1),

x

pues el axioma correspondiente a las formulas « y [ se obtiene sustituyendo en
, . . o1
éste las variables correspondientes por "'a'y . m

7.4 El teorema de completitud semantica

Tal y como explicamos en la seccién 6.6, al considerar en 13 la definicion
de lenguaje formal dada en la seccién 3.2 para ARP, es razonable restringir-
nos a lenguajes recursivos, es decir, lenguajes definibles mediante férmulas de
tipo A1 en I¥X;. Aqui vamos a estudiar los lenguajes formales trabajando en
ACRy, para lo que podriamos exigir que las formulas que los definen sean de
tipo AY, pero, mejor atin, en virtud del principio de A%-comprensién, podemos
considerar equivalentemente lenguajes formales £ definidos mediante conjuntos.
Concretamente, a través de unos conjuntos

VarLib(£L), VarLig(£), Const(£), Rel(£), Fun(L),

y por una quintupla <—\, v, A\, V, |> (donde prescindimos desde el principio de
los conectores que consideramos definidos, pero mantenemos la posibilidad de
prescindir del descriptor), asi como de dos funciones

ind : VarLib(£) U VarLig(£) U Const(£) URel(£) U Fun(£) — N,
rang : Rel(£) UFun(£) — N.
A partir de estos elementos, que constituyen la definicion de £, las formulas de-
finidas en ARP definen en ACRy los conjuntos SExp(£), STerm(£) y SForm(£)
de las semiexpresiones, semitérminos y semiférmulas de £, y a su vez los con-
juntos Exp(L), Term(£L) y Form(L) de las expresiones, términos y formulas,

y también los conjuntos Des(L) y Sent(L) de designadores y sentencias de £
(términos y formulas sin variables libres).

A su vez, tenemos definido el conjunto AXL(L) de los axiomas logicos de £,

d
y la férmula I'- o, que expresa que d es una deduccion de o con premisas en el
conjunto I' C Form(L).

En realidad podemos considerar dos versiones de esta féormula, una es lite-
ralmente la traduccion de la férmula correspondiente de I¥4, en la que I' es una
variable de primer orden, pero podemos modificarla ligeramente para admitir
que I sea una variable de segundo orden, de modo que el conjunto de premisas
puede ser infinito, pese a que en una deduccién sélo podra aparecer una cantidad

d
finita de ellas. En tal caso I'« es una formula de tipo A en ACRg.
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En estos términos, una teoria axiomatica T, en el sentido de 3.26, sobre un
lenguaje formal £ puede definirse simplemente como un conjunto de axiomas
propios

Ax(T) C Form(L),

de modo que, si I' C Form(£), podemos considerar la formula I’ ; « que cumple
Fga > FUAX(T)Iia.
Nuevamente, podemos considerar varias variantes de esta formula segin si ha-
cemos que las variables I' y T'= Ax(T) sean de primer o de segundo orden.
En particular, K es la teoria axioméatica determinada por Ax(K ;) = @.

Naturalmente, podemos definir
d
I'ra=VdTIka,
T T

que es una féormula de tipo XY, por lo que en ACR( no podemos asegurar que
defina un conjunto. Asi pues, podemos hablar de los teoremas de una teoria
axiomatica T', pero no del conjunto formado por todos ellos.

Modelos En 3.3 introdujimos informalmente el concepto de modelo de un
lenguaje formal. Ahora estamos en condiciones de formalizarlo junto con los
pocos resultados que probamos informalmente sobre modelos, pero ademés de-
mostraremos otros mucho mas relevantes.

Observemos que un conjunto M define una sucesiéon de conjuntos mediante
M, ={m| (m,n), € M}.

Definicion 7.29 Si £ es un lenguaje formal, un premodelo de £ es un con-
junto M tal que:

1. My es un conjunto no vacio, llamado universo del premodelo. En la prac-
tica escribiremos M en lugar de M.

2. My : Const(L) — My. En la practica escribiremos M(c) € M en lugar
de M1 (C)

Si £ tiene descriptor supondremos que M; esta definida sobre el conjunto
Const(L) U {|}, vy ad = My(]) € M lo llamaremos descripcion impropia
de M.

3. I = M5 es un conjunto tal que si f € Fun(£) es un funtor n-adico, entonces
Iy : My — My. En la practica escribiremos M(f) = My : M™ — M,
y si R € Rel(£) es un relator n-adico, entonces Ir C M es una relacion
n-adica en My. En la practica escribiremos M(R) = Mg C M™.

Ademas, se tiene que cumplir que
M(=)={v|Vu<v(ue MyAv= (uu)y)},

es decir, que M (=) es la relacion de igualdad en M.
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Esta definicion formaliza completamente la definiciéon informal de modelo
dada en 3.3, pero, por los motivos que explicaremos enseguida, no nos sirve
como definicion de modelo si queremos trabajar en ACRy.

Si M es un modelo de £, diremos que v es una valoracion de una semiexpre-
sion 6 en M si v :d — r es una funcion en el sentido aritmético cuyo dominio
d es un conjunto de variables de £ que incluye a todas las variables (libres o
ligadas) que estéan libres en 6 y cuyo rango r esta contenido en M.

Llamaremos Py al conjunto de todos los pares (6,v),, tales que v es una
valoracién en M de la semiexpresion 6 de L.

Diremos que M es un modelo de £ si es un premodelo que ademés cumple

que
MgZPM—>MU{0,1}

es una aplicacion tal que, si t es un semitérmino, M5(t,v) € M, si « es una
semiformula, M3(t, 0) € {0,1}, y ademas se cumplen las propiedades siguientes,
donde escribimos

M(t)[v] = Ms(t,v) si (t,v), € Py y t es un semitérmino, y

M E afv] = M(a,v) = 15si (a,v), € Py y o es una semiférmula.

1. Si z es una variable (libre o ligada) de £, entonces M (z)[v] = v(x).
2. Si ¢ es una constante de £, entonces M (c)[v] = M(c).

3. Si f es un funtor n-adico de £ y tq,...,t, son semitérminos,
M(f(tr, ..., ta))[v] = M(f)(M(t1)[v], ..., M(t,)[v]).
4. Si R es un relator n-adico de £ y t1,...,t, son semitérminos, entonces

ME R(ty,... ,tp)[v] ¢ M(R)(M(t)[v],. .., M(t,)[v]).

5. Si a y 8 son semiférmulas de £, entonces

M E —av] & =M E afv], ME (aV p)v] < MEap] VM E Bv].

6. Si o(u) es una semiférmula, entonces
M E Nua(u)v] < Na € M M F afv?],

ME \/ua(u)[v] oVaeMME alvyl,

a siaeseltnicoa e M tal que M F afvd],
d en caso contrario,

Mulau)le] = {

donde v = (v\ {(u,v(u)),}) U{(u,a),} y d es la descripcion impropia del
premodelo M.
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Una simple induccién prueba que la funcion M3 de un modelo es tnica, en el
sentido de que si dos funciones cumplen las propiedades requeridas, necesaria-
mente son la misma, pero no podemos probar en ACR que para todo premodelo
exista una funciéon M3 que lo convierta en modelo. En otras palabras, la de-
finicion 3.6 no es formalizable en ACRy (véase el teorema 7.45 méas adelante).
Ahora bien, admitiendo que exista M3, es decir, admitiendo que tenemos un
modelo, los teoremas 3.9 y 3.12 se demuestran formalmente sin dificultad, por
induccion sobre 6.

Diremos que una formula « es verdadera en M si
M E a = Av({a,v), € Py — M F afv]),
y diremos que « es falsa en M si
/\v((a,v>2 € Py — —M E afv]).

Si I' es un conjunto de formulas de £, se dice que un modelo M de £ es un
modelo de I si
MET=/A\vyeT ME~.

Es pura rutina formalizar en ACRg el teorema de correcciéon 3.16. De he-
cho, una minima variaciéon de la prueba nos permite enunciarlo con conjuntos
posiblemente infinitos:

Teorema 7.30 (Teorema de correcciéon) Sea £ un lenguaje formal y T un
conjunto de férmulas de L tales que I' = a. Entonces, si M E T, también se
cumple M F a.

Es facil definir un premodelo M del lenguaje £, de la aritmética de pri-
mer orden tomando como universo M = N, interpretando la constante 0 como
M(0) = 0 y los funtores suma y producto como la suma y el producto usuales
de nameros naturales (y el relator de orden como la relacion de orden usual).
Sin embargo, en ACRy no podemos dotar a este premodelo de estructura de
modelo, y asi no podemos plantear siquiera en ACRy que M sea un modelo de
la aritmética de Peano.

A lo sumo, no es dificil probar que todo premodelo de universo finito puede
extenderse a un modelo, pero la utilidad de este hecho es moderada (con ello
podemos probar al menos que determinadas férmulas no son consecuencia de
otras dadas en algunos casos sencillos). Veamos ahora qué podemos decir sobre
la existencia de modelos en general. Para ello necesitamos introducir algunos
conceptos.

Completitud Un conjunto I' C Form(L) es consistente o completo si cumple,
respectivamente

ConsisT = -Va (T Fa AT F —a),
Compl' = Aa € Sent(L)(T'Fa VI F —a).



7.4. El teorema de completitud seméantica 353

Notemos que en el caso de la completitud es fundamental restringir la definiciéon
a sentencias, pues en una teorfa axiomética consistente no se puede demostrar
T # y, pero no es razonable esperar que se pueda demostrar x = y.

Se dice que I' es contradictorio si no es consistente, es decir, si a partir de I"
se puede demostrar una contradiccion, pero en tal caso de I' se deduce cualquier
formula, luego I es consistente si y sblo si existe una férmula no deducible de T,
o también si x # x (por ejemplo) no es deducible de T.

Es obvio que un conjunto de férmulas I' que admita un modelo M es con-
sistente, pues si M F I' y existiera una férmula « tal que I' - a y T' F =« por
el teorema de correccion M F o'y M F -, pero esto equivale a que M F a 'y
=M FE «a, con lo que tenemos una contradiccion.

Diremos que I' C Sent(£) es un conjunto consistente maximal si es consis-
tente y, para toda sentencia a de £ tal que o ¢ T', se cumple que I' U {a} es
contradictorio.

Observemos que I' C Sent(£) es un conjunto consistente maximal si y s6lo
si es consistente y, para toda sentencia a, se cumple que @ € I' 0 ~a € T’ (pero
no se dan ambos casos).

En efecto, si T' es consistente maximal y o ¢ T, entonces I' U {a} es con-
tradictorio, luego I' F = (porque suponiendo « se llega a una contradiccion),
luego I' U {—a} es consistente (porque si se pudiera deducir una contradiccion,
deduciendo -« de I' probariamos la misma contradicciéon a partir de I', que es
consistente), luego -« € T', y no se pueden dar los dos casos porque entonces I'
serfa contradictorio.

Reciprocamente, si se cumple esta condicion y a ¢ T', es que -« € T, luego
I' U{a} es contradictorio, luego I" es consistente maximal.

Esto implica que I' es cerrado para consecuencias logicas, es decir, que si «
es una sentencia tal que I' - «, entonces o € T', pues en caso contrario ~a € T'
y I' serfa contradictorio.

Teorema 7.31 Si ' es un conjunto consistente maximal de sentencias de un
lenguagje formal £, entonces:

1. ~a €T siysolosia¢l.
2.avpelsiysislosiacel’VvpeTl.

8. aNnBel siysdlosiace T ANBeT.

4. a—=PBeT siysdlosiagTVvieTl.

5. apelsiysolosi(acTABeD)V(agT ABET).

DEMOSTRACION: La propiedad 1. ya la hemos demostrado y hemos visto
que, de hecho, caracteriza la consistencia maximal.
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2.851ael'vperl, entonces I' - a VvV 3, luego o vV § € T'. Reciprocamente,
sia ¢ T' A B ¢T, entonces a € I' A = € T', luego tenemos que I' F —(a Vv ),
luego (e VvV B) € T, luego a« VvV B ¢ T.

3. El hecho de que I sea cerrado para consecuencias ldgicas nos da la primera
de las implicaciones siguientes, y las restantes se deben a los casos anteriores:

a AP eTlsiysolosi 7(—aV -f) el siysolosi~aV-8¢rI siy solo si
—a¢TAN-B¢TsiysdlosiacT ABeTl.

Los casos restantes se prueban andlogamente. L]

Observemos que si M es un modelo de un lenguaje formal £, entonces el
conjunto
T(M)={a|aecSent(L) AN MFE a}

es un conjunto consistente maximal de sentencias de £ tal que M = T'(M).

Vamos a ver que, reciprocamente, a partir de conjuntos consistentes maxi-
males de sentencias de un lenguaje formal dado podemos construir modelos.
Para ello necesitamos recordar el concepto de arbol:

Arboles En [CS 1.1] hemos introducido el concepto de arbol para definir las
deducciones del calculo secuencial. Repetimos aqui las definiciones bésicas:

Definicién 7.32 Un drbol es un conjunto A tal que \s € AN\i < £(s) s|; € A.

A los elementos de un arbol los llamaremos nodos. Es costumbre llamar
altura de un nodo a su longitud. Todo arbol A es un conjunto parcialmente
ordenado con el orden dado por

SthS:t‘g(S).

Todo arbol no vacio tiene como minimo elemento al nodo nulo 0.

Un arbol A es finitamente ramificado si cada nodo tiene un ntimero finito de
sucesores inmediatos, es decir, si

As(s € A — \nAm(s™(m) € A — m < n)).
El drbol binario completo es
2<¢ ={s | Ni<l(s)(si=0Vs;=1)},

que claramente es un arbol. Mas en general, un drbol binario es un conjunto
A C 2<% tal que As € ANi < £(s)s|; € A. Claramente, todo arbol binario es
finitamente ramificado.

El drbol binario completo de altura n es el arbol
2" ={s|s5€2%% AL(s) <n}.

es facil ver que es un conjunto finito.



7.4. El teorema de completitud seméantica 355

Si F: N — N, entonces F|;, : I, — N es un conjunto finito, cuyo codigo
[F|1,] : In — N (definido tras 7.20) es una aplicacién en el sentido aritmético,
que a su vez se corresponde con una sucesion F” tal que

F™)=nANi<nE"=F(i).
Si A es un arbol, diremos que F': N — N es un camino en A si
AnF™ € A.

Notemos que Amn(m < n — F™ < F™), pues se cumple que F|r,, = (F|1,)|r,,
luego [Fl1,,] = [F1,]l1,,, luego F™ = F"|,,, que equivale a F™ < F™ y la
desigualdad es estricta porque las alturas son distintas.

Asi pues, un camino en un arbol A determina una sucesion estrictamente
creciente de nodos, uno de cada altura posible.

Finalmente, si s € 2<%, llamaremos [s] = {i | i < £(s) A s; = 1}. "

Volviendo al problema de la construcciéon de conjuntos consistentes maxima-
les, veamos que podemos asociar un arbol binario a cada conjunto de sentencias:

SiT' C Sent(£), definimos
AT, L) ={s|s €2 AN < l(s)(sa =1 — a € Sent(L)) A

Na<l(s)(@el = s, =1) A

NapB < £(s)(a € Sent(L) A B = —a — 5o + 85 = 1) A
Ada < £(s)(a € Sent(£) A [s] ga S sa=1)}.

Notemos en primer lugar que la definicion es A, pues la formula es equiva-
lente a cualquiera de las formulas®

Va(z=L(s) A--), Na(z =£(s) = )

donde los puntos suspensivos se sustituyen por la formula que hemos usado en
la definicion salvo que sustituimos todo cuantificador Ao < £(s) por Aa < 2.

En segundo lugar observamos que el conjunto A(T', L) es trivialmente un
arbol binario. Una vez hemos justificado su existencia analizando su definicion
formal, podemos expresarlo en términos mas amistosos:

El arbol A(T, £) esta formado por todos los nodos s que cumplen:

9Notemos que no es necesario hacer nada con los conjuntos 2%, Sent(£), etc. que aparecen
en la definicién. Podemos sustituirlos por variables ligadas U = 2<%, V = Sent(L), etc.,
aplicar el axioma de A?—especiﬁcaci(’)n y luego eliminar los cuantificadores sustituyendo U por
2<% etc., y asi obtenemos la existencia de A(T',£). Lo que si que hacia falta era justificar
que los cuantificadores acotados por la descripcién £(s) pueden sustituirse por cuantificadores
acotados por términos aritméticos (variables, concretamente).
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s sOlo toma el valor 1 sobre nimeros naturales que, vistos como sucesiones,
son sentencias de L.

s toma el valor 1 sobre todas las sentencias de I' que estan en su dominio.

Si unas sentencias a y -« estan ambas en su dominio, s toma el valor 1
exactamente sobre una de las dos.

Si una sentencia a < £(s) es deducible a partir de I' U [s] mediante una
deduccion d < £(s), entonces s, = 1.

Veamos algunas propiedades de estos arboles:

e SiT es contradictorio, entonces A(T, L) es finito.

En efecto, si I es contradictorio existen deducciones d y d’ que terminan
con una sentencia o y con —q, respectivamente. Sea n un nimero mayor
que d y d’'. Basta ver que A(T', L) C 2<™.

Esto se debe a que, si existiera s € A(T, L) tal que n < £(s), entonces s

deberia tomar el valor 1 tanto en o como en -, por la condiciéon 4 de la
definicién, pero esto contradice a la condicién 3.

SiT' es consistente, entonces A(I', L) tiene elementos de altura arbitraria-
mente grande, luego es infinito.

Fijamos un nimero natural n, tomamos m = 1 + max 2<" y definimos
A (T, L) ={s<m|s€2" A Na < £(s)(a € Sent(L) A
d
=Vd [s]a] U {a}?w #T — Sq =1)}.

Notemos que la formula que define a A, (T, £) es de tipo X9, por lo que el
principio de ¥.{-especificacién acotada implica que la definicion es correcta.
La condicion s < m es redundante, pues ya esta contenida en s € 2<".

Vamos a probar por I19-induccion la formula
d
Ni(i <n—Vs<m(se€ A, (T,L) A=Vd [s]-x#z AL(s) =1)).
r

Notemos que la segunda condicién equivale a que T' U [s] sea consistente.

Para ¢« = 0 basta tomar s = 0, y aqui usamos que I' es consistente.
Supongamos que la propiedad es cierta para ¢, asi como que i+1 < n. Por
hipotesis de induccion existe s € A, (T, £) tal que I' U [s] es consistente y
£(s) = 1.

Si i, considerado como sucesion finita, no es una sentencia de £, basta
definir ' = $7(0), de modo que s, = 0, y claramente s’ € A,(T, L),
(s")y =i+ 1y, como [s'] = [s], se cumple que I" U [¢] es consistente.
Supongamos ahora que 8 =i € Sent(£). SiT'U [s] U {5} es consistente,
definimos s’ = s7(1) y en caso contrario s’ = s7(0). Asi en el primer
caso [¢'] = [s]U{B}, mientras que en el segundo [s'] = [s], luego en ambos
casos {(s') =i+ 1y I'U|[s] es consistente. Ahora es facil concluir que
s'e A, (T, L).
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En particular, si aplicamos esto a n + 1, existe s € A, +1(I',£) tal que
0(s) = ny I'U[s] es consistente. Basta probar que s € A(I',£). Ob-
viamente cumple la condicion 1. Si a < £(s) cumple o € T, entonces la
consistencia de I' U [s] implica en particular la de I' U [s|o] U {a}, y como
s € Ap11(T, L), esto implica que s, = 1, como requiere la propiedad 2.

Para probar 3 suponemos que «,—« < £(s) son sentencias de £. Si se
cumple s, = 1, entonces s—, = 0, o de lo contrario I" U [s] seria con-
tradictorio. Si, por el contrario, s, = 0, por definicion de A, 41 (T, L),
esto significa que T' U [s|,] U {a} es contradictorio, luego I' U [s|4] F —a
(por reduccién al absurdo, pues suponiendo « llegamos a una contradic-
cion), luego I' U [s|.a] U {—a} es consistente, pues si con dichas premisas
pudiéramos probar una contradicciéon, también la podriamos probar con
T'U[s|-a] (pues —a es deducible), luego I'U[s] también seria contradictorio.
Por definicion de A,,4+1 (T, £) concluimos que s_, = 1.

Por dltimo, si @ < #(s) es una sentencia tal que I' U [s]  «, entonces
T'U[s]U{a} es consistente (pues si pudiéramos probar una contradiccion
de dichas premisas, también podriamos probarla a partir de T' U [s], ya
que « es deducible), luego también lo es T' U [s|,] y, por definicion de
An41(T, L), entonces s, = 1.

Esto prueba que s € A(T', L), con lo que este arbol contiene nodos de
altura arbitrariamente grande.

e Si T es consistente, los caminos en A(T, L) son las funciones caracte-
risticas de los conjuntos consistentes maximales de sentencias de L que
contienen a I', es decir, que si F: N — {0,1} es un camino en AT, L),
entonces T* = {a | F(a) = 1} es un conjunto consistente mazimal de
sentencias de L tal que I' C T'*, y cualquiera de ellos es de esta forma,
para cierto camino F'.

En efecto, si F' es un camino, I'* es consistente, pues si a partir de I'* se
dedujera una contradiccion, existirian deducciones d y d’ tales que

’

d
' a, I'F—a,

y podriamos tomar un n > d,d’, con lo que s = F"™ € A(T',£) cumpliria
que [s] contiene todas las premisas de I'* usadas en ambas deducciones,

d U
luego [s]F a, [s] F —a, luego s = $—o = 1, en contradiccion con la defini-
cion del arbol.

Por otra parte, dada una sentencia o, tomamos n mayor que o y —a, con
lo que s = F™ € A(T, L) cumple que a, ~a < £(s), luego sq + s-q = 1,
luego a € IT'* 0 = € T'*, luego I'* es consistente maximal.
Reciprocamente, si I'* es un conjunto consistente maximal de sentencias
de £ que contiene a I', podemos definir F' = (I'* x {1}) U ((N\ T*) x {0}),
de modo que F' : N — {0,1}. Basta probar que F es un camino en
A(T, L), pues entonces es claro que el conjunto I'* definido a partir de él
es nuestro conjunto de partida.
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Asi pues, fijamos un ntumero natural n y consideramos s = F'™. Tenemos
que probar que s € A(T", £). La condicion 1 se cumple obviamente, la 2 se
cumple porque I' C T'*, la 3 se cumple porque I'* es consistente maximal
(luego contiene a « 0 a —, pero no a ambas, para toda sentencia «), y la
condicion 4 se cumple porque si 'U[s] F «, entonces T - «, luego « € T,
luego s, = 1. L]

Quizé el lector crea que hemos demostrado que todo conjunto consistente
de sentencias se puede extender a un conjunto consistente maximal (formando
el arbol A(T', £) y tomando un camino), pero no es cierto, porque en ACRy no
puede demostrarse que todo arbol binario tenga un camino:

Definicion 7.33 El lema de Konig débil es la sentencia:
LKD: Todo drbol binario infinito tiene un camino.

Veremos que LKD no puede demostrarse en ACRg, por lo que llamamos
LKDy a la teoria que resulta de anadir LKD a los axiomas de ACRy.

También veremos (teorema 7.41) que LKD si que es demostrable en ACAy,
por lo que todos los teoremas de LKDg lo son también de ACA,.

Por otra parte, en [CS 2.34] probamos que los teoremas de primer orden
de LKDy + X%-inducciéon son exactamente los mismos que los de ACRg + X9-
induccion, asi como que LKDg + X¥-induccién es una extension conservativa
de IX,.

En otras palabras, el lema de Konig débil permite demostrar teoremas de
segundo orden que no son demostrables en ACRg, pero no aporta ningan teo-
rema nuevo de primer orden, ni tampoco ningin teorema formulable en £, que
no sea demostrable en I¥;. En particular, la consistencia de I3; implica la de
LKDy.

Continuando con nuestro analisis de la existencia de conjuntos consistentes
maximales, de momento hemos demostrado el teorema siguiente, pero no en
ACRy, sino en LKDy:

Teorema 7.34 (LKDg) (Lema de Lindenbaum) Todo conjunto consistente
de sentencias de un lenguaje formal de primer orden L puede extenderse a un
conjunto consistente mazximal.

Vamos a refinar sustancialmente esta conclusion, para lo cual necesitamos
un hecho general sobre la légica de primer orden:

Teorema 7.35 Sea L un lenguaje formal de primer orden y a(x) una férmula

y ¢ una constante que no aparezca en o, de modo que - a(c). Entonces también
Fa(x).
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DEMOSTRACION: Puesto que en «a(c) no aparece la variable z, podemos
considerar una demostracion de «(c) en la que no aparezca la variable z, digamos
Qa1,...,0p, con a, = alc). Cada formula «; puede verse como «;(c), para cierta
formula o;(x) que resulta de sustituir cada aparicion de ¢ por la variable .

Basta observar que entonces aq(x),. .., a,(x) es una demostracion de a(x),
pues una comprobacion rutinaria muestra que si «;(c) es un axioma logico,
también lo es «;(x), asi como que si «;(c) se deduce de férmulas anteriores por
una de las reglas de inferencia MP o IG, entonces «;(z) se deduce de las formulas
correspondientes por la misma regla.

Por ejemplo, en el caso de IG tenemos que existe un indice j < 7 tal que
a;(c) = a(c,y), para cierta variable y # x (porque x no aparece en la demostra-
cion) y a;(c) = Aua(c,u). Entonces a;(x) = Auay(z,u), que es consecuencia
por IG de o (z) = a;(x, ). "

Como consecuencia demostramos que todo conjunto consistente de senten-
cias se puede ejemplificar sin perder la consistencia, es decir, que si tenemos
una sentencia del tipo Vu a(u), podemos anadir una sentencia que diga que
una constante “nueva’ es un ejemplo de objeto que cumple «(x):

Teorema 7.36 Sea I' un conjunto consistente de sentencias de un lenguaje
formal £, una de las cuales sea \lua(u). Sea c una constante de £ que no
aparezca en ninguna de las sentencias de T'. Entonces T'U {a(c)} también es
consistente.

DEMOSTRACION: Supongamos que I' U {a(c)} es contradictorio. Entonces
I' b —a(e) (por reduccion al absurdo, pues suponiendo «(c) podemos probar
una contradiccion). Sean 71, ...,7, las premisas que de hecho aparecen en la
deduccion de —«a(c) Tenemos, pues, que

A Ay Foale).
Por el teorema de deduccion:
Fyr A Ay — —ac).

Teniendo en cuenta que ¢ no aparece en el antecedente de la implicacion, si =
es cualquier variable que no se use en la demostracion, el teorema anterior nos
da que

Fyi A Ay = na(z),

luego I' - —a(z), pero esta deduccién se puede completar pasando a Au—a(u)
y de ahi a =\/u a(u), con lo que I resulta ser contradictorio, ya que contiene la
sentencia \u a(u). "

Ahora consideramos un conjunto I" de sentencias de un lenguaje formal £
y vamos a ver que podemos ejemplificar simultaneamente todas las sentencias
de I'. Para ello llamamos £* al lenguaje formal que resulta de anadirle a £ un
conjunto infinito C' de nuevas constantes.'?

10Esto requiere que haya infinitos ntimeros naturales que no sean signos de £, lo cual es una
condicién que podemos anadir a la definicién de lenguaje formal sin pérdida de generalidad,
pues podemos elegir los nimeros naturales con los que representamos cada signo de un lenguaje
formal, y nada nos impide elegirlos de modo que queden infinitos sin usar.
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Sea S el conjunto de todas las semiférmulas de £* con una tnica variable li-
bre (de tipo ligado). El teorema 7.23 nos proporciona una enumeracion creciente
F:N — S, de modo que podemos representar F(n) = oy, (uy,). Por simpli-
cidad escribiremos «;,(u), entendiendo que u es una variable distinta en cada
semiférmula «v,,. También podemos definir recurrentemente c¢,, como la minima
constante de C' que no aparece en ninguna de las semiférmulas ag,...,a, y es
mayor que todas las constantes ¢;, con i < n. Definimos entonces las sentencias

Nn = \/u Oén(U) — Oén(Cn);

de £*, de modo que cada ¢, no aparece en las sentencias 7; con i < n, y es
facil ver que el principio de A%-comprension nos permite definir'® el conjunto
E formado por todas ellas.

Llamamos ' = ' U E. El teorema anterior nos permite probar que I'" es
consistente. En efecto, si fuera contradictorio, existiria una deduccién de una
contradiccién con premisas en I'T, pero en ella sélo apareceria un ntimero finito
de premisas de E, que estarian entre 7g, ..., 7,_1, para cierto n. Asi tendriamos
queI',, = TU{no,...,n,_1} seria contradictorio. Sin embargo, por X{-induccién
sobre n podemos probar que estos conjuntos son consistentes.

En efecto, estamos suponiendo que I'g = I' es consistente y, si I';, es consis-
tente pero no lo fuera T',, 11, entonces Iy, F =, (por reduccion al absurdo), luego
T, = Vuay,(u) A =ay(cn), pero entonces T', U{Vu v, (u) } es consistente (ya que
si pudiéramos probar una contradiccion con estas premisas, también podriamos
probarla a partir de I';,, pues la ultima premisa se puede deducir), y el teorema
anterior nos da (teniendo en cuenta que ¢, no aparece en I', U{Vu a,(u)}) que
I U{Vua,(u),an(cn)} es consistente, cuando tenemos que de él se deducen
tanto ay,(¢,) como su negacion.

Con esto tenemos todo lo necesario para demostrar un teorema fundamental:

Teorema 7.37 (LKDg) (Teorema de completitud seméantica de Gédel)
Un conjunto de férmulas de un lenguaje formal es consistente si y sdlo si tiene
un modelo.

En realidad demostraremos este teorema sin usar directamente el lema de
Konig débil. Usaremos tinicamente el lema de Lindenbaum. Luego demostrare-
mos que el teorema de completitud implica LKD, con lo que las tres afirmaciones
seran, de hecho, equivalentes sobre ACRy.

Continuando con el razonamiento precedente, a partir de un conjunto con-
sistente I' de sentencias de £ hemos construido el conjunto I'*" de sentencias de
L* y ahora el lema de Lindenbaum nos da que existe un conjunto consistente
maximal I'* de sentencias de £* que contiene a I'". Observemos que I'* est4
ejemplificado en el sentido siguiente:

1La definicién de E es totalmente constructiva, de modo que el conjunto E puede definirse
mediante una férmula en ARP exactamente igual que se definen los términos, las féormulas,
las deducciones, etc.
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Una sentencia de la forma Vua(u) de £L* estd en T* si y sdlo si
existe una constante ¢ € C tal que a(c) € I'*.

En efecto, existe un n tal que la sentencia dada es \ua,(u), y entonces,
llamando ¢ a la constante c,, tenemos que 1, = Vua(u) — afc) esta en I'H,
luego en I'*. Por lo tanto, si Vua(u) € I'*, se cumple que I'* - a(c) y, por la
maximalidad, a(c) € I'*.

Reciprocamente, si a(c) € T'*, obviamente I'* F Vu a(u), luego Vu a(u) € T'*
por la consistencia maximal.

A su vez, esto implica un resultado analogo para generalizaciones:

Una sentencia A\ua(u) de £* estd en T* si y sdlo si para toda cons-
tante ¢ € C se cumple a(c) € T™.

Si Aua(u) € T* pero existiera una constante ¢ € C tal que a(c) ¢ I'*,
entonces —a(c) € T*, luego T'* - =Aua(u), y asi I'* serfa contradictorio.

Reciprocamente, si Aua(u) ¢ I'*, entonces =Aua(u) € T'*, luego T* F
Vu —a(u), luego por la propiedad precedente existe una constante ¢ € C' tal que
—a(c) € T*, luego a(c) ¢ T*.

Vamos a construir un modelo de I' de universo'?

— / r / 1 *
M={c|lceCAN <c=c ¢T*}.

En primer lugar observamos lo siguiente:

Si t es un designador de L*, existe una tunica constante ¢ € M tal
r 1 *
que c=1t €TI*.

En efecto, se cumple que - Vu(u = t), luego Vu (u =t) € T*, luego he-
mos visto que existe ¢ € C tal que c=1t' € I'*, y podemos tomar la minima
constante ¢ que cumple esto. Esto hace que ¢ € M, pues si existe otra cons-

tante ¢’ < c tal que =c ¢ I'*, entonces I'* + o = tj, lo cual contradice la
minimalidad de c.

Similarmente concluimos que ¢ es tinica, pues si hubiera otra ¢’ (por ejemplo,
con ¢ < c¢), tendriamos que e = t—',rc' —t eT* , luego T ¢ = ¢, luego
'=ce I'*, en contra de la definicion de M.

Asi pues, podemos definir
I={u|Vtec <u(u=(t,c), N\t €Des(L*) ANce M A'c=t'€T")},

con lo que I : Des(L*) — M es la aplicacion que a cada designador ¢ de £* le
asigna la inica constante de M que cumple (I(t) =t) € I'*.

Mas en general, se cumple:

12Usamos angulos de Quine para representar las férmulas de £ o £* tinicamente cuando sin
ellos las expresiones puedan resultar ambiguas o simplemente dificiles de leer.
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Si t1,t2 son designadores de L*, entonces I(t1) = I(t2) si y solo si
I al *
ti =1ty €I,
En efecto, si I(t1) = I(t2) = ¢, entonces fe=t,"c=ty eI'*, luego tenemos
que I'* F t; = t5, luego "t =ty € I'*. Reciprocamente, si Tt =ty € T* y
c=1I(ty), también "¢ = t; ' € T*, luego I'* I ¢ = ty, luego I(t3) = c.

Ahora podemos restringir a M los resultados precedentes y anadir uno méas
sobre existencia con unicidad:

1. Una sentencia de la forma Vua(u) de £L* estd en T* si y sdlo si existe
una constante ¢ € M tal que a(c) € T™.

2. Una sentencia \ua(u) de L* estd en I'* si y sélo si para toda constante
c € M se cumple afc) € T*.
1

3. Una sentencia Vua(u) de L* estd en T* si y sdlo si existe una tinica
constante ¢ € M tal que a(c) € T*, y en tal caso I(ula(u)) = c.

En efecto: 1. Si Vua(u) € T'*, hemos probado que existe una constante
¢ € C tal que a(c) € T, asi como que existe una constante ¢ € M tal que

c=¢' eT*. Entonces I'* - a(c), luego a(c) € I'*. El reciproco es trivial.

2. Si para toda constante ¢ € M se cumple «a(c) € T'*, para toda constante
¢’ € C se cumple que existe ¢ € M tal que c=c"€ T'*, con lo que T'* F a(c),
luego a(d) e T* y hemlos visto que esto implica que Aua(u) € T*.

3. Por definicion, Vua(u) = VoAu(a(u) <> u = v). Por 1. esta sentencia
estd en I'* si y solo si existe ¢ € M tal que Au(a(u) < u = c) € I'* y por 2. esto
sucede si y sélo si para toda constante ¢’ € M se cumple (a(c') <» ¢ =¢) € T,

lo cual equivale a su vez a que a(c’) € T* siy solo si ¢/ = c¢. Asi acabamos de
1

probar que Vua(u) € I'* si y solo si existe una constante ¢ € M que es la tinica
para la que se cumple «a(c) € T'*.

Ademas, si ¢/ = I(u|a(u)), tenemos que (¢’ = u|a(u)) € T'*, luego si supone-
1
mos que Vua(u) € T* tenemos I'* F a(c’), luego a(c’) € T, luego ¢’ = ¢, luego
I(ula(u)) = ¢

Por otra parte, como F (ulu = u) = (v|v = v), tenemos que d = I(u|u = u)
no depende de la variable u, por lo que nos referiremos a esta constante d € M
como “la descripciéon impropia”.

Ahora es facil dotar a M de estructura de premodelo de £*. Por razones

técnicas, llamamos M al conjunto que hasta ahora habiamos llamado M, y
definimos ~
M°={v|Ve<v(v=(0,c), Ace M)},

de modo que M = M. A su vez, definimos

M= {v|Ved <v(v={(1,{c, c’>2>2 A c € Const(L*) A =1(c))}
U{<1’ <|7d>2>2}"
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Asi -
M : Const(L*)U{|} — M
es la aplicacion dada por M{(c) = I(c) y Mi(]) = d.
Ahora tenemos que definir M 2 de modo que, para cada funtor n-adico f de
L, se cumpla que (M22)Ji : M™ — M y para cada relator n-adico R de £ se
cumpla que (M3)r C M™. Escribir explicitamente la definicion de M? seria

farragoso, asi que vamos a indicar tnicamente como se definen las funciones
2 ; 2) .
(M3)y vy relaciones (M3)g:

(M3)¢(er, - ven) =I(f(cry- o en)),
(MS)R(Cla"'aCn) Axs R(cl7"'acn) € .

(Notemos que asi (MZ2)— es la identidad en M). Es pura rutina comprobar que
estas definiciones pueden reunirse en una tnica definicién de un conjunto M?2.
Asi, si llamamos M = M°U M' U M?, tenemos que M es un premodelo de £*.
Pero en realidad vamos a completar la definicion de modo que M = M°U MU
M? U M3 sea, de hecho, un modelo. Definir M3 equivale a definir M(t)[v] y
M E «afv] para todos los pares de Pyy.

Si (0,v), € Py, de modo que x,...,x, son las variables (libres o ligadas)
que estan libres en la semiexpresion 6, entonces cada v(z;) es una constante
de £*, luego podemos definir

o] = V@

y asi v[f] es un designador o una sentencia de £* segtn si 6 es un semitérmino
o una semiférmula de £*. En particular, si 6 no tiene variables libres, tenemos
que v[f] = 0. Definimos

M) = I([t]), M E afv] < v[a] € T*.

Es claro que podemos definir M3 adecuadamente para que la funcion M (t)[v]
y la relacion M E «afv] sean las que acabamos de definir. Ahora vamos a com-
probar que, con ellas, M es ciertamente un modelo de £*. En efecto:

1 M(@)[t] = I(vfe]) = I(v(x)) = v(a).
2. M(c)[v] = I(v]c]) = I(c) = M(c).
3. M(f(h . t)[e] = T0[f (b t)]) = I(Flt1] - 0fta])):
En el ultimo paso hemos usado la definicion de la sustitucién de variables

por términos. Llamemos ¢; = M(¢;)[v] = I(v[t;]). Por definicion de I, se
cumple que (¢; = v[t;]) € T*, luego

b fft, oo ftal) = Ferse o en),
luego la igualdad esta en I'*, luego
I(f(v[tlL s av[tn])) = I(f(clv cee ’Cn)) - M(f)(clv oo ’Cn) -
M(f)(M(tl)[UL s 7M(tn)[v])'
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ME R(ty,... tn)[] & v[R(t1, ... ta)] € T* ¢ R(v[t1], ... v[ta]) € T*.

Con la misma notacién del apartado precedente, como (¢; = v[t;]) € I'*,
tenemos que

(R(u[t1], ... v[ta]) < Rlc1,...,cn)) € T*,
luego
R([t1],...v[ta]) € T* ¢ R(cn,...,cn) € T* & M(R)(c1,....cn) ¢
M(R)Y(M(0)[ol, ., M(ta) o).
M E —afv] ¢ —w[a] € T* < vfa] ¢ I* ¢ =M E afy].
MFE (aV B)[v] « v[a] Vv[B] € T* < v[a] € T* Volp] € T*
& MEafv] vV M E Bly).

Si a(u) es una semiférmula, entonces, si llamamos v*[a] a la formula que
resulta de sustituir las variables libres z; de o por v(x;) pero sin sustituir la
variable ligada u, aplicando en el primer paso la definicién de sustitucion,
tenemos que

M E Nua(u)v] < Auv*[a](u) € T* < Ac € M v¢[a] € T*

< Ne € M E ave],

y
M E Vua(u)v] < Vuv*[a](u) € T* < Ve € M vé[a] € T*
< Vee ME afvl).
Con la notacion precedente, M (u|a(u))[v] = I(u|v*[a](u)). Supongamos

que existe un dnico ¢ € M tal que M E a(u)[vS], que es lo mismo que
M E v*[a](c). Hemos probado que esto implica que I(u|v*[a](u)) = c.

Si, por el contrario, no existe un unico ¢ € M tal que M F a(u)[ve],

1
es decir, tal que M F v*[a][c], esto implica que Vuv*[a](c) ¢ T*, luego
1

=Vuv*[a](c) € T*, luego I'* I u|v*[a](u) = ulu = u, luego I (u|v*[a](u)) =
I(ulu = u), que es la descripcion impropia de M.

Con esto tenemos probado que M es un modelo de £* y, ademés, para

cada sentencia « de L£*, tenemos que M F « si y s6lo si a« € I'*. En otras
palabras, I'* = T(M*) es el conjunto de todas las sentencias verdaderas en M.
En particular, M FT.

Obviamente, podemos modificar la definiciéon de M para que no interprete

las constantes de C, ni las formulas de £* que las contengan, y asi M se restringe
a un modelo de £ tal que M FT.
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Asi hemos probado que todo conjunto consistente de sentencias de £ tiene un
modelo. Falta probar que lo mismo vale para conjuntos de formulas arbitrarias,

pero esto es inmediato sin més que tener en cuenta que, si a(z1,...,2,) es una
formula con las variables libres indicadas y definimos su clausura universal como
a® = Nuy -~ upaluy,. .., u,), cualquier modelo cumple

M E «asiy solosi M E af,

luego, si llamamos I'® al conjunto de todas las clausuras universales de las for-
mulas de ', se cumple que M E I si y s6lo si M E I'°. Por lo tanto, si I' es un
conjunto consistente de formulas de £, vemos que I'® es un conjunto consistente
de sentencias de £ (pues si de I'“ se sigue una contradiccién, también podemos
obtenerla a partir de I', demostrando cada premisa a® a partir de o usando
IG). Por la parte ya probada, I'® tiene un modelo M que, segin acabamos de
observar, es también un modelo de T'.

Ya hemos senalado tras la definicién de consistencia que el reciproco es evi-
dente, es decir, que si I' tiene un modelo entonces es consistente, por lo que
tenemos probado el teorema de completitud. m

Aunque el teorema al que hemos llamado “teorema de completitud semén-
tica” es el mas usado en la practica, el nombre es mas adecuado para la conse-
cuencia siguiente:

Teorema 7.38 (LKDg) (Teorema de completitud seméantica de Gédel)
Si T es un conjunto de formulas de un lenguaje formal y o es una formula tal

que T' F «, es decir, que o es verdadera en todos los modelos de T', entonces
I'kFa.

DEMOSTRACION: Si no I' - a, entonces I' U {—a} es consistente, pues si
fuera contradictorio podriamos deducir o de I' por reduccién al absurdo. Por
la version que hemos probado del teorema de completitud, I' U {—«} tiene un
modelo M, que es, pues, un modelo de I' en el que « es falsa. m

Esto significa que el calculo deductivo es completo en el sentido de que si
no permite deducir una féormula « de un conjunto de premisas I, ello se debe
necesariamente a que es posible que las premisas sean verdaderas en un modelo
en el cual « sea falsa, por lo que no podemos decir que « sea consecuencia logica
de las premisas. Dicho al revés, siempre que una férmula es una consecuencia
logica de unas premisas en el sentido semantico de que es verdadera siempre que
las premisas son verdaderas, el calculo deductivo que hemos definido permite
deducir formalmente « a partir de las premisas.

Ahora ya podemos probar (en ACRy):
Teorema 7.39 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. El lema de Ko6nig débil: Todo drbol binario infinito tiene un camino.

2. El lema de Lindenbaum: Todo conjunto consistente de sentencias de
un lenguaje formal de primer orden L puede extenderse a un conjunto
consistente maximal.
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3. El teorema de completitud semantica Un conjunto de formulas de
un lenguaje formal de primer orden es consistente si y sélo si tiene un
modelo.

4. El teorema de compacidad Si I' es un conjunto de formulas de un
lenguagje formal de primer orden tal que cada subconjunto finito de ' tiene
un modelo, entonces I' tiene un modelo.

DEMOSTRACION: Ya hemos demostrado que 1 = 2 = 3. La implicacién 3
= 4 es muy simple: si I' no tiene un modelo es que no es consistente, luego
existe una deduccién de una contradicciéon con premisas en I', pero en ella sélo
se usara un conjunto finito de premisas I'y, que sera, pues, contradictorio, luego
no tendra un modelo.

Falta probar que 4 = 1. Para ello consideramos un lenguaje formal de primer
orden cuyos tnicos signos eventuales sean un relator monédico R y un conjunto
infinito de constantes cg,c1, ca, ... Llamaremos p = R(c,) vy pL = —R(c,).
Formalmente, tenemos una aplicacion P : N x {0,1} — Sent(£) tal que
P(n,i) = pj,.

Supongamos ahora que A C 2<% es un arbol infinito. Para cada n, llamamos
A, ={s|s € ANALs)=n}, que es un conjunto finito no vacio. Para cada

s € A de altura n > 1, llamamos o(s) = A p;‘. Para cada n > 1, definimos
i<n

on =\ o(s).

SEA,

Notemos que podemos definir el conjunto I' formado por todas las senten-
cias 0,. Por ejemplo, teniendo en cuenta que cada una es una disyuncion de
sentencias de longitud mayor o igual que n, se cumple que n < g, por lo que
podemos definir

r={a|Vn<aa=o0,},

y la definicion es A9. También podemos definir
I'n={a|Vi<na=o0,}.

Observemos que, para cada s € 2<%, se cumple que o(s) tiene un modelo M.
Si ¢(s) =n > 0, basta tomar como universo el conjunto M,, = I,,, interpretar

1 sii<n
M"(C"):{o sii>n.

A su vez, definimos M, (R)(%) <> s; = 1. El hecho de que el universo de M,, sea
finito permite convertir sin dificultad al premodelo que acabamos de definir en
un modelo de £ de modo que M,, E o(s). A su vez, esto implica trivialmente
que M, F o,.

Por otra parte, si £(s) = n + 1, tenemos que o(s) = o(s|,) A pi, por lo
que F o(s) = o(s|n), y esto hace que - 0,41 — 0y, PUes opt1 y 0y son dos
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disyunciones tales que cada término de la primera implica uno de los términos
de la segunda. Por lo tanto, M,, F T',,, y esto implica que todos los subconjuntos
finitos de I'" tienen un modelo. Por el teorema de compacidad, podemos concluir
que I' tiene un modelo M.

Definimos F : N — {0, 1} mediante F(n) = 1 ++ M E p, y basta ver que
F es un camino en A. Para ello tenemos que probar que An F™ € A. Tomemos
un n y supongamos que t = F™ ¢ A. Equivalentemente, ¢t ¢ A,. Entonces,
si s € A, existe un i < n tal que s; # t;. Sit; = 1 tenemos que M E p;,
mientras que s; = 0, luego F o(s) — —p;, por lo que M E —o(s). Igualmente,
si t; = 0 tenemos que M E —p;, mientras que - o(s) — p;, luego M F —o(s) en
cualquier caso, y esto vale para todo s € A,,, luego M F —0,, y tenemos una
contradiccién. [

7.5 Modelos no estandar

Segin acabamos de ver, el teorema de completitud semantica nos asegura
que el calculo deductivo es exactamente lo que tiene que ser, en el sentido de
que no seria admisible otro distinto de K que permitiera extraer més conse-
cuencias de unas premisas dadas, y es el ejemplo bésico de que definir un céalculo
deductivo formal no es meramente dar arbitrariamente unos axiomas y reglas de
inferencia y ya esté, sino que es necesario (o, al menos, deseable y —dado que
es posible— exigible) comprobar que tales axiomas y reglas realmente capturan
la nociéon informal de deduccién légica, precisamente en el sentido en que lo
justifica el teorema de completitud semantica, lo cual requiere algo de metama-
tematica adicional, y ya hemos comprobado que los supuestos metamateméaticos
necesarios para probar el teorema de completitud seméantica son (a lo sumo) los
que expresa la teoria LKDy.

Ahora vamos a ver que, sorprendentemente, el teorema de completitud se-
mantica también pone de manifiesto una debilidad esencial de la légica formal
respecto del razonamiento intuitivo. Vamos a ver que ninguna teoria axiomé-
tica formal puede determinar el concepto de “nimero natural” o el de “conjunto
finito”.

En efecto, supongamos que el lector pretende determinar el concepto de
“ntmero natural” a partir de una definiciéon formal adecuada en una teoria axio-
maética formal adecuada. Dejamos que el lector elija la teoria T que considere
oportuna, sobre el lenguaje formal £ que considere oportuno. En dicha teoria,
el lector puede elegir una férmula, que podemos representar por z € N, que
constituya su definicién formal de ntimero natural.'® En la teoria T se tendran
que probar algunos hechos basicos sobre los niumeros naturales. Como minimo,
tendra que haber un designador de £ al que podemos llamar 0 y un término z’
de £ con la variable z libre de modo que en T se puedan demostrar los teoremas
siguientes:

13Por ejemplo, un intento puede ser la férmula x € w definida en 5.14 en la teoria basica de
conjuntos B.
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1. 0 e N,

2. Nu(u e N— v €N),

3. Nu(u € N — v’ #0),

4. Nuww(u e NAveENAU =0 — u=v).

No vamos a suponer nada més. El lector puede disenar una teoria T' ade-
cuada y, en ella, formular una definicién adecuada del concepto de “ntimero
natural” de modo que sea posible demostrar todos los resultados razonables
sobre niimeros naturales que considere necesarios para asegurar que los obje-
tos que cumplen su definicién seran necesariamente los ntimeros naturales en el
sentido intuitivo que sabemos darle a este concepto. La tnica limitacion que
imponemos a la creatividad del lector es que la teoria T resultante tiene que ser
consistente, pues si fuera contradictoria, en ella se podria demostrar cualquier
cosa y no tendria ningin valor.

Bajo estos minimos supuestos podemos definir numerales en £, es decir, los
términos de la forma

/ /! /1 "
0, 0, 0%, 07, 07,

Mas precisamente, a cada nimero natural informal n le podemos asignar el
numeral que consta de un 0 y n “comitas” o, en otros términos:

0@ =0, 0D = (oM.

Aplicando repetidamente los teoremas 1 y 2 vemos que, para todo niumero
natural n, se cumple I;O(") eN.

Si la teoria T es consistente, sabemos que tendra un modelo M, y si el
lector ha tenido éxito caracterizando formalmente los nimeros naturales, deberia
cumplirse que los tnicos objetos a € M que cumplen M F (z € N)[v?] fueran
los objetos denotados por los numerales, es decir:

ap = M(O), ay = M(OI), as = M(O//), as = M(OH/),

El problema es qué requisitos imponer a una definicién formal de “ntumero
natural” que nos permitan asegurar que, en cualquier modelo de nuestra teoria,
los objetos que cumplen la definicién sean el cero y los que se obtienen del cero
mediante un ntmero finito de aplicaciones de la operaciéon “siguiente”. jPero
vamos a ver que eso es imposible!

Tomemos un lenguaje £* que conste de los mismos signos que £ mas una
nueva constante ¢ y consideremos las formulas

pn(x)=2eNAT A0 Az £0D Ao Az #£0M),

Usando las cuatro sentencias que suponemos demostrables en T es facil ver
que
= 6u(0 ),
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Veamos ahora que, en la teoria sobre £* que tiene los mismos axiomas que T,
no se puede demostrar la formula —¢,,(c). En efecto, si se pudiera, llamamos «
a la conjuncion de los axiomas de T que aparecen en la demostracion. Podemos
suponer que son sentencias, sin mas que cuantificar universalmente todas sus
variables libres. Entonces el teorema de deduccién nos da que

F(a— —¢n(c),

y el teorema 7.35 implica entonces que F (@ — —¢,(z)) (y la demostracion
muestra que en la demostraciéon no aparece la variable ¢, por lo que se trata de
una demostracion en la teoria T' original, sobre el lenguaje £), lo que a su vez
implica que l;ﬁ(bn (x), de donde, introduciendo el generalizador y eliminandolo

después, concluimos que ;ﬁqbn(o(”“)), y resulta que la teoria T' es contradic-
toria, en contra de lo supuesto.

Reciprocamente, si T es consistente, tenemos que —¢,,(c) no es un teorema
de T, luego la teoria T, que resulta de tomar como axioma adicional la férmula
¢n(c) también es consistente. (Si fuera contradictoria, suponiendo ¢, (c) en T
podriamos demostrar una contradiccion, luego tendriamos una demostracion de
=y, (¢) por reduccion al absurdo).

Llamamos I' al conjunto formado por los axiomas de T" mas todas las for-
mulas ¢,,(c), y observamos que todo subconjunto finito de I' es consistente.

En efecto, 'y es un subconjunto finito de I' y fuera contradictorio, lo segui-
ria siendo al anadirle mas férmulas, luego podemos suponer que consta de un
namero finito de axiomas de T maés las formulas ¢g(c), . .., ¢, (c). Ahora bien, si
i < n, tenemos que ¢, (c) implica ¢;(c), luego podemos eliminar todas las ¢;(c)
con ¢ < n y concluimos que también seria contradictoria la teoria 7,,, cuando
hemos visto que no es asi.

Por el teorema de compacidad 7.39, tenemos que I' es consistente, es decir,
que la teoria T* que resulta de anadirle a T todos los axiomas ¢, (c) es consis-
tente, y por el teorema de completitud tiene un modelo M, que, en particular,
es un modelo de T'.

Llamemos
apg = M(O), a1 = M(Ol), as = M(ON), as = ]\/[(O/N)7

Puesto que I;O(") € N tenemos que todos los a,, son objetos del universo del

modelo que cumplen la definicién de ntumero natural (cualquiera que sea la que
hayamos elegido), pero, si llamamos £ = M(c), el hecho de que ; ¢n(c) implica
que £ también cumple la definicién de nimero natural, asi como que £ # a.,.
Por lo tanto, £ es un objeto del universo del modelo M que cumple la definicion
formal de namero natural que hemos adoptado (cualquiera que sea), pero que
es distinto de todos los ntimeros denotados por los numerales.

En suma: hemos probado que existe un modelo M de la teoria T en la que
hay un objeto que cumple nuestra definicion de nimero natural, pero es distinto
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del cero (el objeto denotado por 0), del uno (el objeto denotado por 0'), del dos
(el objeto denotado por 0”) y, en general, que es distinto de todos los ntimeros
naturales que se obtienen del cero aplicando la operaciéon “siguiente”. Y lo
notable es que esto es asi sea cual sea la definicion que demos de ntimero natural
y de lo potente que sea la teoria axiomética en la que formalicemos la definicion.
Aunque tratemos de dar una definicién formal de “ntimero natural” en una teoria
de conjuntos potente como ZFC y por mas precisiones que incluyamos en ella
(mientras no perdamos la consistencia) no podremos evitar que nuestra teoria
tenga un modelo en el que nuestra definicion la satisfaga un objeto que no sea
ninguno de los que se obtienen del objeto que cumple nuestra definicion de “cero”
aplicandole sucesivamente nuestra definicion de “siguiente”, con lo que podemos
afirmar que cualquier definicion formal de “nimero natural” no determina los
numeros naturales.

El formalista radical que tacha la matematica intuitiva de “imprecisa” tiene
que afrontar que la unica definicién precisa del concepto de “ntimero natural” es
la definicion intuitiva segun la cual los ntimeros naturales son conceptos abstrac-
tos determinados por el hecho de que hay un primer nimero natural llamado
“cero”, por que todo ntimero natural tiene un “siguiente” (distinto de todos los
precedentes) y por el hecho de que no hay mas nameros naturales que los que se
obtienen del cero mediante sucesivos pasos al siguiente. Esto altimo no puede ser
exigido por ninguna definicion formal, luego toda definicion formal de nimero
natural es incapaz de precisar lo que la definicién intuitiva si que precisa.

Se dice que modelo M de una teoria T en las condiciones anteriores es un
modelo estdndar si los tinicos objetos de su universo que satisfacen la definicion
de “ntmero natural” son los denotados por los numerales. En caso contrario se
trata de un modelo no estindar, y los objetos que satisfacen la definiciéon de
nimero natural se dividen en nimeros naturales estandar y nimeros naturales
no estdndar. Hay que entender que los niimeros naturales no estandar de un
modelo no estdndar no son nimeros naturales en el sentido de que no se corres-
ponden con ningin nimero natural intuitivo, pero son formalmente ntimeros
naturales en el sentido de que satisfacen la definiciéon formal de naimero natural
que hayamos adoptado.

Hemos demostrado que toda teoria axiomatica consistente en la que se haya
dado una definicién de nimero natural que cumpla las condiciones minimas que
hemos exigido admite inevitablemente modelos no estandar.

Si en la teoria considerada se puede demostrar al menos el teorema 6.4 (para
lo cual basta con que interprete a Q), entonces es obvio que en un modelo no
estandar un ntmero natural no estandar es necesariamente mayor que todos
los niimeros estandar (lo que dice 6.4 es que todo numero menor o igual que
un ndmero estandar es estandar). Por ello, a veces a los nimeros naturales no
estandar se les llama también “nimeros naturales infinitos”, es decir, ntiimeros
naturales (objetos que cumplen formalmente la definicion de ntimero natural)
que son mayores que todos los nimeros estandar y que, por consiguiente, tienen
por debajo infinitos nimeros naturales.
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No obstante, hay que insistir en que el hecho de que cualquier teorfa aritmé-
tica consistente admita modelos no estandar no contradice que cualquiera de las
teorias aritméticas que hemos estudiado, como ARP, I¥{, AP, KPg,, ZFCgy,
ACRg, ACAy, etc., cumplen su cometido de permitirnos demostrar formalmente
teoremas sobre nimeros naturales con la garantia de que todos los teoremas se
pueden interpretar como afirmaciones verdaderas sobre los ntiimeros naturales
intuitivos,'* sin perjuicio de que también sean verdaderas sobre otros objetos
exoticos (los nimeros naturales de los modelos no estandar de la teorfa).

Conjuntos finitos Veamos ahora que sucede lo mismo con el concepto intui-
tivo de “conjunto finito/infinito”: ninguna definiciéon formal determina inequi-
vocamente la finitud.

Aunque se podria probar bajo hipdtesis aiin més generales, supongamos que
el lector fija una teoria axiomatica T' con las caracteristicas siguientes:

1. T es consistente.

2. En T hemos definido los nimeros naturales de modo que se cumplan las
mismas condiciones minimas que antes.

3. En T hemos definido una férmula “x es un conjunto finito”, de modo que
puede demostrarse la existencia del conjunto I,, de los niimeros naturales
menores que uno dado n y que se trata de un conjunto finito.

En particular, esto se cumple si en T' se puede demostrar que el conjunto
vacio es finito y que, si z es un conjunto finito, entonces todo conjunto de
la forma a U {a} es finito, asi como un principio de induccion aplicable a
la férmula “el conjunto I, es finito”.

En estas condiciones, en un modelo no estandar de T, el conjunto de los
nimeros naturales menores que un ntimero no estandar dado es un conjunto que
cumple la definicion de finitud, pero que contiene a todos los nimeros naturales
estandar, por lo que en realidad es infinito.

Asi pues, la nocién intuitiva de finitud, segin la cual un conjunto es finito
si es posible enumerar sus elementos de modo que el proceso de enumeracion
termine, no es formalizable. Cualquier intento razonable de definir formalmente
la finitud admitird una interpretacion en la que un conjunto infinito satisfara la
definicién formal de conjunto finito.

Conjuntos y colecciones de objetos Otra consecuencia de la existencia de
modelos no estandar es que no podemos identificar ningtin concepto formal de
“conjunto” con el de “coleccion de objetos”, en el sentido de que cualquier teoria
de conjuntos en la que se puedan definir los nimeros naturales admite modelos
en los que existen colecciones de niimeros naturales que no son los elementos de
ninguno de los conjuntos de la teoria.

14Prescindiendo de tecnicismos, como en que en teorias como ZFC se cumplan tecnicismos
como que 3 = {0, 1,2}, que no es ni verdadero ni falso en términos intuitivos, sino simplemente
un sinsentido.
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En efecto, en un modelo no estandar M de cualquier teoria de conjuntos,
o en cualquier teoria aritmética de segundo orden (y hemos visto que siempre
hay modelos no estandar, si la teoria es consistente) no hay ningin objeto (nin-
gin conjunto) al que pertenezcan exactamente los niimeros naturales estandar,
supuesto que en la teoria se pueda demostrar que

AX(XCNAOEXAAR(nENAREX = n'€X)— X =N).

En efecto, si en M existiera el conjunto de los niumeros naturales estandar, en
virtud de este teorema serfa el conjunto de todos los nimeros naturales, luego
no habria nimeros no estandar. Asi, tenemos una coleccion de objetos bien
definida (todos los objetos del modelo M que son denotados por un numeral)
que no constituyen ninguno de los conjuntos considerados en la teoria, segtn la
interpretacion fijada por M.

En general, cualquier modelo de cualquier teoria de conjuntos razonable
permite interpretar los conjuntos de la teoria como ciertas colecciones de objetos,
pero no es necesariamente cierto que cualquier coleccién de objetos del universo
del modelo se corresponda necesariamente con un conjunto. Ya conociamos
ejemplos de esta situacion, pues sabemos que en un modelo de la teoria de
Zermelo Z no puede haber un conjunto que contenga a todos los conjuntos, pero
“el conjunto de todos los conjuntos” seria algo muy grande y abstracto. Sin
embargo, ahora tenemos ejemplos de meras colecciones de niimeros naturales que
no pueden ser conjuntos. Mas precisamente jla coleccion de todos los ntimeros
naturales “de verdad”, los estdndar, no puede ser un conjunto en un modelo no
estandar!

Tenemos asi varios ejemplos de reflexiones sobre el alcance de la logica formal
que, si bien no son imprescindibles para usar la légica como fundamentacion de
la matematica, son hechos relevantes para entender cabalmente dicho alcance
que no puede entender un formalista radical empenado en que la matematica
informal es algo “poco riguroso” que puede ser “orientativo” a efectos pedagogi-
cos, pero totalmente prescindible cuando se trata de ser preciso y riguroso. Por
el contrario, acabamos de ver varios razonamientos necesariamente informales
totalmente precisos y rigurosos que muestran limitaciones notables muy concre-
tas de la logica formal que no dejan de ser ciertas porque alguien se niegue a
enfrentarse tales razonamientos tachandolos de “informales”.

7.6 El axioma de comprensiéon aritmética

Recordemos (definicion 7.5) que la teoria ACAg se obtiene de ACRq exten-
diendo el principio de A9-comprensién al principio de comprensiéon aritmética
ACA, que afirma que todas las formulas aritméticas (las formulas de primer
orden de £2) definen conjuntos. Esto hace que, del principio de X{-induccién
de ACRg, podamos quedarnos tnicamente con el caso particular

ANUOeUANu(ueU = v €U) — AuueU),
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pues, en conjuncién con el axioma de comprension aritmética, éste implica por
si solo todos los casos particulares del esquema de induccion para férmulas
aritméticas.

Asi pues, ACAy consta de un numero finito de axiomas mas el esquema de
comprensiéon aritmética. Enseguida veremos que, al contrario que AP, la teoria
ACAj es finitamente axiomatizable, pero antes vamos a ver algunos hechos més
elementales. El teorema siguiente lo tenemos ya practicamente demostrado:

Teorema 7.40 Las afirmaciones siguientes son equivalentes en ACRg:
1. El axioma de comprension aritmética.
2. El principio de X\-comprension.
8. SiF:X—Y yACX, existe un conjunto B tal que

An(n € B+ \/m(m € AA F(m) =n)).

4. St F: N — N es inyectiva, existe un conjunto R tal que

An(n € R < \/m F(m) = n).

El conjunto cuya existencia se afirma en 3. no es sino la imagen de A por F,
que representaremos por

F[A|=B | An(n € B+ VVm(m € AA F(m) =n)).

DEMOSTRACION: 1 = 2 = 3 = 4 son triviales, mientras que 2 = 1 es el
teorema 7.9. Solo falta probar que 4 = 2, pero esto es consecuencia de 7.24, que
afirma que, dada una férmula de tipo XY, o bien define un conjunto finito X, o
bien existe una funcion'® F': N —s N inyectiva tal que F[N] es precisamente el
conjunto definido por la férmula, luego en ambos casos existe el conjunto. =

Veamos ahora que el axioma de comprensiéon aritmética equivale al lema de
Konig que enunciamos a continuacion:

Teorema 7.41 Las afirmaciones siguientes son equivalentes en ACRg:
1. El axioma de comprension aritmética.

2. El lema de Kénig: Todo drbol infinito finitamente ramificado tiene un
camino.

3. Todo drbol infinito en el que cada modo tiene a lo sumo dos sucesores
inmediatos tiene un camino.

15En 7.24 considerabamos funciones F' : N —s N, que es més conveniente si vamos a
trabajar, en general, con funciones F' : N™ — N, pero es equivalente considerar funciones
F:N — N, pues en ACRg podemos definir la biyeccién natural N' — N.
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DEMOSTRACION: 1 = 2 Sea A un &arbol infinito finitamente ramificado. El
axioma de comprension aritmética nos permite definir

A*={s|sc ANAmVtim<tAte ANs=t)},

es decir, el conjunto de todos los nodos de A que tienen por encima infinitos
nodos de A. Como A es infinito, se cumple que 0 € A* y el hecho de que A sea
finitamente ramificado implica que si s € A*, existe un n tal que s—(n) € A*
(en caso contrario, cada sucesor inmediato de s tendria un ntmero finito de
nodos de A por encima, y lo mismo le sucederia a s).

Definimos entonces H : N> — N mediante

H = {u|Vmstn(u = ({m,s), ,t), N (s € A* Nt € A" ANt =s"(n) A

Nv<ns™(v) ¢ A*) Vv (s¢ A* At =0))}.

En otras palabras, H : N2 — N es la funcién tal que si s € A*, entonces
H(m,s) = s~ (n), donde n es el minimo nimero natural tal que s~ (n) € A*,
mientras que si s ¢ A*, entonces H(m,s) = 0. En particular, si s € A*, tenemos
que s < H(m,s). La funciéon H nos permite definir por recurrencia (véase la
nota tras el teorema 7.16) la funcion F : N — N dada por

F(0)=0,  F(n+1)=H(n,Fn)),

y por induccién se prueba que An F(n) € A* y, mas concretamente, que F es
un camino en A.

2 = 3 es inmediato. Falta probar que 3 = 1, pero, por el teorema 7.40,
basta probar (suponiendo 3) que si F' : N — N es una aplicacion inyectiva,
existe el rango F[N]. Para ello definimos el conjunto A de modo que s € A siy
solo si:

L VI =0(s) ANNij <U(F(i) =7 < s; =i+1)),
2. VIl =0(s) AN\j <l(sj >0— F(s; = 1) = n)).

Claramente, las dos condiciones son de tipo X{, pero también son de tipo IT9,
pues equivalen a

LA =10(s)—= Nij <UF(@i)=j+«s; =i+1)),
2. Nl(l=10(s) = N\j <l(s; >0— F(s; = 1) =1)).

Por lo tanto, el esquema de Af{-comprension garantiza la existencia de A.
Una vez justificado esto, podemos escribir las condiciones como

L Aij <(s)(F(i)=j > sj=i+1),

2. Nj < (s)(s; >0— F(s; ~ 1) =1).
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Es inmediato que A es un arbol. Ademaés, cada nodo s € A tiene a lo sumo
dos sucesores, pues la segunda condicién implica que si £(s) =lyt=s"(n) € A
(con lo que n = t;), necesariamente n = 0 o bien F(n ~ 1) = [, y la segunda
condicion la cumple a lo sumo un n, ya que si Fi(ny = 1) =1 = F(nz ~ 1), la
inyectividad de F' nos da que ny ~ 1 =ny ~ 1, luego ny = no.

Veamos ahora que A es infinito, para lo cual fijamos k € N. Por el principio
de X{-especificacion acotada (teorema 7.26) existe el conjunto

Y = {j < kViF(i) = j}.
A su vez, por AY-comprension, definimos el conjunto
f=n|Vi<k(fgY An={0,VGeYAVi<nn={ji+1),)}

Es claro entonces que f : Iy — N es un conjunto finito, luego su codigo [f]
es una aplicacién en sentido aritmético, para la cual estd definido su rango
(definicion 2.19) y, en virtud de la correspondencia descrita en la pagina 96, se
corresponde con un s tal que £(s) = ky A\j < ks; = f(j). Explicitamente,
tenemos que si j < k no estd en Y, entonces s; = 0, mientras que si j € Y,
entonces s; # 0y F(s; = 1) = j. Esto implica que s € A. Por lo tanto, A
contiene nodos de cualquier altura k, lo que implica que A es infinito.

Por hipédtesis, A tiene un camino G : N — A. La condicién 1. de la
definicién de A nos da que

Nij(F(i) = j < G(j) =i+ 1).
Ahora basta tomar R = {j | G(j) > 0}, y asi es claro que
Ni(ViF(i)=j ¢ j€R),
es decir, que R es el rango de F. n

En particular en ACAg se puede probar el lema de Konig débil, lo que a su
vez implica que todo teorema de LKDg es un teorema de ACAy.

La no constructividad del teorema de Ko6nig La prueba de 3 =1 en el
teorema anterior es un ejercicio de ingenio, pero el lector haria bien en reflexionar
sobre la prueba de 1 = 2, pues es un ejemplo arquetipico de argumento no
constructivo intuitivamente evidente. Aunque partamos de un arbol A tal que
dispongamos de un algoritmo para determinar si un nimero arbirtrario s es o no
un nodo de A y sepamos que A es infinito, pero finitamente ramificado, podemos
asegurar que A tiene un camino, pero no tenemos garantias de que podamos
determinar un camino concreto, en el sentido de que tengamos un algoritmo
para determinar si un nodo arbitrario s estad o no en el camino.

La prueba de la existencia de un camino se basa en que si sabemos que un
nodo s € A tiene infinitos nodos por encima, alguno de sus sucesores inmediatos
(que son un namero finito) tiene que tener también infinitos nodos por encima,
pero, en general, no tenemos un procedimiento para determinar cuales de ellos
nos sirven. Podemos asegurar que es verdad que alguno de sus sucesores tendra
infinitos nodos por encima, pero no podemos saber cuél.
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En principio, sabemos que la consistencia de I¥; (o la de ARP, en su version
original) implica la de ACRg y a su vez la de LKDy, pero este argumento implica
que, no s6lo LKDg es consistente, sino que todos sus teoremas son verdaderos en
un sentido que todavia no estamos en condiciones de precisar formalmente, pero
que consiste en que si en LKD se demuestra un “\/ X", es cierto que existe un
conjunto de niimeros naturales que cumple lo que se indica, y si se demuestra un
“AX?, lo que se afirma sera cierto para cualquier conjunto de nimeros naturales
que podamos considerar. L]

Para terminar con los hechos béasicos sobre ACAg, demostramos lo siguiente:
Teorema 7.42 ACAg es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que las sentencias siguientes (todas las
cuales son teoremas de ACAg) permiten probar en ACAq sin el axioma de
comprension aritmética todos los casos particulares de dicho esquema, luego
anadidos a los axiomas restantes de ACAq constituyen una axiomatizacion finita
de esta teoria.'® Notemos que del primero de ellos se deduce que

(zy) =222 =(z+y)(r+y+1)+2z
es una descripciéon propia. Escribiremos
(z) = =z, (1, Tn) = (X1, Tpe1) s T

Asi, por ejemplo, (z,y, z) es una abreviatura por ((z,y),z).

1
Par 1 NeyVz 2z = (z+y)(z+y+1) + 22

Par 2 Nzyzw({z,y) = (z,w) w2 =2 Ay =w)
Conjunto unitario AzVAAn(n € A < n =)

Sucesor VAAzy((z,y) € A < y = 2)

Suma VAAzyz((v,y,2) € A 2 =y + 2)

Producto VANzyz((z,y,2) € A < x = y2)

Interseccion AXYVZNu(ue Z ue X ANucy)
Complemento AXVYAu(u €Y < u ¢ X)

Dominio NAVBAz(x € B « Vy (z,y) € A)

Producto cartesiano NAVBAzy((z,y) € B <> x € A)

Relacion inversa NAVBAzy((z,y) € B + (y,z) € A)
Identidad VAAzy((z,y) € A < x =y)

Permutacion NAV BAzyz((x,y,2) € B < (y,2,2) € A)
Permutacién NAV BAzyz((z,y,2) € B + (z,2,y) € A)
Cuadrupla NAVBAzyzw((z,y, z,w) € B < (y, z,w) € A)

Es inmediato que todas estas sentencias son teoremas de ACA,. Las dos
primeras porque son traducciones de teoremas de AP, y las demas se siguen

16 Alternativamente, podemos tomar como axiomas todos los axiomas de ACAg menos el
esquema de comprension aritmética, més el conjunto finito casos particulares de dicho esquema
necesarios para demostrar las sentencias anteriores.
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facilmente del esquema de comprension aritmética. Por ejemplo, para probar el
axioma de la relacién inversa basta tomar

B ={n|Vay(n = (z,y) A {y,z) € A)}.

Ahora vamos a ver que con estos axiomas es posible demostrar el esquema
de comprensién aritmética. En primer lugar observamos que los axiomas de la
interseccion y el complemento nos permiten definir ANB, AUB, N, N\ Ay &.

De los axiomas del par se puede deducir cualquier caso particular de los
esquemas siguientes:

Azt zpyr - yn (@1, @) = Y1se ey Yn) > T =Y1 A ATy = Yy)

/\xl : "xn+p(<<xla cee 7In> y Tnly .- axn+p> = <$17 ce a$n+;v>)'

El axioma de extensionalidad nos da que el conjunto cuya existencia postula
el axioma del dominio es tnico, por lo que podemos definir

DA = B|Az(x € B+ Vy (z,y) € A).

Aplicando a DA el axioma de la relacion inversa (junto con el axioma de exten-
sionalidad) obtenemos que

/\A\l/B/\x(x € B+ Vy (y,x) € A),
lo que nos permite definir

RA = B|\z(z € B+ Vy (y,x) € A).
Enumeramos a continuacion algunos resultados mas:

1) NAVBAzy((z,y) € B >y € A).
Por el axioma de la relacién inversa al axioma del producto cartesiano.
2a) NAVBAzyz((z,y,2) € B + (x,y) € A)
2b) NAVBAzyz((z,z,y) € B & (z,y) € A)
2c) NAVBAzyz((z,2,y) € B + (z,y) € A)
Por el axioma del producto cartesiano AAV BAwz((w, z) € B < w € A).

Haciendo w = (x,y) tenemos a), y aplicando los axiomas de permutacion
obtenemos b) y c).

3) /\A\/B/\xlxny(<xla7xn7y> €B <« <l’1,...,$n> € A)

Por el axioma del producto cartesiano, haciendo x = (x1,...,xy,).

4) NAVBAz1 - 2oy - ye({T1, -y Tn, Y1, - -, Uk) € B & (21,...,2,) € A)

Por 3) aplicado k veces.



378 Capitulo 7. Ldégica de segundo orden

5) NAVBAxy - zpy((z1, ..o 01, Y, 2n) € B & (m1,...,2,) € A)

Por 2b)
6) NAVBAy1 - yrz1z2((y1, - - -, Yk, 1, T2) € B > (11, 12) € A)
Por 2¢).
Veamos ahora que, si t(z1,...,2,) es un término aritmético de primer orden

sin descriptores cuyas variables libres estan entre las indicadas, podemos probar
(por induccion sobre la longitud de t) que

VANzy - 2oy((T1, - 0, y) €Ay =t(my, ... 1))
En efecto, si t = x; por el axioma de la identidad existe un B; tal que
Nziy((zi,y) € B > 2 = y).
Si i > 1 aplicamos 6) para concluir que existe un By tal que
Awy---ziy((@, ... 2i,y) € By <3 2 = y).

Si i < n aplicamos 5) varias veces para concluir que existe un A tal que

Axlxny(<$1vaxn7y> EAH(EZ :y)

Sit = 0, por el axioma del conjunto unitario \/ BAy(y € B <+ y = 0). Basta
aplicar 1) con & = (x1,...,Zy,).

Si t = t{,, por hipdtesis de induccion existe un conjunto B tal que
Azy-znz({zy, .. 20, 2) € B 2 =tg(x1,...,70))-

Por otro lado, por el axioma del sucesor y de la relaciéon inversa, existe un C' tal
que
Nyz((y,z) € C oy =2).

Por 5) existe B’ tal que
Azy-zoyz({zy, .. 20, y,2) € B & (21,...,2,,2) € B).
Por 6) existe C” tal que
Nzy - zpyz({z1, .. 20, y,2) € C' & (y,2) € C).

Basta tomar A = D(B’' N C’).

Supongamos ahora que t = t1 + to. Sean By y B tales que
Nzy - zpz({m1,. .. 20, 2) € By <3 2 =t (21,...,70)),

ANz wpz({(m1, ... 0, 2) € By 5 2 = to(T1, ..., 20)).
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Por el axioma de la suma existe un C' tal que

Nzz120({y, 21, 20) € C <> y = 21 + 22).

Sean Bj y B} tales que
/\.’IJ] c 'xny2122(<$17 e 7$nuyvzl722> € Bi A <{171, e axn721> S Bl)

Az zpyzi20((T1, . o Ty Y, 21, 22) € By <3 (T1,..., Ty, 22) € Ba)

La existencia de B] se sigue del axioma del producto cartesiano aplicado al
conjunto dado por 5). La existencia de Bj se sigue de aplicar 5) dos veces. Por
el axioma de la cuadrupla existe C’ tal que

/\‘rl et mny2122(<x17 ey Ty Y, 21, Z2> € Cl < <y7 21, 22> € C)
Ahora basta tomar A = DD(B{NB,NC").

El caso t = t; - t3 es analogo. Veamos ahora que si ¢(x1,...,2n, X1,...,X;)
es una formula aritmética sin descriptores se puede probar

AXy - X, VAN, -2, (. ) € A @2, .oy, Xay oo, X))

En efecto, si ¢ = t; = t2 hemos probado que existen conjuntos By y B tales
que
/\xl o ~xny(<$1, e axn7y> S Bl Y= t1)7

/\(El o 'xny(<$1a e ,.’En7y> € B2 Y= t2)
Basta tomar A = D(B; N By).

Si¢p=te X, sabemos que existe un B tal que
Nzy- - 2py({my, ... 20, y) € By =1),
y por 1) existe un C tal que
Azi - zpy((@y, ... 20, y) € C <y € X).

Basta tomar A = D(BNC).
Si¢p =X =Y, basta tomar A =N o bien A = @.

Si el resultado vale para oy 8y A1 y Ao son los conjuntos correspondientes,
entonces N\ A; cumple el resultado para —«, mientras que (N\ A;) U Ay lo
cumple para o — 3.

Supongamos finalmente que ¢ = Az1). Por hipotesis de induccion existe un
conjunto B tal que

Axi - zpx((zy,. .. o0, 2) € B (21,00, 20,T)).

Basta tomar A = N\ D(N\ B).
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Finalmente observamos que, para toda formula aritmética sin descriptores
oz, z1,...,25,X1,...,X,), se cumple

AXi-- X, N\wy -2 VX N\x(z € X ¢(x)).
En efecto, hemos probado que existe un B tal que
Ny zsx((z, ..., 25,2) € B ¢, 21,...,1,)).
Por el axioma del conjunto unitario existe un C' tal que
Nx(x € C <z =(x1,...,74)).

Por el axioma de producto cartesiano existe un C’ tal que

Nyz((y,z2) € C' <y = (z1,...,2,)).
Basta tomar X = R(B N C’), pues entonces

r€X < Vy(y,2) e BNC < (x1,...,00,2) € B ¢(x,21,...,2,).

7.7 Recursion aritmética

En ACRg hemos probado el teorema 7.17, que nos garantiza que podemos
definir funciones F' : X x N — N por recursiéon completa, es decir, que podemos
definir F'(z,n) supuesto definido F(x,m) para todo m < n. Informalmente,
también podemos definir recurrentemente sucesiones de conjuntos { X}, es
decir, que podemos definir X,, supuesto definido { X, }m<n, pero esta forma de
definir conjuntos no es formalizable ni siquiera en ACAy. Vamos a analizar la
situacion.

Fijemos una férmula aritmética ¢(n,Y’), que puede tener mas parametros
de primer y segundo orden, ademas de las dos variables indicadas. Entonces,
en ACAy, fijados unos valores para los posibles parametros, podemos definir el
conjunto

Yo = {(0,n), | ¢(n, 2)}.

Mas explicitamente, si llamamos ¢g(n) a la formula aritmética que resulta
de sustituir en ¢ cada subsemiférmula i € X por i # iy

Po(2) = ¢' () = Vn < 2(2 = (0,n), A do(n)),

tenemos que ~
Yo =Y?= {2 ¢o(2)}-

A su vez, podemos definir

Yi={({L,n), | o(n,Y")}, Y'=YUV.
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Si llamamos ¢1(n) a la formula aritmética que resulta de sustituir en ¢ cada
subsemiférmula ¢ € X por ¢¢(i) y

01(2) =Vn < 2(z = (Ln)y A d1(n)),  ¢'(2) = ¢o(2) V é1(2),

tenemos que _ _
Vi={z]¢(2)}, Y'={z]0'(2)}.

A su vez, podemos definir
Yo ={(2,n), | o(n,Y"}, Y =Y'UY>.

En general, para cada numeral 00", en ACA( podemos definir recurrente-
mente las sucesiones

(n) (n)
yO = {Yi}?:ov

que dependen de los posibles parametros adicionales que tenga ¢(n,X). Si
los parametros de segundo orden son conjuntos aritméticos (definidos explici-
tamente por formulas aritméticas sin parametros) entonces cada Yo(n) y cada
Yoy es también un conjunto aritmético, pues en las formulas que los definen
podemos sustituir cada parametro se segundo orden por la férmula aritmética
que lo define.

Ahora bien, cada conjunto Y?, Y1, Y2 ... esta definido por una férmula arit-
mética diferente, cada una de mayor longitud que las precedentes y, en general,
no tenemos una forma de definir en ACAg la sucesion

Y ={Yi}Zo = {(i,n), [n € Vi}.
Explicitamente, la formula que especifica los elementos de Y es:
RA,(Y) = Ain((i,n), €Y < VZ(N2(2 € Z

Vim(j <inz={(j,m)y Nz €Y))Adn,2))).

Esta formula no es aritmética, por lo que no podemos aplicarle el axioma de com-
prensién aritmética. Tampoco lo es la formula que determina uniformemente
todos los conjuntos Yj:

RA,(Y,k) = An(n €Y + VX(RAH(X) A (k,n), € X)).

No obstante, la discusién precedente prueba que, para cada numeral 0); la
formula RA4(Y, 0(%)) es equivalente en ACAg a una formula aritmética, pero
una distinta para cada k.

La restriccion del axioma de comprension a formulas aritméticas no es capri-
chosa, sino que nos garantiza que los axiomas de ACA tienen una interpretacion
precisa (y verdadera): sabemos lo que decimos cuando afirmamos que una pro-
piedad se cumple para todos los nameros naturales, o que existe uno que la
cumple, aunque no tengamos un procedimiento explicito para comprobar si es
as{. Tal vez no sepamos si un nimero natural pertenece o no a un conjunto
definido mediante una féormula aritmética, pero sabemos lo que significa que asi
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sea. No podriamos decir lo mismo en general si admitimos féormulas no aritmeé-
ticas en la definicion de un conjunto: no podemos precisar qué queremos decir
cuando afirmamos que todos los conjuntos de nimeros naturales cumplen una
propiedad, o que existe uno que la cumple, a menos que tengamos un razona-
miento que lo justifique, que en el segundo caso puede reducirse a encontrar un
ejemplo explicito.

Pero en el caso concreto de RA4(Y), fijado un ntimero natural z, si que
sabemos lo que significa VY (RA4(Y) A 03) € Y). El ntimero z sera de la
forma z = (i,n), y lo que estamos diciendo es que n estd en un conjunto Yy
que podemos definir mediante una férmula aritmética explicita. Puede que no
sepamos comprobar si es asi 0 no, pero sabemos lo que esto significa. De hecho,
en ACR( podemos probar que, si existe Y, es tnico:

Teorema 7.43 Si ¢(n,Y) es una formula aritmética (tal vez con mds variables
libres), en ACRg se prueba:

AYY'(RA4(Y) ARAL(Y') - Y =Y').

DEMOSTRACION: Supongamos que se cumple RA4(Y) y RA4(Y”), pero que
Y # Y. Entonces existe un z € (Y \ Y')U (Y’ \Y). Pongamos que z = (i,n),.
Entonces podemos tomar el minimo ¢ tal que

Ven(z=(i,n) Az (Y\Y)U(Y'\Y)).

Notemos que esta formula es X9, luego el teorema 7.12 nos asegura la existencia
del minimo. Tenemos entonces que existe un n tal que (i,n), € (Y\Y")U(Y"\Y),
pero

Nji <ilAm({j,m), €Y « (j,m), € Y').

No perdemos generalidad si suponemos que (i,n), € Y\ Y. Por la definicion
de RA4(Y) y RA4(Y”) tenemos que existe Z tal que

Ne(z€Z+ Njm(i<iAz={j,m), Nz€Y))Ad(n,Z),
pero, por la minimalidad de 7, tenemos también que
Ne(z€ Z = Njm(G<iAz={jm), Nz€Y'))A¢(n,2),

y esto implica que (i,n), € Y’, con lo que tenemos una contradiccion. "

Definicion 7.44 Llamaremos RAj a la teoria axiomética que resulta de anadir
a ACRg los axiomas
RA(¢) = VY RA4(Y)

para toda formula aritmética ¢(z,Y"), tal vez con méas variables libres.
Observemos que en RAg podemos probar el axioma de comprensiéon aritmé-

tica, con lo que, en realidad, RA extiende a ACAy. En efecto, si ¢(z) es una
formula aritmética el axioma RA(¢) (tomando como Y cualquier variable que
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10 esté en ¢) nos da un conjunto Y con la propiedad de que (0,n), € Y < ¢(n),
luego el conjunto

{n|{0,n) € Y},
definible en ACRy, es el conjunto cuya existencia postula el axioma de com-
prensién aritmética para la férmula dada.

En suma, RA( resulta de anadir a ACAg la posibilidad de definir sucesiones
de conjuntos Y = {Y;}°, por recursién completa mediante féormulas aritméti-
cas, de modo que cada Y; estd definido a partir de la sucesion Y = {Y;};;
mediante una féormula aritmética:

Y: = {n | 6(n, Y)}.

Hemos visto que, aunque técnicamente la definicién de la sucesion Y invo-
lucra particularizadores de segundo orden, en realidad no estamos planteando
la existencia de un conjunto sin referencia alguna sobre cual podria ser, sino
que los conjuntos que consideramos que “existen” no son sino las sucesiones de
términos previos de la sucesion. Méas concretamente: Yj tiene una definicion
aritmética explicita, Y7 se define aritméticamente admitiendo la existencia de
Yo, que ya esté justificada, Y5 se define aritméticamente admitiendo la existen-
cia de Yp, Y71, que ya esta justificada, etc., por lo que podemos afirmar que todos
los conjuntos Yy, Y7, Y5, ... estan bien definidos informalmente, luego también
lo esté la sucesion de todos ellos. El axioma de Recursion Aritmética no hace
més que formalizar este argumento valido informalmente, por lo que todos los
teoremas de RAg determinan argumentos informales validos.

En RA( desaparece la distincion entre premodelos y modelos que tuvimos
que introducir en 7.29 para trabajar en ACRy:

Teorema 7.45 (RAgo) Todo premodelo de un lenguaje formal se extiende de
forma dnica a un modelo.

DEMOSTRACION: Dado un premodelo M de un lenguaje formal £, tenemos
que definir la funciéon M5 : Pyy — M U {0,1} que requiere la definicion de
modelo o, equivalentemente, las expresiones M(¢)[v] y M F afv]. Para ello
definiremos por recursién aritmética una sucesién {Fy}g2 , de modo que:

1. Si 0 es un semitérmino de £, entonces Fy : N — M es la funcién que a
cada valoracion v de 6 le hace corresponder Fy(v) = M(0)[v] y, si v no es
una valoacion de 6, entonces Fy(v) = 0.

2. Si 6 es una semiférmula de £, entonces Fy : N — {0,1} es la funcién tal
que si v es una valoracion de 6 tal que M E 0[v], entonces Fy(v) =1, y en
caso contrario Fp(v) = 0.

3. SI 0 no es una semiexpresion de £, entonces Fy = &.

Basta observar que las condiciones que debe cumplir la sucesion {Fp}5°,
para que la funcion Ms : Py — M U{0, 1} dada por M3(6,v) = Fy(v) cumpla
la definicion de modelo permiten definir aritméticamente cada Fy a partir de M
y de la sucesion {Fy }or <. -
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El modelo natural de AP y de ARP En particular, este teorema se aplica
al premodelo natural N de la aritmética de Peano, que en ARy determina un
modelo, de modo que tenemos definidas las expresiones N(t)[v] y N F afv], de
modo que todos los axiomas de Peano (luego todos los teoremas de AP) cumplen
NFE a.

El teorema de completitud semantica implica entonces que

F Consis AP.
ARo

En otras palabras: en AR podemos formalizar la demostracion obvia de que
la aritmética de Peano es consistente, a saber, la que se basa en que tiene por
modelo al conjunto de los ntimeros naturales con las operaciones aritméticas
usuales.

Mas aun, también podemos considerar a N como modelo de ARP interpre-
tando cada funtor f de £,,, como la funcién recursiva primitiva F(f) definida
en 1.2. Es facil ver entonces que el namero N(t)[v] denotado por un término
de Lap definido en 1.6 es el mismo N(t)[v] determinado por la definiciéon de
modelo.’” Similarmente, una formula atémica o de Ly, cumple F afv] en el
sentido definido en 1.7 si y solo si cumple N E «[v] en el sentido general de la
teoria de modelos.

La demostracion informal del teorema 1.16 puede verse ahora como una
demostracion formal en RAy. Més aun, ahora podemos probar un teorema de
completitud:

Teorema 7.46 (X;-completitud de ARP) Sia es una sentencia 31 de Layp,
entonces
NFEa siysdlo si F oa.
ARP

DEMOSTRACION: Que AEP a implica que a es verdadera es un caso particular

del teorema de correcciéon 1.12. La implicacién relevante es la opuesta. Vedmosla
primero para sentencias Ag. Puesto que toda sentencia Ag es equivalente en
ARP a una sentencia atomica, podemos suponer que « = t; = t9, para ciertos
designadores t1 y to.

Si N E a, esto significa que N(t;) = N(t2). Si llamamos n a este nu-
mero natural, el teorema 1.16 nos da que F t; =0 y = t5 =0 luego
. ARP ARP
F t1 = t9, que es lo mismo que F a.
ARP ARP

Si o = Vu B(u) es de tipo X1, entonces N F « significa que existe un niimero
natural n tal que N £ 8(0)), luego, por el caso ya probado, F £(0(™), de
donde a su vez AIP—{P Q. ARP L]

17Notemos que en 1.6 estamos considerando a Larp como el lenguaje especifico sin cuanti-
ficadores de la aritmética recursiva primitiva, mientras que la definicién de modelo se aplica
a su extension de primer orden, pero lo que decimos tiene sentido porque todo término del
primer lenguaje lo es también de su extensiéon de primer orden.



Capitulo VIII

Teoria de la recursion

Ya hemos senalado en varias ocasiones la razén por la que limitar los princi-
pios de induccién y comprension en ACR respecto de ACA( no es un capricho,
sino que nos permite distinguir los resultados que admiten pruebas constructi-
vas de los que incluyen argumentos no constructivos. En este capitulo vamos
a analizar la situacién con mas detalle. Para ello introduciremos el concepto
general de “funcion recursiva’. Las funciones recursivas son las funciones defini-
das sobre los numeros naturales que pueden calcularse mediante un algoritmo,
es decir, mediante un programa de ordenador, con garantias de obtener en un
tiempo finito el valor que toman para unos argumentos dados. A su vez, a partir
de ellas podemos definir los conjuntos recursivos como los conjuntos de niimeros
naturales (o, més en general, de n-tuplas de nameros naturales) cuya funcion
caracteristica es recursiva, lo que equivale a que dispongamos de un algoritmo
para determinar si un namero (o n-tupla) esta o no en el conjunto.

Hay muchos contextos en los que resulta natural exigir la recursividad de un
conjunto. Por ejemplo, es razonable exigir que el conjunto de los axiomas de
una teorfa axiomética sea recursivo, pues, jde qué valdria una teoria axiomatica
en la que no podemos saber si una formula dada es o no un axioma?” Y en el
capitulo siguiente veremos algunos resultados fundamentales en los que hipotesis
de este tipo son esenciales.

8.1 Funciones recursivas

Trabajamos en ACRg. Definimos N” = {s | {(s) = r}. Vamos a considerar
ahora funciones de la forma F' : N — N. En la practica podemos pensar en
ellas como funciones de r variables, pero en teoria sus argumentos son nimeros
naturales de longitud r. En la practica escribiremos, por ejemplo, F(x,y) en
lugar de F((z,y)).

Vamos a pasar por alto los tecnicismos derivados del hecho de que no es
lo mismo N que N', o de que no es lo mismo N¥ x N" que N**" aunque son
esencialmente lo mismo. La relacién es que podemos definir N — N! biyectiva
mediante n + (n), y también N¥ x N* — N¥*" mediante (s,t) — st

385
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Usando estas biyecciones podemos transformar un resultado que involucre
unos conjuntos en otros.

Otro hecho técnico es que hemos definido las aplicaciones como conjuntos
de pares (z,y),, que no son los mismos que los pares (x,y).

Por ejemplo, a cada aplicacion F' : N” — N podemos asociarle su grifica
G(F)={z|Vsn<zz=s"{(n) A (s,n), € F} C N"T,
que no es exactamente el mismo conjunto que F', pero tenemos una biyeccion
natural F' — G(F') dada por (s,n), — s (n).

En la préctica no nos preocuparemos de explicitar las “traducciones” nece-
sarias que transforman unos de estos conjuntos en otros cuando sea necesario
hacerlo.

Por ejemplo, recordemos que, si F' es un conjunto, llamamos
F,={s| (i,s), € F'}.
Si se cumple que Ai < m F; : N® — N, podemos definir una funcion
(F),, :N" — N™
tal que
(F),, (@) = (Fo(z),...,Fpn_1(x)).
Maés precisamente, el teoremal 7.16 nos permite definir G : N**! — N
mediante
G(z,0) =0, G(z,i+1) =G(z,i) (Fi(x)),
de modo que una simple induccién sobre m prueba que
{(G(z,m)) =m A Ni <mG(z,m); = Fi(x).

Ahora basta definir (F'), como la composicion de la funcion H(z) = 2™ (m)
con la funcién G, de modo que

(F)p () = G(H(z)) = G(z,m).
Ast, (((F), . (x)) =my (F),, (x); = F;(z), como se requiere.

Concluimos que una funcion F' : N* — N determina, y estd determinada
por, m funciones F; : N® — N. En estos términos podemos enunciar el teorema
siguiente:

Teorema 8.1 (Composicién) Si G cumple que \i < m G; : N — N y
H :N"™ — N, existe una unica funcion F: N* — N tal que

Az € N" F(z) = H(Go(2), ..., Gm_1(z)).

Basta tomar F' = (G),, o H. Diremos que F es la funcion definida por
composicion a partir de H y las funciones Gj;.

L Aqui estamos identificando el conjuno N®*1! con el conjunto N™ x N que obtendriamos al
aplicar 7.16.
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El teorema siguiente es un caso particular de 7.16 (véase también la nota
posterior):

Teorema 8.2 (Recursién) Si G : N — N y H : N"*2 — N, existe una
dnica funcion F : N™+t1 3 N tal que

Ar € N" F(2,0) = G(z), Az eN"AneNF(z,n+1)= H(z,n, F(z,n)).

Andlogamente, si H : N> — N y a € N, eziste una tnica F : N — N tal
que
F(0)=a, AneNF(n+1)=H(n,F(n)).
Diremos que F es la funcion definida por recursion a partir de G (o a) y H.

Similarmente, el teorema siguiente es un caso particular de 7.18:
Teorema 8.3 (Minimizacién) Sea G : N™*! — N una funcion tal que
Au € N"\/v G (u,v) = 0.

Entonces existe una unica funcion F : N™ — N tal que F(x) es el minimo
nimero natural n que cumple G(x,n) = 0.

Diremos que F' es la funcion definida por minimizacion a partir de G y
abreviaremos
F(z) = pw|G(x,v) = 0.

Obviamente, en ACR( podemos definir la funcién sucesor S : N' — N dada
por
S = {u| Vow <u(u= (v,w), Nve N Aw=uy+ 1)},

la funcién nula C' : N* — N dada por
C = {u| Vv <u(u=(v,0), NveN}
y, para 0 <+¢ < k, las proyecciones P* : N* — N dadas por
P ={u|Vow <u(u= (v,w), ANveEN" Aw=n1;)},
de modo que
AuS(u) =u+1, AuC(u) =0, Niku(i < k AueN" — P'u) = u;).

A las funciones S, C, P/ las llamaremos funciones recursivas elementales.

En la introducciéon definimos informalmente las funciones recursivas primi-
tivas como las funciones que se obtienen de las funciones recursivas elementales
mediante composicién y recursioén. Este concepto lo formalizamos a través del
lenguaje de la aritmética recursiva primitiva, y ahora vamos a ver otra forma-
lizacién equivalente, salvo que vamos a admitir también la minimizaciéon entre
las operaciones validas para construir funciones recursivas.
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En este punto podriamos dar una definicién natural del concepto de funcion
recursiva, pero no seria muy operativa porque involucraria cuantificaciones sobre
conjuntos que luego nos impediria razonar por induccién. Es preferible dar una
definicion maés técnica, pero més adecuada a las limitaciones de ACRg. Para ello
veremos que todas las funciones recursivas pueden definirse mediante formulas,
asi que definiremos las féormulas que definen funciones recursivas y, a partir de
ellas, definiremos las funciones recursivas.

Para ello necesitamos algunas consideraciones previas. Recordemos que
en 6.13 hemos definido la formula N Eyg, afv], de tipo X, que tiene sentido

cuando «o € Form(rLa—l) es una formula de tipo X1 y v es una aplicacion (en el

sentido aritmético) definida sobre un conjunto de variables de "L, que contiene
a las variables libres de a. Vamos a hacerle un pequeno retoque. Para cada s,
definimos el conjunto

Vs = {<$0, SO>2 gee ey <me(s);1, SZ(S);1>2}

en el sentido aritmético (de modo que v, es un namero natural), donde z; es la

. . o, . r. 1 . . ., .
variable libre i-ésima de L, , es decir, que vs es la aplicacién que a la variable
x; le hace corresponder el ntumero natural s;. Es facil ver que se trata de un
término A; (porque en ARP se puede definir mediante un funtor).

. . r ml . . r. 1
Diremos que a es una formula de L, con r variables si o € Form(' £, )
y sus variables libres estan entre xg,..., ... Asi, si @ es una formula con r

variables de tipo ¥; y s € N”, podemos definir
N Eyg, afs] = N Eyg, afv],

que es una formula de £, (en particular de £2) de tipo X1, que expresa que la
férmula « es satisfecha cuando la variable x; se interpreta como s;.

Diremos que una férmula o con r+ 1 variables de tipo 31 define una funcién
F:N" — N (0 que F esta definida por «) si

As € N"An(F(s) = n < N Eg,a[s(n)]).
El resultado bésico es el siguiente:
Teorema 8.4 Se cumplen los hechos siguientes:
1. Las funciones S,C, P' estdn definidas, respectivamente, por las formulas

r 1 r ul
r1=x9+ 1, 1 =0, T, = x; .

2. Siuna funcion H : N™ — N estd definida por la formula 8 y las funciones
G;:N" — N, parai=0,...,m=1, estan definidas por las formulas «;,
entonces la formula

Vg - u,, - (ao(os .oy, u0) Ao Ay, oy (Tos ooy @y e Uy, <)

A B(UO, sy Uty xn))
define la composicion F : N* — N de H con las funciones G;.
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3a. Sila funcion G : N® — N estd definida por una formula o y la funcion
H :N"t2 — N estd definida por 8, entonces la formula

Vs(l(s) = zn +1 A alzg,. .., 2,1, 50) A

/\Z < Tpn ,8(330, R axn;17i75ia Si-‘rl) A Tp+1 = an)

define la funcion F : N"t! — N definida por recursion a partir de G
y H.

3b. Si la funcion H : N> — N estd definida por la formula 3, entonces la
formula

Vs(l(s) = xo+1 A so =0 A Ni < 2083, 54, $i41) A T1 = 54,
define la funcion F : N* — N definida por recursion a partir de a y H.

4. Sila funcion G : N*t' — N estd definida por la formula o y define una
funcion F : N® — N por minimizacion, entonces F estd definida por la
formula

Ni < z,Vu(a(xo,...,x, -, i,u) Au##0)A alzg,...,o,,0).
DEMOSTRACION: 1. Basta observar que

NEg, 't1=20+1[s(m)] < m
NEs, "2 =0[s(m)] < m=C(s),
“oom

NEy, "z, = 2;'[s™(m)]
2. Similarmente:
NFEs, Vug-- g (oo, .o, q,ug) A -

o Ny, g (@0, @ Uy ) A B, U, g, T))[ST(R)]

Vi) =m A Ni<m Gi(s) =t; NH(t) =k) < F(s) = k.

" N b, VEE(E) = 2+ 1 A a0, ... 2, = 1, t0) A
Ni <2y B(x0y ey iy tis tigt) A Togr = ta,)[s(u)] <
Vt(l(t) = sp + 1A G(s]n) =to ANi < s H(s|n (i, t;)) = tig1 Au=ts,)
~ F(s) =u.

Para probar la ultima equivalencia suponemos la férmula superior y proba-
mos por induccién que
Ni < spti = F(s[n (1)),

lo que, para i = s, implica que F(s) = ts, = u. Reciprocamente, si suponemos
que F(s) = u, basta tomar ¢t € N*»*1 tal que t; = F(s|,(i)) y se comprueba
que t cumple lo requerido por la féormula superior.
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El caso 3b. es analogo.

4.
NEs, (Ai < z,Vm(a(zo,... 2, ,4,m) Am#0) A

a(xo, ..., xn,0))[s (uw)] <

Ni <uNm(G(s™(@) =mAm#A0)AG(s (W) =0« F(s) =u. g

A partir de aqui podriamos definir las formulas que definen funciones recur-
sivas, pero es mas practico definir codigos que contengan la misma informacion
que las formulas, pero sean técnicamente mas simples. Luego asociaremos una
formula a cada cédigo y finalmente una funcién a cada féormula de cada codigo.

Definicién 8.5 Un namero natural ¢ es un cddigo (de una funcion recursiva
parcial)? si y solo si se da uno de los casos siguientes:

1. ¢=(1,1) o ¢ = (2,1) o existen j < n tales que ¢ = (3,n,j).
2. Existen ¢/, ¢ m,n tales que m = £(¢) = ¢}, ¢ es un codigo,
Ni < m(é; es un codigo A (&)1 =n) y c = (4,n,c,é).
3a. Existen ny codigos ¢/, ¢’ talesque ) =n,cf =n+2yc=(5,n+1,c,").
3b. Existen un codigo ¢’ y a tales que ¢; =2y ¢ = (6,1,qa,c).
4. Existen un codigo ¢’ yn > 1talesque ) =n+1yc=(7,n,c).

Notemos que hemos definido cudndo un ntmero natural ¢ es un c6digo supo-
niendo que ya sabemos si los ntimeros menores que ¢ lo son. Esto se formaliza
en ACRg a través del teorema de recursion completa 7.17, pues con él podemos
definir una funcion F : N — {0, 1} que a su vez nos permite definir los codigos
como los ntimeros naturales que cumplen F'(¢) = 1. La funciéon F se define en
la forma F(c) = G(c, F|.), para cierta funcion G : N x N — N definida por
AY-comprension que se corresponde con los apartados de la definicion que acaba-
mos de dar. Sélo hay que observar que, en todos ellos, todos los cuantificadores
pueden acotarse por c.

A su vez, podemos definir el conjunto € de todos los codigos, que técnica-
mente es

C={c|F(c)=1}.

Mas técnicamente, la definicion anterior puede formalizarse en ARP me-
diante un funtor F' definido por el teorema de recursiéon completa 2.9, lo que
nos da una férmula atéomica ¢ € € de L,rp que cumple las mismas condiciones
de la definicion precedente. Esta a su vez se traduce a una formula A; de £,
que a su vez se corresponde con una férmula A; (no meramente AY, es decir, sin
variables de segundo orden) de £2. Asi pues, podemos afirmar que la formula
c € C es equivalente en ACRy a una formula A;.

2El concepto de funcién recursiva parcial lo introduciremos en la seccién 8.3. De momento
nos referiremos a estos cédigos simplemente como “cédigos”, y en dicha secciéon veremos su
relacién con las funciones recursivas parciales.
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Si ¢ € €, en cualquiera de los casos de la definicion se cumple que #(c) >
Al ndimero ¢y lo llamaremos tipo del codigo (y hay siete tipos posibles) y

namero Nar(c) = ¢; lo llamaremos nidmero de argumentos del codigo.

También son claros los hechos siguientes:

la. Hay un tanico codigo de tipo 1, que es S = (1,1), de modo que Nar(S’) =
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2.
al

1.

1b. Hay un tnico codigo de tipo 2, que es C' = (2,1), y también Nar(é’) =1.

lc. Los codigos de tipo 3 son los de la forma ]5]” = (3,n,j), con j < n, de

modo que Nar(I:’]“) =n.

2. Los codigos de tipo 4 son los de la forma

k(e, (c1y. . yem)) = E,n, e {c1, .-y Cm))

donde ¢ es un codigo de m argumentos y cada ¢; es un cédigo de n argu-

mentos, y entonces Nar(k(c, (c1,...,¢m))) =n.

3a. Los codigos de tipo 5 son los de la forma p(c,d’) = (5,n+ 1,¢,¢’), donde
¢ es un codigo de n argumentos y ¢’ un codigo de n + 2 argumentos, y

entonces Nar(p(c,c)) =n+ 1.

*

3b. Los codigos de tipo 6 son los de la forma p*(
un codigo de 2 argumentos, y entonces Nar(p*(a,
(c

) =

4. Los codigos de tipo 7 son los de la forma u(c)
codigo con n + 1 argumentos, y entonces Nar(u(c)

a,c )E<61a0> donde ¢ es

c)
=(7,n ) donde ¢ es un
)=

Estos codigos pueden verse como una version simplificada de los funtores
de Larp, salvo por el hecho de que hemos incluido cédigos que determinen fun-

ciones definidas por minimizacion.

Si en la definicion de codigo eliminamos el punto 4. obtenemos la definicion
de un conjunto Gy, C € tal que la férmula c € G, es también equivalente a una

formula de tipo A; (no meramente AY).

Ahora usamos el teorema de recursion completa 7.17 para definir una funciéon

F:N— Forrn('—L;) segun los criterios siguientes:
la. Sic= S, entonces F(c) = @1 =x0+ 1.
1b. Sicé¢ Coc=C, entonces F(c) ="z1 =0".

le. Sie= I:’}‘, con j < n, entonces F(c) ="z, =z,

2. Sic=k(d,{c1,...,cm)), Nar(c;) =ny F(') = B, Fe;) = a4, entonces

m;l)

Fle) = Vg - - (ao(@os o @y U0) A s A, (Tos e X, U

A B(uo, ..y Uy, =g, Tn)).
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3a. Sic=p(d,c"), con Nar(c') = n, F(d') = a, F(") = 3, entonces

F(e) = Vs(l(s) =z, +1 A alzg,..., S0) A

1Ly
Ni <z, B(zg, ... Ty, 0, 80, 8i41) A\ Tpgl = Sg,)-
3b. Sic=p*(a,d)y F() =B, entonces
Vs(l(s) =xg+1Aso= 0 A Ni < By 8i,8i11) N T1 = Szq)-
4. Sic=pu(d) y Nar(c') =n+1, F(¢') = «, entonces

F(e) = Ni < 2o Vula(zo, ... 2, -1, 0,u) Au0) Aa(z,...,2n,0).

Nuevamente, la funcion F se puede definir (como un funtor) en ARP, y esto
se traduce en que la formula F(c) = « es de tipo A; en £2 (no meramente AY).

Una simple induccion muestra que, si ¢ € € cumple Nar(c) = n, entonces F(c)
es una formula de I—La—l de tipo ¥ con a lo sumo las variables libres xg, ..., x,.

Por el convenio que hemos adoptado en el punto 1b., esto es valido también
si ¢ ¢ C si convenimos en que, en este caso, Nar(c) = 1.

Finalmente definimos la férmula ¥, de £, dada por
{c}(s) =n=NEx, F(c)[s™(n)].

Aqui hay que entender que {c}(s) = n no es una igualdad, sino una formula
de L, con tres variables libres: ¢, s,n. Ahora bien, la notaciéon como igualdad
esta parcialmente justificada por el teorema siguiente:

Teorema 8.6 /\csuv({(s) = Nar(c) A {c}(s) =u A {c}(s) =v — u="1).
DEMOSTRACION: Probamos por inducciéon completa sobre ¢ la férmula 1Ty
Asuv(£(s) = Nar(c) A {c}(s) = u A {c}(s) =v = u =v).

Para ello distinguimos casos segtn el tipo de c.
Sic=S9, entonces £(s) =1y
{e}(s) =u > NEy, ‘21 =x0+ 1 [s (W) ¢ u=S(s),
luego, ciertamente, si {c}(s) =u A {c}(s) = v, tenemos que u = S(s) = v.
Si ¢ =C (o también si ¢ ¢ C), tenemos que £(s) =1y
{c}(s) =u NEg, ‘1 =0"[s(u)] & u=C(s),

y llegamos a la misma conclusion.
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Sic= ]5]”, tenemos que £(s) =ny
{c}(s) =u < NEy, Tz, =2;[s (u)] <> u= Pj"(s),
y llegamos a la misma conclusion.

Sic=k(c,{c1,...,¢m)), donde Nar(c;) = n, entonces £(s) = n y, llamando
a; = F(¢;), B =TF(c'), como hemos visto en la prueba del teorema 8.4, tenemos

{e}(s) = u < Vt(l(t) = m A Ni < m{c;}(s) = t; A {}(t) = u).
Por lo tanto, si también se cumple {c}(s) = v, tenemos que
V) =m A Ni <m{c;}(s) =t; A} =),

pero, por hipétesis de induccién, Ai < mt; = t., luego t = t', luego (de nuevo
por hipotesis de induccion) u = v.

Sic=p(cd,c"), donde Nar(c') = n, F(') = a, F(¢") = 8, entonces tenemos
que £(s) = n+ 1y, segtin hemos visto en la prueba de 8.4,

{e}(s) =u < VE(l(t) = s+ 1 A {}(8]n) = to A
Ni < s, (8|0 (0, 1) = tivs Au=tg,).
Si se cumple también {c}(s) = v, tenemos que
VE ') = 50 +1 A {H(sln) = th A Ni < s {" (s (0, t5) =ty Ao =1t ),

luego, por hipétesis de induccion (para ¢’), tenemos que to = t(, y por induccién
se prueba que Ai < s, t; = t, pues lo tenemos probado para i = 0y, si vale
para i, entonces, como

{C//}(s|ﬂ/-\<ivti>) = tit1, {C”}(S|nﬂ<7;7ti>) = t;+17

< 4 . . .2 !/ !
por hipétesis de induccion es ¢;11 = t;, 1, luego u =5, =t

= .
El caso ¢ = p*(a, ¢’) se razona de forma analoga.

Sic= ('), con Nar(d') =n+1, F(d) = a, entonces £(s) =ny
{c}(5) = u < Ni < uNm({}(s7@E) =m Am #0) A{}(s(u)) = 0.
Si también se cumple {c}(s) = v, entonces

Ni <oVm({c'}(s™(@) =m Am #0) A Hs™(v) =0,

pero tiene que ser u = v pues, si fuera, por ejemplo, u < v, de {c}(s) = v se

sigue que existe un m # 0 tal que {¢'}(s™(u)) = m, mientras que de {c}(s) = u

se sigue que {c¢'}(s™(u)) = 0, y la hipotesis de induccion nos da que m = 0.
]

No obstante, la formula {c}(s) = n no se comporta exactamente como una
igualdad porque, dado un s, puede que no haya ningin n que la satisfaga:
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Definiciéon 8.7 Usaremos la notacién

(e}l =Vnfe)(s) =n,  {}(s)t = -Vnic}(s) =n.

Si pensamos en {c} como “la funcion definida por el codigo ¢’ (que todavia no
hemos definido), entonces {c}(s)| significa que {c} esta definida en s, mientras
que {c}(s)1 significa que {c} no esté definida en s.

Diremos que un codigo ¢ € € (resp. ¢ € C,p) de r argumentos es un cddigo
de una funcion recursiva (primitiva) si A\s € N” {c}(s){.

Observemos que la formula {c}(s)] es 31, mientras que “c es un codigo de
una funcién recursiva’ es Ils.

Si ¢ es el codigo de una funcion recursiva y Nar(c) = r, entonces
Ns € N"({c}(s) = n < Am({c}(s) = m — m = n)).

En efecto, la implicacién — es consecuencia del teorema anterior, mientras
que, si se cumple la parte de la derecha, tenemos que, fijado s € N”, existe un m
tal que {c}(s) = m, luego m = n, luego {c}(s) = n.

Equivalentemente,
{(s) = Nar(c) A {c}(s) = n +> £(s) = Nar(c) A Am({c}(s) =m — m = n),

donde la primera formula es 31 y la segunda es II;, por lo que podemos usar el
esquema de AY-comprension para definir el conjunto

{e} ={z | Vsn < 2(2 = (s,n), A £(s) = Nar(c) A {c}(s) =n)},
de modo que {c¢} : N" — N.

Diremsos que una funcion F': N” — N es recursiva (primitiva) si existe un
c6digo ¢ para una funcién recursiva (primitiva) tal que F = {c}.

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido:

Teorema 8.8 Sic es un cddigo para una funcion recursiva (primitiva) de modo
que Nar(c) = r, entonces {c} : N* — N es una funcion recursiva (primitiva).
Ademds, para todo t € N™T1,

te G({c}h) & {c}(tl) = tr & Am({c}(tl;) =m = m =t,),
donde la formula central es ¥y y la dltima es I1;.
Mas aiin, el teorema 8.4 nos da inmediatamente el teorema siguiente:
Teorema 8.9 Se cumple:

1. Los codigos S,C’,pj" son codigos de funciones recursivas primitivas, y se
cumple que {S} = S, {C} = C, {PP} = PP

2. Si c1y...,cm Son codigos de funciones n-ddicas recursivas (primitivas)
y ¢ es un codigo de una funcion m-ddica recursiva (primitiva), enton-
ces ¢ = k(c,{c1,...,cm)) es un cddigo de una funcion n-ddica recursiva

(primitiva), y {c} : N* — N es la funcion definida por composicién a
partir de {c'} : N™ — N y de las funciones {¢;} : N* — N.
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3a. Si ¢ es un cddigo de una funcion n-ddica recursiva (primitiva) y ¢’ es
un cédigo de una funcion n + 2-ddica recursiva (primitiva), entonces ¢ =
p(c, ") es un cddigo de una funcidn n + 1-ddica recursiva (primitiva),
y {c} : N"*1 — N es la funcion definida por recursion a partir de las
funciones {c'} : N* — N y {¢"} : N**2 — N.

3b Si ' es un cddigo de una funcion diddica recursiva (primitiva), entonces
¢ = p*(a,c) es el cidigo de una funcion monddica recursiva (primitiva),
y {c} : N — N es la funcidn definida por recursion a partir de a y de la
funcion {c'} : N> — N,

4. Sic es el cédigo de una funcién n + 1-ddica recursiva tal que
Au € N"Vv {c'}(u) = v,

entonces ¢ = u(c') es el cddigo de una funcion n-ddica recursiva, y la
funcion {c} : N* — N es la definida por minimizacién a partir de la
funcion {c'} : N*+1 — N.

Sucede que, aunque ¢’ sea un coédigo de una funcién recursiva, si no cumple
la condicién exigida por el punto 4. del teorema anterior, puede suceder que el
codigo ¢ = u(c’) no sea un codigo de una funciéon recursiva, pues puede ocurrir
que {c}(s) para algunos valores de s. Este es el tinico inconveniente que puede
hacer que un c6digo ¢ no defina una funcién recursiva, pero no podemos probarlo
en ACRyg, sino que necesitamos suponer el principio de Ys-induccién:

Teorema 8.10 (Xz-induccion) Todo cddigo ¢ € C,p, define una funcion re-
cursiva primitiva.

DEMOSTRACION: Esto es inmediato a partir del teorema anterior, pues nos
permite probar, por induccién sobre ¢, que

¢ € Cop — Ns(£(s) = Nar(c) — Vn{c}(s) = n),

pero, como la férmula es de tipo Il5, necesitamos el principio de Ils-induccion
(que es equivalente al de Yo-induccion). "

Asi pues, las funciones {c}, con ¢ € C,, son una forma de formalizar en
ACRy las funciones recursivas primitivas® que resulta ser una alternativa a los
funtores de Larp, con la diferencia de que esta formalizacién nos permite for-
mular enunciados generales de la forma “para toda funcion recursiva primitiva”
o “existe una funcion recursiva primitiva”’, mientras que en ARP no podemos
decir “para todo funtor”, sino que una afirmacién de este tipo es necesariamente
metamatematica.

La situaciéon es que en ACRy podemos probar una version equivalente de
cualquier resultado que podamos probar en ARP sobre funciones recursivas pri-
mitivas, y a menudo generalizarlo a funciones recursivas, pero a la hora de

3Teniendo en cuenta que la formula {c}(s) = n es ¥, de modo que puede expresarse sin
variables de segundo orden, en realidad podriamos haber desarrollado toda la teoria en I37.
No obstante, al trabajar en ACRg simplificamos los enunciados relativos a funciones.
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formular enunciados generales no expresables en L, podemos necesitar prin-
cipios mas fuertes, como ilustra el teorema anterior, donde la necesidad de la
Y.o-induccion esté relacionada con la imposibilidad de demostrar en ARP el falso
teorema de la pagina 126.

Por ejemplo, ahora es evidente que si vamos definiendo funciones por compo-
sicién, recursién o minimizacion a partir de las funciones S, C, P}", las funciones
obtenidas son recursivas (y, de hecho, recursivas primitivas si no usamos la mi-
nimizacion), pues podemos ir definiendo sus codigos correspondientes mediante
el teorema 8.9, el cual nos garantiza que tales codigos definen las funciones
consideradas.

En particular, cada definicion de un funtor en ARP da lugar a un c6digo (a un
numeral concreto) de una funcion recursiva primitiva en ACRg y a la funcion
recursiva primitiva correspondiente, por lo que podemos dar por demostrado
que todas las funciones expresables mediante funtores de Larp son recursivas
primitivas, como es el caso de z + y, * ~ y, max{x, y}, etc.

Por ejemplo, el hecho de que el teorema 2.9 sea demostrable en ARP se
traduce en la version siguiente en ACRg:

Teorema 8.11 (Recursion completa) Si G : N2 — N es recursiva (pri-
mitiva), la funcion F : N™*1 — N dada por

Au e N"An € NF(z,n) = G(x,n, F|,(z))
es recursiva (primitiva,).

En principio lo podemos considerar demostrado para funciones recursivas
primitivas, pero la prueba del teorema 7.17 muestra que si G es recursiva, la
funcion H también lo es, y a su vez esto implica que F' también lo es.

Notemos que el apartado 3b del teorema 8.9 no se corresponde con ninguna
definicion de un funtor en ARP, pero si con el apartado 3 del teorema 1.15. Esto
se traduce en que podriamos haber eliminado el apartado 3b de la definicién de
codigo sin alterar por ello el concepto de “funcion recursiva’, pues el caracter
recursivo (o recursivo primitivo) de las funciones de tipo 3b podria demostrarse
a partir de la definicién reducida.

Conviene observar también que la minimizacién acotada define funciones
recursivas primitivas:

Teorema 8.12 (Minimizacién acotada) Si G : N1 — N es recursiva
(primitiva), existe una tnica funcion F : N" 1 — N que cumple

F(z,y) = pu < yG(z,u) =0

y es recursiva (primitiva), donde hay que entender que F(z,y) = 0 si no existe
ningin u <y que cumpla G(x,u) = 0.
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DEMOSTRACION: Definimos H : N™*! — N mediante
H(z,0)=1= (1~ G(x,0)), H(z,y+1)=H(z,y)- (1= (1= G(z,y+1))).
Es claro que
e = {3 B2y e G =0,

Ahora definimos F' por recursion:
F(z,0)=0, F(z,y+1)=F(2,y)+ (y+1)(H(z,y) = H(z,y +1)).
Es facil ver que F' cumple lo requerido. m

Un poco més en general, el teorema anterior vale igualmente para definiciones
de la forma
F(z,y) = pu <y Gi(z,u) = Ga(z,u),

pues esto equivale a
F(z,y) = pu < y|Gi(z,u) — Gz(z,u)| = 0.

En ARP podemos construir facilmente funtores que tomen cualquier valor
constante, pero el enunciado “para todo nimero natural n, existe un funtor que
toma de forma constante el valor n” es necesariamente un metateorema. En este
contexto podemos formularlo como un teorema, pero necesitamos nuevamente
el principio de Ys-induccién:

Teorema 8.13 (X2-induccion) Las funciones constantes son recursivas pri-
mativas.

DEMOSTRACION: Definimos por recursiéon

co=0C, Cnt1 = K(S, (cn)),

con lo que técnicamente estamos definiendo un cédigo ¢ € €,, que, por 8.9,
define una funcién recursiva primitiva {¢}, y escribimos ¢, = {¢}((n)).

Ahora una simple induccién prueba que An e, € Crp Notemos que la formula
es Y1, pues equivale a

Ve({e}((n)) =c Ac € Cyp).

A su vez, por induccién sobre n probamos que Anm {c,}({m)) = n, y en
este caso la formula equivale a

Ame({eH(n)) = ¢ = {c}((m)) =n),

que es de tipo Iy, pues el consecuente* de la implicaciéon es ¥, mientras que
el antecedente es Ay, luego lo podemos tomar II;, de modo que la implicacion
es Y1, y con los cuantificadores iniciales es Il5.

4 Alternativamente, podemos usar el teorema 8.10 para justificar que el consecuente es tam-
bién II1, con lo que, tomando el antecedente X1, la formula completa es I, pero igualmente
necesitamos el principio de 3a-induccién, en este caso a través del uso de 8.10.
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Esto prueba que {c,} : N' — N es la funciéon constante n, que es, pues,
recursiva primitiva. Si llamamos F(r,n) = x(P§, (c,)) tenemos que, para cada
r > 1, se cumple que {F(r,n)} : N° — N es la composicion de Pj : N* — N
con la funcién constante n, luego es la funciéon constante n de r variables, que
también es recursiva primitiva. L]

Conviene resaltar que en ACR( podemos probar que {F(r,0)} es la fun-
cion constante 0 de r variables, y que {F(r,1)} es la funcion constante 1 de r
variables, etc., y asi podemos probar que cada funcion constante es recursiva pri-
mitiva. La Ys-induccion sélo hace falta para reducir este esquema teorematico
a un unico teorema.

Consideramos ahora un caso muy sutil:

Teorema 8.14 (Xz-induccién) Para cada r > 1, la funcion F, : N© — N
dada por F.(s) = s es recursiva primitiva.

Aunque es cierto, esto no es trivial. Aqui es fundamental tener en cuenta
el convenio que estamos adoptando para codificar las funciones r-adicas. Por
ejemplo, se cumple que (2,3) = 173, pero cuando decimos que la suma es una
funcidén recursiva primitiva, queremos decir que lo es la funcién que toma como
argumentos 2 y 3 (en ese orden) y nos devuelve un 5, no la funcion a la que le
damos un 173 y nos devuelve un 5. El 173 es aqui un mero convenio que usa-
mos en las teorias aritméticas para representar el par formado por los ntimeros
naturales 2 y 3.

Similarmente, lo que tenemos que probar (y no es inmediato) es que la
funcion Fs a la que si le damos un 2 y un 3 (en ese orden) nos devuelve un
173 es recursiva primitiva. Por la forma en que hemos codificado los pares
ordenados, darle un 2 y un 3 a F5 es técnicamente darle un 173, pero lo que
tenemos que probar es que el calculo que a partir de un 2 y un 3 nos devuelve
un 173 corresponde a una funcion recursiva primitiva.

Al margen de la sutileza conceptual, si el lector se para a pensar lo que hay
que demostrar formalmente, vera que no es inmediato. La funcion “identidad”,
a la que le damos s y nos devuelve s es técnicamente la funcion F : N — N
dada por F((s)) = s, que es trivialmente recursiva primitiva, pues no es sino la
proyeccién P. Pero no es eso lo que tenemos que probar.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar el caso r = 1. La funcién
F1 : N! — N es la dada por

F((z)) = (z) = (0,2), = z(x +1)/2,

que ciertamente es recursiva primitiva, pero no porque lo sea “la identidad”, sino
porque lo son la suma, el producto y el cociente euclideo. Usando las construc-
ciones de estas funciones a partir de las funciones elementales podemos calcular
explicitamente un nimero natural (un numeral) F para el que, mediante apli-
caciones sucesivas del teorema 8.9, podemos probar que F, € Crp ¥ que, para

todo x, X
{F1}((z)) = 2(z +1)/2 = (),

por lo que Fy = {F}} es recursiva primitiva.
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Supongamos ahora que tenemos un co6digo ¢ para una funcion recursiva pri-
mitiva tal que F,. = {¢} y vamos a ver como podemos construir un cédigo que
determine a F;.

Si componemos las funciones P[H, para i < r con {c}, obtenemos la funcién
G :N't! — N dada por G(s) = s, cuyo codigo es r(c, (Py, ..., P™ThY).

r—1
Ahora componemos esta funcién y P+ con la funcion H : N2 — N dada

por H(u,v) =u"(v), que es recursiva primitiva, y obtenemos la funciéon recur-
siva primitiva F : N"*! — N dada por

F(s) = H(s|r,8r) = 8|+ (sr) = s.

Asi pues, F' = F,.. Si llamamos H al codigo de H (que es un numeral que
podemos calcular explicitamente), el codigo de F;. es

¢=w(H, (k(c, (P, PTE)), BITYY),

y hemos probado que {¢} = F,;.

Ahora bien, la funcion ¢ — € es claramente recursiva primitiva (y podriamos
calcular explicitamente un codigo que la determine), y a su vez, con ella podemos
definir la funcion recursiva primitiva dada por

F(0)=F, F(r+1)=F(r)

Para evitar el desfase debido a que F(0) es un codigo para Fp, definimos la
funcion ¢, = F(r ~ 1), que es también una funciéon recursiva primitiva que
cumple

co = c1 = I, Crq1 = Cp.

Esta funcién tiene un coédigo ¢ que podriamos calcular explicitamente y que nos
permite formular la induccién necesaria para demostrar el teorema:

r>1— As(s € N — {{e}(r)}(s) = 5)
0, méas detalladamente:
r>1—= Asc(l(s) =7 A{e}({r) = c — {c}(s) = s).

El consecuente (de la segunda implicacion) es ¥ y el antecedente es Ay (porque
¢ es el codigo de una funciéon recursiva primitiva), luego la formula es IIo y

podemos razonar por induccién sobre r. El caso r = 1 ya esta probado y
el hecho de que si se cumple para r también se cumple para r + 1 lo hemos
probado para motivar la definicién de é. m

Nuevamente insistimos en que en ACRg hemos definido una funcion recursiva
primitiva que nos da una sucesion de codigos ¢, de modo que podemos probar
que F} = {c1}, F» = {ea}, ete., y solo necesitamos el principio de Yg-induccion
para reducir este esquema teorematico a un tinico teorema.
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Funciones recursivas primitivas y funtores de ARP Vamos ahora a
explicitar la relacion entre las funciones recursivas primitivas y los funtores de
la aritmética recursiva primitiva:

Teorema 8.15 (X2-induccién) Si f es un funtor r-ddico de rLarpj, la tra-
duccion a I—La—l de la formula f(xo,...,x,-,) = x, segun el teorema 4.49 define
una funcion recursiva primitiva F: NT — N.

DEMOSTRACION: Observemos que en ARP se demuestra obviamente que

1
/\xO N mrélvx"' f(x07 PN ,"Er;l) = Ty,

luego en I3 se demuestra la traduccion a I—La—l de esta formula, luego, segin el
teorema 6.15, también se demuestra

1
N ﬁ21 /\IO ©e 'zr;l\/xr f(x(b cee 71',’,;1) = Ty,

y esto equivale a que

1
As € N'Vn NEs, (f(20s...,2,~) = x,)[s,n].
Veamos ahora que podemos definir
Fr={z|Vsn <z(z = (s,n)y AN(s) =r ANFEs, (f(z0,...,2,-1) = z,)[s,n])}.

Para aplicar el principio de AY-comprensién tenemos que probar que la formula
que define a Fy, que obviamente es X1, equivale a una férmula 11, y, en efecto,
equivale a

Visn < z(z = (s,n), A(s) =71 A

Am(NEs, (f(zo,...,2,~1) = x,)[s,m] = m =n)).
Es claro entonces que Fy : N" — Ny

As € N'"An(Fy(s) =n < NEs, (f(@o,...,7,-,) = z,)[s,n]).

Tenemos que probar que las funciones Fy son recursivas primitivas. Para

. L 7. r B L 1.
ello vamos a asociar a cada funtor r-adico f de L,p un codigo ¢y € C;p que
definimos por recursién completa:

1. Sif=S9, f=co f=pj, definimos, respectivamene, cy = S’, cy = C o
Cf = PZ-T.

2. Si f=xr(h,g1,...,9m), definimos ¢y = K(cn, (Cgrs- -, Cqn))-

3. Si f = p(g,h), definimos ¢5 = p(cy, cp).
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Una simple induccion prueba que, en efecto, ¢y € C,p y Nar(cy) es el rango
del funtor f. Ahora probamos por induccion sobre f que Fy = {cy}. Para ello
basta probar:

f € Fun( Loy ) A rang(f) =7 —
Asnc((s) =r A F(s) =n Ac=cs — {c}(s) =n),

pues entonces las funciones Fy y {cs} coinciden en N”. Notemos que la formula
es de tipo IIy, pues hemos visto que Fy(s) = n equivale a una formula de tipo
111, a saber:

Am(N Es, (f(zo, ... JEeq) =Tp)[s,m] = m=mn).

Vamos a detallar tnicamente el caso 3 en que f = p(g,h), pues el caso 1 es
trivial y el caso 2 es mucho mas simple. Por hipo6tesis de induccién tenemos que
Fy={cy} v Fr = {cn}. Ademas, c; = p(cg,cp), con lo que {cs} es la funcion
definida por recursién a partir de Fy y F},. Solo hay que probar que Fy también
lo es. Ahora bien:

AlI_{PVU(f(xO’“.’xT;l,O) =uN g(xOr" 7xr;1) = U,),

luego la traduccion de esta formula a rLaj es un teorema de I¥; y 6.15 nos da
que, para todo s € N",

NEs, Vu(f(zo,. . 2,-1,0) =u A g(zg,...,x,-,) = u)[s],
y esto equivale a que Fy(s,0) = Fy(s). Similarmente,
A;P\/uv(f(:ro, o, Se) =u A f(xo,. ., xr) =0 A h(2o,. .., T, 0) = ),
de donde, fijados s € N" y n, deducimos que existen m, k tales que
Fr(s,n+1)=m A Ff(s,n) = k,A Fp(s,n, k) =m,

que es lo mismo que Fy(s,n+ 1) = Fj(s,n, Fy(s,n)), luego, en efecto, Fy es la
funcién definida por recursiéon a partir de Fy y Fj. n

Anéalogamente podemos asociar a cada funcion F : N™ — N recursiva pri-
mitiva un funtor f que cumpla el teorema anterior.

8.2 Caracterizacion aritmética

La definiciéon de las funciones recursivas a partir de coédigos es un tanto
técnica y laboriosa, pero ello se debe a que contiene la demostracién de un
teorema no trivial. Vamos a introducir algunos conceptos para enunciarlo con
naturalidad.
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Definicién 8.16 Diremos que una relacion R C N” es de tipo Ag, ¥ o I1; si
existe una formula o € Form( £, ) del tipo correspondiente con r variables (es
decir, con variables libres entre z,...,x,.. ) tal que

As € N"(R(s) <+ NEgals])

(en el caso Ay, y con Fx, o Fyy, para los otros dos casos).
Diremos que R es de tipo A; si existen formulas o, 8 € Form(rLa—l) con r
variables, de tipo ¥ y Iy, respectivamente, tales que, para todo s € N,

R(s) + NEg, a[s] & Nk, 8[s].

Diremos que una funciéon F' : N” — N es de tipo Ag, %1,113,A; si lo es su
grafica G(F').

Observemos que si ¢(s) es una formula de £, de tipo X7 con una variable

libre, podemos considerar la formula o = I—gi>(<:co, . ,:1:7,;1>)—l € Form(rLa—l), de
modo que
As € N"(¢(s) ++ NEx, afs]),

y anédlogamente para formula de tipo II;, por lo que una relacion definida por
formulas de £, de tipo X7 o II;, o ambas a la vez, es de tipo ¥1,II; o A;.

Diremos que una relacién R C N” es recursiva si lo es su funcion caracteris-
tica x , : N” — N, dada por

1 si R(s),
XR(S)_{O si ~R(s).

El teorema 8.8 implica ahora trivialmente:
Teorema 8.17 Toda funcion recursiva es Aq.
A su vez:
Teorema 8.18 Toda relacidon recursiva es ;.

DEMOSTRACION: Si R C N” es una relacién recursiva, esto significa que
su funcién caracteristica y R N — {0, 1} es recursiva, luego por el teorema
anterior es ¥1. Esto, a su vez, significa que existe una féormula a(xg, ..., z,) de
tipo ¥, tal que, para todo s € N",

R(s) <> NEg, afs,1] < =N Ex, «a[s,0] + N Fp, —afs, 0],

luego R es una relacion Aj. "

Vamos a probar el reciproco, para lo cual empezamos demostrando lo si-
guiente:

Teorema 8.19 (X2-induccién) Toda relacion Ag es recursiva primitiva.
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DEMOSTRACION: En 6.10 definimos el término Dn(¢,v) y en 6.11 la formula
N o a[v], ambos de tipo A; que determinan el niimero denotado por el semi-
término t de I—La—l y si la semiférmula « de '_La—l es satisfecha o no cuando sus
variables libres se interpretan segiin la valoracion v, supuesto que v esté definida
sobre todas ellas.

SiseN", s € N, llamamos

Us,s = {(20,80)0 5+ s (T 1y 81 )y s (W05 80) 0 s+ s (U gy 8T,y )o}
y definimos
Dn(t; s, s’) = Dn(t, vs,s), Nk afs, s']| = NEq afvs ¢],

de modo que si t es un semitérmino y o una semiférmula de £, cuyas variables
libres estén entre x;, para i < r y u;, parai < 1’, s € N', ¢’ € N’"', entonces
Dn(t; s, s") es el ntimero denotado por t cuando cada variable z; se interpreta
como s; y cada variable u; se interpreta como s}, e igualmente N Ey afs, §']
significa que la semiférmula « es satisfecha con dichas interpretaciones de sus
variables. Es claro que Dn(t; s, s’) sigue siendo un término A; y N Fq afs, §']
sigue siendo una formula Aj.

Escribiremos t € STerrnm/(rLaj) para indicar que t es un semitérmino
de "L, cuyas variables (tanto libres como ligadas) estén entre xo,...,2, .,
Ao

T,

. . 7y . . , ers
Ug, ..., U, -, € igualmente a € SForm, %, ( £, ) indicard que « es una semifor-

mula de '_La—l de tipo Ag cuyas variables (tanto libres como ligadas) estan entre
las indicadas.

Definimos como sigue una funcién recursiva primitiva D : N> — N por
recursiéon completa sobre ¢:

1. Sit ¢ STerm, ('_La—l), entonces D(r,7’,t) = 0.
2. Sit =0, entonces D(r, 7, t) = s(BIH" (C)).
3. Sit = x;, entonces D(r,r',t) = 135”/.

4. Si't = u, entonces D(r,r',t) = PIf7.

5. Sit = Sto, entonces D(r, 1, t) = s(S, (D(r,r,to))).
6. Sit =ty +ty, entonces D(r,7’,t) = k(+, (D(r,r’,t1), D(r,7’,t3))), donde
+ es el codigo de la funcién suma.

7. Sit =ty - tg, entonces D(r,r',t) = (*,(D(r,r',t1), D(r,7’,t2))), donde *
es el codigo de la funcion producto.

La funcion D es una funcion concreta determinada por un codigo D € Crp (un
numeral) que podemos calcular explicitamente. Una simple induccion sobre ¢
prueba que sit € STermT’,«/(rLaj), entonces D(r,r’,t) € Cp y Nar(D(r,1’,t)) =
r+r.
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Maés aun, de la construccion se sigue facilmente, también por induccién so-
. r il
bre ¢, que si t € STerm, v ( £, ), entonces

As € N'As' € N"{D(r,1’ ,t)}(s"s') = Dn(t; s, s').

Lo tnico que requiere atencion es que la formula a la que aplicamos el principio
de induccion es de tipo Iy, pues equivale a

t € Termy . (Lo') = Nenss's"({DY(r, 7' 1) = ¢ A(s) =7 AU(s') = 1" A
s" =578 An=Dn(ts,s") — {c}(s") =n).
En otros términos, podemos considerar la funcion D:’T/ : Nt — N deter-
minada por que si s € N y s’ € N entonces D" (s7s') = Dn(t; s, s'). Hemos

’
probado que D;"" es recursiva primitiva con codigo D(r,7’,t). Como de cos-
’

tumbre, en ACR(y podemos probar que cada funcién D" , para cada término
) 0 t

t en concreto, es recursiva primitiva, y el principio de Ys-induccién sélo hace
falta para reducir el esquema teoremético a un dnico teorema.

Ahora definimos una funcién St : N> — N tal que si a € SFormf)‘,?,(rLa—l),

entonces St(r, ', &) sea un codigo de una funcion recursiva primitiva con r + r’
argumentos, y que dicha funcion sea la que toma el valor 1 sobre s7s' si se
cumple N Fq afs, s'] y toma el valor 0 en caso contrario. La definicion es como
sigue:

1. Sia ¢ SFormf)‘S,(rLa—l), definimos St(r, ', ) = 0.
2. Si a =t = tg, consideramos la funcion

1 siu=w,
F(U7U):1*|U_”|:{O siu# v

que es recursiva primitiva, y tendra un coédigo F', y definimos

St(r,r', ) = K(F, ({D}(r,7', 1), {D}(r,7", £2))).
3. Si a =t; <ty la definicion es analoga, pero considerando la funcion

1 siu<w,
G(u’v):1é(u;v):{0 siu;v.

4. Si @ = —f, consideramos la funcion H(u) =1 = u y definimos
St(r,r', o) = k(H, (St(r, ', 3))).
5. Si a = BV 7, consideramos

. . _J1 siu>1vVe>1,
Moy =1+ =@y ={g Fu2 V0

y definimos St(r,r’, o) = /i(f, (St(r, ', B), St(r,r",7))).
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6. Supongamos ahora que o = Au < t 3, donde u = u;, para cierto i < r’ (y
la variable u; no esta en t).

Para cada s € NT‘”’I, podemos considerar s;[k] € N de modo que
silk]; = s; salvo cuando j = r + 4, en cuyo caso s;[k]; = k. En otras
palabras, s;[k] es la misma r 4 r’-tupla s salvo que hemos cambiado por k
su componente r + i. No podemos decir que la funcion s (k) — s;[k] sea
recursiva primitiva porque no hemos definido funciones recursivas primiti-
vas Nr+7'+1 N”‘T/, pero si que son recursivas primitivas sus funciones
coordenadas J} N+l N, que cumplen que J}(s,kz) = s; salvo si
/
Pir+r +1

j =r+1i, en cuyo caso J;(s, k) = k. Concretamente, J; = salvo

. L .
sl j =741, en cuyo caso J; = P;jf;, *1. Por lo tanto, podemos considerar

la r 4+ r’-tupla de sus codigos (Ji, ..., ‘];+r';1>'

Admitiendo que St(r,7’,3) es el cédigo de una funcién recursiva primi-
tiva Sat : N'*™ — N, tenemos que x(St(r,7’, 8), (J§, ..., :;H,;l)) es el
codigo de la funcion s (k) — Sat(s;[k]), definida en N"+7"+1,

Ahora consideramos la funcion K : N*+7'+1 —5 N dada por
K(s,0) =1, K(s,k+1) = K(s, k) - Sat(s;[k])
0, equivalentemente,

K(s,n) = T] Sat(s;[k]).

k<n

Por tdltimo, consideramos la composicion L(s) = K(S,D:’H(s) + 1), es
decir,

Ls)= TI Sat(si[k]):

k<D?" (s)

Nos ahorramos escribir explicitamente el cdédigo de L en términos de
St(r, ', 8), pero definimos St(r,r’, &) como dicho codigo.

7. Si @ = Vu < t 8, podrfamos hacer una construccién analoga a la anterior,
pero es mas practico considerar el codigo que hemos asociado a —f a
partir de St(r,7’, 3), luego el codigo que le hemos asociado a Au < -3
en el apartado anterior y, por dltimo, el cédigo que le hemos asignado a
-/\u < t=3, y tomamos éste como definicion de St(r, 7, a) en funcion de

St(r, ', B).

Con esto tenemos definida la funcién St, que es recursiva primitiva, y le
podemos calcular un codigo explicito (un numeral) St, de modo que St = {St}.
Una simple induccién prueba que si a € SFormTA;, (FLa—l), entonces se cumple
que St(r,r’, ) € Cyp ¥ que Nar(St(r, 7, o)) = r + 7. Tampoco ofrece dificultad

comprobar que si llamamos Sat,. () = {St(r, 7/, )} : N+ — N, entonces

Sat, . (a) : N'*" — {0,1}
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y,si s € N", ¢ € N”'| se cumple que
Sat, ./ (a)(s™s") =1+ NEg als,s'].

Se prueba por induccion sobre «, y s6lo tenemos que observar que la férmula
a la que aplicamos el principio de induccion es de tipo Ils:

a€ SFormTA’;’, (Lo)) = Ness's” ({St}(r,r' o) = e A l(s) =1 A U(s') =1 A

s" =578 AN (NEg als,s'] = {c}(s") =1) A (=N g afs, s'] = {c}(s”) =0)).
Vamos a detallar tanicamente el caso en que a = Au < t . Entonces u = u;
para cierto i < r' y 8 € SFormTA;/( L, ). Por hipotesis de induccion tenemos
que Sat, . (8) : Nrtr' {0,1} determina si se cumple o no N kg §[s, s].

En la primera parte de la prueba hemos visto que D;"T/(SAS/) = Dn(t; s, s')
y, por construccién,

Sat, . (a)(s™8') = ]I Sat,,(8)((s7¢):[k])-

k<Dn(t;s,s’)

Como los factores sélo pueden tomar los valores 0,1, lo mismo vale para el
producto, luego Sat, , (a) : Nt — {0,1}. Ademas, se cumplira

Sat, . (a)(s™s') =1

si y solo si para todo k < Dn(¢;s,s") se cumple Sat, - (5)((s7s');[k]) =1, sl y
solo si para todo k < Du(t; s, s’), se cumple N Fq f[s, s”’], donde s” se diferencia
de s’ en que s/ =k, y es claro que esto equivale a N Fo Au < tf]s, s'].

. Ao a7 , . .
Ahora observamos que si a € SForm % ( £, ) es una férmula, es decir, si no
)

tiene variables libres de tipo ligado, la relacion N Fq afs, s'] no depende de ¢/,
es decir, equivale a la formula N Fq «[s]. Por ello, si definimos

Sat:f’r,(a) :N"— {0,1}
como la composicion de Sat,., () : Nrtr' {0,1} con las proyecciones
(P§,...,P". | Py,...,P§): N — N'+"
obtenemos una funcién recursiva primitiva tal que
Sat,. .. (a)(s) = 1 <> NFg afs].

Esto significa que Sat,. ., () es la funcion caracteristica de la relacion R C N”
definida por la féormula «, luego R es una relaciéon recursiva primitiva. L]

Insistimos en que, si tenemos una férmula concreta a de tipo Ay con variables
libres entre xq, ..., .-, en ACRy podemos probar que la relaciéon R C N" que
define es recursiva sin necesidad del principio de Ys-induccién.

A su vez:
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Teorema 8.20 (X2-induccién) Una relacion es recursiva si y sdlo si es Aq.

DEMOSTRACION: El teorema 8.18 nos da una implicacién. Reciprocamente,
si R C N" es una relacion Ay, esto significa que existen formulas

Oé(Io,...7l‘T), ﬂ(IQ,...,IT) € Form(r'aa—l)
de tipo Ag con r 4 1 variables libres tales que, para todo s € N”| se cumple

R(s) < NEx, Aua(zo, ..., u)[s] > N, AuB(zo, ...,z ,u)[s.

s Mr=—1>

Por el teorema anterior, las férmulas « y [ definen relaciones recursivas
en N"*1. Llamamos F,G : N"t! — N a sus funciones caracteristicas, que son
funciones recursivas primitivas. Asi,

R(s) & NuF(s,u) =1+ VuG(s,u) = 1.
Consideramos la funcién recursiva primitiva H : N*+! — N dada por
H(s,u) = F(s,u)- (1= G(s,u)).

Vemos asi que si se cumple R(s), existe un u que cumple G(s,u) = 1, y eso
hace que H(s,u) = 0, mientras que si =R(s), existe un u tal que F(s,u) =0, y
también H(s,u) = 0, luego

As € N'VuH(s,u) =0,

y asi podemos definir por minimizacién la funcién recursiva I : N* — N dada
por
I(s) = pu H(s,u) = 0.

Claramente, si I(s) = u, se cumple que F(s,u) = 0 (en cuyo caso ~R(s)) o bien
G(s,u) =1 (en cuyo caso R(s)), luego
R(s) & G(s,I(s)) =1.

La funcion J(s) = G(s, I(s)) es recursiva, y claramente es la funcion caracteris-
tica X . luego la relacion R es recursiva. L]

Teorema 8.21 (X2-induccion) Una funcidn es recursiva si y solo si es L1,
si y solo si es Aq.

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.17, si una funcion es recursiva, entonces
es A;. Reciprocamente, supongamos que una funcion F : N* — N es A;.
Esto significa que su grafica G(F) es una relacion A, luego recursiva. Sea
J: N+ — 10,1} su funcion caracteristica, de modo que

Ns e N"An(F(s) =n <« J(s,n) =1).
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En particular As € N"\/n1 = J(s,n) =0, y
F(s) = pn(1 = J(s,n) = 0),
por lo que F' es una funcion recursiva.

Obviamente, toda funcién A; es ¥ y, reciprocamente, si ' : N° — N
es Y1, esto significa que existe una féormula o de £, con r + 1 variables libres
tal que, para todo ¢t € N™ 1,

t € G(F) + NEy,alt].
Entonces, teniendo en cuenta que, para todo s € N”, se cumple
F(s) =n < Am(F(s) =m — m =n),
vemos que, para todo t € N™+1,
t € G(F) + Am(NEg,alt],,m] = m =t,).

La formula de la derecha es Iy, y esto implica que G(F') (luego F) es II;. =

8.3 Funciones recursivas parciales

Hemos indicado al principio de este capitulo que las funciones recursivas son
las funciones que puede calcular un ordenador que ejecute un algoritmo prefi-
jado. En esta secciéon vamos a analizar esto con més detalle y, paraddjicamente,
veremos que para estudiar las funciones, relaciones y conjuntos computables, es
decir, que pueden determinarse mediante algoritmos, es indispensable hablar de
funciones, relaciones y conjuntos no computables, lo que nos obliga a ir més alla
de ACRg (que no permite definir mas que objetos estrictamente finitistas y, por
consiguiente, computables) para trabajar en ACAg.

Es frecuente que un algoritmo requiera ejecutar varias veces un mismo blo-
que de instrucciones. Esto es lo que se denomina un bucle, pero hay dos tipos
de bucles sustancialmente distintos. Unos son los que, en los distintos lengua-
jes de programacion, se expresan con instrucciones de tipo FOR ¢ = 1,...,n,
de modo que el nimero de veces que el bucle tiene que repetirse es conocido
desde el principio, pero también hay bucles de tipo WHILE, que se tienen que
ejecutar hasta que se cumpla una condiciéon. Cualquier programador sabe que
los bucles de tipo WHILE encierran un peligro, y es la posibilidad de que la con-
dicién que ponga fin al bucle nunca llegue a cumplirse, con lo que el algoritmo
nunca termina y el ordenador “se queda colgado”, y esto puede depender de los
argumentos de los que parte el algoritmo, de modo que puede suceder que un
algoritmo pueda calcular el valor de una funcién para ciertos argumentos dados
y que “se quede colgado” cuando los argumentos son otros.

Esto se traduce en que si queremos estudiar las funciones que pueden calcu-
larse mediante un algoritmo, tenemos que contemplar la posibilidad de que no
estén definidas para algunos valores de los argumentos de la funcion, para los
cuales el algoritmo no termina nunca. Esto nos lleva al concepto siguiente:
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Definicion 8.22 Una funciéon F' : N — N parcial es un conjunto F' C N” x N
tal que
Asmn((s,m), € F A (s,n), € F —m =n).

Equivalentemente, considerando el dominio DF = {s | V/n (s,n), € F},
vemos que las funciones r-adicas parciales son los conjuntos F' cuyo dominio

cumple DF C N" y ademas F' : DF — N.

En particular, toda funcion F' : N — N es una funcién r-adica parcial,
con la peculiaridad de que DF = N", y en tal caso diremos que se trata de una
funcién F' : N™ — N total.

Para mantener el convenio usual, cuando hablemos de funciones, se entendera
que son funciones totales, de manera que las funciones F' : N* — N (totales)
son un caso particular de las funciones parciales F': N — N.

Los tres procedimientos de construccion de funciones recursivas (composi-
cion, recursion y minimizacion) pueden extenderse para tratar con funciones
parciales:

Teorema 8.23 (Composiciéon parcial) Dado un conjunto G para el que se
cumpla \i < mG; : N* — N parcial y una funcion parcial H : N™ — N,
existe una unica funcion parcial F : N* — N tal que F estd definida en
s € N" si y sdlo si Gy, ...,Gm—1 estdn definidas en s y H estd definida en
(Go(8),--.,Gm-1(9)), y en tal caso

F(s) = H(Go(5), ..., Gm_1(s)).

En estas condiciones diremos que F esta definida por composicion parcial a
partir de G y H.

DEMOSTRACION: Basta definir, por comprension aritmética,
F={z|Vstr(z = (s,r)y AN(s) =n ALt) =m A
Ni <m (s, t;), € Gi) A (t,r), € H}. -
Teorema 8.24 (Recursiéon parcial) Si G : N* — N y H : N™+2 — N,
con m > 0 son funciones parciales, existe una tunica funcion F : N™t1 —+ N

parcial tal que, para todo s € N1 se cumple que F estd definida en s si y sélo
St

1. G estd definida en s|y, F estd definida en s|, ™ (0) y
F(slm™(0)) = G(s]n)-
2. Para cada i < S, F estd definida en s|,, (i) y en s, (i + 1), G estd
definida en sl y H estd definida en s|m ™ (i, F(8|m (1))} y
F(slmsi+ 1) = H(8|m, 1, F(8|m,1)).

En el caso m = 0 sustituimos la funcién G por un nimero a y cambiamos la
condicion 1 por que F esté definida en 0 y que F(0) = a.
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En estas condiciones diremos que F' estad definida por recursion parcial a
partirde Gy H (odeay H).

DEMOSTRACION: Basta definir
F={z|Vstll(s)=m+1ALt)=sm+1Az=(s,ts5 )y A

<S|m,t0>2 eGA /\Z < Sm <S|mﬁ<l7tz> ,ti+1>2 S H)}

El caso m = 0 se trata de forma similar. n

Teorema 8.25 (Minimizacién parcial) Si G : N*™1 — N es una funcion
parcial, existe una unica funcion parcial F': N — N tal que, para todo s € N™,
se cumple que F estd definida en s si y sdlo si existe un numero natural v tal
que:

1. Para todo i < r se cumple que G estd definida en s~ (i).
2. Para todo i < r se cumple que G(s,i) # 0.
3. G(s,r) =0.

y en tal caso F(s) =r.

En estas condiciones diremos que F' esta definida por minimizacion parcial
a partir de G.

DEMOSTRACION: Basta definir
F={z|Vsr(l(s)=nAz=(s,71)A

Ni <rVE(k#£0A (s7(), k), € G) A (s(r),0), € G)}. .

Asi, al definir F' a partir de G por minimizacién parcial no exigimos que
exista un minimo 7 tal que G(s,r) # 0, sino que, en caso de que no exista (o en
caso de que al ir calculando G(s,0),G(s,1),... lleguemos a un ¢ tal que G(s,1)
no esté definido antes de encontrar un r tal que G(s,7) = 0), la funciéon F
no esta definida en s, pero eso no pone en cuestion que F' esté definida por
minimizacién parcial a partir de G.

En la definicién 8.5 hemos definido los cddigos de funciones recursivas par-
ciales. Posteriormente nos hemos referido a ellos simplemente como c6digos,
pero ahora podemos dar sentido a su nombre completo:

Definicion 8.26 Sic € € es un codigo de una funcion recursiva parcial, llama-
mos

{c} ={z| Vsn(z = (s,m)y A (s) =Nar(c) A {c}(s) =n)}.
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Notemos que el conjunto {c} es X1, no necesariamente Aj, por lo que nece-
sitamos el axioma de comprension aritmética para garantizar su existencia.

El teorema 8.6 nos da que, si Nar(c) = r, entonces {c} : N* — N es
una funcion parcial. A las funciones de esta forma las llamaremos funciones
recursivas parciales.

Notemos que, por definicion, las funciones recursivas son las funciones re-
cursivas parciales que son, de hecho, totales.

Ahora todo cédigo ¢ € € define una funcion recursiva, pero ésta puede ser
parcial. Una ligera variante de la demostracién de 8.4 nos da la version siguiente
del teorema 8.9:

Teorema 8.27 Se cumple:
1. Los cddigos S’,C’,Pj" cumplen {S} = S, {C} = C, {PJ”} = Pp.

2. Sici,...,cm son cédigos de funciones n-ddicas recursivas parciales, ¢’ es
un cdédigo de una funcion m-ddica recursiva parcial y ¢ = £(c/, {(c1, ..., cm)),
entonces {c} : N — N es la funcion parcial definida por composicion
parcial a partir de {¢'} : N™ — N y {¢;} : N* — N.

3a. Sic esun codigo de una funcion n-ddica recursiva parcial, ¢’ es un cédigo
de una funcion n + 2-ddica recursiva parcial y ¢ = p(c’,c"), entonces
{c} : N"*1 — N es la funcion parcial definida por recursion parcial a
partir de {c'} : N" — N y {¢"} : N**2 — N.

3b Sic es un cddigo de una funcion diddica recursiva parcial y ¢ = p*(a,c’),
entonces {c} : N — N es la funcion parcial definida por recursion parcial
a partir de a y de {c'} : N> — N.

4. Sic es el cddigo de una funcion n+ 1-ddica recursiva parcial y ¢ = u(c’),
entonces {c} : N® — N es la funcidn parcial definida por minimizacion
parcial a partir de {c'} : N**1 — N.

Este teorema muestra que las funciones recursivas parciales son las que pue-
den definirse a partir de las funciones recursivas elementales mediante composi-
ciéon parcial, recursion parcial o minimizacion parcial, pero en ACAy podemos
formular esto explicitamente:

Teorema 8.28 Una funcion parcial F': N — N es recursiva parcial si y solo
si existen |,k tales que ((k) = 1+ 1, Ni < 1k; > 1 y un conjunto H tal que
Ni <1 H; : N¥ — N parcial, H = F vy, para cada i < 1, se cumple uno de los
casos siguientes:

1. Hy=S,H;=C o\Vj<kH =P

2. Ezisten j < i y s tales que £(s) = ki, Nu < kj (su < i A ks, = k;) de
modo que H; estd definida por composicion parcial a partir de la sucesion

<Hsoa---7Hs‘ . ) yde Hj.

k;j—1
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3a. Ezisten j,l < i tales que k; = k;j +1, ki = k;j + 2, y H; es la funcion
definida por recursion parcial a partir de H; y H;.

3b. Existen j < i y a tales que k; =1, kj =2 y H; es la funcion definida por
recursion parcial a partir de a y H;.

4. Existe un j < i tal que kj = k; + 1 y H; es la funcion definida por
minimizacion parcial a partir de H;.

DEMOSTRACION: Si existe H, una simple induccion sobre i prueba que cada
H; es recursiva parcial, luego en particular lo es F' = H;. (Notemos que la
férmula a la que le aplicamos el principio de induccién es aritmética, pues sélo
contiene la variable de segundo orden H.)

Para probar el reciproco observamos en primer lugar que si ¢ € C es un
c6digo para una funcion recursiva parcial existe un ¢ tal que £(¢) =1+ 1,¢ =¢
y, para cada i < [, se cumple uno de los casos siguientes:

1. ¢; =S5, ¢; = C o existen j < n tales que ¢; = P

2. Existen j < iy s tales que #(s) = Nar(¢;) = k,
Au < £(s)(s, < i A Nar(¢s,) = Nar(¢;)),

Y & = K(Gj, (Cspy - - - Csp—1))-
3a. Existen j,I < ¢ tales que Nar(¢;) = Nar(¢;) + 1, Nar(¢;) = Nar(¢;) +2 y
¢ = p(cj, ).
3b. Existen j < iy a tales que Nar(¢;) = 1, Nar(¢;) =2y & = p*(a, ;).
4. Existe un j < ¢ tal que Nar(¢;) = Nar(¢;) + 1 y & = u(G)).

Esto se prueba trivialmente por induccién sobre ¢ a partir de la definicién
de codigo.

Como consecuencia, si F' es recursiva parcial, es de la forma F = {c}, para
cierto ¢ € €, tomamos ¢ que cumpla lo anterior y definimos

H={z|Vi<iVsn(z=(i,(s,n),), A l(s) = Nar(¢;) A {c;}(s) =n)}.

De este modo H; = {¢;} y se cumple lo requerido. "

Similarmente:

Teorema 8.29 Una funcion parcial F : N” — N es recursiva (primitiva) si y
solo si existen I,k tales que £(k) =1+ 1, Ni <1k; > 1 y un conjunto H tal que
Ni <l H;:Nt — N, H =F y, para cada i < 1, se cumple uno de los casos
stguientes:

1. Hy=8,H=Co\j<kH =P
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2. Ezisten j < i y s tales que €(s) = kj, N\u < kj(su < i A ks, = ki)
de modo que H; estd definida por composicion a partir de la sucesion

(Hsg,, - - .,Hskj;1> y de Hj.

3a. Ezisten j,1 < i tales que k; = k;j + 1, ky = k;j + 2, y H; es la funcion
definida por recursion a partir de H; y H;.

3b. Existen j < i y a tales que k; =1, kj =2 y H; es la funcion definida por
recursion a partir de a y H;.

4. (Solo para el caso de funciones recursivas) Existe un j < i de manera que
kj = ki+1, Ns € NFi\/o H(s,v) = 0 y H; es la funcion definida por
minimizacion a partir de H;.

DEMOSTRACION: El caso correspondiente a las funciones recursivas primi-
tivas se prueba igual que el teorema anterior, sin mas que tener en cuenta que
los codigos de funciones recursivas primitivas definen siempre funciones totales
(teorema 8.10).

En cambio, el caso de las funciones recursivas es mas sutil, porque, en prin-
cipio, si F = {c} es una funcién recursiva, solo tenemos garantizado que el
c6digo ¢ define una funcién total, pero no que los cédigos a partir de los que
se construye ¢ definan funciones totales. Ahora, bien, si F' es una funcién re-
cursiva, por 8.18 sabemos que es Ay, luego G(F') es una relacion Aq, y en la
prueba del teorema 8.20 hemos visto que existen funciones recursivas primitivas
G, H a partir de las cuales se define otra funcion I por minimizaciéon y luego J
por composicién, de modo que

teG(F)« J(t)=1.

Por 1ltimo, en la prueba de 8.21 se ve que F se define por minimizaciéon a partir
de1l-J.

Por consiguiente, una sucesion de funciones en las condiciones del enunciado
para las funciones recursivas primitivas G, H y 1 =~ s (que ya sabemos que
existe), se completa con cuatro pasos mas para obtener F. ]

Las funciones recursivas parciales tienen una caracterizacion aritmética ané-
loga al teorema 8.21:

Teorema 8.30 Una funcion parcial es recursiva parcial si y sélo si es 3.

DEMOSTRACION: Si una funcién parcial F' : N — N es recursiva parcial,
existe un codigo ¢ € € tal que F = {c}, luego, por la propia definicion 8.26,
tenemos que G(F') es X.

Supongamos ahora queI_F es 1. Esto significa que existe una formula
a(zg,...,Tr, Trp1) € Form( L, ) de tipo Ag tal que

Ns e N'Tl(s € G(F) & NEy, Vua(zo, ..., 2., u)s]).
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Por 8.20 tenemos que la relacién R C N"*2 dada por
At € N“T2(R(t) <> N Eyx, at])

es recursiva, lo que a su vez significa que y R N"t2 — N es recursiva. En estos
términos,
Ns e N"T(s € G(F) + \/uXR(s,u) =1).

Definimos la funcion recursiva parcial H(s) = pu (1 = xg(s,u)) = 0, de
modo que H(s) esta definida si y solo si s € G(F). Si componemos H con la
funcion constante 0, obtenemos otra funcion recursiva parcial H'(s) = co(H (s))
que vale 0 cuando esta definida, pero si H(s) no esta definida, entonces H’
tampoco. Finalmente, observamos que, para cada z € N,

F(x) =un H'(z,n) =0,

pues el miembro derecho (si esta definido) es el minimo namero natural tal que
la funcion H(x,n) esta definida, y en tal caso es el Gnico namero natural tal que
x ™ (n) € G(F), luego es F(x). Esto prueba que F es recursiva parcial. "

La tesis de Church-Turing La caracterizacion de las funciones recursivas
parciales dada por el teorema 8.28 (con la posibilidad de omitir el punto 3b)
es la forma méas habitual de definir las funciones recursivas parciales, y es es-
pecialmente idénea para demostrar la llamada tesis de Church-Turing, segin la
cual las funciones recursivas parciales son exactamente las funciones que pueden
calcularse mediante un algoritmo, contemplando la posibilidad de que éste no
termine y deje algunos valores indefinidos.

Para demostrar la tesis de Church-Turing se usa habitualmente el concepto
de mdquina de Turing, que es un modelo de ordenador ideal con una memoria
potencialmente infinita. Por una parte se demuestra que toda funcién recursiva
parcial puede calcularse mediante una méaquina de Turing y, por otro, que toda
funcién calculable mediante una maquina de Turing es recursiva parcial, pero
de modo que el argumento es claramente adaptable a cualquier otro “ordenador”
en el sentido méas amplio del término, es decir, a cualquier dispositivo que pueda
leer y escribir datos en una memoria potencialmente infinita y que los pueda
manipular mediante un proceso determinista. Para los detalles remitimos a
las secciones [LM 7.4, 7.5], puesto que el argumento tiene poco que ver con
los resultados que estamos presentando aqui. Recalcamos tnicamente que la
incorporacion de la definicién por minimizacion a la definicion de las funciones
recursivas parciales tiene el efecto de reflejar la posibilidad de que un algoritmo
entre en un bucle, que en este caso seria el que va calculando

f(xlw-'am’ruo)v f('r17"'7xn71)7 f(xla-"7xn72)a

con un criterio de finalizaciéon que a priori no tiene por qué darse nunca (en
este caso, que una de las funciones tome el valor 0 antes de que llegar a alguna
que no esté definida), y que, por consiguiente, deja abierta la posibilidad de que
el algoritmo no termine, y a la vez de que no podamos saber si todavia no ha
terminado, pero terminard mas adelante. L]
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Funciones universales Una funcion recursiva parcial notable es la funciéon
parcial U : N> — N que esta definida sobre los pares (c,s) tales que ¢ € C,
Nar(c) =7, s € N" y {c}(s){, y en tal caso U(c, s) = {c}(s). Explicitamente:

U= {z | Vesn(z = ((¢,s) ,n)y A c € € AL(s) = Nar(c) A {c}(s) =n)}.

Claramente U es una funcién parcial de tipo X, luego es recursiva parcial, y es
lo que se conoce como una funcidn recursiva parcial universal, en el sentido de
que permite calcular cualquier funcién recursiva parcial: Si {c} es una funcion
recursiva parcial, entonces {c}(s) esta definido si y solo si lo estd U(c, s), y en
tal caso ambas funciones toman el mismo valor.

Similarmente podemos definir una funcién U,, : N> — N mediante
Upp = {z | Vesn(z = ((c,s),n)y A ((c € Cp A £(s) = Nar(c) A {c}(s) =n) V

((c & Crp V £(s) # Nar(c)) An=0)))}.
Teniendo en cuenta que si ¢ € Gy, A £(s) = Nar(c) no puede darse el caso de

que {c}(s) T, tenemos que U,, es una funcioén total, y también es ¥;, luego es
recursiva.

Podemos pensar que U y U,, son funciones “programables”, en el sentido
de que les damos un “programa’ (un codigo de una funciéon recursiva parcial
o recursiva primitiva) y unos argumentos adecuados a dicho programa, y nos
ejecuta el programa sobre dichos argumentos.

De aqui podemos obtener algunos ejemplos interesantes:

Un ejemplo de funciéon recursiva no recursiva primitiva Sea Gﬁp el
conjunto de los codigos de las funciones monadicas recursivas primitivas:

C’ip = {c| c € Cyp A Nar(c) =1}.

Se trata de un conjunto infinito, luego, por el teorema 7.23 existe una biyecciéon
creciente m : N — @%p. Esta biyeccion es recursiva primitiva. En efecto, la
relacion dada por

R(z,y) <>z <y AyeCl
es Ag, luego es recursiva primitiva, luego su funcion caracteristica x R' N? — N
también lo es. Si ¢ € €, es claro que lo mismo le sucede a ¢ = k(C,e)ye<d,
luego la funcién

M(e) = pu < K(C,e) (1= x (e, u)) =0

es recursiva primitiva, y si ¢ € €}, entonces M(c) es el menor codigo de CF,

mayor que ¢. A su vez, esto nos permite definir
7 (0) = S, al(m+1) = M(r*(m)),

que es claramente la biyeccién creciente 7 : N — G}p.
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Ahora consideramos la funciéon F : N> — N dada por
F(m,n) = {7 (m)}(n) = Up(r' (m), n).

En otros términos las funciones {7!(m)} recorren (con repeticiones) todas
las funciones monédicas recursivas primitivas y F(m,n) es el valor que toma en
n la funcién monadica recursiva primitiva m-sima.

Tenemos que F' es recursiva por ser composicién de una funcién recursiva
y otra recursiva primitiva. Ahora bien, de aqui deducimos que U,, no puede
ser recursiva primitiva, pues de serlo también lo seria F', y a su vez lo seria la
funcion G(n) = F(n,n) + 1, que tendria un codigo ¢ = 7'(m), para cierto m,
con lo que AnG(n) = F(m,n), y en particular F(n,n) + 1 = G(n) = F(n,n).

Asi pues, la funcion recursiva primitiva universal es recursiva, pero no re-
cursiva primitiva. [

Maés interesante es el ejemplo siguiente:

Un ejemplo de funcién no recursiva Ahora consideramos el conjunto G}
formado por los codigos de funciones monadicas recursivas, es decir,

Cl={c|ceCANar(c) =1AAnVm{c}((n)) =m}.

Nuevamente, como C! es infinito, el teorema 7.23 nos da una biyeccién cre-
ciente m : Nl — €L, que a su vez nos permite definir la funcién F : N> — N
dada por F(m,n) = {m(m)}(n) = U(w(m),n) y a su vez la funcion G : N — N
dada por G(n) = F(n,n) + 1.

Ahora podemos concluir que G no es recursiva, pues, si lo fuera, existiria un
m tal que An G(n) = F(m,n), y en particular F(n,n)+1 = G(n) = F(n,n). A
su vez, esto implica que 7 tampoco puede ser recursiva, porque F' se obtiene de
U y 7 por composicion, luego si 7w fuera recursiva, la funciéon F' seria recursiva
parcial y a la vez total, luego seria recursiva.

En definitiva, concluimos que una enumeracion de los codigos de las funcio-
nes recursivas no puede ser recursiva, y en particular esto implica que no existe
ningun algoritmo que nos permita determinar si un cédigo de una funcién re-
cursiva parcial corresponde o no a una funcién total. L]

8.4 Funciones demostrablemente recursivas

El ultimo ejemplo de la seccion precedente pone de manifiesto que el pro-
blema de si un c6digo de una funcién recursiva parcial corresponde o no a una
funcion recursiva (es decir, si define una funcion total), no es trivial en absoluto,
en el sentido de que no hay ningtn algoritmo que lo resuelva. En general, justi-
ficar que un c6digo de una funcién recursiva parcial define una funcién recursiva
requiere un razonamiento especifico, y sobre todo razonamiento cabe pregun-
tarse en qué teorias formales puede formalizarse. Esto nos lleva a la definicion
siguiente:
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Definicion 8.31 Una funcion Z,f : L\V — N es demostrablemente recul_rsigl)a en
una teorfa axiomatica T sobre L, si existe una férmula ¢ € Form( £, ) de
tipo X1 con r + 1 variables libres tal que

Ns e N"An(F(s) =n + NEyx, ¢[s,n])

y ademas 1
l;/\xo oz, Ve d(zo, ..., ).

Segin 8.21, la primera condicién equivale a que F' es recursiva, mientras
que la segunda expresa que el hecho de que I es ciertamente una funcién total
puede probarse en T

Naturalmente, que una funcién recursiva I’ sea o no demostrablemente re-
cursiva en una teoria 1" depende tnicamente de las definiciones por minimizaciéon
que contenga una definicion de F en los términos del teorema 8.28. Para precisar
esta idea introducimos el concepto siguiente:

Si G : N"*! — N es una funcién demostrablemente recursiva en una teo-
rfa T y la féormula ¢ cumple la definicién anterior, diremos que F' : N* — N
esta definida por minimizacion demostrable en T a partir de G si:

1. As e N"\/nG(s,n) = 0.
2. l;/\xl e xr;l\/mr o(xo, ..., 2, 0).

3. N\s € N"F(s) = unG(s,n) = 0.

Obviamente, en este caso F' es simplemente la funcion definida por minimi-
zacion a partir de G, pero puede suceder que G defina una funciéon por minimi-
zacion y que la funcion definida por minimizaciéon a partir de G no esté definida
por minimizacién demostrable en T.

El primer paso para relacionar esto con la demostrabilidad recursiva es el
teorema siguiente:

Teorema 8.32 Sea T una teoria sobre L, que extienda a IX1. Las funciones
recursivas elementales son demostrablemente recursivas en T y toda funcion
definida por composicion, recursion o minimizacion demostrable en T a partir
de funciones demostrablemente recursivas en T es demostrablemente recursiva
enT.

DEMOSTRACION: Las funciones recursivas elementales S, C'y P son, de he-

cho, demostrablemente recursivas en K, pues las formulas rxl = :cg_‘, 11 = O—l,
Tx,, = x; ' satisfacen trivialmente la definicion.

En general, se trata de probar que si unas funciones dadas son demostra-
blemente recursivas y estdn definidas por unas ciertas férmulas, entonces las
formulas consideradas en el teorema 8.4 prueban que la funcién definida por
composicién, recursion o minimizacién demostrable en T a partir de ellas es
también demostrablemente recursiva en 7. La prueba es rutinaria, asi que va-

mos a detallar inicamente el caso de la minimizaciéon demostrable.
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La hipétesis es que tenemos una funcién G : N'*! — N demostrablemente
recursiva en 1" definida por la formula a(xg, ..., x,41), lo cual significa que

As € N“HYAn(G(s) = n < N Ex, afs,n])
y ademas 1
?/\Io o ap Vg oo, Trg).

Ademés suponemos que G define una funcion F' : N — N por minimizacion
demostrable en T, (en particular, por minimizacién), luego F' esta definida por
la férmula dada en 8.4, a saber:

B(zo,....zr) = Ni < z.Vu(a(ze,..., 2z~ i,u) Au#0) A a(zg,... 2,0,
es decir, que se cumple:
Ns € N"An(F(s) = n < NEg, 8[s,n]).
Falta probar que
?/\xo e zr;l\l/mr Blxo, ... xy)

Para ello, razonando en T, fijamos zg,...,z,..,; y por la condicién 2 de

la definicion de minimizacion demostrable, sabemos que Vz,. alzg, ...,z 0).
Como la teoria T extiende a I¥;, podemos usar el teorema 4.29, que nos da que

1
Vz,.(Ni < 2, ~a(zg, ... Zeq,8,0) A alo, ..., zr,0)).

Ahora, fijado x, que cumpla esto, tomamos i < x,., con lo que sabemos que
—o(zo,...,%,-1,%,0). Sin embargo, como G es demostrablemente recursiva,
tenemos que existe un tnico u tal que a(xo,...,x, . ,4,u), por lo que tiene que
ser u # 0, y esto prueba S(xo,...,2;).

Falta probar la unicidad, pero si suponemos
6(‘7307 cee 7:177-;13:5/) A ﬂ(x(h sy T, Z)7

como T extiende a I¥;, tenemos que y < z V z < y V y = z. So6lo tenemos que
descartar los dos primeros casos y, por simetria, consideramos inicamente y < z.

En este caso, por definiciéon de S(zo,...,x,-,2), tenemos que existe un u # 0
tal que a(xo, ..., 2, -, 2,u), mientras que, por definicién de S(xo, ..., .-, 2),
se cumple «(zo,...,2,-,2,0). Por altimo, como « satisface la definicion de

funciéon demostrablemente recursiva, en 7' la condiciéon de unicidad nos da que
u = 0, lo que nos da una contradiccion. L]

De este teorema se sigue inmediatamente que las funciones recursivas pri-
mitivas son demostrablemente recursivas en I¥;. Una demostracion formal en
ACA requiere razonar por induccién que si ¢ € €,;, cumple Nar(c) = r, entonces

1
1; Azo -z, - V. F(c).

No es trivial que el reciproco también es cierto:
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Teorema 8.33 Las funciones demostrablemente recursivas en IX, son las fun-
CIONES Tecursivas primitivas.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicacion. Si IE :N’" — Nes
una funciéon demostrablemente recursiva en 1%, sea ¢ € Form( £, ) la féormula
que lo justifica, de modo que

1
I; Azo- -z, V. d(zo, ..., z.).
El teorema [CS 1.23] implica que existe un funtor f de '_Larp—l tal que

A;P Ao - -~1‘T;1(Z§(1‘0, - .,mT;l,f(JCo, T ’xr;l))

0, equivalentemente,

e Agg e Vulf (o, 2ey) = u A o, ey, 1))

Sea G la funcién recursiva primitiva asociada al funtor f por el teorema §.15.
Si interpretamos la formula f(xo,...,2,. ) = u como su traduccion a L, se-
gun el teorema 4.49, la formula anterior puede probarse en 131, luego el teorema
[CS 1.25] nos da que, para todo s € N",

N ﬁzl \/U(f(l’o, .- 7'Ir;1) =uAN QZ/)(.T(), cee 7xr;17u))[5]7
luego existe un n tal que
NEs, (f(xo,...,x,.-y) =u)[s,n], NFEx, ¢(zo,...,x,. -, u)ls,nl.

Por el teorema 8.15 la primera formula equivale a G(s) = n, mientras que
la segunda equivale a que F(s) = n, luego tenemos que F' = G es recursiva
primitiva. n

Ahora podemos caracterizar las funciones demostrablemente recursivas:

Teorema 8.34 Una funcion F : N — N es demostrablemente recursiva en
una teoria T si y solo si existe un k con (k) =m+1y Ni<mk; >1 y existe
una sucesion de funciones H, de modo que N\i < rH; : N¥ — N, H,, = F
y cada H; es recursiva elemental, o bien estd definida a partir de funciones
anteriores por composicion, recursion o minimizacion demostrable en T

DEMOSTRACION: Supuesto que existe la sucesion H, el teorema 8.32 permite
probar por induccién que cada funciéon H; es demostrablemente recursiva, con
lo que F lo es. (Notemos que la formula de la induccion es aritmética, pues H
es un parametro fijo en ella.)

Supuesto que F' sea demostrablemente recursiva, tomamos una féormula que
la defina, que sera de la forma \Vué(xo,...,z,,u), donde ¢ es de tipo Ag.
Tenemos que

Ns e N'An(F(s) =n + NEs, Vuds,n))
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y ademas 1
;/\xo o ffr;l\/ﬂ?r\/l"rﬂ ¢(x07 s 7‘T'I‘+1)~

En particular
b Ao -z VuVow < ulu = (v,w)y A d(xo, - 2,20, 0,0)).

La formula Vow < z,.(z, = (v,w)y A ¢(zo,...,2,-,v,w)) es Ay, luego por
el teorema 8.19 define una relacién recursiva primitiva. Esto significa que la
funcion G : N'*! — N dada por

1 si NEg, Vow <z (z, = (v,0)y A ¢(z0,...,2,,0,w))[t],
0 si-NEy, Vow <z, (2, = (v,w)y A d(20,...,2,-1,v,w))[t]

Golt) = {

es recursiva primitiva, y también lo es G1(t) = 1 = G(t), que esta definida por
la férmula

P(zg,s ..y wrp1) = (Vow < (2, = (v,w)y A G(x0,s ... T2, 0,w)) A Tppg =0)
vV (=Vow < zp(z, = (v, W)y A G0, T, 0,w)) A Tppr = 1).

Ademés ;/\Iﬂo e l’r-_l\/l’r?/)(éﬂo, ..., 2, 0), luego concluimos que G; define una

funciéon G4 : N — N por minimizacion demostrable en T', de modo que
Ga(s) = pnN Ex, Vow < z.(u = (v,w)y A d(zo, ..., T, -, v,w))[s,n].
Mas explicitamente, para cada s € N existen n,m tales que Ga(s) = (n,m), y
N Ex, ¢(xo, ..., Trt1)[s, n,m].

En particular,
NEs, Vud(zo, ...,z u)[s,nl,

luego n = F(s). Por lo tanto, F es la composicion de Ga con la funcion recursiva
primitiva G3(n) = n; que asigna a cada par ordenado su primera componente.

Recapitulando: La funcién G es recursiva primitiva, luego existe una suce-
sion de funciones Hy, . .., H,, tal que H,, = G1 y cada H; es recursiva elemental
o estéa definida a partir de funciones anteriores por composicion o recursién. A
su vez, H,, define una funciéon H,,+; = G5 por minimizaciéon demostrable en T,
y la composicion de ésta con H,,1o = G35 es la funcion H,, 3 = F. [

8.5 Conjuntos recursivos

Informalmente, un conjunto recursivo es lo mismo que una relacién moné-
dica recursiva. Ambos conceptos consisten en un criterio para determinar si un
namero natural cumple o no algo (llamese pertenecer al conjunto o satisfacer la
relacion). Sin embargo, los convenios que hemos usado para formalizar las suce-
siones finitas de niimeros naturales marcan una diferencia técnica: una relaciéon
monédica recursiva es un subconjunto R C N!, y N! no es lo mismo que N.
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En la practica, podemos identificar cada funciéon F' : N — N con la funciéon
F! : N! — N dada por F'({n)) = F(n) y, reciprocamente, toda funcién
F':N' — N se corresponde de este modo con una funciéon F : N — N.

De hecho, cuando decimos que una funciéon F! : NI — N es recursiva,
lo que queremos decir —de acuerdo con las definiciones que hemos dado— es
que existe un algoritmo al que, si le damos un namero n (no (n)), nos calcula
F1({n)), luego lo que estamos diciendo en realidad es que la funcion F' : N — N
es calculable algoritmicamente.

En la practica podemos identificar cada funciéN F con la F'' correspondiente,
y los conjuntos recursivos con las relaciones monadicas recursivas, pero vamos
a dar aqui definiciones consistentes con los convenios que hemos adoptado y
mostraremos que, en efecto, este tipo de identificaciones no dan lugar a ninguna
ambigiiedad:

Definicion 8.35 Un conjunto recursivo es un conjunto X tal que la funcion
x% : N! — N dada por
1 1 sine X,
n) = .
xx() {O sing X
es recursiva, donde adoptamos el convenio usual para funciones r-adicas (en este
caso, con r = 1), segiin el cual x4 (n) es, en realidad, x% ((n)).
En la practica identificaremos x% con la funcién caracteristica x v N—N
y asi podemos parafrasear asi la definicién:

Un conjunto es recursivo si y sélo si su funcién caracteristica es
recursiva.

Diremos que un conjunto X es ¥ si existe una formula ¢(z) € Form(I—La—l)
con una tnica variable libre y de tipo X7 tal que

An(n € X < NFEg, ¢[n]),

donde la parte derecha ha de entenderse como N Fyx, ¢[s] con s = (n). Anéa-
logamente se define un conjunto II;, y un conjunto es A; si es a la vez 3
y Hl.

Ahora bien, es inmediato que un conjunto X es A; si y sélo si lo es la
relacion monédica dada por Rx(n) <» n € X (donde Rx(n) ha de entenderse
como (n) € R C N!), lo cual equivale, por 8.20 a que la relacion Ry sea
recursiva, que a su vez equivale a que la funcion X}( (que es precisamente la
funcion caracteristica de Rx) sea recursiva, y esto a su vez equivale a que X
sea recursivo. En conclusion:

Teorema 8.36 Un conjunto es recursivo si y sdlo si es Aq.
Sia(x,z1,...,2,) es una formula de £, de tipo X o I, entonces el conjunto
X={x]|a(z,x1,...,2,)}
es de tipo ¥; o IIy, pues esta definido por la férmula

¢ ="a"(z,0) . 0@n)) € Form('L, ).
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Reciprocamente, todo conjunto de tipo ¥; o Il es de esta forma, conside-
ramos la formula

a(n) =NFEg, ¢[n] o «a(n) =Nk, én].

Ahora podemos interpretar el axioma de comprensiéon recursiva como el
axioma que expresa la existencia de todos los conjuntos recursivos (es decir,
que, para todo conjunto recursivo, el axioma afirma la existencia de un ob-
jeto de segundo orden cuyos elementos son precisamente los de dicho conjunto).
Puesto que es el tnico axioma de ACRy que postula la existencia de conjuntos,
podemos afirmar que en ACRy no se puede demostrar la existencia de ningun
conjunto que no sea recursivo (pero una cosa es que un conjunto sea recursivo
y otra que su existencia pueda demostrarse en ACRy).

Obviamente, un conjunto X es II; si y solo si su complementario N\ X es ¥y,
luego un conjunto X es recursivo si y sélo si tanto X como N\ X son ¥;.

Por ello, a los conjuntos X7 se los llama también conjuntos semirrecursi-
vos, pues ser X; es la mitad de lo que tiene que cumplir un conjunto para ser
recursivo.

Los conjuntos semirrecursivos se llaman también conjuntos recursivamente
numerables, debido al teorema siguiente:

Teorema 8.37 Un conjunto mo vacio es X1 si y solo si es el rango de una
funcion recursiva: F: N — N.

DEMOSTRACION: Si X es un conjunto ¥, existe una formula a(xg,z1) de
tipo Ag tal que
n € X < VmNEg, a[m,n].

Tomamos a € X y definimos
F={{k 1), | Vm(k = (m,n), A (NEs, a[m,n] Al =n)

V =N Fq, ajm,n] Al=a)}.
Asi F': N — N es una funcion X1, luego recursiva, y su rango es claramente X.

Reciprocamente, si F' : N — N es una funcion recursiva con rango X,
entonces
n€ X < \Vm (m,n), € G(F),

y la grafica G(F) es un conjunto Y1, de donde se sigue que la formula de la
derecha es X7 y X también. n

Asi pues, si un conjunto es semirrecursivo, podemos ir enumerando sus ele-
mentos, de modo que si un ntmero natural esta en el conjunto, tarde o temprano
lo sabremos, pues aparecerd en la sucesioén, pero si no pertenece, nunca lo lle-
garemos a saber, pues siempre nos quedara la duda de si no aparecerd més
adelante.
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Teorema 8.38 FExiste un conjunto ¥y universal U, es decir, un conjunto i
tal que para todo conjunto X de tipo 1 existe un numero m tal que,

An(n € X < (m,n), € U).

DEMOSTRACION: Sea ¢(a) la formula de £, que afirma que a € Form(' £, )
es una férmula de tipo X1 con xy como tnica variable libre. Claramente es una
formula de tipo X1, y nos permite definir

U = {{a,n) | p(a) AN Ex, afn]},

que es un conjunto de tipo ¥;. Si X es cualquier conjunto de tipo ¥, existe a

tal que ¢(a) y
An(n € X < NEyg, an]),

y esto equivale a la condicién del enunciado con m = a. [

Como consecuencia;:

Teorema 8.39 Un conjunto semirrecursivo universal es un ejemplo de con-
Junto SEmMITTECUTSIVO NO TECUTSIVO.

DEMOSTRACION: Sea U un conjunto semirrecursivo universal. Si fuera re-
cursivo, también lo seria U = N\ U, y el conjunto

X={n|(nn), €U}

seria 7 (de hecho seria recursivo, pero nos basta con que seria ¥1), pues la
formula que lo define es ¥1. Por la universalidad de U, existiria un m tal que

An(n € X < (m,n), € U),

luego en particular (m,m), € U <+ m € X < (m,m), € U <> (m,m) ¢ U, y
tenemos una contradiccion. n

A partir de este ejemplo podemos encontrar otro més sustancioso:

Teorema 8.40 El conjunto de todas las sentencias o € Form('_Laj) de tipo ¥y
que cumplen N Fx, a es semirrecursivo, pero no recursivo.

DEMOSTRACION: Sea X el conjunto indicado, que es semirrecursivo porque
la formula que lo define es ;. Supongamos que fuera recursivo, es decir, Ay,
. L, r .
de modo que existe una formula 8 € Form( £, ) de tipo II; tal que

Am(m € X < NEp, B(m)).

Tomemos un U que sea semirrecursivo, pero no recursivo. Como es Y1, existe
una formula a(z) de tipo £; tal que, para todo ntimero natural n, se cumple

neU & NEg, aln] & NEg, a(0™) & a(0) e X &
Am(m = a(0™) = m e X) & Am(m = a(0"™) = Nk, 3[m)]),

y la dltima formula es I1;, luego llegamos a que U es Ay, es decir, recursivo, lo
cual es falso. =
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Asi pues, no existe ningin algoritmo que nos permita determinar si una
sentencia de £, de tipo X1 es verdadera o falsa. Podremos razonarlo en muchos
casos particulares, pero no existe un algoritmo general que resuelva el problema.

Refinando esta idea podemos obtener una profunda limitacién sobre la ca-
pacidad de razonamiento formal:

Consideremos una teorfa axiomética cualquiera 7" sobre un lenguaje formal
cualquiera £. Sélo vamos a exigir que £ sea recursivo y que T sea semirrecursiva
en el sentido de la definicién 6.30, lo que técnicamente significa que la férmula

d
I'a
T
es Y1, y se interpreta como que podemos enumerar explicitamente los axiomas

(y, consecuentemente, los teoremas) de T. Suponemos ademéas que T interpreta
a Kr, 7 en el sentido de la definicion 5.19, es decir, que cada formula a €

Form('£, ') tiene una traduccion @ € Form(£). Supondremos también que la
interpretaciéon es semirrecursiva en el sentido de que la formula 8 = & es ¥.

Estas hipotesis son triviales, en el sentido de que s6lo estamos suponiendo
algo més débil que el hecho de que sabemos reconocer si una férmula de £
es 0 no un axioma de T y que sabemos traducir cada féormula de I—La—l a una
formula de £. Decimos mas débil porque esto seria asi si supusiéramos que
T y la interpretacién son recursivas, cuando sélo necesitamos suponer que son
semirrecursivas.

En estas condiciones podemos demostrar:

Teorema 8.41 Sea T una teoria semirrecursiva que interprete a Kr, - con una

a
interpretacion recursiva, es decir, de modo que las formulas o € Ax(T) y f = &
son 1. Entonces se tiene que dar uno de los dos casos siguientes:

1. Eziste una sentencia o € Forrn'_La—I de tipo 31 o 11y que es falsa (es decir,
tal que -NFsg, o 0o =N F, a) y l;&.

2. FEuxiste una sentencia o € Formrﬁaj de tipo X1 o Iy que es verdadera
(cumple NEs,, 0 o NF, ) y —|Ij—164.

En otras palabras: o bien la teoria T permite demostrar formulas falsas, o
bien existe una férmula verdadera que no se puede demostrar en 7T'.

DEMOSTRACION: Por el teorema de Craig 6.31 podemos suponer que 7" es,
de hecho, recursiva, lo cual significa que la férmula

d
I'-a
T
es A1 (en IX;, luego en la teoria ACA( en la que estamos razonando).

Supongamos que T' no permite demostrar (traducciones de) sentencias falsas
de tipo 31 o IT;. En particular esto implica que T es consistente. Y supongamos
también (por reduccion al absurdo), que si a es una sentencia verdadera de tipo
Y1 o IIy, entonces ;@.
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Asi, si a es una sentencia de tipo X1, o bien N Fx, o, en cuyo caso &, o
T
bien N Fp, —a, en cuyo caso = —a. En cualquier caso
T
d _d
Vd (- aVvE -a).
T T

Tomemos un conjunto U que sea semirrecursivo, pero no recursivo. Entonces
existe una formula ¢(x) de I—La—l de tipo X7 con x como Unica variable libre tal
que

An(n e U & NEg, ¢(0™).

Aplicando lo anterior a las sentencias QS(O(")) de '_Laj, tenemos que

d d
AnVd (£ G000 v £ ~g{00) ).
La férmula 1(n,d) que hay tras An\d es A1, luego la formula

x(n,d) = ¥(n,d) A N\u < d—p(n,d)

1
también lo es, y cumple que An\d x(n,d), luego la funcién F : N — N dada
por

es X1, luego, segun el teorema 8.21, es una funcién recursiva y, de hecho, la

formula F'(n) = d es A;. La funcién F asigna a cada n la menor demostracion
en T de la traduccion de ¢(0(")) o de su negacion. Consideramos el conjunto

* d ———s
U= {n|Nd(F(n) =d— b ¢(0(™))},
que es de tipo IT;. Vamos a ver que U = U™, con lo que tendremos una con-

tradiccion, pues esto significa que U es recursivo. En efecto, si n € U, entonces
N Ex, #(0), luego, por hipotesis, l;(b(O(”)) y, como T es consistente, no puede

d
ser que d = F'(n) demuestre lo contrario, luego si F'(n) = d se cumple - ¢(0(™),
T
luego n € U*.
d —
Reciprocamente, si n € U*, tomando d = F(n) tenemos que  ¢(0(™), pero
T

por hipotesis en 7" no se demuestran traducciones de sentencias falsas, luego
N Es, ¢(00), luego n € U. "

Asi pues, es imposible construir una teoria axiomatica razonable que nos
permita demostrar todas las afirmaciones verdaderas sobre los niimeros natura-
les. “Razonable” significa que le estamos pidiendo que podamos identificar en
la practica cuéles son sus axiomas y que sepamos qué férmula del lenguaje de

. . Fa . . S
la teoria expresa cada sentencia de L, de tipo 31 o II;. Sin estas hipotesis,
nos bastaria tomar como axiomas de T todas las sentencias de tipo 1 o II; que
sean verdaderas y tendrfamos una teoria en la que se pueden demostrar jen una
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linea! todas las sentencias verdaderas de tipo X1 o II; (y ninguna falsa®), pero
el problema es que no sabriamos qué sentencias son axiomas y cuales no, con lo
que no podriamos distinguir si una presunta demostraciéon es vélida o no.

Observemos que si exigimos que la teoria T no soélo interprete a K, sino
a la aritmética de Robinson Q, entonces el teorema 6.17 nos asegura que (la
traduccion de) toda formula verdadera de tipo X7 es demostrable en 7', luego
la conclusién del segundo caso del teorema anterior es, mas concretamente, que
existe una férmula de tipo II; verdadera y no demostrable en 7.

Nota Del teorema anterior se deduce una consecuencia que no es formalizable
en ACA()I

El conjunto de las sentencias o de L, tales que N F a no es semire-
CUrsivo.

En otras palabras, no existe ningtn algoritmo que permita enumerar to-
das las sentencias aritméticas verdaderas (y mucho menos determinar si una
sentencia aritmética dada es verdadera o falsa).

En efecto, si el conjunto de las sentencias verdaderas de £, fuera semirrecur-
sivo, la teoria axiomatica T' que tiene a dichas sentencias por axiomas deberia
cumplir uno de los dos casos contemplados en el teorema anterior, pero ambos
son obviamente imposibles (no puede haber una sentencia falsa demostrable,
pues todas las consecuencias de sentencias verdaderas tienen que ser verdade-
ras, ni puede haber una sentencia verdadera no demostrable, pues todas las
sentencias verdaderas son axiomas). "

En el capitulo siguiente profundizaremos en los resultados de este tipo.

5Que no se puede demostrar ninguna sentencia falsa de tipo X1 o II; es consecuencia del
teorema 6.20, pues si « es una sentencia demostrable en T" a partir de unos axiomas ay, . .., an,
entonces la féormula a1 A -+ A an — « es un teorema loégico de tipo X2, luego 6.20 nos da
que NFs, (o1 A -+ A ap — @), y esto implica que

ﬁN':E2 a1V~'-ﬁN’:22 Ozn\/ﬁN':z]2 o,

pero, como se cumple N Fs, a; o NFp, o5, también N Fx, o, luego tiene que ser N Fyx, «,
y esto implica NFyx, a o NFp, a.



Capitulo IX

Incompletitud

En el capitulo anterior hemos probado el teorema 8.41, que pone en eviden-
cia serias limitaciones al estudio de los niimeros naturales: en cualquier teoria
axiomaética recursiva (es decir, en la que sepamos distinguir qué es un axioma),
si no es posible demostrar afirmaciones falsas sobre nimeros naturales, entonces
hay afirmaciones (verdaderas) de tipo IIy que no son demostrables. Las afir-
maciones de tipo II; son las més sencillas para las que esto puede suceder: son
de la forma An a(n), donde a(n) es una formula Ay, lo que significa que sabe-
mos comprobar si cualquier namero natural n cumple o no a(n), pero —segin
vemos— hay casos en los que es imposible demostrar que todos los ntimeros
naturales cumplen a(n), a pesar de que es asi.

Esto es lo que afirma el conocido como primer teorema de incompletitud de
Godel, pero en este capitulo veremos que podemos demostrarlo en I3 (mientras
que en el capitulo anterior lo hemos demostrado en ACAy), y a partir de él pro-
baremos el segundo teorema de incompletitud, que es un resultado fundamental
de la logica matematica del que ya hemos constatado muchas evidencias que
permitirian conjeturarlo si no supiéramos como demostrarlo. En efecto, en 6.27
hemos demostrado la consistencia de la aritmética de Robinson Q, pero no la
hemos demostrado en Q, sino en I3;. Similarmente, en 6.22 hemos visto que
la consistencia de I¥; puede probarse en I35, y la de I35 en IX3, etc., pero si
el lector intenta refinar los argumentos para probar la consistencia de I3, en el
propio I3, vera que todos sus intentos fracasan, porque eso es precisamente lo
que afirma el segundo teorema de incompletitud: que cualquier teoria “razona-
ble” es incapaz de demostrar su propia consistencia. Asi, por ejemplo, podemos
afirmar que la aritmética de Peano AP es consistente, porque tiene como modelo
el conjunto N de los niimeros naturales con las interpretaciones obvias de todos
los signos de L, pero la prueba formal que hemos dado tras el teorema 7.45
no es formalizable en AP, sino en RAy. Precisamente, el segundo teorema de
incompletitud nos asegura que es imposible demostrar Consis AP en la propia
aritmética de Peano AP, luego tampoco es posible demostrarla en ACAg (ya que
esta teoria prueba las mismas formulas de £, que AP). En particular, en ACA,
no puede demostrarse la existencia de un modelo de AP, pues ello implicaria la

427
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consistencia de AP. Esto implica que el principio de recursién aritmética que
determina la teoria ARy no es demostrable en ACAy, es decir, que ARy es una
teoria mas fuerte que ACAy.

Estas son s6lo algunas consecuencias de los teoremas de incompletitud de
Godel, pero vamos a ver algunas més.

9.1 El primer teorema de incompletitud
Como en el capitulo VI, vamos a razonar en el contexto siguiente:

1. Consideramos como metateoria ¥, sobre un lenguaje formal £ definido
informalmente.

2. En esta metateoria consideramos el lenguaje formal £, y las teorias axio-
méticas Q e IX;, asi como una teoria arbitraria 1" definida sobre un len-
guaje formal £ que interpreta a Q. Esto significa (definicion 5.19) que cada
formula « de £, tiene una traduccion & a £, de modo que los axiomas
de Q son teoremas de T. Llamaremos formulas aritméticas de £ a las
traducciones de férmulas de L.

Sobrentendemos que el lenguaje £ es recursivo, es decir, que esta definido
en la metateoria mediante formulas de tipo Aj.

3. A su vez, en la teoria I3, podemos definir las teorias FIZl_| y T que
formalizan las definiciones de las teorias respectivas en la metateoria I1¥;.

Los resultados de este capitulo son consecuencias del teorema siguiente, que
nos permite construir formulas que “hablen de si mismas”:

Teorema 9.1 Sea T una teoria axiomdtica sobre un lenguaje L que interprete
a Q y sea Y(y) una formula (aritmética) de £ con y como dnica variable libre.
Entonces existe una sentencia (aritmética) ¢ de L tal que

(@ e v(6).

Grosso modo, el teorema afirma que, para toda propiedad 1, existe una
sentencia ¢ que equi\_flale a “yo cumplo la propiedad ", entendiendo que “yo” es
el namero natural ¢ que formaliza a ¢ en £ (o, méas precisamente, el numeral
de £ correspondiente al numeral de £, que formaliza a ¢ en I¥;, de modo que

r .
en I¥; se prueba que ¢ € Form( £)).

DEMOSTRACION: Consideramos la férmula (de £9):
oo(x,y) =x € Form(L) Ay = s‘;“”m,

donde u = "z € Var(£,) es la variable de £, que formaliza a la variable x de
L9 (que es un numeral de £9).
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El hecho de que el lenguaje £ sea recursivo implica que oq es una formula A .
Si a(u) € Form(L), el tnico y que cumple og(,y) es y = Sg(a)a = a"a’).
Sustituyendo oy por una férmula equivalente, podemos suponer que cumple el

teorema 6.29 con F(a) = ", es decir, que es una formula de tipo ¥; tal que,

llamando ¢ = "¢ ' € Form(£,), para toda a(u) € Form(£), se cumple
g/\v(a('—a—',v) v = roz('—oz—')j).

Llamamos ¢ € Form(£) a la traduccion de o a £ y consideramos la formula
§(u) = Vv € N(a(u,v) A (v)) € Form(L).

Notemos que en la metateoria se demuestra que 0(u) es una férmula con u como
unica variable libre, pero esto no contradice que “” sea un numeral concreto de
L9y a su vez, su formalizacion 5" =00 es un numeral de L,.

Observemos ademéas que si la férmula v es aritmética, es decir, si es la
traduccion de una féormula g de L, entonces 6(u) también es una formula
aritmética, la traduccion de la formula \Vv(o(u,v) A ¥g(v)) de £,. Llamamos

p=6(6)=VveN@a(s,v)Apw)),

que es una sentencia de £, y es aritmética ’_51_| lo es 1. Observemos que ¢ resulta
de sustituir en & su variable libre u por § = 0 luego se cumple 00(0,®),
luego, segun el teorema 6.29,

5/\1;(0—(51@) suv="9)
y, como T representa a Q, tenemos también que

ACES NG (6, v) o v="9¢),

donde ahora '§' y '_qb—l representan numerales de £ y no de £,. En particular,

_ 4 r

Fa(d .
-5(5.16)
Pero, uniendo estos hechos con la definiciéon de ¢, es inmediato que

(6o 9(6). -

Nota Observemos que la prueba se adapta facilmente al caso en que la formula
dada tenga un parametro ¥ (z,p), en cuyo caso obtenemos una férmula ¢(p)

tal que I; Ap(é(p) < zb(rfb—l,p)). En efecto, en estas condiciones tenemos una
formula

8(u,p) = Vy € N(3(u, y) A 9b(y,p)) € Form(L),
a partir de la cual construimos

o(p) =6(0",p) = Vy € NG(8,y) Ay, p)),

y el razonamiento vale sin cambio alguno. m
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Observaciones La formula 6(u,v) que hemos construido significa “v es la
formula que resulta de sustituir en la férmula u la variable "u' por el numeral
0” de modo que d(u) significa “la formula v que resulta de sustituir en la
formula u la variable "' por el numeral 0(*) tiene la propiedad Y(v)” y, por
consiguiente, ¢ significa “la férmula que resulta de sustituir en la formula 5
la variable "' por el numeral 0 %" tiene la propiedad 1", pero sucede que
la formula que cumple dicha descripcion es precisamente qﬁ—l, luego asi hemos
conseguido una formula ¢ que hable de si misma (o, més precisamente, del
numeral rqﬁj) y diga cualquier cosa prefijada que queramos que diga.

También es conveniente observar que la prueba del teorema anterior es to-
talmente constructiva. De hecho, esto esté garantizado a priori por el hecho de
que la hemos formalizado en I¥; (y, dado que el enunciado del teorema —para
una teoria T prefijada— es X1, de hecho se puede probar en ARP), pero un ané-
lisis de la construccion de ¢ dada en la prueba muestra que, en efecto, sabemos
como definirla explicitamente y, si sabemos demostrar en T las traducciones de
los axiomas de Q, también podemos obtener una demostracién explicita en T
de la equivalencia del enunciado. L]

El interés del teorema anterior se pone de manifiesto cuando lo usamos para
construir sentencias que afirmen de si mismas hechos “comprometidos”:

Definicién 9.2 Si T es una teoria semirrecursiva que interprete a Q, podemos
considerar la formula ¥(a) = —\r};ﬁa de L, asi como su traduccién a £, que

representaremos con la misma notaciéon. Por el teorema anterior, existe una
sentencia aritmética G del lenguaje £ de T tal que

HG -+ 'GY.
T mrm

A cualquier sentencia de £, que cumpla esta propiedad se le llama sentencia de
Gadel para la teoria T'. Se trata de una sentencia que afirma de si misma que
no es demostrable en 7. Notemos que G es II; en T, porque la féormula derecha
de la equivalencia anterior es trivialmente II;.

Aunque no es exactamente lo mismo, el hecho de que G afirme su propia
indemostrabilidad implica que ciertamente es indemostrable:

Teorema 9.3 (Primer teorema de incompletitud de Gédel) Sea T una
teoria semirrecursiva consistente que interprete a Q. Entonces la sentencia de
Gadel de T no es demostrable en T .

DEMOSTRACION: Si kG, entonces - el (teorema 6.32), luego - F '_G—I,
T Q T

donde la ultima férmula es la traduccion a £ de la anterior, luego, por definicion
de sentencia de Godel, ;—'G, y resulta que T es contradictoria. L]

Godel demostro el teorema que hoy lleva su nombre anadiendo una hipotesis
sobre T que no s6lo garantiza que G no es demostrable, sino también que no
es refutable, con lo que la teoria T resulta ser incompleta. A dicha hipoétesis la
llamo6 w-consistencia, pero enseguida vamos a ver que no es necesaria en realidad.
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No obstante, observemos que hay una hipétesis sencilla que garantiza que G
no es ni demostrable ni refutable en T, a saber, que la teoria T no permita
demostrar (traducciones a £ de) formulas de tipo X1 que sean falsas (lo cual ya
implica que T es consistente).

En efecto, el teorema anterlor afirma que ﬂI—G luego, segun el teorema
6.15, se cumple N Fp, - l— gel , luego

r 41
-NFs, rl;q G.
Si =G fuera demostrable en T, tendriamos
FEG
T
con lo que tendriamos una sentencia falsa de tipo X1 demostrable en T
Con esto obtenemos lo que ya sabiamos por el teorema 8.41: en toda teoria
semirrecursiva consistente que interprete a Q hay una sentencia aritmética G
(de tipo II;) que no es demostrable y ademas es verdadera en la interpreta-

cion natural, por lo que, si la teoria no permite demostrar sentencias falsas (de
tipo ¥1), la sentencia G tampoco es refutable.

La prueba es completamente constructiva: podemos programar a un orde-
nador para que, si le damos una demostracion de G en T', éste nos devuelva una
demostraciéon de =G en T' que pruebe que T es contradictoria.

En particular vemos que el teorema de ¥;-completitud de Q (teorema 6.17)
no puede generalizarse a formulas de tipo II; ni para Q ni para ninguna teoria
que interprete (en particular que extienda) a Q.

Veamos ahora que en realidad no hace falta ninguna hipoétesis adicional para
garantizar la incompletitud de una teoria en las condiciones del teorema anterior:

Teorema 9.4 (Teorema de incompletitud (version de Rosser)) Toda te-
oria semirrecursiva consistente que interprete a Q es incompleta.

DEMOSTRACION: Sea T una teoria en las hipdtesis del enunciado sobre un
lenguaje formal £. Entonces la féormula ?a es X1 (en el metalenguaje £9), luego

es equivalente a una formula! \/do(d, ), donde o es una formula de tipo Ag.
Podemos considerar la formula "o' de £, y su traduccion ¢ a £. Sea R una
sentencia dada por el teorema 9.1 de modo que?

H(R e Nd€N (a(d, 'R") = Ve<da(e,~ R))).

d
1Si la teorfa T es recursiva, podemos tomar o(d, ) = %a, que no es Ag, sino A1, pero

si la tomamos en las condiciones del teorema 6.28, toda la demostraciéon vale sin cambio
alguno, y entonces d tiene una interpretacion directa: es (un numero natural que codifica)
una demostracion de o.

2Notemos que R afirma de si misma algo asi como “Si puedo ser demostrada, también puedo
ser refutada (con una refutacién menor que mi demostracion)”, por lo que indirectamente R
afirma que no es demostrable supuesto que la teoria T sea consistente. Notemos también que,
como la sentencia de Gédel, R es de tipo II;.
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Notemos que R es aritmética, es decir, es la traduccién a £ de una sentencia
de £,. Vamos a probar que R no es demostrable ni refutable en T'. Supongamos
que se cumple F R. Entonces existe un d tal que o(d, R), luego, por 6.18, se cum-

[

ple lg)ra—'(()(d)7 I_R—l) y, como T interpreta a Q, ;&(O(d), R). Por la construccion

de R, esto implica que ;\/e < 0@ ole, —|er).

Consideramos ahora todos los nameros e < d. Si existe uno que cumpla
o(e,~R), entonces - —R, y tenemos que T es contradictoria. En caso contrario,
T

para todo e < d se cumple —o(e,~R), luego gﬁ'_o—‘(o(e),ﬁrR—l) y, usando 6.4,
concluimos que g/\e < 0@ —faj(e,ﬂrR—IL luego F/\e < 0@ ﬂﬁ(e,ﬂrR—l), y
tenemos de nuevo una contradiccion en 7.

Supongamos ahora l;ﬂR. Entonces existe un e tal que o(e,~R), de donde
C}—Qra—'(O(e), ﬂI—R—I) y a su vez ?6(0(6), —|I—R—I). Por otro lado, por la construccion
de R tenemos que

FVdeN (o(d, "R)ANe<d-o(e,~ R")).

Razonando en T, tomamos un d que cumpla esto. En Q (luego en T') se de-
muestra 009 < d v d < 0, pero el primer caso lleva a una contradiccion,
luego tiene que ser d < 0(¢). Nuevamente tenemos dos posibilidades: si algtn
namero ¢ < e cumple (i, R), entonces FR y T resulta ser contradictoria. En

caso contrario, para todo ¢ < e se cumple —o (i, R), luego gﬁra—'(O(i), '_R—l) v,

usando 6.4, concluimos E/\Z < 0 =Tg(4, I_Rj), de donde I;/\z <0 =g (i, I—R—I),
luego en particular —&(d, rR—l), y tenemos de nuevo una contradiccion. "

El lector deberia convencerse de que la prueba del teorema anterior también
es constructiva: dada una teoria semirrecursiva que interprete a Q, podemos
construir explicitamente la sentencia R, y podemos programar a un ordenador
para que si le damos una prueba de R o de =R en T', nos devuelva la prueba de
una contradicciéon en T

De este modo, si una teoria axiomatica cumple los requisitos minimos de ser
semirrecursiva y consistente (sin lo cual serfa inttil en la préactica) y de demos-
trar unas minimas propiedades sobre los nimeros naturales (los axiomas de Q),
entonces es incompleta: ninguna teoria axiomética aceptable para un matemé-
tico puede resolver cualquier problema aritmético, en el sentido de que siempre
habra sentencias aritméticas que no podran ser demostradas ni refutadas.

Maés atin: el teorema siguiente muestra que no sélo no podemos demostrar o
refutar cualquier sentencia, sino que no siempre podemos saber si una sentencia
dada es demostrable o no en una teoria dada.

Teorema 9.5 El conjunto de los teoremas de una teoria consistente que inter-
prete a Q no es recursivo.
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DEMOSTRACION: En principio, este teorema tiene que enunciarse y demos-
trarse en ACRg (que es donde hemos desarrollado la teoria bésica de la recur-
sion), pero el teorema 8.18 permite probar en ACR que todo conjunto recursivo
es A1,y si T es una teoria en las condiciones del enunciado, el hecho de que el
conjunto de los teoremas de T' no es A; puede probarse, de hecho, en 1.

En efecto, sea ¢(x) una formula 3, en las condiciones del teorema 6.28 que
defina al conjunto de los teoremas de T, es decir (usando que T interpreta a Q),
que cumple

i Fa entonces (') ysino Fa ent (7).
si ba entonces T¢(a) ysino ba entonces b o("a")

El teorema 9.1 nos da una sentencia C' tal que
= (C e —e(C).

Nuevamente, C' es una sentencia que afirma que no puede ser demostrada. Si
. . . r 41 .,
esto fuera cierto, es decir, si no ':FC’ entonces F—mb( C'"), pero por construccion

de C esto equivale a l;C’ , v tenemos una contradiccién. Por lo tanto, l;C’ , luego

Iz—wd)(er), pero esto implica D;—C , v llegamos a que T es contradictoria. m

Tenemos asi un ejemplo conceptualmente muy simple de conjunto semirre-
cursivo no recursivo: el conjunto de los teoremas de cualquier teoria semirrecur-
siva consistente que interprete a Q (por ejemplo el conjunto de los teoremas de la
propia Q, o de AP). En general disponemos de un algoritmo finito para enume-
rar todos los teoremas de una teoria axiomética recursiva T (s6lo tenemos que
ir enumerando los niimeros naturales, comprobando si cada uno de ellos codifica
una demostracion de la teoria y, en caso afirmativo, anadir a la lista de teoremas
la conclusion de tal demostracion). Si queremos confirmar que una determinada
formula es un teorema de T, en teorfa siempre tenemos el “método” (muy poco
practico) de esperar a ver si aparece en la lista, pero ahora acabamos de probar
que, si una féormula no es un teorema de una teoria semirrecursiva consistente 7T,
no existe ningan algoritmo que nos permita confirmar en un tiempo finito que
no es un teorema (lo cual no impide que en casos concretos logremos averiguarlo
por uno u otro medio, pero no existe un procedimiento general que nos garantice
una respuesta en cualquier caso).

Ejercicio: Modificar la prueba del teorema anterior para probar que el conjunto de
sentencias de tipo II; demostrables en T no es recursivo.

Un argumento que nos convenza de que una afirmacion es cierta no tiene por
qué ser demostrable a partir de unos axiomas dados. Sin embargo, el teorema
siguiente (demostrable en ACRg) muestra que la imposibilidad de saber si una
afirmacion es cierta o falsa no depende de los axiomas que fijemos:

Teorema 9.6 Si M es un modelo de una teoria axiomdtica T sobre un lenguaje
formal L que interprete a Q, el conjunto de las sentencias o de tipo X1 (o0 I1;)
de L, cuya traduccion & a L cumple M F & no es recursivo.
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DEMOSTRACION: Supongamos que el conjunto I' indicado en el enunciado
(para sentencias II;) fuera recursivo. Entonces podemos considerar la teoria
axiomatica T” sobre £, cuyos axiomas son los de Q (considerados como senten-
cias, cuantificando universalmente sus variables libres) méas las sentencias oo € T’
mas las sentencias —«, donde « es de tipo I, pero « ¢ T.

Es claro que T es una teoria axiomética recursiva que interpreta a Q, y es
consistente, pues las traducciones de todos los axiomas de T” son verdaderas
en M, luego lo mismo sucede con las traducciones de sus teoremas, luego 0 # 0
no puede ser un teorema de 1”. Por el teorema 9.4 deberia haber una sentencia
R (que en la prueba se ve que es de tipo II;) que no fuera ni demostrable ni
refutable en 7", pero si M E R entonces R € I es un axioma de 7”7, luego es un
teorema, y si =M F R, entonces —R es un axioma de 7", luego R es refutable
en T’, y asi tenemos una contradiccion.

Esto prueba el teorema para sentencias Iy, pero es claro que de aqui se
sigue el caso para sentencias Y;, pues si IV es el conjunto correspondiente a
sentencias Y1, es claro que a = Aué € I si y solo si Vu=d € T’ de donde se
sigue facilmente que si IV fuera recursivo también lo seria I'. L]

El teorema 9.5 todavia puede generalizarse més hasta eliminar toda alusiéon
explicita a los nimeros naturales:

Teorema 9.7 (Teorema de Church) FEl conjunto de los teoremas ldgicos de
un lenguaje formal que contenga al menos un relator diddico distinto del igua-
lador no es recursivo.

DEMOSTRACION: Como en el caso del teorema anterior, usando que en ACRg
se puede probar que todo conjunto recursivo es A, solo tenemos que probar
que el conjunto de los teoremas logicos de un lenguaje formal en las condiciones
del enunciado no es A, y esto puede probarse en 1%.

Consideremos el lenguaje L. de la teoria de conjuntos, y consideramos cual-
quier teoria de conjuntos consistente que interprete a Q, como por ejemplo, la
teoria de Kripke-Platek descrita en la seccion 5.4, cuya consistencia equivale a
la de 131, luego a la de ARP.

Puesto que Q consta de un numero finito de axiomas propios, podemos con-
siderar la teorfa T' que consta de un tnico axioma C' formado por la conjunciéon
de los axiomas de KP necesarios para demostrar las traducciones a L. de los
axiomas de Q, y asi T es una teoria sobre Li. con un tnico axioma que in-
terpreta a Q. Mas en general, podemos considerar a T' como teoria axiomaética
sobre cualquier lenguaje formal £ que tenga un relator diddico distinto del igua-
lador, identificandolo con el relator € de L., de modo que los axiomas de T no
incluyen ningin otro signo eventual que pueda tener L.

Podemos suponer que C' es una sentencia (cuantificando universalmente sus
variables libres, si las hay). Entonces

Fa < FCO—=a
T
Si la formula - « fuera de tipo Ay, es claro que también lo seria la férmula

¢(a) =F (C — «), es decir, que el conjunto de los teoremas de T' seria recursivo,
en contradicciéon con el teorema anterior. "
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Notemos que el teorema vale igualmente para lenguajes formales con un
relator n-adico, con n > 2 (distinto del igualador), pues éste permite formular
igualmente los axiomas de KP haciendo que los argumentos posteriores a los
dos primeros sean irrelevantes. En cambio:

Ejercicio: Probar que si una formula contiene tinicamente relatores monadicos (aparte
del igualador) entonces existe un algoritmo finito para determinar si es o no consistente
0 si es 0 no un teorema logico. AYUDA: Probar que si una féormula con n relatores
monéadicos tiene un modelo, entonces tiene un modelo con a lo sumo 2" elementos.
Para ello basta establecer una relaciéon de equivalencia en el modelo dado en la que dos
objetos de su universo son equivalentes si las n relaciones que interpretan los relatores
coinciden en ellos. Las clases de equivalencia se convierten facilmente en un modelo
de la formula dada, y son a lo sumo 2". Nétese ademas que s6lo hay un ntmero finito
de modelos “esencialmente distintos” con a lo sumo 2" elementos y todos ellos pueden
ser calculados en la practica.

Asi pues, no existe ningin criterio que permita distinguir en un tiempo
finito si cualquier féormula dada de un lenguaje formal es un teorema logico, es
consistente o es contradictoria (porque una férmula es consistente si y solo si su
negacién no es un teorema logico, y es contradictoria si y sélo si su negaciéon es
un teorema 16gico).

9.2 El segundo teorema de incompletitud

Nos ocupamos ahora de demostrar el segundo teorema de incompletitud de
Godel, cuya prueba consiste esencialmente de formalizar la demostracion del
primer teorema de incompletitud. Supongamos que 7T es una teoria semirrecur-
siva que interprete a Q, sea G una sentencia de Godel para Ty consideremos
la sentencia de tipo II;

G=-+'aG"
T

Podemos considerar a G como formula de £, (traducible al lenguaje £ de T'),
de modo que el hecho de que G sea una sentencia de Gdodel significa que

(G o G)

(aunque, tal y como hemos construido G, esta equivalencia se cumple, de hecho,
en I3;). Por otro lado, tras el teorema 6.21 hemos definido la sentencia de
tlpO Hll

ConsisT = = l; 0 #* O—I7

que expresa la consistencia de T'. En estos términos, el teorema 9.3 afirma que
ConsisT — = FG.
T
mientras que la implicacion contraria es trivial, pues G afirma que una sentencia
no es demostrable en T', y eso implica la consistencia de T. Asi pues, tenemos

que
ConsisT < — ; G.
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Esto lo hemos demostrado en I¥;. La clave del segundo teorema de in-
completitud es que en I¥; podemos demostrar que esto es demostrable en X1,
donde el segundo I3 es el definido formalmente en el primero. Con la notacion
que venimos empleando, el primero serfa la metateoria sobre £ y el segundo el
definido sobre £,.

Pero la formalizacién de esta equivalencia es:
. T ~
1; Consis T+ G,

1

que a su vez equivale a
P ye—
1; Consis T < G,
1

y esto significa que la sentencia de Godel de una teoria T equivale a la consis-
tencia de la formalizacion ‘T de T en I¥;. Si suponemos que T interpreta a
13X, de aqui podemos pasar a

l; Consis' T' < G,

pero el teorema de incompletitud afirma que, si T" es consistente, entonces G no
es demostrable en T, luego ConsisT tampoco, y esto es el segundo teorema de
incompletitud. Con detalle:

Teorema 9.8 (Segundo teorema de incompletitud de Gédel) SiT es u-
na teoria semirrecursiva que interpreta a 1351 y G es una sentencia de Gadel
para T, entonces

? (Consis T <+ G).

. . . .
En particular, si T es consistente no = Consis T .
T

DEMOSTRACION: En realidad vamos a probar lo que afirmabamos en los
comentarios previos al teorema, que es ligeramente méas fuerte: si llamamos
~ [

G=- rlj—ﬂ1 G, demostraremos que

; (Consis T' <> G),
1

entendiendo ambos términos como sentencias de £,. Admitiendo esto, la tra-
duccién de esta equivalencia al lenguaje de T es demostrable en T', pero en T se
cumple que G es equivalente a G (por definicion de sentencia de Godel), luego
tenemos la equivalencia del enunciado.

La prueba se basa exclusivamente en las condiciones de Hilbert-Bernays
demostradas en 6.32.

Como ; (0 £0 — G), la propiedad 1. del teorema 6.32 nos da que

FF0#£0- G,
X, ™
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luego la propiedad 3. nos da que

FE0#£0 = F'aG,
¥, ™M v

luego, aplicando la regla de Negacion del Implicador, concluimos que

F G — Consis' T
58

Reciprocamente, por la propiedad 2. del teorema 6.32,

r 1
E(E'G = E G,
¥, VALY A

que es lo mismo que

~ I L
F(-G—=F F G).
13, o

Por definicién de sentencia de Godel, l; r}q—ﬁ el =G, luego por 1.,

r A 1
E F FE'G =G
¥, ™1

y por 3., ~
E (=G — F'=G)).
e

I,

Por otro lado, por definicion de G tenemos trivialmente que
E (-G — G,
s, T
luego por la formalizacion de la regla de contradicciéon
F (=G — F0#0
L (-G — L 0#0),

es decir, I; (=G — — Consis T). n
1

Nota Al exigir que la teoria T interprete a I¥, el teorema anterior no prueba
RN .

que Consis () no sea demostrable en Q). Sucede que esto es cierto, pero no

vamos a ver aqui la prueba.3 "

Observaciones Los teoremas de incompletitud han dado pie a muchas inter-
pretaciones erréneas que, esencialmente, parten de la creencia de que lo que
prueban es que la sentencia G es verdadera, pero no demostrable, lo cual da
pie a especular sobre como podemos saber que es verdadera si estamos diciendo
que no se puede demostrar, pero esto no es asi, y ello se ve més claramente si,
. . . . P y—
en lugar de considerar GG, consideramos la sentencia equivalente Consis T . Lo
. . . T
que afirman los teoremas de incompletitud no es que Consis T es verdadera
. . Py
y no demostrable (en T'), sino que si Consis T es verdadera, entonces no es
demostrable (en T'). Ahora bien, nos podemos encontrar en dos casos distintos:

3Pudlak, P. Cuts, Consistency Statements and Interpretations, Journal of Symbolic Logic
(1985) 50 (2), pp. 423-441.
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1. Puede ocurrir que tengamos un argumento que nos convenza de que la teo-
ria T es verdadera. En ese caso, el teorema de incompletitud nos asegura
que ese argumento no sera formalizable en la propia teoria T, sin perjuicio
de que lo sea en otra teoria mas potente. Asi, la consistencia de I¥; se
puede demostrar en I35, 0 en AP, etc.

2. La alternativa es que no tengamos ningin argumento que nos convenza
de la consistencia de T'. Este caso se tiene que dar necesariamente cuando
T es una teoria lo suficientemente potente como para formalizar cualquier
argumento finitista. Por ejemplo, podemos pensar en la teoria de con-
juntos de Zermelo-Fraenkel ZFC, que hemos descrito brevemente al final
de la seccion 5.5. Aunque no hemos profundizado en ella (por su natu-
raleza esencialmente no finitista), se trata de la teorfa méas usada como
fundamentacion de toda la matematica, de modo que en ella se puede for-
malizar cualquier argumento que un matematico considere convincente.
Por lo tanto, si existiera algin argumento que justificara la consistencia
de ZFC, dicho argumento tendria que poder formalizarse en ZFC, y ello
contradiria el segundo teorema de incompletitud. La conclusion es que
es imposible demostrar (convincentemente) la consistencia de ZFC y, méas
en general, de cualquier teoria axiomatica capaz de formalizar cualquier
argumento matematico.

La precision “convincentemente” es esencial, pues, por ejemplo, si a ZFC le
anadimos como axioma Consis ZFC obtenemos una teoria axiomética en la
que podemos demostrar obviamente Consis I—ZFC—I, pero la “demostracién”
no nos da ninguna garantia de que ZFC sea consistente. Hay muchas
teorias mas fuertes que ZFC en las que es posible demostrar la consistencia
de ZFC, pero una prueba formal de la consistencia de ZFC en el seno de
una teorfa axiomatica cuya consistencia es mas dudosa ain que la de ZFC
no proporciona ninguna conviccién de que ZFC sea consistente.* Si ZFC
es consistente, entonces Consis ZFC es un ejemplo de afirmacién verdadera
que nunca podremos demostrar “convincentemente” que lo es.

Veamos una aplicacion del segundo teorema de incompletitud:

Teorema 9.9 Ninguna extension consistente de la Aritmética de Peano es fi-
nitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION: Observemos que un conjunto finito de axiomas puede re-
ducirse a un tnico axioma formando su conjuncién. Se trata de probar que si
una sentencia v de £, implica todos los axiomas de AP entonces es contradic-
toria. Pongamos que la sentencia es X,,. Vamos a probar que v F Consis™y', lo
cual, por el segundo teorema de incompletitud, implica que 7y es contradictoria.

4No obstante, practicamente todos los expertos en teoria de conjuntos estan convencidos
de que ZFC es consistente, simplemente porque no hay ninguna razén para sospechar que no
lo es. El segundo teorema de incompletitud implica, precisamente, que el hecho de que no se
disponga de ninguna prueba “convincente” de que lo es no es un motivo para sospechar que
no vaya a serlo.



9.2. El segundo teorema de incompletitud 439

Suponemos, pues 7 y, por reduccion al absurdo, suponemos — Consis "', es
decir, suponemos que "y' + 0 #+ 0. Esto implica - rv — 0 # 0' y, en particular,

,_I—j I—v —0+# 0'. Por el teorema 6.21, en I¥, 41, luego en particular a partir
=,

de v, podemos concluir v — 0 # 0 y, de nuevo porque estamos suponiendo ,
obtenemos que 0 # 0. Esta contradiccion prueba Consis . n

Nota Hay un argumento més directo para probar que AP no es finitamente
axiomatizable: si lo fuera, todos sus axiomas (luego todos sus teoremas) serian
teoremas de IX,,, para un n suficientemente grande, pero entonces tendriamos
que

£ Consis =,

y el teorema de incompletitud nos darfa que IX,, es contradictorio. [

Nuestra segunda aplicacion del segundo teorema de incompletitud es una
curiosidad:

La interpretacién natural de una sentencia de Gddel equivale a su no demos-
trabilidad, y hemos demostrado que, bajo las hipotesis triviales del teorema, las
sentencias de Godel son verdaderas (afirman que no pueden ser demostradas
y, efectivamente, no pueden ser demostradas). Por simple curiosidad, podemos
preguntarnos qué sucede si aplicamos el teorema 9.1 para construir una sen-
tencia que afirma su propia demostrabilidad. Especificamente, dada una teoria
semirrecursiva 1" que interprete a Q, sabemos construir una sentencia H tal que

HH <+ - H).
T mm

Las sentencias con esta propiedad se llaman sentencias de Henkin y no es
evidente en principio si son verdaderas o falsas 0 —lo que en este caso es lo
mismo—, si son demostrables o no. La respuesta es que todas son verdaderas,
pero la prueba se basa en el segundo teorema de incompletitud.

Teorema 9.10 (Teorema de Ldb) Sea T una teoria semirrecursiva que in-
terprete a 131 y sea H una sentencia tal que

F(+'H' - H).
T T

Entonces - H.
T

DEMOSTRACION: Sea T™ la extension de T' que resulta de anadirle el axioma
—H. Sino l;H , entonces T* es consistente. Formalizando (en IX;) este sencillo

resultado obtenemos que %—* - rlj—ﬂ "H'— Consis T* .
Por el segundo teorema de incompletitud tenemos que no 7': Consis I_T*j,
luegono F = '_Hj, de donde no H(—H — - FH—I), es decir, que no se cumple
T T T T

FEH S H , como habia que probar. m
T
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9.3 El teorema de Tarski

La hipotesis de semirrecursividad en el teorema de incompletitud es clara-
mente necesaria. Por ejemplo, podemos considerar la extension T' de la aritmé-
tica de Peano que resulta de tomar como axiomas todas las sentencias verdaderas
en su modelo natural. Es inmediato que T' cumple todos los requisitos del pri-
mer teorema de incompletitud salvo quiza la semirrecursividad y, de hecho, no
puede ser semirrecursiva, pues es trivialmente completa.

El hecho de que el conjunto de las sentencias de £, que cumplen N F «
no es semirrecursivo lo razonamos ya en la nota posterior al teorema 8.41. La
prueba utiliza dicho teorema, que es demostrable en ACAg, pero ella misma
no es demostrable en ACAg, pues, como vamos a ver a continuacion, en dicha
teoria no puede formalizarse la definicion de N F «, es decir, no puede definirse
el modelo natural de £,. El teorema siguiente es demostrable en ACRy:

Teorema 9.11 (Teorema de Tarski) Sea T una teoria aziomdtica que inter-
prete a Q y sea M un modelo de T.

1. No eziste ninguna formula V(z) con x como unica variable libre y tal que
para toda sentencia ¢ se cumpla

ME¢ siysolosi MEV( ).

2. Tampoco puede existir una férmula V(x) tal que para toda sentencia ¢ se
cumpla l;(d) s V(ie)).

DEMOSTRACION: Supongamos que existe la formula V(z) segin 1. Entonces
el teorema 9.1 nos da una sentencia 7 tal que

I;(T < V().

Notemos que 7 significa “yo soy falsa” (en M).

Si M E 7, entonces M E V("7"), pero, por la propiedad que define a 7
tendremos también que M F =7, lo cual es absurdo.

Si M E =7, entonces M E =V ("77"), luego por hipétesis M F 7, y tenemos de
nuevo un imposible. Asi pues, no existe tal V.

Es claro que una féormula que cumpla 2. también cumple 1. para cualquier
modelo M de T, pero, suponiendo meramente que 7' es consistente, podemos
obtener una prueba directa puramente sintactica (que no involucre modelos). En
efecto, construimos igualmente la sentencia 7, y ahora tenemos que H(7 < —7),
de donde se sigue que T' es contradictoria. r L]

Observaciones Vemos, pues, que el conjunto de las sentencias verdaderas en
un modelo M de una teoria axiomatica 1" que interprete a Q no puede definirse
mediante ninguna féormula del lenguaje £ de T'. Podriamos decir que la “verdad”
en un modelo de una teoria es indefinible en el lenguaje de la propia teoria.
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En particular, el conjunto de las sentencias verdaderas no puede definirse
mediante una formula de £, (pues en tal caso, también seria definible por su
traduccion a £), lo cual significa que no sélo no es recursivo, sino que no es arit-
mético, no es definible por ninguna férmula aritmética sin variables de segundo
orden.

En particular, razonando en ARy podemos aplicar esto al modelo natural
N de £, (tomando como T la aritmética de Pano AP o I¥;): el conjunto de
sentencias de £, verdaderas en el modelo natural no es aritmético. No puede
definirse mediante ninguna férmula de £, con lo que a fortiori no es recursivo.

El segundo apartado del teorema de Tarski afirma que, en una teoria con-
sistente T' sobre un lenguaje £, no es posible asignar un “significado” a cada
sentencia o € Form(rL—l) de modo que, para cada sentencia «, el significado aso-
ciado a "' sea precisamente «. No obstante, el teorema 6.16 muestra que, en el
caso de L, este impedimento teérico puede burlarse parcialmente restringiendo
la definicion a determinadas clases de sentencias (X, o I1,,). [

9.4 Incompletitud y aritmética no estandar

Los teoremas de incompletitud nos permiten entender mejor los modelos no
estandar de la aritmética. En efecto, sea T una teoria recursiva y consistente

que interprete a Q. Llamemos S(z) = EFO #* 0', de modo que S(z) significa “z

es una demostraciéon de 0 # 0 en 77. Por definicién:
Consis T = -z S(x).

Que T sea recursiva significa que la formula S(x) es Ap, luego, por 6.28,
cambiandola si es preciso por otra equivalente, podemos suponer que

e (S(x) = "S0)),  Ax(=S(z) — CSJS”(OW)).
Que T sea consistente significa que se cumple Consis T, por lo que
Az £='S'(0),

Q

y, como T interpreta a Q, también
Azt==5(0),

T
donde S es la traduccion al lenguaje £ de T' de la formalizacion 'S'de S en L.
Por otro lado, podemos considerar la formula de £

Consis'T' = -z € N §(z).

El segundo teorema de incompletitud asegura que

P ye—
-+ Consis T,
T
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de modo que en T’ podemos demostrar =5(0),~S(1), ~5(2), ..., pero no pode-
mos demostrar Az € N=S(x). Més atin, esto hace que la teoria T’ que resulta
de afiadir — Consis' T a los axiomas de T es consistente, por lo que

AV ; =5(0@)), ; Vz € N S(z).

Mas explicitamente, en T’ podemos demostrar que existe un ntmero natural
que cumple S(z), pero también podemos probar —S(0), ~S(1), ~S(2),...
Si suponemos que T interpreta a I3, en 77 podemos demostrar

\1/95 e N(S(z) A Ny < z-5(y)),

es decir, que existe un minimo nimero natural que cumple S(x). Esto nos
permite definir B B
c=xz|(xr e NAS() ANy <z-S(y)).

Asi, ¢ se interpreta como “la menor demostracion de 0 # 0 en 77”. Como
estamos suponiendo que T es consistente, no existe tal demostracion, pero vemos
que es consistente suponer que exista. En estos términos, en 7" podemos probar
que ¢ € N, pero también que ¢ # 0,c # 1,c # 2,...

Si M es un modelo de T”, entonces M (c) es un ntumero natural no estandar,
en el sentido que hemos introducido en la seccion 7.5. Alli, para construir mode-
los no estandar de una teoria 1" tuvimos que anadir a su lenguaje una constante c
sin definicion, parcialmente determinada por un conjunto de axiomas adicionales
que forzaban a que tuviera que interpretarse como un ntmero no estandar. Aqui
en cambio hemos definido un ntimero natural no estandar concreto (postulando
previamente su existencia al tomar como axioma — Consis T j).

Observemos que ¢ no es el minimo nimero no estandar (de hecho no existe tal
minimo). En efecto, puesto que podemos probar que ¢ # 0, de aqui deducimos
que existe un nimero d tal que ¢ = d’. Es claro que d también es no estandar,
en el sentido de que para todo nimero natural n sabemos probar que d # 0(™).

Notemos que no existe un inico modelo M para la aritmética no estandar,
sino que existen infinitos modelos “no isomorfos” dos a dos, en el sentido de que
satisfacen sentencias diferentes. Por ejemplo, a partir de AP podemos formar
dos teorias axiomaéticas consistentes, pero mutuamente contradictorias,

AP + Consis AP’ y AP + — Consis AP,

Si las llamamos Ty y 77, respectivamente, cualquiera de ellas puede extenderse
a su vez a dos teorfas consistentes y mutuamente contradictorias:

To + Consis I_T0_|, Ty + — Consis I—TO—I, T1 4 Consis I—Tl—l7 T1 + — Consis '_Tl—l,

que podemos llamar Ty, To1, T10 v 111, respectivamente, e igualmente podemos
formar otras ocho teorias Tyoo, Too1, Lo10, - -- Cada una de las teorias construi-
das de este modo tiene su propio modelo, y dos cualesquiera de estos modelos
satisfacen sentencias mutuamente contradictorias.
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Vamos a probar ahora que, en realidad, no necesitamos elegir una nueva
sentencia a cada paso para formar nuevas teorias consistentes, sino que podemos
usar siempre la misma. Necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.12 Si T es una teoria semirrecursiva consistente que interpreta
a Q, existe una formula ¢(z) de tipo ¥ tal que, para todo ndmero natural k, la
teoria

T 4 Az € N(¢(z) < = = 0

es consistente.

DEMOSTRACION: Sea £ el lenguaje formal de T'. Consideremos la féormula
de £9 (de tipo %)

x(p, k) = p € Form(£) A Vzd(Vlib(p) = {z} A E—\/\x e N(p(z) & = = 0®)

d ,
AN < dNK < d' =E Az € N(p(x) &z =0*)).

Asi, si se cumple x(p, k) A x(p, k'), con k # k', existen d y d’ que demuestran,
respectivamente,

Ij—ﬂ—\/\x e N(p(z) + = =0"), ;ﬂ/\x € N(p(z) ¢ z = 0%,

No perdemos generalidad si suponemos d’ < d, y claramente k¥’ < d’ (pues d’
demuestra una férmula que contiene el numeral O(k/)), pero esto contradice la
minimalidad de d que postula y.

Esto nos permite aplicar el teorema 6.29, segin el cual, cambiando y por
una férmula equivalente, podemos suponer que si se cumple x(p, k), entonces

- Av € N(Y(,0) v = 010),

Por el teorema 9.1 (véase la nota posterior), existe una formula ¢(z) de £
tal que

l;/\at € N(¢(z) '—X—'(rqu,x)).
Esta equivalencia prueba que ¢ es X.

Basta probar que, para todo ntmero natural k,
—|;—|/\x e N(¢(z) ¢ x = 0),
En caso contrario, consideramos el minimo k£ que cumple
'7_1_‘/\33 e N(¢(z) & = = 0®),
y a su vez una demostracion minima d tal que
¢ € Form(L) A Vlib(¢) = {z} A 7ﬁ;/\as e N(¢(z) ¢ = = 0®)

dl
ANd < d —\;—\/\:z: e N(¢(z) & = =0®),
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d ,
Ahora, si k' <d' <dy F—'/\x € N(é(z) < = = 0%)), tiene que ser k' = k,

por la minimalidad de k, y esto contradice la minimalidad de d. Por lo tanto,
se cumple x(¢, k). El teorema 6.29 nos da que

EAs e N(X(9l2) & 2 = 00)
y, por la construccion de ¢,
- Ae € N(g(x) & z = 0),

y resulta que T es contradictoria. L]

Notemos que, si ¢ es una féormula en las condiciones del teorema anterior,
para todo nimero natural se cumple — - QS(O(k) ), pues en caso contrario, tomando
T

cualquier otro ntimero natural k', en T se podria demostrar
Az € N(¢(z) > z = 0.

pero ¢ es (la traduccion a £ de) una formula de tipo ¥; de £,, por lo que
si fuera verdadera en su interpretacion natural, seria demostrable en Q, luego
en T. Asi pues, la formula ¢ no la cumple realmente ningin nimero natural,
pero es consistente que cualquiera de ellos sea el tnico que la cumple. Mas
explicitamente, si ¢(z) = Vua(z,u), donde a es de tipo Ap, tenemos que la
formula oz, u) es falsa en su interpretacion natural, pero, para cada nimero
natural k, es consistente que exista un ntmero natural u tal que a(O(k),u).
Dicho u se interpretara necesariamente como un ntimero natural no estandar en
cualquier modelo en el que ¢(0¥)) sea verdadera. Podemos refinar atin mas la
conclusion:

Teorema 9.13 Si T es una teoria semirrecursiva consistente que interpreta
a Q, existe una formula® (x) de tipo 1 tal que, si representamos + =1 y
—1) = ), entonces la teoria que resulta de anadir a T los axiomas

+9(0),  £o(1),  +(2), +Y(3),
es consistente, para cualquier eleccion de los signos.
DEMOSTRACION: Sea ¢(x) la formula dada por el teorema anterior y sea
P(x) = Vs € N(d(s) Az < l(s) A sy =1).

Claramente es (la traduccion de) una formula 3 de £,. Puesto que una hipoté-
tica prueba de una contradiccién usaria sélo un niimero finito de axiomas, basta
probar que la teoria que resulta de anadir los axiomas £ (0(?), ... +(0(™)
es consistente, para cada ntimero natural n.

5Las férmulas con esta propiedad se llaman férmulas flexibles.
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Tomamos, pues, un s tal que £(s) = ny N\i < n(s;, =0V s =1)y
consideremos la teoria T’ dada por

T+ Nz(o(z) >z ="s").

Por el teorema anterior sabemos que T’ es consistente, y es claro entonces que
la s que aparece en la definicion de 1 es necesariamente "s', es decir, que

I}T/W(CU) r<0™W AT, =1)

Asi, para cada i < n, puesto que IT—, sty = 06 es claro que IT—,@ZJ(O(Z')) o}
:,Ij, —)(0)) segtin si s(i) es cero o uno. Si la correspondiente extension de T con

estas sentencias fuera contradictoria, también lo seria T”. [

Asi pues, aplicando el teorema a AP, concluimos que existe una formula ¥ (x)
de £, de tipo X1 que en realidad no la cumple ningtin nimero natural, pero los
axiomas de Peano no permiten probarlo, sino que es consistente suponer que los
nimeros que queramos la cumplen y que cualesquiera otros no la cumplen. Y
esto no es una deficiencia particular de los axiomas de Peano, sino que lo mismo
sucede (cambiando la formula ¢ por otra adecuada) para toda teoria axioméatica
que cumpla los requisitos minimos usuales.

Cada extension de AP con una determinacion particular de una féormula
flexible nos da un modelo diferente de AP, en el sentido de que dos cualesquiera
de ellos difieren al menos en que uno satisface una sentencia que el otro no
satisface.

Observemos que la tinica construccion que conocemos de estos modelos es la
que hemos usado en la demostracion del teorema 7.37 (en LKDy), que determina
un modelo M a partir de un camino en un cierto arbol, cuya existencia viene
garantizada por el lema de Konig débil, pero no tenemos un criterio explicito
para determinar sus elementos. Terminamos esta seccion viendo que esto no es
casual. Vamos a demostrar que la suma y el producto en un modelo no estandar
de AP no pueden ser funciones recursivas, lo que significa que toda construccion
de un modelo no estandar de AP debe incluir un ingrediente “no constructivo”
que impida operar explicitamente con la suma y el producto.

Para precisar esta idea veamos primero algunas consideraciones generales
sobre modelos de AP:

De acuerdo con la definicién 7.29, un modelo M de £, esta determinado por
un universo My, al que llamamos simplemente M, en el que tenemos determi-
nado un objeto 0py = M;(0), unas funciones

My(S): M — M, &:MxM-—M, Q:MxM-—M

y una relacion <p;, de modo que podemos definir una funcion M3 que a su vez
determina la funcion M (¢t)[v] y la relacion M E «afv] que cumplen las condiciones
obvias de la definiciéon de denotacion y satisfaccion.
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De acuerdo con lo visto en la seccién 7.5, llamaremos niumeros naturales
estandar de M a los objetos de la forma 05\7/}) = M(O(”)), para cada numero

natural n.

Si M es un modelo de TA, el hecho de que las formulas del teorema 4.11
tengan que ser verdaderas en M se traduce en que la relacion <, es una relacion
de orden total en M, y el teorema 6.2 nos da que la aplicacion N — M dada

por n — OS\Z) es inyectiva y conserva el orden, es decir:

Amn(m <n Og&n) < 05\3)).
Mas atn, como M cumple la primera sentencia de 6.4, concluimos que
An/a € M(a <y 05\2) —-Vm<na= 05\;[”)),

es decir, que todo nimero natural de M menor o igual que un nimero estandar
es estandar o, dicho de otro modo, que cualquier nimero natural no estdndar
es mayor que cualquier nimero estandar. Por ello a los ntiimeros naturales no
estandar de un modelo se los llama también ntimeros naturales infinitos.

En particular vemos que el universo de M es necesariamente infinito, luego
el teorema 7.23 nos da una biyeccién 7 : N — M, a través de la cual podemos
construir un modelo M de £, cuyo universo sea N y de modo que, para todo
semitérmino ¢, toda semiférmula « y toda valoracion v en M definida sobre sus
variables libres, se cumple

M(t)[v] = M(t)[x~ ! o], ME afv] < MEafn™ou].

(De hecho, esto es esencialmente la definicion de M (t)[v] y M E afv].)

De este modo, M es un modelo equivalente a M a todos los efectos, por
lo que no perdemos generalidad si suponemos que el universo de M es todo el
conjunto N de los ntimeros naturales. No obstante, seguiremos escribiendo M
cuando pensemos en N como el universo de M.

Observemos que, si M es un modelo de IA, los teoremas 4.10 y 4.11 implican
que las funciones @ y ® satisfacen las propiedades obvias, como a &b = b & a,
etc. También tenemos que la funcion M;(S) que interpreta al funtor sucesor es
simplemente M;(S)(a) = a @ 1p, por lo que no necesitamos trabajar con ella
explicitamente.

Teorema 9.14 Si M es un modelo de Q y t(x1,...,x,) es un término de L,
entonces, para todos los numeros naturales ay,...,an,

M(t)[0$1)7...705§")]:0§$), con d=Du(t;ay,...,an),

donde el miembro hay que entenderlo como Du(t,v), para la valoracion v dada
por v(z;) = a;.
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DEMOSTRACION: Se prueba, més en general, para semitérminos ¢, por in-
duccién sobre ¢. La prueba es trivial, pero hay que comprobar que la féormula a
la que aplicamos el principio de induccién es I1§ (requiere cuantificar sobre una

valoracion v). -
A su vez:
Teorema 9.15 Si M es un modelo de Q y a(x1,...,x,) es una formula de L,

de tipo A, entonces
ME oz[()%}l), cee 0%‘}”)] < NEg afay, ..., aq].

DEMOSTRACION: Se prueba para semiférmulas por induccion sobre oo como
en el teorema anterior. Los tinicos casos no triviales son los correspondientes a
los cuantificadores. Ambos son analogos, asi que consideramos el del cuantifi-
cador universal, de modo que

Oé;/\uSt(xla"'7xn)6(uaxla"'7xn)'
Entonces M & a[OE&l), cey 05&")] si y sblo si para todo d € M tal que
d <u MY, 057),

se cumple M E jd, 05&1), o ,Og\?b)}.

Por el teorema anterior, llamando k = Dn(¢, a4, ..., a,), la condicién sobre d
es que sea d <jpy Og\lfl), pero, por el teorema 6.4, los d € M que cumplen esto

son los de la forma d = Og&), con a < k. Usando ademés la hipotesis de

induccion, tenemos que se cumple M F a[OS\(/Lfl), .. .,05\(}")] si y solo si, para
todo a < Dn(t,aq,...,a,), se cample N Eq SB[a, a1, ..., a,], pero esto equivale a
NEo Au<tB(u,z1,...,2,)[a1,. .., a,], es decir, a N g alay, . .., a,]. n

En particular vemos que todos los modelos de Q cumplen las mismas sen-
tencias de tipo Ag. Para férmulas de tipo X1 o II; tenemos las consecuencias
siguientes:

Teorema 9.16 Sea M un modelo de Q. Si a(x1,...,T,) es una formula de L,
de tipo %1, entonces

NEs, alar,...,an] = M E a[0%],...,057].

Si « es de tipo 11y, entonces

M E a[0%],...,03] = NEm, afar,. .., a,]
DEMOSTRACION: Si a es ¥, entonces o = Vu B(u,z1,...,x,), para cierta
formula B(xq,...xz,) de tipo Ag. Si N Ex, afas,...,a,], existe un ag tal que
N Fq Blag, - . ., an], luego por el teorema anterior M F ﬁ[Og\(}["), cee OS\(}")], y esto

implica que M E a[og\?)’ o ,Og\z}n)]_
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En el segundo caso o = AuB(u,x1,...,2,) y, si M E 0%}, ...,0%7], tene-
mos que para todo d € M se cample M E 3[m, 0%}, ..., 0%7], luego, en particular,
para todo ag se cumple M F §[039,...,0%7]. El teorema anterior nos da que
N &y SBlao, - .-, an], y esto implica que N Frp, afaq, ..., a,]. "

Si a es una sentencia de £, de tipo IIj, segun 6.15, en I3 se demuestra
o+ NFm, "ol

luego, si M es un modelo de IX;, esta sentencia es verdadera en M, por lo que
M E « es equivalente a M F (N Fp, "a').

Consideremos ahora la formula ¢g(a) de £ que afirma que a es una senten-
cia de £, de tipo II; y sea ¢ = r¢0—| € Form(L,) su formalizacion. La férmula
do() es de tipo Aq en IX1, es decir, es 31 y existe una formula ¢y («r) de tipo Iy
de modo que Au(¢o(u) < ¥o(u)), luego, si 1 = rzboj, se cumple

£ Au(g(u) < 9(u)).
s,
Por consiguiente, si M es un modelo de I¥;, para todo niimero natural a, se

cumple
M E ¢la] & M E [a].

Por el teorema anterior, para todo ntimero natural «,
NEs, ¢lo] » MEG0Y],  ME$0Y] - NEg, o
Por otro lado, 6.16 nos da que
Na(go(a) & NEs, ¢[a), Aa(io(e) < N Eq, ¢[fal).

Combinando estas implicaciones vemos que
go(a) = N g, [ = M & ¢[0f7] —

M E (057 = N, o@7] = vo(a) — o(a).

En resumen, un nimero natural « es una sentencia II; de £, si y s6lo si
Ny, ¢[a] siy solosi M E ¢[0')].

Ahora consideramos la formula ¢y(n, m) = p,, | m, donde p,, es el primo n-
simo. Es también una formula de £9 de tipo A; en I, por lo que, si llamamos
Y= I—wo—l, el mismo razonamiento precedente nos da que, para todos los ntimeros
naturales n y m, se cumple p, | m si y solo si N Ex, [0, 00™)], si y solo si
ME 1/1[05\2), Os\t[n)]. Usamos estos hechos en la prueba del teorema siguiente:

Teorema 9.17 Sea M un modelo no estindar de AP y sea ¥(n,m) la férmula
de L, que expresa que el primo n-simo divide a m. FEntonces existe un numero
natural no estdndar ¢ € M tal que el conjunto

S ={i| ME ), ]}

no €s recursivo.
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DEMOSTRACION: Sea ¢(a) la formula que hemos considerado en la discusion
previa al enunciado. Definimos

xX() = Vala <y(¥(a,2) < d(e) ANF, a).

Observemos que todo niimero natural n cumple M F X[Og\z)]. En efecto, esto
significa que existe un d € M tal que para todo e € M que cumpla e < d, se
cumple M E ¢le,d] siy solo si M E ¢le] y M E (N Eq, z)le].

Para probar que esto es asi consideramos el producto m de todos los primos
Pa tales que a < n es una sentencia de £, de tipo II; tal que M F a y tomamos
d = OS\?). Asi, si e € M cumple e <jy 05\2), existe un nimero o < n tal
que e = Og\?). Entonces, M F 1[e,d] equivale a M F w[Os\f}),Os\?)] y, segun las
observaciones previas al teorema, esto equivale a p, | m, lo que, por la eleccion
de m, equivale a que « sea una sentencia de £, de tipo II; tal que M F «. De

nuevo por la discusién previa al enunciado, esto equivale a que M F qb[ng)] y
M E (N Fp, "), que a su vez equivale a% M F ¢[e] y M F (N Fr, x)[e].

De aqui se sigue que existe un d € M no estandar tal que M F x[d]. En
efecto, en caso contrario, los elementos de M que cumplen M F x[d] serian
exactamente los nimeros estandar, luego tendriamos que’

M E x(0) A Au(x(u) = x(u+1)).

Como M satisface el principio de induccion de AP, deberia cumplirse también
M E Aux(u), pero esto significa que todos los elementos de M son estandar,
en contra de lo supuesto.

Asi pues, fijado un nimero no estandar d € M que cumpla M E x[d], por
definicién de x existe un ¢ € M tal que, para todo o € M tal que o <p; d, se
cumple

M E ¢la,c] <> M E ¢la) A M E (NEq, x)[a].

Por consiguiente, o € S si y s6lo si M F w[Og\?),C] y, COmo 05\‘;)

que d es no estandar, esto equivale a

< d, puesto

M & ¢[0\D] A M E (N Ey, 7o),

que a su vez equivale a que a es una sentencia II; de £, tal que M F a. En
resumen: S es el conjunto de todas las sentencias II; de £, verdaderas en M,
que no es recursivo por el teorema 9.6. [

Con esto ya podemos demostrar:

6Notemos que

ME Nk, ") =M E (NFg, 009) 4 ME (NE, )[057)] & ME (NEg, 2)[e].

"La formula x es 3o, luego en realidad basta con que M sea un modelo de IX;.
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Teorema 9.18 (Tennenbaum) Siun modelo no estindar M de AP tiene uni-
verso N, las funciones que interpretan en M los funtores suma y producto de
Lg no son recursivas.

DEMOSTRACION: Sea ¢ € M un nimero no estandar segin el teorema ante-
rior, de modo que el conjunto

S={i| MEOL),}

no es recursivo. Vamos a suponer que la suma @ en M es recursiva y probaremos
que el conjunto S también lo es, con lo que tendremos una contradiccion.
Si & es recursiva, también lo es la funcién dada por

p(xvo):OMa p(x,n+1):p(x,n)@x.
Una simple induccién prueba que
Og\z) ®x = p(z,n).

En particular p(1a7,n) = 05\2).

Como M satisface el teorema de la division euclidea, fijado 4, existen unos
dnicos k,r’ € M tales que

C:ngj)@k@r', ' <wm OS\I;).

La desigualdad implica que r’ es un ntmero estandar, es decir, que existe un
r < p; tal que ' = OS\Z) = p(1pm, 7). Por lo tanto, tenemos que existen unos

dnicos k y r < p; tales que

¢ =p(k,pi) ©p(la, 7).

Esto implica que la funcion dada por

f(i) = pn(c = p(no,pi) ® p(1ar,n1) A ny < p;)

es recursiva, al igual que la funcion R(i) = f(i)1, es decir, la funcién que da el

r tal que 05\}) es el resto de la divisiéon euclidea de ¢ entre OS\IZ;).

Como la formula ¢(m,n) = m = p, es X1, el teorema 9.16 nos da que si
j = p; es el primo i-ésimo, entonces N F ¢4, 4], luego M E (b[OS\J}, OS\Z)

que O%}i) = 05\]2 es el primo Og\i/[)—ésimo en M.

], es decir,

Finalmente, i € S equivale a M F 1/)[05\24), c|, que a su vez significa que el primo
ng)—ésimo de M (es decir, 05@")) divide a ¢, y que divida a c equivale a que el resto
de la division euclidea sea 0j; o, equivalentemente, a que R(i) = 0. Asi pues,
i€ S siysolosi R(i) =0, luego la funcion caracteristica de S es 1 = (1 ~ R),
luego es recursiva y S es un conjunto recursivo, que es la contradicciéon que
perseguiamos.
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Supongamos ahora que ® es una funcion recursiva (pero no que lo sea @) y
definamos igualmente la funcion recursiva

p’(x,n) :1M7 p’(:c,n+1) :p/(x,n)®x.

En AP se demuestra que

1
NayVza¥ =z,

luego podemos definir la funcién exp : M? — M que, para cada a,b € M,
cumple
M E (¥ = 2)[a, b, exp(a, b)],

y una simple induccién prueba que exp(z, 0%,) = p'(x,n).

Por otro lado, en AP se demuestra que la relacién x = yc + r es equivalente
a 2% = (2)¥ - 2" y, mas aun, que el resto r de la division euclidea de x entre y
es el tnico ntmero r < y tal que existe un z que cumple 2¥ = 2¥ - 2". Por lo

tanto, si llamamos d = expy(c), tenemos que el resto de la division euclidea de ¢

)

entre 05\7 es el tinico r’ < 055;) para el que existe un t € M que cumple

(pi)

d= exp(t7 OM ) ® eXp(2M7 T/),

pero tiene que ser 1’ = OE\Z), con r < p;, con lo que

d = exp(t,087)) @ exp (2, 0%)) = P (t, pi) @ P (201, 7),

y €l resto de la division euclidea de c entre 05@")

que cumple

es 0py siy so6lo si el anico r < p;

d=7p'(t,p;)) D" (2m,7)

para cierto t € M es r = 0. Ahora podemos definir como antes la funciéon
recursiva

J'(@) = pn(d = p'(no,pi) @ p'(2nr,m1) Any < pi),

que a su vez nos da una definicion alternativa R(i) = f(¢); de la misma funcion
R que antes habiamos definido en términos de @, y llegamos igualmente a que
es recursiva, con lo que el conjunto S también lo es, y esta contradiccion prueba
que el producto ® no puede ser recursivo. [

Asi pues, no es posible definir explicitamente una suma y un producto en N
(de forma que podamos calcularlas en la practica) con las que N se convierta en
un modelo no estandar de AP.
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