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Primera parte

Loégica de primer orden






Introduccion a la légica
matematica

La légica y su historia Tradicionalmente se ha dicho que la légica se ocupa
del estudio del razonamiento. Esto hoy en dia puede considerarse desbordado
por la enorme extension y diversidad que ha alcanzado esta disciplina, pero
puede servirnos como primera aproximacion a su contenido.

Un matematico competente distingue sin dificultad una demostracién co-
rrecta de una incorrecta, o mejor dicho, una demostracién de otra cosa que
aparenta serlo pero que no lo es. Sin embargo, no le preguntéis qué es lo que en-
tiende por demostracion, pues —a menos que ademas sepa légica— no os sabra
responder, ni falta que le hace. El matematico se las arregla para reconocer la
validez de un argumento o sus defectos posibles de una forma improvisada pero,
al menos en principio, de total fiabilidad. No necesita para su tarea contar con
un concepto preciso de demostracién. Eso es en cambio lo que ocupa al 16gico:
El matematico demuestra, el 16gico estudia lo que hace el matematico cuando
demuestra.

Aqui se vuelve obligada la pregunta de hasta qué punto tiene esto interés
y hasta qué punto es una pérdida de tiempo. Hemos dicho que el matematico
se las arregla solo sin necesidad de que nadie le vigile los pasos, pero entonces,
.qué hace ahi el 16gico? Posiblemente la mejor forma de justificar el estudio de
la l6gica sea dar una visién, aunque breve, de las causas histéricas que han dado
a la légica actual tal grado de prosperidad.

En el sentido mas general de la palabra, el estudio de la légica se remonta
al siglo IV a.C., cuando Aristételes la puso a la cabeza de su sistema filoséfico
como materia indispensable para cualquier otra ciencia. La légica aristotélica
era bastante rigida y estrecha de miras, pero con todo pervivié casi inalterada,
paralelamente al resto de su doctrina, hasta el siglo XVI. A partir de aqui,
mientras su fisica fue sustituida por la nueva fisica de Galileo y Newton, la
légica simplemente fue ignorada. Se mantuvo, pero en manos de filésofos y en
parte de los matematicos con inclinaciones filosdficas, aunque sin jugar ningin
papel relevante en el desarrollo de las ciencias. Leibniz le dio cierto impulso,
pero sin abandonar una postura conservadora. A principios del siglo XIX, los
trabajos de Boole y algunos otros empezaron a relacionarla mas directamente
con la matematica, pero sin obtener nada que la hiciera especialmente relevante



(aunque los trabajos de Boole cobraran importancia més tarde por motivos
quizé distintos de los que él mismo tenfa in mente).

Asi pues, tenemos que, hasta mediados del siglo XIX, la légica era poco mas
que una curiosidad que interesaba a quienes sentian alguna inquietud por la
filosofia de la matematica o del pensamiento en general. La légica como hoy la
entendemos surgié basicamente con los trabajos de Frege y Peano. En principio
éstos eran, al igual que los anteriores, nuevos ensayos sobre el razonamiento,
si bien méds complejos y ambiciosos. Lo que les dio importancia fue que no
aparecieron como productos de mentes inquietas, sino como culminacién del
proceso de formalizacién que la matematica venia experimentando desde los
tiempos de Newton y Leibniz.

En efecto, el calculo infinitesimal que éstos trazaron con tanta imaginacion
y que después desarrollaron Cauchy, Gauss y otros, tuvo que ser precisado a
medida que se manejaban conceptos mas generales y abstractos. Dedekind,
Riemann, Weierstrass, fueron sistematizando la matemédtica hasta el punto de
dejarla construida esencialmente a partir de los niimeros naturales y de las pro-
piedades elementales sobre los conjuntos. La obra de Frege y de Peano pretendia
ser el ultimo eslabén de esta cadena. Trataron de dar reglas precisas que de-
terminaran completamente la labor del matematico, explicitando los puntos de
partida que habia que suponer asi como los métodos usados para deducir nuevos
resultados a partir de ellos.

Si s6lo fuera por esto, probablemente este trabajo habria acabado como una
curiosidad de presencia obligada en las primeras paginas de cada libro introduc-
torio a la matemdtica y que continuaria interesando tan sélo a los matematicos
con inclinaciones filoséficas. Pero sucedieron hechos que confirmaron la necesi-
dad de la 1égica como herramienta matemadtica. A finales del siglo XIX, Georg
Cantor creé y desarrolld la parte més general y mas abstracta de la matematica
moderna: la teoria de conjuntos. No pasé mucho tiempo sin que el propio Can-
tor, junto con otros muchos, descubriera descaradas contradicciones en la teoria,
es decir, se obtenian demostraciones de ciertos hechos y de sus contrarios, pero
de tal forma que burlaban el ojo critico del matematico, tan de fiar hasta enton-
ces. Se obtenian pares de pruebas de forma que cada una por separado parecia
irreprochable pero que ambas juntas eran inadmisibles.

El ejemplo més simple de estos resultados fue descubierto por Bertrand
Russell al despojar de contenido matemadtico a otro debido a Cantor: En la
teoria cantoriana se puede hablar de cualquier conjunto de objetos con tal de que
se especifiquen sus elementos sin ambigiiedad alguna. En particular podemos
considerar el conjunto R cuyos elementos son exactamente aquellos conjuntos
que no son elementos de si mismos. Es facil ver que si R es un elemento de
si mismo, entonces por definicién no deberia serlo, y viceversa. En definitiva
resulta que R no puede ni pertenecerse como elemento ni no hacerlo. Esto
contradice a la logica mas elemental.

El lector puede pensar que esto es una tonteria y que basta no preocuparse
de estas cosas para librarnos de tales problemas, sin embargo sucede que contra-
dicciones similares surgen continuamente en la teoria pero afectando a conjuntos
no tan artificiales y rebuscados como pueda parecer el conjunto R, sino a otros



que aparecen de forma natural al trabajar en la materia. En cualquier caso
estos hechos mostraban que el criterio que confiadamente han venido usando
desde siempre los matemdticos no es inmune a errores dificiles —por no decir
imposibles— de detectar, al menos al enfrentarse a la teoria de conjuntos.

La primera muestra de la importancia de la lgica fue un estrepitoso fracaso.
Frege habia creado (tras mucho tiempo de cuidadosa reflexién) un sistema que
pretendia regular todo el razonamiento matemaético, de manera que cualquier
resultado que un matematico pudiera demostrar, deberia poder demostrarse si-
guiendo las reglas que con tanto detalle habia descrito. Russell observé que la
paradoja antes citada podia probarse en el sistema de Frege y que, a consecuen-
cia de esto, cualquier afirmacién, fuera la que fuera, podia ser demostrada segtiin
estas reglas, que se volvian, por tanto, completamente inttiles.

Este desastre, no obstante, mostraba que la laboriosa tarea de Frege no era
en modo alguno trivial, y urgia encontrar una sustituta a su fallida teorfa. Con el
tiempo surgieron varias opciones. La primera fueron los Principia Mathematica
de Whitehead y Russell, de una terrible complejidad logica, a la que siguieron
muchas teorias bastante mas simples aunque quizd menos naturales. Destacan
entre ellas las teorias de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) y de von Neumann-
Bernays-Gédel (NBG). Ambas constan de unos principios basicos (axiomas) y
unas reglas precisas de demostracion que permiten deducir de ellos todos los
teoremas matematicos y —hasta donde hoy se sabe— ninguna contradiccién.

De esta forma la légica ha probado ser indispensable a la hora de trabajar
en teoria de conjuntos, hasta el punto de que es inconcebible el estudio de ésta
sin un buen conocimiento de aquélla.

El contenido de la légica matematica En el apartado anterior hemos
mostrado una de las funciones principales de la l6gica matemadtica: servir de
fundamento al razonamiento matematico, evitando ambigiliedades y contradic-
ciones mediante la determinacién absolutamente precisa y rigurosa de lo que es
un razonamiento matemaético valido. Pero cuando la necesidad obliga al estudio
de un determinado campo, el esfuerzo pronto es premiado con nuevos resultados
inesperados:

Si uno tiene paciencia o un libro de geometria a mano, puede coger una regla
y un compas y dibujar un pentdgono regular. Si ahora prueba suerte con un
heptdgono no encontrard ningun libro de ayuda y la paciencia servirda de muy
poco. Puede probarse que es imposible construir un heptdgono regular sin més
ayuda que una regla (no graduada) y un compds, pero, para demostrarlo no
basta con coger una regla y un compas y terminar no construyéndolo. Es nece-
sario reflexionar sobre qué es construir con regla y compads, dar una definicién
precisa, comprobar que ésta se corresponde con lo que usualmente se entiende
por construir con regla y compas y, finalmente, ver que eso es imposible para el
caso del heptagono regular.

Igualmente, el tener una nocién precisa de demostracién nos permite com-
prender y resolver problemas que de otro modo serfan inabordables: cuando
un matematico hace una conjetura, puede meditar sobre ella y, si tiene suerte,
la demostraréd o la refutard. Pero también puede ser que no tenga suerte y no



consiga ni lo uno ni lo otro. Esto ltimo puede significar dos cosas: que no es
lo suficientemente buen matematico o que pretendia un imposible. Cantor llegd
a la locura en gran parte por la frustracién que le producia el no lograr decidir
la verdad o falsedad de una de sus conjeturas, la llamada hipdtesis del conti-
nuo. Con ayuda de la nueva légica se ha probado que ésta no puede probarse
ni refutarse, y no se trata de un caso aislado. Sucede que estas afirmaciones no
surgen so6lo en teoria de conjuntos, donde son el pan de cada dia, sino que son
también abundantes en el andlisis y la topologia, incluso hay casos en algebra.
Por ello el matematico necesita en ocasiones de la logica para determinar sus
propias posibilidades y limitaciones. FEl establecer este tipo de resultados de
independencia es una de las partes mas importantes de la légica aplicada a la
teoria de conjuntos.

Por otra parte, toda teoria suficientemente rica contiene resultados de in-
terés interno, en si mismo. La légica moderna, principalmente de la mano de
Godel, ha obtenido resultados sorprendentes e interesantisimos que nos permi-
ten comprender mejor la capacidad y las limitaciones del razonamiento humano,
resultados que justifican por si solos el estudio de la 1égica. Por ejemplo: ;Puede
un matematico probar que 242 = 57 El lector que responda: “Claramente no”,
o “No, porque es mentira”, o “No, porque 242 = 4”7, o similares, no tiene claros
ciertos conceptos légicos. Estéd claro que un matematico puede demostrar que
242 = 4, mas aun, esta claro que 2+2 = 4, pero el problema es que la existencia
de una demostracién de que 2+ 2 # 5 o incluso de la falsedad de que 2+ 2 =5
no aportan la menor garantia de que no pueda traer alguien unos cuantos folios
escritos segtin las “costumbres” de razonamiento de los matematicos, aun cum-
pliendo todas las condiciones que estipulan los 16gicos, pero que termine con
la conclusién 2 + 2 = 5. jPor qué no puede ser? No es un problema evidente,
hasta el punto de que puede probarse —como consecuencia del llamado segundo
teorema de incompletitud de Godel— que es imposible garantizar que no exista
tal catastrofica prueba. Lo demostraremos en su momento.

Sin animo de ser exhaustivos, podriamos decir que la légica moderna se
divide en cuatro areas:

a) Teoria de la demostracion.
b) Teoria de modelos.

c¢) Teoria de la recursion.

d) Teoria de conjuntos.

En esta primera parte haremos especial hincapié en la teoria de la demos-
tracion, que es la parte mas clasica de la légica, y usaremos la teoria de modelos
y la teoria de la recursién como auxiliares para el estudio de la primera. Final-
mente aplicaremos los resultados que obtendremos a la teoria de conjuntos como
ejemplo mas significativo. Vamos a probar la mayoria de los resultados clasicos
de la teoria de la demostracion, mientras que la teoria de modelos y la teoria de
la recursion seran tocadas muy superficialmente, con la suficiente profundidad
como para obtener resultados importantes que nos seran necesarios, pero no



como para formarnos una idea del trabajo que se lleva a cabo en estos campos.
Este planteamiento es el méas conveniente para los objetivos que perseguimos,
que son dos: por una parte dotar al lector de un bagaje l6gico mas que sufi-
ciente para abordar con comodidad el estudio de la teoria de conjuntos, y por
otra, tratar de explicar a través de estos resultados la naturaleza del trabajo del
matematico.

Matematica y metamatematica Una gran parte de la l6gica moderna cons-
tituye una rama mas de la matematica, como pueda serlo el algebra o el andlisis,
pero hay otra parte que no puede ser considerada del mismo modo, y es preci-
samente la que mas nos va a interesar. Se trata de la parte que se ocupa de los
fundamentos de la matematica. Para que un argumento matematico sea acep-
table es necesario que satisfaga unas condiciones de rigor, condiciones que los
matematicos aplican inconscientemente y que ahora nos proponemos establecer
explicitamente, pero precisamente por eso seria absurdo pretender que los razo-
namientos y discusiones que nos lleven a establecer el canon de rigor matematico
deban someterse a dicho canon, del que —en nuestra peculiar situacion— no
disponemos a priori. Esto plantea el problema de cémo ha de concebirse todo
cuanto digamos hasta que dispongamos de la nocién de rigor matematico.

Esto nos lleva a la distincién entre matemdtica y metamatemdtica. Ma-
tematica es lo que hacen los matematicos. Cuando hayamos alcanzado nuestro
objetivo, podremos decir qué es exactamente hacer matematicas. De momento
podemos describirlo grosso modo: Hacer matemadticas consiste en demostrar
afirmaciones, en un sentido de la palabra “afirmacién” que hemos de precisar
y en un sentido de la palabra “demostrar” que hemos de precisar, a partir de
unas afirmaciones fijas que llamaremos axiomas y que también hemos de pre-
cisar.! Por otra parte, hacer metamatemsticas es razonar sobre afirmaciones,
demostraciones, axiomas y, en general, sobre todo aquello que necesitemos ra-
zonar para establecer qué es la matemadtica y cudles son sus posibilidades y sus
limites.

Por ejemplo, una afirmacién matematica es “los poliedros regulares son
cinco”, mientras que una afirmacién metamatemadtica es “los axiomas de Peano
son cinco”. Pese a su similitud formal, es crucial reconocer que son esencialmente
distintas. Cuando hayamos “capturado” la nocién de razonamiento matematico,
podremos entender la primera de ellas como un teorema, una afirmacién cuya
verdad se funda en que puede ser demostrada mateméticamente, mediante un
razonamiento que satisfard todas las exigencias de rigor que habremos impuesto.
En cambio, la segunda no es un teorema demostrable a partir de ningunos axio-
mas. Simplemente expresa que cuando escribimos en un papel los axiomas de
Peano, escribimos cinco afirmaciones. Cuando contamos los axiomas de Peano
hacemos lo mismo que cuando le contamos los pies a un gato. Podra discutirse
sobre qué es lo que hacemos, pero, ciertamente, no estamos demostrando un
teorema formal.

LCiertamente, esta concepcién radicalmente formalista de las mateméticas es més que
cuestionable. En realidad no afirmo que las matemdticas sean sélo esto, sino tan sélo que éste
es exactamente el significado que tendra el término “matemadtico” a lo largo de este libro.



Antes de continuar debo hacer una advertencia al lector: Los resultados que
vamos a estudiar son todos hechos conocidos sobre la légica de primer orden,
que merecen el respeto y la consideracion habituales para con los resultados
matematicos, sin embargo, entre éstos, hay interpretaciones subjetivas con las
que unos logicos y matematicos estardn de acuerdo mientras que otros podran
discrepar. Mi intencién no ha sido la de exponer imparcialmente todos los pun-
tos de vista posibles, sino la de decantarme en cada momento por lo que me
parece mas adecuado, de modo que el lector es libre de estar de acuerdo o dis-
crepar de lo que lea. Si el lector opta por lo segundo, deberia tener presente que
hay dos formas de discrepar: una destructiva y estéril, consistente iinicamente
en discrepar, y otra constructiva y enriquecedora, consistente en proponer una
alternativa. Tengo la conviccion de que el lector que trate de discrepar cons-
tructivamente no discrepard mucho.

La diferencia esencial entre una afirmacion o un razonamiento mateméatico
y una afirmacién o un razonamiento metamatemadtico es que los primeros se
apoyan esencialmente en una teoria axiomatica, y los segundos no. Cuando
afirmamos que “los poliedros regulares son cinco”, aunque literalmente esto
es una afirmacién en castellano, si la consideramos como una afirmacién ma-
temdatica correcta es porque podriamos enunciarla en el lenguaje de la teoria
de conjuntos y demostrarla segin la légica de la teoria de conjuntos. Por el
contrario, la afirmacién “los axiomas de Peano son cinco” es una afirmacién en
castellano, que podriamos traducir al inglés o al francés, pero no tiene sentido
considerarla como un teorema integrante de un sistema axiomadtico.? Todo ma-
tematico, tanto si conoce explicitamente la teoria axiomatica en la que trabaja
como si no, entiende perfectamente qué es razonar formalmente en el seno de
una teorfa y, aunque no sepa —conscientemente— mucha légica, entiende que
eso es precisamente lo que hace y lo que da rigor a su trabajo. EIl problema
es, pues, explicar como puede razonarse de forma rigurosa fuera de toda teoria
axiomatica. Dedicaremos a este problema las secciones siguientes. Para acabar
ésta anadiremos unicamente la siguiente advertencia:

Un matematico puede encontrar esotéricos e incomprensibles o naturales y
simples los resultados de los capitulos siguientes, no en funcién de su inteligen-
cia o de su capacidad como matematico, sino exclusivamente en funciéon de su
capacidad de librarse de los prejuicios o de la “deformacién profesional” que le
impidan asumir que no esta leyendo un libro de matematicas. Si decide pres-
cindir de las indicaciones que acompanan a los resultados, més cercanas a la
filosofia que a la matemadtica en si, corre el riesgo de entender todos los pasos
intermedios pero no entender ninguna de las conclusiones.

El formalismo radical Antes de esbozar una concepcién razonable para la
metamatemadtica, serd conveniente que descartemos de antemano la alternativa
a la que es proclive una buena parte de los mateméticos no familiarizados con

2En realidad la metamatemadtica si puede formalizarse, como cualquier teorfa razonable,
pero lo cierto es que en nuestro contexto no podemos hacerlo, por lo que es mas aproximado a
la verdad decir que no tiene sentido considerar a sus afirmaciones como teoremas de ninguna
teoria formal.



la légica: el formalismo radical. Ya hemos comentado que las contradicciones
que achacaban a la matematica de finales del siglo XIX fueron desterradas es-
tipulando unos axiomas y unas reglas de razonamiento légico cuidadosamente
seleccionadas para este fin. Mds alla de cubrir esta necesidad elemental de con-
sistencia, el método axioméatico proporciona al matematico una seguridad sin
precedentes: decidir si un razonamiento es valido o no cuando la teoria a la que
pretende integrarse esta debidamente axiomatizada es mera cuestion de célculo,
una tarea mecanica que, al menos en teoria, puede realizar incluso un ordenador
debidamente programado.

Esto ha hecho que algunos matematicos, convencidos de que el método
axiomatico es todo lo que necesitan para su trabajo, no reconozcan otra forma
de razonamiento legitimo. Un formalista radical es alguien que no acepta un
razonamiento a no ser que venga precedido de una enumeracién de los conceptos
que va a involucrar y de los axiomas que se van a aceptar sin prueba, y de modo
que todo cuanto siga sean consecuencias logicas formales de los axiomas dados
(sin perjuicio de que, en la mayoria de los casos, estos principios se omitan por
consabidos).

Es importante destacar el significado del adjetivo “formal” en la expresion
“consecuencias légicas formales”. Una deduccién formal es una deduccion que
no tiene en cuenta para nada el posible significado de las afirmaciones que
involucra. Por ejemplo, de “todo H es M” y “S es H” se deduce formalmente
que “S es M” | sin que importe lo mds minimo a qué hagan referencia las letras
H, M y S. Siuno quiere ver ahi el silogismo “Todos los hombres son mortales”,
“Socrates es un hombre”, luego “Sécrates es mortal”, es libre de pensarlo asi,
pero la validez del razonamiento no depende de esa interpretacién ni de ninguna
otra.3

Hilbert fue el primero en concebir la posibilidad de reducir la totalidad de
la matematica a una teoria axiomatica formal, idea extremadamente fructifera
y poderosa. La falacia del formalista radical —en la que, desde luego, Hilbert
no cayo— consiste en creer que no hay nada mas. En las secciones siguientes
veremos qué mas hay, pero en ésta hemos de convencernos de que algo mas tiene
que haber.

No es cierto que el formalismo radical baste para fundamentar la matematica.
El problema es que establecer un lenguaje, unos axiomas y unas reglas de razo-
namiento requiere ciertos razonamientos: hay que discutir cudles son los signos
del lenguaje, cudles son las combinaciones aceptables de esos signos, cudles de
ellas se toman concretamente como axiomas, hay que demostrar algunos hechos
generales sobre demostrabilidad, etc. ;Cdémo podrian entenderse esos razona-
mientos si no admitiéramos razonamientos que no provengan de unos axiomas
prefijados?, ;hemos de presentar axiomaticamente la metamatemadtica?, jy como
presentamos los axiomas necesarios para axiomatizar la metamatematica?, ;He-
mos de construir una metametamatematica?

Por poner un ejemplo explicito: La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel
es el sistema axiomaético cominmente aceptado como fundamento de la ma-

3Por eso una buena definicién del formalista (radical) es la que lo caracteriza como alguien
incapaz de entender algo a menos que carezca de significado.
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temdtica. En efecto, a partir de sus axiomas se pueden demostrar todos los
teoremas matematicos, en particular de ellos se deducen las propiedades de los
conjuntos infinitos. Un formalista radical sélo aceptard razonamientos que invo-
lucren el concepto de infinitud a partir del momento en que las propiedades de
los conjuntos infinitos se hayan demostrado a partir de los axiomas, pero sucede
que la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel tiene infinitos axiomas. Por con-
siguiente, el formalismo radical conduce a descalificar como falto de rigor a su
propio canon de rigor. Por eso sélo son formalistas radicales quienes, con inde-
pendencia de su capacidad como matematicos, jamas han abordado con detalle
—mno a nivel tedrico general, sino a nivel técnico— el problema de fundamentar
rigurosamente la matematica.

El finitismo No toda la matematica necesita una fundamentacién axiomatica
formal. Esta es necesaria sélo porque la matemadtica trata con conjuntos infini-
tos. Si un matemadtico trabaja exclusivamente con conjuntos finitos, por ejem-
plo, grafos finitos, grupos finitos, etc., puede prescindir por completo de axiomas
y reglas de razonamiento formal. Nadie ha encontrado jamas una paradoja que
involucre exclusivamente conjuntos finitos* ni error de razonamiento sobre con-
juntos finitos que no sea detectable sin mas que prestar suficiente atencién al
discurso. Esto vuelve remilgados y vanos —en este contexto— muchos de los
escrupulos del formalista radical. Pongamos algunos ejemplos. Es facil calcular
3x4=12y 4 x3 =12, lo que nos convence de que 3 x 4 = 4 x 3. Hay, sin
embargo, una forma de razonarlo que es especialmente fructifera. Pensemos en
el rectangulo siguiente:

Podemos considerarlo formado por 3 veces 4 cuadrados o por 4 veces 3
cuadrados, lo que muestra que, necesariamente 3 x 4 = 4 x 3. Esto ya lo
sabiamos, pero hay una diferencia: si calculamos 3+3+3+3y 4+4+4
y vemos que da lo mismo, sabemos eso y nada mdas que eso, mientras que el
argumento del rectangulo nos convence de que m X n = n X m para cualquier
par de niimeros m y n (no nulos, en principio). En efecto, estd claro que, sean
quienes sean m y n, siempre podremos construir un rectangulo formado por
m filas de n cuadrados o, equivalentemente, por n columnas de m cuadrados.
Vemos asi que —para desesperacién de un formalista radical— la prueba de un
caso particular contiene la prueba del caso general.

Quien considere que de un caso particular —o incluso de varios— nunca es
licito inferir el caso general, estd generalizando ilicitamente a partir de uno o

4Podria objetarse que “el menor niimero natural no definible con menos de doce palabras”
es contradictorio, pero es que aqui la nocién de “definible” no estd bien definida.
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varios casos particulares. Por ejemplo, no es muy dificil probar que la ecuacién
23 + 93 = 23 no tiene soluciones enteras, pero la prueba no muestra méas que
eso, de modo que no es licito deducir de ella que la ecuacién =™ + y™ = z" no
tiene soluciones enteras para n > 2. El hecho de que los primeros ntimeros de
la forma 22" + 1 sean primos no nos permite asegurar que todos ellos lo sean.
En ambos casos tenemos meras comprobaciones aisladas que no aportan nada
sobre el caso general. Por el contrario, el argumento del rectangulo contiene un
esquema uniforme de razonamiento, en el sentido de que cualquiera que com-
prenda el argumento se sabe capacitado para generar razonamientos concretos
que prueben la conmutatividad de cualquier par de factores.®

El argumento del rectangulo es un ejemplo de razonamiento finitista que
nos proporciona una verdad sobre los nimeros naturales. El formalista radical
preguntard qué debemos entender por “numeros naturales” y “producto” en
dicho razonamiento. No podemos permitirnos el lujo de responderle como a él
le gustaria: necesitamoslos nimeros naturales para fundamentar la matematica,
es decir, mucho antes de estar en condiciones de responder a las exigencias del
formalista. Eso no nos exime de responder:

Céjase a un nino que no sepa contar pero que esté en edad de aprender.
Ensénesele a contar. Con ello, el nifio habré pasado de no saber contar a saber
contar. Algo habra aprendido. Lo que ha aprendido es lo que son los niimeros
naturales. Seria inutil que repitiera aqui lo que no seria ni m&s ni menos que
lo que el lector aprendié en su infancia. Del mismo modo, “multiplicar” es eso
que todos sabemos hacer cuando nos dan una expresién como “12 x 345 =" y
nos piden que la completemos. Es una operacién que nos lleva de dos nimeros
a otro numero de forma objetiva, en el sentido de que dos personas cualesquiera
que sepan multiplicar llegaran siempre al mismo resultado y, de no ser asi, serd
facil sacar de su error a quien se haya equivocado.

Supongamos que hemos ensenado a contar a un nifio de tal modo que éste
es capaz de decidir cudl de dos nuimeros naturales dados (en forma decimal,
por ejemplo) es mayor, as{ como de escribir el siguiente de un ntmero dado.
En cuanto tenga esto debidamente asimilado, preguntesele cudl es el mayor de
todos los nimeros. Sin duda respondera que no hay tal nimero, pues él se sabe
capaz de superar cualquier nimero que le sea dado. A poco que se le explique la
diferencia entre lo finito y lo infinito, sabréd ver ahi la prueba de que el conjunto
de los numeros naturales es infinito. Quiza no sepa si el conjunto de las estrellas
es finito o infinito, pero sabréd que el conjunto de los dedos de su mano es finito
y el conjunto de los nimeros es infinito.

El punto crucial es que estos conocimientos no son precarios y basados en
la credulidad de los nifios, sino que son firmes y objetivos, en el sentido de
que, en cuanto un nino ha comprendido adecuadamente el significado de los
términos “numero”, “finito” e “infinito”, tal vez podremos enganarle y hacerle

5La clave estd en que se sabe capacitado a priori. En realidad, cualquiera estd capacitado
para ello aunque pueda no saberlo: basta calcular m X n y n X m y comprobar que da lo
mismo. La diferencia es que quien conoce el argumento del rectangulo sabe de antemano que
su argumento va a funcionar con factores cualesquiera, mientras que quien hace las operaciones
no tiene la seguridad en cada caso hasta que no acaba los cédlculos. Por eso no puede asegurar
que la multiplicacién es conmutativa.
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creer cualquier cosa sobre el niimero de estrellas, pero jamas conseguiremos
que crea que tiene infinitos dedos en su mano o que hay una cantidad finita
de numeros naturales. Las afirmaciones estrictamente matematicas sobre los
nimeros nunca han generado ni pueden generar polémica sobre si son verdaderas
o falsas.®

Estos ejemplos pretenden mostrar que es posible razonar con objetividad,
seguridad, precisién y, por consiguiente, rigurosamente, sobre algunos conceptos
sin depender de sistemas axiomaéticos. ;De qué conceptos, concretamente? Es
muy dificil, si no imposible, establecer fronteras precisas. El finitismo consiste
en aceptar que el razonamiento humano no corre riesgos de extravio mientras
se limite a considerar conceptos y procesos finitos. Asi, Hilbert, en su pro-
grama de fundamentacién de la matemaética, propugné la bisqueda de un sis-
tema axiomatico adecuado para este fin, de modo que, tanto la construccién del
sistema como la comprobacién de que satisfacia los requisitos necesarios para
considerarlo aceptable, tenia que llevarse a cabo mediante argumentos finitistas
que —por consiguiente— no requirieran la teoria buscada y no nos llevaran asi
al callején sin salida al que conduce inexorablemente el formalismo radical.

En definitiva, la propuesta de Hilbert era fundamentar la matemdtica, no
finitista en su mayor parte, con una metamatematica finitista, que carece de
los problemas caracteristicos de la matematica no finitista —que el formalista
radical extrapola catastréficamente a toda la matemética— y por consiguiente
no requiere de una fundamentacién formal para justificar su solidez.

Esto no significa que no se pueda especular sobre la fundamentacién de la
metamatemadtica, pero ésta ya no corresponde al ambito de la matematica o de
la 1égica, sino de la teoria del conocimiento, y el matemdatico puede prescindir
de tratar este problema ya que, en todo caso, la cuestion seria en qué se funda
nuestra capacidad de razonamiento bésico, no si dicha capacidad es o no sélida
y fiable.”

Ma3s alla del finitismo Aunque la mayor parte de la metamatemética puede
desarrollarse en el marco finitista que exigia Hilbert, lo cierto es que algunos
resultados valiosos, como el teorema de completitud semantica de Gédel, exigen
nuestra confianza en argumentos algo mas audaces. Por ello conviene cambiar
la pregunta més timida de ;qué tipo de razonamientos necesitamos sostener
sin el apoyo de una teoria axiomdtica? por la mas ambiciosa de jqué tipo de
razonamientos podemos sostener sin el apoyo de una teorfa axiomatica?

La tesis general que adoptaremos aqui es la siguiente: Para que un razona-
miento sea aceptable metamatematicamente ha de cumplir dos condiciones:

a) Ha de ser convincente, en el sentido de que nadie que lo comprenda pueda

60tra cosa es polemizar sobre si podemos asegurar que cualquier afirmacién sobre niimeros
es verdadera o falsa, especialmente cuando no sabemos cémo comprobarla, pero jamas —que
yo sepa— ha habido dos personas que se creyeran con argumentos racionales que probaran
tesis opuestas sobre una propiedad de los nimeros naturales o de conjuntos finitos en general.

"Evidentemente, se puede dudar de la fiabilidad de nuestra capacidad de razonamiento
finitista como se puede dudar de si existe o no el mundo, pero eso es escepticismo, un mal que
sélo afecta a los que hablan por hablar y a los que piensan por pensar.
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tener dudas serias® sobre la verdad de su tesis.

b) Todas las afirmaciones involucradas han de tener un significado preciso y
objetivo independiente de los argumentos que las demuestren.

Nos encontramos aqui con un fenémeno omnipresente en la metamatematica:
mientras el matemé&tico estd acostumbrado a ir de lo general a lo particular (asf
por ejemplo, sdlo después de definir la nociéon general de continuidad de una
funcién es cuando se plantea si una funcién dada es o no continua) esta actitud
rara vez es posible en la metamatemaética. De este modo, aunque no tene-
mos ninguna definicién general, objetiva y precisa de qué es un razonamiento
convincente —y por consiguiente el enunciado de la condicién a) es obviamente
ambiguo e impreciso—, afortunadamente, no necesitamos tenerla para reconocer
un argumento objetivo y preciso (en particular convincente) cuando lo tenemos
delante. Por ejemplo, el argumento del rectdngulo demuestra la conmutatividad
del producto de niimeros naturales sin dejar lugar a dudas. Su poder de con-
viccion es objetivo en el sentido de que no depende de la capacidad de sugestion
o de dejarse enganar de quien lo escucha, sino que, por el contrario, nadie que lo
conozca puede albergar ya el menor recelo de encontrarse con un par de nimeros
que al multiplicarlos en uno y otro orden produzcan resultados distintos.

La segunda condicién esta relacionada con la diferencia fundamental entre
matematica y metamatemdtica: cuando un matematico trabaja en el seno de
una teoria axiomadtica formal, no estd legitimado a hablar de la verdad o falsedad
de las afirmaciones que demuestra. Para él sélo hay afirmaciones demostrables
y no demostrables o, si se quiere hilar mas fino, afirmaciones demostrables,
refutables e independientes de sus axiomas (las que no se pueden demostrar o
refutar). En cambio, en metamatemdtica no podemos hacer esta distincién ya
que no tenemos una nocién precisa de lo que es ser (metamatemdticamente)
demostrable. Nuestra tnica posibilidad, pues, de distinguir afirmaciones como
24+2=4,2+2=>5y 2% =R es decir que la primera es verdadera, la segunda
es falsa y la tercera no tiene significado metamatematico porque no cumple la
condicién b). Una vez mds, no tenemos una definicién general de qué quiere
decir que una afirmacién sea verdadera, pero si sabemos lo que quiere decir
que algunas afirmaciones sean verdaderas, y esas afirmaciones son las tnicas
que podemos permitirnos el lujo de manejar metamatematicamente. Pongamos
algunos ejemplos.

Sabemos demostrar que el producto de nimeros naturales es conmutativo,
pero, independientemente de cualquier razonamiento que nos convenza de ello,
sabemos lo que eso significa: significa que si tomamos dos niimeros cualesquiera
y hacemos lo que sabemos que hay que hacer para calcular su producto, el
resultado es el mismo independientemente del orden en que los tomemos. A
priori habria dos posibilidades: que hubiera pares de niimeros para los que esto
fuera falso o que no los hubiera. Tenemos un razonamiento que nos convence
de que la primera posibilidad es, de hecho, imposible, pero es esencial que antes
de tal razonamiento ya sabiamos lo que significaban ambas opciones.

8Esto excluye a las dudas que tengan su origen en un escepticismo sisteméatico.
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Un ejemplo més sofisticado: En el capitulo VII definiremos una propiedad
de nimeros naturales a la que de momento podemos llamar “ser simpético”.”
Existe un procedimiento para saber si un nimero dado es simpatico o no, exac-
tamente de la misma naturaleza que el que nos permite saber si es primo o no.

Pero suceden los siguientes hechos:
a) No es posible probar que todo natural es simpético.

b) Hasta la fecha nadie ha encontrado un natural antipético y es muy dudoso
que exista alguno.

Tiene sentido afirmar que todo natural es simpdtico. Significa que 0 es
simpadtico, 1 es simpdtico, 2 es simpatico ...etc. o sea, que por mucho que uno
avance en el examen de nimeros mas y mas grandes nunca se encuentra una
excepcion.

La afirmacién “Todos los naturales son simpédticos” es metamatematicamen-
te aceptable porque tiene sentido decir que es verdadera o falsa independien-
temente de lo que podria hacerse por justificarla (lo que, segin lo dicho, es
imposible). No sabemos si es verdadera o falsa, pero sabemos lo que es que sea
verdadera o falsa.

El concepto de “niimero simpatico” es finitista, pues comprobar si un nimero
es 0 no simpatico se reduce a un ntmero finito de calculos. No obstante, podemos
definir también un nimero “supersimpatico” como un ntumero tal que todos los
nimeros mayores que €l son simpéaticos. Esta nocién ya no es finitista. De hecho
no tenemos manera de saber si 3 es supersimpéatico o no, pero lo importante es
que tiene sentido: o lo es 0 no lo es, o hay un nimero antipatico mayor que 3 o
no lo hay.

Pensemos ahora en el conjunto A de todos los conjuntos cuyos elementos
son numeros naturales. No podemos asignar un contenido metamatematico a
esta definicién. Una vez mds nos encontramos con el mismo fendmeno: sabemos
lo que es el conjunto de los numeros pares, el de los nimeros primos, el de las
potencias de dos, e infinitos mas, pero no tenemos ninguna definicién precisa
de lo que es un conjunto de nimeros naturales en abstracto, ni tenemos, en
particular, representacion alguna de la totalidad de tales conjuntos. Todas las
contradicciones de la teoria de conjuntos surgen de la pretension de hablar de
colecciones de objetos en sentido abstracto como si supiéramos de qué estamos
hablando.

Quiza el lector crea tener una representacion intuitiva del conjunto A, pero
debera reconsiderarlo ante los hechos: los axiomas de la teoria de conjuntos con-
tienen todo lo que los matematicos saben decir sobre su presunta intuiciéon de
los conjuntos abstractos. En particular, de ellos se deducen muchas propiedades
de A, tales como que no es numerable. Sin embargo, quedan muchas afirmacio-
nes sobre A que no pueden ser demostradas o refutadas. La méds famosa es la
hipétesis del continuo: jExiste un conjunto infinito B C A tal que B no pueda
biyectarse con el conjunto de los nimeros naturales y tampoco con A7 Si el

9Se trata de “no ser el nimero de Godel de la demostracién de una contradiccién en ZFC”.
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conjunto A tuviera un contenido intuitivo preciso, esta afirmacién tendria que
ser verdadera o falsa. Ahora bien, veremos que es posible construir modelos
de la teoria de conjuntos, es decir, podemos encontrar unos objetos a los que,
si los llamamos “conjuntos” satisfacen todos los axiomas que los matemédticos
postulan sobre los conjuntos, de modo que la hipdtesis del continuo, interpre-
tada como una afirmacién sobre estos objetos, resulta ser verdadera, mientras
que es posible hacer lo mismo con otra interpretacién distinta de la nocién de
“conjunto” y de tal modo que la hipdtesis del continuo resulta ser falsa. Maés
precisamente, interpretando de formas distintas esa nocién de “conjunto” dentro
del margen de libertad que nos concede el hecho de que los axiomas de la teoria
de conjuntos no la determinan por completo, podemos construir dos objetos A
y As, ambos con el mismo derecho a ser llamados “la totalidad de los conjuntos
de niimeros naturales” (de acuerdo con distintas nociones de “conjunto”) y de
modo que una cumpla la hipétesis del continuo y la otra no. ;Cémo se puede
digerir esto?

Sélo hay una posibilidad: reconocer que nuestro conocimiento de la nocién
de “conjunto” es impreciso. S6lo sabemos que los conjuntos han de cumplir unas
propiedades basicas, pero existen distintas interpretaciones posibles de la pala-
bra “conjunto” que hacen que esas condiciones basicas sean satisfechas. Cuando
decimos que A no tiene un significado metamatematico preciso no queremos de-
cir que A no signifique nada en absoluto, sino méas bien que puede significar
infinitas cosas distintas y no somos capaces de precisar a cudl de todas que-
remos referirnos. Por ello nuestra unica posibilidad para hablar de A sin caer
en vaguedades o contradicciones es postular unos axiomas que recojan lo que
estamos suponiendo que cumplen los conjuntos y, a partir de ahi, podremos
trabajar con seguridad.

Este es el origen de todos los temores y recelos del formalista radical. Esta
clase de fenémenos son los que —en ciertas situaciones— hacen imposible razo-
nar cabalmente sin el apoyo de una teoria formal. Pero si queremos fundamentar
los razonamientos sobre conjuntos abstractos y entenderlos mejor, hemos de em-
pezar por comprender que los problemas estan limitados a este terreno: al de
los conjuntos abstractos, pues solo asi comprenderemos que es posible una me-
tamatemadtica basada no en la forma, sino en el contenido de las afirmaciones
que involucra.

Este punto de vista nos permite ir un poco mas lejos que el finitismo estricto.
Asi, por ejemplo, ya hemos visto que la afirmacién 3 es supersimpéatico no
es finitista pero si es aceptable. Notemos que involucra un infinito real, en
el sentido de que, aunque aparentemente sea una afirmacién sobre el nimero
3, en realidad es una afirmacién sobre la totalidad de los niimeros naturales,
no sobre una cantidad finita de ellos. Es posible definir una propiedad més
débil que la de ser simpdtico y supersimpédtico'® de modo que, en este nuevo
sentido, si pueda probarse que 3 es supersimpatico, y sin que esto deje de ser
una afirmacién sobre la totalidad de los niimeros naturales. La prueba es un
argumento que nos convence de que jamas encontraremos un nimero natural que
no sea (débilmente) simpético e involucra esencialmente a los nimeros naturales

10Por ejemplo, sin mds que sustituir ZFC por la aritmética de primer orden.



16

como conjunto infinito. De todos modos, los argumentos no finitistas aparecerdn
en muy contadas ocasiones en la teoria, bien sea porque no aparezcan en sentido
estricto, bien porque con pequenas modificaciones técnicas podrian eliminarse
sin dificultad.

Platonismo En contra de lo que podria parecer, nada de lo que acabamos
de discutir pretende negar la posibilidad de que si exista, después de todo,
una nocién objetiva de “conjunto” en sentido abstracto. Los matematicos que
creen que asi es se llaman “realistas” o “platénicos”. No intentaré defender
una postura que no comparto, pero si es importante senalar que nada en este
libro contradice el platonismo. Lo tnico que debemos tener presente es que, si
existe una interpretacién natural de la teoria de conjuntos, la tinica forma que
tenemos de acercarnos a ella con seguridad y rigor es a través de una sucesion
de sistemas axiomaticos que vayan incorporando cada vez mas axiomas para
cubrir los agujeros de los sistemas anteriores, pero nunca metamatematicamente.
El problema, entonces, es decidir cudl de las dos alternativas a que da lugar
una afirmacién indecidible en un sistema axiomatico es la verdadera en esa
pretendida interpretacion natural de la teorfa. Asi, si se concluye que la hipétesis
del continuo debe ser verdadera tendremos que anadirla como un nuevo axioma
y entender que los resultados que se demuestran con la negacién de la hipdtesis
del continuo tratan sobre unos objetos artificiales que no son los conjuntos en
el sentido usual. Naturalmente también podria darse el caso contrario y el
problema es la falta de criterios para distinguir lo verdadero de lo falso a este
nivel.



Capitulo I

Lenguajes formales de
primer orden

Nuestro objetivo a medio plazo es hacernos con una definicién de demos-
traciéon matematica precisa y rigurosa, que nos permita manipular con seguri-
dad los conceptos de la matematica abstracta. Si observamos lo que hace un
matematico cuando demuestra, vemos que no es sino escribir ordenadamente
una afirmacién tras otra, por lo que una demostracién serd una sucesion de
afirmaciones. Estas afirmaciones las hace cada matematico en su propia lengua,
ya sea en castellano, francés, inglés, aleman o japonés, pero sucede que estos
lenguajes son demasiado complejos para ser analizados fructiferamente a nivel
tedrico. Por ello en primer lugar hemos de construirnos un lenguaje apropiado
para nuestro propdsito, es decir, un lenguaje que, por una parte esté despojado
de relativos, indefinidos, subjuntivos y tantas cosas que tanto enriquecen nues-
tra lengua, pero que tanto la complican, y que, al mismo tiempo, siga siendo
capaz de expresar todo lo que un matematico necesita. Dedicamos este primer
tema a presentar y estudiar una familia de lenguajes con estas caracteristicas.

1.1 Introduccién a los lenguajes formales

Ante la posibilidad de que el lector —aun si tiene conocimientos matema-
ticos— no esté familiarizado con los conceptos béasicos que hemos de manejar,
vamos a introducirlos aqui de forma poco rigurosa pero mas didactica que en la
exposicién definitiva que tendra lugar después. Esta seccién no tiene, pues, més
objeto que la de familiarizar al lector con las ideas béasicas que vamos a manejar.
Nada de lo dicho aqui serd usado luego. Quien descubra contradicciones entre
algo dicho aqui y algo dicho més adelante, que se quede, por supuesto, con lo
dicho luego y que piense si no ha sido mejor tener primero una idea equivocada
pero clara y después correcta y clara que tener siempre una idea correcta e
ininteligible.

Por razones que seria dificil justificar ahora, resulta conveniente construir

17
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lenguajes para hablar no sélo de lo que ocupa a los matematicos, sino de cual-
quier cosa. Construyamos por ejemplo un lenguaje para hablar de todas las
personas que habitan la Tierra.

e En primer lugar serd conveniente tener nombres para algunas de estas
personas. Por ejemplo “p” puede nombrar a Pedro, “;” puede nombrar a
Juan, “a” a Ana y “m” a Maria. A estos signos que usaremos para nom-
brar los objetos de los que queremos hablar los llamaremos constantes. Asi,
“p”, %57 “a” y “m” son constantes de nuestro lenguaje. Valiéndonos del
hecho de que sobre la Tierra hay un nimero finito de personas, podriamos
tomar una constante para nombrar a cada una de ellas, pero no es obli-
gatorio hacerlo, podemos, si queremos, quedarnos con estas tinicas cuatro

constantes.

Los matematicos usan constantes como “0”, “17, “2”7 “N” “R”, “n” entre
otras muchas.

e Podemos ahora tomar signos que expresen hechos, equivalentes a los ver-
bos en las lenguas naturales. Los llamaremos relatores. Un relator podria
ser “H”, que signifique “ser un hombre”, de manera que “Hp” significa
“Pedro es un hombre”. Pongamos que “A” significa “ser amigos”, de
manera que “Apm” significa “Pedro y Maria son amigos”.

Diremos que “H” es un relator monddico o de rango 1, mientras que “A”
es un relator diddico o de rango 2. El rango de un relator es el nimero
de complementos que necesita para tener sentido. Por supuesto podemos
tomar cuantos relatores queramos de cualquier rango no nulo.

Por conveniencia no vamos a admitir relatores de rango variable. Uno
podria pensar que “A” puede usarse con cualquier nimero de complemen-
tos de manera que “Apm” significa “Pedro y Maria son amigos”, “Apma”
significa “Pedro, Marfa y Ana son amigos”, etc. No aceptaremos esto,
sino que cada relator tendra un rango fijo y asi, si decidimos que “A” es
diddico, convendremos en que “Apma” no tiene sentido. La razén es que
esto nos evitara complicaciones técnicas y, de todos modos, nuestro len-
guaje no pierde capacidad expresiva. En este caso concreto, el intento de
afirmacion “Apma” puede expresarse correctamente usando varias veces
el relator “A” como es debido.

Exigiremos que todo lenguaje tenga un relator diddico que representare-
mos “=" y al que llamaremos igualador, cuyo significado serda “ser igual”
en el sentido de ser una misma cosa. FEn lugar de escribir “= pa” escribi-
remos “p = a”, que significa “Pedro es Ana” (afirmacién falsa, pero bien
escrita).

Los matematicos usan muchos relatores, como “=", “€”, “C”, “<”, etc.
e A partir de unas afirmaciones podemos construir otras mas complejas
usando para ello los llamados conectores l6gicos. Son cinco:

“

1 El més sencillo es el negador “=” (léase “no”). Si “Hp” significa
“Pedro es un hombre”, “-Hp” significa “Pedro no es un hombre”.
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En general, si a es una afirmacién verdadera, —« significa justo lo
contrario y, por tanto, es falsa, y viceversa.

WUy,

2 Otro conector es el conjuntor o conjuncion “A” (léase “y”). Asi,
“Hp A =Ha” significa “Pedro es un hombre y Ana no es un hombre”,
es decir, si a y 3 son dos afirmaciones, a A § es la afirmacion que
afirma lo que afirma « y lo que afirma 3. El signo “A” se comporta en
nuestro lenguaje exactamente igual como se comporta en castellano

la conjuncién “y”.

3 Si el conjuntor es “y”, el disyuntor o disyuncion es “0”, y lo re-
presentaremos por “V”. FEn castellano hay dos formas de usar la
conjuncién “0”. Cuando a Juanito le dice su papd: “Para tu cum-
pleanios te puedo regalar la bicicleta o el balén de futbol”, no vale
que Juanito responda: “Bien, regalamelos”, porque lo que su padre
quiere es que elija. Aqui “0” significa “lo uno o lo otro, pero no las
dos cosas”. Pero cuando a Juanito le dice la abuelita: “Es hora de
merendar, come galletas o bizcochos”, esta vez Juanito no tiene que
elegir, y su abuelita se pondrd muy contenta si come de todo y se hace
muy mayor. Aqui “o” significa “lo uno o lo otro, o también las dos
cosas”. Pues bien, para nosotros “V” significard siempre esto ultimo.
“Hp V Ha” significa “Pedro es un hombre o Ana es un hombre”, lo
cual es cierto porque Pedro es un hombre. Pero si digo “Hp VvV Hj”,
sigo estando en lo cierto porque, en sentido no exclusivo —como la
abuelita—, Pedro es un hombre o Juan es un hombre: ambos lo son.
Todo esto puede resumirse en las tablas siguientes:

a|Blanglavp]
VIV |4 \%4
VI|F F \%4
F|V F %
F|F F F

Asi, si las afirmaciones « y 3 son ambas verdaderas, entonces o A (3
también lo es, al igual que a V (; si « es verdadera y 3 falsa a A 3
es falsa, mientras que a V 3 es verdadera etc.

Naturalmente también el negador tiene su tabla, mas sencilla, puesto
que so6lo depende de un argumento:

o | "o
V| F
LV

4 El siguiente conector es el més polémico. Se llama implicador y lo
representaremos “—” (léase “implica”). La idea es que & — (3 ha
de significar “si «, entonces 3”7, pero esto puede entenderse de varias
maneras. El problema se remonta al siglo 11T a.C., cuando ya los es-
toicos analizaban este tipo de enunciados y crearon una légica mucho
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mejor que la de Aristételes pero que, al no estar respaldada por una
reputacién como la del estagirita, quedé en el olvido.

La controversia sobre como interpretar los enunciados a — (3 fue tal,
que Calimaco llegé a decir: “Hasta los cuervos discuten en los tejados
este problema”. Filén consideraba que o — [ era verdadero a no ser
que « fuera verdadero pero 3 falso. Asi “Si Pedro es un hombre
entonces Ana es una mujer” o “Si Pedro es una mujer entonces Ana
es un hombre” son verdaderas aunque el sexo de Pedro poco influya
sobre el sexo de Ana. La segunda afirmacion es verdadera porque
solo habla de lo que ocurre si Pedro es una mujer, sin decir nada del
caso en que Pedro sea un hombre, como de hecho ocurre. En cambio,
“Si Pedro es un hombre entonces Ana es un hombre” es falsa, pues
Pedro es un hombre y no se cumple lo que, segin la frase, deberia
ocurrir en tal caso, es decir, que Ana sea un hombre.

Por otra parte, Diodoro decia que a@ — (3 es verdadero si siempre
que « sea verdadero (3 también lo es. Por ejemplo “Si es verano el
cielo estd nublado” seria verdadero para Filén en un dia de invierno
cualquiera, mientras que para Diodoro seria falsa, ya que es posible
encontrar dias de verano en los que haga sol, es decir, dias en los
que ocurre « pero no por ello sucede 3. La interpretacién de “Si
...entonces ...” en las lenguas naturales estd mds proxima a la de
Diodoro que a la de Filén, pues suele depender de relaciones causales
y no meramente légicas. La interpretacion de Filon se da ocasional-
mente cuando decimos: “Si apruebo este examen lloveran lechugas”,
que es tanto como decir: “No voy a aprobar este examen”. Pero en
matematicas es mas préactica la implicacién de Filén y asi, a — (3
debera interpretarse de acuerdo con la tabla siguiente:

a|fBla—p
VIV \%4
VI|F F
F|V \%
F|F \%

En definitiva, para que a — (3 sea verdadera ha de ocurrir o bien que
« sea verdadera, y en este caso J también ha de serlo, o bien que «
sea falsa y entonces da igual lo que le ocurra a 8. Notemos por tanto:

x Una afirmacion falsa implica cualquier afirmacion: Si « es falsa,
a — 3 es verdadera, cualquiera que sea (3.

x Una afirmacion verdadera es implicada por cualquier afirmacion:
Si 3 es verdadera, a — (3 es verdadera, cualquiera que sea a.

4

Finalmente tenemos el coimplicador “—~”" (“si y s6lo si”) que indica
que « y 8 son ambas verdaderas o ambas falsas, que lo que vale para
una, vale para la otra. He aqui su tabla:
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e Los signos que dan mayor fuerza expresiva a los lenguajes formales son los

cuantificadores, que se usan juntamente con las variables.

Las variables las representaremos con letras cualesquiera z, y, 2z, u, v,
w principalmente. Nombran a objetos indeterminados. Esto es, desde
luego, ambiguo, pero lo entenderemos al considerar los cuantificadores.
Tomemos por ejemplo el cuantificador existencial o particularizador ”\/”
(l6ase “existe”). “\/xHz” significa “Existe un x de manera que z es
un hombre” o, mds brevemente, “Existe un hombre”. Aqui, “x” es una
variable. En general “\/x algo” significa que “algo” es cierto si la variable

[IPee)

x” se interpreta adecuadamente.

Otro ejemplo: “VzAza” significa “Existe un x de manera que x es amigo
de Ana”, o sea, “Ana tiene un amigo”.

El cuantificador universal “/\” (1éase “para todo”) se usa como sigue:
“Azx algo” significa que “algo” es verdadero se interprete como se inter-
prete la variable “z”. Por ejemplo “AxHzx” significa “Para todo z, x es
un hombre”, o sea, “Sélo hay hombres”, lo cual es evidentemente falso.
“Az(Aza — Azp)” significa "Para todo z, si x es amigo de Ana entonces
x es amigo de Pedro”, o sea, “Pedro es amigo de todos los amigos de Ana”.
Mi4s ejemplos:

Pedro es el tinico amigo de Ana: Nx(Aza « x = p),
Ana sélo tiene un amigo: VyAz(Aza « z = y),
Conmutatividad de la amistad: Nzy(Azy « Ayz),
Ana no es amiga de todos los hombres: \x(Hz A —Aza),
Ana no es amiga de ningin hombre: Nz(Hx — —Aza),
Ningin hombre es mujer: Nx(Hx — —Mz).

(El matemdtico que tenga cierta familiaridad con los cuantificadores de-
beria, no obstante, fijarse en el orden de los signos y en el uso de los
paréntesis).

Otros signos que pueden simplificar la escritura son los funtores. Si que-
remos decir que los padres de los italianos son italianos podemos usar un
relator mondadico “I” que signifique “ser italiano” y un relator diddico
“P” tal que “Pxy” signifique “x es el padre de y”, y construir la afir-
macién “Azy(Iy A Pxy — Iz)”, pero otra alternativa es tomar un funtor
monadico “f” de manera que “fz” signifique “el padre de z” y escribir
simplemente “Ax(Ix — [ fx)”.

Un funtor es un signo que, completado con nombres de objetos, nombra
a otro objeto, a diferencia de un relator que da lugar a una afirmacion.
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Un ejemplo de funtor diddico podria ser un “M” que signifique “el mayor
de edad de”, asi “Mpj” es el mayor de edad entre Pedro y Juan. Na-
turalmente pueden construirse funtores de cualquier rango. Ejemplos de
funtores en matematicas son “U”, “+”, etc.

Para acabar nos ocupamos del iltimo signo con que proveeremos a nuestros
lenguajes formales: el descriptor “|” (léase “tal que”). Supongamos que
Ana tiene un solo amigo. Entonces “x | Aza” significa “el x tal que x
es amigo de Ana”, o sea, “el amigo de Ana”. Una expresion de este tipo
se llama una descripcidn. En general “x |algo” significa el unico z que
cumple “algo”.

Es fécil darse cuenta de que esto nos va a crear problemas. Bertrand
Russell dijo una vez: “El actual rey de Francia es calvo”. Podemos for-
malizar esta afirmacién con un relator monddico “C” que signifique “ser
calvo” y otro “F” que signifique “ser rey de Francia ahora”. Asi nos queda
“C(z | Fz)”. Pero sucede que no hay rey en Francia: “Ax—Fx”. ;Cémo
debemos interpretar esta descripcion? ;El actual rey de Francia es o no
calvo? Los matematicos no se ven libres de este problema: ;Cudnto vale
h’rrln(—l)"? Por supuesto h;rln(—l)” =z | ((-1)" 2 2).

El problema es que hemos de encontrar un tratamiento coherente para las
descripciones, pues si, por ejemplo, dijéramos que “C'(z | Fz)” es falso,
estariamos obligados a aceptar que “~C(x | Fx)” es verdadero, o sea, que
el actual rey de Francia no es calvo, y estarfamos en las mismas.

Hay dos salidas posibles. Una muy drastica —pero muy natural— consiste
en prohibir que se escriban descripciones impropias, o sea, descripciones
de la forma “x |algo” donde no hay un tinico x que cumpla “algo”. De este
modo “C(z | Fx)” no es ni verdadera ni falsa porque no es una afirmacion.

Pero hay otra posibilidad mas artificial pero més céomoda y que es la
que vamos a adoptar: Escdjase una “victima” entre los objetos de los
que hablamos, llamémosla descripcién impropia o, para abreviar, d. Si
estamos hablando de personas, d puede ser una cualquiera, por ejemplo,
Julio. Un matematico puede tomar como descripcién impropia al conjunto
vacfo. Al encontrarnos con una descripcién “z |algo” pueden pasar dos
cosas:

a) que exista un dinico & que cumpla “algo”. Entonces la descripcién se
llama propia y convenimos en que “z |algo” representa a ese tinico x
que cumple “algo”.

b) que no exista un unico x que cumpla “algo”, bien porque no haya
ninguno, bien porque haya varios. Entonces la descripcién se llama
impropia y convenimos en que “z |algo” significa d.

Segun este criterio, el actual rey de Francia es Julio y serd calvo o no
segun si Julio lo es. El hijo de la reina de Inglaterra también es Julio, esta
vez porque tiene varios hijos. Este convenio no crea problemas si tenemos
siempre en cuenta lo siguiente:
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a) Para las descripciones propias: Si existe un tinico z que cumple “algo”
entonces “z | algo” cumple “algo”.

b) Para las descripciones impropias: Sino existe un tinico z que cumpla
“algo” entonces “r | algo” es d y, por tanto, no tiene por qué cumplir
“algoﬂ .

Por ejemplo, el hijo de la reina de Inglaterra no es hijo de la reina de
Inglaterra, es Julio. El unico cuidado que hemos de tener es el de no
ser ingenuos y pensar que todas las descripciones que vemos son propias.
Notemos que en cualquier caso “x | x = 2” siempre es una descripcién
impropia, luego podemos decir que si la descripcién “x | algo” es impropia,
entonces (z | algo) = (x | x = ), y as{ no hacemos referencia explicita a
d, y no es necesario, si no queremos, precisar de quién se trata.

1.2 Definicién de lenguaje formal

Pasamos ahora a introducir rigurosamente los conceptos que hemos discu-
tido informalmente en la seccién anterior. Para ello hemos de cambiar com-
pletamente el planteamiento. Si algo hace tutiles a los lenguajes formales es
precisamente el hecho de que son formales, es decir, que podemos trabajar con
ellos sin necesidad de aludir en ningin momento al significado de sus signos.
Asi, no podemos permitirnos el lujo de definir las constantes como signos que
nombran objetos, pues eso nos obligaria a tener una idea clara de los obje-
tos que nombran las constantes, y eso es precisamente lo que queremos evitar.
Queremos un lenguaje que nos permita hablar del conjunto vacio @ sin compro-
meternos a responder a la pregunta de qué objeto es nombrado por @. Veamos
la definicién correcta:

Definicién 1.1 Un lenguaje formal de primer orden' L es una coleccién de sig-
nos divididos en las categorias siguientes y de modo que cumplan las propiedades
que se indican:

Variables Un lenguaje L debe tener infinitas variables. Cada variable debe
tener asociado un niimero natural distinto al que llamaremos su indice, de
tal forma que todo natural es indice de una variable de L. Llamaremos x;
a la variable de indice 7 de L.

Constantes Un lenguaje L puede tener cualquier cantidad de constantes, desde
ninguna hasta infinitas. En cualquier caso, cada constante debe tener aso-
ciado un ndice natural. Llamaremos ¢; a la constante de L de indice ¢ (si
existe) de modo que si L tiene m + 1 constantes éstas serdn co, 1, .. ., Cm,
mientras que si £ tiene infinitas constantes, los indices recorrerdan todos
los nimeros naturales.

LEl lector que quiera saber qué significa exactamente “de primer orden” encontrard la
respuesta en la seccién 10.3.
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Relatores Cada relator debe tener asociado un niimero natural no nulo al que
llamaremos su rango. Llamaremos relatores n-adicos a los relatores de
rango n. El nimero de relatores n-adicos de L puede variar entre ninguno
e infinitos. Cada relator n-adico debe llevar asociado un indice distinto.
Llamaremos R} al relator n-ddico de indice i de £ (si existe). Asi, si £
tiene m + 1 relatores n-adicos, éstos serdn Rj,..., R},.

Todo lenguaje formal debe tener al menos el relator diddico R3, al que
llamaremos igualador o =.

Funtores Cada funtor ha de llevar asociado un rango y un indice en las mismas
condiciones que los relatores. Llamaremos f;* al funtor n-adico de indice ¢
de L (si existe).

Negador Llamaremos — al negador de L.
Implicador Llamaremos — al implicador de L.
Cuantificador universal (o generalizador) Lo llamaremos A.

Descriptor Un lenguaje formal £ puede tener o no descriptor y, segun el caso,
diremos que L es un lenguaje con o sin descriptor. Si existe lo represen-
taremos por |.

Cada signo de L debe pertenecer a una de estas categorias y sélo a una. Las
constantes, los funtores y los relatores distintos del igualador se llaman signos
eventuales de L, mientras que los restantes son signos obligatorios.

Si L es un lenguaje formal con descriptor, llamaremos L al lenguaje que
resulta de eliminarle el descriptor.

Una definicién formal Tal y como queriamos, en esta definicién no se hace
referencia al significado o al uso pretendido de los conceptos mencionados. En
ningin momento se dice qué es una constante o un relator. La situacién es
andloga a la que se darfa al describir, por ejemplo, el ajedrez. Si queremos
explicarle a alguien cémo se juega al ajedrez, le diremos que se necesita un
tablero y 32 piezas divididas en dos grupos de colores de forma que, a una de
cada color —no importa cudl— hay que ponerle la etiqueta de rey, a otras la de
alfil etc. Cualquier cosa razonable puede hacer el papel de rey en una partida
de ajedrez. Lo que convierte en rey a una pieza no es ninguna caracteristica
propia, sino tan sélo el convenio que los jugadores adoptan de usarla como rey.
Tgualmente, para construir un lenguaje formal necesitamos unos cuantos signos,
no importa cudles, y a cada uno le ponemos una etiqueta. Igual que en ajedrez
moveremos de forma distinta cada pieza segin su nombre, también nosotros
usaremos de forma distinta las constantes y los relatores, pero eso vendra luego.

Conectores y cuantificadores Observemos que sélo hemos exigido dos co-
nectores y un cuantificador. Los restantes los definiremos a partir de éstos.
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Ejemplo Para comprobar que la definicién no es ambigua, vamos a definir
un lenguaje concreto, llamémoslo Ly. Necesitamos signos. No hemos definido
“signo”, pero tampoco es necesaria una definicion de “pieza’ para jugar al
ajedrez.

e Para las variables necesitamos infinitos signos. Nos sirven, por ejemplo

B N T e B

Es decir, la variable xg es una raya vertical y, en general, si ¢ > 0, la varia-
ble z; es una raya vertical seguida de i rayas horizontales. Con esto quedan
perfectamente definidas las variables de Ly. No hay duda de que tenemos
infinitas de ellas. Mé&s concretamente, para cada natural 7, sabemos per-
fectamente cudl es la unica variable z; de Ly a la que le corresponde el
indice 1.

e Ellenguaje Ly tendra tres constantes, digamos “A”, “¢”, y “00”, de indices
0, 1 y 2, respectivamente.

[ 7

e Tomamos dos relatores, uno monadico “A” y el igualador “—
e [y no tiene funtores.

e Negador: “KX”.

e Implicador: “<”.

e Cuantificador universal: “¥”.

e Descriptor: “()”.

Con esto, el lenguaje Ly queda completamente especificado. Si nos pregun-
tan quién es R} en Lg la respuesta es clara: el signo “A”, y si nos preguntan
por R3 hemos de contestar que no existe tal signo en L. m

Signos y nombres de signos Es importante distinguir entre los signos de
Lo y sus nombres. Debemos tener presente que estas paginas estan escritas
en castellano, extendido con algunos signos adicionales que, a efectos tedricos,
deben considerarse al mismo nivel que cualquier palabra castellana. Asi por
ejemplo, “cy” es una palabra castellana que nombra a ¢y, que es un signo de Ly,
a saber, el signo “A”. Notar el papel crucial que desempenan las comillas para
que esto sea inteligible. Si decimos “sea x una variable de L£,”, aqui la letra
“x” no es una variable de Ly, sino que es una palabra castellana, un pronombre
indefinido que representa a una cualquiera de las variables de Lg, sea “|”, o

ccl _” «

, 0 “|—=", o cualquier otra.
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Infinitos signos La técnica que hemos seguido para definir las variables de
Lo puede refinarse para mostrar que, en realidad, en lugar de trabajar con len-
guajes con infinitos signos podriamos trabajar con lenguajes de sélo dos signos,
pues con ellos podriamos formar infinitas palabras que desempenaran el papel
que nosotros asignaremos a los signos de nuestros lenguajes. Esto tinicamente
complicaria técnicamente la exposicién y en ningiin caso puede considerarse una
forma de “evitar” un infinito. Tan sélo de retrasar su aparicién. Da igual tra-
bajar con infinitos signos o con infinitas palabras formadas por combinaciones
de dos signos. Lo tnico que cambia es si llamamos signos a trazos “indivisibles”
en algin sentido o si llamamos signos a combinaciones finitas de trazos.

1.3 Expresiones, términos y formulas

La finalidad primera de los lenguajes formales es, por supuesto, construir
afirmaciones con sus signos. Empezaremos con algunas consideraciones genera-
les sobre las sucesiones de signos.

Definicion 1.2 Sea L un lenguaje formal. Una cadena de signos de L es una
sucesion finita de signos de L repetidos o no y en un cierto orden. Si (1,...,(,
son cadenas de signos de L llamaremos (; ---(, a la cadena que resulta de
yuxtaponer las cadenas (3, . .., (, en este orden. En particular podemos nombrar
una cadena nombrando a cada uno de sus signos en el orden en que aparecen.

Dos cadenas de signos (7 y (2 son idénticas si constan de los mismos signos
en el mismo orden. Lo indicaremos asi: (1 = (5 (y en caso contrario escribiremos
(1 # (2), es decir, (1 = (s significa que“(;”y “(2”son dos nombres para la misma
cadena de signos.

Si ¢ es una cadena de signos de L, llamaremos longitud de ¢ al nimero de
signos que componen (, contando cada uno tantas veces como se repita.

Claramente, si L es un lenguaje formal con descriptor, toda cadena de signos
de L lo es de L y toda cadena sin descriptores de L lo es de L.

Ejemplo Una cadena de signos de Ly es “N|——||O<<t<t” Su longitud es 8
(jrecordemos que “|——""es un solo signo!). De acuerdo con el convenio que
hemos adoptado, podemos referirnos a ella con el nombre “—~xozgrocs ———".
De este modo, podemos decir que “—xoxgroce ———" es una palabra castellana
que nombra a una cadena de signos de Ly y también que —zoxgroces ——— es
una cadena de signos de Ly (jatencién a las comillas!). ]

Naturalmente, las cadenas de signos del estilo de la que acabamos de consi-
derar no sirven para nada. Ahora hemos de extraer de entre ellas las que tienen
“significado”, algo asi como seleccionar los movimientos “legales” en el ajedrez
de entre todos los movimientos posibles. Hay dos casos distintos en los que una
cadena de signos puede tener un significado: bien porque nombre a un objeto,
bien porque afirme algo. A las cadenas que nombran objetos las llamaremos
términos, mientras que a las que afirman algo las llamaremos férmulas. Esta
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es la idea subyacente, pero no nos sirve como definicién porque, ademas de ser
imprecisa, alude a un posible significado de las cadenas de signos, y queremos
que la definicién sea formal. La definicién correcta es la siguiente:

Definicién 1.3 Una cadena de signos de un lenguaje formal £ es un término
o una formula de L si puede probarse que lo es a partir de las reglas siguientes
(t; representa a un término, «, [, ...representan férmulas):

a) x; es un término.

=3

) ¢; es un término.
c) Ry ---t, es una férmula.

o,

) fIt1---ty es un término.

[©)

) -« es una férmula.

—

) —af es una férmula.
g) A\z; a es una férmula.
h) |z, es un término (si es que L tiene descriptor).

En esta definicién hemos adoptado un convenio que serd tutil en lo sucesivo
para evitar aclaraciones prolijas. Por ejemplo, la primera condicién a) ha de
leerse “toda variable es un término”, es decir, sobrentendemos que “z;” hace
referencia a una variable arbitraria del lenguaje en cuestién. Similarmente “c;”
hace referencia a una constante arbitraria (supuesto que existan), de modo que
la segunda condicién es “si L tiene constantes ¢;, éstas son términos”, la tercera
es “la cadena que resulta de yuxtaponer un relator n-ddico R con n términos
es una féormula”, etc.

Diremos que una cadena de signos 6 de un lenguaje L es una expresion si es
un término o una férmula de L.

Ejemplo La cadena o = /\xoﬂzxoclRéxo es una férmula de L.

En efecto, para comprobarlo observamos en general que cada una de las
reglas anteriores se aplica a cadenas de signos que comienzan por un signo
caracteristico. Asi, la primera regla sélo se aplica a cadenas que empiecen
por una variable, la segunda por una constante, la tercera por un relator, etc.
Teniendo esto en cuenta, podemos comprobar que « es una férmula mediante
los pasos siguientes:

a) Como el primer signo es el generalizador, para que « sea una expresién ha
de satisfacer la regla g), y en tal caso serd una férmula, como queremos
probar. Para que asi sea, después del generalizador debe haber una va-
riable, y luego una férmula. Efectivamente, tras el generalizador tenemos
la variable z(, luego « serd una férmula si y sélo si la cadena de signos
B = —=xz¢c1 R}xo es una férmula.

b) El primer signo de  es el implicador, luego para que sea una férmula ha
de cumplir la regla f). Esto sucederd si la cadena ( = =zgc1 Rizg es la
yuxtaposicion de dos formulas.
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c¢) Puesto que su primer signo es el igualador (un relator diddico), para que
¢ sea la yuxtaposicion de dos férmulas, la primera ha de cumplir la regla
¢), lo cual exige que tras el igualador haya dos términos. Por consiguiente
(1 = zoc1 R{wo ha de ser la yuxtaposicién de dos términos y una férmula.

d) Puesto que su primer signo es la variable xg, el primer término tiene que
venir dado por la regla a), la cual nos dice, efectivamente, que xg es por
sf solo un término (y no hay otra posibilidad). Por consiguiente c¢; Rjxq
ha de ser un término seguido de una férmula.

e) La regla b) nos da que c; es un término, luego v = R}zo ha de ser una
férmula.

f) La tnica posibilidad es que v cumpla la regla ¢), para lo cual zy ha de ser
un término. Como asi es, acabamos de probar que « es una formula. =

La definicién no es ambigua El ejemplo anterior muestra que la definicién
de expresién que hemos dado es totalmente precisa y rigurosa. En efecto, el
procedimiento que hemos seguido para determinar que « es una férmula puede
aplicarse a cualquier cadena de signos de cualquier lenguaje formal. Barriendo
la cadena de izquierda a derecha, cada signo nos remite a una de las reglas, la
cual nos da un criterio que, o bien no se cumple, y entonces la cadena no es una
expresion, o bien se cumple, y entonces nos remite a analizar una cadena mas
corta. En otras palabras, es facil disefiar un algoritmo que decide en un tiempo
finito si cualquier cadena dada es un término, una férmula o no es ni lo uno ni
lo otro. n

Observaciones Toda férmula comienza por un relator, el negador, el implica-
dor o el cuantificador universal. Todo término comienza por una variable, una
constante, un funtor o el descriptor. Por lo tanto una expresiéon no puede ser a
la vez término y férmula.

Claramente, si un lenguaje L tiene descriptor, toda expresién de L 1o es de
L y toda expresién sin descriptores de £ lo es de L.

Convenios de notacién El lector se habrd extranado de las reglas f) y h)
de la definicién de expresién, donde aparece —af en lugar de @« — 8y |z«
en lugar de z;|a. Quizé el ejemplo anterior le ha hecho ver el por qué de este
orden peculiar: simplifica enormemente la gramaética, en especial porque evita
la necesidad de paréntesis. Efectivamente, las férmulas que con la notacién
habitual serfan (« — 8) — vy @ — (8 — =), para nosotros son ——af3y y
—a— /37y, respectivamente. No obstante, esto no quiere decir que en lo suce-
sivo estemos obligados a nombrar las férmulas de un modo tan incémodo. Al
contrario, solventamos este problema introduciendo los siguientes convenios de
notacion:

a) (a— f)=—af

b) (z;]a) = |z
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\/Z'i = —|/\(Ei—\0l
1

i) Vo;a = VajAzi(a < (z; = x;)), donde j es el menor natural distinto
de i tal que x; no estd en «

c) (t1 =ta) = =tits
d) (t1 # tg) =-(t; = tg)
e) (aVpB)=(~a—p)
) (@A B) = ~(~a v 5)
g) (a=pB)=((a—pF)A(B—a))
h)
)

Las expresiones de la forma

1 1
Nziy - Awio, Vi Va0, Vag, -V,

las abreviaremos a

1
/\xil T, @ \/ﬂé‘i1 T, G \/fUi1 T, O

respectivamente. También suprimiremos aquellos paréntesis que no sean im-
prescindibles para interpretar correctamente una expresion. Para ello tendre-
mos en cuenta que el negador “liga” mas fuertemente que la conjuncién y la
disyuncién y que éstas a su vez “ligan” mas fuertemente que la implicacion y
la coimplicacién. Por ejemplo “—a A 3 — v A §” es un nombre para la férmula

() A B) = (v A D).

Ejemplos La férmula o = Azg—=xoc1 Rjzo del ejemplo anterior puede es-
cribirse alternativamente como o = /\xo(aco =c — Réxo). Es importante
comprender que no hemos dado una definicién de férmula para abandonarla al
parrafo siguiente. Tanto “Axo—=z0c1 R{wo” como “Axo(rg = c1 — Rizo)”
son dos nombres para una cadena de signos de Ly que en ningiin momento re-
sulta alterada. Concretamente, se trata de la cadena “Sk|< — |[OA|”. Lo que
hemos alterado es el criterio para nombrarla: en el primer caso usabamos el més
directo, consistente en yuxtaponer los nombres de sus signos, y en el segundo
el més sofisticado, en el que empleamos los convenios de notacién que hemos
adoptado.

La férmula oo = (zg = ¢o) V (xo = ¢1) tiene longitud 8 y su primer signo no
es un paréntesis ni la variable zy. Su primer signo es el implicador — o, més
explicitamente “<”. En efecto, segin nuestros convenios:

a=(zg=1cy) V (zg =c1) = —(xg = ¢p) — (g = 1) = >-=x0Cu=T(C1-

En ningin caso va a tener importancia cudl es el orden concreto en que
los signos aparecen en una férmula, pero debemos ser conscientes de la dife-
rencia entre una féormula y cualquiera de los nombres que le demos. La linea
anterior contiene cuatro nombres igualmente legitimos para una misma férmula
(incluyendo a “a” entre ellos). "
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Los signos metamatematicos Observemos que “—7, “V7 “A” etc. no son
signos de ningun lenguaje formal —sin perjuicio de que podamos definir un
lenguaje que los contenga—, sino que son signos metamatematicos, cuyo status
es el mismo que el de las palabras castellanas. El primero nombra a un signo
de un lenguaje formal dado (distinto en cada lenguaje, igual que “rey blanco”
cambia de significado cuando cambiamos de juego de ajedrez), mientras que los
otras dos, “A” y “V”, ni siquiera nombran a signo alguno. Son palabras castella-
nas que intervienen en los convenios que nos permiten abreviar los nombres de
férmulas mas complejas. La féormula o« V =« no contiene ningin signo llamado
disyuntor, sino que “V” indica que hablamos de la férmula —a — —a.

Similarmente, = es un signo metamatematico, mera abreviatura de la ex-
presion “es idéntico a”.

Por supuesto, en todo esto hay muchas decisiones arbitrarias. Podriamos
haber definido lenguajes formales con negador y disyuntor, y definir en términos
de ambos el implicador. Incluso podriamos haber estipulado que los lenguajes
formales tuvieran los cinco conectores y los dos cuantificadores como signos
obligatorios, pero todas estas alternativas terminan siendo equivalentes a la que
hemos seguido.

En cualquier caso, no hay ningun riesgo de confusién si en determinados
contextos hablamos del conjuntor, el disyuntor, etc. de un lenguaje formal,
como si decimos que una férmula de tipo \/za “empieza por el cuantificador
existencial”. ]

La definicién de expresién es formal Insistimos en el cardcter formal de
la definicién de expresion que hemos dado. Un matematico lee

Nry(Au(u € z = u € y) — x=1y)

y reconoce que se trata de una férmula porque le encuentra sentido. Significa
que dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen los mismos elementos. Sin
embargo, para nosotros esto es una férmula porque tenemos un algoritmo basado
exclusivamente en la disposicién de los signos en la cadena (en el cual podriamos
incorporar, si quisiéramos, los convenios de notacién que hemos adoptado) que
nos dice que esa combinacién particular corresponde a una férmula. Asi, para
saber que la cadena anterior es una férmula no necesitamos saber qué es un
conjunto. Este es el punto de partida para garantizar que los matematicos
puedan hablar de conjuntos sin necesidad de definirlos previamente. L]

1.4 Variables libres y ligadas

Terminaremos el capitulo introduciendo los minimos conceptos que vamos
a necesitar sobre la sintaxis de los lenguajes formales. En esta seccidon nos
ocuparemos de la nocién de variable libre y ligada. La idea es que una variable
estd libre en una expresién si no estd afectada por ningin cuantificador ni por
el descriptor. En caso contrario est4 ligada. Por ejemplo, la férmula \Vy z € y
(correspondiente al lenguaje de la teorfa de conjuntos) contiene libre la variable x
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y ligada (por el particularizador) la variable y. Vamos a dar una definicién
precisa de estas nociones.

Definicion 1.4 Sea L un lenguaje formal. Diremos que una variable z estd
libre en una expresion de L si se puede probar que lo esta a partir de las reglas
siguientes:

a) x estd libre en z; syss x = x;.

b) x nunca estd libre en ¢;.

c) x estd libre en R}ty ---t, syss lo estd en algin t;.

d) « estd libre en fJ'¢; ---t, syss lo estd en algin ¢;.

e) x estd libre en —a syss lo estd en a.

f) x estd libre en @ — (3 syss lo estd en « 0 en (.

g)  estd libre en Az;a syss lo estd en a y x # ;.

h) z estd libre en x;|a syss lo estd en a y & # x; (en el caso en que L tenga

descriptor).

Diremos que una variable x estd ligada en una expresion de L si se puede
probar que lo esta a partir de las reglas siguientes:

a) x nunca estd ligada en z;.

=3

x nunca esta ligada en ¢;.

c estd ligada en R}t ---t, syss lo estd en algtin ;.

(oW

estd ligada en fj't;---t, syss lo estd en algun t;.

[©)

x
x
x estd ligada en —« syss lo estd en a.
T

ls)

estd ligada en o — 3 syss lo estd en « 0 en .
x estd ligada en Az;a syss lo estd en o 0 z = ;.

)
)
)
)
)
)
)

=P

x estd ligada en x;|a syss lo estd en « 0 = x; (en el caso en que L tenga
descriptor).

Observaciones Estas reglas se traducen en un algoritmo que siempre nos
permite determinar sin ambigiiedades si una variable dada estd o no libre o
ligada en una expresion dada.

Una variable = estd libre o ligada en a V 3, a A § 0 a < 3 syss lo estd en
a o en . Asi mismo, x est4 libre en Vx;a syss lo estd en a y x # x;, v x estd
ligada en \/z;a syss lo estd en o o ¢ = x;. Estas observaciones no forman parte
de la definicién de variable libre y ligada, sino que se deducen inmediatamente
de las definiciones de o V 3, etc.

Una variable estd en una expresién 6 (es decir, es uno de los signos que
componen 0) si y sélo si estd libre o ligada en 6.

Si 0 es una expresién sin descriptores de un lenguaje L con descriptor, en-
tonces una variable x esta libre o ligada en una expresion sin descriptores 6
considerada como expresion de L si y sélo lo esta considerada como expresion
de L. [
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Ejemplos Observemos que una variable puede estar a la vez libre y ligada
en una expresion, asi como no estar ni libre ni ligada. Los ejemplos siguientes
muestran las cuatro posibilidades para una misma variable z:

u=0 x no estd ni libre ni ligada.
U=z x esta libre y no ligada.
Vo u=ux x esta ligada y no libre.
reyANNrz=z x esta libre y ligada.
(Suponemos que las variables z, y, u, v son distintas). L]

Una expresién es abierta si tiene variables libres. En caso contrario es ce-
rrada. Un designador es un término cerrado. Una sentencia es una férmula
cerrada. Por lo tanto las cadenas de signos quedan clasificadas como sigue:

designadores
términos

términos abiertos

expresiones

cadenas de signos sentencias

férmulas
férmulas abiertas

no expresivas

1.5 Sustitucion de variables

Sea 6 una expresién de un lenguaje formal £ en la que esté libre la variable
z y sea t un término de L. Podemos pensar que 6 dice algo de x: si 6 es una
férmula, 6 significa “a x le pasa tal cosa” y si es un término significa “el tal cosa
que depende de x”. Nuestra intencién ahora es construir una nueva expresion
de L a la que llamaremos sustitucién de x por t en 6 o, mds brevemente S%6,
de manera que S.6 diga de t lo mismo que 6 dice de x. Por ejemplo, si § = Hx
significa “z es un hombre” y t = p significa “Pedro”, entonces S, Hx debe ser Hp,
que significa “Pedro es un hombre”. Normalmente, sustituir x por ¢ se reduce
en la practica a escribir ¢ alli donde ponga x, y ésta es la idea que conviene
tener in mente, pero, por desgracia, hay un pequeno inconveniente técnico que
complica un poco el asunto.

Tomemos 0 = Az(Ary — Axp), que podemos interpretar como “todos los
amigos de y son también amigos de Pedro”. Tomemos ¢t = fz, con el significado
de “el padre de ”. Entonces SZG debe significar “todos los amigos del padre de
x son también amigos de Pedro”, pero si nos limitamos a cambiar y por fx en
6 nos queda: Ax(Azfr — Axp), que significa algo asf como “todos los que son
amigos de su propio padre son también amigos de Pedro”, algo muy diferente
de lo que buscdabamos.

El problema es que la variable = estd libre en ¢t = fx y al poner a éste en
lugar de y queda ligada por el cuantificador, mientras que lo que queremos es
que siga libre. Lo correcto es S;& = A\z(Azfx — Azp), donde z es una variable
nueva. Esta férmula si cumple lo que queriamos. Teniendo esto en cuenta, la
definicion de sustituciéon ha de ser como sigue:
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Definicién 1.5 Sea L un lenguaje formal. Definimos la sustitucion de una
variable x por un término ¢ en una expresién 6 de L como la expresién S¢6
determinada por las reglas siguientes:

wem={ A0
) Stei =c.

) SERIMy -+t = RIMSLE - Skt
d) SLfrty---t, = frStty---Stt,.
)
)

e) St-a=-sta.
f) st (a— B) =sla — sLp.
Nz si # no estd libre en Az;a,
NziSta si x estd libre en Az;a v x; no lo estd en t,

St Az;a = .
8) Su/\ei /\mjsisiﬁa si « estd libre en Az;a, x; estd libre en t

y j es el menor indice tal que x; no esta
en Az;a nien t.

x| si z no estd libre en z;|«,

. x;|Sta si x estd libre en z;|a y x; no lo estd en t,
b) S(wile) = x;|StSia si x estd libre en a;]a, z; estd libre en t
1Pz Tq 1|ty L

y j es el menor indice tal que z; no estd
en z;|a ni en t.

Claramente se cumple
St(avp)=stavsip, sStaAp)=sStansip, Sh(a« B)=Sla«s.p,

Va;o si 2 no est4 libre en Va;a,

t : T ,

AV Vais,a si x estd libre en Va;a y 2; no lo estd en t,
T 7 = T . L. o
Vz;SiSzla  siz estd libre en VV;a, z; estd libre en ¢

y j es el menor indice tal que x; no estd
en ;o nien t.

El lector debe convencerse de que esta definicién es natural. Por ejemplo,
la regla c¢) afirma que para sustituir « por ¢ en t; = t5 tendremos que sustituir
todas las x que haya en t; y todas las que haya en t, dejando tal cual el
igualador. El tercer caso de la regla g) dice que si queremos sustituir la variable
x por t en Az;a pero x; estd libre en t (y x estd libre en « o, si no no habria
nada que sustituir) no podemos limitarnos a cambiar las = por ¢, pues entonces
la z; libre en ¢t quedaria ligada por el cuantificador. Por ello antes cambiamos
todas las x; de o por una variable nueva x;, luego sustituimos la x por la ¢ y
luego cuantificamos respecto a x;, con lo que la z; que estaba libre en ¢ sigue
estandolo al sustituir.
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El teorema siguiente contiene las propiedades mas importantes de la susti-
tucion:

Teorema 1.6 Se cumple:
a) SZH=46.
b) Siy no estd en 6 entonces SyS40 = 0.
c) Si x no estd libre en 0, entonces SL0 = 6.

d) Six estd libre en 0, entonces las variables libres de t y las variables libres
de 0 distintas de x estdn libres en SL6.

e) Una variable y estd libre en SLO syss o bien y estd libre en 0 ey # x, o
bien x estd libre en 0 e y estd libre en t.

Todos estos hechos se prueban por induccién sobre la longitud de una ex-
presiéon. Puesto que no estamos hablando de usar un teorema de induccién de
la teoria de conjuntos —que es lo que hacen los mateméticos cuando razonan
por induccién— conviene comentar brevemente el argumento en general:

Para probar que todas las expresiones de un lenguaje formal £ cumplen una
determinada propiedad P —como es la propiedad b)— basta probar lo siguiente:

a) x; cumple P (es decir, toda variable cumple P).

b) ¢; cumple P (es decir, toda constante cumple P. Naturalmente, si £ no
tiene constantes podemos omitir este paso.)

Sitq,...,t, cumplen P, entonces Rt ---t, cumple P.

Siti,...,t, cumplen P, entonces fj*t; ---t, cumple P.

)
)
e) Si a cumple P, entonces ~« cumple P.
) Si @y 8 cumplen P, entonces & — 3 cumple P.
)

Si o cumple P, entonces Az;a cumple P.
h) Si @ cumple P, entonces x;|a cumple P.

Si hemos probado esto, podemos estar seguros que de toda expresién 6 cum-
ple P. Por ejemplo, si 0 = Azg(xg = ¢1 — R{wp), para que 6 cumpla P basta
con que g = ¢; — Rizo cumpla P (por g), para lo cual basta con que ¢ = ¢;
y R}z cumplan P (por f), para lo cual basta con que x¢ y ¢; cumplan P (por
¢), pero xo cumple P (por a) y ¢; cumple P (por b). En general, toda expresién
# contiene un numero finito de subexpresiones, la mayor de las cuales es la pro-
pia 6. Si 6 no cumpliera P, podriamos encontrar una subexpresion de longitud
minima que no cumpliera P, pero ésta tendria que ser de uno de los ocho tipos
que permite la definicién de expresién, y con ello desmentiriamos la propiedad
a)-h) correspondiente a dicho tipo. n
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Pasemos ya a la prueba del teorema 1.6.

DEMOSTRACION: Todos los apartados se demuestran igual. Veamos sélo la
propiedad b). Razonamos por induccién sobre la longitud de 6.

Observamos en primer lugar que SySYz; = z;. Para ello hay que distinguir
dos casos: si x = x; entonces stzxi = Sﬁy"iy = x;, mientras que si © Z x;
entonces SySYx; = Sjz; = x; (porque, por hipétesis y Z ;).

El caso de ¢; es trivial, porque las constantes permanecen invariables. Tam-
bién son inmediatos los casos c¢), d), e) y f). Veamos g). Supongamos que

0 = N\z;o.

vy _ ) St Az si z no esta libre en Az;a,
sysy \zia =

sg/\xisga si x estd libre en Az;a.

El tercer caso de la definicion de sustituciéon no puede darse, porque exigiria
que z; = y, pero estamos suponiendo que y no esta en . Por este mismo motivo,
en el primer caso llegamos a Az;a. En el segundo caso es claro que si x estd
libre en Ax;c, también lo estd en «, luego y estd libre en SYa (esto se prueba
facilmente por induccién), y como y # x;, también esta libre en Axz;S%a. Por
consiguiente la sustitucién es sg/\xisga = /\xisgsga = Az;a por hipétesis de
induccién.

El caso h) es idéntico a g). "

La notacién matematica Aunque la notacién que hemos empleado para la
sustitucion es la mas conveniente para nuestros fines, en matemaéticas es habitual
escribir 6(z) para indicar que 6(t) = S 6. No hay que entender, salvo que se diga
explicitamente, que la variable x esta libre en # ni que sea la tnica variable libre
de 0. El escribir §(z) simplemente nos indica qué variable hay que sustituir
por t para interpretar 6(t). Generalizar esto a varias variables requiere una
precaucion:

Si escribimos 0(y1, . .., y,) en lugar de 8, donde vy, . . ., y, son variables cua-
lesquiera. Entonces se define

=gli...glng? ... g?
O(t1,... t,) =St - Slng ... g2ng,
donde 21, ..., 2, son las variables de menor indice que no estén ni en tq,...,t,
ni en 6.

Notemos que no podemos definir 0(t1,t2) = Styl1 82229 porque entonces es-
tarfamos sustituyendo por ¢1, no sélo las variables y; que hubiera en 6, sino

también las que hubiera en ts. [

1.6 Consideraciones finales

Es conveniente insistir en la diferencia entre los signos de un lenguaje formal
y los nombres con que nos referimos a ellos. Por ejemplo, cuando en la prueba
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del teorema 1.6 distinguimos los casos x = x; y « # x;, esto careceria de sentido
si “z” y “x;” fueran variables en lugar de nombres de variables. La variable
z tendrd un cierto indice j, es decir, x = z;, y la distincién es si ¢ = j o si
1 # j, es decir, si los nombres metamatematicos “x;” y “x” hacen referencia al
mismo signo del lenguaje o no. Mas en general, el lector debe ser consciente
de que jamas vamos a escribir explicitamente los signos de ningin lenguaje
formal (salvo a lo sumo en ejemplos aclaratorios sin valor teérico). Cuando un
matematico escribe
Nu(u € x — u € y),

no debemos pensar que estd usando los signos de su lenguaje. La “u” no es una
variable, el signo “€” no es un relator diddico, etc., sino que son, respectivamente
el nombre de una variable y el nombre del relator de pertenencia, cuyas formas
concretas como signos son irrelevantes.

La situacion es enteramente andloga a la del ajedrez. Los signos son como
piezas de ajedrez. Podemos identificarlos con trozos de madera o de marfil,
pero a ningin jugador de ajedrez le preocupan esas piezas. En realidad la
teoria del ajedrez no trata sobre la madera o el marfil, sino sobre unos conceptos
abstractos, como son “casilla”, “alfil del rey blanco”, “caballo de la dama negra”,
etc. Conceptos que se pueden materializar en piezas, en signos sobre un papel,
o incluso manipular mentalmente, exactamente igual que ocurre, por ejemplo,
con los nimeros naturales.

Cuando escribimos 2 + 2 = 4 (entendido como una afirmacién metama-
temadtica, es decir, como lo entiende cualquier nifio en la escuela) serfa artificial
identificar el niimero 2 con el signo “2” con el que lo representamos. Més bien
“2” es un signo castellano con el que nos referimos a un concepto abstracto,
pero perfectamente determinado, como es el nimero 2. Similarmente, aunque
podemos pensar que “—” nombra a un determinado signo, como es “<(” en el
lenguaje Lg, es mas exacto, dado lo poco que nos importa dicho signo, conside-
rar que “—” nombra en realidad a un objeto abstracto, de la misma naturaleza
que el niimero 2.

Para terminar, hemos de senalar que la mayoria de los conceptos que hemos
estudiado aqui (variables, cuantificadores, sustitucién, etc.) de hecho, todos
excepto el descriptor, que es un concepto mas moderno, fueron introducidos y
estudiados por Frege, si bien su notaciéon era muy diferente a la moderna, que
se debe esencialmente a Peano. Ademds de usar signos muy diferentes a los
actuales, una diferencia notable entre el formalismo de Frege y el de Peano es
que el segundo era lineal, es decir, las expresiones son sucesiones de signos que se
leen de izquierda a derecha, mientras que la notacion de Frege era bidimensional.

También se debe a Frege la distincién entre lenguajes de primer orden y
lenguajes de segundo orden. Un lenguaje de segundo orden, ademds de los
signos que nosotros hemos considerado, tiene variables de segundo orden, que
pueden ser variables de funcién o variables de relacién, cada una de las cuales
tiene asignado un rango. Asi, si R es una variable de relacién monadica de un
lenguaje de segundo orden, podemos escribir la férmula de segundo orden

Nazy(z =y — AR(R(z) < R(y)),
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que se interpreta como que dos objetos son iguales si y sélo si tienen las mismas
propiedades. Observemos que R no es un relator monddico pues, segin la sin-
taxis de primer orden que hemos estudiado, no es correcto escribir AR cuando
R es un relator. Por otra parte, R no es una variable de primer orden, pues
entonces no tendria sentido la expresiéon R(z). Cuando decimos que R es una
variable de relacién mondadica hemos de entender que R es una variable cuyas
interpretaciones posibles no son objetos, sino relaciones monadicas entre obje-
tos. Naturalmente esto exige muchas precisiones en las que no vamos a entrar.
La matematica no requiere mas que logica de primer orden para su fundamen-
tacién y, de hecho, puede probarse que la légica de segundo orden no supone
ninguna mejora.






Capitulo II

Sistemas deductivos
formales

En este capitulo daremos una definicién precisa de qué debemos entender por
una deduccion légica, es decir, de qué ha de cumplirse para que una férmula sea
una consecuencia légica de otra u otras formulas. De este modo, para determi-
nar qué debemos entender por una demostracién matematica sélo nos quedara
establecer un sistema de axiomas, de modo que los teoremas matematicos re-
sultardn ser las consecuencias légicas de los axiomas.

Debemos tener presente que no podemos dar una definicién arbitraria de
“deduccién légica”, sino que nuestro objetivo es “capturar” la nocién de razo-
namiento que los matematicos vienen empleando desde hace milenios. En otras
palabras, nosotros ya sabemos lo que es un razonamiento logico, y si alguien no
lo sabe de antemano, las paginas que siguen no se lo van a aclarar. Lo que pre-
tendemos hacer con la légica no es definirla, sino formalizarla, es decir, reducir
los razonamientos 16gicos a meras manipulaciones mecanicas de férmulas que no
requieran tener en cuenta su posible significado para decidir si son vélidas o no.
Esto nos permitird aplicar la légica sin vacilaciones a la matemadtica abstracta,
donde cualquier intento de confiar en el significado de los conceptos entrana
grandes riesgos.

De momento nos limitaremos a presentar una propuesta de calculo deduc-
tivo y constataremos que se ajusta perfectamente a las “costumbres” de razo-
namiento de los matematicos. Dejaremos para los capitulos siguientes la justifi-
cacién de que esta similitud no es aproximada sino exacta, es decir, que nuestro
calculo deductivo es exactamente lo que queremos que sea. Por supuesto, para
ello tendremos que precisar qué es lo que queremos que sea, pero eso podemos
dejarlo para mas adelante.

En una primera aproximacién, un razonamiento es una sucesiéon de premisas
tales que cada una es consecuencia de las anteriores en un sentido que hemos de
precisar. En realidad esto, tal cual, es absurdo, pues la primera afirmacién de un
razonamiento no puede ser consecuencia de ninguna otra. Ya hemos comentado
que la metamatemadtica se funda en la posibilidad de garantizar la verdad de

39
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ciertas afirmaciones sin necesidad de razonamiento alguno. Por ejemplo, nuestra
conciencia de que podemos anadir una unidad a cualquier niimero natural nos
da la infinitud de los nimeros naturales, pero esa conciencia, ese conocimiento
de lo que es contar, no es un razonamiento en el sentido que acabamos de
esbozar. Por desgracia, la matematica no puede fundarse en afirmaciones cuya
verdad pueda ser establecida metamatemdticamente, pues carecemos de una
representacién suficientemente clara de un concepto matemético fundamental
como es el de “conjunto”. Precisamente por ello necesitamos el razonamiento
formal, en el cual a las afirmaciones no demostradas les exigimos unicamente
que sean declaradas explicitamente de antemano, bajo el nombre de axiomas o
premisas.

2.1 El calculo deductivo de primer orden

Introducimos ahora los conceptos necesarios para precisar las ideas anterio-
res. A lo largo de todo este capitulo L serd un lenguaje formal prefijado. La
definicion basica es la siguiente:

Definicion 2.1 Un sistema deductivo formal F sobre un lenguaje formal L
viene determinado por una coleccién de férmulas de £, llamadas aziomas de F,
y una coleccién de reglas primitivas de inferencia de F', que determinan cuando
una féormula de L es consecuencia inmediata de otra u otras férmulas de L.

Esta definicién se entenderd mejor tras el ejemplo siguiente:

El sistema deductivo formal Ky Dado un lenguaje formal L, llamaremos
K, al sistema deductivo formal determinado por los siguientes axiomas y reglas
de inferencia:

Axiomas de Kg: Los axiomas de K son todas las férmulas de los tipos
siguientes, donde «, 3, v son férmulas cualesquiera de L y ¢ es un término
cualquiera de L.

Kl a—(8—a)

K2 (a—(8—=7)) = (a—=p)—=(a—1)
K3 (ra—-8)—(B—a)
K4 Azjo — Sk o

K5 Azi(a— B) — (a — Ax:B) si x; no estd libre en a,

K6 Azi(z;i=t— a) < Sk o si ; no estd libre en ¢,
1

K7 Vza— Sijlaa si L tiene descriptor,

1
K8 —Vza — zila = zj|(z; = xj) si L tiene descriptor.
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Segun se indica, una férmula de tipo K5 sélo es un axioma si se cumple la
condicion indicada sobre la variable x;. Lo mismo es vélido para las férmulas
de tipo K6.

Reglas de inferencia de K :
Modus ponendo ponens (MP): de a y o« — (3 es consecuencia inmediata (3.

Introduccion del generalizador (IG): de « es consecuencia inmediata Az;a.
]

Observemos que “a — (8 — «)” no es un axioma de Ky, sino lo que se
llama un “esquema axiomatico”, es decir, una expresién metamatemadtica que
determina infinitos axiomas de K, los que resultan de sustituir las variables
metamatemdticas “a” y “B” por férmulas particulares de L. Asi pues, Kp
tiene infinitos axiomas, lo cual no supone ninguna imprecisién o ambigiiedad:
la propiedad “ser un axioma de K7 estd perfectamente definida. De hecho, es
facil disenar un algoritmo que determine en un tiempo finito si cualquier férmula
de L es o no un axioma de K. Por ejemplo, Az(z = y) — y = y es un axioma
de K¢ (de tipo K4), mientras que y = y no lo es.

Lo mismo sucede con las reglas de inferencia: Ahora podemos decir con total
precisién que de la féormula x = y es consecuencia inmediata en K la sentencia
Az = =y, mientras que no es consecuencia inmediata la férmula y = z.

Los axiomas y las reglas de inferencia son, en principio, arbitrarios. Si
tomamos otros axiomas o determinamos de otro modo la nocién de “ser conse-
cuencia inmediata” tendremos un sistema deductivo formal distinto de K. Por
supuesto, dentro de toda esta generalidad, vamos a distinguir los sistemas deduc-
tivos formales “interesantes” de los carentes de valor. Por ejemplo, podriamos
tomar todas las formulas de £ como axiomas de un sistema deductivo formal,
pero tal sistema resultarfa trivial y sin interés para nuestros fines.

Una vez establecido un sistema deductivo formal, todas las nociones bésicas
de la l6gica formal pueden ser definidas con precisién:

Definicién 2.2 Una deduccion en un sistema deductivo formal F' a partir de
una colecciéon de férmulas I' es una sucesién finita aq,...,a, de férmulas de
L tales que cada a; es un axioma de F', una féormula de I o una consecuencia
inmediata de férmulas anteriores de la sucesién. Las féormulas de T' se llaman
premisas de la deduccién. Una demostracion es una deduccién sin premisas.

Una férmula « es una consecuencia en F' de una coleccién de féormulas I si «
es la dltima férmula de una deduccién en F' a partir de I'. Lo representaremos
con la notacién I’ '; a.

Una férmula « es un teorema de F si es la ultima férmula de una demos-

tracién en F'. Lo representaremos mediante | a.
F

Si no se indica F' explicitamente, se entenderd que se trata de K, es decir,

escribiremos ' -FayFaenlugardeI’ - ay + a.
K K
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Los axiomas y teoremas de K se llaman axiomas y teoremas ldgicos, las
consecuencias en K¢ se llaman consecuencias ldgicas.

Si la coleccion de premisas es finita, digamos 71, . . . , 5, escribiremos también
Y1y --,Yn Fa. Lanotacion T', vy, ..., v, b« significard, como es obvio, que a es
F F

consecuencia en F' de las premisas de I' més las indicadas explicitamente.

Claramente, si I'} «, existen 71,...,7, en I tales que v1,...,v, Fa.
F F

Axiomas y premisas La diferencia que hemos establecido entre axiomas
y premisas (o entre deducciones y demostraciones) es meramente lingiifstica:
no hay ninguna diferencia entre una deduccién en un sistema deductivo F' a
partir de unas premisas I' y una demostracion en el sistema deductivo que se
obtiene a partir de F' anadiendo las formulas de I' como axiomas. No obstante
la distincién resulta 1til en la practica: las premisas son “axiomas temporales”,
es decir, axiomas que se suponen momentaneamente, como cuando se supone «
para probar a — (. Esto se verd con mas claridad a medida que avancemos.
| |

Veamos un primer ejemplo de demostracién formal:

Teorema 2.3 Si a es una formula de L, entonces - o — a.

DEMOSTRACION:
(1) (a—=((a—=a)=a)) = (a—=(a—a)—(a—a)) (K2)
2) a—=(@—a)—a) (K1)
B) (a=(a—a))—=(a—a) (MP 1,2)
4) a—(a—a) (K1)
B5) a—« (MP 3,4)

Observaciones FEn este punto hemos de senalar varios hechos:

— El teorema anterior no es un teorema en el sentido que acabamos de
definir, asi como su demostracién tampoco es una demostracién en el sentido
de 2.2. Lo que sigue a la palabra “teorema” no es una férmula de L, sino una
afirmacién metamatematica sobre K, a saber, que todas las formulas del tipo
a — « son teoremas de K. Es lo que también se llama un metateorema.
La diferencia entre un teorema formal y un metateorema es la misma que hay
entre una partida de ajedrez y un resultado como “con un rey y un alfil no se
puede dar mate a un rey solo”. Esto tltimo no es algo que se hace siguiendo
reglas fijas, como una partida de ajedrez, sino que es algo que uno puede concluir
analizando adecuadamente dichas reglas. Igualmente, analizando el concepto de
demostraciéon en K que hemos dado, podemos concluir que tiene la propiedad
indicada. Esto no lo concluimos a partir de ciertos axiomas o reglas, sino que
nos damos cuenta de ello igual que podemos juzgar sobre qué podemos hacer al
jugar a las cartas, o a cualquier otra cosa.
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En concreto, lo que hemos hecho es dar un esquema de demostracion, de ma-
nera que si cogemos cualquier férmula, como x = y, por ejemplo, y la ponemos
alli donde pone a, obtenemos ciertamente una demostracion de x =y — z =1y
en el sentido de 2.2.

Notemos que en el capitulo anterior hemos probado ya muchos metateore-
mas, no sélo el teorema 1.6, que es el inico que hemos enunciado como tal,
sino que cualquier afirmacién metamatemaética que requiere una justificacion es
un metateorema, como el hecho de que una expresién no puede ser a la vez un
término y una férmula.

— Lo siguiente que debemos entender es que esto no es una demostracién
de que si a entonces «. Seria infantil demostrar que si « entonces a, y mucho
mas creer que esto lo demuestra, mientras que quien no conoce esta prueba no
sabe, en realidad, por qué si a entonces a. Esté claro que si « entonces «, todo
el mundo lo sabe y si el lector fuera una excepcién, haria mejor en no esforzarse
mas y dejar este libro. Lo que hemos probado —y no es evidente— es que en
K puede demostrarse que o — « cualquiera que sea «. ;Cree el lector que
hubiera sido capaz de probarlo él mismo sin conocer nuestra prueba? No es
especialmente dificil, pero tampoco es obvio.

El presente capitulo estd dedicado en gran parte a conocer Ky y hacernos
una idea de lo que puede probarse en él. Este resultado ha sido el primer paso.

— Notese la numeracion a la izquierda de las lineas y las anotaciones a la
derecha que indican como se obtiene cada linea. Esto no lo exige la definicién
de demostraciéon pero ayuda a leerla y entenderla, por lo que en adelante lo
tomaremos por costumbre.

— Por ultimo destaquemos algo que posiblemente sea lo primero que ha
observado el lector: esta demostraciéon es horrible, es lo menos natural que
podria imaginarse.

Es cierto, pero no tiene importancia. Lo que hemos hecho ha sido como
si un matematico, para calcular fol 22 dx, empezara a calcular particiones de
[0, 1], sumas inferiores, y hallara el supremo de estas sumas, es decir, aplicara la
definicién de integral. Es posible hacerlo, Arquimedes lo hizo, sin embargo un
matematico dispone de técnicas que le permiten calcular esa integral en unos
segundos. De esta forma el matemético posee una definicién tedrica de integral,
en términos de épsilon y delta, que le es muy 1til para tratar problemas tedricos
sobre integrales aunque a la hora de calcular resulte incomodisima, pero esto
lo suple con resultados practicos que convierten los calculos concretos en algo
relativamente sencillo.

Igualmente, la definicion de demostracion en K es tedricamente simplici-
sima y serd muy util a la hora de estudiar las demostraciones. ;Qué son ocho
esquemas de axioma y dos reglas de inferencia frente a las infinitas formas
de razonar con las que aparentemente cuenta el matematico? Pero tratar de
demostrar cosas en K sin mas ayuda que la definicién de demostracion es
como querer calcular fol arcsen z dx sin més ayuda que la definicién de integral.

Como ilustracién de esta tltima observacién, vamos a probar un teorema
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que vuelve inmediato el teorema anterior. Cuando un matemaético quiere probar
una férmula de tipo o — 3, supone o como premisa y trata de llegar a 5. Si lo
consigue, da por probado que o — 3. Vamos a ver que esto es licito en K. No
figura en la definicién de deducciéon, pero se deduce de ella.

Teorema 2.4 (Teorema de deduccién) Sean « y 8 formulas de L y sea T
una coleccion de formulas de L. Si T a & B y existe una deduccion de 3 en la
que no se generalice respecto a variables libres en «, entonces '+ a — £3.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre el nimero n de lineas
de una deduccién de (.

Sin =1, entonces [ es una deduccién de 3, luego (3 es un axioma, o bien (3
estd en I' 0 bien 0 = «.

a) 3 es un axioma o [ estd en I':

Veamos una deduccién de o — ( a partir de I':

(1 p (axioma o premisa)
2) B—=(a—=p) (K1)
3) a—p (MP 1, 2)

b) 8 = a: Por el teorema anterior F o« — 3, luego ' F o — 5.

Supongamos el teorema cierto para férmulas deducibles en menos de n pasos
y supongamos que ( se deduce en n pasos.
a) Si (0 es un axioma o una premisa se razona como antes.

b) Si 3 se sigue por MP de v y v — 3, férmulas anteriores de la deduccién,
entonces vy v — (3 se deducen de I' y o en menos de n pasos y sin generalizar
respecto a variables libres en a. Por hipétesis de inducciéon ' F o — v y
'k a— (y — B). Veamos una deduccién de @ — 3 a partir de I':

(1)

(deduccién de av — «y a partir de T')

(k) a—y

(k+1)

: (deduccién de @ — (v — ) a partir de T')

(1 a—(y—p)

(+1) (a—=(y—=pP) = (a—=y)=(a=p) (K2

+2) (a—7)—(a—0) (MP 1, 1+1)
(143) a—3 (MP k, 1+2)

c) Si 3 es consecuencia de v, férmula anterior, por IG, entonces 3 = Ax;y
y, por hipdtesis, z; no estd libre en «. Por hipétesis de induccién I' F o — 7,
yva que v se deduce de I' y o en menos de n pasos. Veamos una deduccién de
o — ( a partir de I':
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(0

: (deduccién de @ — « a partir de I)

(k) a =y
(k+1)  Azi(a— 1) (IG k)
(k+2)  Azi(a —7) = (o = Aziv) (K5)
(k+3) a—p (MP k+1, k+2)
Conviene observar que en la deduccién de @ — 3 se generaliza respecto a
las mismas variables que en la de § [

Es facil extraer de la demostracién anterior un algoritmo que nos permite
construir explicitamente una deducciéon I' - @« — [ a partir de una deduccién
de (8 en las condiciones del enunciado. Esto es lo que lo convierte en una
demostracién (metamatemdtica) rigurosa.

Mas adelante podremos probar que la exigencia técnica de que en la de-
duccién de B no se generalice respecto de variables libres en « es realmente
necesaria. De momento tinicamente podemos mostrar que, de acuerdo con las
“costumbres” de los matematicos, es una restriccién razonable. En efecto, ante
todo debemos indicar que —en un sentido que serd precisado en el capitulo
siguiente— el sistema K presupone un convenio en cuanto a la interpretacion
pretendida de las férmulas de £, y es que una férmula con variables libres, como
x = v, significa —por convenio— lo mismo que Azy = = y. Esto es lo que hace
“razonable” a la regla de generalizacion.

Supongamos ahora que queremos probar la sentencia Ary(r =y — y = ).
Para ello basta probar la formula * = y — y = x, pues si llegamos a ella
bastard aplicar dos veces IG para obtener la sentencia buscada. (Este paso
equivale a lo que hace el matematico cuando dice: “hemos de probar que todo
z vy todo y cumplen x = y — y = x, luego fijamos = e y y vamos a ver que lo
cumplen”.) A continuacién, para probar la implicacién el matemdtico supone
r = y y se propone demostrar y = x, pero a partir de este punto ya no puede
generalizar respecto de x e y, ya que ahora = e y son dos objetos concretos que
verifican © = y, y esto no tienen por qué cumplirlo dos objetos cualesquiera.
Si pudiéramos generalizar respecto de x e y podriamos pasar a Azy = = v,
pero esto no es “razonable”: de suponer que tenemos dos objetos iguales no
podemos pasar a que todo par de objetos son iguales. Esta restriccion, que el
matematico asume casi inconscientemente, aparece explicitamente en el teorema
de deduccién.

El reciproco del teorema de deduccién es inmediato:

Ejercicio: Probar que si I' - a — 3, entonces I', a - 5.

2.2 Reglas derivadas de inferencia

Ningin matematico demuestra sus teoremas explicitamente a partir de axio-
mas. En realidad todo matematico acepta que en una demostracién se inclu-
yan sin prueba teoremas que ya han sido demostrados previamente. Es claro
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que esto es licito y nosotros también podemos hacerlo, para evitar asi que la
demostracién del hecho maés insignificante ocupe cientos de paginas. Concreta-
mente, si es conocido que ag,...,q, F a y entre las lineas de una deduccién
aparecen av,...,Qy,, admitiremos la escritura de o« como linea posterior abre-
viando la deduccién completa, que incluiria las lineas necesarias para deducir
a de ag,...,ay, pero que se sobrentienden por conocidas. En particular todo
teorema légico puede escribirse en una deduccién.

Llamaremos reglas derivadas de inferencia a ciertos resultados de la forma

ay,...,0n Fa

que nos permitirdan abreviar considerablemente las deducciones.

Regla de repeticiéon (R): aF «a.

Es inmediato que de a se deduce «, pues la propia « es una deduccién de
« con premisa «. Sin embargo aqui queremos algo ligeramente maés fuerte, y es
que en una deduccién podemos repetir una linea anterior si queremos. Esto ya
no es evidente, pues a no es consecuencia de a por ninguna de las dos reglas
de inferencia. No obstante, si tenemos a en una deduccién, podemos escribir
« — « por ser un teorema logico y a continuacion escribir o de nuevo por MP.

Modus Barbara (MB):a— 3, f—>yFa— 7.

DEMOSTRACION:
(1) a— B (premisa)
(2) B—v (premisa)
3) « (premisa)
4) B (MP 1,3)
(5) (MP 2, 4)

Asi pues, « — 3, 8 — 7, aF vy, por el teorema de deduccién,

a—fp, B=yFa—7.

Reglas de la doble negacién (DN): -—a F a, ak ——a.

DEMOSTRACION:
(1) o (premisa)
(2) ~ma— (e — ) (K1)
3) ——a— (MP 1, 2)
(1) (r=ma— =) = (s — =ma)  (KY
(5) —a— (MP 3, 4)
(6) (ma—-mma) = (mha—a) (K3)
(7)) ——a—a (MP 5, 6)
8) a (MP 1, 7)

Asi pues, =—a F «a. Por el teorema de deduccién - ——a — «. Esto vale
para toda féormula «. Aplicdndolo a —~« obtenemos que F ~——a — —a.
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(1) (premisa)
(2) ——a— —a (teorema l6gico)
3) (mma— —a) = (@ — —ma)  (K3)

(4) a—-a (

5) (

MP 2, 3)
MP 1, 4)

-

Por el teorema de deduccién -+ o« — ——«. También llamaremos DN a los
teoremas - o — —-—a y F ——a — a.

Reglas de la negacién de la implicaciéon (NI):

a— [fF-8— -« -8 —-aFa—pF
a— 0k f— -« —a— k08— a
DEMOSTRACION:

(1) —a—a (DN)

2 a—p (premisa)

3) ——a—p (MB 1, 2)

(4) B—-p (DN)

(5) ——a—-p (MB 3, 4)

6) (mma—2=p) = (28— -a) (K3)

(7) =B — -« (MP 5, 6)

Las otras variantes se prueban de forma similar.

Modus tollendo tollens (MT): a — 8, =0+ —a, oa— 3, B o

(Por NI y el reciproco del teorema de deduccién.)

Regla de la contradiccién (C): a, -~a k- .

DEMOSTRACION:
(1) « (premisa)
2 a—=("B—-a) (K1)
(3) —8—a (MP 1, 2)
(4) -« (premlsa)
(5) —p (MT 3, 4)
6) 8 (DN 5)

Reglas de equivalencia entre disyuncién e implicaciéon (EDI):

aVpk-a—pg -a— 0kFaVp.

(Son casos particulares de (R), pues a V 3 = —~a — 3.)
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Reglas de introduccién del disyuntor (ID): akaV g akBVa.

DEMOSTRACION: Por el teorema de deduccién aplicado a (C) obtenemos
que a k- — B, 0sea, akaVp.

1) « (premisa)
(2) a—(~f—a) (KI)

(3) 8-« (MP 1, 2)
4) BVa (EDI 3)

Modus tollendo ponens (MTP): aV 3, —aF g, aV B, -Gk a.

DEMOSTRACION:
(1) avp (premisa)
(2) -a—fB (EDI1)
3) -« (premisa)
4 B (MP 2, 3)

La otra es similar.

Leyes de De Morgan (DM):

aApBEa(-aV-p) —(maV-B)FaAnpS
aV Bk =(-a A -p) “(maAN-fB)FaVv s
“(aAB)F-aVp —aV -fEa(aAp)
—(aV P F-a NS “a A —fF=(aVvp)

DEMOSTRACION: Las dos primeras son casos particulares de (R), pues por
definicién a A 8 = —(—a V ).

(1) avp (premisa) (1) =(—an-p) (premisa)
(2) —a— 3 (EDI1)  (2) —(=aV--8) (R1)

3) -0 — -« (NI 2) (3) ——a VoS (DN 2)
(4) T — ﬁﬁﬁ (NI 3) (4) oo — ﬁﬁﬁ (EDI 3)
(5) —maV——p (EDI 4) (5) -8 — —a (NT 4)
(6) ——(=—av-=p) (DN5) (6) —a—p (NI 5)
(1) ~(man=p) (R 6) (1) avp (EDI 6)

Las restantes se siguen facilmente de éstas.

Reglas de introduccién del conjuntor (IC): o, SF a A S.

DEMOSTRACION: Por el teorema de deduccién sobre (MTP) se cumple

(%) : =0k -aV -4 — -a.
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(1) g (premisa)
(2) -8 (DN 1)
(3) —aV-p— -« ()

(4) ——a—-a(-aVv-p) (NI3)

(5) « (premisa)
(6) - (DN 5)
(7)) =(~aV-p) (MP 4, 6)
(8) aAnp (DM 7)

Reglas de eliminacién del conjuntor (EC): a A G+ «, aAfBE B

DEMOSTRACION:
(1) -a—-aVv-g (ID)
(2) —(-~aVv-p8)—a (NII)
3) aAnp (premisa)
(4) —(maVv-p) (DM 3)
5) a (MP 2, 4)

Andlogamente se prueba la otra. También llamaremos (EC) a los teoremas

FaAf—a FaApg—g.

Regla de eliminacién del disyuntor (ED): oV at a.

DEMOSTRACION:
(1) —a—-aA-a (IC)
(2) —(-aA-a)—a (NII)
3) avVa (premisa)
4) —(-a A -a) (DM 3)
(5) « (MP 2, 4)

También llamaremos (ED) al teorema - o V a — «a.

Regla del tertium non datur (TND): - oV —a.

Es un caso particular del teorema - o — «, pues a V ~a = a0 — —a.

Regla de no contradiccién (NC): - =(a A —a).

DEMOSTRACION:

(1) oV (TND)
2) —(aA-a) (DM1)

Regla del dilema (Dil): a — 8, vy —=fFaV~y— 4.
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DEMOSTRACION:

1) a—p (premisa)
() v—B  (premisa)
(3) avy (premisa)
(4) -a—~ (EDI3)
(5) —-f—-a (NI1)

(6) ~f—~ (MB45)
(1) -8—8 (MB206)
() BvB  (EDIT)
9 B (ED 8)

Por lo tanto « — B, v — [, a V v F (8 y, por el teorema de deduccién,
o= B,y —fFavy—p

Reglas de introduccion y eliminacién del bicondicionador

(IB) a—f, f—oabtaeg.
(EB) a=pfra—p, aofpkEf—a

Son casos particulares de (IC), (EC), pues a < = (a — () A (8 — «).

Regla de eliminacién del generalizador (EG): Aza F Sia

Por el axioma (K4) y el reciproco del teorema de deduccién.

Reglas de negacidén del generalizador (NG):

“Az—aF Vza Vza b ~Az—a
-AzaF Vz-a Va-a bk =Aza

DEMOSTRACION: Las dos primeras son casos particulares de (R), pues
Veza = -Az—a.
1) =Va-a (
2) ——=Az——-a (
3) Nz« (DN 2)
4) -a (
5 «a (
6) Azra (IG 5)

Por el teorema de deduccién se cumple = =\/z—a — Aza, por (NI) tenemos
F-Aza — Vza, luego “Aza - Va-a.

(1) Aza (premisa)
2) «a (EG 1)
3) -—a  (DN2)
(4) /\l‘ﬁﬁa (IG 3)
En consecuencia - Aza — Az——a. Por (NI) se cumple

I— ‘\/\l“\ﬁa — ‘!/\.’1’]0{7
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y por el reciproco del teorema de deduccién ~Az——«a - = Aza o, lo que es lo
mismo, Vz-a - = Aza.
Reglas de negacién del particularizador (NP):

-Vzat Az—a Nz—a - =\ za
-Vz-at Aza Nzxa F =Vz-a

DEMOSTRACION:

(1) =Vaa (premisa) (1) Az-a (premisa)
(2) S mIAY e (R1) (2) ——Az—a (DN 2)
(3) Az—a (DN 2) (3) =Vza (R 2)

(1) =Vaa (premisa) (1) Aza (premisa)
(2) ——Az——a (R1) (2) « (EG 1)
(3) Az—a (DN 2) 3) —a (DN 2)
4) -« (EG 3) 4) Az—a (IG 3)
(5) « (DN 4) (5) ——Az——a (DN 4)
6) Aza (IG b5) 6) —Vra (R5)

Regla de introduccién del particularizador (IP): SLaF \/za.

DEMOSTRACION:
(1) Az—a—si-a  (K4)
(2) Azma—-sla (R1)
(3) sta (premisa)
(4) Az« (MT 2, 3)
(5) Vza (NG 4)

Reglas de introduccién y eliminacién del igualador

(I1) sStak Az(z=t— a), siznoestd libreen t.
(EI) Az(z=t—a)FSta, sixno estd libre en t.

Por (K6) y (EB).

Regla de la identidad (I): -t =+t.
Sea x una variable que no esté libre en ¢.

teorema l6gico)

(
(
(EI 2)
(R
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Regla de la simetria de la identidad (SI): t; = ta - tg = t5.

DEMOSTRACION: Sea x una variable que no esté en t; ni en to.

(1) ta=t (D)

(2) Sp(ta=1) (R1)

3) Nz(z=ty—ta=12) (II12)

(4) tl = t2 — t2 == tl (EG 3)
(5) t1 =t (premisa)
(6) to=t1 (MP 4, 5)

Regla de la transitividad de la identidad (TI): ¢y = to, to = t3 F t; = t3.

DEMOSTRACION: Sea z una variable que no esté libre en tq, to, t3.

(1) ta=ts (premisa)
2) Nz(z=ty—a=t3) (II1)

(3) tl = t2 — tl = t3 (EG 2)
(4) t1 =ty (premisa)
(5) t1=ts (MP 3, 4)

Regla de equivalencia entre términos idénticos (ETI):
ty = ta, S2a - Sha.
ty =ty F 8hit = si2¢

DEMOSTRACION: Sea y una variable que no esté en a, t, t1, t2. Entonces
Sia =sl2sYa, Sita = S} SYa, si2t = S}?s¥t y Siit = sl syt.

(1) SiSta (premisa)
(2) Ay(y =t2 — S¥a) (IT 1)

(3) Sl (y=t> — Sla) (EG 2)
(4) t; =ty — Sl (R 3)

(5) t1 =ty (premisa)
(6) sha (MP, 4, 5)
(1) sSi?syt=sisut (I)

(2) sk (syt = sizt) (R1)

(3) Ayly=t: —sit=spt) (112

(4) Sii(y=ty — syt =skt) (EG 3)
(5) t1 =ty — St =82t (R 4)

(6) t1 =t (premisa)
(7) siit=stzt (MP 5.,6)

Las dos tltimas reglas son para lenguajes formales con descriptor.

z|a

1
Regla de las descripciones propias (DP): \/za - S3'“a.
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1
Regla de las descripciones impropias (DI): =\/za F z|a = y|(y = y).
Se siguen de (K7), (K8) y el reciproco del teorema de deduccién.

Notar que todos los casos de la regla (IG) que aparecen en las pruebas de las
reglas de inferencia se aplican a variables que no estan libres en las premisas.
Esto quiere decir que todas ellas pueden ser usadas incluso en contextos en los
que no sea licito generalizar respecto de ciertas variables, como cuando se aplica
el teorema de deduccion.

2.3 Técnicas de deduccion

Las reglas de inferencia que acabamos de probar son todas “razonables”, es
decir, consistentes con la interpretacion pretendida de los signos 1égicos, en la
que en ningin momento nos hemos apoyado. Esto refuerza la conjetura de que
razonar en K equivale a razonar l6gicamente en el sentido usual. Ahora proba-
remos algunos resultados adicionales en esta linea que aproximaran ain mas el
razonamiento formal en K a la forma habitual de razonar de los matematicos.

Uso practico del teorema de deduccién El teorema de deduccién afirma
esencialmente que, para demostrar una implicacién a« — 3 podemos suponer «
y tratar de llegar hasta 8. Esto puede ser refinado. Para ello observemos lo
siguiente:

Si B1,...,0m es una deduccién a partir de la coleccién de premisas I' y se
cumple que I', B4, ..., Bm, o 3 sin que en la deduccién correspondiente se use
(IG) respecto a variables libres en «, tenemos por el teorema de deduccién que
I,61,...,8nFa— By, por tanto, también I' F o — (.

Lo nuevo aqui es que si partimos de unas premisas I' y, en un momento
dado, queremos probar a@ — [, para ello bastard deducir 3, no sélo de o y
de las premisas disponibles I', que es lo que afirma el teorema de deduccidn,
sino que también podemos contar con todas las lineas anteriores 31, ..., Gy ya
deducidas. En la préctica, lo que haremos serd anadir « en la deduccién y se-
guir razonando. A partir de este momento ya no podremos generalizar respecto
de variables libres en «, pero, segin lo que acabamos de observar, podremos
usar las lineas anteriores a la incorporacién de « incluso si en su deduccién
hubiéramos generalizado respecto de alguna variable libre en a. Cuando llegue-
mos a  podremos escribir « — 3 con la garantia de que esta férmula se sigue
exclusivamente de nuestras premisas I'.

Ahora bien, si @« — 3 no era nuestro objetivo final y queremos seguir razo-
nando, habremos de tener presente que en los pasos siguientes no podremos usar
ninguna linea comprendida entre « y 3, pues estas lineas las hemos obtenido con
« como premisa adicional. Para explicitar esto marcaremos este segmento de la
deduccién con una linea vertical por la izquierda. De este modo la deduccién
quedara como sigue:
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(1) B
(m) Brm
(m+1) «
(deduccién I'; By,...,Bm, at B)
(k) B
(k—‘rl) o — ﬁ
Como en f1,..., 3, se puede generalizar respecto a cualquier variable, si

en la deduccién secundaria queremos usar un resultado de la forma F + (por
ejemplo una regla de inferencia) podemos hacerlo aunque en su demostracién
se generalice respecto a variables libres en «, ya que en teoria podriamos haber
escrito 7y entre f31,..., 03, antes de suponer «. Naturalmente dentro de una
deduccién secundaria puede repetirse este proceso cuantas veces convenga.

Observemos que esto se ajusta exactamente al modo de proceder del ma-
tematico. Por ejemplo, un esbozo de un caso concreto seria:

(1)

(7) n=m? (m y m son nimeros enteros)
(8) 3|n , (Hipdtesis)
9) 3|m

(10) 3] m2 (porque 3 es primo)

(11) 9|m

(12) 9|n

(13) 3|n—9|n

A ningin matemdtico se le ocurriria usar luego la linea 3 | m, pues no
tenemos que 3 divida a m. Eso era cierto bajo la hipétesis (provisional) de que
3| n.

Demostracion por reducciéon al absurdo Un caso particular de lo visto
en el apartado anterior es aquel en que « = =~y y 8 = 6§ A =J. En este caso
terminarfamos introduciendo en la deduccién —y — § A =d y, como por (C)
tenemos que § A =6 — ~y, por (MB) concluiriamos =y — =, o sea, v V 7, y por
(ED) llegamos a ~.

En definitiva que, si suponiendo —y se deduce § A = (sin generalizar respecto
de variables libres en ), podemos concluir 4. La deduccién quedard asf:

(1) B1

m) B
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(m+1)
(deduccién Ty By, ..., Bm, =y F 3§ A =0)
(k) )

Andlogamente, suponiendo v y deduciendo § A = se concluye —y. Vemos
que esto es exactamente lo que hace el matematico al razonar por reduccion al
absurdo. Ahora sabemos que este tipo de razonamiento es valido en K .

Algunas equivalencias Para justificar la eliminacion del particularizador en
el apartado siguiente vamos a necesitar un hecho sencillo que presentamos aqui,
acompanado de otros similares que también nos haran falta mas adelante.

Teorema 2.5 Se cumplen los siguientes hechos:
a) Siy no estd en a, entonces = \wa — Ay S¥a.

b) Siy no estd en o, entonces - \Vza « \/y S¥a.

1
c) Siy #x no estd en o, entonces - \Vza « yAr(a « z =1y).

DEMOSTRACION: Para probar a), suponemos /\za, pasamos a S¥a por (EG)
y pasamos a /\ySYa por (IG). Esto nos da una implicacién. La otra se prueba
igualmente usando que SjSYa = « (teorema 1.6).

b) sale de a) aplicado a —a.

Para probar c) observamos que, por definicién,

\l/xoz = Ve Ar(a =z = 2),

donde z es la variable de menor indice que no estd en ay z # x. Lo que queremos
probar es que si cambiamos z por y obtenemos una féormula equivalente, y esto
es un caso particular de a). ]

Eliminacion del particularizador Cuando un matema&tico dispone en un
razonamiento de una férmula de tipo Vzo, considera correcto escribir a conti-
nuaciéon “tomemos un y que cumpla «”. Este paso se llama “eliminacién del par-
ticularizador”. Vamos a ver que la eliminacién del particularizador es legitima
en K siempre y cuando impongamos dos restricciones que el matematico se
impone instintivamente. Ante todo, planteemos la situacion en K. Supone-
mos que estamos deduciendo a partir de unas premisas [ y tenemos ya escritas
las lineas f31,..., Bm, entre las cuales se encuentra \/za. Nuestra intencién es
incorporar a la deduccién la férmula S¥«, pero de tal modo que las lineas que es-
cribamos a continuacion sigan siendo consecuencia de nuestras premisas. Como
ya hemos dicho, esto exige dos restricciones.
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— La primera es que la variable y ha de ser distinta de cualquier variable
que aparezca anteriormente en la deducciéon. El matemadatico tiene esto en cuenta
porque sabe que no puede suponer a priori que el y que cumple « coincida con
ninguno de los otros objetos de los que estd hablando.

— La segunda es que a partir del momento que escribamos SYa ya no po-
demos generalizar respecto a ninguna variable libre en esta féormula. Esto es
claramente necesario en el caso de la propia variable y: el matematico es cons-
ciente de que esta “y” no es una “y” arbitraria sino una “y” particular, por lo
que nada de lo que obtenga con ella sera valido para todo ¥, sino sélo para un
cierto y. No obstante, hay que insistir en que la restriccion afecta a todas las
variables que estén libres en SYa.

En efecto, de no ser asi, a partir de la férmula Az\/z £ = 2z podriamos pasar
a Vz x = z por (EG), de aqui a = z por (EP), de aqui a Az = = z (esto es
incorrecto) y de aquf a \/x/\z * = 2, mientras que todo matemaético tiene claro
que de la primera sentencia (trivialmente cierta) no se deduce légicamente la
ultima (que afirma que sélo existe un objeto).

El teorema siguiente demuestra que si cumplimos las dos restricciones indi-
cadas la eliminacion del particularizador es legitima.

Teorema 2.6 (Eliminacién del particularizador) (EP) Sea (1, ..., Oy una
deduccion con premisas en I'. Supongamos que B = Vxa para cierto k y que

Fv 617"'aﬁm7 Sza}_ﬂa

donde y mo estd en « 0 y = x, y no estd libre en B y ademds en la deduccion
no se generaliza respecto a variables libres en SYa. Entonces I' - 5.

Nota En el teorema exigimos unicamente que y sea distinta de cualquier va-
riable de «, salvo que sea la propia x, mientras que antes hemos dicho que hace
falta exigir que y sea distinta de cualquier variable anterior. En realidad las
hipdtesis del teorema no son suficientes en la practica por el siguiente motivo:
en la deduccién de (§ a partir de I" se generaliza respecto de la variable y, por lo
que y no puede ser ninguna variable respecto a la cual no podamos generalizar.
De este modo, si nuestra deduccién contiene algunas variables libres y1, ..., y,
que procedan de aplicaciones previas de (EP) o de hipétesis a las que pretende-
mos aplicar el teorema de deduccién (o una reduccién al absurdo) la variable y
que introduzcamos ha de ser distinta de todas ellas.

DEMOSTRACION: Por la propiedad b) del teorema 2.5 tenemos 3y, F \/y S¥a
v, por lo tanto, I' - \/y S¥a. Por el teorema de deduccién

L, 1,...,8m FS%a — £.

Veamos que S%a — 3, Vy s¥aF 8.



2.3. Técnicas de deduccion 57

(1 -8 (hip6tesis)
(2) SYa—p (premisa)
(3) —SYa (MT 1, 2)
(4) Ay —sia (IG 3)
(5) ~Vysia (NP 4)
6) Vysia (premisa)
(1) Vysiyan-Vysia (IC5,6) (contradiccién)
8) B
De aqui que I'; B1,...,0m F G, luego ' - . n

En realidad, si v es una férmula posterior a una aplicacién de (EP) que no
tiene libre a la variable y, resulta que 7y es deducible a partir de I', y también lo
seran las que se obtengan al generalizar respecto a cualquier variable, es decir,
que en la préactica si podemos generalizar sobre férmulas que no tengan libre
a y. Notemos que en cualquier momento podemos pasar a una férmula que no
tenga libre a y mediante la regla (IP).

Un ejemplo de demostracién Veamos un ejemplo que ilustra las técnicas
que hemos introducido hasta ahora. Vamos a probar que hay una persona en el
mundo de manera que si ella vive hasta los cien anos, toda la humanidad vivira
hasta los cien afios, o sea \/y(Cy — AzCz), donde Cx significa “x vivird hasta
los cien anos”

El argumento es el siguiente: Si toda la humanidad va a vivir hasta los cien
anos, cualquier persona sirve; si por el contrario alguien no va a vivir tanto, él
cumple lo pedido, pues si él vive cien anos (falso) todos viviremos cien afos.

(1) NzCx (hipétesis)
(2) Cy (hipétesis)
(3)  NaCx (R 1)
(4) Cy — NzCzx
(5)  Vy(Cy — NaCu) (IP 4)
6)  AzCzx — Vy(Cy — NzCxz)
(1)  —=NazCx (hipdtesis)
(8) Vaz-Cz (NG T)
9)  ~Cy (EP 8)
(10) Cy (hipétesis)
(11) Cy A -Cy (IC 9, 10)
(12) AzCx (C, 11)
Cy — NzCx
Vy(Cy — NxCxz) (IP 13)

NzCz v =~ A\xzCx — \y(Cy — AxzCz) (Dil 6, 15)
NzCz vV = A\xCz (TND)
(18)  Vy(Cy — AzCx) (MP 16, 17)

Nétese el uso de (EP) en (9). La variable introducida y tiene que cumplir la
condicion de no estar libre en ninguna linea anterior. En realidad esta libre en

(13)
(14)
(15)  —-AzCzx — Vy(Cy — AxCx)
(16)
(17)
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(2) v (4), por ejemplo, pero esas lineas pertenecen a una deduccién secundaria
y no pueden ser usadas ya. A partir de (9) no se puede generalizar respecto
de y, aunque, como en (14) ligamos y mediante (IP), si la férmula a la que
hemos aplicado (EP) (es decir, =Cy) hubiera tenido mds variables libres y la
deduccién hubiera seguido, después de (14) ya hubiera sido licito generalizar
respecto a estas otras variables en férmulas en las que y estuviera ligada con el
cuantificador existencial.

Puede parecer sospechosa la linea (11), pero en realidad es un paso en la
prueba de que si ~Cy entonces Cy — AxCz. De hecho, si =Cy entonces Cy
implica cualquier cosa.

Ejercicio: Consideremos las sentencias o = /\ac(Abm — Pz A =Azz), 8 = Pb, donde
A es un relator diddico, P un relator monédico y b una constante. (Estas sentencias
pueden interpretarse asi: “El barbero afeita a todos los habitantes del pueblo que
no se afeitan a si mismos y sélo a ellos”, “El barbero es un habitante del pueblo”.)
Demostrar que

a, BFb£b.

(Es decir, deducir de las premisas que “El barbero no es el barbero”.)

Mas teoremas légicos Terminamos la seccién con algunos teoremas logicos
de interés. En este primer teorema recogemos las propiedades algebraicas del
célculo deductivo (asociatividad y conmutatividad del conjuntor y el disyuntor,
etc.) Dejamos las pruebas a cargo del lector.

Teorema 2.7 Las formulas siguientes son teoremas ldgicos:
a) aNfB—[Aa, aVpeBVa,
b) (aNB) Ay aAN(BAY), (aVB)VyeaVv(BVy),
c) aNa < a, aVaea,
Q) an@Vy) o @rBViany), av(@Ary) e @vp)Alaya).

El teorema siguiente contiene los resultados que justifican que si en un con-
texto dado contamos con una coimplicacién a < o’ entonces las férmulas « y
o’ son equivalentes, en el sentido de que todo lo que vale para una vale para la
otra. Las demostraciones no presentan ninguna dificultad, asi que las dejamos
una vez mas a cargo del lector.

Teorema 2.8 Las formulas siguientes son teoremas logicos:



2.3. Técnicas de deduccion 59
e) ((a=a)A (B p)) = ((aep) = (= p)),
f) Na(a = B) = (Az o Nz ),

9) Na(a = B) = (Ve a = Vz g),

1) Ae(a < ) — (Vi a < Ve 5).

La definicién que hemos dado de unicidad tiene la ventaja de que no involucra
sustituciones, pero en muchas ocasiones es mas util la equivalencia siguiente:

Teorema 2.9 Si la variable y no estd en la formula ax) y x Z y, entonces

F \1/;Ua(a:) = Vra A Azyla(z) A a(y) — z=1).

Nota Con la notacién que estamos empleando habitualmente para las sus-
tituciones la tltima parte del teorema se escribe Azy(a A SYa — z = y).
Hemos empleado la notacién alternativa en el enunciado porque asi es como
este resultado suele aparecer en la practica.

DEMOSTRACION: Veamos primero una implicacién (por abreviar aplicare-
mos varias reglas de inferencia simultdneamente).

(1) Vza A Aryla A Sla — x =y) (HipGtesis)

2) Sia (EC, EP 1)

3) « (Hip6tesis)

4 aANSia—z==z (EC, EG, 1)
(5) xz==2 (IC 3, 2; MP 4)
6) a—ax=z

(1) z==z2 (Hipdtesis)

®) « (ETI 2)

) PO (IB 6, 9)
) Nz(a e x=2) (IG 10)
) VyNha(a =z =y) (IP 11)
) (
)

1

Vza

Vza A Nzy(a A Sla — 2 =y) — Vza

Teorema 2.5)

La otra implicaciéon es similar:
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() Vaza (Hipdtesis)

2 VyAz(a =z =y) (Teorema 2.5)
3)  Nz(a—z=2) (EP 2)

(4) Slaez==z (EG 3)

(5)  Sia (EB, 1, MP, 4)
6) Vza (IP 5)

(7)  aAnSla (Hip6tesis)

8) a—z==2 (EG 3)

(9) Ssla—y==z (EG 3)

(10) z=y (EC 7, MP 8, MP 9, SI, TT)
(11) aASla—z=y

(12) /l\xy(a ASYa — x =y) (IG 11)

(13)  Vaza — Vza A Azy(a A Sla — z=1y)

Ejercicio: Comprobar que todas las generalizaciones en la prueba anterior son co-
rrectas.

2.4 Teorias axiomaticas

Aunque todavia no lo hemos justificado, los resultados que hemos visto hasta
aqui hacen plausible la conjetura de la nocién de deduccién légica (en el sentido
de deduccién en K, coincide con la nocién informal de deduccién que emplea el
matematico. Sin embargo, los teoremas mateméticos no son los teoremas de K.
En sus demostraciones, los mateméticos aceptan afirmaciones especificas sobre
los ntimeros, los conjuntos, etc. que no son teoremas légicos. Mas claramente,
en K soOlo se pueden demostrar trivialidades como que o — «. Si queremos
teoremas mds profundos hemos de anadir axiomas més profundos. Esto nos
lleva a las teorias axiomaticas:

Definicién 2.10 Una teoria axiomdtica (de primer orden) sobre un lenguaje
formal £ es un sistema deductivo formal T sobre £ cuyos axiomas contengan a
los de K, y cuyas reglas de inferencia sean las de K.

En estas condiciones, los axiomas de K¢ se llaman axiomas logicos de T,
mientras que los axiomas de T' que no sean axiomas de K¢ se llaman axiomas
propios de T. En la préactica, cuando hablemos de los axiomas de una teoria
axiomatica se sobrentenderad, salvo que se indique lo contrario, que nos referimos
a sus axiomas propios.

Observemos que si I" es la coleccién de los axiomas (propios) de una teoria
T y «a es cualquier formula de L, entonces

Fa Syss I'Fa.
T
En efecto, una sucesion de férmulas de £ es una demostraciéon en T si y

sblo si es una deduccién en K a partir de I'. En un caso las férmulas de I se
consideran como axiomas y en otro como premisas.
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Por ello, todos los resultados que conocemos sobre deducciones en K son
vélidos inmediatamente para cualquier teoria axiomaética.

Ahora podemos decir que nuestro objetivo es encontrar una teorfa axiomatica
cuyos teoremas sean precisamente los teoremas que aceptan como tales los ma-
teméticos. Veremos que no hay una sola. A estas teorias capaces de formalizar
toda la matemadtica se las llama teorias axiomdticas de conjuntos.

La aritmética de primer orden Veamos un ejemplo de teoria axiomatica.
Se trata de la teorfa més sencilla no trivial con contenido matemé&tico. Aunque
no es, ni mucho menos, una teoria de conjuntos, desde un punto de vista formal
no hay ninguna diferencia cualitativa, por lo que nos servird como ilustracion.

Definicién 2.11 El lenguaje de la aritmética de primer orden es un' lenguaje
formal (con descriptor) cuyos signos eventuales son una constante 0, un funtor
monddico S y dos funtores diddicos + y -.

En la préactica escribiremos
tl = St, tl + t2 = +t1t2, tl 't2 = ~t1t2.
La aritmética de primer orden o aritmética de Peano (de primer orden) es

la teoria axiomadtica P sobre el lenguaje que acabamos de introducir y cuyos
axiomas son los siguientes:

P1 Az 2’ #0,

P2 Azy(a’ =y —x=y),
P3 Az(z +0=2z),

P4 Aay(z+y = (z +y)'),
P5 Az(z-0=0),

P6 Ney(z-y =2y +u),

P7 a(0) A Az(a(z) — a(2’)) — Aza(x),  para toda férmula a(z) que
tenga libre la variable z (no necesariamente la tnica).

Observemos que P7 no es un axioma, sino un esquema axiomético que de-
termina infinitos axiomas, uno para cada férmula o posible.

1La tnica razén por la que decimos “un” y no “el” es porque no precisamos la forma
concreta de los signos del lenguaje. Si entendemos que dicha forma es irrelevante, entonces el
lenguaje que estamos definiendo es unico.
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Notas La aritmética de Peano es un prototipo de teoria axiomédtica formal.
Nos permite hablar con rigor sobre los nimeros naturales sin especificar en
ningun momento lo que son. Asi, podemos pensar que P1 significa que “el 0 no
es el siguiente de ningin nimero natural”, pero, “oficialmente”, nunca hemos
dicho que 0 signifique “cero” ni, mucho menos, que “/\x” signifique “para todo
nimero natural”. “Oficialmente” sélo podemos decir que P1 es una férmula
de un lenguaje formal, lo que no quiere decir otra cosa sino que satisface la
definicién de férmula. Similarmente, podemos afirmar que la sentencia

Neyz((x+y) + 2z =2+ (y +2))

es un teorema de P, y con ello no queremos decir que la suma de nimeros
naturales sea asociativa, sino inicamente que es posible construir una sucesion
finita de férmulas que acaba con la anterior y que satisface nuestra definicién
de deduccién. Vamos a esbozarla: Abreviaremos

a(z) = (@+y) +z=a+(y+2).

Demostramos «(0) usando P3 y a(z) — a(z’) usando P4, de aqui pasamos
a Nz(a(z) — a(2')) por (IG), de aqui a Az a(z) por P7 y de aqui Aryza(z)
por (IG), que es la sentencia buscada.

Este cuidado por hablar de los ntimeros naturales sin reconocer en ningin
momento que estamos hablando de nimeros naturales es superfluo en este caso
concreto, pero cuando queramos hablar de conjuntos con la generalidad con
la que hablan de ellos los matematicos serd crucial que podamos hacerlo sin
necesidad de aclarar qué debemos entender por “conjunto”.

Cuando trabajamos con teorias axiomaticas como P, que nos permiten hablar
sobre los numeros naturales, hemos de distinguir entre los niimeros naturales
metamatemdticos y los nimeros naturales en los que pensamos cuando “oficial-
mente” no estamos hablando de nada. Los razonamientos siguientes mostrardn
la importancia de este punto.

En el lenguaje de la aritmética de Peano podemos considerar la sucesion de
designadores
07 0/’ 0//’ 0///’ Oll/l, .

Conviene representarlos por 0, 0 02 0B 0®) . de modo que, en
general, para cada natural (metamatemadtico) m, representaremos por 0 al
designador formado por 0 seguido de n aplicaciones del funtor “siguiente”. A
estos designadores los llamaremos numerales.

Es crucial comprender que en “0(™” la “n” es una variable metamatemética
(un pronombre indefinido castellano que se refiere a un nimero natural arbitra-
rio), pero no es una variable del lenguaje formal de la aritmética. Del mismo
modo que en 0, 0’, 0, etc. no hay variables libres, ni aparecerd ninguna variable
por més comitas que anadamos, en 0™ no hay ninguna variable libre, lo que
hay es una constante y n funtores, pero ninguna variable. En particular, es un
sinsentido escribir

Amn o(m) 1 o) = o) 4 glm),
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Si tratamos de interpretar “eso”, el cuantificador /\ nos obliga a sobrentender
—como hemos hecho hasta ahora muchas veces— que “m” y “n” denotan dos
variables de £, como podrian ser m = x5 y n = xg, pero eso nos obligaria a
interpretar el “término” 0(%3), y esto no estd definido: sabemos lo que es 0, 0 0
con una comita, o 0 con dos comitas, o, en general, 0 con n comitas, donde n
es un numero de comitas, pero nunca hemos definido 0 con x5 comitas, donde
5 Nno es un numero, sino una variable.

Lo que sf tiene sentido es el metateorema siguiente:

Teorema Para todo par de nimeros naturales m y n, se cumple

;Wm+¢m:mm+mw, (2.1)

Esto es un esquema teoremético, que afirma que las infinitas sentencias que
se obtienen sustituyendo m y n por numeros naturales determinados son, todas
ellas, teoremas de P.

Podemos probarlo de dos formas: una es demostrar algo mas general, a
saber, que

}ﬂ—)/\xy:n+y:y+w (2.2)

Una vez establecido esto, cada caso particular de (2.1) se sigue de aqui por
la regla de eliminacién del generalizador aplicada dos veces, a los designadores
00m) y o),

Ejercicio: Demostrar en P la sentencia /\my(m +1y' =2’ +y). Usar esto para probar
la sentencia (2.2).

La otra alternativa es demostrar el metateorema directamente o, mejor adn,
deducirlo de este otro metateorema:

Teorema Para cada par de niimeros naturales m y n se cumple

0™ 4+ o) = glm+n), (2.3)
P
Aqui hemos de distinguir entre el funtor +, que aparece en el miembro
izquierdo, de la suma de ntmeros naturales +, que aparece a la derecha. Este
esquema teorematico no es sino la “tabla de sumar”. En efecto, afirma que
cualquier suma bien calculada, como pueda ser 2+ 3 = 5, es un teorema de P o,
mejor dicho, se corresponde con un teorema de P, en este caso con la sentencia
0"+ 0" = 0" o, mas brevemente, 02) 4 03) = 0®),
Esto se demuestra facilmente por induccién (metamatemadtica) sobre n. En
efecto, para n = 0 lo que hay que probar es

|_0(m) +0= O(m)7
P

lo cual se sigue de P3, y, supuesto cierto para m, es decir, admitiendo que te-
nemos una demostracién de 00™ + 0" = 0("+") podemos prolongarla como
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sigue: eliminando el generalizador en la sentencia Az 2’ = 2’ (que claramente
es un teorema légico) obtenemos (0(™) + 0™ = 0(m+7)’  Est4 sentencia es
idéntica a (0™ + (™))" = o(m+7+1) y aplicando P4 (y este mismo hecho otra
vez) obtenemos 0™ 4 0(*+1) = g(m+2+1) " como querfamos probar. Observemos
que en esta prueba no hemos usado el axioma P7. Por ello no se trata de una
induccién matematica. Sino metamatemdtica. Lo que acabamos de razonar no
es riguroso porque se apoye en unos axiomas prefijados, sino porque es conclu-
yente, en el sentido de que a partir de este argumento cualquiera puede disenar
sin dificultad un algoritmo que nos proporcione una demostraciéon formal de
(2.3) para cualquier par de nimeros naturales dados.

Una vez probado (2.3) es facil deducir (2.1). Basta observar que, dados m y
n, sabemos probar

- o(m) 1 ) = glm+n) A o) + olm) — 0("+m)’
P

pero como m + n = n + m, sucede que 0" +7) = g(ntm) (ambos designadores
son la constante 0 precedida del mismo nimero de funtores), luego (2.1) se sigue
de la simetria y transitividad de la igualdad.

El lector que encuentre inadmisible que usemos la conmutatividad de la suma
de numeros naturales —lo hemos hecho al apoyarnos en que m +n =n + m—
para probar la conmutatividad de la suma de nimeros naturales (2.1), deberfa
convencerse de que probar (2.1) no es probar la conmutatividad de los niimeros
naturales. Es probar que una cierta sentencia es un teorema de una cierta teoria
axiomdtica. Algo muy distinto. Uno puede saber que la suma de niimeros
naturales es conmutativa y no saber que (2.1) es demostrable en P.

En el capitulo VI sistematizaremos estos hechos. Los hemos anticipado aqui
para que el lector pueda juzgar si deberia meditar méas sobre todo lo visto hasta
ahora antes de seguir adelante. La consecuencia més importante que debemos
extraer de estos hechos es que la formalizacion de la aritmética no nos exime de
trabajar con los nimeros naturales en términos metamatemé&ticos no formales.

Definiciones formales Cuando definamos el lenguaje y los axiomas de la
teoria de conjuntos tendremos definido con todo rigor la nocién de demostracion
matematica, pero nos falta todavia interpretar desde un punto de vista légico
lo que hace el mateméatico cuando introduce una definicién.

Supongamos, por ejemplo que en la teoria P queremos definir la relacién
de orden en los nimeros naturales. Una forma de hacerlo de acuerdo con los
hébitos del matemdtico seria mediante:

DEFINICION: Diremos que un nimero natural & es menor o igual
que otro y, en signos, x < y, si se cumple \/z z 4+ z = y.

Hay béasicamente dos formas de interpretar esto. Una es considerar que
estamos anadiendo un nuevo relator diadico al lenguaje de P, de modo que,
visto asi, una definicién matematica en una teoria 71" consta de dos partes:
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— Anadir un nuevo relator al lenguaje de T', en este caso el relator <,
— Anadir un nuevo axioma a T, en este caso la férmula

r<y=Vzz+z=y.

En efecto, la definicién se comporta como un axioma: es una afirmacién que
puede usarse en las demostraciones y a la que no se le exige una demostracién.

Este punto de vista tiene varios inconvenientes. Por lo pronto hace que no
exista una teorfa fija, sino que cada vez que anadimos una definicién estamos pa-
sando de una teoria a otra distinta. A su vez esto exige justificar que no importa
el orden en que damos las definiciones. Por otra parte, es necesario explicar la
diferencia que hay entre los axiomas-axiomas y los axiomas-definiciones. Por
ejemplo, en teoria de conjuntos no podemos equiparar la definicién de espacio
vectorial con el axioma de eleccion, y la diferencia no es tUnicamente que el
axioma de eleccién no incorpora un nuevo relator a la teoria. Esencialmente,
esto conlleva probar que las definiciones no anaden teoremas esenciales, en el
sentido de que cualquier teorema demostrado con el apoyo de una definicién es
equivalente a un teorema que no requiere en su enunciado el concepto definido
y que a su vez puede ser probado sin ayuda de la definicién. Afortunadamente
todos estos hechos resultan triviales si concebimos las definiciones de otra forma
equivalente.

Para nosotros, las definiciones no seran mas que abreviaturas de férmulas.
Asi, en el ejemplo que discutiamos, la definicién de la relacién de orden se reduce
a establecer que

r<y=Vzr+z=y,

es decir, que = < y no sera sino una forma abreviada de referirnos a la férmula
de la derecha, exactamente igual que hemos convenido que a V 3 no es més que
una forma abreviada de referirnos a - — (. En particular, z < y no consta de
un relator diddico y dos variables, sino que es una férmula de longitud 9, cuyo
primer signo es el negador, su segundo signo el cuantificador universal, etc.

Concibiendo asi las definiciones trabajamos siempre en la misma teoria y es
facil ver que todas las cuestiones planteadas antes se vuelven triviales. Esto sirve
para cualquier definicién de tipo relacional, es decir, que introduzca una férmula
como x < y. Mas delicada es la cuestién de las definiciones funtoriales, es decir,
las que introducen términos. Por ejemplo, cualquier matematico admite esto
como definicién rigurosa en la aritmética de Peano:

DEFINICION: Dados dos ntimeros naturales x e y tales que z < v,
llamaremos diferencia entre ellos, en signos y — x, al inico nimero
natural z tal que y = x + z.

(Supuesto que previamente se haya demostrado que existe tal z y es tnico.)
Desde el punto de vista de ampliacién del lenguaje, podemos considerar que
anadimos un nuevo funtor diddico — junto con el axioma

Ney(x <y—y=z+(y—x). (2.4)
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De nuevo, esto es una fuente de detalles que hay que precisar. Ademads
de todas las cuestiones que ya hemos comentado antes, hay que especificar las
condiciones que han de cumplirse para que sea licita una definicién de este
tipo (en este caso el haber probado antes la existencia de la resta, pero (y en
general?), ademds deja una laguna a la hora de interpretar expresiones “mal
definidas” como 0(3) — (),

Nosotros adoptaremos la misma postura que en el caso de las definicio-
nes relacionales, pero hay que destacar que no podriamos hacer tal cosa si no
hubiéramos incorporado el descriptor a nuestros lenguajes formales. En el ejem-
plo que estamos considerando, basta establecer que

y—zrz=zly=x+ -z

Podemos definir esto en cualquier momento y sin ninguna hipétesis. Ahora
bien, para probar en P el teorema (2.4) necesitamos probar primero el teorema

Nrylx <y —Vzy=2x+2).

Notemos que sélo hay que probar la unicidad, pues la existencia es la defi-
nicién de x < y. Una vez probado esto, podemos probar (2.4) usando la regla de

1
las descripciones propias: suponemos z < y, con lo que tenemos \/z = + z =y,
luego por (DP) concluimos SY ™%y = x + z, es decir, la tesis de (2.4).

Las descripciones impropias no presentan ningin problema. Una vez pro-
bado que =z 0) = 00) + 2, la regla de las descripciones impropias nos da
que

0® — 00 = |z ==

Aunque no tiene interés, pues las descripciones impropias no sirven para
nada, podriamos precisar esto aniadiendo a P el axioma 0 = z|z = z, y asf
podriamos probar, mas concretamente, que 0 — 0 = 0.

Ejercicio: Definir en P el maximo de dos ntimeros naturales.

2.5 Descriptores

Dedicamos esta seccién a estudiar con mas detalle el comportamiento de
los descriptores en el calculo deductivo. Dado que el lector puede estar poco
familiarizado con ellos aun si estd familiarizado con la légica, empezaremos
probando un hecho elemental para familiarizarnos con su uso formal. El primero
afirma que no hemos de preocuparnos por la férmula en concreto que elegimos
para definir un concepto mediante un descriptor, pues férmulas equivalentes dan
lugar a descripciones iguales.

Teorema 2.12 Se cumple - N\x(a < ) — x|a = z|3.
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DEMOSTRACION: Daremos un esbozo de la prueba. Suponemos la hipdtesis
1 1
Az(a < ) y distinguimos dos casos: Vza vV =\Vzxa.

1 1
En el primer caso, el teorema 2.8 nos da Vza A Vzg3, y la regla de las
descripciones propias nos da Silaa A S;lﬁ B. Eliminando el generalizador en
la hipdtesis tenemos Sﬁwa — Silﬂﬂ, luego Sﬁlaa A Sﬁlﬁa. Aplicamos 2.9 a la

unicidad en a y concluimos que z|a = z|3.

1 1
En el segundo caso, el teorema 2.8 nos da =\/za A =VzB. La regla de las
descripciones impropias nos lleva a que zja = z|ly = y A z|6 = yly = v, luego
también z|a = z|f. "

Nota El lector no debe estudiar esta demostracion y otras similares como si
estudiara un teorema matematico, en el sentido de que su preocupacién principal
no ha de ser convencerse de que el resultado es cierto — en algiin sentido de
la palabra “cierto” del que no hemos hablado—, sino convencerse de que es
demostrable en K. Asi, debera darse por satisfecho cuando se convenza de
que el esbozo de prueba que hemos dado puede desarrollarse hasta convertirse
en una demostracion légica que no use nada cuyo uso no esté justificado en K.

En la seccién anterior hemos visto como el descriptor es necesario para in-
troducir nuevos conceptos a una teoria sin necesidad de extender su lenguaje y
anadir nuevos axiomas. Como hemos comentado alli, esto evita muchos teore-
mas prolijos sobre las definiciones, pero por otra parte hemos de observar que
el descriptor complica notablemente la gramatica de los lenguajes formales. En
efecto, en un lenguaje sin descriptor podemos definir los términos a partir de
las variables, las constantes y los funtores y luego definir las férmulas a partir
de los términos. A su vez esto permite separar los términos de las férmulas en
los razonamientos inductivos, que en un lenguaje con descriptor han de hacerse
conjuntamente.

Sin embargo, estos inconvenientes son sélo aparentes, pues, como vamos a
ver a continuacién, los descriptores pueden eliminarse casi por completo (en
algunos casos podemos suprimir el “casi”). La idea es que una descripcién
puede sustituirse por una perifrasis: en lugar de decir,

“La reina de Inglaterra se llama Isabel”

(o sea, “el = tal que x es reina de Inglaterra se llama Isabel”) podemos decir
“Fxiste un x tal que x es reina de Inglaterra y x se llama Isabel”,

y aqui ya no hay ninguna descripcién. Esta solucién no es completamente
general, pues presupone que existe una unica reina de Inglaterra. Si queremos
parafrasear “El rey del pais P es calvo”, donde no sabemos qué pais es P ni,
por consiguiente, si tiene o no tiene rey, deberemos decir:

“O bien eziste un Unico x tal que = es rey del pais P y x es calvo,
0 bien no existe un unico x tal que x es rey del pais P y en tal caso
x|z =z es calvo.
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Vemos que nos queda una “descripcion residual”, en la forma x|z = x, pero
al menos es siempre la misma, no depende de la férmula que parafraseamos.
Por eso hablabamos de eliminar los descriptores casi por completo.

El teorema siguiente contiene la idea central de esta discusion:
Teorema 2.13 Six # y, se cumple
l—y:1:|a<—>/\x(a<—>m:y)\/(—\\l/aca/\y:z|z:z),
DEMOSTRACION: Esbozamos la prueba. Bajo la hipétesis y = z|a, distin-

1 1
guimos dos casos, o bien Vz « o bien =\/z a.

En el primer caso, por la definicién de unicidad, tenemos \V/yAz(a < x = y).
Eliminamos el particularizador (cambiando de variable porque y la tenemos ya
libre y no podemos generalizar sobre ella), con lo que Az(a <+ x = z). Elimi-
nando el generalizador llegamos a Sy g s (z|a)) = z, pero la parte izquierda
la tenemos por la regla de las descripciones propias, con lo que z = z|a. Por
hipétesis, z = y y por la equivalencia de términos idénticos Ax(a < z = y).

En el segundo caso, la regla de las descripciones impropias nos permite
afirmar que z|a = z|z = z y por hipdtesis y = z|z = 2, lo que nos lleva a
la conclusién.

Supongamos ahora el término derecho del teorema. Por la regla del dilema
basta probar que ambas disyuntivas nos llevan a y = z|a.
Si suponemos (x): Az(a < x = y), introduciendo el particularizador \/y
1

obtenemos \z a, luego la regla de las descripciones propias nos da S&“a. Por

otro lado, eliminando el generalizador en (*) obtenemos Sz “a < y = z|a, luego

concluimos que y = z|a.
1

Si suponemos ~\/xa A y = 2|z = z, la regla de las descripciones impropias
nos da que z|a = z|z = z, luego concluimos igualmente que y = z|a. "

Observemos que el miembro derecho de la férmula del teorema anterior puede
tener descriptores (aparte del que aparece explicitamente) si los tiene . No
obstante, una aplicacion reiterada de este resultado més un pequeno truco para
eliminar la descripcién impropia nos permiten eliminar todos los descriptores
de una férmula. Lo probamos en el teorema siguiente:

Teorema 2.14 (Teorema de cuasieliminacién de descriptores) Sea c una
constante de un lenguaje formal L con descriptor y sea 0 una expresion de L.
Entonces

e 5i 0 es una férmula, existe otra férmula @' con las mismas variables libres
que 0 y sin descriptores tal que c=z|(z =2)F 6 < 0.

e Si 0 es un término e y no estd libre en 6, existe una formula ¢ sin des-
criptores con las mismas variables libres que y = 0 tal que

c=zlz=2)Fy=0«< ¢.
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de 6.
Sif=x; sirve o =y = x;.
Sif=c;sirve p =y =gc;.

Sif =Rt -t,, sean yi, ..., Yy, variables que no estén en #. Por hipétesis
de induccidén existen féormulas sin descriptores ¢1, ..., ¢, con las mismas varia-
bles libres que y; = t; de manera que

c=z[(z=2)Fy =t < ¢
Se comprueba que 6 = \/y1 -+ yn(d1 A -+ A ¢y A Ry -+ y,) cumple lo
pedido.

Sif = fl't1---t,, sea y una variable que no esté en 6 y sean yi,...,Yn
variables que no estén en y = 6. Por hipétesis de induccién hay n férmulas sin
descriptores ¢; con las mismas variables libres que y; = t; de manera que

c=zl(z=2)Fy =t < ¢
Se comprueba que ¢ = Vi - yn(@1 A+ A dp Ay = fPy1 -+ ) comple
lo pedido.

Si 8 = —a, por hipétesis de induccién existe o sin descriptores y con las
mismas variables libres que o de modo que c =z|(z = 2) F a < .

Claramente 6’ = —a’ cumple el teorema.

Si 6§ = a — 3, por hipétesis de induccidén existen o' y 3’ con las mismas
variables libres que « y ( respectivamente y sin descriptores, tales que

c=zlz=2)Fa+d, c=zl(z=2)F B
Claramente §' = o/ — 3’ cumple el teorema.

Si @ = Aua, por hipétesis de induccién existe o/ sin descriptores y con las
mismas variables libres que « tal que c = z|(z = 2) F a < .
Se comprueba que 6’ = Aua’ cumple el teorema.

Si # = z|a, por hipétesis de induccién existe o’ sin descriptores y con las
mismas variables libres que a tal que c = z|(z = 2) F a < .
Segun hemos probado antes,

l—y=x|oz<—>/\x(a<—>w=y)v(ﬁ\l/ma/\y:z\(z:z)).

De aqui se sigue que
1
c=zlz=2)Fy=zla = Nz(a—=2=y)V (=Vea Ay =c),

1
de donde se concluye que ¢ = Az(a — = =1y) V (-Vza A y = ¢) cumple lo
pedido. n

De este modo, si en la aritmética de Peano afiadimos el axioma 0 = x|z = x,
tal y como ya habiamos comentado en la secciéon anterior, tenemos que toda
férmula es equivalente en P a una férmula sin descriptores. Mds adelante pro-
baremos que todo teorema sin descriptores puede demostrarse sin descriptores.
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2.6 Forma prenexa

Los lenguajes formales permiten definir una nocién de “complejidad” de una
afirmacion que resulta 1til en contextos muy variados. Es frecuente que a los
estudiantes les cueste asimilar la nocién de limite de una funcién en un punto
mas de lo que les cuesta comprender otros conceptos del mismo nivel. Uno de
los factores que influyen en ello es que empieza mas o menos asi: “Para todo
€ > 0 existe un § > 0 tal que para todo x € R, ...”. La dificultad no esta en
que haya tres cuantificadores, pues una definicién que empiece con “Para todo
€, para todo § y para todo x se cumple ...” resulta mucho mas sencilla. La
complejidad de la definiciéon de limite se debe a que los tres cuantificadores se
alternan: “para todo. .. existe. .. para todo ...”

Vamos a definir la complejidad de una férmula en términos de la alternancia
de sus cuantificadores. Para ello introducimos la nocién de forma prenexa:

Definicién 2.15 Se dice que una férmula sin descriptores a de un lenguaje
formal L estd en forma prenera si a = wag, donde o es una férmula sin
cuantificadores y 7 es una sucesién finita de cuantificadores universales Az y/o
existenciales \z. A 7 se le llama prefijo de a.

Vamos a demostrar que toda férmula sin descriptores es logicamente equiva-
lente a una férmula en forma prenexa. La prueba se basa en el teorema siguiente,
que dejamos como ejercicio:

Teorema 2.16 Se cumple:

F(a— AxB) < Nx(a — B)  six no estd libre en
F(a— VaB) « Vz(a — B) six no estd libre en a,
F(Ara — B) < Va(a — B) six no estd libre en (3,
F(Vza — B) < Az(a — B) six no estd libre en 3,
F(aV AzB) < Az(aV B)  siz no estd libre en o,
F(aV VzB) < Vx(aV ) sixz no estd libre en
F(Aza A B) «— Nx(aAB)  six no estd libre en 3,
F(Vrza A B) < Va(a AB)  six no estd libre en (3.

Ahora es facil probar:

Teorema 2.17 Si « es una formula sin descriptores, existe otra formula 5 en
forma prenexa con las mismas variables libres que « tal que - a < .

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre la longitud de «.
Sia =Rl ---t,, entonces ya estd en forma prenexa. Tomamos 5 = a.

Si @ = —, por hipétesis de induccién sabemos que F v < 7d, para cierta
férmula 7é en forma prenexa, luego por el teorema 2.8 tenemos F —y « —7d.
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Aplicando (NG) y (NP) podemos “meter” el negador, y as{ - =y < 7/=4, donde
7’ es la sucesién de cuantificadores que resulta de cambiar cada cuantificador
universal de m por uno existencial y viceversa.

Si a = v — 0, por hipétesis de induccién & 7y <+ we y = § < 'y, Aplicando
el teorema 2.5 si es preciso, podemos suponer que las variables que liga m no
estdn en 7'n y viceversa. Por el teorema 2.8 tenemos que - o < (me — 7'n). Por
el teorema anterior, - a «» 7'(me — n), y asi mismo, F (re — 1) < 7'’(e — n).

Usando (IG) llegamos a que - 7' ((me — 1) < ©”(e — n)). Por 2.8, tenemos

que - 7' (we — n) < 7’7" (e — n) y, por lo tanto, F a « 7’7" (e — n).

Si a = Az, por hipétesis de induccién - v « 76. Por (IG) tenemos que
F Ax(y < 78) y por 2.8 queda F a « Aznd.

Es facil comprobar que en cada caso las variables libres de la férmula cons-
truida son las mismas que las de la formula dada. [

En la préactica es facil extraer los cuantificadores de cualquier formula dada
usando el teorema 2.16. Aqui tenemos un primer ejemplo de la necesidad de
eliminar los descriptores en ciertos contextos: no es posible extraer los cuan-
tificadores de una descripcién por lo que en el teorema anterior teniamos que
partir de una férmula sin descriptores, pero ahora sabemos que, bajo hipétesis
minimas, toda férmula es equivalente a una féormula sin descriptores, que a su
vez tiene una forma prenexa, luego cualquier formula tiene una forma prenexa.

Hemos probado que toda féormula sin descriptores es logicamente equivalente
a una féormula en forma prenexa, no necesariamente unica, pero dentro de cada
teoria axiomatica podemos encontrar, en general, formas prenexas més simples
(cuya equivalencia con la férmula dada requiera los axiomas propios de T).
La nocién de “formas prenexas més simples” queda precisada por la definicién
siguiente:

Definicién 2.18 Una férmula « es de tipo ¥, (I1,,) en una teorfa T si admite
una forma prenexa cuyo prefijo conste de n bloques de cuantificadores alterna-
dos empezando por un cuantificador existencial (universal). Las férmulas sin
cuantificadores se llaman férmulas Ag.

Por ejemplo, una férmula de tipo >3 es

VazyAvowVz(z +u =y A yov = 2).

Naturalmente, una misma férmula puede ser de varios tipos a la vez y
ademds, como ya hemos comentado, el tipo de una férmula depende de la teoria
en la que trabajemos. De hecho, introduciendo variables en los prefijos es facil
ver que toda férmula ¥, o I, es también ¥, y II,, para todo m > n, por lo
que con esta clasificacion las férmulas quedan ordenadas en una doble jerarquia
que mide su complejidad.

2.7 Consideraciones finales

El célculo deductivo que hemos presentado aqui, salvo en lo tocante a los
descriptores, que son mucho mas recientes, se debe esencialmente a Frege. La
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teoria axiomdtica P para describir los ndmeros naturales es de Peano, si bien él
trabajaba con un sistema de segundo orden, lo que le permitia definir la suma y
el producto sin necesidad de tomar sus propiedades como axiomas. Esto reduce
los axiomas de siete a tres, a los que hay que anadir los que afirmaban que “el
cero es un numero natural” y “el siguiente de un ntimero natural es un nimero
natural” (afirmaciones vacias en nuestra teoria), lo que nos da los cinco axiomas
clasicos de Peano.

Sin embargo, tanto Frege como Peano concebian sus cédlculos deductivos
como un estudio explicito de las leyes del razonamiento matematico. El primero
en presentar el calculo deductivo como una teoria formal, es decir, desvinculada
de todo posible significado de sus signos, fue Hilbert.

También fue Hilbert el primero en formular la distincién moderna entre
matematica, y metamatemadtica y el primero en discutir los requisitos que debe
cumplir el razonamiento metamatematico para ser fiable. Como anunciamos en
la introduccion, nosotros violaremos en parte los requisitos finitistas que propuso
Hilbert, pero de momento ain no lo hemos hecho.

Es fécil encontrar libros que, bajo un titulo genérico en torno a la palabra
“légica”, dedican todas sus paginas a demostrar resultados similares a los de
este capitulo, pero llegando a teoremas aparentemente sofisticados y con nom-
bres pomposos como “introduccién del generalizador en el consecuente”, etc.
Un lector ingenuo que hojee uno de estos libros puede sacar facilmente dos con-
secuencias igualmente infundadas: que la légica es muy aburrida o que la logica
es muy interesante. Ambas seran infundadas porque esos libros no tratan de
logica. Mas exactamente, la relacién entre la lgica y el contenido de estos libros
es la misma que entre la matematica y un cuadernillo de multiplicaciones. Esos
libros presentan el célculo deductivo con reverencia, como si nos ensenara algo,
cuando la verdad es que todos sus teoremas, por sofisticada que pueda llegar
a ser su presentacion, son tan triviales como o — «, son hechos que cualquier
matematico ya sabe o, al menos, de los cuales se convenceria en breves segundos
si es que los llegara a necesitar alguna vez. Un lector cabal ha de tener claro
que K¢ no ensena nada. Nuestro propdsito es usar K¢ como herramienta para
aprender hechos muy profundos sobre el razonamiento matematico, pero los
teoremas de K en si mismos son triviales. Esto lo probaremos en el capitulo
ITI, mientras que en el capitulo IV veremos que todas las férmulas triviales (en
un sentido que hemos de precisar) son teoremas de K.

Con esto podremos justificar que Ky cumple exactamente su mision, que
no es la de ensenarnos logica, sino la de contener toda la légica que nosotros
sabemos, que resulta ser, de hecho, toda la 16gica. Con ello habremos reducido
toda cuestién sobre la capacidad de razonamiento 1égico a un anélisis de ocho
axiomas y dos reglas de inferencia y, anadiendo unos pocos axiomas mds, ten-
dremos bajo el microscopio toda la capacidad de razonamiento matematico. Es
a partir de aqui cuando K, nos resultara ttil y cuando de verdad empezaremos
a investigar la légica. En resumen: confundir un libro de légica con un libro de
célculo deductivo es como confundir un libro de pintura con un libro de pincel.



Capitulo III

Modelos

En los dos capitulos anteriores hemos insistido en que los lenguajes forma-
les posibilitan una definicién precisa de lo que son los teoremas de una teoria
axiomatica sin obligarnos en ningin momento a determinar el significado de sus
férmulas. Esto es crucial para fundamentar la matematica abstracta, pues es
facil especificar unos axiomas para la teoria de conjuntos y seria muy dificil, si
no imposible, especificar qué debemos entender por un conjunto. No obstante,
el hecho de que no necesitemos precisar el significado de las férmulas de una
teoria axiomatica no impide que dichas férmulas puedan tener un significado
muy concreto. Asi, podemos afirmar que la sentencia Azy = +y =y + 2 es un
teorema de la aritmética de Peano y con ello, estrictamente, inicamente estamos
diciendo que esta combinacién de signos satisface la definicién de féormula y que
existe una sucesion de féormulas que acaba con ella y que satisface la definicién
de demostracion, pero lo cierto es que cualquier matemaético ve ahi algo mas que
el hecho de que se satisfacen unas definiciones combinatorias. Todo matematico
entiende que ahi dice que la suma de nimeros naturales es conmutativa. En
este capitulo nos vamos a ocupar de la relacién entre las teorias axiomaticas
y sus interpretaciones posibles. Los conceptos que introduciremos para ello se
deben esencialmente a Alfred Tarski.

3.1 Conceptos basicos

Para definir con rigor la nocién de interpretacién de una férmula de un
lenguaje formal necesitamos hablar de colecciones de objetos y de relaciones y
funciones abstractas entre ellos. Esto nos pone al borde de un circulo vicioso.
En efecto, las nociones generales de “conjunto”, “relacién” y “funcién” estan en
la base misma de la matemd&tica abstracta, y son la causa de que no podamos
fundamentar rigurosamente la matematica sin la ayuda de una teorfa axioméatica
formal. Por otra parte, ahora afirmamos que vamos a usar estas nociones para
estudiar la nocién de teoria axiomatica con la que queremos fundamentar estas
nociones.

73
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El circulo se rompe si tenemos presente que, aunque no podemos confiar
en nuestra nocién intuitiva general de conjunto, relaciéon o funcién, no es me-
nos cierto que conocemos con precision algunas colecciones de objetos, algunas
relaciones y algunas funciones concretas.

Por ejemplo, sabemos perfectamente lo que decimos cuando hablamos de la
coleccion formada por las piezas de un juego de ajedrez. Podemos decir que
consta de 32 elementos, de los cuales 16 serdn piezas blancas y 16 negras, etc.
Cualquier pregunta sobre las piezas de ajedrez puede ser planteada y respondida
con absoluta precision.

Del mismo modo, podemos hablar con toda precisién de la coleccién de to-
dos los niimeros naturales. Es cierto que no tenemos por qué saber la respuesta
a cualquier pregunta acerca de ellos, debido a que son infinitos, pero si sabemos
qué significa cualquier afirmacién sobre los nimeros naturales. También cono-
cemos la coleccion de los ntimeros pares, en el sentido de que no hay duda de qué
nimeros naturales son pares y cuales son impares y, lo que es més importante,
de que sabemos qué significa una afirmacion sobre la totalidad de los nimeros
pares: significa que la cumple el 0, y el 2, y el 4, etc.

Por el contrario, no esté claro qué debemos entender por una afirmacién so-
bre la totalidad de las colecciones formadas por nimeros naturales. Conocemos
algunas colecciones de ntimeros naturales, pero no tenemos ninguna represen-
tacion de la totalidad de ellas o, al menos, no una representacién suficientemente
precisa como para que podamos razonar sobre dicha totalidad sin el auxilio de
una teoria axiomatica.

Asf pues, cuando hablemos de una coleccion de elementos U entenderemos
que hablamos de una de esas colecciones de objetos que conocemos con precision,
de modo que cualquier afirmacién del tipo a es un elemento de U, o b no es
un elemento de U y, mas aun, cualquier afirmacién sobre la totalidad de los
elementos de U tenga un significado preciso.

No tenemos ninguna definicién precisa de qué es una coleccién de objetos
bien definida, pero si tenemos definiciones precisas de muchas colecciones de
objetos. Siempre estd claro si una coleccién esta bien definida o no, pues si
hay alguna duda es que no lo esta. Las afirmaciones generales que hagamos
sobre colecciones de objetos sélo adquirirdn un significado concreto cuando se
particularicen a colecciones concretas bien definidas. Esto se entenderd mejor
en cuanto dispongamos de ejemplos.

Similarmente, una funcion n-ddica en U serd un criterio bien definido por el
que a cada n elementos de U repetidos o no y en un cierto orden se les asigna
otro elemento de U. Si f es una funcién n-adica en U, representaremos por
f(aq,...,a,) al elemento de U asignado por f a los elementos az, ..., a, en este
orden.

I Evitamos la palabra “conjunto” porque la reservamos para el uso técnico que le daremos en
teoria de conjuntos. Asi, del mismo modo que hemos de distinguir la nocién de “nimero natu-
ral” metamatemdtico de la nocién de “nimero natural” como concepto técnico de la aritmética
de Peano, distinguiremos entre coleccién de elementos metamatemdtica (como pueda ser la
coleccién de los axiomas de Peano) de la nocién de “conjunto” que no la definiremos, sino que
la introduciremos axiométicamente en su momento.
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Una relacion n-ddica en U es un criterio bien definido por el cual seleccio-
namos ciertos grupos de n elementos de U repetidos o no y en un cierto orden.
Si los elementos aq, ..., a, en este orden constituyen uno de los grupos seleccio-
nados por una relacién R, escribiremos R(aq,...,a,), y diremos que a1, ..., ay,
estan relacionados por R.

En general, si U es una coleccion de elementos, llamaremos =7, o simple-
mente =, a la relacién diddica en U dada por =(a,b) syss a y b son el mismo
objeto de U. Escribiremos a = b en lugar de =(a, b).

Al igual que con las colecciones, cualquier afirmacién que hagamos sobre
relaciones o funciones en general deberd entenderse como una afirmacién que
serd verdadera cada vez que se particularice a relaciones o funciones concretas
bien definidas.

Con estas nociones, estamos ya en condiciones de definir el concepto de mo-
delo de un lenguaje formal. Observemos que para darle un significado a una
sentencia como A\x(Hz — —Mx) hemos de especificar el universo de objetos de
los que pretendemos hablar (con lo que establecemos el significado del cuantifi-
cador Az) y el significado de los relatores H y M. Si, por ejemplo, establecemos
que el universo de objetos es la coleccién de todas las personas vivas ahora, que
H ha de interpretarse como la relacién monddica “ser un hombre” y que M ha
de interpretarse como la relacién “ser una mujer”, entonces la sentencia pasa a
tener un significado preciso: “toda persona que sea hombre no es mujer”. La
nociéon de modelo, que introducimos a continuacién, recoge todo lo que hay que
especificar para que podamos atribuir un significado a una férmula cualquiera
de un lenguaje formal.

Definicién 3.1 Un modelo M de un lenguaje formal £ viene determinado por:

a) Una coleccién de objetos U llamada universo de M. La coleccién U ha de
tener al menos un objeto.

b) Un criterio que asocie a cada constante ¢ de £ un objeto M (c) de U.

¢) Un criterio que asocie a cada relator n-ddico R} de L una relacién n-ddica
M(R?) en U. La relacién M (=) ha de ser =.

d) Un criterio que asocie a cada funtor n-ddico f* de L una funcién n-ddica
M(ff")en U.

e) (Si L tiene descriptor) un elemento d de U al que llamaremos descripcidon
impropia de M.

Claramente, si L tiene descriptor, todo modelo de L lo es de £ (olvidando
la descripcién impropia) y todo modelo de L se convierte en un modelo de L
fijando una descripcién impropia.

Ejemplo Consideremos el lenguaje L de la aritmética de Peano. Llamaremos
modelo natural de L al modelo M cuyo universo son los niimeros naturales, en
el que la constante 0 se interpreta como el nimero natural 0, el funtor S se
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interpreta como la funcién mondadica que a cada natural le asigna su siguiente y
los funtores + y - se interpretan como las funciones diddicas suma y producto.
La descripcion impropia es el cero.

El modelo natural no es el tinico modelo posible. Otro distinto seria el
modelo M que tiene por universo al ntimero (0 Unicamente, con las mismas
interpretaciones que M excepto que el funtor S se interpreta como la funcién
constante igual a 0. La diferencia esencial entre ambos modelos consiste en que
los axiomas de Peano seran verdaderos respecto al primero mientras que uno
de ellos sera falso respecto al segundo. Para justificar esto hemos de introducir
antes la nocién de “verdad” en un modelo. L]

Observemos que la definicién de modelo no atribuye ningin significado a
los signos como — o —. Ello se debe a que estos signos tendran siempre el
mismo significado, independientemente del modelo. Un hecho més notable es
que no asignamos ninguna interpretaciéon a las variables. El motivo es justo
el contrario: que deseamos que las variables puedan variar de significado aun-
que hayamos fijado un modelo. Por ello las interpretamos aparte, mediante el
concepto siguiente:

Una wvaloracion de un lenguaje formal £ en un modelo M es un criterio v
que asigna a cada variable z de £ un objeto v(z) del universo de M.

Si v es una valoracién de un lenguaje formal £ en un modelo M, a es un
elemento del universo U de M y z es una variable de £, llamaremos v2 a la
valoracién de M dada por

ar N Ja siy =ua,
vey) = {v(y) siy # .

ab

Ty etc.

Llamaremos viY a (v%)?, llamaremos v2%% a ((v2)})¢,

. _ ab L b . .
Es claro que si x = y entonces vy, coincide con v,, mientras que si x # y,

ab SN ba

entonces vg, coincide con vyg.

Ahora ya podemos definir el significado de una expresién arbitraria 6 de
un lenguaje L respecto a un modelo M. Notemos que si 6 es un término su
significado ha de ser un objeto del universo de M, mientras que si 6 es una
férmula su significado ha de ser un valor de verdad: ha de ser verdadera o falsa.

Definicion 3.2 Sea v una valoracién de un lenguaje formal L en un modelo
M de universo U. Las condiciones siguientes determinan cuando M satisface la
férmula « respecto a la valoracién v (abreviado M E «[v]) y cudndo un término
t denota en M respecto a la valoracién v a un objeto que representaremos por
M (t)[v]:

a) M(z;)[v] = v(w:),
b) M(ci)[v] = M(ci),
c) M E Ry ---t,[v] syss M(R})(M(t1)[v], ..., M(t,)[v]),
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d) M(f"ty - tn)[v] = M(f7)(M(E)[v], ..., M(tn)[v]),

(2

e) M E —a[v] syss no M F afv],

g) M E Az;av] syss para todo objeto a de U se cumple que M F afv? ],

)
)
f) M E (o — B)[v] syss no M F afv] o M E B[],
)
h)

Si L tiene descriptor

M(z]a)[o] = {el tinico @ de U tal que M F afvg ] si existe tal a,
’ d en otro caso.

Esta definicién requiere varias reflexiones.

— En primer lugar, esta definicién no hace sino especificar lo que todos
sabemos hacer instintivamente al leer una sentencia formal. Por ejemplo, si
consideramos la sentencia

Ney -z #0"-(y-y)+0"
del lenguaje de la aritmética de Peano, sin necesidad de definicién alguna todos

entendemos que ahi dice que no existen ntimeros naturales m y n tales que

m? —2n? = 3. Vamos a ver que si aplicamos la definicién anterior con el modelo

natural de la aritmética llegamos a la misma conclusién. Fijemos una valoracién
v arbitraria.

e Por definicién b) tenemos que M(0)[v] es el ntimero natural 0.
(

e Por la definicién d) tenemos que M(0')[v] es el siguiente de M(0)[v], o sea,
el ntimero 1. Similarmente, M(0”)[v] = 2 y M(0")[v] = 3.

e Aplicando varias veces a) y d) concluimos que

Mz - z)[p] = v(x)?,  M(0"-(y-y)+0")[v] =2-v(y)® +3.
e Porc) ye),

ME (z-2#0" - (y-y)+0")[v] syss v(z)>—2-v(y)* #3.
e En particular, si m y n son dos niimeros naturales cualesquiera

ME (z-z#0"(y-y) +0")[viy] syss m®—2-n®#3.
e Aplicando dos veces g) concluimos que M F Azy z-x # 0" (y-y) +0"[v]
syss para todos los niimeros naturales m y n, se cumple m? — 2 - n? # 3.

Asi pues, en ejemplos concretos nunca necesitaremos aplicar explicitamente
la definicién de denotacién y satisfaccién, pues hacerlo nos lleva por un camino

mas largo al mismo sitio al que llegamos si simplemente “leemos” la expresion
dada.
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— Otro hecho que hay que destacar es que, al contrario que ocurria con otras
definiciones similares, como la de variable libre o la de sustitucion, la definicién
anterior nos dice qué es el objeto denotado por un término y qué significa que una
férmula sea satisfecha, pero no nos proporciona un algoritmo para decidir si se da
o no el caso. Por ejemplo, acabamos de ver que M F Azy z-z # 0" (y-y)+0" [v]
significa que no existen niimeros naturales m y n tales que m? — 2n? = 3. Eso
es lo que obtenemos al aplicar la definicién de satisfaccién, pero un problema
muy distinto es decidir si existen o no tales nimeros naturales. Si en el capitulo
anterior insistiamos en que podemos trabajar en un sistema deductivo formal
sin apoyarnos en ninguna interpretacion de sus férmulas, ahora hemos de insistir
en el polo opuesto: podemos hablar de la satisfaccién o no satisfaccién de una
férmula con independencia de cualquier razonamiento (formal o informal) que
nos convenza de la verdad o falsedad de dicha férmula. Sabemos lo que significa
que no existen ntiimeros naturales tales que m? — 2n? = 3 con independencia de
si sabemos probar que existen o que no existen. Si no fuera asi, el modelo M
no estarfa bien definido.

— Es en la definicién anterior donde por primera vez atribuimos un signi-
ficado a los signos légicos. Asi, en el apartado e) es donde estipulamos que el
signo — se ha de interpretar siempre como “no”, etc.

La definicién de denotacién y satisfaccién puede completarse con los hechos
siguientes:

ME (aV B)[v] syss M E alv] o M E Slv],
ME (a A B)[v] syss M E afv] y M E Bv],

ME (a < B)[v] syss M E a[v] y M E B[v] o por el contrario no M E afv] y
no M k pBlv],

M E Va;av] syss existe un objeto a de U tal que M F afvg ],

1
M E \/zafv] syss existe un tinico objeto a de U tal que M F a[v?],
M (z|x = x)[v] = d.

Estos hechos no forman parte de la definicién, sino que son teoremas que se
deducen de ella. Por ejemplo, el primero se demuestra aplicando los apartados
e) y f), ya que, por definicién, a V = - — (.

Si L tiene descriptor y una férmula « no tiene descriptores, entonces se
cumple M FE «a[v] considerando a M como modelo de L si y sélo si se cumple
considerandolo como modelo de L.

Probamos ahora un par de resultados rutinarios sobre denotacién y satis-
faccién. Observemos que para saber si la féormula x - * = y es satisfecha o no
en el modelo natural de la aritmética respecto a una valoracién v hemos de
conocer v(z) y v(y). Si el segundo es el cuadrado del primero la respuesta serd
afirmativa, y en caso contrario serd negativa. Sin embargo, es irrelevante los
valores que tome v sobre cualquier variable distinta de x e y. Esto es un hecho
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general: el que una férmula « sea satisfecha o no en un modelo respecto de una
valoracién v s6lo depende de los valores que toma v sobre las variables libres en
a. Lo probamos en el teorema siguiente:

Teorema 3.3 Siv y w son valoraciones de un lenguaje forma L en un modelo
M de universo U que coinciden sobre las variables libres de una expresion 0,
entonces si 0 es un término M(0)[v] = M(0)[w] y si 0 es una férmula M F 0[v]
syss M E Q[w].

DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de 6.
Si @ = x entonces x estd libre en 6, luego M (0)[v] = v(z) = w(z) = M(0)[w].
Si 6 = ¢ entonces M (0)[v] = M(c) = M(0)[w].
Sif = R}ty - -t,, por hipétesis de induccién M (t;)[v] = M(¢;)[w]. Entonces
M E 0[v] syss M(R?)(M(t1)[v], ..., M(tn)[v])
syss M(R) (M (t1)[w], ..., M(t,)[w]) syss M E Qw)].
Sif = fl'ty---t,, por hipétesis de induccién M (t;)[v] = M(¢;)[w]. Entonces
M(O)[v] = M(f*)(M(t)[v],. .., M(tn)[v])
= M(f")(M(t)[w], ..., M(tn)[w]) = M(0)[w].
Si # = —a, por hipétesis de induccion M E «afv] syss M E afw], luego no
M E afv] syss no M F afw], o sea M F —afv] syss M F —afw].

Sif§ = a — (3, por hipétesis de induccién M E afv] syss M E afw] y M E S[v]
syss M E SBlw]. Entonces M F (o — (§)[v] syss no M F afv] o M E S[v] syss no
M E afw] o M E plw] syss M E (o — B)[w].

Si § = Aza, sea a un objeto de U. Si y estd libre en o entonces y est4 libre
en § oy = z. En cualquier caso v%(y) = wl(y), luego v y w? coinciden en
las variables libres de . Por hipétesis de induccién M F av?] syss M F afw?]
para todo objeto a de U.

En particular M F a[v?] para todo objeto a de U syss M F a[w?] para todo
objeto a de U, es decir, M F Azafv] syss M E Azafw)].

Si § = z|«, razonando como antes, para todo objeto a de U tenemos que
M E av?] syss M E a[w?]. Por lo tanto hay un dnico a en U tal que M F «afv?]

syss hay un tnico a en U tal que M F aw?], ademds en tal caso son el mismo

objeto a.
Si se da la unicidad M(0)[v] = a = M(0)[w]. Si no se da la unicidad
M(@@)[v] =d = M(6)[w)]. "

Cuando definimos la sustitucién dijimos que nuestra intencién era que St
afirmara de t lo que « afirmaba de x. Naturalmente, la definicién que hemos
dado es formal y en ella no aparece explicitamente esta idea. Ahora que conta-
mos con una nocién precisa de significado de una férmula podemos probar que,
desde el punto de vista semantico, la definicién de sustitucién es exactamente
lo que queriamos que fuera.
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Teorema 3.4 Sea v una valoracion de un lenguaje formal L en un modelo M
de universo U. Sea t un término de L, sea 0 una expresion y x una variable.
Entonces si 0 es un término

M(s,0)[] = M(8)[w ")
y st 0 es una formula
MESLo] syss M E QM OL],

Por ejemplo, la segunda afirmacién puede parafrasearse asi: “Se verifica S.6
si y sélo si se verifica # cuando x se interpreta como el objeto denotado por t”.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de 6.

Si 6 = y distinguimos dos casos:
a) si x # y entonces M (SL0)[v] = M (y)[v] = M(H)[viw(t)[“]],
b) si z =y entonces M (S%0)[v] = M(t)[v] = M(H)[vﬁ/[(t)[v]].

() [in(t)[v]}'

S

Si 6 = ¢ entonces M (SL0)[v] = M(c)[v] =

Sif = Rt ---t, entonces

M E StO[v] syss M F RPSEty -+~ SLt,[v] syss
M(R?)(M(SLt)[v], ..., M(SLt,)[v]) syss
MR (M (t) [d W) M () R OM) syss M E [ O,
Sif = fl't;---t, entonces
M(S50)[v] = M(fS5ty -+ - Sitn)[v] = M(f)(M(Szt)[v], ..., M(S5tn)[v])
= M(fP)(M () [o)" OV, M (2) [ OF]) = M (0) [l 1),
Si 0 = —a entonces M F 8¢ 0[v] syss M E =St afv] syss no M E Stafv] syss
no M E o[} V) syss M E ool O

Si # = a — (3 entonces M E 8t0[v] syss M £ (SLa — StB)[v] syss no
M E stafv] o M E StB[u] syss no M E oM o M E SO gyss

M E g[p O,
Si § = Ayo distinguimos tres casos:

a) Si z no estd libre en Aya, entonces M F SLO[v] syss M F Ayalv] syss
ME /\ya[véw(t)[v]] por el teorema anterior.

b) Si x estd libre en Aya e y no lo estd en ¢, fijemos un objeto a en U.
aM(t)[vy]

Entonces M F slafv]] syss (hip. de ind.) M E afvy. ] syss (teor. 1)
ME a[vzy(t)[v]] syss M E a[vy(t)[v]Z] (notar que = # y pues x estd libre en

Aya e y no lo estd).
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Por lo tanto, M F 8%0[v] syss M F AySLav] syss para todo a de U se cumple

que M E stafvg] syss para todo a de U se cumple que M F a[vi/[(t)[v]Z]

M E Ayafor" O],

c) Si z estd libre en Aya, y estd libre en t y z es la variable de menor fndice
que no esta en Aya ni en ¢, fijemos un objeto a en U.
Entonces M F S.S;a[v?] syss (hip. de ind.) M F s;a[u%“””z]] syss (3.3)

ME Sza[vgy(t)[v]] syss M F Sia[vi/[(t)[v]j] syss (hip. de ind.) M E a[viw(t)[v]jg]

syss (teor. 1) M E Oé[viw(t)[”]‘;]_
Por lo tanto M E St0[v] syss M E /\zSiSja[v] syss para todo a de U se

cumple que M & 8,87 a[vZ] syss para todo a de U se cumple que M a[viw(t)[v]a]

syss M E /\ya[vﬁj(t)["]].

Syss

Si 6 = y|a distinguimos tres casos:

a) Si z no estd libre en y | o entonces, usando el teorema anterior,

M(850)[v] = M (yla)[v] = M(9)[or" ).

b) Si z estd libre en y|a e y no lo estd en ¢, entonces, fijando un objeto a en

U, como en el apartado b) del caso anterior concluimos que M FE Stma[vg] syss

M E oo™ PP uego existe un tnico a en U tal que M & Stafvg] syss existe

z y
un unico a en U tal que M F a[vi/f(t)[v}z

Si se da la unicidad entonces M (S%.0)[v] = M (z|Sta)[v] = a = M(O)[vg/[(t)[”]].
En otro caso M(SL0)[v] =d = M(G)[Uﬁd(t)m],

], y en tal caso son el mismo.

c) Si z estd libre en y|a, y estd libre en ¢ y z es la variable de menor indice

que no estd en yla ni en ¢, fijamos un objeto a en U y como en el apartado c)

M(t)[v]a
v, y]
Ahora razonamos igual que en el apartado b) de este caso. m

del caso anterior se prueba que M F S.S}av?] syss M F af

3.2 Verdad y validez légica

Es claro que el hecho de que una féormula « sea satisfecha en un modelo M
es tanto como decir que « es verdadera cuando sus signos se interpretan en M.
Sin embargo, conviene restringir la nocién de férmula verdadera para describir
una situacion ligeramente méas fuerte que la mera satisfaccién. Esencialmente,
nuestro interés es definir la nocién de verdad de tal modo que no dependa de la
interpretacién de sus variables, de modo que una férmula como z+y = y+x seréd
verdadera en el modelo natural de la aritmética (porque se cumple sean quienes
sean z e y), mientras que una férmula como x = y + 0’ no sea ni verdadera ni
falsa, porque seré satisfecha o no segiin cémo interpretemos x e y. La definicién
de verdad es, pues, la siguiente:



82 Capitulo 3. Modelos

Definicién 3.5 Una férmula o de un lenguaje formal L es verdadera en un
modelo M si M E «fv] cualquiera que sea la valoracién v de L en M. Lo
representaremos M F «. Diremos que « es falsa en M si ninguna valoracion v
de L en M cumple M E afv]. SiT es una coleccién de férmulas escribiremos
M E T para indicar que todas las formulas de I' son verdaderas en M. Diremos
también que M es un modelo de T'.

Nota Esta definicién presupone algo que debe ser matizado: que cuando ha-
blamos de la totalidad de las valoraciones de un lenguaje en un modelo sabemos
lo que estamos diciendo. Esto no esta claro en absoluto: cuando hablamos de
que todas las formulas de un lenguaje cumplen algo sabemos lo que queremos de-
cir: es facil enumerarlas explicitamente, y entonces nuestra afirmacién significa
que la primera cumple lo indicado, y la segunda también, etc. (con independen-
cia de si sabemos probar o no que asi es). Por el contrario, no tenemos ninguna
representacién similar que nos permita atribuir un significado a las afirmaciones
que hagamos sobre la totalidad de las valoraciones.

Pese a esto, la definicién anterior tiene un sentido preciso gracias al teo-
rema 3.3. Los dnicos modelos que vamos a considerar, tanto a nivel tedrico
como a nivel prictico, (sin entrar en la cuestién de si tendria sentido hablar
de modelos méds generales) van a ser modelos cuyo universo es una coleccién
numerable, es decir, tal que sabemos establecer una correspondencia biunivoca
entre sus objetos y los nimeros naturales (no necesariamente calculable en la
practica). En tal caso, una afirmacién sobre la totalidad de los objetos del mo-
delo se entiende como una afirmacién valida para el primer objeto, y para el
segundo, etc.

En estas circunstancias —que, segin lo dicho, son las tinicas en las que vamos
a trabajar—, también sabemos dar un sentido preciso a cualquier afirmacién
sobre la totalidad de los grupos (a1, ..., a,) de n objetos del modelo en un orden
dado y con posibles repeticiones. En efecto, podemos enumerar explicitamente
todas las n-tuplas de niimeros naturales (ponemos primero todas las formadas
por ntmeros que sumen 0 (hay una sola), luego todas las formadas por niimeros
que sumen 1 (hay n), etc. De este modo, una afirmacién sobre la totalidad de
los grupos de n objetos es verdadera si se cumple con el primer grupo de n
objetos, y con el segundo, etc.

Ahora sélo queda observar que en virtud del teorema 3.3 podriamos haber
definido que una férmula « es verdadera en un modelo M como que « es satis-
fecha para todas las interpretaciones posibles de sus variables libres, lo cual si
sabemos lo que significa porque son un niimero finito. Si sucede esto, tendremos
que M E «a[v] para cualquier valoracién v que consideremos, tal y como exige la
definicién de verdad que hemos dado.

Claramente se cumplen los hechos siguientes:

a) Una férmula no puede ser verdadera y falsa en un mismo modelo (pues
tomando una valoracién cualquiera, serd satisfecha o no lo serd).

b) Toda sentencia es verdadera o falsa en un modelo (por el teorema 3.3).
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¢) Una férmula « es verdadera en un modelo M syss —« es falsa, « es falsa
syss -« es verdadera.

d) SiME (a— )y M E «, entonces M F 3 (pues toda valoracién v cumple
ME (o — B)[v] y M E alv], luego M E §[v]).

e) M F asyss M F Aza.

En efecto: si M F a y v es una valoracién en M, dado a en el universo
U de M, se ha de cumplir M F a[v?] y, por lo tanto, M F Azafv], o sea,
M E Aza.

Si M E Aza y v es una valoracién en M, entonces M F Azalv], luego
M E alv], y asi, M E a.

f) M E «asyss M E af, donde af es la clausura universal de «, es decir, la
sentencia que resulta de generalizar todas las variables de a (aplicando
varias veces el resultado anterior).

g) Si a no tiene descriptores, entonces M F « se cumple o no independiente-
mente del cudl sea la descripcién impropia de M. En particular, M E «
en L syss M EFaen L.

Obviamente, la nocién de verdad es relativa a un modelo: la sentencia
Az 2’ # 0 es verdadera en el modelo natural de la aritmética pero es falsa
en el otro modelo que describimos a continuacién, en el que el funtor S se in-
terpretaba como la funcién constante 0. Sin embargo, hay férmulas que son
verdaderas en cualquier modelo, tales como x = . Esto nos lleva a introducir
algunos conceptos adicionales:

Definicion 3.6 Una férmula o de un lenguaje formal L es ldgicamente vdlida
si es verdadera en todo modelo de L. Lo representaremos por F «. Diremos que
« es insatisfacible si es falsa en todo modelo, « es satisfacible si es verdadera en
algun modelo y es falseable si es falsa en algiin modelo.

Nota Nos encontramos aqui con una dificultad mayor que la que nos ha plan-
teado la definicién de verdad. Estos conceptos presuponen la nocién de la “to-
talidad de los modelos de un lenguaje formal”, nocién que estda muy lejos de ser
precisa. Desgraciadamente, ahora no contamos con un analogo del teorema 3.3
que nos permita esquivar la dificultad, por lo que la tnica posibilidad que nos
queda es debilitar el significado pretendido de este tipo de afirmaciones. Asi,
convenimos que cuando escribamos F a no habremos de entender que « es ver-
dadera en cualquier modelo, lo cual, como estamos explicando, no esté claro lo
que significa, sino més bien que existe un argumento que nos convence de que
« ha de ser verdadera en cualquier modelo.

Por ejemplo, podemos afirmar que F x = x, ya que a partir de las definiciones
de modelo, satisfaccién y verdad se razona facilmente que la formula x = x tiene
que ser verdadera en cualquier modelo que tengamos definido o, dicho de otro
modo, que es imposible que nos encontremos alguna vez con un modelo en el
cual x = = no sea verdadera.
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Asi pues, si sabemos demostrar que una férmula « ha de ser verdadera
en cualquier modelo, podemos expresar este hecho concreto diciendo que o es
logicamente valida; si por el contrario sabemos construir un modelo donde «
es falsa podemos expresar este hecho concreto diciendo que « es falseable; pero
si no disponemos de ningin argumento que nos convenza de lo uno o de lo
otro, las afirmaciones “a es légicamente valida” y “a es falseable” carecen de
un significado concreto, por lo que, en particular, carece de sentido afirmar que
una de las dos ha de ser cierta.

De todos modos, debemos advertir que estas restricciones son provisiona-
les, ya que mé&s adelante justificaremos que es posible atribuir un significado
intrinseco a la nocién de validez l6gica independiente de si sabemos verificarlo
0 no. "

Claramente se cumple:
a) « es légicamente valida syss -« es insatisfacible.
b) « es insatisfacible syss -« es logicamente vélida.
¢) « no puede ser lgicamente valida e insatisfacible.
d) « es satisfacible syss —a es falseable.
e) « es falseable syss —« es satisfacible.
f) SiFa— By F a, entonces E S.
g) F a syss F Aza.
h) E a syss F a° (donde of es la clausura universal de «).

Todos estos hechos han de entenderse en los términos explicados en la nota
anterior. Por ejemplo, la afirmacién a) expresa que si existe un argumento que
nos convence de que una férmula « es necesariamente verdadera en cualquier
modelo dado, dicho argumento se prolonga inmediatamente hasta otro que nos
convence de que —« es necesariamente falsa en cualquier modelo dado, etc.

La propiedad c¢) hace uso de que todo lenguaje formal L tiene al menos un
modelo. En efecto, es facil definir un modelo cuyo universo tenga, por ejemplo,
un dnico objeto y en el que las constantes, los relatores y los funtores de L se
interpreten de forma obvia.

Las propiedades f) y g) se interpretan como que las dos reglas de inferencia
primitivas MP e IG son “légicamente validas”, en el sentido que que nos llevan
siempre de férmulas 16gicamente véalidas a férmulas logicamente vélidas.

Ahora estamos en condiciones de probar un teorema basico sobre el célculo
deductivo:

Teorema 3.7 Todos los axiomas de K, son légicamente vdlidos.
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DEMOSTRACION: Segtn lo que hemos explicado, lo que hemos de probar
es que disponemos de argumentos que nos convencen de que es imposible tener
un modelo de un lenguaje L en el que alguno de los axiomas de K no sea
verdadero.

Supongamos, pues, que M es un modelo de un lenguaje L de universo U y
veamos que cualquier axioma ¢ de K ha de cumplir M E ¢. A su vez, para
ello, fijamos una valoracién v en M y trataremos de justificar que M E @[v].

Si ¢ es un axioma de tipo K1, K2 o K3 la comprobacién es ficil.

Si ¢ es de tipo K4 entonces ¢ = Aza — SLa. Hemos de probar que si
M E Azalv] entonces M F St afv]. Ahora bien, por el teorema 3.4 esto tltimo
equivale a que M F a[viw (t)m], y esto se cumple bajo nuestra hipdtesis.

Si ¢ es de tipo K5 entonces ¢ = Az(a — ) — (a — Ax3), y la variable
no esta libre en . Suponemos que M F Az(a — ()[v] y hemos de probar que
M E (o — AzB)[v]. A su vez, para ello suponemos que M F afv] y hemos de
probar que M E Az 3[v].

Fijemos a en U. Tenemos que M F (o — §)[v¢] y, como x no estd libre en
a, por el teorema 1 también M F a[v?], luego M £ B[vZ]. Como esto se cumple
para todo a de U, concluimos que M & Azf3[v], como querfamos probar.

Si ¢ es de tipo K6 entonces ¢ = Az(z =t — «a) < Sta, donde z no estd
libre en t. Hemos de probar que M F Ax(x =t — a)[v] syss M F Stafv].

Si M E Aa(z =t — a)[v], entonces M F (z = t — a)jos’ O] Por el
teorema 3.4 M E St (z =t — «a)[v], o sea, M E (t =t — SLa)[v]. Puesto que
obviamente M F (t = t)[v], también M F Stafv].

Supongamos ahora que M F Stafv] y fijemos un @ en U. Hemos de probar
que M F (z =t — «a)[v?]. Para ello suponemos que M F (z = t)[v?], es decir,
que M(z)[v%] = M(t)[v%] o, lo que es lo mismo, que a = M (t)[v] (pues z no
estd libre en t).

Como M E st afv], por el teorema 3.4 M E a[viw(t)[v]], o sea, M F a[v?], que
es lo que tenfamos que probar.

1 1
Si ¢ es de tipo K7 entonces ¢ = Vxa — Si‘aa. Suponemos que M E \/zalv],
lo que significa que existe un unico a en U tal que M E afv?]. Por consiguiente
a= M(z|la)[v] y asi M E a[vﬁ/[(zla)[vl]. Por el teorema 3.4 M F Sila[v], como
habiamos de probar.

1
Si ¢ es de tipo K8 entonces ¢ = -\ za — z|a = 2|(z = 2). Suponemos que

1
M F =\/za[v], con lo que no existe un tnico a en U tal que M F a[v?]. Por lo

tanto M (z|a)[v] = d = M(z|(z = 2))[v], luego M E (z|a = z|(z = z))[v], como
tenfamos que probar. m

Este teorema se generaliza inmediatamente al resultado principal de este
capitulo:
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Teorema 3.8 (Teorema de correccién) Todos los teoremas ldgicos son l6gi-
camente vdlidos.

DEMOSTRACION: Sea o un teorema légico. Esto significa que existe una
demostracion logica que termina con «. Segtn el teorema anterior, sabemos jus-
tificar que cada uno de los axiomas que intervienen en la prueba es logicamente
valido y, por otra parte, sabemos que las reglas de inferencia transforman
féormulas légicamente validas en férmulas légicamente validas. De todo esto
se desprende que cada demostracion logica determina un razonamiento que nos
convence de la validez l6gica de cada una de sus férmulas, en particular de su
conclusion. "

Conviene enfatizar en este punto que un teorema formal no es, en sentido
estricto, un razonamiento, sino una mera sucesién de signos sujeta a ciertos re-
quisitos formales. No obstante, el argumento del teorema anterior muestra que
cada teorema légico codifica un razonamiento logico: un razonamiento irrefuta-
ble de que la conclusién ha de ser verdadera en cualquier modelo que podamos
considerar.

Esto nos proporciona una técnica para obtener resultados negativos, es decir,
para demostrar que ciertas férmulas no son teoremas légicos.

Ejemplo La férmula  # x no es un teorema légico.

Se entiende que x # x es una férmula de un cierto lenguaje formal £ que no
hemos especificado por ser irrelevante. Sea cual sea L, podemos construirle un
modelo M cuyo universo contenga un tinico objeto a y en el que sus constantes,
relatores y funtores se interpreten de forma obvia. Es claro que la férmula x # «
es falsa en M, luego no puede ser un teorema légico. L]

El argumento del teorema de correccion en general —o el del ejemplo anterior
en particular— es delicado y, puesto que es un razonamiento metamatematico,
no sujeto a unas condiciones de rigor preestablecidas, conviene que el lector refle-
xione sobre él hasta convencerse de que no deja lugar a dudas: es un argumento
irrefutable en virtud del cual podemos estar seguros de que jamds aparecerd al-
guien con un papel que contenga una sucesién de férmulas que satisfaga nuestra
definicién de demostracion légica y que termine con la férmula = # x. Veamos
un ejemplo mas detallado:

Ejemplo Si z # y, la sentencia Azy(z = y) no es un teorema légico.

En efecto, basta ver que es falsa en un modelo M. Consideremos un modelo
M cuyo universo U conste de dos objetos distintos a y b. Interpretemos de
cualquier forma los relatores y funtores que pueda tener el lenguaje formal que
estemos considerando. Entonces M F —~/A\zy(z = y), pues si v es una valoracién
tal que v(xz) = a y v(y) = b, entonces no M E (x = y)[v], luego tampoco
M E Azy(z = y)[v], luego no M F Azy(z = y). n

Ejercicio: Probar que —\/\xy(ac = y) no es un teorema légico.
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Ejercicio: Probar que la férmula z = y no es equivalente a su clausura universal
/\my(m =1y), es decir, que z = y < /\xy(ac = y) no es un teorema légico.

La demostracién del teorema de correccion se generaliza de forma obvia al
teorema siguiente:

Teorema 3.9 Sea M un modelo de un lenguaje formal L y sea T una coleccion
de formulas de L. Si M ET yT'F «, entonces M F «.

En otras palabras, las consecuencias logicas de premisas verdaderas son siem-
pre verdaderas. Este es exactamente el requisito que ha de cumplir un célculo
deductivo para que merezca el calificativo de “logico” en el sentido tradicional.
La distincién entre los auténticos razonamientos 16gicos y las falacias no es arbi-
traria: una falacia es un presunto razonamiento que nos lleva a una conclusién
que puede ser falsa aunque sus premisas sean verdaderas. Por el contrario, cual-
quier razonamiento que nos permita confiar en sus conclusiones exactamente en
la misma medida en que confiemos en sus premisas es un razonamiento légico
legitimo. Los dos tltimos teoremas justifican que el calculo deductivo que hemos
presentado es ciertamente “correcto” en este sentido. Sé6lo ahora estd justificado
el calificativo de teoremas logicos y deducciones logicas que hemos dado a estos
conceptos introducidos —en principio— de forma arbitraria.

En particular podemos afirmar que el cdlculo deductivo es matematicamente
aceptable. Recordemos que no vamos a ser capaces de precisar completamente
el significado o la interpretacién de las afirmaciones matematicas. Precisamente
ello nos ha obligado a asegurarnos de que es posible emplear rigurosamente
el calculo deductivo sin necesidad de especificar ningin modelo del lenguaje
empleado, pero ahora sabemos que si exigimos que los teoremas matematicos
sean consecuencias légicas de unos axiomas prefijados (en el sentido técnico que
hemos dado a “consecuencia 16gica”), tendremos la garantia de que todos los
teoremas seran verdaderos en la medida en que pueda decirse que los axiomas
lo son. Esto es todo lo que podemos pedir como garantia de correccién a un
razonamiento matemaético.?

Por otra parte, debemos senalar que una cosa es que nuestro calculo de-
ductivo sea correcto, en el sentido de que en él no hay nada objetable, y otra
muy distinta que sea adecuado, en el sentido de que sea todo lo potente que
deberia ser. Mds concretamente, queda pendiente la cuestién de si cualquier
razonamiento 16gico —en el sentido informal de que garantice la verdad de las
conclusiones supuesta la verdad de las premisas— puede formalizarse, es decir,
convertirse en una deduccién logica en el sentido técnico que hemos dado a esta
nocién. Por ejemplo, si elimindramos el esquema axiomatico K6 en K se-
guirfamos teniendo un célculo deductivo correcto, aunque entonces x = x ya no
serfa un teorema légico (cuando no cabe duda de que deberia serlo). La cuestién
es, pues, si los axiomas de K, son suficientes para deducir (formalmente) cual-
quier consecuencia légica (en sentido informal) de unas premisas dadas o si, por
el contrario, necesitamos anadir mas axiomas o reglas de inferencia. En otras

2En realidad en algunos contextos es razonable pedir mas, como que los razonamientos
sean constructivos, pero esto no afecta a lo que estamos tratando ahora.
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palabras, si existen o no razonamientos que un matematico daria por correctos
pero que no son formalizables en K. La respuesta es que K¢, si es adecuado
en este sentido, pero esto lo veremos en el capitulo siguiente.

El teorema anterior nos permite probar que determinadas férmulas no son
consecuencias logicas de otras dadas:

Ejemplo San Anselmo de Canterbury (1033-1109) propuso la siguiente de-
mostracién de la existencia de Dios:

Dios es el ser mds perfecto que el cual ninguno puede ser pensado.
Cualquier ser que exista es mds perfecto que un ser que no exista,
luego Dios ha de existir.

Consideremos las sentencias siguientes:

a; = d=z|=-\Vy(Py A Myx),

ay = Pd,

a3 = Vax(Px A Ex),

ay = Nry(Px A Ex A Py A —-Ey— Muzy).

Veamos que de estas sentencias no se puede deducir Ed.

Las sentencias anteriores presuponen un lenguaje formal £ con descriptor
dotado de una constante d, dos relatores monddicos £ y P y un relator diddico
M. Construyamos un modelo N de este lenguaje de acuerdo con las propiedades
siguientes:

e El universo U de N consta de tres objetos a, by c,
e la descripcién impropia es a,

e N(d) =a,

e se cumple N(P)(a), N(P)(b) y N(P)(c),

e se cumple N(E)(b) y N(E)(c), pero no N(E)(a),

e se cumple N(M)(b,a) y N(M)(c,a), pero N(M) es falso en cualquier otro
caso.

Es facil ver que N F aq, as, as, a4, pero no N E Ed. n

Ejercicio: En la formalizacién del argumento de san Anselmo, sustituir la sentencia
Q1 por o = ﬁ\/y(Py A Myd). Probar que o}, sz, as, aq - Ed.

Ejercicio: Formalizar las sentencias siguientes: “Cualquiera que sea capaz de superar
esta marca ha de ser un atleta”, “Juan no es capaz de superar esta marca”, “Juan no
es un atleta”. Probar que la tercera no es consecuencia légica de las dos primeras.
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3.3 Consistencia

Los resultados que hemos obtenido nos permiten probar algunos hechos
bésicos sobre una nocién fundamental en la l6gica matemadtica: la nocién de
consistencia.

Definicién 3.10 Una coleccion de férmulas I' de un lenguaje formal L es con-
tradictoria si existe una formula o de £ tal que I' F a y I' - —a. En caso
contrario se dice que es consistente. Equivalentemente, una teoria axiomatica T'
es contradictoria si existe una féormula « tal que Fa y = —a. En caso contrario
es consistente. r r

La equivalencia consiste en que, obviamente, una teoria axiomatica es con-
sistente o contradictoria si y sélo si lo son sus axiomas: Es equivalente decir
“la aritmética de Peano es consistente” que decir “los axiomas de la aritmética
de Peano son consistentes”. En general, todos los resultados sobre consistencia
pueden enunciarse equivalentemente en términos de colecciones de férmulas o
de teorias axiomdticas. Nosotros usaremos arbitraria e indistintamente una u
otra formulacion.

El teorema siguiente muestra la importancia en la l6gica matematica de la
nocion de consistencia.

Teorema 3.11 Una teoria axiomdtica T sobre un lenguaje L es contradictoria
sty solo st todas las formulas de L son teoremas de T'.

DEMOSTRACION: Si en T puede probarse una contradiccién, la regla de
inferencia (C) de contradiccién nos permite prolongar la prueba hasta una de-
mostracién de cualquier formula. El reciproco es todavia mas evidente. m

Asi pues, la consistencia es el requisito minimo que ha de tener una teoria
axiomatica para que tenga interés trabajar en ella.

Nota A menudo conviene tener presente la version reciproca del teorema an-
terior: Una teoria axiomdtica es consistente si y solo si existe una formula que
no es un teorema. Por consiguiente, los ejemplos de la seccién anterior muestran
que K es consistente.

Observemos que la consistencia es una propiedad negativa: una teoria es
consistente si ciertas cosas no se pueden demostrar en ella. Esto hace que en
general no sea facil determinar si una teoria dada es consistente o no. De hecho,
veremos que en los casos mas importantes es imposible. Por ello tienen interés
los resultados de consistencia relativa, es decir, pruebas de que si una teoria es
consistente sigue siéndolo al anadirle algin axioma mas. En esta linea es ttil
tener presente la siguiente equivalencia:

Teorema 3.12 Sea T’ una coleccion de formulas y a una sentencia. Entonces
T'U{a} es consistente si y sélo si no T F —ar.
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DEMOSTRACION: Evidentemente, I'U{a} representa la coleccién que resulta
de anadir la sentencia o a I'. La notacién conjuntista es mera taquigrafia. El
enunciado no corresponde a un teorema de la teoria de conjuntos, sino que es un
metateorema no formalizado, como todos los resultados que estamos probando.

SiT F =« entonces 'U{a} F ay T'U{a} F -, luego I' U {a} es contradic-
toria.

Sino I' F —a, para ver que I' U {a} es consistente basta probar que no
I'U {a} F —a, pero en caso contrario, por el teorema de deduccién (y aquf
usamos que « es una sentencia) tendriamos I' F o — -, es decir, ' - —a V. —a.
Por consiguiente I' - —q, en contra de lo supuesto. L]

Por ejemplo, es equivalente decir que el quinto postulado de Euclides es in-
dependiente de los demds axiomas de la geometria (es decir, que no se puede
demostrar a partir de ellos) que decir que la negacién del quinto postulado es
consistente con los deméas axiomas de la geometria. El lector deberia asegu-
rarse de que no concibe el teorema anterior como un mero resultado técnico,
sino como un hecho bésico que a menudo se usa tacitamente para pasar de un
planteamiento en términos de independencia a otro en términos de consistencia
y viceversa.

Ejercicio: Mostrar que el teorema anterior es falso si « no es una sentencia. (Consi-
derar, por ejemplo, I' = {Vzy =z =y}, a=z =y.)

Otro resultado elemental es que la consistencia puede perderse al anadir
axiomas a una teoria pero, desde luego, nunca al quitarlos. Esto es lo que
afirma en esencia el teorema siguiente:

Teorema 3.13 Sean A y I' colecciones de formulas de un lenguaje formal L
tales que toda formula de A sea consecuencia de T (esto sucede en particular si
A estd contenida en T'). Entonces, si I' es consistente A también lo es y si A
es contradictoria I' también lo es.

DEMOSTRACION: Una contradiccién deducida de las premisas de A puede
probarse a partir de I' deduciendo primero todas las premisas empleadas (lo cual
es posible por hipétesis) y después continuando con el mismo razonamiento. m

Observemos que hemos justificado la consistencia de K, probando que hay
férmulas que no son teoremas légicos, lo cual a su vez lo hemos obtenido consi-
derando modelos concretos. Esto puede generalizarse:

Definiciéon 3.14 Un modelo de una teoria axiomatica es un modelo de sus
axiomas, es decir, un modelo de su lenguaje formal en el que son verdaderos
todos sus axiomas.

Del teorema 3.9 se sigue que si M es un modelo de una teoria 7', entonces
todos los teoremas de T son verdaderos en M (aunque puede haber férmulas
verdaderas en M que no sean teoremas de T'). Reciprocamente, ninguna férmula
falsa en M puede ser un teorema de T'. Puesto que siempre hay férmulas falsas
en un modelo dado, tenemos el teorema siguiente:
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Teorema 3.15 Si una teoria aziomdtica tiene un modelo, entonces es consis-
tente.

Advertimos al lector que teorema siguiente no es aceptado como tal por
algunos matemadticos: utiliza esencialmente un argumento no finitista:

Teorema 3.16 La aritmética de Peano es consistente.

DEMOSTRACION: Basta probar que el modelo natural descrito tras la defi-
nicién 3.1 es un modelo de la aritmética de Peano. La comprobacion es rutinaria
(0, si se prefiere, inmediata). Detallemos, por ejemplo, la comprobacién de una
instancia arbitraria del esquema de induccién, es decir, veamos que

ME a(0) A Az(a(z) — a(z) — Aza(z).

Fijamos una valoracién cualquiera v, por ejemplo la constante igual a 0
(aunque esto es irrelevante). Hemos de probar que si

M E a(0)[v] y ME (Az(a(z) — a2)))[v],

entonces M F Aza(z).

La primera parte de la hipétesis es que M F S0afv], que por 3.4 equivale a
que M E a[v?], donde el 0 que aparece junto a v no es la constante 0, sino el
nimero natural 0.

Veamos por induccién que, para todo natural n, se cumple M F «a[v?]. Por
definicién de satisfaccion tenemos que

ME (o — 8% a)[ol],

de donde se sigue que M £ 8% a[v”]. Aplicando de nuevo 3.4, esto equivale a
M E a[v?*], como querfamos probar. Por definicién de satisfaccién, tenemos
probado que M F Az a. "

Observaciones Podria objetarse que la prueba anterior es vacia, en el sentido
de que, por ejemplo, nos apoyamos en el principio de induccién para demostrar
que M satisface el principio de induccién. Esto es cierto. Més concretamente, lo
que sucede es que no hemos demostrado —mni hemos pretendido demostrar— el
principio de induccién, sino tnicamente que el significado de cada instancia del
esquema axiomadtico P7 es un caso particular del principio de induccién (enten-
dido no como una férmula de un lenguaje formal, sino como un razonamiento
légicamente admisible). El principio de induccién no admite una demostracién
formal (salvo que partamos de axiomas mds fuertes que el propio principio,
como son los axiomas de la teoria de conjuntos). Si pudiera demostrarse, Peano
no lo habria tomado como axioma; pero esto no significa que no tenga sentido
plantearse si es una afirmacién verdadera o falsa sobre los niimeros naturales.
En la prueba anterior hemos dado por sabido que es verdadero: ciertamente,
si comprobamos que el cero cumple una propiedad y argumentamos que si un
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ntimero arbitrario la cumple es necesario que la cumpla el siguiente, entonces
podemos estar seguros de que todos los nimeros la cumplen o, dicho de otro
modo, que es imposible que nos encontremos con una excepcién: tal excepcion
no podria ser el 0, pues hemos argumentado que tiene la propiedad, ni podria
ser el 1, pues sabemos argumentar que la tiene (combinando los dos pasos de la
induccién), ni podria ser el 2, pues aplicando dos veces el segundo paso sabemos
razonar que 2 cumple la propiedad, ni —en general— podria ser el 3 o el 4, etc.

La clave de la prueba de la consistencia de la aritmética no es esta compro-
bacién rutinaria de que los axiomas se corresponden (a través de la definicién de
verdad) con afirmaciones verdaderas sobre los niimeros naturales, sino el hecho
en si de que las afirmaciones sobre los nimeros naturales tengan un significado
objetivo que nos permita dividirlas en verdaderas y falsas. Esta objetividad
se basa en que toda afirmacién sobre los nimeros naturales puede entenderse
como una afirmacién sobre unos algoritmos completamente determinados (el de
contar, el de sumar y el de multiplicar). Asi, por ejemplo, si podemos garan-
tizar que el axioma que afirma que x + 0 = x es verdadero, ello se debe a que
cualquiera que conozca el algoritmo de la suma sabe que sumar 0 es no hacer
nada, independientemente de cudl sea el nimero al que le sumamos 0. Cuando
afirmamos que la ecuacién 2% — 2y? = 5 no tiene solucién esto puede entenderse
como que el algoritmo que a partir de x e y nos da 2% — 2y? nunca puede dar 5
como resultado, y esto sabemos lo que quiere decir exactamente aunque no esté
claro a priori si es cierto o es falso.

En conclusién, aunque existan afirmaciones sobre nimeros naturales —como
la ultima que hemos considerado— cuya verdad es problemadtica, las que hemos
tomado como axiomas son sin duda verdaderas, lo cual se justifica, no por
deduccién formal a partir de otras premisas previas, sino por el andlisis de
unos algoritmos. Una vez sentada la verdad de estos axiomas, la correccién del
célculo deductivo nos garantiza que todos los teoremas aritméticos han de ser
verdaderos. Mas concretamente, cada demostraciéon proporciona un argumento
irrefutable que garantiza la verdad de su conclusion. Por consiguiente, una
afirmacién falsa como 02) +032 = 0 no puede ser un teorema de la aritmética
de Peano. Si lo fuera, tendriamos un argumento irrefutable en virtud del cual
al juntar dos canicas con dos canicas nos encontrariamos con cinco canicas.

Destaquemos también que, como ya hemos comentado, la prueba que hemos
dado es esencialmente no finitista. Para que se cumplan tan sélo los dos prime-
ros axiomas de la aritmética necesitamos un modelo con un universo infinito,
es decir, nos estamos apoyando esencialmente en que podemos hablar consis-
tentemente de la totalidad de los nimeros naturales y no sélo de una cantidad
arbitrariamente grande pero finita de nimeros naturales. Este es un buen mo-
mento para que el lector medite sobre si considera aceptable o no una prueba
no finitista: la cuestién es si, después de considerar detenidamente el argumento
anterior, aun cree posible que exista una demostraciéon formal de la sentencia
0 # 0 a partir de los axiomas de Peano o si, por el contrario, comprende que es
imposible que exista tal prueba.

Por otra parte, debemos comentar que Gentzen y después Godel han ob-
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tenido pruebas finitistas de la consistencia de la aritmética, el primero usando
la llamada “induccién hasta €p” y el segundo un formalismo 1égico de orden
infinito. Estas pruebas tienen la ventaja de que con ellas se obtienen algunos
resultados importantes sobre la recursividad de la aritmética de Peano, pero no
vamos a entrar en detalles.






Capitulo IV

La completitud semantica

En este capitulo justificaremos que el cédlculo deductivo de primer orden, tal
y como lo hemos introducido el el capitulo II, captura exactamente la nocién de
razonamiento matematico riguroso. Para ello demostraremos el teorema de com-
pletitud de Godel, del cual se desprenden, a su vez, resultados interesantisimos
sobre las limitaciones del razonamiento formal.

Todos los resultados que vamos a obtener se siguen del siguiente teorema
de Godel que, aunque por su contenido no se ajusta al nombre de “teorema
de completitud”, lo cierto es que es frecuente citarlo de esta forma, ya que
técnicamente es mucho maés util que el teorema de completitud propiamente
dicho. Se trata del reciproco del teorema 3.15:

Teorema 4.1 Si una teoria axiomdtica es consistente, entonces tiene un mo-
delo numerable.

Un modelo numerable es un modelo tal que es posible ordenar los objetos
de su universo, ya sea en una sucesion finita ag, ..., a,, ya infinita ag, a1, as, . ..
Ya hemos comentado en alguna ocasion que consideramos dudoso que tenga
sentido hablar metamatematicamente de colecciones de objetos mas generales
que éstas, pero, precisamente, el teorema de incompletitud nos garantizard que
no perdemos generalidad si tratamos dnicamente con modelos numerables.

Hilbert consideraba que la consistencia de unos axiomas da derecho a con-
siderar que existen unos objetos que los satisfacen. Esto es esencialmente lo
que afirma el teorema anterior. La primera prueba se debe a Godel, aunque la
demostracién que veremos aqui es de Henkin.

Debemos advertir que la prueba del teorema de completitud no es finitista,
por lo que, dadas las profundas repercusiones, este teorema se convierte en una
piedra de toque de la metamatematica no finitista, es decir, el lector se va a
ver obligado a decidir si acepta definitivamente el planteamiento de la metama-
temdtica que estamos presentando (si no una versién més fuerte) o renuncia a
considerar como hechos probados y fuera de toda duda al teorema de completi-
tud y a sus consecuencias.

95



96 Capitulo 4. La completitud semantica

4.1 Completitud sintactica

Una diferencia notable entre la sintaxis (calculo deductivo) y la seméntica
(modelos) es que una sentencia ha de ser verdadera o falsa en un modelo dado,
mientras que no tiene por qué ser demostrable o refutable en una teoria dada.
Para analizar esto con més detalle conviene introducir la nocién de completitud
(sintdctica) de una teorfa axiomdtica:

Definicién 4.2 Una teorfa axiomdtica T es completa si toda sentencia a de su
lenguaje formal cumple I;a o) ;ﬁa.

Hay un caso en el que una teoria dada es indudablemente completa: si es
contradictoria. Obviamente este caso carece de interés. Si la consistencia es
lo minimo que ha de cumplir una teoria axiomatica para que tenga interés, la
completitud es lo maximo que le podemos pedir. Una teoria completa es una
teoria capaz de resolvernos cualquier duda sobre su objeto de estudio.

Vamos a probar que toda teoria axiomaética puede extenderse hasta una
teoria completa. Para ello hemos de definir qué entendemos por extensién de
una teoria axiomatica.

Definicion 4.3 Diremos que una teoria axiomatica S es una extension de una
teoria T si el lenguaje formal de S contiene a todos los signos del lenguaje de
T y todos los axiomas de T son teoremas de S.

Es claro que si S es una extensién de T, entonces todos los teoremas de T
son teoremas de S. La forma habitual de extender una teoria T consiste en
formar una nueva teoria S que tenga mas axiomas, pero la definicién que hemos
dado permite que se eliminen algunos axiomas de 7Ty en su lugar se anadan
otros axiomas mas fuertes.

Para probar el teorema de completitud necesitaremos una versién refinada
del teorema siguiente, pero incluimos también esta version porque el resultado
tiene interés en si mismo y muestra mas claramente la idea bésica. Todas
las cuestiones metamatematicas sobre el caracter no finitista del teorema de
completitud pueden tratarse equivalentemente al respecto de este teorema:

Teorema 4.4 Toda teoria axiomdtica consistente tiene una extension consis-
tente y completa.

DEMOSTRACION: Sea T una teoria axiomdtica consistente sobre un lenguaje
formal L. Sea I' la coleccién de las clausuras universales de sus axiomas. Sea
g, 1, Q2, ... una enumeracién de las sentencias de L’. Definimos I'g = I.
Entonces es claro que para toda féormula o se cumple I' - « si y s6lo si g F a.
Por el teorema 3.13 tenemos que I'y es una coleccién consistente de sentencias
de L. Para cada nimero natural n, definimos

r _ |y, si Iy, U{ay,} es contradictorio,
T T, U{a,) siT, U{an} es consistente.
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Por construccion todas las colecciones I',, son consistentes y si m < n enton-
ces I',,, estd contenido en I',,.

Sea I, la unién de todas las colecciones I',,. Es claro que ' es consistente,
pues si de sus sentencias se dedujera una contradiccion, ésta se deduciria de
hecho de un ntmero finito de ellas, y todas estarian contenidas en un cierto I';,,
que seria, pues, contradictorio.

Sea S la teoria axiomatica cuya coleccion de axiomas es I'o,. Ciertamente es
consistente. Como I" estd contenido en I', es claro que S es una extension de T’
(los teoremas de T' son las consecuencias de I', luego también son consecuencias
de I'g y de I's,). Veamos por ultimo que S es completa.

Sea « una sentencia de L. Entonces o = a; para un cierto i. Supongamos
que no };—'ai, o sea, que no 'y, F —q;. Entonces tampoco I'; - —q;. Por el

teorema 3.12, la coleccién IT'; U {a; } es consistente, y asi I'; 11 = I'; U{a;}, luego
«; estd en I'o, y por consiguiente gai. [

Observaciones Este resultado es una consecuencia inmediata de 4.1, pues
si T' tiene un modelo M, basta tomar como S la teoria cuyos axiomas son las
sentencias verdaderas en M. Sin embargo, ya hemos comentado que necesitamos
una version més fuerte de este teorema para probar 4.1.

La enumeracién «g, aq,... de las sentencias de un lenguaje formal puede
hacerse explicitamente. Mads adelante veremos detalladamente una forma de
hacerlo (a través de la numeracién de Godel), por lo que por ahora no insis-
tiremos mas en ello. Lo importante es que una tal ordenacién es un concepto
finitista.

Un punto mucho mas delicado es la definicién de las colecciones T';,, pues,
segin veremos mas adelante, en los casos de interés matematico no es posible
calcular explicitamente cada uno de sus términos. Aunque pudiéramos calcular
los primeros, digamos hasta I's, nada nos garantiza que seamos capaces de
determinar quién es I'g 0, mds concretamente, si la sentencia «as forma parte o
no de T'g. El problema es que para ello tendriamos que decidir si I's U{a5} es o
no consistente, y no tenemos ningin algoritmo que nos permita decidir si una
coleccién de férmulas, aunque sea finita, es consistente o no.

Pese a ello, lo cierto es que I's U {a5} serd consistente o contradictoria y,
seguin el caso I'g coincidird con esta coleccién o se reducird a I's. Puesto que
uno de los dos casos, y sélo uno, ha de ser cierto, podemos afirmar que I'g esta
bien definida con independencia de si sabemos o no determinar sus elementos.

Asi pues, la coleccién T'y, de los axiomas de la extensién S estd completa-
mente determinada por Ty por la ordenacién de las sentencias de L que hemos
escogido, a pesar de que no sabemos determinar qué sentencias contiene. Esta-
mos ante el tipo de colecciones de objetos mas general que vamos a considerar
desde un punto de vista metamatematico.

La teoria S es bastante “patoldgica”’, pues, aunque conozcamos perfecta-
mente la teoria de partida 7', lo cierto es que no sabemos qué sentencias son
axiomas de S y, a fortiori, qué sentencias son teoremas de S. Mas adelante
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veremos que esta patologia es inevitable si partimos de una teoria consistente
en la que puedan demostrarse los axiomas de Peano.

A diferencia de lo que sucede con el teorema de completitud, este teorema
afirma simplemente la existencia de un objeto bien definido que escapa a nuestro
control. En si mismo no tiene repercusiones finitistas. Por ello no es un resultado
indicado para valorar si tenemos realmente motivos para aceptar razonamientos
no finitistas. Ciertamente, si las técnicas no finitistas nos llevaran tinicamente
a conclusiones de este tipo, resultarian ser totalmente superfluas. L]

El papel que desempena la completitud en la prueba del teorema 4.1 es,
a grandes rasgos, el siguiente: un modelo de una teoria axiomatica determina
si una sentencia dada es verdadera o falsa. Por consiguiente, para construir
un modelo debemos contar con toda la informacién necesaria para aceptar o
rechazar cualquier sentencia y, para ello, uno de los primeros pasos que daremos
sera completar la teoria de partida. Si nos fijamos en la teoria S construida en
la prueba del teorema anterior veremos que una sentencia es un teorema de S
siy s6lo si es un axioma. Para no trabajar con teorias “hinchadas” de axiomas,
conviene tratar directamente con la coleccién de las sentencias demostrables
en una teorfa axiomatica, ahorrandonos asi el darles artificialmente rango de
axiomas. Ello nos lleva al concepto siguiente:

Definicion 4.5 Una coleccion I' de sentencias de un lenguaje formal £ es ma-
zimalmente consistente si I' es consistente y para toda sentencia « de L que no
esté en I' se cumple que I' U {a} es contradictoria.

La relacion con la completitud es la siguiente:

Teorema 4.6 Una teoria aziomdtica T es consistente y completa si y solo si la
coleccion I' de todas las sentencias demostrables en T es maximalmente consis-
tente.

DEMOSTRACION: Supongamos que T’ es consistente y completa. Entonces T’
es consistente, pues las consecuencias légicas de los teoremas de 1" son teoremas
de T, luego si a partir de I pudiera demostrarse o y -, estas féormulas serian
teoremas de T'.

Sea a una sentencia que no esté en I', es decir, tal que no ;a. Como

T es completa, ;ﬁa, luego -« estd en I'. Es claro entonces que I' U {a} es
contradictorio. Por lo tanto I' es maximalmente consistente.

Reciprocamente, si I' es maximalmente consistente, entonces 7' es consis-
tente, pues hay sentencias que no son teoremas de 7' (las negaciones de las
sentencias de I'). Ademds, si a es una sentencia, o bien -« o, en caso contra-

T

rio, a no estd en T', luego I' U {a} es contradictorio luego, por el teorema 3.12,
tenemos que I' - =, y a su vez esto implica que I;ﬁa. L]

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas de las colecciones maxi-
malmente consistentes. Notemos que en él aparecen conexiones estrictamente
sintdcticas (es decir, no basadas en ningtin modelo) entre los signos légicos y su
significado.
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Teorema 4.7 Sea I' una coleccion mazimalmente consistente de sentencias de
un lenguaje formal L y o, B dos sentencias de L. Entonces

a) T'F a syss o estd en T,

b) Sit «, entonces o estd en T,

c) -« estd en T syss a no estd en T,

d) a — [ estd enT syss a no estd enT o 3 estd en T,
e) aV [ estd enT syss o estd enI' o (8 estd en T,

f) anpestienl syssa estd enT y (3 estd en T,

g) a > (B estd en T syss a y B estdn ambas en I’ o ninguna lo estd.

DEMOSTRACION: a) Si I' - « entonces no I' - =, porque T es consistente,
luego TU{a} es consistente, por el teorema 3.12; luego « estd en I'. El reciproco
es obvio.

b) Es consecuencia de a).

¢) Si —a estd en T', entonces « no puede estar en I', porque I es consistente.
Si « no estd en T' entonces I' U {a} es contradictorio, luego por el teorema 3.12
se cumple que I' - —a y por a) concluimos que —« estd en T'.

d)Sia— BestdenT y aestd en T, entonces I' - 3, luego por 1) concluimos
que 3 estd en I'.

Siamnoestd en ' o § estd en ', por ¢) ~ estd en I o § estd en I'. Por
consiguiente I' - = 0o '+ 3. En cualquier caso ' o — [ y por a) o — (3 estd
en I

e), f) y g) se deducen de c) y d) por las definiciones de los conectores. =

Necesitamos propiedades analogas a las de este teorema pero en relacién a
los cuantificadores. Para ello necesitamos una nueva nocion.

Definicién 4.8 Una coleccién I' de sentencias de un lenguaje formal L es ejem-
plificada si cuando \/za estd en I’ existe un designador ¢ de £ tal que S{.a estd
enT.

Es decir, I' estd ejemplificada si cuando afirma la existencia de un objeto
que cumple algo, nos da también un ejemplo concreto ¢t de objeto que cumple
lo indicado. En realidad se cumple mucho mas:

Teorema 4.9 Sea I' una coleccion de sentencias de un lenguaje formal L ma-
zimalmente consistente y ejemplificada. Sea o una formula de L en la que a lo
sumo esté libre la variable x. Entonces

a) Vza estd en T syss existe un designador t de L tal que SLo estd en T.

b) Nxa estd en T syss para todo designador t de L se cumple que SLa estd
en T
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DEMOSTRACION: a) Si V/za estd en T', hay un designador ¢ de L tal que
St o estd en T por ser ' ejemplificada.

Si St estd en T, por (IP) obtenemos que I' - \/za, con lo que Vza estd en
T" por el teorema anterior.

b) Si Az estd en ' y t es un designador de £, por (EG) se cumple I' - S o
y por consiguiente St estd en T' (por el teorema anterior).

Si L estd en I' para todo designador ¢ de L, entonces el teorema anterior
nos da que =SLa = SL—a no estd en I' para todo t. Por a) \Vz—a noestden Iy
por el teorema 4.7 otra vez concluimos que —\/z—a sf lo esta. Aplicando (NP)
resulta que I' - Aza, luego, por el teorema anterior una vez més, concluimos
que Az estd en T. n

Con esto tenemos todos los conceptos necesarios para demostrar el teo-
rema 4.1. Nos dedicamos a ello en la seccién siguiente.

4.2 La prueba del teorema de completitud

El teorema 4.4 puede reformularse como que toda coleccién consistente de
sentencias estd contenida en una coleccién maximalmente consistente. Sin em-
bargo, necesitaremos una coleccién que ademads sea ejemplificada y ello plantea
un problema técnico que hemos de resolver previamente. La clave serd el teo-
rema siguiente:

Teorema 4.10 Sea L un lenguaje formal y sea L' un lenguaje formal que conste
de los mismos signos que L mds una constante ¢ (aunque admitimos el caso de
que c esté en Ly, por consiguiente, que L coincida con L'). Si ¢ no estd en

una formula o, la variable x no estd ligada en o y KI— S¢a, entonces F a.
o’ L

DEMOSTRACION: Como z no estd ligada en «, tenemos que z no estd (ni
libre ni ligada) en SS«. Si en una demostracién de S¢a en K. sustituimos
todas las intervenciones de la variable z por otra variable que no aparezca en
la demostracién, obtenemos una demostracién de SSa en la que no aparece la
variable z. Veamos que 1|<_ a por induccién sobre el nimero de lineas de una

L

demostracion en estas condiciones.

Si S se demuestra en una linea, entonces es un axioma de Kp-. Veamos
que a ha de ser un axioma de K. Para probarlo nos basaremos en dos hechos
obvios:

A Sif esunaexpresién de L' que no contiene la variable x, entonces 6 = S¢6,
para una expresién 6y de L que no contiene a ¢. (fy es la expresién que
resulta de cambiar por x cada aparicién de ¢ en 6.)

B Si Gy y $1 son férmulas de £ que no contienen a ¢ y 858y = S5 31 entonces

Bo = B1-
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Asi, si por ejemplo S¢a = 3 — (v — ), entonces por A

Sta=p— (v — B) =850 — (8570 — 8560) =S5 (8o — (0 — Ho))s
luego por B tenemos que o = By — (7o — Po)-

Similarmente, si Sia = Ay f — S! 3, entonces
X sét X . X
ssa = AySifo — Sy °S5Bo = Ny SsBo — e8I Bo = 85(Ay o — i Bo),

= tO
luego o = Ay o — St Bo.
La comprobacion para los restantes esquemas axiomaticos es anédloga.

Si el teorema es cierto para las férmulas demostrables en menos de n pasos,
supongamos que SSa se demuestra en n pasos.

a) Si 8¢« se deduce por (MP) de 8y 8 — SCa, lineas anteriores. Por A)
podemos expresar 3 = S5, donde v no contiene a c.

Observemos que § — SSa = S{y — SSa = SS(y — «), la constante ¢ no
estd en v ni en v — «a y x no esta ligada en v ni en v — «. Por hipdtesis de
induccién + H 1 F oa.
induccién i vy i v — a, luego i @

b) Si S¢a = Ay se deduce de 3 por (IG), entonces y # z, pues x no aparece
en la demostracién. Sea 7y la férmula resultante de sustituir ¢ por « en 3. Como
antes 3 = S¢v. Ademds S¢a = AysSSy = 8¢ Ayy. De aqui se sigue que a = Ayry.
Por hipétesis de induccién ]I(— v, luego 1|<_ Q. m

L L

En definitiva, la prueba del teorema muestra que basta reemplazar todas las
apariciones de ¢ por apariciones de x en una demostracion de S{«a para tener
una demostracion de a.

El teorema siguiente es el que nos permitird ejemplificar una coleccién con-
sistente de sentencias para volverla a la vez ejemplificada y maximalmente con-
sistente.

Teorema 4.11 Si TU{\/xa} es una coleccion consistente de sentencias de un
lenguaje formal L, el lenguaje L' es como en el teorema anterior y la constante
¢ no estd en ninguna sentencia de T U{\/z a}, entonces TU{\Vxa}U{S¢a} es
consistente.

DEMOSTRACION: Si TU{\V/z a}U{S¢a} es contradictorio, por el teorema 3.12
tenemos que I' U {\/z o} K}— —SSa.
L’

Existen v1,...,7, en I" tales que v1 A --- Ay, A \/xozK}— —S¢a. Sea y una
LI

variable que no esté en y; A --- Ay, A \VVz . Entonces

VLA ANy A \/xaKI—L/ S, 85—,
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luego por el teorema de deduccion

Kl;,’n A Ay AVza — stgﬂa,

y esto equivale a

KI—L/ Sy A Ay AVza— SY-a),

pues y no esté libre en y1 A --- A v, A Vza.

Por el teorema anterior II(—L YA Ay AV a — SY=a, y de aquf que T'U
{Vza} II(—L —SY%a. Aplicando (IG) y (NP) llegamos a que TU{\/x o} II(—L =\VySYa,
de donde se concluye que I' U {\/x o} II(—L =Vz a, con lo que T' U {\/z a} resulta
ser contradictoria. "

Aunque el teorema siguiente no lo necesitaremos hasta un poco mas adelante,

lo incluimos aqui porque su prueba es completamente andloga a la del teorema
anterior.

Teorema 4.12 Si ' es una coleccion consistente de sentencias de un lenguaje
formal con descriptor L, el lengquaje L' es como en el teorema anterior y la
constante ¢ no estd en L, entonces ' U{c = z|(x = x)} es consistente.

DEMOSTRACION: Si I'U {¢c = z|(x = z)} es contradictorio, por el teo-
rema 3.12 tenemos que I’ KI— —c = z|(x = z). Existen sentencias 71,...,7v, en
L/

I tales que y1 A --- Ay KI— —c = z|(z = z) y por el teorema de deduccién
L/

F A Ay — —e=zx|(z = x).
Kpr

Sea y una variable que no esté en la sentencia y; A -+ Ay, — —c = z|(x = x).
Tenemos que KF Syt A Ay — Ty z|(x = z)), luego por el
Ll

teorema 4.10 también I}f_/; M A e Ay — oy = z|(z = x). Asi pues,
I‘II(—L -y = z|(x = z). Aplicando (IG) resulta que P)(_L Ny—y = z|(z = z),
y aplicando (EG) llegamos a I‘II(—L =(z|(z = x)) = (z|(z = z)), de donde se
sigue que I' es contradictorio. n

Ahora ya podemos probar la base de nuestro argumento hacia el teorema de
completitud:

Teorema 4.13 Sea L un lenguaje formal, sea L' un lenguaje formal que conste
de los mismos signos que L mds una coleccion de constantes dy,dy, ... que no
estén en L, sea I' una coleccion consistente de sentencias de L. FExiste una
coleccion T' o, mazimalmente consistente y ejemplificada de sentencias de L' que
contiene a I
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DEMOSTRACION: Sea aqg,a1,... una enumeracién de las sentencias de L.
Definimos I'g = I y, supuesto definido I',,, sea

r, si 'y, U{ay,} es contradictorio,
r,U{a,} si Iy, U{ay,} es consistente y «;, no es
r _ de la forma Vz 53,
T T, U{an U {s®B} siT, U{a,} es consistente, a,, = Vz By
k es el menor natural tal que di no esta
enI'y, U{a,}.

Por el teorema 4.11, cada I',, es consistente. Sea I's, la unién de todas las
colecciones I';,. Como en el teorema 4.4, es claro que I'y, es consistente. De
hecho es maximalmente consistente, pues si una sentencia a = «; de L’ no estd
en I'w,, entonces I';U{a;} es contradictorio o, de lo contrario, a; estarfa en T'; 1,
luego en I'y,. Por consiguiente I'y, U {a;} también es contradictorio.

Por tltimo veamos que ', es ejemplificada. Si \/z o esté en I'o, entonces
Vza = a; para algin natural j. Como I'; U {Vza} estd contenido en I,
ciertamente es consistente. Por construccién I'j11 = T'; U {Vza} U {s%a},
luego S%a estd en I's, y di es un designador de L. m

La coleccién de sentencias I'y, construida en la prueba del teorema ante-
rior tiene las mismas caracteristicas que la construida en 4.4, es decir, estd
univocamente determinada a partir de I' y de la enumeracién fijada de las sen-
tencias de L, pero no tenemos ningtn algoritmo que nos permita decidir si una
sentencia dada estd o no en I'.

A partir de una coleccién de sentencias I" ejemplificada y maximalmente con-
sistente es facil construir un modelo. Para ello hemos de buscar una coleccién
de objetos que, con las relaciones y funciones adecuadas, verifiquen cuanto se
afirma en I'. Ahora bien, puesto que I" proporciona designadores concretos que
nombran a cada uno de los objetos de los que pretende hablar, podemos tomar
como universo del modelo los propios designadores del lenguaje formal de T,
y arreglar las definiciones de forma que cada designador se denote a si mismo.
Aqui nos aparece un problema técnico, y es que si I' contiene una sentencia de
tipo t; = t2, donde t; y t2 son designadores distintos, entonces t; y to deben
denotar al mismo objeto, lo cual no sucedera si, como pretendemos, cada uno
se denota a si mismo. Para corregir este inconveniente no tomaremos como uni-
verso a los designadores exactamente, sino a las clases de equivalencia respecto
a la relacion que satisfacen dos designadores t1 y to precisamente cuando t; = to
estd en I'. Veamos los detalles:

Teorema 4.14 Sea L un lenguaje formal (con o sin descriptor) y sea T' una
coleccion consistente de sentencias sin descriptores de L. Entonces I' tiene un
modelo (de universo) numerable.

DEMOSTRACION: Recordemos que £ es el lenguaje que resulta de eliminar
el descriptor de L. Sea I', una coleccion de sentencias de L’ maximalmente
consistente y ejemplificada que contenga a I' segin el teorema anterior. Basta
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probar que I', tiene un modelo numerable M., pues entonces ciertamente
My, E T y si llamamos M al modelo de £ que se diferencia de M., en que no
interpreta las constantes nuevas, es claro que M F I'. Finalmente, seleccionando
si es necesario una descripcion impropia, podemos considerar a M como modelo
de L (pues la descripcién impropia no influye en la interpretaciéon de férmulas
sin descriptores).

Equivalentemente, podemos suponer que L no tiene descriptor y que I' es
una coleccién maximalmente consistente y ejemplificada de sentencias de L.

Sea T la coleccién de todos los designadores de L. Consideramos en T la
relacién diddica dada por t; ~ to syss la sentencia t; = t5 estd en I'. Veamos
que se trata de una relacién de equivalencia.!

Dado un designador ¢, ciertamente - ¢ = ¢, luego ¢t = ¢ estd en I' por el
teorema 4.7. Por consiguiente la relacién es reflexiva.

Dados dos designadores t1 y to tales que t; ~ to, esto significa que t; = to
estd en I') luego I' - t5 = t; y por consiguiente to = t1 estd también en I'. Esto
prueba la simetria y similarmente se prueba la transitividad.

Representaremos por [t] a la clase de equivalencia de ¢ respecto a ~ y lla-
maremos U a la coleccién de todas las clases de equivalencia. Es claro que U es
una colecciéon numerable, ya que lo es la coleccién de los designadores de L.

Definimos como sigue un modelo M de L:

o El universo de M es U.
e Si c es una constante de L, entonces M (c) = [c].

e Si R} es un relator n-adico de L, entonces M(R]') es la relacién n-ddica
dada por

M(R?)([t1],---,[tn]) syss Rity---t, estd enT.

e Si f7 es un funtor n-ddico de L, entonces M (f") es la funcién n-ddica en
U dada por

M)t [En]) = [f 00 - 2],

Hemos de comprobar que las interpretaciones de los relatores y los funtores
estan bien definidas. En el caso de los relatores esto significa que si se cumple
[t1] = [ti],--.,[tn] = [t},] entonces Rty ---t, estd en T' syss RI't) .- -t estd
enT.

En efecto, tenemos que las sentencias t; = t}, ..., t, = t,, estdn en T', de
donde se sigue fécilmente que I' - Rty - - - t,, <> RI't} - - - t},. Por la consistencia
maximal, la sentencia Rty ---t, <> RI't}---t) estd en T', y por el teorema 4.7
tenemos que Rty ---t, estd en I' syss Rt} --- ¢, estd en I

Analogamente se prueba que las funciones M (f]*) estdn bien definidas. Tam-
bién hemos de comprobar que M (=) es la relacién de igualdad, pero esto es
inmediato a partir de las definiciones.

1Si el lector no estd familiarizado con las relaciones de equivalencia debe consultar el
apéndice A.
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Ahora probamos que si t es un designador de £ y v es cualquier valoracion,
entonces M (¢)[v] = [t]. Si t es una constante esto es cierto por definicién
de M. Como L no tiene descriptores, la unica posibilidad adicional es que
t = fl't1---t,, en cuyo caso, razonando por induccién sobre la longitud de ¢,
podemos suponer que M (t;)[v] = [t;], y por definicién de M (fI*) llegamos a que
M(8)[o] = [t].

Finalmente probamos que si « es una sentencia de L, entonces M F « si
y sélo si « estd en I'. En particular M F T', que es lo que queriamos probar.
Razonamos por induccién sobre el nimero de signos légicos (=, —, A) que
contiene . Notar que los términos de L no tienen descriptores, por lo que no
pueden contener signos légicos.

Si a no tiene signos légicos, entonces o = R't; - - - ¢, ¥ se cumple que
M E o syss M(RY)([t1], .-, [tn]) syss a« = Rty -+ - t,, estd en I

Supuesto cierto para sentencias con menos signos logicos que «, distinguimos
tres casos:

a) Si o = 3, entonces M E « syss no M E 8 syss (hip. de ind.) 8 no estd
en I' syss (teorema 4.7) =3 estd en I' syss « estd en T

b) Sia = — 7, entonces M F a syssno M F 3o M FE «y syss (hip. ind.) g
no estd en I' 0 v estd en I syss (teorema 4.7) 3 — v estd en I' syss « estd en T.

¢) Si @ = Az, entonces M F « syss para todo [t] de U (y cualquier va-

loracién v en M) se cumple M E 5[%[5]] syss para todo designador ¢ de L (y
cualquier valoracién) M E B[vl! (t)[v]]
L se cumple M F St 3.

Notemos que las sentencias S;ﬂ —aunque no tienen necesariamente me-
nor longitud que a— tienen menos signos logicos, luego podemos aplicarles la
hipétesis de induccién: M F a syss St estd en I’ para todo designador ¢ de £

syss (por el teorema 4.9) a = Azf3 estd en T. "

syss (por 3.4) para todo designador ¢ de

Ahora sélo nos queda el problema técnico de ir eliminando hipotesis en el
teorema anterior. En primer lugar nos ocupamos de la restricciéon sobre los
descriptores:

Teorema 4.15 Sea L un lenguaje formal (con o sin descriptor) y I' una co-
leccion consistente de sentencias de L. Entonces I' tiene un modelo numerable.

DEMOSTRACION: Sea L’ un lenguaje formal que conste de los mismos signos
que L mas una nueva constante c¢. Sea x una variable. Por el teorema 4.12
tenemos que I' U {¢ = z|(z = x)} es consistente.

Por el teorema 2.14, para cada sentencia v de I' existe una sentencia v’ de
L’ sin descriptores y tal que

c=z|(x=x2)Fy <.
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Sea A la coleccién de todas estas sentencias 7'. Toda sentencia de A es
consecuencia de I' U {¢ = z|(x = x)}. Por el teorema 3.13 tenemos que A
es consistente. Por el teorema anterior A tiene un modelo M’ de universo
numerable. Como las sentencias de A no tienen descriptores, si cambiamos la
descripcién impropia en M’ éste no deja de ser un modelo de A. Tomamos
concretamente M'(c) como descripcién impropia, de modo que ahora se cumple
M Ec=z|(z =x).

Asf pues, M' E AU {c = z|(x = x)} y, como toda férmula de T' es conse-
cuencia de AU {c = z|(x = x)}, por 3.9 tenemos que M’ E T". Finalmente, sea
M el modelo de L que se diferencia de M’ en que no interpreta la constante c.
Claramente M es numerable y M FT. L]

Finalmente eliminamos la restricciéon de que las formulas sean sentencias,
con lo que tenemos 4.1 y, combinandolo con 3.15, tenemos el teorema siguiente:

Teorema 4.16 Una coleccion T de formulas de un lenguaje formal L es con-
sistente si y sdlo si tiene un modelo (que podemos tomar numerable).

DEMOSTRACION: Supongamos que I’ es consistente. Sea I'® la coleccién de
las clausuras universales de las férmulas de I'. Como todas las sentencias de I'®
se deducen de las de T, el teorema 3.13 nos da que I' es consistente. Por el
teorema anterior I' tiene un modelo numerable M que, claramente, también es
un modelo de I'. El reciproco es 3.15 L]

4.3 Consecuencias del teorema de completitud

Del teorema 4.16 se sigue que el cdlculo deductivo que hemos introducido en
principio de forma arbitraria es exactamente lo que tiene que ser. Esto se sigue
de los reciprocos de los teoremas 3.8 y 3.9, que pasamos a demostrar:

Teorema 4.17 (Teorema de adecuacién) Toda férmula ldgicamente vdlida
es un teorema logico.

DEMOSTRACION: Sea « una férmula y af su clausura universal. Si no F a,
entonces no F a¢, luego no F ——ac. Por el teorema 3.12 obtenemos que —a“
es consistente, luego tiene un modelo M, es decir, M F —a®, luego no M F af,
luego no M F «, es decir, a no es légicamente vélida. L]

Nota Es crucial comprender que el enunciado de este teorema careceria de un
significado metamatematico preciso si no fuera por la propia demostracién del
teorema. Recordemos que no sabemos dar un sentido a una afirmacién del tipo
“« es l6gicamente valida” salvo en el caso en que dispongamos de un argumento
que nos convenza de que « ha de ser verdadera en cualquier modelo. El teorema
de correccién nos da que esto sucede siempre que a es un teorema légico. Lo
que ahora hemos probado es que si « no es un teorema légico (y estd claro qué
significa esto) entonces sabemos construir un modelo en el que a es falsa, y
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esto podemos expresarlo diciendo que a no es légicamente valida. En resumen,
ahora sabemos que toda férmula « ha de encontrarse en uno de los dos casos
siguientes: o bien es un teorema logico y entonces es verdadera en cualquier
modelo, o bien no es un teorema légico y entonces sabemos describir un modelo
concreto en el cual es falsa. Esto nos permite considerar como equivalentes las
afirmaciones - a y F «, con lo que, dado que la primera tiene un significado
preciso, lo mismo podemos decir, a partir de ahora, de la segunda. m

La adecuacién del célculo deductivo queda plasmada més claramente en lo
que propiamente se conoce como el teorema de completitud semdntica para la
logica de primer orden:

Teorema 4.18 (Teorema de completitud semantica (de Godel)) Sea T’
una teoria axiomdtica consistente y sea o una formula de su lenguaje formal.
Si a es verdadera en todo modelo (numerable) de T, entonces Fa.

DEMOSTRACION: Sea I la coleccién de los axiomas de 7. Hemos de probar
que I' - . En caso contrariono I' F a¢, luego no I' = =—a“. Por el teorema 3.12
tenemos que T' U {—a°} es consistente, luego tiene un modelo numerable M.
Como M E T se cumple que M es un modelo de T', pero no M E «, en contra
de lo supuesto. [

Asi pues, si el teorema 3.9 garantizaba que el cdlculo deductivo jamdas nos
lleva de premisas verdaderas a conclusiones falsas, el teorema de completitud
seméntica nos garantiza que el calculo deductivo es completo, no en el sentido
sintactico de que nos responda afirmativa o negativamente a cualquier pregunta,
sino en el sentido seméntico de que cualquier otro calculo deductivo “més gene-
roso” que permitiera deducir mas consecuencias que el nuestro de unas premisas
dadas, necesariamente nos permitiria deducir consecuencias falsas en un modelo
a partir de premisas verdaderas en €él, por lo que no seria semanticamente acep-
table. En resumen, ahora sabemos que nuestro calculo deductivo se corresponde
exactamente con la nocién metamatematica de razonamiento logico, por lo que
todas las arbitrariedades de su definicién estan ahora plenamente justificadas.

En la prueba del teorema de completitud hemos visto un ejemplo represen-
tativo de la necesidad que puede surgir en diversos contextos de razonar con
férmulas sin descriptores. Como primera aplicacién del teorema de completitud
veremos que no sélo podemos eliminar los descriptores de los axiomas y teore-
mas (encontrando férmulas equivalentes sin descriptores) sino también de las
demostraciones.

Teorema 4.19 Sea L un lenguaje formal con descriptor, sea I' una coleccion de
formulas de L sin descriptores y a una formula sin descriptores. Si se cumple
I' + «a, entonces existe una deduccion de o a partir de I' en la que no aparecen
descriptores.

DEMOSTRACION: Si M es un modelo de T' (considerando a I' como coleccién
de férmulas de L), determinando arbitrariamente una descripcién impropia ob-
tenemos un modelo M’ de L que obviamente cumple M’ E T'. Por consiguiente



108 Capitulo 4. La completitud semantica

M’ E «a 'y, como « no tiene descriptores, M F . As{ pues, a (como férmula de
L) es verdadera en todo modelo de T (como coleccién de férmulas de £). Por el
teorema de completitud (para L) concluimos que T' = «, es decir, a se deduce
sin descriptores. Ke "

Nota En la prueba del teorema anterior hemos usado el teorema de comple-

titud para un lenguaje sin descriptor. Este ha sido el motivo por el que hasta

ahora hemos trabajado tanto con lenguajes con y sin descriptor. A partir de

este momento todos los lenguajes formales que consideremos tendran descriptor.
u

Aritmética no estandar Si el teorema de completitud nos ha mostrado que
el calculo deductivo es exactamente lo que tiene que ser, a la vez nos muestra
ciertas limitaciones que, por esta misma razén, resultan ser esenciales a toda
posible formalizacién y axiomatizacién de una teoria matematica.

Observemos que si una coleccién de féormulas I' tiene la propiedad de que
todas sus subcolecciones finitas son consistentes, entonces es consistente. En
efecto, si a partir de I' se dedujera una contradiccién, en la deduccion sélo podria
aparecer una cantidad finita de premisas, las cuales formarian una subcolecciéon
finita de I' contradictoria, en contra de lo supuesto. El teorema de completitud
traduce este hecho obvio en un hecho nada trivial:

Teorema 4.20 (Teorema de compacidad de Goédel) Una coleccion de for-
mulas tiene un modelo si y sdlo si lo tiene cada una de sus subcolecciones finitas.

Lo importante en este teorema es que ninguno de los modelos de ninguna
de las subcolecciones finitas tiene por qué ser un modelo de la totalidad de las
férmulas y, pese a ello, podemos garantizar que existe un modelo que cumple
simultdaneamente todas ellas.

De aqui se deduce que la légica de primer orden no es categorica, es decir, que
—en la mayoria de casos de interés— es imposible caracterizar univocamente
unos objetos que pretendamos estudiar a través de una coleccién de axiomas.
Concretamente vamos a probarlo con las nociones de “finitud” y de “ntmero
natural”.

Nosotros hemos presentado los nimeros naturales como los objetos 0, 1, 2,
3,4, 5, etc., es decir, los objetos generados por un proceso de cémputo perfecta-
mente determinado que nos permite continuar indefinidamente y sin vacilacién
la sucesién anterior. Asi aprenden todos los ninos lo que son los nimeros natu-
rales y esta definicién les basta para manejarlos en todos los contextos distintos
del de la matematica formal. Muchos matemdticos piensan que esta nociéon “in-
tuitiva”, en el més despectivo sentido de la palabra, puede ser suficiente para
usos no sofisticados, como contar monedas, o sellos, o piedras, pero no para las
matematicas serias, donde es necesaria una definicién mas precisa y rigurosa de
nimero natural. Ahora vamos a probar que esto, aunque tiene algo de cierto,



4.3. Consecuencias del teorema de completitud 109

también tiene mucho de falso. Es verdad que la matemaética, desde el momento
en que pretende estudiar objetos abstractos que involucran la nociéon general
de conjunto, requiere ser axiomatizada en su totalidad, lo cual incluye el tratar
axiomaticamente los nimeros naturales. Sin embargo, no es cierto que una pre-
sentacion axiomatica de los nimeros naturales sea mas precisa y rigurosa que
una presentacion no axiomatica como la que hemos dado aqui. Al contrario, va-
mos a demostrar que una presentacién axiomatica de los nimeros naturales sera
rigurosa, pero nunca precisa, en el sentido de que serd necesariamente ambigua.

En efecto, supongamos que el lector cree que puede definir con total precision
los nimeros naturales en el seno de una teoria axiomatica. El intento mas simple
es la aritmética de Peano que ya hemos presentado, pero si el lector considera
que es demasiado débil, podemos admitir cualquier otra teoria. Por ejemplo
podriamos pensar en una teoria axiomatica de conjuntos. No importa cudles
sean sus axiomas en concreto. El argumento que vamos a emplear se aplica a
cualquier teoria axiomatica 7' que cumpla los siguientes requisitos minimos:

e T es consistente (es obvio que una teorfa contradictoria no serfa una buena
forma de presentar los nimeros naturales).

e El lenguaje de T contiene un designador 0, un término z’ con x como
Unica variable libre y una férmula Nat = (léase “z es un ntimero natural”)
con x como Unica variable libre de modo que en T' puedan demostrarse los
teoremas siguientes:

d) Azy(Natz A Naty Az’ =y — x =y).

En otras palabras, admitimos que en la teoria T se definan los ntmeros
naturales, el cero y la operaciéon “siguiente” como se considere oportuno, con
tal de que se puedan demostrar las cuatro propiedades elementales que hemos
exigido. Si T es la aritmética de Peano, como definicién de niimero natural sirve
Nat £ = x = z, pues en T sélo se puede hablar de nimeros naturales. Si T es
una teoria mas general entonces Nat x ha de ser una férmula que especifique qué
objetos son nimeros naturales y cudles no, es decir, lo que cualquier matematico
entenderia por una “definicién de nimero natural”.

Si es posible determinar axiomaticamente los niimeros naturales, la forma de
hacerlo serd, sin duda, una teoria T' que cumpla los requisitos anteriores. Ahora
probaremos que existen unos objetos que satisfacen la definicién de ntimero
natural que ha propuesto el lector —cualquiera que ésta sea— y que, pese a ello,
nadie en su sano juicio los aceptaria como ntimeros naturales. Mds precisamente,
vamos a construir un modelo de T' en el que existen objetos que satisfacen la
definicién de nimero natural del lector y que son distintos de lo que el lector ha
decidido llamar 0, y de lo que el lector ha decidido llamar 1, etc.
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Sea L el lenguaje de T'y sea L' el lenguaje que resulta de anadir a £ una
constante ¢. Consideramos la teorfa T sobre L’ que resulta de anadir a los
axiomas de T la siguiente coleccion de sentencias:

Nate, c#0, c#0, c#0", c#0", c#0",

Si usamos en 1" la misma notaciéon que en la aritmética de Peano, hemos
anadido el axioma Nat ¢ més los axiomas ¢ # 0", para todo natural n.

La teoria T” es consistente. En virtud del teorema de compacidad basta
encontrar un modelo de cada coleccién finita de axiomas de T. De hecho, es
claro que basta encontrar un modelo de cada teoria T, formada por los axiomas
de T més los axiomas Nat ¢, ¢ £ 0, ..., ¢ % 0™,

Por hipétesis T es consistente, luego tiene un modelo M. Llamaremos M,, al
modelo de L’ que es igual que M salvo por que interpreta la constante ¢ como
el objeto denotado por 0", Asi, M,, es un modelo de T en el que ademds es
verdadera la sentencia ¢ = 0("*1). De esta sentencia més las sentencias a), b),
¢), d) que estamos suponiendo que son teoremas de T se deducen las sentencias
Nat ¢, ¢ #0, ..., ¢ # 0™ es decir, M, es un modelo de T"..

Por el teorema de compacidad T” tiene un modelo M’. En particular M’ es
un modelo de T, es decir, sus objetos cumplen todos los axiomas que el lector
ha considerado razonables. En particular, los objetos a de M’ que cumplen
M’ E Nat x[v?], para una valoracién cualquiera v, satisfacen todos los requisitos
que el lector ha tenido bien exigir a unos objetos para que merezcan el calificativo
de nimeros naturales.

Llamemos £ = M’(c). Puesto que M’ E Nat ¢, tenemos que £ es uno de esos
objetos que el lector estd dispuesto a aceptar como numeros naturales. Ahora
bien, Como M’ E ¢ # 0, tenemos que £ es distinto del objeto denotado por el
designador 0, es decir, es distinto del objeto que satisface todo lo que el lector ha
tenido a bien exigir para que merezca el calificativo de “ntimero natural cero”.
Similarmente, como M’ F ¢ # 0/, tenemos que & es distinto de lo que el lector
ha tenido a bien llamar 1, etc. En resumen, la definicién de nimero natural
propuesta por el lector es satisfecha por unos objetos entre los cuales hay uno
& que no es lo que el lector ha llamado 0, ni 1, ni 2, ni 3, ni, en general, ningin
numero que pueda obtenerse a partir del 0 por un ntimero finito de aplicaciones
de la operacién “siguiente”. Cualquier nino de 10 anos al que se le explique esto
adecuadamente comprendera que el lector se equivoca si cree haber definido
correctamente los niimeros naturales.

En general, diremos que un modelo M de una teoria que satisface los re-
quisitos que hemos exigido a T es un modelo no estdndar de la aritmética
si en su universo hay un objeto £ tal que, para una valoracién v cualquiera,
M E Nat z[v§] y para todo niimero natural n se cumple M F z # 00 [v§]. A
tales objetos £ los llamaremos numeros no estandar del modelo M.

Hemos probado que cualquier formalizacién minimamente razonable de la
aritmética tiene modelos no estandar, modelos en los que hay “ntimeros natu-
rales” que no pueden obtenerse a partir del cero en un ntmero finito de pasos.
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Vemos asi que el razonamiento metamatematico que estamos empleando desde
el primer capitulo, aunque inttil para tratar con la matemadtica abstracta, es
mucho mas preciso que el razonamiento axiomatico formal a la hora de tratar
con objetos intuitivamente precisos. Asi, aunque la nocién de finitud es total-
mente precisa y rigurosa, tan simple que hasta un nino de 10 anos comprende
sin dificultad que hay un nimero finito de dedos en la mano pero hay infinitos
ndmeros naturales, resulta que el mas sofisticado aparato matematico es incapaz
de caracterizarla con precision.

En efecto, nosotros nunca hemos dado una definicién de finitud, pues si el
lector no supiera perfectamente lo que es ser finito deberia entretenerse leyendo
libros més elementales que éste. Ahora bien, el lector no sélo debe ser consciente
de que él ya sabe lo que es ser finito, sino que ademdas debe comprender que
no estamos “siendo poco rigurosos” al eludir una definicién formal de finitud,
va que no se puede pecar de poco riguroso por no hacer algo imposible. Su-
pongamos que el lector se siente capaz de corregirnos y enunciar una definicién
razonable de “conjunto finito”. Sin duda, para ello deberd hacer uso de algunas
propiedades elementales de los conjuntos. Todo cuanto utilice podra enunciarse
explicitamente como los axiomas de una teoria de conjuntos 7. No importa cual
sea la teoria T. Pongamos que el lector construye el lenguaje formal que consi-
dere oportuno y en él enuncia unos axiomas que digan “los conjuntos cumplen
esto y lo otro”. Sélo exigimos las siguientes condiciones minimas:

e 1" es consistente.

e En T pueden definirse los nimeros naturales en las mismas condiciones
que antes, y ademas ha de poder demostrarse un principio de induccién
similar al esquema axiomatico de la aritmética de Peano. También ha
de ser posible definir la relaciéon de orden en los nimeros naturales y
demostrar sus propiedades bésicas.

e En T puede definirse una férmula “x es un conjunto finito” con la cual
pueda probarse que todo conjunto con un elemento es finito y que si a
un conjunto finito le anadimos un elemento obtenemos un conjunto finito.
Por lo demds, el lector es libre de exigir cuanto estime oportuno a esta
definicién para que sea todo lo exacta que considere posible.

e En T tiene que poder demostrarse que para cada nimero natural x existe
el conjunto de los niimeros naturales menores o iguales que .

Si se cumplen estos requisitos, en la teoria T puede probarse que el conjunto
de los niimeros naturales menores o iguales que un ntmero n es finito, es decir,
que satisface la definicién de finitud que ha decidido adoptar el lector. Ahora
bien, la teoria T tiene un modelo M no estandar, en el cual podemos considerar
el conjunto = de todos los nimeros naturales menores o iguales que un nimero
no estandar fijo £&. Este conjunto = satisface, pues, la definicion de finitud del
lector, pero contiene al objeto que en M satisface la definicién de 0 (ya que &
no es 0 y en T ha de poder probarse que todo ntimero distinto de 0 es mayor
que 0), y también contiene a lo que el lector ha llamado 1 (ya que £ es distinto
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de 1 y en T ha de poder probarse que todo ntimeros mayor que 0 y distinto de
1 es mayor que 1) y ha de contener a lo que el lector ha llamado 2, y 3, y 4, etc.
En definitiva, tenemos un conjunto infinito que satisface la definicién de finitud
que haya propuesto el lector, cualquiera que ésta sea.

Las nociones de finitud y de niimero natural estan intimamente relaciona-
das: si tuviéramos una definicién formal precisa de finitud podriamos definir
los niimeros naturales definiendo el 0 y la operacién siguiente y estipulando que
ésta ha de aplicarse un numero finito de veces para obtener cada nimero natu-
ral; reciprocamente, si tuviéramos una definicién formal precisa de los nimeros
naturales podriamos definir a partir de ella la nocién de finitud; pero sucede
que no existe ni lo uno ni lo otro, lo cual a su vez no es obstaculo para que
cualquier nino de 10 anos —al igual que el lector— tenga una nocién precisa
(metamatemdtica, no axiomética) de lo que es la finitud y de lo que son los
nimeros naturales.

Por otra parte, el lector debe tener presente que todos los teoremas de la
aritmética de Peano, o de otra teoria similar, son afirmaciones verdaderas sobre
los nimeros naturales. Lo que hemos probado es que también son afirmaciones
verdaderas sobre otros objetos que no son los niimeros naturales, pero esto no
contradice a lo primero, que es lo que realmente importa. Mas en general, una
teoria axiomatica con axiomas razonables nos permite probar cosas razonables,
independientemente que que pueda aplicarse también a objetos no razonables.

Aqui el lector se encuentra nuevamente ante un dilema: o concede que el
tratamiento metamatematico que estamos dando a los nimeros naturales es
legitimo, o concluye que todo lo dicho en este apartado es, no ya falso, sino
un completo sinsentido. Por supuesto, los niimeros naturales son simplemente
el ejemplo mas simple. Lo mismo se puede decir de cualquier concepto de na-
turaleza “numerable”, como puedan ser los niimeros enteros y racionales, las
sucesiones finitas de nimeros racionales, los polinomios con coeficientes racio-
nales, los numeros algebraicos, los grupos finitos, etc. En teoria es posible
trabajar metamatemdticamente con todos estos conceptos, aunque en muchos
casos puede ser delicado y requerir una extrema atencién para no caer en pa-
labras sin significado. Nadie dice que convenga hacerlo, pues la alternativa de
trabajar en una teoria axiomdtica es mucho mas ventajosa, pero lo cierto es
que es posible. Nosotros sélo trataremos con los estrictamente imprescindibles
para estudiar la l6gica matematica, donde el uso de una teoria axiomaética nos
llevarfa a un circulo vicioso.

La paradoja de Skolem Veamos ahora una tltima consecuencia del teorema
de completitud del que a su vez se siguen implicaciones muy profundas sobre
la naturaleza del razonamiento matematico. En realidad no es nada que no
sepamos ya: se trata de enfatizar la numerabilidad de los modelos que sabemos
construir. Segun el teorema 4.16, una colecciéon de férmulas tiene un modelo si
y s6lo si tiene un modelo numerable. Equivalentemente:
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Teorema 4.21 (Teorema de Lowenheim-Skolem) Una teoria axiomdtica
tiene un modelo si y solo si tiene un modelo numerable.

En definitiva, este teorema garantiza que no perdemos generalidad si tra-
bajamos con modelos numerables, los inicos que en realidad sabemos entender
metamatemdticamente. Lo sorprendente de este resultado estriba en que los
matematicos estan convencidos de que en sus teorfas tratan con conjuntos no
numerables.

Consideremos una teoria axiomédtica de conjuntos 7. No importa cudl en
concreto, no importa cuales sean sus axiomas exactamente. Basta con saber
que en ella pueden demostrarse todos los teoremas matematicos. Las teorias de
conjuntos usuales disponen de un relator diddico € de tal modo que una férmula
como x € y se interpreta como que z es un elemento del conjunto y. En T puede
definirse el conjunto PN de todos los subconjuntos del conjunto de los nimeros
naturales, y el conocido teorema de Cantor afirma que PN no es numerable.
Recordemos el argumento: si existiera una aplicaciéon biyectiva f : N — PN|
podriamos definir el conjunto A = {z € N | z ¢ f(x)}, el cual nos lleva a una
contradiccién: debe existir un ntmero n € N tal que A = f(n), pero entonces,
sin € A= f(n), por definicién de A deberia ser n ¢ A, perosin ¢ A = f(n),
por definicién de A deberia ser n € A.

Supongamos que la teorfa T es consistente (en caso contrario deberfamos
buscar otra). Entonces T tiene un modelo numerable M. Digamos que los
elementos de su universo son

Co, C1, C2, C3, Cy4, Cs,

Estos objetos, con las relaciones y funciones adecuadas, satisfacen todos los
axiomas y teoremas de la teoria de conjuntos, por lo que podemos llamarlos
“conjuntos”. A lo largo de este apartado, la palabra “conjunto” se referird a
los objetos ¢, v a nada méas. Retocando la enumeracion si es preciso, podemos
suponer que ¢g = M (N), es decir, ¢q es el tinico objeto que satisface la definicién
de “conjunto de los nimeros naturales”. Asi mismo podemos suponer que sus
elementos son los conjuntos csn, para n > 1. Concretamente, co es el conjunto
que satisface la definicién de niimero natural 0, ¢4 el que satisface la definicién
de ntmero natural 1, cg la de 2, etc. Mdas precisamente,

M(O(n)) = Cgn+1.

También estamos afirmando que M (€)(cp,co) si y sélo si n = 2+ para
algtin k. Con esto estamos suponiendo tacitamente que M es un modelo estan-
dar, es decir, que no tiene nimeros naturales infinitos. No tendria por qué ser
asi, pero vamos a suponerlo por simplicidad.

No perdemos generalidad si suponemos que M (PN) = ¢4, es decir, que ¢; es
el inico conjunto que tiene por elementos exactamente a todos los subconjuntos
de N, (de ¢p). Asf mismo podemos suponer que los elementos de ¢; son los
conjuntos de la forma czn, para n > 1. Asi, ¢z podria ser el conjunto de los
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nimeros pares, cg el conjunto de los ntimeros primos, ca7 €l conjunto vacio, cgy
el conjunto de los niimeros menores que 1000, etc.?

Mas concretamente, estamos suponiendo que si un conjunto ¢, es un sub-
conjunto de cg, es decir, si todo ¢; que cumpla M(€)(c;, c,) cumple también
M(€)(cs,co), entonces n = 351 asi como que M (€)(cp,c1) siy sdlo si se cum-
ple n = 3+,

La llamada paradoja de Skolem consiste en que este modelo que estamos
describiendo existe realmente, y ello no contradice el hecho de que PN, es decir,
el conjunto cuyos elementos son cs, cg, co7, €tc. es un conjunto no numerable:
no es posible biyectar sus elementos con los niimeros naturales.

Quien crea ver una contradiccién en todo esto necesita aclararse algunas
ideas confusas. Por ejemplo, una presunta contradicciéon que probara que en
este modelo PN si que es numerable seria considerar la “biyeccién” n +— cgn+1.
Pero esto no es correcto. La sentencia de T que afirma que PN no es numerable
se interpreta en M como que no existe ninguna biyeccién entre los conjuntos
que en M satisfacen la definicién de nimero natural y los conjuntos que en M
satisfacen la definicién de subconjunto de N. En nuestro caso, lo que tendriamos
que encontrar es una biyeccién entre los elementos de ¢y y los elementos de ¢y,
es decir, entre los conjuntos cs, ¢4, cg, etc. y los conjuntos cs, cg, co7, etc.

Quiza el lector ingenuo adn crea ver una biyeccion en estas condiciones, a sa-
ber, la dada por cox +— c3x. Pero esto tampoco es una biyeccién. Una biyeccion
entre dos conjuntos es un conjunto que satisface la definicién de biyeccién: un
conjunto de pares ordenados cuyas primeras componentes estén en el primer
conjunto, sus segundas componentes en el segundo conjunto y de modo que
cada elemento del primer conjunto estd emparejado con un tnico elemento del
segundo y viceversa. Tratemos de conseguir eso. Ante todo, un teorema de la
teoria de conjuntos afirma que dados dos conjuntos z e y existe un tnico con-
junto z tal que z = (x,y), es decir, z es el par ordenado formado por = e y en
este orden. Este teorema tiene que cumplirse en nuestro modelo M. Si lo apli-
camos a los conjuntos car y ¢k, concluimos que tiene que haber otro conjunto, y
reordenando los indices podemos suponer que es csx, tal que M F z = (x,y)[v],
donde v es cualquier valoracién que cumpla v(x) = cor, v(y) = c3x vy V(2) = Csr.

Asi, el “conjunto” formado por los conjuntos cs, co5, €125, ...Seria una
biyeccion entre ¢ y ¢, es decir, entre N y PN. Lo seria. . .si fuera un conjunto.

Estamos al borde de la contradiccién, pero no vamos a llegar a ella. Ten-
driamos una contradiccion si la coleccion de conjuntos cs, co5, 125, - . - fuera la
extension de un conjunto, es decir, si existiera un conjunto, digamos ¢;, cuyos
elementos fueran exactamente los conjuntos csr+1, es decir, si para algiun r se
cumpliera que M (€)(cp,c,) si y sélo si n = 51, En tal caso ¢, s que seria
una biyeccién entre N y PN y en M seria falso el teorema que afirma la no

2Asi suponemos que ningtin nimero natural estd contenido en N. De acuerdo con la
construcciéon més habitual del conjunto de los nimeros naturales sucede justo lo contrario:
todo nimero natural es un subconjunto de N, pero es posible construir los niimeros naturales
para que esto no suceda y hemos preferido evitar las confusiones que podria producir este
tecnicismo.
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numerabilidad de PN. Pero es que no tenemos nada que justifique ha de existir
tal conjunto ¢,.. Justo al contrario, como sabemos que M es un modelo de la
teoria de conjuntos 7', podemos asegurar que tal ¢, no puede existir.

Nos encontramos ante el quid de la cuestién. En general, si M es un modelo
de la teoria de conjuntos, cada conjunto ¢ —entendido como un objeto del
universo de M— tiene asociada una coleccién de conjuntos, a saber, la colecciéon
de todos los conjuntos d tales que M (€)(d, c). A esta coleccién podemos llamarla
la extension del conjunto c. La extensién de un conjunto no es sino la coleccién
de sus elementos. De este modo, todo conjunto tiene asociada una coleccién
de conjuntos, pero no podemos afirmar que toda coleccién de conjuntos sea
la extension de un conjunto. La discusiéon anterior nos muestra que en todo
modelo numerable de la teoria de conjuntos podemos formar colecciones de
pares ordenados que biyecten N con PN, y ninguna de estas colecciones puede
ser la extension de un conjunto, o de lo contrario el modelo no cumpliria el
teorema de Cantor.?

Otro ejemplo de esta situacién lo proporcionan los modelos no estandar. Si
M es un modelo no estdndar de la teoria de conjuntos, podemos considerar la
coleccién de todos los conjuntos que satisfacen la definicién de nimero natu-
ral pero son nimeros no estandar, es decir, no pueden obtenerse a partir del
conjunto que satisface la definicién de 0 aplicando un nimero finito de veces
la definicién de “siguiente”. Tal coleccién no puede ser la extension de ningin
conjunto, pues un teorema elemental afirma que todo nimero natural no nulo
tiene un inmediato anterior y, como los niimeros no estandar son todos no nulos,
resulta que todo nimero no estandar tiene un anterior. Asi, si la coleccién de
los nuimeros no estandar fuera la extensiéon de un conjunto, en M existiria un
subconjunto no vacio de N sin un minimo elemento, en contradiccién con un
conocido teorema de la teoria de conjuntos.

Esto no significa que los niimeros no estandar no pertenezcan a ningin con-
junto. Al contrario. Un teorema de la teoria de conjuntos afirma que, dado un
numero natural, existe el conjunto de todos los elementos menores o iguales que
él. Si lo aplicamos a un nimero no estandar de M obtenemos un conjunto, es
decir, un objeto del universo de M, que satisface la definicién de conjunto finito
y cuya extensién es —pese a ello— infinita, pues contiene entre otros a todos
los nimeros naturales estandar.

En resumen, al rastrear hasta su base la paradoja de Skolem encontramos
que surge de una confusion: la confusién entre una coleccién (metamatemética)
de conjuntos, como es c¢s, c25, €125, ...y un conjunto (matemdtico), es decir, un
objeto de un modelo de la teoria de conjuntos.

3Tal vez el lector familiarizado con la teoria de conjuntos piense al leer esto en la existencia
de clases que no son conjuntos, como la clase de todos los conjuntos o la clase de todos
los cardinales. Ciertamente, éste es el ejemplo més elemental del fenédmeno del que estamos
hablando, pero no el tnico. Una coleccién de pares ordenados que biyecte N con PN no es una
clase que no sea un conjunto, sino una coleccién “invisible” (= indefinible) para alguien que
sélo vea los conjuntos del modelo (= para un matematico). De hecho, en teoria de conjuntos
se prueba que toda subclase de un conjunto como N x PN ha de ser un conjunto, luego la
coleccién de la que hablamos ni siquiera es una clase.
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4.4 Consideraciones finales

El lector no debe considerar anecdéticos o marginales los ejemplos de la
seccion anterior. Al contrario, contienen una parte importante de los hechos
mas profundos que vamos a estudiar en este libro. Probablemente, los ird asi-
milando cada vez mejor a medida que avancemos, pero para que asi sea deberia
volver a meditar sobre ellos cada vez que encuentre nueva informacién relevante.
La dificultad principal con la que se va a encontrar es que, a diferencia de lo
que ocurre en contextos similares estrictamente matematicos, lo necesario para
comprenderlos cabalmente no es un mayor o menor grado de inteligencia, cono-
cimientos o destreza, sino asimilar un determinado esquema conceptual mucho
mas rico que el que requiere la matematica formal.

Esta ultima seccién pretende ser una ayuda para este fin. Afortunadamente,
mientras la fisica moderna requiere pasar del esquema conceptual clasico a otro
mucho maés extrano, sutil y todavia no comprendido del todo, el esquema con-
ceptual que requiere la logica moderna —si bien distinto del que tradicional-
mente han adoptado los matematicos— no es extrano y novedoso, sino uno bien
familiar y cotidiano.

Supongamos que hemos visto en el cine una pelicula biografica sobre Na-
poleén y al salir discutimos sobre ella. No tendremos ninguna dificultad en
usar correctamente la palabra “Napoledén” a pesar de que tiene tres significa-
dos diferentes segin el contexto: Napoledn-histérico, Napoledn-personaje y Na-
poledn-actor. Las afirmaciones sobre el primero son objetivas y semanticamente
completas: o bien Napoledén padecia de gota o no padecia, con independencia
de que sepamos cudl era el caso. El segundo es una creacion del guionista de
la pelicula. Debe tener un cierto parecido con el Napoledn-histérico para que
merezca el mismo nombre, pero tampoco tiene por qué coincidir con él. Por
ejemplo, podria ser que el Napoleén-histérico padeciera de gota y el Napoledn-
personaje no, o viceversa. Mas ain, podria ocurrir que en la pelicula no se hi-
ciera ninguna alusién a si el Napoledn-personaje padecia o no gota, y en tal caso
carece de sentido preguntar si esta afirmacion es verdadera o falsa. Una pelicula
es sintacticamente incompleta: lo que no se dice explicita o implicitamente en
ella no es verdadero ni falso, es indecidible. Por tltimo, un mismo guién puede
ser interpretado de forma diferente por actores diferentes. Los actores pueden
precisar aspectos de los personajes que no estan determinados por el guiéon. Na-
die tiene dificultad en distinguir una critica al guionista de una pelicula por la
mejor o peor caracterizacion de un personaje con una critica a un actor por su
mejor o peor interpretacién del mismo.

Pues bien, afirmamos que el esquema conceptual necesario para interpretar
adecuadamente los ejemplos de la seccién anterior es exactamente el mismo que
el que espontaneamente empleamos al discutir sobre una pelicula. Estrictamente
hablando, una demostracién formal no es méas que una sucesién de signos en un
papel, igual que una pelicula no es mas que una sucesién de cuadriculas de
celuloide coloreado, pero cuando leemos una demostracién formal —al igual
que cuando vemos una pelicula— no vemos eso. Vemos una historia sobre unos
personajes, los cuales a su vez pueden ser réplicas de objetos reales.
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Los ntimeros naturales metamatematicos son como el Napoledn-histérico,
son objetos de los que podemos hablar objetivamente, que cumplen o no cumplen
ciertas propiedades con independencia de que sepamos o no cudl es el caso. Al
trabajar metamatematicamente con ellos estamos investigandolos igual que un
historiador puede investigar a Napoledn: reunimos la informacién que tenemos
a nuestro alcance y a partir de ella tratamos de inferir hechos nuevos. Cuando
decidimos formalizar la teoria de los nimeros naturales hacemos como el nove-
lista que prepara una novela historica, o como el guionista de cine: disenamos
un personaje que pretende ser lo mas parecido posible al original. La aritmética
de Peano es una pelicula sobre los niimeros naturales. Podemos pensar objeti-
vamente en sus protagonistas, es decir, tratarlos como si fueran objetos reales,
al igual que podemos pensar objetivamente en Sherlock Holmes o en el pato
Donald, pero debemos pensar que solo son determinaciones parciales.

Notemos que hay tres clases de personajes de pelicula o de novela: los
histéricos, que se cinen a las caracteristicas de un ser real, los personajes
histéricos novelados, que se basan en un personaje histérico pero han sido distor-
sionados por el autor (una caricatura de Napoledn, por ejemplo) y los ficticios,
como Sherlock Holmes, sin ninguna relacién con la realidad. Sin embargo, esta
distincién es externa a la propia pelicula, en el sentido de que un espectador
que no sepa mas que lo que la pelicula le muestra serd incapaz de distinguir a
qué tipo pertenece cada personaje. Para hacer la distincién hemos de investigar
la realidad y determinar si contiene objetos de caracteristicas similares a los
personajes.

Igualmente, podemos decir que los niimeros naturales-matematicos (= perso-
najes) que aparecen en la aritmética de Peano son personajes histéricos, porque
todos los axiomas son afirmaciones verdaderas sobre los nimeros naturales rea-
les. Si extendemos la teoria para formar la aritmética no estdndar obtenemos
unos personajes historicos-novelados y, por tltimo, una antigua discusién sobre
la filosofia de las matematicas puede enunciarse en estos términos como el di-
lema de si personajes como el conjunto de los nimeros reales o los cardinales
transfinitos son personajes histéricos o ficticios. Después volveremos sobre este
punto. Lo cierto es que, como meros espectadores, no podemos distinguirlos,
pues podemos pensar con la misma objetividad y sentido de la realidad tanto
acerca de Don Quijote como de Rodrigo Diaz de Vivar.

El modelo natural de la aritmética de Peano es la pelicula perfecta: la
pelicula en la que cada personaje histérico se interpreta a si mismo. No obs-
tante, hemos visto que el mismo guién puede ser interpretado por actores es-
perpénticos, que se aprovechan de que el guién no dice explicitamente que no
existen nuimeros no estandar. Lo peculiar de la situacion es que, mientras es facil
exigir en el guién la existencia de naturales no estdndar (aniadiendo la constante
cy los axiomas que dicen que es diferente de cualquier 0(")), hemos probado que
es imposible escribir un guién que exija la no existencia de niimeros no estandar.

Un modelo numerable de la teoria de conjuntos es una pelicula con efectos
especiales. Tanto si queremos hacer una pelicula sobre la llegada del hombre a
la luna (hecho histérico) como si queremos hacerla sobre la llegada del hombre
a Jupiter (ciencia-ficcién), no podemos permitirnos filmar escenas reales y, en
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ambos casos, tendremos que recurrir a los efectos especiales. Asi pues, sin entrar
en la discusién de si existe metamatemdaticamente un conjunto no numerable
como es PN, lo cierto es que podemos “simularlo” con efectos especiales.

Un técnico en efectos especiales puede hacer que una pequena maqueta de
plastico parezca una nave espacial, pero si por accidente se viera su mano en
la escena, el espectador podria calcular el tamafno real de la “nave”, y se daria
cuenta de la farsa. Si M es un modelo de la teoria de conjuntos, podemos
comparar a las colecciones de elementos de su universo con las personas que
realizan la pelicula, y las colecciones que constituyen la extensién de un conjunto
con las personas que “se ven” en la pantalla. Fn el ejemplo de la seccién anterior,
¢o es el actor que interpreta el papel de conjunto (= personaje) de los nimeros
naturales, mientras que la coleccién de los conjuntos csx es un técnico en efectos
especiales. Esta ahi, pero, si se viera en escena, el espectador se daria cuenta
de que PN es en realidad una pequena coleccién numerable, y no el conjunto
inmenso que pretende parecer.

Si a un matematico le ensenamos unicamente los “actores” de M, es decir,
los conjuntos, las colecciones que aparecen en escena, creera estar viendo el
universo del que hablan todos los libros de matematicas, con sus conjuntos no
numerables incluidos, pero si llegara a ver colecciones como la de los conjuntos
csx 0 la de los nimeros naturales no estandar, si es que los hay, seria como si el
espectador sorprendiera a Napoledén en manos de un maquillador. Estas colec-
ciones “no existen” exactamente en el mismo sentido en que los maquilladores
“no existen” a ojos del espectador. Napoledn-actor necesita ser maquillado,
Napoleén-personaje no.*

En resumen, la mayor dificultad que el lector se encontrara a la hora de
interpretar los resultados que hemos visto y vamos a ver, es la de reconocer sig-
nificados diversos segin el contexto en conceptos que para el matematico suelen
tener un tnico significado (p.ej. la terna coleccion metamatemdtica—conjunto
matemdtico como concepto axiomdtico—conjunto como objeto metamatemdtico
de un modelo concreto). La tnica finalidad del juego de analogias que hemos
desplegado es la de ayudar al lector a advertir qué distinciones van a ser nece-
sarias y en qué han de consistir. Sin embargo, es importante tener presente que
ninguna de estas analogias es un argumento. Todas estas distinciones deben ser
entendidas y justificadas directamente sobre los conceptos que estamos tratando:
nimeros naturales, conjuntos, signos, etc. Por otra parte, no es menos cierto
que —aunque esto no quede justificado sino a posteriori— los esquemas concep-
tuales son idénticos: cualquier problema conceptual sobre la naturaleza de PN
puede trasladarse a un problema idéntico sobre Sherlock Holmes y viceversa, y
esto puede ser de gran ayuda.

4En esta comparacién, las clases que no son conjuntos equivalen a personajes de los que
se habla en la pelicula e intervienen en la trama, pero que nunca aparecen en escena y, por
consiguiente, no son encarnados por ningun actor. Es como Tutank-Amon en una pelicula de
arquedlogos. Ciertamente, no es lo mismo Tutank-Amon que un maquillador. El matemético
puede hablar de los cardinales aunque no vea ningin conjunto que los contenga a todos, pero
no puede hablar de una biyeccién fantasma entre N y PN.



Capitulo V

Teoria de la recursion

En este punto hemos completado la primera parte del programa de funda-
mentacion de la matemadtica: tenemos una definicién precisa de lo que debe-
mos entender por razonamiento matematico, una definicién que captura con
total fidelidad la nocién metamatematica de razonamiento légico correcto. En
el capitulo anterior hemos tenido ocasién de comprobar que al formalizar el
razonamiento légico perdemos capacidad de precisién, pues resulta imposible
caracterizar formalmente nociones tan basicas como la de finitud o niimero na-
tural.! Precisamente por ello es fundamental el teorema de completitud, pues
nos garantiza que estos inconvenientes son inherentes al razonamiento formal y
no son achacables a ninguna arbitrariedad en la que hayamos podido incurrir al
definir el cdlculo deductivo.

Para completar el proceso de fundamentacién de la matemaética nos falta
determinar los axiomas especificos que vamos a admitir como punto de partida
legitimo de las demostraciones matematicas formales. No obstante, dejaremos
esto para méas adelante, porque sucede que, al disponer de una caracterizacién
tan simple del razonamiento deductivo, podemos encontrar limitaciones atn
mads fuertes a cualquier intento de fundamentacién de la matematica, y es im-
portante mostrar que tales limitaciones no dependen de ninguna arbitrariedad
en la eleccion de los axiomas. Por ello vamos a establecerlas en un contexto
general, para teorias axiomaticas que cumplan unos requisitos minimos, sin los
cuales carecerfan de valor. A esto dedicaremos los préximos capitulos. Més
concretamente, nos encaminamos a demostrar los llamados teoremas de incom-
pletitud de Gédel y sus consecuencias.

Al contrario de lo que sucedia con el teorema de completitud, los teoremas
de incompletitud son totalmente finitistas y, mas adn, constructivos. Para pro-
barlos con el grado de generalidad que estamos indicando necesitamos establecer
primero algunos resultados generales referentes a relaciones y funciones sobre
los nimeros naturales. Dedicamos a ello este capitulo, en el que expondremos

1Recordemos que esto no significa que no podamos hablar formalmente de conjuntos finitos
o de ntmeros naturales. Lo que no podemos evitar es que los resultados que demostremos
sobre ellos sean aplicables a objetos distintos de los que en principio pretendemos estudiar.
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los rudimentos de lo que se conoce como teoria de la recursion.

Es muy importante tener presente que el contenido de este capitulo es entera-
mente metamatematico, es decir, nada de lo que digamos tiene ninguna relacion
con ningun sistema deductivo formal ni, en particular, con ningin lenguaje for-
mal. No obstante, por conveniencia usaremos los signos logicos —, A, V, etc.
como meras abreviaturas de “no”, “y”, “0”, etc. La notacién “ux ...” significard
“el minimo natural = tal que ...o bien 0 si no hay ninguno”. Mientras no se
indique lo contrario, todas las relaciones y funciones que consideremos lo serdn
sobre el conjunto? de los ntimeros naturales.

5.1 Funciones recursivas

Las funciones recursivas fueron introducidas por Gédel como un concepto
técnico auxiliar que le permitia enunciar en la forma maés adecuada algunos re-
sultados previos a sus teoremas de incompletitud. No obstante, pronto se vio
que este concepto tenia interés por si mismo, debido a que las funciones recur-
sivas resultan ser exactamente las funciones calculables mediante un algoritmo.
Por “un algoritmo” entendemos cualquier secuencia finita de instrucciones que
nos permita obtener tras un numero finito de célculos mecénicos el valor que
toma la funcién sobre unos argumentos dados (el nimero de pasos necesarios
puede depender de la magnitud de los argumentos). Equivalentemente, una
funcién es calculable mediante un algoritmo si se puede disenar un programa de
ordenador que la calcule (supuesto que se implementa en un ordenador con me-
moria suficiente para realizar los cdlculos, y teniendo en cuenta que la cantidad
de memoria requerida dependerd de la magnitud de los datos). Antes de entrar
en mas detalles conviene que veamos la definicién:

Funciones recursivas elementales Llamaremos funciones recursivas ele-
mentales a las siguientes funciones.

e La funcién monddica ¢, dada por ¢(n) = 0 para todo n.

e La funcién monddica s, dada por s(n) =n + 1 para todo n.

e Las funciones k-adicas pi? para 1 <14 < k, dadas por pf(nl, coynE) =N,

Observar que todas las funciones recursivas elementales se pueden calcular
explicitamente en cada caso concreto. Las funciones recursivas son las que

pueden obtenerse a partir de éstas mediante la aplicacién de un numero finito
de los procesos de definicién que indicamos seguidamente.

28i fuéramos consecuentes deberfamos hablar de la coleccidon de los niimeros naturales pues
—recordemos— estamos reservando la palabra “conjunto” para su uso técnico matematico y
la palabra “coleccién” para la correspondiente nocién metamatemadtica. No obstante, dado
que aqui no puede haber confusién alguna, usaremos la palabra méas habitual.
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Definicién de funciones a) Una funcién k-ddica f estd definida por compo-
sicion a partir de la funcién r-adica g y de las funciones k-adicas hq, ..., h, syss
para todos los naturales aq, ..., a; se cumple que

flay,...;ax) = g(h1(ay, ..., ag), ..., hr(ar,...,ar)).

Claramente, si tenemos funciones g y hq,...,h,, la ecuacién anterior deter-
mina una funciéon f sin ambigiiedad alguna. Si disponemos de algoritmos para
calcular las funciones g y h;, es facil disenar a partir de ellos un algoritmo que
calcule f: basta aplicar los algoritmos de las h; para calcular las imdgenes de
los datos y aplicar el algoritmo de g a los resultados que obtengamos.

b) Una funcién k+1-ddica f estd definida por recursion a partir de la funcién
k-adica g [o del natural a si k = 0] y de la funcién k + 2-ddica h syss para todos
los naturales ay,...,ar, n se cumple que

f(oaala"'aak) = g(a17"'aak) [f(O):a, Slk:()]
fn+1,a1,...;a8) = hn, f(n,a1,...,a8),a1,...,0%).
Si tenemos funciones g, h [0 un ndmero a y una funcién h|, las ecuacio-

nes anteriores determinan univocamente una funciéon f. Si disponemos de al-
goritmos para calcular g y h también tenemos otro para calcular f: calcula-

mos primero f(0,aq,...,a) con el algoritmo de g y después vamos calculando
f(,aq,...,ax), f(2,a1,...,a;), etc. mediante el algoritmo de h, hasta llegar a
f(n,al, ey ak).

¢) Una funcién k-ddica f estd definida por minimizacidn a partir de una
funcién k + 1-adica g si para todos los naturales ay, ..., ar se cumple

1. Vn g(ay,...,ax,n) =0,
2. f(ay,...,ax) = pn g(ay,...,ax,n) =0.

Dada una funcién g que cumpla 1), la ecuacién 2) determina univocamente
una funcién f que serd calculable mediante un algoritmo si lo es g: basta aplicar
el algoritmo de g para calcular sucesivamente g(aq,...,a,0), g(ai,...,ax,1),
glay,...,ax,2), etc. hasta encontrar el primer n que hace g(ay,...,ax,n) =0
(existe por la condicién 1.)

Funciones recursivas Una funcién f es recursiva primitiva (recursiva) si
existe una sucesion de funciones f1, ..., f, tales que f, es f y para todo natural
i entre 1 y n, la funcidén f; es recursiva elemental o bien f; esta definida por
composicién o recursién (o minimizacién) a partir de funciones anteriores de la
sucesion. Es claro que toda funcién recursiva primitiva es recursiva.

Asi, la tnica diferencia entre las funciones recursivas y las recursivas primi-
tivas consiste en que en las primeras se admite la minimizacién como técnica de
definicién y en las segundas no.
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Puesto que las funciones elementales se pueden calcular mediante algorit-
mos (elementales) y las funciones definidas por composicién, recursién o mi-
nimizacién a partir de funciones calculables mediante algoritmos son también
calculables mediante algoritmos, es claro que toda funcién recursiva es calcula-
ble mediante un algoritmo. M4és concretamente, si f es una funcién recursiva,
una sucesion de funciones f, ..., f, segin la definicién determina un algoritmo
para calcular f (en el sentido de que conociendo la sucesién es facil disenar el
algoritmo correspondiente).

En realidad Godel llamé funciones recursivas a lo que nosotros hemos lla-
mado funciones recursivas primitivas. Como ya hemos comentado, su definiciéon
no tenia mas pretensién que la de sistematizar algunos resultados previos a
sus teoremas de incompletitud, y el nombre de funcién recursiva aludia sim-
plemente a que el rasgo mas caracteristico de estas funciones era que permiten
las definiciones recurrentes. Posteriormente Herbrand introdujo lo que llamé
funciones recursivas generales, cuya definicién permitia procedimientos de cons-
trucciéon mas generales, tales como recursiones simultianeas en varias variables,
definiciones implicitas por sistemas de ecuaciones que cumplieran ciertos requi-
sitos, etc. Todo ello sin perder la propiedad de que las funciones asi obtenidas
eran calculables mediante algoritmos. La definicién de Herbrand era tan amplia
que resultaba natural conjeturar que cualquier funcién calculable mediante un
algoritmo debia de ser recursiva general. Kleene demostré que las funciones re-
cursivas generales de Herbrand coincidian con las que nosotros hemos definido
como funciones recursivas, es decir, que toda la generalidad de la definicién
de Herbrand se obtenia igualmente sin mas que anadir la minimizacién a la
definicion de Godel. Desde entonces que los términos antiguos “funcién recur-
siva” y “funcién recursiva general” han sido sustituidos por “funcién recursiva
primitiva” y “funcién recursiva”, tal y como los hemos introducido nosotros.
Finalmente, Turing demostré que las funciones recursivas son exactamente las
calculables mediante un algoritmo. Esta afirmacién se conoce como Tesis de
Church-Turing y la probaremos al final de este capitulo, pero de momento he-
mos de empezar por estudiar las funciones recursivas.

Conviene resaltar la similitud formal entre la definicién de funcién recursiva
y la definicién de teorema en una teoria axiomdtica: las funciones elementales
son el equivalente a los axiomas y los métodos de construccion de funciones son
el equivalente a las reglas de inferencia. Como en el caso del calculo deductivo,
la definicién que hemos dado de funcién recursiva es arbitraria, pero cuando
probemos la tesis de Church-Turing toda esta arbitrariedad desaparecerd y lo
que tendremos serd una caracterizacion extremadamente simple de un concepto
aparentemente tan vasto como es el de funcién computable algoritmicamente.
El analogo al teorema de correccién es el hecho que ya hemos constatado de
que las funciones recursivas son calculables mediante algoritmos. Nos falta el
analogo al teorema de adecuacién, que es precisamente el resultado de Turing.

Como en el caso del célculo deductivo, unas observaciones elementales sim-
plifican notablemente la manipulacién de funciones recursivas. En primer lugar,
a la hora de mostrar que una funcién es recursiva primitiva (o recursiva) pode-
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mos admitir que en la sucesion se incorporen funciones que ya hayamos probado
que son recursivas primitivas (recursivas) como abreviatura de la sucesién com-
pleta que tendria, en lugar de dicha funcién, la sucesion que justifica su caracter
recursivo.

Claramente, si f es una funcién n-ddica recursiva (primitiva) e iy,..., %, es
una reordenacién de 1,...,n, entonces la funcién g dada por g(ay,...,a,) =
flai,, ..., a;,) es recursiva (primitiva), pues

glai,...,an) = f(p}, (a1,...,an),..., 0} (a1,...,an)),

es decir, g esta definida por composicién a partir de f y de las proyecciones.

Esto significa que no hemos de preocuparnos por el orden de los argumentos
de las funciones. En particular si g y h son recursivas (primitivas) donde g es
k-adica y h es k + 2-ddica, también serd recursiva (primitiva) la funcién dada
por

flat,...;a5,0) = glay,...,ax),
f(alv"~,ak7n+l) = h(ala'"aak7n7f(ala"'7akvn))'

De hecho si hubiéramos definido la recursién con estas ecuaciones, la defi-
nicién de funcién recursiva (primitiva) correspondiente serfa equivalente. Por
tanto en adelante usaremos la forma que consideremos més oportuna.

Veamos un primer ejemplo no trivial de funcién recursiva:

Teorema 5.1 La suma de numeros naturales es una funcion diddica recursiva
primitiva.

DEMOSTRACION:
hi(m) =m (p1)
ha(m,n,p) =p (P3)
hs(m)=m+1 (s)
ha(m,n,p) = h3(ha(m,n,p)) [=p+1] (composicién)
hs(m,0) = hyi(m [= m)] (recursién)
hs(m,n+ 1) = hg(m,n, hs(m,n)) [= hs(m,n)+ 1]

Claramente hs(m,n) =m +n. "

En la practica abreviaremos estas demostraciones expresando la funcién en
términos de funciones ya probadas recursivas, sobrentendiendo las proyecciones
donde proceda. Por ejemplo la prueba del teorema anterior se puede reducir a
m+0=m;m+(n+1)=(m+n)+1

Aqui tenemos algunos ejemplos adicionales de funciones recursivas primi-
tivas. Las indicaciones que damos son suficientes para justificar su caracter
recursivo.



124 Capitulo 5. Teoria de la recursion

1) m-n m-0=0 m-(n+1)=m-n+m.
2) cun)=a ca(0)=a co(n+1)=cq(n).
3) mm" m? = m"tt=m".m
4) nl ol=1 (n+Dl=n!-(n+1).
o -2 825 w0 {3 4231
w0) =0 sgn+1)=cx(n)
sg(0) =1 sg(n+1)=co(n)

6) pre(0)=0 pre(n+1)=n
7 m=0=m m=(n+1)=pre(m-=n)

5.2 Relaciones recursivas

Cuando hayamos justificado la tesis de Church-Turing serd inmediato que
una relacién es recursiva —en el sentido que introducimos seguidamente— si
y solo si existe un algoritmo para determinar si se cumple o no sobre unos

argumentos dados.

Definicion 5.2 Si R es una relacién n-adica, llamaremos funcidn caracteristica

de R a la funcién n-adica dada por

Jan) = {0 si R(ag,...,an)

Xplar, .. 1 sino R(a,...,a,)

Una relacidn es recursiva (primitiva) si lo es su funcién caracteristica.

Veamos algunos teoremas elementales:

Teorema 5.3 Si R y S son relaciones k-ddicas recursivas (primitivas), enton-
ces "R, RV S, RANS, R— Sy R < S también lo son (donde —R es la

relacidn que se cumple cuando no se cumple R, etc.).
DEMOSTRACION: Claramente se cumple
a) x_gla1,...,ar) =s8(xzla1, ... ax)),
b) Xpysl@s-- o ar) = xglar, ... ak) - xglar, ... ax),
¢) Xpasl@t, .- ar) =sglxglar, ... ar) + xglan, ..., ax)),

d) R>Ses—-RVSyR<— Ses(R—S)AN(S—R),

de donde se sigue facilmente el teorema.
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Teorema 5.4 Si f y g son funciones k-ddicas recursivas (primitivas), entonces
las relaciones R, S, T dadas por

R(ay,...,ar) syss f(ai,...,ar) = g(ay,...,ax),
S(ai,...,a) syss fa,...,ar) < glai,...,ar),
T(ay,...,ar) syss g(ay,...,ar) < f(a1,...,ax),

son recursivas (primitivas).
DEMOSTRACION: Se cumple que

Xg(a1,...,ar) =35g(g(ar,...,ax) = fla,...,ax)),

luego S es recursiva (primitiva). La relacién T es =S, luego por el teorema
anterior es recursiva (primitiva). En particular también es recursiva (primitiva)
la relacién dada por H(ai,...,a) syss f(a1,...,ar) < g(ai,...,ar) v R es
T A H, con lo que también es recursiva (primitiva). n

Teorema 5.5 Si R es una relacion n-ddica recursiva (primitiva) y fi,..., fn
son funciones k-ddicas recursivas (primitivas), entonces la relacion dada por

S(ay,...,ar) syss R(fi(a1,...,ak),. .., fula1, ..., ax))
es recursiva (primitiva,).
DEMOSTRACION: Basta observar que
Xg(a1, .- ar) = xp(filar, ... ak), ... fular, ... ar)).

Teorema 5.6 Si R es una relacion k + 1-ddica recursiva y para todos los na-

turales ay, ..., ax existe un x tal que R(aq,...,ax, ), entonces la funcion dada
por f(ai,...,ar) = px R(ay,...,ar,x) es recursiva.
DEMOSTRACION: Es claro, ya que f(aq,...,ar) = ux xglai, ... ar,z) =0.
|

En general, aunque una relacién R(z,y) sea recursiva, la relacién dada por
S(y) « Va R(z,y) no tiene por qué ser recursiva, pues no esté claro que exista
un algoritmo que determine, para un valor de y, si existe o no un x que cumpla
R(z,y). Lo méximo que podriamos hacer a priori es ir calculando si se cumple
o no R(0,y), R(1,y), R(2,y), etc., pero si no existe un x que cumpla R(z,y)
estos cdlculos no nos lo mostrardn. La situacién es distinta si acotamos la
variable z con una funcién recursiva f, es decir, si consideramos la relacién
S(y) < Vaz < f(y)R(x,y). Para comprobar si S(y) es cierto o falso basta
calcular f(y) y después comprobar R(x,y) para z entre 0y f(y), es decir, basta
hacer un nimero finito de comprobaciones. Por consiguiente, siempre acabamos
sabiendo si S(y) se cumple o no. Asf pues, S debe ser recursiva. La prueba no
es trivial.
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Teorema 5.7 Si f es una funcion k-ddica recursiva (primitiva) y R es una
relacion k + 1-ddica recursiva (primitiva), entonces las relaciones S y T y la
funcion g dadas por

S(ai,...,ax) syss Vo(z < f(ai,...,ax) A R(z,a1,...,ax)),

T(ala .. 'aak) SYss /\x(gj S f(a’lv' .. 7ak) - R(l’,(ll,. .. 7ak))7
glay,...,ar) = px(z < f(ai,...,ax) A R(z,aq,...,a;)),

son también recursivas (primitivas).

DEMOSTRACION: Sea

plai,...,a5,0) = xg(0,a1,...,ak)
plai,...,a,d+1) = play,...,a5d) xz(d+1,a1,...,a5),

es decir,

n .

p(a'lv"°7ak7n) = HXR(Zvalv"‘aak)

i=0
y por lo tanto p(ay,...,ax,n) = 0 syss R(i,aq,...,ax) para algin i < n, y en
caso contrario se cumple p(ay,...,ax,n) = 1. Ademds p es recursiva (primi-
tiva). Claramente x 4 es p(az,...,ak, f(a1,...,ax)), con lo que S es recursiva

(primitiva). Igualmente lo serd la relacién dada por
H(aq,...,ax) syss Vaz(z < f(ay,...,ax) A =R(z,a1,...,a1))
y T es = H, luego también es recursiva (primitiva). Sea
m(ay,...,a,0)

=0
m(alv"'7akad+1) = (d 1)'(p(alw"aakad);p(ala"'vak7d+1))
+m(a17~~';akad) '@(p(alv"'valwd) ;p(ala"'vakvd—’_l))

Si ningin natural x cumple R(z,aq,...,ax), entonces p(ay,...,ar,d) = 1
para todo d, luego p(as,...,ar,d) = p(ai,...,ak,d+ 1) = 0y asi tenemos que
m(a,...,ax,d+1) = m(as,...,ax,d) para todo d y, como m(ay,...,ar,0) =0,
se cumple m(aq, ..., ax,d) = 0 para todo d.

Si x es el menor natural tal que R(z, a1, ..., ax), entonces distinguimos varios
casos:

a) Si x = 0, entonces se cumple p(aq,...,ax,n) = 0 para todo n, luego

p(ala e 7alk,d) - p(G,l’ ey Cl/k;,d + 1) =0 para todo d y, COMO antes, HegamOS a
que m(aq,...,ax,d) =0 para todo d (> x).

b) Siz#0,seax=y+ 1.

bl) Si d+ 1 < y, tenemos que p(a,...,ax,d) = play,...,ax,d+ 1) = 1,
luego se cumple que p(aq, . .., ag,d)=p(ai,...,ar,d+1) = 0y consecuentemente
m(ay,...,ap, d+ 1) =m(aq,...,axd), es decir, m(ay,...,ax,d) = 0 para todo
d<uy.
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1y plar,...,ap,d+1) =0

b2) Si d = y tenemos que p(ai,...,a;,d) = ,
= 1 y resulta m(ay,...,ar,x) =

luego p(ay,...,ar,d) = play,...,ak,d + 1)
(d+1)-1+0==x.

b3) Si d > x tenemos que p(ai,...,ar,d) = p(ai,...,ar,d+ 1) = 0, luego
otra vez p(ai,...,ax,d) = p(ay,...,ax,d+1) =0y queda m(aq,...,ax,d+1) =

m(ay,...,ax,d), es decir, m(aq,...,ax,d) = x para todo d > x.
En resumen, m(ay,...,ax,d) = 0 hasta el momento en que un = cumple
R(z,aq,...,ax), y a partir de dicho z vale constantemente x.
Asi, m(ay, ..., ak, f(ai,...,a;)) es el minimo natural z < f(aq,...,ax) tal
que R(x,aq,...,a;) si existe o bien 0 en otro caso, o sea,
m(ah"'aakaf(ala"'vak)) :g(ala"'aak)
que serd, por tanto, recursiva (primitiva). m

Las siguientes relaciones y funciones son recursivas primitivas. La compro-
bacién es una aplicacién directa de los resultados anteriores.

) ylasyss Vz(z<axAx=y-2) (y divide a z.)

2) Prim o syss ="Vz(z <axAz#1Az#xzAz|x) Az #0Ax#1 (7 es
un ndmero primo.)

3)0Prz=0; (n+1)Prz=pyly<zA PrimyAy|zAy>nPrax)
(n Pr z es el n-simo primo en orden creciente que divide a x y vale 0 si n es
mayor que el ndmero de primos que dividen a z, por ejemplo, 2 Pr 60 = 3.)

4)Pr0=0; Pr(in+1)=py(ly< Pr(n)!+1A Primy Ay > Pr(n))
(Pr(n) es el n-simo primo en orden creciente.)

5) nNz = py(y < x A (Prn)? | 2 A =(Prn)¥"! | ) (nNz es el exponente
del primo Pr(n) en la descomposicién en factores primos de z, por ejemplo,
2N60 = 1.)

6) Sea f una funcién monddica recursiva (primitiva)

/=1 I fO=( I /) fe+1)

0<i<0 0<i<n+1 0<i<n

0 I re= 11 f6).

0<i<n 0<i<pren

5.3 Conjuntos recursivos

Definimos ahora los conjuntos recursivos. Cuando hayamos probado la te-
sis de Church-Turing serd inmediato que un conjunto es recursivo si y sélo si
existe un algoritmo que determina si un ntimero natural dado pertenece o no al
conjunto.
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Definicién 5.8 Sea A un conjunto de nimeros naturales. Llamaremos funcidn
caracteristica de A a la funcién monddica dada por

N (n):{O sim estd en A,
A 1 sinnoestden A.

Diremos que el conjunto A es recursivo (primitivo) si la funcién x 4 ©s recursiva
(primitiva).

Notemos que en realidad un conjunto recursivo es lo mismo que una relacién
mondédica recursiva.

Teorema 5.9 Todo conjunto finito es recursivo primitivo.

DEMOSTRACION: Veamos primero que si k es un niimero natural, el conjunto
{k} es recursivo primitivo. Ello se debe a que la relacién dada por R(z) syss
x = k es recursiva primitiva por el teorema 5.4 (notar que & = k puede escribirse
como pi(x) = cx(x)), y claramente X = Xp:

Para un conjunto A = {k1,...,k,} tenemos que x , = Xk} Xy ™

Ejercicio: Demostrar que las uniones, las intersecciones y los complementos de con-
juntos recursivos son también conjuntos recursivos.

Ejercicio: Un conjunto de niimeros naturales es recursivamente numerable si es vacio
o es la imagen de una funcién monddica recursiva. Demostrar que todo conjunto
recursivo es recursivamente numerable. [ayuda: observar cémo hemos enumerado
recursivamente la sucesién de los nimeros primos.] Demostrar que un conjunto es
recursivo si y sélo si él y su complementario son ambos recursivamente numerables.

Ejercicio: Diremos que una funcién f : N* — N™ es recursiva si lo son sus funciones
coordenadas. Construir una funcién f : N — N” recursiva y suprayectiva. [ayuda:
Considerar los exponentes de los primos que dividen a un nimero natural dado].

Ejercicio: Probar que un conjunto A es recursivamente numerable si y sélo si existe
una relacién diddica recursiva R tal que A = {z|\/y R(z,y)}.

5.4 Numeros de Godel

Ahora veremos como aparecen las funciones y las relaciones recursivas en el
estudio de las teorias axiomaticas. El lector que esté interesado en la caracteri-
zacién de Turing de las funciones recursivas puede saltarse momentaneamente
esta seccién. Lo que sigue es necesario para demostrar los teoremas de incom-
pletitud, pero no serd usado en el resto del capitulo. Alternativamente, el lector
que no esté interesado en las funciones recursivas en si mismas puede continuar
con esta seccion y después pasar al capitulo siguiente.
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Sea L un lenguaje formal. Definimos como sigue el nimero de Gédel g(Q)
de cada signo ¢ de L:

g(-) = 3,  g(x) = 17+8i i=0,1,2,...
g(—) = 5 glc) = 11+8i, i=0,1,2,...
g\ = 7, g(R") = 5+8.2"-3i i=012,..., n=123,...
g) = 9,  g(fr) = T+8-27-3 i=0,1,2,..., n=1,23,...

Se entiende que el nimero de Godel de una constante o un relator o un
funtor esta definido sélo si el signo correspondiente estd definido en L.

Notemos que g(z;) = 1 (mdd 8), g(¢;) = 3 (mdd 8), g(R}) = 5 (mdd 8),
g(fI") = 7 (méd 8) y todos estos nimeros son mayores que 9, luego signos
distintos tienen ntmeros de Godel distintos. Ademds ¢g(¢) es siempre un niimero
impar.

Si ¢ es una cadena de signos de L y (1, ..., , son los signos que la componen
en el orden en que aparecen, definimos el nimero de Gddel de { como g({) =
p“f(ﬁ) .- 'pi“”), donde p1,pa, ... es la sucesién de los nimeros primos 2,3, 5, ...

Es claro que cadenas distintas tienen nimeros de Godel distintos, todos ellos
numeros pares con el exponente de 2 impar.

Finalmente, si (1, ..., (, es una sucesién de cadenas de signos de £, definimos
el nimero de Gédel de la sucesién como g(Cy, ..., () = p“f(CI) - p2)  También
es claro que sucesiones distintas tienen nimeros de Godel distintos, todos ellos
nimeros pares con exponente de 2 par.

Observaciones Con la numeracién de Gédel, cada signo, cada féormula y cada
demostracién de una teoria axiomatica tiene asociado un nimero natural que
la identifica completamente. Esto es todo lo que necesitamos, pero a la hora
de interpretar los resultados que vamos a obtener conviene tener presente la
posibilidad de concebir la numeracién de Godel de otras maneras equivalentes.

Una de ellas, la sugerida por el propio Godel, consiste en identificar cada
concepto 16gico con su numero de Goédel. Ya comentamos en su momento que
en realidad los signos de un lenguaje formal son como las piezas de ajedrez:
son conceptos abstractos que podemos identificar, si asi lo deseamos, con trozos
de madera, plastico o marfil, pero lo cierto es que cuando se discute si en una
apertura dada conviene o no mover el caballo del rey, importa poco si el caballo
es de madera, de plastico o de marfil. Igualmente, no importa si el implicador
de un lenguaje formal tiene esta o aquella forma. Siempre nos referiremos a
él como “—” sin preocuparnos de cudl es el signo concreto nombrado por este
signo metamatematico. Por ello, nada nos impide considerar que los signos de
un lenguaje formal son nimeros naturales. Nada nos impide definir el negador
como el niimero 3, la variable g como el niimero 17, etc.

Similarmente, en lugar de llamar cadenas de signos a las sucesiones de signos
(o de nimeros), podemos definir las cadenas de signos como ciertos nimeros
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naturales, concretamente los que son divisibles por primos consecutivos desde
el 2 hasta uno dado y cuyos exponentes son signos (= ndmeros de Godel de
signos). Asi, nos da igual considerar que los signos metamateméticos xo = g
nombran una sucesién de tres signos en el sentido usual o bien considerar que
estd nombrando al ntimero natural 237 - 317 - 517, Observemos que ni siquiera
tenemos que cambiar de notacion metamatematica: podemos seguir escribiendo
Ty = xg, sélo que ahora eso es otra forma de escribir un nimero natural de 32
cifras decimales jqué mas da que xy = zo sea un numero o sea una sucesion de
tres signos?

Lo mismo ocurre con las sucesiones de cadenas de signos, en particular con
las demostraciones. Cuando escribimos una demostracién formal, podemos con-
venir que lo que estamos haciendo es nombrar (con una notacién bidimensional)
un cierto nimero natural.

Desde este punto de vista, seria posible escribir algo del estilo de

Teorema 5.274.552.122.
DEMOSTRACION: 6.258.554.987.990.000.123.432. .
(Salvo por el hecho de que los nimeros deberfan ser astronémicos.)

Obviamente, con esto no ganamos nada préactico. No estamos sugiriendo
que convenga concebir la matematica como meras manipulaciones de niimeros.
Lo que importa es que tedricamente seria posible hacerlo y al comprender que
esto es asi estamos dando un paso hacia la comprensién de los teoremas de
incompletitud.

Asi pues, de ahora en adelante suprimiremos a menudo la expresiéon “nimero
de Godel de”, de tal modo que si decimos que un nimero natural n es una
férmula, habrd de entenderse que es el nimero de Godel de una férmula, si
decimos que el conjunto de las férmulas de un lenguaje formal es recursivo ha-
bremos de entender que el conjunto de los ntimeros de Godel de las férmulas
del lenguaje es recursivo, etc. Podemos entender esto como un abuso de len-
guaje, pero —segin hemos comentado— también podriamos, si quisiéramos,
entenderlo literalmente.

Otra concepcién 1til de la numeracién de Gédel consiste en considerar que
los numeros codifican afirmaciones y razonamientos. Dicho de una forma més
sugerente, a través de la numeracion de Godel los nimeros “hablan” de ma-
tematicas. No todos, claro. De entre los niimeros impares hay algunos que no
dicen nada (no son nimeros de Godel) y otros que dicen unicamente “no”, o
“y” o “para todo”, etc. De entre los niimeros pares con exponente de 2 impar,
los hay mudos y los hay que dicen “24+2 = 4”, 0 “la suma de funciones continuas
es continua”, o “toda funcién continua es derivable”, etc.

Finalmente, entre los niimeros pares con exponente de 2 par nos encontramos
algunos que demuestran que 2+ 2 = 4, o que la suma de funciones continuas es
continua y, probablemente,? no habra ninguno que demuestre que toda funcién
continua es derivable.

3{Mds adelante veremos que no podemos asegurarlo!
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A través de la numeracién de Godel tiene sentido afirmar que muchos con-
ceptos légicos son recursivos, y es facil probarlo. Por ejemplo, las siguientes
funciones y relaciones son recursivas primitivas:

1) nNx = py(y <z A (Prn)Y |z A —~(Prn)¥*! | z)

Esta relacién la definimos ya en la pagina 127, pero ahora podemos interpre-
tarla de otro modo: si x es (el nimero de Godel de) una cadena de signos o de
una sucesion de cadenas de signos de un lenguaje forma L, nNz es el (nimero
de Godel del) n-simo signo o la n-sima cadena de signos de x.

En lo sucesivo suprimiremos las expresiones “el ntimero de Godel de”, que
aqui hemos puesto entre paréntesis, de modo que al decir de un nimero natural
T que es un signo o una cadena de signos hemos de entender que es su nimero
de Godel.

2) L(zx) =pyly <z ANu(u<azAy+1<u—uNz=0))
Si  es una cadena o sucesién de cadenas de signos, L(z) es su longitud.

3) xxy = pz(z < Pr(L(z) + L(y))*™ A An(n < L(x) — nNz = nNz)
A NAn(0<n < L(y) — (n+ L(x))Nz = nNy))

Si x e y son cadenas o sucesiones de cadenas, x * y es su yuxtaposicion.
4)z=y (médn)syss Vz(z <z +yA(xr=y+2nVy=2x+2n))

5) Var n syssn =1 (méd 8) An > 9

n es una variable.

6) Si L tiene infinitas constantes definimos
Const n syss n = 3 (mdd 8) A n > 3.

Si L tiene un numero finito de constantes y a es el nimero de Gédel de la
mayor (a = 0 si no hay constantes), definimos
Const n syss n =3 (méd 8) An >3 An<a.

De este modo Const n significa “n es una constante”.

Notemos que la numeracion de Godel nos obliga a distinguir entre la variable
zo (el ntimero 17) y el término formado dnicamente por la variable xg (que es
el nimero 2'7).

Llamaremos Var'z a la relacién dada por L(z) = 1 A Var(1Nzx), es decir,
z es una cadena de signos que consta de una unica variable. Similarmente se
define Const’z.

Definicién Un lenguaje formal L es recursivo si los conjuntos de los (nimeros
de Godel de los) relatores y funtores de L son recursivos. Por ejemplo si, como
suele ocurrir, hay un nimero finito de ellos.

Si L es un lenguaje formal recursivo estan bien definidas las relaciones Rel z
y Fn 2 que se cumplen para los (ntimeros de Godel de los) relatores y funtores
de L. respectivamente, y son recursivas.
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En lo que sigue suponemos que L es un formalismo recursivo. Las relaciones
y funciones que definimos son recursivas (recursivas primitivas si lo son las
relaciones Rel y Fn).

7) n Rel  syss Rel # A Vk(k <z Az =5+8-2"-3F)
2 es un relator n-adico.

8)nFnarsyssFnz AVEk(k<zAx=T7+8 2735
z es un funtor n-adico.

9) Neg z = 23 %«

Si z es a, Neg x es —a.

10) Imp(z,y) =2° xx x y

Sizesaeyes 3, Imp(z,y) es a — f.

11) Dis(z,y) = Imp(Neg z,y)

Sizesaeyes, Dis(z,y) esaV .

12) Conj(z,y) = Neg(Dis(Neg z,Neg y))
Sizesaeyes [, Conj(x,y) es a A L.

13) Coimp (z,y) = Conj(Imp(z,y), Imp(y, z))
Sizesaeyes [, Coimp(z,y) es a < .

14) x Gen y = 27 % 2% x y
Sizesz;eyesa,rGenyes Az;a.

15) z Desc y = 22 2% x y

Sizesx; eyesa, x Descy es x;a.

Las relaciones siguientes estan encaminadas a justificar la recursividad de la
relacién “ser una expresién”, que es complicada porque la definicién de expresion
involucra una recursién muy compleja.

16) Tz syss INz =9 V Fn(1Nz) V Const(1Nz) V Var(1Nzx)

Si x es una expresion, Tx syss x es un término.

17) Fa syss INz =3V 1INz =5V 1INz =7V Rel(1Nz)

Si z es una expresion, Fx syss  es una férmula.

18) A(m,n,0) = (INm)Nn; A(m,n,k+1) = A(m,n,k)*(((k+2)Nm)Nn)
Sines(y,...,( ymesag,...,as e i< s entonces A(m,n,i) es Cuy -+ Cay-
19) C(m,n) = A(m,n, L(m) ~ 1)

Sines(y,...,( ymesag,...,as, entonces C(m,n) es (go - Ca,-
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20) Op(x,y,2) syss z = Negy V o = Imp(y,z) V Vv(v <x A Varv A o =
vGeny)

Si x, y, z son férmulas, = se obtiene de y, z por negacién, implicacién o
generalizacion.

21) SE(n) syss Au(u < L(n) A u > 0 — Var'(uNn) V Const’ (uNn) V
Vmp(m <n Ap<nA (Lm)Rel pV L(m)Fnp) A Av(0 < v < L(m) — 0 <
vNm < u A T((vNm)Nn)) A uNn = 2P« C(m,n)) V Vyz(y < u Az < u A
0<yAO0<zAF(yNn)AF(=Nn) A Op(uNn,yNn,zNn)) V \Vyv(y < n A
v<nA0<yAVar v AF(yNn) A uNn = vDesc(yNn)))

SE(n) syss n es una sucesién de expresiones tal que cada una se obtiene de
las anteriores en un paso.

22) Exp z syss Vn(n < Pr(L(z)?)*L®* A SE(n) A z = L(n)Nn)
Z es una expresion.

La acotacién de n se obtiene como sigue: Para definir una expresién se
necesitan tantos pasos como subexpresiones tenga. Claramente x tiene 1 subex-
presién de longitud L(z), a lo sumo 2 de longitud L(z)—1, ... , alo sumo L(x)
de longitud 1, luego el nimero de subexpresiones es a lo sumo

1+2+-~-+L(w)=%§ﬂx)2~

Asf pues, el mayor primo que divide a n es a lo sumo Pr(L(x)?), cada potencia
de primo que divide a n estd acotada por Pr(L(z)?)* y el producto de estas
potencias de primo estd acotado por Pr(L(x)Z)I‘L(z)Q, tal y como afirmamos.

23) Form z syss Exp = AFz.
x es una férmula.

24) Term x syss Exp z ATz.
2 es un término.

25) v Lig n,x syss Var v A Exp x A v = nNz A Vabe(a,b,c < z A Form b A
(x = ax(vGen b)xc A L(a)+1 <n < L(a)+L(vGen b)) V (z = a*x(vDesc b)xc A
L(a) +1 < n < L(a) + L(vDesc b)))

La variable v estd ligada en el lugar n-simo de la expresién z.
26) v Lib n,z syss Var v A Exp 2 A v =nNz A —wlig n,x
La variable v esta libre en el lugar n-simo de la expresion x.
27) v Lib @ syss \/n(n < L(z) A vLib n, )

La variable v esta libre en la expresion x.

28) v Lig x syss \Vn(n < L(z) A vLig n,x)

La variable v estd ligada en la expresién z.
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Ahora nos encaminamos a demostrar la recursividad de la funcién susti-
tucién, que es mas compleja atn que la de la relacién “ser una expresién”.

29) VS(n,t) = py(y <n+t+8AVary A=\Vr(r <n+tA(y=rNnVy=
rNt)))

VS(n,t) es la menor variable que no esté en n ni en ¢.

30) B(n,v,0) = 0; B(n,v,r +1) = B(n,v,7) +8g x (v, + 1,n), donde R
es la relacién 26.

B(n,v,r) es el nimero de veces que la variable v estd libre en n hasta el
lugar r.

31) D(n,m,t,v,w,u) syss Vo(z < L(n) A 0 < 2 A wLibz,n A u =
B(n,v,z) - (L(t) = 1) + z)

Si la expresion m resulta de sustituir en la expresién n cada variable v libre
por el término ¢, entonces u es una posicién de m donde hay una variable w que
estaba libre en n.

32) St(n,m,t,v,w, k) = up(p < mF A L(p) = L(m) A Au(u < L(m) —
(=D(n,m,t,v,w,u) = ulNp =uNm) A (D(n,m,t,v,w,u) — uNp =k)))

Si la expresién m resulta de sustituir en la expresion n cada variable v libre
por t, entonces St es la sustitucién en m de cada variable w libre en n por la
variable k.

33) Sus(n,r,v,t) syss SE(n) A SE(r) A L(n) = L(r) A Var v A Term ¢t A
Au(u < L(n) A0 < u — (uNn =2 — uNr =t) A (Var'(uNn) A uNn #
2 — uNr = uNn) A (Const'(uNn) — uNr = uNn) A Amp(m < n A p <
n A (L(m)Rel p V L(m)Fnp) A Aw(0 < w < L(m) — 0 < wNm < u A
T((wNm)Nn) A uNn = 2P % C(m,n)) — uNr = 27 x C(m,r)) A A\y(0 <y <
u A F(yNn) A uNn = Neg (yNn) — uNr = Neg (yNr)) A Ayz((0 < y <
uANO0<z<uAF(@yNn)AF(zNn) A uNn = Imp(yNn,zNn)) — uNr =
Imp(yNr,zN7)) A Ayw((0 < y < u A w <n A Varw A F(yNn) A uNn =
wGen(yNn)) — ((—vLib(uNn) — uNr = uNn) A (vLib(uNn) A ~wLib t —
uNr = wGen(yNr)) A (vLib(uNn) A wLib t — uNr =
VS(uNn, t)Gen(St(yNn,yNr, t,v,w, VS(uNn,t)))))) A Ayw((0 < y < u A
w<nAVar w A F(yNn) A ulNn = wDesc(yNn)) — ((—vLib(uNn) — uNr =
uNn) A (vLib(uNn) A —wLib ¢t — uNr = wDesc(yNr)) A (vLib(uNn) A
wLib ¢ — uNr = VS(uNn, t)Desc(St(yNn,yNr,t,v,w, VS(uNn,t)))))))

n y r son sucesiones de expresiones de la misma longitud y cada expresion
de r resulta de sustituir v por t en la correspondiente expresion de n.

34) Sust(n,v,t) = ur(=(SE(n) A Var v A Term t) V Sus(n,r,v,t))

Si n es una sucesién de expresiones en el sentido de la relacion 21, entonces
Sust es la sucesién de expresiones que resulta de sustituir v por ¢ en cada ex-
presién de n. (Notar que en principio hemos probado que Sust es una funcién
recursiva, pero calculando una cota explicita para r podemos probar que es
recursiva primitiva.)
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35) S(n) = pm(m < Pr(L(n)Q)”L(")2 A SE(m) A n = L(m)Nm)

S(n) es una sucesién de expresiones que termina en n. (Para la cota ver la
relacién 22.)

36) Sin = L(Sust(S(n),v,t))NSust(S(n),v,t)

Si n es una expresién, v es una variable y ¢ es un término, entonces S{n es
la sustitucion definida en el capitulo I.

Ahora es facil probar la recursividad del cdlculo deductivo:

37) Ax1(n) syss Vyz(y <n Az <nAForm y A Form 2 An =
Imp(y, Imp(z, y))

n es un caso particular de K-1.

38) Ax2(n) syss Vayz(y <n Ay <n Az <nA Formxz A Formy A
Form z A n = Imp((Imp(z, Imp(y, 2)), Imp(Imp(z, y), Imp(z, 2))))

n es un caso particular de K-2.

39) Ax3(n) syss Vyz(y <n Az <n A Form y A Form z A
n = Imp(Imp(Neg y, Neg 2),Imp(z,y)))

n es un caso particular de K-3.

40) Ax4(n) syss Vtvm(t < n Av <n Am<n A Termt A Varv A
Form m A n = Imp(vGen m, S n))

n es un caso particular de K-4.

41) Ax5(n) syss Vyzv(y <n Az <n Av<nAForm y A Form z A Var v A
—wLib y A n = Imp(vGen(Imp(y, z)), Imp(y, vGen z)))

n es un caso particular de K-5.

42) Ax6(n) syss Vytv(y <n At <nAv<nAFormyA Term t A Var v A
—wLib t A n = Coimp(vGen(Imp (237 * v * t,7), St y))

n es un caso particular de K-6 (notar que g(=) = 37)
44) v Part n = Neg(vGen(Neg n))
Sines ayves z, entonces v Part n es Vza.

45) v Partl n = VS(2?, n)Part(vGen(Coimp(n, 237 x v x VS(2?,n))))

1
Sinesaywvesx, entonces v Partl n es VVxa.

46) Ax7(n) syss Voy(v <n Ay <n A Var v A Form y A
n = Imp(vPart1 y, SUP¢ vy)).

n es un caso particular de K-7.

47) Ax8(n) syss Vuvy(u <n Av<nAy<nA VaruA Var v A Form y A
n = Imp(Neg(vPart 1 y), 237 * (vDesc y) * (uDesc(237 * u * u))))
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n es un caso particular de K-8.

48) Axl(n) syss Axl(n) VAx2(n) VAx3(n) VAx4(n) VAx5(n) V Ax6(n)
VAX7(n) VAx8(n)

n es un axioma légico.

Definicién Una teoria axiomatica es recursiva si su lenguaje formal es recur-
sivo y el conjunto de (los niimeros de Godel de) sus axiomas es recursivo.

Si T es una teoria axiomdtica recursiva, la relaciéon Ax n que se cumple si
n es un axioma de T es recursiva. En lo que sigue supondremos que T es una
teorfa axiomdtica recursiva. Las relaciones siguientes son recursivas (recursivas
primitivas si T lo es).

49) CI(x,y, z) syss Form x A Form y A Form z A (y = Imp(z, z)
V Vou(v <z A Var v A z = vGeny))

x es consecuencia inmediata de y, z.

50) Dm(n, z) syss Au(0 < u < L(n) — (Ax(uNn) V Axl(uNn)
VVyz(0<y<uA0<z<uACluNn,yNn,zNn)))) A x = L(n)Nn.

n es una demostracion de x.
51) Rf(n,z) syss Dm(n, Neg z)

n es una refutacién de z.

Observaciones En la prueba de los teoremas de incompletitud vamos a ne-
cesitar, concretamente, la recursividad de la funcién Sf{n (la nimero 36) y de
las relaciones Dm y Rf.

Conviene recordar, pues, que S!n es una cierta funcién que a cada terna
(v,t,n) de niimeros naturales le asigna otro nimero natural que, en general, no
tiene ninguna interpretacién destacable pero, cuando v es (el nimero de Godel
de) una variable, t es (el nimero de Godel de) un término y n es (el nimero de
Godel de) una expresién, entonces S!n es (el nimero de Godel de) la sustitucién
de la variable por el término en la expresiéon. Equivalentemente:

9(s40) = 85 9(0),

donde la sustitucion de la izquierda es la definida en el capitulo I y la de la
derecha es la definida aqui. De acuerdo con la tesis de Church-Turing, que la
sustitucion sea recursiva significa simplemente que disponemos de un algoritmo
para calcularla. Asi mismo, la recursividad de Dm significa que en una teoria
axiomdtica recursiva (es decir, si sabemos distinguir qué es un axioma y qué
no lo es) sabemos distinguir mediante un algoritmo si una sucesién de férmulas
dada demuestra o no una férmula dada.
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5.5 Funciones parciales

Dedicamos el resto del capitulo a demostrar la tesis de Church-Turing. Para
ello necesitamos introducir una clase mas general de funciones, y en primer lugar
vamos a ver por qué hacen falta.

Digamos que una funcién recursiva primitiva es de rango n si puede defi-
nirse en n pasos sin usar proyecciones pf con k > n. Es claro que sélo hay un
numero finito de tales funciones, pues solo hay una cantidad finita de funciones
elementales de las que podamos partir y s6lo hay un ntmero finito de posibi-
lidades de combinar los dos métodos de construccion de funciones en n pasos.
No seria dificil fijar un criterio explicito para ordenar las funciones de rango n.
Si enumeramos todas las funciones de rango 1 (s6lo hay tres) y a continuacién
todas las de rango dos, etc., obtenemos una enumeracién (con posibles repeticio-
nes) de todas las funciones recursivas primitivas. De ella podemos extraer una
enumeracion de las funciones monadicas recursivas primitivas: fy, f1, fo, ...

Observemos que disponemos de un algoritmo para calcular f,,,(n) para cual-
quier par de nimeros m y n. Sélo tenemos que enumerar todas las funciones de
rango 1 y contar todas las que sean monadicas, luego todas las de rango 2, etc.
hasta que la suma total de funciones monddicas iguale o exceda a m. Entonces,
si esto ha sucedido al considerar las funciones de rango k, las ordenamos segin el
criterio explicito prefijado para las definiciones y nos quedamos con la definicién
de la funcién monddica que hace el nimero de orden m. Esta es fm y, como
tenemos su definicién, a partir de ella podemos calcular f,,(n).

De este modo, tenemos definida una funcién diddica f(m,n) = fn(n) que
sabemos calcular mediante un algoritmo. Aceptando la tesis de Church-Turing,
la funcién f ha de ser recursiva. De hecho, es posible precisar todos los calculos
que hemos descrito para calcular f explicitamente y comprobar que satisface
la definicién de funcién recursiva. Se trata de una funcién universal para las
funciones recursivas primitivas, pues un algoritmo que calcula f nos permite
calcular cualquier funciéon monadica recursiva primitiva.

Ahora bien, es claro entonces que la funcién g(n) = f(n,n) + 1 también
ha de ser recursiva (recursiva primitiva si lo es f), pero por otra parte no
puede ser recursiva primitiva, ya que si lo fuera habria de existir un m tal que
g(n) = fm(n) para todo n, de donde f(m,m)+1= g(m) = f(m)= f(m,m),
lo cual es absurdo.

Tenemos asi un ejemplo de una funcién recursiva que no es recursiva pri-
mitiva. Ahora nos encontramos con una paradoja: jqué ocurre si en lugar de
partir de las funciones recursivas primitivas partimos de las funciones recursi-
vas?, es decir, enumeramos las funciones monadicas recursivas go, g1, g2, ...V
consideramos la funcién universal g(m,n) = g,,(n). Por el mismo argumento
anterior g no puede ser recursiva, pero, ;qué nos impide calcularla igual que f7,
jestamos ante un contraejemplo a la tesis de Church-Turing?

Ciertamente no. La falacia del argumento anterior estd en que no dispo-
nemos de ningun algoritmo para enumerar explicitamente las sucesiones que
definen funciones recursivas y el problema estd, naturalmente, en las definicio-
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nes por minimizacién. Una definicién por minimizacién h(m) = unr(m,n) =0
s6lo es vélida si para todo m existe un n que cumpla r(m, n) = 0 y, aunque r sea
recursiva, es decir, aunque sepamos calcular r(m,n) para todo par de nimeros,
no estd claro que sepamos decidir si se cumple o no esta condicién. Asi pues,
aunque podamos enumerar todas las “posibles” definiciones de funciones recur-
sivas de rango k, no esta claro que sepamos distinguir cuales de ellas son vélidas.
Pese a ello, la funcién g estd bien definida, s6lo que no es calculable mediante un
algoritmo (o, al menos, no estd claro que lo sea) y, desde luego, no es recursiva.

El hecho de no saber si una definicién es correcta o no es un inconveniente
técnico que necesitamos resolver, para lo cual introducimos las funciones par-
ciales.

Definiciéon 5.10 Una funcion parcial n-ddica f es un criterio bien definido que

a ciertos grupos de n naturales aq, ..., a, repetidos o no y en un cierto orden les
asigna otro nimero natural que representaremos por f(aq,...,a,). Diremos en
este caso que f estd definida para aq,...,a, o que f(a1,...,a,) estd definido.

Una funcién parcial k-adica estd definida por composicion parcial a par-
tir de las funciones parciales g (r-ddica) y hq,...,h, (k-ddicas) si f estd defi-
nida exactamente para aquellos naturales aq,...,a; tales que estdn definidas
hi(ay,...;ax) (i=1,...,r) y g(h1(a1,...,ak),-..,he(a1,...,ax)) y se cumple

Flar,e oo sar) = ghn(ar, .o yag),. . ho(an, . ax).

Una funcién parcial k+ 1-adica estd definida por recursion parcial a partir de
la funcién parcial k-ddica g (o del ntimero natural a si k = 0) y la funcién parcial
k + 2-adica h si f esta definida exactamente para aquellos naturales a4, ..., ax,
n tales que

a) g(ai,...,a) estd definido [si k& # 0],
b) f(u,a1,...,ar) estd definido para todo u < n,
c) h(u, f(u,a1,...,ax),a1,...,a;) estd definido para todo u < n,

y se cumple

f0,a1,...,ar) = glar,...,ax)
flu+1,a1,...,ar) = h(u, f(u,a1,...,ax),a1,...,a;) si0<u<n

Una funcién parcial n-adica f estd definida por minimizacidn parcial a partir
de una funcién parcial n+ 1-adica g si f estd definida exactamente para aquellos
naturales aq,...,a, tales que existe un natural m que cumple

a) Si k < m entonces g estd definida para a1, ..., a,, k.
b) g(ai,...,an,m) =0y se cumple

fla,...;an) = umg(ay,...,a,,m)=0.
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Una funcién parcial f es recursiva parcial si hay una sucesién de funciones
f1,..., fn tales que f,, es f y cada f; es recursiva elemental o esta definida por
composicion, recursion o minimizacién parcial a partir de funciones anteriores
de la sucesién.

Obviamente, toda funcién recursiva es recursiva parcial. Ahora si podemos
enumerar explicitamente todas las funciones recursivas parciales, pero ya no
llegamos a ninguna contradiccién. Simplemente, la funcién g(n,n) + 1 puede
ser igual a una funcién g,, de modo que g,(n) no esté definido.

5.6 Maquinas de Turing

El argumento de Turing para probar que las funciones recursivas coinciden
con las funciones calculables mediante un algoritmo se basa en el concepto de
maquina de Turing. Una méaquina de Turing es un modelo tedrico de ordena-
dor con infinita memoria disponible. Aunque la descripcién que sigue parezca
la descripcion de una maquina real, debemos tener presente que una maquina
de Turing es un concepto abstracto de la misma naturaleza que una teoria
axiomatica, es decir, un sistema conceptual que fundamenta una serie de afir-
maciones objetivas.

Una mdquina de Turing consta de una cinta infinita dividida en infinitas
casillas contiguas infinitamente prolongable tanto a izquierda como a derecha:

Cada casilla puede estar en blanco o tener impreso un signo de entre los
de una lista finita que llamaremos alfabeto: s1,...,s; (j > 1) fija para cada
maquina particular. Escribiremos sy para nombrar al “blanco” y asi la situacién
posible de una casilla serd una de entre sg, ..., s;. En cualquier momento la cinta
tendrd un numero finito de casillas impresas (con signos distintos de sg).

Representaremos la cinta con signos asi:

S1 S2 | S2 S3 S1 S1 S4 | S1

Se sobrentiende que el resto de la cinta esta en blanco. Si queremos indicar
que el resto de la cinta puede no estar en blanco pero que no importa lo que
haya impreso, lo representaremos asi:

S1 S2 [ S2 | S3 S1 | 1 S4 | S1

El estado de la cinta en un momento dado lo llamaremos situacion.

En cada instante la maquina se encontrara en un estado de entre un ntimero
finito posible de ellos qo, . .., qx (k > 1) fijo para cada maquina particular. Cada
estado puede ser activo o pasivo. El estado ¢y siempre es pasivo, ¢; siempre es
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activo. A ¢; le llamaremos estado inicial, es el estado en que se encuentra la
maéquina cuando empieza a funcionar.

En cada instante la méquina lee el signo de una casilla de la cinta. Esta
casilla se llama casilla escrutada y el signo se llama signo escrutado.

El estado de la maquina y el signo escrutado determinan la configuracion de
la méquina en un instante dado. La configuracion y la situacién determinan la
configuracion completa.

Expresaremos las configuraciones completas indicando el estado sobre la ca-

silla escrutada asi: a
4

S1 S2 [ S2 | 83 S1 | S1 84 | S1

“ 7

Si no queremos indicar el estado usaremos un guién
Si en un instante dado una maquina de Turing se encuentra en un estado
activo, ésta realizard un acto. Un acto consiste en:

a) Leer el signo de la casilla escrutada,
b) Imprimir un signo (quizd sg) en la casilla escrutada,

¢) Mover un lugar la cinta de modo que la nueva casilla escrutada pase a ser
la contigua izquierda, la misma casilla o la contigua derecha,

d) Cambiar de estado (pasando quizd al mismo),

de tal modo que el signo que se imprime, el movimiento que se hace y el estado
al que se pasa, son funcién exclusivamente de la configuracién de la maquina en
ese instante.

Si el estado es pasivo no se produce ningin acto: la maquina esta parada.

Segun esto una maquina de Turing viene determinada por:
a) El alfabeto sq,...,s;, con j > 1,
b) El conjunto de estados posibles qo, ..., qr, con k > 1,

¢) Una funcién que a cada configuracién activa (s,,qp) le asigna una terna
(8¢, M, qq), donde s., M, g4 son, respectivamente el signo impreso, el
movimiento realizado I, D o C (izquierda, derecha o centro) y el estado al
que se pasa, todo esto cuando la configuracion es (sq, ). A esta funcién
se le llama programa de la maquina.

En la practica escribiremos el programa en forma de tabla. Por ejemplo: Sea
A la maquina de Turing con alfabeto sg, s1, estados qg, q1 y programa

A ‘ So | S1
a1 | 51Cq | s1Dq

La maquina A se mueve sobre la cinta hacia la derecha hasta encontrar una
casilla en blanco, donde imprime s; y se para.
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Segun advertiamos al principio, las maquinas de Turing no existen (como
objetos fisicos). No son ordenadores porque ningin ordenador puede trabajar
con una “cinta” de memoria infinita. Son un modelo de ordenador ideal exento
de limitaciones de memoria. Lo tinico importante es que podemos hablar consis-
tentemente de ellas y determinar qué hace una maquina dada a partir de unos
datos dados, como acabamos de hacer con la maquina A.

Computabilidad Consideremos una méquina de Turing y sea s = s;. Lla-
maremos representacion del nimero natural n a la situacién de la cinta que
consta de n + 1 signos s consecutivos, con el anterior y posterior en blanco.

Llamaremos representacion de los nimeros aq,...,a, a la situacion que
consta de n secuencias de a; + 1 signos s consecutivos cada una, separadas
por un blanco. Por ejemplo, la representacién de 2, 0, 3 es

Llamaremos vacio en la cinta a dos o més casillas en blanco consecutivas.
Llamaremos representacion normal o posicion normal de los naturales aq, ..., a,
a la representaciéon de aq,...,a, cuando la casilla escrutada es la tltima casilla
impresa de a,. Por ejemplo 2, 0, 3 en posicién normal es

Diremos que una méquina de Turing M computa la funcién parcial n-adica
f si cuando M comienza con los numeros aq,...,a, en posicién normal y el
resto de la cinta en blanco, termina con la representacién normal de

ala"'vanvf(alv"'van)
en el caso de que f(aq,...,a,) esté definido y no se detiene con ay,...,a,,a en
posicién normal para ningin ntmero a si f(aq,...,a,) no estd definido.
Por ejemplo si f(2,0,3) =0y M computa f, cuando M comienza con
q1

s | s | s s s|s | s | s
termina con

s | s | s s s|s | s | s s

No se exige que la posicién absoluta de los niimeros en la cinta sea la misma
que al comienzo.

Una funcién parcial es computable si hay una méquina de Turing que la
computa. Una mdaquina de Turing M computa 1 | 1 la funcién parcial n-ddica
f si cumple:
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a) El alfabeto de M es s, s,

b) Si M comienza con aq,...,a, en posicién normal y el resto de la cinta a
la derecha en blanco se cumple:

1. Las casillas a la izquierda de la representacién de ay, . . ., a, (0 sea, a
la izquierda del blanco anterior a a1) no son nunca escrutadas.
2. Si f(aq,...,a,) estd definido, entonces M acaba con
al?"'aanaf(ala"'van)

en posicién normal de modo que la representacién comienza en la
misma casilla donde comenzaba la de a1, ..., a, al principio. Ademds
todas las casillas a la derecha quedan en blanco.

3. Si f(aq,...,a,) no estd definido entonces M no se para.

Una funcién parcial es 1 | 1 computable si hay una miquina de Turing que la
computa 1 | 1. Vamos a demostrar que una funcién es computable si y sélo si es
1|1 computable si y sélo si es recursiva parcial. El concepto de computabilidad
1|1 es un concepto auxiliar técnico para la prueba.

Por el momento trabajaremos con maquinas de un solo signo. Para ellas
usaremos la siguiente notacion més cémoda:

a) Llamaremos 0 a s y 1 a s7.

b) Imprimir 1 sobre un 0 lo representaremos E (escribir).

¢) Imprimir 0 sobre un 1 lo representaremos B (borrar).

d) Si un signo no se modifica no indicaremos nada.

e) Los estados pasivos serdn 01, ...,0, (0o “0” si s6lo hay uno).
f) Los estados activos serdn 1, 2, 3, ... (1 es el estado inicial).
Por ejemplo la maquina A de antes se representa ahora asi:

Al 0|1
1| EO0| D1

Concatenacion de maquinas de Turing Si M es una maquina de Turing

con estados pasivos 01,...,0, v N1,..., N, son otras maquinas de Turing, lla-
maremos
Ny
M .
Ny

a la maquina de Turing definida como sigue:
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Siqi,...,q; son los estados activos de M y q,... q; son los estados activos
de N;, los estados activos de la nueva méaquina son ¢i,...,4;,4i,---qj,, para
1=1,...,n.

Los estados pasivos son los de las maquinas Ny, ..., N,. El estado inicial es

q1, es decir, el estado inicial de M. El programa es como sigue:

Dada una configuracién, se realiza el acto marcado por el programa de la
maquina a la que pertenece el estado en curso, a excepcién del caso en que M
deba pasar al estado 0;, en cuyo caso se pasa al estado ¢.

En otras palabras, se trata de la maquina que empieza actuando como M vy,
cuando ésta se ha de parar por pasar al estado 0;, en lugar de ello comienza a
actuar la maquina ;.

Ny
La concatenacién puede repetirse cuantas veces se quiera, in- P
cluso de forma circular. Por ejemplo, la miquina de la figura M 1
empieza actuando como M, cuando ésta acaba empieza N1 o Ny

N, segun el estado pasivo de M al que se llegue; si empieza Na,
cuando ésta acaba empieza P; o vuelve a empezar M segun el
estado pasivo final.
Si M es una méaquina de Turing con un tnico estado pasivo, llamaremos M"™
a la méquina que resulta de concatenar M consigo misma n veces.

Construccion de maquinas de Turing Construimos ahora algunas maqui-
nas de Turing concretas e indicamos la actividad que realizan (bajo determi-
nadas condiciones iniciales). Un guién en la tabla del programa indica que no
importa la instruccién que pongamos en esa casilla, pues no afecta al compor-
tamiento que se requiere de la maquina.

Bi| 0 | 1 By| 0] 1 i 5 |

1| - |Br2 1][I0]|DI1 B=p |2

AF AT
PP 1 = 1BDo

Si B comienza con un numero en posicién normal y otro a su izquierda,
mueve el primero hasta eliminar el vacio que los separa (si hay tal vacio) sin
escrutar las casillas a la izquierda del segundo niimero.

Por ejemplo, partiendo de

B termina asi:

sin escrutar ninguna casilla no representada.
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c| o0 1 D 0 1
1] — D2 1 12 11
2| D3 — 2 12 0
3| EO -

E] 0 1 F 0 1
1] — 12 1 — | BIO
2 | DOy | DOg

G| 0 1 H 0 1
1] — D2 1 — D2
2| D2 | D3 2 |ED2| I3
31 10 | D3 3 — | BIO

El comportamiento de estas maquinas es el siguiente:

C

D

Cuando empieza con un nimero en posicién normal va dos lugares a la
derecha e imprime.

Cuando empieza con un nimero en posicién normal que no sea el extremo
izquierdo de la cinta, se sitia en posicién normal respecto al niimero si-
guiente por la izquierda.

Cuando empieza con un ntmero en posicién normal toma la salida 07 o
02 segun sea 0 o distinto de 0 y termina en posicién normal.

Cuando comienza en una casilla impresa, borra y va una casilla a la iz-
quierda.

G Va un ndmero a la derecha (al revés que D).

Cuando comienza con un niimero en posicién normal que no sea el extremo
derecho de la cinta, lo completa con unos hasta eliminar el vacio (si existe)
que lo separa del siguiente niimero por la derecha y termina con el nimero
completado en posicién normal.

HG™
I, =CD™E

¢ FG™A —|

La maquina I,,, cuando comienza con aq,...,a, en posicién normal y con
las a1 42 casillas siguientes por la derecha en blanco, termina con a, ..., @y, a1,
en posicién normal.

K,, = AI"FD™FG™.

La maquina K,,, cuando comienza con aq,..., G, en posiciéon normal y las
a1 + -+ 4+ am + 2m + 1 casillas siguientes por la derecha en blanco, termina
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W

imprimiendo aq,...,am,,a1,..., a0y, donde la doble coma “,,” indica un vacio
de dos blancos y donde el segundo a,, estd en posicién normal.

L| 0 1

1112 11
2| 13 | BI2
3| D4| BI2
4 | D4 | D5
5| 10 | D5

Si L comienza con un nimero en posicién normal, borra todos los anteriores
a él hasta el primer vacio y vuelve a la posicién inicial.

Notemos que ninguna de las maquinas que hemos definido escruta las casillas
a la izquierda de los datos.

5.7 La tesis de Church-Turing

Ya sabemos que toda funcién recursiva es calculable mediante un algoritmo.
Una forma maés explicita de este hecho es el teorema siguiente:

Teorema 5.11 Toda funcion recursiva parcial es 1| 1-computable.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el nimero r de funciones de una su-
cesion que defina a f. Si r =1 se trata de una funcién recursiva elemental. La
funcién cero ¢ es computada por la maquina C, la funcién sucesor s es com-
putada por I} A y la proyeccién p¥ es computada por I_; 1. (En toda esta
prueba, “computable” significard “1 | 1-computable”.)

Supongamos ahora que f se define en r pasos y que todas las funciones
definibles en menos de r pasos son computables. Distinguimos tres casos, segiin
que f se defina por composicién, recursién o minimizacién a partir de funciones
anteriores (que por hipétesis de induccién serdn computables).

Caso A) f(ar,...,an) = glhi(ar,...,apn), ..., hm(as,...,a,)), donde las
funciones g y h; son computables por maquinas My y M}, respectivamente.
Veamos que la funcién f es computada por la maquina

Mf = Kthl‘[rTLL—HMthZ—&-l ".I771L+1Mhm
Tn—1)ym+1)+1Lm=2)(nt1)+2 *** Lo(n+1)+m Mg LB.
Supongamos definido f(ai,...,ay). Si My empieza con a1, ..., @, (el guidn
sobre a,, indica que estd en posicién normal), en primer lugar K, copia ay, ..., an

con un vacio en medio:
A1yeenyQpyyQly ..., Ay,

Luego My, calcula hq(aq,...ay):

A1y eylnyy Gy ey Gy hy(ag, ..., an).
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Ahora I}, | copia ay,...,a, y My, calcula hy(ay,...,an):

A1y vy lnyyQlyeeey Oy hi(ar, ... an),01,. .. an, ha(ag, ..., ap).
Tras haber actuado My, tenemos
a17"'aana7GJ17"'7an7h1(a17"'aan)?"'7a17"'7an7h’m(a2;'"aan)'

Seguidamente las maquinas I(,,—1)(n41)+1L(m—2)(n+1)+2 * ** Lo(n+1)+m copian
hi(ai,...,an), .., hm(a1,...,a,) y entonces M, calcula la imagen de estos
nimeros por g, o sea, calcula f(ai,...,a,). La situacién de la cinta es en-
tonces:

ala"'aana,mla"'ath(al,“wan)'

La maquina L borra x1,...,z, y B borra el vacio intermedio, hasta quedar

ala"'va‘nvf(a'l7'-~7an)-

Las casillas a la izquierda del blanco anterior a a; nunca han sido escrutadas
durante el calculo.

Si f(ai,...,an) no estd definida, entonces no lo estd alguna de las funciones
g, h1,..., hy, por lo que la maquina correspondiente no se para y My tampoco.

Caso B) La funcién f estd definida por recurrencia a partir de las funciones
gy h, es decir:

f(0,az2,...,a,) = glag,...,an),
fla+1,as,...,a,) = hla, f(a,ag,...,a,),a2,...,a5).

Por hipétesis de induccion existen maquinas M, y M}, que computan a g y
h respectivamente. Razonando de forma similar al caso anterior es facil ver que
la funcién f es computada por la maquina

IL,LB 1,LB

In+3A —|

Una ligera modificacién da cuenta del caso n = 1.

My = K,M,I, 1 E
CI3I} s Myl 43 FE

Caso ¢) f(ay,...,an) = pxglay,...,an,x) =0. Por hipStesis de induccién
existe una maquina M, que computa a g. Entonces la funcién f es computada
por la maquina

LLB
M; = K,CMyE

g L
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De este modo, para cada funcién recursiva parcial f sabemos construir
explicitamente una maquina de Turing que la computa. m

Es claro que cualquier funcién computable por una maquina de Turing
es computable mediante un ordenador (salvo limitaciones de memoria). El
reciproco no estd claro. Las maquinas de Turing tienen, en principio, muy
pocas capacidades de calculo. No obstante hemos visto que pueden calcular
cualquier funcién recursiva, lo que, a la larga, se traducira en que la capacidad
de cédlculo de una méaquina de Turing es idéntica a la de cualquier ordenador
(superior —de hecho— por carecer de limitaciones de memoria). El punto més
delicado de la demostracién de la tesis de Church-Turing es probar el reciproco
del teorema anterior. La clave del argumento esta en que es general, en el sen-
tido de que no sdélo es aplicable a maquinas de Turing, sino que meros cambios
técnicos permitirian adaptarlo para justificar que cualquier funcién calculable
por un ordenador cualquiera es recursiva. Luego volveremos sobre este hecho.

Numeracion de Godel para maquinas de Turing Sea M una maquina
de Turing con alfabeto sg,...,s;. Sean sy, , Su,, Suy, - - - 10s signos impresos de
derecha a izquierda a la izquierda de una casilla fija de la cinta. Llamaremos
nimero de Gddel de la cinta a la izquierda de dicha casilla al nimero v = [] p;,
donde p1,p2, ps3, ... es la sucesién de los niimeros primos 2, 3, 5, ... 0<i

El producto es finito, pues a partir de un cierto 7 todos los u; serén 0 (la cinta
estard en blanco). Los u; son los exponentes de la descomposicién en primos de
u. Como esta descomposicion es inica, dado u, podemos calcular los u; y saber,
en consecuencia, la situacién de la cinta a la izquierda de la casilla fijada.

Claramente tenemos que u = [[ pM*, donde iNu es la funcién recursiva
0<i<u
que da el exponente del primo i-ésimo de w.
Andlogamente, se define el nidmero de Gédel de la cinta a la derecha de

una casilla dada como v = [] p;*, donde sy,, Sy,,... son los signos impresos
0<i
a la derecha de la casilla dada leidos de izquierda a derecha. Se cumple que
— iNv
v= I pi™".
0<i<u

Si, en un instante dado, el numero de Godel a la izquierda de la casilla
escrutada es u, el signo escrutado es s,, €l estado de M es g, y el niumero de Godel
a la derecha de la casilla escrutada es v, el nimero de Gddel de la configuracién
completa de la maquina en ese instante es, por definicién, w = 2% - 3% - 5¢. 7V,

Conociendo w podemos descomponerlo en primos y calcular u, a, ¢y v y asi
obtenemos la configuraciéon completa de la maquina.

Teorema 5.12 Toda funcion parcial computable es recursiva parcial.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una funcién parcial computable por una maquina de
Turing M. Sean qo, . .. qx sus estados y sg, ..., s; su alfabeto. Podemos suponer
que qq es el tinico estado pasivo.

Definamos, para cada configuracién activa (sq,¢.) una funcién p,,. como
sigue:
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Si el acto tras (sq,q.) es splqq, entonces

[ Pr(i+oNe 2v. ] Pr(i+1)iN®
— Q0<i<u INu  &d 0<i<u
Pa,c(u,v) =2 S350 T )

donde Pr(i) es el primo i-ésimo.
Si el acto tras (sq,qc) es spCqq, entonces

Pac(u,v) =2 3050 7Y,
Si el acto tras (sq,qc) es spDgqq, entonces

b, H Pr(i+1)Ne H Pr(i)(tDNv
pa’c(u7v) =92 O0<i<u . 31N’U . 5d . T0<i<u

En cualquier caso, si 2%-3%-5°- 7Y es el numero de Godel de la configuracion
completa de M en un instante, entonces p, (u, v) es el nimero de Gddel de la
configuracién completa siguiente. Es claro que cada funcién p, . (como funcién
de u, v Gnicamente) es recursiva primitiva.

Consideremos la relacién dada por R, . syss 2Nz = a A 3Nz = ¢, que clara-
mente es recursiva primitiva, y sea xq,. su funcién caracteristica, que también
es recursiva primitiva. Definimos

p(w) = Z Pa,c(INw,ANw) - 5gXa,c(w) + w - 5Z(3Nw),
a=0,...,7
c=1,...,k

que es una funcién recursiva primitiva.

Si w es el nimero de Gédel de una configuracién completa, p(w) es el nimero
de Godel de la siguiente configuracién completa (el sumando w-5g(3Nw) recoge
el caso de que el estado sea pasivo, o sea, 3Nw = 0, con lo que 5g(3Nw) =1y
asi p(w) = w, es decir, la configuracién no cambia).

Definimos ahora la funcién recursiva primitiva

O(w,0) = w,
O(w,z+1) p(B(w, 2)).

Si w es el nimero de Godel de una configuracién completa, 6(w, z) es el
nimero de Godel de la configuracion completa en que se halla M después de z
actos (o la situacién final si M se detiene antes).

Para cada ntimero natural n vamos a definir 7,,(21, ..., 2, ¢, u,v) de modo
que si x1,...,x, estd representado en posicién normal, el estado es q. y los
nimeros de Godel de la cinta a la izquierda y a la derecha de x; y x, son,
respectivamente, u y v, entonces 7, da el nimero de Godel de la configuracion
completa.

Definimos primero

[T Pe@* [] Pr(zi+it1)™ [T Pri+n)i™®
7'1(5(31’ c,u,v) — Q0<i<z; 0<i<u . 31 L BC . To<i<v )
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Supuesta definida 7,,, definimos 7,41 como
Tn+1(x17 ooy Ty Tn+1,C, U, U) = Tl(anrlv C, 1N7—n(1'17 ooy Tn—1, xn"'_]-a c,u, U), ’U).

Es facil ver que las funciones 7, cumplen lo pedido, asi como que son recur-
sivas primitivas.

Digamos que la funcién ¢ es n-adica. Si x1,...,x, es escrutado en posiciéon
normal con estado ¢ y el resto de la cinta en blanco, la configuraciéon com-
pleta es 7,(z1,...,2n,1,1,1). As{ mismo, si x1,...,2z,,2 (para un cierto x)
es escrutado en posiciéon normal con estado qg, la configuracién completa es
Tnt1(Z1, ..., Zn,x,0,u,v), para ciertos u, v, y viceversa.

Asi pues, ¢(z1,...,z,) estd definido si y sélo si existen z, x, u y v tales que

O(tn(z1,y .. 20, 1,1,1),2) = Tpp1 (21, . o, Zpy 2, 0,1, 0),

y entonces ¢(x1,...,T,) = .
Equivalentemente, ¢(z1,...,z,) estd definido si y sélo si existe un niimero
natural ¢ (¢t = 2% - 3% - 5% - 7") tal que

O(tn(z1,. .. 20, 1,1,1),1Nt) = 7pp1(x1, . .., Tpny 2N, 0,3Nt, ANT), (5.1)

y entonces ¢(x1,...,x,) = 2Nt.
Si llamamos S(x1,. .., 2n,t) a la relacién determinada por (5.1), se trata de
una relacién recursiva primitiva y tenemos que

(b(xl»"'a‘rn) = 2N(ﬂt5(l’1,,$n,t)),

con lo que ¢ es recursiva parcial. m

Como consecuencias inmediatas tenemos:

Teorema 5.13 Una funcion parcial es recursiva parcial si y solo si es compu-
table, si y sélo si es 1|1 computable.

Teorema 5.14 Una funcion es recursiva si y solo si es computable.

Nota Segun anticipabamos, es ficil convencerse de que la prueba del teorema
anterior puede adaptarse para probar que toda funcién calculable con un pro-
grama de ordenador es recursiva. Para ello sélo hay que complicarla teniendo
en cuenta la complejidad adicional de un ordenador frente a una maquina de
Turing, pero es claro que no es necesario aportar ninguna idea nueva, sino que
el esquema general del argumento seria exactamente el mismo. De hecho es
tedricamente mds simple, pues la cinta infinita se sustituye por una memoria
finita, que sélo puede estar en un ntimero finito de configuraciones. El compor-
tamiento del ordenador estd determinado por la configuracién de su memoria y
por el estado de su microprocesador (incluyendo aqui cualquier hecho relevante,
aunque no corresponda estrictamente al microprocesador). Podemos introducir
una numeracién de Godel para la configuracién de la memoria y el estado del
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microprocesador y la funcién que a partir del nimero de Gédel de la configu-
racién completa calcula el de la siguiente configuraciéon completa (entendiendo
que vale 0 si el numero de partida no corresponde a ninguna configuracién com-
pleta posible) es recursiva primitiva (obviamente, pues es una funcién definida
sobre una cantidad finita de nimeros). La funcién que a partir de la configu-
racién completa inicial calcula la configuracién al cabo de n pasos es recursiva,
lo cual se prueba exactamente igual que para méaquinas de Turing y a su vez
nos lleva ya sin ningtin cambio a la conclusién del teorema.*

Teniendo esto en cuenta, el concepto de funcién recursiva puede considerarse
como una caracterizacion precisa de la nocién de computabilidad, al igual que
el concepto de demostracion formal es una caracterizacién precisa del concepto
de razonamiento matematico. Algunos autores afirman que la tesis de Church-
Turing es indemostrable, porque la nocién de computabilidad mediante un algo-
ritmo no admite una definicién precisa. Lo que hay de verdad en esta afirmacion
es que la nocién de computabilidad es metamatematica, y cualquier intento de
formalizacidn, por ejemplo, a través de la nocién de funcién computable por
una maquina de Turing, suscita la duda de si realmente estamos capturando la
totalidad de las funciones computables en sentido metamatematico. Ahora bien,
acabamos de probar que asi es. La demostracién es concluyente en el sentido
de que nadie que medite sobre ella puede dudar de que cualquier funcién que
pueda calcular un ordenador satisface necesariamente la definiciéon de funcién
recursiva. Ya hemos tenido ocasiéon de constatar en muchas ocasiones que el
hecho de no disponer de una definicién formal explicita de algunos conceptos,
como la finitud o los nimeros naturales, no nos impide asegurar ciertos hechos
sobre ellos.

Ejercicio: Dada una funcién recursiva f y una méaquina de Turing M que la compute
1|1, construir otra méquina de Turing que cuando empiece con la cinta en blanco vaya
escribiendo sucesivamente en la cinta los nimeros f(0), f(1), f(2), etc.

5.8 Consideraciones finales

Terminamos el capitulos con algunas consideraciones adicionales sobre la
recursividad y las méquinas de Turing. Ante todo veamos cémo éstas nos pro-
porcionan un ejemplo explicito muy simple de funcién no recursiva.

Ejemplo Sea n un numero natural. Un problema que se ha convertido en
entretenimiento de algunos amantes de los acertijos matematicos es el siguiente:
encontrar una méaquina de Turing M con dos signos 0 y 1 y a lo sumo n estados
con la condicién de que cuando empieza con la cinta en blanco se detiene tras
haber escrito el médximo numero posible de 1’s. En otras palabras, se trata de
encontrar el “récord” de unos que puede escribir una méaquina de Turing con n

4En este argumento prescindimos de toda incorporacién de nuevos datos durante el calculo,
es decir, suponemos que el ordenador no tiene teclado o conexién con otros ordenadores. Esto
no es una restriccién, pues tUnicamente nos interesa el intervalo comprendido desde que el
ordenador tiene todos los datos introducidos hasta que termina el calculo.
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estados excluyendo el caso trivial de que no se detenga nunca y escriba infinitos
unos.

Mas explicitamente, para cada maquina M que acaba deteniéndose cuando
empieza con la cinta en blanco, llamamos py; al nimero de unos que tiene la
cinta cuando esto ocurre. Definimos X (n) como el méximo de los ntimeros py,
cuando M varia entre las maquinas que acaban deteniéndose al empezar con la
cinta en blanco. El problema es, entonces, calcular los valores de 3.

Teorema 5.15 La funcion ¥ no es recursiva.
DEMOSTRACION: Sea f una funcién recursiva y definamos
g9(n) = max{f(2n +2), f(2n + 3)}.

Es facil ver que g es recursiva y por lo tanto es computada por una maquina
de Turing M. Sea k el nimero de estados activos de M.

Para cada nimero natural n sea N,, una maquina que al empezar con la cinta
en blanco escriba el nimero n en la cinta y después actiie como M. Podemos
construir NV, con n + k + 2 estados. Cuando N,, actia con la cinta en blanco,
al acabar estd escrito (entre otras cosas) g(n), es decir, hay g(n) + 1 unos en la
cinta como minimo.

Por lo tanto,

méx{f(2n+2), fCn+3)} +1 < X(n+k+2) para todo n.
Sin > k tenemos que
f@2n+2),f2n+3) <E(n+k+2) <E2n+2) <E(2n+3),

ya que X es evidentemente creciente. Pero todo nimero z que cumpla 2k+3 <
puede expresarse como x = 2n + 2 o x = 2n + 3, para un cierto nimero n > k,
y asi f(z) < X(z).

Hemos probado que ¥ supera a cualquier funcién recursiva a partir de un
cierto nimero natural. En particular ¥ no es recursiva. [

Estos son algunos datos conocidos sobre X::

¥(5) > 17,  %(6) >35,  X%(7) >22.961,  %(8) >8-10*.

El problema de la detencién Una pregunta natural que plantea la no re-
cursividad de la funcién ¥ es qué nos impide calcularla. Para calcular 3(n) hay
que tomar todas las méquinas de Turing con dos signos y n estados, que son un
numero finito, seleccionar las que se detienen al empezar con la cinta en blanco
y contar el méximo niimero de unos impreso por cada una de ellas. El tnico
paso que no es evidentemente realizable es determinar cudles se detienen, por lo
que concluimos que no existe un método general para decidir si una méaquina de
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Turing va a detenerse o no cuando comienza con una situaciéon dada, es decir,
el problema de la detencién de las méquinas de Turing es insoluble.

En algunos casos podremos concluir algo a partir del anélisis del programa,
por ejemplo es facil ver que la maquina D no se detiene cuando empieza con la
cinta en blanco. En otros casos, en cambio, lo mejor que podremos hacer serd
ponerla a funcionar y ver si se detiene. Si lo hace sabremos que se para, pero si
no se detiene nos quedaremos con la duda de si se va a parar mas adelante o si
no se va a parar nunca.

Ejercicio: La conjetura de Goldbach es una afirmacién de la teoria de nimeros que
hasta ahora no ha sido demostrada ni refutada. Consideremos la funcién G que es
constantemente igual a 1 si la conjetura de Goldbach es cierta y constante igual a 0 si
es falsa. ;Es una funcién recursiva?



Capitulo VI

Teorias aritméticas

Los teoremas de incompletitud que pretendemos demostrar se aplican a
teorias recursivas, (es decir, teorfas axiomdticas en las que sabemos recono-
cer efectivamente si una férmula es o no un axioma) y aritméticas, es decir,
teorfas en las que es posible demostrar formalmente las propiedades bésicas
de los nimeros naturales. Ya conocemos la teoria aritmética mas simple: la
aritmética de Peano. En este capitulo definiremos el concepto general de teoria
aritmética y probaremos los hechos que necesitamos para llegar a los teoremas
de incompletitud.

6.1 Definicion y propiedades basicas

Definicién Una teoria aritméticaT es una teoria axiomatica sobre un lenguaje
formal £ que cumple las condiciones siguientes:

Existen un designador 0 de £, un término ' de L cuya tinica variable libre
es x, dos términos x + y, x - y, cuyas Unicas variables libres son z e y (distintas
entre sf) y una férmula Natz cuya unica variable es z, de tal forma que las
formulas siguientes son teoremas de T":

N1: NatO0,

N2: Az(Natz — Nata'),

N3: Az(Natz — -2’ =0),

N4: Azy(Natxz A Naty Az’ =y — x =vy),
N5: Az(Natz — 2+ 0 = z),

N6: Azy(Natxz A Naty — z + 3y = (z +y)'),
N7: Az(Natz — x -0 = 0),

N8: Azy(Natx A Naty — z -y = (z-y) + ),

153
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N9: (a(0) A Az(Natz A a(z) — a(z’))) — Az(Natz — a(z)), para toda
férmula aritmética a(x) que tenga a z como variable libre (no necesariamente
la tnica), donde una ezxpresidn aritmética se define como sigue:

a) T es un término aritmético,

b) 0 es un término aritmético,

)
)

¢) Sity y te son términos aritméticos, también lo son ¢}, t1 + to, t1 - ta,
)

d) Sity t9 son términos aritméticos, entonces t; = to es una férmula aritmé-

tica,
e) Si ay (8 son férmulas aritméticas, también lo son

—a, a— 3, NAz(Natz—a), Vz(Natz A ).

Notar que, en particular, si a y 0 son féormulas aritméticas, también lo son
aVp, ahNfya—[.

En la practica consideraremos como férmulas aritméticas a todas las formulas
que sean légicamente equivalentes a férmulas aritméticas. Por ejemplo, la sen-
tencia N4 no es aritmética en sentido estricto, pero es equivalente a

Az(Natz — Ay(Naty — (2’ =y — x =1))),

que si lo es. Con este convenio, todas las férmulas N1-N9 son aritméticas. Es
facil ver que las féormulas de tipo N9, donde « es aritmética en este sentido
amplio, son también teoremas de 7.

Observemos también que si t es un término aritmético, entonces Nat ¢ es una
férmula aritmética, pues equivale a \/z(Natz A z = t).

Escribiremos 009 = 0,00 = 0/, 0 = 0”,0) = 0", etc. A los designadores
0, donde n es un nimero natural, los llamaremos numerales de T.

Ejemplo La aritmética de Peano es un ejemplo de teoria aritmética. Basta
definir Nat x = x = z. Es facil ver que todas las férmulas de su lenguaje formal
son aritméticas. En su modelo natural (el que tiene por universo a los ntimeros
naturales) cada numeral 0(") denota al nimero natural n.

Observaciones Conviene insistir en que la definicién de teoria aritmética no
se exige, por ejemplo, que 0 sea una constante, sino que puede ser un designa-
dor arbitrario. Asi, mientras en la aritmética de Peano 0 es ciertamente una
constante, en teorfa de conjuntos es frecuente definir 0 = @ =z | Ayy ¢ x, con
lo que 0 es un designador de longitud 8. Lo mismo sucede con los demds signos
aritméticos, que no tienen por qué ser signos del lenguaje formal considerado,
sino que cada signo aritmético puede corresponderse con un término o férmula
mas o menos complejo. En otras palabras, admitimos que la aritmética sea
definida en T a partir de otros conceptos.
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Similarmente, hemos de recordar que las férmulas N1-N9 no son necesaria-
mente axiomas de una teoria aritmética, sino teoremas. Por ejemplo, ningin
axioma de la teoria de conjuntos afirma que el 0 es un nimero natural, pero
esto puede probarse a partir de las definiciones oportunas de “cero” y “ntimero
natural”. Pese a ello, usualmente nos referiremos a estas férmulas como los
“axiomas de Peano”.!

Por otra parte, el hecho de que la “definicion” de nimero natural en la
aritmética de Peano sea x = = es una muestra extrema de algo que el lector de-
beria asimilar: las definiciones formales nunca determinan los objetos definidos,
sino que tan sélo los especifican entre otros objetos previos. Asi, la definicién
de nimero natural en teoria de conjuntos no determina qué es un niimero natu-
ral, sino que tnicamente especifica qué conjuntos son nimeros naturales, pero
a su vez la nocién de conjunto carece de definicién: en teoria de conjuntos,
todo es un conjunto. Una definicién de conjunto? serfa z = z. En el caso de
la aritmética de Peano sucede que todo es un nimero natural, por lo que no
hay nada que especificar y por ello podemos tomar como definicién de nimero
natural la férmula x = x. m

Interpretaciéon natural de las féormulas aritméticas Aunque las teorias
aritméticas “pretenden” hablar sobre los nimeros naturales, no es inmediato en
qué sentido esto es asi. Pensemos en una sentencia como o = 0” + 0" = 0",
perteneciente a una teoria aritmética T. Ahi “leemos” 2 + 2 = 4, pero, jen
qué sentido podemos decir que ahi pone realmente que 2 + 2 = 47 Si « fuera
una sentencia de la aritmética de Peano, podriamos decir que 2 + 2 = 4 es
su interpretacion en el modelo natural, pero si T es una teoria arbitraria, en
principio no disponemos de ningin modelo “natural” de T que fundamente
una interpretacion de «. Tengamos presente que para definir un modelo de T
tendriamos que interpretar todos los signos de su lenguaje formal, que pueden
ser muchos mas de los que se relacionan con la estructura aritmética de la teorfa.
Pese a ello, podemos hablar de una interpretacion natural de cualquier
férmula aritmética de cualquier teoria aritmética con respecto a la cual la in-
terpretacion de « sea la que cabe esperar. Para ello observamos que a cada
expresién aritmética 6 de una teorfa T' le podemos asignar una expresién (nece-
sariamente aritmética) 6 de la aritmética de Peano P de forma inductiva:

a) 0 =0 (es decir, asociamos al designador 0 de T" la constante 0 de P),

b)gESE, t1+t25f1+¥2, tl-tngl-fg,

1Son axiomas en el mismo sentido en que los matemédticos hablan de “los axiomas de
espacio vectorial”, que no son axiomas de acuerdo con nuestra definicién, sino fragmentos de
la definicién de espacio vectorial. En sentido histérico estricto los axiomas de Peano serian
los cinco axiomas que resultan de eliminar los cuatro que definen la suma y el producto.

2Hay teorfas de conjuntos que establecen una distincién entre “clase” y “conjunto”, de
modo que todo conjunto es una clase pero el reciproco es falso. En estas teorias el concepto
de clase es el que carece de definicién o, si queremos, se puede definir como z = z, mientras
que la definicién de conjunto usual es la dada por Goédel: Cto z = \/y:(: € y. También aqui es
claro que esta definicién no determina la nocién de conjunto, sino que Unicamente especifica
qué ha de cumplir una clase para ser un conjunto.
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e) Nz(Natx — a) = Az a.

En otros términos, lo que decimos es que cualquier férmula aritmética puede
leerse “como si fuera” una férmula de P. Diremos que una sentencia aritmética
« es verdadera o falsa en su interpretacion natural si @ es verdadera o falsa en
la interpretacién natural de P.

Asi pues, debemos tener presente que cuando hablamos de la interpretacion
natural de una sentencia aritmética o de una teoria T, en realidad estamos
considerando un modelo de P. Més adelante veremos que puede darse el caso de
que una sentencia aritmética « sea verdadera en cualquier modelo de una cierta
teoria aritmética Ty que, en cambio, sea falsa en su interpretacién natural, o
viceversa.

6.2 Algunos teoremas en teorias aritméticas

Las sentencias siguientes son teoremas de cualquier teorfa aritmética. (Da-
mos algunas indicaciones sobre la demostracién.)

1. Azy(Natz A Naty — Nat(z + y))
Por induccién sobre y, es decir, probando la sentencia
Az(Nat z — Ay(Naty — Nat(x +y))),
para lo cual se prueba previamente (supuesto Nat z) la férmula
Nat(x 4+ 0) A Ay(Naty A Nat(z +y) — Nat(z +¢))

y se aplica N9. Para probar esta férmula vemos que = + 0 = z, luego
Nat(x + 0) y si Nat(z + y) entonces = + ¢y = (z + y)’, luego también
Nat(z + '), por N2.

2. Azy(Natz A Naty — Nat(zy))
Similar al caso anterior.
3. Ne(Natz — 2/ =z +0))
z4+00 =z 4+0 = (x4+0) =2a.
4. Nwyz(Natz A Naty ANatz — (z+y)+2z =2+ (y + 2))

Por induccién sobre z: (z4+y)+0 =24+ y = =+ (y + 0) y supuesto
(x4+y)+z=z+ (y+ 2) entonces ((z +y) + 2) = (x + (y + 2))’, luego
Tty +2=z+y+2) =2+ @y+7)
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. Nzy(Natz A Naty — x4y = 2" +y)

Por induccién sobre y: 40" = (x+0) =2’ =2'+0,ysiz+y =2'+y
entonces x + 3" = (x+y') = (@' +y) =a" + .

. Nz(Natz — 0+ = z)

Por induccién: 0+ 0 =0y si 0+ 2 = x, entonces 0+ 2’ = (0 + x)' = 2'.

. Nry(Natz ANaty - x+y=1y+ )

Por induccién sobre y: ©+0=x=0+2x y si x +y = y + x, entonces
ety =@ty =@y+a) =y+a’=y +u

. Nzyz(Natz A Naty A Natz — x(y + 2) = 2y + 22)

Por induccién sobre z: z(y+0) =zy =zy+x-0,ysi z(y+2) = zy+ a2z
entonces x(y+2') = x(y+2) = z(y+2)+z = (xy+az)+z = zy+(xz+x) =
xy + a2’

. Nzyz(Natz A Naty A Natz — (zy)z = 2(yz2))

Por induccién sobre z: (zy) -0 =0=xz-0=z(y-0), y si (zy)z = z(yz),
entonces (xy)z’ = (xy)z + 2y = 2(yz) + vy = z(yz + y) = x(y2').

Az(Natz — 0-x = 0)
Por induccién: 0-0=0ysi0-z =0, entonces 0-z' =0-2+0=0+0=0.
Az(Natz — 0 .z = )

Por induccién: 00.0 = 0y si 0.2 = z, entonces 0.2/ = 0.z 4-00) =
x40 =g/

Azy(Natz A Naty — xy = yx)

Por induccién sobre y: -0 =0 = 0-x, y si zy = yr entonces zy’ =
sy+r=yr+z=yr+00 .2 =(y+00). 2=y

Az(Natz — 2 =0V Vy(Naty Az =1'))
Inmediato por induccién sobre x.
Ary(Natz ANaty Azy=0— 2 =0V y=0)

Sizy =0 pero -z =0y —y = 0 entonces z = v’ = u+ 0V, y = =
v+0W, con lo que 0 = zy = wv+u+v+01 = (uv+u+v)’, contradiccion.

NAzyz(Natz ANaty ANatz Aox+z2z=y+z—x=1)

Por induccién sobre z: siz+0=y+0entonces x =y, sic+z=y+2z —
x = y, entonces si x + 2z’ = y + 2’ se cumple (x + 2) = (y + z)’, luego
r+z=1y+z, luego x = y.
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. Nry(Natz ANaty Az +y=0—-2=0Ay=0)

Si =y = 0 entonces y = v’, con lo que 0 = x + y = (z 4+ v)’, contradiccién.
Asi pues y = 0. Similarmente se prueba que = = 0.

Usaremos la notacién x <y = \z(Natz Az + 2 =y)
Az(Natz — = < z)

z+0=uz.

Nzy(Natz ANaty Ao <yAy<z—x=1y)

Siz <y Ay < zentonces z+z =y A y+w = x, luego y+w+z = y = y+0,
luego w+ 2z =0, luego z =0, luego z = + 0 = y.

Azyz(Natz A Naty ANatz Aoz <yAy<z—x<2)
r+u=yAy+v=zluego x4+ (u+v) =y+v =z luego = < z.
Az(Natz — 0 < z)

O+zx==x

Nz(Natz — z < 2)

z+ 00 =g/

Azy(Natz A Naty — 2 <y Vy <)

Por induccién sobre y: 0 < z,luego z <0V O<z,siz<yVy<z
entonces, en el caso y < x tenemos y + z = x. Si z = 0 es y = x, luego
x<a' =9y luegoxr <y Viy <x Si-z=0,entonces z =u, y+u =z,
y+ (u+00) =2 luego (y + 0D) +u =2,y +u =2,y <z, luego
también x < 3’ V 3/ < z. En el caso x < y se cumple z + z = y, luego
T+ 2 =19, es decir, x <9/, y también z <y’ V3 < z.

Nzy(Natz ANaty Az <yAy<z' —z=yVy=2a)

rtu=yAy+v=a,luegor+ (utv)=2" =2x+0Y utv=0" Si
-y =x A -y =2 entonces -y =0 A —w =0, luego u = k + 01 A v =
400 luego u+v = ((k+7)+0M) 400 = 00 Tuego (k+r)+0" =0,
es decir, 0 = (k 4+ r)’, contradiccién.

Usaremos la notacion c <y=x <y A ~x =y.
Az(Natz — z < ')

Sabemos que z < 2’ y —~x = 2/, pues en otro caso z = 2’ = x + 0, luego
0 = 0, contradiccién.
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25.

26.

27.

28.

29.

Azy(Natz A Naty — (z <y < 2’ <y))

Siz < y entonces z+u = ¥, con ~u = 0, luego u = v+00), m+(v+0(1)) =
yo (@ +0M) +o=y 2’ +v=y 2’ <y.

Si 2’ <y, entonces ' +u =1y, x4+ (0 +u) =y, luego x <y, ysiz =y
entonces 0 + 4 = 0, luego v/ = 0, contradiccién. Asi pues, z < .

1
Azy(Natz A Naty A =y =0 — Ver(Nate ANatr Az =yc+r Ar <vy))
Veamos
Azy(Natz A Naty A =y =0 — Ver(Natc ANatr Az =yec+r Ar <y))

por induccién sobre x.

0=y-0+0A0<y. Siz=yc+r Ar <y, entonces 2’ = yc+ 1’ con
r <y. Sir <y yalo tenemos. Sir’ =y entonces ¥’ =yc+y =yc +0
con 0 <y.

Para probar la unicidad basta ver que si x = yc+r = yc+ 7 con r < y,
r <y,entonces c=cAr=r.

Podemos suponer que ¢ < ¢ (el caso ¢ < ¢ es andlogo). As{ ¢ = ¢+ u. Si
—c = ¢ entonces ~u =0, u =v+ o),

z=ye+7 = (ye+yu) +7 = ((ye+yo) +y-0M) +7 = (ye+y) + (yv +7),
luego yc+y <z. Comor <y,y=r+kcon-k=0,2=(yc+y) +t=

(ye+(r+k))+t=(yc+r)+(k+t) =z+ (k+t), luegok+t =0y k=0,
contradiccion.

Por lo tanto ¢ = ¢, luego yc = y¢ y, como yc + r = y¢ + 7, también r = 7.
Usaremos la notacién

r=y(méd z) = \Vr(Natr A(x =y+rzVy=x+rz2))

Azy(Natz A Naty — o = 2 (méd y))

r=x+4+0-y.

Azyz(Natz A Naty A Natz Az =y (méd z) — y =z (méd 2))
Inmediato.

Azyzw(Natz A Naty A Natz A Natw A x = y (médw) A y = z
(méd w) — = = z (méd w))

Por hipétesis (zx = y+rwVy=x+rw) A (y=z+twV z =y + tw).
Distinguimos cuatro casos:
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a) r =y +7rwAy=z+tw. Entonces x =z + (tw +rw) = z + (t + r)w,
luego z = z (méd w).

b) z =y +rw A z =y + tw. Entonces z + tw = (y + tw) + rw = z + rw.
Sir <t entonces t = r+u, luego z + (rw +uw) = z +rw, x +uw = 2. Si
t < r entonces r =t + u, luego = + tw = 2z + (tw + uw), x = z + vw. En
cualquier caso x = z (méd w).

Los casos restantes son similares a éstos.
1
30. Azz(Natx ANatz A —z=0— Vy(Naty Ay <z Az =y (mdd 2)))

Vey(Nate ANaty Az = zc+y Ay < z). Claramente z = y (méd z).

Para la unicidad hemos de ver que si z =y (méd 2) A z = ¢ (mdd z) con
y < z,y < z entonces y = y. En efecto, en tal caso y = ¢ (mdd z), luego
y=9y+rzVy=y+rz Supongamosy = j+rz (el otro caso es andlogo).
Entonces, si —r = 0 tenemos r = u 4+ 0, luego y = 7 + (uz + 0 . 2) =
(y+ux)+ 2z, luego z < y, contradiccién. As{ pues, r = 0, con lo que y = 3.

Observaciones El lector se habra dado cuenta de que hemos usado muchas de
las propiedades que acabamos de probar mucho antes de haberlas demostrado
aqui. A estas alturas, ya deberia darse cuenta por si mismo de que esto no delata
un circulo vicioso, pero de todos modos vamos a discutirlo aqui. Consideremos
por ejemplo el teorema 7, que afirma la conmutatividad de la suma de niimeros
naturales. Hemos de distinguir dos hechos muy diferentes:

a) La suma de nimeros naturales es conmutativa.

b) En toda teoria aritmética puede probarse que la suma de niimeros natu-
rales es conmutativa.

Hasta ahora, hemos usado siempre que ha sido oportuno el hecho a), que
todos sabemos que es cierto. Ahora acabamos de probar el hecho b), que no es
evidente ni siquiera para alguien que sepa a). Sucede que b) implica a), pero
esto no es inmediato, sino que es un teorema que requiere su justificacién: si una
férmula es demostrable en toda teoria aritmética, entonces es demostrable en
la aritmética de Peano, luego es verdadera en su interpretacién natural. Ahora
bien, aqui es esencial lo de “toda” teoria aritmética, pues la tnica en la que
podemos confiar es la aritmética de Peano. Veremos mas adelante que existen
teorias aritméticas consistentes en las que se pueden demostrar sentencias falsas
en su interpretaciéon natural. En resumen:

e No es cierto que a) implique b), es decir, el hecho de que una sentencia sea
verdadera en su interpretacién natural no garantiza que sea demostrable
en toda teoria aritmética.

e No es cierto que si una sentencia es demostrable en una teoria aritmética
tenga por ello que ser verdadera en su interpretacion natural.
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e Sies cierto que si una sentencia es demostrable en cualquier teoria aritmé-
tica entonces es verdadera en su interpretacién natural —es decir, que
b) implica a)—, pero esto es una afirmacién trivial, pues lo tinico que
necesitamos en realidad es que sea demostrable en la aritmética de Peano.

Si el lector se siente desconcertado por estos hechos deberia tener en cuenta
las consideraciones siguientes. Supongamos que partimos de unos axiomas si-
milares a los de Peano y con ellos probamos que la suma de ntimeros naturales
no es conmutativa. No serfa dificil conseguir unos axiomas adecuados para ello,
pero la conclusiéon que sacariamos de ahi no seria que, en contra de lo que
pensabamos, la suma de nimeros naturales no es conmutativa, sino que los
axiomas de partida “no son buenos”, es decir, no reflejan las propiedades de
los nuimeros naturales. Asi pues, si una prueba de la no conmutatividad de la
suma no nos hace dudar de la conmutatividad de la suma, sino que nos lleva
a desechar los axiomas, debemos admitir que una prueba de la conmutatividad
de la suma a partir de unos axiomas no debe convencernos de la conmutati-
vidad de la suma, sino de que los axiomas “son buenos”. El hecho de que no
estemos dispuestos a descartar la conmutatividad a partir de una demostracién
formal pone de manifiesto que la conmutatividad no puede depender de una
demostracion formal.

Los matematicos piensan —y estdn en lo cierto— que una teoria matemaética
totalmente rigurosa pasa por demostrar hechos tales como la conmutatividad de
la suma. Ahora bien, estamos senalando que esta exigencia no tiene por objeto
eliminar todo margen de duda sobre la conmutatividad de la suma —no hay
tal duda—, sino garantizar que los axiomas son lo suficientemente correctos y
potentes como para demostrar la conmutatividad de la suma. Si de los axiomas
se dedujera que la suma no es conmutativa tendriamos que cambiarlos, y si
esto no sucediera pero tampoco se dedujera la conmutatividad, tendriamos que
anadir nuevos axiomas o sustituir los que tuviéramos por otros mas potentes.

Por otra parte, debemos descartar la idea de que si definimos de un modo
u otro los ntimeros naturales y conseguimos probar que los objetos que hemos
definido cumplen los axiomas de Peano ya tenemos garantizado que estamos
hablando realmente de los niimeros naturales y que todo lo que probemos sobre
los nimeros naturales en nuestra teoria seran afirmaciones verdaderas sobre los
numeros naturales. Los axiomas de Peano tinicamente garantizan que nuestros
“niimeros naturales” cumplen las propiedades basicas de los ntimeros naturales,
de modo que, segiin hemos visto en esta seccion, ya no hace falta que nos moles-
temos en probar la conmutatividad de la suma o la divisibilidad euclidea: todos
estos hechos son consecuencias de dichos axiomas y se cumplen automaticamente
en cuanto los demostramos. Pero esto no excluye que en nuestra teoria podamos
probar afirmaciones falsas sobre los nimeros naturales.

Matematica y metamatematica A partir de la seccién siguiente vamos a
demostrar muchos resultados en los que argumentos metamatematicos se com-
binan sutilmente con argumentos matemadticos (es decir, con demostraciones
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formales en una teorfa axiomatica). El lector no familiarizado con la 16gica de-
berd hacer aqui un gran esfuerzo de comprensién para asimilar esta relacién tan
delicada si es que quiere entender cabalmente los teoremas de incompletitud.
Para ayudarle detallamos aqui la prueba de un teorema elemental:

Teorema 6.1 Sea T una teoria aritmética. Para todo natural n se cumple

l;/\x(Natx—> (2 <0™ o z=00vae=00v...ve=0m)).

DEMOSTRACION: Por induccién (metamatemdtica) sobre n, es decir, tene-
mos que probar que infinitas sentencias (una para cada n) son teoremas de T}
empezamos por el caso n = 0 y después probaremos que si la sentencia n es
demostrable la n 4+ 1 también lo es. La prueba es constructiva, de modo que
proporciona un algoritmo para generar explicitamente una demostracion de cual-
quiera de las sentencias.

Para n = 0 hemos de probar

F/\m(Natxﬂ (x<0e=x=0)).

Esto se sigue® de los teoremas 17, 18 y 20.

Ahora lo suponemos cierto para n, es decir, suponemos que ya hemos escrito
una demostracién de la sentencia del enunciado (para n) y veremos cémo ex-
tenderla para llegar a la misma férmula para n+ 1. As{ pues, nuestro problema
ahora es demostrar

;/\x(Natx — (<0 =00 v... vz =0 v =0ntY)y),

Procedemos, pues, a esbozar® una demostracién. Suponemos Nat z y, para
probar una implicacién, suponemos® también z < 0"tV Esto es lo mismo
que x < 0™’ Por la definicién de < y el teorema 25, de aqui se sigue que
z <0 vz =0+, Por hipdtesis de induccién (metamatemética) dispone-
mos de la sentencia del enunciado, que podemos usar en nuestra demostracion
(matematica). Al aplicarla al caso 2 < 00 la disyuncién se transforma en

:L’:()(O)\/...\/$:0(n)\/x:O(nJr1)7

que es lo que queriamos probar.

3El lector deberia completar los detalles tomando como modelo la segunda parte de la
prueba.

4Los matemdticos nunca dan pruebas detalladas (ahora modus ponens, ahora modus to-
llens), sino esbozos de prueba, que contienen la informacién suficiente para cubrir todos los
huecos.

5Si fuera n = 5, un matemdtico dirfa “supongamos que x es un nimero natural menor o
igual que 6, pero nosotros precisamos que el “6” es en realidad el numeral 0(®) (en general
0("+1)) y evitamos decir que z es un nimero natural porque z no es un nimero natural, es una
variable. Compdrese con el novelista que escribe “...Napoledn le hablé a un soldado”, pero en
realidad Napole6n (= 6) no ha hablado con ningin soldado (= nimero natural), simplemente
el novelista ha escrito las palabras “Napoleén” (= 0(6)) y “soldado” (= ) en una frase, todo
esto sin perjuicio de que el novelista esté pensando en Napoledn y en un soldado.
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Reciprocamente, si suponemos esta tultima férmula, la férmula de que dis-
ponemos por hipétesis de induccién® nos da que z < 0" v z = 0+ y,
similarmente, se llega a x < 0 +1), m

El lector deberia reflexionar sobre este argumento y sobre todos los argu-
mentos similares que veremos mas adelante. En particular, deberia tener claro
que no hemos probado nada extrano y abstracto, sino algo tan simple como que
la sentencia

Nz(Natz — (2 <0” —s2=0Ve=0Vvz=0"va=0")

es demostrable en cualquier teoria aritmética, al igual que lo es cualquiera de
las féormulas andlogas que resultan de cambiar el nimero de comitas y, por
consiguiente, el nimero de disyunciones.

6.3 Expresabilidad y representabilidad

Los teoremas de incompletitud descansan sobre tres pilares béasicos. Uno
es la posibilidad de representar los conceptos légicos a través de relaciones y
funciones recursivas, gracias a la numeracién de Godel; el segundo lo probare-
mos en esta seccién y el tercero en el capitulo siguiente. Respecto al que nos
ocupa, para enunciarlo necesitamos introducir unos conceptos. Antes de dar
la definicién general probamos el teorema siguiente, que nos proporciona unos
primeros ejemplos.

Teorema 6.2 Sea T una teoria aritmética. Se cumplen los hechos siguientes:

a) Para todo natural n, se cumple FNat 0,
b) Sim =n entonces ;O(m) =0,
c) Sim#n, entonces l;—\O(m) =0,

d) Para todos los nimeros naturales m y n se cumple

Fom) g = glm+n) Folm) . g(n) = glmn)
T ’ T
DEMOSTRACION: a) Se cumple I;Nat 0 por N1. Supuesto ;Nat 0™ ob-
tenemos I;Nat 0("*+1) aplicando N2.

b) Si m = n tenemos que 0™ = 0" Juego 0™ = 0™ es un teorema
légico.

6Notemos que no serfa exacto decir “la hipétesis de induccién”, porque nuestra demos-
tracién matemadtica no usa ninguna induccién.
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c) Si m # n, digamos que m = n + r. Por N3 obtenemos I;—\O(T) = 00,

De N4 se deduce Ary(Natz A Naty A =2 =y — -2’ = /) y, aplicando esto
sucesivamente vamos obteniendo los teoremas

—oUr+1) — 0(1)7 ~or+2) — 0(2)7 ~or+3) — 0(3)7

hasta llegar a —=0(™) = (™),

d) Por induccién sobre n: Si n = 0 se cumple ;O(m) +0©) = (m+0) por N5.
Supuesto cierto para n, es decir, si FO(m) + 00 = 0(m+7) por N6 obtenemos
I;O(m) + 0™ = (00™) 4 0™y de aqui que I;O(m) + 0 = olm+n)! - Esta
sentencia es idéntica a I;O(m) + 0t = glmAnt1),

Con el producto se razona de forma similar. L]

Observaciones FEn la pdgina 63 discutimos ya la primera parte del apartado
d) para la aritmética de Peano. Lo que afirma el teorema anterior, por ejemplo
en el apartado c), es que no sélo es cierto que 2 # 3, como ya sabfamos, sino
que en toda teoria aritmética se puede probar (la sentencia cuya interpretacién
natural es) que 2 # 3. La prueba que damos es constructiva, pues de ella
se desprende un algoritmo para general la prueba de cualquier par de nimeros
distintos son distintos. En realidad un ejemplo hubiera sido igual de convincente,
en el sentido de que cualquiera que comprenda que lo que sigue es un esbozo de
prueba de que 4 # 2 comprende que igualmente se puede probar cualquier otra
desigualdad similar:

0" #0 (por N3), 0" #0" (por N4), 0" #0" (por N4).

Insistimos en que las inducciones que aparecen en la prueba son todas meta-
mateméticas. Asi, por ejemplo, en una demostracién de Nat 0™ no interviene
para nada el axioma N9, sino que se usa el axioma N1 una vez y el axioma N2
n veces. n

Tenemos asi ejemplos de que (las sentencias que expresan) determinadas afir-
maciones sobre niimeros naturales, como las del tipo m = n, pueden demostrarse
o refutarse en cualquier teoria aritmética segin sean verdaderas o falsas. Los
conceptos que introducimos a continuacion recogen esta idea de forma general.

Definicién 6.3 Una relacién n-ddica (sobre niimeros naturales) es expresable

en una teorfa aritmética T si existe una férmula aritmética a(yq,...,y,) cu-
yas variables libres sean a lo sumo v, ...,y, tal que para todos los naturales
ai,...,a, se cumple

a) Si R(aq,...,a,) entonces ;a(O(‘“), .., 0ln));

b) Sino R(ay,...,a,) entonces I;ﬁa(O(al)7 .., 0len)),
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Una funcién n-ddica (sobre nimeros naturales) es representable en T si la

relacién n + 1-ddica dada por R(ai,...,an,ant1) syss f(ai,...,a,) = apt1 €s
expresable en T por una férmula «(yi,...,Yn,Yn+1) de modo que para todos
los nimeros naturales aq, ..., a, se cumpla

1
;vyn+1 a(o(al)a SRS 0((1")7 yn+1)~
Notemos que no exigimos que se cumpla

1
?/\yl .. yn(Na‘tyl VARRIRIVAN Natyn - Vyn+1 Ol(yl, s 7yn7yn+1)7

que es una condicién mas fuerte.

En realidad, para probar que una funciéon f es representable en 7' basta
probar que existe una férmula aritmética a(yi,...,Yn,Ynt+1) cuyas variables
libres sean a lo sumo las indicadas y tal que

a) Si f(a1,...,an) = ap4+1 entonces ;a(O(‘“), .., 0lan) plania))

b) Para todos los naturales aq, ..., a, se cumple
1
';Vyn+1 a(o(al)v vy O(Qn)a yn+1>~

Segun la definicién, harfa falta probar también que si f(a1,...,a,) 7 Gpi1
entonces I;—u(O(‘“), ceey 0(‘1"),0(“"“)), pero no hace falta porque se sigue del

teorema 6.2. En efecto, si llamamos b = f(aq,...,ay), segin el teorema 6.2 en
T podemos probar la sentencia —0(*+1) = 0®) | y ademds tenemos

1
a(o(al)a R O(an)7 O(b)) Yy \/yn+1 a(o(al)v R 70(‘1”/)’ yn-‘rl)'

De estas sentencias es consecuencia légica —a(0(@1), ... 0(@n) glant1)),

Del teorema 6.2 se sigue inmediatamente que la relacion = es expresada
en toda teorfa aritmética por la férmula x = y, asi como que las funciones
suma y producto estan representadas por las férmulas z +y =z y z -y = z,
respectivamente.

Observaciones Es crucial distinguir entre las propiedades de los numeros
naturales, expresables en términos de relaciones y funciones, y las sentencias de
una determinada teoria aritmética. Asi, por ejemplo, si nos preguntamos si es
posible demostrar en la aritmética de Peano que el 5 es un niimero primo, antes
debemos plantearnos qué sentencia concreta queremos demostrar, porque “5 es
primo” no es, una sentencia de ningun lenguaje formal. Una cosa es definir la
relacién “ser primo” (es facil hacerlo: un nimero natural n es primo si es mayor
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que 1 y cuando n = mr entonces m = 1 o r = 1) y otra cosa es definir una
sentencia que “signifique” ser primo.Asi, podemos definir la férmula aritmética

Primz = Natz A z > 0 A Auv(Natu A Nato Az =uv — u=0"Vo=0)

y decir que “significa” ser primo, entendiendo por esto que la interpretacién
natural de cualquier sentencia Prim 0™ es “n es primo”. Ahora ya podemos
concretar nuestro problema, a saber, si la sentencia Prim 0(°) es un teorema de
la aritmética de Peano. Ciertamente lo es, pero ahora no nos importa esto, sino
el hecho de que antes de plantearnos si se puede probar o no que el nimero 5
satisface la relacién “ser primo” hemos tenido que buscar una férmula que se
pueda interpretar como “ser primo”.

Puede probarse que la férmula Prim x expresa la relacién “ser primo” en
cualquier teoria aritmética T', es decir, que siempre que n es un numero primo es
posible demostrar en T la sentencia Prim 00", y siempre que n no es un nimero
primo es posible demostrar en T la sentencia —Prim 0™ . Notemos que la afir-
macién “la interpretacién natural de Prim es ser primo” es semdntica (involucra
modelos) mientras que la afirmacién “la férmula Prim expresa la relacién ser
primo” es sintéctica (tiene que ver tnicamente con el cdlculo deductivo).

Por otra parte, del mero hecho de que encontremos una féormula o que “sig-
nifique” una relaciéon dada no podemos concluir que la exprese en el sentido de
la definicién anterior. Més adelante veremos ejemplos. L]

Ahora podemos enunciar el resultado que perseguimos: hemos de probar que
toda funcién (relacién) recursiva es representable (expresable) en toda teorfa
aritmética. Para ello necesitamos probar primero algunos casos particulares de
este hecho general.

Teorema 6.4 Sea T una teoria aritmética.

a) La relacion de orden de los nimeros naturales estd expresada en T por la
formula x <y=\VzNatz Az +2z=1y).

b) La relacion de congruencia en los nimeros naturales estd expresada en T
por la férmula x =y (méd 2) = V/r(Natr A (z =y +rzVy=x+r2)).

DEMOSTRACION: a) Si m < n sea r la diferencia: m + 7 = n. Entonces
L 0™ 4+ 0" = 0™ de donde L 00m) < o),

Si no m < n, se cumple n < m y no n = m, luego

Fom < ogm) A o) = g(m)
T <

Usando el teorema 18 de la seccién anterior se concluye que l;ﬂO(m) <0,

Si m =n (méd r), entonces existe un nimero natural u tal que m = n + ur
o n =m + ur. Por consiguiente

Fo(m) = g 4 glur) o oM = glm) 4 glur),
T T
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Como también I;O(“) 200 =0 queda
Fom) = o) 4 og(w) . g(r) o F o) = o(m) 4 g(w) . g(r)
T T

En ambos casos se concluye I;O(m) =0 (méd 0().

Sinom =mn (méd r), sea m tal que m = m (mdd r) y m < r, e igualmente
sea 7 tal que n =7 (méd r) y 7 < r. (Aqui estamos suponiendo que r # 0. El
caso r = 0 se comprueba aparte facilmente.) Entonces

;0("0 =0 (méd 0 A 0™ < 0] I;O(") =0 (méd 00) A 0™ < o),

Como m # 7, tenemos también l;ﬂO(m) = 0. Si a esto unimos que, por el

teorema 30 de la seccién anterior,
1
;\/Z(Natz Az <0 A0 =2 (méd 0M)),

ahora es facil probar que ;ﬂO(ﬁ) = 0™ (méd O(T)) y, en consecuencia, que

I;ﬁ()(") =00 (méd 0()). .

Finalmente, necesitaremos probar la representabilidad de una funcién adi-
cional de caracter técnico:

Definicion 6.5 La funcion beta de Godel es la funcion triddica determinada
por que f(c,d, i) es el minimo natural z tal que z = ¢ (mdéd 1 + (¢ + 1)d).

El interés de esta ingeniosa funcién se debe a que es capaz de codificar
en términos aritméticos cualquier sucesion finita de numeros naturales, como
muestra el teorema siguiente:

Teorema 6.6 Sea g una funcion monddica y n un numero natural. Entonces
existen naturales ¢ y d tales que, si 0 < i < n, entonces q(i) = (e, d, ).

DEMOSTRACION: Sea s un ntiimero natural mayor que ¢(0),...,q(n),n. Los
nimeros 1+ s, 1+ 2s!,...,1 4+ (n + 1)s! son primos entre si dos a dos, pues
si dos de ellos, digamos 1 +is! y 1+ js!, con 1 < i < j < n+ 1 tuvieran un
factor primo p en comtn, entonces p dividiria a la diferencia: p | (j —i)s!, luego
plj — i o bien p|s!, pero como j —i < n < s, se cumple que (j — i) | s!, luego
en cualquier caso p | s!, de donde p | is!, pero también p | (1 4 is!), luego p | 1,
contradiccion.

Sea d = s!, con lo que los ntimeros 1 + (i + 1)d son primos entre si para
0 <i < n. Por el teorema chino del resto (ver el apéndice B) existe un niimero
natural ¢ tal que

c=¢q(i) (méd 1+ (i +1)d) para 0 < i <mn.
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Como ¢(i) < s, se cumple que ¢(i) < 1+ (i + 1)s!, o sea, q(i) < (i +1)d y,
en resumen, tenemos que ¢(i) = ¢ (méd 1+ (i + 1)d) y q(i) < (i + 1)d, es decir,
q(#) = B(c,d, i) para 0 < i <mn. .

En otras palabras, si fijamos ¢ y d adecuadamente, la funcién beta se con-
vierte en una funcién monadica cuyos primeros valores coinciden con cualquier
sucesion finita prefijada. Esto hace que podremos reducir una afirmacién que
empiece por “existe una sucesién finita de niimeros naturales tal que ...” a otra
que empiece por “existen dos ntimeros naturales tales que ...”

Teorema 6.7 Sea T una teoria aritmética. Entonces la funcion beta de Gédel
estd representada en T por la formula

b(c,d,i,z) = (Natz A z = ¢ (m6d 0 + (i +0M)d) A 2 < (i +01)d).

DEMOSTRACION: Si (3(c,d,i) = z, entonces z = ¢ (mdéd 1 + (i + 1)d) y
z < (i+ 1)d, luego

FNat 0 A 0% = 0 (méd 0 + (0 +0M)0 @) A 0 < 0™ + (09 + 00!
T

Asi pues, l; b(0(), 0D o) (=),

Como consecuencia del teorema 30 de la seccién anterior tenemos que

1
I;/\cdi(Natc A Natd A Nati — \/2b(c,d,i,2)). (6.1)

1
De aqui que, dados ¢, d, i, se cumple l;\/z b(0(), 0D, 0 2). .

Notemos que en la prueba anterior las letras ¢, d, etc. representan segin el
contexto a una variable o a un nimero natural. Lo hacemos asi para simplificar
la notacién, pero es esencial que el lector sea consciente de cudl es el significado
de cada letra en un momento dado. Estando advertido no hay posibilidad de
confusion: si escribimos Nat ¢ entonces ¢ ha de ser una variable, mientras que
si escribimos 0(°) entonces ha de ser un niimero natural.

Ahora probamos el resultado principal:

Teorema 6.8 Toda funcion recursiva es representable en toda teoria aritméti-
ca.

DEMOSTRACION: Sea T una teorfa aritmética. Vamos a probar mds de
lo que afirma el enunciado. Vamos a construir explicitamente una férmula

d(x1,. .., %Tn, Tny1) que Tepresente a una funcién recursiva dada f de tal modo
que la interpretacién natural de la sentencia qb(()(‘“), ...,0tn) O(a"“)) sea que
flay,... a,) = apy1. Esto no es necesario para probar los teoremas de incom-

pletitud, pero si es conveniente tenerlo en cuenta para interpretarlos adecuada-
mente. De todos modos, hemos de ser conscientes de que la parte sintdctica del
argumento (es decir, la representabilidad) se prueba independientemente de las
consideraciones seménticas sobre la interpretacién natural de las férmulas.
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Es inmediato comprobar que la funcién c¢ estd representada en T por la
férmula ¢.(z,y) = y = 0, la funcidn s estd representada por la funcién ¢s(x,y) =
y =z’ y la funcién pf estd representada por ¢f(m1, ey Tk Tht1) = T = Thy1.
También es claro que la interpretacién natural de 0") = 0 es n = 0, ete.

Para el caso de funciones recursivas arbitrarias razonaremos por induccién
sobre el niimero de funciones necesarias para definirlas. Ya hemos probado que
las funciones definibles en un paso son representables. Ahora basta probar que
las funciones definidas por composicién, recursién o minimizacién a partir de
funciones representables son también representables.

Supongamos que

flxr, .. xn) =glhi(xe, .. sxn)y ooy hm(21, .o, 20))

y que existen férmulas aritméticas ¢(x1, ..., Tm,x), V;(x1,...,Tn, T) que repre-
sentan a g y a las funciones h; respectivamente. Entonces no ofrece ninguna
dificultad” probar que la funcién f estd representada por la férmula aritmética

a(ry,..., v, 1) = Vuy -y (Natug A - A Nat g, A (21, ., T, ug) A

o AU (X1 Ty U) A P(UL, e Uy, X))

Si suponemos (por hipétesis de induccién) que la interpretacién natural
de las sentencias t;(0(*1), ..., 0(@) 0@n+1)) es hy(a1,...,a,) = api1 v la de
o(0t@) . 0lem) olemi)) es g(aq,...,am) = Gmy1 entonces la interpretacion
natural de a(O(‘“), ..., 00@n) 0(“"“)) es “existen numeros naturales by, ... by,
tales que b; = hi(a1,...,an) Y any1 = g(b1,...,bm)”, y esto equivale a que
Ap4+1 — f(al, N 7an).

Supongamos ahora que

fO,z1,...,2n) = glx1,...,20),
f(u-'—l,l'l,...,l'n) = h(u,f(u,ll:'l,...,ZIJn),.Tfl,...,I'n),
y que existen férmulas aritméticas ¢(x1,...,Tn,x) v (U, v,21,...,Tn, &) que

representan a g y h respectivamente.
Sea b(c,d, 1, z) la férmula que representa a las funcién beta de Goédel. Con-
sideremos la férmula aritmética

a(z,z1,...,20,y) = Ved(Nat ¢ A Natd A Vt(Natt A b(c,d,0,t)
Ad(x1,. .. x0,1)) A Au(Natu A u+ 0D <z — Vow(Natv A Natw

Ab(e,d,u,v) Ab(e,d,u+ 0(1),w) A Y(u, 0,21, ..., Tn,w))) Able,d,x,y)).

La interpretacion natural de una sentencia 04(0(“)7 0lar) . olan), 0(“”“)) es
la siguiente:

"Dado que la prueba completa del teorema es larga y rutinaria, preferimos detallar el caso
siguiente, que es mas delicado, y dejar éste al lector.
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Ezisten dos nimeros naturales ¢ y d tales que sit = (¢, d,0), enton-
cest = g(a1,...,an) —o sea, B(c,d,0) = g(as,...,a,)—; para todo
numero natural u < a, existen dos numeros naturales v y w tales
que v = fB(c,d,u) y w = Ple,d,u+1) y w = h(u,v,a1,...,a,)
—equivalentemente, B(c,d,u + 1) = h(u,B(c,d,u),a1,...an)— y
ant1 = B(c,d,a).

Esto a su vez equivale a que existen dos nimeros naturales ¢ y d tales que
para todo u < a se cumple (¢, d,u) = f(u,a1,...,a,)y ant1 = B(c,d,a). Por
la propiedad de la funcién 3 esto sucede si y sélo si a1 = f(a,a1,...,a,).

Vamos a esbozar una demostracién de que « representa a f. Por abreviar
llamaremos

V(@1 Ty s v, w, ¢, d) = b(e, dyu,v) A b(e,d,u+ 00 w)
A Y(u, 0,21, ... Ty, W),
S(z,x1,. .. 20, c,d) = Nu(Natu A u+ 0 < 2 — Vow(Natv A Natw
Ay(E1,. .o T, U, v, w, ¢, d))
e(x1,...,&Zn,c,d,t) =b(e,d,0,t) A p(a1,...,Tn,t),
n(z,21,... 20, c,d) = Vt(Natt A e(z1,..., 20, ¢,d, 1)) AS(z,21,...,Tn,c,d).

Con esta notacién

a(z,x1,...,2n,y) = Ved(Nate A Natd A n(x, x1,. .., 2Tn,c,d) A ble,d, x,y)).

Sean x,1,...,&, numeros naturales e y = f(z,21,...,2,). Sea q(i) =
fli,x1,...,2,). Sean ¢y d nimeros naturales tales que B(c,d,i) = q(i) para
1=0,...,2.

Vamos a probar n(0®), 00 0l@) () (@),
Como ¢(0) = ((c,d,0), se cumple ;b(0(0)70(d),0,0(Q(0))) y como ¢(0) =
g(x1,...,2,) y ¢ representa a g, también }7—ﬂ¢(0(’61)7 ..., 0@n) 0@y De aqui

se sigue 6(0(‘”1), .., 0@ o) ) O(‘J(O))), luego la primera parte de 1 se cumple
con t = 000 Falta probar 6(0), 01 .. 0= 0 0d). Notar quesiz =0
es trivial. Supongamos, pues, x > 0.

Tomemos un natural v < x. Entonces tenemos ¢(u + 1) = f(e,d,u+ 1) y
q(u) = B(c,d,u). Por consiguiente

- b(O(C), 0@, o 4 oM, O(q(u+1))) vy F b(O(C), 0@, o), O(q(u))).
T T

Por otra parte ¢(u+1) = f(u+1,21,...,2,) = h(u, q(u),21,...,2,) y, como
1) representa a h tenemos que

(W) glaw) o) (@n) gla(u+1))
Ea(00, 000, 06 . 0600 ).



6.3. Expresabilidad y representabilidad 171

Con esto hemos probado 'y(()(“"l), .., 0@n) o) O(q(")),O('J("H)),O(C),O(d)).
En particular

;\/vw(Natv A Natw A0, 0@ 00y w, 00 0@D)),

Esto vale para todo u < . Por el teorema 6.1 tenemos que

l;/\u(Natu/\u—!—O(l) Sx—>u:O\/u=O(1)\/---\/u:O(mfl)).

Puesto que en cada uno de los casos tenemos probado
Vow(Natv A Natw A 7(0(””1), e, 0 v w, 009, O(d))),
podemos concluir §(0®), 01 o) o) o(d),

Con esto tenemos probado 7. Por dltimo, como y = ¢(z) = B(e,d, ),
tenemos I;b(O(c), 0@ 0= o), Tuego

77(0(1’)’ 0@ .. 0l o), ()(d)) A b(()(C)7 0@, =) O(y))_
De aqui se sigue (0,00 . 0(=) 0®)) sin mas que tomar ¢ = 0(9) y

d=0, (Notar que la ¢ de la izquierda es una variable y la de la derecha un
nimero natural.)

1
Falta probar que ;\/ya(O(w), 0 . 0l y). Para ello supongamos

(0@, 0@ 0l gy A (0 00 0l g).

De aqui
Natc A Natd A b(c, d, 0, y) A 77(0($), 0@ .. 06 ¢, d),
Nat e A Natd A b, d, 0% ) A (0@, 00 . ol@n)

luego
Natt A (0@, ... 0@) ¢ d t) A5O0@ 0@ 0@ ¢ d),
Natt A (0@, ... 0@) & d ) A 60, 0@, .. 0@) ¢ d).

De € sale ¢(001) ... 0 ) A ¢(0@1) ... 0() 1)y, como ¢ representa a
g, concluimos que ¢t =t = 019(9), Por lo tanto de € se sigue ahora que

b(c,d, 0,01 A b(e, d, 000, 0@OD),
Veamos por induccién (metamatemdtica) que si u < x entonces

l;b(c, d, 0("), O(Q(u))) A b(E, J, O(u)7 O(q(u)))_
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Acabamos de probarlo para u = 0. Si vale para u < x, como 0(" 401 < 0(®)
a partir de 6 obtenemos que existen v, w, U, w tales que

Natv A Natw A 7(0(11), 00 0™y e, d),

Nat v A Natw A v(00), ... 0 0™ 5, @, ¢, d),

y de «y se sigue que
ble,d, 0% v) A ble,d, 0T w) A b(E,d, 0%, 5) A b(E,d, 0+ w).

Por la hipétesis de induccién y (6.1) tenemos que v = 0() = 5. De v se
sigue también

1/)(0(“), 0la) gtz glen) w) A w(o(U)’ olalw) otz glen), ).
Usando que 1) representa a h llegamos a que w = 00¢(#+1) = ¢, luego
b(c,d, ot O(Q(u+1))) Ab(e,d, ot O(q(qul))).
En particular

-b(c,d, 0@ O(fl(x))) A b(E, d, 0@ O(q(ar))),
T

pero también tenemos b(c, d, 0, y) A b(E, d,0), ), luego y = 014(=) = .

La prueba se adapta facilmente al caso n = 0.

Finalmente, supongamos que f(z1,...,2,) = px g(z1,..., 2y, ) = 0, donde
la funcién g cumple que para todos los naturales z1,...,z, existe un z tal
que g(z1,...,x,,x) = 0y estd representada en T' por una férmula aritmética
¢(x1,...,2,,z,y). Basta tomar

a(zy, ..., xn, ) = ¢(x1,. .., 20, 2,0) A Au(Natu A u <z —

(21, ..., Tn,u,0)).

Es facil comprobar que « representa a f, asi como que su interpretacion
natural es la debida. ]

Como consecuencia inmediata obtenemos:
Teorema 6.9 Toda relacion recursiva es expresable en toda teoria aritmética.

DEMOSTRACION: Sea T una teorfa aritmética y sea R(z1,...,%,) una re-
lacién recursiva. Entonces su funcién caracteristica x R €8 recursiva, luego existe
una férmula aritmética ¢(x1,...,x,,x) que representa a Xp en T'. Entonces la
férmula aritmética ¢ (z1,...,2,) = ¢(x1,...,2,,0) expresa a R. En efecto, si
R(ay,...,a,) entonces XR(ah . an) = 0, luego ;¢(O(a1), ...,00) 0, o sea,

(al) (an)
(0D, 0len),
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Igualmente, sino R(ai, ..., a,) entonces x 4(ai, ..., a,) # 0, luego se cumple
Ij—"ﬁqb(o(al)7 ...,0(@n) [0), o sea, I;ﬁz/;(o(al)7 ..., 00@n),

Observemos ademéds que si, de acuerdo con la prueba del teorema ante-

rior, la interpretacién natural de una sentencia @(0(@1), ... 0(@n) Olant1)) es
Xg(a1,...,an) = any1, entonces la interpretacion natural de P(0ten) . plan))
es R(ai,...,an). "

En particular, podemos expresar y representar en toda teoria aritmética las
relaciones y funciones que definimos en la seccién 5.4. Usaremos la misma no-
tacion para referirnos tanto a las relaciones y funciones como a sus férmulas
asociadas por los teoremas anteriores. Asi, por ejemplo, “Ax1” significard igual-
mente la relacion monadica “ser un axioma logico” y la férmula aritmética Axl x
que lo expresa en una teoria aritmética dada.

Ejercicio: Probar que si una relacién (funcién) es expresable (representable) en una
teorfa aritmética recursiva consistente, entonces es recursiva.

Terminamos anadiendo una relacién recursiva a la lista de la seccién 5.4. Si
T es una teoria aritmética, s es el numero de Godel del designador 0 y n es el
numero de Godel del término z(), definimos

N@O)=s; N(r+1)= Si\;(r)n.

(Recordemos que 17 = g(zp).) Claramente, N(r) = g(0("), y la funcién N
es recursiva primitiva.






Capitulo VII

Incompletitud

En este capitulo demostraremos y discutiremos los resultados més impor-
tantes de la logica moderna, gracias a los cuales conseguiremos una mejor com-
prension del alcance y las limitaciones de nuestra propia capacidad de razona-
miento. M4ds concretamente, nos permitiran perfilar lo que debemos entender
por una fundamentacién razonable de la matemédtica abstracta.

7.1 El primer teorema de incompletitud

Ya hemos comentado que los teoremas de incompletitud se basan fundamen-
talmente en tres ideas: la recursividad de una gran parte de los conceptos de la
légica formal (lo cual tiene sentido gracias a la numeracién de Godel), la posi-
bilidad de expresar cualquier funcién recursiva en cualquier teoria aritmética y
el primer resultado que vamos a probar aqui, un ingenioso teorema en el que se
combinan estos dos hechos.

Recordemos que a través de la numeracién de Goédel cualquier afirmacién so-
bre una teoria axiomatica puede expresarse como una afirmacién sobre nimeros
naturales, la cual a su vez puede formalizarse en una teoria aritmética, en el
sentido de que podemos encontrar una sentencia cuya interpretacion natural sea
la afirmacion que estamos considerando.

Por ejemplo, consideremos una teoria axiomaética recursiva 7', y consideremos
la afirmacion “T" es consistente”. No estamos suponiendo que 7' es consistente,
simplemente vamos a ver cémo puede expresarse esta afirmacién (tanto si es
verdadera como si es falsa) en términos aritméticos.

Es claro que “T es consistente” equivale a que la férmula xg # ¢ no sea de-
mostrable en T'. En efecto, puesto que zg = zq si es demostrable, si pudiéramos
probar su negacién tendriamos una contradiccién y, reciprocamente, si una
férmula no es demostrable en T entonces 1" es consistente.

El niimero de Godel de g # x¢ es g = 2% - 332 .57 . 717 (recordemos que
o # xg = "=xoxo). Por consiguiente, la consistencia de T' equivale a que g no
sea (el nimero de Godel de) un teorema de T' o, con la notacién del capitulo V
(ver la pagina 136), a que no existe ningin nimero natural n tal que Dm(n, g).

175
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Definicién 7.1 En las condiciones anteriores, sea T una teoria aritmética y
llamemos también Dm a la férmula que expresa en T la relacién Dm (corres-
pondiente a la teorfa T'). Definimos la sentencia aritmética

Consis T = =\ z(Nat z A Dm(z,019))).

De este modo, ConsisT es una sentencia aritmética que es verdadera en su
interpretacién natural si y solo si la teoria T' es consistente. En otras palabras,
mediante Consis T hemos reducido una propiedad logica, como es la consistencia
de una teorfa axiomatica, a una propiedad aritmética, més concretamente a la no
existencia de un nimero natural con determinadas caracteristicas aritméticas.

En los capitulos anteriores tenemos todo lo necesario para escribir explicita-
mente esta sentencia, si bien hay que advertir que su longitud es astrondémica
(la mera presencia del numeral 09) —que no es mas que una pequefia porcién
de la sentencia— supone ya més de 10%? signos).

Esto es sélo un ejemplo de cémo podemos hablar de una teoria axiomética
recursiva T a través de sentencias de una teoria aritmética T’. En realidad
esto es un caso particular de algo muy frecuente: los mateméticos (o los fisicos)
acostumbran a hablar de fluidos y ondas y ruletas a través de sentencias de la
teoria de conjuntos.

El caso mas interesante se da cuando tomamos una misma teoria aritmética
recursiva T para hablar de ella misma (es decir, tomamos como T” la propia T).
Entonces, las algunas sentencias de T pueden interpretarse como afirmaciones
sobre T'. En particular, algunas sentencias de T pueden interpretarse como
afirmaciones sobre otras formulas de T. Por ejemplo, ConsisT es una sentencia
de T' que habla sobre la féormula zy # zg de Ty, concretamente, dice de ella
que no es demostrable en T' (sin entrar en si esto es cierto o no).

El teorema que vamos a probar a continuacién afirma que es posible encon-
trar una sentencia que hable concretamente de si misma y, més ain, que diga
de si misma cualquier cosa prefijada.

Teorema 7.2 Sea T una teoria aritmética recursiva y ¢(x) una férmula (arit-
mética) con x como unica variable libre. Entonces existe una sentencia (arit-
mética) i tal que l;w o ¢(0M), donde n = g(v).

En otras palabras, dada cualquier propiedad ¢(z), podemos encontrar una
sentencia 1 que es equivalente a que su propio nimero de Godel cumpla la
propiedad ¢. Siidentificamos a las férmulas con sus nimeros de Gédel, podemos
decir mas graficamente que existe una sentencia que afirma “yo cumplo ¢”.

En una primera aproximacién, para probar el teorema podriamos tratar de
encontrar un nimero natural n que hiciera que la sentencia ¢(0)) tuviera
nimero de Godel n, con lo que bastarfa tomar ¢ = $(0(™). Ahora bien, esto
es inviable, pues la sentencia d)(O(”)), al contener el numeral 0" ha de tener al
menos n+ 1 signos, luego su nimero de Godel ha de ser divisible al menos entre
n + 1 primos, lo que obliga a que sea mucho mayor que n. Asi pues, no sélo
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no podemos tomar como ¢ a una sentencia d)(O(”)), sino que de hecho sabemos
que el numeral 0") no puede aparecer en 1. La sentencia que buscamos ha de
hablar de 0™ sin nombrarlo explicitamente.

Esto no es dificil de conseguir. Pensemos por ejemplo en la afirmacién “100
es un numero par”. Si en una teoria aritmética definimos

Parz = Vz(Natz Az = 02 - 2),

entonces podemos expresar nuestra afirmacién como Par 01190 En el caso
de la aritmética de Peano (donde podemos incluso eliminar Nat z) obtenemos
una sentencia de longitud 111. Ahora bien, otra forma de expresar lo mismo
(concretamente en el caso de la aritmética de Peano) es

Vayly =09 Az =y -y AParz).

El lector puede comprobar que esta sentencia tiene exactamente 47 signos.
En general, una forma alternativa de expresar que un numero n tiene una pro-
piedad (expresable mediante la férmula ¢(x)) es mediante una sentencia de la
forma

Va(Natz A (0P, z) A ¢(x)),

donde el nimero p y la férmula 6(y,x) se escogen adecuadamente para que
6(0P) | x) equivalga a 2 = 0"). En nuestro ejemplo, p = 10, 8(y,z) =z =y - y.
En otras palabras, el truco es describir n mediante una construccién a partir
de p; no decir “n”, sino “el numero que se obtiene de p haciendo tal operacién”.

Esta es la técnica que vamos a emplear para construir la sentencia 1 que
pide el teorema. Sera de la forma

¢ = Va(Natz A 0(0P) z) A ¢(x)),

para cierto nimero p y cierta férmula 6. Mas concretamente, 6(y,z) ha de
describir una construccién de un nimero x a partir de un ntmero y, de modo
que cuando apliquemos esta construccién a p obtengamos el nimero de Godel
de v. La demostracién comienza definiendo una funcién recursiva adecuada f
que nos da un nimero a partir de otro, y 6 sera la férmula que representa a esta
funcion en la teoria aritmética dada.

DEMOSTRACION (de 7.2): No perdemos generalidad si suponemos que la

variable z es distinta de zo. Sea f(u) = Si\; u)u7 donde S es la funcién de
sustitucién definida en el capitulo V (ver la pégina 136) y N es la funcién
definida al final del capitulo anterior. Se trata de una funcién recursiva, luego
es representable en T por una férmula aritmética 0(xg, x). Asi pues, si f(u) =v
se cumple

(o) /2 6(0®
I;G(O ,00) y I;\/xQ(O ,x).
Sea o(z9) = Vx(Natz A 0(xg, ) A ¢(z)) y llamemos p = g(o). Definimos

W= Sg(op)a = Vaz(Natz A 0(0P) z) A ¢(x)).
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Es claro que la sentencia 9 es aritmética si ¢ lo es. Notemos que

n=g)=g(s% o) = sNPp = f(p).

Como 6 representa a f, tenemos ;9(0(1’), 0(™) y, por la unicidad,
(p) — o™
7h/\:c(Nata:H (00", 2) 2 =0")),

de donde obviamente se sigue

l;w o Vz(Natz Az = 0" A ¢(z)),

0 sea, l;zb « ¢(0M). n

Para enunciar el teorema de incompletitud de Godel necesitamos un concepto
adicional:

Definicion 7.3 Una teoria aritmética T es w-contradictoria si existe una for-
mula a(x) tal que para todo natural n se cumple I;a(O(”)) y ademds

I;V:U(Nat x A —a(z)).
En caso contrario T es w-consistente.

Observaciones Notemos ante todo que alguien que se obstinara en identificar
los nimeros naturales con unos objetos definidos formalmente en el seno de una
teorfa axiomdtica T' (por ejemplo, la teorfa de conjuntos), serfa incapaz de dar
sentido a la afirmacion “T es w-consistente”. La nocién de w-consistencia de
una teoria aritmética T' presupone que los niimeros naturales son algo que existe
previamente a T'.

Tenemos una w-contradiccién cuando somos capaces de probar que cada
nimero natural cumple una propiedad —donde el “cada” es metamatematico,
es decir, sabemos probar que la cumple 0, y 0/, y 0”, etc.—, pero también
podemos probar que no todo nimero natural la cumple —donde el “todo” es
matemadtico, es decir, sabemos probar que =Az(Natz — «(z)). Hemos de
destacar que una w-contradiccién estd constituida por infinitos teoremas (uno
para cada nimero natural més la prueba de la existencia de un contraejemplo).

Obviamente, toda teorfa aritmética contradictoria es w-contradictoria (pues
en ella podemos probar cualquier cosa, en particular una w-contradiccién), por lo
que, reciprocamente, toda teoria aritmética w-consistente es consistente. Ahora
bien, pronto podremos justificar que existen teorias aritméticas a la vez consis-
tentes y w-contradictorias.

Ejercicio: Probar que si una teoria aritmética admite un modelo estandar entonces
es w-consistente
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Teorema 7.4 (Teorema de incompletitud de Gdédel) Toda teoria aritmé-
tica recursiva w-consistente es incompleta.

DEMOSTRACION: Sea ¢(z) = Ay(Naty — —Dm(y,z)). Por el teorema 7.2
existe una sentencia aritmética G, de niimero de Godel n, tal que

I;G  Az(Natz — = Dm(z,0™)).

Asi, G significa que ningiin nimero natural codifica una demostracién de la
férmula cuyo ntimero de Gdédel es n o, lo que es lo mismo, que ningin nimero
natural demuestra a G. En definitiva: que G no es demostrable.

Supongamos que I;G. Sea ¢ el numero de Godel de una demostracion de G.

Entonces Dm(g, n), luego 7th(O(‘?), 0(™). Esto implica que
I;\/:c(Nat z A Dm(z,0™))

y, por lo tanto, ;ﬁG, de donde se sigue que T es contradictoria.

Reciprocamente, si suponemos que T es consistente (pero no necesariamente
w-consistente), podemos asegurar que no - G.
T

Asi pues, no existen demostraciones de G, luego ningiin nimero natural
g cumple Dm(g, n), luego para todo natural ¢ se cumple 7h—|Dm(O(‘1),O(")). Si

suponemos que 1" es w-consistente no puede ocurrir ; Vz(Nat z A Dm(x,0™))),

o sea, no - -G.
T

En conclusion, la sentencia G no es demostrable ni refutable en T', que es,
por consiguiente, incompleta. n

Observaciones El hecho méas destacable de la demostracién del teorema ante-
rior es que es completamente constructiva: dada una teoria aritmética recursiva
T, sabemos construir explicitamente una sentencia G con la propiedad de que
tenemos un algoritmo que aplicado a una hipotética demostracién de G nos
produciria una demostracién de —~G. Asi pues, podemos asegurar que si T' es
consistente entonces G no es demostrable en 7. A su vez, si esto es asi, pode-
mos estar seguros de que, tomemos el niimero natural ¢ que tomemos, no sera el
numero de Godel de una demostracion de G, lo cual a su vez nos garantiza que
podremos probar cualquiera de las infinitas sentencias l;—\Dm(O(‘I),O(”)). Por

otra parte, una demostracion de =G formaria, junto con estas sentencias, una
w-contradiccién en T'.

Destaquemos también que para garantizar que G no es demostrable basta
con que T sea consistente. Esto tiene interés porque la interpretacién natural
de G es su propia indemostrabilidad, luego si T' es una teoria aritmética recur-
siva consistente, la sentencia de Godel de T es verdadera (en su interpretacién
natural) y no demostrable en T'.
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7.2 El segundo teorema de incompletitud

El teorema de incompletitud de Goédel ha dado pie a muchas falacias, en
virtud de las cuales la mente humana no es susceptible de andlisis l6gico. El ar-
gumento general es que, dada cualquier teoria axiomética suficientemente rica
(aritmética), el teorema de incompletitud nos permite conocer una sentencia
verdadera pero que no es demostrable en la teoria en cuestién, es decir, que
nosotros sabemos mas de lo que puede contener cualquier teoria axiomatica.
Variantes de este argumento se han empleado también contra la inteligencia ar-
tificial, es decir, para argumentar que un ordenador nunca podra pensar como un
ser humano. Como veremos enseguida, todo esto no tiene ningin fundamento.

Ciertamente, estamos ante una paradoja: no habria problema en admitir la
existencia de afirmaciones verdaderas sobre nimeros naturales que no puedan
ser demostradas en una teoria dada, pero algo muy distinto es que sepamos
encontrarlas explicitamente, es decir, que podamos senalar sentencias concretas
de las que sepamos demostrar que son verdaderas pero no demostrables.

Consideremos, por ejemplo, el caso de la aritmética de Peano. Sabemos que
Consis P es una sentencia verdadera sobre nimeros naturales pero que no se
deduce de los axiomas de Peano. Ahora bien, para probar el teorema de incom-
pletitud, ;hemos usado alguna propiedad extrana sobre los ntimeros naturales,
algo que no se deduzca de los axiomas de Peano? La respuesta es negativa,
pero entonces, jcémo hemos podido llegar a probar algo que no se deduce de
los axiomas de Peano?

Esta paradoja desaparece en cuanto nos damos cuenta de que el teorema de
incompletitud no dice que la sentencia de Godel sea verdadera y no demostrable.
Sélo dice que sI la teoria axiomatica es recursiva y consistente, entonces G es
verdadera y no demostrable. La recursividad es una propiedad muy facil de
comprobar y que satisface cualquier teoria razonable, asi que la cuestién se
reduce a que SI la teoria T es consistente, ENTONCES G no es demostrable.
Notemos que el reciproco es trivialmente cierto.

Esto es lo que realmente hemos demostrado para una teoria aritmética re-
cursiva T. Este hecho puede enunciarse ficilmente mediante una sentencia
aritmética: el teorema de incompletitud para una teoria axiomatica recursiva T’
afirma que la sentencia

Consis T — —=\/z(Nat z A Dm(z,0™)) (7.1)

es verdadera en su interpretacién natural (donde n es el niimero de Godel de la
sentencia G).

Tendriamos una auténtica paradoja si esto —que es lo que realmente hemos
demostrado— no pudiera probarse a partir de los axiomas de Peano. En tal caso
s{ tendriamos que preguntarnos qué hemos usado sobre los niimeros naturales
que no se deduzca de los axiomas de Peano. Sin embargo, lo cierto es que el
teorema de incompletitud, visto asi como una afirmacién puramente aritmética
expresada por la sentencia anterior si puede ser demostrado exclusivamente a
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partir de los axiomas de Peano. En particular se puede demostrar! en T, es
decir,
;(CODSET — =\Vz(Natz A Dm(z, 0(")))).

Ahora bien, teniendo en cuenta que, por construccién de G,

'%(G « Ar(Natz — ﬁDm(%’aO(n))))’

concluimos que

I—(ConsisT — G).
T

Consecuentemente, todo lo que sabemos sobre G lo podemos aplicar a la
sentencia ConsisT. Esto nos lleva al teorema siguiente:

Teorema 7.5 (Segundo teorema de incompletitud de Gédel) Conside-
remos una una teoria aritmética recursiva T'. Entonces

;ConsisT sYss T es contradictoria.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia, y si 7hConsis T, segin lo que

acabamos de obtener, en T también puede probarse la sentencia de Godel, luego
T ha de ser contradictoria. m

Asi, mientras la sentencia de Gddel tenia una interpretaciéon autorreferente,
su forma equivalente ConsisT' tiene una interpretacién mucho méas simple: la
consistencia de la teorfa axiomatica considerada. Asi se ve mas claramente
que la paradoja que describiamos antes no lo es tal: no hemos probado que la
sentencia ConsisT es verdadera y no demostrable, sino que, si es verdadera (es
decir, si T es consistente) entonces no es demostrable.

En algunos casos sencillos podemos asegurar que es verdadera. Por ejemplo,
si P es la aritmética de Peano, la sentencia Consis P es un ejemplo de afirmacién
verdadera sobre los niimeros naturales y que no es demostrable a partir de los
axiomas de Peano. Esto es posible porque la prueba de la consistencia de P (es
decir, la observacién de que el conjunto de los niimeros naturales constituye un
modelo de P junto con las definiciones y teoremas relativos a modelos) involucra
esencialmente colecciones infinitas y relaciones y funciones sobre colecciones
infinitas, y estos conceptos no pueden definirse en P. Por el contrario, Consis P
puede demostrarse en cualquier teoria de conjuntos en la que pueda probarse la
existencia de conjuntos infinitos.

De este modo, la aritmética de Peano es una teoria axiomatica de la que
si estd justificado decir que es més limitada que la mente humana. Nosotros

1No obstante, no es inmediato que asi sea. Hay una dificultad técnica debida a que no
es posible hablar de funciones recursivas en cualquier teorfa aritmética (a lo sumo podemos
hablar de sucesiones finitas a través de la funcién beta), por lo que no podemos formalizar
directamente todos los razonamientos que hemos empleado hasta llegar al teorema de incom-
pletitud. En el capitulo X discutiremos con més detalle el caso en que T es una teoria de
conjuntos. El lector interesado encontrard la prueba general en [22]. Esencialmente, la idea
es sustituir las funciones por férmulas.
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sabemos mas sobre los niimeros naturales de lo que puede probarse a partir de
los axiomas de Peano. Concretamente, conocemos algunas afirmaciones cuya
prueba requiere hablar de conjuntos infinitos.

Pasemos ahora al extremo opuesto: sea T una teoria axiomética de conjun-
tos. En el capitulo siguiente describiremos varias de ellas con detalle, pero aqui
nos basta saber que una teoria de conjuntos es una teoria axiomatica en la que
se puede formalizar cualquier razonamiento matematico. Si fuera posible dar
un argumento convincente de que T es consistente, no habria ninguna dificultad
en convertirlo en una demostraciéon matematica en T de la sentencia ConsisT
(exactamente igual que cualquier matemdtico sabe convertir en teoremas de
T todos sus razonamientos vélidos). El segundo teorema de incompletitud nos
daria entonces que T es contradictoria. Més concretamente, nos permitiria cons-
truir explicitamente una contradiccién en T'. Con esto hemos probado algo muy
importante:

Si la teoria de conjuntos es consistente, no existe ningun argumento
que pueda convencernos de que asi es.

Equivalentemente, si T' es una teoria de conjuntos, la sentencia ConsisT
es un ejemplo de una afirmacién sobre nimeros naturales tal que, si es verda-
dera, jamas conseguiremos demostrar que lo es. Ahora estamos ante una teoria
axiomatica “m&s potente” que la mente humana, en el sentido de que en ella
pueden formalizarse todos los razonamientos que nosotros consideramos con-
vincentes (los razonamientos metamatematicos) y muchos razonamientos mds
sobre objetos extranos, como puedan ser conjuntos no numerables, de los que
no sabriamos hablar consistentemente sin la guia de la teorfa axiomatica de
conjuntos.

Observemos que no es dificil demostrar Consis7T en una teoria adecuada.
Por ejemplo, basta llamar T’ a la teorfa que resulta de afiadirle a T el axioma
ConsisT' vy, ciertamente, en T” se puede probar la consistencia de la teorfa de
conjuntos, pero la prueba no nos convence de nada. En general, no hay ningin
problema en que la consistencia de una teoria T pueda probarse en otra teoria
mas fuerte T”. Lo que afirma el segundo teorema de incompletitud es que T” ha
de ser necesariamente mas fuerte que T'. Asi, puesto que la teorfa de conjuntos T'
es mas fuerte que nuestra capacidad de razonamiento metamatematico, sucede
que no existen razonamientos metamatematicos que prueben la consistencia de
T. Cualquier demostracién de esta consistencia (como el caso trivial que acaba-
mos de considerar) partird necesariamente de algin principio cuya consistencia
es, a su vez, dudosa.

Esto supone una seria limitaciéon a la fundamentacién de la matematica.
El programa de fundamentacién de Hilbert pedia una teoria axiomdtica de
conjuntos cuya consistencia y completitud pudieran ser demostradas mediante
técnicas metamatematicas finitistas. Los teoremas de incompletitud muestran
que este programa es irrealizable: la completitud es imposible y la consistencia
es indemostrable. Esto no quiere decir que sea imposible fundamentar satis-
factoriamente las matematicas. En el capitulo siguiente veremos varias teorias
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axiomaticas de conjuntos que cumplen este objetivo, es decir, proporcionan una
nocion precisa de lo que debemos entender por una demostracién matematica
rigurosa. Cualquiera de estas teorfas constituye de hecho una fundamentacién
de la matematica en el sentido de que es la referencia que de hecho toman los
matemdticos para precisar en qué consiste su trabajo.? Es cierto que no po-
demos probar que ninguna de estas teorfas es aceptable (consistente), pero los
matematicos vienen trabajando en ellas casi un siglo sin que nadie haya encon-
trado ninguna contradiccién. Si unimos a esto la imposibilidad teérica marcada
por el segundo teorema de incompletitud, concluimos que no hay motivos para
sospechar de que la teoria axiomdtica de conjuntos no sea todo lo sélida que
parece ser. Por otra parte, la completitud que exigia Hilbert no es realmente
necesaria para el trabajo del matematico. En ninguna rama del conocimiento
se considera necesario tener una garantia de poder responder a cualquier pre-
gunta. Es cierto que las matematicas parecian ser la tnica ciencia donde se
hubiera podido tener tal garantia, pero el primer teorema de incompletitud no
ha hecho sino acercarla a otras ramas del saber, como la fisica o la biologfa. Sin
duda es imposible saber exactamente cémo, cuando y dénde aparecié el primer
organismo vivo sobre la Tierra, pero esto no quita para que podamos determinar
con gran precision el proceso que dio lugar a la aparicién de la vida.

Incompletitud y aritmética no estandar Los teoremas de incompletitud
nos permiten construir y estudiar més claramente modelos no estandar de la
aritmética. En efecto, sea T una teoria aritmética recursiva y consistente.
Llamemos S(z) = Dm(z,09)), donde g es el ntimero de Godel de la férmula
2o # xo. De este modo,?

Consis T = -\z(Natz A S(x)).

Ahora bien, puesto que ConsisT no es demostrable en T, el teorema 3.12 nos
da que la teorfa aritmética T que resulta de anadirle a T el axioma — Consis T
0, equivalentemente,

Vz(Natz A S(z)),

es consistente. No es dificil demostrar en T” que

\1/90(Nat:r AS(x) A Ny(Naty Ay <2z — =S(y))),

2No hay que entender aqui que la teorfa axiomatica de conjuntos explique la naturaleza de
las matemadticas. Este es un problema mucho més amplio. La teoria de conjuntos se limita
precisar un patrén de rigor suficiente para que el matemadtico pueda trabajar sin vacilaciones.
No obstante, es posible considerar argumentos informales, por ejemplo de caracter geométrico,
que merecen el mismo calificativo de “matemédticas” y que no pueden ser considerados teoremas
formales.

3La férmula —S(x) representa a la relacién recursiva “no ser el niimero de Gédel de una
demostracién de xzg # xp”. Si T es la teoria de conjuntos, esta propiedad satisface lo que en la
introduccién (pag. 14) llamdbamos “ser simpdtico”: es una propiedad que podemos comprobar
explicitamente si la cumple un nimero dado o no y, aunque no sélo tiene sentido, sino que
ademds es razonable conjeturar que la poseen todos los niimeros naturales, lo cierto es que
no existe ninglin argumento que pueda justificar este hecho. Es algo que —plausiblemente—
cumplen todos los niimeros naturales sin que exista ninguna razén para que lo cumplan.
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es decir, que existe un minimo numero natural que cumple S(z). (Se prueba
por induccién que, para todo natural x, o bien ningiin ntimero y < x cumple
S(y) o bien hay un minimo y < z que cumple S(y).)

Esto nos permite definir

c=x| Natz A S(z) A Ay(Naty Ay <z — =S(y))).

La interpretaciéon natural de ¢ es que se trata del minimo nimero de Godel
de una demostracién de que zo # zo en T. Como estamos suponiendo que 7' es
consistente, ¢ es una descripcién impropia en su interpretacién natural. Asi, si
convenimos que las descripciones impropias son denotadas por el cero, tenemos
que la interpretacién natural de ¢ es el ntimero 0. Sin embargo, en 7" tenemos
que c es una descripcién propia, por lo que la regla de las descripciones propias
nos da que TF, S(e).

Por otra parte, puesto que T es consistente, ningtin niimero n es el nimero de

Godel de la demostracién de una contradiccién en T'. En particular no Dm(n, g),
luego }; -S(0M).

Asi pues, en T” podemos probar que ¢ es un niimero natural que cumple
una propiedad que también sabemos probar que no cumple ni 0, ni 1, ni 2, etc.
Tenemos asi un ejemplo de teoria aritmética consistente w-contradictoria. Si M
es un modelo de T”, entonces M(c) es un nimero natural no estdndar. A dife-
rencia de lo que sucedia en el capitulo IV, ahora sabemos definir explicitamente
nimeros no estandar en una teoria T: un ejemplo es el minimo niimero de
Godel de la demostracién de una contradiccién en T' (o, més concretamente, de
Zo # xo). Por supuesto, necesitamos postular su existencia con un axioma, pero
no necesitamos introducir una constante no definida para referirnos a él.

Observemos que ¢ no es el minimo niimero no estdndar (de hecho no existe tal
minimo). En efecto, puesto que podemos probar que ¢ # 0, de aqui deducimos
que existe un ntimero d tal que ¢ = d’. Es claro que d también es no estdndar,
en el sentido de que para todo niimero natural n sabemos probar que d # 0(™).

7.3 El teorema de Rosser

El teorema de incompletitud que hemos probado es esencialmente el mismo
que Godel demostré. Sin embargo, J.B. Rosser demostré mas tarde que la
hipétesis de w-consistencia se puede suprimir. Hemos dado, pese a ello, la prueba
original porque muestra mas claramente las ideas involucradas y éstas bastan
para llegar al segundo teorema de incompletitud, pero eliminar la hipdtesis
de w-consistencia tiene un gran valor teérico y para ello basta considerar una
sentencia levemente mas compleja que la de Godel:

Teorema 7.6 (Teorema de incompletitud (versién de Rosser)) Toda te-
oria aritmética recursiva consistente es incompleta.

DEMOSTRACION: Sea T una teoria aritmética recursiva y consistente. Con-
sideramos la férmula

#(r) = Ay(Naty A Dm(y,x) — Vz(Nat 2 A z < y A Rf(z,2))).
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Por el teorema 7.2 existe una sentencia aritmética R tal que

;R — Ay(Naty A Dm(y,O(")) — Vz(Nat 2z A 2 < y A Rf(z, O(")))),

donde n = g(R). Veamos que R es indecidible en T. Observemos que la
interpretacién natural de R es “si un numero natural me demuestra, hay otro
menor que me refuta”.

Si ?R, sea ¢ el nimero de Godel de una demostracién de R en T'. Entonces

Dm(gq,n), luego 7th(()(q),O(")). Puesto que también tenemos F(b(()(”)), en

particular
I;\/z(Natz Az <09 ARF(z,00)).

Por el teorema 6.1,

};/\z(Natz/\zgo(q)—>z:OVz:O(1)\/~-~\/z:0(Q)),

luego
FRE(0, 0y v RE(OM, 0™ v - v RE(0@, 0(),

Ahora bien, si T es consistente, como estamos suponiendo que I;R, no puede

ocurrir que l; =R, luego todo nimero natural r cumple l; - Rf(O(T)7 0(™). De aqui

se sigue
=2 RE(0, 0U) A = RE(OM,0M) A~ A 2 RE(O@D ),

con lo que tenemos una contradiccién en 7.

Esto prueba que R no es demostrable en 7. Supongamos ahora que ;ﬂR.

Entonces

?Vy(Naty A Dm(y,0) A =Vz(Nat z A z < y A RE(z,00)))).

Sea ¢ el nimero de Godel de una demostracién de —R. Entonces Rf(g,n),
luego l;Rf(O(q), 0(™). De estas dos afirmaciones se deduce

EVy(Naty Ay < 0 A Dm(y,0t")).
Usando de nuevo el teorema 6.1 llegamos a que
- Dm(0, 0™y v Dm(0®,0) v ... v Dm(0@, 0(™).

Por otra parte, como no FR, ningtin ntmero natural r cumple Dm(r,n),

luego
- ~Dm(0, 0™y A =Dm(0M,0) A .. A = Dm(0@, 0™),

y resulta que T' es contradictoria. m
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Como consecuencia obtenemos que una teoria aritmética consistente T' tiene
infinitos modelos distintos, en el sentido de que, dados dos de ellos, existe una
sentencia aritmética verdadera en uno y falsa en el otro. En efecto, si R es la
sentencia de Rosser de T, podemos formar las teorias Ty y 71 que resultan de
anadir como axioma R y —R respectivamente. Ambas son consistentes. A su
vez podemos considerar la sentencia de Rosser R; de T} y formar las teorfas 75,
para j = 0, 1, que resultan de anadir como axioma a 7T; las sentencias R; y = R;.
De este modo podemos ir formado teorias consistentes

T, To, T1, Too, Toi, Tro, Ti1, Tooo, Too1, etc.

Si consideramos modelos de las 2™ teorias de nivel n, tenemos que 7" admite
al menos 2™ modelos distintos para cada niimero natural n. Por consiguiente T'
admite infinitos modelos distintos.

7.4 El teorema de Tarski

Es facil ver que la hipdtesis de recursividad en los teoremas de incompletitud
es necesaria. Por ejemplo, podemos considerar la extensién T' de la aritmética
de Peano que resulta de tomar como axiomas todas las sentencias verdaderas
en su interpretacion natural. Claramente T es una teorfa aritmética consistente
(w-consistente, de hecho) y completa. La dnica explicacién de que no contradiga
al teorema de incompletitud es que no sea recursiva. Asi pues, podemos concluir
que el conjunto de las afirmaciones verdaderas sobre nimeros naturales no es
recursivo o, dicho de otro modo, que no existe ningiin algoritmo para determinar
si una determinada afirmacién sobre nimeros naturales es verdadera o falsa. El
teorema de Tarski es una versién mas elaborada de este razonamiento.

Teorema 7.7 (Teorema de Tarski de indefinibilidad de la verdad) Sea
T una teoria aritmética recursiva y consistente. Sea M un modelo de T.

a) No existe ninguna formula V(x) con x como dnica variable libre y tal que
para toda sentencia ¢ (con nimero de Gddel n) se cumpla

ME¢ syss MEV(OM™).

b) En particular la relacion monddica dada por V(n) syss n es el nimero de
Gadel de una sentencia verdadera en M no es expresable en T, y por lo
tanto no es recursiva.

¢) Tampoco puede existir una férmula V(z) tal que para toda sentencia ¢ (de
nimero de Godel n) se cumpla Thgb « V(0mM).

DEMOSTRACION: Supongamos que existe la férmula V(z) segin a). Enton-
ces el teorema 7.2 nos da una sentencia 7 tal que

I;T o =V (0M), donde n = g(7). (7.2)
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Notemos que 7 significa “yo soy falsa”.

Si M E 7, entonces M E V(0(™), pero, por (7.2), tendremos también que
M E =7, lo cual es absurdo.

Si M E -7, entonces M F ﬁV(O(")), luego por hipdtesis M E 7, y tenemos
de nuevo un imposible. Asi pues, no existe tal V.

Las afirmaciones restantes son consecuencias inmediatas de la primera: Una
férmula que expresara la relacién V' descrita en b) cumplirfa a), al igual que le
sucederia a una férmula que cumpliera c). [

Observaciones Vemos, pues, que la situacién que comentdbamos sobre la
aritmética de Peano es mucho més general: el conjunto de (los niimeros de Godel
de) las sentencias verdaderas en un modelo de una teorfa aritmética recursiva no
es recursivo. En realidad es facil ver que no es necesario que la teoria aritmética
sea recursiva, pues un modelo de una teoria aritmética cualquiera determina un
modelo de la aritmética de peano, que si es recursiva.

Los apartados a) y ¢) son dos versiones (seméntica y sintdctica respectiva-
mente) de un mismo hecho de gran trascendencia. Su significado se comprende
mejor en el contexto de la teoria de conjuntos, donde podemos enunciarlos
prescindiendo de la numeracién de Godel. Observemos que si T es una teoria
axiomadtica recursiva, metamatemdticamente, una sentencia como

a=Azy(Natz ANaty » o +y=y+1x)

es un “objeto” que incluso podemos identificar con un ndmero natural. No
obstante, desde el punto de vista de T no es un objeto, sino una afirmacién.
Esto quiere decir que no es, en principio, ninguno de los objetos de los que
podemos hablar con el lenguaje de T, sino una de las afirmaciones que podemos
hacer en T'. La numeracién de Godel nos permite salvar en parte esta diferencia,
es decir, nos permite identificar o con un objeto de T, a saber con el numeral
0™, donde n es el niimero de Gédel de av. Asi, toda afirmacién metamatematica
sobre « tiene un correlato en T sobre 0(™). Por ejemplo, el hecho de que a es una
sentencia se traduce en que en T se puede demostrar Sent 0™, donde Sent z
es la férmula que expresa en T la relacién recursiva “ser una sentencia’.* Sin
embargo no deja de ser cierto que a como sentencia de T'y el designador 00" son
dos objetos distintos. Un modo de relacionarlos de forma natural seria definir el
“significado” de un ntimero natural, es decir, definir una férmula V(z) de modo
que en T pudiéramos probar que

V(0™) — Azy(Natz ANaty — z +y =y + x)

Esto es justo lo que el apartado ¢) del teorema de Tarski demuestra que es
imposible: No podemos asignar a cada ntimero natural mediante una férmula

4El hecho de que cualquier afirmacién sobre cualquier sentencia « tiene un correlato formal
en T es cierto en general, pero entendiendo que dicho correlato no tiene por qué ser, como en
este caso concreto, un teorema de 7. En general tendremos dnicamente una sentencia cuya
interpretaciéon natural serd el hecho dado. Pensemos por ejemplo en “\/:Eac # x no se puede
demostrar en T”, cuyo correlato formal es ConsisT'.
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(es decir, mediante una definicién en T') la sentencia que codifica, (si es que
codifica alguna) o, al menos, una sentencia equivalente. El apartado a) nos
dice que el problema no estd en la incompletitud de T', sino que es mas bésico
todavia: no es posible definir siquiera V' de modo que las equivalencias como la
anterior (para toda sentencia «) sean, no ya demostrables, sino verdaderas en
un modelo predeterminado. En general, no hay ninguna restriccién en cuanto
a la formalizacién completa de la légica de una teoria aritmética en ella misma,
pero si hay restricciones muy importantes a la hora de relacionar los hechos y
conceptos metamatemaéticos con sus correspondientes formalizaciones.

Respecto a la prueba del teorema de Tarski, hemos de destacar que se apoya
esencialmente en la conocida paradoja de Epiménides, o paradoja del menti-
roso. La version cldsica se remonta a Epiménides, que, para rebatir la fama
de mentirosos que en la antigiiedad tenian los cretenses afirmaba: “Todos los
cretenses mienten”; ahora bien, Epiménides era cretense, por lo que cualquiera
que le oyera tenia que admitir que, por lo menos, los cretenses dicen la verdad
en algunas ocasiones, ya que si suponemos que los cretenses mienten siempre
entonces la afirmacién de Epiménides seria cierta, pero eso es contradictorio con
que la afirme un cretense.

Depurando el argumento, supongamos que un dia, a las 12:01, Juan afirma:
“Todo lo que hoy ha dicho Juan entre las 12:00 y las 12:02 es falso”, y no dice
nada més en dicho intervalo. Esta afirmacién seria sin duda verdadera o falsa
si la hubiera pronunciado cualquiera que no fuera Juan, o incluso si la hubiera
pronunciado Juan en otro momento. Pero cuando la pronuncia Juan a las 12:01
se vuelve contradictoria.

Es la misma contradiccién a la que llegamos si negamos la conclusién del
teorema de Tarski: si en una teoria aritmética T' podemos definir la nocién de
“nimero de Godel de una sentencia verdadera en un modelo dado”, entonces
podemos construir una sentencia que diga “yo soy falsa” y tenemos la paradoja.
No obstante, hemos de insistir en que la prueba no es un sofisma, sino que, muy
al contrario, es totalmente constructiva: si alguien pudiera definir una férmula
V(x) que cumpla el apartado a) del teorema de Tarski, entonces sabriamos
escribir una sentencia 7 de la que podriamos probar tanto que es verdadera
como que es falsa. Por consiguiente estamos seguros de que la féormula V' no
existe.

7.5 Otros resultados afines

En esta seccién incluimos un par de resultados adicionales relacionados con
los teoremas de incompletitud o con las técnicas con que los hemos probado. En
la seccion anterior hemos visto que el conjunto de las sentencias de una teoria
aritmética que son verdaderas en un modelo dado no es recursivo. El lector
puede considerar que no es tan extrano que un concepto tan “delicado” como es
el de sentencia verdadera se escape a nuestro control, pero en realidad sucede
algo mas espectacular:
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Teorema 7.8 El conjunto de los (nimeros de Gédel de los) teoremas de una
teoria aritmética recursiva consistente no es recursivo.

DEMOSTRACION: Sea R la relacién dada por R(n) syss n es el nimero de
Godel de un teorema de la teoria en cuestién, llamémosla T'. Basta probar que
R no es recursiva. En caso contrario, R seria expresable en T por una férmula
R(z). Por el teorema 7.2 existe una sentencia C' tal que ?C’ « =R(0(), donde

n=g(C).
Veamos que };C’. En otro caso, es decir, si C no fuera un teorema de T,

tendrfamos no R(n), luego ;ﬁR(O(")) y asf I;C, en contra de lo supuesto. Esto

es absurdo, luego C' es un teorema.
Consecuentemente se cumple R(n), luego - R(0(™), luego -—C, y conclui-
mos que T es contradictoria. r r [

Tenemos asi un ejemplo muy simple —en el sentido de que es muy facil de
definir— de conjunto no recursivo (del cual se siguen inmediatamente ejemplos
de funciones y relaciones no recursivas). No hay, pues, ningin criterio para
decidir si una sentencia es o no un teorema de una teoria aritmética consis-
tente (notemos que aqui no hace falta pedir que sea recursiva). Al menos, el
conjunto de los teoremas de cualquier teoria axiomatica recursiva es recursiva-
mente numerable, es decir, podemos generar sucesivamente todos los teoremas
sin mas que enumerar sistemdticamente las demostraciones. De este modo, si
una sentencia es un teorema siempre podemos saberlo en un tiempo finito: basta
esperar a que aparezca en la sucesién de teoremas, pero si no es un teorema nos
podemos quedar con la duda de si aparecera mas tarde o si no aparecerd nunca.

El teorema anterior proporciona también un ejemplo muy simple de una
relacién definida con toda precisién (ser un teorema) y que, pese a ello, no es
representable en ninguna teoria aritmética.

Tanto en la prueba del teorema de incompletitud como en la prueba del teo-
rema anterior hemos construido sentencias cuya interpretacién natural equivale
a su no demostrabilidad. En un caso hemos concluido que era verdadera (de
hecho la sentencia ha resultado ser indecidible) y en el otro era falsa (la teoria
ha resultado ser contradictoria, por lo que la sentencia si que era demostrable).
Por simple curiosidad, podemos preguntarnos qué sucede si aplicamos el teo-
rema 7.2 para construir una sentencia que afirma su propia demostrabilidad.
Especificamente, dada una teoria aritmética recursiva 7', sabemos construir una
sentencia H tal que

I;(H « Vz(Natz A Dm(z, 0("))), donde n = g(H).

Las sentencias con esta propiedad se llaman sentencias de Henkin y no es
evidente en principio si son verdaderas o falsas o —lo que en este caso es lo
mismo—, si son demostrables o no. La respuesta es que todas son verdaderas,
pero la prueba se basa en el segundo teorema de incompletitud.
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Teorema 7.9 (Teorema de L6b) Sea T una teoria aritmética recursiva y H
una sentencia con numero de Godel n. Entonces

F\/:z:(Nat:c ADm(z,0™)) — H syss ?H

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Sea
D = \z(Natz A Dm(z,0™)).

Sea T™ la extension de T que resulta de anadirle el axioma —H. Si no ;H ,

entonces 1™ es consistente. Formalizando este sencillo resultado obtenemos que

qt =D — ConsisT*.
Por el segundo teorema de incompletitud no qu ConsisT*, luego no 7': =D,

de donde no l;—\H — =D, es decir, no I;D — H, como habia que probar. =

7.6 El teorema de Church

Ya hemos visto que, no sélo el conjunto de las sentencias verdaderas en un
modelo de una teoria aritmética recursiva no es recursivo, sino que tampoco lo
es el conjunto de las sentencias demostrables en dicha teoria. Podriamos pensar
que todo esto se debe a que los nimeros naturales son, contrariamente a lo que
parecian, unos objetos demasiado complicados. Sin embargo ahora probaremos
que la situacién es més espectacular todavia: el conjunto de los teoremas logicos
de casi cualquier lenguaje formal no es recursivo. La prueba que veremos aqui
se debe a Godel. Necesitamos un resultado técnico.

Teorema 7.10 Sea R una relacion monddica recursiva primitiva. Entonces
existe una sentencia o de un lenguaje formal recursivo L tal que « es satisfacible
si y solo si \x Re.

DEMOSTRACION: Sea f la funcién caracteristica de R. Se cumple que f es
recursiva primitiva y ademds Az(Rz < f(x) = 0). Sea f1,..., f, la sucesién
de funciones que definen a f. Podemos suponer que f; es la funcién s y que
ninguna otra f; es s.

Sea L un lenguaje formal cuyos signos eventuales sean n funtores Fy,. .., F,,
de manera que si la funcién f; es n-adica, el funtor F; sea n-adico. Claramente
L es recursivo primitivo.

Para cada ¢ entre 1 y n definimos una férmula «; de L como sigue:

e o = /\.’L‘lﬁlel =x9 N /\1‘1.’172(F1.’171 = Fixg — 21 = 1‘2),
e Si f; es p¥ definimos a; = Ay -2 Fizy - - -2 = 2
i P] i = 1 T L'521 T Zj,

e Si f; es c definimos o; = Az1 F; = 0.
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e Si f; estd definida por composicién a partir de f,, fi,,..., fi., definimos

OéiE/\Il"'ﬂquz‘xr“fEu:Frﬂlirl"'%u"‘ﬂsxl"'SEu-

e Si f; estd definida por recursién a partir de f,. y fs definimos
a; = Ney - ey Fiowy - oy = Frwg - @y

AVAYIREE Tyt 1 Fi P12y 1121 - Ty = Fsy 1 FjZy 121 -+ - 2021 - T,
(donde f, es u-adica, fs es u+ 2-ddica y f; es u + 1-adica.)

e Si f; es monddica y estd definida por recursion a partir del natural p y de
fs, definimos

p veces

——
o; =Fxeg=F,---Fyxo N\ /\achilel = Fox1 Fyxq.

Definimos ademés o, 11 = Az1F,z1 = 7. Las férmulas oy, ..., a, 1 tienen
libre inicamente la variable xy. Vamos a probar que la sentencia

a=Vrolag A A apgr)

cumple el teorema.

Es claro que si AzRz entonces « es satisfacible sin més que considerar el
modelo M de L cuyo universo es el conjunto de los niimeros naturales y donde
M(F;) = fi. El zy cuya existencia afirma « es el 0.

Supongamos ahora que « es verdadera en un modelo M de universo U. Sea
gi = M(F;). Existe una valoracién v de £ en M tal que

ME (ax A+ A apyr)[v].

Sea a = v(xg). Como M E ay[v], los objetos a, g1(a), g1(g1(a)), ... son todos
distintos. Llamémoslos a(9),a(?) a(?), ... Sea D la coleccién de todos los a(™.

Una simple induccién sobre ¢ prueba que si g; es m-adica y ay, ..., a,, estan
en D, entonces g;(ay,...,ay,) estd en D. Llamemos h; a la restriccién de g;
a D. De nuevo por induccién se prueba que para todos los niimeros naturales
ki,...ky, se cumple

hi(a(kl), e 7a,(kn)) — a(fq‘,(kl,...kn))
(se define ¢; como la funcién dada por hi(a¥), ... a*n)) = q(a:(Fk)) v ge
comprueba por induccién que g; es f;.)

En particular tenemos que g, es fy, o sea f. Como M E ay,41[v], se cumple
que, para todo natural m, hn(a(m)) = a9, de donde f(m) =0, lo que equivale
a Az Rx m
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Definicién 7.11 Una teoria axiomatica es decidible si existe un criterio que nos
permite saber si cualquier férmula dada es o no un teorema, o con mas precision,
si el conjunto de (los nimeros de Godel de) sus teoremas es recursivo.

El teorema 7.8 prueba que ningin sistema aritmético recursivo y consistente
es decidible (en realidad, si no es recursivo con mayor razén no es decidible).
Ahora probamos que, para muchos lenguajes formales, K no es decidible.

Teorema 7.12 (Teorema de Church) FEl problema de la decisidn es insolu-
ble para los sistemas de primer orden, es decir, no eriste ningun criterio para
distinguir las formulas consistentes de las contradictorias.

DEMOSTRACION: Supongamos que contamos con un criterio para distinguir
las férmulas consistentes de las contradictorias en todo lenguaje formal. Sea «
una férmula del lenguaje formal de la aritmética de Peano y sea n = g(«).

Sea Rz syss = Dm(z,n). Como P es recursiva primitiva también R es una
relacion recursiva primitiva. Por el teorema anterior existe una sentencia
que es satisfacible (consistente) syss Az—Dm(z,n), es decir, syss a no es un
teorema.

Si existiera el criterio supuesto también existiria un criterio para decidir
cuando una férmula « de P es un teorema o no lo es, en contradiccién con el
teorema 7.8. n

Es de destacar que este teorema usa la tesis de Church-Turing en su de-
mostracién, no sélo en la interpretacion de su enunciado, como ocurre en los
demads que hemos visto. Viendo la demostracién del teorema 7.10, el teorema
de Church prueba realmente que el problema de la decision es insoluble para
formalismos con suficientes funtores. Es facil comprobar que vale igualmente
para formalismos con suficientes relatores y, afinando un poco mas, es posible
reducirlo al caso de un formalismo con un tunico relator diddico distinto del
igualador, es decir, no existe un criterio para decidir si una férmula en la que
tan sélo aparezca un relator diddico aparte del igualador es consistente o no.
Simplemente se trata de comprobar que los funtores pueden ser “codificados”
utilizando un relator diddico y anadiendo premisas.

7.7 Ecuaciones diofanticas

Si T es una teorfa aritmética recursiva consistente, el teorema de incom-
pletitud nos dice que la sentencia ConsisT no es demostrable en T', a pesar
de que es verdadera. Se trata de una afirmacién sobre nimeros naturales que
hemos descrito explicitamente, si bien su estructura es tan compleja que aun-
que la escribiéramos con todo detalle no podriamos ver mas que una marana
intrincada de signos légicos. En esta secciéon demostraremos que ConsisT' es
equivalente a una sentencia con la estructura mas simple que puede tener una
sentencia aritmética sin caer en la trivialidad: la no existencia de solucién de
una ecuacion diofantica.
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En la teoria de nuimeros se llaman ecuaciones diofanticas a las ecuaciones
polinémicas con coeficientes enteros de las que se buscan soluciones enteras. Por
ejemplo, una solucién de la ecuacién diofantica 22 —2y2 =7 esz =3,y = 1.
Lo que vamos a probar es que (la interpretacién natural de) Consis T equivale
a una afirmacion de la forma

-\Vay...2, € ZP(21,...,7,) =0, (7.3)

donde Z representa al conjunto de los niimeros enteros y P es un polinomio con
coeficientes enteros. De este modo, si T es la aritmética de Peano tendremos una
ecuacion diofantica de la que sabemos probar que no tiene solucién, pero tal que
esto no puede probarse tinicamente a partir de los axiomas de Peano. Si T es la
teoria de conjuntos, obtenemos una ecuacién diofantica que presumiblemente no
tiene solucion pero que, si asi es, no existe ningin argumento que lo justifique.

Con esto resolvemos negativamente el llamado décimo problema de Hilbert,
que pedia un método para decidir si una ecuacién diofantica dada tiene o no
solucién y, en caso afirmativo, calcular explicitamente todas sus soluciones. Si
bien hay muchas técnicas para resolver muchos tipos de ecuaciones diofanticas,
vemos que algunas no pueden ser decididas por método alguno.

Godel probé que las sentencias indecidibles que se obtienen de su teorema
son equivalentes a sentencias similares a (7.3) pero con una sucesién de cuantifi-
cadores universales y existenciales alternados. Llegar a una sentencia tan simple
como (7.3) no es trivial en absoluto. La prueba se debe principalmente a las
aportaciones de Martin Davis, Julia Robinson y Yuri Matiyacevic.

Conviene observar que la referencia a nimeros enteros puede evitarse. Por
una parte, P(x,y) es un polinomio con coeficientes enteros

Vazy € ZP(x,y) =0 < Vay € NP(z,y)P(—z,y)P(x, —y)P(—z, —y) = 0.

Es claro que lo mismo vale para polinomios con cualquier nimero de varia-
bles, luego una afirmacién de tipo (7.3) equivale a otra de la forma

=V, ... 2, €ENQ(21,...,2,) = 0.

Por otra parte, separando los monomios de ) con coeficiente positivo de
los monomios con coeficiente negativo obtenemos dos polinomios R y S con
coeficientes naturales tales que la sentencia anterior equivale a

=Va1,...,x, € NR(xq,...,2,) = S(1,...,20).

No obstante, resulta mucho més conveniente trabajar con nimeros enteros.
Todos los razonamientos que vamos a ver pueden considerarse como informales,
es decir, afirmaciones a las que podemos dar un significado y comprobar que
son verdaderas sin depender de ninguna teoria axiomaética formal. Alternativa-
mente, el lector puede considerarlas como teoremas de la teoria de conjuntos,
pero con ello supedita su validez a la consistencia de dicha teorfa.
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Definicién 7.13 Una relacién n-ddica R (sobre los nimeros naturales) es dio-
fdntica si existe un polinomio P(x1,...,Zn,Y1,--.,Ym) con coeficientes enteros
tal que para todos los naturales x1, ..., x, se cumple

R(x1,....zn) <= Vy1...ym E NP(z1, ..., 20, y1,...,Ym) = 0.

Una funcién n-ddica f es diofdntica si lo es la relacién f(x1,...,z,) = y.

Conviene probar que la cuantificaciéon sobre nimeros naturales equivale a la
cuantificacién sobre niimeros enteros:

Teorema 7.14 Una relacion n-ddica R es diofdntica si y sélo si existe un po-
linomio con coeficientes enteros P(x1,...,Tn,Y1,---,Ym) tal que para todos los
naturales x1,...,T, se cumple

R(xy,...,2) < Vy1 .. Ym €EZP(T1,. .., T, Y15+ -y Ym) = 0.

DEMOSTRACION: Una implicacién la hemos esbozado antes: si R cumple
esta condicién, definimos

Q(xlv"'al‘n7y17"'7ym): H P(xlw"7xn;€1y1a"'a6mym)a

(517---a5m)
donde (€1, ..., €y,) recorre todos los valores posibles con ¢; = +1. Entonces
R(x17...7$n) e \/yl ym S NQ(x1>"'7mn7y17"'uym) :O

Para la otra implicacién necesitamos un truco diferente. Lagrange demostré
que todo niimero natural es suma de cuatro cuadrados (ver el apéndice B), por
lo que si R viene dada por

R(z1,...,20) = Vy1 ... Yym ENP(21, ..., Tp, Y15+ Ym) = 0,
sélo hemos de definir
Q(£C1,...,xn,p1,q1,7"1,81,...,Pm,qm,Tm,Sm)

=P(x1, .. T, PTG T4 ST, Dot G T T F S5,

con lo que R(x1,...,x,) es claramente equivalente a

VP1Q1T181 oo PmAmTmSm S ZQ(xla ooy Ty P1y - ~7sm) =0.

El teorema central que hemos de probar es el siguiente:
Teorema 7.15 Una funcion es diofdntica si y solo si es recursiva.

Admitiendo este teorema podemos probar:
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Teorema 7.16 Sea R una relacion n-ddica recursiva. Entonces la afirmacion
Vzi...2, e NR(z1,...,7,)
es equivalente a que una cierta ecuacion diofdntica tenga solucion.

DEMOSTRACION: La funcién caracteristica y R €8 recursiva, luego diofantica.
Por consiguiente existe un polinomio P(z1, ..., %y, Z,Y1, .- ., Ym) con coeficientes
enteros tal que

Vay...xn € NR(zy,...,20) < Vo1 ...oxn € Nxp(ar,.. 0, 20) =0

—Vry...2, e NVy1...yn €ZP(x1,. .., T0,0,91, ..., Ym) = 0.

Usando que todo niimero natural es suma de cuatro cuadrados igual que en
el teorema 7.14 llegamos a que esto equivale a su vez a

Vz1..0.2, €2Q(21,...,2:) =0,
para cierto polinomio Q. n

Esto nos lleva a la conclusién que buscabamos, pues la consistencia de una
teorfa axiomdtica recursiva T’ equivale a =\/z R(x), donde R(z) es la relacién
“x es el nimero de Godel de la demostraciéon de una contradicciéon en T7.

A titulo de curiosidad notemos que los polinomios de las ecuaciones que
obtenemos se pueden tomar de grado 4, pues cada monomio xy puede susti-
tuirse por una nueva variable z anadiendo la ecuacién z = xy. De este modo
obtenemos muchas ecuaciones de grado 2 y, al sumar sus cuadrados (ver el teo-
rema siguiente), queda un polinomio de grado 4. Mds complejo es demostrar
que, aumentando el grado, el niimero de variables puede reducirse a un maximo
de 14.

Algunos hechos elementales Comenzamos probando un par de hechos sen-
cillos que usaremos en todo momento. El primero es que un sistema de ecua-
ciones diofanticas equivale en realidad a una tnica ecuacién:

Teorema 7.17 Sean P;(x1,...,%Tn,Y1,---,Ym) polinomios con coeficientes en-
teros para i = 1,...,r. Entonces la relacion dada por

R(z1,...,2) = Vy1...ym EN(PL=0A--- A P, =0)
es diofdntica.
DEMOSTRACION: Basta observar que
R(x1,...,20) = Vy1...ym ENP 4.+ P2 = 0.

Por otra parte, tenemos unos pocos procedimientos generales para construir
unas relaciones diofanticas a partir de otras:
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Teorema 7.18 Si R y S son relaciones diofanticas, también lo son las relacio-
nes RANS, RV S yVzR.

DEMOSTRACION: Supongamos

R(.’lfl,...,l‘n) — \/yl"'ymGNP(xla'-~7xn7yla"'7ym):Oa
S(x1,...,2n) < Ve 2, €NQ(z1,. .., Tp,21,...,2,) = 0.

Entonces

(R/\S)(SL’I,...7.'17”) > vyl"'ymzl7~-~,zrENP2+Q2:O7
(R\/S)(xlvvl'n) g \/y1-~-ymzl,...,zreNPQ:0,

Si R($7$1,...,$n) - Vyl"'ym € NP(;&xl,...,xn,yl,..-,ym) = 07 en-
tonces

Ve R(z,x1,...,2,) < Vayr - ym ENP(z, 21, ..., Tp, Y15+ Ym) = 0.

Las funciones diofanticas son recursivas La parte facil del teorema 7.15
consiste en probar que las funciones diofanticas son recursivas. Empezamos
observando que la funcién

n(n+1)

T(n) =142+ +n= """

es dioféntica, pues y = T'(z) < 2y —x(z +1) = 0.

Con ayuda de esta funcién vamos a construir una biyeccién diofdntica entre
N x N y N. Mas precisamente, construiremos una aplicacion biyectiva diofantica
P : Nx N — N cuya inversa estd determinada a su vez por dos funciones
diofanticas I, D.

Teorema 7.19 Ezisten funciones diofdnticas P(z,y), 1(z), D(z) tales que
Nwy € NU(P(x,y)) = 2 A D(P(z,y)) = y),
Nz € N(P(I(2),D(2)) =2 ANI(2) <z A D(2) < 2).

DEMOSTRACION: La funcién T' que acabamos de definir es creciente, luego
para todo natural z existe un tnico n tal que T'(n) < z < T(n + 1), luego
existe un tnico y < n tal que z = T(n) + y. Equivalentemente, existen unos
Unicos x, y tales que z = T(x + y) + y. Definimos I(z) = x, D(z) = y. Sea
P(z,y)=T(x+y)+y.

Claramente, P, I, D cumplen lo pedido. Sélo falta ver que son diofanticas,

pero
+y)+(x+y+1
z=P(z,y) < z= (z +y) ;:1: y ) +y
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—2z—(z+y)le+y+1)—2y=0,
r=1(z) > VyeN2z— (z+y)(z+y+1) —2y=0),
y=D(z) >V eNQ2z—(z+y)(x+y+1)—2y=0).

La funcién siguiente es el equivalente diofantico de la funcién g de Godel:

Teorema 7.20 Existe una funcion diofdntica S(i,u) tal que S(i,u) < wu y para
toda sucesion finita de numeros naturales ag,...,a, existe un u € N tal que
S(i,u) = a; parai=0,...,n.

DEMOSTRACION: Sea S(i,u) el tnico natural w tal que
w=I(u) (méd (1+ (¢ +1)(D(w)+1)) Aw < (i+1)(D(u) +1).
La funcién S es diofdntica porque w = S(i,u) equivale a que las siguientes
ecuaciones tengan solucién natural en x, y, z, v:

2u= (v +y)(r+y+1)+2y,
r=w+z(1+(i+1)(y+1)),
i+ +1)=w+o

En efecto, la primera equivale a que x = I(u) A y = D(u), la segunda a que
w=I(u) (méd 1+ (i+1)(D(u)+1))) v la tercera a que w < (i +1)(D(u) + 1).
Notemos que S(i,u) < I'(u) < u.

Dados ag,...,a,, sea r mayor que todos ellos y que n. Sea y = r!. Los
nimeros 14y, ...,1+ (n+ 1)y son primos entre si (ver la prueba de 6.6), luego
el teorema chino del resto nos da un natural = tal que = a; (méd 1+ (i +1)y).

Sea u = Plx,y —1). Asiz = I(u) ANy =D(u)+1yparai=0,...,n
tenemos que

a; = I(u) (méd 1+ (i + 1)(D(u) + 1)) Aa; <y = D(u) < (i +1)(D(u) + 1),
luego se cumple que a; = S(i,u). n

Es inmediato comprobar que la funcién S es recursiva. Consideremos ahora
una funcién diofantica f y vamos a ver que es recursiva. En efecto, existen
polinomios Py @) con coeficientes naturales tales que y = f(x1,...,2,) equivale
a

Vi o ym ENP(@1, Ty Uy Yl oy Ym) = QX1+ o s Ty Yy YLy -+ s Yrm)-
Entonces la funcién
9(x1,.. ., Tn) = pu (P(ml,...,xn,S(O,u),S(l,u),...,S(m,u))
:Q(ml,...,mn,S(O,u),S(l,u),...,S(m,u)))

es recursiva. (Notemos que siempre existe un u que cumple esta condicién o de
lo contrario f(x1,...,2,) no estaria definido.) Claramente,

flxy, ... x,) = 5(0,9(x1,. .., 20)),

y esta expresion prueba que f es recursiva.
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Algunas funciones diofanticas Para probar que toda funcién recursiva es
diofantica necesitamos justificar el caracter diofantico de varias funciones. El
punto mas dificil es el teorema siguiente, cuya prueba dejamos para el final:

Teorema 7.21 (Matiyasevic¢) La funcidn z¥ es diofdntica.

Este teorema lo probé Matiyasevié en 1970. Los resultados que veremos
a continuacion los obtuvo Julia Robinson en 1952 tomando como conjetura el
teorema anterior.’

En primer lugar demostramos que los nimeros combinatorios son diofanticos,
para lo cual nos apoyamos en el teorema siguiente:

Teorema 7.22 Si0<k<n yu>2", entonces

B {(“Z—kl)n} = <Z> (méd u).

DEMOSTRACION: La FE representa, naturalmente, la parte entera. Por la
férmula del binomio tenemos que

(u+1)"  am\ i &\ g RSN ik
w o\ mEl) el
Ahora bien,

k=1/n\ . 1k=1/n 12 (n n
i—k
< — < — =— <1
;_:O(Z)U UZ:O(Z> UZ:O(Z) u

Por consiguiente

Teorema 7.23 La relacion z = (Z) es diofantica.

n
DEMOSTRACION: Observemos que (:) < > (?) = 2". Por el teorema
i=0

anterior, para cualquier u > 2" tenemos que (Z) es el Unico numero natural

congruente con F [(“::7,61)”} médulo v y menor que u. Por lo tanto

z=(Z><—>\/uvv€N(v=2”/\u>v

°En realidad Robinson definié las funciones exponencial-diofanticas como las definibles en
términos de ecuaciones diofanticas y de la funciéon exponencial y probé que las funciones que
vamos a estudiar ahora eran exponencial-diofanticas.
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(ut1)"

/\w:E[ - }/\zzw(médu)/\z<u).

u
Por el teorema 7.18, basta probar que las relaciones que aparecen dentro del
paréntesis son diofanticas. Ahora bien,
v=2"« \z € N(z =2 A v=2a") es diofintica por 7.21.
u>v < Vo€ Nu=v+zx+ 1, diofantica.

w=FE {%} equivale a

Vaeyt eNt=u+1Az=t"Ay=u" Aw < (z/y) <w+1)
y también a

Vet eNt=u+1Az=t"ANy=u" Nwy <z < (w+1)y),
claramente diofantica.

z=w(méd u) Az <u« oy € Nw=z+zuAu=2z+y+1) diofantica.
]

Nos ocupamos ahora de la funcién factorial:
Teorema 7.24 Sir > (22)"!, entonces z! = E[r*/(])].
DEMOSTRACION: Podemos suponer x > 0.
r® r® gzl x! x!

ﬁzr(r—l)“'(r—x—s—l):(1_%)...(1_%1) <( el

x

Vamos a usar la desigualdad

1 2x
— <14+ =
1- r

(Al desarrollarla equivale a r > 2z.) Se cumple que

(+2)-50) &) 250 (3)

20 & 2
<1+—x2(x,> <14+ ZLom,
szl ] T

Asi pues,

e 2x 2z t+lgztl 2z)* L
= < ! (1—1——2”) :ac!—i-—zac!—l—i <z!+1,
(x) r r r
con lo que
,r,‘T
(2)

La primera desigualdad se sigue, por ejemplo, de la primera linea de ecua-

ciones. -
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Teorema 7.25 La funcion n! es diofantica.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior vemos que

m=nl< \VrstuwweN(s=22+1At=x+1Ar=8 Au=1"

Av= () Amv<u<(m+1)v).

La tltima funcién que necesitamos es la siguiente:®

Teorema 7.26 La funcidn h(a,b,y) = ] (a + bk) es diofdntica.
k=1

DEMOSTRACION: Veamos primero que si bg = a (méd M) entonces
y
11 (a + bk) = by! (q + y) (méd M).
k=1 )
Si y = 0 es inmediato (entendiendo que el producto vale 1). En otro caso

byy!(qzy> = W+ylg+ty—1)---(¢+1)
(bg + yb)(bg + (y — 1)b) - - - (bg + b)
= (a+yb)la+(y—1)b)---(a+b) (méd M).

y
Tomemos ahora M = b(a + by)¥ + 1. Asi (M,b) =1y M > ] (a + bk).
k=1

y

Existe un ¢ tal que bg = a (méd M) (ver el apéndice B). Asi, [] (a + bk) es el
k=1

tinico natural congruente con byy!(qzy) menor que M.

y
z = [] (a+bk) < \/Mpgrstuvwz e Nr=a+byAs=rY AM =bs+1
k=1

ANbg=a+MtAhu=bWV ANv=ylANz< M

/\w:q+y/\:c:(’;’)/\z+Mp:uvx),

y el miembro derecho es claramente diofantico.

6Este teorema fue probado por primera vez por Davis y Putnam en 1958, basindose en
ideas de Julia Robinson. Aqui damos una prueba posterior debida a Robinson.
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Las funciones recursivas son diofanticas Hemos visto que si R es una
relacién diofdntica entonces \/x R también lo es. Esto no es cierto si sustituimos
el cuantificador existencial por el cuantificador universal, pero ahora podemos
probar que si es cierto para un cuantificador universal acotado. Con esto ya
serd facil probar que las funciones diofanticas coinciden con las recursivas. Los
resultados de este apartado son de Martin-Putnam-Robinson (1961).

Teorema 7.27 Si R(y,z,x1,...,Z,) es una relacion diofdntica, también lo es
la relacion Nz € N(z <y — R(y,z,21,...,2n)).

DEMOSTRACION: Digamos que
Ry, 2,01, 2n) < VY1 Ym ENP(y, 2,21, .., Tpy Y1y -+ Ym) = 0
y llamemos S(y,z1,...,x,) a la relacién del enunciado. Es claro que
S(y,z1,..,2n) o VueNu>0AAz2eNz<y—
Vi Ym ENWL, ooy Um SUA P, 2,21,y Ty Y1y -, Ym) = 0))).

N
Expresemos el polinomio P como suma de monomios P = Y t,, donde
r=1
ty = cy®2bxdt . pdnySt . ySm ceZ
T Y 1 n Y1 Ym > .

Sea u, = |c|ya Pzt .. pdnysttem Qea

N
Q(y7u7xla'~'axn):u+y+ ZUT+1-

r=1

Se cumple que Q(y,u, Z1,...,Tsn) > U, QY u,x1,...,2n) >y ysiz <y,
Yi,-- 3 Ym S u, entonces

|P(y327$1a"'7$n7y1a"'7ym)| SQ(y7uax1a"'7xn)-
Sea u > 0. Veamos que
NzeNz<y—Vyi...ym €Ny, ..., ym <u

/\P(yaz7x17"-7In7y1>"'aym) :O))

equivale a
y
Vetay -+ am ENE>0Ac>0AT+ct= [[(1+kt) At =Q(y,u,21,...,7,)!
k=1
AN tct) | [T(ar =) A A +ct) | T (am —J)
3=0 3=0

ANP(y,c,x1, ..y TnyY1s-- -y Ym) =0 (mdd 1+ ct))
/\\/yhym EN(y17"'7ym Su/\P(y?07m1a"'7xn7y1a"'7y7R) :0)
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La condicién es suficiente: Tomamos z < y, y hemos de probar que

Vi Ym €N, ooy Ym SuA Py, 2,281,y Ty Y1y - -, Ym) = 0).

Para z = 0 es exactamente lo que afirma la tltima parte de la hipdtesis.
Supongamos que 0 < z < y. Sea p, un divisor primo de 1+ zt, sea y7 el resto
de dividir a; entre p,, para¢=1,...,n. Se cumple que y? < p,. Veamos que

a) y? <u.

b) P(y,z, 21, ., Tn,y5,...,yZ%) =0.

En efecto, p, | (1 + zt) | (1 + ct) | ﬁ (a; — j), luego existe un j tal que
0<j<wutal quep,|(a; —j),0sea,j EJ(:J,(;E yZ (méd p,).

Como t = Q(y,u,x1,...,2n)! vy p.|(1 + 2t), ha de ser

p: > Qy,u, x1,...,Ty,) > u.

Tenemos que j < u < p,, y7 < p, y, como son congruentes, ha de ser y7 = 7,
luego se cumple a).

14+ct=0=1+zt (méd p,), luego z + zct = ¢+ zet (méd p,) y de aqui que
z = ¢ (mdd p,). Tenemos también que y? = a; (méd p,), luego

Py, z,21, ..o, Xy Y5y, Y5) = Py, e, 21, ..o T, 01, - oy am) =0 (méd p,).

Pero |P(y,z,x1, ..., Zn, Y5, ... ¥%)| < Qy,u,z1,...,2,) < pz, lo que im-
plica que P(y, z,Z1,...,%n,Y5,...,y%,) = 0. Esto prueba b) y también la sufi-
ciencia.

La condicién es necesaria: La ultima parte es inmediata. Hemos de ver la
primera. Para cada 0 < z <y, sean y7,...,yZ, < u tales que

P(y7u7m17"'7xn7yf7"'7yfn) =0.

y
Sea t = Q(y,u,z1,...,2,)! > 0. Como [[(1+ kt) =1 (mdd t), existe un
k=1
y
c¢>0talque 1 +ct = ] (1+ kt).
k=1
Veamos que si 1 < k < I <y, entonces (1 + kt,1+1t) = 1. En efecto, si
p| (1+Ekt)yp| (1+1) es un divisor primo comun, entonces p | (I — k), luego
p <y, pero Q(y,u,x1,...,2n) >y, dedonde p [ty p | (1+kt), yasip |1,
contradiccién.

Por el teorema chino del resto, para cada 1 <4 < m existe un a; tal que
a; = y7 (méd 1+ zt) z=1,...,y.

Como 1+ct =0 (méd 142t) y 1 = —zt (méd 14-zt), tenemos que (c—z)t =0
(méd 1+ zt) y, como (¢, 1+ zt) = 1, resulta que ¢ —z = 0 (mé6d 1+ zt), es decir,
¢ =z (mdd 1+ zt). Ahora,

Py,c,x1,. ., Zpny@1y e ym) = P(Y, 2,21,y Zn, Uiy o, y5,) = 0 (méd 14 21),
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luego 1+ 2zt | P(y,c,21,...,Zpn,G1,...,am) Y, como los 1+ zt son primos entre si,
su producto también divide a P, es decir 1 + ¢t | P(y,¢, 21, ..., Tpn,A1,- .-, Qm)
0, equivalentemente,

P(y,c,x1,...,Zpn,a1,...,4p) =0 (mdd 1+ ct).

Como a; = y? (méd 1 + zt), tenemos que 1 + zt | a; — y7, de donde se
u

sigue que 1+ zt | [](a; — 7). Como los 1+ zt son primos entre si, también
§=0

u
1+ct| ] (a; — J) y tenemos la condicién.
j=0
Con esto hemos probado que la relacién S(y,z1,...,z,) equivale a

Yy
VueNu>0A (Vetay - -am ENE>0Ae>0AT+ct = ] (1+kt)
k=1

ANt=Q(y,u,z1,...,2,)!

U U

ANQ+et)| TT(ar—3) A AQ+ct) ]| I](am —J)

7=0 j=0
/\P(yacagjlv'"5znay17"'aym) EO(méd 1+Ct))
/\\/ylaym EN(yla"'aym SU’/\P<y?07x1a"'7xn,y1a"'7y7R) :0))

Claramente esto equivale a su vez a

Vuvctay .. .amefgr ... gmhi - hmiyy ... ym EN(u>0At>0Ac>0

y
ANv=u+1Ae=1+cthe=J[(1+kt)Nf=Qy,u,x1,...,2,) Nt = f!
k=1
ANgr=a1—v A Agm=am—0ANhy=T](g1+k) A~ Ahpm =[] (gm+Fk)
k=1 k=1

ANelhy Ao Nelhm ANi= Py, e, 21, ..., Tn,a1,...,0m) Neli

AYlyeeosYm <uAN P(y,0,21,...,Zn, Y1, -, Ym) = 0).

Los resultados del apartado anterior muestran que esta ultima expresién es
diofantica. -

Ahora ya podemos demostrar el teorema 7.15. Ya hemos visto que las fun-
ciones diofanticas son recursivas. Nos falta el reciproco. Para probarlo obser-
vamos en primer lugar que las funciones recursivas elementales son claramente
diofénticas:

y=c(z) «y=0,

y=s() cy=z+1,

y=pi(r1,...,21) &y =240
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Asi mismo, la composicién de funciones diofanticas es diofantica, ya que si
h(z1,...,zn) = flg1(z1, ..., Zn)s oy gm(21, ..., 2y)), entonces

y=h(z1,...,2,) = Vyi...ym(n = gi(z1, ..., z0) Ao

ANYm = gm(@1,. s xn) Ay =hy1,...,Ym))-

Veamos ahora que si

h(z1,...,2,,0) = f(z1,...,2,),
h($1,...,$n,t+1) = g(tah(xla"'7xn7t)axla"'7xn)a

y las funciones f y g son diofanticas, entonces h también lo es. En efecto,
y=h(z1,...,2,,2) = VueNNVveNuv=250,u) Av=f(z1,...,2,))

ANteN(t<z—t=2VVveNuv=S5t+1,u)
ANv=g(t,S(tu),z1,...,2,))) /\y:S(z,u)),

con lo que el teorema anterior prueba que h es diofantica. El caso n = 0 es
similar.

Por ultimo, si A(x1,...,2,) = py f(21,...,2n,y) = 0y f es diofdntica,
entonces h también lo es, ya que

y=nh(z1,...,0,) = VzeN(z = f(z1,...,20,y) A 2=0)

ANteENt<y—t=yVVueNu= f(zi,...,2n,t) Au>0))),

y podemos aplicar de nuevo el teorema anterior.
Es claro que esto prueba que toda funcién recursiva es diofantica. L]

Ejercicio: Probar que toda relacién recursiva es diofantica. Probar que la relacién
“ser (el nimero de Godel de) un teorema de la aritmética de Peano” es diofdntica pero
no recursiva.

La ecuaciéon de Pell Nos falta demostrar que la funcién z¥ es diofantica.
La prueba se basa en un estudio minucioso de las soluciones de una ecuacién
diofantica clasica: la ecuacién de Pell. Se trata de la ecuacién 22 — dy? = 1,
donde d es un numero natural no cuadrado perfecto.

Las soluciones de esta ecuacién estan relacionadas con el anillo cuadrético
Z[Vd] = {a+bVd | a,b € Z} (en el apéndice B presentamos las propiedades
bésicas del cuerpo Q(v/d)).

Lanorma N : Z[Vd] — Z dada por N(a+bvd) = a® —db® es multiplicativa.
Llamaremos unidades de Z[v/d] a los enteros cuadréticos o € Z[v/d] de norma 1.
De este modo, un par (a,b) es una solucién de la ecuacién de Pell si y sélo si

o =a+bVd € Z[vd] es una unidad de Z[v/d].
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Como la norma es multiplicativa, el producto de dos unidades es una unidad,
y el inverso de una unidad es también una unidad. La solucién trivial (1,0) se
corresponde con la unidad 1 € Z[\/E] En lo que sigue nos restringiremos al
caso particular en que d = a2 — 1, con lo que otra unidad es € = a + Vd,
correspondiente a la solucién (a,1). Vamos a probar que esta unidad genera a
todas las demads y, por consiguiente, nos da todas las soluciones de la ecuacién
de Pell.

Teorema 7.28 Con la notacidn anterior, las unidades de Z[\/d] son eracta-
mente las de la forma +€™, donde n € Z.

DEMOSTRACION: Observemos que 1 < e. La prueba se basa en que no existe
ninguna unidad tal que 1 < o < e. En efecto, sea o = z + y+/d. Tenemos que

1= (2 +yVd)(z —yVd) = (a+ Vd)(a — Vd),

luego

x—y\/ai a+\/37£>1

a—vd ryJd «
de donde z — yv/d > a —Vdy —z +yvd < —a + Vd. Por otra parte

1
vogd= <1,
Y x+y\/3

luego —1 < —x 4 yv/d. Tenemos, pues, que
-1< —x+y\/3< —a+\/cii7

1<x+y\/a<a+\/3.

Sumando miembro a miembro queda 0 < 2yv/d < 2v/d, luego 0 < y < 1,
pero y es entero.

Sea ahora n cualquier unidad de Z[\/ﬁ ]. Cambiando 7 por —n podemos
suponer 1 > 0 y cambiando n por 7! podemos suponer que i > 1. La sucesién
€" es mondtona creciente y no estd acotada, por lo que existe un n tal que
€ < n < "l Por consiguiente 1 < ne™™ < e. Por lo que acabamos de probar
ne~"™ =1, es decir, n = €". m

Como € > 1, paran > 0 se cumple €” > 1, 0 < e " < 1, —e" < -1
y =1 < —e™™ < 0. Si (z,y) es una solucién natural de la ecuacién de Pell,
entonces x 4+ yv/d > 1, luego ha de ser de la forma €”.

Definicién 7.29 Si n y a > 1 son nimeros naturales, definimos x,(a), yn(a)
como los niimeros naturales que cumplen €” = z,(a) + y,(a)Vd, donde d =
a’® — 1. Si no hay confusién omitiremos a.
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El hecho de que sean nimeros naturales se prueba facilmente por induccién
a partir de las relaciones (7.4) mds abajo. Los pares (x,,y,) son todas las
soluciones naturales de la ecuacién de Pell.

La férmula e™*" = ¢™e*" ge traduce inmediatamente en las relaciones

Timtn = TmTn £ dYmYn, Ymtn = TnYm T TmYn-

En particular

T4l = ATy £ dym; Ym+l = AYm T Tip. (74)

La prueba de que m™ es diofantica se basa en los siguientes resultados sobre
las soluciones de la ecuacion de Pell:

1. (xnvyn) =1
DEMOSTRACION: Sip| @, ¥ p | yn, entonces p | 22 — dy2 = 1.

2. Ym | yn syss m | n.

DEMOSTRACION: Veamos por induccién sobre k que 4y, | ymr. Parak =1
es obvio.

Ym(k+1) = TmYmk + TmkYm,

luego si Ym | Yk, también ym, | Yy (kt1)-

Supongamos ahora que y,, | ¥, perom tn. Sean = mg+r, con 0 < r < m.
Entonces ¥, = TYmg + Tmqyr. Por la parte ya probada yp, | ymg, luego
Ym | Tmqyr. Ahora bien, (Zmg,Ymg) = 1, luego también (Zpq, Ym) = 1
y entonces ha de ser y,, | y», pero (7.4) implica que la sucesién y,, es
estrictamente creciente, con lo que tenemos una contradiccion.

3. Yk = kmfflyn (méd y2).
DEMOSTRACION:

Tnk + ynk\/a =" = (7 + yn\/a)k = Z (k)xﬁily;dz/za
0

luego

k
Yok = 3 (l;)xﬁ—iy:'ld(i—l)/27
i=0

impar

pero los sumandos con i > 1 son = 0 (méd y3), luego tenemos la con-
gruencia pedida.

4. yi | Ynyn-
DEMOSTRACION: Se sigue inmediatamente de la propiedad anterior para
k=1yn.
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Si ¥2 | ym, entonces y,, | m.

DEMOSTRACION: Por 2 sabemos que n | m. Sea m = nk. Por 3 tenemos
Ym = kxE Ly, +ry2, luego y2 | kxk~1y,. Por 1 ha de ser y, | k y, en
consecuencia, y, | m.

Tpi1l = 20T — Tp-1,  Yntl = 20Yn — Yn—1-

Basta sumar las relaciones

Tnyl = ATy + dYn, Yn+1 = QYn + T,
Tp—1 = ATp *dyny Yn—1 = AYn — Tm.

Yn =n (méd a — 1).
DEMOSTRACION: Se cumple para 59 = 0 e y; = 1. Por induccién y la
propiedad anterior:

Ynt1 =20Yn —Yn—1=2n—(n—1)=n+1 (mdd a — 1).
Si a =b (méd c), entonces
Zn(a) = x,(b) (mdd c), yn(a) = yn(b) (mdd c).
DEMOSTRACION: Para n = 0, 1 se da la igualdad. Por induccién:
Ynt1(a) = 2ayn(a) = yn—1(a) = 2byn(b) — Yn-1(b) = Yns1(b) (mdd c).

n =1y, (méd 2).

DEMOSTRACION: ¥p 11 = 2ayn — Yn—1 = Yn—1 (méd 2), luego si n es par
n=yo=0(mbéd 2) y si n es impar n =y; =1 (méd 2).

Tn—yn(a—y) = y™ (méd 2ay —y* —1). (Esta es la propiedad que conecta
las soluciones de la ecuacién de Pell con la exponencial.)
DEMOSTRACION: zg —yo(a —y) =1, 71 — y1(a — y) = y, luego se cumple
para n =0, 1. Si vale para n,

Tn1—Yn41(a—Yy) = 2a(Tn—yn(a—y)) = (Tn_1—Yn-1(a—y)) = 2ay" —y" "

=y" ' (2ay — 1) =y 'y? =y (méd 2ay —y* — 1).

n<yp < Ynt1, " <Tp<Tpyi, Tn < (20)™

DEMOSTRACION: Las desigualdades sobre y,, se siguen inmediatamente
de (7.4). Para las otras, usando (7.4) y 6:

axy, < aty + dy, = 2ax, — (ax, — dy,) = 2ax, — Tp—1 = Tpt1 < 20,.

O sea, ax, < xpy1 < 2az,. En particular z,, < z,41.

Por induccién sobre n: a® =1 =z = (2a)®. Sia™ < z,, < (2a)", entonces
a"t <ar, <z, < 2ax, < (20)"FL
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Toptj = —x; (méd x,,).
DEMOSTRACION:

Tontj = TnTntj + WnYnt;j = AYn(YnZ; £ 2nY;)

= dypz; = (2},

—1)z; = —x; (méd z,,).
x4n:ﬁ:j = Ij (méd .Tn)

DEMOSTRACION: Por el resultado anterior,
Tantj = —Tont; = &; (M6éd x,).

Siz; =2; (méd x,) con i < j < 2nyn > 0, entonces ¢ = j excepto si
a=2,n=1,i=0,j=2.

DEMOSTRACION: Por 11 tenemos que 1 = zp < 1 < -+ < Tp_1 ¥
por 12 resulta que T, 4+1, Tp42,- .., Tan—1, T2, SO0 congruentes, respectiva-
mente, con —xp_1, —Tp_2,... — T1,—Tg = —1 moédulo z,, luego vemos
que zg, ..., To, son congruentes modulo x,, con

1 < L1 < < < 2 < T <Xy < < Ty (75)

Sea,
_ f(®z,—1)/2 siz, esimpar,
T wn/2 si x,, es par.

En ambos casos, (7.4) nos da que
Tn-1 S xpfa < an/2 < g,

luego los nimeros (7.5) estdn comprendidos entre —q y ¢. Si x, es im-
par entonces —gq, ..., q forman un sistema de restos médulo x,,, luego los
ntmeros (7.5) son no congruentes dos a dos y el resultado estd probado. Si
T, es par entonces un sistema de restos lo forman los niimeros —q+1,...,q
y la conclusion es la misma salvo si x,_1 = ¢, en cuyo caso i = n — 1,
7 =n+ 1 contradicen lo que queremos probar.

Por (7.4), si axp—1 +dyn—1 = 2, = 2¢ = 2,1, entonces a = 2, yp,_1 = 0,
n=1:i=0yj=2.

Six; = (méd z,,) con 0 < i <ny0<j<4n, entonces j =i o bien
j=4n—1.

DEMOSTRACION: Supongamos que j < 2n. Entonces por el resultado
anterior tenemos que ¢ = j salvo sin = 1, ¢ = 2, j = 0, pero entonces
1 > n, lo cual es imposible.

Supongamos que j > 2n. Sea j' = 4n — j. Asi 0 < j/ < 2n y por 13 se
sigue cumpliendo x; = x; = ;s (méd z,,), y ahora concluimos que i = j'.
Si0<i<nyaz =xz; (méd z,), entonces j = +i (mdd 4n).
DEMOSTRACION: Sea j = 4ng + j' con 0 < 5/ < 4n. Por 13 tenemos
que x; = z;s (méd z,). Por el resultado anterior, o bien i = j' o bien
i=4n —j', luego j = j' = +i (méd 4n).
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La funcién exponencial Finalmente estamos en condiciones de probar que
la funcién exponencial m = n* es diofantica. Estas son las ecuaciones que la
caracterizan:

1 22— (a®? = 1)y? =1,
II u? — (a? = 1)v? =1,
M - -1 =1,
v v =ry?,
A% b=1+4(p+1)y=a+ (¢+ 1)y,
VI s=ux+ cu,
VII t =k +4dy,
VI  y=k+e
IX y=7+Lv=v+1t=t+1,2=7+1,
X (x —y(a—n) —m)? = f2(2an —n? — 1)?,
XI m+g+1=2an—n?—1,
XII  w=n+h+l=Fk+Il+1,
XIIT a? — (w? =) (w—-1)2%z+1)?=1.

Lo probaremos en varios pasos. En primer lugar vemos que las primeras
ecuaciones caracterizan a las soluciones de la ecuacion de Pell:

Teorema 7.30 Seana, xz, k€ N,a > 1,k > 0. Elsistemal—IX tiene solucion
natural para las demds variables si y sélo si x = xi(a).

DEMOSTRACION: Supongamos que el sistema tiene solucién. Las referen-
cias formadas por un Unico nimero arabigo corresponden a los resultados del
apartado anterior.

Por V tenemos b > a > 1.

Por I, II, IIT y IX existen ¢, j, n > 0 tales que z = z;(a), y = y;(a), u = z,(a),
v=yn(a), s = xj(b)’ t= yj(b)

Por IV, y < v, luego ¢ < n.

Por Vy VI, b = a (méd z,(a)), z;(b) = z;(a) (méd z,(a)).

Por 8, z;(b) = z;(a) (méd z,(a)), luego z;(a) = z;j(a) (méd z,(a)).

Por 16,

j = +i (méd 4n). (7.6)

Por 1V, y;(a)? | yn(a), de donde, por 5, y;(a) | n.
Por (7.6) tenemos
Jj = +i (mdd 4y;(a)). (7.7)
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Por V, b =1 (méd 4y;(a)) y por 7,

y;(b) = 7 (méd 4y;(a)). (7.8)
Por VII
y;(b) = k (mdd 4y;(a)). (7.9)
Por (7.7), (7.8) v (7.9),
k = +i (mdd 4y;(a)). (7.10)

Por VIIL, k < y;(a) y por 11, i < y;(a). Como los ntimeros —2y+1, ..., 2y son
un sistema de restos médulo 4y, necesariamente k = i, y asi, z = x;(a) = xi(a).

Supongamos ahora que & = x(a), y = yx(a). Entonces se cumple I.

Sea m = 2kyy(a) > 0, u =z, (a), v = ym(a). Se cumple II.

Por 4y 2, 4* = yx(a)? | Ykyy(a)(@) | ym(a) = v. Se cumple IV.

Por 9, y;m(a) = v es par y por 1, u = 2, (a) cumple (u,v) = 1. En particular
es impar.

También (u,4y) = 1, pues, como u es impar e y | v,

(u,4y) = (u,y) | (u,v) = 1.
Por el teorema chino del resto existe un by tal que
bp =1 (méd 4y) y by = a (méd u),

y cualquier b = by + 4juy cumple lo mismo. Se cumple V.
Sean s = xy(b), t = yx(b). Se cumplen III y IX.
Como b > a, se cumple s = z(b) > zx(a) = x.
Por 8, s =z (méd ). Se cumple VI.
Por 11, k < yx(b) =t y por 7, t =k (méd b — 1).
Por V, 4y | b— 1, luego t = k (mdd 4y). Se cumple VII.
Por 11, k < yx(a) = y. Se cumple VIII. "

Para ocuparnos de las cuatro ecuaciones que faltan, necesitamos una obser-
vacién sencilla:

Teorema 7.31 Sia > y*, y >0, k > 0, entonces 2ay — y> — 1 > y*.
DEMOSTRACION: Basta observar que
20y — > —1=a*~1—-(a—y?>a®>—1—-(a—1)>=2a—2>a>y"
La primera desigualdad es porque y < y* < a, y la segunda porque a > 2). =

Teorema 7.32 Si m, n, k son naturales no nulos, entonces m = n* si y sdlo

st el sistema de ecuaciones I-XIII tiene solucion natural en las demds variables.
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DEMOSTRACION: Supongamos que el sistema tiene solucién. Por XII w > 1,
luego por XIII, a > 1. Por 7.30, las primeras ecuaciones implican que x = x(a),
y = yk(a).

Por 10, zx(a) — yx(a)(a —n) = n* (méd 2an —n? — 1), luego por X, tenemos
que m = n* (méd 2an — n? — 1).

Por XII, k, n < w.

Por XIII, existe un j > 0 tal que a = z;(w), (w —1)(z + 1) = y;(w).

Por7,j=(w—1)(z4+1) =0 (m6d w — 1). Por consiguiente j > w — 1.

Por 11, a = zj(w) > wl > w? > nk.

Por XI, m < 2an —n? — 1y, por el teorema anterior, n* < 2an —n? — 1.

Como m y n* son congruentes y menores que el médulo, necesariamente
m =nk.

Supongamos ahora que m = n*. Tomemos w > n, w > k. Se cumple XII.

Sea a = xy—1(w) > 1. Por 7, yy—1(w) = (w—1) =0 (méd w — 1), luego
Yw—1(w) = (w —1)(2 + 1), para un z. Se cumple XIII.

Por 11, a = zy_1(w) > w®"! > nF luego podemos aplicar el teorema
anterior y 2an —n? — 1 > nF = m. Se cumple XI

Sean x = xx(a), y = yx(a). Por 10, x — y(a —n) = n* (mdd 2an — n? — 1).
Se cumple X. Las ecuaciones I-IX se cumplen por 7.30. m

Eliminar la restriccion sobre que m, n y k sean no nulos es un simple ejercicio.
De todos modos en ningiin momento hemos usado mas de lo que acabamos de
probar.
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Introduccion a la teoria
axiomatica de conjuntos

Es un hecho aceptado por practicamente todos los matematicos de hoy en
dia que la matemaética requiere una fundamentacién rigurosa, aunque no mu-
chos sabrian precisar por qué. El desconocimiento de los problemas exactos
que hacen necesaria dicha fundamentacién produce a menudo unas expectativas
desmesuradas, que resultan ser imposibles en virtud de los resultados que hemos
expuesto en la primera parte de este libro. En esta primera parte hemos ido
explicando los problemas que necesitamos resolver, al tiempo que hemos desa-
rrollado las herramientas necesarias para ello; asi mismo hemos discutido las
caracteristicas de un posible proyecto de fundamentaciéon de las matematicas,
tanto las que necesitamos exigir como las que podemos aspirar a conseguir.
Ahora ha llegado el momento de concretar ese proyecto.

Sobre la nocién de conjunto Hoy sabemos que todos los conceptos de la
matemadtica moderna, desde los niimeros naturales hasta las variedades diferen-
ciables, pueden reducirse a la nociéon de conjunto o colecciéon de objetos, es decir,
todos ellos pueden definirse formalmente a partir de éstos. Asi pues, para dar
completo rigor a todas las afirmaciones matematicas basta con dar rigor a las
afirmaciones sobre conjuntos. Ahora bien, los mateméticos se encuentran en su
trabajo con tres “tipos” de conjuntos:

a) Conjuntos de los que podemos hablar informalmente, porque hacen refe-
rencia a colecciones bien definidas sobre las que cualquier afirmacién tiene
un significado objetivo. Por ejemplo, el conjunto N de los niimeros natura-
les. A menudo, para enfatizar que un conjunto pertenece a esta categoria
hemos venido usando y seguiremos usando la palabra “coleccién” en lugar
de “conjunto”.

b) Conjuntos de los que podemos hablar formalmente sin caer en contradic-
ciones, pero a los que no sabemos asignar un significado objetivo. Por
ejemplo, el conjunto PN de todos los subconjuntos de N.

c¢) Conjuntos de los que no podemos hablar sin caer en contradicciones, como
el conjunto V' de todos los conjuntos.
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Ya hemos discutido en varias ocasiones la diferencia entre a) y b). Respecto
de ¢), notemos que el clésico teorema de Cantor afirma que, dado un conjunto
X, el conjunto PX de todos sus subconjuntos tiene mayor nimero de elementos
que X. La prueba es légicamente irrefutable, pero si aplicamos esto al conjunto
V obtenemos una contradiccién, pues PV es un subconjunto de V' y otro teorema
més elemental atin afirma que entonces deberia tener menor o igual niimero de
elementos que V.

Cantor era consciente de este problema, y ello le llevé a distinguir entre lo que
llamé multiplicidades consistentes o conjuntos 'y multiplicidades inconsistentes o
absolutamente infinitas.” Para explicar esta distincién conviene observar antes
otra mas elemental. La coleccion de los niimeros naturales es infinita, lo cual
significa que no podemos recorrerlos todos en la practica, pero esto no nos
impide hacer afirmaciones sobre todos ellos. Ahora bien, una afirmacién sobre
todos los nuimeros naturales puede ser de dos tipos:

e Afirmaciones que involucran sélo una cantidad finita de niimeros naturales,
aunque éstos puedan ser arbitrariamente grandes. Por ejemplo, cuando
probamos que existen infinitos nimeros primos, lo que hacemos es pro-
bar que, dado cualquier niimero natural n, podemos construir un nimero
primo p > n. Se dice entonces que hablamos de un “infinito potencial”.

e Afirmaciones que involucran simultaneamente a todos los nimeros natu-
rales. Por ejemplo, cuando afirmamos que N tiene menos elementos que
PN, estamos estimando el tamafio de la totalidad de los nimeros natu-
rales, comparandolo con el tamano de otro conjunto. Esta afirmacién no
es reducible a afirmaciones sobre conjuntos finitos de nimeros naturales,
aqui estamos tratando a N como un todo, como una colecciéon completada.
Se dice entonces que hablamos de un “infinito actual”.

Toda la teoria de conjuntos cantoriana se basa en la posibilidad de pensar
las colecciones infinitas como totalidades, es decir, la posibilidad de hablar si-
multaneamente de todos sus elementos sin tener en cuenta que no disponemos
de una representacién explicita de dicha totalidad. Las paradojas como la que
acabamos de comentar llevaron a Cantor a la conclusién de que este principio de
actualizacion del infinito no es universal, sino que hay colecciones que podemos
pensar como un todo (los conjuntos) y las que necesariamente hemos de pensar
como no acabadas, y es en este sentido de “esencialmente inacabadas” en el
que hay que entender su nocién de “multiplicidades absolutamente infinitas”.
Son colecciones que s6lo podemos considerar potencialmente, en el sentido de
que podemos hablar de sus elementos, pero que nos llevan a contradicciones si
pretendemos tratarlas actualmente como objetos a los que aplicar los teoremas
de la teorfa de conjuntos.

La distincién de Cantor es muy licida. A menudo se le ha objetado que,
es definitiva, viene a decir que las multiplicidades inconsistentes no existen, por

"Entre éstas tltimas habria que incluir muchas més, aparte de la coleccién de todos los
conjuntos: la de todos los cardinales, la de todos los conjuntos finitos o la de todos los espacios
vectoriales, por citar sélo unas pocas.
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lo que hubiera sido mds afortunado distinguir entre propiedades que definen
conjuntos (como “ser un subconjunto de N”) y propiedades que no definen con-
juntos (como “ser un conjunto”). No obstante, esta critica se desvia del nicleo
del problema y hace blanco en una cuestion superficial. El problema estd en el
paso de las colecciones de tipo a) a las colecciones de tipo b). Si estamos traba-
jando a nivel metamatematico, podemos equiparar “conjunto” con “coleccion
de objetos”, de modo que siempre que tenemos unos objetos bien determinados
podemos hablar de la colecciéon que forman. Pero esto sdlo es vélido mientras
dispongamos de criterios para dar un significado a cada afirmacién sobre la to-
talidad de los objetos que pretendemos considerar como un todo. Cuando no
es asi, cuando no tenemos mas alternativa que emplear la palabra “conjunto”
formalmente, sin ser capaces de atribuirle un significado preciso, entonces debe-
mos tener presente que “conjunto” y “coleccién de objetos” no son sinénimos en
absoluto. Por el contrario, tenemos conjuntos como PN a los que no podemos
atribuirles como significado ninguna coleccién de objetos que conozcamos (cono-
cemos algunas colecciones de objetos que podemos identificar con elementos de
PN, pero no una coleccién de objetos que podamos identificar con la totalidad
de sus elementos) y tenemos colecciones de objetos, como la coleccién de todos
los conjuntos, que no podemos identificar con ningin conjunto.

Para entender esto debemos tener presente que ahora “conjunto” es un
término técnico. Conjuntos son los objetos que estudiamos en teoria de conjun-
tos. Admitiendo que los axiomas de la teoria de conjuntos sean consistentes,
el teorema de completitud nos dice que el término “conjunto” tiene al menos
una interpretacion, y puede demostrarse que en tal caso tiene infinitas interpre-
taciones distintas, es decir, que la teoria de conjuntos tiene infinitos modelos
distintos entre si en el sentido de que para cada par de ellos hay una sentencia
verdadera en uno y falsa en el otro. Si fijamos una interpretacion de la palabra
“conjunto” (un modelo) podemos hablar con toda legitimidad de la coleccién
de todos los conjuntos, es decir, de todos los objetos que hemos acordado en
llamar conjuntos, del universo del modelo. Se trata de una coleccién de objetos
bien definida, y la idea cantoriana de que forman una multiplicidad absoluta-
mente infinita se concreta ahora en que dicha totalidad no puede constituir la
extension —la coleccion de los elementos— de un conjunto y, por consiguiente,
no podemos aplicarle ninguno de los teoremas de la teorfa (que sélo se refieren
a los conjuntos).

De todo esto no se desprende en absoluto que los conjuntos, tal y como los
conciben los matematicos, sean una farsa. Una analogia que puede ser ttil es
la siguiente: la intuicién nos proporciona un significado preciso a las nociones
de “circulo” y “esfera”, pero no a la nocién de “esfera cuatridimensional”. Esto
hace que s6lo podamos conocer formalmente la geometria euclidea de cuatro di-
mensiones. Podemos considerar evidente que una recta y una circunferencia se
cortan a lo sumo en dos puntos o bien demostrarlo a partir de unos axiomas. En
un caso trabajamos informalmente y en el otro formalmente. Sin embargo, sélo
podemos dar sentido riguroso a una afirmacién analoga en dimensiones superio-
res a través de una geometria axiomaéatica. Pese a ello, cualquier distincién entre
la geometria tridimensional euclidea y la geometria cuatridimensional euclidea
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es subjetiva: depende de nuestra capacidad de intuicién, la cual, a su vez, esta
condicionada ya por la psicologia humana, ya por la fisica del mundo en que
vivimos. A priori, nada nos impide suponer que puedan existir seres conscientes
que se representen intuitivamente un espacio de cuatro dimensiones igual que
nosotros nos representemos el espacio de tres dimensiones. Para ellos, la geo-
metria que para nosotros es puramente formal tendria un contenido intuitivo.
Por ello es méas razonable pensar que desde un punto de vista estrictamente ma-
temadtico la geometria tridimensional es idéntica a la cuatridimensional, y que
la distincién “una es intuitiva, la otra no” no tiene contenido geométrico, sino
contenido antropolégico.

Similarmente, podemos considerar que PN es algo que existe objetivamente
en el mismo sentido en que existen las esferas de cuatro dimensiones, algo que
cae fuera del alcance de nuestra intuicién o, por el contrario, pensar que PN es
como un personaje de ficcion, del que podemos hablar coherentemente pero al
que seria ingenuo atribuir una realidad objetiva.

Es crucial que nada de lo dicho hasta ahora ni de lo que diremos en un futuro
proximo aporta nada a la hora de decidir cudl es el caso. Tanto si podemos
atribuir una realidad objetiva a los objetos matematicos abstractos como si no
es asi, la teoria axiomatica de conjuntos es como una novela, en la que se dice
“los conjuntos cumplen esto y lo otro”, pero sin que, por mucho que la leamos,
podamos distinguir si se trata de una novela histérica o una novela de ficcién.
Si es posible encontrar una diferencia, ésta habréd de estar “fuera” de la novela
misma.

Los conjuntos hereditariamente finitos Para comprender mejor las suti-
lezas que hemos estado discutiendo, conviene pensar en una teoria de conjuntos
simplificada, una teoria de conjuntos de la que si tenemos un modelo estandar
metamatemaético.

Definimos Vy = @, es decir, el conjunto vacio, una colecciéon de objetos per-
fectamente definida, desde el momento en que sabemos dar sentido a cualquier
afirmacién sobre la totalidad de sus elementos (cualquiera de tales afirmacio-
nes es verdadera). En general, para cada nimero natural n podemos definir
Vg1 = PV, el conjunto de todos los subconjuntos de V,,. Por ejemplo,

%:{@}7 %:{ga{g}}’ %:{Q’{Q},{{Q}}7{®7{®}}},

y de este modo podemos explicitar los elementos de cualquier V,,. Més aun,
podemos definir HF' como la unién de todos los conjuntos V,,. Los elementos de
HF se llaman conjuntos hereditariamente finitos (porque son conjuntos finitos
formados por conjuntos finitos, formados a su vez por conjuntos finitos, etc.)
Una afirmacion sobre la totalidad de los conjuntos hereditariamente finitos serd
verdadera si la cumplen todos los elementos de V) (esto siempre se cumple),
y todos los de Vi, y todos los de V5, etc. En definitiva, podemos hablar de
los conjuntos hereditariamente finitos sin necesidad de una teoria axiomaética,
sabemos lo que significa cualquier afirmacién sobre ellos con independencia de
si sabemos decidir si es verdadera o falsa.
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Llamaremos rango de un conjunto hereditariamente finito x al minimo na-
tural n tal que x estd en V;,1 1. Asi, & es el tinico conjunto de rango 0, {@} es
el dnico conjunto de rango 1, {{@}} v {&,{@}} son los dos tnicos conjuntos
de rango 2 y, en general, para n > 1, hay 2"~! conjuntos de rango n. Pode-
mos afirmar, pues, que hay infinitos conjuntos hereditariamente finitos. Esta
afirmacion, como todas las anteriores, tiene un significado objetivo claro.

Si a los matemdticos les bastara trabajar con conjuntos hereditariamente
finitos, la teoria axiomédtica de conjuntos serfa inutil, y aun inconveniente. En
efecto, no necesitamos un calculo deductivo para determinar qué afirmaciones
o deducciones son admisibles si por “conjunto” entendemos algo definido con
total precisién, como son los conjuntos hereditariamente finitos. Mas atn, no
necesitariamos un célculo deductivo para convencernos de que no existe el con-
junto de todos los conjuntos, no porque esta colecciéon de objetos no esté bien
definida (sf que lo estd, es HF), sino porque es infinita y, por consiguiente, no es
un conjunto (hereditariamente finito). Si todos los teoremas matemdticos ha-
blaran de conjuntos (hereditariamente finitos) a nadie le chocarfa que muchos
de ellos no fueran aplicables al “conjunto” de todos los conjuntos. En defini-
tiva, las multiplicidades absolutamente infinitas de Cantor serfan simplemente
las colecciones infinitas de conjuntos hereditariamente finitos, de las que seria
injusto decir que no existen o que tienen algo de paraddjico o contradictorio.
Simplemente no formarian parte de los objetos estudiados por la matematica.
Equivalentemente, habria propiedades que definen conjuntos y propiedades que
no definen conjuntos. Las primeras serfan las propiedades satisfechas por una
cantidad finita de conjuntos.

Vamos a construir un lenguaje formal para hablar de HF. La tnica carac-
terfstica relevante de un conjunto de HF es cudles son sus elementos,® por lo que
Unicamente necesitamos un signo eventual, un relator diddico que nos permita
expresar si un conjunto estd o no esta en otro conjunto. “Estd” en griego se dice
goti, y por ello Peano eligi6 la letra épsilon (€) para representar este relator, lo
cual se ha convertido en tradicién.

Si llamamos L al lenguaje formal formado por este relator € mas los signos
usuales, tenemos que HF es un modelo de £ que determina lo que podemos
llamar la interpretacion natural de cada sentencia de L.

Un ejemplo de sentencia verdadera en su interpretacién natural es:

NzyVzA\u(u € z = u=aVu=y).

Esta sentencia significa que, dados dos conjuntos (hereditariamente finitos),
existe un tercer conjunto (hereditariamente finito) cuyos elementos son exacta-
mente los dos conjuntos dados. Es facil ver que es asi. Otra sentencia verdadera
es

-VaAyy € .

8En realidad otro hecho notable es que estamos hablando tinicamente de conjuntos cuyos
elementos son otros conjuntos. Esta es una caracteristica comun a todas las teorfas de conjun-
tos usuales. En principio podriamos admitir conjuntos cuyos elementos no fueran conjuntos,
pero ello sélo complicaria formalmente la teoria sin aportar ningin beneficio.
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Significa que no existe ningin conjunto (hereditariamente finito) que con-
tenga a todos los conjuntos (hereditariamente finitos). Como ya hemos explicado
antes, esto se debe simplemente a que hay infinitos conjuntos hereditariamente
finitos, luego ninguno de ellos puede contenerlos a todos.

La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel La primera teoria axioma-
tica disenada para evitar las paradojas de la teoria de conjuntos la crearon
Whitehead y Russell con el nombre de Principia Mathematica. (1910-13) Su
légica subyacente es desproporcionadamente complicada (es l6gica de orden in-
finito) y no presenta ventaja alguna frente a otras teorfas mucho més simples
que surgieron después. Las primeras teorias razonables fueron disenadas por
Skolem y Fraenkel en los afios veinte a partir de unos axiomas publicados por
Zermelo? en 1908. Su lenguaje formal es el mismo que acabamos de describir
en el apartado anterior. De hecho, todos los axiomas de la teoria de Zermelo-
Fraenkel (ZF) son verdaderos en el modelo HF excepto uno, el que afirma la
existencia de conjuntos infinitos. Si llamamos ZF~ a la teoria que resulta de
suprimir este axioma, tenemos una teoria consistente que admite como modelo
a HF, al que podemos considerar la interpretacion natural de ZF~. Los axiomas
de ZF~ afirman cosas como que dos conjuntos son iguales si y sélo si tienen los
mismos elementos, existe un conjunto sin elementos, para todo conjunto existe
otro que contiene a todos sus subconjuntos, y otros hechos similares.

A partir de estos axiomas pueden probarse teoremas “razonables”, como
que no existe el conjunto de todos los conjuntos. Sucede que ZF~ es una teoria
aritmética recursiva y consistente, por lo que en realidad tiene infinitos modelos
(incluso si anadimos como axioma la no existencia de conjuntos infinitos). Por
ello deciamos antes que si s6lo estuviéramos interesados en los conjuntos heredi-
tariamente finitos, una teoria informal seria preferible a una teoria axiomaética,
ya que las teorias axiomadticas no nos permiten determinar los objetos de los
que hablamos, cosa que si podemos hacer informalmente.

Puesto que, como decimos, HF no cumple el axioma de infinitud, tenemos
que HF no es un modelo de ZF. De hecho, dada la potencia de ZF —en cuyo
seno es posible demostrar todos los teoremas matematicos— los teoremas de
incompletitud nos llevan a que no es posible construir metamatematicamente un
modelo de ZF. Asumir los axiomas de ZF es asumir que existen unos objetos que
comparten un buen nimero de propiedades con los conjuntos hereditariamente
finitos pero que no son los conjuntos hereditariamente finitos, sino que entre
ellos hay conjuntos infinitos. Para ello no basta anadir a nuestro modelo finito
unos cuantos conjuntos mas, sino que los conjuntos que pueden ser generados
una vez suponemos que existe al menos un conjunto infinito son tantos y tan
complejos que no podemos abarcar intuitivamente un universo tan vasto.

9Zermelo disenio su axiomadtica con el fin de clarificar la teorfa Cantoriana, pero consideraba,
que la matemadtica no necesitaba de la 1égica formal. Por ello, su nocién de “propiedad
bien definida” (hoy dirfamos simplemente “férmula”) resultaba oscura. La idea de anadir
los axiomas de Zermelo a un cdlculo de predicados de primer orden con igualador (lo que
nosotros hemos llamado una teorfa axiomética) se debe a Skolem. Fraenkel sustituyé uno de
los axiomas de Zermelo por otro mas fuerte.
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Aqui se pone de manifiesto la utilidad de las teorias axiomédticas. Aunque
no tenemos ningin modelo natural de ZF, eso no resta un apice de rigor a la
teoria. Una vez fijados sus axiomas, los teoremas de ZF son exactamente las
sentencias de su lenguaje formal deducibles a partir de dichos axiomas, donde
las nociones de “sentencia” y “deducible” han sido totalmente precisadas en los
primeros capitulos de este libro. Asi, la sentencia

NzyVzAu(u € z = u=2Vu=y).

es un axioma de ZF. Ahora no tenemos un modelo natural en el que interpre-
tarla. Podemos leer igualmente: “dados dos conjuntos, existe un tercero que
los contiene a ambos y sélo a ambos”. Ahora no sabemos qué queremos decir
exactamente con “conjunto”. Podemos pensar que existen unos objetos llama-
dos conjuntos que cumplen éste y otros hechos similares (muchos de ellos fuera
de nuestra intuicién, como hemos explicado antes), o podemos pensar que esta
sentencia es andloga a aquella de “Una maifiana, tras un sueno agitado, Gregorio
Samsa se desperté convertido en un horrible insecto”, una frase de una novela
de ficcién, una frase coherente, pero de la que seria ingenuo pensar que se refiere
a algo real. La tnica forma de “realizar” la metamorfosis de un empleado en
insecto serfa en una pelicula con efectos especiales, e igualmente podria suceder
que ZF tuviera unicamente modelos con “efectos especiales” que fingieran que
ciertas colecciones son no numerables cuando en realidad son numerables, tal y
como vimos en el capitulo IV que puede hacerse.

Pero lo més importante es que, independientemente de cudl sea el caso, la
teoria axiomatica de conjuntos ZF estd ahi, completamente determinada, in-
mune a esta polémica, proporcionando un camino —presumiblemente— firme
para el desarrollo de la matemaética. Veremos que su capacidad es tal que po-
demos identificar los teoremas admisibles para un matematico con los teoremas
demostrables en ZF.

La teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays-Goédel La teoria de
conjuntos de Frege resulté ser contradictoria porque, para cada férmula ¢(x)
habfa tomado como axioma la férmula \VyAz(z € y < ¢(x)), es decir, que
para toda propiedad existe un conjunto cuyos elementos son exactamente los
conjuntos que cumplen ¢(x). De aqui se sigue la existencia del conjunto de
todos los conjuntos o del conjunto de todos los conjuntos que no se pertenecen
a si mismos, ambos contradictorios.

La teoria de Zermelo-Fraenkel evita estas paradojas con una estrategia po-
licial: no hay en ella nada parecido a un axioma general de existencia de con-
juntos. En su lugar, hay varios axiomas que, bajo ciertas condiciones, permiten
justificar que existen determinados conjuntos. Podriamos decir que “nada existe
salvo que se demuestre lo contrario”. Esto hace que, por una parte, en ocasiones
sea necesario evitar de forma mas o menos forzada toda referencia a un cierto
conjunto hasta el momento en que queda justificada su existencia, lo cual re-
sulta incémodo. Por otra parte, en otras ocasiones nos vemos inducidos a tratar
con colecciones “ilegales”. Para distinguirlas de los conjuntos (las colecciones
“legales”), a las “ilegales” las llamamos clases. Asi, decir que la clase de los
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espacios vectoriales estd contenida en la clase de todos los grupos es una forma
alternativa de decir que todo espacio vectorial es un grupo. Es una forma ilegal
—pues no existe el conjunto de todos los espacios vectoriales ni el conjunto de
todos los grupos—, pero a la vez inofensiva, pues la dltima afirmacién tiene
pleno sentido en la teoria. La consecuencia que extraemos es que el régimen de
censura de Zermelo-Fraenkel es injusto, pues podria relajarse sin perjuicio para
nadie. El problema es determinar hasta qué punto puede relajarse.

La primera teoria de conjuntos “permisiva”’ fue disenada por von Neumann,
aunque en un lenguaje un poco extrano, pues sus términos primitivos eran el
de “funcion” y el de “argumento”. Bernays tradujo esta teoria al lenguaje con-
juntista usual y asi, la teoria de von Neumann-Bernays contenia dos conceptos
bésicos (si se quiere, dos relatores monddicos) el de “clase” y el de “conjunto”.
Las clases son colecciones de conjuntos y la teoria cuenta con un axioma simi-
lar al de Frege: para cada férmula ¢(x) que sélo haga referencia a conjuntos,
existe una clase cuyos elementos son los conjuntos que cumplen ¢(z). Por otra
parte, la teoria cuenta con otros axiomas que, bajo ciertas hipdtesis, permiten
probar que una clase dada se corresponde con un conjunto que tiene los mismos
elementos. De este modo, las “multiplicidades inconsistentes” de Cantor apare-
cen reflejadas en la teoria a través de las clases, que nos permiten hablar de la
clase de todos los grupos o la clase de todos los espacios vectoriales (y —cémo
no—, la clase de todos los conjuntos o la clase de todos los conjuntos que no se
pertenecen a si mismos). Por otra parte, resulta mucho mds cémodo probar de
forma inmediata que existe una clase a la que poder hacer referencia y después
probar con méas cuidado que tiene asociado un conjunto.

La relacién entre clases y conjuntos, que en la teoria de Bernays era un tanto
técnica, fue simplificada notablemente por Goédel. En lo que hoy se conoce como
teoria de von Neumann-Bernays-Gddel, los conjuntos son un tipo particular de
clases, son clases con “derecho de pertenencia’, es decir, se define un conjunto
como una clase que pertenece al menos a otra clase. Probar que una clase es
un conjunto es probar que “tenemos permiso” para tomarla como elemento de
otras clases, esto no depende de ellas misma, sino de los axiomas que especifican
bajo qué condiciones podemos hacerlo.

Por supuesto, NBG tiene sus propias multiplicidades inconsistentes, como
la clase de todas las clases (que puede probarse que no existe), lo que permi-
tirfa hablar de clases de segundo nivel si fuera conveniente, pero en general
los matematicos estdn interesados en estudiar los conjuntos, y para ello les es
atil contar con las clases, mientras que las clases de segundo nivel sélo harian
falta si pretendiéramos tratar a las clases como objeto de estudio y no como un
concepto auxiliar.©

En los capitulos siguientes desarrollaremos con detalle estas ideas, describi-
remos las dos teorias de conjuntos de las que hemos hablado, veremos la relacion
entre ellas, su relacién con la metamatemadtica y, en fin, veremos cémo se resuelve
—o hasta qué punto— el problema de la fundamentaciéon de la matematica.

10En realidad este problema surge en la teoria de categorias, pues sus objetos de estudio
son normalmente clases propias, pero hay formas de resolver el problema que seria complicado
exponer aqui.



Capitulo VIII

Los axiomas de la teoria de
conjuntos

En este capitulo presentaremos las teorias de conjuntos méas importantes
y veremos como a partir de sus axiomas pueden probarse todos los teoremas
bésicos de las matematicas, es decir, los resultados que los matemaéticos dan por
obvios en las demostraciones importantes. De este modo habremos reducido
un mar difuso de resultados supuestamente “evidentes” a unos pocos axiomas.
Esto es imprescindible porque no podemos tener nada por evidente cuando el
concepto central sobre el que giran todas las afirmaciones no estd bien defi-
nido. Empezamos por la teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays-Godel,
donde, como ya hemos explicado en la introduccién, la nocién bésica no es la
de conjunto, sino la de clase, lo cual nos permite incorporar a la teoria las
“multiplicidades inconsistentes” de Cantor, sin m&s precaucién que restringir
los axiomas oportunos a conjuntos, para evitar contradicciones.

8.1 La teoria de conjuntos de von Neumann-
Bernays-Godel

En lo sucesivo L serd un lenguaje formal cuyo tnico signo eventual serd un
relator diadico R?. Usaremos las abreviaturas siguientes:

(tl S tg) = R%tltg (tl ¢ tg) = ﬁR%tltg
AXeta=AX(Xet—a) VXeta=VX(Xetna)
1 1
VXeta=VX(Xetna) ctoX=\YXeY
Usaremos la palabra “clase” para referirnos a un objeto genérico, es decir,
convenimos en que una férmula de tipo AX « se lee “toda clase X cumple o”,

etc. La ultima férmula que hemos definido, cto X, se lee “X es un conjunto”.
Asi pues, hemos definido los conjuntos como las clases que pertenecen al menos
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a otra clase. Naturalmente esto es un recurso técnico sin mas finalidad que la
de simplificar l6gicamente la teorfa. La distincién entre clases y conjuntos no
estd contenida en esta definicién, sino en los axiomas que veremos después y
que determinaran qué propiedades postulamos de las clases en general y cudles
de los conjuntos en particular. Llamaremos clases propias a las clases que no
son conjuntos.

Nombraremos las variables de £ con letras mayusculas y usaremos las mints-
culas para referirnos a conjuntos, es decir

Az a= AX(cto X — «) Vza=VX(ctoX A «)
\l/xaE\l/X(ctoX/\a) zla = X|(cto X A )

Usaremos también las abreviaturas siguientes:

,... . Yol =Z|NuueZ su=Y,V---Vu=Y,)

)=y (M,Y2)={{Vi}, {V1, Yo} (Vi,.... %) =((V1,..., Ynoa), Ya)

(La tultima definicién la damos para n > 3, pero hemos de observar que es
trivialmente vélida si n = 2.)

Un X = Awvw((u,v) € X A (u,w) € X — v =w).

Nota No debemos caer en el error de valorar estas definiciones en mas de lo
que son. Por ejemplo, para demostrar que X € {X, Y} no nos basta la definicién
de {X,Y}, sino que necesitamos algiin axioma que nos garantice que {X,Y} es
una descripcién propia.

Definicion 8.1 Llamaremos teoria de conjuntos bdsica de von Neumann-Ber-
nays-Godel a la teorfa NBG* determinada por los axiomas siguientes:

NBG-1 AXY(Au(ue X < ueY)—X=Y) extensionalidad
NBG-2 AXYVZAu(ue Z —ueX ANuey) interseccién
NBG-3 AXVYAu(u€eY - u¢ X) complemento
NBG-4 AwVyMz(z ey —z=uVr="0) par

NBG-5  VAAzy((z,y) € A=z €y) pertenencia
NBG-6 AAVBAz(x € B < Vy(z,y) € A) dominio

NBG-7  AAVBAzy((z,y) € B« z € A) prod. cartesiano
NBG-8  AAVBAzy((z,y) € B < (y,z) € A) relacién inversa

NBG-9  AAVBAzyz((z,y,2) € B < (y,z,7) € A) permutacién
NBG-10 AAVBAzyz((z,y,2) € B < (z,2,y) € A) permutacién
NBG-11 VzAyy ¢z conjunto vacio
NBG-12  AzVyAuwv(u€evAveExr — uecy) unién

NBG-13  AzA(UnA — VyAu(u € y < Vv € x (v,u) € A)) reemplazo
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Estos no son todos los axiomas de la teorfa NBG, sino que son sélo los
necesarios para que las clases y los conjuntos se comporten como esperamos.
Después faltara anadir algunos més para redondear la teoria, por ejemplo el
que postula la existencia de conjuntos infinitos. Veamos ahora las primeras
consecuencias de estos axiomas.

El axioma NBG-1 es el axioma de extensionalidad, que afirma que si dos cla-
ses tienen los mismos elementos entonces son iguales (el reciproco es un teorema
16gico). La coleccién de elementos de una clase se conoce como su extension, por
lo que el axioma de extensionalidad afirma que dos clases son iguales si y sélo si
tienen la misma extensién o, dicho de otro modo, que podemos identificar cada
clase con su extensiéon y, en definitiva, que las clases pueden ser consideradas
como colecciones de objetos. Sin embargo, nada mads lejos de la realidad que
el reciproco: admitir que toda coleccién de objetos —o incluso de conjuntos—
determina una clase nos lleva directamente a un sin fin de contradicciones. Por
ello necesitamos unos axiomas que postulen la existencia de clases que cumplan
determinados requisitos: han de ser lo suficientemente permisivos como para
que los matemadticos puedan “creer” que toda coleccién determina una clase (o,
dicho de otro modo, para que todas las colecciones que les aparecen a ellos sean
clases), y lo suficientemente restrictivos para que no den lugar a contradicciones.

Los dos primeros axiomas de formacion de clases son NBG-2 y NBG-3. Uno
postula la existencia de la interseccion de dos clases, es decir, la de una tercera
clase que contiene exactamente a los elementos comunes a ambas, y el otro la
existencia de la clase complementaria de una clase dada, es decir, una clase que
contiene exactamente a los conjuntos que no estan en la clase dada. El axioma
de extensionalidad nos da que la interseccién y el complemento son tnicos,
pues dos intersecciones o dos complementos de las mismas clases tendrian los
mismos elementos. A partir de estos dos axiomas se puede probar la existencia
de muchas otras clases. Esbozamos las pruebas en el apartado siguiente.

1) El dlgebra de las clases Las férmulas siguientes son teoremas de NBG*
o bien convenios de notacién.

1) AXYVZAu(ue Z —ueX AueY)  (Por NBG-1, NBG-2)

2) XNY=ZANufueZ—ueXAueY) X interseccién Y

3) ANXYulue XNY —cueXAueyY) (Por 1, 2)

4) /\X\l/Y/\u(u €Y oug¢X) (Por NBG-1, NBG-3)
5 X=Y|AuueyY < ug¢X) Complemento de X

6) AXu(ueX —ué¢X) (Por 4, 5)

) AXYVZAuue Z sue X VueY)  (Z=XNV+ NBG-1)
8) XUuY=ZANuueZ—ueXVueY) X uniénY

9 AXYulue XUY ueXVueyY) (Por 7, 8)
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10) /\XY\I/Z/\u(u €EZ—uecXAugy) (Z = X NY+NBG-1)
11) X\Y=Z|Nu(ueZ—ueXAugY) X menosY

12) AXYu(ue X\Y —ueXAugY) (Por 10, 11)

13) \1/X/\uu ¢ X (X =Y NY+NBG-1)
14) o=X|Auu¢ X Clase vacfa

15) AX(Auu ¢ X — X = 2) (Por 13, 14)

16) \1/X/\uu eX (X = @+NBG-1)

17) V=X|Auue X Clase universal

18) AuueV (Por 15, 16)

Definimos X CY = Au(u € X —u€Y).

Observaciones Conviene incidir en la légica subyacente a estos resultados.
Por ejemplo, 3) se demuestra aplicando a 1) la regla de las descripciones propias,

1
es decir, la interseccién se define como Z | a, 1) prueba que \/Z a, DP nos da

Z|o . ‘
entonces S5 ¢, y esto es 3). Lo mismo vale en los demads casos.

En la prueba de 13 se usa que existe al menos una clase. De acuerdo con
nuestra formalizacién de la légica esto es un teorema légico (podemos probar
VX X = X). En otras variantes del célculo deductivo la existencia de objetos
no es un teorema, pero eso no afecta en este contexto pues el axioma NBG-11
afirma de hecho que existe la clase vacia y ademds es un conjunto.

Todas las propiedades bésicas del dlgebra de clases se demuestran ahora de
forma elemental. Por ejemplo, X NY C X, XUY =Y U X, etc.

2) n-tuplas desordenadas y ordenadas El axioma NBG-4 asegura la exis-
tencia de un conjunto que tiene por elementos a cualquier par de conjuntos
dados (no necesariamente distintos). De él se sigue la existencia de n-tuplas
desordenadas y ordenadas. Las férmulas siguientes son teoremas de NBG* o
convenios de notacion.
1

) AwVYAz(z €Y o x=uVz=v) (NBG-1, NBG-4)
) Nuwvz(z € {u,v} > x=uVr=0v) (Por 1)
3)  Auwvcto{u,v} (Por 1, 2, NBG-4)

1
) (

AXVYANu(u€eY < u=X) Y ={X, X} sictoX,
Y = @ si -cto X)

5 AXu(ue{X} < u=X) (Por 4)

6) AXi - Xpu(we{XjjUu-U{X,}su=X3V---Vu=X,)

(Por induccién)
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1
7 ANX X, VY ANu(ueY cu=X;V---Vu=X,)
(Por 6 y NBG-1)

8) AXi - Xpu(ue{Xy,...,.Xp}cu=X1V---Vu=X,)
(Por 7)

9)  Aucto{u} (Por 3, {u} = {u,u})
10)  Awuvcto(u,v) (Por 3, 9)
11)  Awvwz((u,v) = (w,2) @ u=wAv=2) (Rutina)
12) Azy---zncto(xy, ..., x,) (Por induccién)
13) /\xl-~~mny1~~~yn((w17...,xn) =Yty s Yn) O TL=Y1 A A Tp =Yn)
(Por induccién)
14) Az @pp (@1, T0), Tpgts oy Tngp) = (X142, Tngp))

(Por induccién)

Observaciones 2) y 3) desarrollan el axioma NBG-4, 4)-8) introducen un
convenio técnico: la clase {X1,..., X,,} tiene por elementos a aquellas clases de
entre X1,..., X, que sean conjuntos, pero se reduce a la clase vacia si ninguna
lo es. En cualquier caso, lo cierto es que {Xi,...,X,} tiene sentido. Natu-
ralmente, la prueba de 6) es una induccién metamatemadtica sobre el nimero
de variables. Hemos de tener presente que 6), 7) y 8) no son teoremas, sino
esquemas que recogen infinitos teoremas, uno para cada valor de n. Los ultimos
teoremas muestran que las n-tuplas ordenadas se comportan como cabe esperar,
es decir, (z1,...,z,) es un conjunto que determina y estd determinado por sus
componentes x1,...,x, teniendo en cuenta el orden.

Foérmulas primitivas y normales Segtn explicibamos en la introduccion,
la ventaja principal de la teoria NBG es que en ella es posible demostrar que
toda férmula ¢(x) que habla dnicamente de conjuntos determina una clase cu-
yos elementos son exactamente los conjuntos que cumplen ¢(z). En realidad la
condicién que hemos de imponerle a ¢(z) es ligeramente méds general: puede ha-
cer referencia a clases propias, pero no debe contener ninguna cuantificacion de
tipo “para toda clase” o “existe una clase”. Veamos en qué consiste exactamente
esta condicién.

Definicién 8.2 Una féormula de L es primitiva si esta construida segun las
reglas siguientes:

e X €Y es una féormula primitiva.
e o, a— 3, AX(cto X — a) son primitivas si a y 3 lo son.

Una férmula de £ es normal si es equivalente a una férmula primitiva. El
concepto de férmula normal es relativo a la teoria en que trabajemos: puede
haber férmulas que no sean normales en NBG* y si lo sean en alguna extensién
suya. De momento, normalidad significard normalidad en NBG*.
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Claramente —a, o — 3, a V 3, a A 3, a < 3, Axa, VVza son normales si o
y 3 lo son.

Por NBG-1 se cumple que X =Y < Au(u € X < u€Y), luego X =Y es
normal. Asf mismo, cto X < \/y X =y, luego cto X es normal.

En definitiva, una férmula es normal si no involucra cuantificaciones sobre
clases propias. Asi, una férmula que hable exclusivamente de conjuntos —que
es el caso méas habitual— es normal.

Un término ¢ es normal si la férmula = € ¢ es normal, donde z es cualquier
variable que no esté en t. Claramente, las variables son términos normales.
Ademds se cumple el teorema siguiente:

Teorema 8.3 Si a(X) y t son normales, entonces a(t) es normal (donde la
formula o puede tener libres variables cualesquiera, no sélo X ).

DEMOSTRACION: Por definicién a(X) « 8(X), donde 5(X) es una férmula
primitiva. Entonces a(t) < ((t). Basta ver que §(t) es normal. Lo haremos
por induccién sobre la longitud de 5.

e Si 3 =U €V distinguimos cuatro casos:

— Ni U ni V son X. Entonces 3(t) = 3, luego es primitiva.
— =X €V,donde V # X. Entonces

pty=teV - \Vyly=tAyeV)
= Vy(Au(uet sucy) nyeV),

que es normal por serlo ¢.
— =X € X. Entonces

Bty=tect = Vyly=tryet) = Vy(Auluct sucy) Ayect),

y la ultima férmula es normal.

— 8=U € X,donde U # X. Entonces sea v(Y) una férmula primitiva
equivalente a Y € ¢t. Asi B8(t) = U €t < v(U) y ésta es primitiva.

e Si 8 = —, por hipétesis de induccién v(t) es normal, luego —y(t) también.

e Si =+ — 4, por hipétesis de induccién (t) y §(¢) son normales, luego
B(t) = v(t) — 6(t) también lo es.

e Si 8 = Awy podemos, si es necesario, cambiar la variable u por otra que no
esté en t (pues la férmula resultante es equivalente). Asi, 8(¢t) = Au~(t),
que es normal por serlo (). "

De este teorema se sigue que si t1(X) y t2 son términos normales, entonces
t1(t2) es normal, pues y € ¢1(X) es normal, y € t1(t2) también lo es y, por
definicién, 1 (t2) también lo es.

Con estos resultados es facil probar la normalidad de cualquier expresién
que ciertamente lo sea.
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Ejercicio Probarque X C Y, XNY, XUY, X\Y, {X1,..., X}, (z1,...,2n)
son normales.

3) Clases de n-tuplas El lector deberfa ahora observar el enunciado del
teorema 8.5 y su variante 8.6. Se trata del teorema general que estamos persi-
guiendo, capaz de convencer a todos los matematicos de que cualquier coleccién
de conjuntos es una clase (esto es falso, lo que se cumple es que cualquier co-
leccién de conjuntos definible mediante una férmula que involucre inicamente a
conjuntos es una clase, pero la diferencia es demasiado sutil para que incomode
a un matemético.) Los axiomas NBG-5-NBG-10 son casos particulares de este
teorema y —como vamos a ver— junto con los axiomas que ya hemos tratado,
bastan para demostrar el caso general. Para ello necesitamos extraer algunas
consecuencias de este grupo de axiomas.
Las férmulas siguientes son teoremas de NBG* o convenios de notacién.

1) /\A\l/B/\x(x € B« Vy(z,y) € A) (NBG-1, NBG-6)
2) DA= B|A\z(x € B+ \Vy(z,y) € A) Dominio de A

3) NAz(z € DA« Vy(z,y) € A) (Por 1, 2)

4) /\A\l/B/\a:(J; € B« Vyly,x) € A) (Por 1 y NBG-8)
5) RA=B|A\z(z € B+ Vy(y,z) € A) Rangode A

6) AAx(z € RA «— Vy(y,z) € A) (Por 4, 5)

7)) NAVBAzy((z,y) € By € A) (NBG-7,NBG-8)
8) a) NAVBAzyz((x,y,2) € B < (2,y)

(z,y) € A)
b) AAVBAzyz((z,2,y) € B < (z,y) € A)
¢) NAVBAzyz((z,x,y) € B < (z,y) € A)

(ANAVBAwz((w,2) € B < w € A) por NBG-7. Haciendo w = (z,vy)
tenemos a) y, aplicando NBG-9, NBG-10 se siguen b) y ¢).)

9) /\A\/B/\xl "'xny(('rlw"?xnay) €B«— (x].’"'axn> € A)
Por NBG-7, haciendo = = (z1, ..., Zy).

10) AAVBAz1 -2y yk(@1, .. @ns 1, uk) € B (21,...,20) € A)
(Por 9 aplicado k veces.)

11) ANAVBAzi -z, y((21,.. ., 20 1,9,2,) € B < (x1,...,7,) € A)
(Por 8 b.)

12)  AAVBAzi - znyr - up((@1, - Tne1,Y1, - Uy n) € B (z1,...,20) € A)
(Por 11 aplicado k veces.)

13)  AAVBAy1 - ye 1 22((y1, - - -, Yk, T1,22) € B (21, 22) € A)
(Por 8 c.)
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Notemos que a partir de 7) no tenemos unicidad, pues, por ejemplo, puede
haber dos clases que cumplan lo que 7) pide a B pero que difieran en elementos
que no sean pares ordenados.

Formacion de clases Ahora ya podemos encaminarnos a demostrar el teo-
rema 8.5. El nicleo de la prueba esta en el teorema siguiente:

Teorema 8.4 Consideremos una formula primitiva ¢(x1,...,x,). Entonces

E VAAz -z (21, 20) € Ao @, .., 1))

NBG

DEMOSTRACION: Sean Y7, ...,Y,, las variables libres distintas de z1, ..., z,
que haya en ¢. Podemos suponer que ¢ tiene libre alguna de las variables
x;, pues de lo contrario sirve A =V o A = @. Asi mismo podemos suponer
que las variables Y; no aparecen nunca como primer término de un relator de
pertenencia, pues Y; € t puede sustituirse por la férmula Va(z =Y; Ax =1t) y
a su vez esto se sustituye por

“Ar=(Au(u € x > ueY;) ANw €t),

que sigue siendo primitiva. Similarmente podemos exigir que no haya subfér-
mulas de tipo X € X. Sea, pues, ¢ una férmula primitiva en estas condiciones.
Demostraremos el teorema por induccién sobre la longitud de ¢.

a) Si ¢ =z, € x4 entonces 7 < s o bien s < r. Segun el caso obtenemos

VEAz,2s((x,25) € F < 2, € x4) (por NBG-5)
VFN\z,xs((2s,2,) € F < 2, € 1) (por NBG-5, NBG-8)

En otros términos, si llamamos p al menor de r, s y ¢ al mayor de ambos,
se cumple
VENzpz,((zp,2g) € F < ¢(x1,...,T,)).

Si p # 1 aplicamos' 3.13 para concluir
VE N zpzg((@1,. .., xp,2q) € Fi & ¢(x1,...,20)).
Si q¢ # p+ 1 aplicamos 3.12 para concluir
VE ANz - xy((21,. .. 1) € Fo = ¢(z1,...,20)).

Si q¢ # n aplicamos 3.10 y obtenemos

VA Az1 -z (21, .. 20) € Ao d(a1, ..., 20)).

1Esta referencia y las que siguen remiten a los teoremas del apartado 3 de esta misma
seccion.
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b) Si ¢ = z, € Y distinguimos el caso n = r = 1, que es trivial, pues
Az1((z1) € Yy < 21 € Yy), luego VAAz1((z1) € A & 21 € V).

Sin # 1, o bien r # n, y entonces por NBG-7

\/A/\xrerrl((xmerrl) S A — Ty S Yk),
o bien r = n, y entonces aplicamos 3.7:

\/A/\xrflxr((xrfl,xr) €A Typ € Yk)

En ambos casos, aplicando 3.13 y 3.10 llegamos a
VAANz1 -2 ((21, .. 20) € A (a1, ..., 20)).

c) Sigp =, ¢ =x — 1, o bien ¢ = Az, en el tltimo caso podemos
suponer que x # x; para todo i. Por hipdtesis de induccién
\/B/\xl o 'Z‘n((ﬂ?l, s 7xn) €B < w(xla s axn))7
VCAxy -z ((21, ... 20) € C e x(21,...,22)),
VDAzy - xp (21, ..., T, ) € D < O(xq,...,2,,7)).

Si ¢ = b tenemos VAAzy - zn((21,...,20) € A & @(x1,...,2,)) sin
mds que tomar A = B. Si ¢ = x — 1t llegamos a la misma conclusién
tomando A = CUD y si ¢ = Az 6 damos varios pasos:

VEAzy - z,((21,...,2,) € E < Va (21,...,25,2) € D) (E=DD)
VAAz: -2 ((z1, ... 20) € A =V (21,...,20,2) € D) (A= E),

es decir, VAAz1 -2, ((21,...,2,) € A = Axf(x1,...,2,,7)), como
queriamos probar. n

En el teorema anterior no tenemos unicidad en A porque puede haber otras
clases con las mismas n-tuplas que cumplan lo mismo. Si nos restringimos a
una variable el axioma de extensionalidad nos da la unicidad. Ademads, pasando
a una férmula primitiva equivalente, es claro que el teorema vale para férmulas
normales cualesquiera.

Teorema 8.5 (Teorema general de formacién de clases) Si ¢(z) es una
formula normal (con cualesquiera variables libres)

VY Aa( e Y o o(a))
Definimos
{x|¢(x)} =Y |N\e(z €Y < ¢(x)).

De este modo, aplicando la regla de las descripciones propias al teorema
anterior, concluimos:
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Teorema 8.6 Si ¢(z) es una formula normal
Nz e {z | ¢(2)} < d(x)).

A su vez, de aqui podemos obtener clases formadas inicamente por n-tuplas,
para las que también tenemos unicidad. Concretamente, definimos

{(@1,...,x0) | d(z1,. . zn)y ={z | Vi zn (@ = (z1,...,20) A d(1,...,20))}.

Claramente, si ¢(x1,...,2T,) es una férmula normal,
NIL_G* /\fﬂ((ﬂ € {(1’13 s 7xn) | ¢(l’1, . ,:L'n)}

— \/$1 T (J? = (331,...,.13") A ¢($1,...,$n)),
y también

oAz (2, ) € {(21y 1) | @2, 1)} e BT, ).

NBG*

Nota Es claro que si ¢(x) es una férmula normal, entonces {z | ¢(z)} es un
término normal. Notemos también que para que {x | ¢(z)} esté bien definida (es
decir, para que sea una descripcién propia) no es necesario que ¢(x) sea normal.
Basta con que lo sea ctox A ¢(z), pues ambas férmulas definen la misma clase.

Definimos el producto cartesiano de n clases como
Yix- - xY,={(z1,...,zn) |21 EVI A Ay €Y}

El lector deber ahora ojear el apéndice A, donde hemos recogido los con-
ceptos y resultados bésicos de la teoria de conjuntos que sin duda ya conoce, y
comprobar que todos ellos son claramente? teoremas de NBG*. En lo que sigue
los usaremos siempre que convenga.

La teoria de conjuntos de Morse-Kelley Ahora es claro que NBG* admite
la siguiente axiomatizacion alternativa:

DAXY(ANu(ue X sueY)—X=Y) (extensionalidad)
2) Para toda férmula primitiva ¢(x) (donde Y no estd libre)
VY Az(z €Y < ¢(z)) (formacién de clases)
3) Nuw\VyNz(z ey sz =uV =) (par)
4) VzAyy ¢ z (conjunto vacio)
5 AzVyAuwv(u € v Av €z — u€y) (unién)

6) ArA(UnA — VyAu(u € y < Vv € 2 (v,u) € A)) (reemplazo)

2Los resultados sobre conjuntos cociente requieren algunos hechos adicionales que discuti-
remos en el apartado sobre formacién de conjuntos, mas abajo.
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En efecto, partiendo del esquema de formacién de clases como axioma, te-
nemos inmediatamente los teoremas 8.5 y 8.6, los cuales nos permiten a su vez
demostrar la existencia de las clases que postulan los axiomas que hemos elimi-
nado. Por ejemplo, la interseccion y la unién de dos clases puede definirse ahora
como

XNY={ulueXAueY}, XUY={u|lueXVueY}.
La clase vacia y la clase universal admiten ahora las definiciones duales:
g={z|z#uz}, V={z|z=ux}

Esta es la forma més habitual y més simple de presentar NBG*. Al pre-
sentarla como lo hemos hecho hemos probado algo nada obvio desde este otro
punto de vista: que NBG* es finitamente axiomatizable. Concretamente, lo
que hemos probado es que bastan unos pocos casos particulares del esquema de
formacion de clases para demostrar a partir de ellos todos los demés. Vista asi,
la restriccion a férmulas primitivas del esquema de formacion de clases parece
artificial. Mdas adelante veremos que tiene una interpretacién muy importante,
pero lo cierto es que nada nos impide eliminarla:

Se llama teoria de conjuntos de Morse-Kelley (bésica) a la teorfa axiomética
MK* cuyos axiomas son los anteriores eliminando la restriccién a férmulas pri-
mitivas en el esquema axiomdtico 2).

Obviamente todo teorema de NBG* lo es de MK*. Veremos que si ambas
teorias son consistentes, el reciproco no es cierto. Ademas puede probarse que
MK* no es finitamente axiomatizable.

Formacién de conjuntos El teorema de formacion de clases (o axioma, si se
prefiere) nos permite introducir como clases todas las colecciones de conjuntos
que un matematico puede necesitar, pero para esto sirva de algo nos falta una
serie de teoremas que garanticen que la mayoria de estas clases son de hecho
conjuntos. Estos teoremas se siguen de los axiomas de formacién de conjuntos.
Ya hemos estudiado uno de ellos: el axioma del par, del cual hemos deducido que
las n-tuplas desordenadas y ordenadas son conjuntos. Los tres ultimos axiomas
de NBG* son también axiomas de formacién de conjuntos, as{ como varios de
los axiomas que faltan para completar la teoria de NBG.

Por ejemplo, NBG-11 afirma que la clase vacia es un conjunto. De hecho, es
el tnico de los axiomas de NBG* que postula la existencia de un conjunto. Si lo
elimindramos, un modelo de la teoria resultante estaria formado por una unica
clase sin elementos, que serfa a la vez la clase vacia y la clase universal. Por el
contrario, a partir del axioma del conjunto vacio podemos probar la existencia
de infinitos conjuntos:

» {9}, {91}

En general, podemos probar la existencia de cualquier conjunto hereditaria-
mente finito.

16}
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El axioma més importante de formacion de conjuntos es el axioma de reem-
plazo NBG-13. La forma en que lo hemos enunciado se debe a que es conveniente
que la estructura logica de los axiomas sea la més simple posible, pero a la hora
de trabajar con él conviene reformularlo en términos mas practicos. Observe-
mos que si F': A — B es una aplicacién suprayectiva, entonces F' satisface la
definicién de clase univoca que aparece en la hipdtesis de NBG-13. Si ademds
suponemos que A es un conjunto podemos concluir que

VyAu(u € y = Vv e AF(v) = u),

pero, como F es suprayectiva, esto equivale claramente a \/yy = B o, dicho de
otro modo, a que B sea un conjunto. En definitiva tenemos:

Teorema 8.7 Si F' : A — B es una aplicacion suprayectiva y A es un con-
junto, entonces B también es un conjunto.

Este es esencialmente el contenido del axioma de reemplazo: si podemos
“cubrir” los elementos de una clase B con las imagenes de los elementos de un
conjunto A mediante una aplicacién, entonces B es un conjunto. En general,
cuando citemos el axioma del reemplazo nos referiremos al teorema anterior.

Como primera aplicacién tenemos:
Teorema 8.8 Si A es un conjunto y B C A, entonces B es un conjunto.

DEMOSTRACION: Si B = @, entonces ya sabemos que es un conjunto. En
caso contrario tomamos b € B y definimos la aplicacién F : A — B mediante?

izeB
Fz) — {a: s% T ,
() a siz ¢ B.
Es claro que F es suprayectiva, luego por el teorema anterior B es un con-
junto. n

En particular esto implica que la interseccién de conjuntos es un conjunto,
pues estd contenida en cualquiera de ellos.

El axioma del reemplazo no nos permite probar que la unién de conjuntos
es un conjunto, ya que en general no podemos “cubrir” la unién con uno de los
conjuntos que la forman. Por ello necesitamos un axioma especifico, de hecho
algo mas general, como es NBG-12.

Si definimos |Jz = {u | Vv € zu € v}, entonces NBG-12 equivale a que

Az ctoJ .

Puesto que x Uy = |J{z,y}, el axioma del par junto con el axioma de la
unién implican que la unién de conjuntos es un conjunto.

Ms4s en general, si t(v) es un término normal, definimos

Utlw)={u|Vve Xuetq)}

veX

3Es facil reducir definiciones como ésta al teorema general de formacién de clases. Por
ejemplo, en este caso seria F' = {(u,v) | (€ BAv=u)V (u€ A\ BAv=>b)}.
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y se cumple que

Az(Av € x ctot(v) — cto | t(v)). (8.1)

veET

En efecto, podemos definir la clase

B={y|Vvery=t@)}

junto con la aplicacién F : x — B dada por F(v) = t(v) (notemos que tanto
en la definicién de B como en la de F' usamos que ¢ es normal). Claramente
F' es suprayectiva, luego el axioma del reemplazo nos da que B es un conjunto,
luego el axioma de la unién nos permite concluir que también lo es

UB = U t(v).

vET

(Notemos que en la tdltima igualdad se usa la hipétesis Av € x ctot(v).)
| ]

A su vez con todo esto podemos probar:
Teorema 8.9 Si A y B son conjuntos, entonces también lo es A x B.

DEMOSTRACION: Para cada a € A, la aplicacién F : B — {a} x B dada
por F(b) = (a,b) es claramente biyectiva, luego Aa € A cto{a} x B. Puesto
que {a} x B es ciertamente un término normal, podemos aplicar el resultado

anterior y concluir que

AxB= |J{a} xB
acA

es un conjunto. [

Ahora es claro que toda relacién en un conjunto es un conjunto, o que una
funcién es un conjunto si y sélo si lo es su dominio. También es facil probar
que si A es un conjunto y R es una relacion de equivalencia en A, entonces el
cociente A/R es un conjunto. En efecto, basta aplicar el axioma del reemplazo
a la aplicacién F : A — A/R dada por F(a) = [a].

Clases propias La existencia de clases propias es una consecuencia inmediata
del teorema (o axioma) de formacién de clases. En efecto, basta considerar la
clase que da lugar a la paradoja de Russell:

R={z|z ¢z}

Ciertamente estd bien definida, porque = ¢ = es una férmula normal, y no
puede ser un conjunto pues, en tal caso, serfa R € R < R ¢ R, lo cual es una
contradiccién. Por consiguiente, R ha de ser una clase propia y en particular
R ¢ R.

Los teoremas del apartado anterior nos permiten construir muchas mas clases
propias. Por ejemplo, la clase universal V no puede ser un conjunto, ya que si
lo fuera R C V también lo seria. A su vez esto implica que si z es un conjunto
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entonces V\ z ha de ser una clase propia, ya que en caso contrario V = zU(V\x)
seria un conjunto. En general, cualquier clase biyectable con la clase universal es
una clase propia. Es el caso de la clase de todos los conjuntos con un elemento.
La biyeccién es z — {z}. Asi se pueden poner muchos ejemplos més.

8.2 La teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel

En un sentido que precisaremos después, la teoria de Zermelo-Fraenkel habla
de los mismos conjuntos que la de von Neumann-Bernays-Godel, pero prescin-
diendo de las clases propias.

Definicién 8.10 Llamaremos teoria de conjuntos (bésica) de Zermelo-Fraenkel
a la teorfa axiomatica ZF* cuyo lenguaje formal es el mismo de NBG* y que
consta de los axiomas siguientes:

7Pl NUVIAX(X €U > X €V) - U =V) (
ZF2 ANXYVZNUUe€eZ—~U=XVU=Y) (par)
ZF3 VYAXX ¢Y (
7ZF-4 AXVYANU(U EY o VV(U €V AV € X)) (unidn)

extensionalidad)

vacio)

ZF-5 Para toda férmula ¢(X,Y") (quizd con més variables libres)
AXYZ($(X,Y) A §(X.Z) = Y = Z) —
NAVBAY (Y € B~ VX € A¢(X,Y)) (reemplazo)

Observaciones El axioma ZF-1 es el axioma de extensionalidad, y desempena
el mismo papel que su analogo en NBG*. Observemos que la versién de ZF del
axioma del par implica que AXVY X €Y es decir, que toda clase es un conjunto
0, dicho de otra manera, que aqui la distincién entre clase y conjunto carece de
valor. Por ello hablaremos tinicamente de conjuntos y usaremos indistintamente
letras maytisculas o mintisculas como variables.

Anélogamente a lo que hemos visto en NBG*, del axioma del par se sigue
que {z}, {z,y} y (z,y) son descripciones propias* que se comportan como deben
comportarse. Mas concretamente, tenemos los teoremas siguientes:

1) Azu(u e {z} s u=u2z) (Por ZF-1, ZF-2)
2) Azyu(U € {z,y} u=aVu=y) (Por ZF-1, ZF-2)
3)  Aryzw((z,y) = (z,w) > x=2Ay=w) (Comoen NBG*)

El axioma del conjunto vacio nos da que & es una descripcion propia, es decir,
podemos probar que Azz ¢ @. En esta teorfa no disponemos de un andlogo
al teorema de formacién de clases, por lo que los teoremas de existencia de

4Podemos tomar las mismas definiciones en ZF* y en NBG* de todos los conceptos conjun-
tistas, aunque de hecho las definiciones pueden simplificarse formalmente en ZF* eliminando
todas las restricciones a conjuntos, que ahora son superfluas.
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conjuntos dependen principalmente del axioma del reemplazo. Si lo observamos
con detenimiento, vemos que el papel que en NBG* desempena una clase univoca
A, aqui lo desempetia una férmula ¢(z,y) a la que exigimos una condicién de
unicidad. Observemos que en NBG*, si ¢(x, y) es una férmula normal, se cumple
que

Neyz(¢(z,y) A d(z,2) =y = 2) = Un{(z,y) | ¢(x,)},

y el caso particular del axioma de reemplazo en ZF* asociado a la férmula
¢(x,y) nos lleva a la misma conclusién que el axioma de reemplazo en NBG*
particularizado a la clase A = {(z,y) | ¢(z,y)}. Del axioma del reemplazo se
deduce una version limitada del teorema de formacién de clases:

Teorema 8.11 (Esquema de especificacién) Para toda formula ¢(z) (tal
vez con mds variables libres) la formula siguiente es un teorema de ZF*:

NAVBAz(z € B < x € AN ¢(z)).
DEMOSTRACION: Distingamos dos casos:
-Vz € Ag(z) vV Vx € Ag(z).

En el primer caso B = & cumple el teorema, en el segundo sea b € A A ¢(b).
Consideramos la féormula ¥ (z,y) = (¢(x) Ay =) V (m¢(x) Ay =b). Por ZF-5
VBAy(y € B < Vx(x € AA(z,y))), de donde

VBAy(y € B—ye AN ¢y)).

La unicidad se sigue del axioma de extensionalidad. m

Observaciones Zermelo tomé como axioma el esquema de especificacion y
no consideré el axioma del reemplazo. Este fue incorporado por Fraenkel, con
lo que el esquema de especificacién dejaba de ser un axioma y se convertia en
un teorema.

Conviene comparar la prueba del teorema anterior con la del teorema 8.8.
Mas concretamente, consideremos el caso en que tenemos un conjunto A en
NBG* y queremos probar que la subclase B = {z € B | ¢(z)} es un conjunto. Es
la situacién equivalente a la del teorema anterior, donde tenemos A y queremos
probar que existe B. El caso =\/x € A¢(x) equivale a B = &, y lo tratamos
como en 8.8, mediante el axioma del conjunto vacio. En el otro caso, al tomar
un b € A tal que ¢(b), estamos tomando un b € B (sélo que aqui no podemos
nombrar a B, porque atin no hemos demostrado que existe). Aplicar el axioma
del reemplazo a la férmula ¢ (z, y) es el equivalente a aplicar en NBG* el axioma
del reemplazo a la clase

F={(y) Y y)} ={(y) | (e Bry=2)V(r¢ BNy =0)},
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z |4 .’ . .
pero ésta es exactamente® la funcién F' a la que aplicamos el axioma de reem-
plazo en 8.8.

En definitiva, en ZF* no podemos garantizar que una férmula determine un
conjunto (en general esto es falso), pero si es cierto que determina —especifica—
un subconjunto de cualquier conjunto dado. Para enfatizar que necesitamos
tener un conjunto mayor dado de antemano a la hora de aplicar el esquema de
especificacién conviene introducir la notacién

{reA|px)y={z|xze AN px)}.

El esquema de especificaciéon nos asegura que estos términos siempre son
descripciones propias, es decir, para toda férmula ¢(X) (quizé con més variables
libres) tenemos que

NAz(z € {z € A| ¢(z)} <z € AN ¢(x)).

El esquema de especificacion asegura la existencia de la interseccion de dos
conjuntos, pues
zNy={ucz|uecy}

Al igual que ocurria en NBG*, la unién se escapa del alcance del axioma del
reemplazo y requiere un axioma propio. El axioma ZF-4 nos asegura que |Jz
es una descripcién propia para todo conjunto z y, aplicado a un par z = {z, y},
nos da que existe la unién de dos conjuntos cualesquiera, es decir,

Nzyu(u e zUy —ue€xVuceEy).

Estamos siguiendo punto por punto el camino que hemos seguido en el apar-
tado de formacién de conjuntos de la seccién anterior. Segun esto, el siguiente
paso es probar que, para todo término #(x) (quizd con mds variables libres)

J #(v) es una descripcién propia. Més concretamente, hemos de probar que
veET

VyAu(u € y < Vv € zu € t(v)).

Para ello, en NBG* considerdbamos la clase B = {y | Vv € zy = t(v)}
y probabamos que es un conjunto mediante el axioma del reemplazo. Ahora
hemos de probar que existe este conjunto mediante el axioma del reemplazo.
Concretamente lo aplicamos a la férmula ¢(z, y) = y = t(x). Claramente cumple
la hipdtesis de unicidad, por lo que obtenemos

VBAy(y € B - Vv eay=t)).

Ahora aplicamos el axioma de la unién a B y obtenemos el conjunto y que
buscamos. -

5En realidad esta F corresponde a la férmula z € B A ¢(z, y). Podriamos haber usado esta
férmula en lugar de 1 en la prueba del teorema de especificacién y asi el paralelismo habria
sido completo, pero no lo hemos hecho porque hubiera sido una complicacién innecesaria.
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El lector deberia comprobar que ha captado en la practica la analogia entre
NBG* y ZF* traduciendo la prueba en NBG* de que el producto cartesiano
de conjuntos es un conjunto a una prueba en ZF* de que existe el producto
cartesiano de dos conjuntos cualesquiera, es decir, hay que probar que

1
AzyVzAw(w € z = Vuv(u € 2 Av €y Aw = (u,v))).
De aqui se sigue que x X y es una descripcién propia, es decir, que
Nzyw(w € z xy < Vuv(u € z Av €y Aw=(u,v))).

Otro concepto cuya existencia no puede justificarse por especificaciéon es el
de dominio de una funcién. Més en general, se cumple que, para todo conjunto f
(tanto si es una funcién como si no), existe otro conjunto formado por las pri-
meras componentes de los pares ordenados que contenga f. En NBG* esto se
demuestra considerando el subconjunto P = {z € f | Vuvx = (u,v)} (cuya exis-
tencia en ZF* se tiene por especificacién) y después la aplicacién g : P — D f
dada por g(u,v) = u. El andlogo en ZF* de esta aplicacién g es la férmula que
la define, es decir, ¢(x,y) = V22 = (y,2). Aplicando el axioma del reemplazo
asociado a ¢ obtenemos

VBAy(y € B~ Vz € P\zz = (y,2)),

lo que claramente equivale a \/BAy(y € B < Vz(y,2) € f). El axioma de
extensionalidad nos da la unicidad y, por consiguiente, Df es una descripcién
propia, es decir,

Afyly € Df < Vz(y,2) € f).
En realidad podriamos habernos ahorrado la definiciéon de P y haber traba-

jado con f en su lugar. Similarmente se prueba la existencia del rango de un
conjunto.

Ejercicio: Demostrar la existencia del inverso ! de un conjunto z, es decir,
1
NzVyAz(z € y = Vuv(z = (u,v) A (v,u) € ).

Con esto ya es inmediato que todos los resultados del apéndice A son de-
finiciones licitas y teoremas de ZF*. El tnico punto donde hemos de usar el
axioma del reemplazo (de forma obvia) es a la hora de justificar la existencia
del conjunto cociente de una relacién de equivalencia.

Clases propias en ZF En principio, las clases que en NBG* resultan ser
conjuntos no tienen equivalente en ZF*. Asi, por ejemplo, el andlogo en ZF* al
teorema que afirma que la clase R = {x | ¢ x} no es un conjunto es el teorema

-VRAz(x € R < x ¢ z).
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El argumento es claro: si existiera tal R tendriamos R € R <~ R ¢ R.
Similarmente, podemos probar que

-VVAzz €V,

pues si existiera tal conjunto V' por especificacién tendriamos la existencia del
conjunto R que acabamos de probar que no existe.

De este modo, en ZF* se puede probar que no existe el conjunto de todos los
grupos o el conjunto de todos los espacios vectoriales y, en general, cualquiera
de las “multiplicidades inconsistentes” de Cantor. Esta es la forma que tiene la
teoria de Zermelo-Fraenkel de evitar las paradojas. Sin embargo, esto no impide
que los matematicos puedan hablar de la clase de todos los grupos o la clase de
todos los espacios vectoriales, aunque sea violando los principios de la teoria.
Vamos a ver cémo puede hacerse esto sin poner en peligro el edificio que hemos
construido.

Definimos una clase como una férmula ¢(x,x1,...,z,) del lenguaje de la
teoria de conjuntos en la que hemos destacado una variable libre z. Cuando
pensemos en una férmula como clase, usaremos la notacién alternativa

{z | o(x,21,...,20)},

lo cual no es mds que una forma conveniente de referirnos a la férmula ¢(z),
indicando al mismo tiempo que la variable destacada es x. Recordemos que una
clase no es una férmula, sino una férmula con una variable destacada. Si ¢(x,y)
tiene dos variables libres, con ella podemos determinar dos clases, a saber,

{z]o(z,y)} v Aylé(z,y)}

Si A(z1,...,xn) = {x | ¢(z,21,...,2,)} es una clase, convenimos en que
x € Alxy,...,x,) = ¢(x,21,...,2,). Por ejemplo, si

A={z|Vyz(y #2 N {y,2z} Cx)}, B={x|Vyzz C{y, z}},

(podemos leer: A es “la clase de todos los conjuntos con al menos dos elementos”
y que B es “la clase de todos los conjuntos con a lo sumo dos elementos”), las
sentencias @ ¢ A, @ € B son teoremas de ZF*. En efecto, @ ¢ A no es mds
que una forma de nombrar la sentencia =\ yz(y # 2z A {y,2} C @) y @ € B es

Vyz@ C {y,z}.

Ejercicio: Probar en ZF* que no existen conjuntos que contengan a todos los conjun-
tos con al menos dos elementos ni a todos los conjuntos con a lo sumo dos elementos.

De este modo, cualquier féormula que contenga a A o a B o a cualquier otra
clase a la derecha de uno o varios relatores de pertenencia puede ser interpretada
de forma tinica como una férmula del lenguaje de la teoria de conjuntos (sin méds
que cambiar x € A por la férmula que define a A). Por ejemplo, se cumple que

{z | Vyzz = {y,2}} C B,
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pues esta sentencia es, mas explicitamente,

Ne(w € {z [ Vyzz ={y,2}} >z € B),

y al sustituir las clases por las formulas que las definen obtenemos ciertamente
un teorema.

Podemos admitir clases como complementos del igualador si convenimos que,
entre clases, A = B es, por definicién, Au(u € A < u € B), y andlogamente si
A es una clase y B un conjunto o al revés. La practica totalidad de los conceptos
conjuntistas se puede aplicar a clases propias de forma natural. Por ejemplo, la
sentencia

ANB={x|Vyzz={y,2}}

se interpreta como
Ne(x e ANz € Bexze{z|\Vyzz={y,z2}}),

y esto es claramente un teorema. No vamos a teorizar sobre qué condiciones
ha de cumplir una férmula que involucre clases para que pueda ser interpretada
como una férmula con sentido en ZF*. En ultimo extremo, sistematizar el uso
de clases propias en ZF* es trabajar en NBG*. No obstante, no necesitamos
una teorfa general para interpretar adecuadamente féormulas concretas como las
anteriores. En cualquier caso, no podemos dejar de ser conscientes de que las
clases —pese a que las tratemos como tales— no son términos del lenguaje de
la teoria de conjuntos, sino férmulas. Por ello, la sentencia

Nw(w # A)

es un teorema de ZF* y no conduce a ninguna contradiccién. Sélo expresa el
hecho de que ningiin conjunto contiene a todos los conjuntos con al menos dos
elementos. Para deducir de aqui una contradiccién tendriamos que sustituir la
variable w por A para llegar a A # A, pero esto no es licito, porque A no es
un término que podamos sustituir por una variable. Esto se ve mas claro si
desarrollamos la sentencia:

Nw=Na(z € w = Vyz(y # 2 Ay, 2} C 2)).

., Qué podriamos sustituir aqui para tener una contradicciéon? Lo que hemos
de tener claro es que en la expresiéon Aw(w # A) parece que podamos sustituir
w por A pero, al verla méas de cerca, comprendemos que es sélo una apariencia.
En realidad no hay nada que sustituir por nada.

El lector deberia comprobar que todos los conceptos que hemos definido para
clases en NBG* (incluidos los del apéndice A) tienen sentido también en ZF*.

Ejercicio: En ZF*. sea V = {x | © = z} la clase universal y sea F : V — A la
aplicacién dada por F(z) = {(z,9), (z,{@})}. Escribir explicitamente la férmula que
define a F'. Probar que F' es una aplicacién inyectiva.

En términos de clases, el axioma del reemplazo puede enunciarse de forma
mucho més parecida al de NBG*:
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Teorema 8.12 Sean F' y B clases. Entonces
NA(F : A — B suprayectiva — \/x x = B).

DEMOSTRACION: Sea F' = {x | ¢(x)}. El hecho de que F sea una funcién
implica que (u,v) € F A (u,w) € F — v = w, pero esto es lo mismo que

(u,
T

d(u,v) A plu,w) — v = w. Asf pues, la férmula ¢(u,v) = S v)(;ﬁ cumple la

hipdtesis del axioma de reemplazo, luego

VzAu(u € z < Vv € Ag(u,v)),

es decir, VzAu(u € z < \/v € Au= F(v)). El hecho de que F sea suprayectiva
nos da que \VxAu(u € x < u € B), lo que equivale a \/zz = B. "

Usando esta versién del axioma del reemplazo las pruebas que lo utilizan se
vuelven practicamente idénticas a sus andlogas en NBG*. Notemos que hemos
separado F'y B en las hipdtesis del teorema. Mas detalladamente, su estructura
es la siguiente: fijadas dos clases F' 'y B (es decir, dos férmulas) la férmula
NA(F : A — B suprayectiva — \/zz = B) es un teorema de ZF*. Tenemos
un teorema distinto para cada eleccion de las clases F' y A, infinitos teoremas
en total, no un tnico teorema. Serfa absurdo escribir AFBA(:- -, tan absurdo
como si escribiéramos Az = xBA(- - -, porque F no es una variable que podamos
cuantificar, es una férmula. En general, no tiene sentido cuantificar sobre clases
propias. Un “para toda clase” sélo tiene sentido a nivel metamatematico como
en el teorema anterior: “para toda clase, la férmula siguiente es un teorema”.

En realidad, la razén dltima de que este uso de clases en ZF* sea consistente
es que existe NBG*, en el mismo sentido en que los antiguos algebristas podian
manejar con tanta seguridad los niimeros imaginarios gracias a que existe la
teorfa de los niimeros complejos (aunque ellos no la conocieran como tal teoria).
En el capitulo siguiente profundizaremos en la conexién entre ZF* y NBG* y
volveremos a encontrarnos con estas ideas. De momento, lo que el lector deberia
asimilar es que si se encuentra con teoremas sobre clases en un libro que tra-
baja unicamente en Zermelo-Fraenkel, debera ser capaz de interpretarlos como
sentencias en las que no intervengan clases (en el caso més sofisticado, como
esquemas teoremadticos en los que intervengan una o mds férmulas arbitrarias).

8.3 Los axiomas restantes de NBG y ZF

Hasta aqui hemos estudiado las teorias de conjuntos NBG*, MK* y ZF*, que
contienen los axiomas bésicos para que sea razonable afirmar que los objetos
que describen son colecciones de objetos. Sin embargo, las teorfas NBG, MK
y ZF contienen algunos axiomas adicionales que garantizan que los conjuntos
verifican una serie de hechos convenientes, y a menudo imprescindibles, para que
se satisfagan los resultados bésicos que los matemédticos admiten. En esta secciéon
presentamos y describimos brevemente estos axiomas que luego estudiaremos
con mas atencién, de modo que el lector pueda tener ya una visién completa de
las teorias axiomaticas que sirven de fundamento a la matematica moderna.
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El axioma de infinitud Como su nombre indica, el axioma de infinitud pos-
tula la existencia de un conjunto infinito. La forma ma&s simple de enun-
ciarlo es a través de la definicién de infinitud de Dedekind, segin la cual
un conjunto x es infinito si y sélo si existe una aplicaciéon f : ¢ — =z
inyectiva y no suprayectiva. Esta no es la definicién de infinitud de noso-
tros adoptaremos, pero, ciertamente, un conjunto con esta propiedad ha
de ser infinito. Por consiguiente podemos tomar como axioma de infinitud
la sentencia

Al =\ fa(f : ¥ — x inyectiva y no suprayectiva).

El axioma de partes En NBG* podemos definir la clase de las partes de una
clase X como
PX ={u|ucC X}

El axioma de partes afirma que la clase de partes de un conjunto es de
nuevo un conjunto. Podriamos, pues, enunciarlo como Az cto Pz, pero
conviene definirlo como una sentencia que pueda entenderse indistinta-
mente como axioma de NBG* o ZF*. Asi pues, definimos

AP = NzVyAu(u C 2z — u € y).

Asi, AP afirma que para todo conjunto x existe un conjunto y que contiene
a todos los subconjuntos de x. Esto es suficiente para deducir en NBG*
que Px es un conjunto y en ZF* que existe Pz.

Con el axioma de partes es posible simplificar algunas pruebas de exis-
tencia. Por ejemplo, teniendo en cuenta la definicién de par ordenado es
claro que

AXY X xY CPP(XUY),

lo que nos da que el producto cartesiano de conjuntos es un conjunto por un
argumento mucho més directo que el basado en el axioma del reemplazo.

Asi como sin el axioma de infinitud no es posible demostrar la existencia
de conjuntos infinitos, sin el axioma de partes no es posible demostrar la
existencia de conjuntos no numerables. Grosso modo, el axioma de par-
tes sélo es necesario para formalizar los argumentos que involucran de un
modo u otro conjuntos no numerables. Por ello no ha de extranarnos que
pueda evitarse en la prueba de que el producto cartesiano de conjuntos
es un conjunto, ya que el producto cartesiano de conjuntos no produce
conjuntos no numerables a no ser que partamos ya de factores no nume-
rables. En cambio, el axioma de partes es imprescindible en otros casos.
Por ejemplo, podemos definir

Y¥={f|f: X —Y}

Observemos que si X no es un conjunto entonces YX = &. En cambio, si
X es un conjunto Y es una clase no vacia (que puede ser no numerable
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aunque lo sean X e Y). Por ello, para demostrar que Azy ctoy®, es
necesario el axioma de partes. Para ello observamos que y* C PPP(xUy).

Asi mismo es necesario el axioma de partes para justificar que el producto
cartesiano de un conjunto de conjuntos es un conjunto. M4és concreta-
mente, dado un conjunto X, se define

[Mue={flf:X— gXu/\/\ueXf(u)eu}.

ueX
La prueba de que si X es un conjunto entonces [][ u es un conjunto se
ueX

e
basa en la inclusiéon [] u C ( U u) . Andlogamente a (8.1) se prueba
ueX ueX
que si t(x) es un término normal entonces

Az(Au € z ctot(u) — cto [] t(u)),

uexw
donde el producto se define de forma obvia.

Ejercicio: Probar que los conceptos que acabamos de definir (PX, Y, etc.)
son normales.

El axioma de regularidad Este axioma, conocido usualmente como V = R,

admite diversas formulaciones equivalentes. La ma&s simple formalmente
es la siguiente:
Ne(x#o - \yeczyne =02).

En el capitulo XII veremos que, admitiendo AP, este axioma afirma en
definitiva que todos los conjuntos pueden obtenerse a partir del conjunto
vacio mediante sucesivas aplicaciones de la operacién P, en el mismo sen-
tido en que definimos los conjuntos hereditariamente finitos en la intro-
duccién de esta segunda parte. Ahora bien, si admitimos A, entonces
el nimero de pasos que es necesario dar para obtener un conjunto dado
a partir de @ no es necesariamente finito, sino que puede ser infinito e
incluso no numerable. Para formalizar esta idea hemos de sustituir los
ntimeros naturales (que usdbamos en la definicién de HF) por los ntimeros
ordinales que introduciremos en el capitulo XI.

De momento, digamos tan sélo que el axioma de regularidad excluye la
existencia de conjuntos “patolégicos”, como seria un conjunto z tal que
x = {x}, o un par de conjuntos z, y tales que z € y A y € .

El axioma de eleccion Si, en el transcurso de una demostracion, llegamos a

una férmula de tipo  # @ y, por consiguiente, Vuu € z, la regla de
eliminacién del particularizador nos permite tomar un conjunto ug € z.
En términos conjuntistas podemos decir que con esto hemos “elegido”
un elemento de x. Vemos, pues, que elegir un elemento de un conjunto
no vacio es una operacion legitima desde un punto de vista légico. Sin
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embargo, nos encontramos con un problema cuando tenemos un conjunto
x formado por conjuntos no vacios y queremos elegir simultdneamente un
elemento de cada u € z. Para ello no podemos basarnos en ninguna regla
de inferencia légica, pues para enunciar con rigor lo que queremos hacer
necesitamos recurrir al lenguaje de la teoria de conjuntos. Concretamente,
el axioma de eleccién es la sentencia

AE = N2V f(f es una funcién A Df =z A Nu € z(u # @ — f(u) € u)).

En otros términos, para todo conjunto x existe una funcién f que elige
un elemento de cada elemento no vacio de x. Se dice entonces que f es
una funcion de eleccion sobre x. Vemos, pues, que el axioma de elecciéon
involucra la nocién de “funcién”. En realidad puede evitarse, pues es facil
probar que AE equivale a que para todo conjunto x formado por conjuntos
no vacios disjuntos dos a dos existe un conjunto y que contiene exacta-
mente un elemento de cada elemento de x. En cualquier caso, necesitamos
de forma esencial la nocién general de conjunto, y ningtin teorema légico
nos permite concluir ninguna propiedad especifica sobre conjuntos.

No obstante, podria ocurrir que AE fuera demostrable (jo refutable!) a
partir de los axiomas restantes de la teoria de conjuntos. Hoy sabemos
que no es asi, sino que AF no puede demostrarse o refutarse a partir de
los otros axiomas (salvo, naturalmente, si éstos fueran contradictorios). El
axioma de eleccion ha suscitado polémicas entre los matematicos debido a
su caracter esencialmente no constructivo: las construcciones conjuntistas
que se apoyan en funciones de eleccién nos dan objetos de los que no
tenemos ninguna descripcion explicita. No vamos a entrar aqui en detalles
sobre esta polémica porque en este punto no disponemos de suficientes
elementos de juicio para aportar nada de valor a la cuestion.

Asi pues, la teorfa de conjuntos de von Neumann-Bernays-Godel (NBG)
consta de un total de 17 axiomas: los 13 de NBG* mas los cuatro que acabamos
de definir. La teorfa de conjuntos de Morse-Kelley (MK) consta del esquema
de formacién de clases mds otros nueve axiomas (los cinco de MK* y los cuatro
de esta seccién). Restringiendo el esquema de formacién de clases tenemos una
axiomatizacién alternativa de NBG.

Es costumbre llamar teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) a la teoria
que consta de los axiomas de ZF* més los axiomas de regularidad, infinitud y
partes, pero no el axioma de eleccién (en total, siete axiomas més un esquema
axiomadtico). La teoria que resulta al afadir el axioma de eleccién se suele
representar por ZFC, donde —al parecer— la “C” hace referencia al inglés
“choice” (eleccién).

En lo sucesivo seguiremos trabajando en NBG* o ZF* salvo que explicita-
mente se indique lo contrario. Esto no obedece a ninguna clase de recelo hacia
los otros axiomas, sino que, por razones técnicas, es conveniente saber cuales de
los axiomas AI, AP o AFE intervienen en cada teorema de la teoria de conjuntos.
Respecto al axioma de regularidad, simplemente no hace falta para nada.
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8.4 Los numeros naturales

Observemos que, aunque venimos hablando de niimeros naturales desde mu-
cho antes de introducir la teorfa de conjuntos, no podemos ahora decir “Sea N
el conjunto de los nimeros naturales, es decir,

N={0, 1, 2, 3, 4, ... }

en el que tenemos definidas dos operaciones: la suma + : N X N — N y el
producto - : N x N — N”,

Si queremos demostrar teoremas de NBG o ZFC en los que aparezca N hemos
de definir N, y los puntos suspensivos de arriba no son una definicién. Definir
N es llamar N a un cierto designador del lenguaje de la teoria de conjuntos que
hemos de especificar. Lo mismo vale para la suma y el producto. En esta seccién
construiremos los niimeros naturales siguiendo las ideas de Dedekind, para lo
cual hemos de postular el axioma de infinitud. No obstante, en el capitulo
XTI daremos otra construccién que no exige este axioma (Al sélo hard falta para
probar que la clase de los nimeros naturales es un conjunto o, equivalentemente,
para probar que existe un conjunto que contiene a todos los niimeros naturales,
pero la definicién de ntiimero natural puede darse sin necesidad de este axioma.)

Partimos, pues, del axioma de infinitud AI, que nos da un conjunto X y una
aplicacién s : X — X inyectiva y no suprayectiva. Tomamos un elemento®
0 € X \ s[X]. Siguiendo a Dedekind, definimos un conjunto inductivo como un
conjunto Y que cumpla

0eYANueYs(u)ey.
Ciertamente existen conjuntos inductivos, por ejemplo X. Ahora definimos
N={z € X | AY(Y inductivo —» z € Y)},

es decir, N es la interseccién de todos los conjuntos inductivos. El teorema
siguiente es inmediato

Teorema 8.13 (Axiomas de Peano) Se cumple:
1 0eN,
2 Nz € Ns(x) €N,
3 Nz € Ns(z) #0,
4 Ney € N(s(z) = s(y) — = =y),

5NYYCNAOEYAANueYs(u)eY -Y =N).

6Conviene observar que 0, en este contexto, es una variable que resulta de eliminar un
particularizador, y no un designador. Después corregiremos esto.



8.4. Los numeros naturales 247

Todo lo que sigue es vdlido para cualquier terna (N, s,0) que cumpla estos
axiomas.” Del principio de induccién (el quinto axioma de Peano) se sigue
inmediatamente que

Au e Nu=0V Vv eNu=s(v)).

En efecto, el conjunto Y = {u € N | u =0V Vv € Nu = s(v)} es
trivialmente inductivo, luego ¥ = N.

Teorema 8.14 Sea g : X — X una aplicacion cualquiera y sea v € X. En-
tonces existe una tnica aplicacion f : N — X de manera que f(0) = z y

An €N f(s(n)) = g(f(n)).

DEMOSTRACION: Diremos que h es una aprozimacionsi h : D — X, donde
D C N es un conjunto con la propiedad de que

0e DA AneN(s(n) e D—neD)

y h cumple que h(0) =z A An € N(s(n) € D — h(s(n)) = g(h(n))).

Observamos ahora que si h: D — X y b/ : D’ — X son dos aproximacio-
nes y n € DN D', entonces h(n) = h'(n).

En efecto, basta ver que el conjunto
Y={neN|neDnND" — h(n)="n(n)}

es inductivo. Obviamente 0 € YV y, si n € Y, entonces, si s(n) € DN D’ se
cumple que n € DN D', luego h(n) = h'(n), luego

h(s(n)) = g(h(n)) = g(K'(n)) = '(s(n)),
luego s(n) € Y.
Por otra parte, también es inductivo el conjunto

Y'={neN|VDh(h: D — X es una aproximacién A n € D)}.

En efecto, se cumple que 0 € Y’/ porque h = {(0,2)} es una aproximacién y,
sin € Y’, entonces existe una aproximacién h : D — X tal que n € D. Si se
cumple s(n) € D, entonces s(n) € Y'. En caso contrario, basta observar que

W' =hU{(s(n),g(h(n)))}: DU{s(n)} — X

es también una aproximacién, luego s(n) € Y’ en cualquier caso.

"Notemos que no hemos definido un conjunto N, en el sentido de que N no es la abreviatura
de ningun designador, sino que a partir del axioma de infinitud hemos demostrado que existe
un conjunto que cumple estos axiomas. Lo que hemos definido como N es un término con
dos variables libres, 0 y s (ambas aparecen libres en la definicién de “conjunto inductivo”,
la X puede sustituirse por Ds). Por consiguiente tenemos un conjunto N distinto para cada
eleccién de 0 y s.
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Finalmente definimos
f={(n,u) e Nx X |VDh(h: D — X es una aproximacién

An€DAu=h(n))}.

Los resultados que hemos obtenidos implican claramente que f : N — X
es una aproximacién que cumple lo pedido. L]

A partir de este teorema es fécil probar lo siguiente:

Teorema 8.15 Si (N,s,0) y N,E,()) son dos ternas que cumplan los aziomas
de Peano, entonces existe una unica aplicacion f : N — N biyectiva tal que

F(0)=0AAneN f(s(n)) = 3(f(n)).

DEMOSTRACION: La existencia y unicidad de f viene dada por el teorema
anterior. Para probar que f es inyectiva razonamos por induccién sobre el
conjunto

Y = {neN|AmeNm+n— f(n) # f(m))}.

Se cumple que 0 € Y, pues si f(0) = f(n) pero n # 0, entonces n = s(u),
para cierto u € N, luego 0 = f(s(u)) = 5(f(u)), en contra del tercer axioma de
Peano.

Sin €Y pero f(s(n)) = f(m), para cierto m € N, m # s(n), ya hemos
visto que no puede ser m = 0, luego existe un u € N tal que m = s(u), luego
S(/(n) = F(5(n)) = f(s(w) = 3(f(w)), lnego f(n) = f(u), luego n = u, por

hipétesis de induccién, luego m = s(u) = s(n), contradiccidn.
La suprayectividad de f se prueba trivialmente por induccién. L]

Asi pues, dadas dos ternas que cumplan los axiomas de Peano, los elementos
de una se pueden poner en correspondencia biunivoca con los de la otra de
modo que el cero de una se corresponde con el cero de la otra y el sucesor de
cada nimero natural de una se corresponde con el sucesor de su correspondiente
en la otra. Esto viene a decir que las dos ternas son “esencialmente la misma
estructura”, por lo que es irrelevante trabajar con una o con otra.

No obstante, podemos ir més lejos y construir explicitamente una terna
que cumpla los axiomas de Peano, es decir, una terna que no dependa de una
eleccién arbitraria de unos objetos que cumplan el axioma de infinitud. Para ello
observamos que la prueba del teorema 8.14 se adapta trivialmente para probar
lo siguiente:

Vf(f es una funcién A Df =N A f(0) =2 A An € N f(n) =nuU {n}).

Simplemente hemos de cambiar cada aparicién de un término g(t) por tU{t}.
La diferencia es que ahora la “funcién” v — uU{u} no esté definida sobre ningtin
conjunto X en particular. Equivalentemente, basta observar que el teorema
anterior vale igualmente cuando G : V. — V es la aplicacién dada por G(u) =
uwU {u}, sélo que ahora G y V son clases propias y no conjuntos.
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Llamemos N = f [N], de modo que f : N — N suprayectiva. Definimos
0=@y35: N — Nla aplicacién dada por 3(n) = n U {n}. La definicién
es correcta, pues si n € N tenemos que n = f(u), para cierto u € N, luego
nU{n} = f(s(u)) € N.

Ahora probamos que la terna (N, S, 6) cumple también los axiomas de Peano.
Todos son inmediatos excepto el cuarto. Por ejemplo, para probar el quinto,
dado Y C N inductivo, es facil ver que Y’ = {n € N | f(n) € Y} también es
inductivo, luego Y’ = N, luego Y = N.

Ahora, aplicando el quinto axioma de Peano que acabamos de probar vemos
que

AneN (Am enmcn).

En efecto, obviamente es cierto para n = 0 = @ y, si es cierto para n y
m € nU {n}, entonces, o bien m € n, en cuyo caso m C n C nU {n} por
hipétesis de induccién, o bien m =n C m U {n}.

Asf obtenemos ya el cuarto axioma de Peano: si mU{m} = nU{n}, entonces

m € nU{n}t An € muU{m}. Sifuera m # n, tendria que cumplirse que

m € n An € m, pero entonces m C n A n C m, luego m = n, contradiccion.
|

En definitiva, eliminando las tildes, ahora tenemos una terna (N, s,0) que
cumple los axiomas de Peano y estd definida explicitamente pues, para esta
terna, un conjunto Y es inductivo si cumple

geYANNueYuU{u} ey,

lo cual es una férmula con Y como unica variable libre, y N puede definirse
ahora mediante el designador

N = X | (X es inductivo A AY (Y inductivo — X C Y)). (8.2)

En efecto, hemos probado que existe un conjunto con estas propiedades
(a saber, N), y es inmediato que éste es unico, luego la descripcién anterior
es propia.® En definitiva, lo que hemos hecho ha sido reemplazar un ntimero
natural 0 indeterminado por 0 = @ y una aplicacién sucesor indeterminada por
s(n) =nU{n}. Definimos

1=5(0)=0U{0} = {0},
2=s(1)=1U{1} ={0,1},
3=s(2)=2U{2} ={0,1,2}, etc.

Ahora ya es féicil probar que NBG*+AI o ZF*+AI son teorfas aritméticas:
s6lo necesitamos definir la suma y el producto de niimeros naturales, pero para

8Con maés detalle: a partir del axioma de infinitud hemos construido un conjunto N al que
vamos a llamar ahora Np. A partir de Ng hemos construido N, § y 0 = & y es inmediato
probar que N =N, donde N es el designador dado por (8.2).
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ello basta usar el teorema 8.14, que, para cada n € N, nos garantiza la existencia
de una tnica aplicacién n+ : N — N tal que

n+0=nAAméeNn+s(m)=s(n+m).

Definimos + : N x N — N mediante n + m = (n+)(m). Similarmente
se trata el producto. Ahora todos los teoremas del capitulo VI son validos
ahora para NBG*+Al y ZF*+AI. En particular tenemos la conmutatividad y
la asociatividad de la suma y el producto, etc.

A partir de N es facil construir el conjunto Z de los nimeros enteros y el
conjunto Q de los nimeros racionales. En el apéndice B estan esbozadas estas
construcciones. Concretamente, lo usual es definir Z como el conjunto cociente
de N x N respecto a la relacién de equivalencia dada por (m,n) R (m’,n’) syss
m+n’ = n+m', mientras que Q se define como el cociente de Z x (Z \ {0})
respecto a la relacién de equivalencia dada por (m,n) R (m/,n’) syss mn’ = nm/.

La construccién del conjunto R de los niimeros reales a partir de Q requiere
el axioma de partes AP. Las dos construcciones mas frecuentes son la de Can-
tor, que requiere considerar el conjunto de sucesiones de ntimeros racionales, es
decir, Q" (y para probar que esto es un conjunto hace falta AP) o la de Dede-
kind, que requiere el conjunto PQ de todos los subconjuntos de Q. A partir de
aqui ningin matemdtico encontrara dificultades en formalizar en NBG o ZFC
cualquier teorema del que conozca una demostracién rigurosa.

Observaciones Terminamos la seccién con algunas observaciones sobre la
construccion que hemos dado de los niimeros naturales. A estas alturas el lector
ya deberia tener claro que dicha construccién no puede considerarse como “la
definicién” de los niimeros naturales, en el sentido de que alguien que crea que
saber lo que son los nimeros naturales es conocer dicha construccién u otra
similar, serd incapaz de entender nada de lo dicho en la primera parte de este
libro.

Dedekind si crefa haber dado con “la definicién” de los ntimeros naturales.
Segun él mismo explicd, su mayor problema fue encontrar una definicién que no
presupusiera el concepto de finitud, es decir, que evitara decir explicitamente
“los objetos que se obtienen del cero aplicando un numero finito de veces la
funcién s”. Segin hemos visto, lo logré a través de la nocién de conjunto induc-
tivo, de modo que N se define esencialmente como el menor conjunto inductivo.
Con ello, Dedekind logré reducir limpiamente la nocién de “nimero natural”
a la de “conjunto”, y esta reduccién es justo lo que necesitamos para probar
que la teoria de conjuntos es una teoria aritmética. Ahora bien, en contra de lo
que Dedekind pensaba, con ello no aclaré o precisé en modo alguno la nocién
de “numero natural”, pues redujo algo perfectamente conocido, como son los
numeros naturales, a algo a lo que no sabemos atribuirle ningtin significado pre-
ciso, como es “la totalidad de los conjuntos inductivos”, algo que no podriamos
tratar sin vacilaciones sin recurrir a una teoria axiomaéatica que nos exima de
precisar de qué estamos hablando.
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Lo tnico que hemos probado es que cualquier coleccién de objetos que cum-
pla los axiomas de la teorfa de conjuntos (cualquier modelo de la teorfa de
conjuntos) contiene necesariamente unos objetos que se parecen a los ntiimeros
naturales en la medida en que satisfacen los axiomas de teoria aritmética. No
obstante, nada nos asegura que esos objetos se comporten realmente como los
numeros naturales. Sabemos que (si la teoria es consistente) existen modelos
en los que entre los nimeros naturales asi definidos hay algunos que no pueden
obtenerse a partir del cero en un numero finito de pasos. Al menos, no segun
la nocién que todos tenemos de finitud, si bien es cierto que todos ellos se ob-
tendran del cero en un nimero finito de pasos en el sentido de “finitud” que
se deriva de la propia nocién de ntimero natural que hemos definido. En otras
palabras, si esto ocurre, el modelo tendréd conjuntos con infinitos elementos pero
que satisfaran la definicién usual de finitud (un conjunto es finito si se puede
biyectar con un numero natural).

En resumen, la construccion de los niimeros naturales en una teoria axiomé-
tica de conjuntos debe entenderse como un proceso técnico enmarcado en el
programa general de reducir todos los conceptos basicos a unos pocos axiomas.
Pensemos, por ejemplo, que en NBG* hemos demostrado la existencia de la
unién de clases a partir de un axioma que postula la existencia de la inter-
seccion de clases. Esta posibilidad de reducir el algebra de clases a dos tinicas
operaciones bésicas (la interseccién y el complemento en nuestro caso) tiene
valor 16gico, pero no matematico, pues desde un punto de vista matematico la
union es tan elemental como pueda serlo la interseccion, e igualmente podriamos
haber postulado la existencia de la unién y deducir de ahi la existencia de la
interseccién. Similarmente, la construccién de los nimeros naturales es un pro-
ceso similar de reduccién légica de unos resultados bédsicos a unos pocos axiomas.
Si de los axiomas de la teoria de conjuntos no se dedujera la existencia de un
conjunto que cumple los axiomas de Peano, no deberiamos por ello deducir que
no existen los nimeros naturales, sino mas bien que nuestros axiomas serian
demasiado débiles, por lo que tendriamos que sustituirlos por otros méas fuertes
0, simplemente, postular directamente la existencia de N. Asi pues, si de la
imposibilidad de demostrar la existencia de N (a partir de unos axiomas arbi-
trarios) no deducirfamos que N no existe, tampoco es justo afirmar que la razén
definitiva por la que N existe es que lo hemos definido a partir de unos axiomas
arbitrarios.

8.5 Eliminacion de descriptores

Se comprueba facilmente que si M E T, donde T es cualquiera de las teorias
de conjuntos que hemos considerado, entonces el modelo M’ que difiere de M
tan sélo en que M'(z|x = ) = M (&) cumple también M’ F T (debido a que
los axiomas no dicen nada de la descripcién impropia).

Por consiguiente, la consistencia de T" no se pierde si anadimos como axioma
@ = z|(x = z). Esto puede considerarse mds como un convenio que como un
axioma propiamente dicho: estamos conviniendo que cualquier cosa mal definida
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es el conjunto vacio. Asi podemos mejorar el teorema 2.14:

Teorema 8.16 (Teorema de eliminacién de descriptores) Para toda for-
mula o, eziste una férmula o sin descriptores de modo que a partir del axioma
de extensionalidad y el axioma del conjunto vacio (y el convenio & = z|(x = x))
se demuestra que es equivalente a .

DEMOSTRACION: La prueba es la misma que la del teorema 2.14, salvo que
en el ultimo paso se usa

Y:X|a<—>/\X(a<—>X:Y)\/(ﬁ\l/on/\/\uugéY).

A su vez esta férmula se sigue inmediatamente de 2.13 y de los axiomas
supuestos. u

En particular todos los axiomas de cualquiera de las teorias de conjuntos
que hemos estudiado tienen formas equivalentes sin descriptores. De hecho es
facil construir explicitamente formas equivalentes mas sencillas que las que pro-
porciona la prueba del teorema anterior. Como consecuencia del teorema de
completitud hemos visto que una consecuencia sin descriptores de unas premi-
sas sin descriptores puede deducirse sin descriptores, lo que nos permite, si es
necesario, suponer que el lenguaje de la teoria de conjuntos no tiene descriptor.



Capitulo IX

Modelos de la teoria de
conjuntos

De los teoremas de incompletitud de Godel se sigue la imposibilidad de
demostrar la consistencia de las teoria de conjuntos y, en particular, de construir
explicitamente un modelo de cualquiera de ellas. Esto lo veremos con mas detalle
en el capitulo siguiente, pero ahora nos ocuparemos de estudiar la relacién entre
los modelos de la teoria de Zermelo-Fraenkel y los modelos de la teoria de
von Neumann-Bernays-Godel. Recordemos que, por el teorema de completitud,
si cualquiera de estas teorias es consistente, entonces tiene un modelo, luego
es razonable estudiar tales modelos aunque no sepamos construir ninguno: si,
como es plausible, las teorias de conjuntos son consistentes, dichos modelos
existen y cuanto deduzcamos en este capitulo seran resultados verdaderos sobre
las mismas.

9.1 La consistencia de ZFC—-AI

Pese a lo que acabamos de comentar, es muy interesante observar que si
podemos construir un modelo (y, por consiguiente, probar la consistencia) de
ZFC sin el axioma de infinitud (brevemente, ZFC—AT). En efecto, un modelo
de esta teorfa lo constituye la coleccién HF de los conjuntos hereditariamente
finitos, descrita en la introduccién a la segunda parte de este libro. Esto ya lo
comentdbamos alli. Ahora que conocemos explicitamente los axiomas de ZFC
lo tdnico que falta es comprobar que, efectivamente, todos ellos son verdaderos
en HF. La comprobacién no ofrece ninguna dificultad. Veamos como ejemplo el
axioma del reemplazo. Tomamos una férmula ¢(z,y), quizd con més variables
libres, y hemos de ver que, para cualquier valoracién v, se cumple

HF F (Azyz(d(z,y) A ¢p(2,2) =y =2) —
AAVBAy(y € B « Vz € Ap(x,y)))[v].

253
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Para ello suponemos la hipétesis, es decir, que para toda terna w, v, w
de conjuntos hereditariamente finitos, si se cumple HF F ¢[vyr] y HF F ¢lvy)]
entonces v = w. Ahora tomamos un conjunto hereditariamente finito a y hemos
de encontrar otro b que cumpla la tesis.

El conjunto a tiene una cantidad finita de elementos (quizd ninguno) y para
cada uno de ellos u existe a lo sumo un conjunto v tal que HF F ¢[vy,]. Asi
pues, existe a lo sumo una cantidad finita de conjuntos hereditariamente finitos
v para los que existe un u en HF tal que HF F gb[v;‘;’]. Por consiguiente, existe
un ndmero natural n tal que todos estos conjuntos estdn en un cierto V,, (ver
la introduccién). El conjunto b formado por todos ellos es un elemento de V,,41
y, en particular, un elemento de HF. Claramente b cumple lo pedido, es decir,

HF = A\y(y € B Vz € Ap(x,y)) ik

Naturalmente, esta prueba estd sujeta a observaciones similares a las que
hicimos en la pagina 91 sobre la consistencia de la aritmética de Peano. No
es finitista y no todo el mundo la acepta como concluyente. No obstante, lo
cierto es que tenemos criterios para dar un significado objetivo a cualquier afir-
macién sobre los conjuntos hereditariamente finitos (con independencia de si
sabemos determinar si es verdadera o falsa), por lo que la demostracién de una
contradiccién en ZFC— AT nos daria un razonamiento concluyente de que, por
ejemplo, el conjunto vacio tiene elementos y, como esto es falso (jsabemos lo
que esto significa y sabemos que es falso!) tal razonamiento y tal demostracién
no pueden existir. En realidad, la consistencia de ZFC—AI es equivalente a la
consistencia de la aritmética de Peano (y esto si es universalmente aceptado).
La prueba se basa en el ejercicio siguiente:

Ejercicio: Consideremos la relacién R en el conjunto de los niimeros naturales dada
por m Rn siy sélo si el m-simo digito de la expresiéon binaria de n es igual a 1.
Entonces el conjunto de los nimeros naturales es un modelo de ZFC— AT interpretando
la relacién de pertenencia como la relacién R.

De hecho, el modelo que describe este ejercicio es “isomorfo” a HF, en el
sentido obvio de la palabra (existe una biyeccién entre ambos que conserva la
relacién de pertenencia).

Reciprocamente, a partir de un modelo de ZFC—AI podemos construir un
modelo de la aritmética de Peano. Esto todavia no lo hemos probado, pues para
construir los niimeros naturales hemos usado el axioma de infinitud. No obs-
tante, como ya hemos anunciado, en el capitulo XI daremos una construccion
alternativa que no requiere este axioma, de modo que los objetos de un modelo
de ZFC—AI que verifiquen la definicién de niimero natural, junto con las funcio-
nes determinadas por la definicién conjuntista de suma y producto constituyen
claramente un modelo de la aritmética de Peano.

9.2 Consis NBG implica Consis ZFC

En esta seccién veremos que a partir de un modelo de NBG podemos obtener
un modelo de ZFC, y la forma de hacerlo serd la natural: quitar las clases
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propias. Mas precisamente, entre esta seccién y la siguiente probaremos que los
conjuntos de los que habla NBG son, en cierto sentido, los mismos conjuntos de
los que habla ZFC. Para precisar estas ideas hemos de introducir la nocién de
relativizacion de una expresion:

Definicién 9.1 Definimos la relativizacion 8V de una expresién @ del lenguaje
de la teoria de conjuntos como la expresién dada por las reglas siguientes:

XV=X
(t) €ta)V =) €ty (ti=t)V =ty =ty
(~a)V = —aV (=Y =a¥ =g
(AXa)V = AX(ctoX — aV) (X|a)Y = X|(cto X A aV)
Claramente se cumple:
@V =a’vEY,  (@Apf)Y =a ALY, (a=f)Y < (@ < gY),

(VXa)V < VX(ctoX AaV), (\l/on)V — \1/X(ctoX AaY).

Es claro que 0 y 6V tienen las mismas variables libres. Una simple induccién
prueba que 6V es una expresién normal.

En definitiva 8V es la expresién que resulta de exigir que todas las variables
ligadas que aparecen en 6 hagan referencia a conjuntos. FEn la practica, si
usamos el convenio de que las letras mintsculas en NBG representan conjuntos,
relativizar una expresion es hacer mintsculas todas sus variables ligadas.

Definicion 9.2 Sea M un modelo de NBG* de universo U. Llamaremos M al
modelo del lenguaje de la teoria de conjuntos determinado por:

e El universo de M es la coleccién U de los objetos a de U que satisfacen
la férmula cto X, es decir, tales que, para cualquier valoracién v, cumplen
M E cto X[v%].

e Siaybestdn en U, se cumple M(€)(a,b) syss M(€)(a,b).

e La descripcion impropia de M es la misma que la de M y, segiin convinimos
en el capitulo anterior, es M (). Notemos que M (@) estd en U, pues
M E cto@.

La relacion entre los modelos M y M viene dada por el teorema siguiente:

Teorema 9.3 Sea M un modelo de NBG*, sea v una valoracion en M (también
lo serd en M) y sea 6 una expresion. Entonces

Si 0 es una formula M = 0V [v] syss M F 6[v].
Si 0 es un término M(6V)[v] = M(6)[v].
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de .

Si @ = X entonces 8V = X y claramente M (6V)[v] = v(X) = M(0)[v].

Sif@ =t €ty entonces OV =ty €ty y
M F 0V[v] syss M(€)(M(t

syss M(€)(M(t1)[v], M(t2)[v]) syss M E O[v].

=<
~—
=
=
N
S~—"
=
~—

El caso 6 = t; = t9 es andlogo.
Si § = —a entonces 0V = -aV y

M E 0V [v] syss no M F oV [v] syss no M E afv] syss M E 0[v].
El caso 8 = a — (8 es andlogo.

Si # = AXa, entonces 8V = AX(ctoX — V) y tenemos que M F 6V[v]
syss para todo a de U se cumple M F (cto X — aV)[v%] syss para todo a de U
se cumple no M F cto X[v%] o M E aV[v%] syss para todo a de U se cumple
M E a[v] syss M E 0[v].

Si = X|a, entonces 8V = X|(ctoX A aV). Si hay un tinico a en U tal
que M F (cto X A aV)[v%], entonces, como M F cto X [v%] tenemos que a estd
en U, y ademds a es el dnico elemento de U que cumple M F afv%], pues si
otro b cumple esto mismo, entonces M £ (cto X A aV)[v’], luego b = a. Por
consiguiente en este caso M (8V)[v] = a = M(0)[v].

Si no hay un tnico a en U que cumpla M F (cto X A a¥)[v%], se comprueba
igualmente que no hay un tinico a en U que cumpla M F a[v%], y asi concluimos
aue M(V)[o] = M(9)[] = M(2). .

En particular tenemos:

Teorema 9.4 Sea o una sentencia del lenguaje de la teoria de conjuntos y M
un modelo de NBG*. Entonces M E oV siy solo si M F .

Teorema 9.5 Si M es un modelo de NBG* entonces M es un modelo de ZF*.

DEMOSTRACION: Basta probar que si o es un axioma de ZF* entonces
aV es un teorema de NBG*, con lo que M F aV y por el teorema anterior
tenemos que M F a. Notemos que los axiomas de ZF* son sentencias salvo los
correspondientes al esquema de reemplazo, pero éstos podemos sustituirlos por
sus clausuras universales para asi poder aplicar el teorema anterior.

La prueba no ofrece ninguna dificultad. ]

Mas en general, observemos que los axiomas adicionales, AI, AP,V =R, AF
de NBG son exactamente las relativizaciones de los axiomas correspondientes
de ZFC, por lo que también tenemos que si M es un modelo de NBG entonces
M es un modelo de ZFC.

Esta claro que la interpretacién de estos hechos es la que ya hemos comen-
tado: los conjuntos de los que hablamos mediante NBG satisfacen los axiomas
de ZFC. En la seccién siguiente precisaremos més aun la relacién entre ambas
teorias.
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9.3 Consis ZFC implica Consis NBG

Ahora recorreremos el camino inverso al de la seccién anterior: partiendo de
un modelo M de ZF* construiremos un modelo de NBG* con los mismos conjun-
tos, es decir, que unicamente anadiremos a M las clases propias necesarias para
que se satisfagan los axiomas de NBG*, pero no anadiremos ningin conjunto.
Esta es la parte mas delicada, pues en la seccion anterior sélo tenfamos que
eliminar las clases propias, mientras que ahora tenemos que crearlas. Para ello
nos basaremos en las ideas que esbozamos en el capitulo anterior, a la vez que
las precisaremos, segin las cuales las clases propias de NBG* son simplemente
las colecciones de conjuntos definibles mediante una férmula con parametros.

Sea, pues, M un modelo de ZF* de universo U. Sea «q,a1,qs,... una
enumeracion de las formulas con alguna variable libre. Sea m; + 1 el nimero de
variables libres de a; y sean éstas yj, ...,y en orden creciente de indices.

Siai,...,am, son elementos de U, llamaremos R;[aq, ..., an,] a la relacién
mondadica en U dada por

Rila1,...,am,](b) syss M E a;[v],

donde v es cualquier valoracién en M que cumpla v(yj) = b, U(y;) = a;, para
j = 1, cee MMy,

Observemos que una relacién monddica en U como R;[aq,...,am,;] es lo
mismo que una coleccién de objetos de U, la colecciéon de todos los objetos
(conjuntos) que la satisfacen. Concretamente, R;[a1, ..., am,;| puede verse como
la coleccién de todos los conjuntos que satisfacen la formula «; donde las varia-
bles distintas de la primera se interpretan como los parametros ai, ..., Gm,.

Nuestra intencién es tomar como clases estas colecciones de conjuntos, pero
no podemos hacerlo tan directamente, ya que dos de estas relaciones podrian
tener la misma extensién (una misma clase puede ser definida por varias férmulas
distintas).

Sea [aij; a1, . . ., @m,] la coleccién de todas las mj-tuplas (i, by, . . ., by, ) tales
que la relacién R;[bi, ..., by,] coincide con R;[ay,. .., am,].

Esto es tanto como considerar entre las relaciones R;[aq, . .., an,] la relacién
de equivalencia “tener la misma extensiéon” y quedarnos con las clases de equi-
valencia. Estas clases de equivalencia [o;;az,...,am,;] son mejores candidatos
a clases, pero tampoco podemos tomarlas todas, ya que si la extensién de una
de estas clases coincide con la extensién de un conjunto de M, entonces dicha
“clase” tiene que ser identificada con el conjunto que ya tenemos o, en otras
palabras, no es una clase propia que debamos anadirle a M.

Sea C la coleccién de todas las clases de equivalencia [a;;ayq, ..., an,] tales
que no existe ningin b en U para el que la relacién monadica en U dada por
Ry(x) syss M(€)(x,b) coincida con R;lai,...,am,].

Es decir, C es (o pretende ser) la coleccién de todas las clases de M que no
se corresponden con ningun conjunto, es decir, las colecciones de conjuntos que
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hemos de anadir a M para formar un modelo de NBG*. Vamos a formar tal
modelo:

Llamemos U a la coleccién formada por todos los objetos de U y los de C.
Sea M el modelo de £ dado por

e El universo de M es U.
e La descripcién impropia de M es la misma que la de M, es decir, M ().

o aybestanen Uy M(€)(a,b) o
e M(€)(a,b) syss aestden U, b= [a;;a1,...,am,] estd en C
y Ri[al,...,ami](a).

Asi pues, los elementos de M son los conjuntos de M y las clases propias de
C, y hemos establecido que un conjunto a esta en una clase propia b si y solo
si a satisface cualquiera de las féormulas que define a b. El teorema siguiente
prueba que todo esto nos lleva al objetivo deseado.

Teorema 9.6 Si M es un modelo de ZF* entonces M es un modelo de NBG*.

DEMOSTRACION: Empezamos probando algunos hechos generales sobre M.

Sea v una valoracién en M. Entonces M k cto X [v] syss M E (VY X € Y)[v]
syss existe un b en U tal que M(€)(v(X),b) syss v(X) estd en U (notemos que
todos los objetos de U pertenecen a otro objeto de U).

De aqui se sigue que M F AX(ctoX — a)[v] syss para todo a en U se

cumple M E afvg] e igualmente M E VX (cto X A )[v] syss existe un a en U
tal que M F avg].

(x) Dados ay,...,a,, en U, existe un a en U tal que para todo u en U se
cumple

M(€)(u,a) syss Rilai,...,am,](u),

pues, o bien existe tal a en U o, en caso contrario, [a;; a1, ..., am,] estien C'y
cumple lo pedido.

Veamos ahora que todos los axiomas de NBG* son verdaderos en M.
NBG-1: M EAXY(Au(ue X »uecY)— X=Y).

Sea v una valoracién en M, sean a y b en U. Hemos de comprobar que
ME(MNuueX sueY)—X=Y)wil].

Para ello suponemos que ME /\u(uEX —u€Y)vid], es decir, que para
todo ¢ de U se cumple M(€)(c,a) syss M(€)(c,b).

Notemos que no puede ocurrir que a esté en U y b = [a;; by, ..., by,] esté
en C, pues entonces R,(c) equivaldria a R;[bi,...,bm;](c) y esto contradice la
definicion de C.
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Igualmente es imposible que a esté en C' y b esté en U. Asi pues, ambos
estdn en U o ambos estan en C.

Siay b estdn ambos en U tenemos que M E AU(U € X < U € Y)[vgd], v
como M F ZF-1 resulta que M £ (X = Y)[vg%], o sea, a = b.

Sia = [aga1,...,am,] ¥ b = [a;b1,...,by,] entonces Rifai,...,am,] y
Rj[b1,...,bny,] coinciden sobre todos los elementos de U, luego a = b.

En cualquier caso tenemos que M F (X = Y)[v )%g’/], como queriamos probar.
NBG-2: M E AXYVZNu(u€ Z ue X ANu€y).

Sean a y b en @Hay que comprobar que existe un ¢ en U tal que para todo
d en U se cumple M (€)(d,c) syss M(€)(d,a) y M(€)(d,b).
Siay bestan en U, entonces usamos que

MEAXYVZNUU € Z—UeXANUEY),

pues es un teorema de ZF*, e interpretando X e Y como ay b obtenemos el ¢
que buscamos.

Sia=lagal,...,am,]yb=/la;;bi,...,by,] estan en C, podemos suponer
que las variables libres de a; son o, . .., Zm, ¥ que las variables libres de «; son
L0, Ty 41y -+ s Tmytmy - €2 o = a; A aj. Asi, para todo d en U se cumple

Rilay, ... am;—1,b1,...,bm;—1](d) syss MFE a; A ajlw],
donde w es una valoracién que cumple

d sii=0,
w(z;) =< a; sil<i<my,
bi4i  simy <i <my; +my.

A su vez, esto equivale a que M F o;fw] y M F ajw], o también a
Rilay,...,am,~1](d) y Rj[b1,...,bm,—1](d), es decir, equivale a M(€)(d,a) y
M (€)(d,b). Por (x) existe un c en U tal que para todo d de U,

M(€)(d,c)  syss  M(€)(d,a) y M(€)(d,b),

como habiamos de probar.

Siaestden Uyb=[a;;b1,...,by,] estd en C, sean yo, . .., ym, las variables
libres de «; y sea Y41 otra variable de fndice posterior. Consideremos la
formula iy = oy A Yo € Y, +1. Paratodo den U se cumple Ry[by, ..., by, al(d)

syss M F (a; A yo € Ym;+1)[w], donde la valoracién w cumple

d sit=0,
w(yz) = bi sil §i§mj,
a sii=m;+1.

_ Esto equivale a que M F aj[w] y M(€)(d,a), o sea, a que M(€)(d,a) y
M(€)(d,b). Como en el caso anterior, ahora basta aplicar (x). Si a estd en C'y
b estd en U se razona andlogamente.
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NBG-3: M E AXVY Au(u €Y < u ¢ X).

Sea v una valoracién en M. Sea a eng. Hemos de probar que existe un b
en U tal que para todo ¢ en U se cumple M (€)(c,b) syss no M(€)(c,a).

Si a estd en U tomamos «; = z¢ ¢ 1. Para todo ¢ en U se cumple

Ri[a](c) syss M Exg ¢ x1]v syss no M(€)(c,a).

xoxl]
Por (%) existe un b en U que cumple lo pedido.

Sia = [a;;a1,...,0m,] estd en C tomamos a; = —a; y se comprueba
facilmente que para todo ¢ en U

Rjlai,...,am,] syss no M(€)(d,a),
y llegamos a la misma conclusion.
NBG-4: M E Aww\yAz(z €y =z =uVz=0).

Es consecuencia inmediata de que M F ZF-2. Teniendo en cuenta que tanto
M como M cumplen los axiomas de extensionalidad y del par, es claro que si
v es una valoracién en M entonces M ({z,y})[v] = M({z,y})[v], pues ambos
términos denotan al tinico elemento de U al cual pertenecen exactamente v(z)
y v(y). De aqui se sigue a su vez que M ((z,y))[v] = M((x,y))[v].

NBG-5: M F VAAzy((x,y) € A < z € y).

Sea a; = Vzixa(xg = (71,22) A 21 € Z2). Para todo b de U se cumple
R;(b) syss M E \Vzyxa(xg = (21,72) A 21 € 22)[0° ,Js lo que a su vez equivale a
M E \zyza(zg = (21, m2) A w1 € @)[v bl B

Por (x) hay un ¢ en U de modo que para todo b de U se cumple M(€)(b,c)
syss M E \Vziza(zo = (21, 22) A 71 € 22)[00 ,)- De aqui se sigue que

M EVAAzo(zo € A = Vay(zo = (z,y) Az € y).

__ Usando tnicamente los axiomas que ya hemos probado que se cumplen en
M, es facil ver que esta sentencia implica NBG-5, luego M E NBG-5.
NBG-6: M = NAVBAz(z € B < Vy(z,y) € A).
_ Seaw una valoracién en U. Hemos de probar que, fijado a en U, existe un b en
U tal que para todo ¢ de U se cumple M(€)(c,b) syss M F Vy (z,y) € A[vic].
Si a estd en U, entonces usamos que

MENAVBAX(X € B VY (X,Y) € A),
pues es un teorema de ZF*, e interpretando A como a obtenemos el b que
buscamos.

Supongamos ahora que a = [a;;ay,...,an,] estd en C. Sean yo,. .., Ym,
las variables libres de a;. Sea a; = Vy S(yo’y)

Rjla1, ... am,)(c) syss M = \ys{¥ ¥ a;[w], donde
w(yi):{c SUZO.’

. Para todo ¢ de U se cumple

a; sil<i<m,.
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Esto equivale a que existe un d en U tal que M E S(yo’y) Z-[wg] o0, lo que es
lo mismo, M E ai[w%\g((yo’y))[w ]. A su vez, esto es M(€)(M((yo,y))[wd], a).

il

Segun hemos visto tras la prueba de NBG-4, se cumple M ((yo,y))[w
M ((yo, y))[wﬁ] Por lo tanto, para todo ¢ de U, se cumple

Rjlai,...,am](c) syss MFEVy(yo.y) € Alvga]-
Aplicando (*) obtenemos el b que buscamos.
NBG-7: M = NAVBAzy((z,y) € B« xz € A).

Sea v una valoracién en M. Sea a en U. Si a estd en U consideramos
a; = VUV (zo = (U,V) AU € z1). Asi, para todo ¢ de U se cumple R;[a)(c)
syss M ENUV (2o = (U,V) AU € x1)[vg % ] syss existen d y e en U tales que
c=M(UV))gy]y M(€)(d,a).

Por (*) existe un b en U tal que para todo ¢ en U se cumple M (€)(c, b) syss
existen d y e en U tales que c = M ((U,V))[vfe] y M(€)(d, a). Por consiguiente

M E NAVBAz(z € B « Vay(z = (z,y) A x € A)), (9.1)

y esta sentencia implica NBG-7.

Supongamos ahora que a = [a;;a1,...,am,] estd en C' y consideremos la
formula a; = VUV (yo = (U,V) A 8 o). Para todo ¢ de U se cumple
Rjlay, ... am,)(c) syss M ENUV (yo = (U, V) A 8Y o) [w], donde

c sii=0,
w(y»:{ Hi=0

a; sil<i<m,,

syss existen d y e en U tales que ¢ = M((U,V))[wd&] y M(€)(d,a). Por (x)
existe un b en U tal que para todo ¢ de U se cumple M(€)(c,b) syss ¢ =
MU, V) wde] y M(€)(d,a). Por consiguiente M cumple (9.1) y también

NBG-7.

La comprobaciéon de NBG-8, NBG-9 y NMG-10 es similar a la de NBG-7.
Los axiomas NBG-11 y NBG-12 (axioma del conjunto vacio y de la unién) se

cumplen en M como consecuencia directa de que M cumple los axiomas analogos
de ZF* (ZF-3 y ZF-4).

NBG-13: M F AzA(UnAd — VyAu(u € y < Vv € z (v,u) € A)).

Sea v una valoracién en M. Tomamos a en U y b en U y suponemos que
M E Un A[v%]. Sia estd en U obtenemos la tesis como consecuencia de que

MENAXVYANUU €Y < \V € X (V,U) € A)).

Es efecto, esto es un teorema de ZF* (basta tomar Y = R(B), donde B =
{(Ze AINUV(Z=(UV)AU € X)}).
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Supongamos ahora que a = [ﬂi; ai,...,am,] estd en C. Sean yo,...,Ym,
las variables libres de a;. Como M F Un Avy], tenemos que para todos los ¢,
d, e de U, si se cumple M(€)(M((U,V))[v5d],a) y M(€)(M((U,V))[v&&], a),

entonces d = e. En otros términos, si

M(U,V)[wiv]

M((U,V))[wf}g]] y M E og[wy, ], entonces d = e,

M E a;[wy,

donde w(y;) = a; para 1 <i < m;.
Si lamamos ¢(U,V) = sg{"”ai esto se traduce en que si M F ¢lwsd] v
M E ¢[wfy] entonces d = e, es decir,

MEANUVW(s(U, V) A p(U,W) =V =W)w).
Puesto que M satisface ZF-5, de aqui se sigue que
MENAVBAV(V € B \UU € AA ¢(U,V))w).

En particular, existe un c en U tal que para todo d de U se cumple M (€)(d,c)
syss existe un e en U tal que M(€)(e,b) y M F ¢(U, V)[wgd]. Pero

M E ¢(U, V)[wﬁ{'ﬂ] syss M ai[w%(w’v))[wé‘%]} Syss

M(e)(M((U, V) lwiil, a) syss M E (U, V) € Alwi4).
Por consiguiente tenemos que M(€)(d, ) syss existe un e en U de manera
que M(€)(e,b) y M F (U, V) € Alw&e4]. Equivalentemente:
M E VyAu(u €y — Vv e z(v,u) € A)[wbd].

Esto es lo que teniamos que probar. L]

De aqui se deduce un resultado notable:

Teorema 9.7 Una sentencia o es un teorema de ZF* si y sélo si o lo es de
NBG*.

DEMOSTRACION: Si Zl; a'y M es un modelo (numerable) de NBG*, entonces

M es un modelo de ZF*, luego M E « y segin el teorema 9.3 se cumple que
M E aV. Asi pues, @V es verdadera en todos los modelos (numerables) de

NBG*. Por el teorema de completitud Né—G* aV.

Reciprocamente, si N1§G aV y M es un modelo (numerable) de ZF*, entonces

M es un modelo de NBG*, Iuego M F oV, luego M F «, pero por construccién
es claro que M no es sino el modelo M de partida. Asf pues, M E 'y, como « es
verdadera en todo modelo (numerable) de ZF*, por el teorema de completitud
se cumple ZP}:* Q. n

Mas en general:
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Teorema 9.8 Sea I' una coleccion de sentencias y sea I'V la coleccion de sus
relativizaciones. Sea « otra sentencia. Entonces

I''Fa siysélosi TV + aV.
ZF* NBG*

DEMOSTRACION: Si FZ’E «, existen sentencias 7i,...,7v, en I' tales que

YL A AN Z'E* «. Por el teorema de deduccion Z}; Y1 A Ay, — . Por el

teorema anterior F Y A AqY —aV, luego TV = aV.
NBG* NBG*

La implicacién contraria es andloga. m

De este modo, a cada extensién T' de ZF* mediante unos axiomas adicionales
[ le corresponde una extensién T de NBG* (la que tiene por axiomas I'V)
equivalente en el sentido del teorema anterior: una sentencia a es un teorema
de T si y sélo si su relativizacién lo es de T'. En particular, la extensién de
NBG* correspondiente a ZFC es NBG, por lo que podemos afirmar que NBG
es consistente si y s6lo si ZFC es consistente (& # @ es un teorema de una
si y solo si lo es de la otra). Lo mismo vale para ZFC—AI y NBG—AI, pero
en la seccién primera hemos probado que ZFC—AI es consistente, luego ahora
podemos afirmar que NBG—AI también lo es. Mds aun, hemos visto cémo
construir un modelo explicito de NBG—AI a partir del modelo HF.

Por otro lado, no debemos pensar que las extensiones de ZF* se correspon-
den con las extensiones de NBG*: si anadimos a NBG* un axioma que hable
de clases propias y, por consiguiente, que no sea la relativizacién de ninguna
sentencia, entonces obtenemos una extensiéon de NBG* que no se corresponde
necesariamente con ninguna extension de ZF*.






Capitulo X

La formalizacion de la légica
en teoria de conjuntos

La teorfa de conjuntos (cualquiera de ellas) es una teorfa axiomética lo sufi-
cientemente potente como para formalizar cualquier razonamiento matematico.
En su seno se demuestran resultados sobre niimeros, sobre geometria, sobre jue-
gos de azar, sobre el movimiento de los planetas, sobre fluidos, sobre electrones
y rayos de luz, etc. Nada nos impide, pues, usar la teoria de conjuntos para
estudiar la l6gica matematica, ahora ya libres de las precauciones que nos exigia
el trabajar metamatematicamente. Con ello no sélo convertiremos a la légica en
una rama mas de la matemadtica, al lado del algebra, la geometria o el analisis
matematico, sino que la formalizacion de la légica nos permitird examinar més
de cerca los razonamientos que conducen a los teoremas de incompletitud en el
caso de mas interés. A todo ello nos dedicaremos en este capitulo. Mientras no
se indique lo contrario, todas las demostraciones de este capitulo se hacen en
NBG* mas el axioma de infinitud. Llamaremos NBG™ a esta teoria axiomatica.
Equivalentemente, podemos trabajar en ZF~, es decir, ZF* + Al.

10.1 Lenguajes formales

Empezamos formalizando los conceptos que introdujimos en los capitulos I
y II. Necesitamos algunos conceptos elementales relacionados con las sucesiones
finitas:

Sucesiones finitas Dada una clase A, llamaremos
<w _ n
ae o
neN

es decir, A<% es la clase de todas las funciones cuyo dominio es un niimero
natural y cuya imagen estd en A o, equivalentemente, la clase de todas las
sucesiones finitas de elementos de A (recordemos que, por construccién, un

265
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nimero natural es el conjunto de los niimeros menores que él mismo). Es claro
que si A es un conjunto entonces A<“ también lo es (se prueba por induccién
que A™ es un conjunto y luego se aplica el axioma de la unién).

Si s € A<“ llamaremos longitud de s a long s = Ds € N. A menudo
representaremos las sucesiones de longitud n de la forma {a;};<n.

Lenguajes formales Llamaremos lenguaje formal (de primer orden) a toda
éctupla ordenada L = (=, —, A\, |, 7, ¢, R, f) que cumpla las condiciones siguien-
tes:

a) «: N — V inyectiva. Escribiremos z; en lugar de x(i).

b) ¢: N — V inyectiva o bien existe un n € N tal que ¢: n — V inyectiva.
Si i € De, escribiremos ¢; en lugar de (7).

c) R: Ac (N\{0}) x N— V inyectiva. Si (n,%) € DR escribiremos R} en
lugar de R(n,i). Se cumple que (2,0) € DRy a R2 lo llamaremos =.

d) f: B c (N\{0}) x N— V inyectiva. Si (n,i) € Df escribiremos f* en
lugar de f(n,1).

e) Los conjuntos Var L = Rz, Const L = Re, Rel L = RR y Fun L = Rf
son disjuntos dos a dos y no contienen a ninguno de los conjuntos =, —,
A, |, los cuales son también distintos entre si.

Llamaremos variables, constantes, relatores y funtores de L a los elementos
de los conjuntos Var £, Const £, Rel L y Fun £ respectivamente. A los conjuntos
=, —, A\ v | los lamaremos negador, implicador, generalizador y descriptor de
L respectivamente.

Llamaremos relatores n-ddicos y funtores n-ddicos de L a los elementos de
los conjuntos Rel,L = {R} | (n,i) € DR} y Fun,L = {fI" | (n,i) € Df}
respectivamente.

Llamaremos signos de L a los elementos del conjunto

Sig L = {—,—, A\, |} UVar L U Const £ URel L U Fun L.

Nota Si tratamos con un lenguaje formal L en el sentido que acabamos de
definir, hemos de prestar atenciéon para no confundir los signos de £ con los
signos (metamatemadticos) del lenguaje de la teoria de conjuntos que represen-
tamos con la misma notacién. Por ejemplo, ahora === es una férmula correcta,
siempre y cuando entendamos que los signos de los extremos representan ambos
al conjunto =€ Sig L, mientras que el signo central es el igualador metama-
tematico.

Cadenas de signos Llamaremos cadenas de signos de L a los elementos del
conjunto
Cad L = (Sig £L)<“ \ {o}.
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Si ¢y y ¢ €Cad L definimos (1(s : long (1 + long (5 — Sig L mediante

N0 si i < long (1,
G¢a(i) = {C;(z —long (1) silong (3 < ;

Es fécil ver que esta operacién en Cad L es asociativa. Si {(;}7, es una
sucesion de cadenas de signos, definimos inductivamente

K2

0 Jj+1 J
70@‘ = (o, l:[OCz‘ = (HOQ) Ci+1, para j < n.

n
En la préctica escribiremos (p - - - ¢,, en lugar de [] ¢;. As{ mismo, no distin-
i=0
guiremos entre signos y cadenas con un solo signo. Por ejemplo, si ( € Cad L,
cuando escribamos ¢ € Var L querremos decir que long ( =1 y ¢(0) € Var L.

Términos y férmulas Definimos por recurrencia la sucesién que a cada k € N
le asigna el par (Term;L, Form;L) del modo siguiente:

e TermygL = Var L U Const L, FormgL = @.

o Termy 1L = TermpL U {fto - -tn—1 |n € NA f € Fun,L A
{ti}i<n € (TermL)"} U {|zar | © € Var L A o € FormL}.

e Formy 1L = FormpL U{Rty---t,—1 |n € NA f €Rel, L A
{ti}i<n € (TermpL)"} U {~a | a € FormpL} U {—af | o, 8 € Form, L}
U{Aza |z € Var L A o € FormyL}.

Definimos los términos y las formulas de L como los elementos de los con-
juntos

Term L = U Term L, Form L = U Form; L,
kEN keN

respectivamente. Llamaremos expresiones de L a los elementos del conjunto
Exp L =Term £ U Form L.

Usaremos los convenios habituales de notacién, es decir, escribiremos o« — 3
en lugar de —ag, etc.

Es facil probar el siguiente principio de induccion:

Teorema 10.1 Sea A un conjunto de expresiones de un lenguaje formal L tal
que

a) Var L C A,
b) Const L C A,

c) sity,...,tn € Ay R € Rel, L, entonces Rty ---t, € A,
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d) sity,...,tn, € Ay f € Fun,L, entonces ft1---t, € A,
e) si a € A entonces ~o € A,

f) sia,B € A entoncesa — € A,

g) sia € AyaxeVar L entonces Nza € A,

h) siae A yxeVar L entonces x|a € A,

entonces A = Exp L.

La prueba consiste en demostrar que TermyL U FormiL C A por induccién
sobre k. Asi mismo se demuestra un principio de recursién en virtud del cual,
para definir una funcién sobre Exp L, basta definirla sobre las variables y cons-
tantes, definirla sobre las formulas Rt - - - t,, supuesta definida sobre tq,...,t,,
definirla sobre los términos ft; - - - ¢, supuesta definida sobre t1, ..., t,, definirla
sobre —a supuesta definida sobre «, etc.

Ahora es facil definir formalmente los conceptos de variable libre, variable
ligada y la funcién sustitucion S : Exp L x Var L x Term L — Exp L. Lo
dejamos como ejercicio.

Tampoco ofrece ninguna dificultad la definicién de los axiomas l6gicos. Por
ejemplo,

Ki(L)={y€eForm L | VaB € Form Ly=a — (8 — a)},

e igualmente se definen K»(L),..., Kg(L). Definimos los aziomas ldgicos de L
como los elementos del conjunto AxI(L) = K;(L)U---U Kg(L).

D
Definimos T E a=a€Form L AT C Form L A \n e N(D e (Form £)"+!

AD,=aANien+1(D; e Axl L)V D; €TV Vu €i(D, =D, — D; V
\Vz € Var L D; = AzD,))).

D
As{ mismo, definimos T IE a=\VD € (Form L)<* T 'E a.

A partir de estas definiciones, todos los resultados de los capitulos I y II
pueden considerarse como teoremas de la teoria de conjuntos. Notemos que no
decimos que “pueden demostrarse”, sino que “pueden considerarse teoremas”,
en el sentido de que las demostraciones vistas en su momento satisfacen ahora
todos los requisitos de rigor que los matematicos exigen a sus pruebas. Desde
un punto de vista estricto deben considerarse como esbozos de demostraciones,
pues contienen muchos saltos logicos que el lector puede llenar, pero debemos
tener presente que absolutamente todos los libros de matematicas publicados en
el mundo demuestran sus teoremas a este mismo nivel de semiformalizacién, ya
que las pruebas completamente formalizadas (indicado que esto es por modus
ponens y aquello por modus tollens) serian insoportables de leer.
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10.2 Modelos

Nos ocupamos ahora de formalizar los conceptos béasicos que hemos visto de
teorfa de modelos. Empezamos por la definicién:

Definicién 10.2 Un modelo de un lenguaje formal £ es una terna M = (U, I, a),

donde U es un conjunto, a € U e I es una funcién cuyo dominio es el conjunto
Const LU Rel L UFun L tal que

e Sic e Const L, entonces I(c) € U.

e Si R € Rel,, L, entonces I(R) C U™. Ademds
I(=)={s € U?| 5(0) = s(1)}.

e Si f € Fun, L, entonces I(f) : U™ — U.

En la préactica escribiremos M en lugar de U o I.

Una wvaloracion en M es una aplicacion v : Var L — M. Llamaremos
Val(M) al conjunto® de todas las valoraciones en M.

Si v €Val(M), x €Var L y u € M, llamaremos
= (v \ {(z,v(x))}) U{(z, u)}.

La definicién de los conceptos de denotacién y satisfacciéon presenta algunos
detalles técnicos delicados. Veamosla en primer lugar y después los comentamos:

Si M es un modelo de un lenguaje formal L, sean V y F dos conjuntos
cualesquiera que no estén en M. Llamamos s a la tinica aplicacién que a cada
6 € Exp L le asigna una funcién s(6) : Val(M) — M U {V, F'} de acuerdo con

las condiciones siguientes:
a) s(x)(v) = v(z),
b) s(c)(v) = M(c),

c) s(Rty---tn)(v) =V si M(R)(s(t1)(v), ., 5(tn)(v)) y s(REy - - 1) (v) = F

en caso contrario.

d) s(fta- - tn)(v) = M(f)(s(t1)(v), ..., s(tn) ().

e) s(—a)(v) =V si s(a)(v) = Fy s(—a)(v) = F en caso contrario.
(
(

) s(a B)(w) = V si s(a)(v) = F o s(f)(v) = V y en caso contrario
sla— o) = F.

IPara probar Val(M) que es un conjunto hace falta el axioma de partes. No obstante,
conviene tener presente que podriamos trabajar inicamente con valoraciones definidas sobre
conjuntos finitos de variables, y entonces no necesitariamos este axioma.
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g) s(Aza)(v) =V si A\u€ M s(a)(v¥) =V y en otro caso s(Aza)(v) = F.

h) s(xz|a)(v) = el tnico u € M tal que s(a)(v¥) = V si existe tal unico

elemento o s(z|a)(v) = d (la descripcién impropia de M) en caso contrario.

Escribiremos M (t)[v] en lugar de s(¢)(v) y M E afv] en lugar de s(a)(v) = V.
Con esta notacién, las condiciones que definen a s se convierten en las de la
definicién 3.2.

Asi pues, para definir la férmula M F «fv] hemos definido recurrentemente
una funcién s que asigna a a 'y a v el valor V o F segin si M E «fv] se cumple o
no. El teorema de recursién que justifica la existencia y unicidad de s se remite
en ultimo extremo al teorema 8.14, de modo que lo que hacemos es asignar a cada
ndmero natural k£ una funcién sy : TermyL UForm,L — (M U{V, F})V8L1 My
después definir s como la unién de todas las funciones s;. El punto a destacar
es que la definicién de s pasa por la construcciéon de una funcién k& — s, lo
cual exige que cada s sea un conjunto (pues (k, si) ha de ser un elemento de la
funcidn referida). A su vez, esto exige que cada si(0) : Val M — M U{V, F'}
sea un conjunto, lo cual sucede si y sélo si Val M lo es, y esto a su vez sucede
si y sélo si (el universo de) M es un conjunto.

En resumen, que nuestra definicion de denotacion y satisfaccién no seria
valida si hubiéramos permitido que los modelos tuvieran como universo una
clase propia. Desde luego esto no justifica que no sea posible definir la deno-
tacién y satisfaccién en modelos que sean clases propias mediante otra cons-
truccién diferente de la que acabamos de dar, pero veremos que no es asi, que
es esencialmente imposible trabajar con modelos que sean clases propias.

A partir de aqui podemos considerar como teoremas de la teoria de conjuntos
todos los resultados vistos hasta el capitulo IV.

10.3 Logica de segundo orden

Al estudiar la l6gica desde la teoria de conjuntos en lugar de hacerlo metama-
tematicamente podemos permitirnos muchas variaciones que metamatematica-
mente serfan méas que cuestionables: podemos considerar lenguajes con férmulas
infinitas, o con una cantidad no numerable de signos o lenguajes de 6rdenes su-
periores. En esta seccion esbozaremos un caso sencillo de logica de segundo
orden no porque tenga gran interés en general, sino porque es conveniente que
el lector tenga claro a qué nos referimos cuando hablamos de 16gica de primer
orden.

Definicion 10.3 Un lenguaje formal con variables monddicas de sequndo orden
se define como L = (-, —, A\, |,2, X,¢, R, f), donde L' = (=, —, A, |,z,¢, R, f)
es un lenguaje de primer orden y X : N — V es una aplicacién inyectiva en
cuya imagen no hay ningiin signo de L'.

En definitiva, £ se obtiene anadiendo a un lenguaje de primer orden un
conjunto infinito de signos X; = X (4) a los que llamaremos variables de sequndo
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orden. A las variables x; de L’ las llamaremos ahora variables de primer orden
de L, y usaremos la notaciéon Var;L y VaryL para referirnos a los conjuntos de
variables de primer y segundo orden de L.

Los conjuntos Sig L y Cad L se definen igual que para lenguajes de primer
orden, salvo que ahora incluimos las variables de segundo orden entre los signos
de L. Las definiciones de términos y férmulas tienen que ser retocadas. La
intencién es que, en un modelo, las variables de primer orden recorran los objetos
del universo y las variables de segundo orden recorran las relaciones monadicas
del universo o, lo que es lo mismo, los subconjuntos del universo. Por ello,
la definicién de los conjuntos Term L y Form L es idéntica salvo que ahora
anadimos la condicién:

Si ¢ es un término de L y X es una variable de segundo orden, entonces X ()
es una férmula de L.

Notemos que los paréntesis son superfluos. Podriamos escribir simplemente
Xt sin que ello introdujera ambigiiedades sintécticas (recordemos que, oficial-
mente, nuestros lenguajes formales no tienen paréntesis). En la parte de la
definicién que establece que Aza es una férmula ahora admitimos que x sea
una variable de primer o de segundo orden. No obstante, por simplicidad exi-
giremos que, en la parte que establece que x|a es un término, la variable x sea
de primer orden.?

Ejemplo Llamamos lenguaje de la aritmética de Peano de sequndo orden al
lenguaje de la aritmética de Peano (de primer orden) aumentado con un juego
de variables de segundo orden. Llamaremos aziomas de Peano de seqgundo orden
al siguiente conjunto se sentencias de este lenguaje:

a) A\z—a2' =0,
b) Awy(a' =y —a =y),
Ind AX((X(0) A A\z(X(z) — X(2') = Az X(x)).

De los cinco axiomas de Peano 8.13, dos de ellos son triviales en este contexto
(en un lenguaje que sélo puede hablar de nimeros naturales, el cero tiene que
ser —obviamente— un numero natural y el siguiente de un niimero natural serd
otro ntimero natural). Lo relevante es que el principio de induccién, que en la
légica de primer orden tiene que ser expresado (en realidad, parcialmente) por
un esquema axiomadtico (es decir, mediante infinitos axiomas, uno para cada
férmula), con la légica de segundo orden cabe en una tnica sentencia Ind.

Informalmente, la interpretacién de Ind es la siguiente: “Para toda relacién
monadica X sobre N —o, equivalentemente, para todo subconjunto de N—, si

2Podemos admitir variables de segundo orden en las descripciones, pero entonces hemos de
distinguir entre términos de primer orden y términos de segundo orden y asi, la estipulacién
de que X(t) es una férmula se habria de cambiar por “si T es un término de segundo orden
y t es un término de primer orden, entonces T'(t) es una férmula”.
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0 cumple X y cuando un niimero natural z cumple X lo mismo le ocurre a 2/,
entonces todo niimero natural cumple X”.

Para justificar esta interpretacién debemos definir las nociones de modelo,
denotacion y satisfaccion para la légica de segundo orden.

Definiciéon 10.4 Un modelo M de un lenguaje de segundo orden L se define
como un modelo del lenguaje de primer orden que resulta de eliminar las va-
riables de segundo orden. Una waloracion de £ en M es una aplicacién v que
a cada variable de primer orden z de L le asigne un objeto v(z) € M y a cada
variable de segundo orden X de L le asigne un subconjunto v(X) C M.

La definicién del objeto denotado por un término ¢ respecto de una valoracién
v (representado por M(t)[v]) y de la satisfaccién de una férmula « respecto a
una valoracién (representada M F «[v]) se modifica tinicamente en los puntos
siguientes:

Se cumple M E X (¢t)[v] syss M (t)[v] € v(X).

Se cumple M E AX afv] syss para todo A C M se cumple M F afv{], donde
v4 es la valoracién que difiere de v tan sélo en que v4 (X) = A.

Por ejemplo, ahora es inmediato que el modelo natural de la aritmética de
Peano (es decir, el que tiene por universo N con la interpretacién obvia de cada
signo) es un modelo de los axiomas de Peano de segundo orden. Conviene desta-
car que 8.13 (5) implica que todos los casos particulares del esquema axiomético
de induccién de la aritmética de primer orden, son verdaderos en N, pero de
aqui no se deduce 8.13 (5), pues s6lo permite probarlo para subconjuntos X C N
de la forma

X ={neN|NEav}]},

para cierta o € Form L y cierta valoracién v (es decir, para subconjuntos de N
definidos por una propiedad aritmética). En cambio, 8.13 (5) es equivalente a
N E Ind.

Vemos, pues, que la nocién de satisfaccion de una férmula de segundo orden
en un modelo involucra la nocién de “la totalidad de los subconjuntos del mo-
delo”, nocién que estd perfectamente precisada en la teoria de conjuntos, pero
de la que serfa dudoso que pudiéramos hablar metamatemé&ticamente. Ahora es
buen momento para advertir nuestra definicién de lenguajes de segundo orden
no es todo lo general que podria ser.

Observaciones La diferencia esencial entre la l6gica de primer orden y la de
segundo orden es que en las férmulas de primer orden sélo podemos cuantificar
sobre objetos, es decir, s6lo podemos decir “para todo objeto” y “existe un
objeto”, mientras que mediante una férmula de segundo orden podemos decir
ademads “para toda relacién monddica sobre los objetos” o “existe una relaciéon
mondédica sobre los objetos”.

Mas en general, es posible definir lenguajes de segundo orden con un juego de
variables relacionales n-ddicas para cada n > 1, y establecer que en un modelo
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M han de recorrer la totalidad de las relaciones n-adicas R C M™. Mas aun,
podemos anadir variables funtoriales n-ddicas, que recorran la totalidad de las
funciones f : M"™ — M. Esto sélo supone algunos retoques obvios en las
definiciones.

Conviene pensar que las variables (relacionales) de segundo orden son a los
relatores como las variables de primer orden son a las constantes, es decir, una
constante nombra un objeto fijo, mientras que una variable de primer orden
varia entre los objetos. Similarmente, un relator n-adico es lo que podriamos
llamar una constante de relacién n-adica, pues denota una relaciéon n-adica fija,
mientras que una variable relacional n-adica varia entre las relaciones n-adicas
(todo esto respecto a un modelo fijo). Similarmente, los funtores son constantes
de funcién.

Una forma desafortunada de distinguir la légica de primer orden de la de
segundo orden es afirmar que la logica de primer orden cuantifica sobre objetos
y la de segundo orden cuantifica, ademaés, sobre propiedades de objetos. Aunque
se parece a lo que hemos dicho en el primer parrafo de estas observaciones, no
es lo mismo. No es lo mismo cuantificar sobre relaciones que cuantificar sobre
propiedades, ya que mediante la légica de primer orden podemos cuantificar
sobre propiedades (= férmulas) a través de los esquemas axiomdticos, como
ilustran el esquema de induccién de primer orden (que podriamos parafrasear
como “para toda propiedad, si 0 la cumple, etc.”) o el esquema de formacién de
clases de MK (“para toda propiedad, existe la clase de todos los conjuntos que
la satisfacen”).

Debemos tener claro que tanto la aritmética de Peano (de primer orden)
como las teorfas de conjuntos ZFC o MK son teorias axiomdticas de primer
orden pese a contar con esquemas axiomaticos que “cuantifican” sobre propieda-
des. La diferencia esta en que esa cuantificacion es metamatemadtica y no formal
a través de una variable de segundo orden. Seria absurdo escribir el esquema
de formacién de clases como

NOVXAy(y € X < o(y)). (10.1)

El principio “/\¢” es asintactico: ¢ es una férmula, y detrds de un cuan-
tificador sélo puede ir una variable. En todo caso, esto tendria sentido si de-
cidiéramos emplear un lenguaje de segundo orden para la teoria de conjuntos
e interpretdaramos ¢, no como una férmula, sino como una variable de segundo
orden. Ahora bien, esto no nos llevaria donde el lector podria estar pensando.
Imaginemos que a partir de (10.1), entendido como un axioma de segundo or-
den, queremos demostrar la existencia de la interseccién de clases Y N Z. Si
lo entendiéramos como un esquema de primer orden (sin el A¢ inicial) serfa
muy facil: bastarfa considerar la férmula ¢(y) =y € Y A y € Z, ahora bien,
para deducir algo de (10.1) tal cual, hemos de apoyarnos necesariamente en la
féormula

VoAy(o(y) = yeY ANy e 2),

pero eso es casi lo mismo que lo que queremos probar. En general, toda teoria
axiomatica de segundo orden requiere entre sus axiomas, si queremos que de
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ellos se deduzca algo, un esquema axiomatico de comprension:
(Comp) Para toda férmula ¢(x), VX A2 (X(x) < ¢(x)),

es decir, un axioma que afirme que toda férmula determina una relacién. Asi
pues, con la légica de segundo orden complicamos el formalismo y no nos libra-
mos de los esquemas axiomaticos.

Por otra parte, el lector no debe pensar que la légica de segundo orden es
equivalente a la de primer orden, en el sentido de que son dos formas distintas
de expresar las mismas cosas. Al contrario, ambas difieren en hechos esenciales,
por lo que insistir en que las teorfas de conjuntos que hemos estudiado son
teorias de primer orden no es una mera cuestién de lenguaje. Mostraremos esto
en el apartado siguiente.

Diferencias entre la l6gica de primer y segundo orden Como primera
diferencia citaremos que la légica de segundo orden es categdrica en mas casos
que la logica de primer orden. Se dice que un conjunto de axiomas es categdrico si
tiene un tnico modelo salvo (la nocién obvia de) isomorfismo. Por ejemplo, en un
lenguaje de primer orden sin ningiin signo eventual, la sentencia o = Azy(z = y)
es categdrica, pues sélo puede tener un modelo con un elemento. Si el lenguaje
tiene, digamos un relator monddico R, entonces a ya no es categérica, pues
admite dos modelos esencialmente distintos, uno en el que M (R) es verdadera
sobre el unico objeto y otro en el que es falsa. No obstante esto se arregla
tomando

Nzy(x = y) A Nz Rx.

Ahora bien, a raiz del teorema de compacidad, la aritmética de Peano de
primer orden no es categdrica. Més en general, cualquier coleccién de férmulas
verdaderas en el modelo natural de la aritmética admite también un modelo no
estandar, luego no es categdrica.

No ocurre lo mismo con la légica de segundo orden. De hecho, si M es
un modelo de los tres axiomas de Peano a), b) e Ind, entonces la aplicacién
i : N — M dada por i(n) = M(0™) es biyectiva (y entonces es claramente
un isomorfismo de modelos). El hecho de que M cumpla los axiomas a) y b)
implica que 7 es inyectiva y el axioma Ind aplicado al conjunto i[N] prueba que
es suprayectiva.

El argumento falla para la l6gica de primer orden porque si M es un modelo
no estdndar entonces i[N] es el conjunto de los nimeros naturales estdndar de
M, y no estd definido por ninguna férmula del lenguaje de la aritmética, por lo
que no podemos aplicar ningtin caso particular del esquema de induccién.

Esto puede parecer una ventaja de la logica de segundo orden frente a la de
primer orden, pero es mds aparente que real. Como consecuencia, el teorema de
completitud es falso para la légica de segundo orden, es decir, existen conjuntos
consistentes de axiomas de segundo orden que no tienen modelos. En efecto,
una forma de verlo es basandonos en que los teoremas de incompletitud son
igualmente validos para la légica de segundo orden, por lo que toda teoria



10.3. Ldogica de segundo orden 275

aritmética recursiva consistente (de segundo orden) T' tiene una sentencia G
que no puede demostrarse ni refutarse. Puesto que o bien G o bien =G ha de
ser falsa en N (el tnico modelo de T, si es que tiene alguno) al anadirla como
axioma tenemos una teoria consistente sin modelos.

Otra forma de probarlo es mediante el argumento que nos daba la existencia
de modelos no estdndar a partir del teorema de compacidad (lo que, de paso,
nos prueba que el teorema de compacidad es falso para la légica de segundo
orden): anadiendo una constante ¢ al lenguaje de la aritmética y anadiendo a
los tres axiomas de Peano de segundo orden los axiomas ¢ # 0 ¢ # 0, ¢ # 0",
etc. obtenemos otra teorfa consistente sin modelos (es consistente porque todo
subconjunto finito tiene un modelo, luego es consistente, y no tiene modelos
porque si el tnico posible seria N, pero entonces la constante ¢ no podria ser
interpretada).

El hecho de que el teorema de completitud falle implica a su vez que no existe
un céalculo deductivo satisfactorio para la légica de segundo orden, es decir, que
puede darse el caso de que una férmula sea consecuencia légica de unas premisas
(en el sentido de que es necesariamente verdadera en todo modelo en que lo sean
las premisas) y, pese a ello, no sea deducible formalmente de las premisas, y ello
independientemente de lo que nos esforcemos por afinar el cédlculo deductivo
(sirva como ejemplo la sentencia de Godel de la aritmética de Peano de segundo
orden).

La légica de segundo orden tampoco cumple el teorema de Lowenheim-
Skolem, es decir, que una teoria que tenga un modelo no tiene necesariamente
un modelo numerable. Por ejemplo, consideremos un lenguaje de primer orden
que disponga de dos funtores diddicos + y -, dos constantes 0 y 1 y un rela-
tor diddico <. Los axiomas de cuerpo ordenado pueden expresarse facilmente
mediante féormulas de primer orden de este lenguaje. Por ejemplo,

Nz(z #0— Vyay =1).

Si ahora anadimos variables de segundo orden, podemos expresar la comple-
titud mediante la sentencia

AXVy X(y) A VyAz(X(z) = 2z <y) = Vs(A\z(X(z) - 2 < s)

A Ny(Nao(X () = 2 <y) — s <))

Tenemos asi un conjunto I' de sentencias de segundo orden (una de ellas)
que tiene por modelo a R con las interpretaciones usuales de la suma, el pro-
ducto, etc. y tal que todo modelo M de T tiene estructura de cuerpo ordenado
completo. Es conocido que todo cuerpo ordenado completo es no numerable,
por lo que I' tiene modelos pero no tiene modelos numerables. Aguzando el
ingenio podemos expresar la propiedad arquimediana mediante una férmula de
segundo orden:

NaX(X(0) A A\y(X(y) = X(y+1)) = Vy(X(y) Az <y)),

y sucede que todo cuerpo ordenado arquimediano y completo es isomorfo a R,
luego al anadir esta férmula a I obtenemos un conjunto categérico de sentencias
de segundo orden con R como unico modelo.
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Consideraciones finales No hemos entrado en la descripcién de un célculo
deductivo de segundo orden porque, como hemos visto, no existe ninguno que
sea semanticamente completo. De todos modos, es facil construir uno aceptable
sin mas que retocar levemente el calculo de primer orden y anadir el esquema
axiomatico de comprension. La légica de segundo orden tiene mas interés desde
el punto de vista de la teoria de modelos por su mayor capacidad de expresion.
De todos modos hemos de insistir en que la seméantica de segundo orden in-
volucra la totalidad de los subconjuntos de un conjunto dado, por lo que es
cuestionable que los resultados que acabamos de comentar tengan una interpre-
tacion metamatematica.

A efectos précticos, la logica de primer orden supera con creces a la de
segundo orden. No sélo porque es técnicamente mas simple y basta para funda-
mentar la teoria de conjuntos, sino porque los métodos méas importantes para
obtener pruebas de consistencia e independencia en teoria de conjuntos depen-
den esencialmente del hecho de que la l6gica subyacente es de primer orden.

Una légica de tercer orden seria una logica con variables para representar re-
laciones y funciones entre relaciones y funciones de objetos, y asi sucesivamente.
También existe la légica de 6rdenes, que no es sino la logica con variables de
todos los érdenes posibles y, mas en general, esta la logica de tipos, en la que
los tipos de variables no estan asociados a un orden en N, sino que pueden tener
casi cualquier estructura.

10.4 El lenguaje de la teoria de conjuntos

Ahora vamos a estudiar con més detalle la formalizacién en teoria de conjun-
tos del lenguaje de la propia teoria de conjuntos. Esto puede llevar a confusiones
de notacién mas peligrosas que el ejemplo === que comentdbamos antes, por
lo que conviene introducir los llamados dngulos de Quine. Para empezar, en
lugar de llamar 0, 1, 2, etc. a los niimeros naturales, usaremos la notacién FOT,

1 ral .
1, 2, ..., es decir,

I—O—l = @7 I—l—l = {70—\}7 2 — {I_O—I I——I}
En otras palabras, para cada natural n, el designador "' es lo que en una

teorfa aritmética arbitraria representdbamos por 0("). Preferimos ahora la no-
tacién de Quine porque se generaliza facilmente a otros conceptos:

Definicién 10.5 Definimos el lenguaje formal o= ('_Oj 1'72'."73" z,¢,R, ),
enelquez: N — Nes la funci(')n dada por xl =1+ r6 c = @ R es la funcién
de dominio {("2',70"),("2","1")} dada por Rr—| =4 R|——l =5y f=0.

1 1 TAT 1 1m0 [nm B s B
Escribiremos —'= 0,™—~'='1, A =2, | =3,==4,¢e' =5y

= T

De este modo, para cada blgno ¢ de L esta definido el designador C de L
de modo que F C € Sig o
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Observaciones Con esta notacién, férmulas “desconcertantes” como ===
resultan mas claras (en este caso '='="="). Conviene prestar atencién a algu-
nos detalles. Si, trabajando en teoria de conjuntos, decimos, “sea = el igualador
de un lenguaje L7, hemos de entender que = y L son, metamatemdticamente,
dos variables del lenguaje de la teoria de conjuntos. Podriamos haber dicho
igualmente “sea x el igualador de un lenguaje y”. Si usamos concretamente los
nombres = y L para las variables es meramente por motivos mnemotécnicos.
. a7 . . ,
Ahora, en cambio, L no es una variable del lenguaje L de la teoria de
. . . . .
conjuntos, sino un designador, como pueda serlo N o & (informalmente, L re-
presenta a un conjunto concreto, al igual que Ny &). Esto se ve mds claramente
7 . r s
en el caso de =", que es exactamente el designador 4 (lo que los mateméticos

representan habitualmente como 4). L]
Si € es una cadena de signos de L formada por los signos (p, . . ., (,,, definimos
ra r.1 r.
¢ ={(0,¢"),. .., (M, ¢} (10.2)

Es claro que F I—Cj €Cad 'L .
NBG-

Si S es una sucesién de cadenas de signos de L, formada por las cadenas
So, ..., Sy, definimos

1 [P 1
S = {(ro—lv So )7 R (l‘n‘l’ Sh )}7
yesclaroque b 'S'e (Cad L))<v.
NBG-
Mas atn, es evidente que si ¢ es una cadena de signos de L,

. , . ra .
e si ¢ es un término entonces F ¢ € Term L
NBG-
. , r .7
e si ¢ es una férmula entonces F ¢ € Form L.
NBG—

Entendamos bien esto: Consideremos por ejemplo la férmula x € y. Aunque
a menudo hablamos de “la formula = € y”, lo cierto es que esto es ambiguo,
pues no hemos especificado cudles son concretamente las variables x e y. Nor-
malmente esto carece de importancia, pero ahora si la tiene. Concretemos al
caso zo € x1. De acuerdo con nuestros convenios de notacién, esto representa a
la férmula formada (en este orden) por los signos €, xg, 1. Por consiguiente,

’_.TO € .’E1_| = {(FO—I’ rG_I)? (r]-—lv rxoj)v (727’ le“l)} = {(707, 757)’ (717’ FGT)a (r2—la 777)}.

En definitiva, "o € 21" es lo que un matematico escribirfa habitualmente
como {(0,5),(1,6),(2,7)} o incluso como (5,6,7). Con la notacién que se pre-
fiera, se trata de la sucesién de longitud 3 cuyos términos son 5, 6, 7. Es claro
que "zg € x; ' satisface la definicién de férmula. De hecho, el mismo argumento
(metamatemdtico) que nos convence de que zy € x; es una férmula se convierte
inmediatamente en una demostracién en NBG™ de que 'z € ;' € Form o,
Esto es totalmente general: seria facil programar a un ordenador para que,

al darle una férmula «, nos proporcionara una demostracion en NBG™ de la
. -
sentencia "a' € Form L .
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Observaciones Ahora el lector debe esforzarse por comprender lo siguiente:
aunque podamos probar 'zg € x;' € Form I—L—I, es decir, dicho mas informal-
mente, que 'zg € x1' es una férmula de '_[j, al mismo tiempo es cierto que
T2o € 21" es un término de L. De hecho es un designador: podemos demostrar
(es trivial) que "zo' es una variable libre en "z € x1 ' pero, al mismo tiempo, ni
Tzg" es una variable (es el nimero 6) ni estd libre en "z € z;'. Esto es claro®
si recordamos que "z € 21" no es otra cosa sino {(0,5), (1,6),(2,7)}. ;Cudntas
variables libres hay aqui? n

Definimos

'NBG~ ' = {'NBG-1','NBG-2', NBG-3', 'NBG-4',

'NBG-5','NBG-6', NBG-7', ' NBG-8', ' NBG-9',
'NBG-10','NBG-11','NBG-12', 'NBG-13","AT' }.

Més en general, si T es cualquier extensién (recursiva?) de NBG™~ (por ejem-
plo todo NBG), podemos definir de igual modo el correspondiente conjunto T,

Es claro que si S es una demostracién en T' de una férmula o de L, entonces
1

[y | . . .

F T F "a'. Simplemente, el mismo razonamiento que nos convence de que

NBG— Sy
L
S es ciertamente una demostracién de «, vale como prueba en NBG~ de que
)

A1 .,
S es una demostracién de "ac'.

Observaciones FEn una teoria aritmética arbitraria necesitdbamos introducir
la numeracién de Godel para hablar a través de ella de la propia teoria, de
sus términos, férmulas y teoremas. Sin embargo, en el caso de la teoria de
conjuntos no necesitamos la numeraciéon de Godel. Para hablar de una férmula
a, aunque podriamos, por supuesto, definir su nimero de Godel, resulta mucho
mas natural e inmediato utilizar su “imagen” "a'. Quizd para el lector sea més
dificil distinguir claramente entre « y "a' que entre o y su nimero de Godel,
pero ello se debe precisamente a que "a' es una imagen mucho mas fiel de «, lo
cual en teoria no es un inconveniente, sino una muestra mas de la potencia de

3El lector que se pierda debe pensar en un ejemplo més sencillo: la pregunta jqué es @?
tiene dos respuestas paralelas: por una parte es un designador formado por ocho signos, por
otra es el conjunto vacio, es decir, el inico conjunto que no tiene elementos. Cualquier intento
de mezclar ambos puntos de vista lleva a sinsentidos: es absurdo preguntarse cuantos signos
tiene el conjunto vacio o cudntos elementos tiene un designador. Mds informalmente ain: ante
la pregunta jquién es el que aparece en esta foto? dos respuestas igualmente vélidas pueden
ser: Harrison Ford o Indiana Jones. Sin embargo, afirmaciones verdaderas sobre Harrison
Ford pueden ser falsas sobre Indiana Jones y viceversa: uno es actor, el otro arquedlogo, etc.

4En realidad, desde este punto de vista, no tenemos un argumento general que nos pruebe
la existencia de "T"' para cualquier extensién recursiva T. Lo tnico que afirmamos es que,
dada cualquier extensién recursiva concreta T, tendremos una descripcién explicita de sus
axiomas, a partir de la cual serd inmediata la definicién de "T"'. Ahora no estamos interesados
en la generalidad de estos conceptos, sino en su aplicabilidad a casos concretos, como NBG™,
NBG, y unas pocas variantes mas que se diferencian de NBG en un nimero finito de axiomas,
y en este caso finito sf es clara en general la existencia de "T"
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la teorfa de conjuntos. Si el lector consigue finalmente asimilar la relacién y la
diferencia entre cada concepto metamatematico y su equivalente formalizado, en
la seccion siguiente encontrara el argumento de los teoremas de incompletitud
en su forma mas transparente.

10.5 Los teoremas de incompletitud

Vamos a probar los teoremas de incompletitud para una extension recursiva
T de NBG~ (o, equivalentemente, de ZF~) basdndonos en la formalizacién de la
l6gica en NBG™ como sustituto de la numeracién de Godel. Asi, en lugar de la
férmula ¢(x) que representa a la relacién recursiva “ser una férmula”, tenemos
la féormula x € Form o y, como sustituto de la férmula Dm(m,n), tenemos la
férmula NBI—G_ T I_l— a, con variables S (en lugar de m) y « (en lugar de n).

L'

Solamente nos falta el andlogo de la féormula que representa a la funcién
recursiva N que cumple N(n) = g(0). Ante todo, en lugar de 0™ ahora
escribimos "n'. Esto es un mero cambio de notacién. En segundo lugar, la
funcién g podemos simplemente eliminarla, pues ahora ya no necesitamos pasar
por nimeros de Godel para poder hablar de NBG™ en NBG™. Por consiguiente,
nos basta la funcién N(n) = "n'. En realidad, no estamos interesados en la
funciéon N, sino en la férmula que la representa en NBG™. En nuestro caso,
tenemos una funcién metamatemdtica N y necesitamos su andlogo formal, que
podemos llamar "N'. Puesto que N asigna a cada nimero natural n el término
' de L, hemos de definir "N' de modo que se cumpla "'N':N — Term 'L .

Para cada natural n, se cumple N(n) = "n". El andlogo formal de N es
-

N (la funcién que hemos de definir), el anlogo formal de n es ' (el numeral

que representa al nimero metamatemético n) y —éste es el punto crucial— el
I 1 . .

analogo formal del numeral "n' es el designador "™m'. Por consiguiente, que-

remos definir ' N' de modo que, para cada natural n, se pueda probar que

r]\T—I('—r[‘) ok Veamos un ejemplo concreto de los dobles dngulos:

Tenemos que N=g=2z | Ayy ¢ x. Por consiguiente

! 0" A
0" ="g" ="z | Ayy ¢ ={(0.), (T, (2 A, (3,
(470,057, (67,79, (7,72}

La diferencia es clara: '0' es el conjunto vacio, no tiene elementos, mien-
-
tras que 0" es la sucesién formada por los ocho signos que definen a 0.
.. = .y . .
Similarmente 1 es una sucesion de signos mucho mas larga, la que define a
[ A1 PN
1'=0U{0}, etc.

. A , . , < e
Para definir N sélo tenemos que considerar cuél es la definicién metama-
tematica de IV, expresada en términos del teorema de recursion:

N()= 0, Nn+1)="n+1'=m'u{n}= Sﬁl(”)(xo U{zo}).
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Aunque hasta aqui ha sido conveniente mantener los angulos de Quine, dado
que en ningun momento vamos a necesitar la funcién metamatemdtica N, en
la definicién que sigue escribimos simplemente N para representar lo que en la
discusién previa hemos llamado "N

Definicién 10.6 Sea N : N — Term £ ' la aplicacién dada por
M= 1
N(0)="0"AAz eNN(@+T1") =59 20 U {ao} " (10.3)

Veamos que para todo natural (metamatemé&tico) n se cumple

M= 1
F N(™m)= "™".
NBG-

Para ello nos basaremos en el hecho siguiente, que se prueba facilmente por
induccién (metamatemdtica): Si € es una expresion, ¢ es un término y = es una
variable, entonces

r -1 e a
l_ Stﬁe == S]—t—l 9 .

x
NBG-

Observemos que la S del miembro izquierdo es la sustituciéon metamatema-
tica, mientras que la S de la derecha es su andlogo formal (quizd deberfamos

e Tl .z < ez
escribir 'S'). La demostracién se basa en que la definicién formal de S es com-
pletamente paralela a la definicién metamatematica.

Teniendo esto en cuenta, (10.3) se prueba por induccién (metamatemadtica)
g
sobre n. En efecto, para n = 0 tenemos NB}—Gi N ('—O—') = "0 por definicién
de N. Supuesto cierto para n, es decir, si tenemos probado
N(7) = il

razonamos como sigue:

[l

I | r al
N(n+1) = N(w'+1) =575 "2 Ufwo} = 873 (w0 U{ao})
- mu {rn—l}—' - r,_n + 1—'—|,

En particular, si ¢ es un signo de L tenemos

!—,_ _I—I

F N(¢HY=T¢

NBG-

Por desgracia, la funcién N no es la que necesitamos para probar los teoremas
de incompletitud, sino la funcién que cumple la propiedad andloga a la que
acabamos de enunciar pero donde ¢ es una cadena de signos de L, en lugar de
un signo. Mas concretamente, queremos formalizar la funcién metamatematica
que a cada cadena de signos ( = (y...(, le asigna el término

=100 (G )
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=1 | Azo(no € 21 < 79 = (r()j,rCoj) V.- Vay = (rnj,rcnj)).

Lo tnico que hemos de hacer es formalizar sistemdaticamente la definicién
del 1dltimo miembro. Nos ocupamos primero de su parte derecha, formada por
una concatenacion de disyunciones. Empezamos definiendo explicitamente la
funcién disyuncién

Dis : Form '£' x Form '£' — Form 'L
dada por Dis(q, §) = ™—"="af, o sea, Dis(a, ) = a V 3. Extenddmosla de
modo que Dis(@, o) = a.

Concretamente, queremos concatenar una disyuncién de férmulas de tipo
r. 1
[ ™M
— (T —ahn _
2o = (1,"¢.) = 8,1 8,5 (w0 = (a1, 22)).

Teniendo en cuenta que la formalizacién de 7'y ' ¢, es N(n) y N(Co), la
concatenacion que queremos es la funcién F : (Sig o ) v Form(l—L—| yu{o}
definida como sigue por recurrencia sobre la longitud de una cadena. Para la
cadena de longitud 0 definimos F'(&) = @ y, supuesto que F' estd definida para
cadenas de longitud n, si ¢ tiene longitud n + 1 hacemos

. n r 1
F(¢) = Dis(F(Cln), 85\ sM G 20 = (21,22) )

De este modo, si ( = (g - - (, es una cadena de signos de L, entonces

r al
NB'_G* F(I—C—I) = 9= (I—O—I7 I—Co—l) Ve Vg = (T I—(nj) .

En efecto, lo probamos por induccién sobre n. Si n = 0 tenemos

[ . '—ro—\j FFC - -
F( Co ) = DIS(F(Q)aSFJ.l‘l Srw% Ty = (21, 22) )
"rarn I 1
= 8289 @ =(v1,72) = w0=(0,"¢) .

Si es cierto para cadenas de longitud n y ¢ tiene longitud n + 1 entonces

] . -a el rrcn—'—lr 5
F( ¢ ) = DIS(F( ¢ |'—n"')asrx1‘| er; Zo = (1?17%2) )
r al
_ F(I—C_‘|Fn7) V oz = (l‘n—l’l_cnﬂ)
r o r S N Y
= xoz(O,Co)\/~--\/m0:(n—1,gn,l)\/xoz(n,Cn)
r il
= To = (r0—|7 rCO—I) Ve Viag = (Fn"l, rC’n.—l) .
. . . .y AT <w .1
Finalmente definimos la aplicacién [ ] : (Sig £ )~ — Term L dada por

[(] = z1|Azo(z0 € 21 = F(C)).
De este modo, si ¢ es una cadena de signos de £ de longitud n+ 1 se cumple

—I

rj] = rl’l\/\fo(mo € X < To = (r017r40—|) Vi Vg = (I—”—lvrgn—l)) ’

F[C

NBG—
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0, lo que es lo mismo,

r hl
= {0 @) ()Y
pero segin (10.2) esto es
rA !
o L¢)="¢. (10.4)

Observaciones Si el lector considera que esto es farragoso, deberia pararse a
pensar que lo es mucho mas la prueba de que toda funcién recursiva es represen-
table en toda teorfa aritmética (donde hemos tenido que valernos de trucos como
la funcién beta de Godel y de comprobaciones mucho més laboriosas que las que
hemos visto aqui). Si el lector asimila adecuadamente lo que hemos hecho, se
dara cuenta de que, una vez fijado el objetivo de encontrar una funcién que
cumpla (10.4), todos los pasos a seguir son mecénicos y no requieren ninguna
idea. Basta escribir explicitamente las definiciones metamatematicas involucra-
das para “copiarlas” formalmente. L]

Ahora podemos probar el andlogo al teorema 7.2:

Teorema 10.7 Sea ¢(x) una férmula de L cuya dnica variable libre sea x.
Entonces existe una sentencia v de L tal que

e o).

NBG~—

DEMOSTRACION: Consideramos la férmula o (zg) = d)(S[rZ[(’J]jmo). Sea

Yv=0o("0") = S;‘;—la = (j)(Sl[—l;i;] o).

ek
Usando (10.4) obtenemos NBI—G7 P ¢(S,—x0—| o), pero

M NS (il
o5 ) =0 (5570 ) =o(w).
| |
Sea T una extensién recursiva de NBG™. Para probar el teorema de incom-
pletitud en T podemos aplicar el teorema anterior para obtener una sentencia
G de L tal que
EG o -T' G
L
Supuesto que T sea consistente podemos asegurar que no ;G’ pues si S
fuera una demostracién de G en T se tendria
41

|_ I_T—l |_ I_G—l
NBG= 7 ’
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luego lo mismo se demostraria en T' (por ser una extensién de NBG™) y con-
cluirfamos F —-G.
T

Asi pues, hemos probado que si T es consistente entonces no FG. El

reciproco es trivial, luego tenemos la doble implicacién:

T es consistente syss no I;G.

Hemos llegado a esta coimplicacion mediante un argumento metamatemético.
Ahora bien, nada nos impide considerar a todo el argumento que nos ha llevado
hasta aqui como un argumento en NBG™. Para ello no hay que anadir nada
a la demostracién: basta pensar que cuando habldbamos de la férmula (me-
tamatemdtica) G nos referfamos en realidad a la férmula rG_‘, mientras que

cuando habldbamos de 'G' nos referfamos a I—FGQ, etc. Todos los conceptos
metamatematicos que hemos usado los tenemos debidamente formalizados. De
este modo, podemos interpretar la equivalencia anterior como un teorema de
NBG~. Concretamente,

F Consis T' & —'T' I—G—I,
NBG— ,_L—l

donde, en general, ConsisI" tiene la definicién obvia:

ConsisT =T C Form 'L A -Va € Form o' (I‘ FaAnT - —\a).
I_LT I_L—l

Ahora bien, por construccién de G, lo que tenemos es

F Consis' T' < G
NBG-

y, como sabemos que G no es demostrable en T si éste es consistente, tenemos
el segundo teorema de incompletitud:

= . .
I;Consm T Syss T es contradictorio.

Observemos que un modelo de ' puede identificarse con un par (M, R),
donde M es un conjunto no vacio y R C M x M es la relacién que interpreta
al relator "€'. En la prictica suele escribirse M en lugar de (M, R). Por el
teorema de completitud (considerado como teorema de NBG™)

NBFCF ADL(T C Form L — (ConsisT < \/M M ET)).

En particular, si T' es una extensién recursiva consistente de NBG™, no es
posible demostrar en T' la existencia de un modelo M tal que M F T

Por otra parte, todos los teoremas del capitulo anterior pueden considerarse
como teoremas de NBG™. En particular,

- Consis ZFC — AT, - Consis NBG — AI',
NBG— NBG—
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. _1 . _1
F  Consis ZF~ < Consis NBG
NBG-
Maés en general, la ltima equivalencia es cierta para cualquier extensién
recursiva de ZF~ y la extensién correspondiente de NBG~ (la que resulta de
anadir como axiomas las relativizaciones de los axiomas anadidos a ZF ™).

Por consiguiente, la existencia de un modelo de (una extensién consistente
y recursiva de) ZF~ no puede probarse en (la extensién correspondiente de)
NBG~. Esta es la consecuencia més importante de los teoremas de incompleti-
tud en teoria de conjuntos.

Finalmente, notemos que ahora ya deberia ser obvia la imposibilidad de
demostrar la consistencia de la teoria de conjuntos. Cualquier argumento que
pudiera convencernos de que ZFC es consistente podria ser considerado, tal cual,
sin cambio alguno, como una demostracién en ZFC de Consis ZFC, lo cual nos
llevaria a que ZFC es contradictorio.

10.6 Modelos que son clases propias

En esta seccién estudiaremos la relacién entre las teorias NBG y MK. Con-
cretamente vamos a probar que

F Consis N BG,
MK

con lo que, si NBG es consistente, estamos ante un teorema de MK que no es
un teorema de NBG. En realidad lo que probaremos en MK serd Consis ZFC
que, segin acabamos de comentar, es equivalente a Consis NBG. Para ello,
lo que haremos serd probar que la clase universal V es un modelo de ZFC.
Ciertamente, esto ya lo vimos en el capitulo anterior, el problema es que esto
no puede probarse en NBG debido a que no podemos definir el concepto de
satisfaccion de sentencias sobre un modelo que sea una clase propia. Asi pues,
la dificultad de probar que V es un modelo no es probar que satisface todos los
axiomas de ZFC, sino definir la nocién de satisfaccion.

Podemos trabajar més en general en la teorfa MK~ es decir, MK* mas
el axioma de infinitud. Por abreviar llamaremos Ej} = Termk'_L_| U Formkrﬁ,—l
(recordemos las definiciones de la pdgina 267). Llamaremos W = {v | v :
Var ‘L' — V} (donde V es la clase universal).

Definicion 10.8 Una interpretacion I : Ep x W — V de nivel k es una
aplicacién que cumpla las propiedades siguientes:

a) Siz e Var L'ywveW, entonces I(z,v) = v(z).
b) Si (t; =t2) € Ex y v € W entonces

_ 1 st I(ty,v) = I(t2,v),
It =t3,0) = {o G (s 0) 2 I{to )
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c) Si(t1 €t2) € Ep y v e W entonces

1 sil(ti,v
I(tletQ’U){O siIEti ’ug

d) Si ~a € Ey y v e W, entonces

I(t27v)v
I(tg,’U).

€
¢

Kooy = {1 5T =0
’ 0 en caso contrario.

e) Sia— (€ E, yve W, entonces

(o — B,v) = { 1 sil(a,v)=00I(8,v)=1,
’ 0 en caso contrario.

f) Si (Aza) € E, y v € W, entonces

I(Aza,v) = { 1 siAal(a,v2) =1,

0 en caso contrario.

g) Si (z|a) € E, y v € W, entonces

(x|, v) = el dnico a tal que I(a,v%) =1 si existe tal a,
7 9 en otro caso.

. ., . ./ .1
Una interpretacion es una aplicacién I : Exp L x W — V que cumpla
estas mismas condiciones.

Teorema 10.9 Sik € N e I, J son dos interpretaciones (de nivel k), entonces
I=1J.

DEMOSTRACION: Hay que demostrar que para toda expresién 6 en Ej, (o en
Exp '_L_\) se cumple que A\v € W I(6,v) = J(,v), lo cual se prueba ficilmente
por induccién sobre 6. m

Teorema 10.10 Para cada k € N existe una interpretacion de nivel k.

DEMOSTRACION: Es una simple induccién sobre k, pero hemos de observar
que dicha induccién no puede realizarse en NBG™. En efecto, con detalle, la
induccién consiste en considerar el conjunto

Z ={k € N| VI(I es una interpretacién de nivel k)}, (10.5)

y probar que Z = N mediante el principio de induccién, pero la férmula que
define Z no es normal, ya que las interpretaciones son clases propias y, por
consiguiente, el cuantificador existencial no puede restringirse a conjuntos. Asi
pues, el conjunto Z no es definible (o al menos no est4 justificado que lo sea) en
NBG~.
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Admitiendo la existencia de Z (que es inmediata en MK ™) no ofrece ninguna
dificultad probar que 0 € Z y, supuesto que k € Z, existe una interpretaciéon I
de nivel k, que es facil extender a una interpretacion de nivel k + 1 siguiendo la
propia definicién de interpretacion. L]

Los dos teoremas anteriores nos permiten definir
I, = I'| I es una interpretacién de nivel k
y se cumple que
Nk € N(I} : Ex x W — V es una interpretacién de nivel k).

La unicidad justifica también que si k < n entonces I = I,|g, xw, con lo
que, si definimos
I= U I,

keN

es claro que I : Exp "L'x W — V es una interpretacién (la tnica, de hecho).
Notar que I es un designador de £. Definimos

VEav] = I(a,v) =1, VEa=AveWVEal.
Mas en general, definimos
VET =T CForm L AAaeTVEa.

La prueba del teorema 3.7, segtin el cual todos los axiomas 1égicos son ver-

daderos en cualquier modelo, es vélida en este contexto, con lo que tenemos que

F VEAxL
MK-

Por otra parte, en el capitulo anterior vimos que si en un modelo de NBG™
(en particular en un modelo de MK™) nos quedamos dnicamente con las clases
que son conjuntos, obtenemos un modelo de ZF~. El mismo argumento nos
permite probar ahora

FVEZF-
MK—

También disponemos de los argumentos del capitulo III, en virtud de los
cuales las consecuencias de las férmulas verdaderas en un modelo son verdaderas
en el modelo. Esto se traduce en que

F A« € Form o' (rZFj Fa—-VE a) .
MK— ’_L—I

Claramente entonces,
. C _1
F Consis ZF~ |
MK~

pues, por reduccli_ér_ll al absurdo, si suponemos — Consis |_ZFJ, llegamos a que
existe « € Form L tal que VE ay V E —a, es decir, VE ay =V FE «, lo cual
es absurdo.
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Segun comentdbamos al principio de la seccién, de aqui llegamos a
- Consis NBG~ .
MK~

Observemos que el tnico paso de la demostraciéon de este hecho que no estéd
justificado en NBG™ es la construccién del conjunto (10.5), luego ahora podemos
asegurar que si NBG™ es consistente entonces no puede probarse la existencia
de (10.5), y tenemos asi un ejemplo concreto de un axioma de MK~ que no es
un teorema de NBG™.

Claramente todo esto vale igual si sustituimos ZF~ por una extensién recur-
siva T, NBG™ por la extensién correspondiente 77 y MK~ por la extensién de
T’ que resulta de anadir el esquema axioméatico de formacién de clases de MK.

Observaciones Notemos que V F « es una féormula que tiene a o como tinica
variable libre. Una simple induccién metamatematica prueba que, para toda
féormula a(ug, ..., u,), se cumple

Ml}-(_ (VEa o] < oV (v(u),...,v(u,)),

donde oV es la relativizacién de o que definimos en el capitulo anterior. (Hay
que probar simultdneamente el hecho andlogo para términos.) De aqui se sigue
en particular que, para toda sentencia «,
H (V Ela' « aV).
MK~

Esto es “casi” lo que el teorema de Tarski afirma que no puede ocurrir (en
una teorfa consistente). Si fuera

F (V Fla' « a).

ZF-

tendriamos que ZF~ seria contradictorio, pues habriamos definido la verdad de
una sentencia arbitraria, es decir, tendriamos una férmula V F « con « como
Unica variable libre, que nos permitirfa recuperar (el significado de) « a partir de
su formalizacién "a'. Concretamente, el teorema 10.7 nos permitiria construir
una sentencia T' tal que

(T« -VET),

ZF-

de donde se sigue la contradiccién T« —7T'.

En definitiva, lo que afirma el teorema de Tarski para ZF~ y sus extensiones
es que, aunque podemos definir, para toda sentencia, la nocién de “ser verdadera
en un modelo” (que sea un conjunto), no podemos hacer lo mismo cuando el mo-
delo es la clase universal, pues definir “ser verdadera en la clase universal” seria
tanto como definir “ser verdadera”, y ello nos permitiria construir una sentencia
que dijera “yo soy falsa”. En la préctica, lo que nos impide definir la verdad
en la clase universal es que “oficialmente” la clase universal no existe en ZFC.
Puesto que NBG es, en cierto sentido, equivalente a ZFC, tampoco podemos
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definir en esta teoria la verdad la clase universal, y ahora el impedimento es que
necesitamos definir un conjunto de nimeros naturales mediante una férmula en
la que aparece una cuantificacion sobre clases propias. Nada nos impide tomar
esto como axioma (y entonces estamos en MK), pero con ello hemos definido
en MK la verdad en ZFC, lo cual no nos permite llegar a ninguna contradicciéon
(que sepamos).

Los resultados del capitulo anterior sobre la equivalencia entre NBG y ZFC y
lo que acabamos de obtener explican completamente el sentido de la restriccion
en NBG sobre que las cuantificaciones sobre clases arbitrarias no definan clases.
Esta restriccion resulta ser la condicion necesaria y suficiente para que las clases
propias en NBG sean “eliminables”, es decir, para que cualquier afirmacién sobre
conjuntos demostrada con el apoyo de clases propias (en NBG) sea también
demostrable en ZFC y, por consiguiente, sin necesidad de clases propias. En el
capitulo anterior vimos que esto es cierto y ahora hemos visto que deja de serlo si
admitimos que cualquier férmula defina una clase. En tal caso tenemos a nuestra
disposicién argumentos que nos permiten probar cosas sobre conjuntos (por
ejemplo, Consis ZF'C) en los que el uso de clases propias resulta esencial. Las
clases propias de MK ya no son meros “auxiliares” introducidos por comodidad,
sino nuevos conceptos con nuevas implicaciones.

Volvamos ahora sobre el conjunto (10.5) cuya existencia no puede probarse en
NBG. Es fcil probar (por induccién metamatemética), que para cada nimero
natural (metamatemdtico) k existe una interpretacién de nivel &k (de nivel I_k:j,
para ser mds claros). Esto significa que, en cualquier modelo de NBG, todos
los nimeros naturales estandar, es decir, todos los que dejan bajo s{ un nimero
finito de nitmeros naturales, cumplen la propiedad que define a (10.5). Si el
modelo no contiene nimeros no estdndar, entonces (10.5) existe en él y es el
conjunto de todos los nimeros naturales, pero también puede ocurrir que el
modelo contenga ntmeros no estandar y que para algunos de ellos no existan
interpretaciones del nivel correspondiente. Por ejemplo podria suceder que los
dnicos nimeros para los que existieran interpretaciones fueran los estandar vy,
efectivamente, en un modelo no estandar no puede existir ningin conjunto que
contenga exactamente a los nimeros estdndar. Por consiguiente (10.5) no exis-
tirfa en tal modelo.

Como tltima observacién, senalamos que si ZFC es consistente, entonces
también lo es ZFC+— Consis ZFC, y un modelo de esta teoria es un modelo de
ZFC que, segiin sabemos, puede extenderse a un modelo de NBG, pero no a un
modelo de MK, pues en todo modelo de MK ha de ser verdadero Consis ZFC.
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Introduccion a la teoria de
conjuntos

En la segunda parte hemos sentado las bases logicas de la teoria de con-
juntos, es decir, hemos precisado cémo pueden entenderse las afirmaciones que
hacen los matematicos: como teoremas de una determinada teoria axiomatica.
Todos estos términos han sido cuidadosamente definidos. Sin embargo, no he-
mos demostrado nada que un matematico no tenga por evidente en su trabajo
cotidiano: existe la union, la interseccion, los niimeros naturales, etc. Si hasta
ahora hemos explorado légicamente la teoria de conjuntos, esta tercera parte
esta dedicada a explorarla matematicamente.

La mayoria de los resultados que presentamos constituyen una exposicién sis-
temadtica de los descubrimientos de Cantor a finales del siglo XIX. En efecto, lo
que hoy se conoce propiamente como “teoria de conjuntos” es una vasta rama de
la matematica cuyos fundamentos fueron establecidos por Cantor practicamente
en solitario. Podemos decir que “todo empezd” cuando, a instancias de Heine,
Cantor abordé el problema de la unicidad de los desarrollos en series trigo-
nomeétricas de funciones arbitrarias. Pronto obtuvo un resultado vélido para
series convergentes sobre todo el intervalo [0, 27], si bien Cantor observé que si
la convergencia fallaba en algunos puntos excepcionales la unicidad de la serie
seguia siendo vélida. Para precisar qué excepciones eran admisibles, introdujo
la nocién de conjunto derivado de un conjunto P C [0,27], que no es sino el
conjunto P’ de todos los puntos de acumulacién de P. M4s en general, es po-
sible calcular derivados sucesivos P, P, P”, P, ...o, mejor, P(), P2 pP@®)
... Cantor definié un conjunto de primera especie como un conjunto P tal que,
para algin n, se cumple P") = @&. A los conjuntos que no eran de primera es-
pecie los llamé de sequnda especie. En estos términos, Cantor probd el teorema
siguiente:

o0

Si se tiene la igualdad 0 = dy + > ¢p sennx + d,, cosnx, para todo
n=1

x € [0,27] salvo a lo sumo en un conjunto de puntos de primera

especie, entonces todos los coeficientes ¢, d, son nulos.

Esto le llevé a tratar de comprender cudl era la diferencia entre los conjuntos
de primera y segunda especie. Un hecho relevante es que todo conjunto de
primera especie es numerable, pero esta nocién era completamente desconocida a
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la sazén. No obstante, Cantor la intuyd, y se preguntd si seria posible establecer
una correspondencia biunivoca entre los niimeros naturales y los niimeros reales.

El 23 de noviembre de 1873 formuld la pregunta en una carta a su amigo
Richard Dedekind, el cual le contesté que era incapaz de encontrar una razon
por la que no pudiera existir tal correspondencia, pero antes de que acabara
el ano Cantor ya habia probado que no podia existir. A principios de 1874,
en una nueva carta, Cantor preguntaba si seria posible biyectar los puntos de
una superficie, por ejemplo un cuadrado, con los de un segmento de recta. La
respuesta parecia ser obviamente negativa, y muchos de los matematicos a los
que les plante6 la cuestion la tomaron por ridicula. Sin embargo, tres anos
después, en 1877, Cantor anunciaba a Dedekind que, en contra de la opinién
general y por asombroso que resultara, tal correspondencia si era posible. De
hecho cualquier espacio de n dimensiones podia biyectarse con la recta real.

A partir de estos resultados, Cantor llegé a la conviccidén de que tenia pleno
sentido hablar del nimero de elementos de un conjunto infinito, lo que él llamé
su “potencia”, de modo que dos conjuntos tienen la misma potencia si y s6lo si
sus elementos pueden ponerse en correspondencia biunivoca. Ya habia probado
que existen al menos dos potencias distintas: la potencia comtin a todos los
“continuos” (es decir, R™) y la potencia de los conjuntos “discontinuos”, como N
o Q. Se planted, no obstante, la posibilidad de que existieran potencias mayores
que la del continuo, problema que sélo respondié en toda su generalidad mucho
después, con el célebre teorema que lleva su nombre.

De momento, Cantor se centrd en el estudio de los subconjuntos de R. Su
conjetura era que cualquier subconjunto infinito de R tenia que ser, o bien de
la potencia del continuo, es decir, comparable con la totalidad de los ntimeros
reales, o bien numerable. Para estudiar si esto era correcto continud su inves-
tigacion sobre los conjuntos derivados de puntos. Probdé que, ciertamente, los
conjuntos de primera especie son numerables. Ahora bien, si un conjunto P es
de segunda especie, es decir, si todos sus derivados sucesivos son no vacios, éstos
forman una sucesién decreciente:

PO 5 p@ 5 pB) 5 ...

o0
por lo que podia considerar lo que llamé® P = N P A partir de este
n=1
conjunto derivado infinito podemos formar nuevos derivados P+l —plw+2)
P@+3) S todos ellos son no vacios, todavia podemos continuar la sucesién
oo
formado el conjunto P“tw) = N P@tn) 4 partir del cual, a su vez, podemos

n=1
formar los derivados Pwtwtl)  plwte+2) ee.

Uno de los mayores logros de Cantor fue darse cuenta de que los superindices
que le aparecian en su andlisis de los conjuntos de puntos, a los que se referia
en los teoremas como “simbolos infinitos”, tenfan entidad matemadtica propia.
En su trabajo de 1893 “Fundamentos de una teoria general de conjuntos” los

5Su primera notacién fue P(°°), pero adoptaremos en todo momento la notacién que,
tiempo después, tomé por definitiva y que es la habitual hoy en dia.
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presenté con el nombre de “nimeros transfinitos”. Segin explicaba, los niimeros
transfinitos se obtienen mediante dos principios. El “primer principio de gene-
racién” consiste en anadir una unidad. Es el principio que, por si sdlo, genera
los nuiimeros naturales: 0, 1, 2, 3, ... A éstos los llamé “nimeros transfinitos
de primera especie”. Ahora bien, Cantor afirmaba que, cuando tenemos una
sucesion inacabada de ntmeros transfinitos, siempre podemos postular la exis-
tencia de un nuevo numero transfinito como inmediato posterior a todos ellos,
y a esto lo llamé el “segundo principio de generacién”. Asi, tras la sucesién de
todos los nimeros de primera especie, el segundo principio nos da la existencia
de un nuevo nimero transfinito, el primero de los nimeros de segunda especie,
al que Cantor llamé w. A éste podemos aplicarle de nuevo el primer principio,
para obtener w+1, w+2, etc. En definitiva, combinando la aplicacién de ambos
principios vamos obteniendo la sucesion transfinita:

0, 1, 2, ..., w, w+1l, w+2, ..., w-2, w-2+1, wWw-242, ...,
w3, w-3+1, w-3+2, ..., w4, w-4+1, w-44+2, ...,
w2, wQ—i—l7 cc12—|—27 ce, w2+w, w2+w+1, u)2—|—c(1—|—27 ch—&—w-27

Aqui hemos llamado w -2 = w+ w al menor nimero transfinito que continia
la sucesién de nimeros w +n y w? = w - w al menor nimero transfinito que
continta la sucesién de nimeros w-m+n. Estos convenios de notacién sugieren
la existencia de una aritmética transfinita que Cantor desarrollaria después.

Cantor definié los niimeros transfinitos de segunda especie como los ntiimeros
transfinitos que dejan tras de si una cantidad numerable de ntimeros transfinitos.
Por ejemplo, todos los nimeros de la lista anterior a partir de w son de segunda
especie, pero —desde luego— no son todos. Cantor probé que el conjunto
de todos los nuimeros de segunda especie es no numerable, méas atn, probd
que cualquier conjunto infinito no numerable debe contener al menos tantos
elementos como nimeros de segunda especie, es decir, la potencia de los niimeros
de segunda especie es la menor potencia que sigue a la de los niimeros de primera
especie.

Podria objetarse que los principios de generaciéon no dejan claro cuél es esa
totalidad de los niimeros de segunda especie de cuya potencia estamos hablando,
pero Cantor precisé mucho més estas ideas con la ayuda de los conceptos de
ordinal y cardinal. Aunque ya introdujo estas nociones en sus “Fundamentos”,
éstas aparecen mucho mas claras en su ultimo trabajo importante, publicado en
dos partes en 1895 y 1897. Se trata de las “Contribuciones a la fundamentacion
de la teoria de conjuntos transfinita”.

Aqui define Cantor el “ordinal” de un conjunto ordenado como el concepto
al que llegamos cuando hacemos abstraccién de la naturaleza de sus elementos
y conservamos Unicamente su ordenacién, de modo que dos conjuntos tienen
el mismo ordinal si y sélo si sus elementos pueden ponerse en correspondencia
biunivoca conservando el orden. Por otra parte, el “cardinal” de un conjunto
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es el concepto al que llegamos cuando hacemos abstracciéon de la naturaleza de
sus elementos, asi como de toda posible ordenacién.

Para el caso de los conjuntos finitos, ordinal y cardinal son equivalentes.
Asi, un conjunto ordenado como a < b < ¢ < d tiene tanto ordinal 4 como
cardinal 4, en el sentido de que sus elementos estan ordenados como los niimeros
transfinitos anteriores a 4 o, por otra parte, que tiene tantos elementos como
nimeros anteriores a 4. Sin embargo, dos conjuntos infinitos del mismo cardinal
pueden tener ordenaciones distintas correspondientes a distintos ordinales. Por
ejemplo N y Q tienen ambos el mismo cardinal, pero sus ordenaciones son
diferentes. Para el cardinal de N, Cantor introdujo la notacién Rg (alef cero®).
Asi, podemos decir que el cardinal de @Q, o incluso el de los niimeros algebraicos,
es también Ny, lo cual significa que todos ellos son biyectables con el conjunto
de los niimeros naturales. Ademas Cantor probé que éste era el menor cardinal
que podia tener un conjunto infinito, en el sentido de que todo conjunto infinito
ha de tener un subconjunto con ¥y elementos.

Los ntimeros transfinitos se corresponden con los ordinales de los conjuntos
bien ordenados. Por ejemplo, podemos decir que w es el ordinal del conjunto
de los niimeros naturales, en el sentido de que N esta ordenado igual que los
nimeros menores que w. No obstante, si ordenamos N en la forma

3,4,5,6,...,0,1,2,

seguimos teniendo el mismo conjunto (luego el mismo cardinal) pero ahora su
ordinal es w+3, pues su ordenacién es la misma que la de los ntimeros transfinitos
menores que w + 3. Similarmente, la ordenacién

03274767"'717375a77"'

tiene ordinal w + w.

Esta correspondencia entre los niimeros transfinitos y los ordinales de con-
juntos bien ordenados hace que hoy se llama simplemente “ordinales” a los
nimeros transfinitos.”

Asi, los ordinales de segunda especie estan en correspondencia biunivoca
con las formas esencialmente distintas de ordenar bien (o sea, de modo que todo
subconjunto no vacio tenga minimo) un conjunto numerable. Lo que Cantor
habia probado en los “Fundamentos” es que la cantidad de buenos 6rdenes
posibles en un conjunto numerable es no numerable y es, de hecho, la menor
potencia no numerable. A esta potencia la llamé N;. De este modo, Cantor
habfa justificado que existe un menor cardinal posterior a Rg. Su hipdtesis
inicial sobre el cardinal del continuo (la que llamé hipdtesis del continuo) podia
enunciarse ahora como que el cardinal del continuo es exactamente N.

Cantor desarrollé una aritmética ordinal que sistematizaba expresiones como
w+w = w-2 y una aritmética cardinal, que le permitia relacionar los cardinales

6 Alef es la primera letra del alfabeto hebreo.

"No obstante, hemos de tener en cuenta que Cantor hablaba de ordinales de conjuntos
arbitrarios. Asi, para Cantor, R y el intervalo abierto ]0,1[ tenfan el mismo ordinal (y por
consiguiente el mismo cardinal), mientras que R y [0, 1] tenfan el mismo cardinal pero distinto
ordinal.
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de distintos conjuntos. En términos de esta aritmética, pudo calcular que la
potencia del continuo era 2%°, lo cual expresa esencialmente que todo nimero
real viene determinado por una sucesion decimal binaria de Xg ceros o unos. En
estos términos, la hipotesis del continuo admitia una expresiéon muy elegante, a
saber, la ecuacién 2% = ;.

Las ideas de Cantor se encontraron con la oposicién de una poderosa co-
rriente de matemadticos de la época, encabezada por Kronecker, que propug-
naba una fundamentacién finitista de la matemdtica. Naturalmente, el trabajo
de Cantor constituia la antitesis de este programa. No obstante, a finales de
siglo el trabajo de Cantor contaba ya con gran aceptaciéon. Sus “Contribu-
ciones” fueron rapidamente traducidas y difundidas entre toda la comunidad
matematica y, en 1900, Hilbert puso la hipétesis del continuo a la cabeza de su
lista de los 23 problemas mas importantes que tenia planteada la matemética
del siglo XX.

La actividad de Cantor no habia cesado por aquel entonces. Llegé a definir
la sucesion completa de los alefs

07 ]-7 2a NO) va N27 Nw» Nw+17 Nw+2,"' Nw~27 Nu}~2+17

En general, prob6 que podemos hablar de R, donde « es cualquier ordinal,
y sabia que los cardinales de esta forma se corresponden con los cardinales
de los conjuntos que pueden ser bien ordenados. En trabajos anteriores a las
“Contribuciones” habia dado por evidente que todo conjunto puede ser bien
ordenado, pero al tratar de exponer su teoria con el maximo rigor no considerd
justificada esta hipétesis. La importancia de esto residia en que Cantor sabia
que los cardinales R, estaban bien ordenados (por la relacién en virtud de la
cual un cardinal m es menor que un cardinal n si todo conjunto de cardinal
n contiene un subconjunto de cardinal m), pero para cardinales cualesquiera
no era capaz de probar siquiera que estuvieran totalmente ordenados, es decir,
que dados dos cardinales cualesquiera, uno tuviera que ser menor que el otro.
Cantor creia esencial que se cumpliera esta propiedad como justificacién para
considerar a los cardinales como nimeros en el pleno sentido del término.

En una carta a Dedekind en 1899 daba una demostraciéon de que todo cardi-
nal es un alef, lo cual zanjaba el problema. En la prueba hacia uso del concepto
de “multiplicidad inconsistente”, del que ya hemos hablado en la introduccién a
la segunda parte y que se corresponde con lo que ahora llamamos “clase propia”.
Recordemos que Cantor habia introducido este concepto como respuesta a las
paradojas que plagaban su teoria. Por ejemplo, al postular que toda sucesiéon
de ntimeros transfinitos puede prolongarse con un nuevo ntimero transfinito, la
sucesién de todos los niimeros transfinitos resulta ser contradictoria. Esto es
esencialmente lo que se conoce como la “antinomia de Burali-Forti”. Mas con-
cretamente, en su teoria sobre las multiplicidades inconsistentes Cantor afirmé
que la coleccién 2 de todos los ordinales era una multiplicidad inconsistente, de
modo que, aunque estaba bien ordenada, no le correspondia un niimero trans-
finito porque no podia ser considerada propiamente como una totalidad. En su
prueba de que todo cardinal es un alef usaba que una multiplicidad es contra-
dictoria si y sélo si contiene una parte biyectable con €2, lo cual no era evidente
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en absoluto.

La primera demostracién enteramente satisfactoria de que todo conjunto
puede ser bien ordenado (lo cual equivale a que todo cardinal es un alef) la dio
Ernst Zermelo en 1904. En ella partia del siguiente principio:

Dado cualquier conjunto M, existe una aplicacion que a cada ele-
mento no vacio de M le asigna uno de sus elementos.

Zermelo llamd a esta hipétesis (al igual que hemos hecho nosotros) el azioma
de eleccion y consideraba que sin €l era imposible probar el teorema de buena
ordenacién que habia “demostrado” Cantor y que hoy se conoce como teorema
de Zermelo. En realidad, en ese mismo ano, Bertrand Russell y Alfred Whi-
tehead descubrieron casualmente dicho axioma infiltrado en la demostracién de
un resultado de los Principia Mathematica, tal y como ya habiamos comentado.

El axioma de eleccién dio lugar a grandes controversias sobre su legitimidad.
Por ejemplo, Peano lo consideraba inaceptable debido a que no se deducia de
los axiomas de su sistema de légica, que al parecer para él reflejaban todas las
posibilidades vélidas de razonamiento. Segun él, una demostracion consiste en
concluir la verdad de una afirmacién reduciéndola légicamente a otras mas ele-
mentales y, en tltimo extremo, a principios elementales indiscutibles (los suyos).
Cuando Russell conjeturé que probablemente el axioma no podria demostrarse
a partir de los axiomas de sus Principia Mathematica también mostré su re-
chazo. Russell consideraba que una nocién légicamente correcta de “coleccion
de objetos” estaba asociada a la nociéon de “propiedad”, de manera que las co-
lecciones, multiplicidades, conjuntos, o como se las quisiera llamar, debian en
cierto sentido venir definidas por propiedades. Sélo con esta nocién determi-
nada de coleccién de objetos se evitaba de forma natural las paradojas de la
teoria de conjuntos. El axioma de eleccién afirmaba en tltimo extremo la exis-
tencia de un conjunto cuyos elementos no estaban relacionados necesariamente
por ninguna propiedad comtun. Si tengo infinitas cajas de zapatos puedo formar
la coleccién de todos los zapatos derechos que hay en las cajas, pero si tengo
cajas de calcetines iguales, el axioma de elecciéon nos permitiria construir un
conjunto formado por un calcetin de cada caja, pero ;como podemos admitir la
existencia de una coleccién indefinible?

Zermelo, en cambio, diferia de Peano y de Russell, que veian a la légica
matematica como algo cerrado y completamente contenida en sus respectivos
sistemas formales, y consideraba que el razonamiento matematico estaba abierto
a cualquier nuevo principio que pudiera calificarse de intuitivamente evidente
y ése era el caso del axioma de eleccién. Para Zermelo, que por lo visto tenia
una idea mas amplia de lo que era un conjunto, no habia diferencia entre este
axioma y los demds principios que Peano o Russell habian admitido como axio-
mas validos. De hecho, muchas demostraciones conocidas desde antiguo y de
gran importancia en todas las ramas de la matematica lo usaban tacitamente
sin que nadie hasta entonces hubiera objetado nada. El hecho de que muchos
matematicos lo hubieran supuesto sin vacilacién era una prueba de su carédcter
intuitivo.

Cantor murié en 1918 a los setenta y tres anos de edad. Murié sin conocer
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la respuesta al problema al cual se habia dedicado casi exclusivamente desde el
momento en que él mismo lo planted y que le habia obsesionado hasta la locura.
Una respuesta completa a la hipdtesis del continuo no se encontré hasta mucho
después, hasta el ano 1963, y la naturaleza de la respuesta era bien diferente a
lo que cualquiera en sus tiempos pudiera haber imaginado.

En los anos que siguieron a la muerte de Cantor el status légico de la
matematica qued6é completamente clarificado. Todas las demostraciones ma-
tematicas conocidas podian obtenerse mediante unas reglas légicas conocidas a
partir de unos principios elementales conocidos, los que hemos estudiado en la
segunda parte de este libro, donde el Unico axioma que suscitaba controversias
era a lo sumo el axioma de eleccién.

Esto permitia un enfoque légico de algunos problemas que hasta el momento
caian en el campo exclusivo de la filosofia matematica. En efecto, en 1938 Godel
anuncié que si NBG—AF es consistente —cosa que, segin sabemos, no puede
probarse—, también lo es NBG (con el axioma de eleccién) més la hipétesis
del continuo. En realidad Godel probé la consistencia de dos afirmaciones més
fuertes que éstas.

A partir de aqui la solucién definitiva del viejo problema cantoriano era de
suponer: Godel habia demostrado que en la teoria de conjuntos habia sentencias
sobre numeros naturales que no podian ser decididas y, si algo tan sencillo como
la aritmética resultaba incompleto, con mayor razén debia de haber sentencias
indecidibles en la teoria abstracta de conjuntos. De hecho se sabia que ciertas
afirmaciones sobre cardinales infinitos implican la existencia de modelos de ZFC,
por lo que resultan indecidibles en virtud de los teoremas de incompletitud.
Aunque la hipétesis del continuo no era una de ellas, la prueba de consistencia de
Godel dejaba entrever que los axiomas de la teoria de conjuntos eran demasiado
imprecisos en cierto sentido para implicar la hipétesis del continuo.

Ciertamente Cantor habia perseguido un imposible. En 1963 Paul Cohen
desarrollé una nueva técnica muy potente que le permitié probar la indepen-
dencia (es decir, la indemostrabilidad) del axioma de eleccién y la hipdtesis del
continuo, siempre suponiendo la consistencia de la teoria de conjuntos, como
prescribe el teorema de incompletitud. Quedaba asi cerrada la cuestién que
Cantor planteara ochenta anos atras.

La hipdtesis del continuo es s6lo una de las innumerables afirmaciones que
no pueden decidirse a partir de los axiomas de ZFC o NBG. Existen muchas
ma&s no sélo en la teoria de conjuntos propiamente dicha, sino también en la
topologia, el anglisis matematico o el dlgebra. Aun hoy resultan incémodas a
muchos matematicos no especializados en teoria de conjuntos. La situacién es
muy similar a la conmocién que produjo el descubrimiento de las geometrias no
euclideas. En un principio dichas geometrias eran inconcebibles, después eran
posibles pero absurdas y, finalmente, los matematicos han comprendido que
todas las geometrias tienen el mismo valor matematico. Asi mismo, durante
una época los matematicos creyeron necesario decantarse por alguna de las
alternativas que permite la indecidibilidad: o se acepta, o no se acepta el axioma
de eleccién, o se considera razonable, o no se considera razonable la hipdtesis del
continuo, etc. Sin embargo, no es descabellado afirmar que estos dilemas han
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sido superados, al menos por los matemédticos que realmente se enfrentan a ellos
en su trabajo. Hay axiomas que contradicen el axioma de eleccién, pero que
tienen consecuencias tan interesantes como las de este axioma, las matematicas
con la hipétesis del continuo son unas, y las matematicas sin la hipdtesis del
continuo son otras, ni mas ni menos interesantes.

Sin embargo, muchos matematicos a los que estos hechos les pillan més
de lejos, siguen desconcertados ante ellos. Su error es suponer que existe una
nocién natural y bien definida de conjunto, igual que los antiguos creian que
existe una nocién natural y bien definida de recta. En realidad la situacion es
peor, pues si acordamos entender por recta lo que intuitivamente entendemos por
recta, entonces podemos asegurar que la tinica geometria que habla realmente
de rectas es la geometria tridimensional euclidea. Las otras geometrias son
posibles a costa de cambiar la nocién de recta por otras nociones diferentes. Sin
embargo, en lo que respecta a los conjuntos carecemos de una nocién intuitiva
de conjunto que se corresponda con los axiomas de ZFC, en el sentido de que si
nos presentan dos modelos distintos de ZFC no podemos decir cudl de ellos se
corresponde con una presunta intuiciéon y cudl no.

Lo unico que nos dice nuestra intuicién (serfa mds exacto decir nuestro en-
tendimiento) es que si tenemos dada una coleccién de objetos, tenemos derecho
a considerarla como un todo al que tratar como un objeto més, y esto es un
conjunto. El problema es que en ZFC hablamos de conjuntos que no proceden
de considerar una coleccién dada como un todo. El ejemplo més simple es PN.
No tenemos nada a lo que llamar “la totalidad de los subconjuntos de N’ y
pese a ello postulamos un objeto que nos permita considerar como un todo a
no sabemos qué. En realidad PN es un “saco” en el que podemos ir metiendo
todos los subconjuntos de N que nos vayamos encontrando, pero no es asi como
lo tratamos en ZFC, pues ahi presuponemos que PN tiene todos sus elementos
dados de antemano. Para Arquimedes, la circunferencia era “la curva plana
que describe el extremo de un segmento cuando gira sobre su otro extremo”,
mientras que para Euclides era “el conjunto de los puntos del plano que equidis-
tan de otro llamado centro”. Arquimedes construia, Euclides describia algo que
estaba ahi. El problema es que la diferencia no es meramente psicoldgica, sino
que tiene consecuencias practicas: si suponemos que PN es algo que estd ahi, a
través de él podemos construir nuevos subconjuntos de N y, como suponemos
que PN es inmutable, debemos concluir que los nuevos subconjuntos ya estaban
ahi. Si no hubiéramos atribuido realidad a PN nunca habriamos obtenido esos
conjuntos. Este tipo de razonamiento, de validez dudosa, lleva a contradiccio-
nes si en lugar de aplicarlo a N lo aplicamos a un hipotético conjunto de todos
los conjuntos. Asi pues, nos vemos obligados a admitir que no tenemos ningin
derecho a hablar de una hipotética totalidad de los conjuntos que en modo al-
guno conocemos. En cambio, cuando lo aplicamos a N no obtenemos ninguna
contradiccién, sino sélo una mentira: que PN es un conjunto no numerable.

En contra de lo que podria parecer, esto no descalifica a la matematica abs-
tracta como un fraude. Para entender esto pensemos mejor en los nimeros
reales, de los que se podria decir lo mismo. Imaginemos que quiero estudiar
la funcién y = 23 — 6z sobre los niimeros racionales. Si me restrinjo a los
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nimeros racionales todo cuanto diga tendrd un significado intuitivo (metama-
temdtico) claro. Si hago que un ordenador me dibuje (punto a punto) la grafica
de esta funcién obtendré una figura con unas peculiaridades (unos méaximos,
unos minimos, unos puntos de inflexién, etc.) y resulta que la mejor forma que
tengo de estudiar esas peculiaridades es a través del cédlculo diferencial, sobre
R, naturalmente. Si deduzco que tiene extremos en los puntos (irracionales)
+4/2, esta informacién se aplica certeramente a lo que me muestra la gréfica.
Posiblemente podria haberla obtenido sin recurrir a la quimérica totalidad de
los ntimeros reales, pero, sin duda alguna, el formalismo necesario para ello seria
muchisimo més complejo que el que he necesitado con los medios convencionales
y hubiera oscurecido las ideas fundamentales del anélisis.

En resumen, para hacer matematicas necesitamos un universo de conjuntos.
En ningin momento es esencial que se trate de una hipotética “totalidad” de
los conjuntos (afortunadamente, porque no existe) y, sin embargo, la forma
mas sencilla de trabajar con un universo de conjuntos suficiente para hacer
matemdticas es pensar que se trata de la totalidad de los conjuntos. Al fin y al
cabo, es la totalidad de los conjuntos ...que estamos considerando. Visto asi,
ni siquiera necesitamos considerar un fraude la no numerabilidad de R. Si la
entendemos bien, lo que afirma no es una propiedad de R, sino una propiedad
de los conjuntos que estamos considerando: ninguno de ellos es una biyeccién
entre N y R.

Si entendemos que la mateméatica no estudia unos objetos dados a priori lla-
mados conjuntos, sino unas estructuras llamadas modelos de ZFC, comprende-
remos que es igual de absurdo sorprenderse de que haya “conjuntos con hipétesis
del continuo” y “conjuntos sin hipétesis del continuo” como lo seria sorprenderse
de que haya anillos conmutativos y anillos no conmutativos. Si un matematico
se propone estudiar los anillos dird “sea A un anillo” y, a partir de ahi, de-
mostrard cosas. Si a partir de un momento necesita que sea conmutativo, dird
“supongamos que A es conmutativo”, pero no se planteara si realmente su ani-
llo (arbitrario) es o no conmutativo. Igualmente, un teorema que requiere la
hipétesis del continuo es un teorema que cumplirdn los modelos de ZFC que
cumplan la hipdtesis del continuo y no lo cumplirdn necesariamente los otros
modelos.

Si, pese a estas reflexiones, todavia hay alguien que se sorprenda de que
existan modelos de las dos alternativas, lo més probable es que su sorpresa se
disipe en cuanto vea las construcciones explicitas de modelos correspondientes.
No obstante, no entraremos en ello en esta tercera parte del libro, donde —como
ya hemos anunciado— tUnicamente pretendemos completar la teoria que hemos
introducido en la parte anterior, ahora en su parte propiamente matematica.






Capitulo XI

Numeros ordinales

Empezamos nuestro estudio de la teoria de conjuntos con la construccién
de los nuimeros ordinales. Los ordinales resultan ser el sustituto indispensable
de los nimeros naturales a la hora de trabajar con conjuntos arbitrarios, que
en general seran mucho mayores que N. Mientras no indiquemos lo contrario
trabajamos en NBG* aunque, como ya sabemos, “mordiéndonos la lengua” en
los momentos oportunos y dando rodeos, podriamos eliminar toda referencia a
clases propias, por lo que también podemos suponer que trabajamos en ZF*.
En particular no usamos el axioma de infinitud ni, por consiguiente, suponemos
definidos los nimeros naturales. Asi obtendremos una construccién alternativa
de los niimeros naturales que no requiere Al.

11.1 La construccion de los ordinales

Desde el punto de vista cantoriano, los ordinales se correspondian con todas
las formas posibles de ordenar bien un conjunto (es decir, de modo que todo
subconjunto no vacio tenga minimo). Por ello, el primer intento de dar rigor a
esta nocion de ordinal fue considerar que el ordinal de un conjunto bien ordenado
(X, <) estaba formado por todos los conjuntos ordenados igual, es decir, todos
los conjuntos bien ordenados (Y, <) tales que exista una biyeccién f: X — Y
que conserva el orden. Ahora bien, es facil ver que incluso el ordinal 1, formado
por todos los conjuntos bien ordenados con un elemento, seria asi una clase
propia, pues podriamos definir una aplicacién inyectiva f : V — 1 que a cada
conjunto z le asignara el par ({z}, <), donde < es el orden obvio.

Fue von Neumann el que tuvo la idea de salvar esta dificultad definiendo un
ordinal, no como la clase de todos los conjuntos con una ordenacién dada, sino
como un conjunto candnico representante de dicha ordenacién. Asi, identificd
el ordinal 0 con el conjunto vacio @, el ordinal 1 tenia que ser un conjunto
ordenado con un elemento, y lo mds simple era tomar 1 = {0}, con el orden
obvio. Similarmente, 2 = {0,1}, 3 = {0, 1,2}, etc. Obtenemos asi los nimeros
naturales, tal y como los definimos en el capitulo VIII. Alli seguimos la cons-
truccién de Dedekind, que partia de un conjunto infinito arbitrario y producia
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un conjunto N dependiente del conjunto de partida, pero al final pasamos a los
ntimeros naturales en el sentido de von Neumann, para tener asi los ntimeros
que se usan habitualmente en la actualidad. Sin embargo, la técnica de von
Neumann no se detiene ahi, sino que ahora podemos definir el ordinal w que
representa el orden usual de N como el propio N, es decir,

w={0, 1, 2, 3, ... }.
Similarmente,
w+1 = {07 1? 2) 37 w7}a
w+2 = {0, 1, 2, 3, ... w, w+1},
w+w = {0, 1, 2, 3, ... w, wt+1l, w+2, ...}

En general, cada ordinal coincidird con el conjunto de todos los ordinales
menores que él. Es facil ver entonces que la relacién de orden es simplemente
la inclusién.

Definicién 11.1 Una clase Y es transitiva si Nz(z € Y — 2 C Y) o, equiva-
lentemente, si Auv(u €Ev AvEY —ueY).

Diremos que Y es conezasi \uv € Y(u €v Vv € uVu=no).
La clase Y estd bien fundadasi AX(X CY AN X # 3 — Vu € XunX = @).

Diremos que Y es un ordinalsi es una clase transitiva, conexa y bien fundada.

Es claro que los ejemplos de ordinales que acabamos de esbozar cumplen
esta definicién de ordinal. Observemos que una clase Y estd bien fundada si
toda subclase! no vacia X tiene lo que llamaremos un elemento minimal, es
decir un elemento u que estda en X pero ninguno de cuyos elementos esta en X.
El axioma de regularidad afirma que todo conjunto no vacio tiene un elemento
minimal luego, si supusiéramos este axioma, podriamos decir que un conjunto
es un ordinal si y sélo si es transitivo y conexo.

Es inmediato comprobar que toda subclase de una clase conexa o bien fun-
dada es también conexa o bien fundada. Esto no es cierto para clases transiti-
vas (basta pensar en {2,3} C {0,1,2,3}). Vamos a necesitar el siguiente hecho
técnico:

Teorema 11.2 Si X es una clase bien fundada entonces X ¢ X.

DEMOSTRACION: Si X € X entonces {X} C X A {X} # @ (X es un
conjunto precisamente porque X € X). Sea u un elemento minimal de {X}.
Necesariamente, u = X, pero X € X N {X}, contradiccién. "

Hemos de probar que un ordinal estd compuesto por los ordinales menores
que él. Por lo pronto tenemos:

1Observemos que “X estd bien fundada” no es una férmula normal, pues en ella aparece
una cuantificacién /\X sobre una clase que no tiene por qué ser un conjunto. Sin embargo,

“ctoY A'Y estd bien fundado” si que es normal, pues ahora podemos cambiar /\X por /\w
Lo mismo sucede con “Y es un ordinal”.
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Teorema 11.3 Los elementos de los ordinales son ordinales.

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal y sea X € Y. Por transitividad X C Y
y por consiguiente X es conexa y bien fundada. Falta probar que es transitiva,
es decir, que Auv(u e v Ave X —ue X).

SiucevAveX, tenemosv € X AX €Y y, como Y es transitiva, v € Y,
e igualmente u € Y. Asf pues, {u,v, X} C Y. Como Y estd bien fundada se
cumplird

uN{u,v, X} =2 VvV vn{u,v,X}=9 Vv Xn{uv,X}=2,

pero u € vN{u,v,X} yv € X N{u,v, X}, luego ha de ser uN {u,v,X} = @.
Como Y es conexa hadeseru € X VX €uVu= X, perosi X € u entonces
X eun{u,v, X} =9, ysi X =u entonces v € uN{u,v, X} = . Asi pues, se
ha de cumplir u € X, como buscdbamos. [

Ahora podemos probar:
Teorema 11.4 Todo ordinal estd bien ordenado por la inclusion.

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal. Hay que probar que la relacién R dada
por u Rv syss u C v es un buen orden en Y. Claramente es un orden parcial.
Sea X CY, X # @y veamos que tiene minimo.

Sea u € X un elemento minimal, es decir, u N X = &. Vamos a comprobar
que u es el minimo de X, o sea, que Az € X u C z.

Dado z € X, se cumple que u, z € Y, luegou € 2z V z € u V u = z. No puede
ser z € u, pues entonces z € uN X = @. Por lo tanto nos queda u € z V u = z.
Por el teorema anterior, z es un ordinal, luego si u € z, tendremos u C z, y
trivialmente también si u = z, por lo que en cualquiera de los dos casos u C z.
Asf pues Y estd bien ordenado.? n

Con esto tenemos probado lo esencial sobre (los elementos de) un ordinal,
pero ahora veremos que podemos ordenar la totalidad de los ordinales. Para
ello necesitamos algunos resultados previos:

Teorema 11.5 Si X e Y son ordinales y X C Y, entonces X €Y VX =Y.

DEMOSTRACION: Si X # Y entonces Y \ X # @. Como Y es un ordinal,
Y \ X tiene un elemento minimal u, es decir, u N (Y \ X) = @.

Siz€wu,entonces z¢ Y\ XyzeY (pueszecucY), luego z € X. Por lo
tanto u C X.

Si z € X, entonces tenemos z, u € Y, luego z € uVu € 2zVz=u. Siu € z,
entonces u € z € X, luego u € X, contradiccién (u € Y\ X). Si z = u entonces
de nuevo u € X, contradiccién. Por lo tanto z € u, y asi X C u.

En definitiva X =u €Y. L]

2Recordemos que un buen orden es siempre un orden total, pues si u, v son dos elementos,
se cumplird u < v o v < u seglin quién sea el minimo del conjunto {u,v}.
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Teorema 11.6 La interseccion de dos ordinales es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sean X, Y ordinales. Como X NY C X, trivialmente
X NY es conexa y bien fundada. Falta ver que es transitiva:
Siue XNY,entoncesu € X NAueY, uC X AuCY,luegopuC XNY.

Con esto tenemos el resultado que buscdbamos:
Teorema 11.7 Sean X, Y ordinales. Entonces X e Y VY e XV X =Y.

DEMOSTRACION: X NY es un ordinal, XNY Cc X y XNY C Y. Por el
teorema 11.5 tenemos (X NY e X VXNY =X)A(XNY eYVXNY =Y).
De aqui se sigue

(XNYeXAXNYeY)v(XNYeXAXNY=Y)

VIXNY =XAXNYEY)V(XNY=XAXNY =Y),

osea XNYeXNY V YeX VvV XeY Vv X =Y. El primer caso se
descarta por el teorema 11.2. n

Estos ultimos resultados se resumen en uno si introducimos la clase de todos
los ordinales:

Definicién 11.8 Sea® Q = {z | z es un ordinal}, es decir, 2 es la clase de todos
los conjuntos que son ordinales.

;Existen ordinales que sean clases propias? Sélo uno:
Teorema 11.9  es un ordinal.

DEMOSTRACION: §) es transitiva por el teorema 11.3 y es conexa por el
teorema 11.7. Veamos que estd bien fundada.

Sea X C Q, X #0. Seay € X. Si yN X = & entonces y es un elemento
minimal de X. Supongamos ahora que y N X # @. Como y es un ordinal e
yNX Cy, yNX tiene un elemento minimal u, es decir u € yNX A uNyNX = &.

Como u € y, también u C y, de donde u € X A unNX = &, es decir, u es un
elemento minimal de X. Por lo tanto {2 es un ordinal. ]

Es claro que §2 no puede ser un conjunto, o de lo contrario seria 2 € (2, en
contra del teorema 11.2. Del teorema 11.7 se sigue que () es el tnico ordinal
que no es un conjunto, pues si Y es cualquier ordinal, ha de cumplirse

QeY v YeQ v Y=Q

y la primera opcién se descarta precisamente porque {2 no es un conjunto.

3Esta definicién es correcta porque ya hemos observado que la férmula “ctox A x es un
ordinal” es normal.
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Llamaremos nimeros ordinales a los elementos de €2, es decir, a los conjuntos
ordinales. Los representaremos con letras griegas, de modo que Aa deberd
entenderse como A\a(a €  — -+, y andlogamente con el particularizador.

Si « y [ son ordinales, escribiremos o < § = o« C (8 y, en virtud de 11.5,
a < [ =a € (. Hemos probado que la inclusién < es un buen orden en €.

Segin deciamos, el hecho de que 2 es un ordinal, junto con que esta bien
ordenado por la relacién de pertenencia (como orden estricto), resume todos los
resultados que hemos probado hasta ahora.*

Introducimos la notacién 0 = @, ' = = U {z}. Los principios con los que
Cantor introdujo los ordinales se convierten ahora en el teorema siguiente:

Teorema 11.10 Se cumple:
a) 0 es el minimo ordinal.

b) Si a es un ordinal, entonces o' también lo es, y es el minimo ordinal
mayor que o.

¢) Todo conjunto de ordinales x C ) tiene supremo, el cual es concretamente

c=U a.

acx

DEMOSTRACION: a) Es inmediato que @ es un ordinal. Ademds es el minimo
porque el orden es la inclusién.

b) Si a € Q, es claro que o C , luego o es un conjunto conexo y bien
fundado. Falta probar que es transitivo, pero si u € o, entoncesu € o V u = «a,
y en ambos casos u C « C .

Obviamente a@ < o' y si @ < [ entonces o C 3 por transitividad, luego
o = aU{a}l C B, es decir, o < 3. Por consiguiente o’ es el menor ordinal
mayor que a.

¢) Como todo «a € x estd contenido en €, es claro que o C £, luego es un
conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero si
0 € o, entonces existe un a € x tal que 3 € «, luego por la transitividad de «
es f C a C o. Por consiguiente o € €.

Teniendo en cuenta que el orden es la inclusién, es inmediato que o es el
supremo de x. n

Notemos que el reciproco del apartado 3 se cumple trivialmente, pues si una
subclase X de € tiene una cota superior « entonces X C o/, luego X es un
conjunto. Ahora podemos definir los niimeros naturales:

Definicién 11.11 Natz =2 € QA Aa(a€e 2z’ —a=0Vv VB eaa=0),0
sea, un numero natural es un ordinal tal que tanto él como sus antecesores no
nulos tienen un inmediato anterior. Llamaremos w = N = {z | Nat 2}, es decir,
a la clase de todos los niimeros naturales.

4En ZF* la afirmacién de que Q es un ordinal debe entenderse desarrollando la definicién
de ordinal, es decir, como que los elementos de los ordinales son ordinales, etc.
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No podemos demostrar que w es un conjunto sin usar el axioma de infinitud,
pero esto no es necesario para probar los resultados basicos.

Teorema 11.12 w es un ordinal.

DEMOSTRACION: Como w C €, basta ver que es transitiva. Siu € v A v € w,
entonces v es un ntmero natural. Por definicién tenemos que

Na(aerv —a=0vVBeaa=0),
como u < v, también v’ C v’ en particular
Na(aev —a=0VvVBeEaa=70),

luego u € w. ]

Teorema 11.13 (Axiomas de Peano) Se cumple:
10€w,
2 Nncwn €w,
3 Anewn' #£0,
4 Nmn e w(m’ =n' —m=n),
SANYY CwnOeEYAAREY R €Y =Y =w).

DEMOSTRACION: 1) es trivial, sin € w y @ € n”, entonces, o bien o € n o
bien o = n/. En el primer caso a =0V V3 € aa = 3, porque n € w. Esto
también se cumple en el segundo caso, tomando 3 = n. Por consiguiente n’ € w.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente vélidas para ordinales cualesquiera
(teniendo en cuenta que n' es el menor ordinal mayor que n). Veamos 5).

SiYCwAOEYAAnREY R €Y peroY # w, entonces w \ Y tendrd un
minimo elemento n, que serd no nulo por hipdtesis. Por la definicién de nimero
natural n = m’ para cierto m < n, luego m € Y y, por hipdtesisn =m’ € Y, lo
cual es una contradiccién. L]

Es claro que la clase w es la misma clase N construida en el capitulo VIII, si
bien aqui la hemos obtenido sin el axioma de infinitud y, por consiguiente, sin
poder garantizar que sea un conjunto. En efecto:

Teorema 11.14 Son equivalentes:
a) El azioma de infinitud: \/ fx(f : ¥ — x inyectiva y no suprayectiva),
b) w es un conjunto,
c) w#Q,
d) weQ.
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DEMOSTRACION: En el capitulo VIII, partiendo de a) hemos construido un
conjunto N que cumple los axiomas de Peano con el mismo 0 y la misma funcién
siguiente, de donde se sigue inmediatamente que N = w, luego w es un conjunto.

Puesto que w es un ordinal, es claro que 2 — 3. Si tenemos 3, entonces
w #  porque 2 no es un conjunto. 4 — 5 por el teorema 11.7. Finalmente, si
w e Q, entonces r =wy f:w— wdada por f(n) =n' cumplen el axioma de
infinitud. ]

Definicién 11.15 Un ordinal o € 2 es un ordinal sucesor si existe un 3 € Q)
tal que a = (’. Un ordinal limite es un ordinal A € Q que no es nulo ni un
ordinal sucesor.

Obviamente, si w = {2 entonces los tinicos ordinales son los niimeros naturales
y no existen ordinales limite, pero si w € 2 entonces w es un ordinal limite.
Ademis es el menor de todos.

Aunque todavia no estemos en condiciones de probarlo con rigor, el axioma
de infinitud implica, de hecho, que existen ordinales limite arbitrariamente gran-
des. En efecto, dado un ordinal o, podemos considerar el supremo de los ordi-
nales a, o, o, &', ...

Tenemos, pues, que todo ordinal « se encuentra en uno y sélo uno de los
tres casos siguientes:

a=0, VBa=4, « es un ordinal limite.

Usaremos la letra A para referirnos a ordinales limite, es decir, A\ deberd
entenderse como AA(\ es un ordinal lfmite — - - -

11.2 Induccién y recursion transfinita

Los ordinales presentan propiedades muy parecidas a las de los nimeros
naturales, y entre ellas se encuentran los teoremas de inducciéon y recursién que,
debidamente generalizados, son validos también para ordinales.

El principio de induccién es vélido en general para toda clase bien ordenada
en la forma siguiente: si Y es una clase bien ordenada y X C Y tiene la
propiedad de que si Au € Y(Av(v €Y Av<u—veX)— ue X), entonces
X =Y. Es decir, si podemos probar que un u € Y estd en X bajo la hipdtesis
de induccién de que todos los elementos anteriores a u estdn en X, entonces
podemos asegurar que X contiene a todos los elementos de Y. La razén es que
si no fuera asi entonces Y \ X serfa no vacio y tendrfa un minimo elemento
u. Ahora bien, entonces todos los elementos anteriores a u estardn en X y, de
acuerdo con la hipétesis, tendria que ser © € X, lo que nos da una contradiccion.

M4s concretamente, si tomamos una férmula normal ¢(z) y aplicamos esto
a la clase {a € Q| ¢(a)} obtenemos el teorema siguiente:
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Teorema 11.16 (Induccién transfinita) Para toda formula normal ¢(x) (qui-
zd con mds variables libres) la formula siguiente es un teorema de NBG*:

Na(AB(B < o = ¢(8)) — ¢(a)) — Na p(av).

En otras palabras: para probar que todo ordinal tiene una propiedad (nor-
mal) basta suponer que la cumplen todos los menores que uno dado « y probar
que « también la cumple. A veces es méas comoda esta otra forma del principio
de induccidn:

Teorema 11.17 (Induccién transfinita) Para toda formula normal ¢(x) (qui-
zd con mds variables libres) la formula siguiente es un teorema de NBG*:

¢(0) A Na((e) = d(a')) A AN < A = ¢(8)) = ¢(A)) = Aa d(a).

Es decir, para probar que todo ordinal tiene una propiedad basta ver que
la cumple el 0, que si la cumple un ordinal « la cumple el siguiente y que si la
cumplen todos los ordinales menores que un limite A entonces la cumple .

La demostracién es esencialmente la misma: si existiera un ordinal o que
no cumpliera ¢(a), podrfamos tomar el minimo de todos ellos. Por hipé6tesis no
puede ser @ = 0. Si fuera a = /', la minimalidad de « nos darfa ¢(3), luego
la hipétesis nos darfa también ¢(«), lo cual es absurdo. Finalmente, si « es
un limite, la minimalidad nos da que todos los ordinales menores cumplen ¢,
luego de nuevo por hipotesis a cumpliria ¢ y, en cualquier caso, tendriamos una
contradiccién.

Ocupémonos ahora de la recursion transfinita. Lo que vamos a probar es que
para definir una funcién F : Q@ — V es suficiente definir F'(«) supuesto que F'
ya estd definida sobre los ordinales menores que «, es decir, supuesta definida
F|a. Més precisamente, las definiciones de la forma F(«a) = G(F|,), a pesar de
su aparente circularidad, son licitas. Vedmoslo.

Teorema 11.18 (Recursién transfinita) Sea G : V. — V una funcidn ar-
bitraria. Entonces eziste una unica funcion F : Q — V caracterizada por que

NaF(a) = G(F|a).

DEMOSTRACION: Diremos que f : 8§ — V es una S-aproximacion si para
todo a < 3 se cumple f(a) = G(fl|a). Es claro que si existe una S-aproximacién
entonces es Unica. En efecto, supongamos que f y g son dos (-aproximaciones.
Entonces sea o < ( el minimo ordinal en el que difieran (si es que existe). Esto
significa que f|o, = gla, pero que f(a) # g(a). Ahora bien, esto es absurdo,
pues f(OZ) = G(f|a) = G(g|a) = g(a)'

Ahora veamos por induccién que existen [-aproximaciones para todo [3.

Es claro que @ es trivialmente una 0-aproximacién. Si f : « — V es una a-
aproximacion, entonces g = f U{(a, G(f))} es una o’-aproximacién. En efecto,
tenemos que g : @/ — V y si 8 < &/, o bien 8 < «, en cuyo caso g(3) = f(8) =
G(flp) = G(glg), o bien 8 = «, en cuyo caso g(8) = G(f) = G(g|p).



11.2. Induccion y recursion transfinita 309

Finalmente, supongamos que existen d-aproximaciones para todo § < Ay
veamos que existe una A-aproximacién.

Podemos definir f5s = f|f es una d-aproximacién, y asf> A§(§ < A — f5 es
una d-aproximacion).

De la definicién se sigue inmediatamente que si § < ¢ < A entonces f|s es
una d-aproximacion, luego la unicidad implica que f¢|s = fs. De aqui se sigue
que

f=Uf:Ax—V,
o<
y f es una A-aproximacién, pues si § < A entonces f(§) = f5 () = G(fs|s) =

F(fls)-

Con esto hemos probado que existen a-aproximaciones para todo ordinal .
Por el mismo argumento que en el caso limite de la induccién podemos definir
fa : @ — V como la tnica « aproximacién y, de nuevo, la unicidad nos da que
si @ < 3 entonces fg|a = fa, lo cual nos permite definir

F={ fa:Q2—V.
ac)

Claramente F' cumple lo pedido, y el mismo argumento que probaba la
unicidad de las aproximaciones prueba que F' es tinica. [

En la préctica no es necesario describir explicitamente la funcién G que de-
termina la recurrencia. Es suficiente con determinar F'(«) a partir de los valores
que toma F' sobre los ordinales menores que a. Veamos un caso particular de
especial interés:

Teorema 11.19 Sea § € Q y H : Q — Q. Entonces existe una unica apli-
cacion F : Q — Q caracterizada por:

F0)=8 A AaF(@)=H(F(@) A /\/\F()\):6L<J/\F(5).

DEMOSTRACION: La existencia de una funcién F : Q@ — V que cumpla
estas propiedades (aunque H(F'(«)) pudiera ser una descripcién impropia) es
consecuencia inmediata del teorema anterior. Por una vez vamos a explicitar G
aunque, como ya hemos dicho, estd de mas:

5 si f =4,
H(f(a)) sif esuna funcién de dominio
G(f) = U f(6) si f es una funcién de dominio A,
o<
%] en cualquier otro caso.

Una simple induccién prueba que Aa F(a) € Q asf como que si Fy y F
cumplen el teorema, entonces Ao Fy () = Fp(a). "

5Los suspicaces que vean en todas partes el axioma de eleccién deberfan esforzarse en
entender que aqui no lo estamos usando gracias a la unicidad: no hay ninguna eleccién é — fs,
sino que f5 se define como la Unica d-aproximacién. Técnicamente usamos la regla de las
descripciones propias.
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Como aplicacién de los teoremas de induccién y recursién vamos a probar que
los ordinales representan todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto.
Para ello necesitamos la nocién de semejanza:

Definicién 11.20 Diremos que F' : (X, <;) — (Y, <2) es una semejanza entre
entre dos clases ordenadas si F': X — Y biyectiva y

Auv € X(u <1 v < F(u) <o F(v)).

Es fécil ver que si X esta totalmente ordenada podemos sustituir la doble
implicacién por la implicacién —. La inversa de una semejanza es una seme-
janza y la composicién de semejanzas es una semejanza. Dos clases ordenadas
son semejantes si existe una semejanza entre ellas. Lo representaremos con la
notacién® (X, <;) = (Y, <»).

Teorema 11.21 Todo conjunto bien ordenado es semejante a un ordinal.

DEMOSTRACION: Sea (2, <) un conjunto bien ordenado. Podemos suponer
que no es vacio. Sea m su minimo. Definimos F :  — z como la tnica
aplicaciéon que cumple

Fla) = {ml’n(x \ Fla]) si Fla] #
m en caso contrario.

La aplicaciéon F' no puede ser inyectiva, pues en tal caso x seria una clase
propia. Por consiguiente, existen ordinales 8 < « tales que F(8) = F(«).
Podemos tomar el minimo ordinal « para el cual existe un 8 < « con la misma
imagen. De este modo, f = F|, : « — x inyectiva.

Ademds f es suprayectiva, ya que si Fa] # x serfa F(a) € x \ Fa], cuando
estamos suponiendo que F(«a) = F(3) € Fla]. Asi pues, f es biyectiva.

Para probar que es una semejanza basta ver que para todo v < « se cumple
que f[y] ={u € x| u < f(v)}. Lo probamos por induccién. Supongamos que
se cumple para todo § < 7. Entonces, si u < f(v), por definicién de f ha de
ser u € f[vy]. Reciprocamente, si u € f[y], entonces u = f(§), para un § < 7.
Todo v < uw cumple v < f(9) luego, por hipédtesis de induccién, v € f[0] C f[v].
Vemos, pues, que todo v < u cumple v € f[v] y, como f(y) ¢ f[v], ha de ser

u< f(7).
Ciertamente entonces, si § < v < « tenemos que f(§) € f[y], luego se cumple
f(8) < f(7) v asi f es una semejanza. "

En realidad todo conjunto bien ordenado es semejante a un tnico ordinal,
pero la unicidad se basa en un hecho general que conviene enunciar aisladamente:

Teorema 11.22 Toda aplicacion estrictamente creciente f : o« — (3 entre dos
ordinales cumple \§ € a § < f(8). En particular si existe tal f ha de ser o < 3.

6Si X e Y son clases propias, no debemos (no podemos) entender que (X, <1) representa
a un par ordenado con primera componente X, pues X no puede formar parte de ningiin par
ordenado. Simplemente hemos de entender (X,<;) & (Y, <2) como una abreviatura de la
férmula “<; es un orden en X, <g es un orden en Y y existe una semejanza entre X e Y con
dichos 6rdenes”.
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DEMOSTRACION: En caso contrario, sea § < « el minimo ordinal tal que
f(6) < 4. Entonces f(d§) < a, luego podemos calcular f(f(4)) < f(d) < 4, con
lo que f(§) contradice la minimalidad de 4.

Si fuera 8 < « tendriamos necesariamente que f(5) < 8. n

Teorema 11.23 Todo conjunto bien ordenado es semejante a un unico ordinal.

DEMOSTRACION: Sélo falta la unicidad. Si un mismo conjunto fuera se-
mejante a dos ordinales @ > [, éstos serfan semejantes entre si, con lo que
tendriamos una semejanza f : @« — [ en contradiccién con el teorema anterior.

|

Definicién 11.24 Llamaremos ordinal de un conjunto bien ordenado (z, <) al
tnico ordinal semejante a x. Lo representaremos por ord(z, <).

Asi pues, los ordinales son, como pretendiamos, representantes distintos de
todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto. Observemos que también
tenemos unicidad en la semejanza:

Teorema 11.25 Si dos conjuntos bien ordenados son semejantes, entonces
existe una unica semejanza entre ellos.

DEMOSTRACION: Basta probar que la tinica semejanza de un conjunto bien
ordenado en sf{ mismo es la identidad (ya que entonces, si f y g son dos seme-
janzas entre dos conjuntos bien ordenados, f o g~! ha de ser la identidad, luego
f = g). El argumento es el mismo que el que hemos usado en 11.22:

Sea f : x — x una semejanza. Para todo u € z, ha de ser u < f(u), pues
si fuera f(u) < u, tomando el minimo w con esta propiedad tendriamos una
contradiccién, ya que f(f(u)) < f(u) < u nos da que f(u) cumple lo mismo y
€s menor.

Aplicando esto a f~! obtenemos la desigualdad contraria, luego f(u) = u
para todo u € x. [

Una consecuencia 1til de 11.22 es la siguiente:

Teorema 11.26 Siy es un conjunto bien ordenado y x C y, entonces se cumple
que ordz < ordy.

DEMOSTRACION: Sean o = ordx, 3 = ordy y consideremos las semejanzas
fix—ayg:y— p. Sifuera 3 < a tendriamos que f~'og: a — 3 seria
estrictamente creciente, en contradiccién con 11.22. =

Si una clase propia bien ordenada es semejante a un ordinal, ha de ser
semejante a {2, pero esto no tiene por qué ser cierto. El teorema siguiente nos
da una condicién necesaria y suficiente para que asi sea.

Teorema 11.27 Una clase propia X bien ordenada es semejante a Q) si y solo
st, para todo u € X, la clase X, = {v € X | v < u} es un conjunto.
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DEMOSTRACION: La condicién es claramente necesaria: si existe una seme-
janza F : X — Qy F(u) = a, entonces X,, se corresponde con o’ a través de
F, luego ha de ser un conjunto.

Si se cumple la condicién, para cada u € X tenemos que X, es un conjunto
bien ordenado, luego podemos considerar su ordinal a,. Sea f, : X, — ay la
(linica) semejanza entre ellos.

Si u < v es claro que f, transforma X, en el conjunto de todos los ordinales
menores o iguales que que f,(u), es decir, en el ordinal f,(u)’. Asf pues, tenemos
que fy|x, : Xu — fo(u)’ es una semejanza y, por la unicidad, a, = f,(u)’ y
fulx, = fu- Esto nos permite definir

F={ fu: X — Q.
ueX

Es claro que F' es una semejanza. L]

Asi pues, una clase propia bien ordenada es semejante a ) si y sélo si sus
secciones iniciales son conjuntos. Por ejemplo, toda subclase de €2 que no sea
un conjunto es semejante a Q.

Ejemplo Consideremos en 2 x Q el orden lexicogréfico, es decir, el dado por
(@,B) <(1,6) @ B<sV(B=05Na<y).

Es facil ver que €2 x Q es una clase bien ordenada, pero no es semejante a 2,
ya que todos los pares («, 0) son menores que el par (0, 1), es decir, tenemos una
aplicacién inyectiva 2 — (€2 x )(g,1), luego esta seccién no es un conjunto.

u

Definicion 11.28 Definimos el orden candnico en 2 x  como el orden dado
por

(o, B) < (7,6) < méx{a, f} < méx{y,d} V
(masc{a, B} = mdx{7,6} A (5 <6V (B=5Aa <7)).

Es decir, para comparar dos pares, primero comparamos sus maximas com-
ponentes, en caso de empate comparamos las de la derecha y en caso de empate
comparamos las de la izquierda. Es facil comprobar que es un buen orden, y
sus secciones iniciales son segmentos, ya que la clase de pares menores que (7, )
estd contenida en el conjunto méx{y’,§'} x max{+’,d’'}. Por el teorema anterior
existe una (dnica) semejanza F : Q x Q§ — Q.

Ejercicio: (Suponiendo AlI) probar que Flw X w] = w.
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11.3 Funciones normales

Los teoremas de la seccién anterior nos permiten introducir y estudiar la
aritmética ordinal, pero antes vamos a estudiar una familia de funciones de
ordinales que aparecen en éste y otros contextos.

Definicién 11.29 Sea A un ordinal limite o bien A = €. Diremos que una
funcién F' : A — Q es normal si

Na e AF(a) < F(a') ANXEAF(N) = | F(6).
d<A
Por ejemplo, si aplicamos el teorema 11.19 a una funcién H que cumpla la
propiedad Aaa < H(a), entonces la funcién F que obtenemos es normal.

La normalidad es facil de comprobar y tiene varias consecuencias ttiles:

Teorema 11.30 Toda funcion normal F es estrictamente mondtona, es decir,
st a < 3 entonces F(a) < F(B). En particular F es inyectiva.

Sea A el dominio de F'. Fijado o € A, veamos que

AB € AMa < B — F(a) < F(f))

por induccién sobre 3. Para 8 = 0 es trivialmente cierto. Si vale para 0y
tenemos a < (', entonces a < 8 o a = (3. Por hipdtesis de induccién en el
primer caso y trivialmente en el segundo, F(a) < F(8) y como F es normal
F(a) < F(6').

Si es cierto para todo § < Ay a < A € A, entonces a« < o < Ay, por
hipétesis de induccién F(a) < F(o'). De nuevo por la normalidad de F es
F(a) < F(A). =

En particular, las funciones normales cumplen el teorema 11.22, es decir, si
F: A — A es normal, entonces \a € Aa < F(a).

Teorema 11.31 Si F: A — Q es una funcidn normal y A € A, entonces F(\)
es un ordinal limite.

DEMOSTRACION: Como 0 < A, es 0 < F(0) < F()), luego F(\) # 0.
Si o < F(X), por la normalidad o < F(§), para un cierto § < A. Entonces
§ <8 < A luego o < F(6) < F(8') < F(N). Asf pues, F(\) # o para todo a.

Teorema 11.32 Si F', G : A — A son funciones normales, entonces F o G
también lo es.

DEMOSTRACION: Claramente, si a € A tenemos que F(«a) < F(a/), luego
G(F(a)) < G(F(a')). Tomemos ahora un ordinal limite A € A. Hemos de

probar que
GF ) = U GF)).
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Sia € G(F(X)), como F(A) es un ordinal limite tenemos que oo < G(7), para
un 7 € F(A). Asuvez, n € F(0) con 6 < A. En total « < G(n) < G(F(9)),
luego « estd en el miembro derecho de la igualdad.

Reciprocamente, si « € G(F(d)), con § < A, entonces F(§) < F(A), luego
a < G(F(0)) < G(F(\N). u

11.4 La aritmética ordinal

Vamos a definir una suma, un producto y una exponenciacion entre ordinales
que generalizan a las operaciones analogas sobre los nimeros naturales. Estas
operaciones resultan utiles para definir ordinales y aplicaciones entre ordinales.

Suma de ordinales Si Ay B son dos conjuntos ordenados, podemos definir
su suma como el conjunto A® B = A x {0} UB x {1} con el orden dado por
(u,v) < (w,z) cv<aV@W=zxAu<w).

En definitiva, A ® B consta de un primer tramo semejante a A seguido de
un segundo tramo semejante a B. Es facil ver que la suma de conjuntos bien
ordenados estd bien ordenada. Podriamos definir la suma a+ 3 de dos ordinales
como el ordinal de la suma a @ [, es decir, el ordinal que representa el orden
que empieza como « y termina como §. Por ejemplo, w + 1 es el ordinal del
conjunto

(0,0) < (1,0) < (2,0) < ---(0,1).

Es claro que este conjunto es semejante a w’ = {0,1,2,...,w}. As{ pues,
w—+1 =" En cambio, 1 + w es el ordinal del conjunto

(0,0) < (0,1) < (1,1) < (2,1) < - --

y es claro entonces que 14+ w = w. Asi pues, w + 1 # 1 4 w, luego vemos que la
suma de ordinales no es conmutativa. En otras palabras, lo que sucede es que
si anadimos un elemento a la sucesién de los nimeros naturales por la izquierda
“no se nota”, pero si lo anadimos por la derecha si.

Por comodidad vamos a introducir la suma con una definicién recurrente
més manejable. De todos modos, cuando contemos con las propiedades béasicas
serd facil ver que se trata de la misma operacién que acabamos de considerar.

Definiciéon 11.33 Para cada ordinal o € Q definimos a+ : Q@ —  como la
tnica aplicaciéon que cumple

at+0=a AN NBa+p8 =(@+8) AN ANa+r= U (a+9).
d<

Naturalmente, esta definicién es correcta’ por el teorema 11.19, y es claro
que a4+ es una aplicaciéon normal. Esto nos da ya algunas propiedades de la

7Observemos ademés que a + 3 es un término normal. En efecto, u € o+ 3 es equivalente
aaeQABeQAVveQVFF v — QAB<YAFO)=aA ... Au€ f(B))), donde los
puntos suspensivos son las propiedades que definen la (a+). El mismo argumento justifica la
normalidad del producto y la exponenciacién que introduciremos después.
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suma, como la monotonia:

Napy(B<y—a+pB<a+7), Nafp<a+pb.

o el hecho de que los ordinales a + A son ordinales limite. Si definimos 1 = 0’,
la definicién de suma nos da que a +1 =a + 0" = (o« +0)) = «'. Por ello, a
partir de ahora ya no volveremos a usar la notacién o', sino que escribiremos
siempre « + 1. Notemos que la segunda propiedad de la definicién de la suma
se escribe ahora a + (B4 1) = (e + 5) + 1.

Todas las propiedades de la suma se demuestran por induccién. Por ejemplo,
es inmediato comprobar que Aa 0 + o = . Veamos un ejemplo detallado:

Teorema 11.34 NafBy(a < B8 —a+v<3+7).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre . Para v = 0 es obvio.
Si vale para 7y, entonces

at(y+)=(a+)+1<B+y)+1=0+0+1).

Si es cierto para todo § < A, entonces a +6 < g+ 6 < 3+ Ay, tomando el
supremo en 0, a + A < 3+ A n

De las desigualdades que hemos probado se sigue sin dificultad (sin necesidad
de més inducciones) el siguiente resultado general de monotonia:

NaBys(a<BAy<S—a+vy<B+9),

del cual se sigue, obviamente, el caso en que todas las desigualdades son no
estrictas.

Una simple induccién demuestra que la suma de niimeros naturales es un
nimero natural. Suponiendo el axioma de infinitud (para que tenga sentido
operar con w) vemos que si n € w entonces

luego An € wn 4+ w = w, como ya habiamos anticipado.

Pasemos ahora a las propiedades algebraicas de la suma. Como las funciones
a+ son normales —luego inyectivas— los sumandos son simplificables por la
izquierda:

Nafy(a+B=a+y— B=").

En cambio (suponiendo AI), tenemos que 5+ w = 8 + w y no podemos
simplificar. El teorema siguiente ilustra el uso de la normalidad en el caso
limite de una induccién:

Teorema 11.35 Nafy((a+8)+v=a+ (B+7)).
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre . Para v = 0 es trivial. Si vale para
7, entonces

(a+B)+(r+)=(a+tB)+7+1=(a+(B+7)+1
—at((B+r)+1) =a+ (B+(+1).
Si vale para todo § < A, entonces

(a+08)+A= U (@+p)+0=Ua+(B+59)
<A <A

= U ((B+) o (a+))(60) = ((B+) o (a+))(N) = a+ (B+X),

S<A

donde en el peniltimo paso hemos usado la normalidad de la composicién de
las dos sumas. ]

Como ultimo resultado general sobre la suma probamos lo siguiente:

Teorema 11.36 Aaf(a <3 — \1/7a +v=0).

DEMOSTRACION: Sabemos que 3 < a+ 3 < a+ 3+1, luego podemos tomar
el minimo ordinal 7 tal que § < a4+ 1. Obviamente no puede ser n = 0 y si n
fuera un limite existiria d < n tal que B < a+ 4, en contra de la minimalidad de
1. Asi pues, n = v+ 1 para cierto v tal que a+~v < § < a+ v+ 1. Claramente
[ = a+ . La unicidad se sigue de que a+ es normal. L]

Ejercicio: Probar que, tal y como explicdbamos al principio de este apartado, se
cumple a + 5 = ord(a @ ().

Producto de ordinales Aunque vamos a definir el producto mediante una
relacién recurrente andloga a la de la suma, también en este caso podriamos dar
una definicién en términos de buenos 6rdenes. Concretamente, si A y B son dos
conjuntos ordenados, podemos considerar A x B con el orden lexicografico, es
decir, el orden dado por

(u,v) < (w,z) v<azV(@v=zAu<w).

Es fécil ver que el producto de dos conjuntos bien ordenados estd bien orde-
nado, lo que nos permitiria definir « - 5 = ord(a x ). Por ejemplo, w - 2 serfa
el ordinal de

(0,0) < (1,0) < (2,0) < ---(0,1) < (L, 1) < (2,1) < - -~
y es claro que este conjunto es semejante a
wt+w={0,1,2,...,w,w+lw+2,...}.
En cambio, 2 - w es el ordinal de
(0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) < (0,2) < (1,2) < - --

por lo que 2w = w.
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Definiciéon 11.37 Para cada ordinal o € Q definimos o+ :  — Q como la
tnica aplicaciéon que cumple

a-0=0 A NBa-B+1)=(a-B)+a A Ara-A= U (a-9d).

O<A

Es claro que si a # 0 entonces a- es una funcién normal, mientras que una
simple induccién prueba que Aa 0-« = 0. Tampoco ofrece dificultad alguna
demostrar que Aa(a-1=1-a=a).

Como consecuencia inmediata de la normalidad tenemos la monotonia:

NaBy(a <BAY#0—y-a<y-f)

Si multiplicamos por la derecha la desigualdad ha de ser no estricta:

Nay(a < B —a-y<B-7).

Esto se prueba exactamente igual que el resultado andlogo para la suma.
Combinando estas desigualdades tenemos:

Napyd(a < BAYy<IANB#0—a-v<f-9).

De aqui se sigue, en particular, que AafB(a -8 =0« a =0V 3 = 0).
También es claro que los factores no nulos se simplifican por la izquierda en las
igualdades (por normalidad).

Ejercicio: (Usando el axioma de infinitud) probar que An € w(n # 0 — nw = w).

Veamos ahora dos propiedades algebraicas:
Teorema 11.38 AafBy a(B+7) = af + ay.

DEMOSTRACION: Podemos suponer o # 0. Lo probamos por induccién
sobre y. Para v = 0 es obvio. Si vale para -y, entonces

aB+v+1)=af+y)+a=af+ay+a=af+a(y+1).

Si vale para todo § < A, entonces, usando que la composicién de funciones
normales es normal,

a(f+A) = ((B+) o (@)(N) = U ((B+) e (a))(8) = U (a5 +9))

d<A o<

= U (af+ad) = U ((a) o (af+))(6) = () o (af+))(A) = aff + a.

o< S<A
|

Exactamente igual se demuestra:

Teorema 11.39 Aafy (af)y = a(37).

Por tdltimo resulta que la divisién euclidea es valida para ordinales cuales-
quiera:
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Teorema 11.40 AafB(8 # 0 — \1/75(a =0y+d6A6<p)).

DEMOSTRACION: Como 1 < 3, tenemos que a < fa < fa+ = B(a+1).
Sea 7 el minimo ordinal tal que o < (7. Obviamente no puede ser n = 0 y
tampoco puede ser un ordinal limite, ya que entonces seria a < (e, para € < 7,
en contra de la minimalidad de 7. Asi pues, n = v + 1, para cierto . Tenemos
que

fy<a<pBly+1)=py+6.

Por el teorema 11.36 existe un ¢ tal que a = By + 6. Como By+46 < By + 3,
por la normalidad de Gy+ se sigue que § < .

Veamos la unicidad. Si tenemos dos soluciones v1, 72, 01, d2 ¥y 71 < 72,
entonces

a=pn+0<Bn+B8=08Mm+1)<Brpfrti=aq

lo cual es contradictorio. Similarmente es imposible que v2 < 71, luego v1 = 7».
Por consiguiente, 8y + d1 = 571 + 02, de donde §; = J. n

Ejercicio: Probar que la aplicacién 8 x n — 3 -n dada por (5,7) — By +J es
biyectiva, asi como que es una semejanza respecto al orden lexicografico en 3 x 1. Por
lo tanto Sa = ord(8 X n).

Exponenciacién de ordinales Describir la exponenciacién en términos de
conjuntos ordenados no es tan sencillo como en el caso de la suma y el producto,
asi que nos limitaremos a dar la definicién recurrente:

Definicién 11.41 Para cada ordinal a # 0 definimos a() : @ — Q como la
tnica funcién que cumple

=1AN P =P anANa = |l
O<A

1 sia=0

Convenimos en que 0% = {
0 en otro caso.

Una simple induccién nos da que Aaf(a # 0 — o #0), de donde se sigue
que si o > 1 entonces ol ) es una funcién normal.

Omitimos las demostraciones de las propiedades siguientes, pues todas ellas
son similares a los resultados andlogos para la suma y el producto (a menudo
hay que tratar aparte los casos en los que la base es 0 0 1).

a) Ao 1¢ =1,
b) Aa ol =a,

)
)
c) Napy(a <B AL <y = <A,
d) Aapr(a<B—a? <p),
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e) Napy(a<BAL<yYAY* =78 = a=p),
f) /\aﬁ'y aﬂ+fy:a6.av’

g) Napy (@) =a’.

Ejercicio: (Usando el axioma de infinitud) probar que An € w(1 <n — n® = w).

La no conmutatividad del producto hace que, en general, (a3)? # «737.
Por ejemplo,
(2-2)* =w#w? =2%. 2%,

Aritmética natural En particular, tenemos definida una suma y un producto
sobre los nimeros naturales que cumplen (por definicién) los axiomas de teorfa
aritmética (sin necesidad del axioma de infinitud). Por consiguiente hemos pro-
bado que NBG* (luego también ZF*) es una teoria aritmética. La aritmética
natural cumple algunas propiedades que no son ciertas para ordinales arbitra-
rios, como la conmutatividad de la suma y el producto. No vamos a probarlo
aqui porque ya lo hemos hecho en el capitulo VI para teorias aritméticas ar-
bitrarias. En todo caso, faltaria probar algunos hechos elementales sobre la
exponenciacién natural, tales como que Amnr € w (mn)” = m"n", etc., pero
son comprobaciones sencillas que dejamos al lector.

11.5 La forma normal de Cantor

Para familiarizarnos con la aritmética ordinal que acabamos de introducir
probaremos un resultado de Cantor que requiere hacer un uso sistematico de las
propiedades que hemos establecido. Trabajamos en NBG™, es decir, NBG*+AlI.
Demostramos varios resultados previos.

Teorema 11.42 Si aw < ( entonces a+ = 3.
DEMOSTRACION: Intuitivamente, la hipétesis afirma que 3 empieza por in-
finitas copias de «, por lo que si anadimos una méas “no se nota”.

Sabemos que existe un v tal que 8 = aw + 7, por lo que

atf=at+awt+y=a(l+w)+y=aw+vy=0.

Ejercicio: Probar el reciproco del teorema anterior.

Teorema 11.43 Si a < 3 entonces w® + Wl = wh.

DEMOSTRACION: Es un caso particular del teorema anterior, puesto que se
cumple w%w = Wt < WP, -
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Teorema 11.44 Si a # 0 existen unos unicos n y B tales que o = w" + (3, con
B < a. Ademds n es concretamente el tinico ordinal que cumple w" < o < WL,

DEMOSTRACION: Como la funcién w() es normal, o < w® < w®*!, luego
podemos tomar el minimo vy tal que o < w?. No puede ser v = 0 ni tampoco
que sea un limite, luego ¥ =+ 1 y tenemos w” < a < w1,

Es claro que 7 es tnico. Existe un § < « tal que o = w" + 3, pero ha de ser
8 < «, pues si se da la igualdad

a=w+a=w"+w+a=wT+w"+w"+a="--

y, en general, w” - n < «, para todo n € w. Por consiguiente, ww = wt! < q,
contradiccién.

Reciprocamente, si o = w” + 3 con 8 < a, ha de ser w" < a < W' o, de
lo contrario, por 11.42 tendriamos que o = w7 + a = w" + 3 y serfa # = a. De
aqui se sigue la unicidad de 7, que a su vez implica la de [. L]

Teorema 11.45 Si o # 0 existe una unica sucesion finita decreciente de ordi-
nales ng >m > -+ >0y tal que a = W + -+ + W,

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior repetidamente, con lo que
expresamos o = w™ 4 qq, con o < «, luego a3 = W™ + g, con as < ag,
etc. Como no podemos tener una sucesion decreciente de ordinales (no tendria
minimo), algin «,, = 0, lo que nos da la expresién buscada.

Si fuera n; < m;4+1 para algun ¢, entonces

= wh + a1 =W+ WT F e = W+ i = iy,

contradiccion.
Para probar la unicidad observamos que si « = w™ + --- + w" y los expo-
nentes son decrecientes, entonces

a=wm + ... 4 Sw"°+-~-+w"0:w"‘)-n<w’70w:w"°+l,

es decir, w” < a < W™t luego ny estd univocamente determinado por «. Si
tuviéramos dos expresiones distintas, ambas tendrian el mismo primer término,
luego podriamos cancelarlo y de aqui deduciriamos que tendrian el mismo se-
gundo término, y asi sucesivamente. En definitiva, ambas serian la misma. m

El teorema de Cantor se sigue del que acabamos de probar sin mas que
agrupar los términos con el mismo exponente:

Teorema 11.46 (Forma normal de Cantor) Si a # 0 existe una dnica su-
cesion finita estrictamente decreciente de ordinales mng > m > -+ > N Y
una unica sucesion finita ko, ..., k, de niumeros naturales no nulos tal que
a=whky+- - +whk,.
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La forma normal de Cantor es especialmente descriptiva para ordinales pe-
quenos. Por ejemplo, si o < w® entonces es ficil ver que 7y ha de ser un nimero
natural, luego tenemos que los ordinales menores que w* se expresan de forma
unica como polinomios en w con coeficientes naturales.

Podemos ir algo mas lejos, para lo cual conviene definir

w® =y, w ) = w“’(n), = U w™.
new
Ast, ) = w, w® = W WG = W etc. v € es el supremo de esta

sucesion.

Si § < €y, entonces se cumple § < w(™ para cierto n € w, luego tenemos
() .
que w¥ < W = W) < ¢. Tomando el supremo en § concluimos que
we < ¢y. El reciproco es obvio, luego w = ¢y. Cantor llamé nimeros épsilon

a los niimeros con esta propiedad.

Se cumple que €y es el menor nimero épsilon. Mas precisamente, para
cada a < ¢y no nulo, llamamos rango de « al tnico nimero natural n tal que
W™ < < WD),

Es claro que entonces w1 < w® < w(+2) es decir, tenemos que

rango w® = 1 + rango a.

En particular w® # «, luego a no es un nimero e.

Los nuimeros naturales (no nulos) son los ordinales de rango 0, los ntimeros
entre w y w* son los ordinales de rango 1 (y son, como hemos visto, los polino-
mios en w con coeficientes naturales).

Mas en general, es inmediato comprobar que el rango de un o < €y es
una unidad mayor que el de su exponente director 7, es decir, que todos los
exponentes de « tienen rango inferior al de a. De aquf se sigue (por induccion)
que todo ordinal 0 < « < €y se obtiene a partir de los nimeros naturales
mediante un nimero finito de sumas, productos por naturales y aplicaciones de
la exponencial de base w.

Esto permite considerar a estos ordinales como objetos finitistas, similares
a las funciones recursivas. Los teoremas que hemos probado permiten calcular
la forma normal de la suma o el producto de dos nimeros ordinales cuya forma
normal es conocida. En particular, el rango de la suma o el producto es el
maéximo de los rangos de los sumandos o factores.

Ahora bien, todo esto deja de ser vélido para ordinales mayores. La forma
normal de ¢y es w®, lo cual no dice mucho.






Capitulo XII

Relaciones bien fundadas

Recordemos el axioma de regularidad (V=R):
Ne(x#9 —\Vyecayne =2).

Sin duda, es el mas técnico de todos los axiomas de la teoria de conjuntos,
aunque también es uno de los menos relevantes. No obstante, tiene una inter-
pretacién muy natural. Sin este axioma, nada impide que exista toda suerte de
conjuntos “patolégicos”. Pensemos, por ejemplo, en un conjunto = que cum-
pliera = {z}, o en un par de conjuntos z e y tales que z = {y}, y = {z}.
Imaginemos un conjunto z = {z1}, donde x; = {2}, y a su vez x5 = {x3}, vy
x3 = {4}, y asf hasta el infinito.

En la introduccién comentabamos que el axioma de partes contradice sutil-
mente la concepcion de un conjunto como una agrupacién de elementos exis-
tentes de antemano, pero la existencia de un conjunto z = {z}, al igual que
cualquiera de los otros ejemplos que acabamos de considerar, la contradice des-
caradamente. Sin embargo, mientras que admitir la existencia de Px es extre-
madamente 1til, la existencia de los “monstruos” anteriores es practicamente
inutil, por lo que es conveniente un axioma que los descarte, y ése es el axioma
de regularidad. De todos modos, en la mayoria de las ocasiones los matematicos
no necesitan descartar tales patologias, sino que les basta con no hablar de ellas,
y ésta es la razon por la que deciamos que el axioma de regularidad no es muy
relevante.

Segin veremos enseguida, el axioma de regularidad estd relacionado con
un tipo de relaciones especialmente interesante —las relaciones bien fundadas—
porque son la clase més general de relaciones sobre las que podemos razonar por
induccién o definir objetos recurrentemente. Los resultados que obtendremos
sobre este tipo de relaciones, ademas de generalizar a cuanto hemos visto sobre
induccién y recursion sobre ordinales, se aplicaran al estudio de la relacién de
pertenencia (que resulta estar bien fundada sobre todos los conjuntos de interés
para los matemdticos) y, por otro lado, también tienen gran interés en teoria de
modelos pues, en muchos casos, las relaciones que interpretan a la pertenencia
en los modelos de la teoria de conjuntos estan bien fundadas.

323
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En este capitulo trabajaremos en NBG™ o, equivalentemente en ZF~, es
decir, anadimos a la teoria bésica el axioma de infinitud.

12.1 Conceptos basicos

En primer lugar introducimos las relaciones que nos proponemos estudiar:
Definicion 12.1 Una relaciéon R estd bien fundada en una clase A si cumple:
ANX(XCANX#2—\ye XN\ze€ X-zRy).

En estas condiciones decimos que y es un R-minimal de X.
Equivalentemente, una relacién R estd bien fundada en una clase A si y s6lo
si no podemos encontrar en A sucesiones infinitas decrecientes de la forma

ro Rx1, x3Rxo, x4 Rxs, x5 Ruxy,
En efecto:

Teorema 12.2 Si R es una relacion en una clase A y existe una sucesion
{zn }new de elementos de A (no necesariamente distintos) tal que

An cw Tp+1 RTn,
entonces R no estd bien fundada sobre A.

DEMOSTRACION: Basta observar que el conjunto {x, | n € w} no tiene
R-minimal. "

Ejercicio: Usar el axioma de eleccién para probar el reciproco del teorema anterior.

Por ejemplo, si un = € A cumple = Rz, entonces R ya no esta bien fundada
en A, pues tomando z,, = z para todo n tenemos una sucesion decreciente
(alternativamente, porque el conjunto {x} no tiene R-minimal).

Notemos que si R es la relaciéon de pertenencia, un minimal de una clase X
esun y € X tal que yN X = @. De este modo, € estd bien fundada en una
clase X siy s6lo si X esta bien fundada en el sentido de la definicién 11.1. El
axioma de regularidad afirma que todo conjunto tiene un minimal para €, por
lo que claramente equivale a que € esta bien fundada en todo conjunto. Todos
los ejemplos patolégicos que hemos puesto al principio del capitulo dan lugar a
conjuntos donde € no estd bien fundada.

Necesitamos imponer una restriccion técnica a las relaciones que considere-
mos:

Definicién 12.3 Una relacién R es conjuntista en una clase A si para todo
x € A la clase de los anteriores de z

Al ={ye A|yRaz}

es un conjunto.
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Obviamente toda relacién es conjuntista en todo conjunto. Esto es —como
decifamos— una mera restriccion técnica necesaria por las restricciones que la
teoria impone al trabajo con clases propias. La relacién € es conjuntista en
cualquier clase, pues AS =z N A.

Observemos que ya nos hemos encontrado con esta restriccién en una ocasion:
en el capitulo anterior hemos demostrado que una clase propia bien ordenada
es semejante a () si y sélo si su relacién de orden es conjuntista.

Definicién 12.4 Sea R una relacién definida sobre una clase A. Diremos que
una subclase B C A es R-A-transitiva si

Ny € A(x RyAy € B —x € B).

Es decir, B es R-A-transitiva si cuando partimos de elementos de B y vamos
tomando anteriores nunca salimos de B. Si R es la relacién de pertenencia y
A =V, una clase B es transitiva en este sentido si y s6lo si lo es en el sentido
usual definido en 11.1.

Si R es una relacién definida sobre una clase A y = es un subconjunto de A,
es claro que al considerar los anteriores de x y los anteriores de los anteriores,
etc. obtenemos un conjunto R-A-transitivo. En realidad, para que la definicién
recurrente de este proceso sea correcta hemos de exigir que R sea conjuntista.
Veamoslo con detalle:

Definicién 12.5 Sea R una relacién conjuntista en una clase Ay z € A. De-
finimos
(ADo =47,  AnewAfwn= U A}
ye(AR)n

Un simple razonamiento inductivo prueba que cada (AZ), es un conjunto
(si vale para n, entonces (A), ;1 es unién de un conjunto de conjuntos). Esto
nos permite definir! la clausura de = respecto a R en A como el conjunto

Af(x) = U (4D, C 4.

new

Cuando R es la relacién de pertenenciay A =V, la clausura cl{(z) se conoce
como la clausura transitiva de x y se representa por ct x. Es claro que admite
una definicién més sencilla (notemos que ahora A = ):

ctox = x, Anewctpmiz= U vy, ct x = | ctpa.
yect,x new
Asi, ct x estd formada por los elementos de z, los elementos de los elementos
de x, etc.

Nuestra intencién al definir la clausura de un elemento era formar un con-
junto R-A-transitivo. Vamos a ver que, efectivamente, asi es. Mds concreta-
R . .. .
mente, clly(x) es el menor conjunto R-A-transitivo que contiene a Af:

LEl lector deberfa esforzarse en entender que si R no fuera conjuntista no estarfa justificado
el uso del teorema de recursién en la definicién de (AZ),.
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Teorema 12.6 Sea R una relacion conjuntista en una clase A y sea x € A. Se
cumple

a) AR c cf(z).
b) cli(x) es un conjunto R-A-transitivo.
¢) Si ABCT yT C A es una clase R-A-transitiva, entonces cl’i(z) C T.

d) clf}(x) =ARuU LJ‘R clff(y).
yeAR

DEMOSTRACION: a) AR = (AF),  clf(x).

b) Supongamos que u, y € A cumplen u Ry Ay € clﬁ/(x). Entonces existe
un n € w tal que y € (AF),,, con lo que u € A c (AF), 11 C cdf(z).

¢) Una simple induccién prueba que (AZ),, € T. En efecto, para 0 lo tenemos
por hipétesis y si vale para n, entonces todo u € (A%), 11 cumple u € Ag, para
cierto y € (AF),,, conlo que u Ry Ay € T. Por transitividad u € T.

Por definicién de clausura concluimos que cl§(z) c T.

d) Si y € AE, entonces Af C (AF), C clf(x), luego por b) y ¢) obtenemos
que clf(y) c clf(x). Por consiguiente el conjunto T = AFU |J clf(y) estd
contenido en clff(z). yeAF

Para demostrar la otra inclusién basta probar T' es transitivo y aplicar c).
Sean, pues, u, v € A talesque u Rv AveT. Sive clﬁ(y) para un y € AR,
entonces, por la transitividad de la clausura u € cl(y), luego u € T.

Sive AR, entonces u € clf(v) C T. u

Conviene observar la particularizacion de este teorema al caso de la relacién
de pertenencia sobre la clase universal:

Teorema 12.7 Sea x un conjunto arbitrario. Entonces
a) x Cctx.
b) ct x es un conjunto transitivo.
¢) Six CT yT es una clase transitiva, entonces ct x C T.

d) ctx=aU | cty.
yEx

e) x es transitivo si y sdlo si x = ct x.

La tdltima propiedad es consecuencia inmediata de las anteriores. Como
primera aplicacién del concepto de clausura demostramos un resultado técnico:

Teorema 12.8 Sea R una relacion conjuntista en una clase A. Entonces R
estd bien fundada en A si y sélo si todo subconjunto no vacio de A tiene un
R-minimal.
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DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Para la otra, suponemos que
todo subconjunto no vacio tiene un R-minimal y hemos de probar que lo mismo
vale para toda subclase no vacia B. Tomemos un z € B. Si z no es ya un R-
minimal de B, entonces existe un y € B tal que y Rz, luego y € BN clﬁ (x), que
es un subconjunto no vacio de A. Por hipdtesis tiene un R-minimal, digamos z.

Vamos a ver que z es un R-minimal de B. En efecto, si existiera un v € B
tal que v R z, entonces, por la transitividad de la clausura, v € BN cllj(x), pero
esto contradice la minimalidad de z. m

Esto implica que el concepto de relacién bien fundada es, pese a lo que en
principio podria parecer, una férmula normal (pues el cuantificador “para toda
subclase no vacfa” puede sustituirse por “para todo subconjunto no vacio”).

12.2 Induccion y recursién transfinita

Como habiamos anticipado, el interés principal de las relaciones bien funda-
das se debe a que sobre ellas es posible razonar por induccién y dar definiciones
por recurrencia. El teorema de induccién es muy simple. Afirma que si R es
una relacién conjuntista y bien fundada sobre una clase A y queremos probar
una inclusién A C B (es decir, queremos probar que todos los elementos de A
cumplen algo) podemos suponer que todos los elementos anteriores a un cierto
x estdn en B y probar que = € B:

Teorema 12.9 (Teorema general de induccién transfinita) Sea R una re-
lacion conjuntista y bien fundada en una clase A. Entonces

Neec AABcB—2zeB)— ACB.

DEMOSTRACION: En caso contrario A\ B es una subclase no vacia de A,
luego tiene un R-minimal z. Por definicién de minimal, A® C B, luego por
hipétesis x € B, con lo que tenemos una contradiccion. n

El teorema general de recursién transfinita afirma que para definir una
funciéon F' sobre una clase donde hay definida una relaciéon conjuntista y bien
fundada, podemos definir F'(x) suponiendo que F' estd ya definida sobre todos
los elementos anteriores a x.

Teorema 12.10 (Teorema general de recursién transfinita) Sea R una re-
lacion conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : V — V una apli-
cacion arbitraria. Entonces existe una unica funcion F : A — V tal que

Nz € AF(z) = G(z, F|zr).

DEMOSTRACION: La prueba se basa en las mismas ideas que el teorema
analogo para ordinales, si bien es técnicamente més delicada. Por abreviar, a lo
largo de esta prueba, “transitivo” significard R-A-transitivo.

Sid C A es un conjunto transitivo, diremos que h : d — V es una d-
aprorimacion si

Ne € d h(z) = G(z,h|sr).
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Para cada x € A, definimos
& ={z}ucf(z)

Es claro que 7 es transitivo y 2 € & (de hecho, es el menor conjunto transitivo
que contiene a z). Dividimos la prueba en varios pasos:

1) Si h es una d-aproxzimacion y h' es una d'-aprozimacion, entonces se
cumple hlana = W |anar- En particular, para cada conjunto transitivo d C A
existe a lo sumo una d-aprorimacion.

Lo probamos por induccién en d N d’, es decir, vamos a probar que todo
elemento de d N d' estd en {u € dNd | h(u) = h'(u)}. Para ello tomamos
x € dNd' y suponemos que h(u) = h(u') siempre que u € (dNd')F. Ahora bien,
es inmediato que dNd’ es transitivo, de donde se sigue que (dNd')f = AE. Por
consiguiente tenemos que h| r = h'| 4, luego

h(z) = G(x,hlar) = G(x, M| az) = ' (2).

2) Para todo x € A existe una T-aprozimacion.

Lo probamos por induccién sobre x, es decir, suponemos que para todo
u € AP existe una d-aproximacién. Por 1) es tnica, luego podemos definir

hy, = hlh es una G-aproximacién. Definimos h = |J h,. De nuevo por 1)
tenemos que h es una funcién y su dominio es ueAf
Uia= U ({uuci)=AFu U ci(u) = ci(z),
uc AR ucAR ucAR

donde hemos aplicado el teorema 12.6.

Si v € clf(z), entonces h(v) = hy(v), para cierto u € AR tal que v € 4.
Puesto que h,, C h'y AR C 4 (por ser @ transitivo) tenemos que hular = hlar.
Como h,, es una t-aproximacion,

h(v) = hu(v) = G(v, hular) = G(v, haz),

con lo que h resulta ser una clﬁ"(x)—aproximacién.
Puede probarse que = ¢ clf(ac)7 pero no es necesario, en cualquier caso
podemos definir

h =hu {(Jf, G(J?, h|Af))}7
de modo que h : £ — V y es inmediato que para todo v € & se cumple

W|ar = h|ar, de donde se sigue claramente que h’ es una #-aproximacioén.
x x

3) Definimos F' = |J hy, donde h, = h|h es una Z-aproximacion.
TEA

La unicidad de 1) hace que F': A — V, y los mismos razonamientos que
hemos aplicado a h en el paso anterior prueban que para todo z € A se cumple

F(z) = Gz, Flax).
4) La unicidad de F se prueba igual que 1) n
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Como primera aplicacién de este teorema, dada una clase con una relacién
conjuntista y bien fundada, vamos a asociar a cada uno de sus elementos un
ordinal que exprese su “altura” en la relacion, entendiendo que un elemento es
mas alto cuantos mas elementos tiene por debajo.

Definicién 12.11 Sea R una relacién conjuntista y bien fundada en una clase
A. Definimos rang : A — ) como la tnica aplicacién que cumple

Az € ArangBez = |J (rangfy +1).
yeAL

Observemos que hemos definido el rango de un elemento supuesto definido el
rango de los elementos anteriores a él. Recordemos que la unién de un conjunto
de ordinales no es mas que su supremo. Hemos de entender que el supremo del
conjunto vacio es 0 (lo cual es cierto, pues 0 es la menor cota superior de &).

De este modo, los minimales de A tienen todos rango 0 y, en general, el
rango de un elemento es el minimo ordinal estrictamente mayor que los rangos
de todos sus anteriores.

Teorema 12.12 Sea R una relacion conjuntista y bien fundada en una clase
A. Seanxz,ye A. Sixz € clﬁ(y), entonces rangf x < rangf y.

DEMOSTRACION: Por la definicién de clausura, basta probar que esto es
cierto para todo = € (A}),, para todo n € w. Sin = 0, tenemos que x € AJ,
luego, por definicién de rango, rangZ r < rang® x + 1 < rangZf y.

Si es cierto para n, supongamos x € (Aff)nﬂ, con lo que z € AZ para cierto
v € (Al),. Por el caso n = 0 tenemos que rangf = < rang’{ v y por hipétesis
de induccién rangff v < rangf y. .

Con la ayuda del rango podemos demostrar teoremas de induccién y re-
cursiéon atin més potentes. En el caso de la induccién, vamos a ver que podemos
tomar como hipdtesis de induccién, no ya que todos los elementos anteriores
a uno dado cumplen lo que queremos probar, sino que todos los elementos de
su clausura lo cumplen (o sea, los anteriores, y los anteriores de los anteriores,
etc.).

Teorema 12.13 (Teorema general de induccién transfinita) Sea R una
relacion conjuntista y bien fundada sobre una clase A. Entonces

Ne e A(clf(z)c B—x€B) — ACB.

DEMOSTRACION: Si no se da la inclusién podemos tomar un z € A\ B de
rango minimo. Si u € clﬁ (x), entonces rangﬁu < rangf{' z, luego por minima-
lidad © € B. Pero entonces la hipdtesis nos da que x € B, lo cual es absurdo.

|

Similarmente, para definir una funcién podemos suponer que esta ya definida
sobre la clausura de un elemento dado:
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Teorema 12.14 (Teorema general de recursién transfinita) Sea R una re-
lacion conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : V — V una apli-
cacion arbitraria. Entonces existe una unica funcion F : A — V tal que

Nz € AF(x) = G(m,F|C1§(z)).

La prueba de este teorema es idéntica a la de 12.10, salvo que el paso 1) y
la unicidad de F' se demuestran usando la version fuerte del teorema general de
recursién transfinita en lugar de la débil.

Como aplicacion de los teoremas de induccién y recursion vamos a generalizar
el teorema que afirma que todo conjunto bien ordenado es semejante a un tinico
ordinal.

Definicién 12.15 Sea R una relacién conjuntista y bien fundada en una clase
A. Llamaremos funcion colapsante de Mostowski a la funcién G§ : A — V
dada por

Gli(z) ={Gi() ly € ANy Ra}.

Asf pues, GE(x) es el conjunto de las imégenes por G de los anteriores de z.

Definimos el colapso transitivo de A como el rango de G%, y lo representa-
remos por M ¥, de modo que G& : A — MF suprayectiva.

Ejemplo La figura muestra un conjunto A con nueve elementos y las flechas
representan una relaciéon bien fundada R. A la derecha tenemos su colapso
transitivo y las lineas discontinuas representan la funcién colapsante.

GE
A R
Ll IMA

4 ) 4 N\
RS R -> {{1},2}
---:4 ---------- > {1,{1}}




12.2. Induccion y recursion transfinita 331

Ejercicio: Calcular el rango de cada elemento del conjunto A.

Vamos a probar que, bajo condiciones adecuadas, M f es una generalizacion
del ordinal de un conjunto bien ordenado. Como prueba el teorema siguiente,
M¥E es siempre una clase transitiva y bien fundada, de modo que sélo le falta
ser conexa para ser un ordinal.

Teorema 12.16 Sea R una relacion conjuntista y bien fundada sobre una clase
A. Entonces ME es una clase transitiva y bien fundada y

Azy € Az Ry — G (z) € GE(y)).

La dltima afirmacién es consecuencia inmediata de la definicién de G. Res-
pecto a la transitividad, tomemos u € v € M%. Entonces v = GE(z), para
cierto z € A, luego u = G%(y), para cierto y € A tal que y R x. Por consi-
guiente u € ME.

Veamos ahora que M% estd bien fundada. Tomamos X C M%, X # &.
Entonces (G5)~![X] es una subclase no vacfa de A, luego tiene un R-minimal
y. Veamos que G%(y) es un minimal de X, es decir, que X N G¥(y) = @. En
efecto, si u € X N GE(y), entonces u = GE(z), para un cierto z € A tal que
x Ry. Entonces z € (G%)71[X], luego contradice la minimalidad de y. L]

El ejemplo que hemos visto muestra que la funcién colapsante no es necesa-
riamente inyectiva. Lo serd cuando la relacién R sea un buen orden (estricto,
para que sea una relacién bien fundada) y entonces el colapso serd simplemente
su ordinal. Sin embargo, para que la funcién colapsante sea biyectiva no es
necesario exigir tanto de R, sino que basta con que cumpla una propiedad ob-
viamente necesaria:

Definicién 12.17 Una relacién R es extensional sobre una clase A si
Nzy € A(Nu€ AluRx < uRy) — x =y).

En otras palabras, R es extensional si cumple lo que el axioma de extensio-
nalidad postula de la relacién de pertenencia: que dos objetos distintos tienen
elementos anteriores distintos. Es claro que la relaciéon de pertenencia es exten-
sional en cualquier clase transitiva. Toda relacién de orden total es extensional.

Teorema 12.18 Sea R una relacion conjuntista, extensional y bien fundada en
una clase A. Entonces GE : A — M biyectiva y

Azy € Az Ry « GH(z) € GE(y)).

DEMOSTRACION: Si G% no fuera inyectiva podrfamos tomar un R-minimal
z de la clase

B={zeA|Vye A +#ynGh) =Giw)}
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Entonces existe un y € A tal que y # » y GE(x) = GE(y). Como R es
extensional, existe un z € A tal que

(zRxAN-2zRy)V (zRy A -z Rx).

Si z Rz A =z Ry, entonces G&(z) € GE(z) = GE(y), luego, por definicién
de GE(y), ha de ser GE(z) = G&(w), para cierto w € A, con w Ry. Ademds,
como —z Ry, ha de ser w # z, o sea, z € B A z R x, contradiccién.

Si 2z Ry A =z Rz, entonces GE(2) € GE(y) = GE(2), luego GE(2) = G (w),
con w € A, wRx, luego en particular w # z. Por consiguiente w € B contradice
la minimalidad de z.

Con esto tenemos la biyectividad. Finalmente, si G(z) € G&(y), ha de ser
GR(z) = GE(u), para cierto u € A, u Ry. Como G% es biyectiva, ha de ser
T =u, luego u R y. n

Asi, del mismo modo que el ordinal de un conjunto bien ordenado es un
representante de su ordenacion, concretamente, el 1inico representante transi-
tivo en el que la relacién de orden es la pertenencia, ahora vemos que cualquier
clase dotada de una relacién conjuntista, extensional y bien fundada tiene aso-
ciada una clase transitiva en la cual la relacién de pertenencia se comporta
exactamente igual que la relacion dada. Para terminar de perfilar la situacion
probamos la unicidad tanto del colapso transitivo como de la funcién colapsante:

Teorema 12.19 (Teorema del colapso de Mostowski) Si R es una rela-
cion conjuntista, bien fundada y extensional en una clase A, existe una unica
clase transitiva M y una dnica aplicacion G : A — M biyectiva tal que

Ny € Az Ry < G(z) € G(y)).

DEMOSTRACION: Sélo falta probar la unicidad. Ahora bien, si G y M
cumplen estas propiedades, se ha de cumplir que

Nz e AG)={Gly)|ye ANy Ruz}.

En efecto, si u € G(z) € M, por transitividad v € M, luego v = G(y),
para cierto y € A. Entonces G(y) € G(x), luego y R z. La otra inclusién es
inmediata.

Por consiguiente G es la funcién colapsante (por la unicidad de su definicién
recurrente) y M ha de ser el colapso transitivo. L]

Nota En el capitulo IV demostramos el teorema de Léwenheim-Skolem usando
una técnica de Henkin, que de hecho nos lleva al teorema de completitud. No
obstante, la técnica original de Skolem puede aplicarse para obtener modelos
numerables de porciones finitas de ZFC con la particularidad de que la relaciéon
de pertenencia se interpreta como ella misma. Asi, si M es uno de estos modelos
y satisface el axioma de extensionalidad, ello implica que € es extensional en
M (de hecho es equivalente). Si ademéds suponemos el axioma de regularidad,
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resulta que todo conjunto no vacio tiene un minimal para €, por lo que € esta
bien fundada en todo conjunto, en particular en M. Por consiguiente, podemos
aplicar el teorema anterior, que nos da un modelo con las mismas propiedades
que M (isomorfo) pero que tiene la propiedad adicional de ser transitivo. Por
razones que ahora seria largo detallar, la transitividad simplifica enormemente
el trabajo con un modelo, por lo que ésta es una de las principales aplicaciones
del teorema de Mostowski: transitivizar modelos.

El nombre de “colapso” hace referencia a que en este caso en el que la relaciéon
de partida es la relaciéon de pertenencia el colapso supone una simplificacion,
una compresién de la clase dada. Por ejemplo, el colapso transitivo de {{{@}}}
es {2} "

Ejercicio: Probar que si R es un buen orden estricto (y conjuntista) en una clase
A entonces ME es un ordinal y G es una semejanza. Deducir de aqui pruebas
alternativas de los teoremas 11.21 y 11.27.

Ejercicio: Deducir del teorema anterior que si F' : A — B es una biyeccién entre
clases transitivas tal que Azy € A(xz € y < F(x) € F(y)) entonces A = By F es la
identidad.

12.3 Conjuntos regulares

En esta seccién estudiaremos mas detenidamente el significado y las reper-
cusiones del axioma de regularidad. Segun explicibamos, la finalidad de este
axioma es negar la existencia de conjuntos “perversos” que no puedan interpre-
tarse como construidos a partir de elementos previos, como ocurriria con una
pareja © = {y}, y = {z}.

Para describir con precision este tipo de patologias introducimos la nocién
de conjunto regular:

Definiciéon 12.20 Un conjunto z es regularsi la relacién € estd bien fundada en
su clausura transitiva. Llamaremos R a la clase de todos los conjuntos regulares.

Asi, si a partir de un conjunto x podemos construir una sucesién de conjuntos
tal que
r 2 X9 D T1 2D X2 D T3 D

entonces todos ellos estdn en ct x, por lo que el teorema 12.2 nos da que € no
estd bien fundada en ct x, es decir, que = no es regular. Usando el axioma de
eleccién también tenemos el reciproco.

Notemos que no hubiera servido definir un conjunto regular como un con-
junto en el que € estd bien fundada, pues si z = {y}, y = {«}, entonces € estd
bien fundada tanto en x como en y, pero no lo estd en ct x = {z,y}.

El axioma de regularidad equivale a que todo conjunto es regular, es decir,
a la igualdad V = R, y es por esto que nos hemos referido a él como V = R
incluso antes de haber definido la clase R.
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En efecto: lo que afirma propiamente el axioma de regularidad es que todo
conjunto no vacio tiene un minimal (para €). Si esto es asi, entonces € estd
bien fundada en todo conjunto, en particular en la clausura transitiva de todo
conjunto. Reciprocamente, si V=R y z es cualquier conjunto no vacio, entonces
x C ct zy € estd bien fundada en ct x, luego x tiene un minimal.

Asi pues, en lo sucesivo V = R no serd ya un convenio de notacién para
referirnos al axioma de regularidad, sino una forma equivalente del mismo.

Veamos ahora las propiedades de los conjuntos regulares. Notemos que para
ello no necesitamos suponer el axioma de regularidad. Para empezar probamos
que los elementos de los conjuntos regulares son de nuevo conjuntos regulares,
o en otros términos:

Teorema 12.21 R es una clase transitiva.

DEMOSTRACION: Siu € v € R, entonces u € ct v, luego u C ct v, luego
ct u C ct v. Por hipdtesis € estd bien fundada en ct v, luego también lo esta en
ct u, es decir, u € R. n

Por otra parte:
Teorema 12.22 La relacion de pertenencia estd bien fundada en R.

DEMOSTRACION: Sea X C R una subclase no vacfa. Sea u € X. Si u no
es ya un minimal de X, entonces u N X # @, luego ct uN X # &. Sea v un
minimal de ct N X (que existe porque u es regular) y vamos a probar que v
es, de hecho un minimal de X. En efecto, si existiera w € v N X, entonces, por
transitividad, w € ct uN X y w € v, en contra de la minimalidad de v. L]

De aqui extraemos ya algunas consecuencias notables:
Teorema 12.23 R no es un conjunto.

DEMOSTRACION: Si lo fuera, como es transitiva serfa ¢t R = R y por el
teorema anterior R seria un conjunto regular, es decir, R € R, pero entonces
{R} serfa un subconjunto de R sin minimal, en contradiccién con el teorema
anterior. n

Teorema 12.24 PR =R.

DEMOSTRACION: Como R es transitiva, R € PR. Si z € PR, entonces
x C R. Como R es transitiva, ct © C R y como € estd bien fundada en R
también lo estd en ct x. Asi pues, x es regular, luego = € R. n

Si particularizamos a R el teorema general de induccién transfinita obtene-
mos esencialmente que R es la menor clase con esta propiedad. En efecto, este
principio dice que para probar R C A podemos suponer que un x € R cumple
x C Ay demostrar que = € A, es decir:



12.3. Conjuntos regulares 335

Teorema 12.25 Para toda clase A:
RNPACA—RCA.
En particular: PAC A— R C A.

Asi pues, para probar que todo conjunto regular cumple algo podemos supo-
ner que todos los elementos de un conjunto dado x lo cumplen y probar que =
también lo cumple. Por supuesto, si lo deseamos, podemos tomar como hipétesis
de induccién que todos los elementos de ct x cumplen lo que queremos probar.

Asi mismo disponemos de los teoremas de recursién transfinita:

Teorema 12.26 Dada G : R — V, existe una tnica funcion F: R — 'V tal
que

Nz € R F(z) = G(F|,),
o0, alternativamente:
Az €R F(z) = G(z, Flct ,)-
No ponemos G(z, F|,) porque x = DF|,, es decir, si conocemos F|, cono-

cemos x y, dada la generalidad de G, seria redundante hacerla depender de x.

Para terminar con estas propiedades basicas de R observamos que los colap-
sos transitivos estan formados siempre por conjuntos regulares. Més en general:

Teorema 12.27 Si A es una clase transitiva en la que la relacion de pertenen-
cia estd bien fundada, entonces A C R.

DEMOSTRACION: Se prueba inmediatamente por induccién transfinita en A.
Observemos que si x € A entonces © C A, luego AS = z. Suponemos que z € A
y, como hipétesis de induccién, que  C R, pero entonces € PR = R. n

En la seccién anterior definimos el rango de un elemento respecto a una re-
lacién bien fundada. En el caso concreto de los conjuntos regulares la definicién
del rango se particulariza a

rang x = |J (rang y + 1).
YyET

Para cada o € 2, definimos
Ro ={z € R |rang z < a}.
Asi obtenemos una descripcion clara de la clase R:
Teorema 12.28 Se cumple:

Roy=9 A /\a Ra+1 =PR, A /\)\ Ry = U Rs,
<A

R= |JRa.

[e119)
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DEMOSTRACION: Probamos tinicamente el caso de R, 1, pues los otros son
inmediatos. Si z € PRy, entonces z C Ry, luego

rangz = |J(rangy+1) <a<a+l,
yex

luego z € R,+1. Reciprocamente, si x € Ry41, entonces todo y € x cumple
rang y+1 <rang x < a+1, luego rang y < a, luego y € R,,. Asi pues, x C R,,.
u

Asi pues, los conjuntos regulares son los conjuntos que pueden obtenerse
a partir del conjunto vacio en una cantidad transfinita de pasos mediante el
operador P. Notemos que, en particular, R, no es sino el conjunto de todos
los conjuntos hereditariamente finitos, de los que ya hemos hablado (metama-
temdticamente) en otras ocasiones.

Ejercicio: Probar que las clases R, son transitivas.

El teorema anterior nos proporciona una definiciéon alternativa de la clase
de los conjuntos regulares supuesto que aceptemos el axioma de partes, pues
sin este axioma no podemos justificar que R,4+1 y las clases posteriores sean
conjuntos y no podemos aplicar el teorema de recursién transfinita. Por el
contrario, suponiendo AP, una induccién transfinita nos da inmediatamente
que todas las clases R, son conjuntos.

Ejercicio: Supuesto definido R mediante el teorema anterior (aceptando AP), probar
las propiedades bésicas de los conjuntos Ra (son transitivos, forman una sucesién
creciente, definen el rango de un conjunto regular, etc.).

Del teorema 12.27 se sigue ya que 2 C R. Veamos con mas detalle la
relacién entre ambas clases. En particular, el teorema siguiente prueba que hay
conjuntos regulares de todos los rangos posibles:

Teorema 12.29 Q CR, Aaranga=a, AaR,NQ=a.

DEMOSTRACION: Veamos que rang o = « por induccién. Supongamos que
es cierto para todo 3 < «. Entonces

ranga = |J (rang f+1)= U (B+1) =a.
B<a B<a

Por dltimo, u € R, NN si y sélo si uw € Q A rangu < « siy sélo si
u€eQANu<asiysolosiuea Asipues, Ry N2 =a. n

Ahora es claro que todos los conjuntos de interés para los matemadticos son
regulares. Por ejemplo, un par ordenado (m,n) de nimeros naturales estd
en R, un numero entero z se define como un conjunto de pares de nimeros
naturales, luego z C Ry, con lo que z € R, 41 y, por consiguiente, Z € Ry, 12.
Similarmente se comprueba que Q € R, 4+5. Si construimos R por el método
de Dedekind, seguin el cual un numero real es un subconjunto de Q, tenemos
R € Ry 47, etc.
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Ejercicio: Calcular el rango de R si lo suponemos construido por el método de Cantor,
es decir, si un nimero real es una clase de equivalencia de sucesiones de Cauchy de
nimeros racionales.

Esto hace que, en la préctica, el axioma de regularidad sea superfluo: no
es necesario postular que no existen conjuntos regulares, basta con limitarse a
trabajar con conjuntos regulares. Ahora bien, dado que puede probarse que los
axiomas de ZFC o NBG sin V = R (supuesto que sean consistentes) no implican
la existencia de conjuntos no regulares, podemos simplificar la teoria postulando
que no existen.

Cuando se supone el axioma de regularidad, a los conjuntos R, se les suele
llamar V,, de modo que la clase universal queda estructurada en la jerarquia
transfinita creciente de clases transitivas (conjuntos si suponemos AP) dada
por:

Vo=2 A NaVer1=PVae A AMVa=UVs A V= U Va,
d<A ae)

de modo que todo conjunto puede pensarse como construido a partir de & en una
cantidad transfinita de pasos, en el sentido de que si rastreamos sus elementos
y los elementos de sus elementos, etc. siempre terminamos en &.

Todo conjunto z tiene definido un rango, que es el menor ordinal « tal que
x C V, 0, equivalentemente, x € V,41. El rango de un conjunto es una medida
de su complejidad o, equivalentemente, de la cantidad de pasos que hemos de
dar para construirlo a partir de @.

Si suponemos AP, tenemos una distincién clara entre los conjuntos y las
clases propias:

Teorema 12.30 Una clase es propia si y solo si contiene conjuntos de rango
arbitrariamente grande.

DEMOSTRACION: Si todos los elementos de una clase X tienen rango menor
que un ordinal « entonces X C V,, luego X es un conjunto. Reciprocamente,
si X es un conjunto, la imagen de X por la aplicaciéon rango es un subconjunto
de Q (por el axioma del reemplazo), luego esta acotado. [

12.4 Atomos

Aunque, como acabamos de comentar, de los axiomas de la teoria de con-
juntos no se deduce la existencia de conjuntos no regulares, lo cierto es que
tampoco se deduce su no existencia (siempre suponiendo que sean consisten-
tes), lo que nos deja abierta la posibilidad de postular la existencia de conjuntos
no regulares. Vamos a exponer ahora una alternativa al axioma de regularidad
que, por ciertas razones, no carece por completo de interés.

Observemos que, de acuerdo con las definiciones que hemos dado, 3 =
{0,1,2}. Ahora bien, esto es un mero convenio arbitrario. El ndmero 3, en
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su sentido metamatematico, no es un conjunto, y carece de sentido pregun-
tarse cudles son sus elementos. Un nifio de diez anos conoce perfectamente los
nimeros naturales y se quedaria perplejo si alguien le preguntara por los ele-
mentos de 3. Lo que sucede es que la teoria de conjuntos presupone desde su
misma base que todos los objetos sobre los que trata son conjuntos (o clases,
que para el caso es lo mismo). Ello fuerza a identificar artificialmente con de-
terminados conjuntos conceptos que, en principio, no corresponden a conjunto
alguno.?

Seria conceptualmente mas natural trabajar en una teoria que admitiera la
existencia de objetos bésicos que no puedan considerarse formados por objetos
mas elementales, objetos que podriamos llamar “4tomos”. Ahora bien, lo cierto
es que también seria técnicamente mas complicado, pues, por lo pronto, exigiria
modificar la teoria de conjuntos desde su raiz, y la “naturalidad” del resultado
no compensaria el esfuerzo, ya que, con toda su “artificialidad” la teoria de
“sélo-conjuntos” cumple perfectamente su finalidad.

No obstante, hay una forma de “burlar” a la teoria de conjuntos respetando
todos sus principios e incorporando dtomos al mismo tiempo. Consiste en iden-
tificar un 4tomo z con un conjunto de la forma z = {x}. En las secciones
anteriores afirmabamos que un objeto asi es patoldgico sobre la base de que
pretendiamos hablar de conjuntos, pero, por otra parte, se trata de un convenio
muy natural si queremos hablar de dtomos. En ultimo extremo, decir que el
tnico elemento de = es x equivale a decir que es intutil preguntar por los ele-
mentos de x. Notemos que no serviria postular literalmente que los dtomos no
tienen elementos, porque entonces el axioma de extensionalidad forzaria a que
todos los dtomos son el conjunto vacio, es decir, a que sélo hay un dtomo. En
cambio, con este convenio el axioma de extensionalidad sélo dice que dos atomos
son iguales si y sélo si son iguales, lo cual es perfecto.

Por simplicidad, vamos a trabajar en NBG* + Al + AP. Definimos la clase
de los dtomos como

A={z]|x={z}}.

Por ejemplo, el axioma de regularidad implica A = @. De momento tomamos
como axioma unicamente que A es un conjunto y vamos a definir los conjuntos
regulares respecto de A. En realidad esta definicién es valida para un conjunto
arbitrario X:

Definicién 12.31 Llamaremos clase R(X) de los conjuntos regulares respecto
a un conjunto X como la dada por

Ro(X)=ct X A AaRa1(X)=PRa(X) A /\/\RA(X):(SUARé(X)a

R(X) = U Ra(X).

ae

2 Andrej Mostowski expresé su insatisfaccién por este fenémeno con su protesta: jyo no soy
un conjunto!
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Una simple induccién prueba que cada R, (X) es un conjunto transitivo. En
efecto, es claro para a = 0 y trivial para A. Supuesto cierto para «a, entonces
Rao+1(X) es un conjunto por AP y si suponemos que u € v € Ry41(X), tenemos
que u € v C Ry(X), luego u € Ry (X), luego (por hipétesis de induccion)
u C Ro(X), luego u € Ryq1(X).

Consecuentemente R(X) es una clase transitiva, luego R(X) C PR(X). De
hecho se da la igualdad R(X) = PR(X). En efecto, si z C R(X), acaday € x
le podemos asignar el minimo ordinal «a, tal que y € Ro(X). El axioma del
reemplazo nos da que {a, | ¥ € x} es un conjunto de ordinales, luego tiene
supremo « y asi x C Rq(X), luego « € Ro41(X) C R(X).

La igualdad R(X) = PR(X) implica, por el teorema 12.25, que R C R(X).
No obstante, una simple induccién nos da la relacién mas fina Aa R, C Ra(X).

Ejercicio: Probar que R = R(X) siy sélo si X € R.

En general, el comportamiento de R(X) es algo cadtico porque si X (o
su clausura transitiva) contiene conjuntos regulares éstos aparecen “antes de
tiempo” en la jerarquia. Ahora bien, esto no sucede si partimos del conjunto de
atomos.

Definicién 12.32 Llamaremos NBGA (resp. ZFCA) a la teorfa de conjuntos
NBG (resp. ZFC) sin el axioma de regularidad m4s el axioma3

ctoA AV =R(A).

Notemos que este axioma no contradice a V = R, sino que equivale a éste si
anadimos que A = @. Por otra parte, la teoria de conjuntos con atomos puede
completarse con varios axiomas, como por ejemplo Vf f : w — A biyectiva,
que nos da un conjunto numerable de dtomos. También conviene observar que
A es un conjunto transitivo, por lo que Rg(A) = A.

Una simple induccién prueba que RN R, (A) = Ry, por lo que si definimos
el rango de un conjunto z como el minimo ordinal « tal que  C R (A), resulta
que este rango coincide sobre R con el que ya teniamos definido. Los conjuntos
de rango 0 son los formados por dtomos (incluyendo a los propios dtomos vy,
trivialmente, a &). La relacién « € y — rang x < rang y se cumple salvo si y
tiene rango 0.

Los teoremas de induccién y recursién se adaptan facilmente a este contexto
(la relacién de pertenencia ya no estd bien fundada, pero pueden probarse me-
diante induccién y recursién ordinal sobre el rango). Por ejemplo, es fécil ver
que
AXAACXAPXCX—X=V).

3Para que esta sentencia tenga sentido como axioma de ZFCA hemos de observar que
puede reformularse omitiendo toda referencia a clases propias. Concretamente:

Va(Ayly € 2 =y = {y}) A AuVa u € Ra(z)).
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No vamos a desarrollar mas alld la teoria de conjuntos con atomos. Co-
mentemos unicamente que von Neumann empled esta teoria para probar la
independencia del axioma de eleccién, es decir, demostré que en ZFA (es decir,
la teorfa con dtomos pero sin el axioma de eleccién) no es posible demostrar el
axioma de eleccion. Para ello probé la consistencia de que existieran contrae-
jemplos al axioma de eleccién, pero estos contraejemplos eran necesariamente
atomos. No obstante, hoy se sabe que todos los resultados de consistencia que
pueden obtenerse con la técnica de von Neumann para conjuntos con dtomos,
pueden obtenerse también para conjuntos sin atomos, por lo que la hipdtesis de
que existan atomos resulta ser una simplificacién no esencial. De aqui que esta
teoria no esté totalmente desprovista de interés.



Capitulo XIII

Numeros cardinales

Entramos ahora en la parte mas profunda de la teoria cantoriana de conjun-
tos: el estudio de los cardinales infinitos. En esta parte intervienen en mayor
o menor medida todos los axiomas de la teoria de conjuntos: el axioma de in-
finitud para asegurar la existencia de conjuntos infinitos, el axioma de partes
para asegurar la existencia de conjuntos no numerables y el axioma de eleccién
para asegurar que los cardinales se comportan de forma razonable. Conviene
ser consciente de los axiomas en los que se basa cada teorema. Asi, los resul-
tados mas elementales no requieren mas que la teoria bésica ZF* o NBG*. No
obstante, para no ser prolijos no llevaremos un control sistematico, sino que
nos limitaremos a hacer algunas observaciones generales de tanto en tanto. La
lnica excepcion la haremos con el axioma de eleccién, pues si tiene gran interés
saber qué papel desempena exactamente en la teoria. Por ello establecemos que
vamos a trabajar en ZF o NBG—AF, de modo que no supondremos el axioma
de eleccion salvo que lo indiquemos explicitamente. Veremos que, en ausencia
del axioma de eleccién, incluso el modesto axioma de regularidad contribuye en
una pequena parte a la fundamentacion de la teoria de cardinales.

Puesto que hasta ahora no hemos usado en ningiin momento el axioma de
eleccién, dedicamos la primera seccién a estudiar sus consecuencias principales
a nivel general, para que después sea més fécil relacionarlo con la teoria de
cardinales en concreto.

13.1 El axioma de eleccion

Recordemos que el axioma de eleccién de Zermelo es la sentencia
AE = AoV f(f es una funcion A Df =z A Au € x(u # @ — f(u) € u)).

En definitiva, AE afirma que, dado cualquier conjunto z de conjuntos no
vacios, existe una funcién que asigna a cada elemento de x uno de sus elementos.
A una funcién de estas caracteristicas se la llama una funcidn de eleccion sobre .

Naturalmente no siempre es necesario el axioma de eleccién para asegurar la
existencia de una funcién de eleccién. Este sélo hace falta cuando no tenemos
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medios para justificar su existencia mediante los otros axiomas de la teoria de
conjuntos.

Por ejemplo, sin necesidad de AFE, el conjunto Pw tiene una funcién de
eleccién, la que a cada conjunto no vacio de nimeros naturales le asigna su
minimo. En general Pz tiene una funcién de eleccién siempre que existe un
buen orden en x.

Otro caso en que podemos asegurar (sin AE) que un conjunto x tiene una
funcién de eleccion es cuando sus elementos tienen un tinico elemento cada uno,
es decir, si Ay € \/z € y y = {z}. En tal caso, la (dinica) funcién de eleccién
puede definirse mediante

f={(u,v) |uexAveu}

Esto puede parecer trivial, pero lo cierto es que algunos matematicos no
excesivamente familiarizados con la teoria de conjuntos tienen dificultades para
determinar si una demostracién usa o no el axioma de eleccién, y no es raro que
las confusiones provengan de casos andlogos a éste aunque no tan explicitos.

Ejercicio: Probar que el axioma de eleccién equivale a que si x es una familia de
conjuntos disjuntos dos a dos, entonces existe un conjunto y que contiene exactamente
a un elemento de cada elemento de z.

Una variante de AFE consiste en elegir elementos, no de los elementos de
un conjunto dado, como afirma el axioma, sino de una familia de conjuntos no
vacios X = {X,}icr, donde I es un conjunto de indices arbitrario. Es decir,
més explicitamente tenemos que X : I — V es una aplicacién cualquiera
y llamamos X; = X(¢). La diferencia esencial es que ahora podemos tener
repeticiones, es decir, que puede ocurrir que X; = X; aunque ¢ # j, mientras
que no tiene sentido decir que un conjunto tiene “elementos repetidos”.

Una funcion de eleccion para una familia de conjuntos X no es sino un
elemento de su producto cartesiano:

[[Xi={z|2:I—VANi el e X}
iel

Asi pues, la equivalencia de AFE de la que hablamos es la siguiente:

Teorema 13.1 El axioma de eleccion equivale a que el producto cartesiano de
toda familia no vacia de conjuntos no vacios es no vacio.

DEMOSTRACION: Sea {X; }<; una familia de conjuntos no vacfos. Aplicamos
el axioma de eleccién al conjunto {X; | i € I'}, con lo que obtenemos una funcién
de eleccién f. Basta definir 2; = f(X;) y tenemos un z en el producto cartesiano.

Reciprocamente, si X es un conjunto cualquiera, es facil ver que no perdemos
generalidad si suponemos que no contiene a @. Una funcién de eleccién en X
es simplemente un elemento de [] y. L]

yeX

De nuevo conviene advertir que hay muchas familias de conjuntos de las que
podemos probar que su producto cartesiano es no vacio sin necesidad del axioma
de eleccion.
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Hay un resultado de uso frecuente que requiere el axioma de eleccién y es
facil que pase desapercibido en parte por su simplicidad y en parte porque se
parece mucho a otros dos resultados que no lo requieren en absoluto.

En efecto, si f: X — Y yg:Y — X son dos aplicaciones que cumplen
fog=1Ix (la identidad en X ), entonces f es inyectiva y g es suprayectiva.

Esto es elemental: si a, b € X cumplen f(a) = f(b), entonces a = ¢g(f(a)) =
g(f(b)) =bysiac€ X, entonces f(a) es una antiimagen de a por g.

Similarmente, si X # @ y f : X — Y inyectiva, existe g : ¥ — X
(suprayectiva) tal que fog=Ix.

En efecto, basta tomar un a € X y definir g(y) = {f (y) siye fIX],
a en otro caso.
El resultado que si requiere el axioma de eleccién es el siguiente: Si Y es un
conjunto y g : Y — X suprayectiva, entonces existe f : X — Y (inyectiva)
tal que fog=1Ix.
En efecto, tomamos una funcién de eleccién h sobre {g7'[z] | z € X} y
definimos f(x) = h(g~![x]).

De hecho el axioma de eleccidén es necesario para probar la existencia de una
aplicacién inyectiva cualquiera f : X — Y a partir de la existencia de una
aplicacién suprayectiva g : ¥ — X.

Terminamos con las equivalencias més importantes del axioma de eleccién.
Si X es un conjunto parcialmente ordenado, una cadena en X es un subcon-
junto totalmente ordenado por la relacién de orden de X. Un conjunto X estd
inductivamente ordenado si X # @ y toda cadena en X tiene una cota superior.

Teorema 13.2 Las sentencias siguientes son equivalentes:
a) El axioma de eleccion de Zermelo.
b) El teorema de numerabilidad: Nz\/foa f: o — x biyectiva.

¢) Elteorema de buena ordenacion de Zermelo: Todo conjunto puede ser bien
ordenado.

d) El lema de Zorn: Todo conjunto inductivamente ordenado tiene un ele-
mento mazimal.

e) Ellema de Zorn (variante): Todo elemento de un conjunto inductivamente
ordenado estd por debajo de un elemento maximal.

DEMOSTRACION: Probaremos las implicaciones a) — b) — ¢) — a) por una
parte y a) — d) — e) — a) por otra.

a) — b). El argumento es el mismo que empleamos para probar que todo
conjunto bien ordenado es semejante a un ordinal. Alli definfamos recurren-
temente una funcién que a cada ordinal le asignaba el minimo elemento de X
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no asignado ya a ordinales menores. Aqui sustituimos el buen orden que nos
permite elegir dicho minimo por una funcién de eleccién arbitraria.

Sea s : PX — X una funcién de eleccién (podemos suponer que s(&) €
X). El teorema de recursién transfinita nos da que existe una tnica funcién
F:Q — X tal que Na F(a) = s(X \ Fla]).

Si F fuera inyectiva concluiriamos que 2 es un conjunto y tendriamos una
contradicciéon. Podemos tomar, pues, el minimo ordinal « tal que existe un
B < a con F(B) = F(a). Necesariamente entonces, f = F|, : « — X es
inyectiva.

Por otra parte, f ha de ser suprayectiva, ya que si fla] # X, entonces
F(a) =s(X \ Fla]) € X \ Fla], cuando por otra parte F(a) = F(5) € Fla].

b) — ¢) Si f: @ — X es biyectiva, es claro que

{(FB)fM) 1B <y <a}

es un buen orden en X.

c) — a) Dado un conjunto X, consideramos un buen orden en |J wu. Enton-
ueX
ces, una funcién de eleccién en X es la que a cada u € X le asigna su minimo

respecto al buen orden considerado.

a) — d) Sea A un conjunto inductivamente ordenado. Supongamos que
para toda cadena B de A se cumple \Vz € AAu € B u < z. Llegaremos a una
contradiccién, con lo que concluiremos que existe una cadena B en A tal que
Vz € AAu € B u < z (toda cadena tiene una cota superior), pero para la cual
esto es falso con la desigualdad estricta. De aqui se concluye que la cota z ha
de ser un maximal de A, pues si existiera v € A tal que z < v, dicho v seria una
cota estricta de B, cuando hemos dicho que no existen.

Para cada B C A, sea Cp = {z € A| Au € B u < z}. Estamos suponiendo
que si B es una cadena en A entonces Cp # &. Sea f: PA — A una funcién
de eleccién. Por el teorema de recursién existe una tnica funcién F : Q — A
tal que Ao F(a) = f(Cppa))-

Veamos por induccién que Aa F|, : @« — F[a] semejanza. Lo suponemos
cierto para todo § < a. Asi, si § < v < a, tenemos que F[y] es una cadena en
A, luego Crpy # @, luego F(v) € Cppy, luego F(B) < F(y).

De aqui se sigue que F':  — A es inyectiva, lo cual es absurdo.

d) — e) Sea A un conjunto inductivamente ordenado y sea a € A. Llamemos
B ={z € A|a<za} Esficil probar que B estd inductivamente ordenado,
luego tiene un maximal m, que también es maximal en A y estd por encima de
a.

e) — a) Sea X un conjunto no vacio y sea A el conjunto de las funciones
de eleccién sobre los subconjuntos de X. Claramente A es un conjunto no
vacio, pues los subconjuntos de la forma {z} tienen obviamente una funcién de
eleccion, y estd inductivamente ordenado por la inclusién, pues la unién de una
cadena de funciones de eleccién es una funcion de eleccién. Sea f un maximal
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de Ay seaY C X sudominio. Basta probar que Y = X, pero en caso contrario
podemos tomar cualquier v € A\'Y y cualquier u € v, de modo que fU{(v,u)}
es una funcién de eleccién por encima de f, en contra de su maximalidad. =

13.2 Cardinalidad

Cantor desarroll6 su teorfa de conjuntos a partir de su descubrimiento de
que es posible hablar de la cantidad de elementos de un conjunto infinito de
forma completamente andloga a como hablamos habitualmente del nimero de
elementos de un conjunto finito. En esta secciéon demostramos los teoremas que
justifican esta afirmacion.

Definicién 13.3 Diremos que dos conjuntos X e Y son equipotentes, y lo re-
presentaremos por X = Y, si existe una aplicacién f : X — Y biyectiva.
Diremos que X es minuspotente a Y, y lo representaremos por X < Y, si existe
[+ X — Y inyectiva. Diremos que X es estrictamente minuspotente a Y, en
signos X <Y,si X <Y yno X =Y.

Observaciones Es importante advertir que no hemos definido un término X,
sino tinicamente las férmulas X =Y, X <Y, X <Y, es decir, que X =Y no
es una igualdad de dos términos, sino Unicamente una abreviatura de la férmula
Vf f: X — Y biyectiva.

Si X es un conjunto ordenado, Cantor representaba por X su ordinal, es
decir, el concepto resultante de abstraer la naturaleza de los elementos de X

pero conservando su ordenacién, y por X su cardinal, es decir, el resultado de
abstraer tanto la naturaleza de sus elementos como su ordenacién. Asi, la doble
barra indicaba “doble abstraccién”. Naturalmente, para nosotros la doble barra
se interpreta de acuerdo con la definicién precedente y la observacién anterior.

Observemos que suponiendo AE tenemos que, para conjuntos no vacios,

X < Y < Vg g: Y — X suprayectiva. En esta seccién no vamos a necesitar
este hecho.

El teorema siguiente justifica que las definiciones que hemos dado contienen
realmente una nocién razonable de “ntimero de elementos” de un conjunto.

Teorema 13.4 Sean X, Y, Z, W conjuntos cualesquiera. Se cumple:
a)
b)
c) Si

d)

><||
><||

?siysélo sz’?:?,

>l
I

YyY = ?, entonces X = ?,

N
I

><||
><||
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< ?, entonces ? = ?,

>
=l
=l

e) Si

f) Si

g) Si?z?y?zﬁ, entonces?ﬁ?siyso’losi?gﬁ,

=Yy

< ?, entonces 7 < ?,

>
=l
=l

<Yy

Todas estas propiedades excepto e) son consecuencias inmediatas de los he-
chos basicos sobre aplicaciones entre conjuntos. Debemos insistir en que no
deben confundirse, pese a la notacién, con teoremas légicos. Por ejemplo, b)
no se cumple por la simetria de la igualdad, ya que no tiene nada que ver con
igualdades. Se cumple porque si existe una biyecciéon f : X — Y entonces
f~1:Y — X es también una biyeccién.

Como decimos, la propiedad e) no es evidente en absoluto. Explicitamente,
afirma que si existen aplicaciones inyectivas f : X — Y yg:Y — X
entonces existe una aplicacién biyectiva h : X — Y. La forma de construir h
a partir de f y g no es inmediata. Cantor demostré este hecho para conjuntos
bien ordenados, luego su prueba sélo vale en general si aceptamos el axioma de
eleccién. Al parecer, el primero que probé este hecho sin hacer uso del axioma de
eleccién fue Dedekind, si bien su demostracién permanecié inédita hasta 1932.
Schroder publicé en 1897 una prueba, pero resultd ser incorrecta, aunque ese
mismo ano F. Bernstein publicé la primera demostracion véalida de lo que hoy
se conoce como teorema de Cantor-Bernstein. Para probarlo nos apoyaremos
en un resultado previo (notemos que, pese a las apariencias, no usa AP).

Teorema 13.5 Sea X un conjunto y F : PX — PX wuna aplicacion tal que si
u C v C X entonces F(u) C F(v). Entonces existe un z € PX tal que F(z) = z.

DEMOSTRACION: Sea A = {u € PX | F(u) C u}. Se cumple que A es una
clase no vacfa (pues contiene a X). Llamemos z = (] w. Claramente z € PX
(porque X es un conjunto). ueA

Siu € A, entonces z C u, luego F(z) C F(u) C u, con lo que F(z) C z.

Por la hipétesis, F(F(z)) C F(z), luego F(z) € A, luego z C F(z), lo que
nos da la igualdad F(z) = z. "

Teorema 13.6 (Teorema de Cantor-Bernstein) Sean X eY conjuntos ta-
les que existen aplicaciones inyectivas f : X — Y yg:Y — X. Entonces
existe h : X — Y biyectiva.

DEMOSTRACION: Sea F : PX — PX la aplicacién dada por F(u) =
X\g[Y'\ f[u]]. Estamos en las hipétesis del teorema anterior, puessiu C v C X,
entonces

flul € flol, YN Sl Y\ flul, glY \ fo]] € g[Y \ flull,

XA\ GIY\ flu] € X\ g[Y'\ floll,
luego F(u) C F(v).
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En consecuencia existe un subconjunto z C X tal que F(z) = z, es decir,
X\ g[Y \ f[z]] = z o, equivalentemente, X \ z = g[Y \ f[z]]. Por consiguiente,
flz w2 — fle] ¥y glyv\s1z1 : Y\ flz] — X \ 2z son ambas biyectivas, luego la
union de la primera con la inversa de la segunda nos da la aplicacién h buscada.

|

Veamos ahora el famoso teorema con que Cantor demostrd que existen infi-
nitas potencias infinitas:

Teorema 13.7 (Teorema de Cantor) Si X es un conjunto, X < PX.

DEMOSTRACION: La aplicacién f : X — PX dada por f(z) = {z} es
claramente inyectiva, luego X < PX. Si se diera la igualdad, existirfa una
aplicacién g : X — P(X) biyectiva, pero entonces podriamos considerar el
conjunto R = {r € X | z ¢ g(z)} € PX. Sea r € X tal que ¢g(r) = R. Por
definicién de R tenemos que r € R siy sblo si r ¢ g(r) = R, lo cual es una
contradiccion. m

Estos resultados justifican que podemos hablar coherentemente del nimero
de elementos de los conjuntos infinitos y que ello no nos lleva a resultados tri-
viales. Ahora bien, hasta ahora hemos definido lo que significa que un conjunto
tenga mayor, menor o igual nimero elementos que otro, pero no hemos defi-
nido lo que debemos entender concretamente por el niimero de elementos de un
conjunto. Més explicitamente, nos gustaria reinterpretar las férmulas X = Y
como auténticas igualdades, de modo que podamos leerlas realmente como “el
cardinal de X es igual al cardinal de Y, para lo cual hemos de asociar a todo
conjunto X un cardinal X de modo que dos conjuntos tengan el mismo cardinal
si y s6lo si son equipotentes.

Como en el caso de los ordinales, una forma natural de hacerlo seria definir
el cardinal de un conjunto x como la clase de todos los conjuntos equipotentes
a x, es decir,

7= {77

Esto es tedricamente posible, pero no es conveniente, ya que entonces los
cardinales serian clases propias y no podriamos hablar de la clase de todos los
cardinales. Una forma de evitar este problema requiere los axiomas de partes
y regularidad (sirve la versién con dtomos). Consiste en definir el cardinal de
un conjunto como el conjunto de todos los conjuntos equipotentes a = de rango
minimo. Es decir, tomamos el minimo ordinal « tal que existe y € V, con T = 7,
y definimos el cardinal de x, que representaremos por z, como el conjunto de
todos los y € V,, equipotentes a  (que es un conjunto por serlo V,,, aqui usamos
AP). Explicitamente:

sl

={y|ZT=YA-Vz(rang z <rang y AT =7 )}. (13.1)

Para que podamos decir que T es un cardinal, hemos de definir “cardinal”
adecuadamente.
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Definiciéon 13.8 Un cardinal es un conjunto p tal que
a) Ay € p(7 =7),
b) VaAz € p rang x = a,
c) Ney(x ep AT =y Arang x =rang y — y € p),
d) =Vazy(y €p AT =y Arang x < rang y).
Llamaremos € a la clase de todos los cardinales.

Aunque la definicién sea técnicamente compleja, esto carece de importancia,
pues podemos olvidarnos de ella en cuanto nos convenzamos de lo siguiente:

Teorema 13.9 Se cumple:

a) Para cada conjunto x tenemos definido T € € y para todo p € € existe un
conjunto x tal que T = p.

b) Dados dos conjuntos z ey, se cumple T =7 si y sdlo si x ey son equipo-
tentes.

Asf pues, hemos conseguido nuestro propédsito: las férmulas T = 7 tienen
el mismo significado que les hemos dado en 13.3, pero ahora son auténticas
igualdades.

Veamos que podemos hacer lo mismo con la relacion de minuspotencia. Para
ello definimos

p<q si p=TAq=7Ax es minuspontente a .

(Convenimos en que las letras géticas p, q, ... denotardn siempre cardinales,
aunque no se indique explicitamente). Esta definicién no depende de la eleccién
de z e y en virtud del ultimo apartado del teorema 13.4. Ademsds es claro que,
para cualquier par de conjuntos x e y, se cumple

T <%y siysélosi x esminuspotente a g,

es decir, las férmulas < ¥ tienen el mismo significado que tenfan en 13.3, pero
ahora son auténticas desigualdades entre cardinales.

El teorema 13.4 implica inmediatamente que la relacion que acabamos de
definir es ciertamente una relacién de orden (no necesariamente de orden total)
sobre la clase €.

Notemos que podriamos haber definido el ordinal de un conjunto ordenado
como una clase de equivalencia restringida de conjuntos ordenados semejantes
exactamente igual que hemos hecho con los cardinales. Sin embargo, no lo
hicimos asi porque los ordinales de von Neumann eran una solucién mucho mas
elegante. Von Neumann también definié el concepto de cardinal con esta misma
técnica, pero ello requiere el axioma de eleccion.

En efecto, en la seccién anterior hemos visto que AE implica que todo con-
junto es equipotente a un ordinal, lo cual nos permite definir el cardinal de un
conjunto como el minimo ordinal equipotente a él. Con maés detalle:
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Definicién 13.10 La clase de los cardinales de von Neumann es la clase!
K={acQ|-\VB<ap=a}

Usaremos las letras griegas x, i, v, ...para referirnos a cardinales de von
Neumann, aunque no lo indiquemos explicitamente.

Diremos que un conjunto es bien ordenable si admite una buena ordenacion
0, equivalentemente, si es equipotente a un ordinal. Para cada conjunto bien
ordenable x, el menor ordinal equipotente a x no puede ser equipotente a ningiin
ordinal anterior, luego es un cardinal de von Neumann. En definitiva, si defini-
mos
lz| =k | (ke K NE=T),

Tenemos que para todo conjunto bien ordenable  se cumple que |z| € K y
si ¢ e y son bien ordenables entonces |x| = |y| si y sblo si x es equipotente a
y. También es obvio que dos cardinales de von Neumann distintos no pueden
ser equipotentes (pues en tal caso uno de ellos serfa equipotente a un ordinal
anterior, luego no seria un cardinal).

Asi pues, si aceptamos AFE, todo conjunto tiene asociado un cardinal de von
Neumann, luego podemos olvidarnos de la definicién de € y trabajar inicamente
con K (ademds asi no necesitamos AP ni V = R).

Por otra parte, si no suponemos AF, la relacion entre ambas definiciones es
que tenemos una inmersién K — € dada por k — R, es decir, a cada cardinal
de von Neumann le asociamos su cardinal en el sentido de (13.1). La aplicacién
es inyectiva, pues si K = [1, entonces x y p son cardinales equipotentes, luego
son iguales.

Si esta inmersion es suprayectiva, entonces para todo conjunto x tenemos
que T = R, para cierto x € K, luego z es equipotente a s y, por consiguiente,
bien ordenable. En suma, la suprayectividad de la inmersién de K en € equivale
al axioma de eleccién.

Por otra parte, si consideramos en K el orden de 2, tenemos que la inmersién
es una semejanza en la imagen, es decir, k < p siy sélo si K < 1.

En efecto, si k < p, entonces k C u, luego es obvio que ® < fi. Reciproca-
mente, si & < [, no puede ser yu < K, pues entonces 11 < K, luego & = [1, luego
K = i, contradiccién. Asi pues, k < u.

En particular, si z e y son conjuntos bien ordenables, tenemos que |z| < |y|
si y sélo si & es minuspotente a y.

Puede probarse que sin el axioma de eleccién es imposible demostrar que la
relacién de orden en € sea un orden total, mientras que con el axioma de elecciéon

1Por seguir la tradicién cantoriana, escribiremos @ en lugar de & cuando « sea un ordinal.
Recordemos que para Cantor una barra significaba “ordinal” y una barra sobre el ordinal (o
sea, dos barras sobre un conjunto) significaba “cardinal”.
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¢ es semejante a K y, por consiguiente, € resulta estar, no sélo totalmente
ordenado, sino incluso bien ordenado.

En la préctica identificaremos K con su imagen en €, en el sentido de que
sip € €y afirmamos que p € K deberemos entender que p = % para un cierto
k € K. Por ejemplo, es obvio que si X <Y e Y es bien ordenable, entonces X
también lo es. Alternativamente, podemos expresar esto diciendo que si p < k,
entonces p € K.

Veamos ahora algunos resultados basicos sobre los cardinales de von Neu-
mann (recordemos que no usamos el axioma de eleccién salvo que lo indiquemos
explicitamente, y éste no es el caso).

Teorema 13.11 w C K.

DEMOSTRACION: Probamos por induccién que todo niimero natural es un
cardinal. Obviamente 0 no es equipotente a ningin ordinal anterior, luego
0 € K. Supongamos que n € K pero que n+1 ¢ K. Entonces existe un ordinal
anterior m < n + 1 y una biyeccién f : n+ 1 — m. Es claro que m no puede
ser 0, luego m = r 4+ 1. Veamos que podemos suponer que f(n) = r. En caso
contrario, sea n’ = f~1(r). Definimos

f'= N\ A, f (), (0, )} U{(n, ), (0, f(n))},

y es claro que f’ es una biyeccién como f pero tal que f(n) = r.
Ahora bien, r < ny f’|, : n — r biyectiva, lo cual contradice que n sea un
cardinal. L]

Teorema 13.12 w € K.

DEMOSTRACION: En caso contrario existiria un n € w tal que m = w, pero
comon Cn+lCwesclaroquen <n+1<w=mn,luegoserian=n+1y
n + 1 no seria un cardinal, en contra del teorema anterior. L]

El siguiente cardinal ya no es tan ficil de encontrar. Ciertamente no puede
ser w + 1, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 13.13 Ak(w < k — K es un ordinal limite).
DEMOSTRACION: Vamos a ver que no puede existir un ordinal a tal que

k = a+ 1. En efecto, en tal caso podriamos definir una aplicaciéon f : k — «
biyectiva mediante

I} sif€a\w,
fB)=SB+1 sipew,
0 si 0= a.

Por consiguiente x no seria un cardinal. n
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La forma mds natural de encontrar un cardinal mayor que w es tomar un
ordinal equipotente a Pw y aplicar el teorema de Cantor. No obstante, no
podemos encontrar dicho ordinal sin el axioma de eleccién, pues sin él no puede
probarse que Pw pueda ser bien ordenado. Sin embargo, es posible probar la
existencia de cardinales arbitrariamente grandes sin necesidad del axioma de
eleccién. El método es esencialmente el mismo que usé Cantor para construir
la sucesién de los alefs. En cualquier caso, sigamos el método que sigamos,
es importante destacar que necesitaremos sin duda el axioma de partes, pues
sin él es imposible demostrar la existencia de conjuntos no numerables. Asi, el
teorema siguiente es el primero en el que usamos esencialmente AP.

Teorema 13.14 Aok o < k.

DEMOSTRACION: Sea A = {R € P(a x @) | R es un buen orden en a}, es
decir, A es el conjunto de todos los buenos 6rdenes posibles en «. Se cumple
que es un conjunto por el axioma de partes.

Sea f: A — Q la aplicacién dada por f(R) = ord(e, R). Por el axioma del
reemplazo f[A] es un subconjunto de Q, luego estd acotado. Sea 5 € Q tal que
N6 € f[A]S < .

Si R es la relacién de orden usual en «, tenemos que R € Ay f(R) = a,
luego o < 3. Si fuera @ = 3, entonces tendriamos una biyeccién g : @ — 3, la
cual nos permitirfa definir la relacién en o dada por § Re siy sélo si g(d) < g(e).
Claramente R es un buen orden en ay ¢ : (o, R) — 3 es una semejanza. Por
consiguiente f(R) = € f[A], en contradiccién con la eleccién de .

Asf pues, como obviamente @ < 3, ha de ser @ < S.

Llamemos k al minimo ordinal tal que @ < ®. Claramente x € K, pues si
existiera un v < k tal que ¥ = &, también tendriamos que @ < 7%, en contra de
la definicién de k.

Ademds a < k, pues de lo contrario seria & < @, y esto contradice a @ < R,
por el teorema de Cantor-Bernstein. m

Definicion 13.15 Dado un ordinal o llamaremos cardinal siguiente de « al
minimo cardinal mayor que « y lo representaremos por o' .

Segtin hemos visto, An € w nt = n + 1, mientras que si « es infinito esto ya
no es cierto, pues entonces a es un ordinal limite.

Ahora ya tenemos demostrada la existencia de infinitos cardinales infinitos.
Mas atun, hemos probado que K no estd acotado en €2, lo que implica que la
clase de todos los cardinales no es un conjunto.

Para construir la sucesion de los alefs necesitamos un iltimo resultado:
Teorema 13.16 El supremo de un conjunto de cardinales es un cardinal.

DEMOSTRACION: Sea A C K un conjunto y sea £ = |J p. Ciertamente
peEA
k €  y hemos de probar que es un cardinal. Si existiera un a < & tal que
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@ = R, entonces existe un y € A tal que o < p. Entonces
a<u<RE=a.

Por consiguiente &@ = f1, en contra de que p sea un cardinal. ]

Definicién 13.17 Llamaremos X : Q@ —  (funcién alef) a la tnica aplicacién
que cumple

No=w A Aa Na+1:N: A ARy = U Ns.
o<

Es claro que se trata de una funcién normal. Vamos a probar que recorre
todos los cardinales infinitos.

Teorema 13.18 R : Q — K \ w biyectiva.

DEMOSTRACION: Como XN es normal sabemos que es inyectiva, luego basta
probar que es suprayectiva. Una simple induccién demuestra que AaR, € K
(el caso limite es el teorema 13.16). Esto significa que R[] C K. Como X es
creciente y Rg = w, ciertamente R[Q] C K \ w.

Sélo nos falta probar que si k € K \ w existe un « tal que kK = R,

Por el teorema 11.22, tenemos que k < N, < N.41. Sea (el minimo ordinal
tal que K < Ng. No puede ser 3 = 0, pues entonces x € Xy = w. Por la definicién
de N tampoco puede ocurrir que 3 sea un ordinal limite. Consecuentemente,
B8 = a+ 1y tenemos que Ry < kK < Nyy1 = N;r Necesariamente entonces
K= N,. n

Segun esto, tenemos que Ny = w, aunque es costumbre no usar las dos
notaciones indiscriminadamente, sino que se usa Ny cuando lo consideramos
como un cardinal y w cuando lo consideramos como un ordinal. Similarmente,
es costumbre representar N, como w, cuando lo consideramos como un ordinal.
De este modo, la sucesién de los cardinales infinitos empieza asi:

No, Vi, No, .. Re, Nogr, Reiz, oo Nory Rt oo N

Es claro que el axioma de eleccién equivale a que todo cardinal infinito es un
aleph. Naturalmente, por cardinal infinito entendemos un cardinal que no sea
un nimero natural. De todos modos, lo cierto es que no hemos definido todavia
la finitud:

Definicion 13.19 Un conjunto es finito si es equipotente a un nimero natural.
Una clase es infinita si no es finita.

Un conjunto X es numerable si es minuspotente? a w, es decir, si es bien
ordenable y | X| < V.

2No es infrecuente definir un conjunto numerable como un conjunto equipotente a w, es
decir, de cardinal exactamente Ng.
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El teorema siguiente recoge algunas propiedades bésicas de los conjuntos
finitos. El primer apartado se demuestra facilmente por induccién sobre el
cardinal. Los otros dos son consecuencias inmediatas del primero:

Teorema 13.20 a) Si X es un conjunto finito parcialmente ordenado ya € X,
entonces existen u, v € X tales que u < a < v, u es un minimal y v es un
maximal.

b) Si X es un conjunto finito no vacio totalmente ordenado, entonces X
tiene mdximo y minimo.

¢) Todo conjunto finito totalmente ordenado estd bien ordenado.

13.3 La aritmética cardinal

La aritmética cardinal permite reducir el calculo del cardinal de un conjunto
al de otros conocidos. Empezamos estudiando la suma y el producto de cardi-
nales, que, a diferencia de lo que ocurre con la exponenciacién, son muy faciles
de calcular. La definicién se apoya en el siguiente hecho elemental:

Si X, Y, X', Y son conjuntos cualesquiera y X = ?, Y = ?,
entonces

X x{0}UY x{1} = X' x {0} UY’ x {1}, XxY=X"xY"
La comprobacién no ofrece ninguna dificultad.

Definiciéon 13.21 Dados dos cardinales p = ?, q= ?, definimos

p+qg=Xx{0jUY x {1}, pg=XxY.

La observacién anterior justifica que esta definicién no depende de la eleccion
de los conjuntos X e Y. Mas aun, es facil probar:

=l

Teorema 13.22 a) Si X e Y son conjuntos disjuntos, XUY = X+

b) Si X eY son conjuntos cualesquiera, X xY =X -Y.

Observemos que si X e Y son conjuntos bien ordenables, también lo son
XUY y X xY. En efecto, si X NY = &, entonces un buen orden en X UY
se obtiene lexicograficamente a partir de buenos 6rdenes en X y en Y, es decir,
consideramos el orden para el cual z <y si

(reXAyeY)V(@eXAyeXAz<y)V(@eYAyeY Az <y).

Si la interseccién no es vacia observamos que Y\ X también es bien ordenable
y XUY =X U(Y \ X), donde ahora la unién es disjunta. Respecto a X x Y,
basta considerar el producto lexicografico de los 6rdenes de X e Y.

De aqui se sigue que si x y p son cardinales de von Neumann podemos definir
k+p=|kx{0}Upx{1}y cp = |k X p|, con lo que tenemos una suma y
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un producto en K que se conservan por la inclusién de K en €, es decir, que se
cumple K+ pu=%K+n, K- g =K [

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad sin mas que manipular de
forma obvia aplicaciones entre conjuntos:

Teorema 13.23 Para todos los cardinales p, q, t, 5 se cumple:
a) (p+a)+r=p+(@a+v),
b)p+a=q+p,
¢)p+0=p,
d) p<ght<s—pt+r<q+s,
e) (pa)r = p(qr),
f) pa = ap,
9)p-0=0Ap-1=p,
h) p(a+1) = pa +pr,
i) p<gAr<s—p+r<q+sApr<qgs.

Estas propiedades permiten operar facilmente con cardinales. Veamos un
ejemplo:

Teorema 13.24 Para todo par de conjuntos X, Y se cumple

?:

ol
+
P
~
P
<

uY +Xn

En particular X UY < X + Y.

DEMOSTRACION: Claramente_ X se descompone en la unién disjunta X =
(X\(XNY)U(XNY),luego X =X\ (XNY)+XNY. Por lo tanto

X4+Y=X\(XNY)+Y+XNY =X\ (XNY)UY+XNY,

donde hemos usado que los dos primeros sumandos del término central son

disjuntos. Es claro que el ultimo miembro coincide con X UY + X NY.
La desigualdad se sigue del iltimo apartado del teorema anterior. L]

No hay que confundir la suma cardinal en K con la suma ordinal. Por
ejemplo, la primera es conmutativa y la segunda no. Mas explicitamente, w + 1
(suma ordinal) no es un cardinal, luego ha de ser distinto de Ry + 1 (suma
cardinal). La relacién entre ambas operaciones es la siguiente:

Teorema 13.25 Aaf |a+ 6] = |a| + (6], AaB |af| = |a| ||
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DEMOSTRACION: Hemos de entender que en ambas igualdades la suma de la
izquierda es ordinal y la de la derecha cardinal. Al estudiar la suma de ordinales
vimos que « + [ es semejante (en particular equipotente) a o x {0} U 8 x {1}
con el orden lexicogréfico, luego |a + 8] = |a x {0} U G x {1}| = |a| + |6
Similarmente ocurre con el producto. [

Ninguno de los resultados vistos hasta ahora nos permite calcular explicita-
mente ninguna operacién no trivial entre cardinales. Por ejemplo, no sabemos
cuanto vale Xy + N;. Resolvemos este problema con los teoremas siguientes.

Teorema 13.26 Sobre los nimeros naturales, la suma cardinal coincide con la
suma ordinal.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del teorema anterior, teniendo
en cuenta que todo n € w cumple |n| = n. "

La suma y el producto en K quedan completamente determinados por el
teorema siguiente:

Teorema 13.27 Para todo alef k se cumple kk = K.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién, es decir, suponemos que para
todo aleph ;< k se cumple pp = pu. Entonces, Ap < & pp < Kk, pues u ha de
ser un alef o bien un nimero natural.

Consideramos en k X k la restriccién del orden canénico de 2 x € definido
en 11.28.

Sea a = ord (k X k). Entonces a > |a| = kk > k. Supongamos que fuera
k< aysea f:a— k Xk la semejanza. Sea f(k) = (5,7). Como k es un
ordinal limite, podemos tomar § < k tal que (3, v < 4.

Como k estd formado por los ordinales menores que k, tenemos que f[x]
estd formado por los pares menores que (3,7). Ahora bien, por la definicién del
orden canénico, si (4,¢) < (8,7), entonces d, € < ¢, es decir, f[k] C & X J.

Por consiguiente, k = |f[x]| < |6 x §| = |§]|d] < &, contradiccién. Por
consiguiente o = k, lo cual prueba que k X K es equipotente a k. n

Como consecuencia:
Teorema 13.28 Se cumple:
Nep(k < pARo < p— K+ p=p),
Nep(k < AR < Ak #0 — kp = p).

DEMOSTRACION: pu < k+p < p+pu=2u < pp = p, luego k + p = p.
p < kp < pp= p, luego Kp = p. u

Asi pues, la aritmética de K es muy sencilla:

No + Ny =Ny, N, +Ng =N, ., 3N; =Nz, NozNy =Rz, ete.
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Ejercicio: Probar que si Y es un conjunto infinito bien ordenable y |X| < |Y/,
entonces |Y \ X| =Y.

Respecto a la aritmética de los cardinales no bien ordenables, poco podemos
decir. Un concepto 1til en su estudio es el siguiente:

Definicién 13.29 Sea X un conjunto infinito. Sea
B ={R| R es un buen orden en un subconjunto de X}.

Se cumple que B es un conjunto porque B C P(X x X). Llamaremos ndmero
de Hartogs de X a ®(X) = {ord(DR,R) | R € B}.

Como N(X) es imagen de B, por el axioma del reemplazo es un conjunto
de ordinales. Es claro que o € R(X) si y s6lo si existe f : @« — X inyec-
tiva, de donde se sigue claramente que N(X) es un conjunto transitivo y, por
consiguiente, un ordinal.

Maés aidn, si |a] = |B] vy 8 < R(X), entonces a < R(X), de donde se sigue
que N(X) es, de hecho, un cardinal.

Una simple induccién prueba que si X es infinito existe f : n — X inyectiva
para todo n, luego N(X) es un cardinal infinito, es decir, un alef.

También es inmediato que si X = Y entonces R(X) = R(Y), luego, para
cada cardinal p, podemos definir R(p) = X(X), donde X es cualquier conjunto

tal que X = p.

Es claro que R(p) es el menor alef k que no cumple k < p (notemos que si
fuera R(p) < p entonces tendriamos R(p) < N(p)). En particular, si k es un alef,
se cumple R(k) = k1.

Teorema 13.30 Sean p y k cardinales infinitos tales que p+ k = pr. Entonces
p <k ok <p. En particular, si p+ X(p) = pR(p), entonces p es un alef.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto de cardinal p. Por hipétesis existen
conjuntos disjuntos A y B tales que X x k= AUB, A=p, B = k.
Si existe un « € X tal que {(x,a) | @ < k} C A, entonces claramente x < p.

En caso contrario, para cada x € X existe un minimo a, € k tal que
(x,04) ¢ A, de donde {(z,a;) |z € X} C B, por lo que p < k.

En el caso particular en que k£ = R(p) no puede ocurrir R(p) < p, luego ha
de ser p < N(p) y, por consiguiente, p es un alef. "

Como aplicacién tenemos un resultado interesante:

Teorema 13.31 El axioma de eleccion equivale a que pp = p para todo cardinal
mnfinito p.

DEMOSTRACION: Si suponemos el axioma de eleccién entonces todo cardinal
infinito es un alef y basta aplicar el teorema 13.27. Para el reciproco basta probar
que todo cardinal infinito p es un alef y, a su vez, para ello basta probar que
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p + X(p) = pR(p). De hecho basta ver que pR(p) < p + X(p), ya que la otra
desigualdad se da siempre trivialmente. Ahora bien:

p+R(p) = (p+R(P))(p+R(p)) = pp + 2pR(p) + R(p)R(p) > pR(p).

Finalmente introducimos la exponenciacién de cardinales, una operaciéon tan
natural como la suma y el producto pero cuyo comportamiento es muy diferente.

Recordemos que AP = {f | f : B — A}. La definicién de la exponenciacién
de cardinales se apoya en el siguiente hecho obvio:

Si A, A', B y B' son conjuntos tales que A=A Yy B =B entonces

se cumple AB = A'B’.

Definicién 13.32 Dados dos cardinales p y g, definimos p9 = ﬁ, donde A = P
yB=q.

La observacién precedente demuestra que p% no depende de la eleccién de
los conjuntos A y B. Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:

Teorema 13.33 Para todos los cardinales p, q, v se cumple:
a) p#0—0° =0,
b)p° =1, 1P=1, p'=p,
¢)g<t—pl<pt
d) p#0ANq#0Ag<t—pI <p,
e) pitt = pipT,
f) (pa)* = pta”.

Asi mismo, una simple induccién basada en estas propiedades demuestra que
la exponenciacién cardinal sobre los niimeros naturales coincide con la exponen-
ciacién ordinal. Otro resultado notable es el siguiente:

Teorema 13.34 Para todo conjunto X, se cumple PX = 2X.

DEMOSTRACION: Basta observar que la aplicacién f : 2X — PX dada por
h+— h=1[{1}] es biyectiva. "

Como consecuencia, el teorema de Cantor admite una formulacién aritmética:
Teorema 13.35 (Teorema de Cantor) Para todo cardinal p se cumple

p < 2P,
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Observaciones El hecho de que la exponenciacion cardinal esté tan vinculada
al operador P hace que los axiomas de la teoria de conjuntos dejen sin decidir los
hechos més importantes sobre la misma. En efecto, dichos axiomas se limitan
a imponer la existencia de los conjuntos que un matematico necesita, es decir,
garantizan la existencia de uniones, intersecciones, de los conjuntos de niimeros,
etc., pero no dicen nada sobre qué clase de cosa es un conjunto y, en particular,
no dicen nada sobre qué contiene PX, ni de lo grande o pequenio que pueda
ser este conjunto. Tal y como explicAbamos en la introduccién, el teorema
de Cantor, al igual que una ligera generalizacion que veremos mas adelante,
no es mas que una contradiccién atenuada, es decir, al postular la existencia
de un conjunto que no existe, como es PX, podriamos haber llegado a una
contradiccién, como sucede al postular la existencia del conjunto de todos los
conjuntos pero, afortunadamente, sélo llegamos a una mentira: su diferencia de
tamano.

Como muestra de lo “reacia” que es la teoria de conjuntos a pronunciarse
sobre la exponenciacién cardinal, observamos que sin el axioma de eleccién no
podemos asegurar que AP o incluso PA sean bien ordenables aunque A y B lo
sean. Esto hace que no podamos desarrollar una aritmética de la exponenciacion
de K que no requiera el axioma de eleccién, tal y como hemos hecho con la suma
y el producto. El hecho de que cualquier resultado no trivial requiera el axioma
de eleccién es una muestra de que, por muy bien que conozcamos los conjuntos
Ay B, en realidad no sabemos casi nada de A” (y lo mismo vale para PX). De
todos modos, aunque el axioma de eleccién hace que la exponenciacién cardinal
tenga un comportamiento bastante razonable, lo cierto es que no resuelve en
absoluto las cuestiones centrales en torno a ella. Por ejemplo, recordemos que
la hipétesis del continuo es la conjetura de Cantor segtin la cual 280 = N;.
Sin el axioma de eleccién hemos probado que 2% > X, y, con el axioma de
eleccién (jpero no sin él!), lo tinico que podemos anadir a esto es que 280 > N;.
Naturalmente, el problema es idéntico para cardinales mayores.

Definicion 13.36 Se llama hipdtesis del continuo generalizada a la siguiente
sentencia:

(HCG) Sip es un cardinal infinito, no existe ningun cardinal q tal que
p<gq<2P.

Con el axioma de eleccién esto equivale a que 2% = k™ para todo cardinal
infinito k o, equivalentemente, a que

/\O[ 2Na = Na+1.

Veremos que la HCG determina completamente la exponenciacién cardinal,
si bien dista mucho de ser un teorema de ZFC. Dejamos esto —junto a estudio
en profundidad de la exponenciacién cardinal— para el capitulo siguiente. De
momento terminaremos esta seccién demostrando un hecho sorprendente: La
hipdtesis del continuo generalizada implica el axioma de eleccién. Esto fue
anunciado por Hausdorff, si bien la primera prueba publicada fue de Sierpinski.
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La demostracion que veremos aqui es posterior. Necesitamos algunos resultados
previos.

En primer lugar, sin el axioma de eleccién hemos probado que, para todo
ordinal infinito «, se cumple |@ X | = |a|. Ahora necesitamos construir, sin el
axioma de eleccién, una aplicacién que a cada ordinal infinito « le asigne una
biyeccion f, : a X @ — «a. Por ejemplo,la prueba de 13.27 muestra que si « es
un cardinal entonces o X a con el orden candnico es semejante a «, luego si nos
bastara trabajar con cardinales podriamos definir f, como la tnica semejanza
entre a X a y . El problema es que necesitamos esto para cualquier ordinal
a > w. Resolveremos esto en varios pasos.

a) Para cada par de ordinales o y (8, podemos definir explicitamente una
biyeccion entre o+ 0 y B+ a.

En efecto, sabemos definir biyecciones explicitas entre a + 8y o x {0} U
Bx{l} y B+ ay B x {0} Ua x {1}, a saber, las semejanzas cuando
consideramos el orden lexicografico en los conjuntos de pares. Ahora bien,
es inmediato cémo definir explicitamente una biyeccion entre estos dos
conjuntos de pares, luego podemos construir la biyeccion buscada.

b) Para todos los ordinales 1g, . . ., n, sabemos definir una biyeccion explicita
entre W + -+ WM Yy W 4 - WM

En efecto, basta aplicar repetidas veces el apartado anterior.

c) Sia=wPky+ -+ whk, es la forma normal de Cantor del ordinal ,
sabemos definir una biyeccion entre a y w™kg.

En efecto, por el apartado anterior sabemos invertir el orden de los su-
mandos, y por el teorema 11.43 la suma en orden inverso es w k.

d) En las condiciones del apartado anterior, sabemos definir una biyeccion
entre o y w'.

En efecto, razonando como en el apartado a) pero para el producto en lugar
de la suma sabemos definir una biyeccién entre w™ kg y kow™ = w".

Asi pues, si llamamos 7, al exponente director de la forma normal de «,
sabemos definir explicitamente una biyeccién entre o y w"=.

e) Sia es un ordinal infinito, entonces No, = Nata-

En efecto, a +a = -2, por lo que la forma normal de o + « se diferencia
de la de « en que sus coeficientes estdn multiplicados por 2 (pero los
exponentes son idénticos).

f) Sabemos definir una biyeccion entre cada ordinal infinito o« y o + «

Basta biyectar « con w* = w'lete y éste con a + a.
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g) Cada elemento no nulo de w" se expresa de forma tnica como
0 =wmky + - +whmky,
donde n >mng > --- > ny y los k; son naturales no nulos.
En efecto, si ¢ es de esta forma tenemos que

§<whky+ - - +whk, ano(ko-l—-“-l-kn) < Mo+l < W,

Reciprocamente, si § < w", el exponente 79 de su forma normal ha de ser
necesariamente menor que 1. La unicidad es la de la forma normal.

h) Sabemos definir una biyeccién entre w" y W,

Si 7 es infinito, por el apartado anterior, cada elemento no nulo de w” esta
determinado por una aplicaciéon de un subconjunto finito arbitrario de 7
en w. La aplicacién de f) nos permite biyectar los subconjuntos finitos de
n con los de 1 + n, luego sabemos biyectar los elementos no nulos de w”
con los elementos no nulos de w7,

Sin es finito (no nulo), es f4cil definir explicitamente la biyeccién partiendo
de una biyeccion entre w y w X w.

i) Sabemos biyectar o con a X .

Basta biyectar a con w«, éste con wlatma = o .l éste con we x we
y éste con a X a.

El siguiente paso es probar lo que sin el axioma de eleccién es una leve
generalizacion del teorema de Cantor:

Teorema 13.37 Sip > 5 entonces no 2° < p2.

DEMOSTRACION: Para cardinales finitos se demuestra facilmente por in-
duccién que p% < 2P. Supongamos, pues, que p es un cardinal infinito y sea
X = p. Entonces tenemos una aplicacién f : PX — X x X inyectiva.

Vamos a construir una aplicaciéon G :  — X inyectiva, con lo que ten-
dremos una contradiccién. En primer lugar veremos que podemos construir
gu : w — X inyectiva.

Es facil ver que el conjunto de todos los subconjuntos finitos de w es biyec-
table con w, por lo que podemos fijar un buen orden en él. Tomemos elementos
distintos zg, ..., x4 € X y definamos g, (i) = z;, para ¢ < 5.

Supuesta definida g,|n : n — X inyectiva, para n > 5, sea C,, = g,[n].
Como |PC,,| = 2" > n? = |C,, x C,|, existe un subconjunto U de C,, tal que
fU) ¢ C, x C,. Elegimos el que cumple que g;'[U] es minimo respecto al
buen orden que hemos fijado en los subconjuntos finitos de w. Si f(U) = (z,y),
definimos g,(n+1) =z six ¢ Cy, y gu(n+ 1) = y en caso contrario. Con esto
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tenemos que gylnt1 : n+ 1 — X es inyectiva. El teorema de recursién nos
garantiza la existencia de g,,.

Pasemos ahora a la construccion de G : @ — X. Para ello nos apoyaremos
en las biyecciones f, : @« — a X a que hemos definido para todo ordinal infinito
a sin el axioma de eleccién. Suponemos definida G|, : « — X inyectiva. Sea
Co = Gla).

Definimos g : « — PX como sigue: dado < « calculamos f,(8) = (v, 9)
y tomamos g(8) = f~H(G(v),G(9)) si el par (G(v),G(J)) tiene antiimagen por
f v g(B) = @ en caso contrario.

Sea U ={G(B) | B<aNG(B) ¢ g(B)} Sea f(U) = (z,y).

Si (z,y) € Cy x C, entonces (x,y) = (G(vy),G(d)) para ciertos v, 6 < a.
Sea 3 = f7'(v,9), de modo que g(8) = U y tenemos una contradiccién tanto
si G(B) € U como en caso contrario. Por consiguiente (z,y) ¢ C, x Cy, luego
podemos definir G(a) = x si « ¢ C, 0 G(a) = y en caso contrario.

El teorema de recursion transfinita nos da entonces la existencia de G. =

Nota Sin el axioma de eleccién no puede probarse en general que p? < 2P,

Teorema 13.38 La hipdtesis generalizada del continuo implica el arioma de
eleccion.

DEMOSTRACION: Por el teorema 13.31, basta probar que p? = p para todo
cardinal infinito p.
En primer lugar probamos que p = p + 1.

Es facil ver que p < p + 1 < 2P, pero si fuera p + 1 = 2P, tendriamos que
2P <p+1 <p+p <pp, en contradiccién con el teorema anterior. Asi pues, la
HCG implica que p=p+1

Ahora veamos que p = 2p.

En efecto, p < 2p < 2-2P = 2+ = 9P pero no puede ser 2p = 2P ya que
entonces 2P = 2p < pp, de nuevo en contra del teorema anterior. La HCG nos
da, pues, la igualdad p = 2p.

Asf, p < p? < (2°)2 = 2% = 2P, El teorema anterior y la HCG nos dan la
igualdad p? = p. =

13.4 Sumas y productos infinitos

El célculo explicito del cardinal de determinados conjuntos requiere consi-
derar sumas y productos infinitos de otros cardinales conocidos. Practicamente
todos los resultados sobre estas sumas y productos dependen del axioma de
eleccién, pues cuando tenemos infinitos conjuntos a menudo es imprescindible
escoger una biyeccién entre cada uno de ellos y su cardinal. Asi pues, en esta
seccion usaremos libremente dicho axioma sin mencién explicita.
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Definicién 13.39 La suma de una familia de cardinales {x; };cs se define como

Sk = | Uk x {i}‘.

i€l i€l

El resultado fundamental sobre sumas infinitas es el siguiente:

Teorema 13.40 Para cualquier familia de conjuntos {X;};cr se cumple que

UXi| < > [Xil,

i€l i€l

y st los conjuntos son disjuntos dos a dos entonces se da la igualdad.

DEMOSTRACION: Por el axioma, de eleccién existe una familia de aplicaciones
biyectivas f; : |X;| x {i} — X,. Claramente

Ufi: UIXil x {i} — UX;

i€l i€l i€l

es suprayectiva y si los conjuntos X; son disjuntos dos a dos es biyectiva. Con-

secuentemente
UXi| < |U X x {i}) = 201Xl
i€l i€l i€l
y se da la igualdad si los conjuntos son disjuntos. ]

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 13.41 Se cumple

a) Si Ni €I k; < g, entonces S ki <5 i,
el icl

b) Y r=llk,

el
&) 1w Y ki = Y prs.
el el

A modo de ejemplo demostraremos la asociatividad generalizada de la suma
de cardinales:

Teorema 13.42 Si I = |J I; y los conjuntos I; son disjuntos dos a dos, en-
jeJ
tonces

Ski= DD K

i€l jeJiel;
DEMOSTRACION: En efecto:

Ski=|Unix (i} =|U Unrix (i} =

iel il JEJiEl; =

U rex {i}| = & 3 me

icl; jETiel;
u
Finalmente demostramos el teorema que nos permite calcular cualquier suma

de cardinales. Las hipdtesis excluyen el caso de una suma finita de cardinales
finitos, pero esto es una suma usual de nimeros naturales.
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Teorema 13.43 Si {k;}icr es una familia de cardinales no nulos de modo que
I es infinito o algin k; lo es, entonces
S ki = |I| supk;.
icl iel
DEMOSTRACION: Llamemos « al supremo de los x;. Como los k; son no
nulos tenemos que 1 < k; < K, luego
I|=>1< >k <> k=K.
i€l i€l i€l
Como cada k; < Y K4, también £ < > k.
i€l i€l
Multiplicando las desigualdades (y teniendo en cuenta que, por las hipétesis,
la suma es un cardinal infinito) obtenemos

Ik < (Z/@i)z = Yk

i€l el
u

Pasemos ahora a estudiar los productos infinitos. No podemos obtener re-
sultados tan concluyentes como los que hemos obtenido para las sumas debido
a su proximidad a la exponenciacién cardinal. Recordemos la definicién del
producto cartesiano de una familia de conjuntos:

[IXi={f1f:1— UXiANiel f(i) € X;}.
icl i€l

El producto cartesiano de un conjunto de conjuntos es un conjunto porque
estd contenido en P(I x |J X;).

il

Definicién 13.44 Llamaremos producto de una familia de cardinales {x;}icr

al cardinal
H Ri = H Kj
iel iel

)

donde el producto de la izquierda es el que estamos definiendo y el de la derecha
es el producto cartesiano.

El resultado bésico sobre productos infinitos es el siguiente:

Teorema 13.45 Si {X;}icr es una familia de conjuntos infinitos, entonces

[1Xi| = [T1Xl-

iel el

DEMOSTRACION: Por el axioma de eleccién existe una familia de aplicaciones
biyectivas f; : X; — |X;|. Entonces la aplicacién f : [ X; — [] |X:| dada
iel iel
por f({x;}icr) = {f(z;) }icr es claramente biyectiva. Asf pues,

[1X: [1I1X:l| = 11Xl
el

i€l i€l

Recogemos en el teorema siguiente las propiedades sencillas de los productos:
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Teorema 13.46 Se cumple:

a) Si algin k; = 0, entonces [] k; =0,

el
b) T x =M,
i€l
" I
o (IIr) =TI+,
i€l i€l
E:#i
d) H ki = gicl
i€l
e) Si Ni €1 k; <y, entonces [[ wi < [ i,
el il

f) SiI= | I;, donde los conjuntos I; son disjuntos dos a dos, entonces
JjE€J

IIHi:iII FIH@

il jeJiel,

No es posible demostrar un teorema tan general como 13.43 para el calculo
de productos infinitos, pero a menudo basta el teorema siguiente:

Teorema 13.47 Sea {Kq}a<p una familia de cardinales no nulos (donde 1 es
un cardinal infinito) tal que si a < B < p entonces ko < Kg. Entonces

I1 Ko = (sup ko).
a<p a<p

DEMOSTRACION: Sea K = Sup K. Entonces [] ko < [] & = &M
a<p a<p a<p

Tomemos una aplicacién biyectiva f : g X p — p. Sea A, = flu x {a}].

Asi p= |J A, y los conjuntos A, tienen cardinal p y son disjuntos dos a dos.
a<p

En particular no estdn acotados en p (o tendrian cardinal menor). Teniendo en

cuenta la monotonia de la sucesién k,, es claro que sup kg = k.
BEAL

Como los kg son no nulos, tenemos que kg < [] kg, luego

k= sup kg < [] &g
BEAL BEAL

Por consiguiente

=Tl c<II II kg= [] ka < K™

a<p a<p BeEA, a<p

Por ejemplo,
IT R, = X%,

new
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Ejercicio: Probar que el teorema anterior sigue siendo vélido si sustituimos p por un
ordinal limite A y suponemos que A contiene |A| subconjuntos no acotados disjuntos
dos a dos. En particular, probar que es cierto siempre que A < wi. En el capitulo
siguiente veremos que en general estas restricciones no pueden ser eliminadas.

Veamos ahora una desigualdad entre una suma y un producto:

Teorema 13.48 Si \i € I 2 < k;, entonces > ki < [] ki-
i€l il

DEMOSTRACION: Claramente |I| < 21/l = []2 < [] #i. Por otra parte,
i€l iel
ki < T ki, luego supk; < [] ;. El teorema 13.43 nos da la conclusién si I
i€l i€l i€l
es infinito o algin k; es infinito. El caso restante se demuestra facilmente por
induccién sobre el cardinal de I (aunque nunca vamos a necesitar este caso).

Si nos fijamos en todos los teoremas sobre cardinales infinitos que hemos
demostrado hasta ahora, no encontraremos mas que una desigualdad estricta:
el teorema de Cantor. El préximo teorema es la desigualdad estricta mas general
que se conoce sobre cardinales infinitos. Cualquier otra es un caso particular de
ésta. Por ejemplo, el teorema de Cantor se obtiene haciendo k; =1y p; = 2.

Teorema 13.49 (Teorema de Konig) Si A\i € I k; < p;, entonces

i€l i€l

DEMOSTRACION: Si I = & el teorema se reduce a 0 < 1. En otro caso, sea
I'={iel]|k; >0} Parai e I' tenemos que 1 < k; < p;, luego 2 < pu; y
podemos aplicar el teorema anterior:

Yori= > ki < [T i < [T

i€l iel’ iel’ icl

Supongamos que se diera la igualdad, es decir, que existe una aplicacién
biyectiva
[ Uk x{i} — [ p
i€l il
Sea fi : K — i dada por fi(a) = f(a,1)(i).
Como k; < p; la aplicacién f; no puede ser suprayectiva, luego existe un

a; € p; \ fi[xi]. Los a; determinan un elemento o = (;)ier € [] ps- Como f es
icl

biyectiva, « tiene una antiimagen, de modo que f(3,j) = . Entonces § € k; y

1i(B) = f(B,7)(J) = o € fj[r;], en contradiccién con la eleccién de a;. =



366 Capitulo 13. Numeros cardinales

13.5 Cofinalidad

El concepto de cofinalidad es esencial en el estudio de los cardinales infinitos,
y en particular en el estudio de la exponenciacién cardinal que todavia tenemos
pendiente. En esta seccién no usamos el axioma de eleccién salvo en unos pocos
casos, donde lo indicaremos explicitamente.

Definiciéon 13.50 Diremos que una aplicacién f : « — [ entre dos ordinales
es cofinal si f[a] no estd acotado estrictamente en 3, es decir, si se cumple que

Ny < BVé <a vy < f(9).

Llamaremos cofinalidad de (3 al menor ordinal « tal que existe una aplicacion
cofinal f : @ — (3. Lo representaremos por cf 3. Como la identidad en (3 es
obviamente cofinal, vemos que cf 3 estd bien definida y ademas cf § < .

Informalmente, podemos decir que cf § es el minimo niimero de pasos que hay
que dar para ascender completamente por 3, es decir, para ascender rebasando
(o, al menos, igualando) cualquier ordinal menor que 8. Obviamente cf0 = 0
y cfa+1 = 1. En efecto, la aplicacién f : 1 — «a + 1 dada por f(0) = « es
cofinal (o + 1 tiene un méximo elemento y basta un paso para llegar hasta él).

Asi pues, la cofinalidad sdlo tiene interés sobre los ordinales limite, los cuales
no se pueden recorrer en un paso. De hecho, siempre hacen falta infinitos pasos:

Teorema 13.51 AX w <cfX <.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que cf A < \. Por otra parte c¢f A no puede
ser un numero natural n, ya que si f : n — A, entonces f[n] es un conjunto
finito, luego tiene un maximo o < A, luego a + 1 < A es una cota estricta de
f[n], luego f no es cofinal. "

Decimos que cf @ es el minimo nimero de pasos necesarios para ascender
completamente por a. Este “ntimero de pasos” es ciertamente un cardinal:

Teorema 13.52 Aa cfa € K.

DEMOSTRACION: Sia = 0 o0 a = 3+ 1 sabemos que cfa es 0 o 1, luego
es un cardinal. Basta probar entonces que AX cf A € K. Supongamos que
[cfA] < cf A Sea f : |cfA| — cf X biyectiva y sea g : ¢cf A — X cofinal.
Entonces f o g : |cf \] — A tiene la misma imagen que g, luego es cofinal, en
contra de la minimalidad de cf \. ]

A partir de aqui trataremos unicamente con ordinales limite. Notemos que
f i a— Xes cofinal siy sélo si f[a] no estd acotado en A, es decir, si y sélo si

A=sup flo] = U ().

6<a

La forma m&s econémica de ascender por un ordinal es no retrocediendo
nunca. Veamos que esto siempre es posible:
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Teorema 13.53 AMNV S f:cf X — X cofinal y normal.

DEMOSTRACION: Sea g : ¢f A — X cofinal. Definimos f : ¢f A — Q como
la tnica aplicacién que cumple

f(0) = g(0),
Na <cf X f(a+1) = mix{g(a), f(a) + 1},
AN <ctX f(N) = U f(9).

<N

Claramente f es normal. Veamos por induccién que Aa < cf A f(a) < A
En efecto, para o = 0 es obvio y si vale para a vale claramente para « + 1.
Supongamos que N < cf Ay que A6 < Nf(§) < A. Entonces es claro que
f(N') < A, pero no puede darse la igualdad porque entonces f|) serfa cofinal en
A, en contradiccién con que N < cf A. Asi pues, también se cumple para ).

Tenemos entonces que f : ¢f A — X normal y, como Aa < cf A g(a) < f(a),
es claro que f es cofinal. m

Este teorema nos permite expresar la cofinalidad de un ordinal limite en
términos unicamente de sus subconjuntos acotados:

Teorema 13.54 La cofinalidad de un ordinal limite \ es el minimo cardinal k
tal que existe un subconjunto a C A no acotado de cardinal k.

DEMOSTRACION: Si f :cf A — X es cofinal y normal, entonces a = f[cf A]
es un subconjunto no acotado de A y, como f es inyectiva, su cardinal es cf \.

Reciprocamente, si @ C A\ es un subconjunto no acotado, sea f : |a| — a
una biyeccién. Entonces es claro que f : |[a| — A cofinal, luego cf A < |a|. =

En general, la composiciéon de aplicaciones cofinales no es necesariamente
cofinal (es facil encontrar ejemplos). El teorema siguiente nos da una condicién
suficiente:

Teorema 13.55 Si f: A\ — Ay y g: Ao — A3 son cofinales y ademds g es
creciente, entonces fog: Ay — A3 es cofinal.

DEMOSTRACION: Sea a < A3. Como g es cofinal existe 3 < Ay tal que
a < g(B). Como f es cofinal existe v < Ay tal que 8 < f(y). Como g es

creciente, a < g(8) < g(f(7)) = (f © 9)(7), luego f o g es cofinal. .

Esto tiene una consecuencia destacable:
Teorema 13.56 Si f: Ay — )Xo es cofinal y creciente, entonces cf Ay = cf Ao.

DEMOSTRACION: Sea g : ¢f A\; — A; cofinal. Por el teorema anterior
go f:cf A1 — Ag es cofinal, luego cf Ay < cf Ag.

Sea ahora h : cf Ay — A9 cofinal y definamos 7 : c¢f \a — A1 de modo que
r(a) sea el menor 3 < A; tal que h(a) < f(B), que existe porque f es cofinal.
Entonces r es cofinal, pues si v < A; entonces f(7) < g, luego existe un
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§ < cf Ay tal que f(y) < h(5). Por definicién de r tenemos que h(d) < f(r(4)),
y si fuera r(§) < v serfa f(r(d)) < f(v) < h(d), contradiccidn, luego v < r(4) y
r es cofinal. Por consiguiente cf \; < cf Ay y tenemos la igualdad.

Este teorema, ademas de servir para calcular cofinalidades, tiene una lectura
negativa: en la prueba del teorema 13.53 hemos partido de una aplicacién cofinal
arbitraria y la hemos modificado para hacerla cofinal y normal, en particular
creciente. Ahora vemos que esto no siempre puede hacerse: pueden darse casos
en los que exista una aplicacion cofinal entre dos ordinales limite y no exista
ninguna aplicacién cofinal y creciente, pues una condicién necesaria para que
esto ocurra es que ambos ordinales tengan la misma cofinalidad.

Respecto al calculo de cofinalidades, el teorema siguiente es una consecuencia
sencilla del anterior, pero mas cémodo en la practica:

Teorema 13.57 Si f: Ay — Q es normal y A < A1, entonces cf A = cf f(A).
DEMOSTRACION: Es claro que f|y : A — f()) es cofinal y creciente. Basta
aplicar el teorema anterior. n

Por ejemplo, cf R 2 = cfw? = cfw-w = cfw = ¥y. Hemos usado la norma-
lidad de las funciones X y w-. Una funcién cofinal de w en R 2 es f(n) = Vy,.,.

Veamos un ejemplo tipico de la utilidad del concepto de cofinalidad.

Definiciéon 13.58 Sea f : A — )\, donde A cumple cf A > Ry o bien A = Q.
Para cada a € A definimos

fo(a) =,
1 a) = F(f"(a)),
fe(a) = sup f*(a).

new

Una simple induccién prueba que An € wf™(a) € A, y la hipStesis sobre A
asegura que el conjunto numerable {f™(a) | n € w} ha de estar acotado en
A (teorema 13.54), luego f“(a) € A. Asf pues, tenemos definida una funcién
¢ A — X ala que lamaremos funcidn iterada de f.

Es inmediato a partir de esta construccién que Aa € A a < f¥(a).

Informalmente, f“(a) resulta de aplicar infinitas veces f a «, lo cual hace
que si aplicamos f una vez méas no se nota:

Teorema 13.59 Sea f: A — X una funcion normal, donde cf X > Wy o bien

A= Q. Entonces Ao € X f(f*(a)) = f<(a).

DEMOSTRACION: Como f es normal, se cumple que f“(a) < f(f“(c)).
Para probar la otra desigualdad distinguimos tres casos:
Si f¥(a) = 0, entonces o = f(«) = 0, pues tanto o como f(«) estdn bajo

f¥(a). Por consiguiente f(f“(a)) = f(0) = f(a) < f¥(a).
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Si f¥(a) =+ 1, entonces v < f¥(«), luego v < f"(«) para cierto n € w.
Asi,
FUf9(@) = f(r +1) < f(f* () = f" (@) < f9(a).

Si f¥(a) es un ordinal limite, como f es normal,

f(5(a)) = U )f(5)§ U f(f* (@) < U " a) < f().

S< fw (a new new

En particular hemos demostrado:

Teorema 13.60 (Teorema de punto fijo para funciones normales) Sea
f A — X una funcion normal, donde cf X > Ry o bien A = Q. Entonces

Na e AVBeXa<BAf(B)=0).

La funcién (w+) : w? — w? es un ejemplo de funcién normal sin puntos

fijos. Destaquemos el papel que desempena la hipdtesis sobre la cofinalidad:
para construir puntos fijos necesitamos ascender Yy pasos, luego necesitamos
que la cofinalidad de A sea no numerable para garantizar que con el ascenso no
nos salimos de .

Asi, por ejemplo, existen cardinales k arbitrariamente grandes tales que
K= N,.

Pasemos ahora al calculo de la cofinalidad de los cardinales infinitos. Ello
requiere el axioma de eleccién. En primer lugar damos una caracterizacién en
términos de la aritmética cardinal:

Teorema 13.61 (AE) Sea k un cardinal infinito. Entonces cf k es el menor
cardinal p1 tal que existe una familia de cardinales {vo }a<, tales que

Na < pvy <k Y ST Vg = k.
a<p

DEMOSTRACION: Sea f : c¢f K — k cofinal. Entonces K = |J f(«). Sea
a<cfr
vo = |f(a)| < k. Entonces

k=kl=| U f(a)‘ﬁ N va< > k=kcfk=k.
a<cfk a<cfr a<cfk
Por consiguiente k = Y, v,. Ahora veamos que cf k es el minimo cardinal
a<cfr

que cumple esto. Tomemos p < cf K y sea {Va}a<, una familia de cardinales
tal que Ao < pt vo < K.

La aplicacién f : u — x dada por f(«) = v, no puede ser cofinal, luego
existe un ordinal 8 < k tal que Aa < p v, < B8y asi

> va < 30 1B = plBl <k,

a<p a<p
luego, en efecto, cf k es el minimo cardinal con la propiedad del enunciado. =

Asi pues, tenemos lo siguiente sobre las cofinalidades de los cardinales infi-
nitos:
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Teorema 13.62 Se cumple
a) cf Vg =Ny,
b) A\ cf Ry =cf ),
c) (AE) Aa cfRqp1 =Royq.

DEMOSTRACION: a) es consecuencia inmediata de 13.51, b) es un caso par-
ticular de 13.57. Veamos c¢). En caso contrario, serfa cfR,, <X, y por el teo-
rema anterior existirfan cardinales {vs}s<ctn, ., tales que A6 < cf Ryyq v5 <R,

y

a+1

NaJrl = Z vs < Z N, =N, cf Na+1 = Nom

0<cf Ng 41 0<cf Ny q1

contradiccion. n

Asi pues, el hecho de que cf Xy = Xy expresa que la unién finita de conjuntos
finitos es finita e, igualmente, cf N; = N; expresa que la uniéon de una cantidad
numerable de conjuntos numerables es numerable. En cambio, podemos obte-
ner un conjunto de cardinal ¥, uniendo tan sélo una cantidad numerable de
conjuntos de cardinal menor que R, pues basta unir un conjunto de cardinal
Ny con otro de cardinal Ny, con otro de cardinal Ny, etc. Por ello, cf R, = Ng.

Definiciéon 13.63 Un cardinal infinito  es regular si cf Kk = Kk y es singular si
cf k < K.

Un cardinal infinito x es un cardinal sucesor si es de la forma pt+, para otro
cardinal p y es un cardinal limite en caso contrario. Es claro que los cardinales
limite son Ny y los de la forma Ny, mientras que los cardinales sucesores son
los de la forma N,,;. Hemos probado que Ry y todos los cardinales sucesores
son regulares. En cambio, X, o R,,, son ejemplos de cardinales singulares (de
cofinalidades, respectivamente, Xy y N3).

De los teoremas 13.53 y 13.56 se sigue inmediatamente:
Teorema 13.64 Ao cf «a es un cardinal regular.

Todo cardinal sucesor es regular y conocemos ejemplos de cardinales limite
singulares. Queda abierta la cuestion de si existen cardinales limite regulares
aparte de Ng.

Definicién 13.65 Un cardinal (débilmente) inaccesible es un cardinal limite
regular distinto de Ng.

No vamos a verlo aqui, pero puede demostrarse que

ZFC V& & débilmente inaccesible — Consis ZFC,

de donde se sigue que si ZFC es consistente no es posible demostrar la exis-
tencia de cardinales débilmente inaccesibles o, equivalentemente, es consistente
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suponer que no existen. Aunque no podamos probar su existencia, podemos
preguntarnos si al menos es consistente suponer que existan, es decir, resulta
natural preguntarse si

Consis ZFC — Consis ZFC + DI, (13.2)

donde DI = \/kk débilmente inaccesible. Ahora bien, si alguien encontrara un
argumento (metamatemadtico) convincente de que esto es asi, es decir, un argu-
mento que no partiera de ningtin supuesto extrano o dudoso, dicho argumento
podria, sin duda, formalizarse en ZFC, con lo cual tendriamos

F Consis ZFC — Consis ZFC + DI,
ZFC

y en particular

F  Consis ZFC — Consis ZFC + DI,
ZFC+DI

pero sabemos que  Consis ZFC, luego concluirfamos que
ZFC+DI

= Consis ZFC + DI.
ZFC+DI

Por el segundo teorema de incompletitud, ZFC+DI seria contradictorio vy,
por la prueba de consistencia relativa que estamos suponiendo que existe, lle-
gariamos a que ZFC también seria contradictorio.

Esta conclusién no procede de suponer (13.2), sino de suponer que (13.2) es
demostrable. Asi pues, lo que hemos probado es que si la existencia de cardinales
débilmente inaccesibles es consistente con ZFC, no es posible demostrarlo ni
siquiera suponiendo la consistencia de ZFC.

Por otra parte, esto no proporciona ningin indicio de que la existencia de
cardinales débilmente inaccesibles sea contradictoria. Entenderemos mejor la
situacién en el capitulo siguiente, cuando estudiemos los cardinales fuertemente
inaccesibles.

Terminamos con una tltima propiedad de los cardinales inaccesibles:

Teorema 13.66 Un cardinal reqular k es débilmente inaccesible si y solo si
k=N,

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si x es débilmente inaccesible,
entonces k = Ny, para cierto A tal que

ANy =r=clr=cIR) =cf A<\

Naturalmente, la funcién N tiene infinitos puntos fijos que no son cardinales
inaccesibles (son singulares).






Capitulo XIV

La exponenciacion cardinal

Ya hemos comentado que la exponenciacion cardinal es completamente dis-
tinta a la suma y el producto de cardinales. En efecto, estas operaciones estan
perfectamente determinadas por los axiomas de la teoria de conjuntos y su
comportamiento es bien conocido, como ya hemos podido comprobar. Por el
contrario, la exponenciacién cardinal sigue siendo hoy en dia objeto de investi-
gacion, pues no se sabe a ciencia cierta déonde acaba lo que se puede decir sobre
ella en el seno de ZFC y qué posibilidades son consistentes aunque indemostra-
bles. Sin entrar en pruebas de consistencia, lo cual excederia el propésito de
este libro, en este capitulo trataremos de dar una idea general de la situacién.
Trabajaremos en ZFC o NBG, es decir, suponemos el axioma de eleccion, sin el
cual es impensable obtener nada de valor.

Nota En este capitulo usaremos la notacién “a para representar al conjunto
de las aplicaciones de 3 en « cuando la notacién usual o® pueda confundirse
con la exponenciaciéon ordinal o cardinal.

14.1 La exponenciacién en ZFC

Ya hemos visto en el capitulo anterior las propiedades formales basicas de
la exponenciacion cardinal, que se demuestran rutinariamente como en el caso
de la suma y el producto. Ahora estamos interesados en el calculo explicito de
potencias k. Sabemos que la exponenciacién de nimeros naturales se reduce
a la usual, por lo que podemos centrarnos en el caso en que al menos uno de
los cardinales es infinito. Mas concretamente, el caso realmente interesante se
da cuando el exponente es infinito, ya que si es finito la potencia se reduce a
las propiedades del producto de cardinales por inducciéon. De hecho, en virtud
del teorema 13.31, el teorema siguiente (enunciado para cardinales no necesa-
riamente bien ordenables) es una forma equivalente del axioma de eleccién:

Teorema 14.1 Si k es un cardinal infinito y n un ndmero natural no nulo,
entonces K" = k.

373
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Si la base es finita (mayor que 1, o si no el célculo es trivial), el problema se
reduce al caso en que es igual a 2. Mas en general:

Teorema 14.2 Sean k y pu cardinales tales que 2 < k < p y Vg < p. Entonces
KH = 2H,

DEMOSTRACION: kM < (2F)H = 2H < kM. n

Si la base es infinita podemos centrarnos en el caso en que sea un cardinal
limite, en virtud de la férmula que probamos a continuacién. En la prueba
hacemos uso de un argumento general que conviene destacar porque nos va a
aparecer mas veces:

Si p < cf K, entonces

b= U *a.
a<k

En efecto, esto es una forma de expresar que toda funcién f : y — K estd
acotada.

Teorema 14.3 (Férmula de Hausdorff) Se cumple:
R R
AaB R =R R .
DEMOSTRACION: Si a+ 1 < 3, entonces Roi1 < Ng < oRs luego
R Rap1 = 2V0R, g = 2% = R02 .

Si, por el contrario, # < a + 1, entonces, como X,y es regular,

S = U 5,
0<Wat1
luego
N = wsw, =] U @< T St < T RRY =RIOR
a+1 a+1 > =~ e} a Da+1-
0<wat1 0<Wadt1 0<Wadt1
La otra desigualdad es obvia. ]

Aligual que 14.2, muchos de los resultados sobre exponenciacién cardinal in-
volucran la funcién 2%, la cual, ciertamente, es el esqueleto de la exponenciacion
cardinal. Por ello es conveniente darle un nombre:

Definicion 14.4 Se llama funcion del continuo a la funcién k +— 2" definida
sobre los cardinales infinitos.

Asi, la hipdtesis del continuo generalizada no es més que una determinacién
de la funcién del continuo, en virtud de la cual 2¢ = x*. Ya hemos comentado
que esta hipdtesis no puede ser demostrada ni refutada, lo que significa que hay
otras alternativas igualmente consistentes con los axiomas de ZFC (supuesto,
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claro, que éstos sean consistentes). De todos modos, no sirve cualquier deter-
minacién total o parcial de la funcién del continuo. Por ejemplo, es obvio que
serfa contradictorio suponer que

N0 — Ny A 2N = R,
Mas en general, la funcién del continuo ha de respetar la monotonia:
k< pu— 28 <28

Otra restriccién a la funcién del continuo es el teorema de Cantor: seria con-
tradictorio suponer que 2" = k para todo cardinal k, a pesar de que esta funcién
del continuo si que es monodtona. En realidad, la funcién del continuo esta so-
metida a una desigualdad mas fina que el teorema de Cantor, consecuencia del
teorema de Konig 13.49 y, méas concretamente, del teorema siguiente:

Teorema 14.5 (Teorema de Konig) Para todo cardinal infinito k se cumple
K< KR

DEMOSTRACION: Sea {fio fa<ctfx Una familia de cardinales menores que s

tales que Kk = > pq. Por el teorema 13.49 resulta que
a<cfr

k= > pa< ] k=r""

a<ctk a<ctk
|

Ciertamente, este teorema refina al teorema de Cantor, pues en virtud de
14.2 éste puede expresarse como k < k™, y en el teorema anterior el exponente
es menor o igual que k. De todos modos, podemos expresar esta restriccion en
términos de la funcién del continuo:

Teorema 14.6 (Teorema de Konig) Si x es un cardinal infinito, entonces
Kk < cf 2%,

DEMOSTRACION: Si cf 2¢ < &, entonces (27)°f2" < (2%)% = 2%, en contra-
diccién con el teorema anterior. "

Asf pues, 2% puede ser Ny, Ny, N, 1 0o N, pero no X,. Cuando decimos
“puede ser” queremos decir que es consistente suponer que lo es. En efecto,
aunque no lo vamos a probar aqui, este teorema y la monotonia es todo lo que
puede probarse sobre la funcién del continuo sobre cardinales regulares, en el
sentido de que cualquier axioma que determine la funcién del continuo sobre
cardinales regulares que sea compatible con estos dos requisitos es consistente
con los axiomas de ZFC (supuesto que éstos sean consistentes).

Notemos que no exigimos que la funcién 2% sea estrictamente mondétona, de
modo que, por ejemplo, es consistente suponer que 280 = 281 = R,

Debemos resaltar la restriccion a cardinales regulares. Si no fuera asi podria-
mos decir que comprendemos completamente la funcién del continuo, en cuanto
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que sabriamos decir exactamente qué posibilidades son consistentes y cudles no.
Sin embargo, la situacién en los cardinales limite es muy confusa. Por ejemplo,
es contradictorio suponer que

Ro
/\Oé 2 - Na+w+2;

a pesar de que esta (presunta) funcién del continuo respeta tanto la monotonia
como el teorema de Konig. Segun lo dicho, no hay inconveniente en postular
este axioma Unicamente para cardinales regulares, pero no puede cumplirse para
todos los cardinales singulares, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 14.7 Si un ordinal 3 cumple Ao 2% = R, 15, entonces 8 < w.
DEMOSTRACION: Supongamos que (3 es infinito y sea o el minimo ordinal
tal que 0 < a+ (. Claramente 0 < o < 3. Necesariamente « es un ordinal

limite, pues si & = v + 1 entonces

f<a+B=7v+1+08=7+0,
luego v cumple lo mismo que «, en contra de la minimalidad de «.

Z Nots

Rotats = MWata — Ys<a =TI Wats — I1 Nots+p = IT Roig
o<a <a <«
= J] 2% = (2%l = 2% = Roup.
<a

Por consiguiente, « + a4+ 8 = a + §, y de aqui a + 3 = [3, en contra de la
eleccién de a. [

No se sabe si es consistente
/\OZ 2N°‘ = Na+2.

Para continuar nuestro estudio conviene introducir una operaciéon muy rela-
cionada con la exponenciacién de cardinales:

Definiciéon 14.8 Si § es un ordinal y A es un conjunto, definimos

AP =<Pa=|J A,
a<f

es decir, A<? es el conjunto de las aplicaciones de un ordinal menor que 3 en A.
Usaremos la segunda notacién cuando pueda haber confusién con el cardinal

KSH = |<Fk].

El teorema siguiente nos da varias caracterizaciones interesantes de esta
operacion:
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Teorema 14.9 Si u es infinito y k > 2, entonces

K<H =supr” = > kY,
v<p v<p

donde v recorre los cardinales menores que p (no los ordinales).

DEMOSTRACION: Si p es un cardinal limite, p = sup v < sup x".
v<p v<p
Si u = vt entonces v < kY, pues si ¥ < K es obvio y si kK < v entonces

v <2¥ =k, luego v < supk” y asi p = v+ < sup x”. En cualquier caso
v<p v<p

> kY =supk”.
v<pt v<p

Por consiguiente

K<H =

U an’ = Ykl < 3 supk” = sup ¥,
a<p a<p a<prv<p v<p

Si v < p, entonces Yk C <Fk, luego k¥ < |<Fk| = k<. Asf pues, tomando
el supremo, sup ¥ < k<# y tenemos la igualdad. [
v<p

A partir de este teorema es inmediato que si p es infinito entonces
K = k",

luego k<* sblo tiene interds cuando p es un cardinal limite.

Volviendo a la funcién del continuo, ahora podemos expresar la condicién
de monotonfa como que 2<" < 2%. El teorema siguiente es un refinamiento de
esta relacién que para cardinales sucesores es trivial, pero no asi para cardinales
limite:

Teorema 14.10 Si k es un cardinal infinito, entonces 2% = (2<F)°tr,

DEMOSTRACION: Sea k= Y. V4, donde Aa < cf k v, < k. Entonces

a<cfk

2 Ve
2F — Qa<cfr — Hf Qe < Hf 9<K — (2<r€)cfn < (2K)Cff€ = 9K,
a<lctk a<lctk

Notemos que si k = p+ entonces la igualdad se reduce a ort = 2“+, luego
es trivial, tal y como advertiamos, pero para cardinales limite puede no serlo.
Por ejemplo, si An € w 2% = 2% (lo cual es consistente), entonces 2<N« = 2o
y necesariamente 28« = 2%0,

Por otra parte, este teorema tampoco es definitivo pues, si tenemos, por
ejemplo, An € w PALEES wtn+1, €ntonces 2<Rw — N, 4w ¥ s6lo concluimos que
N = iiw, pero no sabemos qué valores puede tomar esta expresion.
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Esto esté relacionado con el problema de la relacién que hay entre la funcién
del continuo y la exponenciacién en general k* (una muestra es el teorema
14.2). Comprenderemos mejor esta relacién en la seccién siguiente. De momento
acabamos ésta con algunos resultados técnicos de interés:

Teorema 14.11 Si p es un cardinal reqular y k > 2, entonces (K<H)<H = <K,

DEMOSTRACION: Si p = £ es inmediato, asi que podemos suponer que
es un cardinal limite. Al ser regular, los subconjuntos no acotados en p tienen
cardinal u. En particular, hay p cardinales v < u, de donde

uw< 3 RY =R
v<p
Sea m < pu. Como p es regular se cumple que
Tsupk” C |J "(kY).
v<p v<p

En efecto, dada f en el miembro izquierdo, la aplicacién m — p que a cada
a < 7 le asigna el minimo v < p tal que f(a) < k” no puede ser cofinal, luego
ha de existir un v < p tal que f[r] C k¥ y f estd en el miembro derecho.

Asi pues, tomando cardinales,

(K5H)™ < 50 KT < S K = S =
v<p v<p

Tomando el supremo en 7 obtenemos (k<#)<* < k<F y la otra desigualdad
es obvia. L]

Definiciéon 14.12 Dado un conjunto A y un cardinal x, llamaremos
A = {z]|zC AN |z| =k},
[A]<" = {z|xCAN|z| <k}
La exponenciacion cardinal permite calcular los cardinales de estos conjun-

tos:

Teorema 14.13 Sea A un conjunto infinito y k un cardinal k < |A|, Entonces
(A" =14]",  [[A]="] = |AI=".

En particular A tiene |A| subconjuntos finitos.

DEMOSTRACION: Podemos suponer £ > 0. Sea p = |A| = ko = |k X pl.
Para la primera igualdad basta probar que |[x x u]®| = u®, pero es inmediato
que " C [k x p]*, de donde p < |[k X p]®| y, por otra parte, para cada
x € [k X pu]® podemos escoger una biyeccién f, : k — =z, de modo que la
aplicacién g : [k x p]® — “(k x p) dada por g(z) = f, es inyectiva, de donde
[ % ] <[5 x @] = [ X pl* = g~

Respecto a la segunda igualdad,

(A= = U [A]") = 2 [ = X A" = [A]=".

H<K U<k p<K
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14.2 La hipétesis de los cardinales singulares

La funcién del continuo maés simple posible es, sin duda, la que postula la
hipétesis del continuo generalizada:

2% = KT,

Sucede que esta hipdtesis determina de hecho toda la exponenciacion cardi-
nal. En efecto:

Teorema 14.14 (HCG) Si k y p son cardinales y u es infinito, entonces
Kk sip<cfr,
K“Z{K&Jr sicfr < p <k,
ut osik < p.
DEMOSTRACION: Si p < cf £ tenemos la inclusién #x C |J *a, de donde

a<k
k* < > Jal*. Ahora bien, dado « < k, se cumple que v = max{|al, u} < &,
a<k
luego |a| < v¥ = vt < k. Por consiguiente,

k<KF< D K=k

a<k

Si cf k < p < K entonces, por el teorema de Konig,
kY < kP < gt < g =28 = g,
Finalmente, si k < u entonces k# = 2# = p™. L]

En particular es claro que la HCG implica, para x > 2 y u un cardinal limite:

K sip <cfk,
k<P ={ kT sicfr <p <k,
pno stk <p.

Ejemplo Suponiendo la HCG tenemos:
NYT =Ng, N2=R7;, N5=R,,, N5F=n.
n

A la vista de este resultado, es natural conjeturar que la funcién del con-
tinuo determina la exponenciacién cardinal. En realidad existia una razon de
mucho mayor peso que corroboraba esta conjetura: Durante mucho tiempo, las
técnicas conocidas para construir modelos con funciones del continuo alterna-
tivas forzaban el resto de la exponenciacién, es decir, se sabia cémo construir
modelos con cualquier funcién del continuo sobre los cardinales regulares, pero,
una vez determinada ésta, el resto de la exponenciacién venia determinada por
la construccién, ademds por un criterio muy simple. Esto podia deberse a que
las técnicas conocidas no eran suficientemente generales o bien a un teorema
desconocido que hiciese necesarias las restricciones encontradas. Ademads se
conocia el enunciado de este hipotético teorema:
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Definiciéon 14.15 Llamaremos hipdtesis de los cardinales singulares a la sen-
tencia siguiente:

(HCS) Para todo cardinal singular k, si 2°°% < k, entonces k" = kT.

Notemos que la condicién 2% < k ya implica que  es singular. Lo expre-
samos explicitamente para enfatizar que la HCS sélo impone una restriccion a
los cardinales singulares.

Vamos a demostrar que, bajo la hipdtesis de los cardinales singulares, la
funcién del continuo sobre los cardinales regulares determina completamente la
exponenciacién cardinal (en particular la funcién del continuo sobre los cardi-
nales singulares). En realidad la HCS no es un teorema de ZFC, pero —por
razones que comentaremos mas adelante— es dificil construir modelos donde no
se cumpla. En particular, los modelos a los que nos referiamos antes cumplen
todos esta hipdtesis, y ésta es la razon de que en ellos la exponenciacién cardinal
esté determinada por la funcién del continuo. Precisamente por ello, podemos
asegurar que la HCS es consistente con cualquier determinacién de la funcién
del continuo sobre los cardinales regulares compatible con la monotonia y con
el teorema de Konig. Por otra parte, es inmediato que HCG — HCS, lo cual
explica que la HCG determine la exponenciacién cardinal.

Veamos ahora céomo la HCS determina la funcién del continuo sobre los
cardinales singulares.
Ejemplo Supongamos que Aa(R, regular — 28« = R, ,.5). Entonces,
usando el teorema 14.10 vemos que

oRw

N5 = (2%0)%0 =Ry,

N, _ Ny
2 w1 = Nwi = Nw1+17

donde en la ultima igualdad hemos usado la HCS. Vamos a demostrar que la
funcién del continuo en un cardinal singular puede calcularse siempre con uno
de estos dos argumentos. L]

Definiciéon 14.16 Diremos que la funcién del continuo es finalmente constante
bajo un cardinal limite k si existe un g < k tal que si g4 < v < Kk entonces
2V = 2K,

En tal caso es obvio que 2<% = 2#. Notemos ademds que si la condicién se
cumple para todo v regular, entonces se cumple para todo v, por la monotonia.
Asi mismo, no perdemos generalidad si suponemos que u es regular.

Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente nos permite calcular 2 para
un cardinal singular x supuesto que sabemos calcular 2# para todo cardinal
regular p < k. Mds aun, lo que probamos es que la HCS implica que 2" toma
siempre el minimo valor posible:
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Teorema 14.17 Sea k un cardinal singular.
a) Sila funcidn del continuo es finalmente constante bajo k, entonces

2% — 2<%,

b) En caso contrario 2% > (2<%)* y si suponemos la HCS tenemos la igual-

dad.

DEMOSTRACION: En el caso a), sea 1 < k tal que si p < v < Kk entonces
2V = 21, Asi, 2<% = 2" y, por 14.10, tenemos que 2% = (2#)°tr = onctr — on,

En el caso b), para todo cardinal i < k se cumple que 2# < 2<%. Por
consiguiente, la aplicacién x — 2<% dada por a — 2/¢l es cofinal y creciente,
luego el teorema 13.56 nos da que cf 2<% = cf Kk < k.

Por otra parte, por el teorema de Konig, cf 2% > &, luego 2" # 2<% y, como
la desigualdad 2<% < 2% es obvia, tenemos en realidad que (2<")+ < 27,

Respecto a la otra desigualdad, tenemos que 2ef 2" — ZCf’_{ < 2<%, luego
podemos aplicar la HCS a 2<%, lo cual nos da que (2<%)F2°" = (2<5)F g
decir, 2F = (2<K)ctr = (2<m)+, .

Veamos ahora que la HCS determina toda la exponenciacion cardinal a partir
de la funcién del continuo:

Teorema 14.18 (HCS) Sean x y p cardinales infinitos. Entonces

kY si28 <k Acfk <p,

K st 2P <k Ap<ctr,
n“:{
28 sk < 2M,

DEMOSTRACION: Si k < 2#, entonces 2 < gk < (20)F = 2K,

Observemos que en esta parte no hemos usado la HCS, asi como tampoco
hace falta para concluir que x < k* y que si cf K < p entonces kT < ks < g
Asi pues, lo que vamos a probar con la ayuda de la HCS es que x* toma siempre
el minimo valor posible.

El caso 2" < k lo probamos por induccién sobre k, es decir, lo suponemos
cierto para todos los cardinales menores que x.

Si k = v, entonces u < 2 < k = cf k. Por lo tanto hemos de probar que
K = K.

Tenemos que 2# < v. Si es 2 < v, entonces por hipétesis de induccion
tenemos que v* = v o bien v* = v*, y en cualquier caso v* < k. Si, por el
contrario, 2# = v entonces v* = 2* < k.

Por consiguiente podemos afirmar que v* < k. Por la formula de Hausdorff

k= (vHF = vt = viK = k.

Consideramos ahora el caso en que k es un cardinal limite. Si v < &,
por hipétesis de induccién tenemos que v* es v, vT o 2¥, pero en cualquier
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caso V¥ < k (si v es finito no podemos aplicar la hipétesis de induccién, pero
v =21).
Si p < cf k, entonces

k< Kk =|tg| <

U ral= Zlal < ¥ r=r

a<K a<K a<k
Por lo tanto x* = k.
Sicf k < p, expresemos kK = Y. Vg, donde v, < k. Entonces
a<cfk
w I3 .
W= (T ) (I w) = I vis I n=rin<pn,
a<cfk a<cf k a<cfk a<cfk

luego k#* = k°F*. Como 2¢1% < 2# < K, la HCS nos da que 7% = k1 y tenemos
la conclusién. -

Ejemplo Si suponemos la HCS y que
/\a(Na regular — 2N = Na+w+5)v

entonces
NNs =N NNs =N NNg =N
50 = Nogs, NP =Roip1, Nty = Ro 44

Asf pues, la exponenciacién cardinal bajo la HCS no estd determinada (pues
la funcién del continuo sobre los cardinales regulares puede ser cualquiera que
no contradiga a la monotonia ni al teorema de Kénig) pero si que estd comple-
tamente comprendida, en cuanto que sabemos exactamente cémo depende de la
funcién del continuo. El problema es que la HCS no es un teorema de ZFC (en
la seccién siguiente volveremos sobre esto), y 1o que no estd claro en absoluto es
lo que se puede decir exclusivamente en ZFC sobre la exponenciacién cardinal o
sobre la funcién del continuo sobre los cardinales singulares. Si no suponemos la
HCS sélo conocemos hechos aislados, algunos sencillos y otros muy profundos.
Veamos un ejemplo de los sencillos:

Teorema 14.19 Si 2% <R, y N¥° > R, entonces R0 = RE1

DEMOSTRACION: Aplicamos la férmula de Hausdorff:

N <R < M = = (T < ()

n>1 n>1

— T NN = [T 28R, = 28RN0 — R,

n>1 n>1
|

Consideremos ahora el valor de XX, Se trata de un cardinal que queda
invariante al elevarlo a Nj, luego el teorema de Konig nos da que ha de tener
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cofinalidad no numerable. Por su parte, la monotonia exige que sea mayor que
el propio N,,. Asi pues, estas condiciones generales no excluyen la posibilidad de
que N¥0 = X, . Més aiin, si suponemos que 2% = R, (lo cual es consistente)
entonces
R R R Rg\R R
Nwl :2 0 SNwO SNw?:(z 0) 0:2 OZNwlv

con lo que, de hecho, XN =R, .

Sin embargo, si suponemos que 2%t < X, (lo cual es consistente), la HCS
implica que XX = X, |, pero sin ella atin podemos asegurar que RX0 # R, . ya
que en caso contrario el teorema anterior nos darfa X! = X, , en contradiccién
con el teorema de Konig.

Asi pues, nos encontramos con una restriccién en ZFC al valor que puede
tomar RX° distinta de las que imponen la monotonia y el teorema de Konig.
Una restriccién que, ademads, depende de forma no trivial de los valores de 2%
y 281 Si queremos un ejemplo en términos de la funcién del continuo podemos
suponer que An < w2®» < R, en cuyo caso tenemos que 2R = Nf,“ # Ny, .

Los resultados béasicos sobre la exponenciacién de cardinales fueron estable-
cidos por Hausdorff y Tarski. Este tltimo probé un caso particular del teorema
13.47 y conjeturd que si {Kqta<x €8 una sucesién estrictamente creciente de

cardinales > 2 y kK = sup k., entonces
a<A

I ka = wIML
a<A

Observemos que la restriccion de que A sea un ordinal limite es necesaria.
Por ejemplo, si tomdramos A = wy + 1 y la sucesion {Nq }a<w, U{Ry,.2} (con lo
que k = N, .2), suponiendo la HCG y aplicando 13.47 obtenemos que

N I
H Na : Nw1~2 = Nwi . Nw1~2 = Nw1+1 . Nw1~2 = Nw1~2 < Nw1‘2+1 = Nwi.g-

a<wiy

Mas en general, es necesario exigir que k, < k para todo . Un contraejem-
plo sin esta hipétesis (siempre bajo la HCG) serfa A =w; +w y

N, sia < wy,
Ko = .
« Rypo sia=wi+n.

0

En tal caso k = R, 4, ¥ el producto sigue valiendo Nil

parte la HCS implica la conjetura de Tarski:

9 = N,,.2. Por otra

Teorema 14.20 (HCS) Sea A un ordinal limite y {Ka}a<r una sucesion cre-
ciente (no exigimos que lo sea estrictamente) de cardinales > 2. Sea k = sup K,
y supongamos que \a < \ ko < k. Entonces a<A

1 ka = &P
a<
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DEMOSTRACION: La desigualdad < es inmediata por la monotonia de los
productos. Si k < 2 entonces, por el teorema 14.18,

kA = 9lAl — [12< II ka < g
a<A a<A

Si [A] < 2 < Kk, tomemos una sucesién de ordinales {as}s<cea cofinal
creciente en A. Entonces

[A]
W= (3 k) TN T k= = T ke, < TR

d<cf A o<ct A d<cf A d<cf A a<A

Hemos usado que Ii‘a)\él < K por el teorema 14.18. n

Nota Puede probarse —aunque es muy complicado— que es consistente que
N, .2 sea un limite fuerte, RS = Ry 04042 y Nga’,ﬂw = N, 24ws1. En estas
condiciones tenemos un contraejemplo a la conjetura de Tarski. Basta tomar
A=w+twy
N, si o < wy,
Ra = {Nw1.2+n sia=w; +n.

En efecto, el producto da

I R R, _ |witw]
Nu}i : Nw?~2+w <2 lNwl'2+w+1 - Nw1'2+w+1 < Nw1-2+o.)'

14.3 Cardinales fuertemente inaccesibles

Vamos a estudiar ahora una versién fuerte de los cardinales inaccesibles que
introdujimos en el capitulo anterior.

Definicion 14.21 Un cardinal infinito x es un limite fuerte si para todo cardi-
nal u < Kk se cumple 2* < k.

Es claro que un cardinal limite fuerte es en particular un cardinal limite, ya
que si fuera kK = p™T, entonces tendria que ser 2 < ut, lo cual es imposible.
Obviamente Ny es un cardinal limite fuerte.

Un cardinal fuertemente inaccesible es un cardinal limite fuerte regular dis-
tinto de Ng.

En particular, todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inacce-
sible, aunque el reciproco no es necesariamente cierto. Por consiguiente todo
cuanto dijimos en el capitulo anterior sobre la imposibilidad de demostrar la
existencia de cardinales inaccesibles vale también en el caso que nos ocupa, la
diferencia es que con los cardinales fuertemente inaccesibles podremos entender
mejor por qué es asi.
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Nota No hay acuerdo sobre si “cardinal inaccesible” significa “cardinal débil-
mente inaccesible” o bien “cardinal fuertemente inaccesible”. En este libro
significard “débilmente inaccesible”.

Conviene observar que bajo la HCG todos los cardinales limite son limites
fuertes y, en particular, los cardinales débilmente inaccesibles coinciden con los
fuertemente inaccesibles.

También es claro que si k es un limite fuerte, entonces 2<% = k. Mis atn,
si p, v < K, entonces p” < K, pues si & < k es el maximo de p y v, tenemos que
< €8 =28 < k. Si K es fuertemente inaccesible podemos decir mas:

Teorema 14.22 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible entonces k<" = k.

DEMOSTRACION: Basta probar que x* < k para todo u < x. En efecto,

como k es regular k= |J *a luego
a<k

PSS |t < Y K=k

a<k a<Kk

Del mismo modo que los cardinales limite pueden caracterizarse como los de
la forma Ng o Ny, existe una caracterizacion similar para los cardinales limite
fuerte, en términos de la llamada funcién bet.!

Definicién 14.23 Definimos 3:  — K (funcién bet) como la tinica funcién
que cumple:

:0 =Ny A /\Oé :a+1 = 2:” A\ /\)\ Oy = U 3s.

d<A

Teniendo en cuenta que el supremo de un conjunto de cardinales es un car-
dinal, una simple induccién prueba que 3 toma todos sus valores en K. Obvia-
mente es una funcién normal.

Ejercicio: La HCG es equivalente a que J = N.

La caracterizacion a la que nos referiamos es:

Teorema 14.24 Los cardinales limite fuerte son exactamente los de la forma

:10 03)\.

DEMOSTRACION: Se cumple que Ty es un limite fuerte, pues si £ < Iy
entonces existe un § < X tal que xk < Js, luego

28 < 2% =5, < Jspo < Dy

Reciprocamente, si x es un limite fuerte, entonces £ < J, < Jxi1, luego
podemos tomar el minimo ordinal o tal que x < 3,. Ciertamente o no puede
ser 0 ni un cardinal limite, luego o = v + 1 y, por consiguiente,

3, <K< =20

IBet (J) es la segunda letra del alfabeto hebreo.
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Si la primera desigualdad fuera estricta x no seria un limite fuerte, luego
x = 3,. Falta probar que v no puede ser de la forma ¢ + 1, pero es que en
tal caso serfa J5 < k vy 27 = k, y de nuevo & no serfa un limite fuerte. Por
consiguiente v = 0 o bien es un ordinal limite. L]

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de su andlogo 13.66:

Teorema 14.25 Un cardinal regular k es fuertemente inaccesible si y solo si

Kk =1,.

Es claro que V,, es una unién numerable de conjuntos finitos, luego su car-
dinal es |V,| = Ng = Jy. A partir de aqui, una simple induccién nos da el
teorema siguiente:

Teorema 14.26 Ao |Voiao| = Jo. En particular, Na(w? < a — [Vo| = ).

(Recordemos que si w? < «a entonces o = w? + Byw+a=w+ w? + 6=
wl+w)+B=w?+p3=a.)

De este modo, si k es fuertemente inaccesible tenemos que |V,| = k. Més
ain:
Teorema 14.27 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible se cumple que

Nz(x € V, & 2 CV, A |z| < k).

DEMOSTRACION: Si x € V., entonces z € Vg, para cierto § < x (podemos
suponer w? < §), luego x C Vs v |z| < |Vs| =35 < I = k. Ademéds = C V,
porque V,; es transitivo.

Reciprocamente, si x C Vi y |z| < k, entonces el conjunto
A={rangy|y €z} Ck

es imagen de z, luego tiene cardinal menor que k y, como k es regular, A estd
acotado. Si § < k es una cota concluimos que x C Vs, luego « € Vs C V.
| |

Ahora ya estamos en condiciones de probar un hecho crucial:

Teorema 14.28 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible, entonces

V, E ZFC.

Observaciones Cuando consideramos a un conjunto como modelo del len-
guaje de la teorfa de conjuntos, sobrentendemos que el relator de pertenencia?
r . ., .

€' se interpreta como la relacién de pertenencia €.

2Usaremos los dngulos de Quine tinicamente cuando haya posibilidad de confusién entre
expresiones metamatematicas y expresiones de la 1égica formalizada, como ocurre aqui
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La prueba se basa en que, en virtud del teorema 14.27, el conjunto V es
cerrado para todas las operaciones conjuntistas, en el sentido de que si z, y € Vj
es inmediato comprobar que {z,y}, (z,y), x Uy, z Ny, X y, Px, etc. estédn
también en V,. Maéas aun, si f : a« — b con a, b € V,, entonces f € V.
Similarmente se prueban hechos analogos.

Informalmente, esto se traduce en que si a un matematico le “mostraramos”
unicamente los conjuntos de Vi, no echaria en falta nada: Si un axioma de la
teoria de conjuntos dice que todo conjunto ha de tener un conjunto de partes,
efectivamente, para cada conjunto x € V,, él “veria” a Pz, pues Pr € V,.
Lo mismo vale para todos los demds axiomas, y eso es justo lo que vamos a
comprobar. No ocurriria lo mismo si x no fuera fuertemente inaccesible. Por
ejemplo, si le mostraramos tnicamente los conjuntos de V,, “echaria en falta” los
conjuntos infinitos, es decir, “se daria cuenta” de que falla el axioma de infinitud.
Si le “mostraramos” sélo los conjuntos de V,,, “veria” conjuntos infinitos como
w o R, pero, por ejemplo, R “no tendria cardinal”, pues todos los ordinales
que “veria” serian numerables, signo inequivoco de que falla algin axioma o,
equivalentemente, que los conjuntos que “ve” no son todos los conjuntos.

DEMOSTRACION: Veamos que V. F Azy(Au(u € z < u € y) — x =y). Si
aplicamos la definicién de satisfaccién en un modelo, vemos que esto equivale a

Nzy e Vi(AueVi(uer —ucy) —»ax=y).

Ahora bien, segin las observaciones previas, si x € V,, entonces u € x
ya implica u € V,, por lo que es redundante explicitarlo y esta sentencia es
equivalente a

Aey € Va(Au(u€ x> uey)—z=y),
lo cual se cumple trivialmente.?

Similarmente, comprobar V,, E AzyVzAu(u € z < u =z V u = y) equivale
a ver que

NryeV.VzeV,AueVi(uez—u=aVu=y).
De nuevo la condicién u € V,; es redundante, luego esta sentencia equivale a
NryeV.VzeViAu(ue z su=2Vu=y),
o también a

Ney € Vi {z,y} € Vs,

lo cual es cierto.*
Del mismo modo se comprueba que el axioma de la unién se cumple en V,

siysélosi Ar € V., |z € Vg, lo cual es cierto, y el axioma del conjunto
yET
vacio se reduce a @ € V, lo cual también es cierto.

3Lo que hemos probado es que si alguien que “viva” en V. encuentra los mismos elementos
en dos conjuntos z e y, es porque, ciertamente, x e y tienen los mismos elementos (ya que no
deja de ver ninguno de los elementos de z e y), luego ambos conjuntos son el mismo.

4Con esto hemos probado que si alguien “viva” en V, ve dos conjuntos z e y, también ve
el par formado por ellos, luego juzgard que se cumple el axioma del par.
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Notemos que hasta aqui no hemos usado que k sea fuertemente inacce-
sible, sino que cualquier ordinal limite hubiera servido. La hipdtesis se re-

quiere tinicamente para probar el axioma del reemplazo.’. En efecto, fijamos

¢ € Form(L) y hemos de comprobar que
Vi B Awyz(¢(z,y) A ¢(z,2) =y = 2) = NaVb/\y(y € b = Vz € ad(,y)).
Fijada una valoracién v, esto equivale a
Npar € Vi(Vi E @[Ri] AV E @[ul] — g =1) —

NaeV,NbeV,NAgeVi(geb— VpeVilpeanV,E glubl])).

Tras eliminar una condicién redundante obtenemos:
/\qu S VK(VK F ¢)[qu] ANV FE ¢[UPT] —q= T) -

NaeVNbeV,AgeVi(gebo Vpea V,Ep[uhl]).

Suponemos la hipdtesis y tomamos un a € V. Sea
D={peal|VqgeV, V.F [P}

Sea F': D — V, la funcién que a cada p € a le asigna el tnico g € V
que cumple V, F gb[v”q}. Notemos que la unicidad la tenemos por la primera
parte del axioma que estamos suponiendo. Sea b = F[D] C V. Es claro que b
cumple lo que requiere el axioma del reemplazo. Sélo falta probar que b € V.

Para ello partimos de que ciertamente D € V,; (pues si a € V, con o < k
entonces D € V,1), luego, por la observacién previa al teorema, |D| < k y,
en consecuencia, |b| < k. El conjunto de los rangos de los elementos de b es un
subconjunto de k de cardinal menor que k. Como « es regular, tiene que estar
acotado, es decir, existe un ordinal o < x tal que b C V, luego b € V441 y, por
consiguiente b € V..

Con esto tenemos que V,, £ ZF*. La comprobacién del axioma de regularidad
es tan elemental como la del axioma de extensionalidad o el axioma del par.
Veamos el axioma de partes. Hemos de probar que

V. E AzVyAu(u € y = Av(v € u — v € 2)).
Esto equivale a
Nt eV.VyeV,AueV.(ucey— NveV,(veEu—uvem)).
La condicién v € V,; es redundante, y al suprimirla tenemos simplemente

Nz eV.VyeViAue Vi(u ey« ucua).

5Por comodidad la usaremos también en el axioma de eleccién, aunque podriamos haberlo
evitado
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Ahora resulta ser redundante la condicién u € V;, con lo que nos quedamos
con Az € V,, Pz € V,;, lo cual es cierto.®

La comprobacién de los axiomas de infinitud y eleccién presenta el incon-
veniente de que en ellos aparecen varios términos definidos que seria tedioso
reducir por completo al relator de pertenencia. En lugar de ello, vamos a anali-
zar la interpretacion en V, de estos conceptos. Ante todo conviene simplificar
un poco la notacién: sustituiremos las variables de ' £’ (la formalizacién del len-
guaje de ZFC) por los conjuntos de V,, que denotan respecto a una valoracién
dada. Por ejemplo, en lugar de escribir

Vi E(z:y — 2)[f2,

TYz
donde z, y, z € Var(L) v f, a, b € V, escribiremos
VeEfia—b.

Asi mismo conviene que abreviemos M = V,. Notemos que M satisface
todas las consecuencias de los axiomas que ya hemos demostrado. En particular

M E Nryu(u € {z,y} s u=xVu=y).
Esto significa que”
Nzyu € Vo(u € M({z,y}) > u=2aVu=y).

Puesto que el conjunto M ({z, y}) (es decir, el objeto denotado por el término

'_{u,v}—I € Term('L ") cuando las variables u, v € Var('L') se interpretan como
los conjuntos x, y) estd en Vi, el hecho de que u pertenezca a este conjunto ya
implica que estd en V,, y lo mismo sucede si u = z V u = y, luego la férmula
anterior se simplifica hasta

Azy € ViAu(u € M({z,y}) “u=2Vu=y),

luego concluimos que® Azy € V, M({z,y}) = {z,y}.

Razonando igualmente con la sentencia

Nzyu(u € (z,y) < u={z,2} Vu={z,y})
obtenemos que

Ney € Vi Au(u € M((x,y)) < u=M{z,z}) Vu=M{z,y}),

6Hemos probado que si alguien “vive” en V., entonces, para cada = que vea, vers también
a Px, luego no encontrard ningin contraejemplo al axioma de partes.

"Notemos que en la linea anterior @, y, u representan variables de "L y, abusando de la
notacion, en la linea siguiente pasan a ser conjuntos de V.

8 Alguien que “viva” en V. no verd mis ordinales que los menores que k, luego al ver
a k creera estar viendo la clase de todos los ordinales. Asi, al ocultarle una parte de los
conjuntos le llevamos a engafio, de modo que lo que €l llama €2 no es €2, sino k. Sin embargo,
ahora acabamos de probar que nunca podremos enganarle acerca de cudl es el par formado
por dos conjuntos: lo que él llama “par desordenado formado por z e y” es realmente el par
desordenado formado por z e y.
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es decir,

Nzy € Vi Au(u € M((z,y)) < u={z} Vu={z,y}),
de donde Azy € V,, M((z,y)) = (z,y).
Ahora usamos que M ha de satisfacer la sentencia
Afab(f:a — b Ax e fNuw(u€anvebnz=(uv)) A
Au € a\/v € b (u,v) € f).
Tras eliminar las redundancias oportunas obtenemos que
Nfab e Vo (ME (f:a—b) > Az e fNuwueanvebhz=(unv))A
Au € a\v € b (u,v) € f)),
luego en definitiva
Nfab e V(M E (f:a—b) < f:a—b).

Lo mismo puede decirse de f : a — b inyectiva, suprayectiva o biyectiva,
sin més que considerar las férmulas obvias que determinan estas propiedades.’

Llamemos f : w — w a la funcién f(n) = n + 1. Es claro que w, f € V,
luego, segin lo que acabamos de ver,'°

M E f:w — w inyectiva no suprayectiva,
y, por consiguiente,
M E Vzs(s: x — x inyectiva no suprayectiva),

es decir, M cumple el axioma de infinitud.

Puesto que M satisface el axioma de regularidad, tiene que satisfacer el
siguiente teorema de ZF + V = R:

Az(x es un ordinal <> Auv(u Ev AvEx —u€x) A

Auwv € z(u €vVveEuVu=n0).

(Podemos suprimir la condicién de buena fundacién en la definicién de or-
dinal porque si V = R todo conjunto estd bien fundado.)

Al expresar el hecho que que M satisface esta sentencia junto a las simplifi-
caciones usuales obtenemos simplemente que

Az € V.(M E x es un ordinal < z € Q).

9Es decir, que alguien “viva” en V. no puede equivocarse al juzgar si un conjunto f es o
no una aplicacién entre dos conjuntos dados y, de serlo, sabrd también si es inyectiva, etc.

10 Alguien que “viva” en Vi verd a w y a f y se dard cuenta de que f es una aplicacién
inyectiva y no suprayectiva en w, porque asi es y hemos probado que en estas cosas no puede
equivocarse.
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Consideremos ahora la sentencia:
Nry(@ =%y < Vf f: 2 — y biyectiva).
Al expresar que M la satisface obtenemos
Ny € Vo,(MET =9« \/f €V, f: 2 — y biyectiva).

Ahora bien, como hemos observado antes de empezar la prueba, si x, y € V,
el hecho de que f : * — y ya implica que f € V,;, luego podemos eliminar esta
condicién y asi

Nry e Vi.(MET =%y« \/f f:2 — y biyectiva),

es decir,
Ney e VM ET =%y « T =7).

Teniendo esto en cuenta ya es facil probar que M satisface el teorema de
numerabilidad y, por consiguiente, el axioma de eleccién: dado x € V,;, sabemos
que p = |z| < K, luego 4 € V,, y T = fi. Asi pues:

Az € V. Vy € V.(y es un ordinal A T = 7)),
lo que equivale a
M E AzVy(y es un ordinal A T = 7)),

y esto es el teorema de numerabilidad. m

Nota Para algunas observaciones que haremos después conviene ir un poco
mas lejos en la linea de resultados que hemos obtenido en el transcurso de la
prueba anterior. Ahora sabemos que M satisface todos los teoremas de ZFC.
En particular

M E Az(z es un cardinal «» z es un ordinal A =\/y € 2 T = 7).
Al desarrollar esto obtenemos que
Az € V(M E x es un cardinal < z € K).
Consideramos ahora que

M E Nru(u € Pr < u C ),

lo que se reduce a
Azu € Vi (u € M(Pz) < u C z),

pero si x € V,, el hecho de que v C x ya implica que u € V., y lo mismo vale
para u € M (Pzx), luego tenemos que

Az € Vi (Au(u € M(Pz) < u C 7)),
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es decir,
Az €V, M(Pz) = Pa.

Por ultimo usamos que

M E (z es un cardinal f.i. <> x es un cardinal A Au € 2\/v € = Pu=7

ANy((yCaxANu€a\Vveyuenv) —y=1)).

Al desarrollar esta sentencia obtenemos —volviendo a la notacién habitual—
que

Au € V. (V,; E (x es un cardinal f.i.)[v%] <> u es un cardinal f.i.).  (14.1)

Observaciones FEn particular, el teorema 14.28 implica que

Zlgc V& k es fuertemente inaccesible — Consis ZFC,

por lo que los teoremas de incompletitud nos aseguran que si ZFC es consistente
no es posible demostrar a partir de sus axiomas la existencia de cardinales
fuertemente inaccesibles. No obstante, la prueba del teorema 14.28 nos da un
argumento directo para llegar a esta conclusiéon que no requiere de los teoremas
de Godel. En efecto: si pudiera probarse la existencia de un cardinal fuertemente
inaccesible x, podriamos tomar el menor de todos ellos u. Entonces V,, serfa un
modelo de ZFC, luego deberia cumplirse

V., F V& k es fuertemente inaccesible,

es decir,
V& €V, V, E z es fuertemente inaccesible [v}].

Ahora bien, segin la nota posterior al teorema, esto implica que
V& € V.. & es fuertemente inaccesible.

Pero k € V,, implica k < p, lo que contradice la minimalidad de p. En
resumen: no se puede probar la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles
porque el minimo de tales cardinales proporciona un modelo donde no existen
tales cardinales.

Un axioma que postule la existencia de un cardinal fuertemente inaccesible
es esencialmente andlogo al axioma de infinitud. En efecto: Un modelo de
ZFC—AI es el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente finitos. En
este modelo, los conjuntos infinitos son clases propias, los tnicos ordinales son
los nimeros naturales. Postular la existencia de un conjunto infinito equivale
a ampliar el universo de trabajo, de modo que lo que antes era la clase de
todos los ordinales pasa a ser w, un cardinal limite fuerte regular (es decir, un
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cardinal fuertemente inaccesible si no lo hubiéramos excluido arbitrariamente
en la definicién), lo que antes era la clase de todos los conjuntos ahora pasa a
ser V,, el conjunto de todos los conjuntos hereditariamente finitos. Para que los
axiomas de ZFC—AI se sigan cumpliendo cuando forzamos la existencia de un
conjunto infinito cualquiera es necesario incorporar a los modelos conjuntos de
cardinales enormes (la sucesién de los alefs). Sabemos que podemos encontrar
un modelo asi en el que no haya cardinales fuertemente inaccesibles (supuesta,
como es habitual, la consistencia de ZFC). Si postulamos la existencia de uno
de estos cardinales, lo que estamos haciendo es ampliar de nuevo el universo
por un proceso idéntico, en virtud del cual lo que antes era la clase de todos los
ordinales ahora pasa a ser un cardinal fuertemente inaccesible x y lo que era la
clase de todos los conjuntos pasa a ser el conjunto V. Los axiomas de ZFC
fuerzan ahora a que la sucesion de los alefs se prolongue mucho maés alla de x,
igual que antes habiamos prolongado la sucesién de los cardinales mucho més
alld de w.
Naturalmente el proceso puede realizarse de nuevo. Llamemos

Fly = Vk1k2(k1 < ka A K1, ko son fuertemente inaccesibles),

mientras que FI; serd la existencia de un cardinal fuertemente inaccesible. Es
claro que de la existencia de un cardinal fuertemente inaccesible no se deduce
la existencia de dos de ellos, es decir, — Zl;c(Fll — FIy). En efecto, si asf fuera,

trabajando en ZFC+FI; dispondriamos al menos de dos cardinales fuertemente
inaccesibles, luego podriamos tomar el minimo & y el siguiente u, pero entonces
V, F ZFC + FI; 4+ —FI,, cuando, por otra parte, el hecho de que V, cumpla
FI; obligaria a que cumpliera FIs, luego tenemos una contradiccién.

Maés aun, hemos probado que ZFC':-FL‘, Consis ZFC + F1Iy, luego la consisten-

cia de la existencia de dos cardinales fuertemente inaccesibles no puede probarse
ni siquiera suponiendo la consistencia de que exista uno de ellos (ya que en tal
caso tendriamos

thc Consis ZFC + FI; — Consis ZFC + FIs,

luego ZFCI;FI Consis ZFC + FI;, y el teorema de Godel nos daria que ZFC+FIy
2

(luego también ZFC+F1;) seria contradictoria.

En general, las teorias
ZFC — Al, ZFC, ZFC+FIL, ZFC+Fl,, ZFC+ Fls,

—donde FI,, se define de forma obvia— forman una sucesién con la propiedad
de que la consistencia de cada una de ellas no puede demostrarse ni siquiera
suponiendo la consistencia de las anteriores (y, de hecho, sélo sabemos probar la
consistencia de la primera). Lo importante es que el hecho de que no podamos
probar su consistencia no debe ser tomado como un indicio de que no sean
consistentes. Simplemente es una cuestion técnica relacionada con el segundo
teorema de incompletitud. Esto es importante porque muchos resultados de
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consistencia requieren como hipétesis la consistencia de alguna de estas teorias,
o incluso de otras mas fuertes.

Por ejemplo, es conocida la existencia de subconjuntos de R que no son me-
dibles Lebesgue, asi como que la prueba depende drasticamente del axioma de
eleccion, cuando todos los resultados basicos de la teoria de la medida pueden
probarse usando tan sélo versiones débiles de este axioma (esencialmente se re-
quieren elecciones numerables). Por ello es natural preguntarse si el uso del
axioma de eleccién es realmente necesario o podria evitarse mediante razona-
mientos mds finos. En otros términos, si llamamos azioma de Solovay AS a la
sentencia “todo subconjunto de R es medible Lebesgue”, podemos preguntarnos
si =AS puede probarse en ZF (es decir, sin el axioma de eleccién) o si, por el
contrario, ZF+AS es consistente. Pues bien, R. Solovay demostré en 1970 que

Consis (ZFC + FI;) — Consis (ZF + AS).
y en 1984 S. Shelah probé la implicacién contraria, con lo que de hecho'!
Consis (ZF + AS) < Consis (ZFC + F1,).

Observemos que ya sabiamos que era imposible demostrar la consistencia de
ZF+AS, pues en particular tendriamos la consistencia de ZF, la cual —segun
demostréo Godel— es equivalente a la consistencia de ZFC. A lo maximo a lo
que podiamos aspirar es a una prueba de consistencia relativa, es decir, a probar
que

Consis ZFC — Consis ZF + AS,

pero la equivalencia anterior nos muestra que esto tampoco es posible, que
la consistencia de ZF+AS no puede demostrarse ni siquiera suponiendo la de
ZFC, pero, por otra parte, al ser equivalente a la consistencia de ZFC+FI;, lo
cierto es que ya no tenemos motivos serios para desconfiar de la consistencia
de ZF+AS. Ahora sabemos que podemos confiar en esta teoria en la misma
medida en que podemos confiar en que “no hay peligro” en “aumentar” una
vez el universo conjuntista mas alla de lo estrictamente necesario para que se
cumplan los axiomas de ZFC.

Observemos también que las teorias FI,, no son las tUnicas extensiones po-
sibles de ZFC en esta linea. Por ejemplo, podemos postular que existen RNy
cardinales fuertemente inaccesibles, o 8; o incluso una clase propia de ellos, es
decir, podemos postular que

AaVE(a < k A Kk es fuertemente inaccesible).

Cada una de estas teorias es mas fuerte que las anteriores en el sentido que
ya hemos explicado.

Por 1ultimo comentaremos que la técnica que empleé Godel para demostrar
la consistencia de la HCG permite construir a partir de un modelo cualquiera

11En realidad, en lugar de ZF deberfamos poner ZF més una versién débil del axioma de
eleccién, suficiente para desarrollar toda la teoria de la medida bésica, sin la cual no tendria
sentido AS.
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de ZFC otro modelo con los mismos cardinales débilmente inaccesibles y donde
se satisfaga la HCG, por lo que éstos pasan a ser cardinales fuertemente inacce-
sibles. Por ello, a efectos de consistencia los cardinales débilmente inaccesibles
son equivalentes a los fuertemente inaccesibles, es decir,

le«:c Consis (Vk & es d.i.) < Consis (V& & es f.i.),

y lo mismo es valido para todos los axiomas FI,,, etc. (su consistencia es equi-
valente a la de las versiones con cardinales débilmente inaccesibles). L]

Tras estas observaciones podemos formarnos una primera idea del status de
la HCS en la teoria axiomatica de conjuntos: sucede que a partir de —HCS
puede probarse la consistencia de que existan infinitos cardinales inaccesibles.
De hecho puede probarse la consistencia de un axioma mucho mas fuerte que
todos los que hemos considerado. Por ello es imposible demostrar la consis-
tencia de “HCS a partir de la mera consistencia de ZFC. En otras palabras,
para construir un modelo donde falle la HCS es necesario partir de un modelo
que contenga muchos cardinales inaccesibles, y ésta es la razén por la que los
primeros resultados de consistencia sobre la funcién del continuo “se encontra-
ban” siempre con la HCS aunque no se buscara expresamente. En el capitulo
siguiente estaremos en condiciones de aproximarnos algo mas a la hipétesis que
requiere una prueba de consistencia de ~HCS.

Terminamos la seccién con una aplicacién de la funcién 3 que no tiene nada
que ver con cardinales inaccesibles. El azioma de eleccion de Godel es la sen-
tencia

(AEG) VE(F:V—VANAz(z#2 — F(z) € X)).

Este axioma involucra esencialmente clases propias, luego no puede ser con-
siderado como sentencia de ZFC. Sélo tiene sentido como extensién de NBG.
El axioma de eleccién de Godel postula la existencia de una funcién de eleccién
sobre la clase universal, por lo que implica trivialmente el axioma de eleccién
de Zermelo, que sdlo postula la existencia de una funcién de eleccién (distinta)
para cada conjunto.

Teorema 14.29 (NBGH+AEG) Todas las clases propias son equipotentes.

DEMOSTRACION: Basta observar que podemos descomponer V y € en res-
pectivas clases de conjuntos disjuntos como sigue:

V=V,u U (Vw+a+1 \Vw+a)a Q= 30 U U (:a+1 \joz)~

acl) aeQ)

Teniendo en cuenta el teorema 14.26 y la aritmética cardinal basica es claro
que
‘Vw+a+1 \Vw+a| =Jat1 = |:a+1 \:locl-

El axioma de eleccién de Godel nos permite elegir funciones

fo i Vitat1 \ Vutra — Ja+1 \ o biyectivas.
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Por otra parte es claro que podemos tomar f* : V,, — Jy biyectiva. Con
todas estas funciones podemos construir

F=f"Ul fo:V— Q biyectiva.
acl)

Asi, si A es cualquier clase propia, F[A] es una subclase de €, es decir,
una clase bien ordenada por una relaciéon conjuntista. Por el teorema 11.27
concluimos que F[A] es semejante a Q (y A es equipotente a F[A]), luego toda
clase propia es equipotente a Q. n

Observemos que el axioma de regularidad —al contrario de lo que suele
suceder— desempena un papel crucial en la prueba anterior. En estas condicio-
nes tenemos una nueva caracterizacion de las clases propias: una clase es propia
si y sélo si su tamano es comparable al de la clase universal.



Capitulo XV

Conjuntos cerrados no
acotados

Introducimos en este tltimo capitulo uno de los conceptos més importantes
que aparecen al profundizar en el estudio de la teoria de conjuntos. En el fondo
se trata de la topologia de orden en los ordinales, si bien se puede omitir de
forma natural toda referencia explicita a la topologia. Entre otras aplicaciones
demostraremos un profundo teorema de Silver (1974) sobre la funcién del con-
tinuo en los cardinales singulares. Como en el capitulo anterior, trabajamos en
NBG o, equivalentemente, en ZFC.

15.1 Conjuntos cerrados no acotados

Empezamos introduciendo la nocién de subconjunto cerrado en un ordinal.
El lector familiarizado con la topologia de orden puede probar que la definicién
que damos coincide con la de conjunto cerrado para dicha topologia. No obs-
tante, la definicién usual es la que damos a continuacién, pues es mucho mas
practica que la topoldgica.

Definicién 15.1 Sea A un ordinal limite. Un conjunto C' C A es cerrado en
A si cuando un ordinal limite § < A cumple que § N C no estd acotado en ¢,
entonces 6 € C.

Intuitivamente la definicién exige que si C' contiene puntos arbitrariamente
cercanos a un limite § (topolégicamente: si § es un punto de acumulacién de
('), entonces § estd en C. Una caracterizacion 1til es la siguiente:

Teorema 15.2 Sea A un ordinal limite. Un subconjunto C de \ es cerrado
en \ si y solo si para todo X C C mo wvacio y acotado en A se cumple que
supX € C. Equivalentemente: para todo X C C mno wacio, si supX € A,
entonces sup X € C'.

397
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DEMOSTRACION: Supongamos que C es cerrado y sea X un subconjunto en
las condiciones indicadas. Llamemos 6 = sup X.

Si § € X entonces 6 € C. Supongamos que § ¢ X y veamos que igualmente
0 € C. En primer lugar, ¢ es un ordinal limite, pues si fuera § = 0 tendria que
ser X = {0} y si § < § entonces [ < « para cierto a € X, luego a < 4, pero,
como 0 ¢ X, hadeser a < d,luego f+1<a+1<9.

En realidad hemos probado también que é N C' no estd acotado en ¢, pues,
dado B < §, hemos encontrado un a € § N C mayor que 5. Por definicién de
cerrado concluimos que 6 € C.

Reciprocamente, si C' tiene la propiedad indicada y § < A es un ordinal
limite tal que § N C no estd acotado en d, es claro que 6 = sup(d N C), luego
0 eC. |

Definiciéon 15.3 En lo sucesivo las iniciales c.n.a. significardn “cerrado no aco-
tado”, es decir, diremos que C' es c.n.a. en A si es cerrado en A y no estd acotado
en A.

Teorema 15.4 Sea A un ordinal limite de cofinalidad no numerable, B < cf A y
{Ca}a<p una familia de conjuntos c.n.a. en A. Entonces se cumple que (| Cy
es c.n.a. en A. a<fp

DEMOSTRACION: Del teorema anterior se sigue inmediatamente que la in-

terseccién de cualquier familia de cerrados es cerrada. Sélo queda probar que
() Ca no estd acotado.
a<p

Sea fo : A — A la funcién dada por fo(d) = min{e € Cy | § < €}.
La definicién es correcta porque C, no estd acotado en A. Para todo § < A
tenemos que § < fq(0) € Cl.

Sea ahora g : A — A la funcién dada por g(d) = sup f,(d). Notemos que

a<p
g(0) € X por la hipdtesis de que 8 < cf A. Es claro que si § < A\ entonces
§ < g(d) < g¥(d) < A, donde g* es la funcién iterada de g definida en 13.58.

Ademds ¢“(4) es un ordinal limite, pues si a < g“(d), entonces o € g™(d)
para cierton € w y asf a+ 1 < g"(8) < g(g™(8)) = g" () < g¥(9).

Se cumple que ¢g¥(d) N Cy no estd acotado en g*¥(d), pues si v € g*(9),
entonces v € ¢"(8) < fa(g"(9)) € Co vy falg™(d)) < g(g"(d)) = ¢""'(9) <
9°(0), o sea, v < fa(g"(8)) € g~ (0) N Ca.

Como C, es cerrado podemos concluir que ¢g¥(0) € C,, y esto para todo
a < B, luego § < ¢g¥(6) € () Ca, lo que prueba que la interseccién es no
acotada. a<p "

Ahora veamos algunos ejemplos de cerrados no acotados. El primero es,
de hecho, una caracterizacién de los subconjuntos cerrados no acotados de un
cardinal regular no numerable.

Teorema 15.5 Sea k un cardinal regular no numerable. Un conjunto C' C k es
c.n.a. en K si y sélo si existe una funcidn normal f : & — k tal que flk] = C.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 11.26, ordC' < k y como |C| = k (porque C
no estd acotado en k y k es regular), ha de ser ordC = k. Sea, pues, f : Kk — C
la semejanza. Basta probar que f : Kk — & es normal. Claramente sélo hay que
ver que si A < k entonces f(A) = |J f(9). Ahora bien, A = sup,{d | § < A},
luego, al ser f una semejanza, o<A

fA) =supc{f(9) [ 6 <A} = 5L<ka(5)~

En efecto, como & es regular tenemos que |J f(0) € k y como C es cerrado
o<
tenemos que |J f(d) € C, luego obviamente se trata del supremo del conjunto
O<A

{£(0) 16 <A}

Supongamos ahora que C' es el rango de una funcién normal f. Entonces
|C| = k y en consecuencia C no estd acotado en k. Si § < x es un ordinal limite
tal que 6N C no estd acotado en d, entonces sea A = {a < k| f(a) < §}. Es facil
ver que A es un ordinal limite y f|x : A — ¢ es inyectiva, luego |\| < |J] < &,
de donde X\ < k. Por consiguiente podemos calcular

fN) = U fla) =sup(6NC) =6 €C,

a<A
luego C' es cerrado. m

El teorema 13.60 prueba que una funcién normal en un cardinal regular no
numerable tiene un conjunto no acotado de puntos fijos. Ahora probamos que
dicho conjunto también es cerrado.

Teorema 15.6 Sea k un cardinal reqular no numerable y f : Kk — Kk una
funcion normal. Entonces F = {a < k| f(a) = a} es c.n.a. en k.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que F no estd acotado en k. Veamos que es
cerrado. Para ello tomamos A < k tal que AN F no esté acotado en A\. Entonces
f) = U f(d). Sid < A, entonces existe un n € F tal que § < 5, luego

O<A

f(0) < f(n) =n < A, y por consiguiente concluimos que f(A) < A. La otra
desigualdad se da por ser f normal (teorema 11.22), luego A € F, que es, por
tanto, cerrado. [

La mayor parte de las ocasiones en que se dice que un conjunto es evidente-
mente c.n.a. se estd apelando tacitamente al siguiente teorema:

Teorema 15.7 Sea k un cardinal reqular no numerable y A un conjunto de
aplicaciones f : "k — K, donde n es un numero natural que depende de f.
Supongamos que |A| < k. Entonces el conjunto

C={a<rk|ANfn(fEANFf:"k — k— f["a] C )}

es c.n.a. en K.
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DEMOSTRACION: Sea A < k tal que C'N A no esté acotado en A, sea f € A,
f ™k — K, tomemos ordinales €1, ...,€, € Ay sea € C'N A mayor que todos
ellos.

Asi f(er,...,en) € f[*B] C B < A, luego Az € "\ f(z) € A, es decir,
f[™A] € A, lo que implica que A € C, el cual es, por tanto, cerrado.

Sea o € k. Definimos recurrentemente una sucesion {a,, } de ordinales en &.
Tomamos ag = « y, supuesto definido o, paracada f € A, f : "k — K sea Gy
el minimo ordinal tal que f[" | C B¢ < k (existe porque | f[" ]| < ["oum| < K,
luego f["auy,] estd acotado en k).

Definimos a1 = |J B < K, pues |A] < k y k es regular. Finalmente

FEA

definimos a* = sup «,, € k. Claramente a < «*. Si probamos que a* € C
mew

tendremos que C' es no acotado.
Tomemos una funcién f € A, f ™ kK — k y ordinales €1,...,¢, € a*.
Entonces existe un natural m tal que €1,...,€, € a,, v asi
fler, ... en) € f["am] C B < amy1 < a,
luego fla*] C a* y, consecuentemente, a* € C. "

Si k es un cardinal regular no numerable, el teorema 15.4 nos da que la
interseccién de una cantidad menor que k de subconjuntos c.n.a. es c.n.a. Ob-
viamente esto no es cierto para familias cualesquiera de x conjuntos, pero si se
cumple un hecho parecido y de gran utilidad. Para enunciarlo necesitamos una
definicién:

Definicién 15.8 Sea {X,}4<x una familia de subconjuntos de un cardinal &.
Llamaremos interseccion diagonal de la familia al conjunto

A Xo={y<r|ve ) Xa}.

a<k a<y

Si intentamos probar algo “razonable” y “nos gustaria” que una interseccién
de k conjuntos c.n.a. fuera c.n.a. es probable que en realidad nos baste lo si-
guiente:

Teorema 15.9 Sea k un cardinal regular no numerable y {Cy o<k una familia

de CO’/Lj’U’/ltOS c.n.a. en k. Entonces /A Oa es c.n.a. en K.
a<k

DEMOSTRACION: Por abreviar, llamaremos D a la interseccién diagonal.
Tomemos A < k tal que AN D no esté acotado en A\. Hemos de probar que
A € D, es decir, tomamos @ < A y hemos de ver que A € C,. A su vez, para
ello basta probar que A N C,, no esta acotado en A, pero si § € A tenemos que
existe un € € AN D tal que «, 8 < e. Como € € D se cumple que € € C, N A,
luego, efectivamente, C, N A no estd acotado en A\ y D es cerrado.

Para cada 3 < k, el teorema 15.4 nos permite tomar g(3) € [\ C, tal que
B < g(B). Tenemos asi una funcién g : K — &. a<p
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Por el teorema 15.7, el conjunto
C={ek|g[\CA}

es c.n.a. en k (en principio tenemos que es c.n.a. el conjunto de todos los or-
dinales o < k tales que g[a] C «, pero es claro que el conjunto de los A < K
también es c.n.a., y C es la interseccién de ambos conjuntos). Si probamos que
C' C D tendremos que D no esta acotado.

Sea A € C. Tomamos o < A y hemos de ver que A € C,, para lo cual se ha
de cumplir que A N C,, no esté acotado en A. Ahora bien, si 6 < A, tomamos
ec€Atal que a, 6 <e. Asid < g(e) e ANC,. "

15.2 Conjuntos estacionarios

Los resultados que hemos obtenido sobre los conjuntos cerrados no acotados
en un ordinal limite A se interpretan més adecuadamente con ayuda de la nocién
siguiente:

Definicién 15.10 Sea A un ordinal limite de cofinalidad no numerable. Defi-
nimos el filtro de cerrados no acotados en A\ como el conjunto

cna.(A)={X cA|VC(C cC X ACescna.en A} CPA
Es inmediato comprobar las propiedades siguientes:
a) A € cna.(A), & ¢ cn.a(N),
b) SiX CY C Ay X €cmn.a.()\) entonces Y € c.n.a.(N),

¢) Si{Xa}a<p es una familia de elementos de c.n.a.(A) con 8 < cf A, entonces

N X. € cn.a.(A).
a<f

Informalmente, podemos pensar que los elementos de c.n.a.(\) son subcon-
juntos “muy grandes” de A. Asi, la propiedad a) dice que A es muy grande,
mientras que & no lo es, b) afirma que todo conjunto que contenga a otro muy
grande es muy grande, y c) dice que la interseccién de menos de cf A conjuntos
grandes sigue siendo un conjunto grande.

Los complementarios de los conjuntos “muy grandes” son los conjuntos “muy
pequenos”. Definimos el ideal de cerrados no acotados de A\ como el conjunto

cna.(\) ={X CcA| A\ X €cna.()\)}.
Las propiedades siguientes se deducen inmediatamente de las del filtro:
a) @ € cn.a.(A), A ¢ cn.a.(N),
b) SiXCY CAeY €cmn.a.(\) entonces X € c.n.a.(\),
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¢) Si{Xa}a<p es una familia de elementos de c.n.a.(A)’ con 8 < cf A, enton-
ces

U X4 € cna.(N).
a<lf

Ejercicio: Probar que si A es un ordinal de cofinalidad no numerable y X C A,
|X| < cf A\, entonces X € c.n.a.(\).

El interés de estos conceptos se debe a que, por ejemplo, si tenemos una
familia de menos de k subconjuntos “muy grandes” de un cardinal regular k,
sabemos que la interseccién sera también “muy grande”, y en particular serd
no vacia, luego podremos tomar ordinales que cumplan simultdneamente las
propiedades que definen a todos los conjuntos de la familia. No obstante, es
frecuente tener que trabajar con conjuntos que no son “muy grandes”, pero
puede ser suficiente con que no sean “muy pequenos”.

Definiciéon 15.11 Sea A un ordinal de cofinalidad no numerable. Un conjunto
E C X es estacionario en X si E ¢ cn.a. ().

He aqui las propiedades elementales de los conjuntos estacionarios:

Teorema 15.12 Sea A un ordinal de cofinalidad no numerable y E C X. Se
cumple:

a) Si E es c.n.a en A entonces E es estacionario en \.
b) E es estacionario en X siy solo si corta a todo c.n.a. en A.
c) Si E es estacionario en A entonces no estd acotado en A.

d) Si E es estacionario en A y C' es c.n.a. en A entonces ENC' es estacionario
en A.

DEMOSTRACION: a) es inmediato: si F no fuera estacionario entonces A\ E
contendria un c.n.a. disjunto de E.

b) E es estacionario si y s6lo si A\ E ¢ c.n.a.(\), si y s6lo si no existe ningtin
cn.a. C tal que C C A\ E, si y solo si todo c.n.a. C corta a E.

¢) Se sigue de b) junto con el hecho obvio de que si & € A entonces A\ « es
c.n.a.

d) Si C’ es otro c.n.a. en A, entonces C N C’ es c.n.a., luego ENCNC' # &
por b), luego, también por b), E N C es estacionario. "

Veamos ahora un ejemplo de conjuntos estacionarios:

Teorema 15.13 Sea A un ordinal limite de cofinalidad no numerable y k < cf A
un cardinal reqular. Entonces el conjunto

{a <A cta=k}

es estacionario en \.
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DEMOSTRACION: Llamemos E al conjunto del enunciado. Sea C un c.n.a.
en Ay sea a = ordC. Tenemos que || = |C| > cf XA > k. Por lo tanto k < a.
Sea f : @ — C' la semejanza. Igual que en la prueba de 15.5 se ve que f es una
funcién normal, por lo que cf f(k) = cf K = K, de modo que f(k) € CNE. Por
el teorema anterior concluimos que E es estacionario. [

Ejemplo Los conjuntos
{a<wy|cfa=N} v {a<ws|cfa=8}

son estacionarios disjuntos en wo, luego vemos que la interseccién de conjuntos
estacionarios no es necesariamente estacionaria. Mds atun, de aqui se deduce
que existen conjuntos estacionarios que no son cerrados. n

Veamos ahora una caracterizacion muy tutil de los conjuntos estacionarios en
un cardinal regular. Para ello necesitamos una definicién:

Definicién 15.14 Si A C k, una aplicacién f: A — k es regresiva si
Na € Ala#0— f(a) < a).

Teorema 15.15 (Fodor) Sea x un cardinal regular no numerable y E C k.
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) E es estacionario en K,

b) Si f: E — Kk es regresiva, existe un o < £ tal que

fT'{aY] ={BeE|f(B)=a}
es estacionario en K,

¢) Si f: E — k es regresiva, existe un a < k tal que

fT'H{eY ) ={BeE|fB)=a}
no estd acotado en k.

DEMOSTRACION: a) — b) Si f es regresiva pero f~1[{a}] no es estacionario
para ningiin « < &, tomemos un c.n.a. C, tal que C, N f~[{a}] = @. Entonces

D= A C, estambién c.n.a. en k. Por consiguiente END es estacionario, luego
a<k

podemos tomar v € END, v # 0. En particular v € [ Cy. Sead = f(v) < 7.
a<ly
Asiy e f7H{6}NCs = 2.
b) — c¢) es obvio.

¢) — a) Si E no es estacionario, sea C' un c.n.a. en s tal que CNE = &. Sea
f+ E — & la aplicacién dada por f(«) = sup(C' N «). Claramente f(a) < «,
pero f(a) € C'y a € E, luego de hecho f(a) < ay f es regresiva.
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Por otra parte, si v < k, como C no estd acotado, existe un a € C tal que
¥ < a. Vamos a probar que f~'[{y}] C a + 1, es decir, que f1[{v}] estd
acotado en k para todo 7, en contradiccién con c). En efecto, sid € Ey a < 9,
entonces f(0) =sup(C' NJ) > a, pues a € CN . Asi pues, f(8) # . "

Terminamos la seccién con un resultado nada trivial sobre conjuntos esta-
cionarios que fue probado por Solovay en 1971. No lo vamos a usar después,
pero tiene aplicaciones importantes. Necesitamos un resultado previo auxiliar.

Teorema 15.16 Sea k un cardinal reqular no numerable y sea E un subconjunto
estacionario en k. Entonces el conjunto

T={A€eE|cfA=RyV (cfXA >Ry AENA no es estacionario en \}
es estacionario en k.

DEMOSTRACION: Tomamos un conjunto c.n.a. C' en k. Hemos de probar
que CNT # 2. Sea

C'={\ € C | CNAno estd acotado en A}.

Veamos que C es c.n.a. Por el teorema 15.5 sabemos que existe una funcién
normal f : kK — & tal que f[x] = C. Por otra parte, el conjunto L = {A\|A < K}
es claramente c.n.a. en s, luego existe g : K — k normal tal que g[k] = L. Sea
h=go f:k— k. Basta ver que C' = h[x].

Si « € K, entonces g(a) € k es un ordinal limite, luego

he) = flg(@)) = U f(9),

deg(a)

donde cada f(0) € C, luego h(a) N C no estd acotado en h(a). Asi pues,
ha) € C".

Tomemos ahora A € C’. Sea a < k tal que f(a) = A. Si @ = 0 entonces A
es el minimo de C, luego C' N A = & estd acotado en A, lo cual contradice que
xecl.

Sia = G+1 entonces f(() es una cota de CNAen A, pues f(3) € f(B+1) = A
y, si § € C'N A entonces 6 = f(v) paraun v € k. Asi, § < A, f(v) < f(a),
y<a=p0+4+1v<8, 6= f(y) < f(B), luego también C' N A resulta estar
acotado en A y tenemos otra contradiccién.

La tnica posibilidad es que a sea un limite, luego existe ¢ < k tal que
a=g(e), y asi A = h(e) € h[x].

Como E es estacionario y C’ es c.n.a. tenemos que ENC’ # &. Sea A el
minimo de ENC’. Sicf A = Ny entonces A € TN C # &. Supongamos que
cf X > Ng. Como A € C’ tenemos que A N C no estd acotado en A. Vamos a
probar que, de hecho, A N C’ no estd acotado en A. Para ello consideramos la
aplicacién f : A — X que a cada o € A le asigna el minimo ordinal en AN C
mayor que «.

Vamos a probar que si a < A, entonces f“(a) € AN C’ vy, desde luego,
a < f¥(a). Teniendo en cuenta que 6 < f(§) para todo § < A, es claro que
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la sucesién f"(«) es estrictamente creciente de ordinales de A N C. De aqui
deducimos que su supremo f“(«) es un ordinal limite y f“(a) N C no estd
acotado en f¢(a). Como C es cerrado concluimos que f“(a) € C'y de aqui a
su vez que f¥(a) € ANC".

Por otra parte, es inmediato comprobar que AN C’ es cerrado en A, luego se
trata de un c.n.a. Ahora bien, ANC")N(ANE) C AN(C'NE) =@, porque A
es el minimo de C' N E. Esto significa que £ N A no es estacionario en A, luego
AeTNnC +#£@. n

No es facil encontrar ejemplos de conjuntos estacionarios disjuntos en ¥;.
Sin embargo, lo cierto es que existen, como se desprende del siguiente teorema
general:

Teorema 15.17 (Solovay) Sea k un cardinal reqular no numerable y A un
conjunto estacionario en k. Entonces existen conjuntos {Eq}a<y estacionarios
en K y disjuntos dos a dos tales que

A= | E.

a<k
DEMOSTRACION: Sea
T={AeA|ctA=RyV (cfA >Ry A AN X no es estacionario en A},

que segun el teorema anterior es estacionario en k. Para cada A € T' tomemos
fr i cf A — X cofinal y normal. Veamos que si cf A > R, podemos exigir que
Al ANT = 2.

En efecto, si ¢f A > Ny tenemos que A N A no es estacionario en A, luego
tampoco lo es T'N A. Por consiguiente existe un c.n.a. C' en A de manera que
CNTNA=d. Definimos f} : cf A — X mediante

f5(0) =minC,

[3(a+ 1) = minimo ordinal € € C tal que f5(a) <ey fi(a) <e.

HXN)= U £309).

<N

Claramente f} es normal y una simple induccién (usando que C' es cerrado
en el caso limite) prueba que f¥ : ¢fA — C. Como fi(a) < fi(a+ 1)
para todo a@ < Ay fr es cofinal, es claro que f} también lo es, y ademads
AN NT CcONT =2.

En lo sucesivo suprimiremos los asteriscos. Veamos ahora que existe un
0 < k tal que para todo € < k el conjunto

F.={MeT|d<ctAN fr(6) > €}

es estacionario en k.
En caso contrario, para todo d < k existe un ¢(d) < k y un c.n.a. C5 en k
tales que
{ANeT|d<ctAN fir(0) > €(0)}NCs = 2.
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Equivalentemente, para todo § < k existe un €(J) < k y un c.n.a. Cs en Kk
tales que si A € TNCs y & < cf A, entonces f»(d) < €(9).
Sea C = A C,, queescmn.a.enk. SiAe€ CNT, entonces

NS < cf X fr(5) < €(9)

(puesto que A € T'N Cy).

Claramente, D} = {v € k| €(§) < v} = K\ (e(§) + 1) es c.n.a. en k. Por
consiguiente, Ds = {y € C | €(6) < v} = CN D} es cn.a. en Kk y, a su vez,
D={yeC| N <vyeld) <y} = A Dsescn.a.en k.

0<K

En consecuencia T'N D es estacionario y, en particular, tiene al menos dos
elementos v < A. Veamos que

() Sid<~vyyd<ct, entonces fi(9) < e(d) < 7.
En efecto, A € D, A € CNT, fr(0) < €(d) y, como v € D, también €(d) < 7.

Como fy es cofinal, existe un § < cf A (podemos tomarlo infinito) tal que
v < £ (0), luego —por lo que acabamos de probar— v < § < c¢f A\. En particular
la condicién § < cf A es redundante en (x), y ademds tenemos que cf A > Rg.
Tenemos, pues, que sid < v entonces f(d) < 7, luego fin(y) = U fu(d) <.
o<y

Como fy es normal tenemos, de hecho, la igualdad fy\(vy) = =, pero esto es
imposible, pues vy € T'y fa(v) ¢ T.

Con esto hemos encontrado un § < k tal que para todo € < k el conjunto
F, es estacionario en k. Sea g : T — k la funcién dada por g(A) = fi(9),
obviamente regresiva.

Para cada € < K tenemos que g|r. : F. — K es regresiva, luego por 15.15
existe un . < k tal que G, = (g|r,) " ({7e}) es estacionario en k.

Si A € G, entonces 7. = g(A\) = fu(d) > € (porque G, C F,). Asi pues,
Ne < k€ < 7.

Por consiguiente, el conjunto B = {7, | € < k} no estd acotado en &, luego
tiene cardinal x. Sea h : kK — B biyectiva y sea Eo = Gj(a). Asi, los conjuntos
E, son estacionarios en k y disjuntos dos a dos, pues si 7. # 7 entonces
G.NGe = 2. Ademas E, = Gh(a) C Fh(a) cTcCA.

Sea U = A\ U E4. Podemos cambiar Fy por Fy UU, y asi conseguimos

a<k
que la unién de los E, sea A. L]

15.3 Un teorema de Silver

Vamos a aplicar los resultados sobre conjuntos estacionarios y cerrados no
acotados para probar un importante resultado sobre la hipétesis de los cardinales
singulares.

Diremos que un cardinal infinito x cumple la HCG si 2® = x™. Diremos que
& cumple la HCS si 2% < k — k% = xF.
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Es claro que la HCG (resp. la HCS) equivale a que la HCG (la HCS) se
cumpla sobre todos los cardinales.

Teorema 15.18 (Silver) Se cumple:

a) Si Kk es un cardinal singular de cofinalidad no numerable y los cardinales
(infinitos) menores que k cumplen la HCG entonces k cumple la HCG.

b) Si no se cumple la HCS, entonces el minimo cardinal que no la cumple
tiene cofinalidad numerable.

¢) Si la HCS se cumple sobre los cardinales de cofinalidad numerable, enton-
ces se cumple sobre todos los cardinales.

En adelante supondremos que Ry < p = cfk < Ky que {ka}ac, €s una
sucesion normal de cardinales cofinal en k.

Definicién 15.19 Dos funciones f y g de dominio p son casi disjuntas si el
conjunto {a < p | f(a) = g(a)} estd acotado en u.

Una familia F de funciones de dominio p es casi disjunta si esta formada por
funciones casi disjuntas dos a dos.

Teorema 15.20 Si A\v < k v* < k, F C [] Aa es una familia casi disjunta
a<p
de funciones y el conjunto {a < p | |Aa| < Ko} es estacionario en u, entonces

|F] < k.

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que los conjuntos
A, estan formados por ordinales y que {a < p1 | Ay C Ko} es estacionario en
pues, biyectando cada A, con su cardinal podemos construir otra F equipotente
a la dada y en las mismas condiciones.

Sea Ep = {\ < | Ax C K}, que es estacionario en y, pues es la interseccién
del conjunto que estamos suponiendo que es estacionario con el conjunto de los
ordinales limite < u, que es c.n.a.

Si f € F, entonces para todo A € Ey tenemos que f(A\) € Ay C k) y como
{ka}a<u s normal existe un ordinal g(\) < A tal que f(X) € Ky(n)-

Como Ej es estacionarioy g : Fy — p es regresiva, el teorema 15.15 nos da
un conjunto estacionario £y C Ejy tal que g es constante en Ey: En particular
f esta acotada en Ef por un K, < K.

La aplicacién que a cada f le asigna f|g, es inyectiva, pues si f|g, = g|g,
entonces f = g por ser F casi disjunta (los conjuntos Ey y E4 son no acotados).

El ndmero de funciones h : E — ko con E C p fijo es a lo sumo (teniendo
en cuenta la hip6tesis)

U

a<p

< > KEE<S Y K=k

a<p a<p

Como |Pu| = 2* < &, el ntimero de funciones h : E — &, para cualquier F
es a lo sumo 2* - Kk = K.
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Como hemos asociado a cada f € F una funcién h = f[g, distinta y a lo
sumo puede haber k funciones h, ha de ser |F| < k. "

En realidad vamos a necesitar una ligera variante de este teorema:

Teorema 15.21 Si A\v < k v* < k, T C [] Ao es una familia casi disjunta
a<p

de funciones y el conjunto {a < p | |As] < KL} es estacionario en u, entonces
|F] < K.

DEMOSTRACION: Como en el teorema anterior podemos suponer que los
conjuntos A, estén formados por ordinales y que Fy = {a < | Ay C K1} es
estacionario en .

Sea f € Fy E C Ey estacionario. Definimos

Fre=1{9€T[NacEg(a) < fla)}.

Claramente se trata de una familia casi disjunta contenida en [[ B, donde
a<p

Ba:{f(a)—i—l sia€FE,

K en caso contrario.
Asi, si @ € E C Ey, tenemos que f(a) € k}, luego |By| = |f(a) + 1] < k.
Por consiguiente el conjunto {a < | |Ba| < Ko} es estacionario (contiene a E)

y podemos aplicar el teorema anterior, segin el cual |F; g| < k.
Ahora definimos

Fr={9€F|VE C Ey(E estacionario A Aa € Eg(a) < f(a))} =UFt.E,
E

donde E varia en los subconjuntos estacionarios de Fy. Claramente

|Fr] <>k <2Mk = k.
E

Veamos finalmente que |F| < k*. En otro caso tomemos { fo } o< .+ funciones

distintas en F. Tenemos que ‘ U Fa| < > k=kT, luego ha de existir una

a<rt a<kt
funcién f e F\ |J Fa.
a<kt
En tal caso el conjunto {y € Ey | f(7) < fo(¥)} no es estacionario para
ningtin o < 7, luego su complementario {y € Ey | fo(y) < f(7)} si lo es, y
esto significa que cada f, € Fy, lo cual es imposible, dado que hay £ funciones

fay|?f|§1€. ]

El apartado a) del teorema de Silver es un caso particular del teorema si-
guiente:

Teorema 15.22 Si el conjunto {a < p | 2°= = K1} es estacionario en p,
entonces 2 = k.
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DEMOSTRACION: Veamos que A\v < k v# < k. En efecto, si v < k sea « tal
que v, u < Ko y 2% =k}, Entonces v# < gl = 2% = kT < 5,41 < K.

Para cada X C & sea fx = {Xa}ta<u, donde X, = X N k. Definimos
F={fx|X Ck}. Si X #Y entonces fx y fy son casi disjuntas, pues ha de
existir un « tal que X Nky #Y Nk y entonces {0 < p | fx(0) = fy(d)} C a.
En particular, si X #Y entonces fx # fy, luego |F| = 2~.

Por otra parte F es una familia casi disjunta de funciones contenida en

[T Pra y el conjunto {a < p | |Pra| = KL} es estacionario en . El teorema
a<p

anterior nos da, entonces, que 2% = |F| < k™. "

Para probar el resto del teorema de Silver necesitamos un paso maés:

Teorema 15.23 Si A\v < k v < k y el conjunto {a < p | k&% = KT} es
estacionario en i, entonces kK = k™.

DEMOSTRACION: Para cada h : p — & sea f, = {ha}a<u, donde las
aplicaciones h,, : 4 — & vienen dadas por

ha(B) = {Mﬁ) si () < Ka,

0 en otro caso.

Sea F = {fn | h € "k}. Si h # g, entonces f, y fn son casi disjuntas, pues
si h(0) # ¢g(§) y ambos son menores que k,, entonces

{6 < | fald) = £,(0)} Ca+1.

En particular si h # g se cumple fj, # f,, luego |F| = x#. Ademés F es casi

disjunta y estd contenida en [] *kq.
a<p

Queremos aplicar el teorema 15.21 para concluir que £* = |F| < k*. Nece-
sitamos, pues, probar que el conjunto £ = {a < u | k% = 1} es estacionario
en p. Para ello consideramos el conjunto

C={<pl|Av<ryvh<ry}

. f . .
Veamos que si A € C entonces x5 " = . De aqui se seguird que

{a<p|kdre =xinCCE

y, como el conjunto de la izquierda es estacionario por hipétesis, si probamos
también que C es c.n.a., concluiremos que E es estacionario, tal y como nos
hace falta.

Sea, pues, A € C. Entonces cfry = cfA < A < p. Sea ky = > Va,

a<cf Kk

donde Aa < cf k) v < k). Asi

n
sis= (8 w) s I os 1 m=s
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Segun lo dicho, ahora sélo queda probar que C es c.n.a. en u. Para ello
definimos [ : p — p mediante

l(a) =min{B < p | kL < Kkg}.
Basta probar que
C={M|A<putn{a<plla] Ca}.

En efecto, si A € C' y a < A, entonces k¥ < K, existe un 8 < A tal que
Kl < kg, luego I(a) < B < A. Por lo tanto I[A] C .

Reciprocamente, si [[A] C Ay v < Ky, sea a < A tal que v < K,. Entonces
v < kb < Kia) < K, luego A € C. "

Ahora estamos en condiciones de probar el apartado b) del teorema de Silver,
y el apartado ¢) es una consecuencia inmediata. Sea s el minimo cardinal que
incumple la HCS, es decir, £ > Rg, 2°7% < &, pero k'* > k. Supongamos que
cf k > Ng.

Sea pt = cf K y {Ka}a<u como en los teoremas precedentes. Tenemos que la
HCS se cumple bajo k, luego el argumento del teorema 14.18 es vélido en este
contexto y nos permite probar que si v < k entonces v* toma uno de los valores
2¢ 1o pt, luego en particular Av < k v* < k.

Sea E = {a < p|cfry = Vg A 2% < k,}. Es claro que E es estacionario
en pu, pues contiene a la interseccién del c.n.a. p \ g, donde ag es el minimo
ordinal tal que 2% < k,,, con el conjunto {\ < p | cf A (= cf ky) = o}, el cual
es estacionario por el teorema 15.13.

Si a € E, entonces 2%« < g, con cf Ky = Vg y, como k, < Kk cumple
la HCS, k&f*e = kT, de modo que E C {a < pu | k% = kF}. Concluimos
que este tltimo conjunto es estacionario y ello nos permite aplicar el teorema
anterior, segin el cual kK% = 7. L]

Tenemos asi un ejemplo no trivial de las numerosas restricciones que se
conocen sobre la funcién del continuo en cardinales singulares. Por ejemplo, si
suponemos que Ao < wq PALEES N,+1, entonces necesariamente Mwy = N +1-
En cambio, aunque supongamos

/\TL cw 2N" = Nn—‘,—l

no podemos demostrar —aunque no es facil probar que asf es— que 2% = R,
es decir, la HCS no puede demostrarse ni siquiera para R,,. Esto no significa que
28w esté libre de este tipo de restricciones. Por ejemplo, un profundo teorema
de S. Shelah de 1982 afirma que, para todo ordinal limite A:

Nif/\ < N(l)\‘cf Ayt

En particular, si An € w 2% < R,,, entonces 28 = RE0 < Rgng+.

Mas sorprendente atn es otro teorema de Shelah de 1990, segun el cual, si
280 < N, entonces R¥0 < N, . Estos resultados son algunas consecuencias de la
llamada teoria de las cofinalidades posibles, descubierta por Shelah y que tiene
muchas mas consecuencias en muchas ramas de la teoria de conjuntos.
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15.4 Cardinales de Mahlo

Los cardinales inaccesibles son los mas pequenos de los llamados “cardinales
grandes”. Los siguientes en la lista son los cardinales de Mahlo, que ahora vamos
a introducir.

Definicién 15.24 Un cardinal x es (fuertemente) de Mahlo si k es (fuerte-
mente) inaccesible y el conjunto {u < & | 4 es regular} es estacionario en .

En realidad los cardinales de Mahlo cumplen mucho méas de lo que exige la
definicién:

Teorema 15.25 Si k es un cardinal (fuertemente) de Mahlo, entonces el con-
gunto {p < k| p es (fuertemente) inaccesible} es estacionario en k.

DEMOSTRACION: Basta ver que el conjunto
C = {p < k| p es un cardinal limite (fuerte)}

es c.n.a. en k, pues el conjunto del enunciado es la interseccién con C' del con-
junto de la definicién de cardinal de Mahlo.

El conjunto C' es cerrado porque el supremo de un conjunto no acotado de
cardinales es un cardinal limite, y si los cardinales son limites fuertes el supremo
también lo es.

Si a < K, sea pg = a™ y definimos An € w pn11 = u (respectivamente
An € w ppy1 = 2#7). Como k es un cardinal limite (fuerte), se cumple que

/\n € w Uy € KY, COMO K €S regular, W = sup U, € K. Claramente M €S un
new

cardinal limite (fuerte), de modo que p € C A a < u. Asi pues, C no estd
acotado en k. [

De este modo, si k es un cardinal fuertemente de Mahlo, entonces V, es
un modelo de ZFC en el que existe una clase propia de cardinales fuertemente
inaccesibles (porque los ordinales de V, son los ordinales < k y por encima
de cualquiera de ellos hay un cardinal inaccesible. Méas atn, éstos estan “bien
distribuidos”, en el sentido de que forman una clase estacionaria. Mds ain, si
f : kK — K es la semejanza entre x y el conjunto de cardinales fuertemente
inaccesibles bajo k y 4 = f(wi7 + 1), entonces p es un cardinal fuertemente
inaccesible que tiene exactamente Ni7 cardinales fuertemente inaccesibles bajo
si, luego V,, es un modelo de ZFC + existen exactamente N7 cardinales fuerte-
mente inaccesibles.

Asi pues, la consistencia de que exista un cardinal fuertemente de Mahlo im-
plica la consistencia de que exista cualquier cantidad de cardinales fuertemente
inaccesibles, luego por el teorema de incompletitud la consistencia de que exista
un cardinal de Mahlo no puede probarse ni siquiera suponiendo consistente que
exista cualquier cantidad de cardinales inaccesibles. Al igual que ocurre con
los cardinales inaccesibles, todo esto sigue siendo cierto si hablamos de cardi-
nales débilmente de Mahlo y cardinales débilmente inaccesibles. De hecho, la
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consistencia de que existan cardinales débilmente de Mahlo equivale a la con-
sistencia de que existan cardinales fuertemente de Mahlo, pero esto no estamos
en condiciones de justificarlo aqui.

Se suele decir que un cardinal de Mahlo es “mas grande” que un cardinal
inaccesible, pero esto no ha de ser entendido en sentido literal: pueden existir
cardinales k < p de modo que k sea de Mahlo y u sea inaccesible. La compa-
racion debe entenderse en dos sentidos: por una parte, el minimo cardinal de
Mahlo & (si existe) ha de ser mucho mayor que el minimo cardinal fuertemente
inaccesible, pues x ha de dejar bajo si un conjunto estacionario de cardinales
fuertemente inaccesibles; por otra parte, también se dice que un cardinal de
Mahlo es mas grande en el sentido de que implica la consistencia de que existan
muchos cardinales inaccesibles, es decir, en el sentido de que suponer la existen-
cia de un cardinal de Mahlo es “mds fuerte” que suponer la consistencia de un
cardinal fuertemente inaccesible.

A partir de la existencia de un cardinal fuertemente de Mahlo no puede pro-
barse la existencia de dos de ellos, pues si u < & son dos cardinales fuertemente
de Mahlo, entonces es facil ver que V,; es un modelo de ZFC donde sélo existe
un cardinal de Mahlo. Por consiguiente, postular la existencia de dos cardinales
de Mahlo es maés fuerte que postular la existencia de uno solo, etc.

Todavia se puede ir mas alla:

Definiciéon 15.26 Sea v un ordinal infinito. Definimos los conjuntos

Mo(v) = {k <~]&k es (fuertemente) inaccesible},
Maoi1(y) = {keM,(y) | {n<k|p€ My(v)} es estacionario en k},
My(v) = () Ms(v).
o<

Definimos las clases
Mo = U Ma(v).
YEQ
A los elementos de M, los llamaremos cardinales (fuertemente) a-Mahlo. El
ordinal v que aparece en la definicién es un auxiliar técnico para evitar una
recurrencia con clases propias que no estaria justificada, pero se comprueba
inmediatamente lo siguiente:

Para todo cardinal infinito x:
k es (fuertemente) 0-Mahlo si y sélo si es (fuertemente) inaccesible.

k es (fuertemente) a+1-Mahlo si y s6lo si es (fuertemente) a-Mahlo y el conjunto
{p < k| p es (fuertemente) a-Mahlo} es estacionario en k.

k es (fuertemente) A\-Mahlo si y sélo si es (fuertemente) §-Mahlo para todo
§< A

De este modo, los cardinales (fuertemente) de Mahlo son precisamente los
(fuertemente) 1-Mahlo. Es facil ver que la situacién en cuanto a consistencia de
los cardinales 2-Mahlo respecto a los 1-Mahlo es la misma que la de los 1-Mahlo
respecto a los inaccesibles, con lo que tenemos una escala de cardinales grandes.
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Notemos que si k es un cardinal (fuertemente) a-mahlo y para cada § < «
llamamos pg al menor cardinal (fuertemente) G-Mahlo, entonces la aplicacién
f+a — K dada por f(B) = up es inyectiva y creciente, luego o < k. Asi
pues, un cardinal k£ puede a lo sumo ser (fuertemente) xk-Mahlo, pero nunca
K + 1-Mahlo.

Es posible definir cardinales mucho mayores —en el sentido de consisten-
cia relativa— que los cardinales k-Mahlo. Por nombrar los méas importantes
citaremos —en orden de magnitud— los cardinales débilmente compactos, los
cardinales medibles, los fuertemente compactos, los supercompactos y los car-
dinales enormes, aunque hay muchos maés.

El interés principal de los cardinales grandes es que son necesarios en mu-
chas pruebas de consistencia. Por ejemplo, la negacion de la hipdtesis cardinales
singulares implica la consistencia de que existan infinitos cardinales débilmente
compactos, y cada cardinal débilmente compacto k es fuertemente x-Mahlo.
Esto significa que no podemos demostrar la consistencia de =HCS si no supo-
nemos —como minimo— la consistencia de que existan cardinales débilmente
compactos.






Apéndice A

Conceptos elementales de la
teoria de conjuntos

En este apéndice recogemos por completitud los conceptos que conforman el
vocabulario bdsico en torno a los conjuntos (aplicaciones, relaciones de equiva-
lencia, relaciones de orden, etc.) Todo cuanto sigue puede interpretarse de tres
formas distintas:

e Como definiciones y razonamientos metamatemédticos aplicables a colec-
ciones de objetos cualesquiera, con tal de que estén bien definidas en el
sentido discutido, por ejemplo, en la primera seccién del capitulo III.

e Como definiciones y teoremas de la teorfa de conjuntos (bédsica) de von
Neumann-Bernays-Godel (NBG*), en cuyo caso hemos de sustituir la
nocion metamatematica de coleccién de objetos por el concepto técnico
de “clase”.

e Como definiciones y teoremas de la teorfa de conjuntos (béasica) de Zermelo-
Fraenkel (ZF*), en cuyo caso la nocién bdsica no definida es la de “con-
junto”.!

Ante la necesidad de tomar una opcién, hemos formulado los resultados en
términos de clases y conjuntos, es decir, de acuerdo con la teoria axiomadtica
NBG*, de modo que la “traduccién” a los otros dos casos se reduce a sustituir
“clase” y “conjunto” por “coleccién” (bien definida) o por “conjunto” en cada
ocasion.

No entramos en problemas de existencia de las colecciones/clases/conjuntos
de los que hablamos, pues estas cuestiones se resuelven de forma distinta en
cada contexto: a nivel metamatematico son inmediatas, mientras que en las dos
teorias de conjuntos estan cuidadosamente discutidas en el capitulo VIII.

L Aunque también tiene sentido aplicar todo cuanto sigue a clases arbitrarias en el sentido
discutido en la pag. 239.

415
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Desde el punto de vista metamatemédtico, una expresion de la forma u € X
significard que u es un elemento de la coleccién X, mientras que desde el punto
de vista de las teorias axiomaticas € es un relator diddico del lenguaje for-
mal, por lo que no tiene definicién. La expresién {z | ¢(z)} representard a
la coleccién/clase/conjunto de los objetos/conjuntos x que cumplan la propie-
dad/formula ¢(x), donde ¢(x) puede hacer referencia a otros objetos / tener
otras variables libres aparte de x. A menudo emplearemos variantes como

{reX|o@)}={z]|ze X Adx)}

Representaremos por {z,y} a la coleccién/clase/conjunto formada exacta-
mente por los objetos/conjuntos z, y. El par ordenado de componentes z, y
(en este orden) puede ser definido como (x,y) = {{z}, {z,y}}, aunque metama-
temédticamente esto es superfluo. No haremos referencia a conceptos carentes de
contenido metamatemético, como pueda ser la clase universal (la clase de todos
los conjuntos).

El algebra de clases Dadas dos clases A y B, se define su union y su inter-
seccion respectivamente como

AUB={z|z € AV e B}, AnB={x|ze€ ANz € B}.

Su diferencia es la clase A\ B ={x |z € A A x ¢ B}. La clase vacia se
define como @ = {x |  # x}. Se dice que una clase A es una subclase de B o
que estd incluida en una clase B si cumple

ACB=Nz(x€ A—x€B).

Aplicaciones Se define el producto cartesiano de dos clases A y B como la
clase
Ax B={(a,b) |[ac ANbe B}.

Una clase F' es una funcidn si sus elementos son todos pares ordenados y un
mismo conjunto x no aparece como primera componente de dos pares distintos
en F, es decir,

F es una funcién = Az € FVuvz = (u,v)

A Nuwvw((u,v) € F A (u,w) € F — v =w).

Se define el dominio (rango) de una clase A como la clase de las primeras
(segundas) componentes de los pares ordenados que pertenezcan a A, es decir,

DA={z|Vy(x,y) € A}, RA={x|Vy(y,z) € A}.

De este modo, si F es una funcién y € DF, existe un tnico conjunto y tal
que (x,y) € F. Lo representaremos por y = F(z) y lo llamaremos imagen de x
por F. Formalmente, definimos
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teniendo en cuenta que F'(z) sélo es una descripcién propia cuando F' es una
funcién y = € DF.

Una clase F' es una aplicacidn de una clase A en una clase B si cumple
F:A— B=Fesunafuncion AN DF = AARF C B.

De este modo, una aplicacién F' : A — B asigna a cada x € A una tnica
imagen F(z) € B.

Una aplicacién F : A — B es inyectivasi A\zy € A(F(z) = F(y) — x =vy),
es decir, si elementos distintos en A tienen imégenes distintas en B.

Cuando F' es una funcién y F(x) = y, se dice también que z es una an-
tiimagen de y por F. Si F': A — B, cada elemento de b puede tener varias
antiimagenes en A o no tener ninguna. Se dice que F' es suprayectivasi RF = B,
es decir, si cada elemento de B tiene al menos una antiimagen en A.

Una aplicacién F' : A — B es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva,
es decir, si cada elemento de A se corresponde con un unico elemento de B y
viceversa.

Notas A veces se define la grdfica de una aplicaciéon F' : A — B como la
clase {(z, F(z)) | ¢ € A}, pero conviene tener presente que, de acuerdo con las
definiciones que hemos dado, la gréfica de F' coincide con F'.

Asi mismo conviene observar que si F': A — By B C C, entonces también
F: A— C, por lo que la nocién de suprayectividad no depende tinicamente
de F, sino de F'y de B. m

SiF:A— By CCA,sedefine FIC] = {F(z) | x € C} C B. Formal-
mente,

F[Cl={be B|VceCb=F(c)}.
Similarmente, si D C B se define F~[D] = {z € A| F(x) € D}.

Es fécil probar que
F~'[DyU Do) = F'[Dy]JU F~ 1Dy, F~'[Dy N Do) = F[Dy) N F~ 1Dy,

Asi mismo F[Cl U Cg] = F[Cﬂ U F[CQ], pero F[Cl N 02] C F[Cl] n F[CQ] y en
general no se da la igualdad.

En general, para una clase arbitraria A definimos A~! = {(z,v) | (y,z) € A}.
De este modo, si F' : A — B biyectiva, se cumple que F~! : B — A biyectiva,
y se dice que F~! es la aplicacion inversa de F.

Notemos que en este contexto tenemos dos definiciones distintas de F~1[D],
pero ambas son equivalentes.

Dada una clase A, la aplicacién I4 : A — A dada por Ax € Ala(z) =z, se
llama identidad en A. Si A C B, la identidad en A considerada como aplicacién
A — B recibe el nombre de inclusion de A en B.



418 Apéndice A. Conceptos elementales de la teoria de conjuntos

Si FF: A— By C C A, se define la restriccion de F' a B como la clase
Flc =FNC x B, de modo que F|lc:C — By A\c€ CF|c(c) = F(c).

En general, dadas dos clases A y B, definimos su composicion como la clase
Ao B={(z,y) | Vz((z,2) € AA (2,y) € B)}.

Es fécil ver que (Ao B)oC =Ao(Bo(). SiF:A— ByG:B — C,
entonces F'o G : A — C y se cumple? que Az € A(F o G)(x) = G(F(x)).

Relaciones Una clase R es una relacidn en una clase A si R C A x A. En tal
caso, en lugar de escribir (z,y) € R, se escribe Ry y se lee “x estd relacionado
con y”. En estas condiciones:

a) R es reflexivasi N\x € Az Rx.
b) R es irreflexivasi Az € A-x Rx.

c) R es simétricasi Nzy € A(x Ry — y Rx).

e) R es asimétricasi Nzy € A(x Ry — —y Rx).

)
)
)
d) R es antisimétricasi Aoy € A(x Ry Ay Rz — x=1y).
)
f) R es transitivasi Neyz € A RyAyRz — x R 2).

)

g) Res conerasi \vy € A(x RyVyRuz).

Relaciones de equivalencia Una relacion de equivalencia en una clase A es
una relacién reflexiva, simétrica y transitiva en A.

Si R es una relacién de equivalencia en A y a € A, se define la clase de
equivalencia de a respecto de R como la clase [a]g = {x € A | x Ra}. Sino hay
confusién suprimiremos el subindice R.

De la reflexividad se sigue que a € [a], por lo que [a] # @. As{ mismo es
facil probar que

Ny € Az Ry < [z] = [y)),
Ay € A(~z Ry < [z]N [y] = 2).
En el resto de este apartado (si trabajamos en NBG*) hemos de suponer que

A es un conjunto, de modo que por el teorema 8.8 las clases de equivalencia son
también conjuntos.

Definimos el conjunto cociente del conjunto A respecto a la relacién de equi-
valencia R en A como el conjunto A/R de todas las clases de equivalencia de
R, es decir,

A/R=A{[z]gr | x € A}.

En general, un conjunto C' es una particion de un conjunto A si cumple

2Es frecuente definir F' o G de modo que (F o G)(z) = F(G(x)), pero, cuando se trabaja
con muchas aplicaciones, es mucho més facil invertir el orden cuando se deshace una com-
posiciéon que cuando se ha de plasmar por escrito una composicién cuyo esquema estd claro
mentalmente.
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a) A e Clx C ANz # 2),
b) NAa € A\VVz € Ca € x,
c) NeyeCla=yVany=2).

Tenemos, pues, que si R es una relacién de equivalencia en un conjunto A,
entonces el conjunto cociente A/R es una particién de A.

Ejercicio: Probar que si C es una particién de un conjunto A, entonces existe una
relacién de equivalencia R en A tal que C = A/R.

Relaciones de orden Una relacidn de orden en una clase A es una relacién
reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. A veces se dice también que R es
una relacion de orden parcial, mientras que una relacion de orden total es una
relacién de orden conexa.

Es habitual representar las relaciones de orden mediante el signo <, enten-
diendo que éste hace referencia a relaciones distintas segin el contexto.

Una relacion de orden estricto en una clase A es una relacién irreflexiva,
asimétrica y transitiva. Es claro que si < es una relaciéon de orden no estricto
en una clase A, entonces la relacién dada por x < y = (x <y Az # y) es una
relacion de orden estricto en A y, reciprocamente, si < es una relacién de orden
estricto en A, entonces la relacién dada por z < y = (x < y V & = y) es una
relacién de orden no estricto en A, por lo que ambos conceptos son equivalentes.

Sea A una clase ordenada por la relacion < y sea B C A. Entonces:
a) M € A es una cota superior de B si Ao € Bz < M,
b) m € A es una cota inferior de B si Ax € Bm < z,

)

)

c) M € Aesun marimalde Bsi M € By N\x € B(IM <x — M = z).

d) m € A es un minimalde Bsim € By \x € B(x <m — x =m).
)

M € A es el supremo de B si M es una cota superior de B y
Az € A(z es una cota superior de B — M < z).

[§]

f) m € A es el infimo de B si m es una cota inferior de B y
Az € A(z es una cota inferior de B — z < m).

g) M € A es el mdzimo de B si M € By M es una cota superior de B.
h) m € A es el minimo de B si m € B 'y m es una cota inferior de B.

Es facil ver que en un conjunto totalmente ordenado todo maximal es méximo
y todo minimal es minimo. Si un conjunto tiene méximo o minimo, supremo o
infimo, entonces éstos son tnicos. El supremo (infimo) de una clase es méximo
(minimo) si y sélo si pertenece a la clase.
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Un buen orden en una clase A es una relacién de orden < en A respecto a la
cual toda subclase de A tiene un minimo elemento (también se dice que A estd
bien ordenada por <). Todo buen orden es un orden total, pues si x, y € A,
tendremos = < y o y < x segun quién sea el minimo de {z,y}.

Cuando tenemos una clase A ordenada por una relacién < y una subclase
B C A, consideramos, aunque no se indique explicitamente, que B estd ordenada
por la restriccién de < a B, es decir, con la interseccion de < con B x B, de
modo que si z, y € B, se cumple x < y como elementos de B si y sélo si se
cumple como elementos de A.

Es inmediato comprobar que esta restriccion es un orden en B. Mas atn, B
estd totalmente ordenada o bien ordenada si A lo esté.

Una aplicaciéon F' : A — B entre dos clases ordenadas por respectivas
relaciones de orden <; y <5 es mondtona creciente o, simplemente, creciente
(respecto a dichas relaciones), si

Nry € A(x <1y — F(a) <2 F(y)).
Se dice que F' es mondtona decreciente o decreciente si cumple
Ny € A(z <1y — Fly) <2 F()).

Se dice que F es estrictamente mondtona creciente o decreciente si se cum-
ple esto mismo cambiando las desigualdades no estrictas < por desigualdades
estrictas <.



Apéndice B

Complementos sobre
aritmética

Recogemos aqui los hechos aritméticos bésicos que hemos usado en el libro,
especialmente en la primera parte. El lector debe convencerse de que todas
las afirmaciones que haremos aqui son verdaderas en sentido metamatematico.
Después de leer el capitulo VIII no deberia tener ninguna dificultad en conven-
cerse de que todas ellas se corresponden ademds con teoremas de la teoria de
conjuntos.

B.1 Hechos elementales

El lector puede saltarse sin duda alguna esta seccién. De todos modos, la
incluimos para hacer hincapié en que la aritmética elemental puede exponerse
informalmente (es decir, sin basarse en una teoria axiomdtica) y al mismo tiempo
con toda precisién y exactitud.!

Suponemos conocidos los nimeros naturales, asi como su ordenacién, es
decir, suponemos que el lector es capaz de continuar indefinidamente la sucesion

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12, 13, 14,

vy que sabe responder a preguntas tales como ;quién aparece antes en la sucesion,
15 0 27?7 El 15 aparece antes que el 27 y eso lo expresamos asi: 15 < 27. La
expresion m < n significard que m es menor o igual que n.

También suponemos que el lector sabe contar, en el sentido de que sabe
responder a preguntas tales como ;cudntos puntos hay aqui?

(¢] o (¢] o o O

1Si el lector detecta algunos de los numerosos saltos légicos que contienen las lineas si-
guientes, debe pensar que obedecen tnicamente al deseo de no aburrirle con disquisiciones y
matizaciones sobre hechos que conoce sobradamente.

421
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No todas las colecciones de cosas se pueden contar. Las colecciones que no
se pueden contar en el sentido usual de la palabra (porque no se acaban nunca)
se llaman infinitas.

Suma También es seguro que el lector sabe sumar. Decir que 7 4+ 5 = 12
significa que si a 7 cosas les afladimos 5 cosas més, tenemos 12 cosas. Estd claro
que si hemos de sumar varios nimeros no importara el orden en que lo hagamos:
743+ 8 =18 y da igual si hacemos 7+ 3 = 10 y 10 4+ 8 = 18, que si sumamos
primero 74+ 8 = 15 y 15+ 3 = 18, etc. En cualquier caso estamos juntando 7
cosas y 3 cosas y 8 cosas y contando cudntas tenemos. Sumar 0 es no anadir
nada, luego n 4+ 0 = n siempre. Naturalmente m < m+n y si un nimero n # 0
entonces m < m + n.

Sim < ny tenemos n cosas podemos deshacernos de m de ellas. El ntimero
de cosas que nos quedan lo llamamos n — m. Podemos alterar el orden de las
sumas y las restas siempre que no nos veamos en situacién de quitarle a un
nimero otro mayor.

Sim < n resulta que m + (n — m) = n. Esto nos relaciona como sigue la
suma y la relacion de orden: m < m si y sélo si existe un numero r tal que
m-+r=n.

Otro hecho claro es que si m +r = n + r, entonces m = n. (Si al anadir
r cosas a dos grupos terminan teniendo la misma cantidad de cosas, es que al
principio ya tenfan la misma cantidad de cosas). Similarmente se justifican otros
hechos similares, tales como que si m +n = 0 entonces m =n = 0.

Multiplicacién Multiplicar es sumar varias veces un mismo ndmero. La
férmula 4 - 3 = 12 significa que 4 +4 + 4 = 12. Es claro entonces que 0-n =0y
convenimos que n -0 = 0. Basta pensar en un rectangulo dividido en cuadrados
para convencerse de que la multiplicacién es conmutativa (es decir, mn = nm)
y basta pensar en un prisma dividido en cubos para convencerse de que es
asociativa (o sea, (mn)r = m(nr)).

Similarmente se justifican otras propiedades elementales, como la distribu-
tividad del producto respecto de la suma, etc.

Exponenciacion Finalmente tenemos la exponenciacién de niimeros natura-

les:
n veces

mt =,

Convenimos en que m® = 1. No es dificil convencerse de hechos tales como
que m"TT = m" . m" y m™ = (m™)". Por ejemplo, si multiplicamos m™ por
si mismo r veces, como cada m” se obtiene multiplicando n veces m, en total
hemos multiplicado nr veces m.

Similarmente se prueban otros hechos conocidos, como que 1n = n y que si
n>1lentonces 1 =n’ <n! <n? <nd<...
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Induccién También es conocido el principio de induccién, segin el cual:

Si 0 tiene una propiedad y podemos asequrar que Si un numero n
cualquiera la tiene, también la tiene n 4+ 1, entonces todo numero
tiene esa propiedad.

Esta claro: el cero tiene la propiedad, segtin lo dicho podemos justificar que
el 1 la tiene, de donde podemos justificar que 2 la tiene, y asi sucesivamente.
En el capitulo VI pueden encontrarse pruebas por induccién de la mayoria de
los hechos referidos en esta seccién. Las pruebas estan formalizadas en teorias
aritméticas, pero pueden tomarse también como pruebas metamatematicas fi-
nitistas.

A este respecto hay que notar un hecho: dar una demostracién (metama-
temadtica) por induccién es dar una prueba de que 0 cumple algo junto con un
argumento que nos garantice que n + 1 lo cumple supuesto que n lo cumpla.
A partir de estos datos es posible construir una prueba explicita de que cada
numero natural cumple lo pedido. Por ejemplo, una prueba de que 2 cumple lo
pedido consistira en

e La prueba de que 0 lo cumple, seguida de

e La prueba de que 1 lo cumple, basada en el argumento general y en que 0
lo cumple, seguida de

e La prueba de que 2 lo cumple, basada en el argumento general y en que 1
lo cumple.

De este modo una prueba por induccién puede entenderse como un esquema
de prueba que da lugar a una prueba particular para cada ntimero natural. Si
se cumplen determinados requisitos las pruebas pueden ser constructivas, en el
sentido de que si en ellas se afirma la existencia de determinados objetos, de la
demostracion puede extraerse un método para obtenerlos explicitamente.

Una variante del principio de induccién es como sigue:

Si podemos probar que un nimero natural cualquiera n cumple una
propiedad supuesto que los numeros menores que n la cumplen, en-
tonces todo niumero natural la cumple.

(En particular estamos afirmando que 0 tiene la propiedad, pues “los ntimeros
menores que 0”7 la cumplen, ya que no hay).

Buen orden Otro hecho elemental sobre nimeros naturales es el siguiente
principio de buena ordenacién:

Si un numero natural tiene una propiedad, entonces existe un nimero
natural que es el menor con dicha propiedad.

En efecto: no tenemos mas que ir recorriendo en orden los niimeros naturales
hasta encontrarnos con el primero que tenga la propiedad y ése sera el minimo
buscado.
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Division euclidea En el estudio de la aritmética natural juega un papel im-
portante el siguiente resultado:

Si D y d son nimeros naturales con d # 0, entonces existen unos
Unicos cy r tales que r <dy D =dc+r.

En este contexto D se llama dividendo, d divisor, ¢ cociente y r resto. Esta
claro: si queremos repartir D cosas en d grupos, podemos ir asignando una a
cada grupo tantas veces como sea posible hasta que nos quede una cantidad
r < d de cosas. Si en cada grupo han quedado c¢ cosas, los nimeros ¢ y r
cumplen la relacion indicada. No es dificil justificar la unicidad.

B.2 Divisibilidad

Dados dos nimeros naturales m y n, diremos que n es un maultiplo de m, que
n es divisible entre m o que m es un divisor de n, y lo representaremos m | n, si
existe un numero r tal que n = mr. En caso contrario escribiremos m 1 n.

Todo numero tiene entre sus divisores a 1 y a s{ mismo. Diremos que 1 y
n son los divisores impropios de n. Un divisor propio es un divisor que no es
impropio. 0 es multiplo de todos los nimeros, pues n - 0 = 0. Sin embargo, los
divisores de un nimero n # 0 son menores o iguales que n, luego cada niimero
no nulo tiene sélo un numero finito de divisores.

Es inmediato comprobar algunos hechos elementales, como que si m | n'y
n | r entonces m | r, 0 que si d | my d | n entonces d | m £ n.

Dados dos ntimeros m y n no simultaneamente nulos, definimos el mdzimo
comun diwwisor de m y n como el mayor de sus divisores comunes. Lo represen-
taremos por (m,n).

Es inmediato comprobar que si m > n entonces m y n tienen los mismos
divisores comunes que m — n y n. Por consiguiente (m,n) = (m — n,n). Esta
observacion proporciona un método para calcular el maximo comtn divisor de
cualquier par de numeros. Por ejemplo:

(60,42) = (18,42) = (18,24) = (18,6) = (12,6) = (6,6) = (6,0) = 6.

En general, cada vez que reducimos un par restando sus componentes pa-
samos a otro cuya maxima componente es estrictamente menor que la del par
anterior (salvo que una sea 0). Como el proceso no puede continuar indefinida-
mente siempre hemos de acabar con un par de la forma (d,0) o (0, d), precedido
del par (d, d), y entonces d es el méximo comun divisor buscado. Més atin, vemos
que d se obtiene a partir de m y n mediante un calculo sucesivo de diferencias:

(18,42) = (60— 42, 42),

(18,24) = (60— 42, 2-42 — 60),

(18,6) = (60—42, 3-42—2-60),

(12,6) = (3-60—4-42, 3-42—2-60),
(

(6,6) 5-60—7-42, 3-42—2-60).
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Es claro que este proceso es general, por lo que tenemos probado el teorema
siguiente:

Teorema (Bezout) Sim y n son nimeros naturales no simultdneamente
nulos, entonces existen nimeros naturales v y s tales que (m,n) = rm — sn o
bien (m,n) =rn — sm.

De aqui se sigue que (m,n) no sélo es mayor que cualquier otro divisor comin
de m y n, sino que de hecho es multiplo de todos ellos.

Un ntimero p es primo si p > 1 y no tiene divisores propios. Por ejemplo los
primeros primos son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...

Una propiedad fundamental de los primos es la siguiente: si p es primo y
p | mn, entonces p | m o bien p | n. En efecto, podemos suponer que m y n
son ambos no nulos. Si p 1 m, entonces, como p no tiene més divisores que 1
y p, necesariamente (p,m) = 1. Sean r y s tales que 1 = rm — sp. Entonces
n = rmn — spn. Como p | mn, es claro que p | n. n

Con esto podemos probar:

Teorema fundamental de la aritmética Todo nimero natural mayor que 1
se descompone de forma unica (salvo el orden) en producto de nimeros primos.

DEMOSTRACION: Sea m > 1. Es claro que si p; es el menor divisor de n
distinto de 1 entonces p; es primo, pues un divisor de p; distinto de 1 lo ha de
ser también de n, luego ha de ser p;. Asi pues, n = pyn;, para cierto nimero
natural ny. Si n; > 1 podemos aplicar el mismo razonamiento, con lo que
n = p1paNe, para un cierto primo po. El proceso contintia mientras n; > 1, pero
como ny > ng > ng > -+ tras un numero finito de pasos ha de ser n; = 1, con
lo que llegamos a una descomposiciéon de n en producto de primos.

Supongamos ahora que p;---p, = pj---p, son dos descomposiciones en
primos de un mismo numero. Digamos que r < s. Como p; divide al miembro
derecho, ha de dividir a alguno de los factores, pero como éstos son primos,
ha de ser p; = pf, para algin i. No perdemos generalidad si suponemos que
p1 = p}. Simplificando pasamos a la igualdad ps - - - p,. = p - - - p.. Repitiendo el
proceso podemos cancelar los r primos del miembro izquierdo original. Vemos
entonces que ha de ser = s o, de lo contrario, llegarfamos a que 1 = p/,_ - - py,
lo cual es imposible, ya que entonces ps dividiria a 1.

Siendo r = s, lo que hemos probado es que, reordenado adecuadamente los
factores de la derecha p; = p} para todo i, es decir, ambas factorizaciones son
la misma. =

Llamaremos exponente de un primo p en un niimero n al nimero de veces
que aparece p en la descomposiciéon en primos de n. Lo representaremos por
ep(n). Es facil probar hechos como que e,(mn) = e,(m) + e,(n).

Otro hecho bésico sobre niimeros primos es el siguiente:
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Teorema (Euclides) Hay infinitos nimeros primos.

DEMOSTRACION: Dado cualquier ntimero natural n, consideremos n!, es
decir, el producto de todos los nimeros menores o iguales que n. Sea p un
divisor primo de n! 4 1. Si fuera p < n tendriamos que p | n!' y p | n! 4+ 1, luego
p | 1, lo cual es absurdo. Consecuentemente p > n. Hemos probado que hay
primos arbitrariamente grandes, luego hay infinitos. L]

B.3 Congruencias

Diremos que dos ntiimeros naturales m y n son congruentes médulo un tercer
ntmero d, y lo representaremos m = n (mdéd d) si su diferencia m —n on —m
es multiplo de d.

Se cumple:
a) m=m (méd d).
b) Si m =n (mdéd d), entonces n = m (méd d).
c) Sim=n (méd d) y n =r (méd d), entonces m = r (méd d).
d) Dados m y d # 0, existe un dnico natural r < d tal que m = r (mdd d).

Las pruebas de estos resultados se hallan (formalizadas en una teorfa arit-
mética arbitraria) en el capitulo VI.

Noétese que dados m, ny d#0,sim=dc+ryn=dd +r' conr, r <d,
entonces se cumple que m = r (méd d) y n = ¢ (méd d), luego se tendrd que
m = n (méd d) siy sélo si r = ' (méd d), pero, por la unicidad, esto es si y
s6lo si r = r’. Hemos probado, pues, que dos niimeros son congruentes médulo
d si y sélo si el resto al dividirlos por d es el mismo.

Una dltima propiedad:
Sim=m' (méd d) yn=n' (méd d), entonces

m+n=m'+n (méd d) y mn =m'n’ (méd d).

En efecto: Podemos suponer d # 0, o si no es evidente. Sea m = dc + r,
n=dd+s, m' =de+r,n =de+s, conr, s <d. Veamos el caso del producto.
El de la suma es més simple. Tenemos que mn = d(cdc’ 4+ ¢s + rc’) + rs, luego
mn = rs (méd d) e igualmente m'n’ = rs (mdd d), de donde concluimos que

mn =m'n’ (méd d). u

Vamos a probar un resultado cldsico sobre congruencias, conocido como
teorema chino del resto. Para ello necesitamos un resultado previo:
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Teorema Si (m,n) = 1, para todo nimero ¢ existe un nimero x tal que
xm = ¢ (méd n).

DEMOSTRACION: Podemos suponer n > 2, pues los otros casos son triviales.
Entonces m # 0. Por el teorema de Bezout existen r y s tales que rm — sn =1,
crm — ¢ = csn, luego erm = ¢ (méd n). Basta tomar x = cr. L]

Se dice que dos ntimeros son primos entre s si su maximo comun divisor es
igual a 1.

Teorema chino del resto Sean ni,...,n; numeros primos entre si dos a
dos. Sean cy,...,c, numeros cualesquiera. FEntonces existe un numero x tal
que © = ¢; (méd n;) para todo j =1,... k.

DEMOSTRACION: Sea m; el producto de todos los n; excepto nj. Se cumple
que (mj,n;) = 1, pues si un primo p | (m;,n;), entonces p | m; y p | n;. Por
dividir a m; resulta que p | n; para un indice ¢ # j, luego p | (n;,n;), cuando
estamos suponiendo que son primos entre si. Tenemos entonces que (m;, n;) no
es divisible entre primos, por lo que ha de ser (m;,n;) = 1, como querfamos
probar.

Sea x; tal que m;z; = ¢; (méd n;), que existe por el teorema anterior. Sea
T =myx1 +- - +mpxg. Veamos que cumple lo pedido. Dado 7, notemos que si
i # j, entonces m; = 0 (méd n;), pues n; | m;. Por tanto m;z; = 0 (méd n;),
luego © = mjz; (méd n;), de donde z = ¢; (mdd nj). .

Los resultados que siguen son mas avanzados, pero sélo se usan en la ultima
seccion del capitulo VII. En ellos supondremos que el lector esta familiarizado
con los niimeros enteros y racionales. Desde un punto de vista metamatematico,
los nimeros enteros son simplemente los niimeros naturales con un signo positivo
o negativo, con el convenio de que +0 = —0 = 0, es decir, los niimeros enteros
son:

-3, =2, =1, 0, +1, +2, +3, ---

No obstante, para deducir sus propiedades algebraicas a partir de las de los
nimeros naturales conviene introducirlos como es habitual en dlgebra:

En el conjunto de los pares de nimeros naturales, se define la relacién dada
por (a,b) R (¢,d) syss a +d = b+ c. Es ficil ver que se trata de una relacién
de equivalencia. Se definen los niimeros enteros como las clases de equivalencia
determinadas por R. Representaremos por [m,n| la clase de equivalencia del
par (m,n).

Observamos que si m > n entonces [m, n] = [m—n, 0], mientras que sim < n
entonces [m,n] = [0,n —m]. Asi pues, si llamamos +m = [m,0] y —m = [0, m],
acabamos de probar que todo ntimero entero es de la forma +m, para un cierto
numero natural m, es decir, que los niimeros enteros son exactamente lo que
hemos dicho antes.

En realidad, para que todo sea correcto hemos de probar que +m = tn siy
sélo si m = n y el signo es el mismo (salvo si m = n = 0, en cuyo caso el signo
no tiene por qué coincidir). La comprobacién es muy simple.
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La representacién de los niimeros enteros como clases de equivalencia nos
permite definir las operaciones

[m,n]+[m/,n'] = [m+m',n+n'], [m,n][m’,n'] = [mm/ +nn',mn’ +nm’].

Es simple rutina comprobar que estas operaciones tienen las propiedades
que cabe esperar. La relacién de orden se define mediante x < y syss y — = es
positivo.

Similarmente, para definir los nimeros racionales consideramos el conjunto
de los pares de nimeros enteros (z,y) tales que la segunda componente sea
no nula. Sobre estos pares, definimos la relacién dada por (z,y) R (2',y’) syss
zy' = yx'. Es facil probar que se trata de una relacién de equivalencia. Re-
presentaremos por z/y a la clase de equivalencia del par (z,y). Llamaremos
numeros racionales a estas clases. Por definiciéon

iaj !/ /
= — Syss Ty =yx.
Y

La suma, el producto y la relaciéon de orden en los niimeros racionales se
definen como es habitual. Con esto podemos probar un teorema clasico:

Teorema (Lagrange) Todo nidmero natural es suma de cuatro cuadrados.
DEMOSTRACION: El problema se reduce a estudiar los ntimeros primos gra-
cias a la identidad:
(xQ +y2 +Z2 _’_wQ)(x/Q +y/2 +Z/2 +wl2)
= (z2' —yy' — 22 —ww')? + (vy —ya' + 2w’ — wz')
+(z2' + 22’ +wy — yw')? + (2w’ +wz’ +y2' — 2y')% (B.1)

2

Esta féormula surge de la teoria de los cuaternios, pero no vamos a entrar en
ello. El lector puede comprobarla directamente. De ella se sigue que el producto
de nimeros expresables como suma de cuatro cuadrados es también expresable
como suma de cuatro cuadrados, luego basta probar que todo nimero primo es
expresable como suma de cuatro cuadrados.

Como 2 = 12 + 12 + 02 + 02, basta verlo para primos impares. Sea, pues, p
un primo impar.

Los niimeros 22 con 0 < x < %(p — 1) son incongruentes médulo p, e igual-
mente ocurre con —1 — 2 con 0 < y < %(p —-1).

Como en total son p + 1, existen x, y en estas condiciones tales que

2 = -1 —y?* (méd p). (B.2)

Entonces 22 < (3p)?, y? < (3p)%, luego 22 + y* < 2(3p)?,

1 12
2?4+ +1< 1—|—2<§p> < p?, (B.3)
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Por (B.2) 22 + 4%+ 1 =0 (mdd p), luego 22 +y? +1 = mp < p? (por (B.3)), de
donde 0 < m < p.

Sea r el menor natural no nulo tal que existen nimeros enteros x, y, z, w
que cumplan rp = 22 + 52 + 22 + w?. Como m cumple esto, serd r < m < p.

Necesariamente r es impar, pues si fuera par, 0, 2 0 4 de los z, y, z, w serian
pares y, reordenandolos, podriamos exigir que z+y, z —y, z+w y z —w fueran
pares.

Entonces %T‘p = (%(x + y))2 + (%(m — y))2 + (%(z + w))2 + (%(z — w))Q, en
contradiccién con la minimalidad de r.

Nuestro objetivo es probar que » = 1. Supongamos que r > 1.

Sean z', ¢/, 2/, w' los restos médulo r de z, y, z, w entre —r/2 y r/2 (es
posible ya que r es impar).

Claramente n = 22 +y2 + 22 +w? = 2?2 + 4> + 22 + w? = rp = 0 (méd r),
pero n > 0, pues en otro caso x’ =3y’ = 2’ = w’ =0, r dividiria z, y, z, w, luego
r2 | 22 +y%* + 22 + w? = rp, de donde r | p y en consecuencia r = 1, contra lo
supuesto. También es claro que n < 4(3r)? = r?.

Sea 0 < k < r tal que n = kr. Por la identidad (B.1), krpr = 23 +23 +23+ 23
para ciertos naturales zi, 29, 23, 24 ¥, teniendo en cuenta cémo se obtienen a
partir de x, y, z, w, 2, ', 2’, w’, es claro que los cuatro son multiplos de r (por
ejemplo z; = 22’ —yy' — 22/ —ww' =22 —y? — 22 —w? =rp=0 (méd 7)).

Asf pues z; = rt; y por tanto r?kp = r?t? + r?t3 4+ r?t3 4+ r?t3, con lo que
kp =t +t3 + t3 + t3, en contra de la minimalidad de 7. L]

B.4 Cuerpos cuadraticos

En la tdltima seccién del capitulo VII usaremos cuerpos cuadréticos Q(v/d ).
Si trabajamos en teoria de conjuntos, podemos definir simplemente, para cada
numero natural d que no sea un cuadrado perfecto,

Q(Vd)={a+0bVd]|a, beQ}.

Ahora bien, esta definicién presupone el conjunto de los nimeros reales, del
cual no podemos hablar metamatematicamente porque involucra la totalidad de
las sucesiones de niimeros racionales o la totalidad de los subconjuntos de Q, y
no tenemos una intuicién completa de estas nociones (sabemos dar significado
a cualquier afirmacién sobre la totalidad de los nimeros enteros o racionales,
pero no si involucra a la totalidad de los nimeros reales). Dado el contexto en
el que vamos a aplicar estos cuerpos, resulta interesante constatar que podemos
hablar de ellos metamatemé&ticamente, por lo que vamos a definirlos aqui sin
hacer referencia a los nimeros reales. FEl lector reconocerd sin duda técnicas
habituales en el trato de los nimeros reales, pero lo importante es que las
aplicamos sin involucrar en ningiin momento nociones metamatematicamente
ambiguas.

Fijemos un numero natural d que no sea un cuadrado perfecto. Es fécil
ver entonces que d tampoco es el cuadrado de ningin nimero racional, pues si
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d = a?/b? entonces a® = db?, pero d es divisible entre un primo p con exponente
impar, y entonces el exponente de p en el miembro izquierdo es par, mientras
que en el miembro derecho es impar, lo cual es una contradiccién.

Definimos Q(v/d ) como el conjunto de todos los pares de niimeros racionales
(a,b). Definimos las operaciones

(a,b) + (a',b') = (a+d',b+1), (a,b)(a’,b") = (aa’ + bb'd,ab’ + ba’).

Podemos identificar cada ntimero racional a con el par (a,0), y entonces la
suma y el producto de Q(v/d) extienden a los de Q. Si definimos vd = (0, 1)
se cumple que (v/d)? = d. Ademés

(a,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bVd.

De este modo, todo elemento de Q(v/d) se expresa de forma tinica como
a+bV/d, con ay bracionales. Es facil comprobar que Q(\/E) tiene estructura de
anillo conmutativo y unitario. De hecho es un cuerpo. Para probar esto tltimo
definimos el conjugado de o = a + byv/d como @ = a — by/d. Se comprueba que

a+p=a+0, af =alpg.

Definimos la norma de o = a+bv/d como N(a) = a@ = a?>—db?. Claramente
N(aB) = N(a)N(B). Ademss, si a # 0 entonces N(«a) # 0, pues si a® — db? = 0,
entonces d = a?/b?, lo cual ya hemos visto que es imposible. Esto nos permite
escribir

oo
— =1,
N(@)
luego B
1 «
= —, ara o # 0.
N p #

El punto més delicado es definir la relacién de orden en Q(v/d). Se trata
de la relacién inducida por el orden usual de los nimeros reales, pero queremos
definirlo sin hacer referencia a éstos.

Fijemos un ntimero natural n > 0 y consideremos la sucesién (k/n)?, donde
k recorre los nimeros naturales. Es claro que para k = nd toma el valor d? > d.
Sea k,, + 1 el minimo natural tal que (k,, + 1/n)? > d. Entonces

(kn)2 (kn+1)2
— <d< .
n n

Definimos r,, = k,,/n. Asi, r2 < d < d?, luego r,, < d. Més atin, observemos

que
E, +1\% [k, \> 2k,+1 2 1 24 1
d—TZ<<"+>—<_n>: n + :—Tn_|__<__|__2_

n n n

n n? n n?

De aqui se sigue que el término izquierdo se hace arbitrariamente pequeno
cuando n se toma suficientemente grande. Por consiguiente, si ¢ < d, existe un
no tal que si n > ng entonces ¢ < r2 < d.

Para cada a = a + bvV/d, definimos a,, = a + br,,. Se cumple:
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Teorema Dado a # 0 en Q(\/;i), existen naturales k y n tales que o bien
para todo n > ng se cumple a,, > 1/k, o bien para todo n > ng se cumple
an < —1/k.

DEMOSTRACION: Podemos expresar o = +a + bv/d, con a, b > 0. Distin-
guimos las cuatro posibilidades para los signos.

Si a = a + bV/d, notamos que d > 1, luego para n grande r2 > 1, luego
rn > 1, luego a + br,, > a + b. Basta tomar k tal que a +b > 1/k. El caso
o = —a — b\/d es similar.

Si a = a—bv/d, podemos suponer b # 0. Distinguimos dos casos, si a® < bd
queremos conseguir a — br,, < —1/k, lo que equivale a que r,, > a/b+ 1/(kb).
Tendremos esto si conseguimos que r2 > a?/b% + 1/(kb)? + 2a/(kb®). Ahora
bien, tenemos que d > a?/b%, luego, para un cierto k suficientemente grande,
se cumple d > a?/b% + 1/(kb)? + 2a/(kb?). Como los r2 aproximan a d, para n
suficientemente grande se tiene la desigualdad que necesitamos.

Si a? > b?d hemos de ver que a — br,, > 1/k, lo que a su vez equivale a
que r, < a/b—1/(bk), o a que r2 < a?/b% +1/(bk)? — 2a/(b*k). Tenemos que
d < a?/b?, luego, tomando k grande, r2 < d < a?/b* + 1/(bk)? — 2a/(bk). El
caso que falta es analogo. m

Diremos que @ > 0 o que o < 0 segun si los nimeros «a,, son finalmente
> 1/k o < —1/k. Teniendo en cuenta que (« + ), = ap + Bn, es claro que la
suma de nimeros positivos es positiva.

Esto nos permite definir « < 8 como g — «a > 0, y es inmediato comprobar
que se trata de una relacién de orden total que extiende a la relaciéon de orden
usual en Q.

Finalmente observamos que si @« = a+b/d > 0y 3 = a’ + ¥vVd > 0,
entonces, para n suficientemente grande,

1 1 1

/ 2
- — > _—— — = —
(af)n = anfn + 0V (d—172) > 2 T 9p2 = op

con lo que a8 > 0. De aqui se siguen inmediatamente todas las propiedades
que cabe esperar. Por ejemplo, si @« < §y v > 0 entonces ay < (v, ya que

(B —a) >0.

Notemos también que a + bv/d < |a| + |b|d, es decir, que todo nimero
cuadratico estda acotado por un nimero natural. Esto se suele expresar di-
ciendo que Q(\/ﬁ) es un cuerpo arquimediano. Asi, si a > 1 la sucesién o es
mondtona creciente y tiende a infinito, en el sentido de que supera a cualquier
numero natural. Basta considerar el segundo término del desarrollo binomial
de ™ = (1 4 (a — 1))™, cuyos términos son todos positivos, para concluir que
n(a — 1) < a™. Para conseguir @ > m basta tomar n > m/(a — 1).
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