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;Por qué los nimeros son hermosos? Es como
preguntar por qué la novena sinfonia de Beethoven es
hermosa. Si no ves por qué, nadie puede explicartelo.
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nada lo es.
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Introduccion

La teoria de numeros surge con el estudio de las propiedades aritméticas
de los nuimeros naturales. Sin embargo, sucede que muchas de esas propieda-
des requieren para ser demostradas —o incluso a veces, para ser entendidas—
técnicas y conceptos matematicos sofisticados, que requieren adentrarse en las
ramas mas abstractas de la matematica y que conducen a resultados en los que a
menudo es dificil —si no imposible— reconocer hechos sobre niimeros naturales
que puedan haberlos motivado.

Por ello existe una tradiciéon de distinguir entre la teoria de nimeros elemen-
tal (que no emplea més que técnicas aritméticas sencillas), la teoria algebraica
de nimeros (que emplea técnicas algebraicas mas o menos sofisticadas) y la
teoria analitica de nimeros (que emplea técnicas del analisis matematico). Sin
embargo, las fronteras entre ellas son difusas, ya que hay muchos resultados que
requieren simultdneamente técnicas algebraicas y analiticas, e incluso dentro de
la teorfa analitica de niimeros se suele distinguir entre resultados que sélo re-
quieren de técnicas elementales del analisis real (limites, derivadas, etc.) y las
que requieren de la teoria de funciones de variable compleja, cuya conexiéon con
los nimeros naturales es, en principio, mas lejana.

Asi, en mis libros de Introduccion a la teoria algebraica de nimeros [ITAl|
e Introduccion a la teoria analitica de nimeros [ITAn] probamos resultados a
menudo no triviales usando un bagaje teérico minimalista (algebraico y anali-
tico, respectivamente) y, del mismo modo que en mi libro de Teoria algebraica
de nimeros hemos avanzado en dicha teoria aprovechando la teoria algebraica
de mi libro de Algebra [Al] y la teorfa analitica de mis libros de Introduccion al
cdleulo diferencial [IC| y Andlisis matemdtico [An], aqui vamos a avanzar en el
estudio de la teoria analitica de nameros aprovechando, ademas de los conteni-
dos de estos libros, algunos resultados mas profundos de mi libro de Funciones
de variable compleja [VC]. Ocasionalmente usaremos algtn resultado de [TAl].

Insistimos en que las fronteras entre la teoria algebraica y la analitica son
difusas. Por ejemplo, en el primer capitulo de este libro combinaremos técni-
cas algebraicas y analiticas para obtener varias pruebas de trascendencia, es
decir, resultados que aseguran que determinados ntmeros reales son trascen-
dentes. Podriamos decir que la afirmacién “9V2 69 trascendente” es algebraica
(en cuanto que la trascendencia es una propiedad algebraica), pero sucede que
la demostraciéon combina técnicas algebraicas y analiticas.

vii



viii Introducciéon

A titulo orientativo (sin dnimo de ser rigurosos) podriamos decir que los
resultados algebraicos sobre nimeros naturales suelen tratarlos “de forma indi-
vidualizada”. Por ejemplo, la ley de reciprocidad cuadratica de Gauss [ITAl 7.1]
es un resultado aplicable a cada par de primos impares individuales. Esto con-
trasta con afirmaciones como la siguiente:

La proporcion de nimeros libres de cuadrados menores o iguales que
un miimero dado N es aprorimadamente 6 /72 ~ 0.6, y la estimacion
es mds exacta cuanto mayor es N.

Esta afirmacion habla sobre los nimeros libres de cuadrados, pero no dice
nada sobre ninguno de ellos en particular. Los resultados analiticos que vamos a
obtener en este libro comparten mayoritariamente esta naturaleza “estadistica’.
Vamos a desarrollar esta idea comentando algunos de los resultados de los que
nos vamos a ocupar en los capitulos siguientes.

Empezamos considerando un resultado que ya demostramos tanto en [ITAn]
como en [TAl], a saber, el teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones
aritméticas:

En toda progresion aritmética mx + n, donde m y n son enteros
primos entre si, hay infinitos ndmeros primos.

Se trata de un enunciado puramente algebraico —y con muchas repercusiones
en la teorfa algebraica de niimeros, como hemos puesto de manifiesto en [ITAl]—,
pero con esa componente “global” tipicamente analitica y que coincide con el
hecho de que no se conoce ninguna demostracién puramente algebraica. En 3.27
veremos como Euler uso la formula [ITAn 8.25]

=1 1
> -1l
n=1 P

s

donde p recorre los ntimeros primos, para deducir que la serie
>
» p

de los inversos de los primos es divergente, lo cual implica en particular que
existen infinitos nameros primos. Obviamente, hay formas mucho mas simples
de llegar a esta conclusion, pero el interés del razonamiento de Euler es que es
generalizable, y fue precisamente generalizando su argumento como Dirichlet
lleg6 a la prueba del teorema que hoy lleva su nombre.

Cuando Kummer descubrié que los anillos de enteros ciclotomicos tienen
factorizaciéon unica ideal, Dirichlet decidi6 estudiar el analogo a la funciéon dseta
de Riemann para los enteros ciclotémicos de orden m, a saber, la funcién

1
Cm(s) = Z W,

donde a recorre los ideales no nulos del anillo de los enteros ciclotémicos.
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En [TAl 4.1] hemos estudiado estas series para cuerpos numéricos arbitrarios.
La factorizacion tnica ideal implica trivialmente una férmula anéloga a la de

Euler: 1 1
ZN(a)S =1l

a p N(p)®

donde p recorre los primos ciclotomicos (ideales). En su estudio de la funcion
dseta ciclotomica, Dirichlet descubrié lo que hoy se conoce como “caracteres de
Dirichlet” [ITAn 7.19] y las “funciones L de Dirichlet” [ITAn 8.33], que son series
de Dirichlet “ordinarias” de la forma

— x(n)

1
L(Sax): ns znl_wa

n=1 P P

donde x es un carécter de Dirichlet, y demostr6 [TAl 4.26] que la funcion dseta
del cuerpo ciclotémico factoriza como

Qm(s) = HL(S’ X)?

donde x recorre los ¢(m) caracteres modulo m.

Es facil probar que las funciones L(s, x) se extienden a funciones holomorfas
en el semiplano Re s > 0 salvo si x = 1 es el caracter principal, en cuyo caso la
extension existe igualmente, pero la funcion L(s, 1) tiene un polo simple en s = 1.
Por lo tanto, la funcién ¢, (s) es holomorfa en dicho semiplano salvo quiza en
s = 1. Decimos “quiz&” porque en principio el polo de L(s, 1) podria cancelarse
si alguna de las demds funciones L cumpliera L(1,x) = 0. Precisamente, el
punto crucial de la prueba es demostrar que esto no sucede, es decir, que si x es
un caracter no principal, entonces L(1, x) # 0. Una vez garantizado este punto,
el resto de la prueba es una adaptacion sencilla del argumento original de Euler
sobre la divergencia de la serie de los inversos de los primos.

Dirichlet demostré que la funcion ¢, (s) tiene ciertamente un polo en s = 1
usando la aritmética ideal del cuerpo ciclotomico m-simo (teorema [TAl 4.8]).
Esto lo probamos en [TAl 4.8] y es el nucleo de la demostracion del teorema
de Dirichlet dada en [TAl 4.28], mientras que en [ITAn 7.24] dimos una prueba
“elemental”, en el sentido de que no usa ningtn resultado sobre funciones de
variable compleja ni mucho menos de la teoria algebraica de ntmeros.

En la seccién 3.6 veremos una prueba intermedia, que es mucho més simple y
conceptual que la dada en [ITAn| porque usa la teoria de funciones holomorfas,
y también mucho mas simple que la dada en [TAl| porque evita completamente
la teoria algebraica de niimeros. Para que quede claro que es asi, hemos incluido
en un apéndice al final del capitulo IIT los pocos resultados (elementales) sobre
caracteres de Dirichlet que usamos en la prueba, aunque todos ellos estan pro-
bados en [ITAn] y generalizados a grupos arbitrarios en mi libro de Teoria de
grupos [TG]|. La prueba de [ITAn| surge a su vez de despojar la prueba que vere-
mos aqui de toda referencia a la teoria de funciones holomorfas, lo cual requiere
de bastante ingenio.
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Mas concretamente, en la demostracién que veremos en la seccién 3.6 toma-
remos el producto precedente de funciones L como definicién! de ¢,,(s), con lo

que eliminamos de raiz toda alusion a los cuerpos ciclotémicos y su factorizacion
ideal.

El estudio de los niimeros primos es uno de los temas fundamentales de la
teoria de nimeros (tanto algebraica como analitica). La ley de reciprocidad cua-
dratica, que hemos mencionado antes, es un ejemplo de la clase de afirmaciones
que el algebra puede probar sobre los nameros primos (aunque también exis-
ten demostraciones analiticas). El andlisis matematico, por su parte, permite
obtener muchos resultados que ponen en evidencia las regularidades ocultas en
la apariencia caotica de la distribucién de los nimeros primos en el seno de los
nimeros naturales. El teorema de Dirichlet es un buen ejemplo de ello, al igual
que el postulado de Bertrand o los teoremas de Mertens demostrados también
en el capitulo VI de [ITAl], pero hay otro mucho méas famoso, que vamos a
discutir a continuacion.

Llamaremos {p, }5%; a la sucesion de los ntimeros primos o, dicho con otras
palabras, llamamos p,, al primo n-simo. Sus primeros términos son:

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97, 101, . ..

Se trata de una sucesiéon muy irregular, en el sentido de que no hay forma de
predecir exactamente cuando, al ir enumerando los niimeros naturales, “aparece”
el siguiente primo. Puede ocurrir que p,,4+1 = p,+2 y puede ocurrir que haya que
recorrer bastantes ntimeros naturales a partir de p,, hasta que aparezca p,i.
La grafica muestra la sucesion p,+1 — pn, v en ella vemos que abundan més
las distancias cortas, pero que de vez en cuando se dan también distancias més
largas.

100

80|

20

IEn realidad hay una discrepancia entre esta (m(s) y la funcién (x(s) considerada en
[TAl], y es que en [TAl 4.23] la funcién L(s,x) se define sustituyendo x por el caracter
primitivo xo que lo induce, y eso hace que la funcién L(s, x) de [TAl| difiera de la que estamos

-1
considerando aqui en un nimero finito de factores (1 — X‘;i(sp)) , para primos p | m, que

aparecen en el desarrollo en producto de Euler cuando se emplea o y valen 1 en nuestro caso,
pero dichos factores determinan una funcién entera que no tiene ni ceros ni polos, por lo que
son irrelevantes en la prueba, y eliminarlos es una simplificacion méas del argumento.
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Pese a ello, la sucesion de los ntime- 10000

ros primos presenta una gran regulari-
dad “a gran escala”, y muchos resultados
de la teoria analitica de niimeros consis-
ten en poner de manifiesto dicha regu- o
laridad. Si nos limitamos a representar o
la sucesiéon p,, la imagen resultante es
bastante regular, pero esto es enganoso.
Lo que sucede es que los saltos de un primo al siguiente son pequenos en re-
lacion a la magnitud de los primos, y por ello en la figura no se aprecian las
irregularidades. El hecho de que la grafica parezca recta también es enganoso,
va que se debe a la diferencia de escala entre los ejes. En realidad es una curva
cuya pendiente varia lentamente, de modo que si trataramos de aproximarla por
una recta, habria que ir modificando su pendiente a medida que amplidramos
el intervalo representado.

80000

60000

L L L
0 2000 4000 6000 8000 10000

Esto puede verse representando la su-
cesion p,/n, que es la pendiente de la
recta que une (0,0) con el dltimo par
(n, pn) representado en la grafica. Como
la forma de la grafica resultante se pa- °
rece a la de la funcion logz, hemos re- «
presentado también esta funciéon (que es
la curva inferior). Vemos que, en efecto,
la pendiente va variando, pero, por otra  °© 200 000 000 000 10000
parte, encontramos una nueva regularidad, y es el parecido de esta pendiente
con la funcién logaritmo, que no es en absoluto facil de justificar.

Este parecido esta relacionado con una propiedad de la sucesién de los nu-
meros primos que fue senalada por Gauss. En una carta de 1849 afirmé que ya
en 1793 (es decir, a los 16 afios) habia observado que la densidad del conjunto
de los nameros primos se aproxima a 1/logx para valores grandes de x, y que
cada nueva tabla de primos publicada venia a confirmar su conjetura.

Para formalizar la conjetura de Gauss conviene introducir la funciéon

m(z)=> 1

p<z
que asigna a cada ntmero real x el nimero de primos menores o iguales que .

He aqui su gréafica:

1000
500

2000 4000 6000 8000 10000

La densidad de primos en un intervalo [0, ] es m(x)/z, es decir, el nimero
de primos por unidad de longitud que contiene el intervalo. Segin la conjetura
de Gauss, esta densidad es aproximadamente 1/logz, con lo que a su vez 7(x)
se parecerd a x/logz. Comparemos las graficas correspondientes:
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m(z)
1000
500 x/logx
2000 4000 6000 8000 10000
04r
0.3
0.2f
m(x)/x
01}
1/logx
0 2000 4000 6000 8000 10000

Vemos que, ciertamente, hay un parecido, si bien no puede interpretarse
como que la diferencia entre ambas funciones tiende a 0, pues esto es falso. Lo
que se cumple realmente es lo siguiente:

Teorema de los niimeros primos
()

donde, en general, la notaciéon f(z) ~ g(z) indica que
(

T

- logz’

x
lim —> =1
T— 400 g(a’;)

Se dice entonces que las funciones f y g son asintdticamente equivalentes. No-
temos que esto equivale a que

lim ———Fr 2>~ =

T—+00 f(x)

lo que significa a su vez que el error relativo de aproximar f(z) por g(z) tiende
a 0. Discutiremos esta nocién con mas detalle en la seccion 2.2.

Sin embargo, x/logx no es la funcién mas razonable para aproximar 7(x).
Si de verdad 1/log x aproxima a la densidad de los ntimeros primos en cualquier
intervalo, a la hora de aproximar el niimero de primos entre 1000 y 1100 sera
més fiable multiplicar la densidad aproximada 1/log(1100) por la longitud del
intervalo, o sea, 100, lo cual nos da

1000,
log(1100)
en lugar de restar las aproximaciones
1100 1000

- =12.31,
log(1100)  log(1000)

pues en este caso usamos la aproximaciéon 1/log(1000), que es peor. Efectiva-
mente, hay 16 primos en dicho intervalo.
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Maés en general, para aproximar el namero de primos en un cierto intervalo es
mas fiable dividirlo en subintervalos pequenos y sumar la aproximacion 1/logx
en un punto de cada intervalo multiplicada por la longitud de éste. Tomando
limites llegamos a la llamada integral logaritmica

m(x) ~(x) = /j %.

Esta es la aproximacion que considerd Gauss. Las graficas siguientes nos per-
miten comparar las dos aproximaciones, y vemos que —como era de esperar—
la integral logaritmica es mejor:

80000 -
60000 -
40000 ” ——

20000 F 007k

L L L L L L L L L L
200000 400000 600000 800000 1x108 200000 400000 600000 800000 1x10°

En la grafica de la izquierda, la curva superior es la superposicion de las
funciones 7(x) e Il(x), que resultan indistinguibles, mientras que la inferior es
x/logx. Similarmente, en la grafica de la derecha, en la curva superior se
superponen m(x)/x e Il(x)/z, mientras que la inferior es 1/logz. No obstante,
cabe recalcar que si las aproximaciones con logaritmos se distinguen claramente
de las funciones que pretenden aproximar, ello se debe a que la convergencia de
la aproximacion es més lenta. Si pudiéramos calcular las graficas en un intervalo
suficientemente grande, las tres curvas serian indistinguibles.

Veamos por tltimo algunos valores numéricos. Gauss trabajoé con tablas que
llegaban hasta 7(3000000). En la tabla de la pagina siguiente tenemos en el
centro 7(z), a sus lados las aproximaciones =/ log x e Il(x), el error e para cada
una de ellas y el porcentaje de error relativo e,.. La tabla confirma una vez més
que la integral logaritmica es una aproximacién mucho mejor. Sin embargo, la
relacion w(x) ~ xz/logx es cierta, lo que significa que los errores relativos que
muestra la tabla tienden igualmente a 0, aunque haya que tomar valores de =
mucho mayores para que se vuelvan realmente despreciables.

En una memoria de 1859, Riemann dio unas directrices para demostrar el
teorema de los ntimeros primos, si bien los detalles de su argumento no fueron
precisados hasta 1896, cuando aparecieron dos pruebas, una de Jacques Hada-
mard y otra de Charles Jean de la Vallée-Poussin. Posteriormente se encontra-
ron varias pruebas algo més simples, aunque todas ellas bastante sofisticadas.
Selberg y Erdés dieron en 1949 una prueba elemental, en el sentido de que no
requeria resultados de la teoria de funciones de variable compleja, o anélisis fun-
cional en general. Aqui presentaremos una prueba debida a Donald J. Newman
de 1980, que si que usa la teoria de funciones de variable compleja, pero que es
muchisimo més simple que cualquier otra prueba conocida.
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z  |er(%) e z/logx w(z) 1I(z) e er (%)
102 12 3 22 25 29 4 16
103 14 23 145 168 176 9| 54
104 12 143 1086 1229 1245 16 1.3
10° 9.4 906 8686 9592 9628 37 | 0.39
108 7.8 6115 72383 78498 78626 128 0.16
107 6.6 44 158 620421 664579 664917 338 0.05
108 5.8 332773 5428 682 5761455 5762208 753 0.013
109 5.1 2592591 48254943 50847 534 50849234 1700 0.0033
1010 4.6 20758 030 434294482 | 455052512 455055613 3101 0.00068

El teorema de los nimeros primos esté relacionado con muchos otros patrones
regulares que pueden derivarse de la sucesiéon de los niimeros primos. Ya hemos
sefialado uno de ellos, a saber, el parecido de la grafica de p,/n con la funcién
log . Observemos ahora la grafica de la funcién?

> D

p<z

es decir la suma de todos los primos menores o iguales que un nimero real x

dado:

6x10°
5x10°
4x1|:£ g
ax10%f
2x10% F

1x10° [

~T L L

- 1
2000 4000 6000

10000

L
8000

En realidad hemos representado dos funciones mas. La segunda es Il(22),
cuya grafica no puede distinguirse en la figura de la de la suma de los primos.
La que queda ligeramente por debajo es zlﬁzm' Sucede que para probar que
estas dos funciones son asintéticamente equivalentes a la grafica de la suma de
los primos no nos bastara con el teorema de los ntmeros primos tal y como
lo hemos enunciado, sino que necesitaremos una version fuerte que estime la

diferencia entre 7(z) e Il(x).

2En lo sucesivo adoptaremos el convenio de que la letra p en un indice de una suma o un
producto recorre los ntimeros primos.



XV

Veamos por ultimo lo que sucede si, en vez de _ +

sumar los primos, sumamos los logaritmos de los T
primos, es decir, si consideramos la funcién a00f A
.
19(%) - Z log p. 300} A
p<z A
./:

Nuevamente, en la figura hemos representado tres 29} )
funciones, de las cuales ¥(x) es la que queda maés ool Vi

abajo. Observemos que los dos ejes estan a la ’

misma escala, por lo que esta vez es facil conjetu- e
rar a qué funcién se aproxima la suma de los logaritmos de fos primos. Demos-
traremos que ¥(x) ~ x y, mas atn, que esto implica el teorema de los nimeros
primos (de hecho, éste es el camino por el que demostraremos el teorema).

y
y

Sin embargo, la grafica contiene una tercera funciéon que apenas se distingue
de la diagonal y que resulta ser un refinamiento de ¢. Es la construida como
sigue: dado un nimero x, por ejemplo x = 25, consideramos, no los primos,
sino todas las potencias de primo p™ < x, que en este caso son

2,3, 22 5,7, 2% 32 11, 13, 2% 17, 19, 23.
Ahora eliminamos los exponentes y sumamos los logaritmos de las bases:
log2 +log 3 +log 2 + log 5 + log 7 + log 2 + log 3+
log11l +log13 4+ log2 + log 17 + log 19 + log 23 = 24.01.

Vemos que el resultado aproxima a 25 con un error inferior al 4%. Esta es la ter-
cera funcién de la grafica y vemos en ella que, para valores de z moderadamente
grandes, el error de la aproximacion se vuelve inferior a nuestra capacidad de
discernimiento. Formalmente, la tercera funcién es

() = Z<: A(n),

donde A es la llamada funcion de Mangoldt [ITAn 7.7], y que viene dada por

Aln) = {logp sin=p™, conm >1,
0 en otro caso.

Sucede que ¥(x) ~ x y, como vemos, la convergencia es mucho mas rapida que
la de ¥(z). Las funciones ¢ y ¢ se conocen como funciones de Chebyshev, y las
estudiaremos en la seccion 3.2. La funcién de Mangoldt es un ejemplo de las
funciones aritméticas que estudiamos en la seccion [ITAn 7.4] y que abordaremos
de nuevo con mas detalle en el capitulo II, mientras que en el capitulo III
empezaremos a estudiar la distribucién de los nameros primos. En las primeras
secciones probaremos algunos resultados elementales, es decir, resultados que
pueden probarse sin necesidad de usar el andlisis complejo y en la seccion 3.5
relacionaremos las funciones aritméticas estudiadas en el capitulo precedente
con las series de Dirichlet ya estudiadas en [ITAn] e [IC], lo cual bastaré para
demostrar el teorema de Dirichlet y el teorema de los nimeros primos en las dos
secciones siguientes, y después una versién mas precisa del teorema de Dirichlet
cuya prueba se basa en el teorema de los nimeros primos.
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Se trata de un teorema facil de conjeturar. Para ello consideremos por
ejemplo las cuatro progresiones geométricas de la forma 10x + & con (10,k) = 1,
es decir, £k = 1,3,7,9. El teorema de Dirichlet afirma que cada una de ellas
contiene infinitos primos. Equivalentemente, es obvio que todo primo distinto
de 2 o 5 tiene que terminar en 1,3,5 o 7 y lo que afirma el teorema es que
hay infinitos primos en cada uno de estos cuatro casos. Ahora bien, La tabla
siguiente contiene los 23 primos menores que 100 distintos de 2 o 5:

11 31 41 61 71 5| 22%
3 13 23 43 53 73 83| 7| 30%
7 17 37 47 67 97 6 | 26%

19 29 59 79 89 51 22%

Vemos que estan repartidos de forma casi uniforme. So6lo podrian haber
estado mejor repartidos si uno de los acabados en 3 hubiera acabado en 1 o
en 9. Si consideramos intervalos de primos mayores, el niimero de primos con
cada terminacién se aproxima mas al 25%:

Hasta | Total 1 3 7 9
100 23 5 (22%) 7 (30%) 6 (26%) 5 (22%)
1000 166 40  (24%) 42 (25%) 46 (28%) 38  (23%)
10000 | 1227 306  (24.9%) 310 (25.3%) 308 (25.1%) 303 (24.7%)
100000 | 9590 | 2387 (24.9%) | 2402 (25.1%) | 2411 (25.1%) | 2390 (24.9%)

Esto no es casual, sino que se cumple un hecho mucho mas general: si m > 2
y k es un entero primo con m, llamamos 7(x) al nimero de primos p < z y mg(x)
al ntimero de primos p < x tales que p = k (méd m). El teorema de Dirichlet
sobre primos en progresiones aritméticas equivale a que

1, =
AP M) = 0

y lo que estamos constatando (y podemos constatar igualmente para cualquier
otro valor de m distinto del caso m = 10 que estamos examinando) es que
T 1
lim k() = ,
rtoo m(x) | g(m)

donde ¢(m) es la funcion de Euler que nos da el niamero de valores posibles de k
(en nuestro ejemplo ¢(10) = 4).

Asi pues, no sélo cada progresiéon aritmética ma + k con (m,k) = 1 con-
tiene infinitos primos, como afirma el teorema de Dirichlet, sino que se puede
constatar que los primos estan estadisticamente bien repartidos entre las ¢(m)
progresiones correspondientes a un mismo valor de m. Esto es lo que afirma el
teorema 3.43.

La prueba original del teorema de los nimeros primos, siguiendo las ideas de
Riemann se basaban en una estrecha conexién que existe entre la ahora conocida
como funcion dseta de Riemann y la distribucion de los niimeros primos. La
funcion dseta la introdujimos en el capitulo VIII de [ITAn|, la estudiamos mas
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a fondo en el capitulo X de [An| y en el capitulo IV de este libro profundizamos
en su estudio. En el capitulo V mostramos la relaciéon entre los ceros de la
funcion dseta y la distribucion de los ntimeros primos, y en los dos capitulos
siguientes demostramos resultados mucho méas profundos que aprovechan esta
relacion. Finalmente, en el capitulo VIII estudiamos varias familias de niimeros
compuestos.






Capitulo 1

Pruebas de trascendencia

En este primer capitulo presentamos tres resultados notables sobre niimeros
trascendentes, ninguno de los cuales seré necesario mas adelante, salvo por una
aplicacion del teorema de las seis exponenciales en el capitulo VIII. Cada uno
de ellos se apoya en un resultado fundamental de la teoria de las funciones
de variable compleja: el teorema de Lindemann-Weierstrass usa el teorema de
Cauchy, el teorema de las seis exponenciales usa el principio del médulo maximo,
mientras que el teorema de Gelfond-Schneider usa la féormula integral de Cauchy.
(Para otros resultados méas elementales véase la seccion [ITAn 10.1].)

1.1 El teorema de Lindemann-Weierstrass

En 1873 Hermite demostroé la trascendencia del niimero e. Anteriormente ya
se habia probado que e no era racional. De hecho, era conocido su desarrollo en
fraccién continua. En 1882 Lindemann consiguié generalizar el argumento de
Hermite y demostro la trascendencia de 7. Lindemann afirmé que sus técnicas
permitian probar un resultado mucho mas general. La primera prueba detallada
de este resultado fue publicada por Weierstrass y constituira el contenido de esta
seccion, junto con sus consecuencias inmediatas.

Necesitaremos algunos resultados elementales sobre cuerpos numéricos. Re-
cordemos que un cuerpo numérico K C C es una extension finita de Q [Al 8.4].
El grado de un cuerpo numérico es su dimensién como Q-espacio vectorial. Si
ai,...,a, € C son ntumeros algebraicos, entonces Q(ay,...,a,) es el menor
cuerpo numérico que los contiene, y podemos extenderlo hasta un cuerpo nu-
meérico normal K [Al 5.24]. Si K es un cuerpo numérico normal de grado h,
esto se traduce en que tiene precisamente h automorfismos [Al 5.36], digamos
01,-.-,0h, yun @ € K cumple v € Q si y s6lo si es fijado por todos ellos
[Al 5.32].

Segun [Al 5.2], cada « € K es raiz de un tnico polinomio moénico irreducible
en Q[X], cuyas raices (todas ellas simples) son los conjugados de «, es decir, sus
imagenes por los automorfismos de K [Al 5.23].
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Todo automorfismo o de K induce un automorfismo o : K[X] — K[X]
del anillo de polinomios de K, de modo que un polinomio p(X) € K[X] queda
fijado por o si y solo si o fija a todos sus coeficientes, por lo que p(X) € Q[X]
si y soélo si es fijado por todos los automorfismos de K.

En cada cuerpo numérico K podemos considerar su anillo de enteros alge-
braicos [Al 8.5]. Un hecho fundamental sobre ellos es que un « € Q es un entero
algebraico si y solo si es un entero ordinario (un entero racional).

Necesitaremos dos resultados auxiliares:

Teorema 1.1 Sean f;(z) € Z[z], i = 1,...,r polinomios no constantes de
grado k; y, para cada i, sean Big, ..., Br,i las raices de fi(x). Supongamos que
son no nulas. Sean a; € Z parai=0,...,r tales que ag # 0. Entonces

T ki
ao+2ai Zeﬁ’ﬂ';é().
i=1 k=1

DEMOSTRACION: Supongamos que se cumple la igualdad. Vamos a expresar
cada ef* como

oBri Myi + €ki
- T a5

72 k=1,... .k, i=1,...,m

donde My € Z, My # 0. Entonces, sustituyendo en la igualdad obtendremos
que

T ki T ki
aoMo+ - a; 35 Myi+ > a; Y- €pi =0, (1.1)
i=1 k=1 i=1 k=1
con agMy # 0.
Vamos a encontrar un primo p tal que ag My no sea divisible entre p, mientras

que la suma

r ki
doa; Yy, My
i=1

k=1

serd un numero entero miultiplo de p. Por otra parte se cumplira que

<1, (1.2)

r ki
D Qi Y ki
=1 k=1

con lo que tendremos una contradiccion, pues en (1.1) los dos primeros sumandos
son un entero no divisible entre p, luego no nulo, mientras que el tercero tiene
modulo menor que 1. Para conseguir todo esto definimos primeramente

1 2

flz) = [T (= = Bri);

r k;
=1k=1

-

?

-
donde N = > k; y bp # 0, ya que las raices son no nulas. Podemos suponer
=1

(2

que by > 0. -
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Sea (N—1)p1

+oo —)p—=1 _p—1¢p —z
MO:/ by : {(Z)e dz,
0 (p—1)!

donde p es un namero primo y la integracion se realiza sobre el semieje real

positivo.
Vamos a probar que la integral es finita y que, si p es suficientemente grande,

se trata de un nimero entero no divisible entre p. Notemos que
(N+1)p

by TR (2) = BT T Y ez
s=p+1

para ciertos coeficientes cs € Z, y bybg # 0. Por lo tanto

b%\’—l)P—lbg too (N+Dp . oo
My = 7/ 2P e Fdz + g7_/ 2°Tre *dz
(=1 Jo s:;—l (r=1'Jo
(N=1)p—1;p ey (s —1)! (N=1)p—1;p
by B+ D po1pet b + pC,
s=p+1 :

para un cierto C € Z, donde hemos hecho uso de la identidad de Euler [IC 3.30]

—+00
n!:/ Z"e *dz.
0

Asi, My es entero y si el primo p es mayor que |ag|, by, |bo| entonces p { ag M.

Ahora definimos
+o00 b(N—l)p—l p—1 rp —z
N PR ko

My = eﬁm/
B (p—1)!
] T

ki
Bri b(N—l)P—l p—1 fp —z
N e ) R N T S S

_ Bri
€y — €
' /0 (p—1)!

donde los caminos de integracion son los indicados en la figura siguiente:

Bri My

€ki

My

La finitud de Mjy; se debe a que, puesto que el integrando es una funcion
entera, por el teorema de Cauchy sabemos que la integral a lo largo de una
trayectoria como la de la figura siguiente es nula para todo R suficientemente

grande:
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Bri My,

€ki

My R

Ahora bien, es facil ver que la integral sobre el segmento vertical tiende a 0
con R, luego la integral que define My; es finita, y al sumarle la integral que
define a €y; da exactamente My. Asi pues, My; + ex; = €% My, y tenemos la
descomposicién buscada.

Si en la definicion de Mpy; descomponemos en factores el polinomio f(z)
obtenemos

r kj
poo ONTTTPTHIT TT (2 = Bry)re =
My = / =i dz
Bri (p—1)!

El camino de integracion es z = u + B, luego dz = du. Al hacer el cambio
la integral se convierte en

r kj
o NPT B upe TT T (u+ Bra — Big)?
My Z/ =1=l du
o (p—1)! ’

donde el asterisco en el producto indica que falta el factor (¢,5) = (k,4), que
hemos extraido como uP. Podemos redistribuir los coeficientes b":

r kj
oo (bvu+0nBi)P~tuPe™ T TT*(bvu + b Bri — by Bej )P
My = / it du.
0 (p—1)
Es facil ver que, puesto que by es el coeficiente director de un polinomio
cuyas raices son los f;;, los niimeros «;; = by B;; son enteros algebraicos. Con
esta notacion:

r o kj
(bvu + agi)PtuPe™™ TT T1*(bnu + ag; — agj)P

M -/+oo j==l du
H 0 (p— 1)! '

Sumando obtenemos que

T ki +oo , p —u
uP®(u)e
a; My; = / —————du,
Z ; 0 (p—1)

i=1
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donde
r ki r kj
P(u) = > a; > (byu+ )P T TI*(bvu + aki — auj)P.
i=1 k=1 j=1t=1

Si consideramos una cuerpo numeérico normal K que contenga a todos los a;;,
resulta que un automorfismo de K permuta los nimeros i, ..., Qk,, ¥ S€ ve
claramente que entonces deja invariante a ®(u). Esto significa que ®(u) € Q[u],
y como los «;; son enteros algebraicos, en realidad ®(u) € Z[u|. Digamos que

(N+1)p
uP®(u) = > de_quTl.
s=p+1
Entonces
r ks (N+1)p doy o0 (N+1)p s—1)!
a; My; = Z 577/ W le™ " dy — Z de_1—+ = pC,

—1)! —1)!
i=1 k=1 s=p+1 (p 1) 0 s=pt+1 (p 1)

para un C € Z. Solo queda demostrar (1.2).
Sea R tal que todos los ntmeros j3;; estén contenidos en el disco de centro 0
y radio R. Llamemos

gri = max N2 f(z)e =T, g = mix N2 f (=),

y sea gg el maximo de todos los ntimeros gi;. Entonces

Bri bg\lfV—l)P—lzpflfP(Z)e*Z+5ki
lews| = ' dz
0 (p—1)!
< Bl N e B 2P < goR L
(p—1)! (p—1)!
Puesto que la ultima expresion tiende a 0 con p, eligiendo p suficientemente
grande podemos garantizar que se cumple (1.2). [
El segundo resultado que necesitamos es muy simple:
ki
Teorema 1.2 Consideremos nimeros y. Ap;e* i, donde k; > 1,i=1,...,r,
k=1
r>2, Api € C\{0} y a1, ..., ap,s Son nimeros complejos distintos para cada i.
Si operamos el producto
T kl N
[T > Agie** = 3 Biel,
i=1k=1 i=1
donde los exponentes B1,...,0n son distintos dos a dos (es decir, donde los

coeficientes B; se obtienen multiplicando un Ay; para cada i y después sumando
todos los productos que acomparian a un mismo exponente), se cumple que al-
guno de los coeficientes B; es no nulo.
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DEMOSTRACION: Ordenemos los nimeros oy, . . ., ,;; segin el crecimiento
de sus partes reales y, en caso de igualdad, segin el crecimiento de sus partes
imaginarias. Entonces el nimero a1 + - - - + a1, no puede alcanzarse mediante
otra combinacién a1 + -+ + «;,.r, pues la parte real de una cualquiera de
estas sumas serd mayor o igual que la de la primera, y en caso de igualdad
la parte imaginaria serd mayor. Consecuentemente existe un ¢ de modo que
Bi = a11 + - -+ + a1, y el coeficiente B; sera exactamente Ayp--- Ay, 0. m

Teorema 1.3 (Teorema de Lindemann-Weierstrass) Si ai,...,a, son
nimeros algebraicos distintos (n > 2) y c1,...,¢, son nimeros algebraicos no
todos nulos, entonces

c1e®t + - cpe® £ 0.

DEMOSTRACION: Supongamos, por el contrario, que
Cl@al —~—--~+Cn€a" = 0. (13)

Podemos suponer que todos los coeficientes ¢; son no nulos. Multiplicando la
ecuacion por un nimero natural suficientemente grande podemos suponer que de
hecho son enteros algebraicos. Veremos en primer lugar que también podemos
suponer que son enteros racionales.

Sean ¢;1, ..., cik, los conjugados de cada c¢;. Entonces
k1 knr,
H H (ch.lecn_|_..._|_0mneoén):()7
=1 ip=1

pues entre los factores se encuentra (1.3). Operemos el polinomio

k1 kn
H T H (clilzl +-t Cninzn) = Zchla-»whnz?l T ZZ"?

ii=1  ip=1

donde el altimo sumatorio se extiende sobre todas las n-tuplas (hy,...,hy,) de
nimeros naturales tales que hy +---+h, =N =k + -+ kn.

Si consideramos un cuerpo numeérico normal K que contenga a todos los
ndimeros c¢;;, resulta que todo automorfismo de K permuta a ¢;1,. .., cik,, luego
deja invariante a este polinomio, lo que implica que sus coeficientes cp, ... p,
son numeros racionales. Como ademads son enteros algebraicos, tenemos que
Chi,....hn, € 7.

Sustituimos z; = e“ y nos queda

k1 k M
I1 o TT (erige™ o eni, ) = Sen,, Moo = 32 e,

i1=1  i,=1 i=1

donde los coeficientes b; son enteros racionales obtenidos sumando los cp, ... b,
que acompanan a un mismo exponente, es decir, segtin las hipotesis del teorema
anterior, por lo que alguno de ellos es no nulo (y claramente ha de haber al
menos dos no nulos). Los nimeros b; son nimeros algebraicos distintos, luego
tenemos una expresion como la original pero con coeficientes enteros.
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A partir de ahora suponemos (1.3) con ¢; € Z y donde ag,...,q, son ni-
meros algebraicos distintos.

Sea f(z) € Qx] el producto de los polinomios minimos de los nimeros «;

(sin repetir dos veces el mismo factor). Sea m > n el grado de f, sean y1, ..., Ym
todas las raices de f. Llamemos p = m(m — 1)...(m —n + 1), al ntimero de
n-tuplas posibles (i1,...,%,) de nimeros distintos comprendidos entre 1 y m.
Entonces

H(Cle'yil + e+ Cnevi") = O,

donde el producto recorre las p citadas n-tuplas. El producto es 0 porque entre
sus factores se encuentra (1.3).
Consideremos el polinomio

H(Clzil + e + anin) = Z Bhlw--;hvnzfl e Z’I’}?L’Lm,’

donde la suma se extiende sobre las m-tuplas (hy, ..., h,;,) de nimeros naturales
que suman j y los coeficientes By, . p,, son enteros racionales.

m

La expresion de la izquierda es claramente invariante por permutaciones de

las indeterminadas z1,..., 2y, luego los coeficientes By, . 5, son invariantes
por permutaciones de hq,...,h,,. Consecuentemente podemos agrupar asi los
sumandos:

M=

II(c1ziy + -+ enzi,) = >, Br >, szl . .z,}gr’“ﬂm,

k=1

donde r es el ntimero de elementos de un conjunto de m-tuplas (hg1, ..., hgm)
de numeros naturales que suman p sin que haya dos que se diferencien sélo
en el orden, y el segundo sumatorio varia en un conjunto Py de permutaciones
(k1,...,km) de (1,...,m) que dan lugar, sin repeticiones, a todos los mono-
mios posibles zgfl e zzi”l. Sustituimos las indeterminadas por exponenciales y
queda

r
[T(cie¥in + -+ cpein) = > B> ehe1 Ve T hem Ve, — ().
k=1

La definicién del conjunto Py, hace que el polinomio
[T(z = (hkrze, + - + hiemzk,,))

sea invariante por permutaciones de z1, ..., Z;,, luego

Fr(z) =T1(z = (ht1 Vi, + -+ + PomVr,.)) € Qlz].

Si llamamos i, - . ., Ytk @ las raices de Fy(x) (repetidas con su multiplicidad),
nuestra ecuacion puede escribirse como

H(Cle’Yil 44 Cne%n) — Z Bk(e“/lk 4+ e"/tkk) =0.
k=1
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Sean s;(z) € Q[z], i = 1,..., ¢ los distintos factores monicos irreducibles de los
polinomios Fy(z). Asi cada Fi(x) se expresa como

Fi@) = 1 & (2),

para ciertos ntimeros naturales p;.
Sean f14, . .., B,i las raices de s;(x) (todas son simples, porque el polinomio
es irreducible). Entonces el polinomio Fj(z) tiene p;, veces cada raiz f5;;, luego

q
Bk<e"/1k 4+t e’Ytkk) — Z pikBk(eﬂu 4+ 4+ eﬁtii).
=1

Sumando resulta

M=

H(C1e%‘1 4+ o+ Cne'yin) = Bk(e’Ylk 4+t e’ytkk)

=~
Il

1

Ai(ePri 4o 4 ePui) = 0,

I
e

@
Il
-

donde
T
Ai= ) piBy € L.
k=1

Notemos que todos los nimeros 3;; son distintos, pues son raices de polino-
mios irreducibles distintos. Por construccion, los exponentes ;; son todas las
sumas distintas de exponentes vy;; que aparecen al efectuar el producto de la
izquierda de la ecuaciéon. Podemos aplicar el teorema anterior y concluir que
alguno de los coeficientes A; es no nulo. Eliminando los nulos podemos suponer
que ninguno lo es. En resumen tenemos

q
E Ai(eﬁu 4+ eﬁtii) =0,
i=1

donde los coeficientes son enteros racionales no nulos y los exponentes de cada
sumando son familias de nimeros conjugados correspondientes a polinomios
irreducibles distintos s;(z) de grado t;. Distinguimos dos casos:

1) Algtan Bx; = 0. Pongamos por ejemplo ¢ = 1. Esto significa que s1(x) = z,
luego ademas t; = 1 y la ecuacion se reduce a

q
A+ Z Ai(eﬂu et eBtii) =0,
=2

K3

donde los exponentes son todos no nulos, y esto contradice al teorema 1.1.
2) Todos los fBx; son distintos de 0. Dividimos la ecuaciéon entre e’ para
k=1,...,t1, con lo que obtenemos las ecuaciones

q tq
STA Y PP =0, k=1,...,t.

i=1 t=1
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Las sumamos y queda

~+

i

) eBri—Br1 — (.
1

q t1
> A
=1 k=1t

En el sumando ¢ = 1, los sumandos con k = t valen todos 1. Los separamos:

q ti t;
t14; + A Z eBri—Br1 + Z A; Z Z eBri—Br1 — 0,
k£t i=2  k=1i=1

donde en el primer sumatorio k y t varian entre 1 y ¢;.
El polinomio

g1(z) = I1 (z = (B — Br1))
ket

es invariante por permutaciones de los conjugados [, luego sus coeficientes
son racionales. Igualmente ocurre con los polinomios

gi(e) = T1 T1 (= — (Bt — ra)

k=1t=1
para i = 2,...,q. Ademaés todos tienen las raices no nulas.
Llamando Ay = t141 # 0, kv = t1(t1 — 1), ki = t1t; para i = 2,...,q y
a1i, ..., k,;; a las raices de g;(z), la ecuacion se convierte en

q ki
Ao-i—ZAi Eea’”'zo,
=1 k=1

que contradice al teorema 1.1. m

Ejercicio: Probar que si ai,...,a, son nameros algebraicos linealmente indepen-
dientes sobre QQ entonces e*', ..., e*" son algebraicamente independientes sobre Q, es
decir, no son raices de ningtn polinomio P(z1,...,2z,) € Q[z1,...,zy,] no nulo.

Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes:

1. Sia # 0 es un nimero algebraico, entonces e® es un niumero trascendente.
En particular el nimero e es trascendente.
En efecto, si ¢ = e® fuera algebraico, tendriamos e®* — ce® = 0, en contra-
diccion con el teorema de Lindemann-Weierstrass.

2. FEl numero 7 es trascendente.
Si 7 fuera algebraico también lo seria imw, y el nimero '™ = —1 seria
trascendente.

3. Sia# 1 es un numero algebraico, entonces loga es trascendente.

Si B = loga # 0 fuera algebraico, entonces a = e serfa trascendente.
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4. St # 0 es un nimero algebraico, entonces sen o, cos o, tan o son nime-
ros trascendentes.
2o

Si B8 =sena = (e!* — =) /2i fuera algebraico, entonces

el — e _2i8e =0,

en contradicciéon con el teorema de Lindemann-Weierstrass. Igualmente
con el coseno.

Si B=tana = (e!* — e7')/(e!™ 4 e~'*) fuera algebraico, entonces
(B—1e >+ (B+1)e "™ =0,
en contradiccion con el teorema de Lindemann-Weierstrass.

Ejercicio: Probar que las funciones arcsen, arccos y arctan toman valores trascen-
dentes sobre nimeros algebraicos (salvo casos triviales).

1.2 El teorema de las seis exponenciales

En esta secciéon demostraremos una curiosa prueba de trascendencia que no
garantiza la trascendencia de ningin nimero en particular:

Teorema 1.4 (de las seis exponenciales) Sean x1,x2 e y1,y2,ys dos con-
juntos de numeros complejos linealmente independientes sobre Q. Entonces al
menos una de las seis exponenciales

69612/1 , exlyz’ e$1y37 e$2y1 , exzyz’ eﬁﬂzys

es trascendente.

Notemos que la hipo6tesis es que x1,z2 son linealmente independientes, por
una parte, y que 41, ¥2, y3 también lo son, pero no exigimos que los cinco ntimeros
lo sean conjuntamente.

El hecho de que los exponentes sean productos es fundamental. Por ejemplo,
si p1,...,Pn son primos distintos, se cumple que los nameros log p1,...,logp,
son linealmente independientes sobre QQ, pues en caso contrario existirian nu-
meros racionales tales que milogpy + --- + my, logp, = 0, y de hecho pode-
mos suponer que son enteros, pero entonces py---pn = 1, y pasando al
miembro derecho las potencias con exponente negativo tenemos una contradic-
cion con la factorizacion dnica de Z. Sin embargo ninguna de la exponenciales

elospr  elogPn o trascendente.

Una aplicaciéon destacada del teorema se obtiene tomando x1 = 1, 22 = «
irracional, y; = logp, y2 = logq, y3 = logr, donde p,q,r son tres primos
distintos. Entonces concluimos que alguno de los ntimeros

(0% « e%

p’ q’ T7 p ) q ) r
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es trascendente. Como los tres primeros no lo son, la conclusiéon es que, de las
infinitas potencias
(0% « « (0%
2%, 3%, b%, T ...

a lo sumo dos son algebraicas, mientras que todas las deméas son trascendentes.
Una ligera variante de interés es la siguiente:

Teorema 1.5 Si p, q, r son primos distintos y a € R cumple que p*, ¢, r®
son numeros racionales, entonces o € Z.

DEMOSTRACION: Por la discusiéon precedente « tiene que ser racional, o de
lo contrario una de las potencias seria trascendente. Ahora bien, si @ = m/n,
donde la fraccion es irreducible, entonces p™/" = {/p™ es un numero irracional,
salvo que n =1, luego a = m € Z. n

La conjetura de las cuatro exponenciales Si en el enunciado del teorema
de las seis exponenciales sustituimos 1, y2, ¥3 por y1,y2, tenemos la conjetura
de las cuatro exponenciales, que, como su nombre indica, no se sabe si es cierta
o0 no. Si es cierta, en el la hipotesis del teorema anterior basta considerar dos
potencias en lugar de tres. m

Las primeras pruebas del teorema fueron publicadas por S. Lang y K. Ra-
machandra, si bien un caso particular fue probado por Alaoglu y Erdds en 1944
en un articulo en el que afirmaban que Siegel conocia una prueba.

Vamos a necesitar algunos resultados adicionales sobre cuerpos numéricos.
Si K es un cuerpo numérico normal' de grado h y o1,..., 0, son sus automor-
fismos, podemos definir la norma y la traza [Al 5.39]:

N: K —Q, Tr: K —Q

mediante N(«) = o1(a) - - - op (), Tr(a) = o1(c) + - - - + o). La traza define
a su vez una forma bilineal [Al 8.1] K x K — Q dada por (a, §) — Tr(af), de
modo que si a1, ...,q, es una Q-base de K, podemos considerar su base dual
81, ..., 0By, caracterizada por que

1 sii=j,

Tr(eifs) = {0 siij.

Asi, si a = ajoq + -+ + apay es un elemento arbitrario de K, tenemos que
a; = Tr(ap;). Definimos |a| como el maximo de los modulos de los conjugados
de «, y asi

la;| = | Tr(aB;)| < hlaB] < hlBi]|al.

Fijamos la base ajq, ..., a, con la condicién adicional de que sea una entera
[Al 8.15], es decir, una base del anillo de los enteros de K como Z-modulo. Asi,
si llamamos ck al producto de h por el maximo de los moédulos de los conjugados

1En realidad la hipotesis de normalidad no es necesaria.
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de los elementos de su base dual, tenemos que las coordenadas de un a € K en
dicha base estan acotadas por:

la;| < exlal.

Por dltimo, si « € K es entero no nulo, todos sus conjugados también lo
son, luego también lo es N(a) y, al ser también un namero racional, es un
entero racional. Por consiguiente:

—h—1
1< N(e)| < al al. (1.4)
Aqui hemos acotado por m todos los conjugados de « excepto él mismo.

Vamos a necesitar una generalizacion del siguiente resultado elemental:

Teorema 1.6 (Lema de Siegel) Sea (a;i) una matriz M x N con coeficientes
enteros racionales tal que M < N y de modo que todos los coeficientes estén
acotados en mddulo por A > 1. Entonces el sistema de ecuaciones lineales

aj1x1+---+ajyry =0, 1<j5<M,
tiene una solucion entera no trivial tal que
x| < (NAYM/NZA,
para 1 <k < N.

DEMOSTRACION: Para cada N-tupla de enteros racionales (z1, ...,z xN) con-
sideremos la M-tupla de enteros racionales (y1, ...,y ) dada por

yj = a1z + - +ajnen, 1< j< M.

Sea H = E((NA)M/(N’M)), donde E representa la parte entera. De este
modo, (NAYM/(N=M) < [T 11, luego NA < (H + 1)(N=M)/M

NAH +1 < NA(H +1) < (H +1)N/M

luego tenemos que (NAH + 1)M < (H + 1)V.
Sea (x1,...,xy) tal que 0 <z < H para 1 <k < N. Sea —B; la suma de
los a;j negativos y C; la suma de los aj;, positivos. Entonces

Bj +Cj = laj1| + -+ + [ajn| < NA,

y claramente —B;H <y; < C;H.

Ahora bien, el namero de N-tuplas (z1,...,zy) tales que 0 < xp < H
es (H + 1)V, mientras que sus M-tuplas asociadas (yi,...,yas) varian en un
conjunto de a lo sumo (C;H+B;H+1)M < (NAH+1)M < (H+1)" elementos,
luego tiene que haber dos N-tuplas distintas con la misma imagen. Su diferencia
cumple el teorema. n

Ahora generalizamos el resultado para matrices de enteros algebraicos:
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Teorema 1.7 Sea (ay;) una matriz p X q con coeficientes enteros en un cuerpo
numérico K tal que p < q y de modo que |ag| < A. Entonces el sistema de
ecuaciones lineales

ak1£1+"'+akq£q:07 1<k <p,

tiene una solucion entera (en K) no trivial tal que |&] < c(cqA)P/9=P), para
1 <1 < gq, donde c es una constante que depende de K y de una base entera
B1,...,08n de K, pero no de la matriz.

DEMOSTRACION: : Para cualquier ¢g-tupla ({1, ...,&,) de enteros de K con-
sideremos sus coordenadas

SG=xnbr+-+xuwbh, 1Z1<g,

donde x1, ...,z son enteros racionales.
Sea

apfr = apr1 1+ FagenBh, 1<k<p 1<1<q, 1<r<h.

Entonces
q q h h g h
Yoanb = gl Y TirfBr = Y0 D0 Tir Y Gkirufu
=1 =1 r=1 r=11[l=1 u=1
h h q
= Z (E Z aklruxlr)ﬁua
u=1 ‘\r=1(=1
luego (&1,...,&y) sera solucion del sistema de ecuaciones si y sélo si las coorde-
nadas (21, ..., x,) son solucién del sistema de M = hp ecuaciones con N = hg
incognitas

h  4q
Zza’kl’l‘uxlT:Oa 1§USh, 1§k§p
r=11=1

Segun hemos observado, existe una constante ¢’ tal que

lakira| < ¢ JamBr] < ¢ félftgth/l =" A.

Por el teorema anterior este sistema de ecuaciones tiene una solucion entera no
trivial tal que

21| < (hgc"A)P/47P) 1 <1<q, 1<r<h.

Los (&1,...,&,) con estas coordenadas son enteros de K no todos nulos que
cumplen el sistema de ecuaciones y ademas

&l < JeallBi] + - + el 1Bul < max [Bi](Jzn| + - + |zl)
1<i<h

A

he (hgc” AYP/0=P) = ¢(cqA)P/(a=P),
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Finalmente generalizamos el teorema para matrices de nimeros algebraicos,
no necesariamente enteros. Si ajq,...,q, son nameros algebraicos, el conjunto
de los enteros algebraicos m tales que maq, ..., na,, son enteros algebraicos es
claramente un ideal no nulo en Z. A su generador positivo d lo llamaremos el
minimo comun denominador de los ntimeros dados.

Teorema 1.8 Sea (ag;) una matriz p X q con coeficientes en un cuerpo numeé-
rico K tal que p < q y de modo que |ag| < A. Entonces el sistema de ecuaciones
lineales

o1&+ F oy =0, 1<Ek<Lp,

tiene una solucion entera (en K) no trivial tal que |&] < ¢(cqdA)P/(9P) | para
1 <1< gq, donde d es una cota del minimo comin denominador de los coefi-
cientes de cada ecuacion y ¢ es una constante que depende de K y de una base
entera B1,...,Bn, pero no de la matriz.

DEMOSTRACION: Si di es el minimo comtin denominador de la ecuacién
k-ésima, la multiplicamos por dj, con lo que pasa a tener coeficientes enteros
algebraicos con |dpak| < dA, y basta aplicar el teorema anterior. "

DEMOSTRACION (del teorema de las seis exponenciales): Supongamos que
las seis exponenciales del enunciado son algebraicas y sea K un cuerpo numérico
normal que las contenga todas. Sea d el minimo comin denominador de todos
ellos. Vamos a considerar una funcién de la forma

F(z) = 3 ajelimtie),

i,j=1

donde los a;; seran enteros de K que vamos a elegir de modo que I se anule en
todos los puntos de la forma

k1y1 + kaya + k3ys, 1<k <n,

para un cierto n elegido adecuadamente, al igual que r.

Las condiciones F'(k1y1 + kayo + ksys) = 0 forman un sistema de n3 ecuacio-
nes lineales con r? incognitas (las a;;). Pretendemos aplicar el teorema anterior,
por lo que necesitamos que r? > nd. Concretamente, tomaremos r? = (4n)3,
Notemos que siempre podemos encontrar nimeros que cumplan esto con n arbi-
trariamente grande. Los coeficientes del sistema de ecuaciones son los niimeros
algebraicos

(exlyl )ikl (earlyz )ikz (exlya)ikg (exzyl )jkl (earzw )jkz (eafzys )jk's
cuyo minimo comitin denominador estid acotado por d°" y, si e® es una cota?

de los conjugados de las seis exponenciales e« entonces los conjugados de
los coeficientes estan acotados por e®©"™. Asi, el teorema anterior nos da que

2En lo sucesivo cg, ¢1,. .. seran constantes independientes de r y n.
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existen enteros a;; € K que hacen que F' tenga los ceros requeridos y de modo
que

3,02 3 5/2

|aij‘ S C(Cr2d6rnecorn)n /(r<—=n?) — C(4Cn3d6rneco'rn)1/63 S eC1m

Detallamos la ultima desigualdad, si bien en lo sucesivo omitiremos estas
comprobaciones rutinarias: Teniendo en cuenta que r = 8n%/2, tenemos que

—_— 1
log |a;j| <logC' + alog40+310gn+4810gdn5/2 + 8con’/?,

es decir,

G

— 1
log a;;| < C1 + Cologn + C3n®/? = ( OBy CS) n®/?,
n

n5/2

y la expresion entre paréntesis tiende a Cs, luego esté acotada por una cons-
tante c;.

Como x1, 3 son linealmente independientes sobre Q, los coeficientes ix1+jx2
son distintos dos a dos, luego el polinomio
.

P(X)= 3 ajX0mtivs)

ij=1

no es idénticamente nulo, luego no puede anularse en todos los niimeros e?
(en todos los ntimeros complejos no nulos) luego la funcion F(z) no puede ser
idénticamente nula.

Ademas F toma valores en K sobre el conjunto R = (y1,¥2,%3),. Este
conjunto no puede ser discreto, porque entonces seria un reticulo [TAl 3.7] y
tendria a lo sumo rango 2 sobre Z, pero tiene rango 3. Por el principio de
prolongacion analitica F' no puede anularse sobre todos los puntos de R.

Sea s el mayor natural tal que F'(k1y1 + kaye + ksys) = 0 para todos los
coeficientes 1 < k; < s. Por construccion s > n. Sea w = kiy1 + kayo + k3ys
tal que F(w) # 0 con 1 < k; < s+ 1, necesariamente con algtn k; = s + 1.
Entonces d%" (1) F(w) es entero (y no nulo) en K, luego

IN(@ Y F(w)] > 1.

Por otra parte,

|F(w)] < rReen® P reo(s+lr < gers®?
Si h es el grado de K, usando (1.4) obtenemos que
/2
|

1 < dOrHDR N (F(w))] < 160" ee1 (=15 p()] < e°25”* | F(w)].

Asi |F(w)| > e=e2s"? o también

log |F(w)| > —ca5°/2.
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Por otro lado,

. w — (k1y1 + kaya + k3ys)
F =1 F I | »
(’LU) zl—r>r11u (Z) z — (k1y1 + kgyg + k’3y3)

1<k1,k2,k3<s
donde la funcién del miembro derecho es entera, ya que los polos simples del
producto se cancelan con ceros de F'. Consideremos el disco de centro 0 y radio
R = %2
Notemos que |w| < 3(s + 1) max{|y;|}, por lo que, tomando n es suficien-
temente grande (y, por consiguiente, s también), podemos exigir que |w| < R.
Maés atin, podemos exigir que si |z| = Ry 1 < k; < s+ 1, entonces

|z — (k1y1 + kaye + ksys)| > R/2.

Por otra parte, también |w — (k1y1 + kay2 + ksys)| < 3(s + 1) max{|y;|}. Lla-
memos Fr al méximo de F' en dD(0, R). Por el principio del médulo maximo,
tenemos que |F(w)| esta acotado por el supremo de la funcion del miembro
derecho en dD(0, R), es decir,

|F(w)| < Fr(cas/s?)" = Fr(ca/sV?)*,

luego
log |F(w)| < log Fr + s*(log ¢z — 4 log s).

Nos falta estimar Fg, que depende de s:

FR S TzeclnS/ZGCBTR S 16n36c1n5/2+C38n3/253/2 < 60483.

En total hemos obtenido que
—098%/2 < ¢48° + % log ey — s*Llog s,

luego 53 log s < c553, o también, log s < cs, lo cual es absurdo. .

1.3 El teorema de Gelfond-Schneider

Entre los famosos problemas planteados por Hilbert a principios de siglo, el
séptimo consistia en determinar el caracter algebraico o trascendente de ciertos
nimeros concretos, tales como la constante de Euler. Entre otras cosas Hilbert
preguntaba si en general a® es un ntmero trascendente cuando « y 3 son ni-
meros algebraicos, a # 0, 1 y /3 es irracional (en los casos exceptuados o es
obviamente algebraico). Por of se entiende ¢?1°8% donde loga es cualquier
logaritmo complejo de a.. Esta parte del séptimo problema fue demostrada in-
dependientemente por Gelfond y Schneider en 1934. De este hecho se sigue en
particular que los nimeros 2V2 g ™ = (—1)~% son trascendentes.

Teorema 1.9 (Gelfond-Schneider) Si o y 8 son nimeros algebraicos tales
que o # 0, 1 y B es irracional, entonces el nimero af es trascendente.
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DEMOSTRACION: Fijemos un valor para log o y supongamos que v = ef 108
es algebraico. Sea K un cuerpo numérico de grado h que contenga a «, 5y 7.
Sean m = 2h +2 y n = ¢?/(2m), donde t = ¢ es un multiplo de 2m.

Notemos que podemos tomar valores para n arbitrariamente grandes en estas
condiciones. En lo sucesivo las letras c, ¢, co, ...representaran constantes que
dependeran de K, de una base entera de K prefijada y de «, 3, 7y, pero nunca
de n.

Sean p1, ..., pt los numeros (a+b8) loga, con 1 < a < ¢, 1 <b < q. Observe-
mos que, como [ es irracional, los niimeros 1 y 8 son linealmente independientes,
luego los ntmeros p1, ..., p; son distintos dos a dos.

Sean 11, . .., n; nameros complejos en K arbitrarios. Consideremos la funcién
entera dada por R(z) = nef** + - + nePt*. Consideremos las mn ecuaciones
lineales con t = 2mn incognitas (91, ...,7)

(loga)_kRk)(l) =0, 0<k<n-1, 1<I<m.
Los coeficientes de la ecuacion (k, 1) son los nimeros
(log a)_kpfepil = (log a)_k((a +b5) log oz)kel(‘”bﬁ) logar — (a + bb’)kaal’ybl €K,

conl1<Ili<m,1<a,b<q, 0<k<n-—1.

Sea c¢; un ntamero natural no nulo tal que ¢y, ¢18 y ¢17y sean enteros en K.
En cada coeficiente, al desarrollar el binomio (a + b3)* aparecen monomios de
a, By v con grado a lo sumo

k+al+bl<n—1+mqg+mqg<n+4m?*n= (4m2+1)n,

2
luego si multiplicamos cualquiera de los coeficientes por cil(m +m _ ¢y obtene-
mos un entero de K. El médulo de los conjugados de los coeficientes multipli-
cados por cj es a lo sumo

. . . — 1. —al —bl
e (a+b3D) (@) ()] < 5 (a+b]B])* [al ]
" 1 T4 Mg n — n—1—2m?*n —2m3n
< (g+aBD)" ol T < g (Vamy/n+ V2my/nB)" ol T ]
— n72m2n—2m2n n—
<3 (Vam+v2mB) "ol " T T = a2,

Podemos aplicar el teorema 1.7, que nos garantiza que 7y, . . ., 7; pueden ele-
girse de modo que sean enteros en K, no todos nulos, satisfagan las 2¢ ecuaciones
(multiplicadas o no por ¢¥, da igual) y ademaés

c(e2t @ nP1/2y < 262t pnmD/2

dmetn g nD/2 < @pt/2) (1.5)

k]

INIA

para 1 <k <t.
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A partir de ahora consideramos la funcion R(z) para estos 71,...,7;. En
primer lugar, R(z) no puede ser idénticamente nula, pues desarrollandola en
serie de Taylor en el origen resultaria entonces que

n1p]f++’7tpi€:07 parak:O71,2,37...

pero las t primeras ecuaciones son un sistema de ecuaciones lineales en 1y, ...,
cuyo determinante es de Vandermonde, luego es no nulo, puesto que p1, ..., p:
son distintos dos a dos. Esto implica que 71 = --- =n; = 0, lo cual es falso.

En resumen tenemos que la funcién R(z) es no nula pero tiene sus n — 1
primeras derivadas nulas en los puntos [ = 1,...,m.

Existe, pues, un natural r > n tal que R®(I) = 0 para 0 < k < r — 1,
1 <I1<my R"(ly) # 0 para un cierto I tal que 1 < Iy < m.

Llamemos p = (loga)~"R™(lp) # 0. El mismo analisis que hemos realizado

antes sobre los coeficientes del sistema nos da ahora que p € K y que ¢} 7™
es un entero en K.
Asf pues, 1 < |N(¢]T2™9p)| = "F2m9D| N (p)|, Tuego
IN(p)| > ¢ "D > 5 (1.6)

Por otro lado tenemos que p es una suma de ¢ términos, cada uno de los
cuales es el producto de un 7y, para el que tenemos la cota (1.5), y de un
coeficiente de la forma (a + b3)"a*o~%0 cuyos conjugados estan acotados por

— . —alo — — . MG T
(a+b]B)" Tl TYiblo < (g + ¢1B)" Tl ™" T

Consecuentemente |p| < ¢ c§ n("+1/2(ceq)"c2.
Ahora acotamos t = ¢ = 2mn < 2mr, n < r, ¢ < \/Qm\/ﬁ < V2mrl/? y
llegamos a

e < (cgq)"ct.

Ipl < 2mr & r D2 b (Vom ) rr/2e2mr < o pr /2, (1.7)

Vamos a obtener una cota més fina para |p|. Para ello aplicaremos la formula
integral de Cauchy a la funcion

S(z) =r! (ZR_('Z)T ;ﬁl (f—/f)

k#lo
Puesto que las derivadas de R anteriores al orden r son nulasen z = 1,...,m,
la funcién S es entera. Ademas
—r pr) —r —r 1 S(Z)
p=(loga) "R"”(ly) = (loga) "S(lp) = (log ) "-— dz,

2w Jo 2z — o
donde C' es la circunferencia |z| = m(l + r/q), que contiene a los ntmeros

1,...,m, en particular a ly. Para los puntos z € C tenemos las cotas

[R(z)| <t n™ D2 exp((q + ql8]) [log ol m(1 +7/q))

< tCZ n(n+1)/2 Cg+q < 81{0 ,,,(r+3)/2’
>

|z — K| |z| — |k| > m(1+7r/q) —m =mr/q, parak=1,...,m,
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k=1 k=1
k+£lo k#lo
mr
S < regr e (4)
< TTCIO ,,,(r+3)/2071"1( /2m )mr,r—mr/2 _ 671‘2 7,(37"-&-3—7717‘)/2.

Acotando la integral llegamos a que

1 _ T — q
< (1 19 1 - r .(3r+3—mr)/2 (7)
ol < geltoge)izmm (145 ) cfyr -

= |loga|™" (Q + 1) s pBra3—mr)/2 o s FBre3—mr)/2.
r

Ahora vamos a acotar |N(p)|, que es el producto de los modulos de los
conjugados de p, usando la cota anterior para |p| y la cota (1.7) para los h — 1
conjugados restantes. Concretamente

|N(P)| < c{gr(3r+3—mr)/2(Cg,rr+3/2)h—1 — 071"4 r(37*+3—mr)/2+(h—1)(r+3/2).

Si sustituimos m = 2h + 2 la expresion se simplifica hasta

IN(p)| < ey r®n72,
Pero combinando esto con (1.6) resulta c;” < ¢j, r3"~"/2 0 lo que es lo
mismo, #("=3M/2 < ¢, ¢f = ¢f.. Tomando logaritmos es facil llegar a que

L_sh logr <1
B o ogr 0g C15.

Hemos probado que esto se cumple para una constante ci5 y para valores de r
arbitrariamente grandes (pues r > n), pero esto es claramente contradictorio,
pues el miembro de la izquierda tiende a +oo cuando r tiende a +oc. m

Por ejemplo, ahora podemos asegurar que un logaritmo log, 8 con «, 8 alge-
braicos es racional o trascendente, pues si si fuera algebraico irracional entonces
B = a'°8a 8 serfa trascendente. Por ejemplo, es facil ver que log, 3 es trascen-
dente, ya que no puede ser un ntimero racional a/b. En tal caso 20/b = 3, luego
2¢ = 3% 1o cual es imposible, con a,b # 0.

En particular vemos que un nimero algebraico elevado a un namero tras-
cendente puede ser algebraico. Por otra parte, por una mera cuestion de car-
dinalidad, es claro que af tiene que ser trascendente para muchos nimeros
trascendentes (.






Capitulo 11

Funciones aritméticas

Una parte notable de la teoria analitica de nameros consiste en estudiar el
comportamiento de diversas funciones aritméticas, que no son sino sucesiones
f:N\ {0} — C.

Técnicamente, una funcién aritmética no es, pues, sino una sucesiéon de nu-
meros complejos, pero “psicologicamente”’ no es lo mismo, pues en una funciéon
aritmética los nimeros naturales no son meros indices sin més papel que ordenar
los términos de la sucesion, sino que la idea es considerar casos en los que f(n)
expresa alguna propiedad del nimero natural n. Esta puede ser una propiedad
trivial, como en el caso de N(n) = n, una propiedad con un contenido arit-
mético natural, como pueda ser el nimero de divisores de n, o una propiedad
mas técnica, como en el caso de la funcion de Mangoldt que hemos presentado
en la introduccion, que representara un papel destacado en la prueba del teo-
rema de los nimeros primos y otros muchos resultados. La primera seccién es
esencialmente la seccion [ITAn 7.4].

2.1 El Algebra de las funciones aritméticas

Definicion 2.1 Llamaremos A al conjunto de todas las funciones aritméticas,
es decir, el conjunto de todas las funciones f : N\ {0} — C. Es claro que A
tiene estructura de C-espacio vectorial con la suma y el producto dados por

(f+9)(n) = f(n)+g(n),  (af)(n)=af(n).

Ademaés, A adquiere estructura de C-algebra con el producto definido pun-
tualmente:

(f9)(n) = f(n)g(n).

Sin embargo, A admite una estructura de algebra mas interesante, que es la
que resulta de tomar como producto la convolucion de Dirichlet, dada por

(f*+9)(n) = 22 f(d)g(n/d).

d|n

21
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Nota El producto de convolucién surge de forma natural en el contexto de
las series de Dirichlet [ITAn 8.23|, pero de momento desarrollaremos la teoria
elemental sobre las funciones aritméticas, que no requiere la teoria de funciones
de variable compleja, y después mostraremos esta relacion. L]

Es evidente que este producto cumple la propiedad distributiva con la suma
puntual, asi como que es compatible con el producto por escalares. La expresion
alternativa

(fxg)n) =2 f(di)g(da)
n:d1d2
muestra claramente que el producto de convolucién es conmutativo, y facilita la
prueba de la asociatividad:

(fxg)xh)(n)= > [fldi)g(d2)h(ds) = (f * (g*h))(n).

TL:dl d2 d3

Ejemplos de funciones aritméticas Veamos los primeros ejemplos de fun-
ciones aritméticas, aunque mas adelante introduciremos algunas mas:

e Sia € C, llamaremos ¢, a la funcién constante igual a a. Es claro entonces
que la funcién c; es el elemento neutro en A para el producto puntual.
En cambio, no es el elemento neutro para el producto de convolucién, sino
que, para cualquier funcion aritmética f:

(f xc1)(n) = % f(d).

e El elemento neutro en A para el producto de convolucion es la funcion 1
dada por

o =£li/m = {5

Aqui, y en lo sucesivo, E[z] representara siempre la parte entera del ni-
mero real z.

e La funcion divisor es la que a cada nimero natural n le asigna su ntimero
de divisores d(n). Se cumple entonces que d = ¢; * ¢1, pues

din)=>1=>c1(d) = (c1 xc1)(n).

d|n d|n
e La funcion de Fuler es la dada por
¢p(n)={meN|1<m<n, (mn)=1},

es decir, la que a cada ntimero natural no nulo n le asigna el niimero de
nimeros menores que n primos con n.



2.1. El dlgebra de las funciones aritméticas 23

e La funcién N es la dada por N(n) = n. Esté relacionada con la funcion
de Euler por la igualdad N = ¢; * ¢. En efecto, esto equivale a que

> ¢(n/d) =n,

d|n
lo cual se prueba sin més que considerar los conjuntos

Ag={meN|1<m<n, (m,n)=d}.

Es claro que {1,...,n} = |J Aq, que la union es disjunta y, teniendo
d|n
en cuenta que (m,n) = d equivale a (m/d,n/d) = 1, concluimos que
|Ad| = ¢(n/d).
e La funciéon o es la dada por o(n) = > d, es decir, la que a cada namero
d|n

natural no nulo le asigna la suma de sus divisores. Claramente o = N *c;.
|

Todas las funciones que acabamos de definir son multiplicativas, en el sentido
siguiente:

Definicion 2.2 Una funcién aritmética f es multiplicativa si no es idéntica-
mente nula y ademas

f(mn) = f(m)f(n)

para todo par de naturales m y n primos entre si. Diremos que f es comple-
tamente multiplicativa si no es idénticamente nula y cumple esta relacién para
todo par de naturales m y n.

Observemos que toda funcion multiplicativa cumple f(1) =1, pues
fA)=fQ1-1)=f(1)f(Q1),
y no puede ser f(1) = 0, ya que entonces f(n) = f(In) = f(1)f(n) =0y f
seria idénticamente nula.

Es inmediato que las funciones ¢1, 1 y N son completamente multiplicativas,
y el teorema siguiente implica que d, ¢ y ¢ son multiplicativas, pues cada una
de ellas es producto de funciones multiplicativas:

Teorema 2.3 FEl producto de funciones aritméticas multiplicativas es de nuevo
una funcion multiplicativa.

DEMOSTRACION: Si f y g son multiplicativas entonces
(fxg)(1) = f(1)g(1) =1 #0,
luego f * g no es nula. Si m y n son nimeros naturales primos entre si,

(f +g)(mn) = dlZ f(dyg(mn/d) = > 3 f(didz)g(mn/didy)

di|m da|n
= dzlj dX‘: f(d)g(m/dv) f(d2)g(n/d2) = (f * g)(m)(f * g)(n).

Por lo tanto f * ¢ es multiplicativa. ]



24 Capitulo 2. Funciones aritméticas

Claramente, una funcién aritmética multiplicativa esta determinada por su
restriccion a las potencias de primo, ya que tiene que cumplir f(1) =1y

k Eny _ k En
for" o) = F(PYY) -+ f o)
Analogamente, una funcion aritmética completamente multiplicativa esta deter-

minada por su restricciéon a los primos.

Ejemplos A la hora de calcular las tres funciones multiplicativas no completa-
mente multiplicativas que hemos introducido conviene tener presente la forma
en que actian sobre potencias de primo:

e d(p")=n+1.
Es obvio que los divisores de p™ son las potencias 1,p,p?,...,p".
o o(p")=(p—1)p" ' =p"(1—1/p).

En efecto, de los p™ ntimeros naturales no nulos menores o iguales que p”,
todos son primos con p” excepto los multiplos de p, que son p™~! en total.

=TT
Basta tener en cuenta que o(p™) =1+ p+--- + p”, y aplicar la formula
para sumar progresiones geométricas.

Es facil ver que las funciones anteriores no son completamente multiplicativas
(por ejemplo, d(4) = 3 # 4 = d(2)d(2)), por lo que vemos que el producto de
funciones completamente multiplicativas no tiene por qué ser completamente
multiplicativo.

Reciprocamente, podemos definir una funcion multiplicativa (completamente
multiplicativa) determinéndola tnicamente sobre potencias de primo (sobre pri-
mos). Por ejemplo [ITAn 7.12]:

Definicion 2.4 La funcion de Mdbius es la funcién multiplicativa dada por

(p") = -1 sin=1,
) = 0 sin>2.
Asi, la funcién de Mobius es nula salvo en los niimeros libres de cuadrados,

y sobre éstos vale 1 o —1 segun si son divisibles entre un nimero par o impar
de primos. Su interés radica en el teorema siguiente:

Teorema 2.5 Considerando A como anillo con el producto de convolucion, se
cumple:

1. Una funcidn aritmética | tiene inversa si y sélo si f(1) # 0.
2. La inversa de una funcion multiplicativa es una funcion multiplicativa.

3. Si f esuna funcion aritmética completamente multiplicativa entonces f = =
wnf (donde el producto es el puntual).
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DEMOSTRACION: 1) Si existe f~! entonces

FOFT W == H)=101) =1,

luego f(1) # 0. Reciprocamente, si f(1) # 0 vamos a definir inductiva-
mente f~!. En primer lugar f~1(1) = 1/f(1), con lo que el razonamiento
anterior garantiza que f(1)f~1(1) = 1(1).

Para definir f~!(n) con n > 1 observamos que queremos que se cumpla

Z‘f fd)f~H(n/d) =0,
dln
luego la definiciéon ha de ser

FU ) = = Y f@)f (/).

f(l) 1<d|n

Claramente, la funcién ! asi definida es la inversa de f.

2) Supongamos que f es multiplicativa pero f~! no lo es. Entonces existen
ntimeros m y n primos entre si tales que f~1(mn) # f~1(m)f~'(n). Podemos
tomarlos de modo que mn sea el minimo posible. Como la funcién f * f~! =1
es multiplicativa, tenemos que (f* f=1)(mn) = (f* f=H(m)(f* f~1)(n), o sea,

> 2 fldida)f~ (mn/didy) = Y2 f(dy)f~(m/dy) X2 f(d2)f~ ! (n/da).

d1|md2\n dl\m dQ"I’L

Ahora bien, por la minimalidad de mn cada sumando de la izquierda es
igual a un sumando de la derecha y viceversa, excepto los correspondientes a
di = dy = 1. Pero si cancelamos los sumandos iguales queda simplemente
f~Y(mn) = f~1(m)f~(n), contradiccion.

3) Hemos de probar que uf * f = 1. La funcién de la izquierda es multi-
plicativa por ser un producto de funciones multiplicativas, luego basta probar
que (uf * f)(p™) = 0, para todo primo p y todo n > 1. Ahora bien, como los
divisores de p" son los p* para k < n, tenemos

Wf+ HEY = S u@)FOR)FE ) = 3w F)
+

k=0 k=0
= (u() +u(p) f(p") = 0. .

Como la funcién constante ¢; es completamente multiplicativa, el teorema
anterior nos da que p = cfl. En particular vemos que la inversa de una funcién
completamente multiplicativa no tiene por qué ser completamente multiplica-
tiva, ya que p no lo es.

La relacion p = ¢! tiene un enunciado alternativo de interés:

Teorema 2.6 (Formula de inversion de Mobius) Si f y g son funciones

aritméticas tales que g(n) = > f(d), entonces
d|n

f(n) = d§|: p(d)g(n/d).
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Por ejemplo, de la relacion N = ¢; * ¢ deducimos ahora que ¢ = p* N, que
explicitamente significa que

o(n) = Y uld).

d|n

Ejemplo En [Al 4.50] demostramos que todo subgrupo finito del grupo multi-
plicativo de un cuerpo es ciclico (lo que en particular implica que existen raices
primitivas modulo todo primo p), para lo cual nos apoyamos en los teoremas de
estructura de los grupos abelianos finitos. Vamos a dar una prueba mucho méas
elemental basada en el teorema anterior y en la observaciéon siguiente:

Si G es un subgrupo de orden q de un cuerpo F yn | q, el polinomio z™ — 1
tiene n raices distintas en G.

En efecto, considerando congruencias modulo P = 2™ — 1 en F[z] vemos que
29 —1= (2" —1=0 (méd P),

luego z7 — 1 = (2™ — 1)g(x), para cierto polinomio g(x) € Flz]. Siz™ —1
tuviera menos de n raices distintas en G, entonces 29 — 1 tendria menos de ¢
raices distintas, pero esto es absurdo, porque los ¢ elementos de G son raices de
zq—1.

Sabiendo esto, llamamos ¢(n) al ntimero de elementos de G' de orden n y
concluimos que, si n | g,

N(n) =3 ¢(d) =n,

d|n

pues los elementos de G orden divisor de n son las raices de 2" — 1. Equi-
valentemente, tenemos que N = ¢ * c1, luego ¢ = N x u. Explicitamente, si
n|aq,
- - n
$(n) =Y u(d)N(n/d) = Zu(d)g = ¢(n).
d|n

d|n

Asi pues, para cada n | ¢, resulta que G tiene ¢(n) elementos de orden n y, en
particular, tiene ¢(q) > 1 elementos de orden g. "

Veamos un segundo ejemplo de aplicacion de la formula de inversion:

Teorema 2.7 El nimero de polinomios irreducibles de grado n en el cuerpo
finito de q elementos es

uzigmmwﬂ

DEMOSTRACION: Sea F' el cuerpo finito de ¢ elementos. Entonces el polino-
mio 29" — z es el producto de todos los polinomios irreducibles en F[z] de grado
d | n. En efecto, si p(z) | 9" — z es un polinomio irreducible de grado d y « es
una raiz en una clausura algebraica de F, entonces « es raiz de 29 — x, pero,
por [Al 9.2], las raices de este polinomio forman el cuerpo de ¢™ elementos, que
tiene grado n sobre F, luego d = |F(«) : F| divide a n.
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Reciprocamente, si p(z) es un polinomio irreducible en F[z] de grado d | n'y
« es una de sus raices, entonces F(a) es el cuerpo de ¢¢ elementos, que, siempre
por [Al 9.2], esta4 contenido en el cuerpo de ¢™ elementos, luego « es raiz de
27" — x, luego p(x) | 29" — .

Solo falta observar que cada polinomio irreducible aparece sélo una vez como
factor de 29" — z, pues la derivada de este polinomio es —1, luego no tiene raices
miltiples.

Por consiguiente, ¢" es la suma de los grados de todos los polinomios irre-
ducibles de grado divisor de n, es decir:

S(n) = > dl; = q"

d|n

Por la férmula de inversion,

nl, = 3 p(n/d)S(d) = ¥ p(n/d)g?.
d|n d|n
| ]
En la ultima seccién presentamos una aplicaciéon maés sofisticada de la for-
mula de inversiéon. Probamos ahora un ultimo resultado sobre la funcién de
Moébius:

Teorema 2.8 Se cumple que
o0
Z p(n) _ 6
2 T 2
= n 7
DEMOSTRACION: Nos apoyamos en que

1_71'2

n? 6

NE

Il
s

n

En particular esto implica que la serie del enunciado es absolutamente conver-
gente, pues |u(n)| < 1. Por consiguiente, podemos operar las series:

Z qufﬂ) :Z (/;fn;Q :kz; MIEZ) :kz (. k21)( ) -1,
m=1 n=1 m,n =1 d|k =1
donde hemos usado que (u* c¢1)(k) = E[1/k]. "

En el algebra de las funciones aritméticas podemos definir una derivacion
que surge de forma natural a partir de la relacion entre éstas y las series de
Dirichlet que de momento estamos evitando:

Definicion 2.9 Si f € A es una funcién aritmética, definimos su derivada como
la funcion dada por f'(n) = f(n)logn.
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Se comprueba sin dificultad que
(f+9) =F+g, ([xg9) =[ g+ fxg"
Notemos que ¢ = log (donde el miembro derecho es la funcion n — logn).

Introducimos ahora una funcién aritmética que tendra gran importancia en
lo sucesivo:

Definicion 2.10 Se define la funcion de Mangoldt como la funcién aritmética
dada por
A(n) = {logp sin=p", m>1
0 en otro caso.

Vamos a comprobar la relacion siguiente: A * ¢; = log.

En efecto, si n = 1 es claro que (A % ¢1)(1) = 0 = logl. En otro caso
n = p'fl --pFr y se cumple

ki . r ki r
Alp]) =2 logp; = Y kilogp; = logn.
i i=1

i=1j=1 i=17j=1

=

(Axc1)(n) = (%:A(d) =

Terminamos esta secciéon presentando una generalizacién de la féormula de
inversién de Mdbius que necesitaremos mas adelante. Para ello generalizamos
el concepto de convolucion:

Definicién 2.11 Si f es una funcion aritmética y F' : ]0,+oo[ — C es una
funcion tal que Fjo 1 = 0, definimos

(foF)(x) = X f(n)F(z/n).

n<z

Observemos que f o F' :]0,+00[ — C también se anula en ]0, 1[. Se cumple
una propiedad asociativa mixta:

fo(goF)=(f*g)oF,

donde f y g son funciones aritméticas. En efecto:

(folgeF))(x)= > f(n) 22 g(m)F(x/mn)

n<x m<z/n
= 2 fmg(m)F(z/mn) = k; %gf(d)g(k/d)F (z/k)
> (frg)(R)F(z/k) = ((f * g) o F)(x).

k<zx

Por otra parte, es claro que 1 o F = F', lo que nos da este teorema de
inversion:
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Teorema 2.12 (Férmula de inversion generalizada) Si f es una funcion
aritmética con inversa f~', las funciones F,G :]0,4+o0o] — C se anulan en el
intervalo 10, 1] y

G(x) = > f(n)F(z/n),

n<z

entonces

F(z)= 3 f(n)G(z/n).

n<zx
DEMOSTRACION: La hipoétesis es que G = f o F', luego

fleG=f"o(foF)=(f " *f)oG=10F=F.

En particular:

Teorema 2.13 Si f es una funcion aritmética completamente multiplicativa,
las funciones F,G :]0,+oo[ — C se anulan en ]0,1[ y

G(x) = > f(n)F(z/n),

n<z

entonces

Fa) = > w(n)f(n)G(z/n).

n<z
Veamos un ejemplo:

Teorema 2.14 El nimero de fracciones irreducibles 0 < a/b <1 con0<b<mn
viene dado por

f(m) = 5 5 ulm)Efn/m(Eln/m] 1)

DEMOSTRACION: Sea g(n) el nimero de fracciones 0 < a/b < 1 no nece-
sariamente irreducibles con 0 < b < n. Claramente, g(n) = n(n — 1)/2, y se

cumple que
g(n) = > f(E[n/m]).
m<n

En efecto, el conjunto de todas las fracciones que cuenta g(n) se divide en
clases de equivalencia de fracciones con el mismo representante irreducible. Si
0 < a/b <1 es una de estas fracciones irreducibles, los nameros 1 < m < n que
cumplen b < E[n/m]| son los mismos que cumplen bm < n, es decir, los que dan
lugar a fracciones 0 < (am)/(bm) < 1 con bm < n cuya fraccion irreducible es
la dada. En otras palabras, el ntimero de nimeros m tales que b < E[n/m)] es
el cardinal de la clase de a/b.

Por lo tanto, la fraccion a/b aparece contada en tantos sumandos de la
expresion anterior como elementos tiene su clase de equivalencia, luego la suma
cuenta todos los elementos de todas las clases de equivalencia.
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Ahora definimos F(x) = f(E[z]) y G(z) = g(EF]z]), de modo que, llamando
n = E|x], tenemos que

G(z) = g(n) = Z< f(Eln/m]) = > F(Elz/m])= >, F(z/m),

m<zx m<ax
donde hemos usado que E[n/m] = E[z/m]. En efecto, es evidente que se cumple
E[n/m] < E[z/m)] y, si la desigualdad fuera estricta, tendriamos que
n/m < E[n/m]+1 < Elz/m] < z/m,
luego n < m(E[n/m] +1) < z, luego E[z] +1 = n+ 1 < x, contradiccion. El

teorema anterior nos da que

Flz) = > p(m)G(z/m),

m<zx

y cuando x es un numero natural n obtenemos la formula del enunciado. =

La funcién contadora de primos de Riemann Veamos un ultimo ejemplo
mas sofisticado de una inversiéon mediante la funcién de M&bius que no responde
a los esquemas que hemos visto.

En la introducciéon hemos hablado del teorema de los niimeros primos, que
permite estimar la funcién 7(z) que cuenta el namero de primos menores o
iguales que un nimero z > 0 dado. Sin embargo, en su estudio del problema,
Riemann consideré mas conveniente considerar otra funcién que cuenta los pri-
mos mas indirectamente:

Definicion 2.15 La funcidn contadora de primos de Riemann es la dada por

1 > w(xt/m™

n<zx pm<zx

A(n)
logn

La tltima serie es en realidad finita, pues 7(z*/™) = 0 cuando z'/™ < 2, es
decir, cuando m > log z/log 2. Por lo tanto, no alteramos la suma si limitamos
el sumatorio a m < logx/log2, o incluso m < log z, o simplemente m < x.

Podria objetarse que 7*(x) cuente primos, pero es que lo hace indirecta-
mente, en el sentido de que 7(z) puede calcularse en términos de 7*(x):

Teorema 2.16 Para todo x > 0 se cumple
N M) e am
m(z) =) (@),
n=1

DEMOSTRACION: Notemos que, como en el caso de la suma que define a
7*(z), la suma del enunciado es finita. Vamos a definir recurrentemente una
sucesion de funciones fy, f1, fa, ... mediante

fol@) =7 (@)  frna(e) = fula) — —

Fula! /e,
Pr+1

donde pg1 es el primo k + 1-ésimo.
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Veamos cuéles son los primeros términos de la sucesiéon. El primero es

e 7]_(wl/m)

m=1 m
A su vez
0 1/m e 1/2m
file) = 7 (@) - pr(@/?) = 3 T 5
m=1 m=1

Asi, en el miembro derecho sélo estan los términos (/™) /m correspondientes
a indices m impares. A su vez,

1 1 % > 7'( 1/3m > 7T 1/6m
§f1($1/3)=§77 (331/3) e 1/6 Z Z
m=1 m=1
luego
* Lowoazoy 1 o ayay o 1 w16
L) = (@) = 5 @) - on* @) + oxt (@)
- i 7r(.r1/m) B i 7T(a:1/2m) B i 7T( 1/3m) 7T( 1/6m)
- m=1 m m=1 2m m=1 3m m=1 6m

Vemos que en la primera expresion para fo(z) aparecen todos los indices m
libres de cuadrados divisibles tnicamente entre 2 y 3 y el signo es u(m), mientras
que en la segunda expresion aparecen todos los indices m no divisibles ni entre
2 ni entre 3 (como los multiplos de 6 se restan dos veces, luego se suman para
que solo sean sustraidos una vez).

Una induccién rutinaria muestra que esto es cierto en general, es decir, que
fx(z) admite una expresion con sumandos “(m) *(2'/™), donde m recorre todos
los ntimeros divisibles iinicamente entre los prlmos P1,---,pk (libres de cuadra-
dos, si se quiere, porque en caso contrario p(m) = 0) y también una segunda
expresion con sumandos (1/m)m(x'/™) para todos los indices no divisibles entre
ninguno de los primos p1, ..., pk.

Asi, cuando k es suficientemente grande, la primera expresion para fj coin-
cide con el miembro derecho de la formula del enunciado (pues todos los suman-
dos que faltarfan por aparecer serian ya nulos) y la segunda expresion se reduce
a m(x). "

2.2 Orden de crecimiento

En lo sucesivo vamos a considerar muchas sucesiones y funciones que tien-
den a infinito, pero con esto no esta dicho todo, sino que podemos tratar de
estimar “a qué velocidad” tienden a infinito, comparando su crecimiento con el
de otras funciones sencillas cuyo comportamiento podamos considerar bien co-
nocido. Esta comparacion puede concretarse de formas distintas. El caso méas
sencillo en que podemos decir que dos funciones crecen “por igual” es el recogido
en la definicién siguiente (véase la seccion [ITAn 7.2]):
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Definicion 2.17 Sea X un espacio topologico, a € X un punto de acumulacion
de Xy f,g: X\{a} — R. Diremos que f y g son asintdticamente equivalentes
en q si existe

f(z)

lim —= = 1.
z—a g(m)

La definicion supone en particular que g(z) no se anula en un entorno de a,
aunque en la préctica la aplicaremos cuando f y ¢ tiendan a +o0o en a, con lo
que esto se cumplira trivialmente.

Usaremos la notacion f(z) ~ g(z) para indicar que las funciones son asintoti-
camente equivalentes, indicando el punto a si no se sobreentiende por el contexto.

Notemos que la definicion equivale a que

o fle)
g ="
o también a que
f(@) - gl@) @)~ f(a) _
ST e jw

Las dos ultimas expresiones se interpretan como que el error relativo cometido
al aproximar una por la otra (es decir, el error absoluto dividido entre el valor
real que queriamos aproximar) tiende a 0.

Ejemplo 1 Se cumple que 22 +x ~ 22 (en +00). El error absoluto cometido al
aproximar una por la otra tiende a infinito, pero dicho error es cada vez menor
en relacion al valor que toman ambas funciones.

100k 10000 f /

ol 8000

0l 6000 -

4000 -

2000 f /

20 40 60 80 100

40f

201

Esto se pone de manifiesto al comparar las graficas. En la primera, cuando x
varia de 0 a 10, vemos cémo la diferencia entre ambas funciones se hace cada
vez mayor, pero en la segunda, al modificar la escala para que las graficas
guarden la misma proporcion, esa diferencia, pese a ser cada vez mayor, se
vuelve inapreciable. L]

Ejemplo 2 Consideremos un caso ligeramente mas sofisticado. Vamos a estu-
diar el crecimiento de la funcion

Sn

n<z
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Siempre que empleemos esta notacion habra que entender que n recorre los
nimeros naturales no nulos menores o iguales que el ntiimero real x. Equivalen-
temente,

Ele]  El|(E 1
S S Bl )
n<x n=1 2
Se cumple entonces que
2
X
Z n~ ?a

pues

llze+zxz+1)+2z+1 3x+2
= —
x2 x2

IN

0.

50

401

< ///////

20 =

La grafica de la izquierda muestra las dos funciones y la de la derecha la
diferencia entre ambas. Vemos que el error oscila cada vez con mas amplitud,
y esto se confirma en la grafica de la derecha siguiente, pero en la grafica de
la izquierda ambas funciones son indistinguibles, pues, aunque las diferencias
sean cada vez méas grandes, se vuelven despreciables cuando se comparan con la
magnitud de cualquiera de las dos funciones:
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Asi pues, 22 /2 es una funcion sencilla que describe bien el crecimiento de las
sumas finitas de ntimeros naturales.

En los dos ejemplos anteriores hemos comparado dos funciones que tienden

a +00 en +00. Serd el caso mas habitual, pero también tiene interés estudiar el
modo en que una funcién tiende a 0 en un punto finito o infinito. Por ejemplo,
podemos afirmar que

senx ~ x alrededor de 0.
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Notemos que si dos funciones cualesquiera tienden a 0 en un punto, el error
absoluto que cometemos al aproximar una por otra tiende a 0 en el punto, pero
la equivalencia asintética expresa algo mas fuerte, a saber, que las graficas de
las dos funciones resultan indistinguibles incluso a escalas en las que ambas se
distinguen de 0. Por ejemplo, la figura muestra las funciones senz y z. Si
representamos también, digamos, 2x, su grafica se distinguiria perfectamente
de las otras dos, a pesar de que la diferencia entre todas ellas tiende a 0 en 0.

10+

| A

-1.0 -0.5 05 1.0

Una relacion un poco més débil que la equivalencia asintética es la siguiente:

Definicion 2.18 Sea X un espacio topologico, a € X un punto de acumulaciéon
de Xy f,g: X\ {a} — R. Diremos que el crecimiento de f en a es del orden
del de g si existen un entorno U de a en X y una constante C' > 0 tales que
|f(z)/g(x)] < C para todo z € U \ {a}.

Es frecuente usar una notaciéon un tanto abusiva para expresar este hecho,
consistente en escribir O(g(x)) para referirse a una funcién arbitraria que crezca
como ¢g(z), es decir, una funcién arbitraria que permanece acotada cuando se
divide entre |g(x)|.

Ejemplo 1 Hemos dicho que esta definicién es mas débil que la anterior porque,
claramente, si f(xz) ~ g(x) entonces el crecimiento de f es del orden del de g
(pues la definicion se cumple con cualquier constante mayor que 1), y el reciproco
no es cierto en general. Sin embargo, con el concepto de orden de crecimiento
podemos expresar relaciones més precisas que con el de equivalencia asintotica.

Por ejemplo, decir que
> n=0(2%/2)
n<x
es mas débil que decir que ambas funciones son asintoticamente equivalentes,

pues sblo expresa que el cociente esta acotado, no que tienda a 1. De hecho,
esto es equivalente a
3 n=0(x2?),

n<x

¥ ya no es cierto que la suma y z? sean asintéticamente equivalentes, pero la

relacion )

Yon= % + O(x) (2.1)
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es mas precisa. En efecto, ante todo esta relacion es cierta, pues

2T B 4 Bll) + Bl

T 2x -

(x — Elz])(x + Elz]) + E[z] < 3z +2 . 3
2 - 2 2’
luego el cociente esta acotado, y de aqui se deduce a su vez que

Sn

n<z

x2/2

=1+ 0(1/x), (2.2)

pues al dividir entre #2/2 una funciéon que permanece acotada al dividirla entre
x obtenemos una funcién que permanece acotada al dividirla entre 2/x, luego
también si la dividimos entre 1/x.

Vemos que la expresion (2.1) no sélo dice que las dos primeras funciones son
asintoticamente equivalentes, sino que nos acota el error absoluto de aproximar
una por la otra, y la expresion (2.2) no solo indica explicitamente que el cociente
de la izquierda tiende a 1, sino que nos informa de la rapidez con la que tiende
a 1 (al menos tan rapidamente como 1/ tiende a 0). "

En general, cuando comparamos dos funciones que tienden a +oo, lo que
expresa la definicion es que f(z) deja de tender a +0o cuando se la divide entre
g(z) o, en otras palabras, que g(x) crece con la rapidez suficiente como para
compensar el crecimiento de f(z).

Asi, la serie Y n tiende a +o0o, pero deja de tender a +0o y permanece
n<zx

acotada cuando se la divide entre 22, o el error de aproximar dicha serie por
22 /2 tiende a +o00, pero deja de tender a +oo cuando se divide entre z.

Ejemplo 2 Consideremos ahora el caso de una serie convergente. Se cumple
que

> 2% =1+0(1/2%).

n<z
En efecto, tenemos que
1 1
Z on 1- 9E[z]’
n<lz
luego
> (1/2m) -1

= 9v Bl < 9
1/2¢ =
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pero con la estimacién que hemos hecho no sélo sabemos que la serie converge
a 1, sino que tenemos informacion sobre la velocidad con la que converge (al
menos tan rapidamente como 1/2% converge a 0). "

Ejemplo 3 Considerando la serie de Taylor del seno es facil ver que, alrededor

de 0,
3

x
SenT = — -~ + O(x%), (2.3)
lo cual significa, por definicion, que el crecimiento de la funcién sen x — z + 23 /6
es como el de z°, es decir, que el cociente permanece acotado. De hecho, se
cumple que
_ senz—z+2%/6 1
lim —MM— = —.
x—0 CC5 5'

Si dividiéramos entre z* el limite seria 0 y si dividiéramos entre x° el limite
serfa infinito, por lo que 5 es “el exponente justo” que da un cociente acotado
que no tiende ni a 0 ni a +oco. De (2.3) se sigue inmediatamente que

senx T

pues si dividimos entre x una funcién que permanece acotada al dividirla en-
tre z°, obtenemos una funcién que permanece acotada al dividirla entre z%, y
esto implica a su vez que senz ~ z, por lo que (2.3) proporciona informacion
mas precisa sobre el modo en que senx tiende a 0 en a = 0. L]

En lugar de (2.3), podriamos haber escrito

23
senz =z — — + O(x?),

6
lo cual, aunque es cierto, es menos preciso, porque la funcion que estamos repre-
sentando por O(z?) (que es la misma que en (2.3) representamos por O(z”), a
saber, sen x — x + 23/6), no s6lo es una funcién que permanece acotada cuando
se divide entre z*, sino que de hecho tiende a 0. Para hacer constar este hecho
usaremos una o mintuscula:

Definicion 2.19 Sea X un espacio topoldgico, a € X un punto de acumulaciéon
de Xy f,g: X\ {a} — R. Diremos que el crecimiento de f en a es de orden
menor que el de g si existe

f(z)

lim —+ =0.
r—a g(a’,‘)

Usaremos la notacion o(g(z)) para representar cualquier funciéon de orden
menor que el de g(x), es decir, una funcién que dividida entre g(z) tiende a 0
(en un punto a prefijado). En estos términos,

3
x
SenT =1 — + o(zh).
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En general, una comparacion en términos de o(g(x)) es menos fina que otra
con O, pues indica que “nos hemos excedido” y estamos comparando con una
funcion g(x) que tiende a su limite mas rapidamente que la que tratamos de
describir. Asi, el polinomio de Taylor de grado 3 de la funcién seno aproxima
a esta funcion alrededor de 0 con orden exactamente O(z°), en el sentido de
que si ponemos un exponente o < 5 en realidad tenemos o(x®), mientras que si
ponemos un exponente mayor el cociente tiende a oo.

Observaciones He aqui algunos hechos adicionales sobre los conceptos que
acabamos de introducir:

e Si f,g: [a,+0oo[ — R son funciones continuas en un intervalo, una rela-
cion de tipo f(xz) = O(g(x)) en +oo solo significa que existe una constante
C > 0 tal que |f(z)| < Clg(z)| para valores de z suficientemente grandes,
digamos para x > xg, pero si g(x) es estrictamente mayor que 0, entonces,
como |f]| tiene un maximo M en [a,zo] ¥ ¢ tiene un minimo m > 0 en di-
cho intervalo, sucede que |f(z)] < (M/m)g(z) en [a, z¢], luego cambiando
C por el maximo entre C'y M/m tenemos que |f(z)| < Cg(x) en todo el
intervalo [a, +00].

e Todos los conceptos que hemos definido aqui valen trivialmente para fun-
ciones f con valores complejos si los entendemos aplicados a | f|.

e No esta de méas recalcar que la notacion f(z) = O(g(z)) es abusiva en
cuanto que no es una auténtica igualdad. Por ejemplo, es cierto que
O(z?) = O(23) (en +00) en el sentido de que toda funcién que permanece
acotada al dividirla entre 22 es también una funcién que permanece aco-
tada al dividirla entre 23, pero, entendido asi, es falso que O(x?) = O(2?),
pues una funcién que permanezca acotada al dividirla entre 23 (por ejem-

plo 23) no tiene por qué permanecer acotada al dividirla entre z2.

Nuestra intencion es describir el crecimiento de funciones “complicadas” com-
parandolas con otras més sencillas, pero para ello conviene que tengamos una
idea clara de como es el crecimiento de las funciones més habituales que usare-
mos como referencia.

e Podriamos considerar que O(z) representa la velocidad “basica” de creci-
miento hacia +oo, es el ritmo de crecimiento en el que la funcion crece a
la misma velocidad que avanza la variable. Alrededor de O(z) tenemos
las potencias O(xz®), con o > 0. Notemos que si 0 < a < 3, entonces
2% = o(2?), de modo que al aumentar el exponente aumenta el orden de
crecimiento de la potencia.

e Por encima de todos los 6rdenes de crecimiento O(z®) estan los crecimien-
tos exponenciales O(e#?), con 8 > 0. En efecto,

Bx

e x
lim — = lim e¥res
z—+4oo ¢ T— 400

—a)logz _ +00
)
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de modo que z® = 0(e??), cualesquiera que sean oy 3. En otras palabras:
cualquier exponencial crece méas rapidamente que cualquier potencia. No-
temos también que a® = e*1°8¢_ por lo que las funciones a® con a > 1 son
las mismas que las e®* con 8 > 0.

e Por debajo de todos los crecimientos potenciales O(x®) estan los creci-
mientos logaritmicos O(logﬁ z). En efecto, aplicando la regla de L'Hopital,

i logﬁm I log f ’ 1 A 0

im =lm ([— ) = lm [—— | =

z—+oo ¥ o +too \ pa/B T—+00 (a/ﬂ)lera/B ’
teniendo en cuenta que estamos considerando «, 5 > 0.
En particular, observamos que log z = o(x¢), para todo € > 0.

e Alrededor de cada crecimiento potencial O(z®) tenemos una “aureola” de
crecimientos logaritmicos, en el sentido de que, por ejemplo, sucede que
2% logz = O(2?7¢) para todo € > 0, es decir, que 22 logx deja de tender a

+oo cuando se divide entre cualquier z21¢, pero sigue tendiendo a 400 si
se divide entre 2.

. . ., T L .
e Similarmente se comprueba que la funcion e¢ crece mas deprisa que cual-
quier ?*, mientras que loglog x crece més despacio que cualquier logﬂ x.

La figura muestra algunas de las funciones que acabamos de considerar:

2x oz x/2
1007 (1 22 zl!

80

60 |

a0}
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2.3 Calculo de 6rdenes

Todos los ejemplos de 6rdenes de funciones que hemos mostrado en la seccion
anterior eran triviales. Probamos ahora un resultado general que usaremos en
incontables ocasiones y que de momento nos permitird calcular el orden de
crecimiento de algunas funciones un poco maés sofisticadas. Puede considerarse
como una version discreta de la integracion por partes que incluye como caso
particular a la formula de Abel [ITAn 2.32]:
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Teorema 2.20 Sea {c,}22, una sucesion en C, sea C(z) = ) ¢, y conside-
n<x
remos cualquier funcion f : [0, +oo[ — R. Entonces

2 enf(n)= 32 C)(f(n) = f(n+1))+ Cla)f(Elz]),

n<x n<z—1

donde E representa la parte entera. Si ademds ¢, = 0 paran < ny y f es de
clase C* en un entorno de [n1,+00[, entonces

S eafn) = C)@) - [ cwrwa

n<z

DEMOSTRACION: Llamemos N = E[z]. Entonces

2 enf(n) = CAf()+ ]ZZIZ(C(H) —C(n—1))f(n)

n<z

N-1

Cn)f(n) = > Cn)f(n+1)

) C(n)(f(n) = f(n+1)) + C(N)f(N)
= C(n)(f(n) = f(n+1)) + Clx) f(Elx]).

n<lzr—1

1

M7 M=

3
Il

IA

Para la segunda parte observamos que sin < ¢t < n+1 entonces C(t) = C(n),

luego
n+1

Cn)(f(n) — f(n+1) = — / C(t) f/(8) dt,

n
y C(t) = 0sit < ny. Asi, la integral desde n; hasta N = E[x] es el sumatorio
de la expresiéon que hemos obtenido, mientras que

) /N CO)f/ () dt = ~C(a)(f (@) — [(Ela]) = Ca) f(Ela]) - Ca) f(a),

luego falta sumar C(z) f(x). n

Como primera aplicaciéon estimamos el crecimiento de las sumas parciales de
algunas series, tanto convergentes como divergentes.

Teorema 2.21 Se cumple

1
1. Z = logz +~+4 O(1/x),

n<x

1 2

n<z

3> % = % +0(1/z),

n<zx
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4. Z o(n) = % 2 4+ O(zlog ).

n<z

DEMOSTRACION: 1) Aqui v es la constante de Euler, definida en [ITAn 4.12]
€omo

N
1
—lim S = —log N 2.4
o lfglz,:ln og N, (2.4)

pero la prueba que vamos a dar no presupone que exista el limite, sino que aqui
veremos una prueba alternativa. Notemos que la existencia del limite equivale a
la formula del enunciado con una estimacion o(1), pero aqui la vamos a refinar
a O(1/x), que no sblo expresa que la funcion

1
li — = —
fm Z - logn — v
n<x
converge a 0, sino que permanece acotada cuando se multiplica por .

Aplicamos el teorema anterior a ¢, = 1y f(t) = 1/t. Entonces C(x) = E[z]
y obtenemos que

1 E "Bt
27:M+ %dt:logm-ﬁ-’y-l-R(l"),
n<a:n r . t

donde, en principio, estamos llamando v a

Toot — Elt
’y:l—/ Hdt
1

12
Y + G [2]
>t _Et z—FElx
R(m):A 5 dt———— =0(1/x),
pues
teodgt 1 2
< — -= -,
Ral< [ Gei-2
Asi pues:
1 E Y E[t
Zizﬂ_k %dt:logCC—F’}/“‘O(l/z)?
n<xn v ! !

lo que en particular implica que v cumple (2.4), por lo que se trata de la cons-
tante de Euler que ya conocemos.

2) Ahora tomamos f(t) = 1/t2, con lo que

1 E[x] ¢ Elt] Elx] /wth[t] /”” 1

— = 2 ——dt = —— —2 —dt+2 — dt
Z n2 2 + /1 t3 xr2 1 3 + 1 t2

n<z
E[m] 2 mt—E[t]
=2 —— =2 —dt.
+ x? T /1 t3
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Si hacemos tender x a +o0o queda

2 00 4
7L:2—2/ L= B,
6 1

3
luego
2 1 2 E] Tt — Bt
N =2 —2 e
6 nzgz n? 2 /w 3
2 z- z+1
< P g > =O(1/x).

3) En 2.8 hemos probado que la serie converge a 6/72. Ahora se trata de
estimar las aproximaciones por sumas parciales:

-5

n>x

2

gZ%:%—Z%:O(I/x).

n>x n<z

6

2

n<x
4) La relacion ¢ = m x N nos da que

2 0n) =2 g id) g =2 2 pld)m= 3 p(d) > m.

n<x n<x d<z m<z/d d<zx m<z/d

Si llamamos f(x) = ; n— 12—2, la relacion (2.1) equivale a que |f(z)| < Cx.
n<x
Usando los apartados anteriores concluimos que

S ot = X ule) (35 + /) < 5

n<x d<z d<z d<z

2

x
2

<fz + O(l/x)) + Cz(logz + O(1)) = % ® + O(z) + O(zlogz) + O(x)

3
= ﬁxz + O(zlogx).

Hemos usado que si dividimos entre x log z la suma de dos funciones que perma-
necen acotadas cuando se dividen entre x y una que permanece acotada cuando
se divide entre xlogz, obtenemos la suma de dos funciones que tienden a 0 y
otra acotada, luego la suma total est4 acotada. m

Veamos un par de aplicaciones:

Numeros libres de cuadrados No es posible hablar en sentido estricto (es

decir, en el sentido de la teoria de probabilidades) de la probabilidad de que un

nimero natural sea par. Sin embargo, podemos decir que esta probabilidad es

igual a 1/2 en el sentido de que, si elegimos al azar un ntmero natural no nulo

entre los nimeros < z, la probabilidad de que sea par (definida como el cociente

entre los E[x/2] casos favorables sobre los E[z] casos posibles) cumple que
Elx/2] 1

im = —.
z—+oo  Elx] 2
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En otras palabras: la probabilidad de que un nimero natural elegido al azar en
el intervalo [1, z] sea par es aproximadamente 1/2, y el error de la aproximacion
tiende a 0 cuando x tiende a infinito.

En este mismo sentido, es facil ver que, por ejemplo, la probabilidad de que
un numero sea un cuadrado perfecto es 0, pues en este caso se trata de

lim Elva]

=0.
x—+00 E[:ZZ]

Ahora vamos a calcular una probabilidad no trivial:

La probabilidad de que un nimero natural no nulo sea libre de cua-
drados es 6/m% ~ 0.6.

En efecto, si llamamos L(z) al nimero de ntumeros libres de cuadrados < z,

se trata de probar que
L(x 6
r—+o0 T s

(en principio falta una parte entera en el denominador, pero es claro que es
irrelevante ponerla o no).

Para ello observamos que si y > 0, cada ntimero natural menor o igual que 3>
es de la forma m2n < 32, donde n es libre de cuadrados, y el ntmero total de
tales ntimeros con un m fijo es L(y?/m?), luego

Ely?) = 3 L((y/m)*).

m<y

La formula de inversion 2.13 nos da que

L(y?) = > w(m)E[(y/m)?].

m<y

Si quitamos la parte entera, estamos quitando una funcién acotada por

> [wm)| <,

m<y

luego

m 61> 61>
L) = Y M o) = 9+ 2o + o) = %+ o).
m<y
Equivalentemente:
6x
=

L() +0(V).

Esto implica en particular que la probabilidad es la indicada. L]
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Numeros primos entre si Similarmente podemos probar:

La probabilidad de que dos niumeros naturales elegidos al azar sean
primos entre si es de 6/7° = 0.6.

Si N es un numero natural grande, las posibilidades de elegir dos niameros
al azar < N son N2. El ntimero de casos en que éstos son primos entre si puede
calcularse como sigue:

Llamemos A, = {(m,n) | 1 <m < n, (m,n) =1}. Entonces A, tiene ¢(n)
elementos y

QNAn ={(mn)|1<m<n<N, (mn)=1}

tiene Y. ¢(n) elementos. El conjunto que queremos contar es
n<N

{(man) | 1<m,n <N, (m7n):]-}a

y es claro que consta de 2 > ¢(n) — 1 pares, pues al multiplicar por 2 estamos
n<N
contando dos veces el par (1,1), que es el tnico con componentes iguales.

Asi pues, queremos calcular el limite de la sucesion
1
F(Q Z o(n) — 1>7
n<N
0, equivalentemente, el de la funcion

1 6 2 1 6 log z 1

n<z

Obviamente el limite vale 6/72. n

El nimero de divisores Estudiamos ahora el orden de crecimiento de la
funcion d(n) que asigna a cada nimero n su namero de divisores. Recordemos
que si

n:p‘il ...pir,
entonces d(n) = (e; +1)---(e, +1). Se trata de una funciéon muy irregular,
como muestra la figura siguiente:

a0 d(n)
30}

20

0 200 400 600 800 1000
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Observemos que, salvo en el caso d(1) = 1, tenemos que d(n) > 2, y, de
hecho, d(p) = 2 si y so6lo si p es un namero primo, por lo que d toma infinitas
veces el valor 2. Mas precisamente, tenemos el limite inferior

limd(n) = 2.

Por otra parte, es obvio que d(n) puede tomar valores arbitrariamente grandes.

La mayor dificultad a la hora de estimar el crecimiento de d(n) es que de-
pende de la descomposiciéon en factores primos de n, y la factorizaciéon de un
nimero no tiene nada que ver con la del niimero anterior o posterior, sino que
después de un niimero con muchos divisores puede venir un primo o viceversa.
Por ello el estudio del orden de crecimiento de d(n) es un problema méas com-
plicado que el de todas las funciones que hemos abordado hasta ahora. Pese a
ello, estamos en condiciones de aproximarlo con precision. De hecho, lo dificil
es “no pasarse”’, porque vamos a ver, por ejemplo, que

d(n) = o(n®), para todo € > 0, (2.5)

de modo que si dividimos d(n) entre n¢, no sélo hacemos que la sucesion pase
a estar acotada, sino que de hecho la hemos hecho tender a 0. Una estimacion
més fina es la siguiente:

Teorema 2.22 Para todo € > 0 existe un ng tal que, si n > ng, entonces

logn
logd(n) < (1 log2————.
ogd(n) < (1+¢)log Toglogn
Equivalentemente,
——logd(n)logl
i cgd(m) loglogn . o
n logn
o también log n (14¢€)logn (14¢€)log 2
d(n) S e(1+6) lOgZIOg lgogn =92 log’logn — n loglogn |

De aqui se sigue (2.5), pues
d(n)

n€

(I+e)log2
< e(iloglogn €)logn 0.

DEMOSTRACION: Dado n = p7'---p¢r, consideremos un § > 0 que luego
especificaremos. Entonces

d(n) 11[ e+ 1

5 e
n i=1 Pi
La serie de Taylor de e” muestra que, si > 0, entonces 1 + x < e”, por lo que

62‘(51Og2 S eeiélogZ _ 26,;6 S p;_iu?.
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67;5 )
6i:§1 < €; t]?; —14 ?6 < l_i_; < 1/ (Blog2)
P P pi dlog2
Por otra parte, si p; > 2'/9, entonces p® > 2y
e;+1 e; +1
e;0 < 2ei
b;

Por lo tanto,

d(?): H ez‘fl H eifélg H e1/(G1og2) < 2V/3/(51og2).
" :

e;0 e
p;<21/8 p; p;>21/8 p; p<21/8

Equivalentemente,
2 1/8

Jlog?2’

logd(n) — dlogn <
Ahora tomamos, concretamente,

(14+¢€/2)log2
loglogn

)

con lo que

log1 log log n
21/5 _ 2(1-;5/20)g1:g2 —e cig-*—:/g; _ (logn)l/(1+e/2).
Por lo tanto,

(1+¢/2)log2logn  (logn)'/(1+</2) loglogn
loglogn (1+¢€/2)log*2

logd(n) <

Observemos ahora que, para todo n suficientemente grande,

(logn)Y/(1+<¢/2) Joglogn <€ log 2logn

(1+¢/2)log*2 ~ 2loglogn’
pues esto equivale a
log® logn € €
—E BP <2 (1 n 5) log® 2 (2.6)

y €l miembro izquierdo tiende a 0 con n (pues, si llamamos z = logn, es de la
log? x
g

forma ). Asi pues,

logd(n) < (1 +¢/2)log2logn n (¢/2)log2logn _ (1 +6)10g21ogn'
lOg logn loglogn IOg logn

Nota A la vista de la figura siguiente:
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lo primero que cabe pensar es que el teorema es falso, pues deberiamos ver que,
a partir de cierto valor, la funciéon d(n) queda por debajo de la mayor de las dos
curvas. Si extendemos la gréifica hasta, digamos, n = 10%, la imagen es similar.

La razon es que hemos probado que la funcién d(n) debe quedar por debajo
de la curva mayor para todo n suficientemente grande, pero jcémo de grande?
El dnico punto de la prueba que requiere que n sea grande es (2.6) que, para
€ = 0.2, es, concretamente

2
log®logn
09 < 0.037.
(log n)o
. 3 ) log2 T
Ahora bien, llamando x = logn, ésta es la grafica de —509 "
20.
70
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50
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La prueba se basa en que esta funcion tiende a 0 en 400, pero nada en la
grafica apunta a que esto es asi. Sucede que la funcién crece hasta tomar su
valor méaximo en xzy = €2/9%9 ~ 3.58 - 10, y sélo a partir de ahi empieza a
descender hacia 0, y no llega a 0.037 hasta = ~ 2.6 - 10%3, luego hemos probado
que la funcion d(n) queda por debajo de (1D log2 i para n > ¢2610” Ep
realidad nada impide que el teorema se cumpla para valores menores de n, pero
s6lo hemos probado que se cumple a partir de este valor.

Asi pues, el teorema anterior prueba una propiedad de la funcién d(n) que
solo es aplicable a niimeros practicamente inalcanzables para la capacidad de
célculo de cualquier ordenador. n
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La irregularidad de la sucesiéon d(n) contrasta con la regularidad que exhibe
la funcion

L

N g<n

que determina el niimero medio de divisores que tienen los niimeros hasta n. He
aqui su grafica junto con la de logz (que es la menor de las dos):

8t

1
200 400 600 800 1000

Vemos que la distancia entre ambas se mantiene aproximadamente constante.
Esto se debe al teorema siguiente, debido a Dirichlet:

Teorema 2.23 Se cumple que

> d(k) =xzlogz + (2y — 1)z + O(Vx).

k<z

En particular,

z
lim =X — —logx =2y —1=0.1544313298.. ..
r—+00 xT
DEMOSTRACION: Observemos que d(k) es el ntmero de pares de nimeros

naturales (u,v) tales que uv = k, luego > d(k) es el namero de pares de
k<z

nimeros naturales no nulos tales que uv < x.

Equivalentemente, es el nimero de pa- 14t
res de nimeros naturales no nulos situados
en la region D situada bajo la hipérbola
wv = x. Llamemos w = E[/x] y sean Dy
y D5 los conjuntos de los puntos (u,v) € D
que cumplen 1 <u<wyl<ov<w,res st
pectivamente. Sucede que D1 y Dy cubren Do
todo D salvo una pequena regiéon “triangu-

lar”. oL \
Pero en dicha regién no puede haber
puntos con coordenadas enteras, pues ten- 2t
dria que ser u,v > wy uv < x, pero enton- D,

ces (wH+1)?2 <uv <z, luegow+1<+vx, o 2 4 & 8 10 12 1
contradiccion.
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Por consiguiente, el namero de puntos con coordenadas enteras (no nulas)
en D es la suma de los puntos en D; maés los puntos en D, menos w?, pues
D; N Dy contiene w? puntos. Por simetria, hay el mismo ndmero de pares en
D1 que en D5, asi que basta contar los situados en D;.

Puntos con v = 1 hay E[z/1], puntos con v = 2 hay F[z/2], etc. En total:

S dk) =2 Y Ele/d —w?=2 Y (Elz/d —d)+w,
k<w d<Vz d<Va

donde hemos usado que 2 > d = w? + w. Si quitamos las partes enteras

d<yz
estamos afiadiendo una funcion acotada por v/z, luego, usando 2.21:

Ydk)=2 ¥ (z/d—d)+0(z) =22 ¥ 1-2 3 d+0(/7)
k<w A<z A<z A<z

= 22(log Vz + 7 + O(1/V)) — 2(v/z" /s + O(V7)) + O(\/z))
=zlogz + (2y — D)z + O(Vx).

Terminamos esta seccion calculando el orden de crecimiento de un par de
funciones que necesitaremos méas adelante:

Teorema 2.24 Se cumple:

dim)d(n)
S () =O@log’s), Y. o) g ) = O(zlog® z).

n<zx m<n<z

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe una constante ¢ > 0 tal que

Z d(k) < cxlogzx.

k<x
Sodm)=>dn)d 1= > dkm)<> > d(k)d(m)
n<x n<z k|n k<z km<z k<z m<k/z
= dk) Y dm)<c) d(k) log x/k)<ca:logxz (k)
k<z m<z/k k<z k<z

Por el teorema 2.20:

S =+ [ Y

k<x k<t

1 ¥ 1 T logt
§cxlogxf—|—c/ tlogtt—Zdt:clogm—&—c gdt
X 1 1

= clogx + glog2 z = O(log? z).
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En total obtenemos que

S d?(n) = O(xlog® ).

n<x

Para probar la segunda estimacion demostramos primero lo siguiente: si k
es un nimero natural no nulo y k < x, entonces

S dr)d(r+ k) < 4a(logz +1)2 S é. (2.7)

1<r<z—k d|k

El sumatorio de la izquierda es igual al nimero de descomposiciones r = mm’
y r+k =nn' <z, es decir, el nimero de cuadruplas (m, m’,n,n’) de numeros
naturales no nulos tales que mm’ — nn’ = k, mm’ < z. Si llamamos S al
numero de cuadruplas que ademés cumplen mn < z y S’ al de las que cumplen
m/n’ < x, por simetria tenemos que S = S’, y toda cuadrupla esta contada al
menos en S o en S’, pues mnm'n’ = mm'nn’ < (mm’)? < 22, Asi pues,

Z d(r)d(r+k)<S+5 =25=2 Z N(m,n),

1<r<z—k mn<x

donde N(m,n) es el nimero de pares (m’,n’) que cumplen

mm’ —nn' =k, 0<m' <z/m, n > 0.

Fijados m y n, sea d = (m,n), m = dmg, n = dng. Asi, si d { k, entonces
N(m,n) = 0, mientras que si d | k, es conocido [ITAl 2.1| que las soluciones de
la ecuacion diofantica mm’ — nn’ = k son de la forma

m' =my+rn/d, n' =n{ +rm/d,

donde (mg,n{) es una solucién particular y r es un entero arbitrario. Por lo
tanto N(m,n) es menor o igual que el ntimero de enteros r que cumplen

0<my+rn/d<z/m.

mé,d xd mgd

Tales enteros estan en el intervalo |——=2=, = 2= 1, luego
d od od d d 2xd 2
N(m,n) < B[22 - T0% g % _ g2 . 20 220 22
mn n n mn mn mn dmgng

Por consiguiente,

3 d(r)d(r+k)<4x2$ 3 mjno

1<r<z—k d|k mo,no<x
1 112 1 ,
d|k 1<m<z d|k

donde hemos acotado 1/m < [™ (1/t)dt, con lo que > (1/m) <loga.
Esto termina la prueba de (2.7). lsmsz
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Si 1 <m < n, tenemos que

n m (mn)'/?

log™" (n/m) = (~ log(

n—m n—m n—m
Por lo tanto,

d(m)d(n d(m)d(n d(m)d(n
> (m)d(n) <Z()()+Z()()'

1/2 1/2 _
(mn)t/2log(n/m) (mn)t/ o, MM

m<n<z m<n<x

Por una parte,

> d((mn 172 Z \f = O(Vzlogz)? = O(zlog” ),

m<n<z

aplicando el teorema 2.20 igual que antes. Por otra parte, llamando k =n —m
y aplicando (2.7),

E[z—1]

1 1 1
< 4a(logz 4 1)* Z kzd<4xlogm+l) Zdzd’
k=1 dlk dd' <=z

1 1
< 4x(10gx+1)22ﬁ Z 7

d<z d'<z

— 1 1
2
<4z(logx +1) E > 7z §< 7= = O(xlog® x),
donde nuevamente hemos acotado > & < 1+logz = O(logz). n

&<z



Capitulo III

La distribucion de los
nimeros primos

Empezamos a abordar aqui uno de los temas principales de la teoria analitica
de ntmeros: el estudio de la distribucién de los nimeros primos, en el sentido que
hemos explicado en la introduccién. En particular, demostraremos el teorema de
los ntimeros primos haciendo uso de la teoria de funciones de variable compleja,
pero dedicaremos las primeras secciones a probar algunos resultados que sé6lo
requieren técnicas analiticas mas elementales.

3.1 Preliminares
Empezamos probando algunos hechos variados que vamos a necesitar en

las secciones siguientes. Por ejemplo, en la introduccién hemos presentado dos
versiones del teorema de los ntimeros primos:

x vodt

Empezamos probando que son equivalentes:

Teorema 3.1 Se cumple

~ I(x).
log x (z)

DEMOSTRACION: Integrando por partes obtenemos
Todt x 2 *odt
I(x) = = — —
(z) /2 logt logz log2 + /2 log®t’

I(x) ) 2 logzx logx/m dt
2

x/logx - Clog2 =z x log?t’

luego

o1
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Ahora basta probar que

o logx /I dt
lim 5— =0
r—4+o0co0 I 2 log t

1 | 1 Ve |
ng/ —dt = —57 / . dt+/ ——dt
T Jo log“t iy o log“t vz log™t

VT T
< log = / 12 dt+/ 21 ar | < log:v( \/25 N ;’c )
T o log©2 vz log” T log®2  log”\/x

log 4 50
(log?2)/z logz ) .

En la seccién siguiente demostraremos varias equivalencias adicionales. Pro-
bamos ahora un resultado que necesitaremos en la tultima seccién.

En efecto:

Teorema 3.2 Sea {b,}22, una sucesion de nimeros complejos y a € C. Si

Z b, = ax + o(x),

2<n<zx
entonces
by, T T
Z 1 =« 1 +o 1 .
o, logn ogx ogzx
DEMOSTRACION: Llamando C(z) = > by, por 2.20 tenemos que
2<n<zx
bn, 1 o) 1
> = C(z) + / el S dt.

logn logx 9t log“t

2<n<zx

Por lo tanto,

1ogx‘ Z bn _aZ ‘SC(x)—am+logx‘/rC(t) 12 dt).
x 2Sngmlogn log x T x o t log“t

Como el cociente C(t)/t converge a «, esté acotado, digamos por M, con lo que

1 o) 1 1 o1
ogx‘/ C(t) i dt‘SMng‘/ i dt‘
T 9 t log“t T 9 log“t

y en la prueba del teorema anterior hemos visto que el miembro derecho tiende
a 0. ]

Un resultado elemental que vamos a necesitar y que tiene interés en si mismo
es la descomposicion en factores primos de los factoriales:
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al = [, (3.)
p

donde j(n,p) = > E[n/p™].

m>1
Basta tener en cuenta que en n! hay F[n/p] multiplos de p, de los cuales
E[n/p?] son miltiplos de p?, etc.

Otro hecho interesante es la cota siguiente del producto de los primeros
primos:

Teorema 3.3 [] p < 4™
p<n

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre n. Es claro que se cum-
ple para los primeros valores de n, asi que podemos suponer n > 3. Si n es par,
entonces no es primo, luego

[ITp= I p<4mt<4m
p<n p<n—1

Sin =2m + 1, entonces, como

<2m + 1) ~ (2m+1)!

m Com!(m+ 1)

los primos p > m + 1 no dividen al denominador, luego

AL e TR = (R + G) < B =g

Por lo tanto,

Mp= I1 » II p<arlam=an

p<n p<m+1 m+1<p<n ]

Nota En realidad puede demostrarse que [] p < 3", pero la prueba es mas
complicada. p<n "

Con la misma técnica podemos obtener una cota superior sencilla de la
funciéon 7(x):

Teorema 3.4 Para todo x > 1 se cumple que
x

<6log2——.

m(w) < Glog log x

DEMOSTRACION: Como en la prueba del teorema anterior,

2n
m(2n)—m(n) < < (1 12n:22n.
. < I »= () <a+y

n<p<2n
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Tomando logaritmos, (7(2n) — m(n))logn < 2nlog 2, luego
m(2n) < 7(n) + 2log 2&.

2k
Ahora una simple induccién prueba que 7(2%) < 3?' En efecto, se verifica
directamente para k < 5 y, en general,
k 2k+1

2
728 < m(2%) 4+ 21log Flog2 — m(2%) + A

3.2F 2.2k 5.0k 3.0kt
< 4+ = < )
-k k ko~ k
Por tltimo, para z > 4, tomamos 4 < 2F < 2 < 2¥+1 con lo que

k

2 T
< w2t <6 E——
(@) S 7(27) <6

< 6log2
log

Se comprueba directamente que el resultado es valido para 1 < z < 4. L]

Veamos un ejemplo mucho méas elemental de cota superior:

Teorema 3.5 Para todo x > 1 se cumple que
m(z) < g +2.

DEMOSTRACION: Si E[x] = 6k +r, con 0 < r < 6, observamos que entre los
seis primeros ntmeros naturales, 0,1,2,3,4,5 hay 3 primos, en cada uno de los
k — 1 bloques siguientes de 6 naturales puede haber a lo sumo 2 primos (pues
todo primo p > 3 cumple p = 1,5 (mdd 6)), y en el dltimo bloque de r < 6
nimeros naturales puede haber a lo sumo 1 primo si r < 5 0 2 primos si r = 5.
Asi pues,

6k
n@) S3+2k-1)+d=2k+5+1<2+ <24 L
donde § = 1 salvo si r = 5, en cuyo caso r = 2. La pentultima desigualdad
equivale a 3(6 — 1) < r, que se cumple por definicion de 4. n
La figura muestra las dos aproximaciones "°f Glog 2y, -

que hemos encontrado de 7(z). No son muy '2f
buenas, y empeoran cuando aumenta x. Po- 100}
dria pensarse que el teorema anterior implica so} 24 z/3
el precedente, pero no es asi, porque 2 + /3 e}
solo es mejor aproximacion provisionalmente, sof

pues es claro que 200 ()
T 1 ‘
lf 61 2 — 0’ 0 50 100 150 200
oo B 2+ x/3logx

luego a partir de un momento dado las posiciones se invierten. Concretamente,
ambas funciones se igualan cuando z = 262069.13, pero para entonces ambas
estan tan alejadas de m(x) que importa poco cual esté méas cerca.
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3.2 Las funciones de Chebyshev

Definicion 3.6 Las funciones de Chebyshev son las dadas por

Ha) = X logp,  ¥(x) = X A(n),

p<z n<lx

donde A es la funciéon de Mangoldt definida en 2.10. Més precisamente, 9 y ¢ se
conocen, respectivamente, como la primera y la sequnda funcion de Chebyshev.

Como hemos indicado en la introduccion, las funciones de Chebyshev recogen
informacion relevante sobre la distribucién de los naimeros primos, que se plasma
en las relaciones (x) ~ x ~ ¥(x). No estamos en condiciones de probarlas
ahora, pero si que podemos probar que equivalen al teorema de los ntimeros
primos.

En efecto, por una parte podemos expresar

d(z) = > x(n)logn,

n<lz

donde x es la funcion caracteristica de los ntimeros primos, y aplicar 2.20, que
nos da que

Ha) = > logp =n(x)logz — /; w(t)% dt.

p<z

El teorema 3.4 nos da que

r 1 T odt
—dt < 6log?2 —— =06log21l
/2 m(t) , dt < 6log /2 Tog 1 og 211(z),
y el teorema 3.1 implica que
Hzx) = n(z)logx + O(x/log x),

luego
m(z)  O(x) 1

= o
x/logx T + (loga:

). (3.2)

Esto ya muestra que el teorema de los ntimeros primos es equivalente a ¥(x) ~ x.

Nos ocupamos ahora de la segunda funcién de Chebyshev. Observemos en
primer lugar que, segtn la definicién de la funcion de Mangoldt, se cumple que

Y(x)= > An)= > logp,

n<zx pm<zx

donde en la segunda expresiéon hay que entender que hay un sumando logp por
cada potencia p™ < z. Equivalentemente,

v(@) = 3 B[] logp.

p<z
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Teniendo en cuenta que p” < z equivale a p < 2/™, tenemos que:

P(x) = %:19(%1/’") =)+ 3 I/,

m>2

Notemos que la serie es finita, pues los sumandos son nulos a partir del momento

en que z'/™ < 2, es decir, cuando m > log x/log 2.
El namero de primos p < /™

luego, para m > 2, tenemos que

es alo sumo z'/™, y logp < Llogz < logz,

ﬂ(xl/m) <z'/™logx < 2'?logz,

luego
S92ty < %xl/z log?

m>2 lOg

(puesto que el namero de sumandos es a lo sumo log z/log 2). Mas brevemente:

> 9@/ = O /2 1og? x),

m>2
o también
Y(x) = I(z) + O(z'/? log? z). (3.3)
Esto implica a su vez que
Y(z) _ d(=z) log” z
. + O( i ). (3.4)

Con el teorema 3.1 y las equivalencias (3.2) y (3.4) hemos probado el teorema
siguiente:

Teorema 3.7 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. m(x)

2. w(x) ~ I(z).

X

~ logz”

3. ¥(x) ~ x.
4. Y(x) ~ .

En 3.41 probaremos que todas las afirmaciones del teorema anterior son
ciertas, pero podemos probar otras propiedades mas débiles de las funciones de
Chebyshev que, no obstante, tienen repercusiones notables sobre la distribuciéon
de los nimeros primos. Por ejemplo, tomando logaritmos en la desigualdad del
teorema 3.3 (aplicado a n = E[x]) obtenemos el teorema siguiente:

Teorema 3.8 Para todo x > 1, se cumple que 9(x) < 2xlog2. En particular,
Hazx) = O(x).



3.2. Las funciones de Chebyshev 57

Esto no basta para probar el teorema de los ntimeros primos, pero si para
obtener un hecho notable que fue conjeturado por Joseph Bertrand en 1845 y
demostrado por Chebyshev en 1852. La prueba clasica de Euclides sobre la
existencia de infinitos primos consiste esencialmente en observar que, dado un
numero cualquiera n, tiene que existir un primo n < p < n! 4+ 1, pero esta cota
del menor primo mayor que n es exageradamente elevada y puede mejorarse
mucho:

Teorema 3.9 (Postulado de Bertrand) Para cada nimero natural n > 1,
existe al menos un primo n < p < 2n. Equivalentemente, la sucesion de los
primos cumple ppy1 < 2py,.

DEMOSTRACION: Si

N B =TT o (35)

p<2n

entonces, por (3.1),
by = 5= (El2n/p™] = 2E[n/p").

Cada sumando de esta serie es 0 o 1, segin si E[2n/p™] es par o impar. En
efecto, si 2n/p™ = 2k + r, con 0 < r < 1, entonces n/p™ = k + r/2, luego el
sumando es 2k—2k = 0. Sies 2n/p™ = 2k+1+r, entonces n/p™ = k+(r+1)/2
y el sumando es 2k + 1 — 2k = 1. En particular, los sumandos son nulos para

p™ > 2n, luego
log 2n
k, <E . 3.6
. ( log p ) (30

Supongamos que existe un n > 2% = 512 para el que no existe ningin primo
p en las condiciones del enunciado. Sea N el dado por (3.5) y sea p | N, de
modo que p < 2n, luego por hipotesis p < n.

Supongamos que 2n/3 < p < n, con lo que 2p < 2n < 3p, luego también
p? > 4n?/9 > 2n. Entonces

k, = E[2n/p] — 2E[n/p| =2—-2=0,

lo que contradice que p | N. Por lo tanto, tiene que ser p < 2n/3, luego, por el
teorema 3.8, tenemos que

4
Slogp < ) logp=19(2n/3) < -nlog?2.
pIN p<2n/3 3

Si se cumple k, > 2, entonces, por (3.6), tenemos que
2logp < kplogp < log2n,

luego p < v/2n, luego hay a lo sumo +/2n primos que cumplen k, > 2. Por lo
tanto:

> kplogp < v2nlog2n,
kp>2
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luego

logN < > logp+ > kplogp < )" logp+ v2nlog2n
k kp>2

p=1 p|N

4
< gnlogn + v2nlog 2n.

Por otra parte, N es el mayor de los 2n términos del desarrollo de (1 +1)2",
luego 22" < 2nN, luego

4
2nlog?2 <log2n +log N < §n10g2 + (1+ v2n)log 2n,
de donde

2nlog2 < 3(1 4 v2n)log2n. (3.7

Estamos suponiendo que n > 512, luego

_ log(n/512)
~ 10log2
y ademas

910(14a) _ 910910a _ 910 "
29

Asi (3.7) se convierte en 21001+®) < 30(25+5* 4 1)(1 + a), con lo que

=2n.

250 < 302751+ 27 (1+a) < (1-2"")1+2)(1+a) < 1+a,

pero
250 — 5182 5 1 4 50]log2 > 1+ o

Tenemos asi una contradiccién, que prueba el postulado de Bertrand para todo
n > 512. Para primos menores también se cumple, pues basta considerar los
primos:

2, 3, 5, 7, 13, 23, 43, 83, 63, 317, 63L

Cada uno es menor que el doble del anterior, por lo que entre n y 2n hay siempre

uno de ellos, para todo n < 631. L]
141

La grafica representa la funcion p,11/pn, 12¢

y muestra que la cota 2 que proporciona el &
postulado de Bertrand no es muy fina. osh

1.0F

. . . . 0.4
Seguidamente obtenemos mas estimacio-

nes de las funciones de Chebyshev:

02

0 200 400 600 800 1000

Teorema 3.10 Si x > 2, existen constantes A, B > 0 tales que

1
Az < 9(z) < 2zlog 2, leogQ <(z) < Bz.
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DEMOSTRACION: Dado n > 1, considerando de nuevo (3.5), y teniendo en
cuenta (3.6), vemos que

logN =3 kylogp< 2 E(%) logp = ¥(2n).

p<2n p<2n

Por otra parte,

luego ¥(2n) > nlog2. Si tomamos n = E[z/2] > 1, obtenemos que
1
P(x) > 1P(2n) > nlog2 > leogz

En particular, ¢(x)/z esta acotado inferiormente, y por (3.4), lo mismo vale
para ¥(x)/x (pues se diferencia de la funcion anterior en una funciéon que tiende
a 0), lo que nos da la constante A del enunciado. Analogamente, el teorema 3.8
nos da la cota superior de J(x)/z y entonces (3.4) nos da la constante B del
enunciado. m

Como aplicacién mejoramos el teorema 2.22:

Teorema 3.11
—logd(n)loglogn
lim —————

= log 2.
n logn

DEMOSTRACION: El teorema 2.22 equivale a que el limite superior es menor
o igual que log 2. Para probar la desigualdad opuesta tomamos € > 0 y tenemos

que demostrar que hay valores de n arbitrariamente grandes que cumplen
log d(n)logl
gd(n)loglogn _
log2logn

Basta ver que esto sucede para los nameros de la forma n = p; - - - p,., para los
cuales d(n) = 2". Sea A la constante dada por el teorema anterior. Entonces

.
Ap, <9(pr) = )_ logp; = logn,
=1

7

luego log A + log p, < loglogn. Por otra parte,

m(py)logp, =logp,. 3. 1> 3 logp =J(p,) = logn.
p<pr p<r

Por consiguiente,
logd(n) =log2" =rlog2 = n(p,)log2
- log nlog 2 - log nlog 2 - (1 —€)lognlog2

logp, — loglogn —log A — loglogn
para todo n suficientemente grande, ya que la ultima desigualdad equivale a
(14+e€logA

€

loglogn > —

(notemos que log A < 0, pues d(x) < x). .
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3.3 Los teoremas de Mertens

Vamos a estudiar ahora la serie de los inversos de los primos. En primer
lugar observamos que es divergente. El argumento siguiente se debe a Clarkson
y es de 1966:

Teorema 3.12 La serie Z% es divergente.
P

DEMOSTRACION: Supongamos que Z% < 4o00. Entonces existe un N tal
P

que Y, % < 1/2. Por lo tanto
p>N

Zf<+oo

1
Np t=

>

Ahora bien, la serie de la izquierda no es mas que L donde A es el
) n’
neA
conjunto de los nimeros naturales no divisibles entre primos menores que N.

Si llamamos P al producto de los primos menores o iguales que N tenemos que
nP + 1 € A para todo n, luego

z; P+1 too,

pero por otra parte es claro que esta serie diverge, por comparacién con la serie
o0

p>

> % Por lo tanto la serie de partida no puede converger. L]
n=1

Ahora necesitamos un resultado técnico:

Teorema 3.13 Si h > 0, entonces

5 log" (2 /n) = O(a).

n<z

DEMOSTRACION: Para n > 2 tenemos que

log” (z/n) < / : log” (/1) dt

Por lo tanto

Elz]

¢  Jog" u > Jog" u
h —
g log" (z/n) < /110g (alc/n)dt—aj/1 3 du<a:/1 o3 du.

Notemos que la integral es convergente, pues con el cambio de variable logu = x
se convierte [IC 3.30] en la funcién factorial II(h). Asi pues,

S log"(z/n) < log" z + Az = O(x).

n<z ™
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En particular,

> logn = Elz]logz — Y log(z/n) = Elx]logz + O(z) = xlogx + O(z).

n<x n<x

Por (3.1) tenemos que

> logn= > j(E[z],p)logp= > Elx/p"|logp= > Elz/n]A(n).

n<x n<x pm<x n<x

Si quitamos la parte entera de la dltima suma estamos anadiendo un término
acotado por

> An) =4(z) = O(x),

n<z

luego

3" ZA(m) = Y logn +O(x) = #loga + O(a).

n<x n<x

Dividiendo entre x obtenemos el teorema siguiente:

Teorema 3.14

Z @ =logz + O(1).

n<lx
Y de aqui deducimos a su vez:
Teorema 3.15 (Primer teorema de Mertens)

1
Z o8P =logz + O(1).

p<z

DEMOSTRACION: Observemos que

Aln lo lo
yo A shlsr_ s 5 gp<zlogpz =

p

n<x p<zx m>2pm<x m>2
logp logn n logn logn
TP SR TP D P I

La serie converge por [ITAn 4.9], pues puede mayorarse por la suma de 1/n3/2.

Ahora aplicamos 2.20 con ¢, = 10% y f(x) =1/logx. Asi

C(z) = Z logp _ logz + 7(z),

p<x
donde 7(z) esta acotada por el teorema anterior. Asi obtenemos que

1 r t Toodt * t
27:C(x)+ C(Q) dt:1+T(x)+/ +/ T(z dt
p logz o tlog“t logz ~ Jo tlogt )y tlog®t

p<z
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La primera integral es loglogz — loglog 2, y la segunda es convergente, porque
podemos acotar 7(t) y el resto es 1/log2 — 1/log z. Por lo tanto,

1

Z - =loglogz + M + R(x), (3.8)

p<z
donde N o

Tt
M =1-loglo 2+/
&8 2 tlogzt

y

“+o0
Riz) = T@) / ™) 4t — 0(1/1og2).

- log x B tlog®t

En definitiva: L
Z — =loglogx + M + O(1/log z).
p<z

Esto nos da una prueba alternativa de la divergencia de la serie de los primos.
Maés atn, ahora esta justificada la definicién siguiente:

Definicion 3.16 Se define la constante de Mertens como

1
M= lim Y - —loglogz = 0.2614972128476427837554268 . ..

r—+o0
p<z p
La constante M resulta ser el analogo para la serie de los inversos de los
primos de la constante de Euler v para la serie de los inversos de los ntimeros
naturales, pero, mas precisamente, hemos probado el teorema siguiente (com-
parese con el primer apartado del teorema 2.21):

Teorema 3.17 (Segundo teorema de Mertens)

1
Z — =loglogz + M + O(1/log z).

p<z

Existe un tercer teorema de Mertens, pero su prueba ya no es elemental,
sino que requiere resultados de la teoria de funciones de variable compleja, asi
que lo posponemos hasta una seccion posterior (teorema 3.29).

3.4 Consecuencias del teorema de los numeros
primos

Antes de introducir las técnicas de la teoria de funciones de variable compleja
que nos permitiran probar el teorema de los niimeros primos, dedicamos esta
seccidén a mostrar algunas consecuencias del mismo que pueden obtenerse por
medios elementales. En la introduccién hemos sefialado que la grafica de p,/n
se parece a la de logn. Eso no era casual:
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Teorema 3.18 Sea p,, el primo n-simo. Entonces p, ~ nlogn.

DEMOSTRACION: Tomando logaritmos en la féormula del teorema de los
ntmeros primos queda

log w(x) + loglog x — logx — 0,

luego también
logm(xz)  loglogx

log x log x

El segundo sumando tiende a 0, con lo que

1
lim 7og7r(x) =1
z—+o0  logax

Multiplicando y dividiendo por x el denominador y aplicando de nuevo el
teorema de los niimeros primos obtenemos

lim 7(z) log 7(x)
r——+o0 x

:]_,

Y si hacemos « = p,, es claro que 7(p,) = n, luego

1
h’mn ogn _ 1
n Pn

)

es decir, p, ~ nlogn. n

La diferencia ostensible entre las graficas de p,, /n y log n se debe a que, como

7(z) log
x

hemos senalado en la introduccioén, la convergencia a 1 de es muy lenta.

El teorema siguiente es un refinamiento asintético del postulado de Bertrand:

Teorema 3.19 Para todo € > 0, existe un x¢g > 0 tal que, para todo x > xg
eziste un nimero primo x < p < (1 +€)x.

DEMOSTRACION: Tenemos que

(1 + €)x) N (14 e)x/log((1 +e€)x) .
m(x) z/logx = (1+¢)

log x
log(1+¢) + logx

— 1 +¢,

luego
lim (1 + e)x)

=1 .
T—+00 7T(CL') te

Por lo tanto, para todo x suficientemente grande, 7(z) < 7((1 + €)x), luego
existe un primo z < p < (1 + €)z. "

He aqui una consecuencia curiosa:
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La tabla siguiente muestra el menor primo que empieza por 1, el menor primo
que empieza por 2, el menor primo que empieza por 3, y asi sucesivamente hasta

el menor primo que empieza por 100.

11 2 3 41 5 61 7 8 97 101
11 127y 13 149 151 163 17 181 19 2003
211 223 23 241 251 263 271 281 29 307
31 3203 331 347 353 367 37 383 397 401
41 421 43 443 457 461 47 487 491 503
5101 521 53 541 557 563 571 587 59 601
61 6203 631 641 653 661 67 683 691 701
71 727 73 743 751 761 773 787 79 809
811 821 83 8419 853 863 877 881 89 907
911 929 937 941 953 967 97 983 991 1009

El teorema siguiente prueba que esta lista puede prolongarse indefinidamente:

Teorema 3.20 Para cada numero natural N > 0, existe un primo cuyas pri-
meras cifras decimales son las de N.

DEMOSTRACION: Se trata de encontrar un primo p tal que 10N < p <
10™(N +1), para algin m. Basta aplicar el teorema anterior con e = 1/(N +1).
Tomamos m suficientemente grande para que sea aplicable a z = 10™N y
tenemos que un primo p tal que

1 1
10m™N <14+ —)10™N 1+ —]10mN =10"(N +1
<p_(+N+1> <(+N) (N +1),

como requerfamos. [

El namero de divisores primos Para cada nimero natural n no nulo, lla-
mamos w(n) al ntmero de primos distintos que lo dividen, mientras que Q(n)
serd el namero total de primos que lo dividen (contando multiplicidades). Equi-
valentemente, si n = p§* - - - ptr, entonces

w(n) =r, Qn)=e1+---+e,.
La figura de la izquierda es la grafica de w(n), y la de la derecha la de Q(n).

10+
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— 6k v vv e e
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- —— 2 —
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En la figura siguiente, la curva superior es el valor medio de 2, la intermedia
el de w y la inferior es loglog x.

30

251
20}
15//"
108

L
0 200 400 600 800 1000

El teorema siguiente prueba lo que se observa en las graficas (y aporta in-
formacion mas precisa):

Teorema 3.21
> w(n) =xloglogx + Mz + o(z),

n<lz

> Q(n) =zloglogx + M’z + o(x),

n<z

1
donde M es la constante de Mertens y M’ = M + Z ﬁ
p\p—

DEMOSTRACION: Llamemos

S1= > wn)= > > 1= ) Elz/p,

n<x n<z pln p<lx

pues hay FE[z/p] miltiplos de p menores o iguales que z. Si eliminamos la
parte entera, estamos sumando un nimero menor que 1 a cada uno de los 7(x)
sumandos, luego, por el segundo teorema de Mertens y el teorema de los ntimeros
primos:

S, = Z z + O(m(z)) = xloglogz + Mx + O(z/log z).
p<w

Del mismo modo,

=2 Q)= X 1= > Elz/p7],

n<z n<z p™|z pm<z

donde hay que entender que p™ | x significa que hay un sumando para cada
potencia p™ que divide a x, con m > 1. Por consiguiente

Sg - Sl = Z E[l‘/pm+1].

prti<g
Si eliminamos las partes enteras estamos afiadiendo un término acotado por

logp logp logp  (x) —J(x)
< =
Z = Z log2 Z log2 Z < log 2 log 2 o),

pmti<e  pmtli<z




66 Capitulo 3. La distribucién de los nimeros primos

por (3.3). Por lo tanto,
So—S1 ==z Z ﬁ—ko(z).
pmtila
Por otra parte,
. Y =YY L=y mwen
ztoe P PRl - p(p—1)

Asi pues,

1 !
Z prtl =M =M +o(1)
pmtl<y

y asuvez So — S =x(M' — M)+ o(x). Ahora basta aplicar la estimacion ya
probada para S7. n

De aqui podemos extraer a su vez algunas consecuencias, para lo cual nece-
sitamos algunos conceptos:

Definicion 3.22 Diremos que un conjunto A C N es nulo si

<
lim|{m€A|m7n}|:
n n

0.

Diremos que una propiedad P(n) la cumplen casi todos los nimeros naturales
si el conjunto de los que no la poseen es nulo.

Dadas dos funciones aritméticas f,g : N\ {0} — R, diremos que f orden
normal g si, para cada ¢ > 0, casi todos los ntimeros naturales cumplen

o
‘g(n) 1’ -
(0, equivalentemente, (1 —€)g(n) < f(n) < (14 €)g(n)).

Es claro que la unién finita de conjuntos nulos es nula y todo subconjunto
de un conjunto nulo es nulo.

Teorema 3.23 Las funciones w(n) y 2(n) tienen orden normal loglogn. Mds
precisamente, para todo 6 > 0, casi todos los nimeros naturales cumplen

|w(n) —loglogn| < (loglog n)%J“S,
e igualmente con Q en lugar de w.

DEMOSTRACION: Notemos que la propiedad del enunciado implica cierta-
mente que las funciones tienen orden normal loglogn. Lo que estamos afir-

mando, por ejemplo para § = 1/2 es que casi todos los ntimeros naturales
cumplen
w(n) < 1
loglogn ~ (loglogn)/2’
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luego, dado € > 0, existe un ng a partir del cual el miembro derecho es < ¢, y
asi, el conjunto de ntimeros que no cumple

_wn)
loglogn

1’ <€
es la union del conjunto nulo que no cumple la desigualdad precedente més el

conjunto finito formado por los ntimeros n < ng.

Veamos en primer lugar que basta probar que la cantidad de niimeros n < x
que no cumplen .
lw(n) —loglog z| < (loglogz)2T° (3.9)

1/e

es o(x). Esto se debe a que si /¢ < n < z, entonces

loglogz — 1 < loglogn < loglog, (3.10)
y la cantidad de n < = que no cumplen 2'/¢ < n es O(z'/¢) = o(x).

Asi pues, si hemos probado, para todo § > 0, que la cantidad de nimeros
n < x que no cumplen (3.9) es o(z), dado § > 0, tenemos que la cantidad de
nimeros naturales que no cumplen

|w(n) —loglogz| < (loglog x)%"’%
y (3.10) es o(x), y los que si que cumplen estas dos condiciones cumplen también

lw(n) —loglogn| < |w(n) — loglog z + loglog z — log log n|

< (loglogz)?*2 + 1 < (loglogn + 1)2% +1 < (loglogn)?*?,

donde para que se cumpla la ultima desigualdad tenemos que exigir también
que n sea suficientemente grande.

Asi pues, el conjunto de los ntiimeros n < z que no cumplen la desigualdad
del enunciado es o(x), que es lo que hay que probar. Notemos también que esta
reduccion vale igualmente para Q.

Consideremos todos los pares ordenados (p, ¢) de divisores primos de n tales
que p # q. En total hay

wn)? —whn)=31= 3 1- 31,

pa|n pq|n p?|n
P#q ! |

donde en el penultimo sumatorio hay que entender que es sobre los pares orde-
nados (p, ¢) tales que pq | n. Por lo tanto,

A A
dowm)? = wn)= Y El—]- ) E[3],
n<x n<z pg<zx Pq p2<z p

donde el pentdltimo sumatorio es sobre los pares (p, q) tales que pg < x. Ahora

S EE< Y %glegzow

2
p?<x p p?<z
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Por otra parte,
T 1
> E[;q] =z - + O(z),
pq<z pq<z

pues al quitar las partes enteras estamos sumando a lo sumo 2FE[z] ntmeros
(porque cada pg = ¢gp con p # ¢ cuenta dos veces) menores que 1, luego el
término anadido es O(x). Usando el teorema anterior llegamos a que

Z wn)? == Z iq + O(zloglog x)

n<w pqsx

Ahora observamos que

(X)) =2 n=(2,)

p<T pPg<z p<z

pues al elevar al cuadrado el primer sumatorio, obtenemos una suma sobre todos
los pares (p,q) tales que p,q < /x, que estan entre los que cumplen pg < z,
y al elevar al cuadrado el ultimo sumatorio obtenemos la suma sobre todos los
pares (p, q) tales que p, ¢ < z, los cuales incluyen a los que cumplen pg < z. Los
dos extremos de la ultima férmula son

(loglogz + O(1))? = log? log = + O(log log z:),

luego
Z w(n)? = zlog?log z 4+ O(xloglog x).
n<x
A su vez,
S (w(n) —loglogz)? = 3 w(z)? — 2loglogz Y w(z) + Elz]log? log z
n<x n<x n<x

= zlog®logz 4+ O(z loglog z) — 2loglog x(z loglog = + O(x))+
(z 4+ O(1)) log® log =
= zlog?log z — 2z log? log x + x log?® log = + O(zloglogx) = O(zloglog x).

Supongamos finalmente que la cantidad de nimeros n < x que no cumplen
la condicién (3.9) no fuera o(z). Esto significa que para todo ¢ > 0 existen
valores de x arbitrariamente grandes tales que hay més de ex ntmeros n < x
que cumplen

lw(n) — loglog z| > (loglog )2 *?,

luego

3 (w(n) —loglog x)? > ex(loglog z)' 2%,

n<x
para valores de x arbitrariamente grandes, lo cual contradice la estimacion
O(z loglog x) que hemos obtenido para el miembro izquierdo.
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Esto prueba el teorema para w(zx), y el caso de Q(z) se deduce facilmente de
éste, pues el teorema anterior implica que

2 (2(n) —w(n)) = O(z),

n<x
luego la cantidad de ntmeros n < x que cumplen
Q(n) — w(n) > (loglogz)*/? (3.11)

es o(z). En caso contrario, dado € > 0, habria valores de = arbitrariamente gran-
des para los que habria mas de ex ntimeros n que cumplirian esta desigualdad,
y asi

> (2(n) — w(n)) > ex(loglogz)'/?,

n<zx

en contra de la estimacion O(z) para el miembro izquierdo. Por lo tanto, por
la parte ya probada, la cantidad de nimeros n < x que cumplen (3.11) y
3+3

|w(n) —loglogz| > (loglog x)

es o(x), luego también lo es la cantidad de los que cumplen alguna de las dos.
Por el contrario, los n < & que no cumplen ninguna, cumplen también

|Q(n) — loglog z| = |2(n) — w(n) + w(n) — loglog |

< (loglog )% 4 (loglog 2)*/?79/2 < (loglog x)'/?+?

si x es suficientemente grande. Asi pues, la cantidad de nameros n < x que no
cumplen esto es o(x), que es lo que habia que probar. n

Asi pues, tanto el orden medio como el orden normal de w(n) y Q(n) es
loglogn. Para otras funciones aritméticas no tiene por qué darse la igualdad.

Teorema 3.24 La funcidn logd(n) tiene orden normal log2loglogn.
DEMOSTRACION: Sin = p{'---pf", tenemos que
din)=14e1) - (1+e.),
yv2<1+4¢; <2% luego
gw(n) — or < d(n) < 20+ Fer = 92n)

y a su vez
w(n)log2 <logd(n) < 2(n)log2,

luego
w(n) < logd(n) < Q(n)
loglogn ~ log2loglogn ~ loglogn’

Dado € > 0, los dos extremos de las desigualdades anteriores distan de 1 menos
que ¢ para casi todo n, luego lo mismo le sucede al término central. m
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Explicitamente, esto significa que, para todo € > 0, casi todos los nimeros
naturales cumplen

(log n)(l—e) log2 _ 2(1—5) loglogn < d(n) < 2(1+e) loglogn _ (10g n)(l—i—e) 10g2.

Cabe senalar que estas cotas son bastante inferiores al valor medio de la funcién
d(n) que, de acuerdo con el teorema 2.23, es logx + 2y — 1.

30

1.1log2loga

25 e log log «

20
15

1 2v—1
0 ogx + 2v

1.1log2

(log z)
0.91log 2
n 1 n n n 1 n n n 1 (log l.x) 1
4000 6000 8000 10000

n n n 1 n
F 2000

La figura muestra también la cota superior que proporciona el teorema 2.22.
Esto se interpreta como que la funcién d(n) toma pocas veces valores muy
grandes, de modo que su valor medio es sustancialmente mayor que su “valor
tipico”, que oscila alrededor de (logn)!°82. No obstante, estos resultados sélo se
aplican a intervalos desorbitadamente grandes. Si superponemos la grafica de
d(n) (véase la pagina 45) a las graficas anteriores en un intervalo asequible al
célculo computacional no veremos nada que corrobore los teoremas que hemos
demostrado.

3.5 Series de Dirichlet

La conexién entre el estudio de la distribucion de los primos que hemos ini-
ciado y la teoria de funciones de variable compleja se realiza fundamentalmente
a través de las series de Dirichlet. En esta seccién recordamos sus propieda-
des principales, todas ellas demostradas en las secciones [ITAn 8.4], [An 10.6].
Recordemos la definicién:

Definicion 3.25 Una serie de Dirichlet es una serie de la forma

donde los coeficientes a,, son niimeros complejos.
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Adoptamos aqui el convenio usual en teoria de nimeros de representar por
$ = o+147 a una variable compleja arbitraria. Al principio de la secciéon [An 10.6]
vimos que toda serie de Dirichlet tiene una abscisa de convergencia o. y una
abscisa de convergencia absoluta ¢,, de modo que la serie converge casi unifor-
memente (a una funcion holomorfa) en el semiplano o > o, y converge absoluta
y casi uniformemente en el semiplano o > o, (sin perjuicio de que sea 0. = 400,
en cuyo caso la serie no converge en ningtin punto, o g, = —00, €n Cuyo €aso
converge en todo el plano complejo).

En particular tenemos que cada funcién aritmética f tiene asociada una serie

de Dirichlet
i f(n)
n=1

Si dos series de Dirichlet convergen (al menos) en un semiplano o > o,
entonces en dicho semiplano se cumple que

Z: f—l—g _1_22197(;1)7 Z(f*g Z nTSl)

n=1 =
La primera igualdad es trivial y la segunda —aunque también es elemental—
es [ITAn 8.23]. Esto proporciona una interpretacion analitica del producto de
convolucién.

o0

En particular, si f tiene inversa f~! y las series de Dirichlet de ambas
funciones convergen (al menos) en un semiplano comun, entonces las funciones
a las que convergen son mutuamente inversas. Del teorema 2.5 se sigue (véanse
las observaciones tras [ITAn 8.23]) que si f es completamente multiplicativa
entonces la serie de f ' converge absolutamente al menos en todo el semiplano
de convergencia absoluta de f.

Puesto que la derivacion es cerrada para la convergencia casi uniforme, las
series de Dirichlet se pueden derivar término a término, y eso se traduce [An
10.30], que la serie de Dirichlet asociada a la funcion aritmética — f convere a la
derivada de la serie de Dirichlet asociada a f en su semiplano de convergencia.

La funcidn dseta de Riemann es la funcién definida por la serie de Dirichlet
asociada a la funcién c;, es decir,

oo
1
V=2

Tras el teorema [An 10.30] probamos que converge en el semiplano o > 1y
en [An 10.36] probamos que se extiende a una funcion meromorfa en C con un
tnico polo simple en s = 1, pero éste es un resultado no trivial que no vamos a
necesitar de momento. No obstante, vamos a probar que la presencia de dicho
polo no es casual:
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o0
Teorema 3.26 Sea f(s) = Y. %2 una serie de Dirichlet convergente en un

n=1
semiplano o > ¢ y con coeficientes a,, > 0. Si la funcion f admite una pro-
longacion analitica a un entorno de c, entonces existe un € > 0 tal que la serie

converge en el semiplano o > ¢ — e.

DEMOSTRACION: Sea a = 1 4 ¢ y consi-
deremos la serie de Taylor de f en un entorno

de a: ﬁ
> f(a }
s =3 I o q
n=0 ’

Su radio de convergencia es el maximo po-
sible, luego ha de ser mayor que 1 y, en par-
ticular, la serie converge en un nimero de la
forma s = ¢ — ¢, con € > 0.

Sustituimos las derivadas de f por su valor segtn el teorema [An 10.30]:

Fa) = (1Y eloER”

ka
k=1
El resultado es:
g~ a(log k)" v o e @k (log k)" 0
fle—e) = Z Z e (Clmt=) ) = (e
n=0 k=1 ’

Como todos los términos son positivos todas las convergencias son absolutas,
y podemos reordenar los sumandos como sigue:

a i ((14¢€)logk)™ _ i Ak e(1+€) log k
¢ = n! — ke

k1+6 Z kec— Lc—e’

luego la serie converge en ¢ — € y, por lo tanto, en todo el semiplano o > ¢ — e.
u

fle—¢) =

M8
N‘?r

b
Il
—

I
Mg

k:l

Esto significa que si una funcién definida mediante una serie de Dirichlet con
coeficientes positivos admite una extensién meromorfa a un semiplano mayor
(como le ocurre a la funcién dseta, entonces la extensiéon ha de tener un polo
en o., pues en caso contrario la serie convergeria en puntos anteriores a o, lo
cual es absurdo.

Las relaciones que conocemos entre las distintas funciones aritméticas que
hemos considerado en el capitulo anterior se traducen inmediatamente en resul-
tados sobre series de Dirichlet:
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e La relacién = ¢!, junto con el hecho de que ¢; es completamente
multiplicativa, se traduce en que

o0

C(ls)zzﬂig)’ para o > 1.
n=1

e La relacion ¢f = log se traduce en que

oo

1
C’(s):—z ogn para o > 1.

ns ’

n=1

e La relacion A x ¢; = log se traduce en que

, para o > 1.

C5) _ 5~ Aw)

ns
n=1

e Tras [ITAn 8.27] se prueba que

> A(n)
1 = , > 1.
og ((s) ngzz Tog n 1’ para o
e La relacion ¢q x ¢; = d se traduce en que

n=1

n

e La relaciéon N = ¢ * ¢y, junto con que, obviamente, la serie de N converge
a (s — 1), se traduce en que

s—1 = d(n
C(C(S)):El 728), para o > 2.

e La relacion o = N * ¢y se traduce en que

C(s)¢(s—1) = Z 07(;:), para o > 2.
n=1

A éstas podemos anadir:
e La funcién potencia k-ésima, dada por

1 sin es una potencia k-ésima
pk(n) — { 1% )

0 en caso contrario,

claramente cumple que

C(ks) = Z p’;(sn)7 para o > 1/k.
n=1
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e La funcion de Liouville es la funciéon completamente multiplicativa defi-
nida por A\(p) = —1 para todo primo p. Veamos que A * ¢c; = p?>. Como
todas las funciones son multiplicativas basta probar que acttian igual sobre
potencias de primos, pero

(hre)p) = 3 A0H) = 3 (-1 = 220",

Por lo tanto,

(2s) _ S Am)
(s —nzz:l Rt p > 1.

e Ess claro que A\~ = p\ = |/, luego

, para o > 1.

Una ultima propiedad basica de la funcién dseta es su desarrollo en producto
de Euler [ITAn 8.25]:

=1 1
Z = H . para o > 1, (3.12)

P p®
donde el producto es también absolutamente convergente.

Euler observo que si hacemos tender s a 1, la serie tiende a +oo, luego el
producto también diverge, y ello implica que es infinito, es decir, que existen
infinitos primos. Obviamente, hay demostraciones mucho més simples de este
hecho, pero de esta formula podemos sacar un poco mas. Aplicando el teorema
[ITAn 8.3] al producto infinito resulta que

log (s Z log

es un logaritmo de ((s). Méas aun, la serie es absolutamente convergente por
la definicién de convergencia absoluta de un producto. Ahora consideramos el
desarrollo en serie de Taylor

(3.13)

1 2z
logl_z :Z;’ para |z| < 1,

que nos lleva a

IOgC ZZ n.s’
p n=1

donde la serie converge absolutamente. Separando los términos correspondientes

an =1 queda:
IOgC Z ZZ npns’

P n>2
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pero el segundo sumando se puede acotar,! para s > 1:

1 1 1 1
ZznpnsSZZﬁ:Z ,pgz,ﬂ,n:l'
P

p2
P n>2 p n>2 n>2

De nuevo tenemos que log((s) tiende a 400 cuando s tiende a 1, pero,
teniendo en cuenta que 1/p® < 1/p, ahora podemos concluir:

1
Teorema 3.27 La serie E — es divergente.
p
P

(Pues si la serie fuera convergente, la serie > (1/p®) también estaria acotada
P
cuando s tiende a 1, y acabamos de ver que no lo esta.)

En 3.12 hemos dado una prueba elemental de este mismo hecho, pero la razén
por la que, pese a todo, este argumento tiene interés es que es generalizable. es
la base del argumento con el que Dirichlet demostroé el teorema sobre primos en
progresiones aritméticas [TAl 4.28], del que nos ocupamos en la seccion siguiente.

Como segunda aplicacion de (3.12) demostraremos el tercer teorema de Mer-
tens. Recordemos que la constante de Mertens 3.16 es la analoga a la constante
de Euler para la serie de los inversos de los primos en lugar de la serie de los
inversos de los numeros naturales. Ahora vamos a relacionar ambas constantes.
Para ello necesitamos una observacion sobre la funcion dseta:

Como ((s) tiene un polo simple en s = 1 con residuo 1, la funciéon (s —1){(s)
es holomorfa en 1 y toma el valor 1, luego en un entorno tiene definido un
logaritmo holomorfo log((s — 1)((s)), que vale 0 en s = 1. Por lo tanto, la
funciéon

log((s — 1)¢(s))
s—1
esta acotada en un entorno de 1. A su vez, esto equivale a que, en el semiplano
o > 1y cuando s tiende a 1, se cumpla que

1
Teorema 3.28 Se cumple que

M =~+3 (log(1—-1/p) +1/p).

DEMOSTRACION: Para probar la convergencia de la serie consideramos el
desarrollo de Taylor

0<10g<1> —1:L+L+...<L+L+...:4l
L—p=t) p 2p* 3p? 2p°  2p? 2p(p— 1)
1Para sumar la ultima serie basta ver que es telescopica, es decir, que, teniendo en cuenta
o IR !
n2—n mn—-1 n

vemos que en las sumas parciales se cancelan todos los términos menos el primero y el altimo.
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y la serie
1 1
P — < [ —
; 2p(p — 1) ; 2n(n — 1)

es convergente. Similarmente, si § > 0, tenemos que

0< -1 1 ! ! < L < 1
JR— o p— —
& pite ) ptte T 2pto(pto —1) T 2p(p— 1)’
por lo que la serie funcional

- (n{1- 1))

p

converge uniformemente en [0, +00[ a una funciéon continua. A partir de aqui
suponemos § > 0, pero debemos recordar que podemos calcular F(0). Al tomar
logaritmos en la formula del producto de Euler (3.12) obtenemos:

log (s Z log , para o > 1.

De aqui se sigue que F(8) = g(d) — log (1 + §), donde

1
9(5) = Z ﬁ'

P

Ahora aplicamos el teorema 2.20 a ¢, = 1/p y f(x) = 1/z°, con lo que,
teniendo en cuenta (3.8),

C(x) = Zl = loglogx + M + R(x)

y el teorema nos da que

1 C(x) T C(t)
Zp1+5 T +5/2 t1+e dt.

p

Si hacemos tender x a +o0o queda

oo Ot T Joglogt + M oo R(t
- ‘5/ a+e dt - 5/ T 5/ 1+5

Hacemos el cambio ¢ = e%/9:

+oo 1 1 +oo
6/ o8 ;gt@ :/ e “log(u/0) du
1 t t 0

+o00 +oo
:/ e‘“logudu—/ e “logddu=—v—logd,
0 0
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donde hemos usado la formula

+oo
’y:—/ e “logxdr
0

probada tras [VC 4.25]. Por otra parte:

+oo M
5/1 ﬁdt:M.

Por lo tanto:

—+oo
R(t dt—d/ loglogtJert.

g(0) +~v — M+log6—5/ prews P
Ahora, llamando T = ¢/V? y teniendo en cuenta que |R(t)] < A/logt, tenemos

que
+oo R T dt +oo dt

0 dt| <J6A —— + 04 —_—

’ / 1+5 ‘ /2 t1+9logt - /T t1+9logt

- 5A /Tdt+ 5A /+°° dt  6AlogT A
201og 2 t  logT

ti+d — 29]og2 + Tlog T
A

< AVG=2aVs.
Vo

Por otra parte,

2
’ / loglogt+M 'gd/ \loglogtH—Mdt
T 1 t

(notemos que la integral converge, pues se puede calcular haciendo el cambio
u = logt). Concluimos que

lim g(6) +logd = M — .
6—0
Pero por (3.14) también tenemos que log ¢(1+4) +logd — 0. Por consiguiente,
F(5)=g() +1logd — (log¢(1+46) +1logd) = M —~,

luego F'(0) =0, es decir,

Por consiguiente:

1 1 1
lim loglogx + v + <log (1_ ) _|_) _ - =0,
> (s (1-1)+ 1) - >

p<z p<z
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o también:

) 1
wli)n;ologlogm—kv-i- Zlog <1 — p) =0,

p<z

y aplicando la exponencial,

hm log x €7 (1 — ) =1.
x——+00
p<z

Con esto hemos probado:
Teorema 3.29 (Tercer teorema de Mertens)

1 -
(1)~
D log x

p<z

Veamos a su vez una aplicacion:

La media de los divisores Ya hemos estudiado el crecimiento del namero
medio de divisores de un nimero natural. Ahora vamos a estudiar el crecimiento
del valor medio de los divisores de un nimero dado, es decir, la funcién o(n)/n.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Su comportamiento es irregular. Por ejemplo, es claro que

op)/p=1-1/p=1,

luego la funcion tiene una subsucesion convergente a 1, mientras que es claro
que otras subsucesiones tienden a infinito. Sucede que su orden de crecimiento
s O(loglog x). En efecto, la figura siguiente muestra la grafica de la funcion

o(n)
nloglogn’

y en ella podemos ver que esta acotada.
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I S SR S S R B R
0 1000 2000
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3000 4000 5000 6000

Maés precisamente, podemos probar lo siguiente:

Teorema 3.30

) - I

T o(n) _ h_mgﬁ(n) loglogn o
n nloglogn n n

donde o es la funcion suma de divisores, ¢ es la funcion de Euler y v es la

constante de Euler.

DEMOSTRACION: Observemos que o(n)¢(n) < n?. En efecto, como las tres
funciones son multiplicativas, basta probarlo para n = p“, pero

a ay __ pa+1 -1 — 1)l = p2a _ a1 a2
o(p )<25(p)——p_1 (p—Dp* " =p™ —p" 7 < ()"
Llamemos
B o(n) _ ¢(n)eloglogn
fl(n)_ ne’yloglogn7 f2(n)_ n .

Hay que probar que lim f; = 1 y lim fo = 1, para lo cual basta encontrar
n n

funciones Fi(t), F5(t) que tiendan a 1 en +o0o de modo que

fi(n) < =

S Fi(logn)’ fa(n) > Fi(logn)

para todon > 3,y

filng) > Fa(4),  fa(ny) <

N
1236)
para cierta sucesion {n;}; estrictamente creciente.

Por la observacion previa, tenemos que fi(n)f2(n) < 1, luego basta probar
las desigualdades

fa(n) > Fi(logn),  fi(n;) > Fa(j).
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Dado n, sean p1,...p,_n, los divisores primos de n que cumplen p; < logn
y sean Pr_po+1,---,Pr 10s que cumplen p; > logn. Entonces

(logn)r" < Pr—ro+1---DPr < n,

luego ro < logn/loglogn, luego?

()= (o) )
I1(-5)

1 logn/ loglogn
> ('~ en)
ogn p<logn

Por consiguiente, basta tomar

1 t/logt 1
p<t

El teorema de Mertens nos da que

1
i 2 _ = =
thgl e’ logt II <1 p> 1,

p<t

y es facil ver que también

1 t/logt
lim (1 - ) =1,
t——+o00 t

luego lim Fj(t) = 1. Tomemos ahora
t—+o0

nj:Hpj’

p<el

de modo que logn; = jU(e/) < Aje’, para cierta constante A > 0, por 3.10.
Por lo tanto
loglogn; < Ag + j + log j.

(- ) >1;[(1pfl+1> -

p<ed

Ahora:

Por lo tanto,

fi(ng) = o(n;) ¢ 11 <1 - 1/pj+1>

npe” loglogn; - log log n; , 1—p-1
p<el
e 1
C(j +1)(Ao +j +log j) H 1—pt 2(3)

p<e’

donde la tltima igualdad es la definicion que adoptamos de F(j), y a partir de
aqui consideramos a j como variable real.

2Notemos que ¢(p?) = (p — 1)p®~! = p*(p — 1)/p, luego ¢(p*)/p* =1—1/p.
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Si j tiende a +oo sabemos que ((j + 1) — 1y, por el teorema de Mertens,

e_'y

1
li - =1
oo log e’ 1:[ 1—-p? ’
p<e’

luego ‘
. . . J
1 F: =1 —— =1.
jﬂlinoo 2(7) jﬁlinoo Ao+ j+logj m
Situemos en la grafica el limite superior que hemos calculado, ¥ = 1.781...

25

20

Y

L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Vemos que algunos valores superan el limite superior. No hay nada de ex-
trafio en ello, pero podemos afirmar que la sucesion de todos los valores por
encima del limite superior (si es infinita) converge a dicho limite superior. Los
puntos en el rango mostrado en la figura que sobrepasan el limite superior son

3, 4, 5 6, 8 9, 10, 12, 16, 18, 20, 24, 30, 36, 48,
60, 72, 84, 120, 180, 240, 360, 720, 840, 2520, 5040.

El caso es que no se conoce ninguno mayor que 7! = 5 040.

3.6 El teorema de Dirichlet

Recordemos el enunciado del teorema de Dirichlet sobre primos en progre-
siones aritméticas:

Teorema 3.31 (Dirichlet) En toda progresion aritmética ma +n, donde m y
n son enteros primos entre si, hay infinitos nimeros primos.

Segun hemos explicado en la introduccién, aqui vamos a dar una prueba de
este teorema intermedia entre la prueba “elemental” que dada en [ITAn 7.24] y la
prueba de [TAl 4.28] basada en la aritmética ideal de los cuerpos ciclotomicos. El
apéndice al final de este capitulo contiene los pocos resultados sobre caracteres
que vamos a necesitar, todos ellos elementales.
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Si llamamos U, al grupo de las unidades del anillo Z/mZ, es decir
Un =A{[n] € Z/mZ] (m,n) =1},

el teorema de Dirichlet equivale a que cada clase de U,,, contiene infinitos primos.

Es claro que todo caracter modular x : Z — C (definicion 3.51) es una
funcién aritmética completamente multiplicativa. Las series de Dirichlet que
definen son las llamadas funciones L:

o) 1
L(s,x) = - —];Ilim, para o > 1.
n= pe

La convergencia (absoluta) es inmediata, pues |x(n)| < 1, luego L(s, x) esta
mayorada en modulo por ((o). En el caso del caracter principal médulo m
tenemos que

1 1
o= T =T (1) e (3.15)
=11 =35 pim p

Como el producto finito es una funcién entera, es claro que L(s, 1) se prolonga

analiticamente® al semiplano ¢ > 0 con un polo simple en s = 1.

Por otra parte, si x # 1 entonces la sucesion y(n) tiene periodo m, ya que,
por las relaciones de ortogonalidad 3.50, la suma de m términos consecutivos
vale 0, luego podemos aplicar el teorema [ITAn 8.31] y concluir que L(s, X)
converge en el semiplano ¢ > 0 a una funciéon holomorfa. Resumimos estos
hechos en un teorema:

Teorema 3.32 Sea x un cardcter modular. Entonces la funcion L(s,x) estd
definida y es holomorfa en el semiplano o > 0, salvo si x = 1, en cuyo caso
tiene un polo simple en s = 1.

Ahora tratemos de demostrar el teorema de Dirichlet imitando el argumento
de Euler que hemos empleado al final de la seccién anterior. Para ello, fijado
un numero natural m > 1, sustituimos la funcién dseta por

<m(5) = HL(S’ X)7

donde (aqui y en lo sucesivo) x recorre los caracteres modulo m.

Por el teorema anterior, tenemos que (,,(s) es una funcién holomorfa en el
semiplano s > 0 salvo quizd un polo en s = 1. El punto mas delicado de la
prueba es demostrar que si x es un caracter no principal, entonces L(1,x) # 0,
con lo que (,,(s) si que tiene un polo en s = 1, en perfecta analogia con lo que
le sucede a la funcion dseta de Riemann.

3De hecho, al igual que la funcién dseta, se prolonga a una funcién meromorfa en C con
un Gnico polo en s = 1, tal y como se prueba en [An 10.38], pero esto es un hecho profundo
que no necesitamos aqui. Nos basta con saber que la funciéon dseta se puede prolongar hasta
el semiplano o > 0, que es un hecho elemental.
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En primer lugar vamos a ver que log (,,(s) > 0 cuando s > 1, de donde se
sigue que (,(s) > 1 cuando s > 1, y tendremos al menos que (,,, no tiene un
cero en s = 1. Podemos definir

log {m(s) = > _log L(s,x),
X

donde, a su vez, cada log L(s, x) es la funcién dada por el teorema [ITAn 8.27],

es decir: -
x(n)A(n)

log L(s, x) = lognn®

n=2

Por lo tanto:

oo 2o X(n)A(n)

IOng(S):z:XIOgT >0, para s > 1,
n=2

pues, por las relaciones de ortogonalidad 3.50 se cumple 3 x(n) > 0.

X
Como ya hemos dicho, esto implica que (,(s) > 1 para s > 1, luego (, no
puede tener un cero en s = 1.

De la continuidad de la conjugacion se sigue que L(s,x) = L(s, x), luego si
un cardcter cumple L(1,x) = 0, también tenemos L(1,%) = 0. Por lo tanto, si
X # X, ha de cumplirse que L(1,x) # 0, o de lo contrario en el producto que
define a (,,, habria al menos dos factores con ceros y un tnico polo simple, luego
(m tendria un cero en 1, en contradiccion con lo que hemos visto.

Asi pues, s6lo queda probar que L(1, x) # 0 cuando x = ¥, es decir, cuando x
solo toma valores reales, que seran necesariamente —1, 0, 1 (porque los caracteres
en sentido propio solo toman valores de modulo 1).

Sea x un caracter real y supongamos que L(1, x) = 0. Entonces consideramos
la funcion

G(s) = CC((;)) L(s,x) = ,; 7(“” Zf)(n), para o > 1.

La funcion |pu| % x es multiplicativa y es facil ver que

} _ ~1_ 0 six(p)=-1,0,
(065 = x + o = { ) SX0 =

Por lo tanto |u|*x > 0 y podemos aplicar el teorema 3.26, que nos da que la
serie converge en realidad para o > 1/2. Ademaés, puesto que el primer término
es igual a 1 y los restantes son positivos, queda que G(s) > 1 para s > 1/2. Por
lo tanto
((s C(1/2)L(1/2,x

(5) (4 ) = SA/DLO/20)

1< Ii G =
H&%w (s) s%(lll}l2)+ ¢(29) 00

=0.
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Con esta contradiccién concluimos que L(1,x) # 0 siempre que x no es el
caracter principal, luego en efecto (,, tiene un polo simple en 1. El resultado
sobre las funciones L tiene interés por si mismo. Lo recogemos en el teorema
siguiente:

Teorema 3.33 Six es un cardcter modular no principal, entonces L(1,x) # 0.

Ahora seguimos el argumento del teorema 3.27 (y el de [TAl 4.28]). Vamos

a probar que si A es una clase del grupo U,,, entonces la serie > (1/p) es
peEA

divergente, con lo que en particular A debera contener infinitos primos. Para
ello hemos de considerar de nuevo el logaritmo de (,,, es decir,

log (m(s) = > log L(s, x).

Cada sumando puede desarrollarse en serie a partir de la factorizacion de las
funciones L:
log L(s, x) Zlog
p
A su vez desarrollamos cada 1ogar1tmo en serie de Taylor como hicimos en
el teorema 3.27:

log L(s, x) Z Z P para o > 1. (3.16)

p n=l1

Descomponemos

donde

R(s,x)zZZi(ﬁzz cumple 3X|<ZZ—<1
P n—

Si hacemos variar C en las clases de U, tenemos

ZXZ?’) -> O o

C peC
con lo que
1
log L(s,x) = Zx(C’) Z — + R(s, ), para todo x.
C peC

Podemos pensar en estas ecuaciones como un sistema lineal con incégnitas

las series > 1/p®. Queremos despejar estas series para comprobar que tienden
peC
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a oo cuando s tiende a 1, lo que probara que cada clase C' tiene infinitos primos.
Fijemos, pues, una clase A de U,,, multiplicamos las ecuaciones por x(A~1) y
sumamos sobre :

ZX Nlog L(s,x) = ZZXCA Z;+RA()

peC

donde [R(s)| = ‘Z X(A_I)R(s,x)’ <> T|R(s, x)| < ¢(m) para todo s > 1.
X X

Por el teorema 3.50, la suma Y x(CA™!) vale ¢(m) si C = A y es cero en
X
otro caso. Asi pues

ZX Ylog L(s, x) = ¢(m) Z 1% + Ra(s), (3.17)

con lo que tenemos despejada la serie de A.

Ahora tomaremos limites cuando s — 1. Debemos detenernos en el com-
portamiento de log L(s,x). Puesto que L(1,x) (para x no principal) es un
namero complejo no nulo, sabemos que en un entorno de L(1, x) existe una de-
terminacion continua del logaritmo. Componiéndola con L(s, x) obtenemos una
funcion continua log’ L(s, x) definida en un entorno de 1, digamos |1 — ¢, 1 + €.
La funcién log L(s, x) — log’ L(s,x) es continua en el intervalo |1,1 + €[ y sélo
puede tomar los valores 2kmi, para k entero, luego por conexion k ha de ser
constante en 1,1 + €[ y consecuentemente existe

lim log L(s,x) = log’ L(1, %) + 2kmi.

s—1t

Agrupamos todos los sumandos acotados del miembro derecho de (3.17)
junto con R4(s) y queda que

log L(s,1) = 9(m) 3 - + Tas),

donde T'4(s) es una funciéon acotada en un entorno de 1.
Por otro lado lim L(s,1) = 400, luego también lim log L(s,1) = +oc.

s—1t s—1t
Esto implica que la funcion > pi no esta acotada en un entorno de 1, luego la
peEA
serie Y % es divergente, como queriamos probar. ]
peEA

Terminamos esta secciéon con una generalizacién ligera, pero crucial, del
teorema 3.33:

Teorema 3.34 Sea x un cardcter modular. Entonces L(1+it, x) # 0 para todo
teR (t#0 six=1). En particular ((1+1it) # 0 para todo t € R no nulo.



86 Capitulo 3. La distribucién de los nimeros primos

DEMOSTRACION: El caso particular se obtiene aplicando el teorema al ca-
racter principal moédulo 1. El caso ¢t = 0 es el teorema 3.33, luego ahora podemos
suponer t # 0. Consideramos la funcion

F(s) = (3(s)L*(s + it, ) L(s + 2it, x?).

Las funciones L(s+it,x) y L(s+2it, x*) son holomorfas en 1. Si suponemos
que L(1 +it,x) = 0 entonces el polo triple de (3(s) se cancela con el cero
cuédruple del segundo factor, con lo que F' es holomorfa en 1 y ademas F(1) = 0.

Asi pues, basta probar que F(1) # 0. Lo haremos estudiando su logaritmo.
En primer lugar notamos que

8

L(s+it,x)

donde f(n) = x(n)/ni es una funcién aritmética completamente multiplica-
tiva, y lo mismo es valido para L(s + 2it,x?) cambiando f por f2. Segiin el
teorema [ITAn 8.25] tenemos los desarrollos en productos de Euler

1 ) 1 L 9 1
C(S)ZI;IQ’ L(5+Zt7X)=1;[1_@7 L(s + 2it, x ):l;[my
p p° p°
validos en el semiplano o > 1.
Ahora aplicamos el teorema [ITAn 8.3] junto con el desarrollo de Taylor

-7
n
n=1

log

con lo que obtenemos

’I’L

log( ZZ 719’ IOgLS-i-ZtX ZZJ;(ppne’
p
")

p n=1 n=1

log L(s + 2it, x?) ZZ I peral

p n=1

Es claro que las series son absolutamente convergentes (las series de los
modulos son todas iguales a log ((0)). Consecuentemente podemos agruparlas
y formar la serie

log F(s ZZ3+4f +f2( )’

p n=1

que es, efectivamente, un logaritmo de F'(s) en el semiplano ¢ > 1. Teniendo
en cuenta que |f(n)| =1, si O,» es un argumento cualquiera de f(p™), tenemos
que Re f(p™) = cosfpn y Re f2(p™) = cos20,n. Se cumple

3+4c0s0+cos20 =3+ 4cosh +2cos> 6 — 1 = 2(1 + cosh)?

con lo que concluimos Relog F(s) > 0y, en consecuencia, |F(s)| > 1 para todo
s > 1. Por continuidad no puede ser F'(1) = 0. n
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Nota En la seccion [An 10.6] vimos que los ceros de la funcion ((s) (extendida
a todo el plano complejo) se dividen en los ceros triviales (los nameros pares
negativos) y los ceros no triviales, que estan necesariamente en la banda critica
0 < o < 1. Acabamos de probar que ninguno puede estar en la recta ¢ = 1
y, por la ecuaciéon funcional, tampoco puede haber ceros en la recta o = 0,
luego ahora podemos afirmar que los ceros no triviales de la funcién dseta se
encuentran en la banda abierta 0 < o < 1. m

3.7 Prueba del teorema de los ntimeros primos

Nos ocupamos ahora de demostrar el teorema de los nimeros primos, que
hemos discutido en la introduccion del libro:

Teorema 3.35 (Teorema de los nimeros primos)

T

(x)

~ ~ Il(x).
log (z)

Segun 3.1 es suficiente con demostrar la primera equivalencia.

Una consecuencia inmediata del desarrollo en producto de Euler de la funcién
dseta es que ésta no se anula en el semiplano ¢ > 1. Sucede que un ingrediente
clave en la prueba del teorema de los niimeros primos es que tampoco se anula
en la recta ¢ = 1. Esto lo hemos probado en 3.34 como caso particular del
resultado analogo para funciones L, pero, para mostrar que la prueba que vamos
a dar no requiere para nada tratar con caracteres modulares y funciones L,
particularizamos aqui el argumento:

Teorema 3.36 Para todo nimero real T, se cumple que ((1 + 7i) # 0.

DEMOSTRACION: Como en el caso de 3.34, la prueba se basa en la desigual-
dad

344cosf+cos20 =3 +4cosf +2cos’f — 1 =2(1 + cosh)? > 0.

Por el desarrollo en serie de Dirichlet de log ((s) tenemos que, para o > 1,

log |¢(5)] = Re Y

n=2

A 1o Zoo A(n)
N7 slogn — N 1 .
logne = lognn? cos(rlogn)

Por lo tanto,

log \g(a)“((a +Ti)4C(U +27i)| = 3log |((0)| + 4log |( (o + Ti)| + log [ (o + 271)|

nn

— Z lo/;(n)(g + 4log(7logn) + cos(27 logn)) > 0.
n=2
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Por lo tanto,

C(o+7i) 4

1
N

(o = 1)¢(e))?

para o > 1 y cualquier 7. Si fuera ((1 4 7¢) = 0, entonces

i $OHT) _ g, SAHTIH0) — L+ 7E)

c—1 o — o—1 o—1

= ¢'(1 + 7i)
y el miembro izquierdo de la desigualdad precedente tenderia a

(¢ (1 + Ti)[*C(1 + 27i)),

cuando, en vista de la desigualdad, tiende a +o0. n

Usamos este hecho en el teorema siguiente, donde nos apoyamos ademas en
que la funcién dseta se prolonga analiticamente a una funcién meromorfa en
el semiplano ¢ > 0 con un tnico polo simple en s = 1. Esto estd probado en
[An 10.31] con un argumento mucho mas elemental que el necesario para probar
la prolongacién analitica a todo el plano complejo.

Teorema 3.37 La funcion

B(s) = Z logp

p p
es holomorfa en el semiplano o > 1 y se prolonga a una funcion meromorfa en
el semiplano o > 1/2 con un polo simple en s =1 con residuo 1, que es el inico
sobre la recta o = 1.

DEMOSTRACION: Tenemos que

¢'(s)  ~=An) log p log p log p
— = = = _— —|— s
¢(s) nz::l n® pz,; P zp: p® pmz;z pme

donde p recorre los nimeros primos y m los naturales no nulos.
Como la convergencia es absoluta, los dos sumandos de la derecha definen
funciones holomorfas en el semiplano o > 1. Al sumar la serie geométrica de la

segunda obtenemos

ms 25 _ mps’
p,m>2 P P p p

y al comparar esta serie con ®(2s) concluimos que de hecho converge (a una
funcion holomorfa) en el semiplano ¢ > 1/2. Por lo tanto, ®(s) se prolonga
analiticamente hasta la funcién meromorfa

B(s) = RYO) -y logp

(s) < p*>—p°
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en el semiplano o > 1/2. Sus polos son los de la derivada logaritmica ¢’ (s)/{(s),
que por [VC 3.20] son todos simples, y se corresponden con los ceros y polos de
¢(s). Como ((s) tiene un polo simple en s = 1, resulta que ®(s) tiene también un
polo simple en s = 1 con residuo 1. Los polos restantes de ®(s) se corresponden
con los ceros de ((s), luego por el teorema anterior no hay ninguno mas en la
recta o = 1. L]

Ahora necesitamos un resultado técnico que traduce propiedades analiticas
de una serie de Dirichlet en una propiedad de la sucesion de sus coeficientes:

Teorema 3.38 Sea -

flo) =

n=1

an

una serie de Dirichlet con coeficientes a,, > 0 y convergente en un semiplano
o > o9 > 0. Llamemos
o(z) = 3 an.

logn<zx

FEntonces .
f(s) = 8/ o(x)e *dx, para o > oy.
0

DEMOSTRACION: Podemos suponer que g > 0, pues si el teorema se cumple
para todo oy > 0, entonces se cumple obviamente para o9 = 0. La funcién
d(x)e™** tiene moédulo ¢(x)e %, que es una funcion positiva y acotada en
intervalos acotados. Ademés es medible porque ¢(z) es escalonada y e~ 7% es
continua. Por lo tanto es integrable en intervalos acotados. Sea k un ntmero
natural.

log(k+1) k log(r+1) T
s/ d(x)e de = s / e Z ap dzx
0 r—1logr n=1
ko k r+1
—sZZan/ _élogt dt = SZZG"/ =gy
r=1n=1 n=1r=n r
k
:_ZG"Z 7'—|-1 ) = an(nfs—(k—kl)fs).
n=1

De aqui se sigue que

k log(k+1)
an —sx h(k)
E E_S/o d(x)e d$+<k+1)87

n=1

k
donde h(k) = > an. Sea o0 > g1 > 09 > 0. Entonces
n=1

k . log(k‘-‘rl) . h(k) 1
y o = / d(x)e " dx + s e (3.18)

n=1
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Claramente

1

h(k) " an 1 K
< —" < <
05 i = 2 =10 ‘(kz F

CES i

luego tomando limites en (3.18) obtenemos la igualdad buscada. "

El teorema que acabamos de probar enlaza con el siguiente:
Teorema 3.39 Sea ¢ : [0, +oo[ — R una funcion acotada, integrable en cada
intervalo [0, z], y supongamos que la funcion

—+oo
g(s) = (z)e™*" du,
0

definida en el semiplano o > 0, se prolonga analiticamente a un abierto que
contiene al semiplano o > 0. Entonces existe
+oo
¢(z) dz = g(0).
0

DEMOSTRACION: Llamemos
t
gi(s) = /qb(ac)e*” dx.
0

Por el teorema [IC 7.10] tenemos® que g; es una funcién entera. Claramente
“+oo
¢(z)dx = lim g.(0),

0 t——+oo

y hemos de probar que este limite existe y vale g(0).

Dado R > 0, podemos tomar un ¢ > 0 tal que g T

es holomorfa en un entorno del cerrado 03,7 " o1
/P2
A={seC]||s| <R, Res > —0}. !
o [I) R

Llamemos v a la parametrizacion de la frontera de A \
formada por el arco v1(u) = Re™, u € [-7/2,7/2], y AN
el arco 7, formado por dos pequenos arcos de circun- hN 1

ferencia y un segmento.
Aplicamos la féormula integral de Cauchy a la funcion

S

bis) = (9(5) — (e (1455 )

4En realidad [IC 7.10] tiene como hipétesis que el integrando sea una funciéon continua
en las dos variables, cosa que aqui no tenemos garantizada, porque ¢ no tiene por qué ser
continua, pero si en la prueba, en lugar de aplicar [IC 3.11], aplicamos [An 5.27], vemos que
este teorema admite que el integrando tenga un factor integrable acotado no necesariamente
continuo, que dependa tinicamente de z, por lo que la prueba de [IC 7.10] se aplica igualmente
a este caso.
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Asi:
82 S
9(0) ~ 0u(0) = h(0) = o /(9(8) — gi(s))e” (1 + RQ) d?

= om
Si C es una cota de ¢, en el semiplano ¢ > 0 se cumple que

+o0 Ce—ct
< C/ le™*%| dax = ¢ ,
¢

g

+oo
¢

l9(s) = ge(s)] = (z)e " d

t

mientras que, sobre la circunferencia de radio R,

et (14 5V 2 20

R2 ) s R?’
donde hemos usado que |1 + s%/|s|?| = 20/|s|, como se comprueba sin mas que
sustituir s = a + bi. Por lo tanto,

1 [ h(s) 120 C
— Mg« 2 ap= 2
2mi /71 s S‘ 27 RQWR R

Sobre 7, descomponemos la integral en dos. Como g; es entera, se cumple

que
1

2\ ds
_— st (q Bl
omi /., gi(s)e < + R2) s

coincide con la integral de la misma funcién sobre el arco v3(u) = Re%, para
u € [r/2,37/2], pues la integral sobre v U 7, al igual que la integral sobre
~v1 U 73, es el valor del integrando en 0. Sobre 3 tenemos igual que antes que

t t —ot
. C
SC/ |e“”‘|dw§0/ e "Tdx = € ,
0 —0o0 a

luego el integrando esté acotado por 2C/R? y la integral por C'/R.

o)l = [ ola)e" do

Asi pues, si fijamos un € > 0, podemos tomar un R > 0 (y su § > 0
correspondiente), de modo que las dos integrales que hemos analizado tengan
moédulo menor que ¢/4. Fijados estos Ry 0, consideramos la integral

1 . s2\ ds
— s 1+ — ] —.
2mi /72 ¢"9(s) < * RQ) 5

Tomamos una cota C’ de g(s)(14s2/R?)/s sobre 73 y, por compacidad, podemos
tomar tg > 0 tal que si t > x( entonces,
2e
et < ———
N CnTe
para todo s € v5. Esto hace que la integral sea menor que €/2 y, en definitiva,
que |g(0) — ¢:(0)] < ¢, para todo t > 1. "

Ahora ya podemos probar un teorema cuya conclusion no tiene nada que ver
con series de Dirichlet: bajo ciertas hipétesis sobre una serie de Dirichlet, nos
asegura que una funciéon que por hipotesis esta acotada, de hecho converge a 1:
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Teorema 3.40 Consideremos una serie de Dirichlet

oo

fis) =Y o

n=1

Qp

con coeficientes a, > 0 tales que exista una constante A > 0 de modo la funcion
de las sumas finitas
0(z) = X an

n<z

cumpla 0(x) < Az. Supongamos que f converge® en el semiplano o > 1 a
una funcion holomorfa que admite una prolongacion analitica a un abierto que
contiene al semiplano o > 1, salvo el punto s = 1, donde la prolongacion tiene
un polo simple con residuo 1. En tal caso
0(x
lim Q =1.

r—+o00 I

DEMOSTRACION: Observemos que la funcion ¢(z) definida en el enunciado
del teorema 3.38 no es sino ¢(x) = 6(e”). Por consiguiente,

—+o00
f(s)=s [ 0(e")e *"dux, para o > 1.
0

Al igual que f(s), la funcion f(s)/s se prolonga a una funcion holomorfa en
un abierto que contiene al semiplano ¢ > 1 salvo un polo simple en s = 1 con
residuo 1. Notemos que el residuo sigue siendo 1 porque

lim (s — 1)® =1.

s

s—1
Por consiguiente, la funcion

—+oo
@ _ 1 :/ a(er)efsr _ 67(571)1 dx
0

S s—1

se prolonga analiticamente a un abierto que contiene al semiplano o > 1. Para
ajustarnos a las hipotesis del teorema anterior consideramos la funciéon

fs+1) 1 /+°° _ _
§)="——=— - = 0(e®)e™ —1)e " dx
o) =T - L= [ BT e,
que es holomorfa en un abierto que contiene al semiplano o > 0. La hipdtesis
sobre 6 hace que ¢(z) = 0(e®)e™* — 1 esté acotada, y obviamente es integrable
en intervalos acotados. Asi pues, existe la integral

/0+°°(9(e$)6$ —1)dz = /1+Oo 0(@# dz.

T

5Segiin el teorema [VC 4.25], la hipétesis 6(x) < Az ya implica que la serie converge para
o > 1. No obstante, puede probarse que la hipotesis sobre 6 no es realmente necesaria.
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Supongamos ahora que existe un A > 1 para el que hay valores de x arbitra-
riamente grandes con f(z) > Az. Como 6 es mondtona, para estos x se cumple

que
Ax Az A
0(t) —t — —
/ Ldtz/ A tdt:/ At o,
x t2 x t2 1 t2

y el hecho de que esto suceda con valores de x arbitrariamente grandes contradice
la convergencia de la integral.

Si existe 0 < A < 1 tal que, para valores de x arbitrariamente grandes,
tenemos 6(z) < Az, entonces

x _ x _ 1 _
/ Mdtg/ AT tdt:/ At <o,
12 12 12
Az Az A

y de nuevo tenemos una contradiccion.

Esto implica que, para todo € > 0, tomando A = 1 4 ¢, se cumple, para
todo z suficientemente grande, que 1 — e < 0(z)/xz < 1 + ¢, luego en efecto,
lim 6(z)/xz=1. "

r—+00

Ahora basta aplicar este teorema a la funcién considerada en 3.37:
Teorema 3.41 Se cumple 9(z) ~ x.

DEMOSTRACION: La funcion ®(x) del teorema 3.37 cumple las hipotesis del
teorema anterior. Notemos que la sucesién de sumas finitas de sus coeficientes
es precisamente ¥(z), y la hipotesis J(x) < Az es el teorema 3.8. La conclusion
es precisamente que ¥(zx) ~ x. "

Por consiguiente, todas las afirmaciones del teorema 3.7 son ciertas, y queda
demostrado el teorema de los nimeros primos.

Probamos ahora una variante de 3.40 para sucesiones de nimeros complejos
cualesquiera que usaremos en la seccién siguiente.

Teorema 3.42 Sea f(s) una serie de Dirichlet en las condiciones del teorema
anterior y sea g(s) una serie de Dirichlet con coeficientes b, € C convergente
en el semiplano o > 1 y prolongable analiticamente a la recta o = 1 salvo quizd
a s = 1, donde tiene un polo simple con residuo « (entendiendo que o = 0 si
no hay tal polo). Supongamos que existe una constante C' tal que |b,| < Can y
sea P(x) = > b,. Entonces

n<z
lim ¥(@)
Tr—r+00 x

= Q.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que los coeficientes de g son reales
(v por lo tanto o también). Podemos tomar C > «. Entonces la funcion
¥ =(Cf+g9)/(C + «) cumple las mismas hipotesis que f, luego el teorema
anterior nos da que
Yy () Cy(x) + ¥y ()

1’ . = 1’ _—m 1
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o equivalentemente,

O lm @) g, V@)

r—r+00 €T T—+o0 xX

=C+ q,

donde el segundo limite existe porque existe el primero y el de la suma. Como
el primer limite es 1, la conclusién es inmediata.
En el caso general consideramos la serie

o0

_ bn
g9(s) = e
n=1
Claramente g(s) = g(s) y ademas
_9tg9 ,9—-g
9= T

Las funciones g = g cumplen las hipotesis del teorema y sus coeficientes son
reales. Por el caso anterior cumplen la tesis, y de aqui se sigue facilmente que
lo mismo sucede con g. ]

3.8 Mas sobre primos en progresiones aritméticas

Finalmente demostramos el refinamiento del teorema de Dirichlet que hemos
discutido en la introduccién. Sim > 2 y k es un entero primo con m, llamamos
7k(x) al ntmero de primos p < z tales que p = k (méd m). El teorema de
Dirichlet sobre primos en progresiones aritméticas equivale a que

xkr-&r-loo Tk ($> = +oo,

mientras que ahora vamos a probar lo siguiente:

Teorema 3.43 Sea m > 2 y k un nudmero entero primo con m. Entonces

i @) _ 1
etos m(z)  ¢(m)’

Empezamos introduciendo un concepto general de equidistribucion de fun-
ciones en términos de caracteres de grupos abelianos:

Definicion 3.44 Sea G un grupo abeliano finito. Sea C¢ el espacio vectorial
de todas las aplicaciones de G en C. Para cada f € CY definimos

1
/G fla)dg = & 3 1a).

geqG
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Este operador integral define una aplicacion lineal C¥ — C. Las relaciones
de ortogonalidad 3.50 afirman en estos términos que

_J1 six=1
para todo caracter x de G.

De aqui se sigue que los caracteres de G son linealmente independientes como
elementos de C%. En efecto, dada una combinacién lineal nula

> =0,
X
si 1) es un caracter fijo también se cumple

Z O‘xxw_l =0,
X

y al integrar queda oy = 0.

Como la dimensiéon de C¢ es |G|, concluimos que los caracteres forman una
base, con lo que toda funciéon f € C se expresa como combinacion lineal de los
caracteres de G.

Sea A un conjunto de primos no vacio y sea A, = {p € A | p < z}. Diremos
que una aplicacion X : A — G esté equidistribuida si para todo caracter y de G

se cumple
> Xx(A(p))

i P /G x(9) dg. (3.19)

Observemos que si x es el caracter principal el miembro derecho de (3.19)
vale 1 y se cumple trivialmente la igualdad. Si x no es principal las relaciones de
ortogonalidad implican que el miembro derecho vale 0. Notemos también que
los dos miembros de (3.19) son lineales en . Como toda aplicacion f: G — C
puede expresarse como combinacion lineal de los caracteres de G, resulta que
si A estd equidistribuida entonces

ZA F(A(p)
lim 2% = / f(g)dg.
G

Tr—+00 |Ax|

En particular, si f es la funcion que vale 1 sobre un elemento fijo g € G y es
0 en los restantes, resulta

oy PEAIP<z D) =g} _ 1
im S
sotoo |{pe Alp <} G|

Esto significa que para valores grandes de x hay aproximadamente el mismo
nimero de primos p < x en A con la misma imagen por A. Es facil ver que esta
iltima igualdad equivale a la equidistribucion.
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Asi pues, para probar 3.43 basta ver que si A es el conjunto de los primos
que no dividen a m, la aplicacion A : A — U, dada por A(p) = [p] esta
equidistribuida. Esto implica que

Tk (SL’) 1

A m(@) —c  am)’

donde c es el niimero de primos que dividen a m, pero es claro que dicha ¢ puede
eliminarse.

Asi pues, basta probar que todo caréacter no principal xy modulo m cumple
que el limite de (3.19) es igual a 0.

Para ello partimos de la formula (3.16):

log L(s, x) = Zi e
p n=1

que obtuvimos en la prueba del teorema de Dirichlet. Al derivar queda

CL'(s,x) _ o logpx(p™)
L(S,X) - Z pns :

p,n

Por el teorema 3.34 esta funcion es holomorfa sobre toda la recta o = 1. Si
separamos los términos con n > 2 obtenemos una serie mayorada en moédulo

por
Z 10g(p

ns ’
p,n>2 P

y en la demostracion del teorema 3.37 hemos probado que esta serie converge
en el semiplano o > 1/2. Por consiguiente, la serie restante,

3 log p x(p)

s
> p

define una funciéon holomorfa en el semiplano ¢ > 1 que se prolonga analitica-
mente a la recta ¢ = 1. Aplicamos el teorema 3.42 tomando como g a esta serie

y como f a
IR
.
p b

> logpx(p) = o(x),

p<z

La conclusién es que

y el teorema 3.2 nos permite eliminar los logaritmos:

> x(p)=o <lozx> :

p<z
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El teorema de los niimeros primos nos da finalmente que

> x(p)

p<z

lim =0.

T—+00 7T(.%‘)
Esta formula sigue siendo cierta si en el denominador ponemos 7(z) — ¢,

donde ¢ es el namero de primos que dividen a m, y entonces tenemos (3.19).
]

3.9 Apéndice: Caracteres modulares

Los caracteres modulares que pretendemos estudiar aqui son esencialmente
los caracteres de los grupos de unidades U,,, de Z/mZ, pero conviene probar los
resultados basicos en el contexto més general de los grupos abelianos finitos.

Definicion 3.45 Si G es un grupo abeliano finito, un cardcter de G es un
homomorfismo de grupos x : G — C\ {0}. Llamaremos G* al conjunto de
todos los caracteres de G. Es claro que G* es un grupo con el producto definido
puntualmente. Se llama grupo dual de G. El elemento neutro es el llamado
cardcter principal, dado por 1(g) =1 para todo g € G.

Observemos que si x es un caricter de G y g es un elemento de orden n,
entonces se cumple x(g)" = x(¢") = x(1) = 1, luego |x(g)| = 1. De aqui se
sigue que el caracter inverso de x es precisamente su caracter conjugado, dado

por X(g) = x(9)-

Necesitamos un tunico hecho adicional sobre caracteres, pero para demos-
trarlo nos haran falta otros resultados intermedios. En primer lugar veremos
que |G| = |G*|. Lo probamos primero para grupos ciclicos:

Teorema 3.46 Sea G un grupo abeliano finito. Supongamos que existe g € G
tal que G = (g). Entonces |G| = |G*|.

DEMOSTRACION: Sea n el orden de g. Sea ¢ = e*™/™. Es claro que el
orden de ¢ en C\ {0} también es n y de aqui es facil deducir que la aplicacion
X : {g) — () es un isomorfismo de grupos, y en particular un caracter de G.

Como x*(g) = ¢* y las potencias 1, ¢, ..., ("' son todas distintas, es claro
que los caracteres 1, x, ..., X" ! son todos distintos, y asi |G| = n < |G¥|.
Veamos que GG no tiene mas caracteres que éstos.

Si 1 es cualquier caracter de G entonces 1(g)" = ¥(g") = (1) = 1, luego
ha de ser 1(g) = ¢* para 0 < k < n. Asi, ¥(9) = x*(g) y es claro entonces que

P =x". .

Teorema 3.47 Sea G un grupo abeliano finito y H un subgrupo de G. Entonces
todo cardcter de H se extiende a un cardcter de G.
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DEMOSTRACION: Si H = G es obvio. Sea g € G\ H y consideremos
Hy, ={¢*h |k €Z, h € H}. Claramente H; es un subgrupo de G que contiene
estrictamente a H. Basta probar que todo caracter de H se extiende a Hq, pues
tras repetir el proceso de extensiéon un ntmero finito de veces llegaremos hasta
una extension a todo G.

Sea, pues, y € H*. Sea n el orden de la clase [g] en el grupo cociente G/H,
esto es, el minimo n > 0 tal que g" € H. Sea ¢ € C tal que ¢" = x(g").
Definimos (g*h) = ¢*x(h). Si probamos que esta definicién no depende de la
representacion de un elemento de H; en la forma ¢gFh tendremos claramente que
1) es un caracter de H; que extiende a .

Supongamos que g¥h; = g7 hy. Entonces gF=7 = hghfl € H,luegon | k—j,
es decir, k — j = nr. Entonces

CF T = (") =x(g")" =x(g") = x(g"7) = x(h2h1"),

luego ¢*x(h1) = ¢Ix(h2). -

Una consecuencia inmediata es la siguiente:

Teorema 3.48 Sea G un grupo abeliano finito y g € G. Si x(g) = 1 para todo
cardcter de G, entonces g = 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que g # 1. Entonces el grupo (g) tiene més
de un elemento, luego por el teorema 3.46 tiene més de un caracter. Si x es un
caracter de (g) no principal entonces es claro que x(g) # 1, y por el teorema
anterior x se extiende a un caracter de G' con la misma propiedad. L]

Teorema 3.49 Sea G un grupo abeliano finito. Entonces |G| = |G*|.

DEMOSTRACION: Supongamos que el teorema es falso y tomemos un grupo G
que lo incumpla con el minimo nimero de elementos posible. Obviamente ha de
ser G # 1. Sea h € G tal que h # 1. Consideremos el subgrupo H = (h). Clara-
mente |G/H| < |G|, luego por la eleccion de G se cumple que |(G/H)*| = |G/H|
y por el teorema 3.46 también |H*| = |H]|.

Consideremos la aplicacion G* — H* dada por x — x|g. Claramente es
un homomorfismo de grupos y por el teorema 3.47 es suprayectiva. Su niicleo
es N={xeG*|xlag =1}

Claramente G*/N = H*, luego |G*| = |G*/N||N| = |H*||N| = |H||N]|.
Basta probar que |N| = |(G/H)*|, pues entonces |G*| = |H||(G/H)*| =
|H||G/H| = |G|, contradiccion.

Es claro que todo x € N induce un carécter de G/H dado por x([g]) = x(g)
y, reciprocamente, todo x € (G/H)* es inducido por el caracter de N dado por
x(g) = X([g}) De hecho ambos grupos son isomorfos. "

El tnico resultado no trivial que necesitamos sobre los caracteres de un grupo
abeliano, aparte de su niimero, es el siguiente:
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Teorema 3.50 (Relaciones de ortogonalidad) Sea G un grupo abeliano fi-
nito.

1. Si x € G* entonces

Zx(g)={|§| six=1,

Pore. six # 1.

2. Si g € G entonces

> xto) = {00 2=}

el si g # 1.

DEMOSTRACION: 1) El caso x = 1 es obvio. Si x # 1 existe un h € G tal
que x(h) # 1. Notar que cuando ¢ recorre G entonces gh también recorre G,

luego
x(h) 22 x(9) = X x(hg) = > x(9),
g€@ gea geqG
con lo que (x(h) —1) > x(g) =0y por lo tanto > x(g) =0.
geG geG
2) Es claro que la aplicacion 6, : G* — C\ {0} dada por d,4(x) = x(g) es
un caracter de G*. Basta aplicarle el apartado 1). [

Los caracteres de Dirichlet son simplemente las funciones aritméticas indu-
cidas por los caracteres de los grupos de unidades:

Definicién 3.51 Sea m > 1 un namero natural. Si y es un caracter del
grupo U,,, llamaremos cardcter de Dirichlet mddulo m inducido por x a la
funcion aritmética dada por

_ [n]) si(nom) =1,
x(n) = {%( ) si (n,m) # 1.






Capitulo IV

La funciéon dseta de
Riemann I

En la prueba del teorema de los ntimeros primos que hemos presentado en el
capitulo anterior ha sido esencial el hecho de que la funcién dseta de Riemann
no se anula en la recta ¢ = 1. Concretamente, hemos usado esto para asegurar
que s = 1 es el tnico polo de la funciéon ¢ del teorema 3.37. En este capitulo
estudiaremos mas a fondo la funcién dseta, y veremos que las propiedades que
obtendremos tienen repercusiones notables en la distribuciéon de los ntimeros
primos. Empecemos recapitulando lo que hemos probado sobre la funcién dseta
en [ITAn], [IC] y [An]:

Por completitud recordamos primero que, sobre el semiplano o > 1, la fun-
cion dseta esta definida por las expresiones [ITAn 8.26]

C(S)ZZ%:Hl_li

p p*

Sabemos evaluarla explicitamente en los nimeros naturales pares [[TAn 6.17]:

0 1 (_1)k+122k717r2k32k
n=1

donde los nameros By, son los nimeros de Bernoulli definidos en [ITAn 6.17]
y determinados recurrentemente en la seccion [ITAn 6.5]. En [An 10.38] hemos
visto que esta funcién holomorfa admite una prolongaciéon analitica a una fun-
cién meromorfa en C con un tnico polo en el punto s = 1, que es un polo simple
con residuo 1.

El teorema [An 10.39] nos da el valor de esta prolongacion en 0 y sobre los
numeros negativos:

((~n) = — Dot

n+1
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En particular la funcion dseta se anula en los enteros negativos pares, mientras

que ¢(0) = —1/2. .
La figura muestra la grafica de ((s) sobre
el eje real. La funcién dseta satisface la ecua- .

cion funcional [An 10.43]

C(s) = x(s)¢(1 = s),

x(s) = 2T1(—s)(27)* ! sen(ms/2) -2

s—1 1 )
= m(2m) cos(ms/2)II(s — 1)

Esta ecuacion se expresa de forma simétrica en términos de IL funcion
E(s) = m*/?1(s/2)(s — 1)¢(5),
que satisface la ecuacion funcional
§(s) =¢(1—s).

Esta es la grafica de £(s) sobre el eje real:

En la seccion [An 10.6] se justifica que, tal y como se observa en la grafica:
£(0) = €(1) = n~1/710(1/2) = 1/2.
He aqui otros hechos bésicos sobre la funcion &:

1. La funcion £(s) es entera.

En efecto, la funcién factorial tiene inicamente polos simples en los enteros
negativos, luego II(s/2) tiene polos simples en los enteros pares negativos,
que se cancelan con los ceros simples de ((s), y el tnico polo de ((s) se
cancela con el cero de s — 1.

2. Las funciones ((s) y &(s) tienen los mismos ceros con las mismas multi-
plicidades, salvo los enteros pares megativos, que son ceros de ((s), pero
no de £(s).

En efecto, la funcion factorial no se anula, y el cero de s — 1 se cancela con
el polo de ((s), luego todo cero de £(s) es un cero de ((s) con la misma
multiplicidad. Reciprocamente, todo cero de {(s) es un cero de £(s) salvo
los enteros negativos, que se cancelan con los polos de la funcion factorial.
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3. Todos los ceros de &£(s) se encuentran en la banda 0 < o < 1.

En efecto, la expresion en producto de Euler prueba que la funcion {(s) no
se anula en el semiplano o > 1, luego tampoco lo hace ¢ y, por la ecuaciéon
funcional, £ tampoco se anula en el semiplano o < 0.
4. Se cumple que £(s) = £(5).

Basta tener en cuenta que £ es real sobre el semieje real ¢ > 1, 7 = 0, por
lo que su serie de Taylor en sg = 2, por ejemplo, (que converge en todo el
plano complejo) tiene coeficientes reales, y la conjugacion conmuta con el
sumatorio por continuidad. Esto implica a su vez que ((s) tiene la misma
propiedad.

5. Si p es un cero de &, también lo son 1 —p, p y 1 — p, y los cuatro tienen
la misma multiplicidad.

Esto es consecuencia inmediata de la ecuacién funcional y del apartado
anterior.

Los enteros negativos se llaman ceros triviales de ((s), mientras que sus otros
posibles ceros (necesariamente situados en la banda 0 < o < 1) se llaman ceros
no triviales de {(s) y coinciden (en posicion y multiplicidad) con los ceros de la
funcién £(s). Todavia no hemos demostrado la existencia de ceros no triviales.

El teorema 3.36 implica, junto con la ecuacion funcional, que los ceros no
triviales de {(s) tienen que estar necesariamente en la banda abierta 0 < o < 1.
Esta banda se conoce habitualmente como la banda critica de la funcion dseta.

Las figuras muestran dos graficas de la funcion |((s)|. La primera en la
region [—1,2] x [0,100] y la segunda en [0,1.25] x [0,100]. Las oscilaciones que
vemos en cada recta vertical ¢ = oy se corresponden con giros de ((og + 7).
Por ejemplo, la figura de la izquierda muestra la curva ¢(1/2+ 71), mientras que
la de la derecha muestra las graficas de Re ((1/2 + 7i), Im ¢(1/2 + 74).
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Las graficas muestran que la curva pasa muchas veces por el punto 0, es
decir, que la funcién dseta tiene ceros no triviales. Méas adelante probaremos
que esto es realmente asi.

4.1 Aproximacién de la funcién dseta

En el semiplano ¢ > 1 la funcién dseta de Riemann se puede aproximar por
las sumas parciales de su serie de Dirichlet. En realidad esto sirve de poco si no
podemos estimar la precision de las aproximaciones obtenidas, pero peor es el
hecho de que esto ya no es valido en el resto del plano complejo, en particular
en la banda critica 0 < o < 1, que es donde —como veremos— tiene mas interés
conocer el comportamiento de la funcién dseta.

En esta seccion demostraremos una féormula que no sélo resuelve estos in-
convenientes y nos permite calcular en la practica la funcion dseta sobre el
semiplano o > 0 con cualquier precision deseada, sino que también nos sera tutil
en diversas ocasiones en el estudio teodrico de la funcion.

Para empezar fijamos un nimero real s > 0 y aplicamos el teorema 2.20 con
¢n =1y f(z) =1/2°. La conclusién es que

1_E[gc]Jrs/le[t]dt—Em—s/lwt_E[ﬂdtJrs/lm;dt

ns s ts+1 s ts+1
n<z
E Tt—Et
_ [z] L5 s B / [t] dt
xs s—1 (s—=1)zs—1 s+l
_E Ty
_ s = [x] 1 78/ t E[t]dt.
s—1 xs (s —1)axs—! 1 st

Ahora bien, la dltima integral, para un z fijo, define una funcion entera,
luego por el principio de prolongacion analitica, la igualdad

1 s x — Elz] 1 Tt — Elt]
1 N _ _ it U 41
Z ns  s—1 s (s —1)as—! 5/1 tstl dt (4.1)

n<z

es valida para todo s € C y todo = > 0. De aqui deducimos:

Teorema 4.1 En el semiplano o > 0 se cumple que

s oot — E[t]
C<s>_$—1_8/1 Wdt,

1 1 r — E[x] toot — Bt
o) - Z ns (s—1)zs—1 LT 5/gC tstl d.

n<x

DEMOSTRACION: Partimos de la igualdad (4.1). Cuando s esta en el semi-
plano ¢ > 1 podemos hacer que z tienda a +oo y asi obtenemos la primera
igualdad del enunciado.
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Ahora bien, si fijamos § > 0, para todo s en el semiplano o > 0 se cumple
que

t — Elt] 1 1
ts+1 to+1 < $6+1°

Como esta funcion es integrable en [1, 400, el teorema [VC 1.24] nos da que
la integral de la primera igualdad del enunciado es una funcién holomorfa en
el semiplano o > 0, luego por el principio de prolongacién analitica no sélo es
valida cuando o > 1, sino también cuando o > 0. La segunda férmula se obtiene
restando (4.1) de la primera. "

En la segunda féormula del teorema anterior el segundo término del segundo
miembro se anula si tomamos x = k natural. En el semiplano ¢ > 1 todos los
términos del segundo miembro tienden a 0, lo cual nos permite acotar el error
de la aproximacion de ((s) por las sumas parciales de su serie de Dirichlet. Si
0 < o < 1 s6lo tiende a 0 el primer término, pero en cualquier caso al suméarselo
a la suma parcial obtenemos una aproximaciéon mejor facil de calcular, para la
cual el error esta acotado por:

+oo 1
< |s|/ a=2L 2
k

"o 1
C(S)—‘g;;;ﬁ'_’(;jfij%Z:T ppas] ok

Veamos algunas ilustraciones de esta formula. La gréafica de la izquierda
muestra ((s) “exacta” sobre el eje real (es decir, aproximada con técnicas numé-
ricas més sofisticadas mas alla del margen de precision de la grafica), la suma
parcial de la serie de Dirichlet hasta k = 1 y la suma aumentada con el término
(s —1)7'k1=5. La grafica de la derecha contiene de nuevo la funcion ((s) y y
las de la suma parcial modificada a la que hemos sumado y restado la cota del
error |slo™ k7.

0.5 1.0 15 20 25 3.0 1.0 15 20 25 3.0
2t
5t
a4l

C(o+0i), k=1

Vemos que simplemente con k = 1 ya obtenemos una aproximacién razonable
sobre el eje real. Las figuras siguientes contienen las mismas gréficas, pero con
k = 2. Vemos que la mejora es sustancial. Con k = 10 las sumas parciales
modificadas ya casi no se distinguen del valor exacto para s > 1/2.



106 Capitulo 4. La funcién dseta de Riemann I

a4t

C(o40i), k=2

Las graficas siguientes muestran las aproximaciones sobre la recta 7 = 67
con k = 2 (hemos escogido precisamente el valor 67 porque nos interesara en un
ejemplo posterior). Vemos que la aproximacion de la parte real es buena, pero
la estimacion del error no lo es. Resulta que es necesario aumentar mucho k
para reducir la cota de error a niveles aceptables.

3.0

25} 15k
20F 10k
15F 5t
10 ) 05 10 15 20 25 3.0
_5,
05}
~10f
0.0 05 10 15 20 25 30 -15f

Im (o + 67i), k =2

En la péagina siguiente mostramos aproximaciones sobre la recta o = 1/2.
Nuevamente vemos que la aproximacion con la suma parcial modificada es mu-
cho mas precisa que lo que indica la cota de error que hemos obtenido. Esto se
debe a la estimacion cruda que hemos hecho de la integral acotando ¢t — E[t] < 1.
Descomponiendo la integral en sumas sobre intervalos [c, ¢+ 1] es posible refinar
la cota del error, pero de una forma bastante laboriosa.

Enseguida daremos una forma alternativa de acotar el error con mas pre-
cisién, pero antes vamos a extraer las primeras consecuencias teéricas del teo-
rema 4.1:
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Re((1/2+7I), k=10

1L 7\ 101
AW

5F

s 5 10N 7' 15 20
\/ “ \ . TN .
-1f \ 5 10 15 20

Im((1/2+ 71), k =10

Teorema 4.2 5i 0 < s < 1, entonces ((s) < 0. Por consiguiente, los unicos
ceros reales de la funcion dseta son sus ceros triviales.

DEMOSTRACION: Basta observar que si 0 < s < 1 la integral que aparece en
la primera expresion del teorema 4.1 es claramente positiva. [

Asi pues, es equivalente hablar de ceros no triviales o de ceros imaginarios
de la funcién dseta.

Como segunda aplicacion determinamos el segundo término de la serie de
Laurent de ¢(s):

Teorema 4.3 En un entorno de s =1 se cumple que

((5) = —— +7+0(s—1).
s—1
DEMOSTRACION: Sabemos que ((s) tiene un polo simple en s = 1 con
residuo 1, luego el primer término de su serie de Laurent es el que indica el
enunciado. Al restarselo, tenemos una funcion entera y queremos calcular su
valor en 1. Para ello partimos de que

1 Tt — Bt
C(S)—s_l—l—S/l tSTdt’

y sabemos que la integral define una funcién holomorfa en el semiplano o > 0,
luego podemos tomar el limite cuando s — 1, y el resultado es

) 1 T — Elt
iﬂ%(g@‘s_l)‘l‘/l THC“
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n—1 m—+1 m—+1
Elt 1

_ lim Bl gy [ Lar) o1
n e\ ) P b

n—1 m+1
:li}lnz m 752dt(10g(m+1)10gm)>+1
m=1 m
n—1
) 1 1
:117Ilnmzlm<m—m+1) +1—logn
n—1 m n—1 1

Aunque no nos va a ser necesario méas adelante, vamos mejorar la cota del
error dada por la formula (4.2). Para ello calcularemos las colas de la serie
de Dirichlet por un método similar al empleado en el teorema [An 10.29] para
sumar series mediante el teorema de los residuos.

Teorema 4.4 Dado un niimero complejo s en el semiplano o >0 yx = k+1/2,
donde k es un nimero natural, cumple x > |7|/27, entonces

1 1 2z7°
_ = _ < )
() 7; n®  (s—1)zs='| ~ 27 —|7|/x

DEMOSTRACION: La idea basica es que la funciéon m cot 7z tiene polos simples
en los ntimeros enteros con residuo 1, por lo que la funcién

mecotmz
)

ZS
definida en el semiplano o > 0 con la rama holomorfa del logaritmo que toma
partes imaginarias en |—m /2, 7/2[, tiene residuo 1/n° en todos los nameros na-
turales no nulos. Fijamos un namero real de la forma x = k+1/2, donde k > 1
es un namero natural, y consideramos el arco cerrado que indica la figura:

El arco C, es por definicién el arco de circunferencia de
centro 0 y radio r + 1/2 que empieza y termina sobre la recta
Rez = z y se encuentra a la derecha de ésta, recorrido en
sentido horario. Por el teorema de los residuos

1 [t cotnz 1 cotmz "1
97 s dz + 5z / s dz = — Z s
20 Jypor i 2 2i Jo, =2 Narnill

donde = + Ti es el extremo superior de C, y el signo negativo final se debe a
que arco esta orientado en sentido negativo. De momento vamos a suponer que
el exponente s cumple o > 1, lo que garantiza la convergencia de la serie de la
derecha cuando r tiende a oc.

Ahora probamos que la integral sobre C,. tiende a 0 cuando r tiende a oo.
Para ello recordamos que en la prueba de [An 10.29] hemos visto que la funcion
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cot mz esta acotada (digamos por M) en el conjunto que resulta de eliminar
en el plano complejo un disco de centro en cada nimero entero y radio menor
que 1/2. Como C, no pasa por ninguno de tales discos, la cota vale para el
integrando. Ademas,

|Z—s| _ Ie_SIOgZ‘ _ |6—(a+ri)(log|z|+iargz)| _ e—alog\z\-{-rargz — |Z‘—cf€7—argz.

Por lo tanto,

< 2+ 1/ M(r +1/2) el

T
2

1 t
7./ cotmz s
2t Jo, 2°

_ gMe|fr|7r/2(r + 1/2)170'7

que ciertamente converge a 0 si ¢ > 1. Concluimos que

) - =

n<x

x+001

cotmz
dz.

S
r—0o01 <

Hemos probado que la integral existe como limite simultaneo de sus dos
extremos de integracién, pero el limite es también finito si s6lo hacemos tender
a infinito uno de los extremos, porque |z~* cot 72| < Mel™I™/2|2|=7 luego

s+ T oot 7z T cotmz
—dz = — dy
x z 0 z

o

y el modulo del integrando estéa acotado por cy~? (con ¢ constante) que (siempre
para ¢ > 1) es integrable en [1, +o0o[, luego la funcion es integrable en [1,4o00[
y, por continuidad, también en [0, +oo[. Por consiguiente podemos separar:

1 1 [* cotmz 1 [ cot e
dz

OEDI-E

ns 21 J,_

S T 9, s
= i Z 2i J, z

Ahora observamos que

T i 2° T—+o0 Jo i 2° T—r+o0 (3 - l)zs—l Ti (S - 1).735—1

x+o001
1 1
[ le L
. z8 (s — a1t
Por lo tanto,

1 1 1 [* cotmz—1
_ - - = et
() Z ns  (s—1)zs—1 21 /I,OOZ- 25 :

1 r+o001 t .
_— cotmz+t dz, (4.3)
21 J, z$

r—

e igualmente
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pues los términos —i y +:¢ anadidos dentro de la integral equivalen a sumar las
integrales precedentes multiplicadas por 1/2 y —1/2, respectivamente. Vamos
a ver que, con esta modificaciéon, no solo ha aparecido la modificacién de la
suma parcial que ya habiamos considerado en el teorema 4.1, sino que asi las
integrales convergen en el semiplano o > 0.

En efecto, si suponemos que 0 > 0y z = x + yi con y < 0, entonces

eiﬂ'z +efi7rz Qiefiﬂ'z 2i6727rz7,'
cotmr —i=i— = = y
einz _ e—imz eIz _ p—iTz 1— 6—27\'21
luego
, 2e%™Y 2e%™Y 2
|cot Tz —i| = _ < = < 2¢%™Y.
|1 _ 6727rz7,‘ 1 — e27my e—2my _ 1

Similarmente, si y > 0 tenemos que |cot 7z + 4| < 2¢~2™¥. Por otra parte,!

|Zﬁs| _ ‘Z|7Uerargz < x70'6|7'\|argz| < xfoe\r|arctan(|y\/w) < 1’706|T“y|/a:.

En total, para y < 0,

ST 1) < amveter=irl/aly

ZS

y, teniendo en cuenta que, por hipétesis, z > %, la funcion de la derecha es
integrable en |—oo, 0]. Mas precisamente, si K es un compacto en el semiplano
o > 0, |7| < 2wz, existen 01, d3 > 0 tales que todo s € K cumple o > 47,
|7] < 27z — d2, luego

cotmz — 1 < =01 (82/2)y
z8 - ’

luego [IC 7.10] nos da que la integral

- .
cotmz —1
/ — dz
xr—001 2

define una funcién holomorfa en o > 0, |7| < 27z. Igualmente se razona con
la segunda integral que aparece en (4.3), con lo que concluimos que los dos
miembros de dicha ecuacién son funciones holomorfas en el dominio indicado,
luego la igualdad, que sabemos que se cumple para ¢ > 1, se cumple de hecho
para o > 0 (v |7] < 27wz). Més adn, si T > 0, tenemos que

i/w coth—idz’:’1/0 cotﬂ'z—idy‘
27, r—T% A 2 -T 28

—0

0
< x—a/ e@n=I71/2)y gy — (1 = e=(r—lrl/o)T)

_r 27 — |7]/x

1Es facil ver que, si £ > 0, se cumple que arctanz < x. Basta tener en cuenta que la
derivada de z — arctan x es no negativa.
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luego

1 /x cotmz — 1 [
2 /., z8 27 — |7]/x

—001

La segunda integral de (4.3) se acota analogamente y asi llegamos a la féormula
del enunciado. -

Las graficas siguientes muestran las acotaciones de la parte real de {(o +67i)
con k =3y ((1/2+ 7i) con k = 10, respectivamente, que proporcionan (4.2) y
el teorema anterior. En ambos casos, las més ajustadas son las correspondientes
al teorema anterior.

35
30F
250
20F st
150 ; N

1.0F

05F

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

Mas adelante usaremos el hecho siguiente:
Ejemplo Vamos a comprobar que Re ((o + 67i) > 0 para o > 1/2.

Esto se ve en la grafica de la izquierda, pues la cota inferior que se muestra
para (o + 67i) con k = 3 esta por encima de 0 cuando o > 1/2. Para compro-
barlo sin apoyarnos en la grafica conviene tomar k = 4. Del teorema anterior se
sigue inmediatamente que

4

C(o + 6mi) — Z

n=1

L. 1 L 2457
not6mi| = o — 14 6mi[4.57 1 | 21 — 67/4.5

1 2.4.5"1/2

< ~ 0.5627.
= 6md.51/? * 27 — 67/4.5

Por otra parte,
S|
Re Z i 14277 cos(6mlog 2) + 377 cos(67 log 3) + 477 cos(67 log 4)
n=1

= 1+0.877992-277 — 0.284037 - 377 + 0.541739 - 47
> 1 —0.284037 - 37/2 ~ 0.836.

Por lo tanto,
Re((o + 67i) > 0.836 — 0.5627 > 0.
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4.2 El crecimiento de la funcion dseta

Muchas cuestiones en las que interviene la funcion dseta de Riemann depen-
den de estimaciones sobre su crecimiento en distintas regiones del plano com-
plejo, especialmente en rectas verticales de la forma o = 0. En esta seccion
obtendremos los resultados basicos a este respecto.

Crecimiento en el semiplano ¢ > 1 El comportamiento de la funciéon
dseta es mas sencillo en el semiplano ¢ > 1, donde converge su desarrollo en
serie de Dirichlet (y en producto de Euler). Para empezar, una minima variante
de la prueba de [ITAn 8.21] nos da que?

lim ((s)=1

o—+o0
uniformemente en 7.

En otras palabras, tomando o( suficientemente grande podemos asegurar
que en todo el semiplano o > o la funcion ((s) se aproxime a 1 tanto como
queramos. Podriamos decir que en los semiplanos ¢ > o con oy grande es
donde “menos interesante” es la funcion dseta.

En particular, {(s) esta acotada en cualquier semiplano ¢ > g, con og > 1.
Mas precisamente, un hecho elemental es que, para todo s en el semiplano o > 1,
se cumple que

I¢(s)l =

> ni <> % = ((0),
n=1 n=1

de modo que el supremo de |{(s)| sobre una recta ¢ = oy es precisamente (o).
Maés atn, como ((o) es claramente decreciente en |1, 4+00[), tenemos que (o)
es de hecho el supremo de |{(s)| en todo el semiplano o > oy.

A su vez, el comportamiento de ((o) en la semirrecta o > 1 esta bien deter-
minado por las desigualdades

§C(0)<1+07. (4.4)

(Véanse el razonamiento previo a [An 10.31]).

Es obvio que ((s) no esta acotada en el semiplano o > 1, pues tiende a co
en s = 1. Sin embargo, se cumple algo menos trivial, y es que sigue sin estar
acotada aunque eliminemos del semiplano un entorno de 1. Mas precisamente,
sucede que |((o + 77)| no solo tiende a ((o) cuando 7 tiende a 0, sino que
también hay puntos en los que |((o + 7i)| esta arbitrariamente cerca de (o)
con T arbitrariamente grande. Para probarlo necesitamos un resultado elemental
de aproximacion diofantica:

2La acotacién que se muestra en la prueba vale en realidad para todo s tal que o > c.



4.2. El crecimiento de la funcién dseta 113

Teorema 4.5 (Dirichlet) Si aq,...,a, € R, ¢ > 0 es un ndmero natural y
to > 0, existen my,...,m, € Z yto <t < toq™ tales que |tay —my| < 1/q, para
todok=1,...,n

DEMOSTRACION: Consideramos los ¢ + 1 puntos de R™ de la forma
(uay, ... uay),

donde u = 0, tg, 2tg, . . ., q"tg. Si los reducimos tomando las partes fraccionarias
de sus componentes obtenemos ¢ + 1 puntos del cubo [0, 1]”. Si dividimos este
cubo en ¢" cubos de arista 1/¢, al menos dos de las reducciones deben estar en
el mismo cubo de la divisiéon. Pongamos que son los correspondientes a u; < uq
y tomemos t = uy — uy; = mty, con 1 < m < q”, luego tg <t < tyq™. Entonces

|(u2ay — Elugay]) — (urag — Eluroy])| < 1/q,

luego, llamando my, = Elusay] — Elujag], tenemos que [ty —myg| < 1/q. =

Teorema 4.6 Si o > 1 y e > 0, existen valores de T arbitrariamente grandes
tales que |((o + 73)| > ((0) —

DEMOSTRACION: Tenemos que

luego, dado un nimero natural N > 0,

=1 A =1
[(s)] > Re((s) Z—U s(tlogn) > Z—U cos(tlogn) — Z vt
n=1 n=1 n=N+1
Fijados tg > 0 y ¢ > 4, por el teorema anterior existen enteros my,...,my y
to <t< toqN tales que
tlogn
’ 5 n| <1/q, n=1,...,N.
Esto equivale a que
T 27 2T T
—— <—— <tlogn —2mm, < — < —
2 q q 2
y las propiedades de la funcién coseno implican claramente que
cos(tlogn) > cos(27/q).
Por lo tanto,
N N 'S}

Z niff cos(tlogn) > cos(27/q) Z n—la > cos(2m/q)¢ (o) — Z nil‘f

n=1 n=1 n=N+1
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Por consiguiente

. — 1
Clo+it)] = cos@n/q)C(0) -2 3 —.
n=N+1 n
Por otra parte,
| e I\
> = </ — du = < N'™7((0).
—mn N U o—1

Concluimos que
[C(o +it)] = (cos(2m/q) — 2N'77)¢(0),
Y siempre podemos tomar N y ¢ suficientemente grandes como para que

cos(2m/q) —2N"7 > 1 —e.
| |
Asi pues, ahora podemos asegurar que ((s) no esta acotada, por ejemplo,
sobre el cuadrante o > 1, 7 > 1, pues el supremo de |((s)| sobre cada semirrecta

o = oy en dicho cuadrante sigue siendo ((0y), que tiende a +0o cuando o tiende
al.

Esto nos plantea el problema opuesto, es decir, estimar el orden de creci-
miento de ((s) en un cuadrante como o > 1, 7 > 2 (la cota sobre 7 es irrelevante,
con tal de que excluya un entorno del polo de la funcién dseta). El teorema 4.1
nos da la solucion:

Teorema 4.7 En el cuadrante o > 1, 7 > 2 se cumple que ((s) = O(logT). Si
0<d <1, en el cuadrante o > 8, 7 > 1 tenemos que ((s) = O(717?), donde la
constante depende de §.

DEMOSTRACION: La férmula del teorema 4.1, para 7 > 0, usando que
s —1] >Im(s—1) =,
se reduce a

1 1 1 too dt
|C(s)|SZE+F+;’+|S|/ pray
n<lx x

1 1 1 c+711
<2 T T T prs

n T X g X

n<z

En particular, sic>1, 7> 1,z > 1

1 1 1 1+71
|C(s)\<zﬁ+;+5+

n<lz

1
§4+/ Sdt+ L —44logx+ I,
T 1t T T

y haciendo x = 7 > 2 queda que |((s)| < 5+ logT = O(log 7).
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Suponemos ahora que o > §, 7 > 1, con lo que

no 5 10 Sad

n<x

1 1 7\ 1 v 1 !0 37
< — (2 7) — r 2T
I¢(s)] < + ot ( +5) </0 dt+=—— +

< zt=o FIPRET N 3T
x —.
~1-94 da0

En particular, para x = 7, queda

™0 s 3 s 1-5
€O < T—s 47170 4 21170 = 0(r),
donde la constante de O depende de 4. [

Crecimiento en el semiplano o < 0 Los teoremas precedentes describen
con detalle suficiente el crecimiento de la funciéon dseta en el semiplano o > 1.
La situacion es bastante distinta en el resto del plano complejo. Por ejemplo,
hemos visto que ((s) esta acotada sobre cada recta o = oy con gy > 1, pero
veremos que ya no lo estd sobre las rectas con gg < 1. De momento dejamos
pendiente la prueba de este hecho y vamos a estudiar el crecimiento en las rectas
con gy < 0 aprovechando la ecuaciéon funcional y lo que ya sabemos en el caso
oo > 1. El intervalo 0 < gg < 1 es mucho més dificil de tratar.

Recordemos que la ecuacion funcional es ((s) = x(s){(1 — s), donde

1
cos(ms/2)II(s — 1)

X(s) = m(2m)*"!
Vamos a estimar la funcion x(s):

Teorema 4.8 En cualquier conjunto de la forma oy < o < g9, 7 > § se cumple

2

o+it—1/2
= () o)

En particular,
o o—1/2
xol=(Z)aron/m).

DEMOSTRACION: Ampliando el conjunto, no perdemos generalidad si supo-
nemos que s varia en un conjunto de la forma S = [1 — ¢,1 + ¢] x [4, +00[ con
¢ > 1. Entonces s —1 varfa en S = [—c¢, ¢] X [§, 4+00[. Vamos a aplicar la féormula
de Stirling [VC 4.30]:

1
logIl(s) =log vV2m + (s + 5) log s — s + u(s),
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véalida para todo s con argumento distinto de m. Podemos tomar un §; > 0
suficientemente pequetio para que todo s € Sy cumpla que |args| < ™ — dg, y
asi el teorema [VC 4.29] nos asegura que

1

1
WO S S w5 /1s] = Bsen?(@0/2)7

Por consiguiente, para todo s € S tenemos que

logII(s — 1) = log V21 + (s — %)log(s -1)—s+14+0(1/7)

1
=logV2m + (0 + it — 5) log(it) — iT+

(047 — Slog T2 (e _ 1y 1 0(1/7),

2 T

donde la constante implicita en O depende de ¢, pero no de o. Ahora observamos
que

-1 1 -1
(0+ZT—7)log07+” J+1:(U+iT—2)10g<l—ia >—(0—1)
T

1T

e T )

1. —(io —1)" - —1 (i(c—1
(0*5) 2—1 ( , +ZTE < )> =
1 Nt (2(0—1 - — —i(i(c— 1)
0'—5 E +E 7'+]. T _0(1/7-)

En efecto, observemos que las series provienen del desarrollo en serie de
log(1+ z), que, para |0 — 1] < ¢, converge absolutamente para todo 7 > ¢, luego
las series que hemos obtenido a partir de dicho desarrollo convergen también
absolutamente. El modulo de la expresion anterior esté acotado por

1 o cr 0 r—+1

el C -r __
S DI Pre

1 s 7‘+1 . s T+2 1

c— = T+ =

<( 2) Z r+ 1 ;) r 27 T
pero 71 varfa en ]0,1/c[ y podemos ver las dos series como series de potencias
actuando sobre 77!, luego estan acotadas en cualquier intervalo ligeramente
menor, de modo que la expresiéon anterior estd acotada por A/r, para todo
T > c+1, por ejemplo, y usando que la expresion inicial tiene que estar acotada

en el compacto [1 — ¢, 1+ ¢] x [4, ¢+ 1], podemos aumentar la constante para
que valga en todo el conjunto S.
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Teniendo en cuenta que log(it) = log 7 + im/2, resulta que®
IM(s—1)=+v2r FoHiT=1/2¢i5 (03 I (14+0(1/7)),

pues si f(s) = O(1/7), entonces, como antes,

) ~F8)" | o ) A
e/ =11 =3 ol | S > S 2 T t=00/T).
n=1 n=1 n=1
Por otra parte,
1 2 2

COS(7TS/2) = eim(o+iT)/2 +e—i7r(0'+i7')/2 = elom/2—7T/2 +e—iwa/2+ﬂr/2

2 ino/2—7T/2 )
_ e _ 2617&'0’/277\'7'/2(1 + 0(1/7,))7

eimj—Tr‘r +1

pues

0
%Ifo.

1 Te T
T - _ _ - — =
eimo—nT 4 1 |ez7r<7—7r'r + 1|

Notemos que el denominador admite una cota inferior independiente de o, por
lo que la constante en O(1/7) es independiente de o. En total,

X(S) _ W(27T)sfl\/ﬂ70+i771/26i%((rf%)7%771'7261'#0/2771'7/2(1 + 0(1/7_))

277 (T—‘,—iT—l/Z )

T

En particular, si 0 < —6¢ < 0, tenemos que
()] < IX(5)[C(1 = o) = (2m)7 21 277¢ (1 = o) (1 + O(1/7))

< (2m) V21 4 6)r/2770(1) = O(r2 7).
Notemos ademés que el exponente no se puede mejorar, pues si 0 < € < 1,

¢(s)

7-%—0'—6

= (2m)7 Y2251+ O(1/7)) = (2m)° V2 (75 + O (7~ (179))),

y esta expresion tiende a +o0o con 7.

3En los calculos precedentes hemos usado que log(z1/22) = log 21 — log z2. En principio,
esto no tiene por qué ser correcto con la misma determinacién holomorfa del logaritmo en
ambos miembros, sino que podria hacer falta afiadir un término 2k(z1, z2)m4, pero como ahora
aplicamos la exponencial, dicho término desapareceria.
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Crecimiento en [0,1] Para analizar el crecimiento de la funcion dseta en la
banda critica y su frontera conviene dar una definicion:

Definiciéon 4.9 Para cada o € R definimos la funcion de Lindeldf como
(o) = inf{c € R[ ((o +it) = O(|7[)}.

Hay que entender que O hace referencia al orden de crecimiento cuando
|7| = +o0, luego no perdemos generalidad si suponemos |7| > 1 (para evitar
el polo cuando o = 1). Ademas, como |((c — i7)| = |((c +i7)| = |¢(0 + iT)],
podemos limitarnos a considerar 7 > 1.

Si o > 1, sabemos que ((o +71) esta acotada, es decir, que {(o+7i) = O(1),
luego (o) < 0. Por otra parte (y aqui p es la funcion de Mobius),

v
(o +i7)]

luego |¢(o + i7)| > 1/{(0) > 0, lo que prueba que p(c) = 0 (y el infimo de
la definicién de p es realmente un minimo, en el sentido de que se cumple
C(o +1i) = O(TH9))).

Los ultimos resultados del apartado precedente implican que, para o < 0, se
cumple que pu(c) = 1/2 — o, y de nuevo el infimo de la definicién es un minimo
en este caso.

El teorema 4.7 nos asegura que pu esta definida en el intervalo ]0,1] y nos
da la estimacion pu(o) < 1 — 0. Veremos que se puede mejorar, pero antes
tenemos un problema mas basico, y es que no tenemos ninguna estimaciéon de
¢(iT) que justifique la existencia (o la finitud) de p(0). Esto se sigue de la
ecuacion funcional junto con la estimacion del teorema 4.8 y la finitud de p(1),
pero podemos probar algo mas general:

Por 4.7 sabemos que ((s) = O(7'/?) en el semiplano ¢ > 1/2. Por lo tanto,
si op <0 <1/2, tenemos que 1 — o > 1/2 y, si ademas 7 > 2,

T

- o—1/2
1C(5)] = (S)IIC(L — 5)] = <2> 1+ 0(1/m)0(/?)

< (2m)70 127 1/2=00 0 (71/2) = O(r100).

En particular vemos que la estimacion (o) < 1 — o es valida también para
o = 0 (de hecho, hemos probado que vale para todo o < 1/2 y ya sabiamos que
valia para 0 < o < 1), pero, como hemos senalado, vamos a mejorarla. La clave
es el teorema siguiente:

Teorema 4.10 (Lindeldf) Sea f(s) una funcion holomorfa en un entorno de
una semibanda S = [01,09] X [19,+00[. Si en S se cumple que f(s) = O(7¢),
flor+i1) =O0(1%) y f(og +iT) = O(7°2), entonces,

F((L = X)o1 + Aoa +i7) = O(71 7 NertAez),
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DEMOSTRACION: Por [VC 3.30] sabemos que log | f(s)| es una funcion harmo-
nica donde f no se anula (y tiende a —oo en los ceros de f). También lo es k(o)T,
donde

k(o) = 2T T C2,
09 — 01 g9 — 01

(pues k(o)T = aoT + b1), luego, dado € > 0, también lo es
g(s) =log|f(s)| — k(o) logT — er.
Por hipotesis |f(o1 +i7)] < A17°, luego

2¢; 1
g(o1 +1i1) <log Ay — 2c1 logT — eT =log Ay — T(ﬂ

+e),

.
y el miembro derecho tiende a —oo cuando 7 tiende a 4o0.

Asi pues, g(s) esta acotada sobre la semirrecta {o1} X [19, +00[, ¥ lo mismo
sucede con la semirrecta {02} X [10,+00[. Sea M una cota comin que sea
también una cota superior de log |f(s)| en el intervalo |01, 02] X {79}, con lo que
también lo es de g.

Por otra parte,
glo+ir) <log A —er +clogT — k(o) logT <log A —eT + (¢ — ko) log T

— ko)l
o A — p(le=Ro)logT

+e€),
donde kg es el minimo de k(o) en el intervalo o1, 03], y nuevamente el miembro
derecho tiende a —oo, uniformemente en o, luego podemos encontrar un 7' > 7
tal que si Im s = T se cumple que g(s) < M en el segmento [0y, 09] X {T}.
Asi, la funcién g estd acotada por M en toda la frontera del rectangulo
[o1, 03] X [0, T'], luego por el principio del maximo [An 8.17] (aplicado al rectan-
gulo menos un disco alrededor de cada cero de f en el que g tome valores
menores que M) concluimos que g(s) < M en todo el rectangulo y, como T
es arbitrariamente grande, de hecho esto vale para toda la semi banda S. En
particular,

T

glo+it) =log|f(oc +iT)| — k(o) logT —er < M,
luego
|f(0 +ir)| < M7*@eeT,

y, como M no depende de ¢, concluimos que |f(o+i7)| < M7#). Esto es lo que
habia que probar, pues si 0 = (1 — \)o1 + Aoa, entonces k(o) = (1 — X)cy + Acs.

Como consecuencia;:

Teorema 4.11 La funcion p: R — R es conveza.
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DEMOSTRACION: Dados 01 < o9, la funcién ((s) cumple las hipotesis del
teorema anterior con 79 = 1, luego, dado € > 0, como f(o; + 7i) = O(r()+e),
concluimos que

n((A=A)o1+A02) < (1=A)(u(o1) +€)+A(ulo2)+€) = (1=A)p(o1) +Au(oz) +e.
Como esto es cierto para todo € > 0, de hecho

w((1 = XNy + Ao2) < (1= Np(o1) + Ap(oz).
| |
Por [IC 1.20] sabemos que toda funcién convexa es continua, luego tenemos
que la funciéon de Lindeldf es continua. Mas aun, por [IC 1.19] sabemos que pu
estd por encima de su recta tangente en cualquier punto donde sea derivable.

En resumen, ahora podemos afirmar que la
grafica de p(o) es como indica la figura. Cuando
o < 0 se cumple que pu(o) = 1/2 — o (lo hemos
probado para o < 0, pero por continuidad tam-
bién tiene que valer para o = 0).

Para o > 1 es pu(o) = 0 (y de nuevo el caso de
o = 1 lo deducimos por continuidad). 0 /2 1

En la banda critica 0 < ¢ < 1 no sabemos cuanto vale exactamente u(c),
pero por la definicion de convexidad el valor tiene que estar por debajo del
segmento que une los puntos (0, (0)) y (1, (1)), luego pu(o) < (1 —0)/2, y
por otra parte (o) debe estar por encima de las prolongaciones de las rectas
(tangentes) y = 1/2 — o e y = 0. En otras palabras, la grafica de u(o) debe
estar en el triangulo que muestra la figura.

En particular, tenemos, por ejemplo, que 0 < u(1/2) < 1/4. En 6.9 proba-
remos que la cota 1/4 puede ser mejorada.

Hemos visto que, para o > 1, se cumple que (o) = 0 porque (o + 7i) esta
acotada. En cambio, del hecho de que p(1) = 0 no podemos deducir que la
funcion ¢(1 + 7i) esté acotada. De hecho, no lo esta:

Teorema 4.12 Para cada 0 <1 fijo, la funcion (o + 7i) no estd acotada.

DEMOSTRACION: Esto es inmediato si ¢ < 0, pues entonces p(o) > 1/2,
luego ¢ (o +7i) # O(7'/*), lo que implica que la funcién no puede estar acotada.
Supongamos, pues, que 0 < o¢ < 1. Si ((s) estuviera acotada sobre o = oy,
como también lo esta sobre la recta o = 2, podemos aplicar el teorema 4.10 a
la banda g < 0 < 2, 7 > 1, en la cual tenemos la estimacion ((s) = O(r179°)
(justo antes de 4.10 hemos probado que es vélida para o9 < 0 < 1/2 —si es que
00 < 1/2—, pero para 1/2 < o < 2 el teorema 4.7 nos da que ¢(s) = O(7'/?),
luego también ((s) = O(7179?)). Como ((s) = O(1) en las dos rectas que
limitan la banda, el teorema de Lindel6f nos asegura que ((s) esta acotada en
toda la banda, y en particular lo estd para 1 < ¢ < 2, 7 > 1, en contradicciéon
con el teorema 4.6 (véase la observacion posterior). "
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4.3 La funcién xi
Recordemos (seccion [An 10.6]) que la funcion xi es la dada por
E(s) = 7P I(s/2)(s — 1)¢(s)-

Se trata de una modificacion de la funcion dseta que resulta ser entera y
ademas satisface una ecuacion funcional mucho méas simple £(s) = £(1 — s).
Esto la convierte en una herramienta muy util para estudiar la funciéon dseta.
Empezamos calculando su orden de crecimiento:

Teorema 4.13 Si |s| es suficientemente grande, |£(s)| < ecls!logls],

DEMOSTRACION: Por la ecuacion funcional podemos suponer que o > 1/2.

s s
[log(x=/2(s ~ 1) < S 1ogr + | log(s — 1)] = O(|s/ log )
pues
|log(s —1)] log? [s| + arg? s _ iy arg? s
log|s| log |s| B log? |s|’

y el argumento esta acotado. Por la formula de Stirling [VC 4.30],

1
log TT(s/2) = log V37 + (;) log 3 — 2+ (s/2) = O(|s/ s,

pues

|s 4+ 1] | log(s/2)]| < (1 N 1) |log |s| —log2 + iarg(s/2)]

2|s|  log|s| 2 s log |s|

estd claramente acotado y, por otra parte, por [VC 4.29], u(s/2) = O(|s|™1).
Por tdltimo, por el teorema 4.7 tenemos que

C 1 (o) S
C(o)] < er!/? = e 3195 = 05 log]s). .

Nota Observemos que el término log |s| no puede eliminarse en la estimacion
del teorema anterior, es decir, que no es cierto que existan constantes tales que
1€(s)] < cre®sl. Esto implicaria que log |£(s)| = O(|s|), pero basta considerar
los valores que toma & sobre la recta real:

log |¢(s)] = fg log 7 + log I1(s/2) + log(s — 1) + log ¢ (s) =

1
—%10g7r+1og\/27r+ %logg - g + u(s/2) 4+ log(s — 1) + log ((s) =

1
log V27 + glog% + §log§ + pu(s/2) +log(s — 1) +log((s) =
s

o+ ols),

S
)
2 %%
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donde hemos usado que p(s/2) = O(1/s) y que

lim ((s) = 1.

s—+o00
Por lo tanto, log |£(s)|/s no esta acotado. n

Por consiguiente:
Teorema 4.14 La funcion £(s) tiene orden 1, en el sentido de [VC 4.11].

DEMOSTRACION: Si M¢(r) = sup |{(s)], para todo € > 0 se cumple que

|s|=r

14e
Mg(?") S ecrlogr < e ,

donde en el ultimo paso hay que aumentar la constante c. Por lo tanto, el orden
de £ es < 1. Si fuera menor que 1, existiria una constante tal que M¢(r) < e,
en contra de la nota precedente. L]

El teorema de Hadamard [VC 4.19] nos da entonces que existen constantes
Ay B tales que

£(s) = eA+Bs ﬁ (1 _ ;n) es/Pn (4.5)

n=0
donde {p,, }22, es una enumeracién de los ceros de &(s) repetidos segin su mul-
tiplicidad y ordenados de modo que su médulo sea creciente, donde en principio
no excluimos que la funcién xi tenga un nimero finito de ceros o incluso que no
tenga ninguno, en cuyo caso el producto sera finito o vacio (en cuyo caso hay
que entender que vale 1). Sin embargo, ahora podemos probar que de hecho
&(s) tiene infinitos ceros. Mas ain:

Teorema 4.15 La funcion £(s) tiene infinitos ceros y, si {pn}52, es una enu-
meracion en la que cada uno se repite tantas veces como indica su multiplicidad
y de modo que la sucesion de los mddulos sea creciente, entonces la serie

i :
= |pnl?
converge si y solo si A > 1.

DEMOSTRACION: Supongamos que el nimero de ceros fuera finito o que
convergiera la serie
o0
1
> Lo
n—0 lonl

(En el primer caso llamamos « a la suma de la serie finita.) Claramente existe
una constante c tal que

(1= 2)e”| < (1 + |2])el*l = elFHloslir=l < eell)
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‘ (1 _ 8) &5/ Pn
Pn

16-2)

n=0

luego

< ¢clsl/lonl

Por consiguiente,

co|s
< el

y también es claro que eA+55 < el luego en total tendriamos que |£(s)| < ecl*!,
en contradiccién con la nota posterior al teorema 4.13.

Asi pues, el nimero de ceros es infinito y la serie de los inversos de sus modu-
los diverge. La convergencia de las series con exponentes A > 1 es consecuencia
directa del teorema [VC 4.17], segtin el cual el exponente de convergencia de la
sucesion de los ceros tiene que ser < 1 (y el argumento precedente prueba que
de hecho es exactamente 1). ]

Asi pues, hemos probado que la funcién dseta de Riemann tiene infinitos
ceros no triviales.

Nota En lo sucesivo entenderemos que la variable p como indice de una suma o

producto recorre los ceros de la funcion £ repetidos tantas veces como indica su

multiplicidad y ordenados de modo que la sucesiéon de sus moédulos sea creciente.
]

Pasamos ahora a calcular las constantes A y B de (4.5):

Teorema 4.16 Se cumple que

1 S
£(s) = =(4m)*/ e~ (/2 D)s (1 — ) es/P.
(5) = 24 (-

DEMOSTRACION: Como £(0) = 1/2, evaluando (4.5) en s = 0 obtenemos

que e = 1/2, luego
1 s
£(s) = —ePs (1—) e’
() =5 (1=

p

Para calcular B consideramos la derivada logaritmica:

iéj;:3+zp:( ! +/1)>. (4.6)

S—=p

Por otra parte, de la definicién de la funcién xi obtenemos que

§s) _ 1 10'(s/2) 1 d(s)
€9~ 2T ame a1
La ecuacion funcional implica que &'(s) = —&’'(1 — s), luego

€0 €0 L, 1HWD _y, (€0, 1Y)

€0y T ey 2T 2T/ (s) 51
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La factorizacion de II dada en [ITAn 8.16] implica que

luego

11r'(1/ gl 1 v
J =2 tlog2-1
2H1/2 2+kz::1<2k+1 2k> g tlogs— b

por la expresién para log 2 que se sigue de la serie de Taylor del logaritmo.*
Por otra parte, segin 4.3 tenemos que ((s) = 77 +v + g(s), con g(1) =0,
luego ('(s) = —ﬁ + g'(s), luego

¢'(s) 1 (s=1¢(s)+¢(s) _ (s=Dg'(s) +7+9(s)

¢(s) s+l (s=1)C(s) (s —1)¢(s) ’

luego

() 1

1 =

s (C(s) + s+1 7
En total

:logﬁ+%+log2—1—7:10g\/47r— % -1,

lo que nos da la féormula del enunciado. L]

La derivada en 0 de la funciéon dseta La prueba del teorema precedente

nos permite calcular ¢’(0). En efecto, tenemos que
¢'(0) 111'(0)
=1+logym— = + B
¢(0) 2 11(0)
—1+logf+ —l—log2\/7?—f—1—log27r,
luego ¢'(0) = —3 log 2. "

Otra consecuencia:
Teorema 4.17 Si p es un cero de la funcion &(s), entonces |Im p| > 6.5.

DEMOSTRACION: Hacemos s = 1 en (4.6), con lo que
1 1
B-p+Y (1),
zp: IL—p p

La serie no es absolutamente convergente, por lo que no podemos reordenarla de
cualquier forma, pero sabemos que la igualdad es cierta con cualquier ordenacion

4Véase, por ejemplo [ITAn 4.15|.
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de los ceros de la funcion £ que haga monotona creciente a la sucesion de los
modulos. En particular, podemos exigir que cada cero que cumpla Imp > 0
vaya seguido de p. Entonces tenemos también que

pues las sumas parciales de esta serie son la subsucesién formada por los términos
pares de la serie anterior. Ahora bien,

y la dltima serie es convergente. Lo mismo vale para los sumandos con 1 — p y
1 — p, luego podemos descomponer la serie en suma de dos series de términos
positivos:

Z 2Re(1—p)+ Z 2Rep:_2B.

1= pl? lol?

La convergencia absoluta nos permite reordenar sus términos, y la conclusion
es que ambas series son la misma, ya que, por la ecuacién funcional, cuando p
recorre los ceros de £(s), también lo hace 1 — p. Asi pues,

Im p>0 Im p>0

2
$ RepszzlJrg—log\/éE%O.(DS.

2
1 lo 1Pl

Si Rep > 1/2 tenemos que

2Rep> 1

0.023 > ,
T T 1+Im®p

de donde Im p > 6.5. L]

La funcién Xi Definimos la funcion Xi como Z(t) = £(1/2 +it). Claramente
se trata de una funcién entera, y su interés reside en que, como vamos a ver
enseguida, es real sobre los niimeros reales.

En efecto, la funcion f(s) = £(1/2+ s) es real sobre los nimeros reales (por-
que & cumple esto mismo), luego los coeficientes de su serie de Taylor alrededor
de 0 son reales. La ecuacion funcional implica que f(s) = f(—s), luego sus
coeficientes de orden impar son nulos. En definitiva:

£(1/2+s) = i A9n 82",
n=0

donde los coeficientes as,, son nameros reales. Por lo tanto

o0

£(s) = 32 aza(s —1/2)%",

n=0
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y a su vez
E(t) =&(1/2+it) = 32 aza(it)* = 3 (=1)"azat™,
n=0 n=0

lo que prueba que, tal y como habfamos afirmado, Z(t) es real cuando t € R.
Ademas Z(t) = Z(—1).

Observemos que los ceros reales de E(t) son las partes imaginarias de los
ceros de £(s) sobre la recta critica o = 1/2. He aqui la grafica de Z(¢) y una
ampliacion en la que se ve claramente que £ tiene un cero con parte real o = 1/2
y parte imaginaria 14 < 7 < 15.

0.005
0.004
0.003
0.002

0.001

-0.001

Observemos que estas graficas muestran “mas claramente” la existencia de
un cero no trivial que las de la pagina 103. En ellas “se vefa” que la curva
¢(1/2 + it) pasaba “mas o menos” por el 0 o que las funciones Re ((1/2 + it) e
Im ¢(1/2 + it) se anulaban “méas o menos” en el mismo punto, pero nada en las
figuras nos permitia garantizar que la curva pasaba exactamente por 0 y no por
un punto muy préximo a 0, ni que los puntos donde se anulaban las partes real
e imaginaria no eran dos puntos muy parecidos, pero no el mismo. En cambio,
ahora ‘“vemos” una funcioén real de variable real que es continua y pasa de tomar
valores positivos a tomar valores negativos, lo que nos asegura que pasa por 0.

Mas atn, aunque existen medios mucho mas eficientes, hemos visto cémo
aproximar la funcion ((s) con cualquier precision deseada y lo mismo puede
hacerse con la funcién factorial y, por supuesto, con las funciones elementales
(como hace cualquier calculadora de bolsillo), luego se puede calcular Z(14) y
=(15) acotando el error para asegurar que Z(14) > 0 y £(15) < 0, y eso prueba
—sin el apoyo de ninguna grafica— que la funcién Xi tiene un cero entre ambos
valores.

De hecho, usando técnicas potentes de calculo numérico (las mismas que
permiten calcular las graficas de Xi que hemos mostrado®) podemos acotar la
posicién de este cero tanto como queramos. El resultado es

p1 = 0.5+ 14.1347251417 .. .4

En la seccion siguiente probaremos que es el primer cero no trivial de la fun-
cion dseta, en el sentido de que no hay ningtin otro con menor parte imaginaria
positiva.

5En realidad para estos calculos no se suele emplear la funcién Xi, sino la llamada funcién Z
de Riemann-Siegel, pero no vamos a entrar en cuestiones computacionales. Tan sélo queremos
mostrar cémo es posible probar con rigor que existen ceros no triviales de la funcién dseta
sobre la recta o = 1/2, sin entrar en la cuestién de cual es la forma més practica de hacer las
comprobaciones.
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4.4 La férmula de Riemann-von Mangoldt

En esta secciéon daremos una prueba alternativa de la existencia de ceros no
triviales de la funcion dseta obteniendo una estimaciéon de su densidad:

Definicién 4.18 Para cada T > 0, llamaremos N(7T) al namero de ceros no
triviales de la funcion dseta de Riemann contenidos en [0,1] x [0,7] contados
tantas veces como indica su multiplicidad, que, segin ya hemos observado en la
introduccion a este capitulo, coincide con el nimero de ceros en [0,1] x [T, 0].

Como norma general, siempre que contemos ceros no triviales de ((s) en
cualquier contexto se sobrentendera que los contamos con sus multiplicidades,
es decir, que un cero doble se cuenta como dos ceros. Nos proponemos demostrar
el teorema siguiente:

Teorema 4.19 (Férmula de Riemann-von Mangoldt) Si N(T) es el ni-
mero de ceros no triviales de la funcion dseta (contados segin su multiplicidad)
con 0 <71 <T, entonces

T T T
N(T) = %bg% ~ 5 + O(logT).

De aqui se desprende que los ceros no triviales son infinitos. Mas aun, la
densidad del namero de ceros en cada rectangulo de la banda critica cumple

N(T
lim Q = 400,

pues
NI _ 1T
T ~ 27 %o

logT)
T )

1

o + O(

DEMOSTRACION: Tomemos 7' > 3 que no sea la parte imagi- Ti o
naria de ningtn cero no trivial de la funcién dseta y consideremos
el rectangulo R que muestra la figura. Los ceros no triviales de
son los ceros de la funcién &, luego ésta tiene 2N (T') ceros dentro
de R (y ninguno en su frontera). Por [VC 3.10] y el teorema de R m
los residuos concluimos que

N(T) = - Tm £(s)

Ll T

Ahora
£(s) = m*/?1(s/2)(s — 1)¢(s)
=s(s— 1)%71'75/2H(¥)C(5) = s(s — 1)P(s).

Por lo tanto,

) _1 1 () —Ti
£(s) s Tt D(s)
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Por el teorema de los residuos,

D[ (L )

Como ®(s) = ®(1 — s) y ®(5) = ®(s) (esto es cierto para &, luego también
para @), la integral toma el mismo valor en los cuatro cuadrantes del la frontera
de R, de modo que

1 o’ 1 P’
— Im/ (5) ds = flm/ () ds,

47 r D(s) ™ 5 ©(s)

donde 7 es el segmento y; que va de 2 a 2 + i7" seguido del segmento v2 que va
de 2 + ¢T hasta 1/2 +¢T. A su vez

L (s, 1 1 15— 2)/2) ()Y
Mlm/w 3(s) dsﬂ“/( 28T S5~ 2)/2) +<<s>>d5

Lt [ (=2 <),

Por otra parte, por la regla de Barrow,

1 1I((s — 2)/2)
ﬂhnLQIK@—2V%

Por la formula de Stirling [VC 4.30]:

1 T

3 T A 3 T, 3 T 3 T
1ogH(—1 +i§) =log V2m + (_Z —HE)log(—Z +z’§) + iy +u(—1 +i§)

y, como el argumento de —3/4 4+ iT'/2 se aleja de — cuando T tiende a co, por
[VC 4.29] el tltimo término es O(| — 3/2 +iT/2|~1) = O(1/T). Por lo tanto

ImlogH(—Z + zz) = Im((—1 + Z%) log(—§ + Z%)) - % +0(1/T)

2 4 4
T 3 T 1 3 T T
= Zlog| - = +iz| — carg(=5 +ix) — = + O(1/T).
2og| 4+Z2| 4arg( 4—1-12) 24—0(/ )

Veamos ahora que

T 3 T T T
—log|——-+i=|=—=log— 1/T).
3 log| = +ig|= 5 log 5 +O(U/T)

En efecto, en general,

T rogle it = Tiog L 2 Thog (1422
g OB TIGIT 508 T 08 T2

y es facil ver que

T2 42 9
M 8 (”w) =
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Por otra parte,

arg(—% + z%) = g + arctan;//z = g +0(1/T),
pues
lim arctan(3/2T) _ §
Totee 1T 2
Por consiguiente,
%Imlogﬂ(—% +Z§) = %logg - é - % +0(1/T).

Reuniendo todo lo que hemos obtenido queda que

T T T 1 T 1 ¢'(s)
N(T)_l—%logﬂ'+2ﬂlog2—8—%+Wlm[y ds+ O(1/T)

_ T LT T <'(s)
=5 log o 27r+ 8—|—ﬂ_Im/7 ) ds+ O(1/T).

Nos falta estimar la dltima integral. Para ello observamos que Re ((s) no se
anula sobre 71, pues

—itlogn

) e > cos(tlogn) =1
n=2 n=2 n=2

:2—¢(2):2—%2>1/4.

Por lo tanto, si Re((s) se anula en algin punto de ~, lo hace concretamente en
puntos de 79, es decir, en puntos de la forma o +iT, con 1/2 < ¢ < 2. Ademas,
o es entonces un cero de la funcién

9(5) = 3(C(s +iT) + ((s — iT)),

que es holomorfa en C salvo en 1 +47'.

Asi, los ceros de Re((s) sobre v se corresponden con 2+ T

los ceros de una funcién holomorfa en un intervalo cerrado,
luego son un numero finito. Digamos que g tiene m ceros en
[1/2,2]. Vamos a aplicar el teorema [VC 2.29] a la funcion g
y a los discos D(2,3/2) C D(2,7/4). El menor de ellos con-
tiene al menos los m ceros de g que estamos considerando. b)
Como T > 3, tenemos que g es holomorfa en el disco mayor.
Por 4.7 con 6 = 1/4 tenemos que, si |s —2| = 7/4, entonces®

1
l9(s)| < el + TP+ |r = TPP%) < e(2+ 1)/

6Por comodidad vamos a adoptar el convenio de que la letra ¢ representara una constante
arbitraria que puede ir modificindose en cada paso. Asi, en las dos desigualdades siguientes
la misma letra c representa a dos constantes distintas.
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Por lo tanto, [VC 2.29] nos da que

9(2)] < e(2 + T)*/* ($>m

Por otra parte, hemos visto que g(2) = Re{(2 +iT) > 1/4, luego
(Z) <4e(2+T)%* < T,

para T suficientemente grande. Por lo tanto m < clog T, para T suficientemente
grande.

Por otra parte, v queda dividida en m + 1 arcos consecutivos en los que
Re ((s) tiene signo constante. Si~y; : [a,b] — C es uno de estos arcos, entonces

d(s) , 1
Im/w (s) ds—Im/wOC Zdz.

Ahora, el arco (y; o ¢)* esta contenido en uno de los semiplanos Imz > 0 o
Im z < 0. En dicho semiplano existe un logaritmo holomorfo log z, de modo que

!
S
Im / < )ds
v 6(s)
(pues las partes imaginarias de los logaritmos son argumentos en un mismo
intervalo de longitud 7). Por consiguiente,

‘Im/V <</<(5>) o

para todo T suficientemente grande. Con esto concluimos que

= [Im(log ¢(v(b)) —log C(v(a)))| <7

<(m+1rm <cmlogT,

T T T 7
N(T)= —log — — — + — logT 1/T
(T) o ogzﬂ_ 27T+8+637r ogT+0O(1/T)

T T T
=g log 5~ om +O(logT).

En la prueba hemos supuesto que T no es la parte imaginaria de ningin
cero de la funcion dseta. Esto no supone ninguna restriccion, pues, si T' no
cumple esta condicion, el hecho de que N(T) = N(T + €) para todo € > 0
suficientemente pequeno y que 7T + ¢ cumple la estimaciéon que hemos probado,
implica que 7" también la cumple. ]

Mas adelante necesitaremos esta consecuencia sencilla del teorema anterior:
Teorema 4.20 Para cada h > 0 fijo, se cumple que
N(T+h)— N(T —h) =0O(logT),

(donde la constante implicita depende de h).
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DEMOSTRACION: Llamemos

f) = —log — — L

2T or 2w’

de modo que

Por el teorema del valor medio, existe un T' < a < T + h tal que
F(T+h) = £(T) = f(a),
luego
1 o 1 T+h
N(T —N(T) = —log — logT) < — log —— logT) = O(logT).
(T+h)=N(T) = - log 5 —+O0(log T) < o~ log ——+0(log T) = O(log T)
Igualmente se prueba que N(T) — N(T — h) = O(logT), y la conclusion es

inmediata. L

Mas adelante necesitaremos esta estimacion:

Teorema 4.21

1 2
— — O(log?T).
D, fmp = Olog®T)

0<Im p<T

DEMOSTRACION: Hemos probado que la parte imaginaria de los ceros no
triviales es mayor o igual que 6.5 (en particular mayor o igual que 2), luego

1 E[T) 1 E[T] 1
> Tmp = > > Tmp = > 2 oo
0<Im p<T m=2m<Imp<m+1 m=2m<Imp<m+1

Por el teorema anterior, N(m + 1) — N(m) < clogm < clogT, luego

B[T]

1 1
E — <clogT E — < clog®T.
Imp m
0<Im p<T m=2 ™

Ejemplo: El primer cero no trivial Vamos a usar el proceso seguido en
la demostracion de la formula de Riemann-von Mangoldt para calcular N (67).
Como tenemos un valor concreto de T', podemos hacer de forma exacta parte
de los calculos, evitando las aproximaciones. Concretamente, partimos de la
expresion

T 1 3 T 1 1
NT)=1- o log m + = ImlogH(—Z + 15) + ;Imlog@(i +47),
donde hemos usado la regla de Barrow para calcular la integral sobre v de la
derivada logaritmica de la funcién dseta. Al aplicar la formula de Stirling, el
término que contiene la funcion factorial se convierte en
T 3 T T

—lo \—f—i-iz\—iar (—é—l—i—)—f—ﬁ-llm (—§+zz)
op Bl T Tl T el ) T T Ty )
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Casi todos los términos pueden calcularse exactamente sin dificultad, y el
resultado es

1 3 1 1
N(6m) ~ 1.174 + ;Imu(—i + 3mi) + - Imlog((§ + 6mi).

Segtn [VC 4.29] con § = 1/2 tenemos que

1

< ~ 0.0084.
< 8msen?(m/4)| — 2 + 3ni

1 3 1 3
“Imu(—- +3mi) < =|u(—- + 3mi)
s 4 s 4

Respecto al dltimo término, observemos que Imlog ¢ (% + 67i) es un argu-
mento de ¢ (% + 67i), pero no uno cualquiera, sino el que le asigna la funcion
log C(% + 67i), que es continua y toma valores reales en |1, +o0o[. En la prueba
del teorema anterior hemos visto que Re((2 + it) es siempre positiva, y en el
ejemplo de la pagina 111 hemos visto que lo mismo sucede sobre la semirrecta
o > 1/2, 7 = 67, luego concluimos que, sobre el arco v considerado en la prueba
del teorema anterior, la funcién ¢ toma valores en el semiplano o > 0, luego,
siempre sobre dicho arco, —7/2 < Imlog ((s) < 7/2. Por lo tanto, el argumento
que buscamos es el argumento de ((1/2 + 67i) comprendido en este intervalo.

Basta aplicar el teorema 4.4 con k = 4 para asegurar que Im ¢(1/24-67%) < 0,
y ya sabemos que la parte real es positiva, lo que nos permite concluir que
—7m/2 < Imlog((% 4 6mi) < 0. En definitiva:

N(67) < 1.174 +0.0084 < 2,

y, como tiene que ser un numero natural, N(67) = 1. En realidad, nuestros
calculos muestran también que es N(67) > 0, con lo que obtenemos otra prueba
de la existencia de ceros no triviales, pero lo cierto es que esto ya lo garantiza-
mos al final de la secciéon anterior. Ahora podemos afirmar que el cero p; que
encontramos alli es el tinico cero con parte imaginaria 0 < 7 < 67 y es, pues,
“el primer cero no trivial” de la funciéon dseta. Mas aun, que N(67) = 1 afirma
que en la region considerada hay un tnico cero contando multiplicidades, luego
ahora podemos afirmar que p; es un cero simple de la funcion dseta. L]

La hipoétesis de Riemann En general, al margen de que las técnicas compu-
tacionales que se emplean en la practica son mas sofisticadas y eficientes, la
forma de encontrar ceros de la funciéon dseta consiste esencialmente en evaluar
N(T) para un valor grande de T' y contar los ceros de la forma 1/2 4+ 7i con
0 < 7 <T. Siel nimero de ceros encontrado coincide con el valor calculado
de N(T), esto significa que todos ellos son simples y son los tnicos ceros de la
funciéon dseta que cumplen 0 < Imp < T (asi que, en particular, no hay otros
en ese rango con una parte real distinta de 1/2).

Si el namero de ceros encontrado fuera inferior al valor calculado de N(T)
ello podria significar, o bien que alguno de los ceros hallados es multiple, o
bien que hay ceros con parte real distinta de 1/2. Sin embargo, no se ha dado el
caso hasta ahora. Los resultados computacionales afirman que los 10'2 primeros
ceros no triviales de la funcién dseta son todos simples y estdn todos sobre la
recta critica o = 1/2.
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Ya en 1859 Riemann afirmé que era “muy probable” que todos los ceros
no triviales de la funcion dseta estuvieran sobre la recta critica, y por ello tal
afirmacion se conoce como la hipdtesis de Riemann. Hasta el momento nadie la
ha demostrado ni refutado. Al margen del interés que tiene en si misma, veremos
que tiene consecuencias destacables sobre la distribucién de los ntimeros primos.

|

El orden de crecimiento de ¢’/¢ Vamos a estimar el crecimiento de la deri-
vada logaritmica ¢’(s)/{(s) en funcion de 7. Para que esto tenga sentido tenemos
que “esquivar” sus polos, pues haciendo que s se acerque a un polo siempre po-
demos conseguir que [¢’(s)/((s)| se haga arbitrariamente grande manteniendo 7
acotado. En el caso de los polos asociados a los ceros triviales de ((s) y a su
polo es facil evitarlos:

Teorema 4.22 En el semiplano o < —1 menos un disco de radio < 1/2 cen-
trado en cada nimero entero par asi como en —1, se cumple que

¢'(s)
¢(s)

DEMOSTRACION: La ecuacién funcional de la funcion dseta es

— O(log]s]).

¢(s) = 2(2m)* L sen %Sn(fs)m — %)

Tomando derivadas logaritmicas, vemos que

)y mo s (s ()
C(S)—lg(2 )+ t

2 2 M(—s) ¢(1—s)"
Aplicamos la derivacion logaritmica a la formula de Stirling:

(z) = V2mz* T/ 2e73er(2)

valida para z € C\ ]—00, 0], lo que nos da

IT'(2) 1 1
=1 1+— -1 "(z) =1 — !
M) ~ szt 1ty + () =logz + o~ + 1/ (2),
donde N
®u— Flul—1/2
H(Z):*/ Wdu’
0 zZ+u
luego
+oo
, u— Elu] —1/2
= —d
W= [

y asi, para x = Rez > 0,

+o0 Foo
|u’(z)|§/0 (1/2du<1/0 %du:i.

r4u)2+y2 T2 x + u)? 2x
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En particular, si o < —1,
II'(—s)
II(—s)

1
2

1 ™
< [log(=s)| + 5 + 5 =log|s| + 5 + 1 < clog]s,

donde en la ultima desigualdad tenemos usamos que s esta fuera de un disco
D(—1,r), con lo que |s| > V1412 y asi log|s| > logv/1+r2 > 0. Por otra
parte,

s beiﬂs/Z + e—iws/Q ‘eirrs +1

cot 7 = ZeiTrs/2 — e—ims/2 = Zeiﬂs -1’

luego, para 7 > 1,

‘<€_7TT+1 e "+1 .
— ‘6i7r571| — ‘ei7r571| -7

| cot(ms/2)

y si 7 < —1 llegamos a la misma conclusiéon multiplicando el numerador y
el denominador de la expresion inicial por e~***/2. Para |7| < 1 usamos que
cot(ms/2) es una funciéon meromorfa con polos en los enteros pares, luego esta
acotada en el compacto que resulta de eliminar del rectangulo [—2,0] x [—1, 1] un
disco abierto de centro —2 y otro de centro 0, y como tiene periodo 2, también
lo esta en toda la banda |7| < 1 menos un disco alrededor de cada entero par.
Por ultimo

-9 *;m—b S;nl—ogg n2 ¢
En total,
CC((SS))’ <10g(27r)+g0+010g\3\+C<Clog‘5" "

Ahora probaremos un resultado similar para —1 < o < 2, donde tenemos que
esquivar los ceros no triviales de la funcion dseta. La situacién es mas delicada,
y aqui es donde interviene la formula de Riemann von-Mangoldt. Para empezar
probamos lo siguiente:

Teorema 4.23 Sea s € C tal que —1 <o <2, 7 > 2. Entonces

@ X =0

[ Im p—7|<1
donde p recorre los ceros no triviales de la funcion dseta que cumplen la condi-
cton indicada.

DEMOSTRACION: Observemos que la funciéon del enunciado no se hace nunca
infinita. Podria pensarse que lo es cuando s = p es un cero no trivial de la funciéon
dseta, pero hay que entender que en el sumatorio p aparece repetido tantas veces
como indica su multiplicidad, es decir, que la suma contiene a o(¢, p)/(s — p),
pero esto es justamente la parte singular de la serie de Laurent de (’(s)/((s)
alrededor de p, luego ésta se cancela con parte del sumatorio y la expresiéon toma
un valor finito.
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Tenemos que

C(s) = m/?I Y (s/2)(s — 1) 71é(s) =

1(2w) s/ -1 ] < > P

p

luego, si s no es un cero de la funcién dseta,

C(8) gy L 11(s/2) !
o) ~ BT 2H(5/2)+;<5p+p)- (4.7)

En primer lugar consideramos (4.7) para s+ 3, que sin duda no es un cero de
la funcién dseta. Como en la prueba del teorema anterior, usamos la derivada
logaritmica de la formula de Stirling sobre z = (s + 3)/2, para el que se cumple
x=(0+4+3)/2>1,y=7/2> 1. La conclusion es que

‘H'<<s+3>/2>
II((s+ 3)/2)

En la dltima desigualdad usamos que 7 > 2. Por otra parte,
(s ¢(s+3) 3
asi pues, por (4.7) aplicado a s + 3 concluimos que

>(551)

Dentro de esta suma, separamos los términos

> ()

[ Im p—7|<1

1 1 7r
§|10gz|+§+§glog\z|+§+1<clog7.

<c+log2nr+1+clogt < clogT.

Por el teorema 4.20, el nimero de sumandos es N(7+1) — N(7 —1) = O(log 7),
y cada uno de ellos tiene moédulo

)

1 1 1 1
— + | < + <2
s+3—p p c+3—-1 71-1

luego
1 1
Z 4‘37— +— ]| <clogr.
[Im p—7|<1 5 P P

Por lo tanto, también

> (s t)|<clor
s+3—p p &7

| Tm p—7|>1
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Ahora que hemos separado los ceros que podrian coincidir con s, pasamos a
estimar la suma con s en lugar de s + 3. Para ello usamos 4.20:

> ) 2 )

Imp>7+1 I Pt
= > ( L1 ) - 3
mpsr41 V° P s+3—-p Im pSe41 (s—p)(s+3—p)
3 1
= Z =3 Z I
- B - — 2
Imp=>7+1 |T ImpHT Imp| Imp=>7+1 (T Imp)

) VD DU ) DR D

n=171+4+n<Imp<T+n+1 n=174+n<Im p<7t+4+n+1

(o)
log(T +n) log 27 log 2n
<) E o Se) T ) T

n=1 n<T n>t

> log 2 = lo 1
<c Z CZ 3 < clogT.
n=1 n=1 n=1
Similarmente,
1 1 1 1
3 ( +)_ 3 (3+> < clogr,
Im p<7—1 s=p P Im p<7—1 §+3— P p
luego

1 1
Z (+ ) < clogT.
s—p

| Tm p—7|>1

Ahora volvemos a (4.7), que podemos escribir asi:

¢'(s) Z 1 1 11I'(s/2)
— — =log2m — - =
¢(s) Tma—<1 5 TP s—1 2TI(s/2)
1 1 1
+ <_ + ) + ) =
[ Im p—7|>1 s=p P [Im p—7|<1 P

En principio, esto vale cuando s no es un cero de la funciéon dseta, pero
cuando s = pg la igualdad vale para los puntos py &+ §, para todo § > 0 sufi-
cientemente pequeno (notemos que, como no cambiamos la parte imaginaria, los
sumatorios son los mismos). Pero, segtin hemos explicado al principio, el primer
miembro puede verse como una funcion continua de d, la funcion definida por
la serie de Laurent de ¢’(s)/{(s) a la que hemos restado su parte singular y tal



4.4. La férmula de Riemann-von Mangoldt 137

vez una funciéon holomorfa en un entorno de py (la parte del sumatorio corres-
pondiente a otros posibles ceros). Asi, ambos miembros son funciones continuas
de ¢ en un entorno de 0, luego la igualdad vale también para 6 = 0, es decir,
para s = pg.

En cuanto al miembro derecho, los sumandos del dltimo término cumplen

1

T—1

p

- < <1
p

y el nimero de sumandos es N(7 + 1) — N(7 — 1) = O(log7), luego el su-
matorio es O(log 7). Hemos probado que lo mismo vale para el peniltimo su-
mando, y es trivialmente cierto para los dos primeros. Solo falta probar que
I'(s/2)/T(s/2) = O(log 7). En efecto, segin la estimacion general que hemos
hecho antes sobre la funcién factorial:

IT'(s/s)
1(s/2)

= log(5/2) + © +4(5/2),

y |log(s/2)] <log|s/2| + 7 < log V272 + m = O(log T), mientras que

, SR L .
‘“(8/2>|§/0 (a/2+x)2+72/4dx5§/0 ozrar 1™

T 1 + a<
— — —arctan — < c.
4 2 2 = u

Ahora ya podemos continuar nuestro estudio de ¢’(s)/{(s):

Teorema 4.24 Para cada T > 2 existe T <7 <T +1 con la propiedad de que
todo cero no trivial de la funcidn dseta cumple

|Imp — 77! < clogr

(donde ¢ es una constante independiente de T ). Sobre los niimeros s cuya parte
mmaginaria cumple esta condicion y cuya parte real es —1 < o < 2, se cumple
que
¢'(s)
¢(s)

DEMOSTRACION: Por 4.20 tenemos que el ntimero m de ceros no triviales p
tales que T <Imp < T + 1 (contados con su multiplicidad) es m < clogT — 1.
Las partes imaginarias de dichos ceros dividen al intervalo [T,7 + 1] en m + 1
subintervalos, luego no puede ser que todos ellos tengan longitud menor que
(clogT)~t. Sitomamos T < 7 < T + 1 que sea el centro de un subintervalo
de longitud > (clogT)~!, entonces | Im p — 7| > (2clog T) ™!, para todo cero no
trivial p, luego

= O(log® 7).

|Imp — 7|7' < 2¢clogT < clogT.
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Ahora recordamos el teorema 4.23, segiin el cual, si —1 < o < 2, se cumple
que

(s 1
C{((s)) — Z —— = 0O(log7).

Por 4.20, el nimero de sumandos es O(log 1), y cada uno de ellos tiene modulo

S
[ Im p—7|<1

ls—p|™" < |7 —Tmp|~! = O(log7),

luego
¢'(s)
¢(s)
Obviamente, tomando conjugados se concluye que ¢'(s)/¢(s) = O(log? |7])
en la banda —1 < 0 < 2y |7] > 2 siempre que la parte imaginaria sea opuesta
a una de las que cumplen el teorema anterior. Respecto al semiplano ¢ > 2 no
hay nada que probar, pues en él la derivada logaritmica esté acotada.

= O(log? 7).

Terminamos con otra aplicacion del teorema 4.23:

La hipotesis de Lindel6f Tras el teorema 4.11 hemos visto que la funciéon de
Lindeldf u esta determinada salvo en el intervalo |0, 1[, donde s6lo hemos sabido
dar cotas superiores e inferiores. En particular, 0 < p(0) < 1/4.

Lindeldf conjetur6 lo que hoy se conoce como hipdtesis de Lindeldf, que no
es sino la afirmacion:

1(0) = 0.
Notemos que los resultados que conocemos sobre la funcion p (en especial

su convexidad) hacen que la hipotesis de Lindelof la determine completamente.
A saber, si 4(0) = 0, necesariamente

{0 sio>1/2,
o) = 10 sioc<1/2

Definimos N(o,T') como el nimero de ceros no triviales de la funcion dseta
(contados con su multiplicidad) que cumplen Rep > 0, 0 <Imp < T.

La hipotesis de Riemann implica que N(o,T) = 0 para todo o > 1/2, luego
el teorema siguiente muestra en particular que la hipotesis de Riemann implica
la hipotesis de Lindeldf:

Teorema 4.25 La hipdtesis de Lindeldf equivale a que, para todo o > 1/2, se
cumple que
N(o,T+1)— N(0,T) = o(logT).

DEMOSTRACION: Sea 6 = 0 — 1/2. Si se cumple la hipotesis de Lindeldf,

aplicamos a la funcion ¢(s+2+iT) la formula de Jensen [VC 4.24] conr = 2 —2:

2T

1 )
> log s ——— =—/1og|g(2+z'T+rew)|d9—1og|<(2+m|.
e P2 =T 2w o

p—2—1i r
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donde p recorre los ceros de ((s) que cumplen la condicion indicada. Por hi-
potesis, dado € > 0, tenemos que ((o + i7) = O(7¢/?) para 0 = % + g y para
7

o=5— %7 y en la prueba del teorema de Lindeldf se ve que, para cualquier o

intermedio, se cumple que
1C(o +iT)| < M.7¢/2,
donde la constante M, no depende de o. Por lo tanto,
log |¢(2 4 4T + re'?)| < log M, + g log(T + rsenf) < log M, + ; log(T + 3/2).
Por consiguiente, existe un 7T, > 0 tal que si T > T, entonces
log |¢(2 +iT + re™)| < elogT.

Lo mismo vale entonces para la integral, y trivialmente para el tltimo término,
que esta acotado, luego todo el miembro derecho de la igualdad precedente es
o(logT).

Si N es el namero de ceros en el disco |[p—2—iT| <1y = % - g < r, entonces

NI

N log -

ol ol

r
< log——— <
< S
lp—2—iT|<r1

|
[\

24 Ti +

r

log ————— = o(logT).

D log gy = ollog T)
|p—2—iT|<r

Ahora bien, recordando que § = 0 —1/2, tenemos que
N(o,t+1) — N(o,t) es el namero de ceros en el rec-

tangulo [% +0,1] x]t, t + 1], el cual, por la compacidad —
de su clausura, puede cubrirse con un nimero finito 1/20 1 2
de discos de la forma D; = D(2 + T}, % — g), cuyo numero K depende de 6,
pero no de ¢ (si cubrimos un rectangulo para un ¢, cualquier otro rectangulo se
cubre por trasladados de los mismos discos). Por consiguiente,

Ks
3
2

N(o,t+1)— N(o,t) < o(logT) = o(logT).

_3

1
3
2

log

3_
2

Supongamos ahora que se cumple la condicién del enunciado. Esto implica,
maés en general, que

N, T+2)—~ N, T—2) = 3 (N, T+k+1)— N(o,T+k))
k=—2

= k_zlj_2 o(log(T + k)) = o(log T).
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Fijemos un nimero 0 < § < 1/2 y consideremos
D = D(2+iT,% — §). Es facil ver entonces que la ] T2+ (T +2)i
interseccion de D con la banda critica esté contenida
en [2+6,1] x |T —2,T + 2], luego, por hipotesis, el
numero de ceros que contiene es a lo sumo
2+T1
N(1/2+06,T+2)— N(1/2+06,T —2) = o(logT).

[ )

Vamos a estimar la funcién meromorfa

L) e 1
PO~ ~ 25 _

T2+ (T —-2)i

Como sucedia en el teorema 4.23, la funcion ¢’(s)/((s) tiene polos simples en
los ceros de ((s), y el sumatorio elimina las partes singulares correspondientes
a los ceros en D, luego F' es holomorfa en D. En particular lo es en los puntos
de la circunferencia |s — 2 —iT'| = % —20. Fijado uno de estos puntos, podemos
descomponer F' como

¢'(s) Z 1 ¢'(s) Z 1 1 1

D D I R D D D

C(S) peDS_p C(S) |Imp—7—\<1s_ \Ixnp—ﬂ'\<18_p \Ixnp—r|218_p
p¢D pED

Ahora observamos que si p estd en uno de los dos ultimos sumatorios y
|s — p| < 9§, entonces |7 — Imp| < § < 1, luego p tiene que estar concretamente
en el penultimo sumatorio, con p §é D, pero entonces

s —p| > |p—2 —iT| — |s — 2 — 4] zg—a— (2—25) — 5,
contradiccion. Por lo tanto, todos los sumandos de los dos tltimos sumatorios
cumplen |s — p| > 4.

Los ceros con |Imp — 7| < 1 cumplen también |Imp — T| < 1+ 3/2, luego
su namero es O(logT), por el teorema 4.20. Por lo tanto, el pentltimo suma-
torio es O(6-*1logT). Lo mismo vale para el tltimo sumatorio, pues los ceros
de D cumplen |[Imp — T| < 3/2, luego también son O(logT) (de hecho, he-
mos visto que por hipotesis son o(logT'), pero en este punto de la prueba no
podemos aprovechar realmente la hipotesis del teorema, ya que en cualquier
caso s0lo podemos afirmar que los dos dltimos sumatorios son, conjuntamente,
O(5 tlogT)).

Por ultimo, teniendo en cuenta el teorema 4.23, para o < 2 tenemos que

F(s) = O(logt) +O(5 'logT) = O(6 *log T),

mientras que si o > 2, entonces ('(s)/¢(s) = O(1), pues en este semiplano
admite un desarrollo en serie de Dirichlet, y el sumatorio para p € D tiene
O(log T') sumandos (de nuevo, no necesitamos la hipotesis de que son o(logT')),
todos los cuales cumplen |s — p| > 1 > ¢, luego la conclusion es la misma.
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En resumen, tenemos que, sobre la circunferencia |s — 2 — iT| = % — 26, la
funcién holomorfa F' esté acotada por M (0,T) = (¢/0)logT.

Consideremos ahora un punto de la circunferencia |s — 2 —iT'| = 1/2. Aqui
la situacién es mas simple, pues la circunferencia esté contenida en el semiplano
o > 1.25, luego ('(s)/¢(s) = O(1) y |s — p| > 1/2, luego todos los sumandos
que aparecen en el sumatorio que define a F' estan acotados por 2. Ahora si que
podemos aprovechar que el nimero de sumandos es o(log T'), para concluir que
el sumatorio es o(logT).

Asi pues, sobre la circunferencia |s — 2 — iT| = 1/2 tenemos que F' esta
acotada por Mo(T') = o(log T).

Con esto podemos aplicar el teorema de las tres circunferencias [VC 2.32]

al anillo D(0;1,2 — 26). La conclusion es que si |[s — 2 — ¢T| = r, donde

1/2 <r < 3/2— 34, entonces
|F(s)] < Mo(T)*M (6, T) = < Mo(T)M (5, T) = o(log T),

donde a = log(%)/ log(3 — 69).

Sea ahora 7y el segmento de extremos % + 30 +iT y 2+ 4T. Tenemos que

[yF(s) do

<

go(log T) = o(logT).

Por otra parte

/F(s) do =log((2 +1iT) — logC(% + 30 + 1T
8!

1
— ) (log(2+iT — p) — log(5; + 30 +4T = p)).
peD

Aqui observamos que log ((2 + iT) = O(1), pues log ¢ admite un desarrollo en
serie de Dirichlet absolutamente convergente en o > 1. Tomando partes reales
queda que

1 1
log [¢(5; + 38 +iT)| = o(log T) + > (log|2+iT — p| — log | + 30 + 4T — pl).
peD

Tenemos que log |2 + T — p| <log(3/2) y
log |1/2 + 30 +iT — p| =log|1/2+35 — 2+ (2 +iT — p)| < log6,

y el nimero de sumandos es o(logT), luego la suma es también o(logT). En
definitiva,

1
log \C(i +35+4T)| = o(log T)).
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Dado € > 0, vemos entonces que

L +30+4T 1 L +30+4T
1og‘<<2+ ] _ (loelélg #1304 )l—e log T — —o0,
Te logT
luego
1435 +4T
ol ssin)
T—+oco Te

Esto significa que p(1 +38) = 0y, por continuidad, x(1/2) = 0. .



Capitulo V

La funcién dseta y los
nimeros primos

La demostraciéon que hemos dado del teorema de los ntimeros primos se ha
apoyado en el hecho de que la funcién dseta de Riemann no tiene ceros sobre la
recta 0 = 1. Es posible demostrar el teorema sin hacer referencia a la funciéon
dseta ni a funciones holomorfas en general, pero con ello se oculta la estrecha
relacion que existe entre la distribucion de los ntimeros primos y los ceros no
triviales de la funcién dseta. En este capitulo la pondremos de manifiesto.

5.1 Férmulas explicitas

El teorema de los ntimeros primos proporciona una aproximacion asintdtica
a la funcién contadora de primos 7(n). Sin embargo, Riemann se propuso
encontrar una expresion analitica exacta, y lleg6 a una expresiéon que muestra
explicitamente la conexién entre la funciéon w(n) y los ceros no triviales de la
funcion dseta. Dicha formula se conoce como la “formula explicita” para m(x).
En principio, Riemann obtuvo una féormula para la funcion 7*(z) que definimos
en 2.15:
too dt

m(x) =il(x) = Y _il(a”) — log2 +/ t(t2 — 1)logt’

0 T

Aqui la funcion il es la integral logaritmica completa:

il(z) = /0 T ),

logt -

donde il(2) se define como el valor principal

1—e 2
dt dt
il(2) = lim / ——i—/ —— | &~ 1.04516378. ..
e—0t \Jy logt 1—c logt

(El limite de cada sumando por separado es infinito.)

143
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Ademas, para plantear la formula explicita es necesario extender la definicion
a una funcién holomorfa en el plano complejo, de modo que pueda actuar sobre
los nameros . Ademés, la convergencia de la serie no es absoluta, por lo que
es necesario especificar el orden de los sumandos. Aplicando la formula probada
en 2.16 se obtiene la formula explicita para 7:

[e’e] n Feo

o T

Riemann conjeturé que la funcion

n

serfa una aproximacion de 7(z) mucho mejor que Il(z). La figura de la izquierda
muestra las graficas de (), ll(z) y R(z). La que queda claramente por arriba
es Il(x). La figura de la izquierda muestra los valores de R(z) — w(z). Vemos
que para x < 10000 el error no excede las 6 unidades.

30 8
25} =
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20} a
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En realidad Riemann no demostré la formula explicita, sino que la primera
prueba rigurosa se debe a von Mangoldt, quien ademés obtuvo otra “férmula
explicita” para la funcion v, que resulta ser mucho mas sencilla y manejable que
la de . En realidad, por razones técnicas, la féormula en cuestion no calcula la
funcion 1 propiamente dicha, sino una variante minima:

Yo(z) :%

Esta funcion coincide con () en los puntos en los que ésta es continua, es
decir, salvo si x es potencia de primo, en cuyo caso ¥(z) = 1 (z) — $A(z) es el
punto medio del salto finito que presenta 1 en x.

(Jim (@) + lim ().

Con esta salvedad, la férmula explicita de von Mangoldt es la siguiente:

Teorema 5.1 Si' 2 > 2, se cumple que

z’ 1 1
wo(x):x—z—10g27r—210g<1—x?>,

. P

donde p recorre los ceros no triviales de la funcion dseta repetidos segin su
multiplicidad.

1En realidad la férmula vale si z > 1, pero por simplicidad supondremos = > 2.
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Como vemos, en esta formula desaparecen las integrales logaritmicas, la inte-
gral final y también el sumatorio con la funcion de Mdbius. Aun asi, la formula
retiene una dificultad, y es que la serie que aparece en ella no es absolutamente
convergente, ya que |x”/p| > 1/|p| v en 4.15 hemos visto que esta serie diverge.
Por ello hay que fijar una ordenacion de los ceros y, concretamente, entendere-

mos que
xf xP
— = lim E —.
T—~+o0o
, P [Im p|<T p

Por otra parte, es interesante observar que el desarrollo en serie de Taylor

log(l —2) = i%

nos da que el ultimo término de la férmula explicita es

1 1 1o 1 = g2
Slog(1-5 ) =-2Y — =
2 Og( x2) 2 ngl nx2n 7;1 —2n’

que es la serie analoga al primer término, pero para los ceros triviales de la
funcién dseta, en lugar de los no triviales.
)

El hecho de que la serie que aparece en la férmula de von Mangoldt no
sea absolutamente convergente introduce dificultades en la demostracion, las
cuales desaparecen en la prueba de otra formula explicita para una funcién méas
sencilla, a saber, la integral

/ Y(t)dt = Z A(n)(z —n)
n<x
La segunda igualdad se obtiene aplicando 2.20:
> A = A~ [0t
n<x n<lx
La formula explicita para 1, es la siguiente:
Teorema 5.2 Six > 1, se cumple

2 m,0-1-1 1 1 2n

T oo
wl(x)_i_;p(p—kl) xlog27r+ =y g @1

Las dos series que aparecen en esta formula son absolutamente convergentes.
La primera porque

‘ l.p+1 ’ Re p+1 LEQ

< ’
plp+1) 2

lollp+1] = |2

y este ultimo término define una serie convergente.
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Se observa ademas que la formula para vy se obtiene derivando la correspon-
diente a 11, admitiendo que las series pueden derivarse término a término, pero
nada justifica que esto sea licito (de hecho, suponiendo que fuera licito hacerlo,
ipor qué la derivada tendria que ser ¥ (z) y no 1(x)?). Asi pues, tendremos que
demostrar los dos teoremas independientemente. No entraremos, en cambio, en
la prueba de la formula explicita para 7(x).

La formula explicita para 1»; Demostraremos primero el teorema 5.2, que
es mas sencillo que 5.1. Partimos de una variante del teorema 4.22 (del cual
solo necesitaremos el caso k = 1):

Teorema 5.3 Sea k > 1 un numero natural y ¢ > 0, y > 0 numeros reales.
Entonces

1 cto0i y® ds 0 siy<1
2 - k
27Ti/c—ooi s(s+1)---(s+k) %(1—%> sty > 1.
DEMOSTRACION: Sea f(s) el integrando. Observemos en primer lugar que,

sobre los puntos de la forma s = ¢ + it, puesto que |s + j| > ¢, tenemos que

(6]

[f(8)] =

y° < Y
s(s+1)---(s+k)| — [¢|+1’

de donde se sigue que f es integrable sobre la recta o = c. -

Supongamos en primer lugar que y > 1. Para
cada T > 0, consideramos el arco de circunferencia C
C de centro 0 y radio R que une los puntos ¢ + T4
y que esta a la izquierda de la recta ¢ = ¢, tal y
como indica la figura. Podemos suponer que T es lo
suficientemente grande como para que R > 2k. Por
el teorema de los residuos

-

1 c+T17

1 il .
Fls)ds+ 5 /C f(s)ds = ;Res(f, ).

2mi Jo_ i

Por otra parte, sobre C* tenemos que |s+j| > |s|—j > R—k > R—R/2 = R/2,
asi como que |y*| = y” < y°, y aqui es crucial que y > 1. Por lo tanto

/C f(s)ds

Como esta expresion tiende a 0 cuando T tiende a +oo, concluimos que

2k+1 c 2k+1

Y
R < 2T

< 27R v

1 c+oot

k
—_— f(s)ds:ZRes(f, —7).
j=0

2mi c—001
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Los residuos los podemos calcular con el teorema [An 10.27]: consideramos

k
la funcion P(s) = [] (s +r), con lo que

r=0 —J
Res(f, =) = sy
ahora bien, P(s) = (s + j) ];[(s +7), luego
j—1 k
P=j)=1l0r==11(-5 Il (r=J)=
r#j r=0 r=j+1
(PTG IT (6= 0) = (1) = )
Por lo tanto,
Xk:ReS(f —j) = Zk: S A— iZk) (k)(l/y)j = -1y,
= ’ = (=)W (k=5 K = J E!

Si y < 1 la diferencia es que tenemos que considerar como Ci el arco de
circunferencia que queda a la derecha de la recta o = ¢, para que podamos decir
igualmente que, sobre C*, se cumple |y*| = y7 < y°, porque 0 > ce y < 1. En
este caso el arco cerrado no encierra polos de f y la integral es nula. L]

Con esto obtenemos una primera expresion para ¢ (z):
Teorema 5.4 Sixz >0 yc>1, se cumple:

1 c+ioco $S+1 C/(S)
_ﬁ c—100 5(S+1) C(S)

DEMOSTRACION: Tenemos que

?/Jliw) -y (1 - g) A(n) = 2%” iA(") /:fioo m

n<z —i00

Y1) =

Ahora queremos intercambiar la suma y la integral. Para ello observamos que

cory A 1) 1

z -
ne 24142~ C(c) 2+ t2’

Y A(n)(x/n)et
2. (c+it)(c+ 1+ it)

n=1 n=1

y esta tltima funcién es integrable en R, por lo que podemos aplicar el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue [An 4.55] (a la parte real y a la parte
imaginaria de las sumas parciales). Asi pues,

TN S0
r  2mi ), 5(5+1); ns ds,

—100

de donde se sigue la férmula del enunciado. m
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Ahora ya estamos en condiciones de obtener la formula explicita:

DEMOSTRACION (de 5.2): Consideremos la inte- Ti
gral
1 ztt ((s)
Tomi Jps(s+ 1) ¢(s)

donde R es el rectangulo que muestra la figura. -X 2
Escogemos X > 3 de modo que sea un natural
impar y X < T < X 41 de modo que cumpla la
condicién del teorema 4.24. Asi, el teorema 4.22 =714
nos asegura que ¢'(s)/¢(s) = O(log|s|) sobre el
lado izquierdo del rectangulo, y también sobre los lados horizontales desde X
hasta —1. Por su parte, el teorema 4.24 nos asegura que ¢’(s)/¢(s) = O(log? |7|)
sobre el resto de dichos lados. Asi pues, sobre el lado izquierdo tenemos que

- 2Tclog | X + iT|z~*+1 < cX log(3X)
- 2 X2 - X2 ’

21 J_x_7i s(s+1) ¢(s)

S

1 /XJrT’i LL‘S+1 gl(s) p

mientras que, sobre cada lado horizontal:

o < cXlog|X +4T| < cX log(SX)7
- 27 T? - X2

L —1+£T4 xs-‘,—l C/(s)
211 /_X:tTi, 5(5 + 1) C(S) d

1/&” 5t (/(s) < 3clog® T x? < clog?(2X)z®
210 J_qap; s(s+1) C(s) I of X2 '

Todas las cotas tienden a 0 cuando X tiende a 400, luego la integral sobre R
tiende a la integral sobre la recta o = 2, que por el teorema anterior es ¥ (x).
El teorema de los residuos nos da entonces que

Y1 (x) = — Res(f, —1) — Res(f,0) — Res(f, 1) — 3 Res(f, p) — § Res(f, —2n),

donde f(s) es el integrando. Solo falta calcular los residuos:

e Como x°t1 /s toma el valor —1 en s = —1, es claro que
¢(=1)
Res(f,—1) = — .
BV

e Como 25t /(s + 1) toma el valor x en s = 0, concluimos que

¢'(0)
¢(0)

(esta calculado tras el teorema 4.16).

Res(f,0) =z = zlog 2w
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e Como 2°%1/s(s+ 1) toma el valor #2/2 en s = 1 y la derivada logaritmica
¢'(s)/¢(s) tiene residuo —1 (por el teorema [VC 3.20]), llegamos a que

Res(f,1) = —z%/2.

e En un cero no trivial p, el residuo de la derivada logaritmica es su multi-
plicidad, luego

s
Res(f,p) = mO(QP)-
e Analogamente, R
Reﬂf,*Zn):igﬁggf:jj'

Al poner estos valores en la expresion que hemos obtenido para v resulta
la formula explicita. Notemos que o((, p) desaparece por el convenio de que p
recorre los ceros no triviales repetidos segtin su multiplicidad. m

La féormula explicita para 1y La prueba del teorema 5.1 es mas delicada.
Conviene probar una versién aproximada con sumas finitas:

Teorema 5.5 Six > 2 yT > 2, se cumple que

z’ 1 1
Yo(z) =2 — Z ——10g27r—§log (1_x2)

[Im p|<T P

log? (2T
—l—O(%@) + min{1, ﬁ} log z),
donde (x) > 0 representa la distancia de x a la potencia de primo mds prézima.
De aqui se obtiene 5.1 sin més que hacer que T tienda a +oo. Necesitamos
una variante de 5.3:

Teorema 5.6 Sea

0 si0<y<l,

c+iT s
I(y,T) j*/ Y as, Mw{l siy =1,

= i
210 Je—ir S 1 siy>1l.
Entonces, para todo y >0, ¢ >0, T > 0, se cumple que
yemin{l, 1} siy#1,
I T —§ i 7T | logy|
101 =30 < { nery
En particular tenemos que
1 c+ooiy5 0 Si0<y<1,
— Zds=4 % soy=1,
27t J._ s 1

0ot

siy > 1,
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pero con la precauciéon de que si y = 1 la funcion no es integrable, de modo
que lo que hemos calculado es so6lo su valor principal (la integral de ¢ a ¢ + coi
seria infinita, y la integral completa sale finita porque las partes imaginarias
para u > 0 se cancelan con las partes imaginarias correspondientes para u < 0).
Precisamente por esto es mejor no trabajar con la integral infinita, sino hacerlo
en todo momento con integrales en segmentos finitos.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lu- T4
gar que y > 1 y consideremos el rectangulo R
que muestra la figura, para X > 0. El teorema
de los residuos implica que

1 s —X ¢
2mi Jg s
Observemos que —T
I R T Ty=X T
5 / —ds § Y N
2m J xS X X
1 c—iT s 1 c u—iT
2 J_x_7 S 2mi J_x u—1iT
1 [ gy 1 _x
< — L dy= —— (¢ —
“2n J_x T “ QﬂTlogy(y vy,

e igualmente

1 .
< o =y ).

1 /—X+iT Y
— =—ds| <
271 Jeaur S 27T logy

Por lo tanto, haciendo tender X a +oo resulta que

1 c+iT s
/ y—ds—l <
C

27 Jo_iT S -

C

Yy
7T logy|

Falta probar que y¢ también es una cota. Para
ello es mejor considerar el arco de circunferencia C'
de centro 0 que une c+141 con ¢ — i1y que estd a la
izquierda de la recta o = ¢. Asi

S

s 1
s 2mi Jo s

1 c+iT
— ,
21 Jo—ir

luego I
1 c+iT | s c
/ Yods—1
C

1 y
— < —2m\/c2 4+ T2 = y°.
21 Jo_r S =9 Ve + N y
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El caso y < 1 es totalmente analogo, aunque ahora tomamos el rectangulo
y el arco de circunferencia a la derecha de la recta o = ¢, con lo que los arcos
cerrados sobre los que integramos no encierran el polo del integrando y la integral
es nula. Por dltimo, si ¥y = 1 la integral se reduce a

1 C+iT1d 1 [T d_l/Tc—iu

P —as = . - U = —
210 Jo_i7 S 27t J_p c+iu 2 J_p 2+ u?

1 (7 1 (e 11 /™™ 1
LY L 1 (PP S B
mJo A+u mJo 1402 2 7w ppe 1+02

1 ety 1l 1 /™™ 1 1 [T
—/ fd—fgf/ 7dv<—/ —dv=—.
270 Joir S 20 7 7 e 1+02 T Jrse V2 7T

Ahora definimos

luego

1 c+iT C/(S) $S
@ T) = 2mi /c—z'T - ¢(s) 5 o

Teorema 5.7 Sixz >0,c>1y T >0, se cumple que

|J(z, T) — vo(x)| < Z A(n)(z/n)°min{1,

n=1(#x)

1 c
Tlog(e/m! 7

donde definimos A(x) = 0 cuando x no es una potencia de primo.

DEMOSTRACION: Tenemos que

1 c+iT OO A c+1iT z/n s
J(x,T) = 27”/ Z d —ZA 27m/ 7( /s) ds,

iT oy iT

donde el cambio entre la integral y el sumatorio es correcto porque la serie
converge uniformemente en la imagen del segmento sobre el que se extiende la
integral. Ahora observamos que, con la notacion del teorema anterior,

ZA §(xz/n),

luego, aplicando dicho teorema,

T (x/n)*
|J (2, T \<ZA 2m/ = ds = d(x/n)

iT
Z A(n)(z/n)° min{1, ;} + EA(m)
Tlogla/m)’ T T
n=1(£z)
(donde hemos eliminado 7 de los denominadores). "

De aqui obtenemos la estimacién siguiente:
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Teorema 5.8 Sixz >2,1<c<3yT >0, se cumple que

¢ zlog? x

(T(cf 1) T

|J (2, T) = ho(z)| = + min{l1, <>}10g$)

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que?

c 3logz _ Azlog’z
— < <
A s —F-s—F—

pues si A(z) # 0, es que z = p* y A(z) = logp < logz.

Ahora vamos a descomponer en varios sumandos la serie que aparece en el
enunciado del teorema anterior. Para todo T suficientemente grande, tenemos
que

I SN Am) o 1
2 Amamminll gioemp <o 2 S minlh Fgr)

n<(3/4)x n<(3/4)x
x° = A(n) x° ¢'(e) Az°
< = — <
~ Tlog(4/3) Z ne Tlog(4/3) ¢(c) — T(c—1)’
donde en la ultima desigualdad usamos que
() _ 1 Lt (s=Df(s) A
_ = = <
¢(s) s—lJrf(S) s—1 ~s—1

donde f(s) es una funcion holomorfa en un entorno del intervalo [1, 3], por lo
que 1+ (s — 1) f(s) esta acotada superiormente en dicho intervalo.

Similarmente, si n > (5/4)x tenemos que |log(x/n)| > |log(4/5)|, y llegamos
a la misma conclusion.

A continuacion consideramos los sumandos para los que (3/4)z < n < z. Si
x1 es la mayor potencia de primo menor que x, podemos suponer que se cumple
(3/4)x < x1 < z, pues en caso contrario todos los sumandos indicados son nulos.
Para n = x; tenemos que

log(z/n) = —log (1 - xxxl) > 2 79:1,

T

luego el sumando correspondiente en la serie es

_ - 8 infl 5

A(n)(z/n)° min{l
= Amin{1, TG >}logx

(pues 1 = p* y A(z1) = logp < logz; < logx).

2Como en este contexto la ¢ tiene un significado concreto, en lo sucesivo usaremos la letra A
para representar constantes arbitrarias, no necesariamente la misma en cada aparicién.
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Los demés sumandos no nulos corresponden a indices de la forma n = x1—m,
con 0 < m < x/4 (pues 1 —m > (3/4)x, luego m < x1 — (3/4)x < z/4). Por
lo tanto

log(a/n) > log(z1/n) = — log(1 — m/a1) > m /a1,

luego
1
Z A(n)(z/n)’min{l, ——} <
(3/4)x<n<z1 T| IOg(x/n”
3 71 (4/3)%z:1 logx 1 Azlog’z
ST Al —m)afa)al < BECHOEE SR S
0<m<ax/4 0<m<x/4

donde hemos usado que
1
2 m
, m<zx -
zEI}-loo logz 1

Finalmente consideramos los términos para < n < (5/4)z, para lo cual
llamamos x2 a la menor potencia de primo mayor que x, y podemos suponer
que x < x5 < (5/4)x, o de lo contrario todos los términos son nulos. Para
n = ro tenemos que

92— T

|log(z/n)| = —log (1 o ‘”“") )
€2

T2
luego el sumando correspondiente en la serie es

T

A(n)(z/n)° min{l m}

1 .
, m} < A(z9) min{1,
= Amin{1, ﬁ}logz.

Los demas términos corresponden a indices n = x9+m, con 0 < m < x/4, luego

m
To+m) " xo+m

|log(z/n)] = —log(z/n) > — log(xa/n) = — log (—

Por lo tanto,

xo+m < 2z +x/4 < @’
m m m

donde hemos usado el postulado de Bertrand 3.9, que nos asegura que existe un

primo (luego una potencia de primo) < 2z. A su vez,

‘min ;
> A/ min{L ) <

xo<n<(5/4)x

|log(z/n)| " <

Ax  Axlogzx 1 Azlog? x

< — _ < —_——

D Mon+m)zn < —F D =T
0<m<ax/4 o<m<z/4

Reuniendo todas las cotas que hemos obtenido, tenemos la conclusién buscada.
|

La conclusion se simplifica si elegimos ¢ adecuadamente:
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Teorema 5.9 Sixz >2y T >0, tomando ¢ =1 +log™ ' & se cumple que

loo?
[J(x, T) — o(x)| = 0(33 01% z min{1, ﬁ}logm).
DEMOSTRACION: Basta observar que
x¢ _ elogz+ 1l og g __exlogzx < Az log2x
T(c—1) T T - T
| |
En lo sucesivo supondremos que J(z,T) se T

calcula con ¢ = 1 +log™ ' z. Sea U un namero
natural impar y consideremos el rectangulo indi-
cado en la figura. Suponemos ademas que 7" no
es la parte imaginaria de ningun cero de la fun-
cién dseta. Entonces, los polos del integrando de
J(x,T) contenidos en el rectangulo son los ceros
no triviales que cumplen | Im p| < T', los enteros
pares —U < 2m < 0y el 1. Vamos a calcular los —Ti
residuos correspondientes:

e En s = 1 tenemos que —% tiene residuo 1y y x!/1 = z, luego el residuo

del producto es x.

e En s = 0 tenemos que x*/s tiene residuo 1, luego el residuo del producto

<O _
e — o) = —log 2m.

e En un cero no trivial p de la funcion dseta, el residuo de ¢’(s)/((s) es
o(¢, p), luego el del producto es —o(¢, p)z?/p.

e En s = —2m el residuo de ¢’(s)/((s) es 1.

Por consiguiente, la suma de los residuos es

1 —2m

x—log?#—z pr—i Z xm’

[ Im p|<T P 0<2m<U

donde estamos adoptando el convenio habitual de que en las sumas respecto de
p cada cero se repite o((, p) veces. El teorema de los residuos nos da entonces
que

1 ¢'(s) x® zr 1 x—2m
T)y= — [ -3 T ~log 2 — r_C
J@T) 2m‘[y ¢(s) s ds + @ —log2m Z 2 Z m

| Im p|<T P 0<2m<U

donde 7y es la poligonal de vértices ¢ —iT', —U — i1, —U + T, ¢+ ¢T. Notemos
que, si U tiende a infinito, la dltima suma converge a

e (.%'_2)7"

=log(1 — z72).
2 og(l—a77)
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Falta estudiar el limite de la integral cuando U a infinito. Empezamos
con la integral sobre los segmentos horizontales. Hasta aqui hemos supuesto
unicamente que T no era la parte imaginaria de un cero de dseta. Ahora vamos
a suponer, mas concretamente, que 1 cumple la condiciéon del teorema 4.24.
Esto nos asegura que en los dos segmentos horizontales, para —1 < ¢ < 2, se
cumple que

ORI
05 = O(log“T).

Usando esto y 4.22, asi como que la funcion (logu)/u es decreciente para
u > e, obtenemos que

’/_1_</(J+iT) ;L‘J'HT da+/c CI(J-i-iT) ;L‘U'HT
-U

do| <
C(o +il) o+ 4T L o+il) o+ 7=

—1 . o c 2 o
A/ 10g|a+?T\x dU+A/ log“ T x do <
v o+l -1 T

A/‘l log T' 27 dU+A/C log? T ° s < AlosT 2~ Alog? T g\ +log ™" @
U T 1 T T logx T log

2
< AlogT  Aexlog™T o )

La misma estimacion vale para la integral sobre el segmento inferior de ~.
Para el segmento vertical, usando de nuevo 4.22 (y ahora es esencial que U es
un nimero impar), tenemos que

zlog?T
Tlogx

~ Txlogx Tlogx

/T (U +ir) a7Vt i go| < 2ATlogU
_r C(=U+ir) =U+ir - UV

Esto tiende a 0 cuando U tiende a infinito, luego concluimos que
xf 1 zlog? T

e D 2
J@,T)=z—-> 5 log(1 —27%) + O( os 2 ).
[ Im p|<T

Uniendo esto a 5.9 obtenemos la férmula del teorema 5.5, pues

zlog?x xlog2T_ (xlogQ(xT))
T Tlogz T ’

En realidad la prueba no esté concluida, pues s6lo hemos probado 5.5 bajo
el supuesto de que T cumple la condicién del teorema 4.24. Ahora bien, dicho
teorema prueba que, dado un T > 3, existe un T < 77 < T + 1 que cumple la
condicién y, por consiguiente, cumple 5.5. Esto anade al sumatorio una cantidad
de sumandos (de la forma z”/p, con repeticiones segin el orden de p) acotada
por AlogT y, por otra parte, cada sumando nuevo cumple

P
p

= <

b

N8
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luego el modulo de los sumandos anadidos al pasar de T a T es O(xlog T/T),
2
luego también O(Z°& 1)) 'y puede incluirse en el término final de la formula

de 5.5. .

En la secciéon siguiente mostraremos algunas aplicaciones de los resultados
que hemos obtenido aqui.

5.2 Estimacion del error en el teorema de los ni-
meros primos

El teorema de los nimeros primos afirma que la integral logaritmica Il(z)
aproxima a la funcion w(z), de modo que el error relativo de la aproximacion
tiende a 0. No obstante, el error absoluto Il(x) — 7(x) tiende a oo, y ahora
nos vamos a ocupar de estimarlo. El problema esta estrechamente relacionado
con la estimacion del error absoluto de las equivalencias asintoticas ¥(z) ~ x y
Y(x) ~ x de las funciones de Chebishev. Naturalmente, de la propia definicién
de equivalencia asintotica entre dos funciones se sigue que el error absoluto de
la aproximacion es del orden de cualquiera de ellas. Por ejemplo:

x €T x

m(x) =0(G—),  w(z)—1Ii(z) = O((z)) = O(

B log log x

).

log

Nuestro proposito es encontrar estimaciones con funciones de orden menor. Em-
pezamos mostrando algunas relaciones elementales entre estos tres errores ab-
solutos. Para relacionar ¢ con 7 consideraremos también la funcion 7* definida
en 2.15.

Teorema 5.10 Se cumplen las relaciones siguientes:
1. Y(z) —z =3(z) — z + O(z'/?log® ).
2. *(x) — w(x) = O(x/?).

9 ) —N@) = LB =T, 2 [t
log log 2 o tlog?t

4. 9(x) —x = (m(z) — I(x)) logz — /2 M dt — 2.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata de (3.3).

2) Claramente
T ( zl/ m)

m

M
(@) —w(@) =)

donde M = Ellogxz/log?2] y, por el teorema de los nimeros primos,

77anl/m

m(z/™) <c¢ gz
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Por lo tanto,

7 (z) — 7(x) < cx'/? + eMa/? < eax'/? + ca'/Plogx = O(x1/?).

3) Sumando por partes (teorema 2.20):

. A(n
7T(I)glo(yz

v | [* 0
log z 2
g 2 tlog”t

Integramos también por partes la integral que define a Il(x):

Il(m)—/z dt  x B 2 +/m tdt
- 9 logt_logo: log 2 2 tloth.

Restando ambas expresiones tenemos la igualdad buscada.

4) Sumamos por partes:

I(x) = Zlogpﬂ(x)logz/j @dt

p<z

B () —I(¢) “11(¢)
77r(x)10g:c7/2 fdtf/2 Tdt.

Integrando por partes:
It
/ ?dt =1Il(z)logz — z + 2,
2

y al sustituir esta expresion en la igualdad anterior obtenemos la féormula reque-
rida. m

Ahora podemos probar:

Teorema 5.11 5i 0 < a < 1, las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. P(x) — x = O(x*log® ).
2. m(z) — Il(z) = O(xlog z).
3. Para todo € > 0, se cumple que w(x) —Il(z) = O(z**¢).
4. Para todo € > 0, se cumple que 9(z) — x = O(x*T¢).
5. Para todo € > 0, se cumple que (x) —x = O(x*t¢).

6. Todo cero de la funcion dseta cumple Rep < .
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DEMOSTRACION: Podemos suponer que a < 1, porque todas las afirmacio-
nes son ciertas cuando o = 1. Por ejemplo, 2) se cumple, porque, de hecho,
m(x) — I(x) = o(z). En efecto,

m(x) — I(x) (w(x) log = N I(x) 10gz> 1

z - x x log

por el teorema de los nimeros primos y 3.1.

1) = 2) Probaremos esta implicacion bajo la hipotesis adicional de que « >
1/2. Discutiremos el caso pendiente tras haber probado las demés implicaciones.
Usamos los apartados 2) y 3) del teorema anterior:

Y(x) —x 2 +/z lv(t) — 1 dt + cx'/?
2

-1 <
|7T(37) (x)l — long 10g2 thth

< cwalogx—i-c—l—c/ 2L dt + cxt/?
2
«

< ex®logx +c+ Ve - O(z%log x).
a
2) = 3) es trivial.
3) = 4) Usamos el apartado 4) del teorema anterior:

T yate

[9(x) — x| dt + 2

IN

cx“Telogx + c/
2

= ™ logx + —— (2t — 20F¢) 4 9
o+ €
de donde ¥(z) — z = O(xF2).

4) = 5) Usamos el apartado 1) del teorema anterior:

W) —al  [0@) —a] | los ey

xa+e — anrE €

luego ¥ (z) — x = O(xz**e).
5) = 6) Supongamos que ¥(x) — x = O(z®). Por el teorema 2.20, tenemos

que
Aln) _ 1 1 Y(x)
Z ns Z (n) <n€ (n+ 1)s> T Elxz]®

n<z n<zr—1
[ nl — ,
n<x n’ n<zr—1 n’ (n + 1)8 E[LL']S

y los restos
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convergen a 0 en el semiplano ¢ > 1. Por lo tanto

Cl) A S (1
T 2w~ 2N ()

1 n=1
S ot i) et o)
- glw(n) ) (= )+ ) (.1

Por el teorema del valor medio, existe n < t < n + 1 tal que

1 1
ts+1 — nUJrl .

1 1

ns (n+1)%

Por consiguiente

1 1 cn® c
w0 =) (= iy )| < e =
luego la serie de (5.1) converge casi uniformemente en el semiplano o > « a una
funcion holomorfa. Concluimos que ¢’(s)/((s) es holomorfa en dicho semiplano

salvo por un polo en s = 1. Esto implica que ((s) no tiene ceros en dicho
semiplano o, equivalentemente, que todo cero cumple Re p < a.

Si la hipotesis no es sobre «, sino sobre a + €, para todo € > 0, la conclusién
es que Re p < a+ € para todo € > 0, pero esto implica igualmente que Re p < a.

6) = 1) No perdemos generalidad si suponemos que x toma solo valores
naturales, pues, si se cumple en este caso y x es arbitrario,

[¥(2) — 2| = [(Elx])) - Blz]| + |Elz] — 2| < cE[x] log” Elx] + 1 < ca* log” x.

También podemos suponer que x > 2. Para T > 2, el teorema 5.5 nos da que

Al suponer que x es entero resulta que () > 1, luego

xlog?(2T) x xlog?(xT) 42 log x o% log?(xT)

O(F2 = tmin{1, ——}log ) = O(*— 25 = 0%

T T (z) )

Por otro lado, |2°| = 28¢? < 2%, luego, usando el teorema 4.21,

z’ «@ 1 a 1 « 2
Z <z <2z Z m:O(x log=T).

| Imp| a 0<Im p<T
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Asi pues,
xlog?(2T)

Yo(z) =2+ O(z” log? T + T ).

Tomamos concretamente 7' = 21 =%, y asi
Yo(z) = z 4+ O(z%log? z + 2% log? ) = = 4+ O(z* log? z).

Por tltimo observamos que ¥(z) = vo(z) + $A(z) < Yo(z) + 3logz, luego
también 9 (x) = x + O(z log® x).

Solo falta probar 1) = 2) cuando a < 1/2, pero, si suponemos 1), tenemos
trivialmente 5), luego también 6), que es claramente imposible para o < 1/2,
luego ese caso es imposible. L]

Definicién 5.12 Llamamos © al infimo de los nimeros reales a que cumplen
cualquiera de las afirmaciones de teorema anterior.

La afirmacion 6) implica que el infimo es, de hecho, un minimo, de modo
que © cumple todas las afirmaciones del teorema anterior. Obviamente tenemos
que 1/2 < © <1y la hipotesis de Riemann equivale a © = 1/2.

En particular, ahora vemos que la hipdtesis de Riemann es equivalente a la
estimacion

m(z) —(z) = O(y/x log x). (5.2)

Como ya hemos senalado, la hipdtesis de Riemann no estd demostrada ni
refutada, por lo que tal vez el lector se pregunte qué cotas superiores se cono-
cen para ©. La respuesta es decepcionante: nadie ha logrado probar hasta el
momento que se cumpla © < 1, por lo que el teorema anterior no proporciona
ninguna estimacion razonable (demostrable) del error absoluto en la equivalen-
cia asintética del teorema de los ntimeros primos.

Sucede que, aunque no se sepa probar que no hay ceros no triviales con
parte real tan proxima a 1 como se quiera, si se puede probar que, cuanto més
proxima a 1 sea la parte real de un hipotético cero, mayor tiene que ser su parte
imaginaria, y esto basta para obtener versiones del teorema de los ntmeros
primos que incluyan una estimacién del error.

Veamos un ejemplo sencillo de regién libre de ceros:

Teorema 5.13 FEuxiste una constante ¢ > 0 tal que no existen ceros de la funcion
dseta en la region

c
1—-——«—<o.
log(|7] + 2) =7

DEMOSTRACION: Como en la prueba de 3.36, nos apoyaremos en la desigual-
dad elemental
3+ 4cosf + cos26 > 0,
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pero ahora, en lugar de log|((s)|, consideraremos la derivada logaritmica de la
funcién dseta, que para o > 1 admite el desarrollo

¢(s) _ A
G "

Por lo tanto,

—Re ¢'(s) = Z Aln) cos(tlogn).

(5) 2= we
Y en consecuencia
o) o) L Clo2r)
3 RC) 4Re RCET) Re ot 2r0) > 0. (5.3)
Como —(’(s)/¢(s) tiene un polo simple en 1 con residuo 1, se cumple que
¢'(o) 1
o) < p— +0(1).

Combinando dos igualdades obtenidas en la prueba del teorema 4.16 tenemos

que
Cls) 11I(s/2) 1 11
Tls) 2 +s—1_zp< +p>+c

C(s) — 210(s/2) s—p

En la prueba del teorema 4.22 hemos visto que

II'(s/2) s 1
=log-+-+0(1
o) =loeg + 5 +00/a)
luego, sil <o <2, 72>2,

‘H’(S/Q)

T(s/2) ‘ <log|s/2|+7/2+ 14 O(1) = O(log 7).

Asi pues,

) S e (1) 4 Ogtog
—Re ) = %:R (S_p+p>+0(1g ).

Los términos de la serie son no negativos, pues si p = 8 + i,

1 — 1
Re 20762_0, Re,zizzo_
s=p |s—pl p ol
Por lo tanto,
¢'(o + 271)
—Re>——><0O(1 .
e((a+27’i) < O(log)

Fijemos ahora un cero p y tomemos scon 1 < o < 2talque 7 =Imp > 2. Si
eliminamos todos los términos de la suma menos el correspondiente a p resulta

que
/ ; 1
Clo+7i) < - + O(log 7).

_Ref(0+7'i) oc—p
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Ahora sustituimos en (5.3) las cotas que hemos obtenido, y asi obtenemos
que

3 4
0< — O(1 .
To-1 0—6+ (log )
Asf pues, existe una constante ¢ (independiente de s o de p) tal que
4

< 3 +cl
—— +clogT,
c—pB " o-1 &
donde [ es la parte real de un cero no trivial, 7 es su parte imaginaria y o es
cualquier nimero real 1 < o < 2. En realidad, si ¢ > 2 también tenemos que
4 4 3 1 3
<

3
c—p0B " o-1 0—1+071_071+ _(7—1—~_COgT7

si tomamos ¢ > 1/log 2. Asi pues,

B>
o-b= 3/(c —1)+clogT’

luego
4 1—c(c—1)logT

(0 —1)+clogr (0-1)= 3/(c—1)+clogt’

1*523/

Ahora elegimos concretamente o = 1 4 1/(2clog ), para asegurar que el
numerador sea positivo. Asi obtenemos que
1/2
1-p2> #,
5clog T
y esto tiene que cumplirlo la parte real de cualquier cero no trivial con parte
imaginaria positiva. Cambiando la constante podemos pedir que

<p

c
|
log(T + 2)

y, como los conjugados de los ceros también son ceros, lo mismo vale si 7 < 0,
con |7| en lugar de . "

Determinar explicitamente las constantes que apa- 1o,
recen en este tipo de estimaciones es una labor deli-
cada, que a menudo requiere argumentos mucho mas |
sofisticados que los que podemos emplear cuando no
nos importa la magnitud de la constante obtenida, asi
como resultados computacionales (se comprueba que
una propiedad se cumple para todo nimero mayor que
una constante explicita y luego se investigan uno por
uno todos los nimeros menores para ver déonde esté el
primero que falla, si es que lo hay, y asi se rebaja la
constante hasta el ultimo fallo). En este caso, puede
probarse que sirve ¢ = 1/6, lo que nos da la region que 45" 02 0z 06 o8 10
muestra la grafica.
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De aqui a su vez obtenemos una estimacién del error en la aproximaciéon
del teorema de los nameros primos. La formulamos primero en términos de la
funcioén .

Teorema 5.14 Eziste una constante ¢ > 0 tal que ¥(z) = z + O(ze~cV1e®),

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si nos restringimos al caso en
que x > 2 es un numero natural. Vamos a emplear la versién truncada de la
formula explicita para 1g(x) (teorema 5.5). Para todo T > 2 tenemos que

zf 1 1
Po(z) =2 — Z —10g27r—210g<1—xz>+R(x7T),

[Im p|<T
donde
xlog?(2T) x zlog?(2T)
T = _— i 1 _— 1 = _—
R(z,T) = O( T + min{ ’T<x>} ogzx) = O( T ),

donde la tltima igualdad se debe a que si x es un niimero natural, entonces
(x) > 1. Por el teorema anterior existe una constante tal que todo cero p tal
que |Im p| < T cumple

c c
Rep<l————<1— ——.
P log [Im p| — log T
Por lo tanto,
|zP| = aRer = eRerloer  go= ri‘i;ggv

luego, por 4.21,

Y o< B g ¥ oo

[Im p|<T P | Im p|<T 0<Im p<T

= O(xlog® Te™ T ).

Llevando todo a la férmula explicita,

- log 2
Y(x) = o(z) + O(logz) = 2 + O(log x + xlog® Te™ T 4 mg#(:ﬂﬂ))

Esto vale para todo ntmero natural x > 2 y todo T' > 2. Ahora tomamos x > 3
y T = eV'°8% > 2. Asi obtenemos que

(log x + +/log x)?
eViogw

(@) = 2+ Ologa-+alogwe Ve 4 - ) = 2+ O(we= VI7ET),

donde ¢’ es cualquier constante que cumpla ¢’ < 1, ¢’ < ¢. En efecto,

zlog x e cVioe® B log x B t 0
xefc’\/logm) - elc—c')Vlogx T ele—c)t — U,

z(logz +logx)? (12 +1t)? 0
xe(l_c') /log - e(l—c’)t — U. u
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Notemos que hasta ahora sabiamos que v (z) /2 convergia a 1, pero el teorema
anterior nos dice, més concretamente, que
T
1/’( ) =1+ O(efc«/loga:)’
T

luego nos da informacion sobre la velocidad a que ¥(z)/x se acerca a 1. Obser-
vemos también que
eV log x
lm —— =0,
Tr—+oo I / log x
por lo que la estimacion O(ze~¢V!°8%) que proporciona el teorema siguiente es
mejor que la estimacion O(x/logx) que es la que, en principio, tenemos para

m(x) — ().
Teorema 5.15 Fuxiste una constante ¢ > 0 tal que
7(x) = IU(x) + O(ze cVIBD),
DEMOSTRACION: Por el teorema 5.10 tenemos que
I(x) —x = O(xe_c‘/@ + /2 log? x) = O(me_c‘/@),
de donde, a su vez, de nuevo por 5.10,

C/xe—c«/logx , , z te—c\/logt
-4t | —
2

* —1l(z) =
(@) (z) tlogzt

dt = O(J;e_c‘/@),

log x
pues el integrando esta acotado, luego la integral es O(x). Por dltimo

m(x) — N(z) = 7(x) — 7 (z) + 7* () — U(z) = O(x'/?) + O(ze—VIET)
= O(zecVIB?),

Mas adelante probaremos (véanse las observaciones tras el teorema 6.16)
que, en realidad, el teorema anterior es cierto para toda constante c. La tnica
salvedad es que, cuanto mayor sea la ¢ que elijamos, mayor tendra que ser tam-
bién la constante implicita en O o, alternativamente, obtendremos una acotacion
valida tnicamente para x suficientemente grande. Por ejemplo, puede probarse
que

Im(z) — I(z)] < 0.1¢~0-3VIos® para x > 59.

Si aumentamos el 0.1 hasta 0.7 la desigualdad vale para todo z, pero, a cambio
de incluir unos pocos ntmeros, la hacemos menos precisa para ntimeros mayores.
30+
251

201

160 260 360 460 560
La figura muestra las funciones w(z) e Il(z) (en el centro) y las cotas superior
e inferior para m(x) que proporciona la desigualdad anterior.
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Veamos algunas aplicaciones del teorema de los nimeros primos con la esti-
macién del error.

Teorema 5.16 Para todo n > 0 y todo x > 2, se cumple que

n

m(x) a Z it +O(++1I).

= k
log i—olog' log

DEMOSTRACION: La clave esta en que esto es cierto si ponemos Il(z) en
lugar de m(x). En efecto, una simple induccion, integrando por partes, muestra
que

R 2 &K Toodt
I(zx) = - +(n+1 !/ —
(=) log z kz::o loghz log2 kz:;) log" 2 ( ) 2 log"t?t

y exactamente el mismo argumento empleado en la demostraciéon de 3.1 prueba

que
o log"Ttx [T dt
lim 7 =0
z—+o00 T 2 log" ™"t

Por lo tanto,

7(2) < 1) + Im(2) ~ D@ = —— 37— 4 O(—L ) 4 OfweeV57),

logx Py log® z log" ™ &
pero
) xe,c\/@ ) 1Ogn+1 T ) 752(n+1)
o e eevire it et O
luego podemos eliminar el tltimo término de error. [

Una variante del teorema de los niimeros primos Las graficas muestran
que Il(z) aproxima mucho mejor a m(x) que x/log x, pero la situacion se puede
mejorar un poco.

_x
logz—1

P P P P
200 400 600 800 1000

La figura muestra las graficas de = (x), Il(z), z/log  y también z/(log x —1).
Vemos que Il(z) sigue estando més cerca de 7(z) (sus graficas se superponen),
pero la funciéon modificada z/(logz — 1) se acerca mas a w(x) que la original
x/logx.
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Esto ya lo habia observado Gauss, que conjetur6 que, de entre las funciones
x
logz —a’
la que mas se ajusta a 7(x) es la correspondiente a a = 1. Ahora podemos
probar que tenfa razon. Para ello definimos A(z) como la funciéon dada por
x
r=-—-———m
m(@) logz — A(x)

0, equivalentemente

Alx) =1 - —.
(@) = logz — —
Vamos a probar que
1
Alz) =1
(@) =1+ 0.

lo que quiere decir que, cuanto mayor es x, el nimero que habria que restarle a
log x para obtener el valor exacto de m(z) se parece mas a 1. Tenemos que

rlogx 9 log® x
A(z) — Dlogz = log?z — logx — -1 g g — —28 T
(A(z) — 1)logz = log”z — logx ) og“x —logx @) loga/a’
y el teorema anterior nos proporciona la estimacion
x)logx 1 2 1
BT gy b 2 b RG). R =0(
x logz  log”w log”
Asi,
(A(z) — 1)logz = log® z — log log” z
L+ loéx + log22w + R(x)
1+ log?z R(z) — % —logz R(x)
= — 1.
L+ lo;w log22 T + R(Z‘) .

En la introduccién dejamos planteado que la suma de los primos < x es
asintoticamente equivalente a Il(2?). Ahora podemos demostrar este hecho, e
incluso algo més general:

Teorema 5.17 Si k > 1, se cumple que

k+1

k £ k+1
Z;p (k+1)logx (=)

DEMOSTRACION: Observemos que la segunda equivalencia se sigue inmedia-
tamente de Il(z) ~ x/logz sin mas que sustituir  por x*+1.

Llamamos x a la funcién caracteristica del conjunto de los primos, de modo

que
Zpk = Z x(n)n* = n(z)zk — /2 m(t)kt* =t dt,

p<lx n<x

donde hemos aplicado el teorema 2.20 de suma por partes.
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Ahora observamos que la formula de integraciéon por partes nos da

xT tk xT
—dt=2"1 / () kt* 1 dt.
| (@~ [ 1)

Por lo tanto,

x T tk
> opf= —Il(z))z" — k/ (w(t) — 1(£))t* " dt +/ —— dt.
9 5 logt
p<lzx
Aplicamos el cambio de variable ¢t = u!/(F+1);
k+1 k41 k41
S
o logt ok+1 logu 5 logu o logu
Asi pues,
>t =) = (w(z) - T k:/ ) —T()tF L dt + a.
p<z
Ahora aplicamos 5.15:
Zp k-l—l <c mk—&-l —cyv/logx + kc /T tke—cvlogt dt
p<z 2
x k+1
< C/‘Tk:Jrlefc\/logz + kc// tk dt _ C/Ik‘+1 —c+/log x + kC
_ O(xk+167C\/IOgI).
Por consiguiente,
Z pk - Il($k+1) ght!
p<e G DTogz o' Tlem ViR | logw
H(.l?k+1) - H(ij""l) (k_ff% - ec\/loga:’

pues el primer cociente de la expresion intermedia tiende a 1, luego esta acotado
para > 2. Un cambio de variable ¢ = y/logx prueba que la tltima expresiéon
también tiende a 0. m

5.3 Regiones sin ceros y el error en el teorema de
los ntimeros primos
En la seccién anterior hemos obtenido una estimacién del error en la equi-

valencia asintotica que proporciona el teorema de los nimeros primos a partir
de un resultado que garantizaba la ausencia de ceros de la funcion dseta en una
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pequena regiéon de la banda critica. Ahora vamos a sistematizar la relaciéon entre
los resultados de ambos tipos, probando que cada resultado que garantiza que
no hay ceros en una region de la banda critica con determinadas condiciones se
traduce inmediatamente en una estimacion del error en el teorema de los nume-
ros primos. El primer paso serd aprovechar la ausencia de ceros para estimar
“comodamente” la derivada logaritmica de la funcién dseta:

Teorema 5.18 Sean : [0, +oo[ — ]0,1/2] una funcién decreciente de clase C*
y supongamos que li+m 7' (t) =0y que 1/n(t) = O(logt). Si{(s) no tiene ceros
— 400
que cumplan 1 —n(|7]) <o y 0 < a < 1, entonces
¢'(s)
¢(s)

sobre la region o > 1 — an(|7|).

= O(log® |7)

DEMOSTRACION: Si o > 1+ an(|7|), entonces

G|~ A+ an(r]) 1 _
o) | S 2 mrren 0 = A v an(r)) < an(ep T ¢ OUoelTD:
porque ¢’ /¢ tiene un polo simple en s = 1 con residuo —1, luego
¢(s) 1

donde f(s) esta acotada en un entorno de 1. Por lo tanto, podemos suponer
que
L—an(lr]) <o <1+ an(|7]).

Sea
Qr={seC|£r>0, 1—n(7|) <o},

que es un abierto simplemente conexo en el que log((s) es holomorfa. Para
o > 1 se cumple que

o0 — —
A(n) 1 c=1—-n(r) oc=1+an(r)
IOgC(S):Zl SZZ ms
ognmn mp
n=2 p,m
Fijemos un numero real |T| > 1, sea n(|T|) = H 1
y consideremos las circunferencias de centro g
so=14+aH +1iT S0
y radios r = 2aH, R = 1(1 + 3a)H, de modo
que 7 < R < 1. La circunferencia menor corta Q4
a la recta 7 = T en los puntos 1 — aH + T y o =1
1+ 3aH +:T, mientras que la mayor la corta en

los puntos 1— 1 (1+a) H+4T y 1+ 5 (1+5a) H+iT. o=1—an(r)
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Veamos que si |T| es suficientemente grande, ambas circunferencias estan
contenidas en 21 (donde el signo es el de T'). En efecto, si probamos que

1

1- 5(1+a)H+i(TiR) €0y,

es decir, que cumple
1

1-n(|T|+R)<1-— 5(1+a)H,
como 7 es decreciente, esto valdra para para todos los puntos con parte real
mayor y parte imaginaria menor (en valor absoluto), luego para todos los puntos
del circulo de radio R, y también es claro que si |T| es suficientemente grande la

circunferencia de radio R < 1 no cortara al eje real. Ahora bien, por el teorema
del valor medio, existe un |T'| < ¢ < |T| + R tal que

n(R+|T) = n(T|) = R’ (¢),

luego

1-— %(1 +a)H-1+n(R+1T]) = —%(1 + a)H +n(|T]) + Ry'(t)

— 1
S+ 5 (L4 3a) (D) H >0

si |T| es suficientemente grande, ya que 1’ es negativa, pero tiende a 0.

= _%(1 +a)H +H + %(1 +30)Hy () = (-

Asi pues, log((s) es holomorfa en el disco |s — so| < R. En dicho disco
o>1/2y |T|—1<|7| <|T|+ 1. Por 4.7, para § = 1/2, tenemos que

Relog ((s) = log |¢(s)| < log(c|r|'/?) < log T,
para |T| suficientemente grande, pues
oM%< e(|IT) + 1)V2 < e(2IT)Y? = V2T V2 < |T).

Por otra parte,

1 — 1 1
|R610g<(80)| < |10gC(30)| < Z mpm(1+aH) < 22 nltaH < ﬁv
p,m n=

por (4.4), teniendo en cuenta que a la serie le falta el primer término. Asf
estamos en condiciones de aplicar el teorema [VC 2.17] para k = 1, segtn el
cual, si |s — so| <7,

4(1+ 3w)
(1—-a)2H

1
(log [T + —=).

R
5 (log |T| — Relog ((s0)) < i

.2
T (R-7)
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Ahora observamos que si 1 —an(|T]) < o < 1+an(|T)), el punto s = o +iT
esta en el segmento que une so = 1+ aH 44T con sg —r =1 — aH + 4T, luego
cumple |s — so| < r y le podemos aplicar la desigualdad anterior:

C(s)] _ 41+3a) 1 1

( ) ( 2) (log |7_| _ 7)’

¢(s) (1 —a)? n(r) an(|])

donde hemos pasado a llamar 7 a la parte imaginaria de s, que hasta ahora

llamébamos T. Esto vale siempre que |7| es suficientemente grande. Como
1/n(]7]) = O(log|7|), es claro que la tltima expresion es O(log® |7]). "

Como v(x) ~ z, la regla de L’Hopital implica que v (x) ~ 2%/2. Ahora
vamos a estimar el error de la aproximacion.
Teorema 5.19 FEn las mismas condiciones del teorema anterior,

1
wl(x) — 5332 + O(.IQ@_OM(QE)),

donde w(zx) es el minimo de la funcion n(t)logz + logt en [1,+o0l.

DEMOSTRACION: Fijado x > 1 y ¢ > 1, partimos de la relaciéon que nos
proporciona el teorema 5.4:

15¢
1 c+i00 xs+1 / s
7?1(95):—*./ B )ds. 10} o
2mi c—100 S(S + 1) C(S)
Llamamos ¢(t) = 1—an(|t])+it, parat e Ry0 < a < 1. g5} or
Aplicamos el teorema de los residuos al integrando en el
recinto limitado por el segmento [c—iT, c+iT, la restric-
cion ¢ de ¢ a [T, T)] y los segmentos horizontales yr e
que unen ambos arcos. Por hipdtesis ((s) no se anula _g5[
en ningtn punto del recinto considerado, luego el inte-
grando f(s) tiene un tnico polo en s = 1. Por [VC 3.10] _; oI
sabemos que el residuo de —¢’(s)/((s) es 1, de donde se =T
sigue facilmente que Res(f,1) = 22/2. Asf pues: 15l
et 1 a?
— ds — — ds — d ds = —.
i |y T [ s [ sodse [ geas=7
Ahora bien, por el teorema anterior,?
xc-i—l 9
/HT fls)ds| <c T2 Alog™T,

luego las dos ultimas integrales tienden a 0 cuando 7T tiende a co. Esto implica

aue 2 1
oz 1 5t ((s)
W@ =5 5 L seHD as)

3Usamos A para representar constantes distintas.
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Ahora, también por el teorema anterior, sobre ¢* se cumple que

¢'(s)
¢(s)

(ponemos |7]+ 2 para que el logaritmo sea siempre positivo y, eligiendo adecua-
damente la constante A, podamos garantizar la desigualdad para todo s). Por
otra parte, |¢'(t)] = | — an’(|t]) +i| < A, porque por hipdtesis 7'(¢) tiende a 0
en 400, luego esta acotada. Por lo tanto,

Pi(z) 1 oo gman(lth Jog?(|t| 4 2)
p 2' < A/_m FOCOE I

< Alog2(|7'| +2)

+oo N )
= A/ e—an(\ﬂ)logz—alogmwdt
- EGCOER]

—+o0 o 2
< de /_oo FOICOE

Ut log? (|t + 2) o2 Jog?(t + 2)
< Ae—v@) </ [t log (|t +2) ,, 2/ oglire) dt) — O(e=@),
L 2GR . e )

donde la ultima integral converge porque 6 = 2 — « > 1, por lo que, para
cualquier 1 < ¢’ < 6, el integrando es claramente O(1/t%), y la convergencia de

/JFOO dt
ot

implica la de la integral a la que hemos llegado. m

Nota Conviene observar que la funcién w(x) es estrictamente creciente, al igual
que logz — w(z). En efecto, si 0 < 1 < 3 y t1, ta son los puntos donde se
alcanzan los minimos respectivos, tenemos que

w(z1) < n(t2)logzy +logts < n(te) logxe + logts = w(xa),

w(ze) < n(ty)log s +logt; = w(xy) + n(t1)(logze — log )
< w(z1) +logxze — logxy.

Como w(1) =0y logl —w(1) =0, concluimos ademés que

0 <w(z) <loge, para x > 1.
|

Veamos ahora como obtener una estimacion del error de ¢ (x) ~ x a partir
de la que acabamos de obtener para 1 (z) y a su vez de aqui pasaremos a otra
para 7(x):
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Teorema 5.20 Sea 1 : [0, +o0o[ —> ]0,1/2] una funcion decreciente de clase C*
y supongamos que liin n'(t) =0y que 1/n(t) = O(logt). Si((s) no tiene ceros
——+o00

que cumplan 1 —n(|7]) <o y 0 < a < 1, entonces
o) =@+ Ore 2 ), a(a) = Tl(x) + Ofre™ 2o,
donde w(zx) es el minimo de la funcion n(t)logz + logt en [1, +o0l.

DEMOSTRACION: Veamos un argumento muy general, aplicable a cualquier
funcién h : |2, +00[ — ]0, 400 tal que 0 < h(z) < /2. Como ¥ es creciente,

x x+h
%A%wwﬁswmséé () dt.

los términos de los extremos son

Y1(x+h) —i(x)  (zE£h)?/2—22)2

+h +h

1 1

+EO((1' _ h)2€—aw(z—h)) + EO((I‘ + h)Zefaw(erh))
h 267aw(ac/2)

=xx 5 + Oz T)’

donde hemos aplicado el teorema anterior y, para la dltima igualdad, hemos

usado que
2 2
WD 2y (h) <3,
x x x

asi como que /2 < x —h <z < x4+ h y, como w es creciente

e—aw(m:l:h) < e—aw(ac/Q)-

Mas atn, como log x — w(x) es creciente,
efaw(ac/2) _ (x/Q)7aea(log(a:/2)7w(z/2)) < (x/2)7o¢ea(logw7w(w)) _ Qaefaw(w)’
Por lo tanto,
e—aw(w)

1 . ., .
Tomando h(z) = %xeféo“*’(””) obtenemos la primera afirmacion del enunciado.

[9(x) 2] < & + O

Para probar la segunda parte, el teorema 5.10 nos da que

Yo -w 2 TRt

“(2) = Tl(z) =
™ (:E) (Jj) logm 10g2 9 t10g2t

Por la parte ya probada del teorema,

Ylz) —x
log x

1

< cre” 2 aw(z)
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y, COmo zezow(®) > gemzalgr — gl-a/2 5 21/2 5 1, eligiendo la constante ¢

suficientemente grande, también

< cxe~ 2o (@)
log 2
Ademas,
T o z % (logt—w(t)) T
vt —t Scl/ ﬁidtge%aogzw(m))/ .
. tlog2t ) /2 5 te/2

—taw(z),.a/2-1 1 - 1
ve s <(1 “a/2)r—or (1 a/z)zl—m)

— Ieféozw(m) 1 _ 1
(1—a/2)a?~> (1 —af2)21-2/2g1-a/2
= O(xe_%a‘“(””)).

Concluimos que
1
7 (z) — Il(z) = O(xe”29@(@)),

Por otra parte, el teorema 5.10 nos da también que 7*(x) — 7(z) = O(x'/?),
de donde

7T(.’17) - H(.’E) = O(xe—%aw(l)) + O((El/Q) = O(xe_%aw(w))7
pues hemos visto que x1/2/z67%aw(x) <1 .

Observaciones Si la constante ¢ cumple el teorema 5.13, entonces la funcion
n(t) = toztiry cumple las hipotesis del teorema anterior (reduciendo c¢ si es

necesario? para que 1(0) < 1/2). Veamos que, si z > 2, el valor minimo de

clogz

——=—— +logt
log(t +2) +log

para t > 1 cumple w(x) > kv/logx, para cierto k > 0. En efecto, esto equivale

a que
V1 1
cy/logx n ogt > k> 0.
log(t+2) +/logw

Sil<t< 2 tenemos que

cy/logx logt S cy/log 2
log(t+2) logz — log4

4 Alternativamente, si nos fijamos en los pocos pasos de las pruebas precedentes en los que
interviene 7, vemos que en realidad el teorema anterior sigue siendo vélido si admitimos que
7 no sea derivable en un ntimero finito de puntos, con tal de que i’ esté acotada donde estéa
definida. Asi, en lugar de reducir la constante ¢, podemos usar n*(t) = min{1/2,n(t)}.
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Para t > 2, existe una constante a > 0 tal que log(t 4+ 2) < alogt, con lo que
cy/logx n logt S cy/logzx n logt > o /€
log(t+2) logx ~ alogt  logx ~— "\ a’

pues es facil ver que la funcion f(u) = cu+1/u alcanza su minimo en u = 1/4/c,
y éste es 24/c.

Por counsiguiente, el teorema anterior, con a = 1/2, por ejemplo, nos da que

m(x) = U(x) + O(a:e_(l/‘l)w(”)) = O(gge—(k/4) logzy

que es la misma estimacion que nos proporciona el teorema 5.15 (aunque obte-
nida ahora de forma maés laboriosa).

Si suponemos la hipotesis de Riemann, entonces la funciéon n(t) = 1/2 tam-
bién cumple las condiciones del teorema anterior, y w(x) = 1logx, con lo que

-2
obtenemos
m(z) = I(z) + O(ze™(@/D1082) — 11(z) 4 O(z! =/,

para todo 0 < a < 1, que es una estimacion peor que (5.2).

Asi pues, el teorema anterior no nos proporciona ninguna informaciéon que
no supiéramos ya. Naturalmente, su interés estriba en que puede aplicarse a
teoremas que proporcionen regiones sin ceros méas amplias que la del teorema
5.13, o més complicadas que la que proporciona la hipétesis de Riemann, para
las que no hay argumentos directos que nos proporcionen una estimacion del
error del teorema de los niimeros primos mas facilmente que aplicando el teorema
anterior.

En la seccién siguiente veremos un ejemplo del interés que tiene obtener
estimaciones mejores del error. n

5.4 Diferencias entre primos

El teorema 3.19 implica que la funcién que a cada primo p le asigna la
distancia s(p) = ¢ — p al primo siguiente ¢ es o(p) (pues, dado € > 0, para todo
p suficientemente grande se cumple que s(p) < ep, luego s(p)/p tiende a 0).
El teorema siguiente da condiciones suficientes para que podamos afirmar que
s(p) = O(p?) lo cual, para 0 < 6 < 1, es mas fuerte que la estimacion o(p).

Teorema 5.21 (Hoheisel) Supongamos que la funcidn dseta no se anula en
la region

Alogl
_ Aloglogr _

1 o, T>Ty>3,

log T

Y que St % <s5<1
N(8,T) = O(T**=9 10g” T),

para ciertas constantes b >0 y B > 0.
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Entonces, para todo k > 0 y todo 6 que cumpla

1 ;<9<1
b+ B/A

se cumple que
ka?

~ logz’

m(x + k2?) — 7 (z)

luego pp+1 — pn = O(pZ)

Recordemos que N(S,T) es la funcién que cuenta el nimero de ceros no
triviales de la funcion dseta que cumplen Rep > S, Imp < T.

La dltima afirmacion es consecuencia inmediata de la precedente, pues ésta
(para k = 1) implica que 7(p,, + p?) — 7(p,) tiende a infinito, luego, para todo
n suficientemente grande, p,41 < p, + p, luego ppir1 — pn = O(P?).

Vemos asi que a partir de una hipétesis sobre la localizacion de los ceros no
triviales de la funcion dseta y otra sobre su densidad obtenemos una consecuen-
cia notable sobre la distancia entre primos consecutivos.

Por ejemplo, si suponemos la hipotesis de Riemann, la funcién N(S,T) es
nula para S > 1/2, y cumple trivialmente la hipotesis del teorema. Por otra
parte, N(1/2,T) = 0.5N(T) y, segtn la formula de Riemann-von Mangoldt, es
N(1/2,T) = O(TlogT), luego la hipotesis se cumple en este caso con b = 2 y
B = 1. En cuanto a la hipétesis sobre la region sin ceros, se cumple trivialmente
para todo A > 0. Por consiguiente, haciendo tender a A a 400 en la expresion
que determina los valores validos de 0, vemos que el teorema de Hoheisel se
aplica a todo 6 > 1/2. En resumen, bajo la hipotesis de Riemann podemos
asegurar que
v

Pn+1 —DPn = O(p para todo € > 0.

En realidad, esto equivale a que pp+1 — pn = o(p}/ 2Jre), pues

Pntl —DPn _ Pnt1—Pn 1

p’}L/Z—&-e - p}z/2+e/2 p711/2+e/2’

y si el primer cociente esta acotado, el producto tiende a 0.

0.10. 10r
0.08} 0.8 )
0.06 : 06 s B
0.04 ' 04
0.02 02}

Sk,

- do T o : ; [Pl B
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
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La grafica de la izquierda muestra la sucesion (pn+1 — pn)/Pn, v en ella se
puede apreciar que tiende a 0 rapidamente. La grafica de la derecha muestra
la sucesion (pp41 — pn)/ p}/ 2+0'01, y también se aprecia que tiende a 0, aunque

mucho mas lentamente (notese la diferencia en la escala del eje vertical).

Si tratamos de obtener algin valor de # que cumpla el teorema sin suponer
la hipoétesis de Riemann, nos encontramos con que ninguno de los resultados que
tenemos probados nos aseguran que se cumplan las hipdtesis. En particular, la
region sin ceros que conocemos es mas restrictiva que lo que exige el teorema, y
tampoco tenemos una informacién adecuada sobre la densidad de los ceros. En el
capitulo siguiente abordaremos este problema. En esta seccién nos limitaremos
a demostrar el teorema de Hoheisel.

DEMOSTRACION: Observemos que
N(T)=2N(1/2,T) = O(T*?10g? T),

luego

‘N;T) < cTh/21 logB T.

Si fuera b < 2, el miembro derecho tenderia a 0, pero sabemos que el miembro
izquierdo tiende a infinito. Asi pues, b > 2y, por consiguiente, § > 1/2. Ahora,
si 0 < S < 1/2 tenemos que

Tv(1=8)10gB T = TP(1=8)10gB T ~ TP1-8)10gBP T~ TO-1-05 "

N(S.T) _ _ 2N(I)  _  cTlogT clog™ BT

donde b —1—-bS>b—1-b/2=>b/2—1 >0, luego el miembro derecho tiende
a 0 tanto si 1 — B es positivo o negativo. Esto significa que la hipétesis sobre
N(S,T) vale en realidad para 0 < § < 1.

Por el teorema 5.5 tenemos que, si 3 < T < x, cuando x — +o00 se cumple

v =o— 3 T 4o(mED),

[ Im p|<T P

En efecto, por una parte, ¥(x) = ¥o(s)+0O(log z), lo que nos permite cambiar
1o por . Por otra parte,

log 2
—log2r < 27— O(1),
xlog” x og“x
T 1 2logx
—llog(1—— log(z? — 1) + log2?) < = 0(1),
zlog® z 2 g( 2)' 210g2x( 8l ) ga”) og? (
T zlog?(zT) (logx2> _4
zlog®x T logz | 7
T 1
min{1, logz < = 0(1).
zlog? { T >} & log = (1)
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Por lo tanto, si 0 < h < kz,

2
va+n) v =h- 3 EENIZE o los s,
[Im p|<T P

donde la constante implicita depende de k. En efecto:

T  (z+h)log?(z+ h) (log(1+k)+logx)2
<(1+k =0(1).
zlog”x T = ) log (1)

Ahora observamos que

(x + h)P — P
p

x+h
< / uRepfl du < thepfl7
T

x+h
/ w?tdu
xr

— x Z 10, 23}
w(-r‘i‘hf)L lﬁ( ):1+O( ZxRep—1)+O( ngh )

luego

[ Im p|<T

Por otra parte, si {p,})_; es una enumeraciéon de los ceros de la funcién
dseta que cumplen |Im p,| < T, repetidos segtin su orden, tenemos que

Rep
Z (zRer=t 71y = Z / 2% og x du
0

[ Im p|<T [Im p|<T

N Repn, N 1
Z / " ogxdu = Z / X[O’Repn](u)x“_l log x du
n=1"0 n=170

S—

1 N 1
ZX[O,Ropn](U)mu_llogﬂﬁdU:/ Z z* logx du
0 p=1 0

| Im p|<T
Rep>u

1
= 2/ N(u, T)z" ! log z du.
0

Asi pues,

1
S aRerl Z 9 LN(T) 42 / N(u, T)a"~" log a du.
0

| Im p|<T

Si llamamos n(T) = Alﬁ)gg#

u>1—n(T), T > 19, luego

, tenemos por hipotesis que N(u,T) = 0 para

1-n(T)
> atrioa @ +2 [ N oga du.
| Im p|<T 0
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Por lo tanto, teniendo en cuenta la formula de Riemann-von Mangoldt 4.19 y
la hipotesis sobre N(S,T),

¢Tlog T L=n(T) rpb\ 1Y

Z e o8 —|—c/ <) log? T'log x du.
X 0 x

[ Im p|<T

Fijemos, concretamente, T' = x®, para cierto a tal que 0 < a < % <

Entonces

1
3

1—n(T)
Z pRep—1 < cax® ! 10g£L‘+COLB/ (xbafl)lfu logBdeu
| Im p| <z 0

5 [(xba—l)l—u]l—n(ﬂi )

= caz“ tlogz — ca ba—1) lgg:r logBt &
ba—1\n(z*) _ ,.ba—1
= cox® tlogx + ca® (2 ()1 s * logB z
-1 ca® ey 1 B
< cax® Vogx + ———elbm /@ Alog(alog) 1465 4
- 1—ba
< Cl’a_l IOg.TI + Ce—(l/a—b)Alog(logx) lOgB z

cx® ogz + clog ® z = O(log_‘5

x),

donde § = (é —b)A—B. Ahora elegimos o de modo que
l1-0<a< 1
b+ BJ/A’
de modo que ) 5
> >b+z >b

yasid >0y

zlog? z
x%h

Yz +h) —p(x)
h

=1+ 0(®og™°z) + O( ).

Ahora tomamos h = kzY, con lo que

ka?) — _ log?
vt :xg ) 14 0gog0) 40 (;Eexl)

y ast ¢(z + kx?) — (2) ~ kz? (omitimos la k del término de error porque s6lo
modifica la constante implicita, que ya dependia de k). Por otra parte,

Y@+ ka®) — (@)= > logp+ Y logp.

z<p<lztkz? 2<p™ <z+kat
m>2
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Para cada primo p tal que p? < x+kz?, el namero de veces que log p aparece
en el segundo sumatorio es menor que el maximo m que cumple p” < z + ka?,
luego

Y@+ ka®) —px) = Y logp| < Y log p 282+ k2)

lo
r<p<z+xf p2<z+kx? &P

< Z log((k 4+ 1)x) < /(k + )z log((k + 1)z) = O(z/?log ),

p2<(k+1)z
luego
Yz +ka’) —p(x) = > logp+O(x'/?logz)
r<p<z+kx®
= Z logx + Z log(p/z) + O(z'/?log z)
r<p<z+kz? r<p<z+ka®
9 0 x + kx* 1/2
= (n(z + kz") — m(z)) logz + kz" log(———) + O(z"/* log x)
x
luego
|(x4+ka®)—p(x)— (n(x4+ka®) =7 (z)) log 2| < kx? log(1+ pove )+0(z' /2 log ).
A su vez,
Pz +ka?) —p(z)  (m(x + ka?) — n(x))log k log x
T - . < 10g(1+z1—9 )+0 20-1/2 )"

Teniendo en cuenta que 1/2 < § < 1, podemos concluir que

I (m(x + kz®) — 7(x))log

=1.
r— 400 kxe

En particular, como ya habiamos sefialado, m(p, + p%) — m(p,) tiende a
infinito, luego, para todo n suficientemente grande, p,+1 < p, + p, luego
Pnt1 — Pn = O(pr)' -

5.5 Orden de crecimiento y localizacién de ceros

Segin hemos visto, para aplicar el teorema de Hoheisel necesitamos encon-
trar una region de la banda critica sin ceros de la funcién dseta mejor que la que
nos proporciona el teorema 5.13. En esta seccién vamos a reducir el problema
al estudio del orden de crecimiento de la funcién dseta:
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Teorema 5.22 Sean ¢(t) y 1/0(t) funciones positivas, crecientes para t > to,
tales que 0(t) <1y . liin ¢(t) = +o0. Si
—+o0

t
G =o)y )=o)
para todo s que cumpla 1 —0(7) < o < 2, 7 > tg, entonces existen un ¢ > 0 y
un t1 > to tal que ((s) no tiene ceros en la region
0(2 1
1— C@ <o, >t
o217 +1)

Por ejemplo, si tomamos 6(t) = 1/2 y ¢(t) = log(t), la hipotesis sobre la
funcion dseta es que ((s) = o(7), para 1/2 < ¢ < 2, lo cual se cumple por el
teorema 4.7. La conclusion es que ((s) no tiene ceros en la region
c

1———— < >t
log(27 + 1) e

¥y, como
log(27 + 1)

log(T +2)
esto equivale a que ((s) no tenga ceros en una region de la forma

=0(1),

c
1- - -

log(|7| + 2)

con lo que recuperamos el teorema 5.13. Naturalmente, la finalidad de este

teorema es mejorar 5.13 a partir de estimaciones mejores del crecimiento de la
funcién dseta.

<o

i

Necesitamos un resultado previo sobre funciones holomorfas:

Teorema 5.23 Sea [ una funcién holomorfa en un disco D(so,r) y tal que
f(s0) # 0 y |f(s)| < |f(s0)|eM en el disco, para cierto M > 0. Supongamos
ademds que f no se anula en el semicirculo formado por los puntos de D(sg,r)
con Res > Resy. Entonces

—Re(f'(s0)/f(s0)) < 4M/r.

Si ademds f tiene un cero py en el segmento abierto de extremos sy — /2 y So,

entonces AM !
—Re(f'(s 50)) < — — .

(F(s0)/ F(s0)) < 2 = ——

DEMOSTRACION: Cambiando f por f(s)/f(so) podemos suponer sin pérdida

de generalidad que f(sg) = 1. Igualmente, cambiando f por f(s — sg) podemos

suponer que sg = 0. Consideremos la funcion
f(s)

m-;)

p

9(s) =

donde p recorre los ceros de f en el disco |s| < 7/2 (que son un namero finito y
por hipotesis son todos no nulos), repetidos tantas veces como indica su orden.
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Para |s| = r tenemos que

.
p

S

p

1= 1>,

Z =
ol

luego
lg(s)| < |f(s)| < eM.

Como g(0) = 1y g(s) no tiene ceros en |s| < r/2, tenemos que g(s) = %),
para una cierta funcién holomorfa en un abierto que contiene al disco cerrado.
Entonces G(0) = 0y ReG(s) < M. El teorema [VC 2.27] nos permite concluir
que G'(0) < 4M/r (notemos que, con la notacion del teorema, G'(0) = ¢;). Por
lo tanto

/ 1 — g/(o)‘ — Gl ﬂ
f<0>+;p o0y | = |G OI< ==,
de donde . M
—Ref’(O) — ZRQ; < T,
P

0 equivalentemente,

_Re f' M 1
Re f'(0) < — +;Rep.

Por hipotesis Re p < 0, luego también Re(1/p) < 0, luego — Re f/(0) < 4M/r,
como habia que probar, y si suponemos ademas que uno de los ceros cumple
—r/2 < pp < 0, entonces — Re f'(0) < 4M/r + 1/po. "

DEMOSTRACION (de 5.22): La funcién —(’(s)/((s) tiene un polo simple en s = 1
con residuo 1, luego

), py—1.

0—>nll+ C(O’)
Por consiguiente, existe un 0 < § < 1 tal que, si 1 < o <14 4, se cumple que
(o) _ 54
(o) o—-1

Tomemos t; > to+ 1 tal que e~ ?(™) < § y supongamos que a + bi es un cero de
¢(s) con b > t1. Fijamos o tal que

(5.4)

14 0@+ < o 1465 <2, (5.5)

En particular
¢'(o0) _ 5/4
< .
((o0) o0 —1
Sea sg = o9 + bi, s, = o9 + 2bi, r = 0(2b+ 1) < 1. Entonces los discos
|s = sol <7y l|s—sp| <r estan contenidos en la region

1-6(r) <o <2, T> 1.
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De hecho, ambos estéan contenidos en el rectdangulo

=

[O’o -, 2] X [T0,2b+ 1],

y cualquier punto de este rectangulo cumple obi D

c>o0p—1r>1-012b+1)>1—6(7).

Como 1/¢(s) = > “T(L—:L) y lu(n)] <1, paral < o < 2

n=1
tenemos que bi ')
Ll <o)< 2 \
— o .
¢(s)| — To-1
En particular
’ 1 < 2 < 2e0(20+1)
¢(s0) oo — 1 0 1 0o
Igualmente
1
< 9p#(2b+1)
ey

Veamos ahora que existe una constante A; > 0 tal que, si |s — so| < 7,

< eA10(2b+1)

‘ ¢(s)
((s0)
En efecto, si o < 2 tenemos que ((s) = O(e?(")) en la region 1 — 0(t) < o < 2,
T > 79, luego |¢(s)| < ce?(T) < ce®PPHD) A su vez,

’ ¢(s)
C(s0)

donde usamos que ¢ tiende a +o00, luego el cociente (2¢(2b+ 1) + ¢)/$(2b + ¢)
tiene una cota superior A;. Por otra parte, si ¢ > 2 entonces

I¢(s)] < ¢(o) <¢(2),

y claramente llegamos a la misma conclusion. Igualmente podemos exigir que
si |s — s < 7 se cumpla

< e20(2b+1)+e eA1¢(2b+1)7

< eA10(2641)

‘ ¢(s)
¢(s0)
Aplicamos el teorema 5.23 a ((s) con M = A1¢(2b + 1), de modo que

C'(00 4+ 2bi)  Asp(2b+1)

R oo T 2b) < 0+ 1)

(5.6)

y sl a > 09 — r/2 entonces

('(00+bi)  Asp(2b+1) 1
e (oo + bi) < 62b6+1) oo—a (5.7)
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Ahora usamos el argumento que ya hemos empleado en la prueba de 3.36 y
de 5.13, en virtud del cual, la desigualdad 3 + 4 cos a + cos 2a¢ > 0 se traduce en
que, en el semiplano ¢ > 1, tenemos que

B ¢lo) , ,Co+ir) C'(0+i27)>
fe <3 (o) "o rin T oran ) 7"
Usando (5.4), (5.6) y (5.7) llegamos a que

15 542¢(2b + 1) 4
< _
0_4(00—1)jL 6(2b+1) oo —a’
de donde .
15 545 p(2b+ 1)\~
o< — 4 me 7\ 7
70 a= <16(00 )4 @)
Yy a su vez

15 545 (26 +1)\
t-e> (= * T hmen)

1 5A5 ¢(2b+1) (UO _ 1)

16 4 0(2b+1)

15 + 5A42¢(20+1)
16(o0—1) 10(26+1)

Todo esto es valido para cualquier oy que cumpla (5.5). Observemos ahora
que, si elegimos t; suficientemente grande, podemos tomar, concretamente,
1 60(2b+1)
4045 ¢(2b+ 1)

00:1+

En efecto, se trata de comprobar que con esta eleccién se cumple

1 0(2b+1)
> — <
4045 (2b+ 1)

o—¢(20+1)

si b > t1. Ahora bien, por hipotesis el término central tiende a 0, luego podemos
asegurar que sea < ¢, y la otra desigualdad equivale a

$(2b41)

0(26+1) 1

e®(2b+1) 7 4045’

y por hipétesis el miembro izquierdo tiende a 0. Con esta eleccion queda que

f(2b + 1)
* = 1240456(2b + 1)

1—

luego a + bi esté en la regién del enunciado. Esto es asi bajo la hipétesis de que
a > oo —r/2, que hemos usado en (5.7). Perosi a < g9 —r/2, la misma eleccién
de oy nos da que

r 1 6(20+1) 6(20+1)

<og— L =1 _
=00y = 0, e+ 1) 3
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luego

62b+1) 1 6(2b+1) _ 0(2b+1) 1 0(2b+1)

L0 S T 04, 62b 1) = 2626+ 1) 043 426+ 1)

204, —16(2b+1)
404y (20 + 1)

y de nuevo tenemos la conclusion. L]




Capitulo VI

La funcion dseta de
Riemann 11

En este capitulo probaremos algunos resultados mas profundos y sofistica-
dos sobre la funcion dseta de Riemann (sobre su orden de crecimiento, sobre la
situacion de sus ceros no triviales, etc.) que nos permitirdn mejorar los resul-
tados sobre la distribuciéon de los nimeros primos que obtuvimos en el capitulo
precedente.

6.1 La ecuaciéon funcional aproximada

Recordemos una vez més que la funcién dseta de Riemann satisface la ecua-
cién funcional

() = x(s)¢(1 = s),

donde
x(s) = 2I1(—s)(27)* ! sen %S

En la seccion 4.1 presentamos dos formulas que relacionaban la funciéon dseta
con las sumas parciales de su serie de Dirichlet validas incluso en la banda critica,
donde ésta no converge. El objeto de esta seccién es probar un resultado mucho
maés fino en esa misma linea, que por su forma recibe el nombre de “ecuaciéon
funcional aproximada’:

Teorema 6.1 Sean 0 <o <1, z,y,|7| > >0 y 2nzy = |7|. Entonces

((5) = 32 o x(5) Y s+ 0la™) + Oy,

n<x n<y

Observemos en primer lugar que no perdemos generalidad si demostramos
esta formula bajo la hipotesis adicional de que x < y. En efecto, si admitimos

185
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que vale en este caso y tomamos x > y, aplicando la formula a 1 — s resulta que

(L—s)= Z nll—s +x(1—s) Z % + 0 %) + O(|r]7~227).

n<y n<zx
Ahora aplicamos la ecuacion funcional:
1 1
() = X(5)C1 = 8) = x(s)x(1 =) 3 =+ x(9) 3

n<x n<y

+x(s)0(y" 1) + x(5)O(|7]7~ V22 77).
Pero aplicando dos veces la ecuacion funcional vemos que
¢(s) = x(s)x(1 = s)¢(s),
por lo que x(s)x(1 —s) = 1. Por otra parte, el teorema 4.8 nos da que
X(s) = O(|r|"/?79),
y asf la ecuaciéon precedente se convierte en la del enunciado.

En segundo lugar observamos que tampoco perdemos generalidad si supo-
nemos que 7 > 0 (es decir, que 7 > §). En efecto, si la ecuacion funcional
aproximada se cumple cuando 7 > 0 y tomamos s con 7 < 0, aplicamos la
ecuacion a S, con lo que obtenemos que

(3) =3 x5 Y s + 0l + Oy,

n<x n<y

y basta tener en cuenta que

() - Y XA =) - Y XY

n<x n<y n<x n<y
por lo que
1 1 1 _ 1
ORI EE) S R U R SESC ) prc
n<xz n<y n<lz n<y

= O0(z=7) + O(|7[/277y" 7).

La prueba que presentamos de la ecuacion funcional aproximada es una
variante de la prueba de la ecuacion funcional que vimos en [An]. Asi, el teorema
siguiente es una variante de [An 10.36]:

Teorema 6.2 Para todo numero natural m, en el semiplano o > 1 se cumple

que
+oo xsfl e~ mT

1 1

n<m
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DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que s > 1 es real. Partimos
de la expresion integral para la funcién factorial [VC 4.21]:

—+oo +oo
H(S _ 1) — / e*yysfl dy _ TLS/ efna:xsfl d(E,
0 0

donde hemos hecho el cambio de variable y = nz. De aqui obtenemos:

+o0
W) = Yoy L= Z D / e " de
n<m n>m n<m
1 oo 1
- Yoty etea
n<m n>m
Z 1 1 /+OO xs—le—(m-&-l)x J
= — + = ————— ax
= (s —1) J, 1—e®
1 1 +oo pS—leg—mz
B SE U Wl P
Tgn ns  I(s—1) Jy er —1

En el segundo paso hemos intercambiado la serie con la integral. Esto es

N
correcto porque las sumas parciales Y e " x*~! forman una sucesion creciente
n=m-41
de funciones positivas, por lo que podemos aplicar el teorema de la convergencia

monoétona.

Para el caso general basta probar que la integral

+oo .s—1_,—mz
X e
———dx
0 et —1

define una funcién holomorfa en el semiplano ¢ > 1, pues entonces podemos
concluir que la igualdad del enunciado vale en general en virtud del principio de
prolongacion analitica. Para ello, segtin [VC 1.24], basta probar que, en cada
banda vertical 1 < 1+ < o < ¢, el integrando esta acotado por una funciéon
integrable f(x) (independiente de s). Ahora bien,

sflefmz

1

aflefma:

1

x xT

Si0 < x<1entonces 27! <2l ye® —1>z, luego

xaflefmz xéefmz s_1
: < — <z"
er —1 e? —1

6—1

y la funcion x°~ es integrable en ]0,1]. Si z > 1 entonces

xa—le—mx xc—le—mx

<
v_1 T er—1

y la altima funcion es integrable en ]0, 400 por el caso real ya probado. =

Ahora probamos una variante de [An 10.37]:
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Teorema 6.3 Sea m un nimero natural, sea 0 < € < 27w y sea C la unidn de
las curvas Cy, Cy, C3 dadas por

—-C1 = z=re% rele+oo,
Co = z=e¢, 0€c]0,2n],
Cs = z=re?™, rele+oof,

Entonces, la funcion

s—1_,—mz
I(s,m):/ A
C er —1

es entera, no depende de la eleccion de € y

1 —ﬂiSH _
Ce) =Y =+ 627“(5)1(3,771).
n<m

Como en [An 10.37], hay que entender que z°~! se calcula con el logaritmo
con parte imaginaria nula sobre C7, con parte imaginaria en [0, 27] sobre Co y
con parte imaginaria 27 sobre Cj.

DEMOSTRACION: Como en [An 10.37], la integral sobre Cs define una fun-
cion entera. Sobre Cy y Cy basta probar que, cuando |s — 1| < M, el integrando
esta acotado por una funcion integrable independiente de s. Ahora bien, sobre
C; tenemos que z = > ey |[2°71| = 2971 < 2™ mientras que sobre C3 es

|Zs—1| —_ xa—le—27r7' S .'17M627T1\/I.

En ambos casos
Zs—le—mz

e —1

Cx]\/fe—mx

<
et —1

y esta funcion es integrable en |0, +oo[ por el teorema anterior.

Esto prueba que I(s,m) es una funcion entera, y el mismo argumento de
[An 10.37] muestra que no depende de la eleccion de e. Observemos ahora que,
sobre C3, la potencia z°~! esta definida como

Zs—l — e(s—l)(10g|z|+27rz) — xs—162mse—27rz — $3—1€27rzs7
luego
+oo s—1 ,—ma s—1,—mz oo s—1 ,—ma
X € z (& ; x €
I(s,m) = —/ — dx+/ — dz—&-e%“/ ——dz
. er —1 |z|l=e €7 —1 . et —1
+oo .s—1,—mx s—1,—mz
; x € z €
— (2™ — 1)/ S +/ =t
€ et —1 |z]|=e€ ez —1

Veamos seguidamente que, si ¢ > 1, la dltima integral tiende a 0 cuando
e = 0. En efecto, la funciéon g(z) = e"™*/(e* — 1) es holomorfa en D(0, 27)
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salvo en z = 0, donde tiene un polo simple, por lo que zg(z) esta acotada. Por

lo tanto,
Zsflefmz
[ e,
)= ¢~ 1

27
< ce? 1 / e 70 do < 06071277627”7-'7
0

2m
/ 6(871)(1()%6+i9)g(66i0)i66i0 d@‘
0

que ciertamente tiende a 0 con €. Asi pues, por el teorema anterior,

Hom) = @ 1) [T = e -1 (¢ - 3 %)
s,m) = (€ . or — 1 Tr = (€ S S ngmns .
Equivalentemente,
B r I(s,m) B e I(s,m)
¢s) = n;n ns (€2 —DI(s—1)  (e7 — e m)(s — 1)

e ™ (s,m)

~ 2i(senms)(s — 1)’
y asi [VC 4.26] nos da la formula del enunciado, en principio para o > 1, pero
por el principio de prolongacién analitica la igualdad vale para todo s. n

El paso siguiente es una variante de [An 10.42]:

Teorema 6.4 Fijados 0 < ¢ <1/2,6 > 0,0 <r < 27wed, r < 7/2, tomamos
s € C tal que 7 > 0 y dos nimeros reales x,y > 6. Llamamos m = E|x],
q = Ely], n = 2wy. Consideramos la curva ¢ = ¢1 U pa U ¢3 U ¢y descrita en
la figura, donde ¢o es el segmento que une cn+ (1 + ¢)ni con —en + (1 — ¢)ni
salvo si éste corta a un disco D(2kmi,r), necesariamente conk =q ok =q+1,
en cuyo caso rodeamos el disco con un arco de circunferencia de radio r, el
adecuado para que 2qmi quede por debajo del arco, pero 2(q + 1)mi quede por
encima. Entonces

sflefmz

1 I
Cls) = Z EJFX(S)Z nl—s +- 2m'( : /¢ Zez -1 dz,

n<x n<ly

donde z°~1 = e(s=D1082 s calcula con el logaritmo de z con parte imaginaria
en )0, 2x[.

DEMOSTRACION: Observemos que la condicion r < 2med garantiza dos cosas.
Por una parte, que r < cn, por lo que, si es necesario rodear un punto 2kmi, el
arco de circunferencia queda “en medio” del segmento que constituye la mayor
parte de ¢2, sin rebasar sus extremos. Por otra parte, hace imposible que dicho
segmento entre en el disco D(0,r), por lo que nunca puede ser k = 0. Mas
concretamente, para esto basta con que r < 2my/ V2 y, en particular, con que

r < v/276.
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Veamos en primer lugar que la inte- en+ (1+¢e)ni
gral define una funcion entera, para lo b2 o

cual basta probarlo para las integrales .
sobre ¢, y ¢4. Las dos curvas son de la ) "
—en+ (1 —c¢)ni

forma ¢;(x) = x + «i, y basta probar la T4mi
integrabilidad en un intervalo ]a,4+o0], 12m
con a arbitrariamente grande. Ahora
bien:! ]
Y 1 —2m
y5—le—mz |Z‘o—162ﬂ'\7—|e—mx @3 L i
e?—1 |~ et —1 1 R b
< 2)z|7 eIl —cn — (2q + 1)mi o

si x > log2 (pues entonces e — 1 > e%/2). Para = > |a| se cumple que
|¢;(x)| < v/2z. Por consiguiente, si llamamos f(z) al integrando, tenemos que

| (6i(2)) ¢ (x)] < 247 e ITIgo—teme,
Si restringimos s a un compacto, podemos acotar 0 — 1 < o¢ y |7| < 79, y asi
|f(¢5(x))¢)(x)] < Azoe™®,

y el miembro derecho es una funcion integrable en |0, +o0c[, pues la integral es
la funcion factorial II(og). El teorema [IC 7.10] prueba entonces que la integral
del enunciado define una funcion entera.

Ahora consideramos el arco cerrado v que muestra la figura de la izquierda:

—cen+ (1 —C)V.

en+ (14 c)ni

N

—cn — (29 + 1)me

Se trata de la curva ¢ truncada con dos arcos de circunferencia de centro 0
y radio R suficientemente grande, entre los cuales se intercala el segmento real
[e, R] en sentido negativo, con 0 < € < 2i, luego la circunferencia de radio e,
seguida del segmento [e, R] en sentido positivo. Consideramos la integral de f(z)

1En todo lo que sigue z e y representan la parte real y la parte imaginaria de z, que no hay
que confundir con los nimeros x, y del enunciado, que no intervienen en ningiin momento en
los célculos siguientes.



6.1. La ecuacién funcional aproximada 191

sobre 7, entendiendo que z°~! se calcula con el logaritmo de parte imaginaria

27 en el segmento [e, R] recorrido en sentido negativo, con parte imaginaria
en [0, 27] sobre la circunferencia de radio € y con parte imaginaria 0 sobre el
segmento [e, R] en sentido positivo.

No es posible aplicar el teorema de los residuos a f(z) sobre este arco, por-
que f(z) no se extiende a una funciéon holomorfa en un entorno de v*. No
obstante, podemos descomponer 7 en los dos arcos cerrados que muestra la fi-
gura de la derecha, y en cada uno de ellos si que es posible aplicar el teorema
de los residuos, considerando una extension distinta de f en cada caso a todo el
plano complejo menos una semirrecta, de modo que z°~! se calcula siempre con
logaritmos con parte imaginaria en [0, 27]. Al sumar las igualdades que propor-
ciona el teorema de los residuos sobre ambos arcos, se cancelan las integrales
sobre los dos segmentos que hemos introducido en el semieje real negativo y el
resultado es formalmente idéntico a aplicar el teorema de los residuos a -y, es

decir:
1 Zsflefmz q

o A 1 dz = ;(Res(f, 2nmi) + Res(f, —2nmi)).

Ahora observamos que la longitud de los arcos de circunferencia de radio R
tiende a (1+ ¢)n+ (2a + 1)7, luego permanece acotada cuando R tiende a +oc.
En efecto, por ejemplo, la amplitud del arco superior es arcsen((1 + ¢)n/R),
luego la longitud es Rarcsen((1 + ¢)n/R) vy, aplicando la regla de L’Hopital,
vemos que el limite es (1 + ¢)n.

Si x( es el menor valor de x sobre el arco, vemos que guarda con R una rela-
cion de la forma 22 + k% = R?, luego, ¢/R tiende a 1y, si R es suficientemente
grande, o > R/2. Ademas,

|f(2)‘ < 2R0'71€27r\‘r|67m < 2R071627\'|T\67m0
luego la integral sobre el arco de circunferencia esté acotada por AR~ le= /2
que tiende a 0 cuando R tiende a +00. Asi pues,

s—1,—mz q
/¢> % dz — I(s,m) = 2mi Z(Res(f, 2nmi) + Res(f, —2nmi)).

n=1

El teorema anterior implica entonces que

1
— = —TI'ZSH 9 9 i
> n; (Res(f, 2ni) + Res(f, —2nmi))

n<m
zsflefmz
=
® e? —1

El teorema [VC 3.16] nos permite calcular los residuos:
Res(f, 2nmi) + Res(f, —2nmi) = (2nmi)* ™! + (—2nmi)* !
— (znﬂ.)s—l(e‘m’(s—l)/2 + 6371'1'(3—1)/2) ﬂzs(znﬂ,)s—l(_ie—ﬂis/2 + 7:671-1'3/2)

= —2¢™%(2nm)° ! sen ikl
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Por consiguiente,

q
e ST (— Z (Res(f, 2nmi) + Res(f, —2nmi))
n=1

—2(2m)* " HI(—s) sen %S Z % = —x(s) Z n11—s'

n<q n<q
Esto nos da la formula del enunciado. n

Para probar el teorema 6.1 sélo tenemos que probar que el tltimo término
que aparece en la formula del teorema anterior es O(z =) + O(71/2= 7y~ 1),

A partir de aqui suponemos que 0 < o < 1y que 27wzy = 7.
En primer lugar estimamos el término e~ ™*TI(—s) mediante la formula de
Stirling [VC 4.30]:
H(—S) — /271,( )1/2 s se,u( s)
de donde ‘
‘677”51_[(—8)‘ _ \/%GWT|S|1/270€T arg(fs)eo|eu(fs) ‘
< /271'67W|S|1/270677”—/26‘6#(75) |’

donde hemos usado que —s tiene parte real e imaginaria negativas, luego su
argumento en |—m, 7| tiene que estar de hecho en |—m, —7/2].

Teniendo en cuenta que | — s| > 7 > 4§, el teorema [VC 4.29] implica que
|(—s)| esta acotado. Por otra parte,

|5|2 o’ 2
luego

|s]

1/2—0c
(2" s
T T

efm'sH(_S) _ O(Tl/Qfoefr‘r/Q).

Ahora nos ocupamos de la integral, pero antes conviene hacer una observa-
cion general, y es que, si A > 0, e~ 47 = O(y=1).

Por consiguiente,

En efecto,

ye—AT _ ye—A27rmy < ye—AZﬂ'Jy

y la ultima expresion tiende a 0 con y, luego esta acotada.

Para cada ntmero complejo z que no esté en el semieje real positivo, sobren-
tenderemos que sus coordenadas polares son z = pe’?, con 0 < 6 < 2.

Supongamos en primer lugar que z = ¢1(u) = u + (1 + ¢)ni. Entonces
p=(L+c)n=ny, siu=>log2,

le* — 1] >e* —1>¢e"/2.
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Como u > 2mde, existe una constante K tal que

le =17 < (e" = 1) < Ke ™,

y asi
s—1,—mz
z e < Kpgflef'reef(nr%l)u < Kn071677'6'7(m+1)u'
ee—1 |~ =
Ademas,
1
6 = arctan ﬂ
U
Como
d 1 1 1 1 1
— arct:aunﬂ—i—g :—H——C)n — _(-&-76)77_’_7:07
du u n u*+ (1+¢)*n* (I+e)?*n?

y u > cn, tenemos que

(14¢)

n o 1+e¢ m
+ — > arctan +c= — 4+ ¢ — arctan

0 = arct =
arctan " - 5 e 2

pues

¢ c/(1+c) dp c/(1+c) dp
arctan = — 5 < T s =G
1 +c 0 1 =+ P 0 (1 — p)

Notemos que A < ¢ < 1/2. Teniendo en cuenta ademéas que m + 1 > z = 7/,
vemos que

Zsflefmz

< KnaflefT(Tr/QJrAfu/n)fTu/n _ Knoflef‘r(fr/2+A).
e —1 |~

Una cota alternativa es

Zs—le—mz

<K 0—16—706—(m+1)u <K o—le—mu.
0z — 1 p > An

Partimos la integral en dos y usamos cada cota en una de las partes:

Zsflefmz
—dz
, -1

< K,ﬂ_nae—'r(ﬂ'/2+A) + Kna—l le—xﬂ'n <
x

™ —+o0
< / K,rlaflef'r(w/2+A) du +/ Knaflefzu du
cn ™

=ope2' € -

gyoe—T(w/Q-&-A)
6 b

Kﬂ,naef'r(ﬂ'/ZJrA) +KT]671%67T7‘F < K oo—T(m/2+A) <

pues, teniendo en cuenta que A < 1/2 < /2,
77071677”'
noe—T(w/2+A4) - n = 95’
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Por lo tanto,

efﬂ'isH(_s) Zsflefmz 1/9— _ _ _
dz =0 [2—0,0 —TAY _ 19) 1/2—0,0—1 )
i T 4= 0 e = 0y

Ahora consideramos un punto z = ¢s(u) = —cn + wi. El menor valor de 6
se alcanza cuando u = n(1 + ¢), con lo que

0>z—|—arctan ¢ —W—i—/C/(l_C) b _
=2 1—c 2 J 1+p2
¢/(1=c)
T dp s
*—I—A—i—/ —=-+A+c,
2 o (+p? 2

donde

A C/(l—C) 1 1
= — dp > 0.
/0 <1+p2 (1+p)2) r

Obviamente p > 7, luego

‘Zsflefmz| — paflef'reemcn < 7]671677—(7‘—/2+A+C)€TC — 7]071677-(7‘-/2+A)

Por otra parte,

lef =1 >1—e M >1—e 20 = A>0,

—1,—mz
z%7 e
=t
s €T

SAnUefr(Tr/2+A) §A27Ty0677(7r/2+A),

luego
(1=c)n

< 77071 < Anaflefr(ﬂ/2+A)/ du
—(2¢+1)w

donde usamos que
I=cn+ Qe+ )r<n+2ry+m=2n+r< An,

pues 2+ 7/n <2+ T — A. Como antes,

2md
e—‘n’isH(_S) Zs—le—mz 1/9— B B B
dz=0 /2—0, 0 AT:O 1/20’01'
i [ T A= 0G0y
Supongamos ahora que z = ¢4(u) = u — (2¢ + 1)wi. El menor valor de 6 se
obtiene cuando u = —cn y cumple que
Rez: cn < Y < q+1 <1

Imz (2¢4+ )7~ 2¢+1)m ~ 2g+1

luego 6 > 57 /4. Por otra parte, el minimo de p se alcanza cuando v = 0, con lo
que p > (2g+ 1)w > (¢ + 1)m > yw = n/2. Por otra parte,

le* — 1| = |eteZatDm | = | ¥ — 1| =e" +1>1,
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luego
Zs—le—mz
i ; < pa—le—fée—mu < (,’7/2)0—16—57#/4e—mu < 277(7—16—577r/4€—mu.
er —
Sim>1,
s—lg—mz +oo
/ 2T dx < A,r]a—le—57'7r/4/ e~ ™M du
4 e* =1 —cn

< Ana—lemcn—577r/4 < A’I]U_leTc_STrT/4 < 2,]_“4y0—167'0—57?1'/47

donde hemos usado que mn = E[z]2ry < 2rzy = 7. De aqui, a su vez,

—ﬂisH _ s—1_—mz
€ ( 5) / z e dz = O(T1/2—0y0—16—7(37r/4—c)) _ O(Tl/Q_Uya_l).
4

27 e —1

Sim =0, es decir, si 6 < z < 1, dividimos en dos la integral y en la segunda
parte usamos la cota |e* — 1] > e*:

Zs—le—mz

‘ / o1 ©
, ¢#—1

< Anae—STTr/4+Ano—1e—5‘rﬂ'/4e—ﬂ'n < Anoe—577r/4+Ano—1e—57W/4e—ﬂ'2ﬂ'acy

:An0675r77/4+A770'7167577r/4677r‘r :An067577r/4+A77071679‘r7r/4
:Anae—57ﬂ'/4 §A27Tya€—57r7'/4)

™™ +oo
< / Ana’—le—577r/4 du +/ Ana—le—5-r7r/4e—u du
cn ™

y nuevamente,

effrisH(_s) Zsflefmz 1/a— B B B
dz = /2—0, 0 —3nT/4\ _ 1/2—0,0-1 )
5 /4 1 % o(r y’e y=0(t y7 )

Solo falta considerar el caso en que z esta sobre ¢3. Llamamos ¢2; al seg-
mento '
Pa1(N) =nmi + Ae™/4, con —V2en < X< V2en,

de modo que ¢5 puede coincidir con ¢o1, 0 bien es ¢o; menos un segmento
central que es sustituido por un arco de circunferencia ¢os.

Nos ocupamos en primer lugar de ¢a1. Si z = ¢21(\), entonces
z=i(n+ XY = in(1 + (A/n)e” /).

De aqui se sigue que
T A —inja
logz:gz—l—logn—i—log(l—i—fe ),
n

donde el logaritmo de la izquierda es el de parte imaginaria en ]0, 27|, mientras
que los de la derecha son los de parte imaginaria en |—m, w[. En efecto, basta
probar que

A
Re(1 + 5e—“f/‘*) >0,
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pues entonces la parte imaginaria del logaritmo esta en |—7/2,7/2[, y al su-
marle 7 obtenemos una parte imaginaria en |0, 27[. Ahora bien,

: 2 2v2 1
Re(1 + %e*”/‘*) =1+ 2\2[ V22 >

El logaritmo con parte imaginaria en |0, 27| es el que necesitamos para cal-
cular la exponencial compleja z*~! del integrando. Concretamente:

_ 1) A _—wi/4
28 1 :e(s 1)(21+10g7]+10g(1+ne ))7

luego

_ o _ A —wi/4
‘ZS 1|:na 16 7r/2eRe((s l)log(l—i-ne )).

El desarrollo de Taylor del logaritmo nos da que

A A A A3
1 1 A —mif4y _ DA —in/4 —im/2 2 ha(
og(1 + n° ) e 27 + = o(A/n),
para cierta funciéon continua hg : [—g, ?} — C (en realidad esta definida

en |—1,1[, pero la restringimos a un intervalo compacto menor para tenerla
acotada). Por lo tanto,

AV2 V2 A2
——+ =T

A
—Dlog(l+ Ze /) = (¢ -1 -

A3 A3
+(o — 1)77—3 Reho(A/n) — Tn—3 Im ho(A/7).
Tanto o — 1 como A\/n y hg estan acotados, luego concluimos que

_x VA A% 3
|2871| < Anafle( 2tT g 27]2)7'4‘()\/7]) h()\/ﬂ)‘f’

donde h : [fg, g] — R es la parte real de hy.

Por [An 10.40] sabemos que existe una constante A > 0 tal que [e*—1|7!1 < A
en la region ) que resulta de quitarle al plano complejo el disco abierto de centro
cada punto 2nmi y radio r. Tomemos un punto z € {2y distingamos varios casos:

e Si Rez > /2, tenemos que

e—mz+zz e(:cfm) Rez e(mfm) Rez e(mfmfl) Rez 1

< = < .
|€Z—1‘ — eRez _ 1 1 — e Rez —1_6—71-/2

er —1

e Si 0 <Rez < /2, entonces

efmz+a:z

SAe(zfm)Rez SAeﬂ’/Q.

eZ_
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e Si Rez < 0, entonces

e—mz+Tz 6(zfm,) Re z
= < A.
e —1 lex — 1]
Si ademés z esta en @3,
_ (it AeiT/4 _ _ATV2
|6 mz|:|e xz(ni+e )|:€ mAﬁ/QZe el

Concluimos que, para todo z € ¢35 N (2, se cumple que

_ATV2
< Ae 2n s

y a su vez,
s—1,—mz 2 3
z € < AT]07167WT/26_;7§T+T}L(>\/7])%§ )

e —1

Recordemos que la funciéon h depende tnicamente de la serie de Taylor de
log(1 + z). Tenemos que |A\/n| < ¢v/2, y en este punto determinamos la cons-
tante ¢ exigiendo que |h(¢)t| < 1/4 cuando [t| < ¢. De este modo,

A3 A2
h/n)—= < —
(W5 < o
luego
)\2 )\3 )\2
—2—7727 + Th(A/n)$ < —4—7727.
De este modo
V2

>\2
e d\ <

—1,—mz
z%7 e
I
o €T

+o0 .
An”‘le—”/2/ "N dx

— 00

§A770716777r/2/
—env2

_ %67Tﬂ/2 /+OO 67t2 dt = 0(1707'71/26777#2).
VT —oo
Ahora nos ocupamos del posible arco ¢os de centro 2kwi y radio r, cuya
longitud esta acotada por 277, luego sélo tenemos que preocuparnos de acotar
el integrando. Recordemos que k = ¢ o bien kK = g + 1, pero que, en cualquier
caso, k # 0. Consideremos un punto

z = ¢o2(0) = 2kmi + ret = 2kmi(1 — %em),

Entonces .
logz = gz + log 2k7 + log(1 — %ew),
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donde, nuevamente, el logaritmo de la derecha es el de parte imaginaria en |0, 27|
(el necesario para calcular 2°~1) y los de la derecha son los de parte imaginaria
en |—m, 7[. Nuevamente consideramos el desarrollo de Taylor de log(1—z2), segn
el cual

bl

_ T i ig T 200y T i
longaz+log2k7rf%e +4k_2ﬂ_26 h(%e )

donde h es una funciéon acotada en D(0,r). Consecuentemente,

— )i }
(s =1)logz = (o — 1)%@' - Tg + (s — 1) log 2km — %ew + %ew
(0 — 1)r2 0ir . Ti g o2 i i 4
AV A ipe 'Y T in( "t iy
Ak?x2 (Qkﬂ'e )+ K2 an2” (2k71' )

Es claro que el primer término y el sexto estan acotados. Como hemos visto
al principio de la seccién, no perdemos generalidad si suponemos que z < y, y
vamos a ver que, bajo esta hipotesis, también esta acotado el séptimo término.
Sélo hay que probar que lo esta 7/k%. Ahora bien:

e Siy > 1, tenemos que

2 22 2
l < Y < T _ 27 ite < 8.
k2 q? q? q

e Sid <y <1, entonces

T 27y?
Asi pues:
(s=1)logz= 77'% + (s —1)log2km + %ew +0(1).
Por otra parte,
e~MmE — e—m(?kwi—&-rew) _ e—mrew.
Por consiguiente,
Zs—le—mz — ercw(ﬁ—m)—‘r%+(s—l) log2k7‘r+0(1).

Ahora observamos que

T zy—km _ (x—mk+(y —k)m+ (z—m)(y —q)

o%kr T T R k

Como |z —m| < 1y, por definicién de k, también |y — k| < 1, la expresion
anterior esta acotada. Asi llegamos a que

Zs—le—mz — 6—75—&-(3—1) 10g2k7r+0(1).
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Puesto que (e* — 1)7! esta acotada sobre ¢4y, concluimos que, sobre este arco,

Zs—le—mz

— 9 o—1_—71mw/2 .
] O((2km)° e )

Méas atn, k <y+1<2ysiy>1yk=1<y/den otro caso, luego en cualquier
caso k = O(y) y llegamos a que

m dz = O(naflefﬂf/?)_
B30 ez —1

Recapitulando, tenemos que

—TrisH _ s—1,_,—mz
€ ( S) / z (& dz = O(T—ana) 4 O(Tl/Q—GnU—l)

27 er —1

— O(Iia) + O(T1/27ay071)’
donde hemos usado una vez mas que n° ! = (27)7 ~1yo71 < g7t =
Un caso particular especialmente simple de la ecuacién funcional aproximada

se da si la restringimos a la recta critica o = 1/2 y tomamos = = y = /|7|/27.
Entonces se reduce a:

) 1 , 1 B
CQ/2+riy= Y 7z T X(1/2+70) > 7= + O] 14y,
n<y/Irl/2m n<y/I7l/2x

El teorema 4.8 prueba que la funcion |x(1/2 + 7i)| tiende a 1 en co y, en parti-
cular, esta acotada, luego

A2+ i) <e > nl/% +O(|77H4). (6.1)

n<+/|7|/2m

En particular
. 1 _
[C(1/2+Ti)[<c Z W"‘O(W 4

n<+/|7|/2m
Ahora bien,

1 N e
> amsts
NG

luego concluimos que

1
- < & _ 1/4
= du < /7172w = O,

¢(1/2+7i) = O(7|/*).

Este resultado es ligeramente mejor que el que obtuvimos como consecuencia
del teorema 4.11 (la convexidad de la funcion de Lindelof). Habiamos visto que
w(1/2) < 1/4, lo cual significa que ((1/2 + it) = O(|7|*/4*¢), para cualquier
€ > 0. Ahora acabamos de ver que el € no es necesario. En la secciéon siguiente
mejoraremos un poco mas la estimacion.
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6.2 El método de Hardy-Littlewood

Se conocen varias técnicas para estudiar el orden de crecimiento de la funciéon
exponencial sobre la banda critica. Aqui vamos a presentar una debida a Hardy
y Littlewood, que, entre otras cosas, nos permitira mejorar ligeramente la region
sin ceros que conocemos, lo que a su vez tiene consecuencias sobre la estimacion
del error en el teorema de los ntimeros primos.

Antes de entrar en materia conviene discutir un resultado que usaremos en
varias ocasiones de aqui en adelante.

Si X # @ es un conjunto finito, podemos considerar en PX la medida p
que a cada conjunto A C X le asigna su cardinal. Como todo subconjunto de
X es medible, resulta que toda funcion f : X — R es medible, y de hecho es
integrable, pues se comprueba facilmente que

/deu - Y f@).

reX

Observemos ademés que el tnico subconjunto nulo de X es el conjunto vacio,
lo cual hace que los espacios LP(u) definidos en [An 6.8] son simplemente el
espacio de todas las aplicaciones f : X — R, con la norma

11, = (5 1r@r) "

Notemos que esta definicién vale igualmente si f : X — C, y en tal caso
[l f]l, coincide con la norma de |f|: X — R.

La mayorfa de las propiedades de la integral de Lebesgue se particularizan
a hechos triviales sobre sumas finitas en este contexto, pero hay un hecho que
no es trivial incluso en este caso particular, y es el que nos va a interesar. Nos
referimos a la desigualdad de Holder [An 6.12], que en este contexto se enuncia
asi:

Desigualdad de Hoélder Sea X # @ un conjunto finito, sean p1,...,Dpn ni-
n

meros positivos tales que » ﬁ =1y sean f; : X — C funciones cualesquiera.
i=1""

FEntonces
n

I1 fi

i=1

Ppi-

n
< ILIfi
1 =1

En efecto, [An 6.12] prueba el resultado para funciones reales, y el caso
complejo se obtiene aplicidndolo a los modulos de las funciones dadas.

Pasamos ya a exponer el método de Hardy-Littlewood, que es un estudio de

las sumas de la forma
b

1
2
n=a+1

Necesitamos una ligera generalizacion del teorema [ITAn 2.32|:
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Teorema 6.5 Sea {b,} una sucesion decreciente de nimeros reales > 0, sea
n

Sn = Y.  Qm, donde los a,, son nimeros complejos, entendiendo que sy = 0.
m=M++1
Entonces
N
Z anbn| < b M$S§N|sn|.
n=M+1

DEMOSTRACION: Aplicamos [ITAn 2.32] a las sucesiones que empiezan en
ap+1 Y bar+1, respectivamente:

N N-1
Z @nbn = Z Sn(bn - bn+1) + SNbNa
n=M-+1 n=M+1
luego
N N—-1
Z anbn S Z |8n|(bn - bn+1) + |3N‘bN
n=M+1 n=M+1
N—-1
< — 3 = 3 < 3 .
< EM:H(bn bus1) + by || A fsn| = barr | max - lsal < ba | max s
n=

En particular, si a,, = 1/n'7, b, = 1/n?, obtenemos que

b n
1 1 1
—| £ — méx -
Z nS - aU a<n<b Z ’I’L7’T

n=a+1 ~ In=a+1

Esto nos reduce a estudiar series con exponentes imaginarios puros. A su
vez, vamos a ver que en cada término 1/n’” = e~"7 18" podemos truncar la serie
de Taylor del logaritmo:

Teorema 6.6 Sean k,a,b niumeros naturales no nulos, b—a > 1yt > 1 un
numero real tal que

b—a < ltfl/(kJrl)'
a 2
Sea M tal que
m 7.t(£71ﬁ+_“+(71)k_1 nk )
Zel @ 242 re) | < M
n=1

para todo m < b — a. Entonces

b
D eritosnl <4
n=a+1
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DEMOSTRACION: Consideramos la serie de Taylor
1
=2

r
r=1

que converge en el disco D(0, 1), y lo mismo vale para la serie

La funcion

>
fi(z) =e =0
es holomorfa en el disco D(0, 1), luego admite un desarrollo en serie de Taylor

tilzr
=

o0
e r=k+1 = > ¢ (t)2"
r=0

Vamos a probar, méas concretamente, que ¢;(¢) es un polinomio en ¢ con coefi-
cientes positivos. En efecto, en primer lugar observamos que

o0 1 ] m o0
(t E ;z’) = E Crm ()2,
r=k+1 r=m(k+1)

donde cada ¢, es una forma de grado m (es decir, un polinomio cuyos monomios
tienen todos grado m) con coeficientes positivos. Ciertamente, para m = 1 es
¢r1 = t/r. Si vale para m, entonces

0o 1 mal 0o 0o r—m(k+1) ¢
(DI D SPCED SRS DI (b DRI B
r=k+1 r=m(k+1) roktl | = (m+1)(k+1) u=k+1

¥, como cada ¢,_q m,(t) es una forma de grado m con coeficientes positivos, es
claro que lo mismo vale para el coeficiente de z", pero ahora con grado m + 1.
A su vez,

t72 1.7 00 1 oo 1 N\ oo 1 o) )
e T=k+1 = Z E(tz ;Z ) = Z W Z CT’m(t)Z
m=0 r=k+1 m=0 r=m(k+1)
oo E[r/(k+1)]
-y el
m! ’
r=0 m=0
Elr/(k+1)]

Crm ()
m!

luego ¢, (t) = es un polinomio con coeficientes positivos.

m=0
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En particular, cambiando t por it y z por —z, tenemos que

> —1
it $ el o

e k41 = > (=1)"c.(it)2",

r=0

siempre que |z| < 1.
Se cumple que

b—a

b b—a
E efztlogn — E efztlog(aJrn) _ efztlogaE 671t10g(1+;) _
n=a+1 n=1 n=1
b—a ok (=)™ ,r X (—yr-1 o,
R R T
e r=1 r=k+1

n=1

donde usamos que n/a < (b—a)/a < 1/2, luego la serie de Taylor de log(1 + 2)
converge en n/a.

En términos del desarrollo precedente tenemos que

b
§ e—it logn

n=a+1

00 .\ b—a koo _pyr=1 r
—D)le(it —it > S
_ Z( )Cl(Z)ane e )

u=1 n=1

Por lo tanto,

(="t pr

b—a it i b—a—1
dowle =T TS Y (w+ 1) —d )M+ (b—a)' M
n=1 u=1

=2(b—a)!M — M < 2M(b—a)".

Con esto hemos probado que

b

§ e*it logn

n=a+1

52M§j\cl<it)l (b;‘L)l-

=0
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Como ¢;(t) tiene coeficientes positivos, se cumple que |¢;(it)| < ¢(|it]), luego

Z e —itlogn <2MZCZ <b—a>

n=a-+1
Py Lot toy Lot ((b—a)/a)*+1
= 2Me =F+ < 2Me =Fn < oMt T=rarar
A su vez . -~
L) _ e (g
a < -
1—b=a = 1/2 ok
a
k
/2" < 2. n

Esto nos lleva a su vez a estudiar la acotacion de expresiones de la forma
N 2miP(n)
J— ™ n
S=>e )
n=1
donde P(n) es un polinomio de grado k con coeficientes reales. Teniendo en

cuenta que |e*™P(")| = 1, una cota obvia es |S| < m, pero podemos encontrar
cotas mejores.

Por ejemplo, supongamos que P(n) = an y a no es entero (si « es entero se
cumple que |S| = m). Entonces tenemos una progresion geométrica:

e2mia _ 627rio¢(m+1) 2 ) 1

S| =

1 _ e2mia = |1 — e2mia| = |e—mia — gmia = |senma|’
Por lo tanto,
|S| < min{m, |senma| '}

Consideremos ahora el caso en que P(n) = an® + fn. Entonces

|S|2 SS Z Z 62771 an?+Bn—an’ —Bn)

n=1ln'=1

Hacemos el cambio n’ =n — r:

min{r+m,m}

‘S|2 Z Z e2‘n’z(2anr ar +Br) _ Z Z 27ri(2anr—ozr2+67‘)

n=1lr=n—m r=—m-+1n=max{r+1,1}

min{r+m,m}

< Z 27” ar2+,6"r)| § e47rianr

r=—m+1 n=max{r+1,1}
m—1 min{r+m,m} m—1
Z ghmianr| < Z min{m, | sen(2rar)| "1}
=—m+1 |n=méax{r+1,1} r=—m+1
m—1
=m-+2 Z min{m, | sen(2rar)| "},
r=1

donde hemos usado una ligera variante del caso ya probado en que P tiene
grado 1.
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Notemos que si tenemos —como es aqui el caso— una suma de la forma

l I—k+1 I—k+1
E 627rwzn _ E e27r7,a(n7k+1) _ e27rza(fk+1) E 6271'20477,7
n=k n=1 n=1

el primer factor tiene modulo 1 y el segundo se puede acotar como hemos visto.
Ahora obtenemos una cota para el caso general:

Teorema 6.7 (Desigualdad de Weyl) Sea k > 2 un nidmero natural y
P(n) = an® + ap_1n* 1+ +an + ag

un polinomio con coeficientes reales, o # 0. Sea

m

S = Z eQﬂ'iP(TL),

n=1

donde m > 1 es un nimero natural. Sea K = 281, Entonces

m—1
IS5 < 22Ky K =1 4 oy K=k Z min{m, |sen(rak!ry ---rp_1)| "'}

T1yeesTh—1=1

DEMOSTRACION: Notemos que para k = 2 hemos obtenido una cota mejor
incluso que la que proporciona el teorema. La hemos dado para un polinomio
sin término independiente, pero esto es irrelevante porque en la expresion de S
podemos sacar factor comin e2™“0  que tiene médulo 1, y el exponente pasa
a ser un polinomio sin término independiente. Supongamos que el resultado es
cierto para k — 1 > 2 y veamos que se cumple para k.

m m m n—1

‘S|2 — Z Z eZﬂ'i(P(n)—P(n’)) — Z Z e27ri(P(n)—P(n—r1))

n=1ln’'=1 n=1lri=n—m

m—1 min{r;+m,m}

— Z Z e27ri(P(n)7P(n77‘1)).

ri=—m+1 n=max{r;+1,1}

Llamemos
min{ri+m,m} A min{r;+m,m} ‘ -
Sl _ 51(7”1) _ Z e27m(P(n)7P(n7'r1)) _ Z 62ﬂz(akr1n +)
n=max{r;+1,1} n=max{r;+1,1}

En estos términos,

m—1 m—1 1-2/K m—1 2/K
ISIQSZI&(H)S< > 1) < > 51|K/2> :

ri=—m-+1 =—m-+1 =—m-+1
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donde hemos usado la desigualdad de Holder tal y como la hemos enunciado al
principio de este capitulo. Esto implica que

m—1 2/K
|S|2s<2m>1—2/K<mK/2+ > |51K/2> ,

ri=—m-+1

donde el asterisco indica que falta el sumando correspondiente a r; = 0. Por lo
tanto:

m—1
|S|K < (Qm)K/Qfl <mK/2 + Z* 51|K/2> )
ri=—m+1

A S; podemos aplicarle la hipotesis de induccién, pues un cambio de indice
reduce su expresion a una suma para n = 1,...,n9 < m y el exponente se
convierte en otro polinomio también de grado & — 1 con el mismo coeficiente
director. La conclusion es que

m—1
51572 < 9By K/2=1 L 9K /2 K /2= k1 Z min{m, |sen(rirak!ry---rp_1)| 7'},

T2, TEg—1=1
y de aqui obtenemos la desigualdad para k. L]
Con esto podemos probar la acotaciéon basica en la que nos vamos a apoyar:

Teorema 6.8 Sea t > 3, sean a,b numeros naturales tales que

1<a<b<2a, (6.2)

— 2](,‘71

sea k > 2 un numero natural y K . Entonces

b
§ n—zt

n=a+1

1—L 1 1 k—1
<c (a K{IDE gt RFDK Jog K a) log

UKy

donde ¢ es una constante independiente de todos los datos.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que a < 4t*/(+1) Entonces

b

E nfit

n=a+1

1 1 1 1
<b-—a<a=a'"Fax < ql"wtTFORYI/E

< 4a}—FTTOR Jogl/K ¢,

pues esto equivale a que 1/45~1 < 1 < logt. Es claro entonces que se cumple
la desigualdad del enunciado con ¢ = 4.

Asi pues, podemos suponer que

a > 4t/ (k+1), (6.3)
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con lo que en particular ¢ > 4. Llamamos
1 2
mE{Qat kﬂ] >2, N=E[b-a)/m].

Asi ) .
Zatfk%rl <m < iafﬁl, (6.4)

pues, teniendo en cuenta (6.3),

Ademas, por (6.2) y (6.4),

b—a
m

<L < gt/ (6.5)
m

mN <b—a<mN +m.
Supongamos ahora que N < 1, con lo que b — a < 2m, luego, por (6.4),

b

§ n—it

n=a+1

<b—a<2m< at_k%l < at_k%rl log(kfl)/Kalogl/Kt,

donde usamos que a > 4, t > 3, y de aqui se sigue la desigualdad del enunciado.

Por lo tanto, podemos suponer que N > 2, con lo que

b—a
< . 6.6
m< (66)
En tal caso descomponemos
b a+m . a+2m b
SR SUREND S P S
n=a+1 n=a+1 n=a+m-+1 n=a+mN-+1
=21+ + - Ent1, (6.7)

donde en la dltima igualdad ha de entenderse que cada X; es, por definicion, el
sumando correspondiente del término anterior. Llamamos v; = a + jm, para
1<j< N+1, con lo que, por (6.5), (6.2) y (6.6),

a<at+m=v1<vj<oyypi=a+N+1m<a+m+b—a

b— 5
=b+m<2a+m<2a+ a§7a<3a. (6.8)
Por otra parte, por (6.4),
m m 1 1
s
vj a 2
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Fijemos 1 < j < N + 1 y sea M el maximo para 1 < m’ < m de las sumas

m 2 k
: n 1 n k—1 n
= E eﬂt(aﬂ'm*f(aﬂ‘m)z +ot (1) k(a+jm)k>.

Asi el teorema 6.6 nos da que |X;| < 4M. Por otra parte, segan 6.7,

— t(k —1)ry -

_ _ P Tk—1y—-1
S| < 2Ky K=l oKy K=k min{m, | sen
5,1 < > mingm, sen( 1R 2,
1,y Th—1=1
De aqui se sigue que?
1/K
_ _ —-1)! _
|Sj\§22ml 1/K+2m1 k/K Zmln{m,|ben( ( )T Tk— 1)| }
1 s =1 ( +]m)
e TR —1
A su vez,
1/K
— t(k = 1)lry e
| < 24! TVE 4 o3t RK min{m, | sen - R
5] < > mingm, sen( "5 L)

T1yeeosTp—1=1

de donde, volviendo a (6.7),

1/K
) N m—1 |
24(N+1)m1—1/K+25m1—k/KZ Z mm{m | sen( tk—1)ry - rp_ L)1}
=0 \m 2(a+3m)

< 24N + 1)m!~VE L (6.9)

1-k/K 1—7 =y tk—1Dlry--orp_1,, 4 v
23m (N+1) Z Zmln{m \sen(—)| H,

k
J=0r1,...,;rp_1=1 2a+jm)

donde hemos usado la desigualdad de Holder (a la suma sobre j, con un factor 1
en cada sumando, p = (1 —1/K)™!, ¢ = K).

Llamemos R=17ry---1_1y

tk—1)'R  t(k—1)R

9]' = Qj(t,k,m,R) =

2(a + jm)k 20k
Observemos que
k _ ok k
11 v —v (/)T -1
k kL ko k = k
Yio Yin Vi Vi+1 Vj+1

2Usamos que (A 4+ B)Y/K < AYK 4 BYK (para A,B > 0), pues, llamando =z = AY/K|
y = BYX  es equivalente a que X + y¥ < (z + ) K.
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~ (i /vy = D /o) 4+ 1) o (/v = Dk

- k k
Yit1 Vi1

_ kv —v) k(i —v))
ViV vt

Usando esto, junto con (6.8) y (6.4),

0;—0; 41 = —_
At 2 ook 2 i 2 (3a)k+

t(k —1)IR ( 11 ) k= D)W k(i —vy) IR m
J

tk\R at~ %71 KkIRtFigk b
2 4(3a)kt1 233kl

donde D > 0 es independiente de j. Por otra parte

tk!R tk!R
< .

0<6, =
=% 2k(a + m)* ak

(6.10)

Fijado g € Z, si 0,0 € [gm, (9 + 1/2)7], con j < j’, entonces, para todo
Jj < j" <j' se cumple también que 0;~ € [gm, (g + 1/2)7], porque la sucesion 6,
es decreciente. Por lo tanto, los indices para los que esto sucede seran de la
forma jo < j < jo+1. Sif; = gr+ «j, con 0 < a; < 7/2, entonces

|send;| =sena > 2a/m,

luego

, N2
[sen6)] = (jo +1—7)—D,
pues gm < 0,41 < ... < 0; = gm+a;, luego hay jo 41— j intervalos de longitud
mayor que D entre 0 y a;. Esta cota inferior es positiva salvo a lo sumo para
J = jo+!, que puede cumplir | sen §;| = | sen gmr| = 0. Por consiguiente, acotando
1/2+1/3+---+1/N < le dt/t =log N y usando luego (6.5),

N
1 1+log N
E min{m,|sen9j|_1}§m+%2j—gm—s-gi—i_DOg
0;€lgm,(9+1/2)x] j=1

2l—l—logN

2 2 1
= (1 + log4t/? =(3+:1
D <m+D( +logdt /<) <m+ (3+2ogt)

<
<m+ —=logt
D g,

donde en la dltima desigualdad usamos que ¢ > 3. Igualmente se concluye que

7
Z min{m, |sen6;|~'} <m + Blogt.
0;€[(g—1/2)m,g7]



210 Capitulo 6. La funcién dseta de Riemann II

Por otra parte,

k
mk!Rt=+1q~F
mD = W < mkk‘!tkil CLik < k"(mtkil ail)k < k!

por (6.4). Por consiguiente, si I es cualquier intervalo de la forma [gr, (g+1/2)7]
o[(g—1/2)m,grl,

Kl 7 8k!
Z min{m, |sen6;|~'} < (D + D) logt < 610gt
0;el
26 . 3k+1 22k+8 ) 210k )
Tfﬁak logt < T gk logt < ?f%ﬂak logt,

Por (6.10), el nimero de intervalos I que pueden contener algun 6; es a lo
sumo

IN

2
1+ Ztk!Ra™* <1 +tk!Ra™*
s
Por lo tanto,

N 10k

2
Zmin{m, |senf;| "} < (1+ tk!Ra*k)?t_kLHak logt
j=0
910k
= ?t Gt logt + 210F k1 75T log ¢. (6.11)

Ahora:

m—1 1 m—l1 k-1
Z PR (Z r> < (14 log(m — 1)1

r=1
< (14loga)* < (2loga)*1,
donde hemos usado que 2m < a, por (6.6) y (6.2) y a > 4, y ademas, por (6.4),
Z 1= (m— 1)k <mht <ab~ 14,
11111 rr—1=1

Por consiguiente, de (6.11) se sigue que

N m—1 m—1 N
Z Z min{m, | sen(Qj)rl} = Z me{ma | sen(ﬂj)l’l}
G=071,...,rp_1=1 T15..,Tk—1=1j=0

m—1

< Z <1210ktki1ak logt + 219% k! ¢RFT log t>
Ty Tk—1

Tl Tp—1=1
< (2log a)k_1210kt_ki+1ak logt + aF L i L0k g ¢ logt

< QMK ook —1g 4= FT g log t + 211K 771 log t aF L,

k 2 -1
donde hemos usado que k < K y que k! < [] 22"~ < 227" =2k

u=2
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A su vez:
N m—1 1/K
(Z Z min{m, | sen(é)j)rl}) <
J=07r1,...,rp_1=1
2M (logk D/ K, ¢~ IR g/ K 4 tﬁa(k*”“{) log/ X ¢,
donde hemos usado de nuevo que (véase la nota al pie de la pagina 208) que

(A+ B)YE < AVEK 4 BYK_ Tlamamos V a la tltima expresion que hemos
obtenido. Con ella podemos volver a (6.9):

b

§ n—zt

n=a+1

S24(N+1)m1_1/K+23m1_k/K(N+1)1_%V_

Por (6.4) y (6.5):
24(N + 1)m171/K < 24N+ 1)a171/Kt71/(k+1)(171/K)
< 941/ (k1) g1-1/K =1/ (k4 1) (1-1/K)
< 971~V Ky < 971~V Ky rvmy logl/K t,
e igualmente
Pm! R E(N 4 1)1 % < 26¢mm (%) (g~ 7)1 - &
= 26a17%t(ki;1>1k.
Uniendo todas estas estimaciones resulta:

b

E nfn

n=a+1

< (27a1*1/KtW + 2Vt KD logk— b/ Ky

42171 VK TR ) log/ K ¢

< 218 (al—%t(kfl)x + at” (k+11)K log% CL) logl/K L .
Si aplicamos el teorema anterior con k = 2 obtenemos que, si 1 < a < b < 2a,

b

§ nfzt

n=a+1

<c (a%té +at”s log% a) logl/2 t.

El teorema 6.5 nos da entonces que

b
1
Z . = O((T% +a'/?r7% log% a) logl/2 T) .

T -
5+Te
n=a+1 nz

Dado 7 > 0, sea N tal que 2V =1 < /7/2m < 2V. Asi, tenemos la descom-
posicién
aw=1<2<4<-.-<2VN 1 < T/2m = ap,
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de modo que

1 = 1
Z ni/2+ri 1+ Z Z nl/2+Ti’

n<y/7/2m =0 aj<n<aji1
Como a; = O(71/?), su suma correspondiente es

0(7'1/6 logl/2 T+ /12 log7) = 0(7'1/6 logl/2 7).
Por otra parte, el nimero de sumandos es

log(7/2m)

N <1
<ot 2log?2

= O(log ).
Por consiguiente,

1
Z ni/2+7i O(r"/°1og* 1),
n<y/riam

y combinando esto con la formula (6.1) que nos proporciona la ecuacion funcional
aproximada, concluimos que

C(1/2+7i) = O(r/%10g®? 7) + O(r—1/%).
En definitiva:
Teorema 6.9 Si 1 > 2, se cumple que
C(1/2 + 7i) = O(7"/%1og®? 7).
En particular, la funcion de Lindeldf cumple u(1/2) < 1/6.

Este resultado, debido a Hardy y Littlewood, mejora la cota u(1/2) < 1/4
obtenida por Lindel6f, y a su vez ha ido siendo mejorado paulatinamente en
muchas ocasiones mediante técnicas cada vez més sofisticadas. La mejor esti-
macion conocida hasta el momento, debida a M.N. Huxley, es u(1/2) < 32/205.
Notemos que 1/6 = 0.166.. . ., mientras que 32/205 = 0.156. . ., con lo que las su-
cesivas mejoras s6lo han conseguido rebajar en una centésima la cota de Hardy
y Littlewood. Recordemos, por otra parte, que la hipdtesis de Lindel6f afirma
que p(1/2) = 0.

Hasta aqui s6lo hemos aprovechado el caso £k = 2 del teorema 6.8. Lo
usaremos en toda su potencia para refinar el siguiente resultado elemental:

Teorema 6.10 Dado § > 0, en la region del plano complejo determinada por
las condiciones % +0<o0<1,7>3 secumple que

()= Y = +o0).

n<r2
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DEMOSTRACION: En el teorema 4.1 tomamos z = E[72], con lo que

1 oo dt
O e L
n<t2
E[TQP/Q_‘; +oo dt E[T2]1/2—6 1
< 2 < 2
- T +Var /E[Tz] 13/2+6 — T +Var (1/2 + 0)E[r2]1/2+6
211/2
Sl S U C N L ——)

=7 90 (124870~ 90 T (1/240)9°
donde hemos usado que |s|/7 < V1T +72/7 = \/1/72 + 1 < /2, y también que
E[TQ]l/Q/Tgm/T:WS\/i n

El caso k = 2 del teorema 6.8 basta para probar esta version, valida en una
estrecha banda en el borde de la banda critica:

Teorema 6.11 FEn la region del plano complejo determinada por g o<1,
T > 3, se cumple que

)= Y - +00)
n<\/T

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior, basta probar que,
en la region indicada,

> ni =0(1). (6.12)

1/2 Cp<r2
En efecto:

1 2E[r1/?) 4E[r1/? 1 1
71/2§<72 n nE[;:ﬂ] n+2E%1:/2 n ’ 2;[71/22‘]:<n<72 n (o1

donde 7 es el tinico nimero natural que cumple 2" E[r'/2] < 72 < 2" +1 E[r1/2],
Si 2" E[r1/2] < 72, por la observacion tras el teorema 6.5,

2h+1E[T1/2]

1 1
<M
Z ns| — 2haE[7-1/2]a' ’

n=2hE[r1/2]+1
donde

m

M = max Z

n=2h E[T1/2]4+1

’ ME[r?] +1<m < 2 E[?

Ahora aplicamos el teorema 6.8, con k = K = 2, segin el cual

M<e <2h/2E[T1/2]1/27_1/6 n 2hE[T1/2]T—1/6 logl/Q(QhE[Tl/Q])) log1/2 .
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con lo que
2h+1E[T1/2]
Z i < (2 ME=12) B/ (0=1/2)11/6
n=2h E[r1/2]4+1 + (QhE[Tl/Z])l—aT—l/fS 10g1/2(2hE[7'1/2])) 10g1/2 .

< C(E[T1/2]—(a—1/2)7_1/6 4220, -1/6 10g1/2 2 logl/QT
< C(Tfa/2+1/47_1/6 4220, -1/6 10g1/2 7) 10g1/2 -
< C(T_1/16 logl/2 /12 logT) = O(1/logT).

Por otra parte,

72 72 3
h+1< logm < logm = ilogT,

luego el ntmero de sumandos en (6.13) es O(log ), y esto nos da (6.12). =

La versién completa de 6.8 nos permite probar lo siguiente:

Teorema 6.12 Sea r > 6 un numero natural y R = 2"~'. Entonces, en la
region del plano complejo determinada por las condiciones 1 —1/R < o < 1,
loglogT > r, se cumple que

1
(s)= > —+0(),
1<n<72/7
donde la constante implicita en O(1) no depende de r.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior, basta probar que

> — =0(1). (6.14)

T2/r<n<T1/2
Notemos que 23/24 < 31/32 =1 —1/26"1 <1 —1/R, por lo que bajo las
hipotesis actuales se cumplen las del teorema anterior.

A su vez, para probar esto demostraremos primero que si k > 3, K = 2F—1
1— = <o <1, 7> 3, entonces

L o log? ), (6.15)
72/ (k+2) < <72/ (1)
donde la constante de O no depende de k.
Descomponemos la suma como
2E[‘r2/(k+2)] 4E[72/<k+2)] 2h+1E[T2/(k+2)]

1 1 1
Z E_F Z E+H'+ Z E_F

n=E[r2/(k+2)]4+1  n=2F[r2/(+2)]4+1 n=2hE[r2/(k+2)]4+1
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Observemos que, como k > 3, 7 > 3,
E[T%ﬁplogr = 210g'r _ 7_log2 > 7_2/(Ic—|—1)7

por lo que el nimero de sumandos es menor o igual que log7. Por lo tanto,
basta probar que el médulo de cada sumando es O(1/log 7). Por la observacion

tras 6.5 es
2}L+1E[7_2/(k+2)]

1

2 | = g
n=2hE[r2/(k+2)]41
donde
m
M = méx SN ‘ B[/ (D] L1 < g < 2 B2/ (42)

n=2hE[r2/(k:+2)]+1
El teorema 6.8 nos da que
M < (2" E[r?/ (b+2])1 = % o

+oh B[ (k+2)|r AR Jog R (28 B[r2/ D)) log!/ K 7,

luego
2h+1 g2/ (b +2))
Y L @ Ep ey kot
n=2h B[r2/(k+2)]4+1
+(2hE[7'2/(k+2)])1_‘77_m log% (ZhE[Tz/(k“)])) logl/K T

< c((?hE[Tz/(kH)])*%TW 4 7R 7T TR logk%1 12 logt/ K 7

1/K

3 1 1 1
< C(T_ 2K (k+2) 7 (kDK log T 4 72K+ 77 FDK logk 7—)_

Ahora usamos que

3 P S 1—k B 1 k—1
2K(k+2)  (k+1)K 2K(k+1)(k+2)  2K(k+2)k+1
11 1
< ===,
4kK 2 SkK
1 D 1
2K(k+1) (k+1)K  2K(k+1) 8kK’

luego
2}L+1E[T2/(k+2)]
Z o < c(T*ﬁ log/ ¥ 7 + TR logk/K T)
n=2h B[r2/ (2] 41
= O(7~ %% log 7).

Como el nimero de sumandos es a lo sumo log 7, obtenemos (6.15). Pasamos a
probar (6.14).
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Suponemos, pues, que 6 < r < loglogT, R=2"1yquel—-1/R<o < 1.
Sea 3 < k <7 —2, de modo que K = 2% cumple 4K = 2¥t! < 2"~1 = R. Por

consiguiente,
1 1
>S1o—>1- ——
7= TRT K
y Rr > 4Kr > 4K (k + 2) > Kk. Podemos aplicar (6.15), de modo que

1
Z —| = 0(7_84% log? 7) = O(T‘ﬁ log? 7)

S
72/ (k42) < p <72/ (1)

_1 1 217loglog'r
= 0(7- 8 Toglog 7

pues Rr < 2"~1p < 2l08loe7=1]50]0g 7. Ahora,

og”7),

21710g10g7' _ 2/€Ioglog'rlog2 _ 2/(10g7_)10g2 — 2(1c)g7_)710g27

luego
1 1 (log )~ log 2
R A i< - SLID AR — 2
_ = 4 log log T
E - =0(r slos7  log” T)
72/ (h+2) < <72/ (k1)

1 (log T)lflo

22
=O(e 1 loglogT log2 7)=0(1/logT).
Para comprobar la dltima igualdad basta ver que

_ 1 (logm)™
lim e 4loglogT 1Og3 T = O,
T—+00

donde o = 1 — log 2. Equivalentemente, basta ver que:

z. :1:3
lim ——= =0.
T—400 edTogz

Observamos que 9a < 3 < 10a, de modo que

x3 x3 1

1 >~
edTogz g 1 rka
= 4k K logk x

1 1 L1 gloe=s
4k Kl g3—ka Jogk ¢ 41010! logt0 2

S
L0e

El primer sumando del ultimo denominador tiende a 0, pero el segundo tiende
a 400, luego la fracciéon tiende a 0.

A su vez,
1 = 1 Cr Cloglog T
|l < — < < =0(1).
Z ns| = Z Z ns| =~ logT = logT (1)
r2/ran<r1/2 k=3 |72/0+2) cp<72/(k+1)

La estimacion final que vamos a necesitar es la siguiente:
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Teorema 6.13 (Hardy-Littlewood Weyl) En la region del plano complejo
determinada por las condzczones < o<1, 1>3, se cumple que

_ 1 logT
-0 4(1—0)/ log lio' )
() (T loglog T

- .. 6 .
DEMOSTRACION: Fijamos 7 > e® y definimos

og =
r = E[min{ —Z loglog 7}].
log 2

Como 63 <o <1, tenemos que — > 64 = 26, luego 6 < r < loglog 7. Ademas
1 1

donde R = 2"~!. Se cumplen, pues, todas las hipotesis del teorema anterior.

Por consiguiente:
B[/

CeI< Y o +on). (6.16)

Ahora distinguimos dos casos:

. _ log log
CAso 1 Sise cumple 1 —o < “log.» entonces

loglog 7 — log log log 7

r > E[min ,loglog T
> E[min{ o 2 glog 7}]
y si tomamos el 7 inicial suficientemente grande (mayor que una constante
independiente de o) podemos exigir que en este caso se cumpla r > logl%.
Ahora: , , ,
B[r%/7) Blr¥T) E[r*/7]
1 n-—7 2(1—0) 1
Dot 2 ST X
n=1 n=1 n=1
pues nl=o = e(l=o)logn < (1-0) log 72/7 _ 72(1;0). Continuando:
B[r?/7] 1
Z - < el()ngog flog'r lﬂf;()l:f"' 210g 7-2/T < 4e4£
ne - loglog T
n=1
< 4t A0—0)/ log T log T
loglog 7’
donde hemos acotado
E[r2/7] E[TQ/T] 2/r
1 " dx T dzx )
Z — Z / —§1+/ — =1+logr?" < 2log 7?7,
n=1 n n=2 n—1 & 1 €

para 7 suficientemente grande.
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Caso 2 Si se cumple 1 — o > 10{501%, entonces
1

log - < loglog ™ — logloglog T < loglog T,

luego
log - 1
=F —2 | > EJl > =1

! [10g2 = Bllog 7—71> 3 lee 17—

y
E[T2/7-] 2/ 4(1—0o)

/T “dp  r2r-0) plstls ger
Y o< — = < :
= n° 0 x° l1—0 loglog T

Asi pues, en ambos casos tenemos que

E[r?/7]
3 1 oa0-0)/108 2y 1087
— n° loglog 7’

y el término de la derecha tiende a 400 cuando 7 tiende a 400, luego (6.16)
implica ahora que

log T

()] < Crti=o)/lee =5 (6.17)

loglog 7’
y esto es lo que habia que probar. n

Observemos que si en (6.17) hacemos tender ¢ — 1 obtenemos que

. log T
1 <C—=——
1 +in)| < O
luego
. log T
1 =0(————).
Qi) O(loglogT)

Pero la consecuencia principal es la siguiente:
Teorema 6.14 Existe una constante A > 1 tal que, para todo s € C tal que
2
TZSyO’ZI—M se cumple que

log T
((s) = O(log” 7).

2
DEMOSTRACION: Notemos que 1 — % > 63/64, luego si 0 < 1 el
teorema anterior nos da que

4(loglog 7)2

((s) = O (A0 tor ety LBT ) _ o [ i it 1987
loglog ™ log log 7

. log T log5 T
-0 4loglogT Yo' = 0(—=—) = O(I 5 .
(e loglog 7 (1og log T) {log™7)

Para 0 > 1 se cumple que ((s) = O(logT), por el teorema 4.7. "
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Este teorema nos permite aplicar el teorema 5.22 con

(loglogt)?
logt

0(t) = , o(t) = Aloglogt.

El resultado es:

Teorema 6.15 (Littlewood) FEuziste una constante A > 0 tal que ((s) no se

anula en la region

Alogl
_ AloglogT _

1 o, T > 1p.-

log T
En principio tendriamos que poner 27 + 1 en lugar de 7 dentro de los loga-
ritmos, pero es facil ver que, para 7 suficientemente grande, se cumple que
2AloglogT _ Aloglog(27 + 1)
log T log(27 + 1)

ya que el cociente tiende a 2, luego es finalmente mayor que 1.
A su vez esto nos permite aplicar el teorema 5.20:

Teorema 6.16 FExiste una constante A > 0 tal que

’l/}(it) =4+ O(me—A\/logaclog;logm)7 71'(1') — H(CE) + O(xe—A\/logmloglogw).

DEMOSTRACION: Consideramos la funcion

n(t) = Ailoig’tgt sit>e°,
Ale si0<t<e”.

Es facil ver que cumple las hipotesis del teorema 5.20 (salvo que no es derivable
en el punto e®, pero, como ya senalamos en la nota al pie en las observaciones
posteriores al teorema, éste sigue siendo valido aunque la derivabilidad falle en
un ndmero finito de puntos). Notemos que tomando la constante A suficiente-
mente grande podemos asegurarnos de que no haya ningin cero no trivial en la
zona finita de la region 1 — n(7) < o que no cubre el teorema de Littlewood.

La tnica dificultad es estimar la funciéon w(z). Ahora bien, consideramos la
funcion £(z) = eV1°5% Para todo z tal que &(z) > ¢, usando que (a+b)? > 4ab,
vemos que

2/ Alogzloglogt > v/2Alogxloglogz, sit> &(x),
>
n(t)logz +logt {n(f(x)) logz = (A/2)/log x log log x, sil<t<g(x).

Por lo tanto
w(x) > v/2Alogxloglog x,

para todo x suficientemente grande. m

Esto prueba que, como habiamos adelantado, el teorema 5.15 se cumple para
toda constante c¢. Al margen de la mejora que esto supone respecto de 5.15, lo
més relevante es que el teorema 6.15 nos asegura que se cumple la primera de las
hipétesis del teorema de Hoheisel 5.21. En la seccién siguiente nos ocuparemos
de la segunda.
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6.3 El teorema de Ingham

En esta seccién demostraremos el teorema siguiente:
Teorema 6.17 Si ((1/2+ iT) = O(7°), entonces
N(o,T) = O(T?(+291=9) 1o4° T'),
para 1/2 <o < 1.

Esto tiene interés a causa del teorema de Hoheisel, 5.21, pues, teniendo en
cuenta también el teorema 6.15, as{ podemos concluir que las hipétesis de 5.21
se satisfacen con b =2+ 4cy B =5 (y la A dada por el teorema 6.15), luego
llegamos a que todo 6 que cumpla

1+4c+5/A

St oA gy
2tdct5/A 0"

satisface la conclusion del teorema. El mero hecho de que exista una constante
0 < 0 < 1 que cumpla el teorema ya es algo notable en si mismo, pero en el
capitulo siguiente demostraremos (véanse las observaciones tras el teorema 7.14)
que, en realidad, el teorema 6.15 se cumple para cualquier valor de A, luego
haciendo tender A a +o00 obtenemos una cota para 6 que depende exclusivamente
de ¢, a saber:

Teorema 6.18 (Ingham) Si ((1/2+it) = O(7°), conc >0y

1+4c
24 4c¢

<f0<1,

para todo k > 0 se cumple que

ka?

Nlogz’

m(z + kx®) — 7 (x) Prt1 —Pn = O(p}).

Ya sabifamos que si admitimos la hipotesis de Lindelof (en particular, si
admitimos la hipotesis de Riemann) tenemos que la conclusion del teorema se
cumple siempre que 1/2 < 6§ < 1. El teorema anterior, en cambio, nos permite
encontrar valores de 6 de los que podemos afirmar que cumplen la conclusion
sin apoyarnos en hipotesis no demostradas. Concretamente, el teorema 6.9 nos
permite tomar ¢ = 1/6 + €, con lo que podemos afirmar que la conclusion se
cumple siempre que 5/8 < 6 < 1.

Pasamos, pues a la prueba del teorema 6.17. Para ello necesitamos algu-
nos resultados previos. Empezamos con un resultado general sobre funciones
holomorfas:

Teorema 6.19 (Hardy, Ingham, Pélya) Sea f una funcion holomorfa en
un entorno de la banda 01 < o < 09. Supongamos que eziste
+oo

J(o) = / |f(o +iT)|?dr

—0o0
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y que la convergencia de la integral es uniforme en |01, 02|, asi como que

lim |f(oe+ir)]=0

| 7] =400

también uniformemente. Entonces

o—o1

J(o) < J(al)"?::l J(og)72=71.

DEMOSTRACION: Probaremos primero la conclusiéon para o = g9 = %

Consideremos la frontera R del rectangulo dado por o1 <o <09, -T <7< T.
Tenemos que f es holomorfa en un entorno de dicho rectangulo, al igual que
lo es la funcion f*(s) = f(200 — 5) (basta considerar los desarrollos en serie de
Taylor de la funcion f(20¢ —s). Las dos conjugaciones equivalen a conjugar sus
coeficientes.) Sobre la recta o = o¢ tenemos que f*(s) = f(s), luego, por el
teorema de Cauchy,

oo+iT oo+iT
2d = * ds = * d
[ s [ s @as= [ s

donde 75 : [a,b] — C representa la poligonal formada por los tres segmentos de
R situados a la derecha de la recta o = gg. Asi pues, aplicando la desigualdad
de Holder,

oo+iT b
/ F(s)[2ds < / FOa(®)]1f* (ra(t))] dt

o—iT

b 1/2 b 1/
( / |f(72(t))l2dt> ( / |f*(’72(t))|2dt)

2

b 1/2 b 1/
(/ f(w(t))th) </ If(%(t))lzdt> :

donde 71 : [a,b] — C es la parte de R a la izquierda de la recta o = o¢, pues la
aplicacion s — 20(¢ — & biyecta los puntos de 75 con los de v{. Explicitamente,

2

IN

02

b oo T
/|f(72(t))|2dt:/ |f(crfiT)\2dU+/ |f(02+it)|2dt+/ |f(o+iT)|* do.

-T g0

Por hipétesis,
o2

. . 2 o
Tgrfoo 5 |f(t £4T)|*dt =0,
por lo que
b “+00
lim / FOra(t)]? dt = / Flos + D2 dt = J(o),
T—+o0 J, — 00

e igualmente

b
Jim /|f(71(t))|2dt:J(a1),

T— 400

lo que nos da la conclusion para .
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Ahora observamos que si la conclusion es cierta para o1 < o] < ) < 09,
también lo es para o, = (0] + 04)/2. En efecto, por la parte ya probada,

J(oh) < J(a}) V2 I(ah) /2 <

o2-7) oi—oy \ 12 220 oh-o1 \ 1/
J(UI)UZ_"l J(O'Q)"Q_”l J(Ul)”2—<’1 J(O'Q)O'Q—crl —

P ol =01
J(O’l) 72791 J(O’Q) 92791,
Pero la conclusion es trivialmente cierta para oy y 02, luego tenemos el teorema
probado para todos los valores 0 = 01 + (01 — 01) g%, con 0 < m < 2". Como
J(0) es una funcion continua, esto implica que se cumple para todo o. L]
La parte més técnica de la prueba del teorema de Ingham es el resultado
siguiente:

ns ’

Teorema 6.20 Sea Mx(s) = > 1) donde  es la funcion de Mébius, y sea
n<X

fx(s) =C(s)Mx(s) — 1.
Si ¢(1/2 +1it) = O(7°), para cierta constante ¢ > 0, entonces

T ) T4e(1-0) A

para 1/2 <0 <1, T>1, X >1 y cierta constante A > 0.

DEMOSTRACION: Notemos que si la conclusién se cumple para un valor de ¢,
se cumple para cualquier otro mayor, y sabemos que la hipétesis se cumple para
¢ > 1/6, luego no perdemos generalidad si suponemos que ¢ < 1/2.

Sil< X < 2, se cumple que fx = fo, por lo que no tampoco perdemos
generalidad si suponemos que X > 2.

Podemos ver a Mx(s) como una serie de Dirichlet que tiene nulos sus co-
eficientes correspondientes a indices n > X, con lo que el producto también es
una serie de Dirichlet y

fx(s) = Z a);(sn)’ donde ax(n) = Zu(d), salvo ax (1) = 0.
n=1 dln

Notemos que si n < X entonces ax(n) = 0, pues u* ¢c; = 1. Por otro lado, es
claro que |ax (n)| < d(n).

Si0<d<1lyT >0, tenemos que

4 N2 ax(m)ax(n) Tnmi-r
/O [fx(L4+0+ir)Pdr= ) ) /0(/ )i dr

m,n>X
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a T .
=T Z 2+25 + > an Hg )/0 (n/m)" dr

m>X X<m<n

T
+ Z aan 1+90 )/O (n/m)’i‘r dr

X<n<m

T
a’X ) iT
=T Z m2+25 + Z (mn) 1+5 /0 (n/m)"" dr

m>X X<m<n

+ > “an ~ (n) /0 (n/m)~"" dr

X<m<n

a? a ax(n) [T
= Z nf % +2 Z X(gnn))l)i‘g)/o cos(tlog(n/m))dr
d?

X<m<n

(m) dm)d(m) o
Z T gz (T o8/ )

)d(n)
2
- 2+25 + Z (mn) 1+5 log(n/m)’
m>X X<m<n

Observamos ahora que, si 1 < a < 3, en virtud del teorema 2.24,

SO e [

m>X m>X

T l4ta T 1+4a
TS @ [T Y #as

X m>X X<m<z

o Jogd o0 Jog? (X y!/®)
A dr = A —————d
< /X si+a ¢ /1 aXay? Y

A /+°°(‘§%,§+;1j’1%2) A /+°° (Alog X + A _
_ Gim +aym)” (Alog X + A) |

= WX 32 dy < %o 372

< i(longL 1)3/+Oog/3/2 dy = ilog‘?’X.
Xa : Xa

Tomando concretamente a = 1 + 20 obtenemos

2 ara < xita 1087 X < s
m>X
pues X% = 29108 X > 1(25log X)3, por la serie de Taylor de la exponencial.

Por otra parte observamos que, si A > 1, se cumple que

1 1
1<logh+ — <log\+ —.
TR

(basta ver que log A — 1/A — 1 es creciente, porque tiene derivada positiva).

(6.18)
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Lo aplicamos a A = n/m, con lo que obtenemos que

1 1
— <1 .
log(n/m) M= log(n/m)

Por consiguiente,

1 1 1
(mn)t9log(n/m) < (mmn)i+o + monl+d(mn)t/2log(n/m)’

y a su vez

d(m)d(n) d(m)d(n)
2 Gy lognjm) < 2= Tomnpo *

X<m<n X<m<n

d(m)d(n)
ngm:@ mOn 1+ (mn) /2 log(njm)
= d(n) d(m)d(n) 1
(Z:l ”1+6> " 1§%:<n (mn)1/21log(n/m) nlto

—da Y dmdn) /+oo L0 0

o (mn)/2log(n/m) x2+o

4 T 14946 d(m)d(n)
S0 ) G 3 G gty e

B 146 d(m)d(n)
=¢*(146) + /1 Py m;ﬁgg (mn)1/2log(n/m) de

+oo
1446 :
4 3
<(¢ (1+6)+/1 Wclog zdz,
de nuevo por el teorema 2.24. Ahora, por una parte,

1 d+1 2
< _—— —< =
C(1+5)_1+6 5 =5

y por otra parte, como z%/2 log3 T esta acotada,

T 1446 T 24 A
/ %Aloggxdmgc/ ——dx < < —.
1 € 1 x

En definitiva,

d(m)d(n) A
2. (mn) 0 log(n/m) ~ 6%

X<m<n

En total tenemos que

T T
v 4+5+ir)Pdr< Al =+1)6%
| fx( )l X
0
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Ahora obtendremos una estimacién similar para 1/2 4+ ir. Para ello obser-
vamos que de (z — y)? > 0 se sigue que (z + y)? < 2(z? + 3?), luego

[x(8)1* < (IK)IIMx (s)] + 1) < 2(I¢(5) [ Mx (5)]* + 1).

Asi, para T > 0,

T T
/ |fX(1/2+iT)|2d7'§2/ (C(1/2 +im) 2IMx (1/2 4+ i7)2 + 1) dr
0 0

T
SATQC/ |Mx (1/2 +i7)|? dr + 2T.
0

Como antes,

T
/ |Mx(1/2+ZT)|2dT—/ Z %m—

m,n<X

Z #mn 1/2/0 (%)” dr <

m,n<X
T
T Z +4 Z (mn) 1/2/ coslog(m/n)Tdr <
n<X m<n<X

Z 4 Z (mn) 1/210g(m/n)

n<X m<n<X

Seguidamente usamos que (6.18) equivale a

1 ) \L/2
ogh AT
luego
1 1/2
— <1 + M’
log(m/n) m-—n
luego
1 1
2
/ M (172 +im)[dr < TTKZX +4W<Z<X< (mn)t/? * n—m)

2
<TlogX +4» > =<TlogX +8XlogX.
n

m<X n<X

En total tenemos que

T
/ |fx(1/2 +i7)|?dr < AT**(T + X)log X.
0
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Faltarfa un sumando 27, pero, si T > 1
1
T<T't < ﬁT”QC log X < AT*(T + X)log X,
0g

mientras que, para 0 < T < 1, tenemos una acotacién mas simple, ya que
€(1/2 +iT) esta acotada en [0,1], luego, si 0 < 7 < 1,

(/2 4in) < AY %—i—l) gA(/lx\/ldeH):A(m/YH) < AVX,

n<X

con lo que
T
/ Ifx(1/2+i7)|?dr < ATX < AT?**X < AT?**(T 4 X)log X,
0

porque 2c < 1y T < 1, luego T < T?°,

En resumen, si llamamos

T
1,(T) = / fx(o +in)Pdr,

hemos probado que

Io(T) = O(T(T+ X)log X),  Lis(T) = O((5 + 5.

Consideramos ahora

s—1

9s) = s cos(s/2t) fxle).  t>3/m

Notemos que el coseno no se anula en la banda 1/2 < o < 1+, por lo que,
teniendo en cuenta que el factor s — 1 cancela el polo de ((s), resulta que ¢
es holomorfa en un entorno de dicha banda. Observemos que, en ese mismo
dominio,

—r+io T—ic —T—io T+io
3 1 1
|cos(s/2t)|2: e 2—&-@ T e 2—|—e - :icosgﬁ—z(eT/t—ﬁ—e*T/t),

luego

(6.19)

| =

1 1
| cos(s/2t)|2e 11/t = ie_lﬂ/t COS% + Z(l + e 2Tty

cuando 7 tiende a +0o. Asi pues,

1 t
reoserzE = 2.
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Por 4.7, para o > 1/2 y |7| > 3 tenemos que ((s) = O(|7|*/?), luego

s—1
s

L) px(s) - 2

fx(s)

‘ < AlTV2X 42 < AX|r|V2

Si la constante se toma suficientemente grande, esto vale para todo 7 (con
o >1/2). Asi,
|6(s)* < AX?|r|e” T/,

lo que prueba la convergencia de la integral
—+o0
Iy = / \6(o + i7) 2 dr
—00

uniformemente en la banda 1/2 < o <1+ 4, asi como que

lim |¢p(o +iT)| =0
|7]—=+o0

también uniformemente. Similarmente concluimos que |I,(T)| < AX?T2.

El hecho de que ¢ tome valores reales sobre los niimeros reales implica que

d(5) = ¢(s), luego |¢(5)| = |¢(s)|. Esto nos permite expresar

+o00o
J, = 2/ |p(o +iT)|? dr.
0

Integrando por partes:

+oo
Ja§2/ A fx (o 4 iT) 2 dr =
0

T—+o00

T
2A lim (—16_T/tIU(T)+1/ G_T/tIg(T)dT>
0

T/t “+o00
=2A lim e I, (tw) dw = 20/ e "I, (tw) dw,
T—+o0 0 0

donde hemos eliminado el primer término por la acotacion |I,(T)| < AX?T? y
luego hemos hecho el cambio de variable 7 = tw. Ahora podemos usar las cotas
que hemos obtenido para I,:

J <2A/+Oo —w (M Y s tgw—a(1e L) s
146 > 0 € X w = X )

donde hemos integrado por partes. Similarmente,

+oo
Jijs < 2A/ e (tw)* (tw + X ) log X dw
0

+oo
= 2At*log X/ e Y w(tw + X) dw.
0
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Descomponemos la integral en suma de las integrales en [0, 1] y en [1, +oo].
En el primer intervalo acotamos w?¢ < 1, con lo que

1 1
/ e Y (tw + X) dw < / e (tw + X) dw.
0 0
En el segundo usamos que w?* < w e integramos por partes:

—+oo —+oo
/ e Y w(tw + X) dw = (t + X)e ! —|—/ e Y (2tw + X) dw
1 1

+oo
<(t+X)e? +2/ e " (tw + X) dw.
1

Uniendo de nuevo las dos partes resulta que
+oo “+oo
/ e Y (tw + X) dw < (t+ X)e ! +2/ e " (tw + X) dw.
0 0

Integrando otra vez por partes llegamos a que

“+ o0

/ e w(tw + X)dw < (t+ X)e ' +2(t+ X) = (2+e H(t + X).
0

En total,
Jijo < At?°(t + X)log X.

Asi podemos aplicar el teorema 6.19, segtin el cual, para cada 1/2 < o < 149,
tenemos que

t #115 1+6—0o
Jy < (A (1 + X) 64> (At*(t+ X)log X) /%77 <

1—20

1-20 4c(1+5—0) . _4
Xt 20 (X +¢)max{Ad~*, Alog X }.

Por otra parte, en dicha banda, para 7 > 1, en virtud de (6.19) tenemos que
|B(s)P =A™ | fx (5)1%,

pues el cociente sin la constante tiende a 4, luego

T T
Jo 2/ |¢(U+i7’)|2d7' 2/ Ae_T/t|fx(0'—‘riT)|2dT
1 1

T
> Ae T/ / |fx (o +iT)|? dr.
1
En total,

—20 4A(1+5—0)

T
/ \fx (o +ir)[2dr < AeT/t X 7ttt 51 (X + t) max{A5~*, Alog X }.
1
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Tomamos t =T, § = A/log(T + X), donde A = %log 3, para que se cumpla
0<d<1/4. Asi,

X% < X —(1-26)(20-1) < X —(20-1)+25 < e2A x—(20-1)

En efecto, la primera desigualdad se reduce a que 1 — (26)? < 1, mientras que
la segunda se reduce a §(c — 1) < 0 — 1/2, que se cumple trivialmente si o < 1
y, para ¢ > 1 tenemos que

Slo—1)<6%<1/2<0—1/2.

Por otra parte, teniendo en cuenta que ¢ < 1/2,

i) < TAc(4+6-0) < phe(1-0)+25 < 2A4pde(l-0)

Ahora la conclusién es inmediata. n

Para probar el teorema 6.17 nos falta una tltima observacion general sobre
las funciones holomorfas. Observemos en primer lugar que la funciéon z2|i|y2 es
integrable en B, (0). En efecto, si

A(0,6,r) ={z € R? |6 < ||z|| <7},

pasando a coordenadas polares tenemos que

|| / /27r pl cos b
dxdy = pdfdp
/A(O,é,r) 2 +y? s Jo p?

2
:(r75)/ |cosf|dO = 4(r — 9),
0

luego, por el teorema de la convergencia mondtona, la funcién es integrable en
B,(0) y

|z| . |z|
——— dxdy = lim ——— dxdy = 4r.
/B,@) r? +y? n S a0 mr) T2+ Y

Como consecuencia, también es integrable x/(x? + 32), y es facil ver que la
integral es nula. A su vez, si definimos la integral de una funcién compleja
como

/f(a:,y)dxdyz/Ref(z,y)dxdy+i/Imf(z,y)dxdy,
Q Q Q

tenemos que

1 T .y

P x2 + y2 szerz7
luego 1/z es integrable en B,.(0) y su integral es nula. Esto implica a su vez que
1/(z — zp) es integrable en B,.(zg), con integral nula, lo que a su vez implica que
toda funcion holomorfa es integrable en un entorno de un punto en el que tenga
un polo simple.
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DEMOSTRACION (de 6.17): Consideramos las funciones fx(s) y Mx(s) defi-
nidas en el teorema anterior, para X > 1. Definimos ademas

hx(s) = 1= fx(s) = (1 + fx(s))(1 = fx(s)) = ((s)Mx (5)(2 — Mx (5)¢(s))-

Llamamos gx(s) = Mx(s)(2 — Mx(s)((s)), de modo que hx(s) = ((s)gx(s).
Las funciones hx y gx son holomorfas en C salvo a lo sumo en s = 1. En la
prueba del teorema anterior hemos visto que

INCEp Py g
n>X n>X

para o > 2y, por (2.5) sabemos que d(n) = o(n'/*), luego existe un Xy > 1 tal
que si X > X, entonces, d(n) < n'/* y, usando el teorema 4.1,

nl/4 1 1
Ifx(s)) < > oR > W:CW/‘D_ > S

n>X n>X n<X

1 1 1 4 1 Can
<(7/4) o Z n7/4 + X7/4 = X7/4 + 3X3/4 + X7/4 :O(X / )’

n<X

luego X|fx(s)|> = O(X~1/2) y, si X, se elige suficientemente grande, tenemos

que, para X > X,
1 1
< — <o 2
Fx6IP < 55 < 5 (6:20)
Por lo tanto, hx(s) # 0 si 0 > 2. De hecho, Rehx(s) > 1/2.
Llamemos Np(o,T) al ntmero de ceros (contando multiplicidades) de hx

con Rep>0,0<Imp <T. SiTy < T3, llamamos
Ni(0,T1,T2) = Np(0,T2) — Ny(o,T1).

Dados X > Xgy T > 4, elegimos Ty y Ts talesque 3 < Ty <4y T < Ty <T+1
y de modo que h no se anule en los segmentos 1/2 < o < 2, 7 =Ty, Ts.

Para 1/2 < u < 2, llamamos R, al rectangulo de vértices Toi
u—+iTy, 24Ty, 2+iT5, u+iT5. A losumo, hx puede anularse T

en su lado izquierdo. Si no es asi, tenemos que Ry,
R (s i
/ X( )dSZQWiNh(u,Tl,TQ). TiiT
R, hx(s) 1

Sea 1/2 < gy < 1 tal que h no se anula en R,,. Entonces

2 2 h/ (S)
27ri/ Nh(u,Tl,Tg)du:/ / X" dsdu = A
oo (o4 Ru hX(S)

2 24114 ! 24115 ! u+iTs / B e
/ </ P s) g +/ M) g +/ P (s) d5> du
o u 2 2

o vir, hx(s) iy, hx(s) +im, hx(s)

2 u+iTy 1.7
+/ / ix(s) dsdu.
oo Ju+iTs h’X(S)

T
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Notemos que la integral sobre R, no esta definida para un nimero finito de
valores de u, pero esto es irrelevante. Lo mismo sucede con la integral interior
del altimo término. Desarrollandola tenemos que

u+iT1 1.7 Ts 1./
/ / h () Jdsdu = / / I dtdu
u+iTs S

Ahora bien, el integrando es una funcion holomorfa en el rectangulo salvo a
lo sumo en un numero finito de puntos donde tiene polos simples, luego por
la observaciéon previa al teorema sabemos que es integrable en el rectangulo, y
podemos aplicar el teorema de Fubini:

u+iTh 7.7 / .
/ / Py (s) J dsdu = i / WA
u+iTs hX 8 [2,0’0] X [T17T2] hX (U + Zt)

—z/ / u—|—ztd dt.
hx (u+ it)

donde la integral interior no esta definida para un nimero finito de valores de t.
Tomando partes imaginarias llegamos a que

£)
271'/ Ny (u, Ty, T3) d / / uiztddt—i—

2 2HiTy / 24T, / utiTy /
/ / Im N ds + / Im 'y (5) ds + / Im Px (5) ds | du.
oo \Ju+iTy hx(s) 24+4Ty hx(s) 24+4iT5 hx(s)

Por otra parte,

u + it) 2 , .
- d dt = (log |hx (o¢ +it)| — log |hx (2 + it)]) dt.
T

+ Zt T

Ahora observamos que

log |hx ()| < log(1+ [ fx(s)*) < |fx (),

lo que nos permite aplicar el teorema anterior para acotar la integral del pri-
mer logaritmo. Para el segundo logaritmo no podemos usar el teorema, pero,
teniendo en cuenta (6.20), vemos que

—log |hx (2 +it)| < —log(1 — |fx (2 +it)]*) < 2|fx(2+it)|* < 1/X.

Por consiguiente, teniendo en cuenta que 7o, < T+1y que To—T7 < T+1-3 < T,

_/ / u—l—ztd gt <
T hx (u+ it)

(T 4 1)40(1700)

A X2o‘0—1

T
(T+X+1)log*(T+ X +1)+ < (6.21)
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Ahora estimaremos las otras tres integrales. La maés sencilla es

2+1T2

/ / )dsdug2(Imloghx(2+iTg)—Imloghx(2+z'T1)),
2411 )

donde hemos usado que hx(s) no se anula cuando o = 2, pues, de hecho,

Rehx(s) > 1/2, y esto implica ademés que la variacion del argumento tiene

que ser menor que 7. Asi pues,

2+1T2 )
/ / dsdu < 2.
241414 )

Sean ahora 7 y 2 los segmentos determinados por 7 = T} y 7 = Tb,
respectivamente, y 0y < o < 2. Los puntos de v; en los que se anula Re hx son
los ceros de la funcién holomorfa

Hy () = 3 (hx(s +1T3) + b (s = iTy))

sobre el segmento 0p < 0 <2, 7 =0, luego son un nimero finito, digamos m;,
y estan contenidos en el conjunto de ceros de H; en el disco D(2, 3/2). Notemos
que H; es holomorfa salvo a lo sumo en los puntos 1 £ ¢7}, luego en particular
lo es en D(2,7/4) (ya que 3 < T1 < T3). El teorema [VC 2.29] nos da que

mj

1 6 .
3 <Relx(®) = ;@) < (£ ) max{ie (o) |15 - 21 = 7/1).
Ahora bien,
1 . —
[Hj ()] = |5 (hx (s +iT5) + hx (5 +T3))| < (|hX(S+ZT )+ |hx (s +iT5)))
y si|s — 2| = 7/4, entonces Re(s £ iT;) =Res >1/4y
—2<Ims, Ims<2,

luego
1 <Im(s+iT}), Im(5+1iT;) < T +3,

y por lo tanto
7\
<6> <méx{|hx(s)||oc>1/4,1 <7 <T+3}.

Ahora bien,
lhx(8)] < 1+ [fx(s)]* <24 [C(s)Mx(s)[*.
Por 4.7 tenemos que [((s)| = 0(7'3/4) =O(T**" = O0((T + X)%/%), y

1 X dx
Mx(s) < D oo < 1+/1 S = O(X¥h) = O((T + X)),

n<X
luego hx(s) = O((T + X)3/?) y a su vez
m; log(7/6) < 2log(A(T + X)*?) < A(1 +log(T + X)),
luego m; < Alog(T + X).
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Ahora el mismo argumento empleado en la prueba del teorema 4.19 prueba

que
A
Im/ hX(S) ds
Vi

< (mj +1)m < Alog(T + X),

=|arg |hx (o0 +iTj)| — arg|hx (2 + i1})||

(pues entre cada par de puntos de 7; donde Re hx no se anula, el argumento
no puede variar mas de 7w unidades). Por lo tanto.

2 24Ty /
/ / Im Pix(s) dsdu
oo Ju+iTj hX (8)

Concluimos que

< 2Alog(T + X).

2
/ Np(u, Ty, Ty) du < AT*(=00) (T x 17200 4 x2(1=00)) oo (T + X)),
oo

donde hemos retocado (6.21) cambiando T'+ 1 por T y eliminando el término
T/X < TX'7290 y hemos despreciado las cotas de las otras tres integrales, ya
que son menores que (6.21), trivialmente en el caso de 27 y, en el caso de las
otras dos porque

log(T + X) < X2(1=90) 1og*(T + X).

Por otra parte, todos los ceros de la funcién dseta son ceros de h, luego,
llamando N (o, T1,T») = N(o,T2) — N(0,T1), para 0 < § < 1, tenemos que

2 oo+
/ Nh(u,Tl,Tz)dUZ/ N(U,Tl,TQ)duZ5N(JO+6,T1,T2).
oo (e

0

Como la funcién dseta no tiene ceros con parte imaginaria < 77 < 4, resulta
que N(o,T) < N(o,T1,T>), luego, si 1/2+ 6 < o < 1, tomando o9 = o — §,
tenemos que

A
N(o,T) < gT‘*C“*f’”)(TXI*?'”?‘S + X20=0F0 jog! (T + X).  (6.22)

Por otra parte, si 1/2 < o < 1/2+ 6, la formula de Riemann-von Mangoldt nos
da que
N(o,T) < N(T) < ATlog T < AT?(1=7+9) Jog T, (6.23)

Finalmente tomamos X = T > méax{X,4} y § = 1/logT, con lo que (6.22) se
reduce a
N(0'7 T) S AT2(1+2(;)(170+5) 10g5 T,

en el caso de la primera, y (6.23) implica la misma desigualdad. Finalmente
basta observar que T2(1+26)6 — o2(142¢) < o4 =






Capitulo VII

El método de Vinogradov

En este capitulo presentamos otra forma de estudiar con precision el creci-
miento de la funcién dseta a la izquierda de la recta ¢ = 1, lo que a su vez nos
proporcionaré una regién sin ceros mejor que las que ya hemos obtenido y a su
vez una mejor estimaciéon del error en el teorema de los ntimeros primos. En
realidad el resultado principal se enmarca en un contexto mas general y tiene
aplicaciones a otros problemas de la teoria analitica de ntumeros.

7.1 La conjetura de Vinogradov

Definicion 7.1 Dados nimeros naturales, k,l,q > 1, llamaremos Jlk(q) al nu-
mero de soluciones enteras del sistema de ecuaciones

Tttt = oyt tu
bl o= by

tales que 1 < xj,y; < gq.

Un hecho fundamental es que se cumple algo mas general que lo que exige
la definicion:

Teorema 7.2 Dados nimeros naturales k,l,q > 1 y enteros a,b, con b # 0, se
cumple que Jlk (q) es el numero de soluciones enteras del sistema de ecuaciones

l
(a+bxy)" =Y (a+by)",  h=1,...k,
Jj=1 j=1

tales que 1 < x5,y; < q.

235
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DEMOSTRACION: Sucede, més concretamente, que las soluciones del sistema
del enunciado son las mismas que las del sistema de la definicion 7.1. En efecto,
la ecuacion h-ésima del enunciado es

l h h l h h
Z > (r) arbhfrx;‘z—r _ Z Z (T>arbhry;t—r,

j=1r

que equivale a

h h l h h l
Z <T) arbh—r jzzlx?fr _ Z (T>arbh—r Zy;tfr'

r=0

Por lo tanto, cada solucién del sistema de ecuaciones de la definiciéon 7.1 es
también solucion del sistema del enunciado. Reciprocamente, si z;,y; es una
solucion del sistema del enunciado y suponemos inductivamente que cumple las
ecuaciones de la definiciéon 7.1 hasta el exponente h — 1, entonces cada sumando
de cada miembro de la ecuacién anterior es igual al correspondiente del miembro
opuesto para r = 1,...,h, luego lo mismo vale para r = 0, lo que implica que
x;,Y; también cumplen la ecuacion de exponente h. L]

En particular, tanto en la definicién 7.1 como en el teorema anterior es indis-
tinto exigir que 1 < x;,y; < g que exigir ¢ < z;,y; < c+q, para cualquier entero
prefijado ¢, pues si z;,y; forman una solucién con esta condiciéon y llamamos
r; =xj —cy; =y; —c, entonces 1 <%, yi <qy

a+ bxy = —ac + by, a+by; = —ac+ by,

por lo que x;, yg son una solucién del sistema de 7.2 cambiando a por —ac, luego
el nimero de soluciones es igualmente JF(q).

El segundo hecho fundamental se deriva de la observacion elemental de que,

si ¢ es entero, entonces
1 .
omice 5. J 1 siec=0,
e dxr = .
0 0 sic#0.

La relacion con lo anterior se obtiene considerando la funcion

ff(xsa0,... ap) = apz® + -+ a1z + ag,
y a su vez
S*(q,a;a0,...,a,) = Z e2mif(n), (7.1)
a<n<a-+q

El teorema siguiente puede interpretarse como que Jlk(q) es el valor medio
de |S*(g,a)|* cuando las variables ay, ..., a; varfan sobre el cubo unitario. Por
ello la expresion JJ*(q) se conoce como “valor medio de Vinogradov™
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Teorema 7.3 Dados nimeros naturales k,l,q > 1 y un entero a, se cumple que

JE(q) = / 5% (¢, @)|?'das - - - day..
[0,1]%

DEMOSTRACION: Tenemos que

271'1 ap n1+ +"l
Sk( E e S

a<m, Sni<a+tq

y, multiplicando por el conjugado,

1S¥(q,a =

2mi Z ap(mh4pml—nl . —nl‘)
|2l § e

a<my ..., my<a+q
a<ny,..., ny<a+q

Por lo tanto,

/[Ol]k 19%(g,a)|*day - - day, = Z H/ R I R

a<my,..., my<a+q h=
a<ny,...,ny<a+q

y, por la observacion previa al teorema, cada sumando vale 0 o 1, y los sumandos
que valen 1 se corresponden con las soluciones del sistema de ecuaciones de
la definicién 7.1. (Notemos que los factores correspondientes a h = 0 valen!
siempre 1). "

Una estimacion elemental de JF(q) es
¢ <Jfa) < g (7:2)

En efecto, por una parte obtenemos ¢' soluciones del sistema de 7.1 sin méas que
dar valores arbitrarios a las variables z; y tomar y; = z;. Por otra parte, es
claro que |S*(q, a)| < g, lo que nos da la cota superior.

Soluciones triviales En realidad hay mas de ¢’ soluciones triviales, pues cada
asignacion arbitraria de las variables x; no da lugar a unos tnicos valores para
las variables y;, sino a tantos como permutaciones admitan dichos valores, que
seran a lo sumo !, en el caso en que los valores asignados a las x; sean distintos
dos a dos. En cualquier caso, el namero de soluciones triviales es a lo sumo ! ¢

Si solo hubiera soluciones triviales, serfa facil calcular exactamente JJ(q).
Por ejemplo, es facil probar que en el caso k = | = 2 s6lo hay soluciones
triviales,? por lo que

J3(q) =2q(q — 1) + ¢ = 2¢* — q.

A su vez, esto implica que, para k > 2, se cumple J¥(q) = J2(q).

L Alternativamente, la expresion |S*(q,a)| no depende de ag, ya que en la definiciéon de
Sk(q, a) podemos sacar factor comiin e2™%%0 que tiene médulo 1, luego podemos suponer que
ap = 0 y que el menor valor para h es h = 1.

?La ecuacién cuadratica equivale a (z1 + y1)(z1 — 1) = (22 + y2)(y2 — z2), de donde,
usando la ecuacioén lineal, se sigue que si x1 # y1, entonces 1 = ya2.
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En cambio, para k = 2, [ = 3 ya hay soluciones no triviales. La menor es
1+444=9=2+2+05, 12442 + 42 =33 =22+ 22 + 52
El ntimero de soluciones triviales en este caso es
q(q—1)(q—2)6+3q(q — 1)3 4 q = 6¢° — 9¢° + 4q,
sin embargo, ahora no son todas. ]

Nuestro objetivo a medio plazo es encontrar estimaciones mas finas que (7.2).

Si ¢ = (c1,...,c;) son nimeros enteros, definimos, mas en general, JF(g;c)
como el namero de soluciones enteras del sistema de ecuaciones

l
(x?_y?)zch, h=1,...Fk, (7.3)
Jj=1

con 0 < x;,y; < ¢, de modo que Jf(q) = JF(q;0).

Una ligera variante de la prueba del teorema anterior muestra que
Tae= [ 154 a0 doy o da.
[0,1]*
En efecto, basta observar que

k
I 2710 > ap(mi4dml—nli4 —nliey)
|Sk(q,a)‘2162m(a~c) _ § : e = ,
0<my,...,m;<q

0<ny,...,n <q

y se concluye igualmente. Por consiguiente.
K = ol < [ 18 o da - dow < Q)
0,1]*
Ahora observamos que una solucion de (7.3) cumple que

l l
len| < -21 |z — yh| < Zl max{z", y!} < lg"
JI= J=

y, reciprocamente, el sistema no tiene solucién cuando |cj,| > Ig", para algtn h.
Por consiguiente,

k
S JF(qic) < (20)F hl:[1 "I (q) = (20)Fg" V2 JE(g).

Ahora bien, el miembro izquierdo de esta desigualdad es el namero de solu-
ciones del sistema (7.3) cuando las ¢; son consideradas también variables, luego
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es g%, ya que existe una tunica soluciéon para cada valor que demos arbitraria-
mente a las variables x;,y; (dentro del rango permitido). Asi pues,

Jlk(q) > (2Z)—kq21—k(k+1)/2
lo que, combinado con (7.2), nos da que
Jlk(q) > méx{(Ql)_kqﬂ_k(kH)/Q,ql}.

Podemos precisar cual de las dos cotas inferiores es mejor. Basta observar
que
(20)~Fg2l-k+1)/2
q
luego si | < k(k+1)/2 el denominador es mayor, mientras que sil > k(k+1)/2
es mayor el numerador siempre que g > [*. Por lo tanto, para ¢ > ¥, podemos
desglosar la cota inferior asi:3

l .
k q sil<k(k+1)/2,
@) 2 { (20) kAR EED/2 i > k(R +1)/2.

_ (2l)7kql7k(k+1)/2

3

Vinogradov conjeturd en 1935 que esta estimacion por defecto del creci-
miento del valor medio Jl’C (¢) estd muy cerca de ser una estimacion por exceso.
Concretamente, conjetur6 que, para todo € > 0, cuando ¢ tiende a 0o se cumple
que

TH(g) = O(q"*+e) sil<k(k+1)/2,
O(g? =kt 1)/24e) i | > k(k 4 1)/2.

Vinogradov demostr6 una versiéon débil de su conjetura, y es costumbre
referirse a ella y a cualquiera de las mejoras subsiguientes como ‘“teorema del
valor medio de Vinogradov”.

La conjetura ha sido demostrada recientemente (en 2015) por Bourgain,
Demeter y Guth mediante técnicas del anélisis harmoénico. Aqui no vamos a
entrar en la demostraciéon de este hecho, sino que nos limitaremos a probar una
version débil que sera suficiente para nuestros fines. No obstante, terminaremos
esta seccién con algunas observaciones elementales sobre la conjetura.

El caso critico Se llama caso critico de la conjetura de Vinogradov al corres-
pondiente a Iy = k(k + 1)/2. Sucede que si la conjetura es cierta para un caso
critico (k,lx), entonces es cierta para dicho &k y cualquier valor de .

En efecto, si l > [i, entonces

Jlk(Q)

|18 @S g ) Dy - day
[0,1]*

< q2(z—zk>/ §*(g, a)[*EVday - - - day, = 2 JF
[0.1]*

3Incidentalmente, esto prueba la existencia de soluciones no triviales cuando I > k(k+1)/2,
pues el nimero de soluciones triviales es O(q').
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y por la hipétesis Jl’z = O(q"**¢) sobre el caso critico, llegamos a que
Jlk(q) — O(qQ(l—lk)"rlk"re) _ O(qzl_k(k+1)/2+€).

En el caso [ < [} aplicamos la desigualdad de Hélder a % + ﬁ =1

JHq) = / 118 (q,a)?'day - - day,
[0,1]%

1/p L/l
/ 1P da; - - - day, / 1S (q,a)|*™* day - - - day,
[0,1]% [0,1]*

(JE)V = O(g o) = O(¢"*)

IA

pues

o(qlw)l/lk:<o<qlk+6>>l”’°:<0<qlk+6) 1 ))”lk:om.

qire gleteli/l grte  geln/i=1
| |

Por ejemplo, [; = 1 y es obvio que J{(q) = g, luego la conjetura de Vinogra-
dov se cumple para J} (¢) (incluso con € = 0).

El caso kK = 2 También es facil demostrar que la conjetura de Vinogradov se
cumple para k = 2. Basta considerar el caso critico [ = 3. Podemos escribir las
ecuaciones asi:
T1+ T2 — Y3 = Y1+ Y2 — T3,
o+ x5 — Y3 = yi + Y5 — a3
Usando la identidad (a + b — ¢)? — (a® + b* — ¢?) = 2(a — ¢)(b — ¢), al restar
la primera ecuacién al cuadrado menos la segunda resulta

(1 —y3)(z2 —y3) = (y1 — 23)(y2 — 73)

Vamos a contar las posibles elecciones de x1, s, y3 que hacen no nulos los
dos miembros de la ecuacién anterior.

Si elegimos x1 # 2, tenemos g(q — 1) posibilidades, que pueden completarse
con g — 2 posibilidades para y3. En total, ¢(¢ — 1)(¢ — 2). Si elegimos 1 = x4
tenemos ¢ posibilidades, que pueden completarse con ¢—1 posibilidades para ys.
En total ¢(¢ — 1). Los dos casos suman q(q — 1)? = O(¢?).

Para cada eleccion en estas condiciones, p = (x1 — z3)(z2 — y3) cumple
Ip| < 2, y el nimero de descomposiciones en dos factores es (teniendo en cuenta
los signos) 2d(p) < cp/? < cq¢, donde hemos usado (2.5). La ecuacion

r1+ 22 —ys = (y1 —x3) + (Y2 — x3) + 23

implica que, una vez fijados y1; — x3, y2 — T3, el valor de x3 queda univocamente
determinado, y éste a su vez determina y1,ys. Por consiguiente, hay a lo sumo
O(¢®)O(q°) = O(¢>*¢) soluciones en este caso.



7.2. El teorema del valor medio de Vinogradov 241

En caso de que los dos miembros de la ecuacién se anulen, tenemos cuatro
subcasos, segin qué factor se anule en cada factor. Si suponemos, por ejemplo,
que r1 = Y3, Y2 = X3, entonces la primera ecuaciéon nos da que x5 = y;, luego hay
¢® posibilidades. Lo mismo vale para los otros tres subcasos, luego concluimos
que el niimero de soluciones en el segundo caso es O(x?), luego el niimero total
de soluciones es O(23+¢), como habia que probar. n

El caso k£ = 3 ya no es trivial, y la primera prueba de la conjetura en este
caso fue obtenida por Wooley poco antes que la prueba en el caso general.

7.2 El teorema del valor medio de Vinogradov

Vamos a probar uno de los llamados “teorema del valor medio de Vinogra-
dov”, es decir, una estimacién del crecimiento del valor medio .J} (q) bajo ciertas
condiciones sobre k y 1.

Empezamos con un hecho algebraico general:

Teorema 7.4 (Identidades de Newton) Sea K un cuerpo, sean eq, ..., e,
los polinomios simétricos elementales en K[Xq,..., X, ypn = XP +---+ XI.
Entonces .

hen = - (=1)"en—ipi-
i=1
DEMOSTRACION: Para 2 < i < h, llamemos Tf(Xl, ..., X,) ala suma de
todos los monomios de grado h (con coeficiente 1) en los que una variable tiene
grado ¢ y las demés tienen grado 1. Entonces, para 2 < ¢ < h, es claro que

h h
Di€h—i =T; +Tif1-

En efecto, e,_; estd formado por todos los monomios M de grado h — ¢ con
variables de grado 1. Cuando uno de estos monomios se multiplica por una
potencia X}, obtenemos uno de los monomios de TZ’-L si X; no estd en M, o bien
uno de los monomios de rf',; si X; estd en M. Ademas, asi se obtienen todos
los monomios de ! + er sin repeticiones.

Para i = h tenemos trivialmente:
. .h
Ph€o = Ph = Ty,
mientras que para i = 1 se cumple que
=h h
pi1en—1 = hep +1;5.

En efecto, al multiplicar un monomio M de grado i — 1 con variables de grado 1
por una variable X, obtenemos un monomio de rh si X estd en M, o bien un
monomio de ey, si no lo esta. Sin embargo, los monomios de r% aparecen una
vez cada uno, pero los de e, aparecen h veces cada uno, una por cada una de
sus variables.
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Ahora basta sumar:

(-1 tep_ipi =

-

i=1

hen + 15 — (3 +r8) + - (=1)"2(rh_y + i) + (=1 1rf = hen.

Como consecuencia:

Teorema 7.5 Si un sistema de ecuaciones

tiene solucion en un cuerpo K y k es menor que la caracteristica de K si ésta
es no nula, entonces la solucion es unica salvo reordenacion de las variables.

DEMOSTRACION: Si 1 < h < k, como h no divide a la caracteristica de K,
podemos expresar

1L )
-1
en(x1,...,xp) = z (=) tep—i(x1,...,zK)pi(T1, ..., Tk)
i=1
— 1 & 1 i—1
= > (=" mien—i(x1,. .. xk),
ki=1
y esto es una relacién recurrente que determina univocamente todos los valores
en(x1,...,x) € K a partir de my, ..., my. Por lo tanto, el polinomio
(X —z1) - (X —z) = > (=) "ep_yi(x1, ..., 25) X"
i=0
estd univocamente determinado por mq,...,mg, ¥ Z1,...,T son las raices de
este polinomio, luego estan univocamente determinadas salvo el orden. L]

Si consideramos las soluciones del sistema anterior como k-tuplas ordenadas,
entonces resulta que, o bien no hay ninguna, o bien hay a lo sumo k! (habria
exactamente k! si sus coordenadas fueran distintas dos a dos, pero si hay repe-
ticiones, las permutaciones posibles son menos).

En particular, si el sistema de la definiciéon 7.1 para [ = k tiene una solucion,
entonces x; = y; salvo reordenacion. Por lo tanto, x1,...,x; pueden elegirse
arbitrariamente (y hay ¢* posibilidades) y, para cada una de ellas, hay a lo
sumo k! posibilidades para los y;, luego en total hay a lo sumo k!g* soluciones.
Asi pues, JF(q) < klg*. Mas en general, para k <,

JHq) = / 15*(q, ) day - day
[0,1]%

= [ 18* )Pt ISt g )P dar - day
[0,1]

IN

QQ(lik) /[ I |Sk(‘], a)|2kda1 ~eday, = q2(lik)']l§(q)’
0,1
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luego
JE(q) < Klg® ",

Esto ya es un refinamiento de (7.2) para el caso k > [, pero necesitamos mucho
mas. Para ello probamos primero un resultado sobre congruencias:

Teorema 7.6 Si k, M son numeros naturales no nulos, p > k es primo y
mi,..., M, son enteros, el nuimero T de soluciones del sistema de congruencias

x1+ -+ 2k =my (méd p)

con0<xz; <Mp*—1yaz; #x; (méd p) para j # j' cumple
T < k!Mkpk(k_l)/Q.

DEMOSTRACION: Dada una solucién del sistema, es claro que podemos desa-
rrollar

k
Tj = Tj1 +DpTjo+ -+ P Tj k1,

donde 0 <z, <p—1,paras=1,...,ky 0 <xjr1 <M — 1. Por hipétesis
xj1 # xj1, para j # j', y ademas

Por el teorema anterior, el nimero de soluciones de este sistema de ecuaciones
(sin descartar que sea nulo) es 77 < k! Por otra parte, la solucion dada debe
cumplir también el sistema de congruencias

(211 + px12)? + - + (Tp1 + pTR2)? = Mo (M6 p?)

(z11 +pr12)* + - + (Tp1 + pri2)® = my (méd p?)
que es equivalente a otro sistema

R ! 4
T11%12 + -+ + Tp1Trz = M (méd p)

k-1 k—1 o .
i T2+ -+l Tre =my, (méd p)

Como x11,...,x, son distintos dos a dos, a lo sumo uno de ellos es 0.
Podemos suponer que 11, ...,Zk—1,1 son no nulos, y entonces
Z11 e Te—1,1

: =T11 Th-1,1 H(Ijl —x1) #0,
2y <

k-1
Tr_11
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luego cada valor para xxo determina una tnica solucién del sistema x19,. .., T2,
luego en total tiene Th = p soluciones. A continuacién consideramos el sistema

((z11 + pr12) + pPw13) + - + (g1 + prg2) + p2ais)® = ms (méd p®)

((z11 + pz12) + p?213)* + -+ (w1 + p2r2) + P?2R3)* = my, (méd p?)
que equivale a un sistema

— / z
r11%13 + - + T2z = mh (méd p)

k—1 k—1 — ! ‘
xyy w3+ -+ ay] xes = my (méd p)

en el que ahora podemos fijar libremente zj_13 y @k 3, luego tiene T3 = p?
soluciones. Asi podemos proseguir, con la tunica salvedad de que en el ultimo
paso es Tpy1 = MF (los Zj k+1 pueden fijarse libremente, sin que tengan que
cumplir ningan sistema de congruencias).

Asi pues, el nimero total de soluciones 1, ...,z del sistema inicial es a lo
sumo T} - - - Ty = k!l pp? - - pF~ ' MP*, que es la cota del enunciado. L]

El teorema del valor medio que vamos a probar se apoya en el siguiente
resultado técnico:

Teorema 7.7 Sean k,l,q nimeros naturales tales que
E>2, 1>k 4k q>27%2k)?% = (2k*)".

Entonces
TF(q) < 31%g3Rpy MV R (qu),

donde py es cualquier primo que cumpla %ql/k <pr <gV*Fyq = E[qpfl] + 1.

DEMOSTRACION: Notemos que el postulado de Bertrand asegura la existen-
cia de un primo p; en las condiciones indicadas.

Por definicién de ¢; tenemos que ¢ < p1qi, luego Jf(q) < JF(p1q1). Notemos
que la desigualdad es estricta, pues Jlk (p1q1) es el numero de soluciones enteras
del sistema de la definicién 7.1 con

0<z;,y; <piq1 — 1,

(por el teorema 7.2 con a = —1 y b = 1), y obviamente existen soluciones con
T1 = ¢ que no aparecen en el calculo de .J, Zk (q), si en este consideramos soluciones
con 0 < zj,y; <qg— 1

Alternativamente, Jf(p1q1) es el niimero de soluciones enteras del sistema

(m1 +pre)" + -+ (g ) = ()" + - (u o), (74)

parah=1,...,k,con0<m;,n; <p; —1y0<x;,y; <q — L
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Diremos que una solucion del sistema (7.4) es de primera clase si los con-
juntos {my,...,m} y {ni,...,n;} tienen al menos k elementos cada uno, y en
caso contrario diremos que es de sequnda clase. Asi, podemos descomponer

JE(pqr) = Ji + Ja,

donde los sumandos representan el nimero de soluciones de (7.4) de primera y
segunda clase, respectivamente. Sea

q1—1 .
U(m) _ 6271"Lg(m+plw)7
=0
donde g(x;ay,...,a;) = apx® + - 4+ a;x. Notemos que |U(m)| < ¢;. Ademéas

JQ/[O,I}’V Z Ulmy)---U(m)U(ny) ---U(ny) day - - - day,,

mgj,nj

donde m;, n; varian entre los pares de [-tuplas de nimeros naturales menores
que p; tales que al menos una de las dos tenga menos de k elementos distintos.

Hay (kpjl) conjuntos de k — 1 nimeros naturales menores que pi, y con
los elementos de cada uno de ellos se pueden formar (k — 1)! I-tuplas, luego el
nimero total de tales [-tuplas es

bh1 EENIPR TV
<k‘—1>(k 1)<2kp1 .

Por otra parte, el niumero de [-tuplas de nimeros menores que p; es pll, luego
pares de [-tuplas con el primer par restringido a [-tuplas con a lo sumo k elemen-
tos distintos es a lo sumo klpl1+k_1 /2, y el nimero de sumandos del integrando
anterior es a lo sumo klpll+k_l. Aplicamos la desigualdad de Holder:

> Ulma)---Ulm)U(na) - U(m)

mg,nj

<

(= womye) ™ (5 wer)™

mj,n; mj,n;

p1—1
Ahora acotamos |U(m;)|%, |U(n;)|* < > |U(m)|?, con lo que
m=0

>, Ulma)---Um)U(ny)--- U(m)

mg,nj

<

p1—1 p1—1
klpll+k71 ZO |U(m)|2l < qu%kpl;rkfl ZO |U(m)‘2l72k7
m= m=

donde hemos usado que |U(m)| < q;.
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Por consiguiente

p1—1
J2 < qu2k l+k— 1/ ) Z |U(m)‘2l72k dal ...dak
[071] m=0

p1—1

_kl 2k l-‘rk 1 Z/ |2l dea dak7

pero la integral es el ntiimero de soluciones enteras del sistema de ecuaciones
(m+pre)' +--+ (m+prai) = (m+piy)" +- + (m+piyw)”,
para h =1,...,k, con 0 < x;,y; < q1, que por 7.2 es igual a JI , (¢1), luego
J2 < K @R IR (q1).
Ahora observamos que, por las hipotesis del teorema, tenemos | > k2+k > 2k
(porque k > 2), luego

K2k k: (kZ)l/Q kpk 11/2—kp1f:p/ <pl k(k+1)/2

pues, también por las hipotesis del teorema, p; > %ql/k > k2. A su vez,
multiplicando por k% pf,

k;lplfrk < pflfk(k+1)/2k2k

con lo que

Jy < k%qfkp?l_k(kﬂ)/%{ik( )< lqu2kp2l k(k+1)/2Jk7k(q1).

Pasamos ahora a estimar .J;. Para ello observamos que toda solucién de
primera clase de (7.4) puede reordenarse para que mq,...,mg y ny,...,Ng sean
distintos dos a dos, luego el ntimero total de soluciones sera a lo sumo el nimero
de soluciones de este tipo multiplicado por (,i)z, pues una k-tupla de niimeros
distintos y una [ — k-tupla de nimeros arbitrarios pueden intercalarse de (li)
formas distintas para obtener (con repeticiones) todas las I-tuplas con al menos k
nimeros distintos. Asi pues,

7 < (,i)/[ Z Ulma) -+ Um)U(nr) - Ul day - day

- </i>2 /[071]]‘. ;U(ml) e U(ml); U(ny)---U(ng)day - - - day,

(1) L2

donde m; y nj recorren l—tuplas con las k primeras componentes distintas dos
a dos.

2
ZU my) ml)‘ day - - -day,
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A su vez,

l 2
h= () /
k) Joap

donde en el primer sumatorio m; recorre las k-tuplas con todas sus componentes
distintas dos a dos y en el segundo las [ — k-tuplas arbitrarias. Por la desigualdad
de Holder:

(S V) ~-U(mz>]2 = | ¥ Ulnesa)- - Um)Ulnis) -+ Ulnn)| <

mg,n;

ZU(ml) cee U(mk)’Q‘Z U(mk+1) s U(ml) Zdal . -dak,

mj

1/(21—2k)

( > |U(mk+1)\21*2k)1/(2l_2k)"'( > |U(nl)|2l72k>

mj,n; mj,mn;

p1—1 1/(21—2k) p1—1 1/(21—2k)
_ (pflfmcfl z_:o |U(m)|2l72k> <p?l72k71 z_:o |U(m)|2l72k)

o1—ok—1 P! 2—2k
=] > |U(m)| :
m=0

Por lo tanto,

gP1—1

Z |U(m)[*~*da, - - - day.
m=0

> Ulma)--Ulmy)

La integral es el nimero N; de soluciones enteras del sistema de ecuaciones

(m1+prae)" + -+ (my + prag)” — (ny + pry)™ — -+ = (ng + payw)”
= (m+pwe)" +- -+ (m+prm)" — (m+prye)” — - = (m+py)”
parah=1,...,kycon 0 <m,m;,n; <p—1,0<x;,y; <q—1ylosmy,al

igual que los n;, son distintos dos a dos.

Por el mismo argumento empleado en la prueba del teorema 7.2, dichas
soluciones coinciden con las del sistema

(my—m4p1zy) "+ (mp—mtprag) —(ng—m+pry) = - — (ng—m+pryr)"

h( h h o h h
=i (@ + o+ — Y = y)

Asi pues, tenemos que
2
l k-
Ji < (k) prETING.

Llamemos Ny (c1p1,...,cxp?) al nimero de soluciones enteras del sistema de
ecuaciones
(m1—m+pra)* + -+ (mg — m + prag)”
—(n1 —m+py)" = = (g —m+ pry)" = cnpt,
para h = 1,...,k, donde las variables cumplen las mismas condiciones prece-

dentes.
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Asi tenemos que

Nl S Z Nk(dlplv'"adkpllc)Jlk_k(ql;c)a

len|<lgh

donde, recordemos, Jl’i «(q1; ¢) es el namero de soluciones del sistema de ecuacio-
nes (7.3), que es nulo si algiin |cj,| > Igl. Ademas hemos probado la desigualdad
T (aise) < JE (@)

Finalmente, llamemos 7" al naimero de soluciones del sistema de congruencias

(ml —-m +p1$1)h + -+ (mk —-m +p1:17k)h
—(n = m 4 pryn)" = = (g = m+ pry)" = 0 (méd pl),

también en las mismas condiciones precedentes. Asi

N < Jzkfk;((h) > Nk(01P17~-~7Ckplf) < ‘]lkfk((h)T'
len|<lg}

Ahora vamos a acotar T' usando el teorema 7.6. Esto requiere que p; > k,
que ya sabemos que se cumple. Por el mismo argumento empleado en la prueba
del teorema 7.2, vemos que T es también el nimero de soluciones del sistema
de congruencias

(mi —m+p1+pie)" + -+ (Mg —m+p1 +prag)" =

(n1 —m+p1+piy)" + -+ (nk — m+p1+ prye)” = 0 (méd pl),
parah=1,...,k,con 0 <m,m;,n; <p1 —1,0<2;,y; <q —1ylosmy, al
igual que los n;, son distintos dos a dos.

!
-
M > qipy ™, luego pigi < Mph, luego q1 < Mp}~

mj —m+py+piz; >0y M= Elgipy '] + 1, entonces
1
- 17 y

Si llamamos =

wi<pr—l—m+pq <pi(a+1)—1<Mpf—1.

Ademas los x; no son congruentes moédulo p;. Asf pues, fijados m, n;, y;, existen

a lo sumo k;!MijIf(k*l)/2 soluciones posibles del sistema
gh 4. il =
(n1 —m+p1+piy)" +--- 4 (ng —m+p1+piye)" =0 (m6d py),

en las condiciones requeridas, cada una de las cuales determina unos valores
para m; y ;. Como nm; y m pueden tomar p; valores cada una e y; puede
tomar ¢; valores, concluimos que

k(k—
T < klpi(prgn) P MFpi D2,
Ahora usamos que p1 < ¢'/* y que ¢1 > gpy’", con lo que qp; " > 1y

M = Elqipy "™ + 1 < 2B[qipy ") < 2qupy FH
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Por lo tanto

k+1—k(k—1)/2 2k4+1—k(k+1)/2
T < lekq2kp1+ (k=1)/2 _ k!quzkpl +1-k(k+1)/

luego
N, < k!2kq%kp?k+1fk(k71)/2Jlk7k(ql)
y a su vez
N’ I—k(k I—k(k [2k2k
hs (k> k28Rt TR IE (@) = gt TN 0

< 2%k g2rpt D2 gk (q1).

Recapitulando,
TE() < JF(pran) = T + Jo < 312 g2pt RO gk (g).

De aqui deducimos a su vez:

Teorema 7.8 (Teorema del valor medio de Vinogradov) Seanr,k,l,q nu-
meros naturales tales que

r>1, k> 2, > k2 + k?", q> (2kk2k)(1+1/(k71))r—1.

FEntonces
JE(q) < (312F)r3Alr =k 1)r/2 20 —k(kt1) /245,

oD (1Y

donde

En particular, JF(q) = O(¢#~!k+1/2+3-) " Notemos que 4, tiende a 0
cuando r tiende a oo, por lo que el teorema implica que, fijados k > 2 y € > 0,
la conjetura de Vinogradov se cumple para dichos k y € y todo [ suficientemente
grande.

DEMOSTRACION: Sea gy = q y, para u = 1,...,r, definimos el nimero ¢, y
el primo p, mediante:

1 o1k 1/k _
§qu/,1 S pu S quéla Qu = E[quflpul} + ]‘

Veamos que se cumple
Qu—1 < Pudu, gV < g, < 3uqUTYRT D p L > K2

La primera desigualdad es inmediata, por definicion. Para probar la segunda
observamos que, por la primera y la elecciéon de p,,

qu—1 1-1/k _ u
ul > qul/ > q(l 1/k) ,

u

Qu >
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y que, por definicion de ¢, y la eleccion de p,,,

Gu—1

u

+1<2g 7 41 < 3¢l TR < 3ugU-1/R)

u—1

qu <

La tercera desigualdad se debe a que, por la segunda y la hipdtesis sobre g:

Pu > %qi/,kl > gk

(2k2)(1+1/(k71))r_1(171/k)“_1
2

1
2

> %(2k2)““/(’“‘1))“’1<1—1/’f>“’1 - %21& — k2.

Ademas, si u < 7, por la segunda desigualdad y la hipotesis sobre ¢:
qu > g1 /R > (Qkk%)(1+1/(k—1))r’1(1—1/k)“
> (Qkkzk)(1+1/(k—1))"(1—1/k)" — ok g2k,

y por la hipétesis sobre [, también | —uk > k% + (r —u)k > k% +k. Por lo tanto,
podemos aplicar reiteradamente el teorema anterior a k y I — uk:

JF(q) < 312F@3rp2t RV gk () <

(31%%)2(q1g2)** (p1p2) KTV 22K TE i (ge) < -+

el < (312k)r(q1 . QT)Qk(pl . 'pr)2lfk(k+1)/2(p2p:2i . .p;:fl)kaJlk_kr(qT)'
Ahora bien,

r—1 _r

a1 g < pepy-pl 'l
luego
JF(q) < (B1F) gk (py -+ pp) TRV gE L (q,).

Ahora, como g,—1/p, > qij/k > 1, tenemos que ¢u—1/Pu < 2¢u—1/Pu — 1,

luego ¢y = Elqu—1py'] + 1 < 2qu—1/Pu, luego p, < 2¢y—1/qu, luego

proopr <2 Lo ool o o grgo—(1-1/k) < grgl-(1-1/k)"
q1 492 qr qr
A esto afiadimos la cota trivial JF , (g,) < qf(l_kT), con lo que
Jlk(q) < (3l2k)r3(2l7k(l€+1)/2)rq(17(171/Ic)r)(2l7k:(k+1)/2)qzl' (75)
Usando que )
& < 32rg(1=1/k)"21
se llega a la desigualdad del enunciado. L]

En realidad necesitaremos tnicamente esta version més débil del teorema
anterior, segin el cual la conjetura de Vinogradov se cumple para ¢ = 1/2 y
todo [ suficientemente grande (respecto de un k prefijado):
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Teorema 7.9 Sean k,l,q nimeros naturales tales que
kE>2, 1>k®>+4k%logk, q>2.
Entonces existe una constante c tal que

2 —
Jlk(q) < eclklog®h (2—k(k+1)/2+1/2

DEMOSTRACION: Si ¢ < 27%(2k)%*, tenemos trivialmente que

Jk(q) < q2l _ 62l log q < e4kl log 2k < eclk long
i < =

y como, por hipotesis,
20 — k(k+1)/2 +1/2 > 2k* + 8k?logk — k(k +1)/2+1/2

2
— 1
= %+8k210gk>0,

la conclusion es inmediata.
Supongamos ahora que g > 27%(2k)2*. Definimos la sucesién g, como en la

prueba del teorema anterior. Notemos que, mientras q,_1 > 27%(2k)2¥ > 43 se

cumple que qiékl > 2k? y es posible definir p, > k2 y, a partir de él, g, que

cumplird ¢, < gu_1, pues

qu—1 qu—1

<

Qu_lg
»1 2

S Qu—1 — 17
va que la ultima desigualdad equivale a q,—1 > 2. Distinguimos dos casos:
1. Existe un nimero natural 1 < r < 4klogk tal que
qr < 2_k(2k)2k S qr—1-

2. Para todo natural 1 < r < 4klogk se cumple ¢, > 27%(2k)?*.

En el primer caso tenemos que | > k2 + 4k%logk > k? + kr, lo cual basta
para aplicar r veces el teorema 7.7 para obtener (7.5), de donde a su vez

Jlk(q) < (3l2k)4klogk3(2lfk:(k+1)/2)4klogkq(lf(lfl/k)‘“c1°gk)(2l7k(k+1)/2)(Qkk2k)2l
< (312k)4klog kg8l logk ok 2k)21 ((A—k(k+1)/2)
— pAklogklog 3+8k* log k log 1481k log k log 3+21k log 2+4lk log kg (2—k(k+1)/2)
Ahora usamos que klogl < llogk paral > k? > k > 2. Asi
4klog klog 3 + 8k*log klog ! + 8lklog klog 3 + 21k log 2 + 4lklog k

< cklogk + clklog? k + clklog k + clk + clklog k < clklog® k,

luego se cumple también la desigualdad del enunciado.
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En el segundo caso tomamos r = Elklog(k? + k)] + 1. Se cumple que
r < 4klogk, pues

3

k
4klogk — klog(k?® + k) = klongrl > 1,
pues k + 1 < k3, ya que k > 2. Por otra parte,
r
1 > — >log(k® + k
rlog — 2 ¢ = log(k” + k),
pues la primera desigualdad equivale a log% > %, para k > 2 o, con el

cambio k = 1/x, equivale a que x < —log(1 — ), para < 1/2, lo cual es facil
de comprobar, por ejemplo, teniendo en cuenta el desarrollo de Taylor de la
funcion —log(1 — x). Por lo tanto

5, = %k(k F1)(1—1/k) <

N =

pues esto equivale a que

log(k? + k) — rlog . b

<0.
1_O

Por la hipotesis de este segundo caso tenemos que ¢, > 27%(2k)?* y, como
en el primer caso, esto implica a su vez que { > k2 + kr, por lo que podemos
llegar igualmente a (7.5) y de ahf pasar a la conclusion del teorema anterior,
con lo que

Jlk(Q) < (3l2k)r34lr—k(k+1)r/2q2l—k(k+1)/2+1/2.

clklog? k

Los primeros factores se reducen a la forma e como en el caso precedente.

7.3 Aplicaciéon a la funcién dseta

Veamos ahora cémo aplicar el teorema del valor medio de Vinogradov al
estudio del crecimiento de la funcién dseta. La clave serd un resultado conocido
como desigualdad de Vinogradov, en cuya prueba usaremos el teorema siguiente:

Teorema 7.10 Sea M un nimero entero y N > 1 un nimero natural. Sea ¢(n)
una funcion con valores en R definida sobre los enteros M <n < M + N — 1
tal que existen a > 1 y § > 0 tales que 6 < ¢p(n+ 1) — ¢(n) < ad, para todo
M <n < M+ N —2. Entonces, para todo W > 0, el numero de enteros n
tales que D(p(n)) < W4 (donde D(n) es la distancia al entero mds prézimo) es
menor que (Nad + 1)(2W + 1).

DEMOSTRACION: Si Wé > 1/2, los N — 2 posibles valores de n cumplen la
condicion y
(Nado +1)2W +1) > 2NWa > N > N — 2.

Suponemos, pues, que W§ < 1/2.
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Para cada © € R y cada h € Z, existe a lo sumo un n en el intervalo
considerado tal que
z+h<¢(n)<x+h+d.

En efecto, si hubiera dos valores de n que cumplieran esto, como ¢ es estricta-
mente mondtona creciente por hipotesis, habria dos consecutivos n y n+ 1, y
entonces serfa ¢(n + 1) — ¢(n) < J, contradiccion.

Llamemos G, al nimero de enteros n para los que existe un entero h,, con
el que se cumple esta condicién. Si G, > 0, entonces G, < Hy — Hy + 1, donde
Hy y Hj son el menor y el mayor valor de h,, (porque n > h,, es inyectiva).
Ademas,

d(M) < x+ Hy + 6, x+Hy <op(M+ N —1),

pues si Hy = hy,, tenemos que ¢(M) < ¢(n1) < x4+ Hy + 6, e igualmente
x4+ Hy < ¢p(n2) < ¢(M + N —1). Por lo tanto

HQ—H1—§<¢(M+N—1)—¢(M)S(N—l)aé,

luego
Gy, <(N—-1)aé+6+1<(N—-1)ad+ad+1=Nad+1.

Hemos probado esto bajo la hipdtesis de que G, > 0, pero es trivialmente cierto
si G, =0.

Ahora dividimos el intervalo [-W§, W] en E[2W +1] subintervalos [z;, Z;41]
de longitud menor que §. Si D(¢(n)) < W4, existe un entero h para el que
o(n) —h € [-W4, W], luego existe un i tal que ¢(n) — h € [x;, x;41], luego

z; <p(n) —h <zip1 <z +0,

luego
x;i+h<¢n) <z;+h+0.

Asi pues, n estd contado en G, , luego el ntimero total de tales n es a lo sumo
el namero de intervalos E[2WW + 1] por la cota Nad + 1 al namero posible de
tales n para cada intervalo, lo que nos da la conclusién del teorema. [

Teorema 7.11 (Desigualdad de Vinogradov) Sean P, QQ nimeros natura-
les no nulos, @ > 2 y sea F : [P+ 1, P+ Q] — R una funcion de clase C*+1,
con k > 7. Sea A € R tal que, para todo x € [P+ 1, P+ Q),

()

— | <
Gy | =2

0<A§‘

Yy A4 < Q < \7'. Entonces eristen constantes K y c tales que

Q
eZm’F(n) < Kecklog2 kcgl—p7

n=P+1

donde p = (70k*logk)~!.
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DEMOSTRACION: Llamemos

PiQ 2miF(n)
O j— e ™ n
n=P+1

y veamos en primer lugar que

L P1+Q—q
ICl<q > [T +4q,
n=P+1

donde ¢ es un nimero natural 1 < ¢ < Qy

T(n) —_ Zﬂi(F(ern)fF(n))'

(&
1

T

Concretamente, tomamos ¢ = E[A"~D/¢+D] donde n = (6k*logk)~'. No-
temos que las hipotesis @ < A~! y @Q > 2 implican que A < 1/2; luego
q > E[\°] = 1. Por otra parte, como A~/ < @, tenemos que

g < A=D1 < a=n)/(k+1) < 4/ (+1) < (). (7.6)
Ahora
q P+Q ) q P+Q—gq+m ) q
|qc| _ Z Z 62mF(n) < Z Z 62mF(n) + Z q
m=1n=P+1 m=1 n=P+1+m m=1
(hemos acotado por 1 parte de los sumandos)
q P+Q—q _ | P4+Q—q g )
_ Z E eQ‘n’?,F(n—i—m,) + q2 _ E eQwiF(n—i—m)‘ + q2
m=1n=P+1 n=P+1 m=1
P+Q- P+Q-
_ qum',F(n) zq: eQm‘(F(n+m)—F(n)) +q2 < E q|T(n)‘ + q2.
n=P+1 m=1 n=P+1

Ahora expresamos |T'(n)| = 1-|T'(n)| y aplicamos la desigualdad de Holder
con exponentes 2! (para cualquier [ > 1) y (1 — %)_17 lo que nos da que

der=((32)

n=P-+1

1-1/21 1/21

(5 moe)  +e

n=P+1

P 1/21

<o (Cy ror) v (77)

n=P+1

Fijado P+1<n < P+ @ — g, el teorema de Taylor nos da que, para cada
1<m<gq,

m FkH)(JU) mkT1
r! (k+1)! ’

con 0 <x<m.
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Equivalentemente,

F)(n)

' m" + 2X0¢" 1,
7!

F(m—i—n)—F(n):Z

r=1
con |0] <1, pues

< 2.

Llamamos A, = F")(n)/r! y definimos €, € R*¥ como el conjunto de los
a € R tales que

11
|ar_Ar|§§q7)\qk+1’ Tzl,...,k.

Asi, si a € Q,, tenemos que*

|627ri(F(m+n)—F(n))_62wi(akmk+--v+a1m)| < 27r\F(m—|—n)—F(n)—akmk—- c—aym

k k r
< 27TZ |A, — ap|m” + 4xAgF Tt < wAgh Tt Z (m) + 4 AgF Tt
q

r=1 r=1
< ATk 4 4) < 2mkAg" T,
donde usamos que k + 4 < 2k, ya que k£ > 7. Por lo tanto,
T(n)] < |S(q)| + 2mkAq**2,
donde S(¢q) = S(q,0;0,a1,...,ax) es el dado por (7.1).

A su vez, por la convexidad® de la funcion z?,

[T()[" < 2%S(q)*' + (4mkAg™+2)*.

Por lo tanto,

m(Q)T()[? = / (T(n) P day - dag <

n

22 / 1S(q)[2'das - - - dax + m(Q) (dmkAgE2)2.

n

4En la primera desigualdad usamos que |e?®1 — e**2| < |z1 — z2|. Geométricamente, esto
equivale a que la longitud de una cuerda en una circunferencia es menor o igual que su arco.
Analiticamente equivale a que |e** — 1| < ||, que a su vez equivale a que cosz — 1 +x2/2 > 0,
lo cual se prueba facilmente viendo que la funcién tiene un minimo en 0.

5Concretamente7 usamos que

(o) = (20+ 32)" < S 0" + 3 (2)" < 20" + (2)",



256 Capitulo 7. El método de Vinogradov

Como €2, es un producto de intervalos, tenemos que

k
m(Qn) = [1 (a7 A" ) = (AgHFH)rg HID/2,

r=1

luego

|T(n)\21 < 22lqk(k+1)/2()\qk+1)—k/ ‘S(q>|2lda1 o dag + (477]{:)\qk+2)2l.
Q’IL
Como S(q) tiene periodo 1 respecto de cada una de las variables a,, la
integral de |S(g)|? sobre €2, coincide con la integral sobre g + ©,, para todo
g € ZF. Observemos que

(n

—1k
AF <N <,

pues, como 0 < A < 1/2, esto equivale a que el exponente sea positivo, es decir,
aque nk+1 > 0, lo cual es cierto. Esto implica que €2,, es producto de intervalos
de didmetro menor que 1, luego los trasladados g + €2,, son disjuntos dos a dos.
Sea
O =00,1"n U (g+Qm).
geZF
Entonces
/ 1S(q)|*'day - - - day, = / 1S(q)|*day - - - day,,

n Q,
pues €2, puede cubrirse por un néimero finito de trasladados del cubo unitario I*,
luego la integral sobre (), es la suma de las integrales sobre los trasladados
(g +I*)NQ,, que coinciden con las integrales sobre I* N (—g+ Q,,), cuya suma
es la integral sobre €/ . Asi pues,

T (n)]* < 22161’“(’”1)/2@4““)_’“/ 1S(9)[*' oy, dar - - - day, + (4wkAg"+2)*,

[0,1]*
Yy a su vez
P+Q—q P+Q—q
Z |T(’I’L)‘2l < 221qk(k+1)/2(/\qk+1)fk/ |S(q)|2l Z XQ,’,Ldal . 'd@k
n=P+1 [0,1]k n=P+1
+(Q — q)(4mhkAg" ).

P+-Q—q

A continuaciéon observamos que ) xqr (a) es el nimero de ntimeros na-
n=P+1

turales P+1 <n < P+ (@ —q tales que a € Q. Sia € Q, NQ.,, entonces
Q, v £, tienen trasladados no disjuntos, luego lo mismo vale para sus pro-
yecciones respecto de la k-ésima componente, que son los intervalos de centros
Ai(n) y Ag(n') y radio A\g/2. Equivalentemente, existe un h € Z tal que los
intervalos de centros Ag(n) y Ax(n') + h y dicho radio no son disjuntos, luego

|Ak(n) — Ar(n') — h| < Aq o, equivalentemente,
D(Ak(n) — Ax(n")) < Ag,

donde D indica la distancia al entero mas proximo.
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P1+Q—q

entonces ), xqr (a) es menor o igual que el
n=P+1

nimero de nimeros n en [P+ 1, P+ @Q — q] tales que D(Ag(n) — Ax(n’)) < Ag.

/
n’

Por consiguiente, si a € Q)

Vamos a probar que este niimero es menor o igual que 4kq, para lo cual
aplicamos el teorema anterior con

¢(n) = Ag(n)—Ax(n'), M=P+1, N=Q—-q>1, a=2, §=Ak+1),
W =yq/(k+1) (si Q —q=1 el intervalo es {P + 1} y la conclusion es trivial).

Observemos que

_ 1 B Fk+1)(;v)
TR TR

para cierto n < & < n + 1. La hipotesis del teorema implica que F¥*1) no se
anula, luego no puede cambiar de signo en el intervalo que estamos considerando.
Observemos ademas que ni las hipdtesis ni la conclusion del teorema que estamos
probando se alteran si cambiamos F' por —F', por lo que no perdemos generalidad
si suponemos que el signo es positivo. Esto garantiza que ¢ cumple las hipotesis
del teorema anterior. La conclusion es que el nimero de nimeros n que estamos
estudiando es menor o igual que

¢(n+1) — ¢(n) (F¥(n+1) = F?(n))

@Ak +1)Q + 1)(1627?1 +1) < (2 + 3)(;—51 +1) <3k (% + q) < dkg,

donde hemos usado que @ < 1/X y luego que k > 7.
Asi pues,

P+Q—q
2 IT(n)|? < 22gFE+D/2(Agk+ 1) "R dkqJF (q) + (Q — q)(4mkAgF+2)2,

de donde a su vez, volviendo a (7.7) (véase la nota al pie de la pagina 208):

Ol < g=tO1—1/20 (92l ~k(k+1)/2 )\ ~ky L. Tk — ) (ArkagFT2)2 /2
IC|<q¢ @ q qJ7’(q) + (Q — q)(4mkXg" ™) +q

< g o1/ (22lq—k(k+1)/2)\_k4qulk(q))1/2[ N
11— 1/21
q lQl 1/21 ((Q _ q)(47rk)\qk+2)2l) +q
1/21
=207 Q" (¢ kg () 4 4QrkA 4 g
De acuerdo con el teorema 7.9, elegimos | = E[k? 4+ 4k*log k] + 1, con lo que

1/21
0] < 921 Q! 1/ (qfk(k+1)/2>\7k4kqeclk loggkq2l7k(k+1)/2+1/2>

+4QmkA* T + ¢

< e(c/2)klog2k2Q171/2l (q3/27k(k+1)4k_/\fk>1/2l F4QTEA ! 4 ¢.
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Por (7.6) ¢ < Q***1 y, por definicion de ¢, ademas A\gF+t < X7 < Q7.

Por otra parte, como A~D/*+1) > 1 tenemos ques ¢ > IAO=D/(kHD)
luego
)\qk—i-l > 2—(k+1)/\7] > 2—(k+1)Q—47].

Usando estas cotas obtenemos que

0] < e(c/2)klog2k2Q1—1/2l <q3/2()\qk+1)—k4k)l/2l F4QTEAH + ¢
< cklogtkgpi-1/21 (Qe/(k+1)2k(k+1)Q4nk4k)1/2l +AnkQ1=T 4 QYD)

< eck1og2k2Q1—1/21Q3/(k+1)zQ2nk/z (2k(k+1)4k)1/2[ FAmkQU 4+ QYD)

Como ! > k2 + 4k?log k, tenemos que
ok(k+1)/2l < o (4/4)1/21 _ (llogd+logh)/2l < o

luego

|C‘ < Keck10g2k:Q171/2[@3/(k+1)lQ2nk/l _'_477_]{:@1777 +Q4/(k+1)

1 3

_ Kecklogsz1—7(§—k—+l—2nk) +47er1_’7 _'_Q4/(k+1).
Ahora observamos que, como k > 7,

13 1t 3 1 3 1 1
2 k+1 MTY T 3klogk —2 8 217 14’
y | < 5k%log k, luego
|C| < Keck10g2lefm +47T]€Q17m _’_Q%ﬂ

< (Kecklog2k + Ank + 1)Q1—p < Kecklog2kQ1—p.
donde hemos usado que, para k > 7,
4 + 1 <1
k+1 70k2logk — "

En la préctica sélo necesitaremos la consecuencia siguiente:

Teorema 7.12 Sean P, N nimeros naturales, sea F : [P+1, P+ N] — R una
funcion de clase C**1, con k > 7, sean \, Q nimeros reales tales que N < Q,
A3 <Q <Ay, para todo x € [P+ 1,P + N,

FF+1) (1)
O< A< |—————~
< —‘ (k+ 1)

Entonces existen constantes K y ¢ tales que

< 2.

P+N )
Z eszF(n) <Kecklog lefp’

n=P+1
donde p = (70k*log k)~ 1.

6En general, si © > 2 es claro que E[z] > 2 — 1 > /2, mientras que si 1 < z < 2, entonces
z/2 < 1= E[z].
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DEMOSTRACION: Si A~1/4 < N, la conclusion se sigue del teorema anterior,
aplicado con N en lugar de Q. Si N < A~'/* tenemos que
P+N

Z eQ'friF(n)
n=P+1

<N <A VA<t <@ir.

Vamos a elegir adecuadamente nimeros reales 1 < a < b <2ay 7 >1de
modo que el teorema anterior sea aplicable con Q@ =a y

k = Ellog7/logal + 1.
Para empezar exigimos que
1
2log'/? 7 <loga < 6 log 7. (7.8)

Asi, la segunda desigualdad garantiza que k > 7. Por definicién de k vemos que

ak—i—l > Qalogf/ loga _ QT, ak-i—l < a2a10g7—/ loga _ Q2T7
con lo que
k+1
Q< <Q* (7.9)
Consideramos la funcion F : [a,2a] — R dada por
1
Flz) = _Tlogz
2m
Asi
kT

Fk+1) (.’E) — (_1)k+1m

En [a,2a] se cumple que

-
= ok + 1)ab

. ‘ ) (7.10)

2k - D2a)F T = | (1)

Podemos dividir el intervalo [a, b] en a lo sumo k + 1 subintervalos, en cada
uno de los cuales exista un \ tal que’

T T

Fk:+1)(m)
<A< ———
2m(k +1)(2a)k+1 =7 = 27(k + 1)ak+1’

— I < .
G | =2

A< |

Teniendo en cuenta (7.9), las primeras desigualdades implican que

I S
alk+ 2F2Q2 =S

"Para el primer intervalo, de extremo a, tomamos como 2\ el miembro derecho de (7.10), y
el extremo derecho del intervalo es el punto en el que el miembro central se reduce a la mitad.
Ese es el valor de \ para el intervalo siguiente, y, como el miembro izquierdo se obtiene del
derecho dividiéndolo entre 2511, el namero de intervalos necesarios para superar b sera a lo
sumo k + 1.
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que se simplifica hasta

1 1

Q? Q
si se cumple Q > 2*+27(k + 1). Esta condicién equivale a

(k+2)log2+logm+ log(k + 1) < loga.

Para que se cumpla esto es suficiente con que se cumpla

1 1
OgT+3 log 2 + log ™ + log 0g7+2 <loga,
loga loga

pues, por definiciéon de k, el miembro izquierdo de esta desigualdad es mayor o
igual que el de la precedente. A su vez, teniendo en cuenta (7.8), basta con que
se cumpla

log T > ( log T > 1/2
———— +3|log2+logm+ lo —— 42 <2lo T
(210g1/27' 8 8 & 210g1/27' 8

0, equivalentemente,

log'/? 1
<1+ : )1 gy 1087 +10g< E +2)<2
5 T T 1,2 |08 = 4
2 1og'?r log/? 7 log'/? 7

y esto se cumple para todo 7 suficientemente grande. En resumen: si partimos
de un 7 suficientemente grande y elegimos a de modo que se cumpla (7.8),
entonces se cumple todo lo que hemos afirmado hasta ahora.

Asi, si [aj—1,a;] es uno de los subintervalos en los que hemos dividido [a, b]
yaj—1 < P+1< P+ N <aj; son el menor y el mayor de los niimeros naturales
contenidos en él, tenemos que N < a; —aj—1 < 2a —a =a = @, y se cumplen
todas las hipotesis del teorema anterior. La conclusion es que

Z eQﬂiF(n)

aj—1<n<a;

cklog? kyl—
< KeFlos FQ =P,

0, equivalentemente, sumando para todos los subintervalos:

Z % < K(k+ l)ec’“ogg kgl=r < 9K kecklos” kyl=p,
a<n<b

Por la observacion tras el teorema 6.5, para 0 < ¢ < 1 se cumple que

1 1 2 2
—| < 2K kecklog" kgl=p — O(keCklog kalf”*‘j), (7.11)
a;nSb ns Elal®

donde p = (70k*log k)~ 1.



7.3. Aplicacién a la funcién dseta

261

Debemos tener presente que esta desigualdad se cumple cuando a, 7 y k se
toman sujetos a unas condiciones muy concretas. Vamos a probar que, dado un

€ > 0, es posible exigir ademés que
klogk < elogl/3 a.

Para ello probaremos que esto se cumple si

3/4

A(log Tloglog 7)°/* < loga,

(7.12)

(7.13)

para cierta constante A dependiente de € y de 7. Observemos antes que, fijado

A > 0, para todo 7 suficientemente grande, se cumple que

1
3/4 < élogT,

2log!/? < A(log 7 loglog T)
por lo que si 7 es suficientemente grande, cualquier a que cumpla

1
A(log T loglog 7)3/* < loga < G log T

hace que se cumplan todas las condiciones que estamos considerando.

En efecto, si se cumple (7.13), entonces

b < 2log T < 2 log1/4T
loga A (loglogT)3/4

y por otra parte, por (7.8),

2log T
loga

1/2

k< <log™/“,

luego log k < 3 loglog T y, usando de nuevo (7.13),

k1o k<l(1o loglo )1/4<l L v
gk < 7 (logTloglogT 7\ 7 loga

1/3

: 1
1/3
g/7a < VOERIE log™/” T,

= a3
luego eligiendo A suficientemente grande se cumple (7.12).
En estas condiciones (7.11) nos da que

1 log T 2, _ loga
E — =0 ia1*‘766k log™ k= 2 Tog ®
ns loga

a<n<b

log T (70ce® —1)loga
=0 g al=%¢ 7or%logk .
loga

(7.14)
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Elegimos e suficientemente pequefio para que 70ce® — 1 < 0. Asi podemos
usar de nuevo las cotas superiores que tenemos para k y log k, con lo que

1 1 (70ce3—1)1og3 a

§ — =0 IOgT(l TT¢70-2l0g2 TloglogT | |
nS

a<n<b

Finalmente usamos (7.13), de modo que

— Blog a(log T log log 7)3/2

1 _
E — =0 log T al %e log2 7 log log T ,
nS

y asi

—Bloga(loglogm)/2
) , (7.15)

Z = =0 (logralc’e logl/2 -
nS

a<n<b

donde B > 0 es una constante que depende de A, que a su vez depende de 7.
Recordemos que esto es valido para todo 7 suficientemente grande, todo a que
cumpla (7.14) y todo a < b < 2a.

Ahora recordamos el teorema 6.12, segtn el cual, si* > 6y R = 271,
entonces

OEEDY %+0(1), (7.16)

1<n<72/7
en la region dada por 1 —1/R < ¢ <1 para loglogt > r.

Fijamos una constante A; > 0 que determinaremos después y llamamos
\ 3/4 . .
a = e¢ArlogTloglogm)™"  Notemos que si 7 es suficientemente grande se cumple

que o < 72/". Descomponemos

1 1 1
Z;:Z;+ > e

1<n<r2/7 1<n<a a<n<r2/"

Fijamos otra constante Ay > 0 y definimos ¢y mediante

Ay (loglog T)1/?

170—0: 5

logl/2 T

de modo que, si 7 es suficientemente grande, 0 < o9 < 1. Asi, si ¢ > oy,
tenemos que

o 1—0 1/2
v ey </ de _ a7 gg)iga Lo T
ns| = no = Jo x% 1—0¢ ~ As(loglog 7)1/2

1<n<a 1<n<a

< eAlAz logl/4 7(log logr)5/4 €A3 logl/4 7(log logr)5/4’ (717)

As(loglog T)1/2 —
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para todo 7 suficientemente grande, pues

1/2 5/4

1/2
10g T 10g / T < elog1/47' < elogl/4 7(loglog T)
As(loglogT)1/2 = Ay~ - ’

donde la desigualdad intermedia se debe a que liI_~r_1 e /x? = +oo0.
Tr—r+00

Tomando 7 suficientemente grande podemos exigir que 1/R > 1 — 0, pues
esto equivale a
As(loglog 7)1/? < 1

y el miembro izquierdo tiende a 0 con 7. Asi, si 0g < 0 < 1 se cumple también
que 1 —1/R < o <1, luego se cumple (7.16).

Ahora descomponemos

1 1 1
D=l Dl D Dl AL

a<n<r2/7 a<n<2«a 2a<n<da

(donde el tltimo sumatorio es para 2° 'a < n < 72/7). Asi, el namero v
de sumandos cumple que (v — 1)log2 + loga < (2/r)logT < 2logT, luego
v—1<2logTywv<3logr.

A cada uno de estos sumatorios (digamos al que empieza en 2%« < TZ/T) les
podemos aplicar (7.15), pues para ello se requiere que

3/4

1
A(log Tloglog 7)°* < log(2"a) < 5 log 7.

La segunda desigualdad se cumple si > 12, pues entonces
L2 1
log(2¥a) < —logT < —logT,
r 6
mientras que la primera se cumple si A < A7, pues entonces
A(log 7 loglog 7)%/* < A;(log T loglog 7)3/*
< ulog2+ A;(log 7 loglog 7)3/4 = log(2" ).

Por otra parte observamos que

N Ag(loglog 7)1/2
(211,04)170 < (2“0[)1700 _ e(lfoo)log(2 a) e logl/27 - (log a+ulog 2)

bl

luego (7.15) nos da que la suma que empieza en 2%« es de orden

—(B—Ag)(loglog 7)1/2(log a+ulog 2)
OllogTe log!/2 ~ .
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Si tomamos 0 < As < B, el numerador del exponente es negativo, luego po-
demos eliminar el término ulog?2 y, como el niimero de sumandos esté acotado
por 3log 7, concluimos que

—(B—Ay) log a(log log 7)1/2 )

R (P
ns

a<n<r2/T

Ahora aplicamos la definicion de a:

Pl

Z i 1o} (10g2 Tefclogl/‘hr(log logr)5/4) — O(].)

a<n<rt2/"
Teniendo en cuenta (7.16) y (7.17), hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 7.13 En una region de la forma

Ay (loglog T)1/?

1-— < o, T > To

logl/2 T

se cumple que
1/4

((s) = Oes

7(log log 7)5/4)

En principio hemos probado el teorema con la hipotesis adicional ¢ < 1,
pero para o > 1 el teorema 4.7 nos da que ((s) = O(log7) = O(e!°81°87)  que
es una estimacion mas fina.

Si comparamos este teorema con 6.14, vemos que la estimacion es peor, pero
la regiéon en la que se cumple es mayor, y esto es lo que realmente importa,
porque a través del teorema 5.22 nos da una region sin ceros mayor que la dada
por el teorema de Littlewood 6.15.

En efecto, aplicamos 5.22 con

Ay (loglogt)'/?

. 1/4 5/4 _
o(t) = Azlog™/“t(loglogt)’’*, 0O(t) = log'/2 ¢

Observamos que

o(t) A (logtloglogt)®/* A (log tloglogt)3/4
0(t)e?® T Ay eAs(logtloglogt)/Tloglogt — A, eAs(logtloglogt)!/4

y la dltima funcién tiende a 0 porque z3/e® tiende a 0. La conclusion es:

Teorema 7.14 (Chudakov) FEzisten constantes A y 1o tales que ((s) no tiene
ceros en la Tegion

A
1 - 3/4 S Ua T 2 7'0'
log®/* 7(log log 7)3/4




7.3. Aplicacién a la funcién dseta 265

Observaciones Una version mas débil del teorema anterior afirma que, para
todo € > 0, existe un 7, tal que {(s) no tiene ceros en la region

1
o>1— —F7—, T>T.
log‘s/4+6 T
En efecto, basta observar que
1 A
1- 3/4 >1- 3/4 :
log3/4te ¢ log®/* 7(log log 7)3/4

para todo 7 suficientemente grande, ya que esto equivale a que

(loglog 7)3/4
log® 7

A> ,
y el miembro derecho tiende a 0.

A su vez, esto implica que el teorema 6.15 se cumple para todo A > 0, es
decir, que para todo A > 0 existe un ¢y tal que la funcién dseta no se anula en
la regiéon

Alogl
1-— L0887 <o, T>tp.
log T
En efecto, tenemos que
! 1 Aloglog T
log®/4*¢ 7 log ™

equivale a

10g1/4_6 T 10

< T g
loglog T

y si € < 1/4 el miembro derecho tiende a infinito.

El teorema 7.14 puede refinarse ligeramente. La
mejor estimacién que se conoce afirma que la funciéon
dseta no tiene ceros en la region

o, T2>3. 4t \

- ! <o, T>
57.5410g?? r(loglog 7)1/3 J

A la vista de la figura, puede parecer peor que la region
dada por el teorema 5.13, pero es facil ver que, para
valores grandes de 7, la que acabamos de obtener es
mas amplia.

0 L L L L
00 02 04 06 08 1.0

A su vez, el teorema 5.20 nos proporciona una estimacién mejor del error en
el teorema de los nameros primos. Concretamente, ahora podemos tomar

A
log®/* t (log log t)3/4

n(t) =

(extendida con un valor constante para ¢ < 71). La conclusion es:
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Teorema 7.15 FEuxiste una constante ¢ > 0 tal que

() = Ti(z) + O(we o108 T# (loglogz) =7

).

log 71

DEMOSTRACION: Sea x1 = e . Asi n(11)logzy = logm y si z > a4
entonces 7(71) log x — log 71 > 0, luego existe un tnico ¢ty = to(x) > 71 tal que

n(to) logx — logto = 0,

pues el miembro izquierdo, como funciéon de t, decrece hacia —oo, luego pasa
por 0 una tnica vez. Entonces, para todo ¢t > 1, se cumple que

n(t)logx + logt > logty.
En efecto, si t > ty tenemos trivialmente que
n(t)logz + logt > logt > logto,
mientras que si 1 <t <ty entonces
n(t)logx + logt > n(to) log z = log to.
Por consiguiente, en términos de la funcién w considerada en 5.20, tenemos que

w(z) = logto,

pero
log fo — Alogx
8o log®/* ty (log log to)3/4
luego
log . — (Alog z)*/"
st = (loglog to)3/7’
luego

3 4 4
loglogty < loglogty + 7 logloglogty = 7 loglog x + z log A < cloglog x,
para x suficientemente grande, luego

Alogz)¥/7
w(zx) > (Alogz) > clog* Tz (loglog z) ~3/7.

= Qloglogo)?77 ~

Ahora basta aplicar 5.20. ]



Capitulo VIII

Niimeros compuestos

Tras haber dedicado grandes esfuerzos al estudio de la distribucién de los
nimeros primos, en este capitulo nos ocupamos de varias familias de niimeros
que, en distintos sentidos, “tienen muchos divisores”.

8.1 Numeros altamente compuestos

Recordemos que d(n) es la funcién aritmética multiplicativa que asocia a
cada numero natural n su ntimero de divisores. En términos de la funcién d, los
nimeros primos pueden caracterizarse como los nimeros que cumplen d(p) = 2,
es decir, los nimeros en los que d toma el valor minimo posible (sin contar el
caso excepcional d(1) = 1). Naturalmente, no podemos hablar de los niimeros
en los que d toma el valor maximo posible, pues no existe tal maximo, pero si
que podemos considerar los que baten “récords” de divisores:

Definiciéon 8.1 Un namero natural n > 1 es altamente compuesto si d(n) es
mayor que d(m), para todo m < n.

Los primeros niimeros altamente compuestos son

1, 2, 4, 6, 12, 24, 36, 48, 60...
iy d(n) 360
b “ 240
120
15[
60
101 36 4%
24

12

5re6

0 100 200 300 400

267
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No es casual que muchos de ellos nos resulten familiares: 12 horas, 24 horas,
60 minutos, 360 grados. .. Avanzando mas en la sucesién nos encontramos con
7! = 5040, que fue propuesto por Platén como el nimero ideal de habitantes de
una polis, precisamente por su gran numero de divisores.

Es evidente que hay infinitos nimeros altamente compuestos, pero podemos
decir algo mas preciso:

Teorema 8.2 Si N es un numero altamente compuesto, existe otro niumero
altamente compuesto N’ tal que N < N' < 2N.

DEMOSTRACION: Basta observar que, si N = 2°2 - 3% ...p%  entonces

d(2N) . ey + 2

= 1
dN) eat1

luego el menor ntimero natural N’ que tiene mas de d(IN) divisores es altamente
compuesto y cumple N < N’ < 2N. n

Las descomposiciones en primos de los ntimeros altamente compuestos deben
cumplir ciertas propiedades:

Teorema 8.3 Si N > 2 es un numero altamente compuesto, entonces factoriza
en la forma N = 2°2 . 3% ...p;"" donde p,...,p, son los primeros primos
consecutivos y ea > ez > -+ > e, . Ademds, ep, =1 salvo sin =4 on = 36.

DEMOSTRACION: La primera parte es inmediata, pues si 7, ... 7T, son pri-
mos distintos arbitrarios, entonces

("™ - emtr) = d(2™ 37 ptr),

pero el namero de la derecha es menor que el primero (salvo que 1, ..., T, sean
los r primeros primos). Por lo tanto, N = 2°2 - 3% ... p;*" vy si ep; < €p, con
1 < j, el nimero que resulta de intercambiar ambos exponentes es menor y tiene
los mismos divisores. Por lo tanto, la sucesiéon de los exponentes es decreciente.

La altima parte del teorema es un poco més delicada. Se comprueba que 4
y 36 son las tnicas excepciones para n < 36, luego s6lo hay que probar que
ep, = 1 cuando N > 36. Observemos en primer lugar que si e, > 2, entonces
e2 > 3. En caso contrario, es decir, si e; = 1,2, tiene que ser r > 3, pues de lo
contrario n < 223% = 36, luego 5 | n y podemos considerar’

+3 es5 52
d(4n/5) = d(2e2T13es5es—1 . . f_PT — €2 °_d > ——d >d
contradiccion.
Ahora consideramos
Pr+170 es—1lqe ep,.—1 €2 €p, 32
d =d(227'3% ...p, " Tp, = 2d(n) > -==2d(n) = d(n),
(P = P ) = S P2 2 F32d() = d(n)

L Aqui usamos que la sucesion n/(n + 1) =1 —1/(n + 1) es creciente.
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pero
Drealt <n,
2pr
ya que esto equivale a que p,11 < 2p,, y esto es el postulado de Bertrand
(teorema 3.9). n

El teorema anterior se expresa de forma méas conveniente en términos de
primoriales.

Definicion 8.4 El primorial (factorial primo) de un primo p se define como el
producto p# de todos los primos menores o iguales que p.

El teorema anterior afirma que todo niimero altamente compuesto se expresa
de forma tnica como producto de primoriales

N = Pi# - Prf,

para una sucesion decreciente de primos Py > P, > --- > Py, v ademés P; > P
salvo si N = 4,36. Mas explicitamente:

(8.1)

Nota En lo sucesivo, si N es un nuimero altamente compuesto, sobrentendere-
mos que su descomposiciéon en primoriales (decrecientes) es

N = Py - Pr#f,

con lo que P es el mayor primo que divide a N, y que su descomposiciéon en
primos es

N=2%...p/",

Notemos que k = e5. Si en la sucesion de los P; no hubiera repeticiones seria

ep, = i, pero como puede haberlas, sélo podemos afirmar que ¢ < ep,. Simi-

larmente, si P es el primo siguiente a P;, podemos afirmar que eps < 7 — 1.
|

Hay que tener presente que todas estas condiciones son necesarias, pero no
suficientes, para que un nimero N sea altamente compuesto. Podemos dar
algunas mas:

Teorema 8.5 Si N = 2°2 .. -PleP1 es un numero altamente compuesto, entonces
pf’” < P§, para todo primo p; < P.

DEMOSTRACION: Por abreviar escribiremos p = p;. Como ep, < 2, podemos
suponer que p < Py. Si fuera p®» > PP, llamemos a al menor natural tal que
P? < p® Entonces p®~! < P, luego p® < PP. Entonces p** < PP, luego
2a < ep.
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Sea N’ = NPy /p*, donde P; es el primo siguiente a P;. Por el postulado
de Bertrand tenemos que P; < 2P; < P? < p®, luego N’ < N y, como N es

altamente compuesto, tiene que ser d(N') < d(N), pero
d(N')  2(ep—a+1) 2ep—ep+171

d(N) ep+1 ep+1 ’

contradiccion. n

Esto implica que s6lo hay un ntimero finito de niimeros altamente compuestos
cuyo mayor divisor primo sea un primo P; dado. Equivalentemente, la sucesion
formada por el mayor divisor primo de cada niimero altamente compuesto tiende
a infinito. Podemos precisar esto:

Teorema 8.6 Eristen constantes c1 y co tales que, para todo numero altamente
compuesto N,
Cq 10gN < P < CglOgN.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, N < me(Pl), donde 7(z) = Y 1.
p<z
Por consiguiente

7T(P1) IOg P1
Py
pero, por el teorema de los nimeros primos, la fraccion esta acotada, asi que

log N < iPl, para cierta constante? ¢; > 0. Por otro lado, N > P,#, luego,
por el teorema 3.10,

log N < 67(Py)log P, =6 P,

1
log N > ¥(Py) > Pll log 2,
luego basta tomar ¢y = 4/log2 < 5.771. "

Teorema 8.7 Si N es un nimero altamente compuesto suficientemente grande
y P1/2 <p < Py, entonces e, = 1.

DEMOSTRACION: Necesitamos que N sea lo suficientemente grande como
para que existan primos p; < pa < p3 < p. Sean P; < P;* los dos primos
siguientes a P;. Consideramos N’ = NP} P;*/(p1pap3) v veamos que si N es
suficientemente grande, entonces N’ < N.

En efecto, por el postulado de Bertrand sabemos que P} < 2P, Pi* < 4P,
ps >p/2 > P1/4, po > P»/8, p3 > P;/16, luego

P;Pr* 8PP 4096
pipeps  PP/512 P,

Por el teorema anterior, tomando N suficientemente grande podemos garantizar
que P; > 4096, y asi N’ < N. Sin embargo, si e, > 2,

3
d(N') _ dep, ep, ep, >4 <2> > 1,
d(N) (epy +1)(ep, +1)(eps, +1) 3
pues la funcion x/(z + 1) es creciente y en x = 2 vale 2/3. "

2Tomando 1.256 como cota para el cociente, obtenemos ¢; < 0.132.
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Nota Hemos probado que la condicion N’ < N se cumple cuando P; > 4096,
pero es facil comprobar con un ordenador que también se cumple® para los
primos en el rango 37 < P; < 4096, por lo que el teorema vale, de hecho,
para P; > 37. Més atun, una comprobacion directa sobre los nimeros altamente
compuestos con P; < 37 muestra que el teorema se cumple de hecho para
P} > 11, es decir, a partir de N = 55440 =2%.32.5.7-11. L]

Similarmente podemos probar que, los nimeros altamente compuestos sufi-
cientemente grandes tienen divisores primos con exponente 2:

Teorema 8.8 Si N es un numero altamente compuesto suficientemente grande
Yy 2¢/P1 < p < 4/Pp, entonces e, = 2.

DEMOSTRACION: Supongamos que p > 2v/P; y que e, > 3. Entonces,
con la misma notaciéon de la prueba del teorema anterior, esta vez tomamos
N’ = NP} P /(p1papsps), que cumple N’ < N cuando N es suficientemente
grande. Ademés

4
d(NI) — 46171613261736174 >4 <> >1
d(N) (6171 + 1)(6102 + 1)(6113 + 1)(6104 + 1) N 4 7

contradiccion.

Sea ahora p el menor primo para el que e, = 1 y supongamos que p < 4/P;.
Tomando N suficientemente grande, podemos asegurar que haya al menos 11
primos comprendidos estrictamente entre 4/P; y P;.

En efecto, por el teorema de los nimeros primos, dado € > 0, tomando P;
suficientemente grande podemos exigir que

w(Py)log Py m(4v/Py)log 4+/ P, <14
b) 67
P, 4P,

1—€e<

luego

R(R) > (-, V) < ( +e>b;“%.

Por lo tanto,

Py 4/ Py
-1+ ——F—
log Py log 4+/ Py

7T(P1)—7T(4 P1> > (1—6)

>(].—€) P1 _ +€) 4\/P1 :(1—6)P1—(1+€)8\/P1
- log Py log /P, log Py ’

y aplicando la regla de L’Hopital vemos que el dltimo término tiende a +oo
cuando P; tiende a +oc0. Por lo tanto, si P; es suficientemente grande, podemos
exigir que w(Py) — w(4v/Py) > 12.

3Maés concretamente, se trata de comprobar que si 5 < P; < 4096 (hay 560 primos en
estas condiciones) y p es el menor primo p > Py /2, entonces Pj P;* /p1p2p3 > 1 siempre que
P > 37.
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Pongamos que p = p; y que P, = p; y consideremos

N — Npi+lpi+2pi+3pi+4pi+5pi+6pi+7
Pj—1Dj—2Pj—3Pj—4

La eleccion de P; garantiza que los 11 primos son distintos entre si. Ahora
pivt < 2072/ Py pivy > P1/2Y, luego

' VP K
—<KYo = <1
N Pr P

cuando P; es suficientemente grande. Por otra parte,

pues todos los primos considerados tienen exponente 1 en IV, luego los del nume-
rador dan lugar a factores 3/2 y los del denominador a factores 2. Asi tenemos
nuevamente una contradiccion. [

Nota Las pruebas de los teoremas anteriores pueden generalizarse para probar
que un numero altamente compuesto suficientemente grande es divisible entre
primos con cualquier exponente en un conjunto finito prefijado. n

Hemos senalado que 7! es altamente compuesto, y es facil ver que lo mismo
sucede con todos los factoriales precedentes, pero no con los posteriores:

Teorema 8.9 El nimero n! es altamente compuesto si y sélo sin < 7.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que n! no es altamente compuesto si

n > 20. El resto del enunciado puede comprobarse analizando los factoria-

les anteriores uno por uno. Sea n’ = nl13/16. Claramente n’ < n!, y basta
probar que d(n’) > d(n!) o, equivalentemente, que
d(n') _ (e2 —3)(e13 +2)

d(n!) - (ea+1)(e13+1) > L.

Esto equivale a su vez a que (e2 —3)(e13+2) > (e2+1)(e13+1), que se simplifica
hasta es > 4ej3 + 7. Segin (3.1) tenemos que

Ellogy n] E[log, n]
ea= >, E[n/2"] > 3. n/2™ —1=n—n/2FM8:"] _ Bllog, n]
m=1 m=1
>n—2—logyn,

donde hemos usado que n/2F0°827] < /210827 — 1 y que Eflog,, 2] < log, n+1.
Similarmente,

Ellog, 3 n] 0
ei3= S E[n/13" < 3 n/13™ =n/12.
m=1 m=1
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Por consiguiente, basta probar la desigualdad central de la cadena siguiente:
ea>n—2—logan>n/3+7>4e15+7,

pero es facil ver que la funcion z — 2 — log, @ — /3 — 7 es positivaen z =20 y
tiene derivada positiva para x > 20, luego siempre es positiva. m

8.2 Numeros altamente compuestos superiores

Todas las caracteristicas de los ntimeros altamente compuestos que hemos
probado en la seccién anterior son condiciones necesarias, pero no suficientes.
De hecho, no tenemos ningtn criterio para reconocer los nimeros altamente
compuestos més alla del obvio de comparar su ntmero de divisores con los de
todos sus precedentes. Sin embargo, Ramanujan introdujo una clase de ntimeros
altamente compuestos faciles de calcular.

La definicién se apoya en que, por el teorema 2.22 (véanse las observaciones
tras el enunciado), para todo € > 0 se cumple que d(n) = o(n®). Por consi-
guiente, para todo € > 0 la sucesion d(n)/n¢ alcanza un valor maximo, lo cual
justifica la definicién siguiente:

Definicién 8.10 Un ntmero natural N > 1 es altamente compuesto superior
si existe un € > 0 tal que la funcién d(n)/n® toma en N su valor maximo.

201
d(n)/no.f)
151
1.0
0.5F
" " " 1 " " " 1 " " " 1 " " " 1 " " " 1
0 20 40 60 80 100.

La figura muestra la funcion d(n)/n’%, que toma su maximo en N = 12, por
lo que 12 es un namero altamente compuesto superior.

Nota Es importante advertir que acabamos de afirmar, pero no hemos de-
mostrado, que 12 sea altamente compuesto superior, pues la grafica no prueba
que no haya valores de n > 100 donde la funcion exceda el valor que toma en
N = 12. En principio, no tenemos ningin método para saber si un nimero
dado es o no altamente compuesto superior. Podria parecer que los ntimeros al-
tamente compuestos superiores son mas dificiles de identificar que los altamente
compuestos, pero enseguida veremos que la situacién es justo la contraria. =

Todo nimero N altamente compuesto superior es altamente compuesto, pues
si N cumple la definicién con € y n < N, entonces
dn) _ d(N)
ne — Ne¢'’
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luego .
d(n) < d(N) (ﬁ) < d(N).

Cpr

Supongamos ahora N = 2°2...p,”" es altamente compuesto superior (res-
pecto de €) y consideremos un primo p | N. Sea N’ = N/p, de modo que

A') _ d(N)

. 8.2
Nle - Ne ( )
Usando que d es multiplicativa, esto se simplifica a
ep < Ep + 1,
p(ep—l)e = poe
que equivale a
1
pP<1+—
p
o también a | )
€ S Og((€p+ )/ep) (83)
log p
Similarmente, si p es un primo cualquiera y consideramos N’ = Np, la
condicién
dN') _ d(N)
N/€ - N€
se traduce ahora en que
ep+2 ep+1
p(ep+1)e — pepe )
de donde
o> ep + 2
ep+1
0, equivalentemente,
5 log((e, +2)/(e + 1)) o)

log p

Ahora necesitamos distinguir casos segin que puedan darse o no las igual-
dades en las formulas precedentes. Para ello conviene introducir la notacion
siguiente:

Definiciéon 8.11 Consideramos la funcién

_ log((e +1)/e)

F(p,e) oz p

Para cada primo p definimos el conjunto
E,={F(p,e)|e=1,2,3,...}.

Llamamos E = J E,,.
P
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En estos términos (8.3) y (8.4) equivalen respectivamente a € < F(p,e;,) y
€ > F(p,ep, +1). La primera vale también para e, = 0 si convenimos en que
F(p,0) = 400. Sie> 0 no esta en E, ambas desigualdades son estrictas.

Teorema 8.12 Para cada nimero real € > 0 tal que € ¢ E, la funcion d(n)/n*
alcanza su mdzrimo en un unico numero N¢, que es, por definicion, altamente

compuesto superior. Concretamente N, = Hpep(e), con
P

DEMOSTRACION: Sea N un numero donde d(n)/n¢ alcance su valor maximo
(en principio puede haber mas de uno). Si p divide a N con exponente e,,, hemos
probado que

F(p,ep+1) <e< F(p,ep), (8.5)
es decir,
log((ep +2)/(ep + 1) _ __ log((ey +1)/ey)
log p log p
o también
ep + 2 e _ep+1
<ptf< 22—,
ep+1 ep

de donde se llega facilmente hasta

1
—l<e, < ——.
pe—1 P pe—1
Esto implica en particular que (p¢ — 1)~! no es entero, y que, necesariamente,
e = E[(p® — 1)71], luego N esta completamente determinado por e. "

Notemos ahora que, como la funcion F(p,e) decrece hacia 0 tanto si au-
menta p como si aumenta e, para cada § > 0 hay un nimero finito de elementos
en F mayores que 4, lo que se traduce en que E puede ordenarse en una sucesion
decreciente*

€1 > €3 > €3 > -+

convergente a 0. Definimos ¢y = +00.

Asi, si € > 0 no estd en F, existe un tnico i tal que ¢; < € < €;,_1, y se
cumple que cualquier par de nameros € en |e;, €;_1[ tienen por debajo y por
encima exactamente los mismos elementos de E. A su vez, esto implica que
ambos cumplen las desigualdades (8.5) con los mismos valores de p y e,, por lo
que N, es el mismo para ambos.

Definicion 8.13 Para cada i > 0, definimos N; como el nimero altamente
compuesto superior N, determinado por cualquier € € Je; 41, €.

4Concretamente para calcular todos los términos de la sucesién mayores que un § > 0 vamos
calculando F'(2,1), F(2,2), F(2,3), ... hasta obtener un valor menor que 9, luego calculamos
F(3,1),F(3,2),... hasta obtener de nuevo un valor menor que §, y seguimos asi hasta que
F(p,1) < . Por ultimo ordenamos todos los nameros obtenidos.
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La tabla siguiente contiene los ¢; > 0.3 junto con sus nimeros altamente
compuestos superiores asociados. No obstante, cabe senalar que se ha impuesto
el convenio de no considerar al 1 como niimero altamente compuesto superior
(aunque sf que se considera altamente compuesto).

0.36907 | 360 | 23-32.5 St 34 - 2
0.35620 | 2520 | 23-32.5.7 | 7# - 34 - 24
0.32192 [ 5040 | 243257 | T# 34 - 24 - 24

i€ N, | Factorizacion | Fact. en primoriales
0| 400 1

11 212 2H

2 | 0.63093 62-3 3#

3 | 0.58496 121223 3# - 2#

41 0.43067 60 ]22-3-5 5H - 2#

51 0.41503 120 1 22-3-5 BH - 2# - 24

6

7

8

Ejemplo Si € = 0.5, tenemos que
e2=E[2"-1)7"=2 e=E[@3"-1)7=1 e=EE"-1)7")=0,

por lo que N3 =22 .3 = 12. n

Falta por estudiar si los € € F dan lugar a ntimeros altamente compuestos
superiores que no aparecen al prolongar la lista precedente.

Teorema 8.14 Si¢; estd en un dnico conjunto Ey, entonces la funcion d(n)/n
alcanza su mdximo exactamente en dos nimeros altamente compuestos superio-
res, que no son sino N;_1 y N;. Ademds N; = N;_1q.

DEMOSTRACION: Estamos suponiendo que hay un tnico primo ¢ tal que
e; = F(q,e), para un e que, claramente, también ser& tnico. Si N es uno de los
nameros donde la funcion d(n)/n toma su valor maximo, se sigue cumpliendo
(8.5) para todos los primos p # g, por lo que necesariamente e, = E[(p® —1)71].
Mas atn, es claro que (8.5) se cumple con el mismo e, aunque cambiemos ¢;
por un numero ligeramente mayor o menor, luego e, coincide con el exponente
de pen N; y en N;_1. En cambio, para g tenemos que

F(q,qurl) S €; S F(Q>eq)v

lo que nos lleva a
1

g —1

—1<e; < .
g —1

Hay exactamente dos valores de e, que cumplen estas desigualdades, a saber

eg = ey eq =e—1 Ademis, e; = e es el mismo exponente que se obtiene

con un € ligeramente menor que ¢;, luego N = IN;, mientras que e, = ¢ — 1 es

el mismo exponente que se obtiene con un e ligeramente mayor que ¢;, luego
N = N;_;.
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En particular, vemos que N;_1 y N; son divisibles entre los mismos pri-
mos con los mismos exponentes, salvo en el caso de ¢, que divide a N;_; con
exponente e — 1 y a N; con exponente e. Por consiguiente, N; = N;_1q.

Si partimos de (8.2) aplicado a N = N;, N’ = N, /q = p, entonces (8.3) es la
igualdad €; = F(p, eq), luego (8.2) también es una igualdad, luego concluimos
que N;_1 y N; son ambos méaximos de la funcion d(n)/nc. "

Nos falta considerar la posibilidad de que un mismo ¢; esté en varios conjun-
tos E,. Observemos que ¢; € E, equivale a que existe un e tal que ¢; = F(p,e),
lo cual equivale a su vez a que p =1+ 1/e.

Sie; € B, N E,, tenemos que p® y ¢ son nlimeros racionales. La conjetura
de las cuatro exponenciales (véase la pagina 11) implica que esto solo es posible
si €; es entero, lo cual a su vez seria absurdo porque 1+ 1/e no puede ser una
potencia de primo.

Asi pues, la conjetura de las cuatro exponenciales implica que los conjuntos
E, son disjuntos dos a dos, y el teorema anterior recoge todas las posibilidades
de generacion de nimeros altamente compuestos superiores.

Si no nos apoyamos en la conjetura, el teorema 1.5 nos asegura al menos
que un mismo €; puede pertenecer a lo sumo a dos conjuntos F, y F,;. En tal
caso, los mismos razonamientos del teorema anterior implican que la funcion
d(n)/n% alcanza su méaximo en cuatro nameros, que son N;_1, N; = N;_1pq,
N;_1p, N;_1q, con lo que hay dos ntimeros altamente compuestos superiores que
no aparecen en la sucesiéon de los ;.

En particular vemos que una consecuencia de la conjetura de las cuatro ex-
ponenciales es que el cociente de dos nimeros altamente compuestos superiores
consecutivos es un numero primo. Sin la conjetura, s6lo podemos afirmar que
los cocientes N;/N;_1 son primos o productos de dos primos, y en el segundo
caso (para los primos p < ¢), hay dos nimeros altamente compuestos compren-
didos entre N;_; y N;, a saber, N;_1 < N;_1p < N;_19 < N;. Sin embargo, es
muy poco probable que pueda darse este caso.

Una tltima observacion es que si al calcular los €; recordamos con qué valores
F(p,e) se genera cada uno, el célculo de los N; se reduce a ir multiplicando los
primos p. Por ejemplo, €; = F(2,1) € Fy, ¢o = F(3,1) € E3, €3 = F(2,2) € Es,
es = F(5,1) € Ej5, etc., lo que se traduce en que la sucesion de los N; es

1, 2, 2-3, 2.3.2, 2.3.2.5,

8.3 Numeros abundantes y superabundantes

Los antiguos griegos dividieron los niimeros entre deficientes, perfectos y
abundantes, segun si la suma de sus divisores propios es inferior, igual o superior
al propio niimero, respectivamente.’

5Veéase la seccion [ITAl 3.5] para una discusion de los niimeros perfectos.
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Recordemos que la funcion o es la que a cada nimero natural le asigna la
suma de sus divisores. En términos de o, un ntumero n es deficiente, perfecto
o abundante segin si o(n) es menor, igual o mayor que 2n (porque en o(n) se
suma también el propio n). Equivalentemente, segin si o(n)/n es menor, igual
0 mayor que 2.

350
360
180 240

sop 60

24 3648
25f

A ARG N R R

N

I I I I
0 100 200 300 400

La gréafica muestra la funcion o(n)/n, de modo que podemos apreciar como
se distribuyen los niimeros deficientes, perfectos y abundantes. Los ntmeros
en los que o(n)/n toma un valor mayor que cualquier otro anterior se llaman®
superabundantes.

Observacion Podriamos dar nombre a los ntmeros para los que o(n)/n es
menor que en cualquier nimero anterior, pero dichos ntimeros son simplemente
los primos. En efecto, si n cumple esto y no es primo, tiene un factor primo

p < v/n, luego n/p > /n, luego

a(n) > n—+n/p > n+/n :1_’_L'

n n n Vvn
Por otra parte, es facil ver que si n > 4, entonces 2\/n < n, por lo que el
postulado de Bertrand nos da un primo v/n < p < n (la desigualdad es estricta
porque n 1o es primo), y entonces

1
oWy Loy
p

o(n)
< 2V
p - n

b

Sl-

contradiccion. n

Los primeros niimeros abundantes son
12,18, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 48, 54, 56, 60, 66, 70, 72, 78, 80, 84, 88, 90, 96, 100.. ..

Los niimeros perfectos son mas escasos: 6,28,496,8128, ...

Los primeros niimeros superabundantes son 1,2,4,6,12,... Es obvio que,
una vez superado el 6 (el primer ntimero perfecto) es decir, a partir del 12, los
nimeros superabundantes son abundantes.

6Ramanujan los llam6 ntimeros altamente compuestos generalizados, pero Erdés los llamé
superabundantes y actualmente se conocen con este nombre.
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Los 19 primeros nimeros superabundantes (hasta 7! = 5040) coinciden con
los 19 primeros niimeros altamente compuestos, pero el siguiente ntimero alta-
mente compuesto (7560) no es superabundante, mientras que 1163962800 es
el menor numero superabundante que no es altamente compuesto.

Todo miltiplo de un nimero abundante es abundante, pues si n es abun-
dante, entonces
2kn < Y kd < Y d.
d|n d|kn
Parece que los niimeros abundantes tengan que ser pares, pero no es asi. El
primer numero abundante impar es 945. Otra conjetura falsa sobre los niime-

ros superabundantes es que son multiplos de la suma de sus cifras. El primer
contraejemplo es 149602 080 797 769 600.

Pese a que, como hemos indicado, los niimeros superabundantes no tienen
por qué ser altamente compuestos ni viceversa, ambas clases de ntimeros com-
parten muchas propiedades. Por ejemplo:

Teorema 8.15 Sin > 2 es un numero superabundante, entonces factoriza en la

- €, . . .
forman =2°.3% ...p""  donde p1,...,pr son los primeros primos consecutivos
yeg >e3> - >ep . Ademds, e, =1 salvo sin =4,36.

DEMOSTRACION: Si la sucesion de exponentes no es decreciente, existen
dos primos ¢ < p divisores de n cuyos exponentes cumplen ¢, < e,. Entonces
n' = ng/p < n, luego o(n')/n’ < o(n)/n. Al aplicar que o es multiplicativa
y simplificar los factores correspondientes a primos distintos de ¢, p, esta de-
sigualdad se reduce a

qeq+2 -1 pep+1 -1

g =g S p
No es dificil comprobar que la funcion (x —1)/(z™ — ) tiene derivadas parciales
(respecto de m y x) negativas para x,n > 2, lo que nos da que

qeq+2 _ 1 qep+2 _ 1 peerl _ 1

qeat2 —q T @2 —q T pertl —p’
con lo que tenemos una contradiccién.
Supongamos ahora que e, > 2. Si r = 1, es decir, si n = 2¢, consideramos
n' =n3/4 < n, y al simplificar o(n')/n’ < o(n)/n obtenemos
(2671 —1)4  2¢tt -1
< 5
3 4

de donde llegamos a que 2°t! < 13, luego e < 2, y tiene que ser n = 4.

Asi pues, podemos suponer que r > 2. Llamamos ¢ = p,—1, p = pr, t = Pri1,
de modo que n' = nt/pq < n, pues, por el postulado de Bertrand,
t 2p 2

— < —=-x<1
bpg pPg ¢
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si ¢ > 3, pero si ¢ = 2 también es cierto: t/pg = 5/6 < 1. Por consiguiente,
o(n’)/n’ < o(n)/n. Al simplificar esta desigualdad obtenemos que

1 q—1 p—1
1+-< ({14 ——— 1+ ——.
T3 (_¥f”1—q><_+¢ﬁ1—p)

Supongamos en primer lugar que r = 2, con lo que ¢ = 2, p = 3, t = 5.
Entonces

11 1 L 1 2 < (1 L 1 2
te<Utoam ) Utgem—3) s Ut eam—5 ) (T3

Operando llegamos a que 227! < 79/7 ~ 11.3, luego e3 < 2, lo que a su vez
implica que e = e3 = 2 y n = 36. Ahora supongamos que r > 2, luego ¢ > 3,
y acotamos

i< (10 555) (55) - () (v 5)
<<1+q12> <1+plz>~

Por otro lado, la desigualdad

1+1 1+1 <1+1
q? p?) t

equivale a
1+1 L1
@ pr o ¢Pp? ot
pero
1 1 1 2¢> +1 1 1
Gtatas <1 <y
¢  p* ¢p q 4qg 1

la ultima desigualdad por el postulado de Bertrand. Luego si
2
2q ;—1 < 1
q 4

tenemos una contradiccién. Pero esto equivale a que ¢ — 8¢ —4 > 0, y un
analisis de esta funcién muestra que es positiva para ¢ > 9, o sea, salvo si
qg = 3,5,7, pero en estos tres casos podemos comprobar directamente que se

cumple
1+1 14—1 <1—|—1
¢’ p? t

e igualmente tenemos una contradiccion. ]

En el caso de los niimeros superabundantes es posible demostrar hechos
adicionales. Por ejemplo:
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Teorema 8.16 Sin = 2°2 - 3% ... p"" es superabundante y 1 < i < j < 7,
entonces e, toma uno de los valores k—1, k, k+1, donde k = Ele,, log p; / log p;].

DEMOSTRACION: Sea m el nimero natural que cumple pszl < p; < pi".
Supongamos que e, < k —2, lo que a su vez implica que m < e, pues en caso
i _ _ 42 v
contrario tendriamos que p:p" <p" < p; < pjp” < p? < pf“. Por lo tanto,
n' =np;p; ™ < ny tiene que cumplirse que o(np;p; ") /np;jp; " < o(n)/n. Al
simplificar esta desigualdad resulta

€p; +2

i1
p @ =D+ > (p— 1)+

pero por otra parte, teniendo en cuenta que p;”*l <p;—1,

€p; +2

P O] = 1)+ <oy — 1) 4P < pti(pip; —pj — 1) + 0}

+1
(pj — 1) +pi"

p}ln < ny llegamos a

€p. €y
<p; " (pip; — i) + 0" <"

Si ey, > k + 2 consideramos n’ = pt

ep.+1 _ .+ _
P T =) < (= 1)+
Por otra parte

€p; +m

— ep.—1
P oy = D)+ <Py = D)+ <p P (e — 1) + 1y,
luego tendremos una contradiccién si probamos que

ep .
Pj

—1 ep.+1 _
P, =D +p <p (0T = 1) +p;,
lo que equivale a
prp— 1) <pipr Tt - ).
Si llamamos P = plm_l y p = p;, tenemos que P > p > 2y P <p; < pP, y se
trata de probar que la funcion

F(t) = (P —1)t* — pPt + pP

es > 0 en el intervalo [P, pP]. Ahora bien, se trata de una parébola con vértice
ent = 2(1@761) > P, pues p > 2 implica que p < 2(p — 1) < 2(P — 1). Asi pues,
F(t) es creciente en [P, +o0o[, y basta observar que

F(P)=(P-1)P?—pP*+pP=P(P-1)(P—p)>0.

El teorema anterior limita sustancialmente las factorizaciones de los ntimeros
superabundantes, pero todavia podemos decir més:

€p ..
Teorema 8.17 n = 2° 3% ... p " es superabundante, entonces pjp" < 20212,
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DEMOSTRACION: Aplicamos el teoremaeanterior con i = 2. Si se cumple
ep; < k = Elezlog2/logp;], trivialmente pij < 2°2, luego podemos suponer
que ey, = k+ 1. Si fuera 20212 < pjpj7 consideramos el nimero m tal que
2m=l < p; < 2™y n/ = n2™1/p; < n. Como en la prueba del teorema
anterior, la condiciéon o(n')/n’ < o(n)/n se simplifica hasta

eijrl

p” (2T =) 4y < 20T (py — 1) 27,

y por otra parte
. 41
24T (py — 1) + 2" < py" 2 Py gy < (27T ),

luego tenemos una contradiccion. ]

Vemos asi que s6lo hay un nimero finito de nimeros superabundantes con
un exponente e, dado.

Nota Una ultima observacién elemental es que, al igual que sucede con los
nimeros altamente compuestos, el cociente entre dos niimeros superabundantes
consecutivos es menor o igual que 2, pues

o(2n)/2n 2272 —1
o(n)/n 2022 -2

> 1,

luego el menor ntmero superabundante mayor que n es menor o igual que 2n.
| |

8.4 Numeros colosalmente abundantes

Ramanujan llamé niimeros altamente compuestos generalizados superiores
a una familia de nameros analoga a la de los niimeros altamente compuestos
superiores, pero respecto de los niimeros superabundantes. Actualmente estos
nimeros se conocen con el nombre que les dio Erdés, que es el que da titulo a
esta seccion. Para definirlos observamos que, para todo € > 0, se cumple que

log1
Jim —2 08" _
n ne
por lo que, teniendo en cuenta el teorema 3.30,

lfm o(n)  lim o(n) loglogn
n mlte n nloglogn ne

:0’

pues el primer factor estd acotado. Por lo tanto, la sucesion o(n)/n't¢ alcanza
un valor maximo.

Definicion 8.18 Un nimero natural N es colosalmente abundante si existe un
€ > 0 tal que la sucesion o(n)/n't€ alcanza un valor maximo en N.
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Por ejemplo, ésta es la grafica de la sucesion o(n)/n'"1, que alcanza su valor
maximo en n = 60:

20
151
1.0

0.5

! ! ! !

0 20 40 60 80 100

Como en el caso de los numeros altamente compuestos superiores, la grafica
no prueba que 60 sea colosalmente abundante, pero enseguida veremos que la
situacion es idéntica: es facil generar la sucesion de los ntimeros colosalmente
abundantes.

Observemos que todo niimero colosalmente abundante N es superabundante,
pues si n < N tenemos que

Q

(n) _ o(IN)
n1+e — N1+6’

luego

o) o) 1y o)
n — N \N N

Por otra parte, si N es colosalmente abundante y p | N, aplicamos la defini-
cion a N’ = N/p, con lo que

o(N') _ a(N)
N/lte — N1+e'

Al desarrollar esta desigualdad se reduce a

pep _ 1 < pep+1 _ 1
pler=1)(1+e) = pep(lte)

y operando llegamos a

ep+1
10g(§ez+1 :117)
log p
Similarmente, si p es un primo cualquieray N’ = Np, la definicién de niimero
colosalmente abundante se reduce a

€<

pep+2 -1 peerl -1
p(ep+1)(1+€) - pep(1+€) ’

y al despejar queda
ep+2_1)

log(geﬁiz_p

log p
Esto nos lleva a las definiciones siguientes:

€>
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Definicion 8.19 Consideramos la funcion

e+171

p
log P -

F(p,e) = ogp

parap > 2y e > 0, con el convenio de que F(p,0) = +oo. Méas ain, observemos
que

_p=1 1
F(p,e) = log(1 + p(pe_l)) = log(1 + P+P2+--~+pe).

log p B log p

La ultima expresion muestra que la funcién p — F(p,e) es estrictamente de-
creciente, y una comprobacion rutinaria nos da que biyecta el intervalo |1, +o0o[
con |0, +oo[. También es claro que la sucesion e — F(p, e) decrece hacia 0, para
e=0,1,2,3...

En estos términos, hemos probado que si N es colosalmente abundante (res-
pecto de €) y p es un primo cualquiera, entonces F(p,e, + 1) < e < F(p,ep).

Para cada primo p definimos el conjunto
E,={F(p,e)|e=1},

y llamamos E = |JE,. Como F(p,e) decrece cuando crece cualquiera de sus
p

argumentos, es claro que los elementos de E forman una sucesién decreciente
€1 > €3 > €3 > ... convergente a 0. Definimos ademés ¢y = +o0.

Observemos que si € € I, entonces

1
=1+ € Q,
P p+p*+---+p° ©

luego, por el mismo argumento empleado en el caso de los nimeros altamente
compuestos superiores, la conjetura de las cuatro exponenciales implica que
los conjuntos £, son disjuntos dos a dos y, en su defecto, el teorema de las seis
exponenciales garantiza que un mismo € > 0 pertenece a lo sumo a dos conjuntos

E,, E,.

Sie > 0noestden £y N es colosalmente abundante respecto de €, entonces
F(p,ep, +1) <e< F(p,ep), lo cual equivale a

1+e 1+e
log % Ingei:l
# —1 < ep —1 < #
log p log p

A partir de aqui la situacion es formalmente idéntica a la que hemos en-
contrado al estudiar los nimeros altamente compuestos superiores. El teorema
siguiente se demuestra exactamente con los mismos razonamientos, sin mas que
cambiar las definiciones del conjunto F y la funcion F':
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Teorema 8.20 Sea € > 0.

1. Sie ¢ E, la funcion o(n)/n'*¢ alcanza su mdrimo en un tnico nimero

N, cuya descomposicion en factores primos es N, = Hpep(e), con
P

log((p't —1)/(p° — 1))
log p

ep(e) =

2. Para cada i > 1, todos los € € e, 11, €[ determinan un mismo nimero N,
al que llamaremos también N;.

3. Si los conjuntos E, son disjuntos dos a dos, entonces todo nimero colo-
salmente abundante es de la forma N;. La funcion o(n)/n**¢ alcanza su
mdzimo en dos puntos, N; y Niy1.

4. Si€; € E,N E,, entonces la funcion o(n)/n'T¢ alcanza su mdzimo en
cuatro puntos, N;, pN;, ¢N;, grN; = N1 (y los cuatro son colosalmente
abundantes).

La tabla siguiente contiene los nimeros colosalmente abundantes correspon-
dientes a ¢; > 0.04 (aunque se ha impuesto el convenio de no considerar al 1
como colosalmente abundante):

1| € N; | Factorizacion | Fact. en primoriales
0] +o0 1

1| 0.58496 212 24

21 0.26186 62-3 3#

31 0.22239 12 122.3 3# - 2#

410.11328 60 [ 22-3-5 54 - 24

51 0.09953 120 [ 23-3-5 SH - 24 - 24
61007285 | 360|2%-3%2-5 B# - 3# - 24
710.06862 | 2520 | 23.32.5.7 TH - 3# - 24
810.04730 | 5040 | 2*-32.5.7 TH - 3F - 24 - 2#

Vemos que coinciden con los primeros ntimeros altamente compuestos supe-
riores, sin embargo, la coincidencia termina en N5, pues el decimosexto niimero
colosalmente abundante es

Nig=2°-3.52.7-11-13-17-19 - 23,
mientras que el decimosexto niimero altamente compuesto superior es

26.3%.5%2.7.11-13-17-19.
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dseta (funcion), 71

funcién
aritmética, 21
completamente multiplicativa,
23
multiplicativa, 23
de Liouville, 74
de Mobius, 24
de Mangoldt, 28
L, 82

grupo dual, 97
Holder (desigualdad de), 200
hipétesis

de Lindelof, 138

de Riemann, 133

integral logaritmica, xiii

Mertens (constante de), 62
Méobius
férmula de inversion de, 25
funcion de, 24

perfecto (nimero), 277
primorial, 269

relaciones de ortogonalidad, 99

serie
de Dirichlet, 70
superabundante (namero), 278

Teorema
de Chudakov, 264
de Gelfond-Schneider, 16
de las seis exponenciales, 10
de Lindemann-Weierstrass, 6
de los ntimeros primos, 87
de Mertens, 61, 62, 78
del valor medio de Vinogradov,
249

Vinogradov (desigualdad de), 253

Weyl (desigualdad de), 205



