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Introduccion

El propésito de este libro es proporcionar una introduccién axiomaética rigu-
rosa a la teorfa de conjuntos que no presuponga del lector ningiin conocimiento
técnico de la logica mateméatica més alla de una cierta familiaridad con las
técnicas de razonamiento informal-formalizable que emplean habitualmente los
matematicos.

Naturalmente, una fundamentacion solida de la teoria de conjuntos presu-
pone la logica formal, y a este respecto podemos decir que “oficialmente” este
libro debe considerarse como la continuaciéon de mi libro de Ldgica matemdtica
([ILM]), en el que, entre otras cosas, se discuten con todo el detalle y los tec-
nicismos necesarios diversas teorias axiomaticas de conjuntos, entre ellas la de
Zermelo-Fraenkel (ZFC) y la de von Neumann-Bernays-Godel (NBG). Sin em-
bargo, aqui hemos optado por exponer la teoria axioméatica de modo que no ha
sido necesario hacer ninguna referencia explicita a [LM], de tal forma que quien
lea [LM] y continte con este libro, no sélo no encontrara ninguna laguna entre
ambos, sino que de hecho hallara varios solapamientos, los que hemos conside-
rado necesarios para que el lector familiarizado con el razonamiento matematico
pueda suplir con dicha familiaridad los requisitos técnicos que proporciona [LM].

De este modo, [LM] y el presente libro suponen dos propuestas alternativas
para introducirse en la teoria de conjuntos: o bien empezando por los funda-
mentos logicos de [LM] para después adentrarse en los contenidos matematicos
de las teorias de conjuntos alli presentadas, o bien empezar por una introduccién
axiomaética a la teoria de conjuntos apoyada en la familiaridad del lector con
el razonamiento mateméatico para después (opcionalmente) profundizar en sus
aspectos logicos a través de [LM].

Puesto que la distinciéon entre conjuntos y clases propias resulta inevitable,
para eliminar por completo las dificultades conceptuales que conlleva (que se
discuten con detalle en [LM]) hemos optado por partir de la teoria axiomé-
tica de von Neumann-Bernays-Godel NBG en lugar de la més habitual, que
es ZFC, puesto que asi el concepto de clase propia es un concepto formal més
que no deberia presentar ninguna dificultad especial al lector, en lugar de un
concepto metamatematico que tiene que entenderse necesariamente en términos
de conceptos logicos. No obstante, ambas teorias son equivalentes, y el lector
familiarizado con [LM] se dara cuenta de que, pasado el capitulo I (en el que
exponemos la axiomatica basica de NBG), las siglas NBG pueden ser trivial y
sistematicamente sustituidas por ZFC sin necesidad de modificar absolutamente
nada de lo dicho.

X



< Introduccién

En el capitulo IT completamos la exposiciéon de los resultados conjuntistas
bésicos que sirven de fundamento al resto de las disciplinas mateméticas con la
construccion del sistema numérico, mientras que los capitulos siguientes, hasta
el V exponen los resultados fundamentales de la teoria de conjuntos cantoriana
(principalmente la teoria de ordinales y de cardinales), sin perjuicio de que se
presenten muchos resultados muy posteriores en el tiempo a la época de Cantor.

Los capitulos siguientes exponen temas mas avanzados. El limite principal
que nos hemos impuesto al elegir los contenidos ha sido evitar todos aquellos que
requieren considerar modelos de la teoria de conjuntos (con todos los aspectos
sobre logica y metamatemaética que ello requeriria). No obstante, en el capitulo
X presentamos los resultados basicos de la teoria de modelos, pero sin entrar,
segiin acabamos de decir, en el estudio de modelos de la propia teoria de conjun-
tos, evitando asi la necesidad de introducir distinciones sutiles entre féormulas
metamatemaéticas y formulas definidas en la teoria axiomética. Los capitulos
VII y X pueden verse en gran medida como los preliminares necesarios (junto
con [LM]) para abordar los problemas relativos a pruebas de consistencia.

Finalmente hemos incluido dos apéndices, en el primero de los cuales proba-
mos que la existencia de bases en espacios vectoriales es equivalente al axioma de
eleccion y demostramos algunos resultados adicionales sobre bases y dimension
de espacios vectoriales. En el segundo damos varias pruebas de la existencia de
subconjuntos de R no medibles Lebesgue, sin la propiedad de Baire y sin sub-
conjuntos perfectos a partir de distintas consecuencias del axioma de eleccién.

A partir del capitulo VII empiezan a ser necesarios —principalmente en las
aplicaciones— resultados topologicos, para los cuales remitimos a mi libro de
topologia, indicado como [T], el cual a su vez depende de los resultados de este
libro. En la introduccion de [T] se muestra una tabla que indica una forma
posible de compaginar la lectura de ambos libros.

Los tnicos resultados que se enuncian sin demostraciéon en este libro son los
que afirman la consistencia y la independencia de algunas de las afirmaciones
consideradas (como la hipdtesis del continuo, la existencia de cardinales inacce-
sibles, etc.) En algunos casos se esbozan sin rigor los argumentos que permiten
concluir que determinados hechos no pueden ser demostrados en NBG (o, equi-
valentemente, en ZFC). Naturalmente, estas observaciones no demostradas no
se usan en ningin momento, salvo para relacionar unas con otras.



Capitulo 1

El lenguaje de la teoria de
conjuntos

Dedicamos este primer capitulo a presentar los conceptos béasicos del len-
guaje conjuntista que impregna todas las ramas de la matematica: conjuntos,
funciones, relaciones, productos cartesianos, etc.

) ) )

Si tomamos cualquier concepto matemético, como pueda ser el concepto de
“derivada”, veremos que todas las propiedades que se demuestran sobre él se
deducen en tltima instancia de su definicion, la cual lo reduce a otros conceptos
més elementales, como son el de “funcion”, el de “ntmero real”, etc. A su vez,
estos conceptos pueden definirse a partir de otros més simples, pero este proceso
no puede continuar indefinidamente. Tras un ndmero finito de pasos tenemos
que llegar a unos conceptos tan elementales que no sean susceptibles de ser
definidos en términos de otros mas elementales atun. El lector podria especular
sobre cuantos son esos conceptos fundamentales, cuantos conceptos primitivos
son necesarios para que a partir de ellos puedan definirse los miles y miles de
conceptos que manejan los matematicos. La respuesta es sorprendentemente
simple: son suficientes dos conceptos, el de “conjunto” y el de “pertenencia’.

Un “conjunto” pretende ser una coleccién de objetos, y la “pertenencia” pre-
tende ser la relaciéon que puede darse entre un objeto dado y un conjunto dado:
si el objeto es uno de los que forman parte del conjunto, se dice que el objeto
“pertenece” al conjunto (o que es un elemento del conjunto) y en caso contrario
que “no le pertenece”.

El lector podria decir en este punto: Pues bueno, acabamos de definir los
conceptos de “conjunto” y “pertenencia’. ;Qué tienen de indefinibles? La res-
puesta es que el parrafo anterior dista mucho de ser una definicién en el sentido
matematico riguroso. Si quisiéramos razonar acerca de los conjuntos y de la
pertenencia a partir de las “definiciones” que acabamos de dar, nos veriamos
obligados a recurrir tacitamente a numerosos prejuicios sobre lo que se supone
que deben cumplir las colecciones de objetos. Y esto resulta inviable, pues la
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historia de la Matematica nos ensena que, cuando uno trata de profundizar en la
teoria de conjuntos sin pararse a explicitar convenientemente sus fundamentos,
termina encontrandose con paradojas, es decir con demostraciones aparente-
mente validas de determinadas afirmaciones y también de sus negaciones.

Para evitar que en nuestra teoria de conjuntos surjan contradicciones, nos
aseguraremos de explicitar las propiedades que vamos a admitir sobre las colec-
ciones de objetos y la pertenencia mediante una lista de axiomas —los cuales
estdn pensados precisamente para invalidar todos los razonamientos conocidos
que dan lugar a paradojas— y no admitiremos ningin razonamiento que con-
tenga implicita o explicitamente nada que no pueda justificarse a partir de dichos
axiomas.

Existen varias formas alternativas de “desterrar” las paradojas de la teoria
de conjuntos, cada una basada en su propio “truco” ingenioso. Preparando el
terreno para el que vamos a emplear nosotros, vamos a reservar la palabra “con-
junto” para darle un significado méas preciso mas adelante y, de momento, para
referirnos a las “colecciones de objetos” de las que queremos hablar, usaremos
la palabra “clase” en lugar de “conjunto”.

Quizé el lector piense que, segtn lo que estamos diciendo, no va a haber dos,
sino tres conceptos fundamentales: el de “clase”; el de “pertenencia” y el de los
“objetos” que pueden pertenecer o no a una clase dada. Podriamos plantearlo
asi, pero sucede que los matematicos definen a menudo clases cuyos elementos
son a su vez otras clases, y al final resulta que este tipo de clases a las cuales s6lo
pertenecen otras clases resultan ser las tinicas realmente necesarias para funda-
mentar todas las matematicas. Por lo tanto, para no introducir complicaciones
innecesarias en la teorfa, vamos a considerar que los objetos que pertenecen a
cualquier clase dada serdn a su vez otras clases.’

Las paradojas que afectan a la teorfa ingenua de conjuntos (la que resulta de
razonar “alegremente” sobre las colecciones de objetos sin més base que lo que
nos parece razonable que deberfan cumplir) no se deben a confusiones sobre qué
es un razonamiento légico correcto y qué no lo es, sino sélo sobre qué premisas
podemos aceptar que cumplen las colecciones de objetos y cuéles no. Por ello,
dado que la légica pura no es un problema, no trataremos de precisar la nociéon
de “razonamiento légico puro”, sino que daremos por hecho que el lector sabe
razonar correctamente, y en particular que es consciente de hechos como que si
A = B entonces B = A, etc.

1Quiza al lector le parezca extrafio —por no decir imposible— que podamos hablar de
clases de objetos sin que haya en ultima instancia ningin objeto que no sea a su vez una clase.
Lo que sucede es que en la teorfa que vamos a desarrollar habra una clase vacfa (una clase sin
elementos) que representaremos por &, a partir de la cual se pueden formar otras clases como
{2}, o {{&}}, o {@,{@}}, etc. Y asi podemos definir infinitas clases, todas ellas construidas
—en un numero finito o infinito de pasos— a partir de la clase vacia. Lo que decimos es
que éstas son més que suficientes para construir todos los objetos con los que trabajan los
matematicos.
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1.1 Clases y conjuntos

Convenimos en usar letras cualesquiera, como A, B,C,... como variables
que hacen referencia a clases. Escribiremos A € B para indicar que la clase A
pertenece a la clase B'y A ¢ B para indicar que A no pertenece a B.

Segun acabamos de explicar, nuestra intencion es que las clases representen
“colecciones de clases", de modo que A € B signifique que la clase B es una
coleccion de clases entre las cuales figura la clase A, pero técnicamente estos dos
conceptos de “clase” y “pertenencia” seran los dos tnicos conceptos primitivos
(no definidos) de los que vamos a partir, es decir, que solo aceptaremos una
afirmacion sobre clases y pertenencia si podemos demostrarla a partir de la
logica pura (es decir, sin presuponer nada en absoluto sobre qué son las clases o
qué es la pertenencia entre clases) o a partir de las afirmaciones que tomaremos
explicitamente como axiomas.

El lenguaje de la teoria de conjuntos® es el lenguaje que consta de variables
arbitrarias, el signo € y los signos logicos:

= ™ _>7 \/, /\a <_>7 /\7 \/

No vamos a describir las reglas gramaticales de este lenguaje, pues, aunque
las vamos a respetar, nunca seran relevantes y siempre podremos sustituir las
afirmaciones expresadas en él por sus equivalentes en el lenguaje natural. Por
ejemplo,

NABC(A=BANB=C — A=C)

es una formula del lenguaje de la teoria de conjuntos y, mas concretamente, es
un teorema logico, que puede expresarse equivalentemente asi:

Si una clase A es igual a otra B, y ésta a su vez es igual a una
tercera clase C, entonces también A es igual a C.

Decimos que es un teorema logico porque es algo que podemos afirmar sobre
las clases sin el més minimo presupuesto sobre qué son. Se trata de una afirma-
ciéon puramente logica que seguiria siendo valida si en vez de hablar de clases
estuviéramos hablando de conejos silvestres.

Es indiferente expresar este hecho de cualquiera de las dos formas. Lo que
es crucial es entender que si la segunda afirmacion puede considerarse una afir-
maciéon mateméatica rigurosa es precisamente porque también puede escribirse
de la primera forma, aunque en la préactica no es necesario hacerlo. Basta con
saber que puede hacerse. No puede decirse lo mismo de:

2 Aqui nos referimos al “lenguaje” en el sentido técnico del sistema de signos y reglas gra-
maticales que determinan qué sucesiones de signos constituyen una afirmacion valida y cuéles
son meros sinsentidos, como =€ A == B. No debemos confundir este concepto técnico de
“lenguaje” con el concepto informal que da titulo a este capitulo, donde al hablar del “lenguaje
de la toeria de conjuntos” nos referimos al “vocalbulario conjuntista” que se usa habitualmente
en matematicas.
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St una clase A tiene mds o menos el mismo tamano que otra clase B,
y €sta a su vez es de un tamano similar a C, entonces también A y
C son aprorimadamente del mismo tamano.

Esto no es una afirmacion matemaéatica rigurosa porque no hemos dado nin-
guna definicién precisa de lo que es el “tamano” de una clase, ni mucho menos
de lo que es “tener aproximadamente el mismo tamano”, y las tnicas nociones
no definidas que vamos a aceptar son la de “clase” y la de “pertenencia”.

Cualquier teorema matemaético riguroso puede expresarse exclusivamente en
términos del signo €, los signos logicos y variables, pero si pretendiéramos plan-
tearlo asi, nos encontrariamos con que un teorema elemental como que = > 3.14
requeriria decenas de péaginas s6lo para ser enunciado, y muchas mas para ser
demostrado sin usar ningiin otro signo matematico. Lo que se hace en la practica
es definir nuevos conceptos matematicos en términos de los conceptos primitivos
que acabamos de describir o de otros conceptos definidos previamente. Veamos
con detalle un ejemplo de este proceso:

Definiciéon 1.1 Diremos que una clase A es una subclase de (o que estd con-
tenida o incluida en) otra clase B, y lo representaremos por A C B, si todo
elemento de A es también un elemento de B. Equivalentemente:

ACB=Nz(r€ A— x€B).

Diremos que la inclusion es estricta (y lo representaremos por A & B) si ademas
se cumple que A # B.

Tenemos asi dos formas equivalentes de definir la inclusion entre clases. En
primer lugar hemos dado la definicién en el lenguaje natural, y en segundo
lugar en el lenguaje formal de la teoria de conjuntos. Es irrelevante usar una u
otra forma. Solo hay que tener presente que la primera forma es una definiciéon
matematica rigurosa precisamente porque puede traducirse a la segunda forma,
aunque, sabiendo que es asi, no es necesario hacerlo.

Solo necesitamos recurrir a la légica pura para demostrar ahora algunos
teoremas matemaéticos, como:

NA A cC A, NABC(ACBABCC—AcCO).

Por ejemplo, la prueba de la segunda afirmacién es como sigue:

Suponemos que A C By B C C. Queremos probar que A C C, lo cual
significa que cualquier clase z € A debe cumplir también = € C. Suponemos,
pues que © € A y entonces vemos que, aunque no tengamos ni idea de qué
significa x € A, la hipotesis A C B nos garantiza que también se va a cumplir
x € By, aunque no tengamos ni idea de lo que esto significa, la hipotesis B C C'
nos garantiza que x € C. n

Esta demostracion, a pesar de su simplicidad, resume perfectamente la na-
turaleza del razonamiento l6gico: hemos probado que x € A — = € C sin
necesidad de presuponer nada sobre qué clase de cosas son x, A, C'y sin presu-
poner nada sobre qué significa x € Aoz € C.
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Sin embargo, nuestra capacidad de razonamiento basada en la logica pura
es muy limitada. Por ejemplo, consideremos la afirmacion siguiente:

NAB(Az(x € A+ 2 € B) ++ A= B)
Equivalentemente, podriamos parafrasearla asi:
Dos clases A y B son iguales si y sélo si tienen los mismos elementos.

No podemos demostrar tal cosa. Lo que si podemos probar es que si A = B,
entonces x € A es equivalente a x € B, porque A = B significa que A y B
nombran en realidad a la misma clase —sea lo que sea una clase—, luego x € A
y € B son en realidad un mismo hecho —sea cual sea ese hecho—. Ahora
bien, si suponemos que dos clases A y B tienen los mismos elementos, nada nos
permite concluir que tienen que ser la misma clase.

El lector podria objetar: pero si que tienen que serlo. Si hemos dicho que
las clases A y B son colecciones de objetos (colecciones de otras clases, para
ser méas precisos) y resulta que A y B contienen exactamente las mismas clases,
entonces es que son la misma coleccion de clases, luego son la misma cosa, son
iguales.

El problema del “razonamiento” precedente es que se basa en que las clases
son precisamente “colecciones de clases” y la pertenencia es la pertenencia. Por
ejemplo, la afirmacion anterior seria claramente falsa si las clases A, B, x fueran
conejos silvestres y © € A significara “el conejo = es el padre del conejo A”,
porque en tal caso, lo que estamos afirmando es que si dos conejos A y B tienen
el mismo padre, entonces son necesariamente el mismo conejo, y esto es falso.

Desde el momento en que la afirmacion anterior es falsa si se interpretan
los conceptos de “clase” y “pertenencia” de un determinado modo (como “conejo
silvestre” y “ser padre de”, respectivamente), tenemos que admitir que es impo-
sible demostrarla desde la logica pura, y que cualquier intento de demostracion
tendria que recurrir, explicita o implicitamente, a que los conceptos de “clase”
y “pertenencia’ significan una cosa y no otra. En otras palabras, se tendria que
basar en algtun tipo de definicion de “clase” y “pertenencia’; que es justo lo que
no tenemos.

Ahora bien, el lector tendria razon en alegar que lo que expresa la afirmacion
anterior es algo razonable que deberian cumplir las clases y la pertenencia si es
que tienen que ser lo que pretendemos que sean. En general, no podemos admitir
irreflexivamente todo lo que nos parezca “razonable” sobre clases y pertenencia
sin acabar cayendo en paradojas, pero sucede que esta afirmacion en particular
es una de las que la axiomética que vamos a adoptar acepta como valida, y por
ello, para legitimar su uso, la vamos a convertir en nuestro primer axioma:

Axioma de Extensionalidad Si dos clases tienen los mismos elementos,
entonces son iguales, es decir,

NAB(A\z(x € A+ 2 € B) - A= B).
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El axioma de extensionalidad afirma que si dos clases no se diferencian por
sus elementos, entonces no se diferencian por nada (son iguales) o —dicho de otro
modo— que una clase no es ni mas ni menos que la coleccién de sus elementos.
Ya hemos senalado que el reciproco del axioma de extensionalidad si que es un
teorema logico que puede probarse sin necesidad de ningtin axioma matematico.

Por ejemplo, ahora podemos demostrar las propiedades bésicas de la inclu-
sion de clases:

Teorema 1.2 Se cumple:
1. NAACA,
2. NAABACBABCA— A=DB),
3. NABC(ACBABCC— ACO).

DEMOSTRACION: Ya hemos demostrado 3), que es un teorema puramente
logico, al igual que 1), cuya prueba es mucho més simple. Por el contrario, el
teorema 2) requiere el axioma de extensionalidad (y de hecho es equivalente a
él). Si suponemos que A C B A B C A, entonces tenemos que todo z € A
cumple x € B, y viceversa, es decir, que x € A <> = € B, luego por el axioma
de extensionalidad concluimos que A = B. L]

Lo importante que el lector debe extraer de este resultado, mas alla de la
trivialidad de lo que afirma en si mismo, es que en él se pone de manifiesto como
es posible razonar de forma totalmente rigurosa con unos objetos (las clases)
y una propiedad (la pertenencia) que nunca hemos definido de ninguna forma.
No importa lo que sean las clases y la pertenencia, que —mientras cumplan
el axioma de extensionalidad— tendran que cumplir necesariamente el teorema
anterior. Toda demostracion matematica, por sofisticada que sea, es de la misma
naturaleza, con la unica diferencia de que puede apoyarse en algunos axiomas
més que vamos a ir introduciendo paulatinamente.

El lector podria pensar que el axioma de extensionalidad ya plasma la idea de
que las clases no son ni mas ni menos que colecciones de clases, pero en realidad
s6lo plasma la mitad de esta idea, pues no garantiza que cualquier coleccion
de clases que un matematico esté interesado en considerar sea realmente la
coleccion de los elementos de una determinada clase. Introduzcamos un axioma
que exprese esta idea:

Axioma de comprension* Si ¢(x) es una formula del lenguaje de la teoria
de conjuntos (tal vez con mds variables, ademds de la x explicita), entonces
existe una clase A cuyos elementos son las clases que cumplen ¢(x). Equiva-
lentemente:

VANz(z € A & ¢(x)).

La clase A cuya existencia afirma el axioma de comprension es tnica, pues
dos clases que cumplan lo indicado tendrian los mismos elementos, a saber, las
clases x que cumplen ¢(z), luego por el axioma de extensionalidad tienen que
ser la misma clase.
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Cuando un concepto es tnico podemos darle nombre. Asi, a la clase A dada
por el axioma de comprension para la formula ¢(z) la representaremos por

{z | o(z)}

De este modo, si definimos una clase A = {x | ¢(z)}, la afirmacion z € A es
equivalente a ¢(x).

Definicion 1.3 He aqui algunas definiciones de clases basadas en el axioma de
comprension:

1. La unidn de dos claseses AUB ={z |z € AV x € B}.
. La interseccion de dos claseses ANB ={z |z € ANz c B}

. La diferencia de dos clases es A\ B={x |z € ANz ¢ B}.

2
3
4. El complemento de una clase es A = {x |z ¢ A}.
5. La clase vacia es @ = {x | x # x}.

6

. La clase universales V = {z | z = z}.

La paradoja de Russell Observemos que la clase vacia es la tnica clase sin
elementos (si dos clases no tienen elementos, entonces ambas tienen los mismos
elementos —ninguno—, luego por el axioma de extensionalidad son iguales),
mientras que la clase universal contiene a todas las clases. Tenemos asi un
ejemplo de clase que cumple V € V (se pertenece a si misma), mientras que
otras clases, como &, cumplen & ¢ &.

Podemos, pues, dividir a las clases en dos categorias: las que se pertenecen
a s{ mismas y las que no. Definimos la clase de Russell como la clase R de todas
las clases que no se pertenecen a si mismas, equivalentemente:

R={z|z ¢ x}.

Ahora tiene pleno sentido plantearse de cuél de las dos categorias es R, es
decir, si R € R o si, por el contrario, R ¢ R. Sin embargo, en este punto nos
encontramos con una paradoja: si suponemos que R ¢ R, entonces, R cumple
justo la propiedad que define a R, por lo que deberia ser R € R y tenemos una
contradiccién. Esto nos lleva a que tiene que ser R € R, pero entonces R debe
cumplir la propiedad que la define, luego tendria que ser R ¢ R, luego resulta
que ambas posibilidades son contradictorias.

Vemos asi que el axioma de comprension que hemos dado nos permite definir
una clase R que no puede existir. En otras palabras, introduce una paradoja
en la teoria de conjuntos. (Ese es el significado del asterisco que hemos puesto
junto a él: indica que es un axioma contradictorio y que, por consiguiente, no
es aceptable.)

Ahora el lector puede entender por qué las precauciones a la hora de “filtrar”
los razonamientos admisibles sobre “colecciones de objetos” a través de unos
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axiomas cuidadosamente elegidos para evitar paradojas no son gratuitas. La
paradoja de Russell es la més sencilla, pero no la tnica a la que llegarfamos si
admitiéramos indiscriminadamente que las clases satisfacen afirmaciones “plau-
sibles” basadas en nuestra idea “vaga’ de lo que deberia ser una coleccion de
clases. "

Conjuntos La paradoja de Russell nos obliga a descartar el axioma de com-
prensioén tal y como lo hemos formulado, pero seguidamente presentaremos una
modificacion que cierra el paso a todas las paradojas conocidas de la teoria de
conjuntos ingenua. El “truco” que vamos a emplear es de Godel y se basa en
definir como sigue el concepto de “conjunto™

Definiciéon 1.4 Diremos que una clase es un conjunto si pertenece al menos a

otra clase, es decir:
ctoA=VBAe B.

Las clases que no son conjuntos se llaman clases propias.

Asi pues, en lo sucesivo no vamos a admitir sin més que cualquier clase puede
ser elemento de otra clase, sino que nos vamos a reservar el derecho —segtn nos
convenga— de conceder o no a cada clase el permiso necesario para pertenecer
0 no a otras clases. Con esta precaucion, ya podemos definir un axioma de
comprension que no da lugar a ninguna paradoja conocida:

Axioma de comprension Si ¢(z) es cualquier formula normal del lenguaje
de la teoria de conjuntos, existe una clase cuyos elementos son exactamente los
conguntos x que tienen la propiedad ¢(x), es decir,

VAAz(z € A < ctox A ¢(x)).

Aqui hemos de entender que una férmula normal® es una férmula cuyos
cuantificadores solo recorren conjuntos, es decir, que en la definicion de ¢(x) no
se dice nunca “para toda clase A” o “existe una clase A”, sino a lo sumo “para
todo conjunto A” o “existe un conjunto A”.

Nuevamente, el axioma de extensionalidad hace que la clase A cuya existen-
cia postula el axioma de comprension sea tnica, pues si hay dos que cumplen el
axioma, ambas tienen los mismos elementos (los conjuntos que cumplen ¢(x),
luego son la misma. La representaremos igualmente por

{z | o(2)},

pero es esencial tener presente que ya no se trata de la clase de todas las clases
que cumplen ¢(z), sino —aunque no esté indicado de forma explicita— de la
clase de todos los conjuntos que cumplen ¢(x).

3Posponemos hasta el final de esta seccién la discusion de por qué hemos restringido el
axioma de comprension a férmulas normales, pero anticipamos aqui que dicha restriccién no
es esencial y que podriamos eliminarla sin problemas.
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Si definimos A = {x | ¢(x)}, la afirmacion x € A no equivale a ¢(x), sino a
ctox A ¢(x), de modo que si una clase x cumple ¢(z) pero no es un conjunto,
se cumplird que z ¢ A.

Veamos que asi hemos neutralizado a la paradoja de Russell:

Teorema 1.5 La clase R = {x | © ¢ x} es una clase propia. En particular,
cumple que R ¢ R.

DEMOSTRACION: Si suponemos que R € R, entonces, por definicién de R,
deberia ser ctoxz y R ¢ R, con lo que tendriamos una contradiccion. Por lo
tanto, tiene que ser R ¢ R. Si R fuera un conjunto, tendriamos cto R A R ¢ R,
luego por definicién de R seria R € R y de nuevo tendriamos una contradiccion.
Concluimos que R no es un conjunto. n

De esta manera, al haber planteado que las clases necesitan un “permiso de
pertenencia” para pertenecer a otra clase, al definir la clase de Russell R no
llegamos a una contradiccién, sino a la mera necesidad de que R carezca de tal
permiso de pertenencia.

El algebra de las clases La definicion 1.3 sigue siendo valida bajo la version
modificada del axioma de comprension, pues todas las formulas usadas en las
definiciones carecen de cuantificadores, luego son normales. Asi, la union AU B
sigue siendo la clase que contiene a todos los elementos de A y a los de B,
pues si un x pertenece a A o a B, por esto mismo ya es un conjunto, luego ya
tiene garantizado su derecho de pertenencia a A U B. Lo mismo vale para la
interseccion A N B y para la diferencia A\ B.

En cambio, ahora hay que tener presente que A no esta formada por todas
las clases que no pertenecen a A, sino Unicamente por aquellas que ademés
son conjuntos. Similarmente, la clase universal V' no es la clase de todas las
clases, sino la clase de todos los conjuntos. No hay ninguna clase que contenga
a todas las clases, pues, por ejemplo, ninguna clase puede contener a la clase de
Russell R.

Los conceptos introducidos en 1.3 verifican (junto con la inclusién de clases)
una serie de propiedades que se demuestran todas de forma elemental. Por
ejemplo, se cumple que

NABC(AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO)).

Para probar este tipo de igualdades basta recurrir al axioma de extensionali-
dad: tomamos un conjunto x € AN (BUC) y probamos que pertenece también
al otro miembro. En efecto, por definicién de interseccion x € Ay x € BUC, y
por definiciéon de union, o bien z € B (en cuyo caso x € ANB) o bien x € C (en
cuyo caso x € ANC), luego en cualquiera de los dos casos x € (ANB)U(ANC).
Esto prueba la implicacion

re€AN(BUC) =z e (ANB)U(ANC),
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y la implicaciéon opuesta se demuestra de forma similar. Entonces el axioma de
extensionalidad nos da la igualdad. Alternativamente, podemos considerar que
hemos probado la inclusiéon

AN(BUC)C (ANB)U(ANCQC),
y que la implicacién contraria prueba la inclusion contraria:
(ANB)U(ANC)Cc An(BUC),

y entonces concluimos mediante 1.2 b). En general una forma de probar una
igualdad entre dos clases X =Y es probar la doble inclusion X CY AY C X
y aplicar 1.2.2.

No nos molestaremos en enunciar y demostrar una lista de afirmaciones de
este tipo porque cualquiera que podamos necesitar en cualquier momento (como
A C AU B, etc.) puede probarse en el momento sin dificultad alguna.

Observemos que @ y V' son, respectivamente, la menor y la mayor de todas
las clases, en el sentido de que

NA(@ CANACYV).

En efecto, como los elementos de cualquier clase A son conjuntos, todos
ellos son también elementos de V', luego tenemos la inclusion A C V. Por otra
parte, la clase vacia esté contenida en cualquier otra clase, porque la implicacion
x € @ — x € A se cumple trivialmente (no es posible encontrar un conjunto x
que cumpla z € I Az ¢ A).

Diremos que dos clases A y B son disjuntas si AN B = &, es decir, si no
tienen elementos en comun. u

Si, ;pero qué es un conjunto? Hemos visto como el axioma de extensio-
nalidad y el de comprension —debidamente “atenuado” mediante la distincion
entre clases propias y conjuntos— permiten introducir los conceptos de inclu-
sién, unidn, interseccién, etc., que aparecen en cualquier texto matemaético, y
demostrar sus propiedades manteniendo a su vez a raya a la paradoja de Rus-
sell. Sin embargo la distincién que hemos introducido entre clases propias y
conjuntos no es nada satisfactoria desde un punto de vista conceptual.

Alguien que entienda que un conjunto es una clase que pertenece al menos
a otra clase no puede decir por ello que entienda lo que es un conjunto, pese
a que ésa es la definicion de “conjunto”. Cabe preguntarse en qué se diferencia
una clase propia de un conjunto, o como podemos saber si una clase dada es o
no un conjunto. Lo primero que podemos observar es que, de acuerdo con la
definicién, que una clase sea 0 no un conjunto no depende de ella misma (no
depende de cudles sean sus elementos), sino de todas las demés clases. Una
clase serd un conjunto si existe otra clase que la contiene como elemento.

Asi, por ejemplo, para saber si la clase vacia es 0 no un conjunto, no sirve de
nada pensar en qué elementos tiene y tener bien claro que no hay ninguna. Lo
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que necesitamos saber es si hay alguna otra clase que tenga a & como elemento
o si no la hay. Pero en realidad no hay nada que saber. Los axiomas que hemos
dado no permiten responder a esa pregunta. Podemos, si asi lo deseamos, tomar
como axioma que la clase vacia es un conjunto, y también que no lo es, sin que
ninguna de las dos opciones dé lugar a ninguna contradiccién. Obviamente,
la opcién que nos interesa es la primera, y por ello introducimos aqui nuestro
tercer axioma:

Axioma del conjunto vacio ctod.

Asi pues, a partir de aqui podemos hablar del “conjunto vacio” en lugar de la
“clase vacia”. En particular, ahora podemos afirmar que @ € V, luego V # &.

La mayor parte de los axiomas que tenemos pendiente introducir tienen
por objeto garantizar que la mayoria de las clases que podemos definir con
el axioma de comprensién son conjuntos. Sin embargo, esto no resuelve el
problema fundamental: hay clases (como la clase de Russell R) que dan lugar
a contradicciones si suponemos que son conjuntos, y otras que no. ;De qué
depende esto? ;Qué clases podemos postular que son conjuntos sin temor a
contradicciones y cuéles vamos a poder demostrar que son clases propias como
ha sucedido con la clase R?

Los axiomas que daremos de formacion de conjuntos nos darén criterios
practicos para determinar si una clase dada es un conjunto o no, pero una
respuesta intrinseca al problema de cuando una clase es 0 no un conjunto —es
decir, una respuesta que dependa de los elementos de la propia clase y no de la
eventual existencia de otra clase que la contenga como elemento— tendra que
esperar hasta que hayamos avanzado bastante en la teoria (teorema 4.20).

Notemos que el axioma del conjunto vacio no nos aporta un gran progreso
en el problema de determinar qué clases son conjuntos. Por ejemplo, seguimos
sin saber si la clase universal V' es 0 no un conjunto (no puede demostrarse ni
refutarse que lo es con los pocos axiomas que hemos dado hasta ahora). Incluso
en contextos mas terrenales, consideremos la clase

{o}={z|z=2}.

Si @ fuera una clase propia, tendriamos que {@} = &, pero con el axioma del

conjunto vacio podemos afirmar que {@} tiene a @ como unico elemento, pero

no estamos en condiciones de demostrar o refutar si {@} es o no un conjunto.
|

Grandes uniones e intersecciones Podemos completar el algebra de las cla-
ses (las operaciones basicas definidas entre clases) introduciendo unos conceptos
maés generales de unioén e interseccion:

Ud={z|VyeAdzecy}, NA={z|AyecAzcy}

Notemos que la condicion y € A supone implicitamente que y es un conjunto
(pues estamos diciendo que pertenece a otra clase), luego las cuantificaciones de
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la forma \/y € A o Ay € A son cuantificaciones sobre conjuntos y determinan
formulas normales (supuesto que lo que vaya a continuacion sea normal).

Esta consideracion general justifica en particular que la existencia de “gran
unién” y la “gran interseccién” se sigue de dos aplicaciones legitimas del axioma
de comprension. Claramente, | J A resulta de reunir en una unica clase todos
los elementos de todos los elementos de A, mientras que [ A contiene a los
elementos comunes a todos los elementos de A. Observemos que

Uo=9o, UV=V, Noe=V, NV=o

En efecto, vamos a probar las dos dltimas igualdades:

Si x € V, entonces trivialmente /\y € @z € y, pues no es posible encontrar
un y € & que no cumpla = € y, y esto significa que z € (&, luego tenemos
la inclusion V' C (&, y ya hemos visto que la inclusion contraria se cumple
siempre.

Para la dltima igualdad requerimos el axioma del conjunto vacio. En efecto,
sixz € (V, entonces x pertenece a todos los elementos de V', en particular 2 € &,
lo cual es imposible. Por lo tanto [V no tiene elementos y es el conjunto vacio.

| |

Observaciones finales FEn este punto ya podemos entender que los conceptos
matematicos de “clase” y “conjunto” no reflejan con total fidelidad la nocién de
“coleccién de objetos”, pues obviamente la colecciéon de todas las clases es una
coleccion de objetos que no es una clase. Y no hace falta ir tan alto. Podemos
considerar perfectamente las dos clases @ y R. Aqui tenemos una coleccién de
dos clases distintas (no son la misma, pues claramente @ € R), pero no son una
clase, pues es imposible que una clase tenga por elementos precisamente a & y
a R. Para ello R tendria que ser un conjunto. Asi pues, hay colecciones de tan
solo dos objetos (o incluso de uno solo, como la formada s6lo por R) que no se
identifican con clase alguna.

Sin embargo, nuestro propoésito es demostrar —adoptando para ello los axio-
mas adecuados— que todas las colecciones que realmente son necesarias para
desarrollar las mateméticas —y esto no incluye a la colecciéon formada por @
y R, de la que podemos hablar, pero tampoco pasa nada si no la tenemos en
cuenta— son en su mayor parte conjuntos y, en algunos pocos casos, clases
propias, pero clases al fin y al cabo.

Finalmente abordamos la cuestiéon de por qué hemos restringido el axioma
de comprension a formulas normales. Segun ya hemos advertido, la restriccion
no es esencial. La teoria axiomatica de conjuntos que resulta de aceptar los
axiomas que hemos introducido hasta ahora y los que introduciremos en lo
sucesivo se conoce como teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays-Gadel,
(NBG), mientras que si eliminamos la restriccion de normalidad en el axioma
de comprension tenemos la teoria de conjuntos de Morse-Kelley (MK).
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La diferencia entre ambas es que en NBG la nocion de clase propia es elimina-
ble, es decir, toda la teoria puede ser reformulada para eliminar por completo el
concepto de clase propia y trabajar exclusivamente con conjuntos. El resultado
es la llamada teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF) que es totalmente
equivalente a NBG en el sentido de que un teorema que involucre exclusiva-
mente conjuntos es demostrable en NBG si y s6lo si es demostrable en ZF. Las
clases como R, que en NBG se demuestra que son clases propias, simplemente
no existen en ZF. Asi, en ZF, en lugar de “la clase de los conjuntos que no
se pertenecen a si mismos no es un conjunto”’, se demuestra “no existe ningtin
conjunto cuyos elementos sean los conjuntos que no se pertenecen a si mismos”.

Por el contrario, en MK las clases propias pueden usarse para demostrar
resultados sobre conjuntos (incluso afirmaciones que hablan exclusivamente de
nameros naturales) que no son demostrables en NBG ni, por consiguiente, en ZF.

En realidad, al restringirnos a NBG, es decir, al aceptar la restriccion del
axioma de comprension a propiedades normales, no es que estemos restringién-
donos a NBG, sino mas bien estamos observando que todos los resultados que
vamos a probar no requieren mas que la forma restringida del axioma de com-
prensiéon. En ningin momento nos vamos a encontrar con resultado que ‘“nos
gustarfa” poder demostrar pero no podemos por culpa de la restriccion del
axioma de comprension. Para encontrar resultados asi (que los hay) es necesa-
rio ahondar mucho en las sutilezas logicas de la teoria de conjuntos, cosa que
no vamos a hacer en este libro. m

1.2 Funciones

Ahora vamos a enriquecer sustancialmente el lenguaje de la teoria de con-
juntos mostrando que a partir de las meras nociones de clase y pertenencia es
posible definir funciones que hagan corresponder unos conjuntos con otros. La
clave para ello es el concepto de par ordenado, que a su vez requiere definir
previamente el concepto de par desordenado:

Definiciéon 1.6 Dadas dos clases z e y, definimos el par (desordenado) formado
por ellas como

{z,y}={z|z=2Vz=y}

Definimos también {z} = {z,z} = {2 | z = z}.

De este modo, {x,y} es la clase de todos los conjuntos que son iguales a x
o a y. Esto hay que tomarlo con precaucién si x o y no son conjuntos. Por
ejemplo, {g, R} = {0} y {R} = @.

Con los axiomas que hemos presentado hasta ahora no es posible demostrar
que exista ningin otro conjunto, aparte de &. Esto cambia dréasticamente si
anadimos el axioma siguiente:
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Axioma del par Azy (ctox A ctoy — cto{z,y}).

En otras palabras, el axioma del par afirma que el par definido por dos
conjuntos es un conjunto. El axioma incluye el caso en que x = y, en cuyo caso
tenemos:

Az(ctox — cto{z}).

Ahora podemos probar la existencia de muchos conjuntos, como @, {@},
{@.{a}}, {{2}}, etc.

Mas en general, cuando escribamos expresiones de la forma {a, b, ¢, d}, habra
que entender que nos referimos a la clase

{a,b,e,d}={x|x=aVe=bVar=cVr=d}

Se dice entonces que hemos definido la clase A = {a,b,c,d} por extension, es
decir, especificando sus elementos uno a uno, mientras que las clases definidas
especificando una propiedad que deben cumplir sus elementos estan definidas
por comprension. Obviamente, sélo es posible definir por extension clases con
un namero finito de elementos. Los axiomas vistos hasta el momento no nos
permiten asegurar que la clase {a,b,c,d} sea un conjunto aunque lo sean sus
elementos.

Observemos ahora que si x, y son conjuntos, se cumple que {z,y} = {y,z},
pues ambos conjuntos tienen los mismos elementos. Un hecho fundamental es
que podemos definir un nuevo concepto de par en el que el orden de sus elementos
sea relevante:

Definicion 1.7 Definimos el par ordenado de componentes los conjuntos x e y
como el conjunto (z,y) = {{z}, {z,y}}.

Observemos que si e y son conjuntos, entonces {z} y {x,y} son conjuntos
por el axioma del par, y entonces (x,y) es un conjunto por una nueva aplicacién
de este axioma. La definicion estd pensada para que se cumpla el teorema
fundamental:

Teorema 1.8 Si z, y, u, v son conjuntos, entonces
(z,y) = (w,v) oz =uAy=no.

DEMOSTRACION: Una implicacion es trivial. Para probar la contraria supo-
nemos que (x,y) = (u,v). Entonces, como {z} € (z,y), tenemos también que
{z} € (u,v), luego {z} = {u} o bien {z} = {u,v}. Sise da el segundo caso,
como u € {u,v} = {z}, concluimos que u = z, y en el primer caso llegamos
también a la misma conclusion.

Ahora distinguimos otros dos casos: si x = y, entonces

(z,y) = {{z} {z, 23} = {{=}},

y como {u,v} € (u,v) = (z,y), sera {u,v} = {x}, luego v € {u,v} = {z}, luego
v=1x=y.
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Si, por el contrario,  # y, no puede ser {z,y} = {u}, pues entonces seria
x=u=y,y como {z,y} € (z,y) = (u,v), tiene que ser y € {x,y} = {u,v},
luego y = u V y = v, pero no puede ser y = u = x, luego tiene que ser y = v.

|

Usaremos la notacion

{(z,9) | o(x,y)} = {2 | Vay(ctox Actoy A z = (z,y) A d(x,y))},

es decir, para referirnos a la clase de todos los pares ordenados (x, y) cuyas com-
ponentes cumplen la propiedad (normal) ¢(z,y). Observemos que la propiedad

Vay(ctor A ctoy Az = (2,) A ¢l y)

es normal si ¢ lo es, pues los dos cuantificadores que se anaden a lo que afirma
¢ estan restringidos a conjuntos, por lo que si ¢ es normal el axioma de com-
prension asegura la existencia de la clase {(z,y) | ¢(x,y)}.

El ejemplo mas simple de clase definida de este modo es el producto carte-
siano:

Definicion 1.9 El producto cartesiano de dos clases A y B se define como
AxB={(z,y) |z € ANy € B}.

En otros términos: A x B es la clase formada por todos los pares ordenados
cuya primera componente estd en A y su segunda componente estd en B. Por
ejemplo, V' x V es la clase de todos los pares ordenados.

Definicion 1.10 Definimos el dominio y el rango de una clase F como las
clases?

DEF ={z | Vy(ctoy A (z,y) € F}, RF ={y|Vz(ctox A (2,y) € F}
Diremos que F' es univoca si cumple
Un F = Azyz(ctoxr Actoy Actoz A (z,y) € FA (1,2) EF — y = 2).

Notemos que en la definicién de clase univoca no hemos exigido que todos
los elementos de F' sean pares ordenados.

Diremos que una clase F' es una funcidn si cumple
FnF = Az € F\Vay(ctox Actoy A z = (z,9)) A UnF,

0, equivalentemente, si F' C V x V A Un F. Mas concretamente, diremos que F
es una aplicacion (o una funcion) de una clase A en una clase B si cumple

F:A—B=FnFADF=AANRFCB.

4Notemos que los cuantificadores Vy y V& que aparecen en las definiciones del dominio
y el rango estan restringidas a conjuntos, por lo que la propiedad es normal y el axioma de
comprension es aplicable.
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En otras palabras, una clase F' es univoca si para cada x € DF existe un
Unico conjunto y (necesariamente en RF') tal que (z,y) € F. Dicho y recibe el
nombre de imagen de x por F' y se representa por

F(z)=y| (ctoy A (z,y) € F).
También se dice que = es una antiimagen de y por F', pero, aunque una clase
F sea univoca, un elemento de RF puede tener varias antiimagenes por F'.

Si F CV xV (en particular si F' es una funcion), entonces F' C DF x RF,
pero esto no es cierto si F' es una clase cualquiera, pues entonces F' puede
contener elementos que no sean pares ordenados.

Claramente, F' : A — B significa que F' asigna a cada = € A una imagen
F(z) € B, y entonces F' C A x B.

Observemos que si F': A — By B C C, también se cumple F': A — C.
Definimos:
F:A— Binyectiva=F: A — BANxy € A(F(z) = F(y) =z =1y),

F:A— Bsuprayectiva=F : A — BA\ye BVzr € A f(z) =y,
F : A — B biyectiva =F : A — B inyectiva y suprayectiva.

Asi, F es inyectiva si asigna a cada elemento de A una imagen distinta en B
(no hay dos elementos con la misma imagen), F' es suprayectiva si todo elemento
de B tiene una antiimagen (o, equivalentemente, si RF = B) y F es biyectiva
si a cada elemento de A le asigna un tnico elemento de B y viceversa.

Usaremos a menudo el criterio siguiente de igualdad de funciones:

Teorema 1.11 Dos funciones F y G son iguales si y sdlo si tienen el mismo
dominio A y se cumple que \x € AF(x) = G(z).

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial. Si F'y G coinciden sobre su
dominio comun, dado z € F, por ser una funcién existen conjuntos z, y tales que
z = (z,y). Entonces x € A por definiciéon de dominio, luego y = F(x) = G(x),
luego z = (x,y) € G, y por lo tanto F' C G. Igualmente se prueba la inclusion
opuesta. [

Veamos més conceptos relacionados con las funciones:
Definicion 1.12 La restriccion de una clase F' a una clase X como
leE{(LU,y)|£C€X/\(£L'7y)€F}7

es decir, se trata de la clase de todos los pares ordenados de F' cuya primera
componente estd en X.
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Es facil ver quesi FF': A— By X C A, entonces F|x : X — B.

Definimos la clase inversa de una clase F' como la clase

F7l={(y.2) | (z,y) € F}.

Observemos que si F' C V x V, entonces (F~1)~! = F. También es claro que si
F : A — B biyectiva entonces F~!: B — A biyectiva.

Definimos la imagen de una clase X por una clase F' como
FIX]={y|Vze X (a,y) € F}.
Equivalentemente, F[X] = R(F|x). Notemos que
FY)={2z|Vy €Y (z,y) € F}.
En particular, si FF': A — B, X C A, Y C B, tenemos que
FIX]={F(z) |z e X} ={y| Ve € X F(x) =y},

FY]={z|z€ AANF(z) €Y},

de modo que F[X] es la clase de todas las imagenes por F de elementos de X
y F71[Y] es la clase de todas las antiimégenes por F de los elementos de Y.

Es fécil probar que si F': A — B, Y1,Y> C By X1, X, C A, entonces
F YUYy = F Y1 U F 1 Ya), FYinYs) = F Y n F 1 Ya),

F[X1UX2} :F[Xl]UF[XQ], pero F[Xl OXQ] CF[Xl]ﬁF[Xl]
y en general no se da la igualdad (pero se da si F' es inyectiva).

Definimos la composicion de dos clases F'y G como la clase
FoG={(z,z2)| Vy(ctoy A (z,y) € F A (y,2) € G)}.

En particular, si F: A— By G: B — C,secumple que FoG: A— Cy
Az € A (FoG)(z) = G(F(z)), de modo que F oG es la aplicacion que resulta
de “encadenar” F'y G, es decir, de aplicar primero F' y luego aplicar GG sobre el
resultado obtenido.

También es facil comprobar que la composicion de aplicaciones inyectivas, su-
prayectivas o biyectivas es inyectiva, suprayectiva o biyectiva, respectivamente.
En el tltimo caso se cumple ademas que (FoG)™t =G 1o F~L

Observemos que, dadas tres clases cualesquiera F', G, H, se cumple que
Fo(GoH)=(FoG)oH=

{(z,w) | Vyz(ctoy A ctoz A (z,y) € F A (y,2) € G A (2,w) € H)}.
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Finalmente, definimos la identidad en una clase A como la clase
Li={(y)|zcAra =y}

Equivalentemente, se trata de la aplicacion I4 : A — A (claramente biyectiva)
determinada por Az € A I4(z) = x.

Si llamamos I : V. — V a la aplicacion dada por I(x) = x, entonces
Iy =1]a.

Si A C B, entonces se cumple también que I4 : A — B y en este contexto
se la llama inclusion de A en B.

Es facil ver que si F : A — B, entonces [4o FF = Folg = F, ysi F es
biyectiva entonces F o F~! =1, F~1o F = Ip.

Una forma de probar que una aplicacion es biyectiva es encontrar su inversa,
de acuerdo con el teorema siguiente:

Teorema 1.13 Sean FF: A— ByG: B — A.
1. 8t F oG = 14 entonces F' es inyectiva y G suprayectiva.
2. Si ademds G o F = I entonces F y G son biyectivas y G = F~1.

DEMOSTRACION: 1) Para probar que F' es inyectiva tomamos z,y € Ay
suponemos que F(z) = F(y), con lo que G(F(z)) = G(F(y)), pero esto equivale
a (FoG)(z) = (FoG)(y), que por hipotesis es I4(x) = Ia(y), es decir, z = y.

Para probar que la aplicacion G es suprayectiva tomamos z € A y observa-
mos que y = F(z) € B cumple G(y) = G(F(x)) = (F o G)(z) = Is(x) = x.

2) Aplicando 1) con los papeles de F'y G intercambiados obtenemos que F
y G son biyectivas. Ademas, F"'oFoG = F~'oly,, luego IgoG = F~ 1, luego
G=F"1 [

Terminamos esta secciéon discutiendo algunas notaciones habituales relacio-
nadas con las funciones. Ante todo, puesto que el teorema 1.11 nos garantiza
que una funcién queda completamente determinada por su dominio y por la ima-
gen que asigna a cada elemento de éste, habitualmente definiremos las funciones
especificando esta informacion.

Por ejemplo, si decimos “sea F' la funciéon definida en la clase A tal que
Az € A F(z) = {z}”, nos estamos refiriendo a

F={(z,y) |z € ANy ={a}}.

Para que la definicién de F' sea correcta es necesario comprobar que la pro-
piedad y = {2} sea normal, para que el axioma de comprension sea aplicable, y
ademas que, para cada z € A, su imagen pretendida (en este caso {x}) sea un
conjunto, pues en caso contrario, es decir, si ¥y no es un conjunto, el par (z,y)
seria simplemente

() = {e} {z yty = o} {2} = o} {2, 2}) = (2,2),
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con lo que tendriamos ciertamente la aplicacion F, pero cumpliria F(z) = x
para todo = € A cuya imagen pretendida no fuera un conjunto.’ Si se cumplen
estos dos requisitos, es inmediato comprobar que F' : A — V' y que, para todo
x € A, F(x) toma el valor pretendido.

Hay otra notacion sustancialmente distinta que conviene usar a veces para
representar ciertas aplicaciones. Para referirnos a una aplicacion X : I — V
usaremos a veces la notacion {X;};cr, y diremos entonces que {X;};c; es una
familia de conjuntos subindicados por la clase I. En este contexto escribimos
X; = X(i) para referirnos a la imagen de i, y decimos que es el conjunto de
indice 1 en la familia considerada.

Notemos que, desde un punto de vista logico, la expresion X : [ — V
es la afirmacion segin la cual X es una aplicacion de dominio X, mientras
que {X;}icr no es una afirmacion, sino la forma de representar a una cierta
aplicacion de dominio I. No hay que confundir esta notacion con {X; | i € I},
que es una forma de denotar el rango de X, es decir, RX o X|[I].

También podemos usar esta notaciéon para definir una aplicaciéon en los tér-
minos explicados anteriormente, es decir, especificando su dominio y la imagen
de cada elemento del dominio. Por ejemplo, si tenemos dos familias {X;}icr
e {Y;}icr, a partir de ellas podemos definir la familia {X; NY;};cr, que ha de
entenderse como la aplicacion Z : I — V dada por Z(i) = X; NY; o, mas
concretamente

Z=A{G,y)|ielIny=X;NY;}.

Ahora bien, de momento no estamos en condiciones de justificar que esta defini-
cion es correcta, pues, aunque la propiedad y = X; NY; es ciertamente normal,
hay asegurar ademés que X; N'Y; es un conjunto para todo ¢ € I. Esto lo
justificaremos en la seccion siguiente, pero para ello serd necesario un nuevo
axioma.

Esta notacion es tutil para hablar de grandes uniones e intersecciones, para
lo cual introducimos ademés los convenios de notacion

UX:=U{X;|ieT}, NX,=N{X;|iel}.
il il
De este modo
N(ze UX; e VielreX,), Ne(zeNXieoNielxeX;).
i€l il

No obstante, para operar con estas uniones e intersecciones es preferible
contar antes con algunos de los resultados sobre formacién de conjuntos que
veremos en la seccion siguiente.

5En general, si t(z) es un término del lenguaje de la teoria de conjuntos tal que la férmula
y = t(x) es normal y se demuestra que Az € A ctot(x), entonces

F={(z,y) |z € ANy =t(x)},

define una funcién a la que méas habitualmente nos referiremos como “la funciéon F definida
sobre la clase A dada por Az € A F(z) = t(z)”. En el ejemplo que hemos puesto, t(z) = {z}.
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1.3 Formacién de conjuntos

En esta secciéon demostraremos (a partir de los axiomas necesarios) que préac-
ticamente todas las construcciones realizadas a partir de conjuntos dan lugar a
nuevos conjuntos. Ya hemos visto dos axiomas de formacion de conjuntos (es
decir, axiomas que afirman que determinadas clases son, de hecho, conjuntos):
el axioma del conjunto vacio y el axioma del par. Aqui presentaremos otros tres.
Este es el mas potente:

Axioma de reemplazo Si F': A — B suprayectiva y A es un conjunto,
entonces B también es un conjunto.%

Como primera consecuencia obtenemos:
Teorema 1.14 Toda subclase de un conjunto es un conjunto.

DEMOSTRACION: Sea A un conjuntoy B C A. Si B = &, entonces B es un
conjunto por el axioma del conjunto vacio. En caso contrario existe un b € B.
Definimos F': A — B mediante

Fo) = { siz € B,
(z) {b siz ¢ B.

Recordemos que esto es una forma practica de definir la clase F' dada por
F={(z,y)|lrecAN(zeBAy=2)V(x¢ BAy=0>))}.

Claramente F': A — B suprayectiva, luego B es un conjunto por el axioma de
reemplazo. L]

Como consecuencia:
Teorema 1.15 La clase universal V es una clase propia.

DEMOSTRACION: Si V fuera un conjunto, por el teorema anterior todas las
clases serian conjuntos, pues todas estan contenidas en V', pero sabemos que
existen clases propias, como la clase de Russell R, luego V no puede ser un
conjunto. L]

Ahora es inmediato que la interseccion de una clase A y un conjunto B (en
particular la interseccion de dos conjuntos) es un conjunto, pues AN B C B.
Para probar que la unién de conjuntos es un conjunto necesitamos un nuevo
axioma:

6Desde un punto de vista logico conviene que los axiomas (al menos los mas bésicos de
la teorfa) involucren los conceptos mas simples que sea posible, y por ello es util observar
que el axioma de reemplazo es equivalente a la version siguiente, en la que sélo aparecen los
conceptos de conjunto, par ordenado y clase univoca:

AFA(cto AAUnF — VB(ctoB A Av(v € B < Vu € A(u,v) € F))).

Notemos que en esta sentencia necesariamente B = F[A], luego lo que afirma es que si F es
univoca y A es un conjunto, entonces F[A] es un conjunto. Claramente esto implica la forma
que hemos adoptado para el axioma de reemplazo y, reciprocamente, a partir de ella podemos
demostrar ésta aplicandola a F|anpr : AN DF — F[A] suprayectiva, teniendo en cuenta
que ANDF es un conjunto por el teorema 1.14.
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Axioma de la unién AA(cto A — cto|J A).
En particular:
Teorema 1.16 Si A y B son conjuntos, también lo es AU B.
DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que AUB = | J{4, B}, y que {4, B}
es un conjunto por el axioma del par. [

En particular ahora podemos probar que cualquier clase definida por exten-
sién es un conjunto, pues, por ejemplo,

{a,b,¢,d} = {a} U{b} U{c} U{d},

y las cuatro clases {a}, {b}, {c}, {d} son conjuntos por el axioma del par (o por
ser el conjunto vacio si alguna de las clases a, b, ¢, d no es un conjunto).

Combinando el axioma de reemplazo con el de la unién obtenemos que si

{X;}ier es una familia de conjuntos e I es un conjunto, entonces la union |J X;
=

es un conjunto, pues dicha uniéon no es sino [JRX y RX es un conjunto por

reemplazo y la unién es un conjunto por el axioma de la unioén.

Notemos que la interseccion [ X; es también un conjunto siempre que la

il
clase I # @, pues si existe un ¢ € I entonces (| X; C X; y podemos aplicar
il
el teorema 1.14. En cambio, si I = & tenemos que (| X; =V, luego no es un
conjunto. i€l

Combinando también el axioma de reemplazo con el de la unién obtenemos
que el producto cartesiano de conjuntos es de nuevo un conjunto:

Teorema 1.17 Si A y B son conjuntos, también lo es A x B.

DEMOSTRACION: Para cada a € A, la clase {a} x B es un conjunto, pues
la aplicacién F' : B — {a} x B dada por F(b) = (a,b) es biyectiva. Esto nos
permite considerar la familia de conjuntos {{a} x B},ca, es decir, la aplicacion
F:A—V dada por F(a) = {a} x B. Ahora basta observar que

AxB= |J{a} xB
acA

y aplicar la observacion precedente: como A es un conjunto, también lo es A X B.
n

Es costumbre escribir

{redlo(@)} ={r|zc AN}

para enfatizar que estamos definiendo una subclase de la clase A. Por 1.14
sabemos que si A es un conjunto, toda clase definida asi es de hecho un conjunto.
Similarmente, usaremos la notacién

{(z,y) e Ax B o(z,y)} = {(2,9) | (z,y) € AX B A d(z,9)},

que, por el teorema anterior, también da lugar a conjuntos siempre que A y B
son conjuntos.
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Nota Ahora ya es facil trabajar con uniones e intersecciones de familias de
conjuntos. Por ejemplo en la prueba de 1.17 hemos usado un caso particular de
la primera de las propiedades siguientes, cuya prueba no ofrece dificultad:

(UX)xY=UX xY), (NX)xY=N(X:xY).
iel el el el

(El caso de la interseccion requiere suponer que I # &).

Obviamente lo mismo vale con uniones e intersecciones en el segundo factor.
Notemos que para asegurar que los segundos miembros estan bien definidos
necesitamos saber que cada X; x Y es un conjunto.

Otras propiedades muy ttiles son las siguientes: si {X;};cr es una familia
de subconjuntos de un conjunto X, entonces

X\UXi= N(X\X),  X\NX=UX\X).

iel iel el iel

En principio se requiere que I # &, pero cuando se trabaja con familias de sub-
conjuntos de un conjunto fijo X, es conveniente considerar que, por definicion,
N X; = X, con lo que las igualdades anteriores valen incluso si [ = &. =
ico

Una consecuencia sencilla de los teoremas precedentes es la siguiente:
Teorema 1.18 St R C V x V, entonces
cto R <> cto DR A cto RR.

DEMOSTRACION: La aplicacion R — DR dada por” (z,y) + x es supra-
yectiva, luego, por reemplazo, si R es un conjunto también lo es su dominio, y
analogamente se razona con el rango. Para la implicacién opuesta basta tener
en cuenta que R C DR x RR. L]

Sin embargo, si F' es una funcién la equivalencia anterior se puede simplificar
a ctoF < ctoDF, puesto que si el dominio de F' es un conjunto, puesto que
F : DF — RF suprayectiva, por reemplazo tenemos que el rango también es un
conjunto. Alternativamente, es facil definir una biyeccion entre F''y DF. Asi
pues:

Teorema 1.19 Una funcion es un conjunto si y sélo si lo es su dominio.

Presentamos finalmente el iltimo de los axiomas de formacién de conjuntos,
para lo cual definimos previamente la clase de partes de una clase dada:

PY ={z|zCY}

"Maés concretamente, nos referimos a
F={(z,2)| 2z€ RAVy (ctoy A z = (z,y))}.

En lo sucesivo, en casos similares a éste no nos detendremos a explicitar como las funciones
que definamos se reducen en ultima instancia a aplicaciones del axioma de comprension.
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Notemos que x C Y es una propiedad normal pues equivale a que todo conjunto
que pertenezca a x pertenece también a Y. Hay que tener presente que PY
es la clase de todos los subconjuntos (no de todas las subclases) de Y. Si Y
es un conjunto no hay diferencia y PY contiene a todo = C Y, pues esto ya
implica que = es un conjunto. En cambio, si Y es una clase propia, tenemos,
por ejemplo, que Y C Y, pero Y ¢ PY. Por ejemplo, es facil ver que PV = V.

Axioma de partes (AP) AX(ctoX — ctoPX).

En otras palabras, el axioma de partes afirma que la clase de partes de un
conjunto es un conjunto. A partir de aqui es facil demostrar que muchas otras
clases son conjuntos. Por ejemplo, definimos

AB={f|f:B— A}

Si B es una clase propia, tenemos que A? = @, pues ninguna f : B — A es un
conjunto que pueda pertenecer a AZ. En cambio, si B es un conjunto (aunque
A 1o lo sea) tenemos que AP contiene a todas las aplicaciones f : B — A,
pues todas ellas son conjuntos.

Teorema 1.20 AAB(cto A A cto B — cto A®)

DEMOSTRACION: Basta observar que si f € AP entonces f C B x A, luego
AB C P(B x A), y basta aplicar los resultados que ya conocemos de formacién
de conjuntos. -

Mas en general, dada una familia de conjuntos {X;};cr, definimos su pro-
ducto cartesiano como la clase

[[Xi={z|z:I—VANEIlz X}
i€l

De este modo, cada elemento del producto cartesiano es una familia de conjuntos
{z;}ier con la propiedad de que cada componente x; pertenece al conjunto
correspondiente X;.

Observemos que
I
I XiC (U Xvi) )
iel =
luego, por los resultados precedentes, si I es un conjunto también lo es el pro-
ducto cartesiano.

Los resultados de esta secciéon bastan para demostrar que cualquier cons-
truccion conjuntista usual proporciona conjuntos cuando parte de conjuntos.
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1.4 La teoria de conjuntos NBG*

Llegados a este punto hemos presentado ya los que podemos considerar como
axiomas bésicos de la teoria de conjuntos, aunque en los capitulos siguientes
introduciremos otros tres mas. Por ello conviene reunirlos aqui para dejar cons-
tancia de la teoria concreta en la que estamos trabajando.

Llamaremos teoria de conjuntos restringida de Von Neumann-Bernays-Gaddel
(NBG*) a la teoria cuyo tnico concepto no definido es la relacion € de perte-
nencia (entre clases) y cuyos axiomas son los siguientes:

Extensionalidad AAB(Azx(r € A+ z€ B) - A= B)

Comprensiéon VANz(z € A & ctox A ¢(x)) (%)
Vacio cto @

Par Azy (ctox A ctoy — cto{z,y})

Unioén AA(cto A — cto|J A)

Reemplazo AFAB(F : A — B suprayectiva A cto A — cto B)

(*) para toda féormula normal ¢(x), tal vez con mas variables, ademas de x.

Notemos que no hemos incluido el axioma de partes (AP). Ello se debe a
que una parte importante de la teoria de conjuntos puede desarrollarse sin él,
y a la larga resulta util saber qué axiomas (més alla de los axiomas bésicos de
NBG*) son necesarios para probar cada resultado. En lo sucesivo trabajaremos
en NBG* salvo que indiquemos lo contrario.

Como explicibamos al final de la seccién 1.1, la teoria NBG* es equivalente a
la teorfa ZF* (la teoria restringida de Zermelo-Fraenkel) que resulta de eliminar
el axioma de comprensién y reformular los restantes para evitar toda referencia
a clases que a priori no tengan por qué ser conjuntos.® Son equivalentes en el
sentido de que un teorema que hable tinicamente de conjuntos puede demostrarse
en NBG* si y so6lo si puede demostrarse en ZF*. Las clases propias en NBG*
somn, pues, un mero recurso técnico no esencial para trabajar més comodamente
con los conjuntos.

1.5 Equipotencia

A la vista de una figura como ésta:

no es necesario contar cuantos puntos hay en cada fila para asegurar que hay el
mismo nimero de puntos en la primera y en la segunda fila. La razon es que la
figura muestra que por debajo de cada punto de la primera fila hay exactamente
un punto en la segunda, y viceversa.

8Por ejemplo, el axioma del par puede reformularse diciendo que para todo par de con-
juntos z, y existe otro conjunto z cuyos unicos elementos son z e y. El Gnico axioma cuya
reformulacion no es trivial es el de reemplazo.
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En general, dos conjuntos X e Y tienen el mismo namero de elementos
si y sOlo si existe una aplicacion biyectiva f : X — Y. En principio esto
vale para conjuntos finitos, pero una de las ideas més originales de Cantor fue
darse cuenta de que es perfectamente posible comparar conjuntos infinitos con
el mismo criterio:

Definicion 1.21 Diremos que dos conjuntos X e Y son equipotentes, y lo re-
presentaremos por X = ?, si existe una aplicacion f : X — Y biyectiva.
Diremos que X es minuspotente a Y, y lo representaremos por X < ?, si existe
f: X — Y inyectiva. Diremos que X es estrictamente minuspotente a Y, en
signos§<?, Sifg?ynofz?.

Debemos recordar en todo momento que el signo = que aparece en la expre-
sion X =Y no es realmente un signo igual, sino que esta expresiéon no es sino

una forma comoda de indicar que se cumple “\/ f f : X — Y biyectiva”, y aqui
no hay ningin igual.

Esta notacion se remonta a Cantor. Si X es un conjunto ordenado, Cantor
representaba por X lo que llamaba su “ordinal”, es decir, el concepto resultante
de abstraer la naturaleza de los elementos de X, pero conservando su ordenacion,
y por X su “cardinal”, su nimero de elementos, es decir, el resultado de abstraer
tanto la naturaleza de sus elementos como su ordenaciéon, de modo que la doble
barra indicaba una “doble abstraccion”. Estas consideraciones no cumplen con
las exigencias de rigor que nos hemos impuesto. Cantor podia considerar que de
este modo habia definido el “cardinal” de un conjunto X, pero nosotros debemos
aceptar que no hemos definido nada més que una propiedad que pueden cumplir
o no dos conjuntos dados.

No deja de ser cierto que con X =Y pretendemos expresar que “el cardinal
de X7 es igual a “el cardinal de Y”, pero —insistimos— es fundamental tener

presente que, de momento, no hemos definido ningtin conjunto al que llamar X.

El teorema siguiente justifica que las definiciones que hemos dado contienen
realmente una nocién razonable de “nimero de elementos” de un conjunto.

Teorema 1.22 Sean X, Y, Z, W conjuntos cualesquiera. Se cumple:
1. X=X

2. ?z?siyso’lo 32'?2?,
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Todas estas propiedades excepto 5) son consecuencias inmediatas de los he-
chos bésicos sobre aplicaciones entre conjuntos. Debemos insistir en que no
deben confundirse, pese a la notacion, con teoremas logicos. Por ejemplo, 2)
no se cumple por la simetria de la igualdad, ya que, como hemos indicado, la
relacién involucrada no es la igualdad, sino la equipotencia. La razon por la que
se cumple b) es que si existe una biyeccion f: X — Y entonces f~1:Y — X
es también una biyeccion.

Como decimos, la propiedad 5) no es evidente en absoluto. Explicitamente,
afirma que si existen aplicaciones inyectivas f : X — Y yg:Y — X entonces
existe una aplicacion biyectiva h : X — Y. La forma de construir h a partir
de f y g no es inmediata. Para probarlo nos apoyaremos en un resultado previo
(notemos que, pese a las apariencias, no usa AP).

Teorema 1.23 Sea X un conjunto y F : PX — PX una aplicacion tal que si
u C v C X entonces F(u) C F(v). Entonces existe un z € PX tal que F(2) = z.

DEMOSTRACION: Sea A = {u € PX | F(u) C u}. Se cumple que A es una
clase no vacia (pues contiene a X). Llamemos z = (] w. Claramente z € PX
(porque X es un conjunto). u€A

Siu € A, entonces z C u, luego F(z) C F(u) C u, con lo que F(z) C z.

Por la hipétesis, F(F(z)) C F(z), luego F(z) € A, luego z C F(z), lo que
nos da la igualdad F(z) = z. "

Teorema 1.24 (Teorema de Cantor-Bernstein) Sean X eY conjuntos ta-
les que existen aplicaciones inyectivas f : X — Y yg:Y — X. Entonces
existe h : X — Y biyectiva.

DEMOSTRACION: Sea F : PX — PX la aplicacion dada por F(u) =
X\ g[Y'\ flu]]. Estamos en las hipotesis del teorema anterior, pues siu C v C X,
entonces

flul < flol, YN Sl €Y\ Flul, glY \ flo]] € g[Y\ flul],

XAV A\ flu] € X\ g[Y'\ floll,

luego F(u) C F(v).

En consecuencia existe un subconjunto z C X tal que F(z) = z, es decir,
X\ g[Y \ flz]] = z o, equivalentemente, X \ z = g[Y"\ f[z]]. Por consiguiente,
flz w2 — fl] ¥y glyv\f1z 2 Y\ flz] — X \ z son ambas biyectivas, luego la
unién de la primera con la inversa de la segunda nos da la aplicacion h buscada.

|

Asi pues, aunque todavia no hayamos definido nada a lo que llamar “ntiimero
de elementos” de un conjunto, tenemos probado que podemos hablar coherente-
mente de si un conjunto tiene un nimero de elementos mayor, igual o menor que
otro. También es facil probar que, dado cualquier conjunto, aunque sea infinito,
siempre hay otro que tiene un ntimero de elementos estrictamente mayor:
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Teorema 1.25 (Teorema de Cantor) (AP) Si X es un conjunto, X < PX.

DEMOSTRACION: La aplicacion f : X — PX dada por f(z) = {z} es
claramente inyectiva, luego X < PX. Si se diera la igualdad, existiria una
aplicacion g : X — P(X) biyectiva, pero entonces podriamos considerar el
conjunto’ R = {z € X |z ¢ g(x)} € PX. Sear € X tal que g(r) = R. Por
definicion de R tenemos que r € R siy solo si r ¢ g(r) = R, lo cual es una
contradiccién. [

La paradoja de Cantor El teorema de Cantor daba lugar a otra paradoja
de la teoria de conjuntos, esta vez relacionada con la clase universal V. En
efecto, si lo aplicamos al “conjunto” de todos los conjuntos, deberia cumplirse
que V < PV, pero por otra parte, todos los elementos de PV son conjuntos,

luego deberia ser PV C V y, por consiguiente, PV < V.

En NBG esto no causa ningtin problema pues, dado que todos los elementos
de V son conjuntos, se cumple de hecho que PV = V| pero esto no contradice
al teorema de Cantor porque éste solo es valido para conjuntos y V no lo es (la
paradoja de Cantor nos da una prueba alternativa de que V' no es un conjunto).
Si uno rastrea la prueba para ver en qué falla cuando se intenta aplicar a una
clase propia, por ejemplo, tomando como f : V — PV la aplicacion identidad,
se encuentra con que la clase R construida en la prueba no es sino la clase de
Russell R = {x | © ¢ z}, que no es un conjunto, por lo que R ¢ PV, por lo
que no podemos tomarle una antiimagen por f como se hace en la prueba. De
hecho, asi fue como Bertrand Russell descubrio la paradoja que lleva su nombre.

n

En la seccion 2.2, tras haber definido los niimeros naturales, definiremos
los conjuntos finitos y veremos cémo asignarles un namero natural que “mida”
su numero de elementos. En el capitulo V generalizaremos esto a conjuntos
arbitrarios, no necesariamente finitos.

Dedicamos las secciones siguientes a completar la exposicion del “vocabulario
conjuntista” basico, pero para evitar que el lector tenga que asimilar una larga
lista de definiciones sin tener ningin ejemplo no trivial al que aplicarlas, le
recomendamos que en este punto pase al capitulo siguiente y que vaya leyendo el
resto de este capitulo a medida que vaya encontrando referencias a sus secciones.

1.6 Relaciones
Tras haber introducido el vocabulario conjuntista relacionado con las funcio-

nes, ahora vamos a hacer lo propio con las relaciones. La definicién conjuntista
de “relaciéon” es muy simple:

9 Aqui usamos decisivamente que X es un conjunto, pues esto implica que R también lo es
y por eso podemos afirmar que R € PX.
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Definicién 1.26 Una relacidn (binaria) en una clase A es una clase R C A x A.
Si R es una relacién en Ay a,b € A, escribiremos

aRb=(a,b) € R,
y en tal caso diremos que a estd relacionado con b respecto de la relacion R.

Observemos que, trivialmente, toda relacién en un conjunto es un conjunto.
Si R es una relaciéon en una clase A, tenemos definida su inversa R~!, que con
la notacién que acabamos de introducir es la relaciéon en A determinada por que

aR7'W < bRa.

Diremos que una relacion R en una clase A es:

1. Reflexivasi \x € A z Rz,

[\

. Irreflexiva si \ox € A ~x R,

3. Simétrica si \wvy € A(x Ry — y Rx),

4. Antisimétricasi Aoy € A(xRy N\yRx — x =y)
5. Asimétrica si Nzy € A(x Ry — -~y Rx)

6. Transitiva si Azyz € A(x Ry AyRz — xRz)

7. Conezasi Nxy € A(x Ry V yRx)

8. Débilmente conezasi \vy € A(x RyV yRx V z =1y)

Relaciones de orden Una relacion de orden parcial en una clase A es una
relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. Si ademas es coneza se dice
que es una relacion de orden total.

Es costumbre usar el signo < para representar relaciones de orden arbitrarias
(de modo que si decimos que < es una relaciéon de orden en una clase A hay
que entender que < es una clase y que < C A x A). En estos términos, las
propiedades que definen una relaciéon de orden se escriben asi:

1. Na € Aa < a,
2. Nabe A(a<bAb<a—a=b),
3. Nabce Ala<bAb<c—a<c).

La relacion es de orden total si ademas Aab € A(a < bV b < a).
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Una relacion de orden estricto en una clase A es una relacion asimétrica y
transitiva en A. Si ademas es débilmente conexa entonces es una relacidn de
orden total estricto.

Notemos que, pese a la nomenclatura, una relaciéon de orden estricto no es
una relaciéon de orden. La relacién entre ambos conceptos es que si < es una
relacion de orden en A, entonces la relacion dada por

a<bea<bAa#b

es una relacion de orden estricto en A y, reciprocamente, si < es una relacion
de orden estricto en A, entonces la relacion dada por

a<b<ra<bVa=5b

es una relacion de orden en A. Estas dos construcciones son mutuamente inver-
sas, en el sentido de que si aplicamos una y luego la otra volvemos a la relaciéon
de partida. Asi pues, es indistinto definir una relacién de orden o una relaciéon
de orden estricto en una clase dada, pues de una se pasa trivialmente a la otra.
Usaremos también la notacion a > b=b < aya > b= b < a para las relaciones
inversas correspondientes.

Cuando digamos que (A, <) es una clase total o parcialmente ordenada que-
rremos decir'® que < es una relacion de orden (total o parcial) en A.

Sea A una clase ordenada por la relacion < y sea B C A. Entonces:

1. M € A es una cota superior de B si NeeBax< M,

2. m € A es una cota inferior de B si Ax € B m < x,

3. M € Aesun mam'maldeBsiMEBy/\xEB(MSx%M:m).
4. m € A es un minimalde Bsim € By Az € B(zx <m — z =m).

5. M € A es el supremo de B si M es una cota superior de B y
Nz € A(x es una cota superior de B — M < ).

6. m € A es el infimo de B si m es una cota inferior de B y
Az € A(z es una cota inferior de B — z < m).

7. M € A es el mazximo de B si M € By M es una cota superior de B.

8. m € A es el minimo de B si m € By m es una cota inferior de B.

10Si A es un conjunto podemos entender esto como una afirmacién sobre el par ordenado
(A, <), pero usaremos esta misma expresion incluso si A es una clase propia, aunque ahora la
afirmacion “(A, <) es una clase total o parcialmente ordenada” no puede interpretarse como
una afirmacioén sobre el par ordenado (A, <) = {{@}}, sino literalmente como hemos indicado:
como una forma comoda de expresar que < es una relacion de orden en la clase A.
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Ejemplo Si A es cualquier clase, la inclusion define una relacion de orden
parcial en PA, es decir, podemos considerar en esta clase la relacion dada por

X<Y&<XCY.

Es inmediato comprobar que se trata de una relacién de orden parcial cuya
relacion de orden estricto asociada es la inclusion estricta X ¢ Y.

Respecto de esta relacion, PA tiene como minimo elemento a &. Si A es un
conjunto, entonces PA tiene como méaximo elemento a A, pero si A no es un
conjunto, entonces PA no tiene maximo elemento, pues dado cualquier X € PA,
serd X G A, luego existe un x € A\ X, luego X ¢ X U {z} € PA, luego X no
es el maximo de PA.

Si A # o, la subclase B = PA\ {@} tiene por minimales a los elementos
de la forma {a}, con a € A, pero no tiene minimo, salvo en el caso en que
A = {a}, pues si A contiene al menos dos elementos a y b, entonces no se
cumple {a} C {b}, luego {a} no es minimo de B, pero es minimal porque
ningtn elemento de B es menor que {a}.

Si B es un subconjunto de A, entonces | J B es el supremo de B en PA, pues
todo x € B cumple z C |J B, luego | J B es una cota superior de B,y si M € PA
es una cota superior de B, esto significa que Az € B x C M, de donde se sigue
que | JB C M, luego | J B es la menor cota superior de B.

Similarmente, si B C A es no vacio, entonces () B es el infimo de B en PA.

Asi pues, si A tiene mas de un elemento, hemos visto que B = PA\ {@&} no
tiene minimo elemento, pero tiene por infimo a &.

. . b
Mas concretamente, si A = {a, b, ¢}, donde los conjuntos {a,b, ¢}

a, b, ¢ son distintos dos a dos, la relaciéon de orden dada

por la inclusién es la que muestra la figura. Vemos en- {a,b} {b,c} {a,c}
tonces que PA tiene por minimo a & y por maximo a A. M

En cambio, PA\ {A} no tiene maximo elemento, pero {a} {b} {c}
tiene tres elementos maximales, los tres conjuntos con

dos elementos. Similarmente, PA\{@} no tiene minimo, ~1

pero tiene tres minimales, a saber, los conjuntos {a}, 9

{b}, {c}, y también tiene infimo, concretamente &. El conjunto B = {{a}, {0}, &}
no tiene maximo, pero tiene por supremo a {a, b}. "

Es facil ver que en un conjunto totalmente ordenado todo maximal es méxi-
mo y todo minimal es minimo. Si un conjunto tiene méximo o minimo, supremo
o infimo, entonces éstos son unicos. El supremo (infimo) de una clase es maximo
(minimo) si y sdlo si pertenece a la clase.

Cuando tenemos una clase A ordenada por una relaciéon < y una subclase
B C A, consideramos, aunque no se indique explicitamente, que B est4 ordenada
por la restriccion de < a B, es decir, con la interseccion de < con B x B, de
modo que si z, y € B, se cumple x < y como elementos de B si y sélo si se
cumple como elementos de A. Es inmediato comprobar que esta restriccion es
un orden en B. Maés aiin, B esti totalmente ordenada si A lo esté.
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Diremos que F': (A, <1) — (B, <2) es mondtona creciente o, simplemente,
creciente si <1y <s son relaciones de orden parcial en A y B respectivamente,
F:A— By

Ny € A(x <1y — F(x) <2 F(y)).

Se dice que F' es mondtona decreciente o decreciente si cumple
Nzy € A(x <y y — F(y) <o F(x)).

Se dice que F' es estrictamente mondtona creciente o decreciente si se cum-
ple esto mismo cambiando las desigualdades no estrictas < por desigualdades
estrictas <.

Es facil comprobar que si F': (A4,<1) — (B,<2) y G : (B, <3) — (C, <3)
son ambas monotonas crecientes o decrecientes estrictas o no, lo mismo le sucede
a la composicion F o G : (4,<;) — (C, <3).

Diremos que F : (A,<;) — (B, <2) es una semejanza si es biyectiva y
tanto F' como F~! son crecientes. El caracter creciente de F'y F~! equivale a

Nzy € Az <1y < F(z) <s F(y)).

Observemos que si (A, <) esté totalmente ordenada, entonces toda aplica-
cion biyectiva y creciente F' : (4,<;) — (B, <2) es una semejanza, pues si
F(z) <5 F(y), entonces z <1 y V y < z, pero si se da el segundo caso entonces
F(y) <o F(x) por la monotonia, luego F(x) = F(y), por la antisimetria, luego
x = y por la biyectividad, luego igualmente z; <; y por la reflexividad.

Las propiedades siguientes son inmediatas:

1. Para toda clase parcialmente ordenada (A, <), se cumple que la identidad
Is: (A4, <) — (4, <) es una semejanza.

2. SiF:(A,<y) — (B,<2) es una semejanza, entonces la aplicacion inversa
F~1:(B,<3) — (A, <) también lo es.

3.S1 F: (A, <1) — (B,<2) y G: (B,<3) — (C,<3) son semejanzas,
entonces la composicion F o G : (A, <;) — (C, <3) también lo es.

Diremos que dos clases parcialmente ordenadas (A4,<;) y (B, <2) son se-
mejantes, y lo representaremos por (4, <;) = (B, <), si existe una semejanza
F: (A, Sl) — (B, Sg)

Las propiedades anteriores de las semejanzas se traducen inmediatamente en
las propiedades siguientes de la semejanza entre clases parcialmente ordenadas:

1. Para toda clase parcialmente ordenada (A, <), se cumple (4, <) = (4, <).
2. Si (A, <;) 2 (B, <), entonces (B, <3) & (A, <y).

3. Si (A7 Sl) = (B7 SQ) y (37 SQ) = (07 §3)a entonces (Aa Sl) = (07 S&)
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La idea subyacente en estos conceptos es que, al conservar las relaciones de
orden, una semejanza F' : (A, <) — (B, <3) conserva todas las propiedades
relacionadas con el orden. Por ejemplo, si X C A y m es el maximo, o el
minimo, o el supremo, o el infimo, o una cota superior/inferior de X, entonces
F(m) es lo mismo de F[X]. En general, toda propiedad que cumplan unos
elementos y subconjuntos de A la cumplirdn también las imagenes por F' de
estos elementos o conjuntos, y esto hace que dos clases semejantes tengan las
mismas propiedades de orden (una esta totalmente ordenada si y sélo si lo esta
la otra, una tiene maximo si y solo si lo tiene la otra, etc.).

Clases bien ordenadas Un buen orden en una clase A es una relaciéon de
orden parcial respecto a la cual toda subclase!! no vacia de A tiene minimo

elemento. Decimos que (A, <) es una clase bien ordenada si < es un buen orden
en A.

En el capitulo III veremos que las buenas relaciones de orden desempenan
un papel central en la teoria de conjuntos, pero de momento presentaremos aqui
dnicamente las consecuencias inmediatas de la definicion.

Ante todo, aunque hemos definido un buen orden como una relaciéon de orden
parcial, lo cierto es que la existencia de minimos implica que es total, pues si
(A, <) es una clase bien ordenada y z,y € A, el conjunto {z,y} debe tener un
minimo elemento m, y entonces se cumple z < y o bien y < x segin que sea
m=xom=y.

También es evidente que toda subclase de una clase bien ordenada esté bien
ordenada.

En general, si (A <) es un conjunto bien ordenado y = € A, usaremos la
notacion

AS ={acAla<uz}, As={a€Ala<uz}

Sl

Nos referiremos a ellos como la seccion inicial no estricta (o estricta, respecti-
vamente) determinada por x, que no es sino la clase de todos los elementos de
A anteriores (o estrictamente anteriores) a .

Una de las razones por las que las clases bien ordenadas son importantes es
porque permiten razonar por inducciéon en el sentido del teorema siguiente:

Teorema 1.27 (Principio de induccién para clases bien ordenadas) Si
(A, <) es una clase bien ordenada y B C A cumple \z € A(AS C B — x € B),
entonces B = A.

DEMOSTRACION: Si B # A, entonces A\ B # @&, luego por la buena orde-
nacién esta clase tiene un minimo elemento x. Eso quiere decir que si a < x
entonces a ¢ A\ B, luego a € B. Equivalentemente, A5 C B, y por hipotesis,

HObservemos que la propiedad “(4, <) es una clase bien ordenada” no es normal, porque
contiene una cuantificacion sobre todas las subclases de A, pero “(A, <) es un conjunto bien
ordenado” si que lo es, porque ahora la existencia de minimo se requiere para todos los
subconjuntos no vacios de A, luego el cuantificador esta restringido a conjuntos.
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esto implica = € B, con lo que tenemos una contradiccién, pues hemos tomado
€A \ B. [ ]

En la practica esto significa que si queremos probar que todo elemento de
una clase bien ordenada (A, <) cumple una determinada propiedad normal ¢(z),
podemos fijar un z € A arbitrario y tomar como hipotesis de induccion que todos
los elementos a < x cumplen ¢(a), y demostrar a partir de ahi ¢(z). Silogramos
esto, el teorema anterior aplicado a la clase B = {a € A | ¢(a)} implica que
B = A, luego todo elemento de A cumple ¢(x).

Veamos ahora una propiedad elemental que, no obstante, resulta de gran
utilidad:

Teorema 1.28 Si F : (A, <) — (A, <) es una aplicacion estrictamente cre-
ciente en una clase bien ordenada, entonces \a € A a < F(a).

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un a € A tal que F(a) < a. En-
tonces la clase B = {a € A | F(a) < a} no es vacia, luego tiene un minimo
elemento m. En particular F(m) < m y, como F es estrictamente creciente,
F(F(m)) < F(m), pero entonces a = F(m) cumple a € B y a < m, en contra-
diccién con que m era el minimo de B. [

De aqui extraemos dos consecuencias de interés:

Teorema 1.29 Una clase bien ordenada no puede ser semejante a una de sus
secciones iniciales estrictas.

DEMOSTRACION: Sea (A, <) una clase bien ordenada, y supongamos que
existe € A tal que existe una semejanza'? F : (4,<) — (45,<). En
particular F : (A, <) — (A, <) es estrictamente creciente, pero F(z) € AS,
luego F'(z) < z, en contradicciéon con el teorema anterior. "

Teorema 1.30 Si dos clases bien ordenadas son semejantes, entonces existe
una Unica semejanza entre ellas.

DEMOSTRACION: Supongamos que F,G : (A, <;) — (B, <3) son dos se-
mejanzas entre las mismas clases bien ordenadas. Entonces la composicion
FoG™!: (A <1) — (4,<1) es también una semejanza, luego por 1.28 tene-
mos que \a € A a < G71(F(a)), y aplicando G resulta \a € A G(a) <; F(a).
Pero las hipotesis son las mismas para F'y G, luego igualmente podemos probar
la desigualdad opuesta, y concluimos que Aa € A F(a) = G(a), luego F = G.

No vamos a probar aqui mas resultados sobre clases bien ordenadas porque
en el capitulo IIT estaremos en condiciones de razonar més comodamente sobre
ellas.

12Técnicamente junto a AZS no deberiamos escribir <, sino la restriccién de < a AY, pero
no pasa nada por relajar la notacién en estos contextos.
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Relaciones de equivalencia Una relacidn de equivalencia en una clase A es
una relacién reflexiva, simétrica y transitiva en A.

Si R es una relaciéon de equivalencia en A y a € A, definimos la clase de
equivalencia de a respecto de R como

[alr={b€ A|aRb},

es decir, como la clase de todos los elementos de A relacionados con a. El
resultado fundamental sobre clases de equivalencia es el siguiente, cuya prueba
dejamos a cargo del lector:

Teorema 1.31 Sea R una relacion de equivalencia en una clase A y conside-
remos a, b € A. Entonces:

1. aRbH[a]R:[b}R,
2. ﬂaRbH[a]Rﬁ[b]R:Q
En particular, dos clases de equivalencia en A son iguales o disjuntas.

Diremos que una relaciéon de equivalencia en una clase A es conjuntista si
todas las clases de equivalencia que determina son conjuntos. Esto sucede en
particular si A es un conjunto, pues en general las clases de equivalencia son
subclases de A, luego si A es un conjunto todas ellas lo son también.

Si una relacién de equivalencia R en una clase A es conjuntista, podemos
definir la clase cociente como!?

A/R={la]lr | a € A}.

Naturalmente, también podemos considerar la clase cociente para una relaciéon
no conjuntista, pero entonces puede ocurrir perfectamente que A/R = &, lo
cual no significa que no haya clases de equivalencia, sino que ninguna de ellas
es un conjunto.

En el caso en que R es conjuntista podemos definir la aplicacion candnica

p: A— A/R dada por p(a) = [a]r.

Obviamente es suprayectiva, luego el axioma de reemplazo nos da que si A
es un conjunto, A/R también lo es, y hablamos entonces del conjunto cociente,
en lugar de clase cociente (aunque en este caso se sigue hablando de clases de
equivalencia).

1.7 Leyes de composicién interna

Para terminar con la presentacion de los conceptos conjuntistas basicos nos
ocupamos ahora de las operaciones definidas sobre una clase.

13T¢cnicamente, la existencia de la clase cociente viene dada por el axioma de comprension,
teniendo en cuenta que A/R = {y | Va € Ay = [a]r}.
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Definicion 1.32 Una ley de composicion interna u operacion en una clase A
es una aplicacion * : A x A — A. En este contexto, si a,b € A, escribiremos

ax*b=x(a,b).

Asi pues, una operacién en A es una funcién que a cada par de elementos a
y b de A (en un cierto orden) les asigna un nuevo elemento a x b € A.

Diremos que una operacién en una clase A

1. es asociativa si Nabc € A (axb) xc=ax* (bxc)

2. es conmutativa si Nab € A axb="bxa

3. tiene por elemento neutroae € Asi N\a€ Aaxe=exa=a

Observemos que una operaciéon en una clase A puede tener a lo sumo un
elemento neutro, pues si tuviera dos, digamos e y €', seria e = e x ¢/ = €’.

Si una operacién * en una clase A tiene elemento neutro e, se dice que un
elemento b € A es el inverso de un elemento a € A siaxb =bx*xa =e. Si
la operacién es asociativa y a tiene inverso, éste es tinico, pues si tuviera dos,
digamos by b, entonces b=bxe=bx (a*xb') = (bxa)xb =exd =V

Anillos y cuerpos Para presentar los conceptos siguientes nos restringimos
por comodidad a operaciones sobre conjuntos, pues es el inico contexto en el
que los vamos a encontrar:

Un anillo es una terna'* (A, +,-), donde + y - son operaciones en A (a las
que llamaremos suma y producto, respectivamente, de modo que se cumplen las
propiedades siguientes:

1. La suma es asociativa y conmutativa, tiene un elemento neutro, necesa-
riamente Unico, que representaremos por 0, y cada a € A tiene un inverso,
necesariamente nico, que representaremos por —a.

2. El producto es asociativo y satisface la propiedad distributiva respecto de
la suma, es decir,

Nabec € Aa(b+c)=ab+ac y Nabce€ A (b+ c)a = ba+ ca.

Nota En la practica escribiremos A en lugar de (A, +, ), de modo que cuando
digamos que “A es un anillo” querremos decir que estamos considerando un
conjunto A con dos operaciones prefijadas + y - con las cuales (A4,+,+) es un
anillo.

También es costumbre (tal y como hemos hecho ya al enunciar la propiedad
distributiva) escribir ab = a - b cuando ello no induce a confusién, asi como
abreviar a + (=b) = a — b.

14En general, podemos definir una terna de conjuntos como (a, b, c) = ((a, b), ), e igualmente
una cuadrupla es (a,b,c,d) = (((a,b), c),d), etc.
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Por ultimo la propiedad asociativa de la suma y el producto hace que no sea
necesario agrupar sumandos o factores con paréntesis, de modo que podemos
escribira+b+c=(a+b)+c=a+ (b+c). n

Si el producto de un anillo tiene elemento neutro se dice que el anillo es
unitario, y dicho neutro se representa por 1.

Si el producto es conmutativo se dice que el anillo es conmutativo.

Si un elemento a de un anillo tiene inverso para el producto se dice que es

inversible, y su inverso se representa por a~!.

El producto de dos elementos inversibles es inversible, pues es facil ver que
(ab)™! = b=ta~!. Ademss, el inverso de un elemento inversible es inversible,
pues trivialmente (a=!)~! = a. Puesto que 1-1 = 1, tenemos que 1 es inversible

-1
yl17- =1.

Observemos que estos hechos se demuestran igualmente para la suma, donde
la existencia de inverso esta garantizada. Concretamente:

—(a+b)=—-a—-b, —(-a)=a, —-0=0.
Los inversos (si existen) permiten despejar en ecuaciones, es decir:
a+b=c—a=c—b, ab=c—a=cb L.
En todo anillo A se cumple que Aa € A a-0=0-a = 0. En efecto:
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0,
y sumando —(a - 0) a ambos miembros concluimos que a - 0 = 0. Igualmente

sucede si multiplicamos el 0 por la izquierda.

Esto tiene varias consecuencias. Por ejemplo, podemos suprimir los parén-
tesis en expresiones de la forma

—(ab) = (—a)b = a(-b).
En efecto: ab+ (—a)b = (a — a)b = 0b = 0, luego (—a)b = —(abd), y la otra
igualdad se prueba analogamente.
En un anillo unitario se cumple que (—1)a = a(—1) = —a, pues
a+(—la=1la+(-1)a=(1—-1)a=0-a=0.
En particular (—1)(—1) = —(—1) = 1. Asi pues, tanto 1 como —1 son
inversibles y cada uno es su propio inverso.

Salvo en el caso trivial en que 1 = 0, en un anillo unitario el 0 no puede
tener inverso para el producto, pues, para todo a € A, se cumple 0-a =0 #£ 1.

Un dominio integro es un anillo conmutativo y unitario A en el que 1 #0 y

ademés
Nab € A(ab=0—-a=0Vb=0)
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Esto implica en particular que los elementos no nulos son simplificables, es
decir, que
Nabc € A(a # 0 A ab=ac — b= c).
En efecto: si ab = ac, entonces a(b — ¢) = 0y, como a # 0, tiene que ser

b—c=0, luego b = c. (Y lo mismo vale si @ multiplica por la derecha.)

Observemos que esta propiedad es trivialmente cierta para la suma en cual-
quier anillo:
Nabc € A(la+b=a+c—b=c).

Para probarlo basta sumar —a a ambos miembros.

Un cuerpo es un anillo conmutativo y unitario en el que 1 # 0 y todo elemento
distinto de 0 tiene inverso para el producto.

Un cuerpo es siempre un dominio integro, pues si ab = 0 y a # 0, entonces
a tab=a"10=0, luego b = 1b = 0.

Si (A,+,-) es un cuerpo y a,b € A, con b # 0, es frecuente representar

a -1 -1

—=ab”" =b""a.
b

Se dice entonces que la expresion a/b es una fraccion de numerador a 'y deno-
minador b. Es inmediato entonces que

%z%(—ﬂzdzbc.
Ademas, si ¢ # 0, se cumple que
a ac a ca a —a a
[ P i S S M &

y también se comprueba sin dificultad (suponiendo siempre que los denomina-~
dores son no nulos) que

a ¢ ad+be

ac af/biad

n a c
b d  bd ’ b d bd’ c/d  bc’
Definicion 1.33 Una aplicaciéon f : A — B entre dos anillos es un homomor-

fismo de anillos si cumple!®

Nzy e A flx+y) = flx)+ fy),  Nwye A flzy) = f(x)f(y).

Si ademaés es inyectiva, suprayectiva o biyectiva se dice que es un monomor-
fismo, epimorfismo o isomorfismo de anillos, respectivamente. Dos anillos son
isomorfos si existe un isomorfismo de anillos entre ellos.

Si dos anillos A y B cumplen que A C B y las operaciones de A son las
restricciones de las de B (es decir, que = + y y xy significa lo mismo en A y
en B) entonces se dice que A es un subanillo de B.

5 Estas propiedades implican que f(0) = 0, pues f(0) = f(0+ 0) = f(0) + £(0), luego
f(0) =0, y si f es un monomorfismo y A y B son dominios integros entonces f(1) = 1, pues

igualmente f(1) = £(1)£(1), luego F(1)(1 = £(1) = 0y f(1) # £(0) = 0, luego f(1) = 1.
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Si f: A — B es un homomorfismo de anillos, entonces f[A] es un subanillo
de B con la suma y el producto de B, pues dos elementos de f[A] son de la
forma f(z) y f(y), para ciertos x, y € A, luego su suma y su producto son

f@) + fly) = flx+y) € flA], f(x)f(y) = f(zy) € f[A], luego al sumar y
multiplicar con las operaciones de B no nos salimos de f[A], y tenemos, por
consiguiente, dos leyes de composicion interna en i[A], que obviamente cumplen
todas las propiedades requeridas para formar un anillo.

Si ademéas f es un monomorfismo, entonces f : A — f[A] es por definicion
un isomorfismo de anillos, por lo que podemos decir que A es isomorfo a un
subanillo de B.

Por tltimo, si dos anillos son isomorfos, esto significa que tienen las mismas
propiedades que dependan tinicamente de la suma y del producto.

Anillos ordenados Un anillo ordenado es una cuadrupla (A, +, -, <) donde
(A, +,-) es un anillo conmutativo y (A4, <) es un conjunto totalmente ordenado,
de modo que se cumplan las dos propiedades de compatibilidad siguientes:

1. Nabcc A (a<b—a+c<b+c)

2. Nabe A (a>0Ab>0—ab>0)

Diremos que un elemento a de un anillo ordenado es
1. positivo si a > 0,

2. estrictamente positivo si a > 0,

3. negativo si a < 0,

4. estrictamente negativo si a < 0.

Representaremos por
At ={a€ Ala> 0}, A" ={acAla<0},

los conjuntos de elementos estrictamente positivos y estrictamente negativos,
respectivamente, de un anillo ordenado A. De este modo, A se descompone en
uniéon disjunta A = A~ U{0} U AT.

La primera propiedad de compatibilidad nos permite despejar sumas:
at+b<c—a<c—b

En particular, 0 < a + —a < 0, de modo que el inverso de un elemento
(estrictamente) positivo es (estrictamente) negativo, y viceversa.

La segunda propiedad de compatibilidad implica que la multiplicaciéon por
elementos positivos conserva las desigualdades:

Aabc € A(a <bAc>0— ac<be).
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En efecto, como b —a > 0, resulta que (b—a)c = bec — ac > 0, luego ac < be.

En cambio, la multiplicacién por elementos negativos invierte las desigual-
dades:
Nabc € A(a <bAc<0— ac>be).

En efecto, como —c¢ > 0, tenemos que —ac < —bc, de donde, despejando dos
veces, bc < ac.

De estas dos propiedades se sigue en particular que el producto de dos ele-
mentos positivos o dos elementos negativos es positivo, mientras que el producto
de un positivo por un negativo es negativo. En particular, todo cuadrado (todo
producto de un elemento por si mismo) es positivo.

En particular, en un anillo unitario ordenado en el que 1 # 0 se cumple que
—1 < 0 < 1. En efecto, basta tener en cuenta que 1=1-1> 0.

Ademas, la igualdad a-a~! = 1 > 0 implica que el inverso de un elemento
positivo (resp. negativo) es positivo (resp. negativo).

En todo anillo ordenado A podemos definir la funcién valor absoluto
| |:A— AT U{0}
dada por

la| = a sia>0,
—a sia<O.

Se cumplen las propiedades siguientes:

1. la| =04 a=0,

2. la+b| < |a| + |b],
3. |abl = |alb],

4. | —a| =al,

5. [lal = [bl] < la —b].

En efecto, la propiedad a) es evidente, para probar b) conviene observar que
la| <b<+> —b<a<hb.

Las dos implicaciones se prueban trivialmente distinguiendo dos casos, segin si
a es positivo o negativo. En particular, como |a| < |a| y |b| < |b|, tenemos que

—la| <a<lal,  —[b] <b<]],
de donde, aplicando varias veces las propiedades de compatibilidad,

—lal = |b| < a+b < |al + |b],
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lo que a su vez implica que |a+b| < |a|+|b|. Las propiedades c) y d) se obtienen
facilmente distinguiendo casos. Para probar e) observamos que

lal =la—b+b] < |a—b]+[b] = |a| — [b] < |a —b].

Invirtiendo los papeles probamos que |b] — |a| < |b—a| =| — (a = b)| = |a — b,
luego
—la =8 <la| —[b] < |a -],

y hemos visto que esto equivale a ||a|] — |b|| < |a — b]. n

Definiciéon 1.34 Un homomorfismo (resp. monomorfismo, epimorfismo, iso-
morfismo) de anillos ordenados es un homomorfismo (resp. monomorfismo, epi-
morfismo, isomorfismo) de anillos f : A — B que ademas cumpla la relacion

Ny € Al <y — f(z) < f(y)).

Equivalentemente, un isomorfismo de anillos ordenados es un isomorfismo
de anillos que ademés es una semejanza, lo cual hace que ambos anillos sean
indistinguibles respecto de todas las propiedades definibles en términos de la
suma, el producto o la relacién de orden.

Ideales y anillos cociente Presentamos algunos elementos més de la teoria
de anillos que nos seran utiles mas adelante:

Definicion 1.35 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Un ideal de A es un
conjunto I C A tal que:

1. 0el,
2. Neyela+yel,
3. Nae ANbeTabel.

Por ejemplo, si z € A el conjunto (z) = {az | a € A} de los multiplos
de z es claramente un ideal'® de A. Los ideales de esta forma se llaman ideales
principales de A.

También es claro que {0} y A son ideales de A. El ideal {0} se llama ideal
trivial. Un ideal I es propiosi I # A e I # {0}.

Observemos que un ideal I cumple I = A si y s6lo si contiene un elemento
inversible, pues si es propio contiene a 1 y, si contiene a un elemento inversible
x, entonces contiene a 1 = x =1z por ¢) y, dado a € A, tenemos que a =a-1 €
de nuevo por c¢).

Esto implica que un anillo conmutativo y unitario A es un cuerpo si y sélo
si no tiene ideales propios. En efecto, si A es un cuerpo, todo ideal no trivial

16De hecho, histéricamente el concepto de ideal surgié como una abstraccién de los conjuntos
de multiplos, de modo que I puede verse como el conjunto de los miltiplos de un “elemento
ideal” de A, que sera un elemento real de A si I es de la forma I = (x).
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contiene un elemento inversible, luego es impropio. Reciprocamente, si A no
es un cuerpo, tiene un elemento no nulo no inversible z, y entonces (z) es un
ideal propio (porque si fuera (z) = A tendriamos que 1 € (), y entonces x seria
inversible).

Si I es un ideal en un anillo A, definimos la relaciéon de congruencia mddulo I
como la relacién en A dada por

r=y (méd I« xz—yel.

Se trata de una relacion de equivalencia: es reflexiva por la propiedad a), es
simétrica por ¢) (pues y —x = (—1)(z — y)) y es transitiva por b).

Representaremos por A/T el conjunto cociente de A respecto de la congruen-
cia modulo I. El resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 1.36 Si A es un anillo conmutativo y unitario e I es un ideal de A,
entonces A/I se convierte en un anillo conmutativo y unitario con las operacio-
nes dadas por [a] + [b] = [a + b] y [a][b] = [ab].

DEMOSTRACION: Lo tnico que no es inmediato es que las operaciones estan

bien definidas, es decir, que si [a] = [a'] ¥ [b] = [b/] entonces [a + b] = [0’ + ] ¥
[ab] = [@’b']. Ahora bien, tenemos que
a—ad =uel, b—V =vel,

luegoa+b—(a/ +b)=u+vely
ab—a'b' =ab—ab' +ab' —ad't =ab—V)+ (a—a)b =av+ub €1

A partir de aqui, cada propiedad de la suma y el producto de A implica trivial-
mente la propiedad correspondiente en A/1. [

En vista del teorema anterior, A/I se conoce como el anillo cociente de A
determinado por 1.

Teorema 1.37 (Teorema de isomorfia) Si f : A — B es un epimorfismo
de anillos, entonces su micleo N(f) = {a € A| f(a) = 0} es un ideal de A y f
induce un isomorfismo f: A/ N(f) — B dado por f([a]) = f(a).

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que N(f) es un ideal. Si [a] =
[b] € A/ N(f), entonces a — b € Nuc(f), luego f(a) — f(b) =0, es decir, f(a) =
f(b), lo que prueba que f esta bien definida, y es inmediato comprobar que es
un isomorfismo de anillos. m

Definiciéon 1.38 Un ideal M de un anillo A es maximal si M & A y no existe
ningtn ideal M ¢ I ¢ A. Un ideal P de A es primosi P# Ay

Nzyc A(zye P2 € PVycP).
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Estos conceptos son muy importantes en el estudio de la aritmética de un
anillo, pero aqui s6lo necesitaremos el resultado siguiente:

Teorema 1.39 Si A es un anillo conmutativo y unitario, entonces un ideal 1
de A es mazimal si y solo si A/I es un cuerpo. A su vez, I es primo siy sdlo
st A/I es un dominio integro.

DEMOSTRACION: Si I es maximal, observamos en primer lugar que 1 ¢ I,
luego [1] # [0], que es uno de los requisitos que debe cumplir A/I para ser
cuerpo. Tomemos [z] € A/I tal que [z] # 0, lo cual equivale a que x ¢ I. Es
facil ver que

J={u+ar|uelNacA}

es un ideal de A que contiene a I y a x, luego I & J C A. Por la maximalidad
de I tiene que ser J = A, luego 1 € J, luego 1 = u + ax, para cierto u € I y
cierto a € A, luego 1 = [1] = [a][z], luego [z] tiene inverso y por lo tanto A/T es
un cuerpo.

Si A/I es un cuerpo entonces [1] # [0], luego 1 ¢ I, luego I # A. Si un ideal
cumple I & J C A, tomemos z € J \ I, entonces [z] # 0, luego existe un a € A
tal que [a][z] = [1], luego 1 = ax + u, para cierto u € I, luego 1 € J, luego
J = A. Esto prueba que I es maximal.

Si I es primo, como el en caso anterior vemos que [1] # [0], lo cual es parte de
la definicion de dominio integro. Sean x, y € A tales que [z][y] = [0]. Entonces
axy € I, luego x € I o bien y € I, luego [x] =0 o [y] = 0. Esto prueba que A/l
es un dominio integro.

Reciprocamente, si A/I es un dominio integro entonces, como antes, I # A,
y si zy € I, entonces [z][y] = 0, luego [x] = 0 o bien [y] = 0, luego = € I o bien
y € I. Esto prueba que I es primo. L]

En particular, como todo cuerpo es un dominio integro, concluimos que todo
ideal maximal es primo.



Capitulo 11

El sistema numérico

Si la teoria de conjuntos sirve como fundamento a todas las ramas de la
matematica no es sélo porque —tal y como hemos visto en el capitulo anterior—
introduzca un vocabulario util para todas ellas, sino, sobre todo, porque permite
construir todos los objetos matematicos de interés. La préactica totalidad de tales
objetos se construyen a partir de los nimeros (naturales, enteros, racionales,
etc.), asi que vamos a dedicar este capitulo a construir el sistema numérico a
partir de la teoria axiomética que hemos presentado.

En realidad para ello necesitamos un axioma adicional, pues los conjuntos
numeéricos son conjuntos infinitos, y sucede que ninguno de los axiomas que
hemos dado hasta ahora garantiza la existencia de conjuntos infinitos (la clase
universal V es infinita, pues contiene, por ejemplo, a los conjuntos

» {oh {9t}

16}

pero no es un conjunto).

2.1 Los niimeros naturales

Mas adelante veremos que es posible definir los ntimeros naturales sin ne-
cesidad de ningtn axioma adicional, pero de momento lo haremos a partir del
axioma siguiente:

Axioma de infinitud FExiste un conjunto X con una aplicacion S : X — X
myectiva y no suprayectiva.

Todavia no hemos definido los conceptos de “conjunto finito” o “conjunto
infinito”, pero el lector se convenceré facilmente de que toda aplicaciéon inyectiva
de un conjunto finito en si mismo tiene que ser suprayectiva, por lo que el axioma
de infinitud es una forma de postular la existencia de un conjunto infinito sin
necesidad de haber definido tal concepto.

En lo que sigue razonaremos en la teoria NBG* mas el axioma de infinitud.
En particular, no necesitamos suponer el axioma de partes.

43
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Teorema 2.1 (Axiomas de Peano) FEziste un conjunto N, una aplicacion
S : N — N y otro conjunto 0 de modo que se cumplen las propiedades siguien-
tes:

1. 0 e N.

2. Sin € N, entonces S(n) € N.

3. No existe ningin n € N tal que S(n) = 0.

4. Sim, neN yS(m)=S5(n), entonces m = n.

5. Si A C N tiene la propiedad de que 0 € A y siempre que n € A también

S(n) € A, entonces A= N.

DEMOSTRACION: Sea S : X — X una aplicaciéon inyectiva y no suprayec-
tiva, tal y como postula el axioma de infinitud y elijamos un elemento 0 € X
que no tenga antiimagen.

Diremos que un subconjunto A C X es inductivo si 0 € Ay, cuando n € A,
entonces también S(n) € A. Llamemos J a la clase de todos los conjuntos
inductivos, es decir,

J={A| AC X A A es inductivo}.

Como J C PX, el axioma de partes nos permitiria probar que J es un con-
junto, pero no vamos a necesitar este hecho. Observemos que J # @, ya que
X e€J. Sea N=[J. Asi N C X, luego N es un conjunto.

Se cumple que 0 € N, pues esto equivale a que 0 € A para todo A € J, y
esto es cierto por definicién de conjunto inductivo.

Similarmente, si n € N, se cumple que S(n) € N, pues, para todo A € J,
tenemos que A es inductivo y que n € A, por lo que S(n) € A, y esto implica
que S(n) € N.

Esto nos permite restringir S|y : N — N. Si pasamos a llamar S a esta
restriccion, tenemos que cumple las propiedades 1) y 2). La propiedad 3) se
cumple también, porque hemos elegido 0 sin antiimagen por S, luego sigue sin
tener antiimagen por la restriccion de S. La propiedad 4) se cumple porque S
es inyectiva y la propiedad 5) se cumple porque su hipétesis es que A C N es
inductivo, luego A € J, luego N C A, luego A = N. "

Definicién 2.2 Un sistema de Peano es una terna! (I, S,0) que cumple las
cinco propiedades del teorema anterior.

En todo sistema de Peano podemos definir:
6=5(05), 7=5(6), 8=S5(7), 9=5(8).

1En general podemos definir una terna como (a, b, c) = ((a,b), c).
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En general, para cadan € N, el conjunto S(n) recibe el nombre de “sucesor”
o “siguiente” de n (respecto del sistema de Peano dado). Si S(n) = m se dice
también que n es el “anterior” de m.

Nuestra intencion es definir los ntmeros naturales como los elementos de
cualquier sistema de Peano. En estos términos, lo que dicen los axiomas de
Peano es:

1. Hay un nidmero natural llamado 0 (cero).

2. Todo numero natural n tiene un sucesor S(n).

3. El0 no es el sucesor de ningin niumero natural.

4. Numeros naturales distintos tienen sucesores distintos.

5. (Principio de induccién) Si A C N y podemos probar que 0 € A y,
suponiendo que n € A, podemos probar que también S(n) € A, entonces
necesariamente A es el conjunto de todos los nimeros naturales.

Notemos que n € A permite expresar el hecho de que n cumple cualquier
propiedad ¢(n), sin méas que definir A = {n € N | ¢(n)}. Veamos un ejemplo
sencillo de aplicacion del principio de induccién:

Teorema 2.3 En un sistema de Peano, todo elemento distinto de 0 tiene un
anterior.

DEMOSTRACION: Sea (N, S,0) un sistema de Peano y sea
A={neN|n=0vVmeNn=Sm)}.

Es inmediato que 0 € A, asi como que, si n € A, entonces S(n) € A, luego por
el principio de induccion A = N, lo cual significa que todo n € N que no sea 0
tiene un anterior. n

Vemos que el axioma de infinitud es equivalente a la existencia de un sistema
de Peano (pues hemos probado que existe uno a partir del axioma y, reciproca-
mente, la funcion sucesor S de un sistema de Peano es una aplicaciéon inyectiva
y 1o suprayectiva).

Para que sea razonable definir los ntimeros naturales como los elementos
de cualquier sistema de Peano prefijado debemos justificar que es irrelevante el
sistema elegido. Para ello demostraremos en primer lugar un resultado funda-
mental sobre ntimeros naturales, junto con el principio de inducciéon:

Teorema 2.4 (Principio de recursiéon) Sea (N, S,0) un sistema de Peano,
sea g : A — A una aplicacion arbitraria y sea a € A. Entonces existe una
dnica aplicacion f : N — A tal que f(0) = a y para todo n € N se cumple que

f(S(n)) = g(f(n)).
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La ultima propiedad se expresa a menudo diciendo que el diagrama siguiente
es conmutativo:
A—2s 4

i

N —N
S

Decir que un diagrama de este tipo es conmutativo quiere decir que si vamos
de un punto a otro por dos caminos diferentes el resultado es el mismo, en este
caso fog=So f, que es justo lo que afirma el teorema.

En la practica, el principio de recursion afirma que para definir una aplicacion
f: N — A en una clase A (no necesariamente un conjunto) no es necesario
definir explicitamente f(0), f(1), f(2), etc., sino que basta definir f(0) como
un cierto a € A y explicar como se calcula f(S(n)) supuesto que ya hayamos
calculado f(n), es decir, dar una funcién g que determine f(S(n)) a partir de
f(n). Esto determina completamente la funcion f, que vendra dada por:

f0)=a, f(1) = f(5(0)) = g(a), [(2)=F(S(1))=g(g(a)),
fB3) =g(g(9(a)), f(4) =g(g(9(g(a)))),

Cuando definimos una funcién de este modo se dice que la estamos definiendo
por recurrencia, o que la definicién es recursiva.

Antes de ver ejemplos y aplicaciones vamos a demostrar el teoremas:

DEMOSTRACION: Diremos que h : X — A es una aprozimacion si:

1. X C N,0 € X y siempre que n € X y n # 0 existe un m € X tal que
n=S(m)

2. h(0) = a y siempre que n € X y S(n) € X, entonces h(S(n)) = g(h(n)).

Asi, las aproximaciones son funciones que cumplen lo que requiere el teorema
salvo que no tienen por qué estar definidas en todo N.

Veamos en primer lugar quesi h: X — Ay I/ : X’ — A son aproxima-
ciones y n € X N X', entonces h(n) = h'(n).

Lo probamos por induccién sobre n. Concretamente, consideramos el con-
junto
P={neN|neXnX — nh(n)="~r(n)}

y vamos a probar que P = N.

Se cumple que 0 € P, porque por definicién de aproximacion 0 € X N X' y
h(0) = a = h'(0).

Supongamos, como hipotesis de induccién, que si n € X N X' entonces
h(n) = h'(n) y vamos a probar que lo mismo vale para S(n). Para ello supone-
mos que S(n) € X N X’. Entonces, por definiciéon de aproximacion, n € X N X’
(aqui usamos el cuarto axioma de Peano, que dice que n es el tnico anterior
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de S(n)). Entonces, por hipétesis de induccién h(n) = h'(n), y por definicion
de aproximacion h(S(n)) = g(h(n)) = g(h'(n)) = K'(S(n)). Esto termina la
prueba.

Ahora probamos que para todo n € N existe una aproximacion h con n en
su dominio. Lo probamos nuevamente por induccién sobre n. Es inmediato que
la aplicacion h : {0} — A dada por h(0) = a es una aproximacion, y tiene a 0
en su dominio, luego el resultado es cierto para 0.

Supongamos, por hipotesis de induccion que h : X — A es una aproxima-
cién tal que n € X. Si S(n) € X, entonces h cumple lo requerido para S(n).
En caso contrario es facil ver que b’ : X U {S(n)} — A definida como h sobre
los elementos de X y como h'(S(n)) = g(h(n)) es una aproximacion con S(n)
en su dominio.

Ahora ya podemos definir f : N — A como sigue: para cada n € N,
sabemos que existe una aproximacion h : X — A con n en su dominio y que,
si tomamos dos cualesquiera, el valor de h(n) va a ser el mismo para ambas.
Por lo tanto podemos definir f(n) = h(n).

Esto hace que, en particular, f(0) = a, porque todas las aproximaciones
asignan a 0 la imagen a. Por otra parte, sin € Ny h: X — A es una
aproximacion tal que S(n) € X, entonces, por definicién de aproximacion, n €
X, luego por definicion de f tenemos que f(n) = h(n) y f(S(n)) = h(S(n)), y

por definiciéon de aproximacion

Por lo tanto, f cumple lo pedido, y solo falta probar que s6lo hay una f
que cumpla esta propiedad. Para ello tenemos que probar que si f: N — A
y f': N — A cumplen las condiciones del enunciado, entonces f = f’, para
lo cual a su vez basta probar que si n € N entonces f(n) = f'(n). Esto lo
probamos por inducciéon. Para n = 0 se cumple, pues f(0) = a = f'(0). Si
suponemos como hipdtesis de induccion que f(n) = f/(n), entonces

f(S(n) = g(f(n)) = g(f'(n)) = f'(S(n)).
esto termina la prueba de la unicidad de f. m

Como primera aplicacion demostramos la equivalencia entre todos los siste-
mas de Peano:

Teorema 2.5 Si (N,S,0) y (N’,5’,0") son dos sistemas de Peano, entonces
existe f : N — N’ biyectiva tal que f(0) = 0" y que hace conmutativo el
diagrama siguiente:
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Observemos que esto significa que f(1) = f(S(0)) = S’(f(0)) = S'(0') =1/,
f(2) = f(S(1)) = S'(f(1)) = S'(1') = 2' y, en general, que f transforma el
0 de un sistema en el 0’ del otro, el 1 de un sistema en el 1’ del otro, y asf
sucesivamente. En definitiva, f es como un “diccionario” que traduce “cero”
por “zero”; “uno” por “one”; “dos” por “two” y asi sucesivamente, poniendo en
evidencia que los dos sistemas de Peano no son mas que dos ristras de nombres
alternativos para los niimeros naturales, de modo que es lo mismo partir de
“dos”, calcular el siguiente “tres” y luego traducir “three” que partir de “dos”,

traducir “two” y luego calcular el siguiente “three”.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema de recursiéon a 0’ € N’ y a la funcién
S’ : N’ — N’. La conclusion es que existe una funcion f : N — N’ tal
que f(0) = 0’ y para todo n € N se cumple que f(S(n)) = S'(f(n)), que es
la condicién de conmutatividad para el diagrama. Soélo falta probar que f es
biyectiva.

Para ello invertimos los papeles y definimos f’ : N’ — N mediante el teo-
rema de recursion aplicado al segundo sistema de Peano, de modo que f'(0') = 0
y para todo n’ € N’ se cumple que f/'(S’(n')) = S(f'(n')).

Ahora demostramos por induccion que f’'(f(n)) = n para todo n € N.
Para n = 0 tenemos que f/'(f(0)) = f/(0') = 0. Si vale para n, entonces

F/(f(Sm) = f1(5(f(n) = S(f'(f(n))) = 5(n).

Esto prueba que f o f/ es la identidad en N, y el teorema 1.13 nos da que
f es inyectiva. Pero invirtiendo los papeles obtenemos también que f’ o f es la
identidad, luego f es suprayectiva, y concluimos que es biyectiva. L]

A partir de aqui fijamos un sistema de Peano cualquiera (N, .S, 0) y llamare-
mos numeros naturales a los elementos de N.

Vamos a aplicar el teorema de recursiéon tomando como a un niimero natural
m € Ny como g la aplicaciéon sucesor S : N — N. El teorema nos da que existe
una tnica f, : N — N tal que f,,(0) = my fm(S(n)) = S(fm(n)). A su vez,
esto nos permite definir una aplicacion

+:NxN—N

mediante +(m,n) = f,(n). Si convenimos en adoptar la notacién mas habitual
m + n en lugar de +(m, n), las propiedades que determinan por recurrencia la
funcion f;, se escriben asi:

m+0=m, m+ S(n) =S(m+ n).

En particular, observamos que m+1 = m+ S(0) = S(m+0) = S(m), por lo
que a partir de ahora ya no volveremos a escribir S(n) para referirnos al siguiente
de un ntimero natural, sino que usaremos la notacion m + 1. Puesto que ésta
serd la notacion que emplearemos en lo sucesivo, conviene reescribir en estos
términos los resultados que hemos enunciado hasta ahora con la notacion S:
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Principio de induccion Si probamos que 0 cumple una propiedad ¢(0) y
bajo la hipdtesis de que n € N cumple la propiedad ¢(n) (hipdtesis de induccion)
podemos demostrar que también se cumple ¢(n+ 1), entonces podemos asegurar
que todo nimero natural cumple ¢p(n).

Principio de recursién Si g : A — A es una aplicacion arbitraria (so-
bre una clase A, no necesariamente un conjunto) y a € A, existe una unica
aplicacion f : N — A tal que f(0) = a y para todo n € N se cumple que

fln+1) =g(f(n))

Suma de ntmeros naturales Llamamos suma de ntimeros naturales a la
tnica aplicacion + : N x N — N que, para cualquier par de nameros m, n € N,
cumple las propiedades siguientes:

m+0=m, m+ (n+1)=(m+n)+1.

Esta definicién se corresponde con la suma que el lector conoce sin duda
desde sus primeros anos. Por ejemplo:

243=2402+1)=02+2)+1=2+1+1)+1=(2+1)+1)+1

—(B41)+1=4+1=5.

Producto de niimeros naturales Llamamos producto de nimeros naturales
a la dnica aplicacién - : N x N — N que, para todo m, n € N, cumple las
propiedades siguientes:

m-0=0, mn+1)=m-n+m.

Observemos que la definicion de producto se basa en el teorema de recursiéon
tomando @ = 0 y como ¢g : N — N la aplicacion dada por g(n) = n + m.
Esto nos define una funcién g,,, pero en lugar de g,,(n) escribimos m - n, o
simplemente mn. Como en el caso de la suma, este producto es el producto
“de toda la vida”. No obstante, antes de hacer cuentas con él es conveniente
demostrar las propiedades bésicas de estas operaciones:

1. (m4+n)+r=m+ (n+r).

Por induccion? sobre r. Para r = 0 se reduce a m +n = m + n. Si vale
para r, entonces

(m+n)+(r+1) = ((m+n)+7)+1=(m+(n+r)+1

=m+((n+r)+1)=m+(n+(r+1),

donde hemos aplicado la definiciéon de suma, la hipotesis de induccién, y
dos veces mas la definiciéon de suma.

2¢Por induccién sobre 1 significa que vamos a aplicar el principio de induccién a la pro-
piedad ¢(r) = (m +n) +r = m+ (n + r), considerando m y n fijos.
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Esta propiedad nos permite escribir expresiones m + n + r sin necesidad
de intercalar paréntesis. Asi, por ejemplo,

3+3=3+2+1=3+1+14+1=4+1+1=5+1=6.

.m+n=n-+m.

Para probar esto demostramos antes algunos casos particulares. En primer
lugar demostramos que 0 + n = n por induccion sobre n (notemos que
n + 0 = n se cumple por la definicion de suma). Paran =0es 0+ 0 =0,
Si vale para n, entonces

0+(n+1)=0+n)+1=n+1.

En segundo lugar demostramos que 1 +n = n + 1, también por induccién
sobre n. Paran = 0es 14+0 =1 = 0+ 1, la primera igualdad por
la definicién de suma y la segunda porque ya hemos visto que sumar 1
equivale a pasar al siguiente. Si vale para n, entonces

l+(n+1)=0+n)+1=n+1)+1

Ahora probamos el caso general por induccién sobre n. Para n = 0 es
m+ 0 =m = 0+ m. Si vale para n, entonces
m+n+l)=m+n)+1l=mn+m)+1=n+(m+1)
=n+(1+m)=(Mn+1)+m,

donde hemos usado las propiedades precedentes.

. (m+n)r=mr+nr.

Por induccioén sobre r. Parar =0es (m+n)0=0=04+0=m-0+n-0.
Si vale para r entonces

(m+n)(r+1)=m+n)r+m+n=mr+nr+m-+n
=mr+m+nr+r=m(r+1)+n(r+1).

. m(n+r)=mn-+mr.

Por induccién sobre r. Para r = 0 es mn = mn. Si vale para n, entonces
mn+(r+1))=m(n+r)+1)=mn+r)+m

=mn+mr+m=mn+m(r+1).

. (mn)r = m(nr).

Por induccion sobre r. Para r = 0 es (mn)0 = 0 = m(0) = m(n0). Si vale
para r, entonces

(mn)(r + 1) = (mn)r + mn = m(nr) + mn = m(nr +n) = m(n(r + 1)),
donde hemos usado la propiedad anterior.

Como en el caso de la suma, esta propiedad hace innecesarios los paréntesis
entre los términos de una multiplicacion.
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6.

10.

n-1=n.

n-1=n0+1)=n-0+n=0+n=n.

mn = nm.

Demostramos antes algunos casos particulares. En primer lugar vemos
que 0-n=0. Paran=0es 0-0=0. Si vale para n, entonces

0-(n+1)=0-n+0=0+0=0.

En segundo lugar 1-n = n. Paran =0es 1-0 = 0. Si vale para n,
entonces 1(n+1)=1-n+1-1=n+1. Ahora probamos el caso general,
por induccién sobre n. Paran = 0 es m0 = 0 = Om. Si vale para n,
entonces

mn+1)=mn+m=nm+m=nm+1-m=n+1)m,
donde hemos usado la propiedad 3.

Sim +r =n+r, entonces m = n.

Por induccién sobre r. Para r = 0 tenemos m+0 = n+0, luego ciertamente
m = n. Si vale para r y tenemos m + (r + 1) = n+ (r + 1), esto es lo
mismo que (m—+7r)+1= (n+7r)+1, o también S(m+r) = S(n+r), luego
por el cuarto axioma de Peano m + r = n + r, luego m = n por hipotesis
de induccién.

Sim +n =0, entonces m =n = 0.

En efecto, si fuera n # 0, entonces n = r + 1 para cierto r (teorema 2.3),
y entonces m+n = (m+r)+1 # 0, pues el 0 no es el siguiente de ningin
nimero natural.

Si mn = 0, entonces m = 0 o bien n = 0.

En caso contrario, m = m/ + 1, n = n’ + 1, luego, al igual que antes,

mn=(m +1)(n+1)=(m +1)n’+m' +1#0.

Ahora ya es facil operar con nimeros naturales. Por ejemplo,

3-2=3(1+1)=3+3=6.

Una nueva aplicacion del teorema de recursion nos permite definir la expo-
nenciaciéon de niimeros naturales:

Exponenciacion de nameros naturales La exponenciacion de dos ntimeros
naturales es la tnica aplicaciéon N x N — N determinada por las propiedades
siguientes:

m® =1, m"t =m".m.

Dejamos como ejercicio demostrar sus propiedades basicas:
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Si n # 0, entonces 0" = 0 (pero 0° = 1, por definicion).

LIt =1.

mntT =m" . m".
(mn)T — mnr.

r

(mn)" =m"

.nr

Ordenacion de los nameros naturales Diremos que un numero natural
m es menor o igual que otro n, y lo representaremos por m < n, si existe un
r € N tal que m +r = n. Observemos que en tal caso dicho r es dnico por
la propiedad 8 precedente, por lo que podemos llamarlo resta de n 'y m, y lo
representaremos por n — m.

Notemos que m < m, porque m + 0 = m. Escribiremos m < n para indicar
que m <nym#n.

Por ejemplo, como 2 + 3 = 5, se cumple que 2 < 5y que 5 — 2 = 3.

Veamos ahora las propiedades correspondientes:

1.

Para todo natural n se cumple que 0 < n.

En efecto, 0 +n =n.

. Si m y n son nimeros naturales, entonces m < n o bien n < m.

Por induccion sobre n, si n = 0 se cumple n = 0 < m. Si vale para n,
tenemos que m < n o bien n < m. Si se da el primer caso, existe un r tal
que m+r =mn, luego m+r—+1=n+1, luego m < n-+ 1, como habia que
probar.

Supongamos ahora que n < m y sea r tal que n+r = m. Sir = 0 entonces
n=m, luegon+1=m+41, luego m < n + 1, como habia que probar.
Sir # 0, existe un 7’ tal que r = 7’ + 1, luego n + ' + 1 = m, luego
n+1<m.

Sim <nyn<m,entonces m = n.

Tenemos que m+r=nyn+71 =m, luegom+r+1r =m=m+0,
luego r + 7' = 0, luego r = v’ = 0, luego m = n.

Sim<nyn<r, entonces m < r.

Tenemos que m4+u=nyn+v=r, luego m+u-+v=r,luegom <r.

Se cumple m < mnsiysélosim+r <n-+r.

En efecto, m < n equivale a que exista un u tal que m 4+ u = n, lo cual
equivale a que m +r +u =n+r, lo cual equivale a que m +r < n +r.
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6. Sir # 0y mr = nr, entonces m = n.

En efecto, no perdemos generalidad si suponemos m < n, de modo que
n = m + u, luego nr = mr + ur, luego mr + 0 = mr 4 ur, luego ur = 0,
luego u = 0, luego m = n.

7. Sir #£0, entonces m < n siy solo si mr < nr.

Sim < n, existe un v tal que m + v = n, luego mr + ur = nr, luego
mr < nr. Reciprocamente, si mr < nr, entonces o bien m < n, como
queremos probar, o bien n < m, en cuyo caso nr < mr por la parte ya
probada, luego nr = mr por 3, luego n = m por 6, luego m < n.

Notemos que, trivialmente, n < S(n), luego la ordenaciéon que acabamos
) ) )
de introducir se corresponde con la que resulta al ir generando los ntimeros
naturales a partir del 0 mediante la operacion “siguiente”; es decir:

0<l<2<3<d<---

La relaciéon de orden en N permite dar un significado preciso a algunas ex-
presiones con “puntos suspensivos”. Por ejemplo, para cada n € N podemos
definir

I, ={1,...,n}, I'={0,...,n—1}

y esto hay que entenderlo como que I,, = {m € N| 1 <m < n} (con lo que en
particular Iy = @) e igualmente I} = {m € N | m < n}, que son definiciones
validas por especificacion.

En este punto el lector deberia estudiar —si no lo ha hecho ya— el apartado
sobre “Relaciones de orden” de la seccion 1.6. En los términos introducidos alli,
la ordenaciéon de N que acabamos de introducir puede expresarse en términos
de una relacién de orden total

< ={(m,n) e N|m < n}.

En particular tenemos definido el concepto de “minimo” de un subconjunto
de un conjunto ordenado. Por ejemplo, es facil ver que, para todo nimero
natural n, se cumple que

n+1=min{m € N|m > n},

es decir, que el siguiente de n es el minimo nimero natural mayor que n.

En efecto, es claro que n < n+ 1, y sbélo hay que ver que si n < m, entonces
n+1 < m. Tenemos que existe un k € N tal que n + k = m, pero no puede ser
k = 0, pues entonces seria n = m, luego k = k¥’ + 1, luego n+ 1 + k' = m, luego
n+1<m.

La ordenacion de los niimeros naturales cumple una propiedad fundamental:

Teorema 2.6 (Principio de buena ordenacion) Todo subconjunto no wva-
cio de N tiene un minimo elemento.
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DEMOSTRACION: Sea X C N un conjunto no vacio, de modo que existe un
cierto m € X. Consideremos el conjunto de sus cotas inferiores

A={ceN|Ane Xc<n}

Claramente 0 € A, y m + 1 ¢ A, pues no es cierto que m +1 < m. Si fuera
cierto que cuando ¢ € A se cumple también ¢+ 1 € A, el principio de inducciéon
nos daria que A = N, y hemos visto que eso es falso. Por lo tanto, tiene que
existir un ¢ € N que cumpla ¢ € A, pero ¢+ 1 ¢ A. En otras palabras, ¢ es una
cota inferior de X, pero ¢+ 1 no lo es. Lo segundo significa que existe unn € X
tal que n < ¢+ 1, y lo primero implica que ¢ < n < ¢+ 1y, por la observaciéon
previa al teorema, esto implica que ¢ = n, luego ¢ € X es el minimo de X. =

Los conjuntos totalmente ordenados con esta propiedad de que todo subcon-
junto no vacio tenga un minimo elemento las estudiamos en el apartado “Clases
bien ordenadas” de la seccién 1.6, pero el lector puede posponer su estudio hasta
el capitulo III, pues de momento no vamos a usar ningin hecho probado alli.

El principio de buena ordenacién hace que si tenemos que existe un niimero
natural que cumple una propiedad ¢(n), podamos considerar “el minimo nimero
natural n que cumple ¢(n)”, es decir, el minimo elemento del conjunto no vacio
{n € N| ¢(n)}, con lo que tenemos un namero que, ademéas de cumplir ¢(n),
cumple que ningtin natural m < n cumple ¢(m). Veamos un ejemplo de este
tipo de argumentacion:

Teorema 2.7 (Division euclidea) Dados dos nimeros naturales D y d, con
d # 0, existen unos unicos ¢ y r tales que D =dc+r yr < d.

DEMOSTRACION: Como d # 0, tenemos que 1 < d, luego D < dD. Asi pues,
D es un namero natural x que cumple D < dx, luego podemos tomar el minimo
namero natural x que cumple D < dz.

Si D = dx, entonces basta tomar ¢ =z y r = 0. Si, por el contrario, D < dx
entonces necesariamente x # 0, luego podemos considerar ¢ = v — 1 < z. Por
la minimalidad de z tiene que ser dc < D < d(c+ 1) =dc+d. Sear = D — de,
de modo que dc+r < dc+d, luego r < d.

Con esto tenemos probado que existen ¢ y r» que cumplen lo pedido. Ahora
tenemos que ver que son unicos. Si ¢, ¢, r1, o cumplieran lo requerido y
¢1 # ¢o, podemos suponer que ¢; < ¢. Entonces

D =dci +1m <d01+d:d(01+1) <dcy <dcyg+r9 =D,
contradiccion. Por lo tanto, ¢; = co, y entonces D = dcy + r1 = dey + ro, luego
rKE =To. L]

En las condiciones del teorema anterior, se dice que ¢ y r son, respectiva-
mente, el cociente y el resto de la division euclidea del dividendo D entre el
divisor d.

El proceso de tomar el menor nimero natural que cumple una propiedad
puede usarse en una forma fuerte de razonamiento por reducciéon al absurdo
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conocida como “demostracion por contraejemplo minimo”. Esto significa que si
queremos probar que todo ntimero natural cumple una propiedad ¢(n), podemos
suponer, por reduccion al absurdo que existe un ntimero natural que no cumple
¢(n), y entonces tomar el minimo numero natural n que no cumple ¢(n). Asi,
para llegar a un absurdo no sélo contamos con que n no cumple ¢(n), sino
también con que todos los niimeros m < n cumplen ¢(m).

2.2 Conjuntos finitos

Ya estamos en condiciones de definir lo que es un conjunto finito y de
asignar un cardinal o “ntumero de elementos” a cada conjunto finito. Para
ello necesitamos algunos resultados previos. Recordemos que hemos definido
I, ={1,...,n}, donde hay que entender que Iy = @.

La existencia de una aplicacion inyectiva f : A — B se traduce en que
los objetos de A pueden emparejarse uno a uno con los de B, aunque pueden
sobrar objetos en B (que no sobren equivale a que f sea suprayectiva y, por
consiguiente, biyectiva). Por lo tanto, el teorema siguiente es intuitivamente
obvio, aunque una prueba formal requiere distinguir algunos casos:

Teorema 2.8 Para todo par de nimeros naturales m yn, existe una aplicacion
inyectiva f : I, — I, si y sélo sim < n.

DEMOSTRACION: Si m < n, es claro que I, C I, por lo que la inclusion
i: I, — I, es una aplicacién inyectiva.

Falta probar que si m > n no puede existir f : I,,, — I, inyectiva. De
no ser asi, podemos tomar el menor nimero natural m para el que existe una
aplicacion f : I, — I, inyectiva para cierto n < m.

El conjunto I,, tiene que contener las imagenes por f de los elementos de
I, luego I,, # &, luego n # 0. A su vez esto implica que m # 0. Digamos que
m=m'+1yquen=n'+1.

Si n no tiene antiimagen por f, entonces f|; , : I,y — I/ inyectiva, y
n’ < m’, con lo que m’ < m cumple la misma propiedad que m, cuando se
suponia que m era el minimo que la cumplia, contradicciéon.

Supongamos pues que existe un a € I, tal que f(a) = n. Si a = m, sigue
siendo cierto que f|r , : I,y — I es inyectiva, pues al quitar m del dominio
de la aplicacién, ya no necesitamos a n en la imagen, y tenemos la misma
contradiccion.

Supongamos, por ultimo, que a < m. En-
tonces f(m) = b € I, con b # n, pues si
fuera b = n seria f(m) = f(a), luego m = a.
Por lo tanto b € I,,;. Esto nos permite definir
g : I,y — I, como la aplicaciéon que coin-
cide con f salvo que f(a) = b, que sigue siendo
inyectiva y nos lleva a la misma contradiccion.
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En particular, si I,,, = I,,, tenemos aplicaciones biyectivas (luego inyectivas)
de uno en otro y viceversa, luego el teorema anterior nos da que m = n. Esto
justifica la definicién siguiente:

Definicion 2.9 Un conjunto X es finito si existe un n € N tal que X = il En
tal caso n es tnico y recibe el nombre de cardinal de X. Lo representaremos
por | X]|. Las clases que no son conjuntos finitos se llaman infinitas.

Asi pues, si X es un conjunto finito, la relacion X = I,, es equivalente a
|X| = n, donde aqui tenemos una auténtica igualdad. En particular tenemos
que |I,| = n y, mas en particular, @] = 0. De hecho, & es el inico conjunto de
cardinal 0.

El célculo del cardinal de un conjunto es lo que normalmente se llama “con-
tar”. Por ejemplo, un conjunto A = {a,b,c}, donde a, b y ¢ son distintos dos a
dos, cumple |A| = 3, porque podemos definir f : I3 — A biyectiva mediante

El resultado fundamental sobre cardinales es el siguiente:

Teorema 2.10 Dos conjuntos finitos son equipotentes si y sdlo si tienen el
mismo cardinal. Todo conjunto equipotente a un conjunto finito es finito.

DEMOSTRACION: Si X es un conjunto finito y X = ?, entonces existe un
ntal que I, = X =Y, Eleg(lfn i?, luego YV es finito y [Y] = |X| = n. Si
|X| = |Y|=mn, entonces X =1, =Y, luego X =Y. n

Otro hecho basico es el siguiente:

Teorema 2.11 Si X es un conjunto finito e Y C X, entonces Y es finito,
Y| < |X| y se da la igualdad |Y| = |X| si y solo siY = X.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto finito y supongamos que existe un
x € X. Sean = |X|ysea f:I, — X biyectiva. Notemos que n # 0, pues
estamos suponiendo que X # &. Por lo tanto n = n’ + 1.

Podemos suponer que f(n) = z, pues si la antiimagen de = es un m < n,
podemos considerar la aplicacién g : I,, — X que coincide con f salvo que
g(n) = f(m) y g(m) = f(n). Es facil ver que g sigue siendo biyectiva, pero asf
se restringe a una biyeccion I, — X \ {z}. Por lo tanto, X \ {z} es finito y
X0\ far}| = | X 1.

Pasemos ya a probar el enunciado, por induccion sobre |X|. Si |X| = 0
entonces X = &, luego necesariamente Y = @ y | X| = |Y| = 0.

Si vale para conjuntos de cardinal n y |X| = n + 1, distinguimos dos casos:
si Y = X entonces trivialmente Y es finito y tiene el mismo cardinal que X. En
caso contrario existe un x € X \ 'Y, con lo que Y C X \ {z}, que segin hemos
probado es un conjunto finito de cardinal n. Por la hipotesis de inducciéon Y es
finitoy |V < | X \{z}|=n<n+1=|X]|. n

Por ejemplo, ahora podemos probar:
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Teorema 2.12 N es infinito.

DEMOSTRACION: Si N fuera finito, tendria un cardinal n € N, pero eso
es imposible, porque I,,11 C Ny, segin el teorema anterior, se cumpliria que
n+1=|l,11] <|N| = n, contradiccion. "

Para probar que un conjunto X tiene cardinal menor o igual que otro con-
junto Y no hace falta que X C Y, sino que basta con que exista una aplicacion
inyectiva de X en Y. Més en general:

Teorema 2.13 Sea X # @ un conjunto arbitrario e Y un conjunto finito. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. X es finito y | X| < |Y].
2. Eziste una aplicacion f: X — Y inyectiva.

3. Eziste una aplicacion g : Y — X suprayectiva.

DEMOSTRACION: 1 = 2. Sea |X| = n, |Y| = m. Basta componer una
biyeccion X — I, con la inclusiéon I,, — I,,, con una biyeccion I,,, — Y. El
resultado es una aplicaciéon f : X — Y inyectiva.

2 = 1. Tenemos que f[X] C Y, luego f[X] es finito y |f[X]| < [Y]. Ademés
f: X — f[X] biyectiva, luego X es finito y | X| = |f[X]| < |Y].

2 = 3. Fijemos z¢p € X y definimos g : ¥ — X mediante

ft siy € flX],
g(y):{xo i si?gjeY[\]f[X].

Es inmediato comprobar que g es suprayectiva, pues cada z € X tiene a f(x)
por antiimagen.

3 = 2. Sea |Y| = n y fijemos una aplicacion h : I, — Y biyectiva.
Entonces ¢ = hog: I, — X es suprayectiva. Sea f': X — I, la aplicacion
dada por f/(x) = ming’~![z]. Es facil ver que es inyectiva, al igual que lo es
f=floh: X —Y. L]

Otro resultado notable sobre aplicaciones entre conjuntos finitos es el si-
guiente:

Teorema 2.14 Sea f: X — Y una aplicacion entre dos conjuntos finitos del
mismo cardinal. Entonces f es inyectiva si y sélo si f es suprayectiva si y sdlo
si f es biyectiva.

3El hecho de que la negacién de 1 implique la negacién de 2 se conoce como “principio del
palomar”, pues se ilustra con este ejemplo: si en un palomar hay més palomos que nidos, tiene
que haber al menos un nido con mas de un palomo (porque la aplicacién que a cada palomo
le asigna su nido no puede ser inyectiva).
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DEMOSTRACION: Si f es inyectiva, entonces f : X — f[X] biyectiva, luego
I71X]] = |X| = Y], luego f[X] =Y por 2.11, luego f es suprayectiva.

Si f es suprayectiva pero no inyectiva, existen x, ' € X distintos tales que
f(zx) = f(2'), pero entonces f|x\(s} : X \ {#} — Y sigue siendo suprayectiva,
luego |Y| < |X \ {z}| < |X| = |Y], contradiccion. .

Hemos definido la suma de niimeros naturales mediante una relaciéon recu-
rrente que la caracteriza. Ahora podemos demostrar que la suma se corresponde
con la idea que todos tenemos de ella: m +n es el nimero de cosas que tenemos
cuando juntamos m cosas a otras n cosas.

Teorema 2.15 Si X e Y son conjuntos finitos disjuntos, entonces X UY es
finito, y | X UY|=|X|+|Y].

DEMOSTRACION: Sean f : I, — X, g : I, — Y biyectivas. Entonces
podemos definir A : I, 1, — X UY mediante

h(u) = f(uw) sil<wu<m,
T lglu—m) sim+1<u<m+n.

Notemos que sim+1 < u < m+n, entonces 1 < u—m < n, luegou—m € I,,. Es
facil ver que h es biyectiva, luego X UY es finito y [ XUY|=m+n = |X|+|Y].
[ |

Ahora probamos un resultado mas general:
Teorema 2.16 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces
[XUY|=|X|+|Y|-|XNY].

DEMOSTRACION: Basta tener en cuenta que X UY = X U (Y \ (X NY)),
donde X e Y\ (X NY) son disjuntos. Por el teorema anterior

[XUY|=|X|+|]Y\(XNY).

Por otra parte Y = (X NY)U (Y \ (X NY)) y los dos conjuntos son disjuntos,
luego nuevamente por el teorema anterior

Y|=|XNnY|+|]Y\(XNY).

Por lo tanto |V \ (X NY)| = |Y| — | X NY|, luego sustituyendo en la primera
ecuacion obtenemos la féormula del enunciado. "

Ahora interpretamos el producto:

Teorema 2.17 Si X e Y son conjuntos finitos, entonces X X Y es finito y
[ X x Y[ =[X|[Y].
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DEMOSTRACION: Lo probamos por induccion sobre |Y|. Si |Y| = 0 entonces
Y =9,y es claro que X X Y = &, luego es finito y | X x Y| =0 = |X]||Y].

Si vale cuando |Y'| = n y suponemos que |Y| = n + 1, tomamos y € Y, de
modo que |Y \ {y}| = n, y por hipotesis de induccion X x (Y \ {y}) es finito y
|X x (Y \{y})| =|X]|-n. Ahora basta observar que

X xY = (X x Y \{y}h) U(X x{y}),

que la union es disjunta y que X x {y} = X (a través de la biyeccion (z,y) — ),
luego X x {y} es finito y |X x {y}| = |X|. Por el teorema 2.15 concluimos que
X XY es finito y que
X x Y| =|X|-n+|X[=[X][(n+1) = |X][[Y]. .
Vamos a contar algunos conjuntos més. Observemos que si f : A — B
entonces f C A x B, luego f € P(A x B). Por lo tanto, si definimos, por
especificacion,
BA={fecPAxB)|f:A— B},

entonces B4 es el conjunto de todas las aplicaciones de A en B. El que se
represente con esa notaciéon se debe al teorema siguiente:

Teorema 2.18 Si A y B son conjuntos finitos, entonces B es un conjunto
finito y |B4| = |B|I4l.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre |A|. Si |A| = 0, entonces A = @, y
“técnicamente” existe una aplicacion de A en B, porque @ : @ — B es cierto,
si nos ajustamos a la definicién de aplicacion. Por lo tanto B4 = {@} y es un
conjunto finito de cardinal |[B4| =1 = |B|° = | B|I4l.

Supongamos que el resultado es cierto cuando |A| = n y supongamos que
[Al =n+1 Seaa € Aysea A = A\ {a}, que es un conjunto finito de
cardinal n. Por hipétesis de induccion B4 es finito y |BA'| = | B|™.

Definimos f : BA — B4 x B mediante f(g) = (glas,g(a)). Es facil ver

que f es biyectiva. Por lo tanto BA = BA” x B, y el teorema anterior nos da
que B es finito y |B4| = |[BA'||B| = |B|*|B| = |B|**! = |B|I4I. -

Teorema 2.19 Si X es un conjunto finito, PX es finito y |PX| = 21X

DEMOSTRACION: Basta observar que f : {0,1}X — PX definida por
f(g) = g *[1] es biyectiva, y luego aplicar el teorema anterior. =

He aqui otra propiedad importante de los conjuntos finitos:

Teorema 2.20 Si X es un conjunto finito parcialmente ordenado no wvacio,
entonces tiene al menos un elemento maximal y un elemento minimal. Por
consiguiente, todo conjunto finito totalmente ordenado tiene mdximo y minimo
elemento, luego todo conjunto finito totalmente ordenado estd bien ordenado.
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DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre | X|. Suponemos que el resultado es
cierto cuando |X| < m y suponemos que |X| = n. Tomamos u € X. Si es
minimal, no hay nada que probar. En caso contrario, consideramos el conjunto
Y = {v e X | v < u}, que es finito, no vacio y Y| < |X]|, luego tiene un
elemento minimal v, que claramente es minimal de X. Igualmente se prueba la
existencia de maximales.

La parte para conjuntos totalmente ordenados es inmediata (pues en un
conjunto totalmente ordenado todo minimal es un minimo y todo maximal es
un maximo) y, por consiguiente, si X es un conjunto finito totalmente ordenado
estd bien ordenado, ya que todo subconjunto de X no vacio es también un
conjunto finito totalmente ordenado, luego tiene minimo. L]

Notemos que hemos probado algo ligeramente méas fuerte: todo elemento u
de un conjunto finito parcialmente ordenado esta por encima de un minimal y
por debajo de un maximal.

En la seccién siguiente usaremos este teorema:

Teorema 2.21 Si (J,<) es un conjunto finito totalmente ordenado y |J| = k,
existe una unica semejanza f: (15, <) — (J, <).

DEMOSTRACION: Por induccién sobre k. Sik=0esque J =2 =1,y la
conclusion es trivial. Si vale para k y |J| = k + 1, sea m el maximo de J, que
existe por el teorema anterior. Aplicamos la hipdtesis de induccion a J \ {m},
con lo que existe una Gnica semejanza f : I} — J \ {m}, la cual se extiende
claramente a una semejanza f’: I}, | — J sin mas que definir f*(k) = m.

Si tenemos dos semejanzas f,g: I}, — J, necesariamente se cumple que
f(k) =m = g(k), pues k es el maximo de I}, luego f|rs,glr; : I}, — J\{m}
son también semejanzas y, por hipotesis de induccion, son iguales, luego también
se cumple que f =g. n

Esto significa que J puede numerarse en la forma z¢p < 21 < -++ < xp_1,
es decir, de modo que la relacién de orden en los indices se corresponda con la
relacion de orden dada en J.

2.3 Sumas finitas
Consideremos una clase A (no necesariamente un conjunto) en la que hay
definida una ley de composicién interna* 4+ : A x A — A con neutro 0.

Para cada sucesion® {a;};<, en A, con n € N, consideramos la tinica aplica-
cion I U {n} — A que cumple

> a; =0, ooag =Y a; + ay.

1<0 i<k+1 i<k

En particular, asi queda definida la suma Y a; € A.
i<n

4Veéase la definicién 1.32 de la seccion 1.7. En esta seccién no necesitaremos nada mas.
5Esto significa simplemente que a : I}; — A, donde I = {0,...,n — 1}.
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Maés en general, si (J, <) es un conjunto finito totalmente ordenado y tenemos
una sucesion {a;};cs en A, por el teorema 2.21 existe una tnica semejanza
s : It — J (por simplicidad omitimos la referencia a las relaciones de orden)
y podemos considerar la sucesion {a(;};<x. Definimos

doai= Y, As()-

ieJ <k

Es facil ver que si J = @, entonces > a; =0, y si J = J' U {m}, donde, m

es el maximo de J, entonces =
20 = ) i+ .
icJ i’

A partir de aqui suponemos que la operacién + es asociativa, es decir, que
cumple (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢) para todos los elementos a, b, c € A.

Observemos que si partimos J = J; U Jo de modo que todo elemento de Jy
es menor que todo elemento de J,, entonces
SNai= Y ai+ Y a;.
i€J i€Jy i€J2
En efecto, razonamos por induccién sobre el cardinal de J>. Si es 0 es que
Jo =@ e J = Jp, con lo que la igualdad es trivial. Supuesto cierto cuando J
tiene cardinal k, supongamos que su cardinal es k + 1. Entonces Js tiene un
méximo elemento m, que sera también el maximo de J. Sea Jj = Jo \ {m}.
Entonces (y aqui usamos la asociatividad de +):

Yai= >, aitam= Y a+ Y. aitan= Y a+ Yy a.

i€J 1€J1UJ) i€J1 i€J} i€J1 i€J2
A su vez podemos probar la generalizacion siguiente:

Teorema 2.22 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A una clase en

la que hay definida una operacion + asociativa y con elemento neutro. Sea J

un conjunto finito totalmente ordenado descompuesto como J = |J J;, de modo
i<k

que si 1 < j < k, todo elemento de J; es menor que todo elemento de J;, y sea

{a;}ics una sucesion en A. Entonces,

2ai =2 3 4y

jeJs i<k jEJ;

DEMOSTRACION: Razonamos por inducciéon sobre m < k que

2 4= 24

jGYU.]i i<mjed;
<m

Para m = 0 ambos términos valen 0. Si vale para m, entonces, como

U Ji = U J; UJ,, esta en las hipotesis del caso considerado antes del enun-
i<m+1  i<m
ciado, tenemos que

Yo oai= Y aj+ Yl oaj= Y Y ai+ Y oai= Y Y a;.
e u J; j€1<Un{1 JE€EIm i<m jeJ; JE€EIm i<m+1ljed;

Ji<7n+1 |
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En la practica, si J = {i | m < i < n}, usaremos las notaciones alternativas

U+ F+apn= > a; = > a;.

i=m ieJ

En estos términos, por ejemplo, hemos probado que si m < k < n, se cumple
U+ ap = (@m + -+ ag) + (ap41 + -+ an).

Las sumas finitas que acabamos de definir verifican una serie de propiedades
que generalizan de forma obvia las propiedades de las sumas de dos sumandos
y que se demuestran mediante inducciones rutinarias. No vamos a entrar en
ello, sino que usaremos estas propiedades segtin vayan siendo necesarias sin mas
advertencia.

Hasta aqui hemos considerado sumatorios sobre conjuntos ordenados de in-
dices porque la suma puede depender del orden de los sumandos, pero esto no
es asi si suponemos ademas que la suma es conmutativa, es decir, que cumple la
relaciéon a+b = b+a para todo a, b € A. En tal caso la ordenacion del conjunto
de indices es irrelevante, como se deduce del teorema siguiente:

Teorema 2.23 Sea A una clase y + una operacion en A asociativa, conmu-
tativa y con elemento neutro 0. Sea o : I} — I biyectiva y sea {a;}icn una
sucesion finita en A. Entonces

Z i = Z o (i)
<n i<n
DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre n. Si n = 0, por defini-
ci6n ambos términos son 0. Si vale para n, consideramos una sucesion {a; };<n+1
en Ay una biyeccion o : I, — I, ;. Si o(n) = n, entonces, aplicando la
hipétesis de induccion a o : I — I, vemos que

Yo=Y a4+ an = ) Ay F o) = D Ao(i)-

<n+1 i<n <n i<n+1

Supongamos ahora que o(n) = k < n. Entonces, por la asociatividad generali-
zada tenemos que

k—1 n
Yo oai= Y aitag+ Y, ai=) a;+ay,
i<n+1 1=0 i=k+1 el

donde I = (n+ 1)\ {k}. Sea s: I — I la semejanza, que no es sino
s(i) = i sii <k,
i+l stk <i,
y sea 7 : I' — I* la biyeccion dada por

o(1) si o(i) < k,

(i) = {J(i) —1 sio(i)> k.
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Entonces, aplicando a 7 la hipotesis de induccion,

Yo i =Y aiFar = Y Ay + o) =

i<n+1 i€l i<n

Do As(r(i)) T o(n) = 22 Ao(i) t Ao(n) = Do Qo(i)-
<n <n i<n+1 ]
De este modo, si J es un conjunto finito cualquiera, {a;};cs es una sucesion
en Ay en A tenemos definida una operacion en las condiciones del teorema
anterior, podemos definir
2L ai = as),

ieJ j<n
donde s : I — J es cualquier biyecciéon. El resultado no depende de la

biyeccién elegida porque si ¢ : I — J es otra biyeccién, podemos aplicar el
teorema anterior a 0 =tos 1 : I} — I* lo que nos da la igualdad

D As(g) = Do Gy(j)-
<n

j<n
Notemos que una suma de la forma Y a; para cierta ordenacion del conjunto
icJ
J coincide con la que acabamos de definir, pues siempre podemos tomar como
biyecciéon s : I — J la semejanza que define la suma ordenada.

Ahora podemos expresar la propiedad asociativa generalizada bajo hipotesis
mas generales que en 2.22:

Teorema 2.24 (Propiedad asociativa generalizada) Sea A una clase en
la que hay definida una operacion + asociativa, conmutativa y con elemento
neutro. Sea {J;}i<k una familia de conjuntos finitos disjuntos dos a dos, sea
J= U J; y sea {a;}icy una sucesion en A. Entonces,

i<k
doa; =2 > aj
jed i<kje€d;
DEMOSTRACION: Basta observar que podemos ordenar J de modo que la
familia {J; };<x cumpla las condiciones del teorema 2.22. n

Veamos una aplicaciéon de estas sumas finitas:

Teorema 2.25 Si k > 1 es un niumero natural, para cada m € N no nulo existe
una dnica sucesion {c;}i<n de numeros menores que k tal que ¢,, #0 y

n .
m= > ¢k
i=0
DEMOSTRACION: Como k > 1, es facil ver por induccién sobre m que se
cumple m < k™ < k™*! luego hay un minimo n* < m + 1 tal que m < k™ .
No puede ser n* = 0, pues entonces seria m = 0, luego n* =n + 1 y se cumple
k™ < m < k™1, Observemos que la unicidad de n* implica la de n, es decir,
hemos probado que para todo natural m > 0 existe un tnico natural n tal que
k™ <m < k"t Llamaremos o(m) a este tinico n.
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Si dividimos m = k"c + m’, con m’ < k™, tiene que ser ¢ < k, ya que si
fuera ¢ > k, tendriamos m > k"k = k™t!. Ademés ¢ > 0, o de lo contrario
m = m' < k™. Asi pues, todo ntimero natural m > 0 puede expresarse en la
forma

m=ck™ +m/, 0<c<k, m <k"™ <m.

Observemos que esta expresion es unica, pues necesariamente n = o(m) (ya
que m < (k— 1)k + k™ = kk™ = k"*1) y entonces ¢ y m’ estdn univocamente
determinados como cociente y resto de la divisién euclidea. Vamos a probar
que todo natural m no nulo admite una descomposicién como la que indica el
enunciado con n = o(m).

Razonamos por induccién sobre m. Supuesto cierto para todo m’' < m,
consideramos la expresion m = ck™ +m’. Si m’ = 0 entonces m = ck™ ya tiene
la forma deseada. En caso contrario, por hipotesis de induccién

’
n

m' = ¢k,
i=0
donde n' = o(m’) < n (porque m’ < k™) y, definiendo ¢; =0 paran’ <i<ny
¢, = ¢, tenemos que

’
n n

. n71 . .
m=>Y cGk'+ Y. k"4 k™= ¢k
i=0 i=n/ 41 i=0

Para probar la unicidad observamos que
n .
k<3 ikt < kL
i=0

En efecto, la primera desigualdad se sigue de que ¢, # 0 separando el ultimo
sumando, y la segunda se prueba por induccién sobre n. Si vale para n, entonces

n+1 . n .
Z Cikl _ Z Cikz +Cn+1kn+1 < knJrl + (k _ 1)kn+1 — kn+2.
i=0 i=0
Por lo tanto, razonando por induccién sobre m, si tenemos dos descomposi-
ciones

’
n n

. .y
m= 3 ki = 3 i
i=0 i=0
en las condiciones del enunciado, necesariamente n = n’ = o(n), con lo que, por
la unicidad de la descomposicion

n—1 . n—1 .
k™4 Y ekt = k™ + > k!
i=0 i=0

(notemos que hemos probado que los segundos sumandos son < k™), tenemos

— A
que ¢, = ¢, y
n—1 n—1

3okt =Y ikt

=0 i=0
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Llamamos 7 y 72/ a los méaximos naturales tales que ¢z # 0y ¢, # 0, respecti-
vamente, de modo que

_ =/
n n

M ekt =Y ikt

i=0 i=0
Por hipétesis de induccion 2 = ' y ¢; = ¢} para todo i < 71, lo que implica que
las dos sucesiones {c; }i<pn ¥ {c}}i<n son iguales. "

Definicién 2.26 La sucesion {¢;};<, dada por el teorema anterior se llama
representacion en base k del nimero m. Es habitual usar la notacién
n

CnCok) = D cik?,

=0
de modo que, por ejemplo, k=0 -k +1-k = 10(k)-

Cuando no se especifica la base se entiende que es k = 9’, de modo que la
notacion usual para 9’ es 10 y, en general,

n
Cnrcg =Y. ;100
i=0
De este modo, todo naumero natural tiene un nombre canénico en términos de
las diez cifras 0, ..., 9, aunque la eleccién del ntimero 10 es puramente arbitraria.
En principio, la menor base admisible es k = 2, de modo que, por ejemplo, es
facil ver que 10 = 2 4+ 23 = 1010(2y. Por lo tanto, todo nimero natural admite
un nombre candnico en términos tnicamente de las cifras 0 y 1.

2.4 Conjuntos numerables

Los conjuntos finitos son los que se pueden contar mediante los niimeros na-
turales, pero apurando este concepto de “contar” podemos extenderlo a algunos
conjuntos infinitos:

Definicién 2.27 Un conjunto A es numerable si es finito® o bien existe una
biyeccion f: N — A.

En otros términos, un conjunto A es infinito numerable si sus elementos se
pueden organizar como una sucesion infinita

ag, @i, a2, a3z, Q4,

sin repeticiones o, dicho de otro modo, los conjuntos infinitos numerables son los
que se pueden “contar” a expensas de agotar los nimeros naturales en el proceso
de cémputo. En contra de lo que se podria conjeturar, no todos los conjuntos
infinitos son numerables. Esto fue uno de los grandes hallazgos de Cantor. Por
ejemplo, (suponiendo AP) el teorema 1.25 que lleva su nombre prueba que PN
es un conjunto no numerable.

6No es infrecuente que se defina un conjunto numerable como un conjunto biyectable
con N (excluyendo asi los conjuntos finitos). Segin la definicion que estamos adoptando, tales
conjuntos seran para nosotros los conjuntos infinitos numerables.
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Todos los resultados que vamos a ver aqui sobre conjuntos numerables son
casos particulares de teoremas més generales que probaremos en el capitulo V.
Por ello, aqui nos limitaremos a demostrar los que conviene tener disponibles
durante la construccion del sistema numeérico.

Es evidente que todo conjunto biyectable con un conjunto numerable es
numerable. Mas atn:

Teorema 2.28 Si f : A —> B es inyectiva y B es numerable, entonces A es
numerable.

DEMOSTRACION: El teorema 2.11 nos da la conclusion cuando B es finito.
Supongamos, pues que B es infinito. Si A es finito no hay nada que probar, asi
que supongamos también que es infinito. Sea g : N — B biyectiva, de modo
que h = fog ! : A — N es inyectiva. Como h : A — h[A] es biyectiva,
tenemos que h[A] es infinito, y basta probar que es numerable. Equivalente-
mente, podemos suponer que A C N, es decir, sélo hay que probar que todo
subconjunto infinito de N es numerable.

Definimos recurrentemente una aplicacion k : N — A: suponiendo definidos
k(0),...,k(n — 1), tomamos

k(n) = min(A\ {k(0), ..., k(n —1)}).

Notemos que la definicion es correcta, porque {k(0),...,k(n)} C A es un
conjunto finito y, como A es infinito, tenemos que A\ {k(0),...,k(n—1)} # @,
luego tiene un minimo elemento, que es el que tomamos como k(n).

En particular, si m < n, tenemos que k(m) # k(n), pues se cumple que
k(m) € {k(0),...,k(n — 1)}. Esto prueba que k es inyectiva. Veamos que
también es suprayectiva. Si existe un a € A que no tiene antiimagen, podemos
tomar el minimo de ellos. Consideremos I = {n € N | k(n) < a}. Entonces
klr : I — {0,...,a — 1} biyectiva, luego I es un subconjunto finito de N,
y esto implica que tiene un méximo elemento n. Pero entonces tiene que ser
k(n+1) = a, porque ciertamente a es el minimo del conjunto N\ {k(0),...,k(n)},
ya que todo nimero m < a es de la forma k(i) con i € I, luego i < n, luego
m € {k(0),...,k(n)}, y asi tenemos una contradiccion. n

En particular, todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.
Veamos una variante del teorema anterior:

Teorema 2.29 Si f : A — B es suprayectiva y A es numerable, entonces B
es numerable y |B| < |A].

DEMOSTRACION: Sea g : N — A biyectiva, de modo que go f : N — B es
también suprayectiva. Equivalentemente, podemos suponer que A = N. Pero
entonces podemos definir h : B — N inyectiva mediante h(a) = min f~1[a], y
basta aplicar el teorema anterior. n

Otra consecuencia inmediata del teorema 2.28 es que un conjunto A es nu-
merable (finito o infinito) si y s6lo si existe f : A — N inyectiva.
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A continuacion vamos a demostrar que N x N es numerable. La idea subya-
cente a la prueba se muestra en la tabla siguiente:

O =N W e

14
4

OS|O = wWwo O
=N s =3 =
DO Ot 00 DN

—
WO W

En ella vamos disponiendo los ntimeros naturales completando diagonales:
en la primera diagonal ponemos el 0, en la diagonal siguiente el 1 y el 2, en la
siguiente el 3, el 4 y el 5, y asi sucesivamente. Entonces a cada par ordenado
de numeros naturales le corresponde el nimero natural que ponemos en su
fila y su columna. Por ejemplo, f(3,1) = 13. Esto determina una biyeccion
f:NxN— N. En realidad f admite una definicién algebraica muy simple:

(z4+y)(z+y+1)

flx,y) = 5

+x

La idea para llegar a esta expresion también es sencilla: por ejemplo, la imagen
f(3,1) = 13 est4 en la diagonal formada por los pares cuyas componentes suman
z + y = 4. Para llegar a ella hay que pasar antes por las diagonales anteriores,
que contienen 1+ 2+ 3 +4 = 10 nimeros, pero como empezamos en el 0 resulta
que el f(0,4) = 10 es ya ya el primero de dicha diagonal. Para llegar a f(3,1)
hemos de avanzar = 3 posiciones. En general, el par f(x,y) se alcanza en la
posicién
(z+ylz+y+1)

I+2+- -+ (z+y) +to= 5 +z

Vamos a dar una justificacién puramente aritmética de estos hechos. Para
ello observamos que la funcion

n(n+1)

9(n) = —

cumple n < g(n), pues esto equivale a que 2n < n? +n, o a que n < n?, lo cual
se cumple si n = 0 y, en caso contrario equivale a 1 < n, que también se cumple.

Por lo tanto, para cada natural z existe un minimo n’ tal que z < g(n’). No
puede ser n’ = 0, luego existe un tnico n =n’ — 1 tal que g(n) < z < g(n +1).
Ahora bien,

o(n+1) — g(n) = (nJrl)(nJr;)fn(nJrl) _ (nzl)Q I

luego existe un unico ntmero natural 0 < z < n tal que z = g(n)+z. Llamando
y = n — x tenemos que z = g(z +y) + ¢ = f(z,y). Esto prueba que f es
suprayectiva.
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La inyectividad se debe a que si f(z,y) = f(a',y'), entonces, llamando
n=xz+yyn =z +y tenemos que g(n) < z < g(n+1) y g(n’) < z < g(n'+1),
lo cual sélo es posible si n = n/, luego

fz,y) = g(n) +x = g(n) + 2,
de donde xz = 2’ y, por consiguiente, de x +y = 2’ + y’ obtenemos que y = y/'.

Maés en general, ahora podemos probar:

Teorema 2.30 Si A y B son conjuntos numerables, entonces el producto car-
tesiano A x B es numerable.

DEMOSTRACION: Sean g1 : A — Ny go : B — N inyectivas. Entonces
la funcién g : A x B — N x N dada por g(a,b) = (g1(a), g2(b)) es inyectiva,
y su composiciéon con la biyeccion N x N — N que hemos construido es una
aplicacion A x B — N inyectiva, luego A x B es numerable. n

Es claro que, en las condiciones del teorema, si uno de los dos conjuntos es
infinito numerable y el otro es no vacio (finito o infinito), entonces A x B es
infinito numerable.

2.5 Los niimeros enteros

En esta seccidon construiremos los nimeros enteros. Para ello serd necesario
el apartado “Relaciones de equivalencia” de la seccién 1.6, asi como el apartado
“Anillos y cuerpos” de la seccion 1.7.

En el conjunto N de los ntimeros naturales tenemos definidas una suma y
un producto, pero no forman un anillo, principalmente porque ningtin nimero
natural (salvo el cero) tiene un opuesto para la suma. El conjunto Z de los
numeros enteros surge de forma natural como la menor extension posible de N
que es un anillo.

La idea basica es que queremos que en Z haya numeros suficientes para
calcular la resta m — n de cualquier par de nimeros naturales m y n. Una
primera aproximacion al problema seria definir Z = N x N y definir una suma y
un producto de forma que el par (m,n) acabara siendo “el resultado de restar
m —n”. Ahora bien, este intento tiene un fallo, y es que es facil convencerse de
que, por ejemplo, la resta 5 — 7 deberia dar lo mismo que la resta 1 — 3 (igual
que 7—5=3—1). En general, debe cumplirse

a—b=c—d+<a+d=0b+c,

donde la resta del miembro izquierdo es una operaciéon que todavia no tenemos
definida, mientras que la suma del miembro derecho es simplemente la suma de
nimeros naturales. Eliminando la operaciéon no definida, lo que queremos es
que el namero asociado al par (a,b) sea el mismo que el asociado al par (¢, d) si
y s6lo si a+d = b+ c. La forma tipica de conseguir esto es formar un conjunto
cociente:
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Definicion 2.31 Definimos en N x N la relacion R dada por
(a,b)R(c,d) <> a+d=b+c.

Es facil probar que se trata de una relacion de equivalencia. Llamaremos [a, ]
a la clase de equivalencia del par (a,b).

Llamaremos conjunto de los nimeros enteros al cociente Z = (N xN)/R. La
letra Z es por el aleméan Zahl (nimero).

Ahora podemos afirmar con rigor que
[a,b] =[e,d] v a+d=b+c
Definimos en Z la suma y el producto dados por:
[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d], [a,b][c, d] = [ac + bd, ad + be].

Notemos que son las operaciones “obligadas” por la idea de que [a,b] debe
ser la resta a — b:

(a=b)+(c—d)=(a+¢)—(b+d), (a—0b)(c—d)=(ac+bd)— (ad+ bc).

Para que estas definiciones sean correctas debemos comprobar que no de-
penden de los representantes elegidos en las clases, es decir, que si [a, b] = [d/, ']
y [e,d] = [¢/,d'], entonces

[a+c,b+d =[d+,0+d] y Jac+bd,ad+bc]=[ac +bd dd +V].

Esto se comprueba sin dificultad a partir de las definiciones. A partir de ahi
es una pura rutina comprobar que Z con la suma y el producto asi definido es
un anillo conmutativo y unitario. El elemento neutro para la suma es 0 = [0, 0],
y el simétrico de un ntimero [a, b] es —[a, b] = [b, a|, pues

[a,b] + [b,a] = [a+ b,a+b] =[0,0].
Para cada n € N, definimos +n = [n,0]. Observamos que
+m=4n<m=n, +m+ (+n)=+(m+n), (+m)(+n)=—+(mn).

La aplicaciéon i : N — Z dada por i(n) = +n es inyectiva y nos permite
identificar cada naumero natural n con el nimero entero +n, de tal forma que, en
lo que se refiere a la suma y el producto, es indiferente trabajar con los niimeros
de N o con los de i[N], porque se suman y se multiplican igual. Si en N tenemos,
por ejemplo, 3-4 =12, en Z tenemos que (+3)(+4) = +12.

Asi, cuando identificamos el niimero natural n con el entero +n, resulta que
tiene opuesto para la suma, a saber, el nimero entero —n = [0,n]. Ademas,
cualquier namero entero se descompone como

[m,n] = [m, 0] + [0,n] = (+m) + (=n) = (+m) — (+n),

con lo que acabamos de materializar la idea que habia guiado la construcciéon
de Z.
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Observemos ahora que la igualdad +n = —m equivale a m +n = 0 y so6lo
se da si m = n = 0, en cuyo caso tenemos que +0 = —0 = 0. Esto nos lleva a
definir los conjuntos

ZT ={+n|n e N\{0}}, Z= ={-n|neN\{0}}

y se cumple que Z = Z~ U {0} UZ™, donde la unién es disjunta. En efecto, ya
hemos probado que la unién es disjunta, y contiene a todos los niimeros enteros
porque, dado [m,n] € Z, o bien m < n, en cuyo caso [m,n] = [m—n,0] € ZT, o
bien n < m, en cuyo caso [m,n] = [0,n —m] € Z~, o bien m = n, en cuyo caso
[m,n] =[0,0] = 0.

Asi pues, Z consta exclusivamente de los niimeros
—3, -2, -1, 0, +1, +2, +3,

y todos ellos son distintos entre si.

Ahora veamos que es posible extender la relacion de orden de N a Z para
formar un anillo ordenado (aqui usaremos el apartado “Anillos ordenados” de la
seccion 1.7). La guia es que en todo anillo ordenado debe cumplirse:

(a=b)<(c—d)a+d<b+c,
lo que nos lleva a definir la relacién en Z dada por
[a,b) <[e,d] <> a+d<b+c.
Esto supone comprobar que si [a,b] = [@/,b] ¥ [¢,d] = [¢/, d’] entonces
a+d<b+cead +d <+,

lo cual no ofrece ninguna dificultad, al igual que comprobar que se trata de una
relaciéon de orden total que satisface las dos propiedades que definen los anillos
ordenados (pagina 38). Para comprobar la segunda, es decir, que

Nab € Z(a >0Ab>0— ab>0),

es més facil observar primero que los niimeros enteros estrictamente positivos
son los de Z™T, mientras que los estrictamente negativos son los de Z~, luego la
propiedad se reduce a comprobar que Aab € N a-b € N, lo cual ya lo sabemos.

También es inmediato a partir de las definiciones que, si m, n € N, entonces
m < n + +m < +n, lo cual significa que N e ¢[N] tampoco se distinguen por
lo que respecta al orden, de modo que, por ejemplo, 3 < 7 es equivalente a
+3 < +T7.

Las propiedades generales de los anillos ordenados implican ahora que

Amn € N (—=m < —n <> n < m),
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lo que en definitiva se traduce en que los nameros enteros estan ordenados asi:
=3 <2< -1<<0<HICR2C I

Ahora es inmediato que Z es un dominio integro, pues si ab = 0, entonces
|ab] = |a||b] = 0, pero los valores absolutos estan en i[N] y, como tiene las mismas
propiedades que N, podemos concluir que |a| =0V |b] =0, luegoa =0V b= 0.

En lo sucesivo identificaremos los niimeros naturales con los enteros positivos,
de modo que escribiremos 3 en lugar de +3 y se cumplird que N C Z (esto no
supone mas que cambiar un sistema de Peano por otro).

Observemos que el conjunto Z es numerable, pues la proyeccion en el cociente
es una aplicacion N x N — Z suprayectiva y N x N es numerable, luego Z
también lo es. Mas explicitamente, es facil enumerar los nimeros enteros en la
forma:
aOZO, a1:17 agz—l, CL3:27 a4:—2,...

Una ultima propiedad relevante de la aritmética basica de los nimeros en-
teros es que admite la division euclidea en los términos siguientes:

1
Teorema 2.32 ADd € Z(d#0— Ver € Z (D =dc+7r A0 <71 <d))

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema de la division euclidea a los nameros
naturales |D| y |d|, lo que nos da que existen naturales ¢ y r de manera que
|D| = |dlc+ 7, con 0 <7 < |d|

Si r = 0 entonces cambiando el signo de c¢ si es preciso tenemos D = dc + 0.
Supongamos r > 0 y distingamos cuatro casos:

e SiD>0yd>0 entonces tenemos D = dc + r, como queriamos.

e D >0y d<0 entonces sirve D = d(—c) + .

D <0yd>0entonces D =d(—c—1)+ (d—r).
e D<0yd<O0entonces D=d(c+1)+ (—d—r).

Si tuviéramos dos expresiones distintas D = dc +r = dc¢’ + 1/, entonces sea
c=csid>0y¢c= —csid< 0. Igualmente definimos &. Asi dc = |d|,
dc’ = |d|'@. Supongamos que ¢ < ¢'. Entonces

D=dc+r=|de+r<ldc+|d =|d(c+1) <|dd =dd <dd +r" =D,

y esto es una contradiccion. Por lo tanto ha de ser ¢ = ¢’ y de aqui que
dc+r=dc+1', luego r =1r'. =

Observemos ahora que si A es cualquier anillo, podemos definir recurrente-
mente una aplicacion -a : N — A mediante

0a=0AAn €N (n+1)a=na+a.
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Equivalentemente, na = > a. Sin € Z cumple n < 0, definimos na = (—n)a,
i<n

con lo que tenemos definido un producto Z x A — A (esto es lo que se llama

una ley de composicion externa en A con coeficientes en Z). Alternativamente,

la definicion se resume en:

m veces

/_H .
a+---4+a sim>0,
ma = 0 sim =0,

—a—--+—a sim<O0.
N————

—m veces

Es facil comprobar las propiedades siguientes:
(m+n)a=ma+na, m(a+b) =ma+mb, m(na)=(mn)a.

Por ejemplo, la primera se prueba para todo m € Z y todo n € N por
induccién sobre n, y luego se prueba, también por induccioén sobre n, que

(m+ (—n))a = ma+ (—n)a,
con lo que vale para todo m y todo n en Z.
De esta primera propiedad se sigue claramente que —(na) = (—n)a = n(—a).

Estas propiedades implican que, si A es un anillo unitario, la aplicacién
i : Z — A dada por i(m) = m -1 es un homomorfismo de anillos. En la
practica escribiremos m en lugar de m - 1, lo cual significa que, en un anillo
arbitrario, llamamos, por ejemplo, 3 al elemento 1 4+ 1 + 1, y llamamos —5 al
elemento -1 —1—-1—-1-1.

El hecho de que 7 sea un homomorfismo implica que las ecuaciones 2+3 =5
0 —2 -3 = —06, al ser validas en Z, valen también en cualquier anillo, pero hay
que tener presente que la aplicaciéon ¢ no es en general un monomorfismo, de
modo que puede ocurrir que en un cierto anillo se cumpla, por ejemplo, 3 = 8.
Esto no sucede si el anillo esta ordenado:

Teorema 2.33 Si A es un anillo ordenado, la aplicacion i : Z — A dada por
i(m) =m -1 es un monomorfismo de anillos ordenados.

DEMOSTRACION: Basta probar que Amn € Z(m < n — i(m) < i(n)),
pues esto ya implica la inyectividad. Observemos en primer lugar que si n > 0
entonces i(n) > 0. Para n = 1 se reduce al hecho de que en todo anillo ordenado
1>0,ysii(n) >0, entonces i(n+1) =i(n)+1>0+1=1>0. Por lo tanto,
si n < 0 tenemos que i(n) = —i(—n) < 0.

Ahora probamos por induccién la tercera propiedad para n > 0. Sim < 0
acabamos de ver que i(m) < 0 = 4(0). Si vale para n y tenemos que m < n+ 1,
entonces m < n, luego m < n V m = n, luego i(m) < i(n) V i(m) = i(n), luego
i(m) <i(n) <i(n)+1=1i(n+1).

Por ultimo, si m < n < 0, entonces 0 < —n < —m, luego i(—n) < i(—m),
que es lo mismo que —i(n) < —i(m), luego i(m) < i(n). .
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Esto significa que si A es un anillo ordenado, los elementos de A de la forma
m -1, con m € Z, es decir, los elementos de i[Z], con la notacion del teorema
anterior, forman un subanillo ordenado isomorfo a Z, luego indistinguible de Z
en todo lo tocante al orden, la suma y el producto, por lo que en la practica
podemos considerar que Z C A y que la suma, el producto y el orden en Z son
(las restricciones de) los de A.

En estos términos, el teorema anterior afirma que todo anillo ordenado con-
tiene un subanillo isomorfo a Z. También podemos expresar esto diciendo que
Z es el menor anillo ordenado.

Definicién 2.34 Diremos que un anillo ordenado A es arquimediano si N no
estéa acotado superiormente en A, es decir, si” Aa € AVn e Na < n.

Es inmediato comprobar que esto equivale a que Z no esté acotado inferior-
mente en A 0 a que Z no esté acotado ni superior ni inferiormente en A.

Trivialmente, Z es un anillo ordenado arquimediano, pues para todo m € Z
se cumple que m < 0 o, en caso contrario, m < m + 1, y en ambos casos el
término de la derecha es un ntimero natural.

Es facil ver que si A es un anillo arquimediano, para cada a € A existe un
unico m € Z tal que m < a < m+ 1. Dicho m recibe el nombre de parte entera
(por defecto) de a, y la representaremos por Ela].

El valor Fla] = a — FEl[a] recibe el nombre de parte fraccionaria de a, de
modo que a admite una tinica descomposicion:

a = Ela] + Flal, E[Al€Z, 0<Fla)<1.

2.6 Los nimeros racionales

El cuerpo Q de los nimeros racionales es el menor cuerpo que contiene al
anillo Z de los nuimeros enteros. La construcciéon de Q a partir de Z puede
realizarse sin esfuerzo adicional alguno en un contexto algebraico general:

Cuerpos de cocientes FEn todo este apartado (D, +,-) serd un dominio in-
tegro prefijado, aunque nos interesara especialmente el caso en que D = Z.
Definimos D* = D \ {0} y consideramos en D x D* la relacién de equivalencia
dada por

(a,b) ~ (¢,d) +> ad = be.

Es facil ver que ciertamente es una relacion de equivalencia. Por ejemplo,
para probar la transitividad partimos de que (a,b) ~ (¢,d) ~ (e, f), lo que
significa que ad = bc y c¢f = de, de donde adcf = bede y, como los elementos
no nulos son simplificables, si ¢ # 0 podemos concluir af = be, mientras que si
¢ = 0 tenemos que ad = 0 = de, luego a = e = 0, luego af = be igualmente.

"Notemos que aqui estamos considerando N C Z C A, si no quisiéramos hacer esta identi-
ficacion, simplemente deberiamos escribir a < n - 1 en lugar de a < n.
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Representamos por Kp = (D x D*)/ ~ el conjunto cociente. Para cada par
(a,b) € D x D*, representaremos por a/b su clase de equivalencia. Claramente,
el teorema 1.31 1) se traduce en este caso en la equivalencia

a C
g—g(-)ad—bc.

Definimos en K p las operaciones + y - dadas por

ad + be

ac

+

@, ° @ c
b d bd ’ b d bd

Observemos que, desde un punto de vista conjuntista,
+={((z,y),2) € (Kp x Kp) x Kp | Vabed € D(z = a/b Ay =c/d

A z = (ad + bc)/bd)}.

La definicién es correcta, en el sentido de que determina un conjunto +, pero
no podemos asegurar a priori que sea una funcion + : Kp x Kp — Kp.

En primer lugar, el hecho de que todo par (z,y) tenga al menos una imagen
z se debe a que, por definiciéon de cociente, siempre podemos expresar x = a/b,
y = c¢/dy, como bd # 0 (ya que D es un dominio integro), podemos formar la
fraccion z = (ad + be) /bd, con lo que ((z,y),2) € +.

Por otra parte, debemos probar que la imagen z es tinica. Para ello supone-
mos que ((z,y),z), (z,y),2") € +, lo cual significa que podemos expresar

Lot _a _ce_¢
v YT aTa
yque
_ad+bc , ad b
T a0 T T wa

y debemos demostrar que z = z’. Esto equivale a que
(ad + be)b'd = (a'd + b'¢)bd,

o también a que (ab’)(dd") + (cd")(bV') = (a’'b)(dd’) + ('d)(bb), y esto se sigue
inmediatamente de las igualdades de las expresiones para x e y.

El hecho que acabamos de comprobar suele enunciarse diciendo que la suma
esta bien definida. En general, cuando definimos una aplicaciéon f y uno o varios
de sus argumentos son clases de equivalencia de uno o varios conjuntos cociente y
en la definicién de f usamos un elemento concreto de cada clase de equivalencia,
decimos que [ esta bien definida cuando comprobamos que la imagen de unos
argumentos dados no depende del representante concreto elegido en cada clase
de equivalencia.

Por ejemplo, la forma habitual de tratar las situaciones como la que esta-
mos considerando sin entrar en detalles conjuntistas que podriamos calificar de
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pedantes es decir, en el caso del producto, “vamos a comprobar que el producto
esta bien definido”, lo cual supone comprobar que

a a c d ac a'cd

si —=— - = —, entonces — = —,

by Y d @ bd  Vd
es decir, que el producto definido con unos representantes de las fracciones es
el mismo que el definido con otros. (Aparte de esto, hay que observar que el
producto es realmente una fraccion porque bd # 0.)

Omitimos la comprobacion, que es mas sencilla que la de la suma, asi como
la comprobacién rutinaria de que la suma y el producto de fracciones cumplen
todas las propiedades requeridas por la definicién de anillo. Indiquemos tnica-
mente que el neutro para la suma es la fraccion 0 = 0/1 y que el opuesto de una
fraccion es —(a/b) = (—a)/b.

En cuanto al producto, es inmediato comprobar que tiene por neutro a la
fraccion 1 = 1/1 y que todo elemento no nulo tiene inverso, pues si a/b # 0/1,
entonces a # 0, luego podemos considerar la fraccion b/a, que claramente es la
inversa de a/b, es decir:

a1 b
(b) a

Por lo tanto, Kp es un cuerpo con las operaciones que hemos definido.
Consideramos ahora la aplicacion ip : D — Kp dada por ip(a) = a/1. Es
trivial comprobar que es inyectiva, asi como que

iD(a+b):iD(a)+iD(b), iD(ab):iD(a)iD(b).

Con esto hemos probado es que ip : D — K es un monomorfismo de domi-
nios integros. Si llamamos D = ip[D] C Kp, resulta que D, con las operaciones
de Kp esun anilloy ip : D — D es un isomorfismo de anillos, pero D cumple
ademaés que esté contenido en un cuerpo. En definitiva, hemos probado que todo
dominio integro puede reemplazarse por otro isomorfo contenido en un cuerpo.
El cuerpo Kp que hemos construido se llama cuerpo de cocientes o cuerpo de
fracciones de D.

Mas atun, si D es un anillo ordenado, podemos transportar la relaciéon de
orden a Kp definiendo

/\y:E/\adgbc).

r<y=Vabcd € D(c>0ANd>0Ax= 7

Sl S|

En primer lugar observamos que, puesto que

a —a

b —b’

toda fracciéon admite un representante con denominador positivo. Y si tomamos
dos fracciones a/b y ¢/d con denominador positivo, entonces

< — & ad < be.

Sl S|
Ul o
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Una implicacion se cumple por la definicion que hemos dado de <, pero
la otra no es inmediata, pues, en principio, que se cumpla la parte izquierda
significa que

a d c

by A d

con b',d > 0y ad < bc. Vamos a probar que esto implica ad < bc. En
principio tenemos que ab’ = ba’ y cd’ = dc’. Notemos también que c es positivo
siy solosiloes cd’, siy solosiloes c'dsiy solosiloes . Hay que distinguir dos
casos, segin si ¢ y ¢’ son ambos positivos o son ambos negativos. Trataremos el
caso en que ambos son negativos y dejamos el otro a cargo del lector:

ad <bd = adbdc>bcbe=bcad>bcbec=bd(ad—bc) >0
= ad —bc <0 = ad < be.

Observemos que, dadas tres fracciones cualesquiera se pueden expresar en la

forma
a b c

d d d
con d > 0. En efecto, si en principio las fracciones son a/b, o’ /b, a” /b, donde
podemos suponer que los denominadores son positivos, y entonces
a ab/b// al ba/b// a// bb/all

bWy v obb" b by

con denominador positivo.

Para fracciones con denominador comiin positivo la relaciéon que hemos de-
finido se reduce a

a<c<—> <
- - a<c
d— d -

Teniendo esto en cuenta es inmediato comprobar que la relacion < es una
relacion de orden en K p y que es compatible con la estructura de anillo, es decir,
que convierte a Kp es un cuerpo ordenado. También es claro que la aplicacion
ip : D — Kp es un monomorfismo de anillos ordenados, es decir, que

Nab € D (a <b < ip(a) <ip(h)).

Por lo tanto ip : D — D es una semejanza cuando consideramos en D el orden
de Kp. Asi pues, sustituyendo D por una “copia” isomorfa, tenemos que todo
dominio integro ordenado puede extenderse a un cuerpo ordenado.

Terminamos este apartado insistiendo en que lo importante en nuestro con-
texto de los argumentos que acabamos de dar es que todos ellos son demostrables
a partir de los axiomas de NBG*. Observemos que los resultados que hemos
visto sobre formaciéon de conjuntos nos garantizan que todos los objetos que
hemos construido son conjuntos. Por ejemplo, si D es un conjunto, D* lo es
por ser un subconjunto de D,y D x D* lo es porque el producto cartesiano de
conjuntos es un conjunto, y Kp lo es porque todo cociente de un conjunto es
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un conjunto, y las operaciones en Kp son conjuntos porque son funciones cuyo
dominio es un conjunto, etc.

En general, todas las construcciones que realizan los matemaéticos para cons-
truir unos conjuntos a partir de otros pueden ser justificadas en NBG. Para las
mas elementales (como la que acabamos de ver) basta con NBG*, aunque otras
pueden requerir AP o incluso los axiomas de infinitud y eleccién que todavia no
hemos presentado. n

Definicion 2.35 Definimos el cuerpo de los nimeros racionales al cuerpo de
cocientes Q de Z.

Sabemos, pues, que Q es un cuerpo ordenado que contiene un subanillo
ordenado isomorfo a Z, cuyos elementos son fracciones de la forma a/b, donde
a, b€ Z con b# 0, con el criterio de igualdad de fracciones dado por

%z%(—ﬂld:bc.

Con las identificaciones oportunas, podemos considerar que N C Z C Q.

Aunque no es facil enumerar de forma explicita todos los nimeros racionales,
si que es facil probar que, de todos modos, QQ es un conjunto numerable. Basta
observar que la proyeccién en el cociente es una aplicacién suprayectiva Z x
(Z\ {0}) — Q y el término de la izquierda es un producto cartesiano de dos
conjuntos numerables, luego es numerable y en consecuencia Q también lo es.

En el mismo sentido en que podemos decir que Z es el menor anillo ordenado,
podemos decir que Q es el menor cuerpo ordenado:

Teorema 2.36 Si K es un cuerpo ordenado, la aplicacion i : Q — K dada
por i(a/b) = (a-1)/(b-1) es un monomorfismo de cuerpos ordenados.

DEMOSTRACION: En primer lugar debemos probar que esté bien definida,
es decir, que no depende del representante elegido para la fracciéon o, mas con-
cretamente, que si a/b = ¢/d entonces (a-1)/(b-1) = (c-1)/(d-1). Ante todo,
sabemos que la aplicacion ig : Z — K dada por ig(n) = n -1 es un monomor-
fismo de anillos. En particular, si b # 0 se cumple que i(b) # 0 y tiene sentido
el cociente (a-1)/(b-1).

Por la inyectividad de ¢y tenemos que ad — bc = 0 si y sélo si se cumple
io(a)io(d) —io(b)io(c) =0, si y solosi (a-1)/(b-1) = (c¢-1)/(d-1). Con esto
hemos probado que i esté bien definida y que es inyectiva. La prueba de que es
un monomorfismo de cuerpos ordenados no ofrece ninguna dificultad. m

Notemos que si, en el contexto del teorema anterior, adoptamos el criterio
usual de escribir a en lugar de a-1, entonces la imagen de una fraccion a/b € Q es
simplemente a/b € K, es decir, que estamos identificando, por ejemplo, 2/3 € Q
con (1+41)/(1+141) e K.
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Se cumple trivialmente que Q es arquimediano, pues si a/b € Q, o bien
a/b < 0, o bien podemos suponer que a > 0, b > 1, y entonces

a a
- =-.1<

b= 1
i b=a<a+1,

e

luego en cualquier caso a/b no acota a los nimeros naturales.

Definicién 2.37 Se dice que un conjunto ordenado (A, <) es denso (en si
mismo) si \ab € A(a<b— Vee Aa<e<h).

Es decir, un conjunto ordenado es denso si entre dos cualesquiera de sus
elementos hay siempre un tercero. Esta propiedad la tienen todos los cuerpos
ordenados, en particular Q:

Teorema 2.38 Si K es un cuerpo ordenado, entonces K es denso en si mismo
y no tiene ni mdzrimo ni minimo.

DEMOSTRACION: En todo anillo ordenado se cumple que 2 =1+1 > 0. Por
lo tanto, si @ < b son dos elementos de K, es claro que a < (a +b)/2 < b. Por
otra parte, a — 1 < a < a + 1, luego a no es ni el maximo ni el minimo de K.

u

Esta propiedad de Q contrasta con el caso de Z, donde todo ntimero entero n
tiene un inmediato anterior y un inmediato posterior n — 1 < n < n 4+ 1, de
modo que no hay ningtn otro ntimero entre n — 1 y n o entre n y n + 1.

Veamos ahora que las propiedades del teorema anterior, junto con la nume-
rabilidad, caracterizan el orden de Q:

Teorema 2.39 (Cantor) Un conjunto totalmente ordenado (D,<) es seme-
jante a Q si y solo si es numerable, denso en si mismo y no tiene ni mdximo ni
minimo.

DEMOSTRACION: Sean Q = {¢, | n € N} y D = {d,, | n € N}. Definimos
por recurrencia una sucesion de pares {(ig,Jjr)}reny de ntuneros naturales de
modo que

Jn= {(qikvdjk) | k< n}

sea una semejanza entre {¢;, | k < n} y {d;, | £ < n}. Para ello tomamos iy =
jo = 0, de modo que f1(qo) = dp. Supuesta definida la sucesion {(ix, ji)}k<ns
distinguimos dos casos, segiin que n sea par o impar.

Sin es par definimos 4, como el minimo natural que no esté en {i; | k < n}
y definimos j, como el minimo natural tal que d;, esta respecto de {d;, | k < n}
en la misma posicién que ¢;, esté respecto de {¢;, | k¥ < n}. Las hipotesis del
teorema aseguran que siempre existe tal j,.

Sin es impar definimos j,, como el minimo natural que no esté en {j | k < n}
y definimos i,, como el minimo natural tal que ¢;, esté respecto de {¢;, | k < n}
en la misma posicion que d;, esté respecto de {d;, | k < n}. Como Q también
cumple las hipétesis exigidas a D, la existencia de i, estd garantizada.
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Llamamos f = {(¢;,,d;,) | £ € N}. Por construccién es claro que f es una
semejanza de un cierto subconjunto de Q en un cierto subconjunto de D. Basta
probar que Df = Q y Rf = D. La simetria de la construcciéon hace que las dos
pruebas sean analogas. Veamos, por ejemplo, la primera. Si Df # Q, existe un
minimo ¢ que no aparece nunca en la sucesion {ix }ren. Sea m € N tal que todos
los nimeros menores que i aparecen en la sucesion {ig}r<om, entonces ia,, es
por definicion el menor numero natural que no aparece en dicha sucesion, con
lo que deberia ser is,, = ¢, contradiccion. n

En particular, vemos que dos cuerpos ordenados numerables son necesaria-
mente semejantes (aunque no necesariamente isomorfos).

2.7 Los nimeros reales

En esta seccion, ademas del axioma de infinitud, supondremos el axioma de
partes. Supongamos que X es un conjunto totalmente ordenado y que podemos
descomponerlo como X = AU B, donde todo elemento de A es menor que todo
elemento de B. Equivalentemente, A es el conjunto de las cotas inferiores de B
y B es el conjunto de las cotas superiores de A.

Si A tiene un maximo elemento m y B tiene un minimo elemento M, con lo
que m < M, podemos decir que X “tiene un agujero” entre m y M. Es lo que
le ocurre a Z, que tiene un agujero entre cada par de enteros consecutivos.

Pero si A no tiene maximo y B no tiene minimo (equivalentemente, si B
no tiene infimo y A no tiene supremo), podemos decir también que X tiene un
“agujero microscopico” entre A y B, en el sentido de que no hay ningan punto
situado entre ambos, bien como maximo de A o bien como minimo de B.

Veremos que Q esta lleno de tales “agujeros” y el resultado de “taparlos” es
el cuerpo R de los nimeros reales. Una parte de la construcciéon puede hacerse
en un contexto general:

Conjuntos totalmente ordenados completos Vamos a introducir algunos
conceptos adicionales sobre conjuntos totalmente ordenados:

Definicién 2.40 Sea X un conjunto totalmente ordenado. Llamaremos inter-
valos en X a los conjuntos siguientes, para todo a, b € X:

la,b ={zeX|a<z<b}, [a,b] ={reX]|a<z<b},

la,b] ={zeX|a<z<b}, [a,b] ={reX|a<z<b}

|—o00,b[ ={z € X | x < b}, la,+oo[ ={z € X |a <z},

|—00,b] = {z € X |z < b}, [a,4oo[={z € X |a <z},
|—00, +o00[ = X.

El elemento a (en los intervalos en los que interviene) se llama extremo inferior
del intervalo, mientras que b (cuando procede) es el extremo superior. Los
intervalos de la forma Ja, b, incluso si a o b es infinito, se llaman intervalos
abiertos, mientras que los de tipo [a, b] se llaman intervalos cerrados.
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Observemos que si X tiene méximo M, entonces
la, +oo[ = |a, M], [a, +oo[ = [a, M],
y si tiene minimo m entonces
]—00,b] = [m, b, ]—00,b] = [m, b],

y si tiene méximo y minimo entonces |—oo, +oo[ = [m, M], por lo que los in-
tervalos con extremos infinitos s6lo son relevantes en ausencia de maximo o
de minimo. En tal caso son conjuntos no acotados, y se llaman intervalos no
acotados.

Teorema 2.41 Si X es un conjunto totalmente ordenado, las afirmaciones si-
guientes son equivalentes:

1. Todo subconjunto de X mo vacio y acotado superiormente tiene supremo.
2. Todo subconjunto de X no vacio y acotado inferiormente tiene infimo.
8. Un conjunto I C X es un intervalo si y sdlo si

Nabe INce X(a<c<b—cel).

4. 81t X = AU B de modo que A # @ # B y todo elemento de A es menor
que todo elemento de B, entonces, o bien A tiene mdximo, o bien B tiene
minimo.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sea B un subconjunto de X no vacio y acotado
inferiormente. Sea A el conjunto de las cotas inferiores de A. Como B esta
acotado, A no es vacio, y como B no es vacio, cualquiera de sus elementos es
una cota superior de A, luego A tiene supremo i, que es el infimo de B, pues
todo elemento b € B es una cota superior de A, por lo que i < b, y si ¢ es una
cota inferior de B, entonces ¢ € A, luego ¢ < i.

Anélogamente se prueba que 2) = 1). Veamos que 1) y 2) implican 3). Es
inmediato que todo intervalo tiene la propiedad indicada. Se trata de probar el
reciproco. Supongamos, pues, que I cumple la condicién. Si I = &, entonces

I = ]—00,400[ si X = &, o bien I = Ja,qa[ si existe un a € X, luego es un
intervalo.

Supongamos, pues, que I # . Si I no esta acotado ni superior ni inferior-
mente, entonces I = ]—o0, +00[, pues, para todo x € X, como no es ni una cota

superior ni una cota inferior de I, existen a, b € I tales que a < = < b, luego
zel.

Si I tiene cota superior pero no inferior, tomamos b = sup I y observamos
que |—o00,b[ C I C ]—00,b], con lo que I sera uno de los dos intervalos segtn si
b¢ Iobienbel.

En efecto, si € |—00,b[, como x no es cota inferior de I existe un a € I
tal que a < x y, como b es el supremo de I, no puede ser que x sea una cota
superior, luego existe un c € I tal que a < z < ¢, luego x € I. La otra inclusién
es trivial, puesto que b es una cota superior.



2.7. Los ntmeros reales 81

Los casos restantes (combinaciones de que I tenga o no tenga cota superior
e inferior) se tratan analogamente.

3) = 4) Si tenemos u < x < v con u, v € Ay xz € X, no puede ser z € B,
puesto que tendria que ser mayor que v, luego tiene que ser x € A, luego A
es un intervalo, y andlogamente se razona que B lo es. Es claro que la tnica

opcion para A es ser un intervalo de la forma A = ]—o0,¢[ 0 bien A =]—o0, ],
en cuyo caso, B tiene que ser respectivamente de la forma B = [¢, +00[ o bien
B = ]e,+o0[. En el primer caso B tiene minimo, y en el segundo A tiene
maximo.

4) = 1) Sea C' C X un conjunto no vacio y acotado superiormente. Llame-
mos A al conjunto de elementos de X que no son cotas superiores de C'y B al
conjunto de los elementos que si que lo son. Obviamente X = AUB ysia € A
y b € B, tenemos que A no es una cota superior de C, luego existe un ¢ € C
tal que a < ¢y, como b es cota superior, a < ¢ < b. Por 4) existe s € X que es
el maximo de A o bien el minimo de B. Si es el minimo de B, entonces es la
menor cota superior de C, luego s es el supremo de C. Si s es el maximo de A,
entonces existe un ¢ € C' tal que s < ¢, pero ¢ € B, luego ¢ es una cota superior
de C, luego c es el méximo, y en particular el supremo, de C'. L]

Definicion 2.42 Un conjunto totalmente ordenado es completo si cumple cual-
quiera de las condiciones del teorema anterior.

Notemos que si X tiene maximo y minimo la completitud equivale a que todo
subconjunto de X tenga supremo e infimo, pues todo conjunto estd acotado
superior e inferiormente y & tiene al minimo por supremo y al méximo por
infimo.

En estos términos, deciamos antes que Q dista mucho de ser completo con
su ordenacion usual. A los conjuntos totalmente ordenados densos en si mismos
(como es el caso de Q) los llamaremos precontinuos, mientras que un continuo
serd un precontinuo completo.

Si X es un precontinuo, diremos que un subconjunto D C X es denso si
Ney e X(x<y—VdeD (z<d<y)).

Una aplicacién f : X — Y entre dos precontinuos es una inmersion densa
si es estrictamente mondtona creciente, es decir, si

Auv € X (u<v— flu) < f(v)),

y f[X] es denso en Y.

Observacion Si X es un continuo y x € X no es méximo ni minimo de X
entonces X \ {z} deja de ser un continuo, pues el conjunto |—oo, z[ no es vacio
(porque z no es minimo de X) y esta acotado superiormente (porque z no es el
méximo de X), pero no tiene supremo en X \ {z}.
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Por el contrario, es pura rutina comprobar que si a un continuo le quitamos
su minimo o su méximo, el conjunto resultante sigue siendo un continuo, pero
ahora sin minimo o sin méximo, mientras que si a un continuo sin minimo o sin
méximo le anadimos un elemento nuevo y extendemos la relaciéon de orden de
modo que se convierta en el minimo o el méximo, el conjunto resultante sigue
siendo un continuo.

Esto se traduce en que los continuos “vienen en grupos de cuatro”, en el
sentido de que si a un continuo X le quitamos su minimo y su méximo en caso
de que los tenga y llamamos Y al continuo resultante, entonces X es semejante
a uno de los cuatro continuos

Y,  {mluYy, YU{M}, {m}UYu{M}

donde m, M son conjuntos que no pertenecen a Y y sobre los que la relacion de
orden se extiende de modo que m sea el minimo y M sea el maximo. L]

Teorema 2.43 Sean X eY dos continuos de modo que X tiene mdximo (resp.
minimo) st y solo si Y también lo tiene, sea D C X wun conjunto denso y
sea f: D — Y una inmersion densa. FEntonces existe una unica semejanza
F: X —Y que extiende a f.

DEMOSTRACION: Dado = € X, consideramos el conjunto D, = |—oo,z[ND.
Entonces x = sup D,,, pues ciertamente x es una cota superior de D, y siy < z,
existe un d € D tal que y < d < z, luego d € D,, luego y no es cota superior de
D,, luego z es la menor cota superior de D,..

Si x no es el méaximo de X, entonces existe un d € D tal que d > x, con lo
que d es una cota superior de D, y f(d) es una cota superior de f[D,]. Si z es
el maximo de X, entonces Y también tiene maximo por hipotesis, luego f[D,]
esta igualmente acotado en Y (por su méaximo).

Si x no es el minimo de D, entonces existe un d € D tal que d < z, luego
D, # @y f[D,] # &, luego la completitud de Y implica que f[D,.] tiene
supremo. Si z es el minimo de X entonces D, = @ y f[D,] = &, pero por
hipétesis Y tiene minimo, y dicho minimo es el supremo de &.

Asi pues, podemos definir F' : X — Y mediante F'(z) = sup f[D,]. Veamos
que F' es una inmersion. Si x < 2/, existen d, d' € D tal que z < d < d' < 2'.
Entonces d es una cota superior de D, y d' € D,/ luego f(d) es una cota
superior de f[D,]y f(d') € f[Dy], luego F(z) < f(d) < f(d') < F(z').

Se cumple que F|p = f, pues si d € D, entonces f(d) es una cota superior
de f[Dg], luego F(d) < f(d). Si la desigualdad fuera estricta, como f[D] es
denso existiria un d’ en D tal que F'(d) < f(d') < f(d), pero entonces d’ < d,
luego d’ € Dy y f(d') < F(d), contradiccion.

Para probar que F' es suprayectiva (y, por consiguiente, una semejanza) basta
observar que podemos definir igualmente F* : Y — X usando la inmersion
densa f~!: f[D] — X, pero entonces H = F*o F: Y — Y es estrictamente
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creciente y restringida a f[D] es la identidad. Esto implica que H es la identidad,
pues si y € Y, entonces no puede ser y < H(y), porque existiria un d € f[D]
tal que y < d < H(y), luego H(y) < H(d) = d, contradiccion, e igualmente si
H(y) < y. Esto implica que F' es suprayectiva.

La unicidad es clara, pues si G : X — Y es una semejanza tal que G|p = f,
entonces necesariamente
G(x) = G(sup Dy) = sup G[D] = sup f[Dq] = F(x). .

Veamos ahora que todo precontinuo se puede sumergir densamente en un
continuo:

Definicién 2.44 Sea X un precontinuo sin méximo ni minimo. Una seccion
inicial abierta de X es un conjunto o« C X que cumpla las propiedades siguientes:

L. Are XNa€a(z<a—z€a).

2. « no tiene maximo elemento.

Llamaremos C(X) al conjunto® de todas las secciones iniciales abiertas de X,
y la llamaremos complecion fuerte de X. Si definimos —co = @y 400 = X,
es claro que +o0o € C(X). Definimos la complecion de X como el conjunto

C(X)=C(X)\ {—o0, +o0}.

Observemos que si a, 8 € C(X), entonces a C SV 8 C . En efecto, si no
se cumple S C « es que existe un b € 8\ a. Dado a € a, no puede ser b < q,
ya que entonces b € « por la primera propiedad de la definicién anterior. Por
consiguiente, a < b, pero entonces a € 3, con lo que hemos probado que a C .

En lo sucesivo consideraremos siempre a la complecion C'(X) como conjunto
totalmente ordenado con la relaciéon de inclusion, de modo que si «a, 8 € C(X),
escribiremos a < 8 en lugar de a C . Claramente, —oo y 400 son el minimo
y el maximo de C(X), respectivamente.

Pero sucede que C'(X) es trivialmente completo, pues si A C C(X), entonces
se comprueba inmediatamente que o = | J A es una seccién inicial abierta de X
y obviamente es la menor que contiene a todos elementos de A, luego se trata
de su supremo.

Consideramos la aplicaciéon i : X — C(X) dada por i(a) = |—00, al.

Observemos que ciertamente i(a) € C'(X), pues cumple trivialmente la pri-
mera condicion de la definicién de seccion inicial abierta y la segunda la cumple
porque si x € i(a), como X es denso en si mismo existe un y € X tal que
x <y < a,luego y € i(a), luego i(a) no tiene maximo. Ademads, como X no
tiene minimo existe un = € i(a) # —oo, y como no tiene maximo existe un
x € X tal que a < z, luego x ¢ i(a) # +oo.

8Notemos que es un conjunto porque C(X) C PX, y usamos el axioma de partes. No
obstante, es interesante observar que sin suponer AP podemos trabajar igualmente con la
clase C'(X), aunque no podamos probar que es un conjunto.
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También es claro que i es estrictamente mondétona creciente, es decir, que
Nry € X (x <y —i(z) <i(y)).

La desigualdad i(z) < i(y) es trivial. Para ver que es estricta usamos que
X es denso en sf mismo, con lo que existe un z tal que x < z < y, y entonces

z€i(y) \i(z).

De hecho, i es una inmersién densa, ya que si o <  son dos elementos de
C(X), entonces existe un b € 5\ @. Como b no es maximo de §, existe un b’ € 3
tal que b < V', y podemos tomar ¢ € X tal que b < < . Entonces es claro
que A <i(b) <i(z) <i(t) <B.

Notemos que esto implica en particular que C(X) es denso en si mismo.
Ademaés no tiene maximo ni minimo, pues si o € C'(X), entonces o # X, luego
existe un u € X \ o, luego o < i(u) y, como uw no es el maximo de X, existe
veEXtalqueu <vya<i(u) <i(v), luego a no es el maximo de C(X). Por
otra parte, como « # &, existe v € a y existe u < v, luego i(u) < i(v) < a,
luego a no es el minimo de C(X). Esto implica a su vez que C(X) (que resulta
de anadir a C'(X) un méximo y un minimo) también en denso en si mismo.

Recapitulando:

Teorema 2.45 Sea X un precontinuo sin mdzimo ni minimo. Entonces C(X)
es un continuo sin mdzimo ni minimo, i : X — C(X) es una inmersion densa
y st Y es un continuo sin mdrimo ni minimo tal que existe una inmersion
densa j : X — Y, entonces existe una unica semejanza f : C(X) — Y tal

queio f =j.

DEMOSTRACION: Acabamos de ver que C(X) es un continuo sin maximo ni
minimo tal que ¢ es una inmersiéon densa. Si j : X — Y es una inmersién densa,
entonces i~! o j : i[X] — j[X] es una semejanza a la que podemos aplicar el
teorema 2.43, que nos da una tnica semejanza f que extiende a i~ o j. Es facil
ver que es también la tnica que cumple i o f = j. L]

Nota El teorema anterior admite varias versiones similares. Por ejemplo, po-
demos cambiar C(X) por C(X), con el tnico cambio de que ahora C(X) tiene
maximo y minimo y hay que exigir lo mismo de Y.

Si X tiene maximo y minimo, definimos C(X) = C(X'), donde X’ es el
precontinuo que resulta de eliminar el maximo y el minimo de X. Entonces
la inmersion densa i : X' — C(X’) = C(X) dada por el teorema anterior se
extiende trivialmente a una inmersion densa ¢ : X — C(X) para la que vale
igualmente la condicién de unicidad.

Por ultimo, se pueden considerar los casos intermedios para continuos con
méximo y sin minimo o viceversa. ]
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Definicion 2.46 Llamaremos conjunto de los nimeros reales a la complecion
R = C(Q) de Q, con el orden dado por la inclusién. Asi R es un continuo sin
maximo ni minimo y podemos identificar a @ con un subconjunto denso de R.
También tenemos definido R = C(Q) = R U {+o0}, que es un continuo con
méximo y minimo.

Si a, B € R, definimos
a+pB=sup{r+s|rseQ,r<as<pf}

Ciertamente tenemos que a+ € R, pues el conjunto esta acotado superiormente
por la suma de dos niimeros racionales mayores que « y 3, respectivamente.

Si a y B son nimeros reales positivos, definimos
af=sup{rs|r,s€eQ,0<r<a,0<s<pg}

De nuevo es claro que af € R. El producto de dos numeros reales no nulos se
define por las relaciones:

(( a)ﬂ) sia<0, >0,
af = (a ﬁ)) sia>0, <0,
a)(—=B8) sia<0, 8<0.

Finalmente, si « =0 o f = 0 definimos a5 = 0.

Teorema 2.47 Con las operaciones que acabamos de definir, R es un cuerpo
ordenado que contiene a Q como subcuerpo ordenado.

DEMOSTRACION:

e La suma de nutmeros reales es asociativa.

SizeQ, z < (a+ )+, entonces existen y, t € Q tales que x < y + ¢,
y<a+pf,t <, luego existen r,s € Q, talesque y < r+s,r < a, s < g,
luego s+t < f+yyz <r+(s+t) < a+(S+7). Similarmente se recorre
el camino contrario, luego (o + ) +v=a+ (8 + 7).

e La suma de nameros reales es conmutativa.

Esto es inmediato por la definicion.

e Para todo a € R, se cumple que a + 0 = «.

SizeQ,z<a+0existenr, s Qtalesquex <r+s,r<a,s<0,
luego z < r + s < r < . Igualmente, si 7 € Q, r < « entonces existe un
seEQtalquer <s<a,conloquer=s+(r—s)<a-+0.

e Dado un ntimero real «, definimos —a = sup{—r | r € Q, @ < r}. Una
cota superior del conjunto es —s, donde s € Q, s < «, luego —a € R.
Veamos que o + (—a) = 0.
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Siz € Q, z < a+ (—a) entonces existen r, s € Q tales que < r + s,
r<a —s > a, luego x < r+s < 0. Reciprocamente, si z € Q, x < 0,
tomamos ntimeros racionales x < —u < 0 y v < a. Entonces la sucesiéon
v + nu sobrepasara (un ndimero racional mayor que) « para algin n € N,
que podemos tomar minimo. Asi obtenemos un ntmero r < « tal que
s=r+wu>a«a (sir+u=«a cambiamos u por un nimero mayor que siga
cumpliendo < —u < 0). Entonces z < —u=7r—s < a+ (—a).

e La suma de numeros reales extiende a la de nameros racionales.

Dados u,v € Q, si € Q cumple z < i(u) +i(v) entonces existen r, s € Q
tales que x <1+, r <wu, s <v, luego z < u+ v, luego x < i(u+ v). Si
x < i(u+v) tomamos r € Q tal que 0 < r < (u+ v — z)/2, de modo que
x<(u—r)+ (v—r)<i(u)+i(v). Por lo tanto i(u + v) = i(u) + i(v).

e Sia < entonces a+v < B +7.

Sir < ay s < son numeros racionales y a < 3, entonces r + s < 5+ vy
por definicién de suma, luego tomando el supremo, a4+ v < 5+ 7.

La prueba de que el producto de ntmeros reales positivos es asociativo,
conmutativo, tiene por neutro a 1 y de que todo ntimero real positivo « tiene
un inverso a~!, asi como de que el producto de ntimeros reales extiende al de
nimeros racionales, se obtiene cambiando sumas por productos en la prueba de
que la suma de nameros reales tiene estas propiedades. Después las propiedades
se trasladan formalmente a nimeros reales arbitrarios a partir de la definiciéon
de producto.

Para probar que R es un cuerpo sélo queda comprobar que la suma distribuye
al producto. Tomemos primero «, 3, v > 0 y veamos que a(8 +v) = aff + a.

Sir € Q cumple 0 < r < a(f + ), entonces existen u, v € Q positivos y
tales que r < wv, u < a, v < B+ 7, luego existen x, y € Q positivos tales que
v<x+y, x<fB,y <~y Entoncesr <u(x+y)=ur+uy <af+ay.

Si0 < r < af+ ay entonces existen u, v € Q positivos tales que r < u + v,
u < af, v < ay. A su vez existen a, b, ¢, d € Q positivos de modo que
r<ab+cd,a<a,b<f,c<a,d<-. Seae=max{a,c}. Entonces e < ay
r<eb+ed=-e(b+d) <a(f+ ). Esto prueba la igualdad.

Sip+v>0,5>0,v<0,entonces aff = a((ﬂ+7)—’y) =a(B8+7)+a(=p)
(puesto que B+~ >0y —y > 0), de donde (B + v) = af + ay. Los demas
casos se siguen formalmente de éstos dos.

De la propia definicién de producto se sigue que el producto de ntmeros
positivos es positivo, por lo que R resulta ser un cuerpo ordenado. L]

Tenemos, pues, que R es un cuerpo ordenado completo (en el sentido de
que es completo como conjunto totalmente ordenado). Vamos a probar que
esto caracteriza a R salvo isomorfismo, por lo que la construccion particular
con la que lo hemos obtenido resulta ser irrelevante. Empezamos observando lo
siguiente:
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Teorema 2.48 Todo cuerpo ordenado completo es arquimediano.

DEMOSTRACION: Sea R un cuerpo ordenado completo. Si no es arquime-
diano, entonces N esta acotado superiormente, luego tiene supremo, digamos s.
Por definicion de supremo, s—1/2 no es cota superior de N, luego existe un n € N
tal que s —1/2 < n < s, pero entonces s < n+ 1/2 < n + 1, en contradiccion
con que s sea cota superior de N. n

Teorema 2.49 Todo cuerpo ordenado arquimediano contiene un subcuerpo den-
so isomorfo a Q.

DEMOSTRACION: Sea R un cuerpo ordenado arquimediano. Por 2.36, sabe-
mos que R contiene un subcuerpo isomorfo a Q. Dados a < b en R, sea n un
namero natural tal que 1/(b—a) < n, con lo que 1/n < b—a. Seam = E[na]+1,
de modo que m — 1 < na < m, luego

m m—1
a < — =
n

1
+—-—<a+b—a=h.
n n

Asi, ¢ = m/n cumple a < ¢ < b. n

Teorema 2.50 Todo cuerpo ordenado completo es isomorfo a R.

DEMOSTRACION: Sea R un cuerpo ordenado completo y sea i : Q — R
un isomorfismo (y semejanza) entre Q y un subcuerpo denso de R. Por 2.45,
tenemos que ¢ se extiende a una semejanza ¢ : R — R. Vamos a probar que se
trata de un isomorfismo de cuerpos.

Sean «, 8 € Ry supongamos que i(a+ ) < i(a) +i(5). Entonces existe un
r € Q tal que i(a + B) < i(r) < i(a) +i(8) (porque ¢[Q] es denso en R), luego
a+p0 < r,luegoexiste r; € Qtalque a <1y <7r—0, luegory =r—ry > B,y asi
r=ri+ry, cona<rypf <re. Porlotanto, i(r) =i(ry)+i(r2) > i(a) +i(B),
contradiccion.

Igualmente llegamos a una contradiccion si i(a+3) > i(«)+4(8), luego tiene
que ser i(a + 8) = i(a) + i(8). De aqui se sigue a su vez que i(—a) = —i(a).

El mismo razonamiento prueba que i(af) = i(a)i(8) cuando «, 8 son ni-
meros reales positivos, y la relacion i(—«a) = —i(«) nos da el caso general. =

Del mismo modo que el teorema 2.39 caracteriza el tipo de orden de Q, el
teorema siguiente caracteriza el tipo de orden de R:

Teorema 2.51 Un conjunto ordenado es semejante a R si y sdlo si tiene las
propiedades siquientes:

1. Estd totalmente ordenado, no tiene mdximo ni minimo y es denso en si
mismo.

2. Es completo.

3. Tiene un subconjunto denso numerable.

(En otras palabras, si y sélo si es un continuo sin mdzimo ni minimo y con un
subconjunto denso numerable.)
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DEMOSTRACION: Trivialmente, todo conjunto ordenado semejante a R tiene
estas caracteristicas, porque R las tiene. Reciprocamente, si X es un continuo
con un subconjunto denso numerable D, es necesario que D sea un precontinuo,
pues, por la propia densidad, entre dos puntos de D debe haber un tercer punto
de D, y no puede tener ni maximo ni minimo, pues por encima de un punto
de D tiene que haber uno de X, y entre ambos tiene que haber otro de D (e
igualmente para el caso del minimo).

El teorema 2.39 nos da una semejanza f : QQ — D, que es una inmersion
densa f : Q — X. El teorema 2.45 implica que i se extiende a una semejanza
F:C(Q) — X, luego X =2C(Q) =R. n

Por ejemplo, si a < 8 son dos ntumeros reales, es facil ver que el intervalo
Je, B[ cumple las condiciones del teorema anterior, por lo que ]a, 5[ = R.

En realidad, nada de lo que hemos probado aqui nos asegura que R # Q.
Vamos a demostrar algo mucho més fuerte, a saber, que, a diferencia de lo que
sucede con N, Z y Q, el conjunto R de los ntimeros reales no es numerable. Para
ello nos apoyaremos en la consecuencia siguiente de la completitud de R:

Teorema 2.52 (de los intervalos encajados de Cantor) Si X es un con-
tinuo y {antnen ¥ {bn}nen son dos sucesiones en X tales que, para todo in-
dice n, se cumple a, < apy1 < bpy1 < by, entonces existe un I € X tal que
AneNa, <I1<b,.

DEMOSTRACION: El conjunto A = {a,, | n € N} es no vacio y esta acotado
superiormente por cualquier b,,, luego tiene supremo I, de modo que a,, <1 < b,.
| |

Teorema 2.53 R = PN. En particular, R no es numerable.

DEMOSTRACION: Sabemos que Q = Ny si f : N — Q es cualquier bi-
yeccion, es claro que A — f[A] determina una biyeccion entre PN y PQ, luego
también PN = PQ. Como R C PQ, tenemos que R < PQ, luego también
R < PN

En virtud del teorema de Cantor-Bernstein, basta probar la “desigualdad”
opuesta. Para ello consideramos el conjunto C' = {0, 1} de todas las aplicacio-
nes de N en {0,1}. Se cumple que C = PN, pues una biyeccion entre ambos es
la dada por s +— s~ 1[{1}]. Asi pues, basta probar que C < R.

Si @ < B son dos nameros reales, podemos dividir el intervalo I = [a, 3] en
tres partes iguales:

B—a 2(8 — a)
3 <a+ 3 < B.

Definimos Iy = [o, a+(8—)/3], I; = [a+2(8—«)/3, 8], de modo que Iy, I; C I,

IpN I, = . Mas atn, si definimos la longitud de un intervalo I = [, 8] como

(I) = 8 — a, tenemos que ¢(Iy) = ¢(I,) = ¢(I)/3.

a< a4+
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Asi, si partimos del intervalo I = [0, 1], podemos dividirlo en tres partes y
quedarnos con las dos extremas, Iy e I, de longitud 1/3, cada una de las cuales
puede a su vez dividirse en tres partes, con lo que obtenemos los intervalos Iy,
Io1, 10, I11 de longitud 1/9 que muestra la figura:

Iy I

[ T T ] [ T T |
————— 7 ————— 7

0 Ipo Ipy 1/ 2/3 I I 1

Podemos continuar indefinidamente este proceso de subdivision. Para for-
malizar esta construccién consideramos el conjunto C' = {0, 1} de todas las
sucesiones de ceros y unos. Para cada s € C' y cada n € N, llamaremos s/, a la
restriccion de s al conjunto I} = {0,...,n — 1}.

Fijado s € C, podemos definir recurrentemente intervalos I, mediante la
relaciéon

IS,O = [O, 1]7 Is,n+1 = (Is,n)s(n)-

Una simple induccién prueba que si s|,, = t|,,, entonces I, , = I , es decir,
que el intervalo I, no depende de s, sino unicamente de s|,, por lo que podemos
llamarlo I, .

De este modo, cada I, es un intervalo cerrado contenido en [0, 1] de longitud
((I,),) =1/3". Ademas si m < n entonces I, C Iy,

Consecuentemente, para cada s € C, la sucesion {I|, }nen es una sucesion
de intervalos encajados en las condiciones del teorema anterior (mejor dicho: si
Iy, = [an,by], las sucesiones {an}nen ¥ {bn}nen estan en las condiciones del

teorema anterior). Por lo tanto, existe un nimero real [ € [ Iy, .
neN
Dicho ntimero real es tunico, pues si hay dos, digamos [; < o, para todo

n > 1 tendriamos que

1
0§l2_l1§bn_anzig

n )

S|

y, por la propiedad arquimediana, esto s6lo es posible si [; = 5.

Por lo tanto, podemos llamar x, € R al Gnico namero real que cumple

N I, = {z}. Tenemos asi una aplicacion f : C — R dada por f(s) = x,
neN
que es inyectiva, pues si s # ¢, existe un minimo n € N tal que s|, # t|n,

luego Iy, = Iy, pero w5 € Iy, ., x4 € Iy, , y estos intervalos son los dos
subintervalos disjuntos que hemos tomado dentro de I, = Iy, , luego zs # ;.

Asi pues, c < ﬁ, como queriamos probar. El teorema de Cantor 1.25 implica
entonces que R no es numerable. [

Notemos que en realidad hemos probado que el intervalo I = [0, 1] no es nu-
merable, y una ligera modificacion de la prueba muestra que todo intervalo en R
(no vacio y que no se reduzca a un punto) es no numerable. Alternativamente,
esto se deduce del teorema 2.51 (véase la observacion posterior).

La diferencia de tamano entre R y Q tiene muchas consecuencias. De mo-
mento senalamos una muy simple:
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Teorema 2.54 FEntre dos nimeros reales cualesquiera hay infinitos nimeros
racionales e infinitos numeros irracionales.

DEMOSTRACION: Que entre dos nimeros reales cualesquiera hay infinitos
nimeros irracionales es consecuencia de que QQ es denso en R. Por otra parte,
si a < 3, entonces

[, 8] = ([, 5] N Q) U ([, B]\ Q)

Sabemos que [a, 5] N Q es numerable y, si [«, 8] \ Q fuera finito, es claro que la
union seria también numerable, pero sabemos que no lo es, luego [a, 8] \ Q es
infinito. De hecho, es facil ver que tiene que ser no numerable. L]

De este modo, si p < g son dos nimeros racionales, cualquier nimero irra-
cional p < a < ¢ esta llenando un “agujero infinitesimal” en Q, en el sentido de
que

Q={¢cQlg<aju{geQ|g>a}

es una descomposicion de Q en dos conjuntos no vacios tales que todo elemento
del primero es menor que todo elemento del segundo y, sin embargo, no hay
ningtn namero racional que sea el maximo del primero o el minimo del segundo.
En otras palabras, el primer conjunto no tiene supremo y el segundo no tiene
infimo.

Terminamos con otra aplicacién de la completitud de R que necesitaremos
en la construccién de los ntimeros complejos:

Teorema 2.55 Para todo nimero real o > 0 existe un unico nimero 3 > 0 tal
2
que B = a.

DEMOSTRACION: Basta tomar 3 = sup{d € R | 62 < a}. Notemos que el
conjunto cuyo supremo estamos calculando no es vacio, pues contiene a 0, y
estd acotado superiormente por cualquier nimero natural mayor que «. Por lo
tanto, B € Ry 5> 0.

Si fuera 52 < «, entonces, para todo 0 < € < 1, tenemos que

(BH+e)? =p24+2Bc+ e < B2 +2Be+e=p2+ (28 + 1),

luego cualquier € < (o — 32)/(28 + 1) hace que (8 + €)? < o, en contradiccién
con la definicién de S. Si fuera 32 > «, entonces

(B—€)?=p° —2Be+ ¢ =7 — (28— e)e > 7 — 20,

luego todo € < (8% —a)/2f hace que (3—¢)? > a, luego B no seria la menor cota
superior del conjunto del cual es supremo. Por lo tanto, tiene que ser 32 = a.
La unicidad es inmediata, pues si 0 < 3; < 32, entonces 57 < [35. n

Definicion 2.56 Si o > 0 es un namero real, se llama raiz cuadrada de o al
tnico ntimero real 3 > 0 que cumple 32 = a. Se representa por /.

De la unicidad de la raiz cuadrada se sigue inmediatamente la relacién

VvapB = y/ay/B. También es claro que si 0 < o < 3, entonces /a < /.
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2.8 Los nimeros complejos

Terminamos la construccién del sistema numeérico discutiendo brevemente el
cuerpo C de los numeros complejos. Aunque existen construcciones algebraicas
maés conceptuales, la forma mas simple desde un punto de vista conjuntista de
definir los ntimeros complejos es como C = R2, es decir, un ndmero complejo
es, por definicién, un par de nimeros reales. La suma y el producto de ntimeros
complejos se definen asi:

(z,y)+ (@ y)=(z+2",y+vy), (z,y)(@,y)=(za" —yy' zy +2'y).

Una comprobacion rutinaria muestra que, con estas operaciones, C tiene
estructura de cuerpo, donde 0 = (0,0), 1 = (1,0), —(z,y) = (—z,—y) y

(@y) ' = (g, —
) m2_|_y2’ l‘2+y2 :

Ademés, la aplicacion ¢ : R — C dada por i(x) = (z,0) es un monomorfismo
de cuerpos, lo que nos permite identificar los ntimeros reales con los niimeros
complejos de la forma (z,0). Siademas convenimos en llamar unidad imaginaria
al niimero complejo ¢ = (0, 1), sucede que

(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0) + (y,0)(0,1) = = + yi,

por lo que todo nimero complejo z se expresa de forma tnica como z = x + i,
para ciertos ntimeros reales z y y, que reciben el nombre de parte real y parte
imaginaria de z, respectivamente.

Se define el conjugado de un niimero complejo z = x + yi como Z = x — yi.
Es claro entonces que un ntimero complejo z es real si y so6lo si z = Z.

Una comprobacién rutinaria muestra que
Zl+22:21+22, 2122 = Z129.

En términos algebraicos, esto significa que la conjugaciéon es un automorfismo
de C (un isomorfismo de cuerpos de C en si mismo).

Definimos el mddulo de un ntimero complejo z = x + yi como
|2l = Vz2z = Va? + 2.

El médulo cumple las propiedades siguientes:

1. |2/ >0y |z| =0siysodlosiz=0,

2. |z122| = |21 |22l

3. 21 + 22| <z + |22
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La tnica que no es inmediata es la tercera. Para probarla demostramos
primero la relacién

|$1y1 +I2y2| S |le|22‘7 donde Zj = Ty +y] Z'7 j = 1a25

En efecto, llamemos A = |2z1|2, B = |z1y1 + 7232, C = |22]?. Sea a = +1 de
modo que B = a(x1y; + x2ys2). Para todo ntimero real r > 0 se cumple que

0 < |21 — razm|? = (r1 — raxs)?® + (y1 — raye)® = A —2rB + Cr.

Si C = 0, tiene que ser B = 0, o la desigualdad seria falsa para r grande. Si
C > 0, tomamos f = B/C y obtenemos B? < AC, que es lo que querfamos
probar.

Pasamos ya a probar la propiedad 3):
21+ 22)” = (31 + 22) + (Y1 +42)° = (@7 +47) + (22 + 92)® + 2(z122 + Y192)

= 21 + |22 + 2(z122 + y1y2) < |21 + |22 + 2|21 ]|22] = (|21] + |22])?,
y basta tomar raices cuadradas. L]

Asi, el moédulo de los nimeros complejos cumple las mismas propiedades que
el valor absoluto en un cuerpo ordenado (las restantes se deducen trivialmente
de la definicion de moédulo o de las que hemos probado), pero C no admite
ninguna estructura de cuerpo ordenado (con la suma y el producto que hemos
definido), pues cumple que i = —1, y en un cuerpo ordenado tiene que ser
—1 < 0, mientras que todo cuadrado tiene que ser positivo.



Capitulo III

Ordinales

En los capitulos precedentes hemos presentado casi la totalidad de los ele-
mentos basicos que la mayoria de las ramas de la matematica necesitan de la
teoria de conjuntos como punto de partida para una fundamentaciéon rigurosa.
Solo faltaria hablar del axioma de eleccion y sus consecuencias mas importantes,
asi como de algunos resultados basicos sobre cardinales infinitos. De esto nos
ocuparemos en los dos capitulos siguientes.

Ahora vamos a presentar uno de los conceptos fundamentales de la teoria
de conjuntos como rama especifica de las matematicas, que se usa con poca
frecuencia en otras ramas: los ordinales o ntimeros transfinitos. El axioma
de regularidad, que introduciremos en el capitulo siguiente, convertird a los
ordinales en el “esqueleto” o el “armazén” de la clase universal V', mientras que el
axioma de eleccion los hara capaces de enumerar cualquier conjunto, cualquiera
que sea su tamano, algo que no puede hacerse con los nimeros naturales.

En el capitulo anterior hemos construido los ntimeros naturales, pero no
hemos definido ningtin conjunto N en particular, sino que hemos llamado N a
cualquier sistema de Peano. Hemos construido uno a partir de una aplicaciéon
S : X — X inyectiva y no suprayectiva dada por el axioma de infinitud, de
modo que distintas elecciones de S (y del elemento escogido como 0 € X) dan
lugar a distintos sistemas de Peano.

En este capitulo empezaremos construyendo un sistema de Peano especifico,
uno de los méas simples que cabe imaginar. Asi, en lugar de tomar como 0
un cierto elemento de un cierto conjunto X en el que hay definida una cierta
funciéon S, definiremos 0 = @. A su vez, el 1 no serd la imagen de ese cierto
conjunto llamado 0 por esa cierta funcién S, sino que tomaremos concretamente
1 ={0}. En general, vamos a definir unos ntimeros naturales de modo que

0=g, 5={0,1,2,3,4},

1= {0}7 6= {07 132a37475}a
2-{0,1},  7=1{0,1,2,3,4,5,6},

3= {O, 1,2}, 8 = {0, 1,2,3,4,5,6, 7},
4:{0,1,2,3} 9—{0,1,2,3456,7,8},.
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La ventaja de esta construccién, ademéas de su simplicidad estructural, es
que se generalizara de forma inmediata hasta el concepto de “ntimero ordinal”,
que es el que, como hemos indicado, sera el objeto central de este capitulo.

Trabajaremos en NBG*, sin suponer el axioma de infinitud o el axioma de
partes salvo que lo indiquemos explicitamente.

3.1 La construccion de los ordinales

El primer paso para formalizar la construccion de los nimeros naturales que
acabamos de esbozar es el siguiente:

Definicion 3.1 Llamaremos 0 = & y, para toda clase x, definimos
¥ =z U{z}.
Definimos 1 =0 = {0}, 2=1"={0,1}, 3= 2" = {0, 1, 2}, etc.

El etcétera final significa que, prosiguiendo del mismo modo, podemos definir
el 4 yel5yel 10472, pero por mucho que prolonguemos las definiciones de
nimeros naturales particulares, eso no nos va a proporcionar una definicién de
“naumero natural”, es decir, una propiedad definida exclusivamente a partir de
€ y los signos logicos (o de propiedades definidas previamente a partir de estos
signos béasicos) que nos permita definir por comprension la clase de los nameros
naturales. Para ello “etc.” resulta inadmisible porque no esté definido a partir
de € y de los signos logicos.

Presentamos a continuacién una lista de propiedades comunes a todos los
nimeros naturales que sabemos definir individualmente:

Una clase Y es transitiva si cumple
Y transitiva= Az €Y zCY

o, equivalentemente (y de aqui el nombre) Auv(u € vAvEY = ue€Y).

Una clase Y es €-conera si cumple
€-conexaY = A\uv € Y(u€vVoveEuVu=no).
Una clase Y esta bien fundada si cumple
Y bien fundada= AX(X CYAX #2 - Vue X unX = 2).

Un conjunto u que cumpla u € X A unNX = & se llama un €-minimal de X,
de modo que la buena fundacién afirma que toda subclase no vacia de Y tiene
al menos un €-minimal. Observemos que u es un €-minimal de X si u € X y
ningtn v € u cumple v € X.

Ciertamente, los nimeros naturales que queremos definir cumplen estas pro-
piedades. Son transitivos, pues, si, por ejemplo, 4 € 7, se cumple también que
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4=1{0,1,2,3} € {0,1,2,3,4,5,6} = 7, y esto no se cumple casualmente en este
ejemplo, sino que vale en todos los casos.!

En cuanto a la conexioén, si por ejemplo tomamos 3,7 € 9, ciertamente se
cumple que 3 € 7y, en general, si tomamos dos elementos distintos de un nimero
natural, el menor pertenecera al mayor. Por lo tanto, los ntimeros naturales son
€-Cconexos.

También estan bien fundados, pues si tomamos un nimero natural, por
ejemplo 8 y un subconjunto no vacio, por ejemplo X = {3,5,6}, se cumple que
X tiene un €-minimal, concretamente u = 3, pues ciertamente 3 € X, pero
ningin v € 3 cumple v € X. De hecho, vemos que cada subconjunto no vacio
de un nimero natural tiene un tnico €-minimal, a saber, el minimo ndmero
natural que contiene.

El lector debe entender que la cuestién aqui no es demostrar si realmente,
lo que hemos constatado con ejemplos particulares vale para todos los niimeros
naturales, sino méas bien si podemos definir un ntimero natural como un conjunto
transitivo, €-conexo y bien fundado, o si, por el contrario, existen conjuntos con
estas tres propiedades que no tienen nada que ver con los conjuntos 0, 1, 2, ...,
de modo que necesitamos introducir mas propiedades para quedarnos tnica-
mente con los numeros naturales. Como respuesta provisional damos una nueva
definicién:

Definicion 3.2 Una clase Y es un ordinal si es transitiva, €-conexa y bien
fundada. Llamaremos  a la clase de todos los (conjuntos) ordinales.

Observemos que la propiedad “Y es un conjunto y es un ordinal” es normal.
El tnico punto problemaético es la definicion de clase bien fundada, que incluye
una cuantificaciéon sobre toda subclase de Y, pero si Y es un conjunto, es lo

mismo decir “para toda clase X, si X C Y --- 7 que decir “para todo conjunto
X,si X C Y- 7 porque toda subclase de un conjunto es un conjunto. Por
consiguiente

Q2 ={a|ctoa A ordinal o}
es una aplicacion valida del axioma de comprension.

Asi pues, en estos términos la pregunta que nos haciamos es si existen ordi-
nales que no sean (o no deban ser considerados como) nimeros naturales. En
cualquier caso, lo cierto es que los nimeros naturales que pretendemos definir
son ordinales, luego al estudiar los ordinales estamos estudiando en particu-
lar los ntimeros naturales, con la diferencia de que los ordinales los tenemos
correctamente definidos mediante una propiedad del lenguaje de la teoria de
conjuntos.

INo vamos a demostrar que todo ntimero natural es transitivo, en parte porque para ello
necesitariamos una definiciéon de namero natural que no tenemos, y en parte porque usaremos
la transitividad como parte de la definiciéon de niimero natural. Lo mismo vale para las otras
dos propiedades que estamos considerando.
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Empezamos observando que, trivialmente, toda subclase de una clase €-
conexa o bien fundada es también €-conexa o bien fundada, pero no podemos
decir lo mismo de las clases transitivas (pensemos, por ejemplo, en {3,5} C 7).
Veamos ahora un resultado técnico sencillo sobre clases bien fundadas:

Teorema 3.3 Si z es una clase bien fundada entonces® = ¢ x.

DEMOSTRACION: Si x € x entonces z es un conjunto y {z} C z A {z} # @.
Sea u un elemento €-minimal de {z}. Necesariamente, u = z, pero z € zN{x},
contradiccion. n

Con esto podemos probar:
Teorema 3.4 0c QA Nz € Q 2’ € Q.

DEMOSTRACION: Notemos que 0 = @ cumple trivialmente las tres condi-
ciones de la definicion de ordinal (es transitivo porque no existe ningiun u € &
que pueda incumplir la definicién, es €-conexo porque no existen u,v € & que
puedan incumplir la definicién, y estd bien fundado porque no existe ningun
u C &, u # @ que pueda incumplir la definicion).

Supongamos ahora que x es un ordinal. Si u € 2’ = x U {z}, entonces
u € x V u = x, pero en ambos casos u C x, en el primero porque «x es transitivo.
Esto prueba que z’ es transitivo.

Siu,v €2, entonces u €ExVu=xywv€xVuv=x Estonosda cuatro
casos: u € x ANv € xobienu € x Av ==z, 0o bienu =2 A v € z, o bien
uw = = v. En el primero tenemos que u € v V v € u V u = v porque & es
€-conexo, y en los otros tres tenemos u € v, v € u, u = v respectivamente. Esto
prueba que 7’ es €-conexo.

Tomemos v C ' A u # & y veamos que tiene €-minimal. Tratemos aparte
el caso en que u = {z}. Entonces v = x es un €-minimal de u, pues zN{z} = @.
En efecto, si existiera w € z N {z}, seria x = w € x, en contradiccion con el
teorema anterior.

Como u C z U {x}, si no se da la igualdad v = {z} es porque uNz # &, y
tenemos asi un subconjunto no vacio de z. Como z esté bien fundado existe un
v € uNx que es €-minimal para esta intersecciéon. Vamos a ver que es €-minimal
de u.

En efecto, si w € v Nu, entonces w € 2, luego w € x V w = z. En el primer
caso w € uNx y w € v, lo que contradice que v sea €-minimal de v Nx. En el
segundo caso r = w € v € z, luego, por la transitividad de x, resulta que = € z,
en contradiccién con el teorema anterior. L]

En vista de este teorema resulta que 0 es un ordinal, luego 1 = 0’ es un
ordinal, luego 2 = 1’ es un ordinal y, en definitiva, todos los ntimeros naturales

2Quiza el lector se pregunte si es posible que una clase (necesariamente un conjunto) cumpla
z € . Nos falta presentar tres axiomas de NBG, uno de los cuales, el axioma de regularidad,
afirma precisamente que toda clase esta bien fundada, luego, bajo dicho axioma, no puede
darse el caso. No obstante, en su momento discutiremos debidamente la situacion.
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son ordinales, pero no podemos demostrar tal cosa porque no tenemos una
definicién de nimero natural.

Observemos que los elementos de los nimeros naturales (que pretendemos
definir) son también ntmeros naturales. De momento podemos probar que esto
es cierto para ordinales:

Teorema 3.5 Los elementos de los ordinales son ordinales.

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal y sea x € Y. Por transitividad t C Y y
por consiguiente x es conexo y bien fundado. Falta probar que es transitivo, es
decir, que Auv(u €vAv Ex — u € 7).

Siu€evAvex, tenemos v €x Az €Y,y como laclase Y es transitiva,
v €Y, eigualmente u € Y. Asi pues, {u,v,z} CY. Como Y esta bien fundada
se cumplird uno de los tres elementos del subconjunto tiene que ser €-minimal,
es decir,

uN{uw,v,z} =& vV vN{u,v,z} =0 Vv azn{uv,z} =40,

pero u € v N{u,v,2} y v € x N {u,v,z}, luego ha de ser u N {u,v,2} = @.
Como Y es conexa ha de ser u € z V x € u V u = x, pero si x € u entonces
x €un{u,v,z} =, ysiz =u entonces v € uN{u,v,x} = . Asi pues, se ha
de cumplir u € x, como queriamos. [

En particular vemos que
NaBla € BABEQ = ac),

pero esto es tanto como decir que la clase () es transitiva.

Nuestra observaciéon siguiente es que, para los niimeros naturales que pre-
tendemos definir, la relaciéon de orden usual se corresponde con la inclusién, es
decir, es lo mismo 3 < 7 que 3 C 7. Veamos ahora que la inclusiéon define un
buen orden en cualquier ordinal:

Teorema 3.6 SiY es un ordinal, entonces la relacion de inclusion es un buen
orden en 'Y .

DEMOSTRACION: Sea Y un ordinal, y consideramos la relaciéon en Y dada
por u < v <> u C v. Sabemos que, en general, se trata de una relacion de
orden parcial. Vamos a probar que toda subclase X C Y no vacia tiene minimo
elemento. Mas concretamente, tomamos un €-minimal v € X cualquiera y
vamos a ver que es el minimo de X (lo que, en particular, implica que cada
subclase no vacia de un ordinal tiene un tnico €-minimal).

Si tomamos cualquier otro v € X, tenemos que u, v € Y, luego por la
conexién tiene que ser u € v V v € u V u = v, pero el caso v € u contradice
la minimalidad de u, luego nos queda v € v V u = v, y en ambos casos u C v
(en el primero porque v es un ordinal, luego es transitivo). Asi pues u < v para
todo v € X. Esto es lo que significa que u sea el minimo de X. m
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A continuacion notamos que la relacion de orden estricto en los ntmeros
naturales se corresponde con la pertenencia, es decir, que 3 < 7 es lo mismo que
3 € 7. El teorema siguiente demuestra este hecho para ordinales:

Teorema 3.7 Si X, Y son ordinales, entonces X CY <> X €Y VX =Y.

DEMOSTRACION: Una implicacién es trivial, pues si X € Y entonces X C Y
por transitividad. Supongamos ahora que X C Y pero X # Y y veamos que
XeY.

Tenemos que Y \ X # &, luego por la buena fundacion esta clase tiene un
€-minimal v € Y \ X. Basta probar que u = X.

Si z € u, entonces z ¢ Y \ X (por la minimalidad de u) y z € Y (por
transitividad, pues z € u € Y), luego z € X. Por lo tanto u C X.

Si z € X, entonces tenemos z, u € Y, luego z € uVu € zVz=u. Siu€ z,
entonces u € z € X, luego u € X, contradiccion (pues v € Y\ X). Siz =u
entonces de nuevo u € X, contradiccion. Por lo tanto z € u, y asi X C u. En
definitiva, tenemos la igualdad u = X. ]

Ahora necesitamos un sencillo resultado técnico:
Teorema 3.8 La interseccion de dos ordinales es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sean X, Y ordinales. Como X NY C X, trivialmente la
clase X NY es conexa y bien fundada. Falta ver que es transitiva, pero es cierto
en general que la interseccién de clases transitivas es transitiva:

Siue XNY,entoncesu e X NAue Y, uC X AuCY,luegouC XNY.

n
De aqui deducimos una propiedad nada trivial:
Teorema 3.9 Si X eY son ordinales, entonces X €Y VY e X VX =Y.

DEMOSTRACION: X NY es un ordinal, X NY C X y XNY CY. Por el
teorema 3.7 tenemos (X NY e X VX NY =X)A(XNYeYVXNY=Y).
Esto nos da cuatro casos:

(XNYEXAXNYEY)V(XNYEXAXNY =Y)

VIXNY =XAXNYEY)V(XNY =XAXNY =Y),

oseaXNYeXNY V YeX VvV XeY Vv X =Y. El primer caso se
descarta por el teorema 3.3. n

Notemos que, en principio, la definicién de ordinal dice que dos elementos
de un mismo ordinal estdn conectados por la relaciéon de pertenencia, pero lo
que acabamos de probar es que dos ordinales cualesquiera, que en principio no
tienen ninguna relacién entre si, también estan conectados por la relacién de
pertenencia, y uno tiene que ser un elemento del otro salvo que sean el mismo.
En particular,

NaBeQ(aepvBeaVva=2),

luego la clase 2 es €-conexa (y ya habiamos probado que era transitiva). De
hecho, se cumple algo mas fuerte:
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Teorema 3.10 ) es un ordinal.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que (2 es transitiva y €-conexa. So6lo
falta probar que esta bien fundada. Para ello tomamos una clase X C  no
vacia, y vamos a encontrarle un €-minimal. Tomemos cualquier v € X. Si ya
es un €-minimal, no hay nada que probar. En caso contrario uNX # @y
uNX C u. Como u € €2, es un ordinal y esta bien fundado, luego v N X tiene
un €-minimal v, es decir, v e uNX yvNunX = g.

Ahora bien, como v € u, por transitividad v C u, de donde concluimos que
vNX =vNunNX =¢g. Ademés v € X, luego v es un €-minimal de X. =

Con esto termina el “trabajo duro” de la construccion de los ordinales, y
podemos empezar a extraer consecuencias:

Teorema 3.11  es una clase propia.

DEMOSTRACION: Si € fuera un conjunto, puesto que es un ordinal, tendria-
mos que 2 € (2, en contradiccién con el teorema 3.3. n

Asi pues, la clase de todos los (conjuntos) ordinales es un ordinal que no es
un conjunto. Seguidamente probamos que es el tnico caso:

Teorema 3.12 Si Y es un ordinal, o bien Y € Q, o bien Y = Q.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema 3.9, que nos da en principio las
opciones Y € QV Q€Y VY = Q pero la segunda es imposible, pues implica
que 2 es un conjunto. ]

Definicion 3.13 Llamaremos nimeros ordinales a los elementos de €2, es decir,
a los conjuntos que son ordinales. En lo sucesivo usaremos letras griegas mi-
nisculas para referirnos a los nimeros ordinales, de modo que Aa o Vo debera
entenderse como Ao € Q o Vo € , respectivamente.

Llamaremos < a la inclusién en €2, de modo que, segun el teorema 3.6,
sabemos que (2, <) es una clase bien ordenada. Asi pues, o < 3 es equivalente
aaCp.

El teorema 3.7 implica que la relaciéon de orden estricto asociada a < es
equivalente a la pertenencia, es decir, que oo < [ es equivalente a « € 8. (Aqui
hay que tener en cuenta que no puede suceder a un tiempo o € 8y a = 3, pues
entonces tendriamos a € a.)

El teorema siguiente recoge los hechos bésicos sobre el buen orden de los
ordinales:

Teorema 3.14 Se cumple:

1. 0 es el minimo ordinal.

2. Si a es un ordinal, entonces o también lo es, y es el minimo ordinal
mayor que a (es decir, N\B € Q (a < B — o/ < f).

3. Todo conjunto de ordinales A C Q) tiene supremo o = |J A.
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DEMOSTRACION: 1) ya hemos probado que 0 es un ordinal, y es el minimo
porque el conjunto vacio esta contenido en cualquier conjunto.

2) Ya hemos probado que o € Q. Si @ < 8 entonces a € 3, luego o C S,
luego o = aU{a} C B, luego o/ < 5.

3) Como todo o € A esta contenido en €, es claro que o C Q, luego es un
conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero si
B € o, entonces existe un a € A tal que 5 € «, luego por la transitividad de «
es B C a C o. Por consiguiente o € ). Teniendo en cuenta que el orden es la
inclusion, es inmediato que o es el supremo de A. L]

Volvemos ahora a la cuestion de si hay ordinales que no sean ntimeros natu-
rales (aparte de ). Para ello introducimos los conceptos siguientes:

Definicién 3.15 Un ordinal o € Q es un ordinal sucesorsi /< o a =,y
es un ordinal limite si no es 0 ni un ordinal sucesor, es decir, si cumple

alimite=0caA NS ead €a.

Trivialmente entonces, todo a € € esta en uno (y sélo uno) de los tres casos
siguientes: o bien es a = 0, o bien es un ordinal sucesor, o bien es un ordinal
limite. Usaremos la letra \ para referirnos a ordinales limite, de modo que A\
y V\ significaran, respectivamente, “para todo ordinal limite \” y “existe un
ordinal limite \”.

Ahora bien, ;existen ordinales limite? Ciertamente, los nimeros naturales
distintos de 0 son ordinales sucesores, luego la existencia de un ordinal limite
implica la existencia de un nimero ordinal que no es un numero natural. Antes
de entrar en este asunto observamos que ya podemos cumplir el objetivo que
nos habiamos marcado:

Definicién 3.16 Diremos que un conjunto n es un numero natural si
neQANAMeQm<n—-m=0VvVVrecmm=1r").
Llamaremos w a la clase de todos los nimeros naturales.

Asi pues, hemos definido un nimero natural como un ordinal tal que los or-
dinales no nulos menores o iguales son todos sucesores. Enseguida discutiremos
si la definicion es razonable, pero antes observamos lo siguiente:

Teorema 3.17 w es un ordinal.

DEMOSTRACION: Como w C €, es trivialmente una clase €-conexa y bien
fundada, y basta ver que es transitiva. Si u € v A v € w, entonces v es un
ntmero natural y v es un ordinal u < v, luego todos los ordinales no nulos
m < u son ordinales no nulos m < v, luego, al ser v un ntimero natural, todos
ellos son sucesores, lo que significa que u también es un ntmero natural, luego
U € w. u

Nuestra definicion de ndmero natural estd justificada por el teorema si-
guiente:
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Teorema 3.18 (Axiomas de Peano) Se cumple:
1. 0 e w,
2. Anewn' €w,
8. Nnecwn' #0,
4. Amnew (m' =n" —m=n),
5 NAACwAOEAANNREAN €A— A=w).

DEMOSTRACION: 1) es trivial.

2) Sin € wy a < n/, entonces, o bien a € n’ o bien & = n’. En el primer
caso a < n, luego a = 0V VB € aa = ', porque n € w. Esto también se
cumple en el segundo caso, tomando 8 = n. Por consiguiente n’ € w.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente validas para ordinales cualesquiera,
pues 0 < n < n/, luego 0 € n’/, luego n’ # 0. Por otra parte, si m’ = n’, tiene
que ser m = n, ya que si fuera m < n entonces m’ < n < n’, luego m’ #n’, e
igualmente si n < m.

5)SiACwA0c€AANAnE€ An' € Apero A # w, entonces, como hemos
probado que € es un ordinal, existe un €-minimal n € w \ A. No puede ser
n=0,pues 0 € A, n ¢ A. Como n es un namero natural, por definicion existe
un m € n tal que n = m/. Como n es minimal, no puede ser que m € w \ A,
pues entonces m € nN (w\ A). Por lo tanto m € A (notemos que m € n € w,
luego m € w, por transitividad). Pero estamos suponiendo que m € A implica
n =m' € A, contradiccion. n

En otras palabras, hemos probado que w, con la aplicaciéon S : w — w dada
por S(n) =n’ y con el niimero natural 0 = & es un sistema de Peano salvo por
el hecho de que no sabemos si w es 0 no un conjunto.

El hecho de que w sea un ordinal s6lo nos deja dos posibilidades: o bien
w = 2, en cuyo caso no hay més ordinales que los ntimeros naturales y 2 y no
existen ordinales limite, o bien w € €2, en cuyo caso w es un ordinal limite, por
el segundo axioma de Peano. Més precisamente:

Teorema 3.19 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. Existe un conjunto X con una aplicacion S : X — X inyectiva y no
suprayectiva.

Vz(ctozr A0 €z A Nu€ezu €x),
ctow,
w € Q,

w es un ordinal limite,

SEN RN

Existe un ordinal limite.
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DEMOSTRACION: 1) es el axioma de infinitud a partir del cual hemos cons-
truido en el capitulo anterior un sistema de Peano N. En virtud del principio de
recursion podemos construir una aplicacion f : N — Q) determinada por que
f(0)=0y f(n+1)= f(n). Es claro entonces que f[N] cumple 2).

Si 2 es un conjunto que cumple 2), entonces y = xNw esté en las condiciones
del quinto apartado del teorema 3.18, que nos da que x Nw = w, es decir, que
w C z, luego w es un conjunto y tenemos 3). A su vez, 3) implica trivialmente 4),
que a su vez implica 5) por el segundo apartado del teorema 3.18. Obviamente
5) implica 6), y en un ordinal limite A podemos definir la aplicacion S : A — A
dada por S(0) = ¢’, que es inyectiva y no suprayectiva, luego se cumple 1). =

De este modo, cualquiera de las afirmaciones del teorema anterior puede
anadirse a NBG* en calidad de axioma de infinitud. La version 1) que hemos
adoptado en el capitulo anterior es la que permite construir un sistema de Peano
mas rapidamente, mientras que 2) es la formalmente mas simple y 3) la concep-
tualmente més simple. Aunque para nosotros va a ser irrelevante adoptar una
u otra version, vamos a destacar 2) como posible alternativa a 1):

Axioma de infinitud (AI) Vz(ctox A0 €z A Au €z v €x).

Una consecuencia notable de la construccion de los nameros naturales como
ordinales es que podemos trabajar con ellos hasta cierto punto sin necesidad de
suponer el axioma de infinitud, asi que de momento seguiremos trabajando en
la teoria basica NBG*.

3.2 Induccién y recursiéon transfinita

Vamos a generalizar a ordinales los teoremas de induccién y recursiéon que en
el capitulo anterior hemos probado para nimeros naturales. Necesitaremos los
resultados del apartado “Clases bien ordenadas” de la seccion 1.6. Empezamos
con el principio de induccién, que no es sino un caso particular del teorema 1.27:

Teorema 3.20 (Induccién transfinita)
NA(Aa(a C A= ac A) = QC A).

Es decir: si bajo la hipotesis de induccion de que todos los ordinales 8 < «
pertenecen a una clase A podemos probar que « € A, entonces todo nimero
ordinal estéd en A. La prueba es la misma que la de 1.27:

DEMOSTRACION: Si no se cumpliera 2 C A, entonces 2\ A # &, y debe
existir un minimo elemento o € 2\ A, pero esto significa que todo ordinal
menor que « estd en A, es decir, o C A, luego la hipodtesis nos da que a € A,
contradiccion. n

En la préctica aplicaremos este teorema a clases de la forma

A={aecQ|¢(@)},



3.2. Induccién y recursion transfinita 103

para cierta propiedad (normal) ¢(z), de modo que lo que estamos afirmando es
que si el hecho de que todos los ordinales menores que un « tienen la propiedad
¢ implica que « también la tiene, entonces todos los ntimeros ordinales tienen
la propiedad ¢.

A menudo el planteamiento de la inducciéon se simplifica si distinguimos
casos segin si @« = 0 (en cuyo caso la hipotesis de induccion es vacia), si « es
un sucesor (en cuyo caso a menudo basta aplicar la hipotesis de induccion a su
anterior) o si es un limite. Esto nos lleva al enunciado siguiente:

Teorema 3.21 (Induccién transfinita)
NA(O € AN Na(ae A—d € A)
ANNANSG <A —=5€A) = e A)—QcCA).

En otras palabras, una forma alternativa de probar que todos los ordinales
tienen una propiedad (cosa que puede expresarse como la pertenencia a una
clase A) es probar que 0 la tiene, que si un ordinal « la tiene entonces también
la tiene o', y que si todos los ordinales menores que un limite A\ la tienen,
también la tiene .

La prueba sigue el mismo argumento: si no fuera Q C A la clase Q\ A deberfa
tener un minimo elemento 3, pero no puede ser § = 0 por la primera parte de
la hipétesis, ni 8 = o' por la segunda (porque a < 3 estaria en A y entonces
B también deberia cumplir 8 € A) ni puede ser un limite por la tercera, luego
tenemos una contradiccion.

Vemos asi que los resultados de induccién son poco menos que triviales.
La parte delicada es demostrar el teorema de recursion transfinita. Se trata
de probar que para definir una funcion F : @ — A podemos definir F(«)
suponiendo que F' ya esté definida para los ordinales menores que «, es decir,
usando los valores F'(§) con d < « para definir F'(«) o, mas precisamente, usando
F|, para definir F(a). Con exactitud:

Teorema 3.22 (Recursién transfinita) Sea A una clase cualquiera, sea
X={f|Va f:a— A}

y sea G : X — A. Entonces existe una unica funcion F : Q — A caracteri-
zada por que Na F(a) = G(F|a)-

DEMOSTRACION: Diremos que f : § — A es una fS-aproximacion si para
todo a < B se cumple f(a) = G(f|a). Es claro que si existe una S-aproximacion
entonces es unica. En efecto, supongamos que f y g son dos $-aproximaciones.
Entonces sea a < f el minimo ordinal en el que difieran (si es que existe). Esto
significa que f|o = gla, pero que f(a) # g(«). Ahora bien, esto es absurdo,
pues £(@) = G(fla) = G(gla) = g(a).

Ahora veamos por induccion que existen S-aproximaciones para todo .
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Es claro que @ es trivialmente una 0-aproximacion. Si f : « — A es una a-
aproximacion, entonces g = f U {(a, G(f))} es una o/-aproximacion. En efecto,
tenemos que g : &/ — Ay si 8 < o, o bien 8 < «, en cuyo caso g(8) = f(8) =
G(f|g) = G(glg), o bien 5 = a, en cuyo caso g(8) = G(f) = G(g|p).

Finalmente, supongamos que existen J-aproximaciones para todo § < Ay
veamos que existe una A-aproximacion.

Por la unicidad que hemos probado, para cada § < A existe una tnica 4-
aproximacion, a la que podemos dar nombre. Definimos:

fs = f|f es una d-aproximacion,

y asi A§(§ < A — f5 es una d-aproximacion).

De la definicion se sigue inmediatamente que si § < € < X entonces fc|s es
una d-aproximacion, luego la unicidad implica que fe|s = f5. Esto implica que

f=U/fs:A—A,
S<A

y f es una A-aproximacion, pues si § < A\ entonces
f(0) = fs:(6) = G(fs'ls) = G(fls)-

Con esto hemos probado que existen a-aproximaciones para todo ordinal c.
Por el mismo argumento que en el caso limite de la induccién podemos definir
fa : @ —> A como la tnica « aproximacion y, de nuevo, la unicidad nos da que
si oo < B entonces fglq = fa, lo cual nos permite definir

F=Jfa:Q—A.
a€e)

Claramente F' cumple lo pedido, y el mismo argumento que probaba la
unicidad de las aproximaciones prueba que F' es tinica. L]

En realidad el teorema de recursion transfinita puede usarse para definir
funciones sobre un ordinal « cualquiera, no necesariamente {). En tal caso nos
basta con que la funcién G esté definida sobre la clase

X,={f|Va<y f:a— A}

Dada G : X, — A, podemos extenderla a G* : X — A sin méas que definir
G*(f) =0si f ¢ X, obtener F* : Q — A por el teorema anterior, y tomar
F =F*|, : v — A. Es facil ver que F es la tinica funcién que cumple

Na <7 F(a) = G(Fla).

Enunciamos ahora un caso particular del teorema de recursién que nos sera
atil para construir la aritmética ordinal:
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Teorema 3.23 Sea 5 € Q y H : Q) — Q. Entonces existe una inica aplicacion
F:Q — Q caracterizada por:

F0)=8 A AaF(o/)=H(F(a)) A /\AF(A)zéLi\F((S).

DEMOSTRACION: Basta tomar como G : X —  la funcién dada por

B siDf =0,
_ ) H(f(e) siDf=o
G — )
) U f(6) siDf=A\
o<
La funcién F' : 0 — € dada por el teorema de recursion cumple lo pedido,
pues

F(0) = G(Flo) = B,
F(o) = G(Flor) = H(F|a () = H(F(av)),
F(A)=G(Fl\) = U Fla(0) = U F(3).
S<A S<A
La unicidad se debe a que si F™* cumple lo mismo, entonces una simple induccion
prueba que A\a F(a) = F*(a). En efecto, se cumple que F(0) = 3 = F*(0),
supuesto que F'(a) = F*(«) se cumple que

F(a') = H(F(a)) = H(F"(a)) = F7 (o)
y si se cumple A6 < X\ F(8) = F*(§), entonces

F(\) = 5L<J,\F(5) = 5L<J,\ F*(6) = F*(\).

3.3 Ordinales y buenos 6rdenes

En principio, la definicién que hemos dado de namero ordinal como conjunto
transitivo €-conexo y bien fundado es arbitraria, pero vamos a probar que el
concepto que obtenemos con ella tiene un significado intrinseco que no depende
de la forma en que hemos elegido definirlo. Vamos a probar que los ordinales
representan todas las formas posibles de ordenar bien un conjunto:

Teorema 3.24 Todo conjunto bien ordenado es semejante a un unico ordinal.

DEMOSTRACION: La unicidad se debe a que si un mismo conjunto bien
ordenado fuera semejante a dos ordinales, éstos serian semejantes entre si, luego
basta probar que dos ordinales semejantes tienen que ser iguales. Ello se debe
a que si a < 3, entonces o = 85, y el teorema 1.29 implica que « y 8 no son
semejantes.

Consideremos ahora un conjunto bien ordenado (A, <) y vamos a ver que es
semejante a un ordinal. Si A = @ el resultado es trivial, pues de hecho A es
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un ordinal. Supongamos que A # @ y sea m el minimo de A. Definimos una
aplicacion G : X — A mediante

| min(A\Rf) si A\Rf # 2,
G(f)_{m si A=Rf.

Sea F : ) — A la aplicacién dada por el teorema de recursién, de modo que?

o iy - { APl 00

La aplicacion F' no puede ser inyectiva, pues en tal caso A seria una clase
propia. Por consiguiente, existen ordinales 8 < « tales que F(f) = F(«).
Podemos tomar el minimo ordinal « para el cual existe un 8 < « con la misma
imagen. De este modo, f = F|, : « — A inyectiva.

Ademaés f es suprayectiva, ya que si F|a] # A serfa F(a) € A\ F[a], cuando
estamos suponiendo que F'(a) = F(f) € Fla]. Asi pues, f es biyectiva.

Para probar que es una semejanza basta ver que para todo v < « se cumple
que fly] ={u € A| u < f(7)}, pues entonces, si si § < v < « tenemos que
f(8) € fv], luego se cumple f(§) < f(vy) v asi f es una semejanza.

Lo probamos por inducciéon. Supongamos que se cumple para todo d < 7.
Entonces, si u < f(), por definicion de f ha de ser u € f[y]. Reciprocamente,
si u € f[y], entonces u = f(J), para un § < v. Todo v < u cumple v < f(0)
luego, por hipédtesis de induccion, v € f[6] C f[y]. Vemos, pues, que todo v < u

cumple v € f[vy] y, como f(v) ¢ f[v], ha de ser u < f(7). "

Definiciéon 3.25 Llamaremos ordinal de un conjunto bien ordenado (A, <) al
unico ordinal al cual es semejante. Lo representaremos por ord(4, <).

Conviene recordar que, por el teorema 1.29, si ord(A, <) = «, existe una
unica semejanza f : (A, <) — «. Otra observacion elemental es la siguiente:

Teorema 3.26 Si B es un conjunto bien ordenado y A C B, entonces se cumple
que ord A < ord B.

DEMOSTRACION: Sean « = ord A, 8 = ord B y consideremos las semejanzas
f:A— ayg:B — B. Sifuera 8 < o tendriamos que flog:a — 8
seria estrictamente creciente, en contradiccion con 1.29. [

Si una clase propia bien ordenada es semejante a un ordinal, ha de ser
semejante a {2, pues es el tnico ordinal que es una clase propia, pero esto no
tiene por qué ser cierto. El teorema siguiente nos da una condicién necesaria y
suficiente para que asi sea:

3En lo sucesivo no explicitaremos la funcién G con la que aplicamos el teorema de recursion,
sino que nos limitaremos a definir F'(«) en términos de F'|4, o de cualquier concepto deducible
de F'|q, como es en este caso Fla] = RF|,. La funcién G considerada siempre se puede deducir
de la definicién recurrente.
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Teorema 3.27 Una clase propia A bien ordenada es semejante a € si y solo
st, para todo u € A, la seccion inicial A5 es un conjunto.

DEMOSTRACION: La condiciéon es claramente necesaria: si existe una seme-
janza F' : A — Qy F(u) = a, entonces F[AS] = QS = «, luego A ha de
ser un conjunto, pues toda clase biyectable con un conjunto es un conjunto, por
reemplazo.

Si se cumple la condicién, para cada u € A tenemos que A5 es un conjunto
bien ordenado, luego podemos considerar su ordinal «v,. Sea f, : AS — a,, la
(tnica) semejanza entre ellos.

Si u < v es facil ver quet f,[AS] = (av);)(u) = fu(u). Asi pues, tenemos
que fy|s< : Ay — fu(u) es una semejanza y, por la unicidad, o, = f,(u) y
folas = fu. Esto significa que dos funciones f, y f, coinciden en su dominio
comun.

Observemos ahora que A no puede tener un méaximo elemento, pues si M
fuera el maximo de A, entonces Ay, = A\ {M} serfa un conjunto, luego A
también seria un conjunto. Esto implica que

A= U A7
vEA
y, por consiguiente, si definimos F = |J F,, se cumple que F : A — Q.
veEA

Notemos que F' es simplemente la funcién que a cada u € A le asigna su imagen
por cualquiera de las funciones f, definidas sobre u. No importa cuél tomemos,
pues todas dan el mismo valor.

Se cumple que F es inyectiva y creciente, pues si u < ¢’ son elementos de A,
como no hay méximo, existe un v € A tal que u < v’ < v, luego se cumple que
F(u) = fy(u) < fy(u') = F(v'). Por altimo, F' es suprayectiva, pues claramente

FIQ] = U aw, que es claramente un ordinal (es una subclase transitiva de
vEA

Q), pero no puede ser un conjunto, ya que entonces A seria un conjunto, luego

F[Q] = Q. Concluimos que F' es una semejanza. "

Ejemplo Sea M un conjunto que no sea un ordinal (por ejemplo, M = {1}),
sea * = QU {M} y consideremos el orden en Q* dado por

r<"ye (r,yeQAxz<y)Vy=M.
Es facil ver que (2*,<*) es una clase bien ordenada con M como maximo

elemento. Esto implica a su vez que (Q*)3; = 2, luego, por el teorema anterior
no es semejante a  (ni mucho menos a un nimero ordinal). "

n general, si F': A —» B es una semejanza entre clases parcialmente ordenadasy a € A,
iE l,si F: A B j tre cl ialmente ordenad A
es facil ver que F[AY] = B;(a). Esto es un caso particular del hecho de que las semejanzas

conservan todas las propiedades relacionadas con los 6rdenes implicados.
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La antinomia de Burali-Forti Del mismo modo que el hecho de que la clase
de Russell R no es un conjunto “resuelve” la paradoja de Russell en NBG, el
hecho de que la clase €2 no sea un conjunto “resuelve”’ la llamada antinomia
de Burali-Forti, que es otra de las paradojas a las que daba lugar la teoria de
conjuntos cantoriana.

Cantor concebia los ordinales de forma distinta a como los hemos construido,
pero demostraba que el “conjunto” O de todos los ordinales estaba bien orde-
nado, y si & era un ordinal cualquiera, entonces ord O5 = «. El problema surgia
al considerar 2 = ord O, es decir, el ordinal del “conjunto” de todos los ordi-
nales, pues la propiedad anterior implicaba que todo ordinal o cumple a < €2,
pero en particular, tendria que ser {2 < (2. Mas atn, también podia probarse
que todo ordinal tiene un siguiente, de modo que, por una parte, deberia ser
Q < Q' y, por otra, como todo ordinal, ' deberia cumplir ' < .

En nuestro contexto no hay contradiccion alguna, porque todo conjunto
bien ordenado (no toda clase) es semejante a un ordinal, y esto no se aplica a la
clase € de todos los conjuntos. La clase bien ordenada Q* del ejemplo anterior
“deberia” tener por ordinal al ordinal siguiente de €2, pero no existe tal ordinal,
y no hay contradiccion en ello, pues ningin teorema afirma que deba existir.

| |

Ejemplo Consideremos en 2 x Q el orden lexicografico, es decir, el dado por
(@B)<(10) o B<dV(B=50na<y).

Es facil ver que €2 x Q es una clase bien ordenada, pero no es semejante a §2,
ya que todos los pares («,0) son menores que el par (0,1), luego tenemos una
aplicacion inyectiva Q@ — (€ x Q)(g,1), luego esta seccion no es un conjunto.

| |

En cambio, con una ligera modificaciéon del orden obtenemos otro que si que
es semejante a Q:

Definicion 3.28 Definimos el orden candnico en 2 x 2 como el orden dado por
(a, ) < (v,0) <> méx{a, B} < max{y,d} V

(méx{a, 8} = max{y,0} A B <)V
(max{a, B} = max{7,0} AB =0 Aa <)

Es decir, para comparar dos pares, primero comparamos sus maximas com-
ponentes, en caso de empate comparamos las de la derecha y si de nuevo hay
empate comparamos las de la izquierda. Es facil comprobar que es un buen
orden, y sus secciones iniciales son conjuntos, ya que la clase de pares menores
que (,d) esta contenida en el conjunto max{y’,d’'} x max{y’,§’'}. Por 3.27
existe una (dnica) semejanza F : Q x Q — Q.
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3.4 Funciones normales

Presentamos aqui unos resultados generales sobre una clase de funciones que
simplificaran considerablemente los argumentos de la seccion siguiente, en la que
introduciremos la aritmética ordinal.

Definicion 3.29 Sea A un ordinal limite o bien A = Q. Diremos que una
funcion F' : A — Q es normal si

Aa € AF(a) < F(a!) AN € AF(N) = UFo).

Por ejemplo, si aplicamos el teorema 3.23 a una funciéon H que cumpla la
propiedad Ao a < H(a), entonces la funcién F' que obtenemos es normal.

La normalidad es facil de comprobar y tiene varias consecuencias ttiles:

Teorema 3.30 Toda funcion normal F es estrictamente mondtona, es decir,
st a < (B entonces F(a) < F(B). En particular F' es inyectiva.

DEMOSTRACION: Sea A el dominio de F. Fijado a € A, veamos que

N\B € AMa < 8 — F(a) < F(B))

por induccién sobre 5. Para § = 0 es trivialmente cierto. Si vale para 3y
tenemos o < ', entonces a < 8 o a = . Por hipotesis de inducciéon en el
primer caso y trivialmente en el segundo, F'(a)) < F(f) y como F' es normal
F(a) < F(B').

Si es cierto para todo d < Ay a < A € A, entonces a < o’ < Ay, por
hipotesis de induccion F(a) < F(a'). De nuevo por la normalidad de F es
F(a) < F(N). n

En particular, las funciones normales cumplen el teorema 1.29, es decir, si
F: A — A es normal, entonces \a € Aa < F(a).

Teorema 3.31 Si F': A — Q es una funcion normal y A € A, entonces F(\)
es un ordinal limite.

DEMOSTRACION: Como 0 < A, es 0
Si a < F()), por la normalidad o < F(9),
d < 0" < A luego of < F(6) < F(0') < F(N).

F(0) < F(\), luego F(\) # 0.
para un cierto 6 < \. Entonces
Asi pues, F()\) # o' para todo a.

VAN

N

Teorema 3.32 Si F, G : A — A son funciones normales, entonces F o G
también lo es.

DEMOSTRACION: Claramente, si a € A tenemos que F(a) < F(o/), luego
G(F(a)) < G(F(a')). Tomemos ahora un ordinal limite A € A. Hemos de

probar que
G(F(N) = 5L<JAG(F(5))-
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Sia € G(F(X)), como F(A) es un ordinal limite tenemos que oo < G(7), para
un n € F(A). Asuvez, ne F(d) cond < A En total a < G(n) < G(F(9)),
luego « esta en el miembro derecho de la igualdad.

Reciprocamente, si « € G(F(J)), con § < A, entonces F(J) < F(A), luego
a < G(F(0)) < G(F(\N). n

3.5 La aritmética ordinal

Vamos a definir una suma, un producto y una exponenciacion entre ordinales
que generalizan a las operaciones analogas sobre los niimeros naturales. Estas
operaciones resultan utiles para definir ordinales y aplicaciones entre ordinales.

Suma de ordinales Si Ay B son dos conjuntos ordenados, podemos definir
su suma como el conjunto A® B = A x {0} U B x {1} con el orden dado por
(u,v) < (w,z) < v<zV(v=zAu<w).

En definitiva, A @ B consta de un primer tramo semejante a A seguido de
un segundo tramo semejante a B. Es facil ver que la suma de conjuntos bien
ordenados esta bien ordenada. Podriamos definir la suma de dos ordinales como
a+ f = ord(a @ ), es decir, el ordinal que representa el orden que empieza
como « y termina como 3. Por ejemplo (suponiendo (Al)), w + 1 es el ordinal
del conjunto

(0,0) < (1,0) < (2,0) < ---(0,1).

Es claro que este conjunto es semejante a w’ = {0,1,2,...,w}. Asi pues,
w+1=w'. En cambio, 1+ w es el ordinal del conjunto

(0,0) < (0,1) < (1,1) < (2,1) < - --

y es claro entonces que 1 +w = w. Asi pues, w+ 1 # 1 + w, luego vemos que la
suma de ordinales no es conmutativa. En otras palabras, lo que sucede es que
si anadimos un elemento a la sucesion de los nameros naturales por la izquierda
“no se nota”, pero si lo anadimos por la derecha si.

Por comodidad vamos a introducir la suma con una definicién recurrente
més manejable. De todos modos, cuando contemos con las propiedades bésicas
sera facil ver que se trata de la misma operacién que acabamos de considerar.

Definicion 3.33 Para cada ordinal o € 2 definimos (a+) : Q@ — Q como la
Gnica aplicaciéon que cumple

(@) 0)=a A AB(at)(B)=(at)B) A AXa+)(N) = U (a+)(0).

O<A

Naturalmente, esta definicién es correcta por el teorema 3.23. Estas aplica-
ciones nos permiten definir la operacion + : Q x Q@ — Q dada por

a+ B = (at)(B).
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Observemos ademas que, teniendo en cuenta que 1 = (', se cumple que
a+1=(at)(0) = (a+)(0) =o'

En vista de esto, en lo sucesivo ya nunca escribiremos o', sino que escribi-
remos a + 1 en su lugar. En estos términos, las propiedades que caracterizan a
la suma de ordinales se expresan asi:

a+0=a A NBa+(B+1)=(a+8)+1 A ANa+i= U (a+9).
o<

Puesto que a + 8 < (a+ ) + 1, es inmediato que la funcién a+ es normal.
Esto nos da ya algunas propiedades de la suma, como la monotonia:

NaBy(B<y—a+pf<atn), NaBpf<a+tp.
o el hecho de que los ordinales o + A son ordinales limite.

Todas las propiedades de la suma se demuestran por induccién. Por ejemplo,
es inmediato comprobar que Aa 0 + a = a. Veamos un ejemplo detallado:

Teorema 3.34 N\apy(a< B —=a+v<B+7).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre v. Para v = 0 es obvio.
Si vale para ~y, entonces

at(y+1l)=(a+y)+1<(B+y)+1=8+(y+1).

Si es cierto para todo d < A, entonces a+0 < 8+ 6 < 5+ Ay, tomando el
supremo en 0, queda o+ A < 5+ A. n

De las desigualdades que hemos probado se sigue sin dificultad (sin necesidad
de mas inducciones) el siguiente resultado general de monotonia:

NaByo(a < BAY<I—=a+y<B+06),

del cual se sigue, obviamente, el caso en que todas las desigualdades son no
estrictas.

Una simple induccién demuestra que la suma de ntimeros naturales es un
nimero natural, por lo que la suma de ordinales se restringe a una operaciéon
+ :w X w — w de nimeros naturales.

Suponiendo el axioma de infinitud (para que tenga sentido operar con w)
vemos que si n € w entonces

luego An € w n + w = w, como ya habfamos anticipado.
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Pasemos ahora a las propiedades algebraicas de la suma. Como las funciones
a4+ son normales —luego inyectivas— los sumandos son simplificables por la
izquierda:

Napy(a+B=a+y— =)

En cambio (suponiendo AI), tenemos que 5+ w = 8 + w y no podemos
simplificar. El teorema siguiente ilustra el uso de la normalidad en el caso
limite de una induccién:

Teorema 3.35 A\aBy ((a+B8)+v=a+ (B+7)).

DEMOSTRACION: Por induccién sobre . Para v = 0 es trivial. Si vale
para <y, entonces

(a+B)+(r+1)=((a+B)+N+1=(a+(B+7))+1
=a+(B+7)+1) =a+(B+(y+1)).

Si vale para todo § < A, entonces

(a+pB)+A= U (@+8)+d=Ja+(B+9)

d<A d<A
= 6U>\((ﬂ+) o (a+))(0) = ((6+) o (a+))(A) = a+ (B+A),
<
donde en el pentultimo paso hemos usado la normalidad de la composiciéon de
las dos sumas. "

Asi pues, la suma de ntmeros naturales es una operaciéon asociativa en 2.
A partir de aqui ya no serd necesario escribir paréntesis entre sumandos.

Hemos visto que, bajo Al, la suma de ordinales no es conmutativa, pues, por
ejemplo, 1 +w = w # w + 1, sin embargo, la suma de ntimeros naturales si que
lo es:

Teorema 3.36 A\mn cw m+n=n-+m.

DEMOSTRACION: Una simple inducciéon prueba que An € w 14+n=n+1,y
esto se usa a su vez para, fijado un m € w, demostrar por induccién sobre n que
An € w m+n =n+m. En efecto: para 0 es claro y, si vale para n, tenemos

m+n+1l)=m+n+l=n+m+l=n+l+m=(n+1)+m.

Teorema 3.37 AaB(a < B — \1/'y a+vy=0).

DEMOSTRACION: Sabemos que 5 < a+ [ < a+[+1, luego podemos tomar

el minimo ordinal n tal que § < o + 7n. Obviamente no puede ser n = 0y si n

fuera un limite existiria 6 < 7 tal que 8 < a + 4, en contra de la minimalidad

de 7. Asi pues, n = y+1 para cierto v tal que a+v < 8 < a+~vy+1. Claramente

B8 = a+. La unicidad se sigue de que la suma es simplificable por la izquierda.
| |

En particular, si § < a4+ 3, o bien § < «, o bien o < 4, en cuyo caso, por el
teorema anterior, existe un y tal que 6 = a+v < a+ 3, luego v < . Asi pues:
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Teorema 3.38 NaBi(d<a+p<d<aVVy<Bd=a+7).

Ahora es facil probar que si A y B son dos conjuntos bien ordenados y
fi: A— «, fo : B —> (8 son las semejanzas en sus ordinales, entonces, la
aplicacion f: A® B — a + 3 dada por

| fi(w) siv=0,
f(u;v){a1+f2(u) siv=1,

es una semejanza, luego ord(A @ B) = ord A + ord B y, en particular, la suma
de ordinales que hemos definido es equivalente a la definida al principio de la
seccion.

Producto de ordinales Aunque vamos a definir el producto mediante una
relacion recurrente analoga a la de la suma, también en este caso podriamos dar
una definicion en términos de buenos 6rdenes. Concretamente, si A y B son dos
conjuntos ordenados, podemos considerar A x B con el orden lexicogrifico, es
decir, el orden dado por

(u,v) < (w,z) v<zV =z Au<w).

Es facil ver que el producto de dos conjuntos bien ordenados esté bien orde-
nado, lo que nos permitiria definir « - 8 = ord(a x ). Por ejemplo (bajo AI),
w - 2 seria el ordinal de

(0,0) < (1,0) < (2,0) <---(0,1) < (L, 1) < (2,1) < -~
y es claro que este conjunto es semejante a
wt+w={0,1,2,...,w,w+Lw+2,...}.
En cambio, 2 - w es el ordinal de
(0,0) < (1,0) < (0,1) < (1,1) < (0,2) < (1,2) < -+~
por lo que 2 - w = w.

Definicion 3.39 Para cada ordinal o € 2 definimos a- : @ — Q como la
dnica aplicaciéon que cumple

a-0=0 A NBa-B+1)=(a-B)+a A Aa-A= U (a-d).

o<

Nuevamente, las funciones a- se combinan para definir una ley de composi-
cién interna - : 2 x Q@ — Q.

Es claro que si o # 0 entonces a- es una funciéon normal, mientras que una
simple induccién prueba que Aa 0 -« = 0 (luego el producto por cero no es
normal, ya que no es estrictamente creciente). Tampoco ofrece dificultad alguna
demostrar que Aa(a-1=1-a = a).
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Como consecuencia inmediata de la normalidad tenemos la monotonia:

NoBy(a < BAY#0—=v-a<v-f)

Si multiplicamos por la derecha la desigualdad tiene que ser no estricta:
Nepy(a< B —a-y<B-7).

Esto se prueba exactamente igual que el resultado analogo para la suma.
Combinando estas desigualdades tenemos:

NaByo(a < BAY<IANB#0—=a-v<B-0).

De aqui se sigue, en particular, que AaB(a-3 =0+ a =0V 8 =0), pues
sil<ayl<pg, entonces 1 < apf.

También es claro que los factores no nulos se simplifican por la izquierda en
las igualdades (por normalidad).

Una simple inducciéon demuestra que el producto de nimeros naturales es un
nimero natural, con lo que el producto de ordinales se restringe a un producto
WX W — W,

Ejercicio: (AI) Probar que An € w(n # 0 — nw = w).
Veamos ahora las propiedades algebraicas:

Teorema 3.40 AapBy a(f +7) = af + ay.

DEMOSTRACION: Podemos suponer a # 0. Lo probamos por induccién
sobre . Para v = 0 es obvio. Si vale para ~y, entonces

aB+y+1)=aB+7)+a=aB+ay+a=af+aly+1).

Si vale para todo § < A, entonces, usando que la composiciéon de funciones
normales es normal,

a(B+A) = ((B+) o ()N = U ((B+) o (a))(0) = U (a( +9))

o< <A

= Ulaf+ad) = U (@) o @84)(0) = (@) o (@5)(3) = af +

Exactamente igual se demuestra:

Teorema 3.41 AafBy (af)y = a(By).

Por lo tanto, no necesitamos escribir paréntesis entre factores. Suponiendo
AT, el producto no es conmutativo, pues, por ejemplo,

w-2=wl+l)=w+w>w+0=uw,

mientras que 2 - w = w. De aqui se sigue también que la propiedad distributiva
por la derecha es falsa, asi como que no se pueden simplificar factores por la
izquierda. En cambio, el producto de ntimeros naturales es conmutativo:
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Teorema 3.42 A\mn € w mn = nm.
DEMOSTRACION: Primero probamos por induccién sobre r que
Ar € w(m +n)r = mr + nr.
En efecto, para r = 0 es trivial y si vale para r
(m+n)r+)=m+n)r+m+n=mr+nr+m+n

=(mr+m)+ (nr+n)=m(r+1)+n(r+1).

Y con esto ya podemos probar el enunciado por induccién sobre n. Para
n = 0 es trivial y, si vale para n,

mn+1)=mn+m=nm+m=(n+1)m.

La division euclidea es valida para ordinales cualesquiera:

Teorema 3.43 A\aB(B #0 — \1/76(04 =pBy+0NI<f)).

DEMOSTRACION: Como 1 < f3; tenemos que a < fa < fa+ = B(a+1).
Sea 1 el minimo ordinal tal que @ < fBn. Obviamente no puede ser n = 0y
tampoco puede ser un ordinal limite, ya que entonces seria a < (e, para € < 17,
en contra de la minimalidad de 7. Asi pues, 7 = + 1, para cierto . Tenemos
que

By <a<Bly+1)=By+B.

Por el teorema 3.37 existe un § tal que a« = Sy + 3. Como By 4+ < By + 5,
por la normalidad de Sy+ concluimos que § < 5.

Veamos la unicidad. Si tenemos dos soluciones 1, 72, 01, d2 y 71 < 72,
entonces

a=pFn+0<Bn+B=0m+1) <Py <Pyt =a,

lo cual es contradictorio. Similarmente es imposible que 2 < 71, luego 71 = 7».
Por consiguiente, 51 4+ 01 = 871 + d2, de donde d; = ds. n

Como consecuencia;:

Teorema 3.44 AafBe (e < af & Vy < Vo <ae=ay+9)

DEMOSTRACION: Sie < aff, podemos expresarlo como € = ary+4, con § < «,
y también tiene que ser v < 3, pues si 8 < -, entonces af < ay < ay+J =e.
Reciprocamente, si € = ay+ 6 con v < Sy 6 < a, entonces

e=ay+di<ayt+a=aly+1)<af.
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Ahora, si fi : A — ay fo : B — [ son semejanzas de dos conjuntos
bien ordenados en sus ordinales correspondientes, es facil ver que® la aplicacién
f:Ax B — af dada por

fla,b) = afa(b) + fi(a)

es una semejanza cuando en A X B consideramos el orden lexicografico descrito
en la pagina 113, con lo que

ord (A x B) = (ord A)(ord B)

y, en particular, el producto de ordinales que hemos considerado coincide con el
definido en términos del producto lexicografico de buenos érdenes.

Exponenciacion de ordinales Veamos en primer lugar una definicién recu-
rrente de la exponenciaciéon de ordinales y luego discutiremos su interpretacion
en términos de conjuntos bien ordenados:

Definiciéon 3.45 Para cada ordinal o # 0 definimos a() : Q — Q como la
dnica funciéon que cumple

A =1ANB T =0 - an AN = Uofs.
<A
1 sia=0

Convenimos en que 0% = {
0 en otro caso.

Una simple induccién nos da que Aaf(a # 0 — o #0), de donde se sigue
que si o > 1 entonces ol ) es una funcién normal.

Omitimos las demostraciones de las propiedades siguientes, pues todas ellas
son similares a los resultados andlogos para la suma y el producto. (A menudo
hay que tratar aparte los casos en los que la base es 0 0 1.)

L Ae 1o =1,

2. Na o' =a,

3. Napy(la < BAL<y =" <AP),

4. Napry(a < B — a7 <),

5. NaBy(a < BAL<y A =97 = a=p),
6. /\Oéﬂfy aPtr = b . a”,

7. Napy (aP)7 = aP7.

5Notemos que si v1 < v2 < B8y 61,02 < «, entonces
ay1 + 61 <ayi+a=alyn+1) <ay < aye + 0.
Por lo tanto, siempre suponiendo v1,v2 < 8, d1,92 < a, se cumple
1 <Y2V (71 =72 Ad1 < d2) = ay1 + 01 < aye + d2.
Esto implica a su vez que (a1,b1) < (a2,b2) = f(a1,b1) < f(az2,b2).
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Como siempre, una simple induccién prueba que la exponenciaciéon de ni-
meros naturales sea un numero natural.

Ejercicio: (AI) Probar que An € w(l <n — n* = w).

La no conmutatividad del producto hace que, en general, (af)? # a747.
Por ejemplo,
(2:2)Y =w #w? =2¥. 2%,

Ahora bien, una simple induccién sobre r prueba que

Amnr € w (mn)" =m"n".

Veamos finalmente la caracterizacién prometida de la exponenciacion:

Definicion 3.46 Sean A y B dos conjuntos bien ordenados y sea m el minimo
de A. Definimos

AB) = {s]|s: B— AN{be B|s(b) #m} es finito}.

Si A= @ (en cuyo caso m no esta definido) entendemos que A®) = &, salvo si
también B = @, en cuyo caso AP) = {@}, pues & : @ — @.

Asi, si s,t € AB) son distintos, el conjunto
{be B|s(b)#tb)} c{be B|sb)#m}U{be B|td)=m}

es finito, luego tiene un maximo elemento b* respecto del orden de A. Definimos
el orden en A®) dado por

s <t s(b*) < t(bY).

Para probar que esta relacion es realmente de orden basta ver que es transi-
tiva. Ahora bien, si tenemos s < t < w y las dos primeras funciones difieren en b}
y las dos ultimas en b3, entonces la primera y la tercera difieren en max{bj, b5}
y si, por ejemplo, este maximo es b}, entonces s(by) < t(b7) < u(b}), y analo-
gamente sucede si el maximo es b3, por lo que s < u. Trivialmente el orden es
total.

Vamos a ver que es un buen orden, para lo cual podemos simplificar el
argumento si observamos que si A y A’, al igual que B y B’, son pares de
conjuntos bien ordenados semejantes, es facil ver que AF) = A’ (Bl), por lo que
podemos limitarnos a probar que si a y 3 son ordinales, entonces o) est4
bien ordenado. De hecho, probaremos que ord a!®) = o# y con ello habremos
probado el teorema siguiente:

Teorema 3.47 Si A y B son conjuntos bien ordenados de ordinales o y [
respectivamente, entonces AB) estd bien ordenado, y

ord(AP)) = o”.
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DEMOSTRACION: Por la discusién previa, basta probar que a(®) esta bien
ordenado y tiene ordinal o®. El caso en que o = 0 es trivial, pues entonces

aw):{{@} si B=0,
g sip>0.

Supongamos, pues que « #* 0 y razonamos por induccién sobre 5. Si f = 0
tenemos que o) = {2} y la conclusion es trivial. Si vale para g, basta observar
que la aplicacion f : a¥+t) — o¥) x o dada por f(s) = (s|g,s(B)) es una
semejanza cuando en el producto consideramos el orden lexicografico.

Supongamos finalmente que el resultado es cierto para todo § < A, con lo
que tenemos semejanzas fs : a(®) —s of. Definimos

As ={s € a™M | Ae(6 < e— s(e) =0)}.

Es inmediato comprobar que a» = U As, y que la aplicacion A5 — al®
O<A

dada por s s|s es una semejanza, luego As esté bien ordenado y ordAs = .
Ademas, si § < &' < A, todo elemento de Ag \ As es mayor que todo elemento de
Ajs, luego si s5 = min(As \ As), se cumple que As = (As)5,. Por consiguiente,
si llamamos f5 : As — o a la semejanza, se cumple que fsrlas : As — fs(ss)
es una semejanza, luego por la unicidad f5 (ss) = a® y fs/|a; = f5. Esto hace
que

U fs:a® — U a=a

5<A S<A

Sea una Semejanza. ]

3.6 La forma normal de Cantor

El teorema 2.25 afirma que, dado un nimero natural k£ > 2, todo ntmero
natural admite una tnica expresiéon en base k. En esta secciéon probaremos
resultado analogo para ordinales tomando como base k = w. Trabajaremos en
NBG* + Al En primer lugar conviene que nos formemos una idea orientativa
de c6mo son los primeros ordinales. Si no se cumple el axioma de infinitud, los
ordinales coinciden con los nimeros naturales:

0, 1, 2, 3,
Con el axioma de infinitud, por encima de ellos tenemos w y sus sucesores:
o, 1, 2, 3 ... w, w+l, w+2

Pero la sucesion de ordinales no acaba ahi, sino que por encima de todos estos
estd w + w = w - 2 y sus sucesores:

0, 1, ... w, w+l1l, ... w-2, w-241, w-242
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pero por encima de los ordinales w-2+4n estd w-2+w = w-3, y asi sucesivamente:

0o, 1, ... w, w+1l, ... w-2, w241, ... w-3, ... w-4,

pero por encima de w-1, w-2, w-3, w-4, ...estd w-w = w?.

Pero por encima de w? estan w? + 1, w? + 2,... vy, en general, todos los
ordinales de la forma w? +w-n+m, con m, n € w. Y por encima de todos ellos
estd w? +w? = w?-2, y asi podemos ir ascendiendo hasta w?-3, w?-4, ..., y por
encima de todos ellos estd w?-w = w3, y si vamos formando w?, w*, w°, ..., con
ese patréon tampoco agotamos los ordinales, pues por encima de todos ellos esta
w®, con lo que podemos volver a empezar con w® + 1,w“ + 2,... hasta llegar a
w* +w* = w2, Pero si vamos formando los ordinales w* -2, w* -3, w* -4,...,
por encima de todos ellos estd w* - w = w*t!. Asi podemos llegar hasta w” y
hasta w“’g, ... hasta llegar a w*”.

Quiza en este punto el lector deberia reconsiderar el teorema 3.14 ¢): dado
cualquier conjunto A de ordinales, como pueda ser la sucesion

w, w, w ) w )

existe su supremo en €2, es decir, hay un ordinal ¢ por encima de todos los
elementos de A (en particular, por encima de todos los elementos de la sucesion
anterior), a partir del cual podemos empezar a sumar de nuevo o,0+1,0+2, ...

En realidad, con todos los ordinales que hemos escrito aqui, apenas hemos
ascendido nada en (2. Con el teorema de Cantor que vamos a demostrar pondre-
mos “un poco de orden” en esta “jungla” de los “primeros ordinales”. Necesitamos
algunos resultados previos:

Teorema 3.48 Si aw < 8 entonces a+ 3 = 5.
DEMOSTRACION: Sabemos que existe un « tal que 8 = aw + v, por lo que

at+f=at+av+y=a(l+w)+y=aw+vy=4.

Informalmente, la hipotesis del teorema anterior afirma que 8 empieza por
“infinitas copias” de «, es decir, por a + a+ a + - - -, por lo que si anadimos un
« mas “no se nota’.

Ejercicio: Probar el reciproco del teorema anterior.
Teorema 3.49 Si o < (8 entonces w® + w® = WP,

DEMOSTRACION: Es un caso particular del teorema anterior, puesto que se
cumple w®w = w*t! < Wh. n

Teorema 3.50 Si o # 0 existen unos tunicos n y B tales que o = w" + B3, con
B < a. Ademdsn es concretamente el inico ordinal que cumple w" < o < w1,
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DEMOSTRACION: Como la funcion w() es normal, o < w® < w®*!, luego
podemos tomar el minimo v tal que o < w?. No puede ser v = 0 ni tampoco
que sea un limite, luego v =+ 1 y tenemos w” < a < w1,

Es claro que 7 es tnico. Existe un 8 < « tal que a = w" + 3, pero ha de ser
B < a, pues si se da la igualdad

a=w+a=w+w+a=w"+w"+uw"+a="--

y, en general, w7 - n < «, para todo n € w. Por consiguiente, ww = wt! < q,
contradiccién.

Reciprocamente, si o = w” 4+ 3 con 8 < a, ha de ser w" < a < W' o, de
lo contrario, por 3.48 tendriamos que o = w" + a = W" + [ y seria f = a. De
aqui se sigue la unicidad de 7, que a su vez implica la de . L]

Teorema 3.51 Si a # 0 existe una inica sucesion finita decreciente de ordi-
nales ng >ny > -+~ > 1y, tal que o = WM + -+ - WM,

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior repetidamente, con lo que
expresamos a = w + aq, con a1 < a, luego oy = W™ + ag, con ay < A,
etc. Como no podemos tener una sucesion decreciente de ordinales (no tendria
minimo), algin «,, = 0, lo que nos da la expresion buscada.

Si fuera n; < m;41 para algtn ¢, entonces

o = w' + Qig1 = W' + Wi+t + Qiga = Wi+t + Qito = Qit1,

contradiccion.
Para probar la unicidad observamos que si o« = w + - + W™ y los expo-
nentes son decrecientes, entonces

a=wm 4 WM WP 4 W0 =W < WP =TT

es decir, w” < a < w™t! luego 1y estd univocamente determinado por a.

Si tuviéramos dos expresiones distintas, ambas tendrian el mismo primer tér-

mino, luego podriamos cancelarlo y de aqui deduciriamos que tendrian el mismo

segundo término, y asi sucesivamente. En definitiva, ambas serian la misma.
u

El teorema de Cantor se sigue del que acabamos de probar sin méas que
agrupar los términos con el mismo exponente (por la propiedad asociativa ge-
neralizada):

Teorema 3.52 (Forma normal de Cantor) Si o # 0 existe una tinica su-
cesion finita estrictamente decreciente de ordinales mg > m > -+ > N Y
una unica sucesion finita ko, ..., k, de numeros naturales no nulos tal que
a=wPky+- - +whk,.
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La forma normal de Cantor es especialmente descriptiva para ordinales pe-
quenos. Por ejemplo, si o < w* entonces es claro que 7y ha de ser un nimero
natural, luego tenemos que los ordinales menores que w* se expresan de forma
unica como polinomios en w con coeficientes naturales.

Podemos ir algo mas lejos, para lo cual conviene definir

CU(O) _ 1, w(n+1) _ ww(n)’ € = U w(n)
new
Asi, w1 = w, w® = w¥ WG = W etc. ¥ € es el supremo de esta

sucesion.®

Si 6 < €, entonces se cumple § < w(™ para cierto n € w, luego tenemos que

(n) .
Wl <w¥" = wth < ¢, Tomando el supremo en § concluimos que w < ¢.

El reciproco es obvio, luego w = .
Definicién 3.53 Un numero épsilon es un ordinal € € € tal que w® = e.

Acabamos de probar que existen nimeros €. De hecho, vamos a ver que el
nimero €y que hemos construido es el menor nimero €. Para ello, para cada
a < €0 no nulo, llamamos o(a) al tnico n € w tal que w™ < a < W™D,

Es claro que entonces w1 < w® < w(™+2) es decir, tenemos que
o(w®) =1+ o).
En particular w® # «, luego a no es un nimero e.

Los nameros naturales (no nulos) son los ordinales de rango 0, los nime-
ros entre w y w* son los ordinales de rango 1 (y son, como hemos visto, los
polinomios en w con coeficientes naturales).

Observemos ahora lo siguiente:
Teorema 3.54 Si & es un ordinal, se cumple:
1. NaB<éa+B<EysolosiéE =0V \n&=uw.
2. Naf<éa-B<Esiysilosié=0,1,2V\n&=w".
3. Nap < €al <€&siysolosié=0,1,2,wV & es un nimero épsilon.

DEMOSTRACION: a) Veamos por induccion sobre 7 que w” cumple la propiedad
indicada: para i = 0 es trivial. Si vale para ny a, 8 < w! = w" - w, entonces
existe un n < w tal que o, 8 < w" - n, luego

a+B<wl(n+n)<wh w=w

Si vale para todo § < Ay a, 8 < w?, entonces existe un § < A tal que o, f < w?,
luego o + 8 < w? < w?.

6Es el ordinal que hemos “rozado” en nuestra “escalada” por € al principio de esta seccion.
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Reciprocamente, si & > 0 tiene la propiedad, consideramos la expresion
& = w" + B dada por el teorema 3.50. Como [ < £ y w" < &, tiene que ser
E=wm.

b) Claramente W = w cumple lo pedido. Sia, 8 < w“”T], con n > 0, entonces
existe un § < w" tal que o, B < w?, luego o8 < w’*t? < w*", donde hemos usado
el apartado anterior.

Reciprocamente, si £ > 2 cumple la propiedad indicada, entonces también
cumple la del apartado a), porque si «, 8 < &, tenemos que

a+ f <méx{a,B} 2 <.

Por lo tanto £ = w’. Ademas, si a, 8 < 4, entonces w®,w? < &, luego se cumple
también que w P < € = w9, luego a+ B < J, luego 6 = 0 V § = w" por el
apartado anterior. En el primer caso resulta el caso trivial £ = 1.

c) Si € es un ntimero épsilon y o, 8 < £ = w®, entonces existe un § < ¢ tal
que o < w9, luego
of < (WP =w < wt =¢,

donde hemos usado que £ = w* cumple el apartado b).

Reciprocamente, si & > 2 cumple la propiedad indicada, entonces cumple la
propiedad del apartado b), pues si a, 3 < £, entonces a8 < max{a, 3}? < &,
luego en particular £ = w”. Sin =0 queda { =1,sin=1queda £ =w y si
n>1 comow < &AN < Wl =E, por la hipotesis tiene que ser n = w' = €,
luego ¢ = wf es un namero épsilon. L]

Notemos que un ntmero épsilon cumple de hecho los tres apartados del
teorema anterior.

De este modo, w? es el menor ordinal que no puede expresarse en términos
de sumas de numeros naturales y w. A su vez, w* es el menor ordinal que no
puede expresarse en términos de sumas y productos de nimeros naturales y de
w, mientras que €y es el menor ordinal que no puede expresarse en términos
de sumas, productos y potencias de nimeros naturales y de w. Dicho de otro
modo, todos los ordinales que podemos construir mediante las tres operaciones
aritméticas a partir de los niimeros naturales y w son necesariamente menores
que €.

Teorema 3.55 Si a, 8 < €y son ordinales no nulos, entonces
o(a+ B) = o(aB) = max{o(a), o(B)}.

DEMOSTRACION: Veamos por induccion sobre n que si a, 8 < w™ entonces
af < w™. Paran = 0 es trivial. Si vale paran y a, < w®t!) = w“"<">,
tenemos que existe un § < w™ tal que a, f < w?, luego af < w?2. Por hipotesis
de induccién (si n > 0, pues entonces 2 < w(™ |y trivialmente si n = 0, pues
entonces ¢ = 0), tenemos que § - 2 < w™ | luego aff < W' = (1),
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Asi pues, si o(a) =m, o(8) =n y r = max{m,n}, tenemos que
W™ <o < w(mH), W™ < < Wt
Entonces, por lo que acabamos de probar,
w <a+p< max{a, S} -2 < wr D), w™ < af <t
luego o(a+ B) = o(af) =r. "

Por otra parte, ya hemos visto que o(w®) = 1 4 o(«). También es obvio que
si a < B < e, entonces o(a) < o(B). Teniendo todo esto en cuenta es claro que,
en las condiciones del teorema 3.52,

o(w" ki) = o(w™) =1+ o(m;) < 1+ o(m),
luego o(a) =14 o(ng).

Por consiguiente, si tomamos un ordinal 0 < « < € con o(a) = n y lo
expresamos en forma normal de Cantor, sus exponentes tendran orden a lo
sumo n — 1, luego pueden ponerse en forma normal de Cantor con exponentes
de orden a lo sumo n — 2, y asi, tras n pasos, habremos expresado « en términos
de un numero finito de ntimeros naturales, sumas, productos y potencias de
base w.

En resumen: los ordinales menores que € son exactamente los ordinales que
pueden construirse a partir de los niimeros naturales y w mediante sumas, pro-
ductos y potencias, y cada uno de ellos se puede expresar mediante un niimero
finito de sumas, productos y potencias de base w. De hecho, la expresion es
Unica si exigimos que corresponda a una forma normal de Cantor, con exponen-
tes desarrollados a su vez en forma normal de Cantor, y asi sucesivamente.

Esto ya no es cierto para ordinales mayores. Por ejemplo, la forma normal
de Cantor de €y es €g = w, lo cual no dice mucho.

Comparacién de ordinales en forma normal Supongamos que tenemos
dos ordinales en forma normal de Cantor:

’ /
a=wPky+ - +whk,, o =whkl 4+ +whkl,.

Entonces w™ < o < w™tl wh < o/ < Wbt luego si ny < 7)), y por
consiguiente 19 + 1 < 7(, se cumple que o < o’. Supongamos, por el contrario,
que 19 = 1. Si ko < k), entonces podemos descomponer o’ como

o =Wk + W (K — ko) + -+ + Wk,
¥y, como, segtin acabamos de ver, ny < 7} implica que
Whky 4 -+ Wk < W (KD — ko) + -+ + W k.,

concluimos que a < o (aqui suponemos n > 0, pero si n = 0 se llega trivial-
mente a la misma conclusion). En el supuesto de que ng = 0} y ko = k{, se
cumplird a < o' si y solo si

Whky 4 4wk < WK, 4wk,

donde cualquiera de los dos miembros puede ser 0.
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En definitiva: para determinar cual de dos ordinales en forma normal de
Cantor es el menor, comparamos 7 y 7, y el ordinal para el que este valor
sea menor serd el menor. En caso de empate comparamos kg y k{, en caso
de empate pasamos a comparar 1y y 7j, y en caso de empate k; y kj. Si
se mantiene el empate hasta que una de las dos expresiones “se acaba”, dicha
expresion corresponde al ordinal menor. Si las dos se acabaran a la vez (sin haber
encontrado un desempate) es que las dos expresiones eran la misma, luego los
ordinales eran iguales.

Suma de ordinales en forma normal El teorema 3.49 nos permite calcular
facilmente la suma de dos ordinales en forma normal de Cantor. Con la notacion
anterior, la expresion

at o =whky+ -+ Wk + WOkl + -+ WK,

se puede reducir eliminando todos los términos w™k; con n; < 1} y el resultado
estard en forma normal (salvo que un 7; = 7, en cuyo caso ademas habra que
agrupar n;k; + noko = n; (ki + kp)).

Producto de ordinales en forma normal Para calcular el producto de dos
ordinales en forma normal de Cantor nos apoyamos en el teorema siguiente:

Teorema 3.56 St a = w™ky+ -+ w'k, es un ordinal en forma normal de
’ ’
Cantor, entonces o - w" = Wt

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccion sobre n’. Para i’ = 1 tenemos
que

Wt = w <o w' WP (ko + - 4 kp)w = w™ - w =Wt

Si vale para 7/, entonces

’ ’ ’ ’
a-Ww" Tl =a. W =t .y =yt +1

Por ultimo, si vale para todo § < A, entonces

a-wr= (o -w)= | wmntd =wmntA,
§<A 5<A .

Por lo tanto, con la notaciéon de los apartados precedentes, para calcular
el producto de dos ordinales en forma normal de Cantor usamos la propiedad
distributiva:

ao = aw™ k) + - + aw™ K,

desarrollamos los productos con el teorema precedente (salvo a lo sumo el dltimo,
si n),, = 0) y por ultimo desarrollamos las sumas segun el apartado anterior, con
lo que obtenemos la forma normal del producto.



Capitulo IV

La teoria de conjuntos NBG

Presentamos ahora los dos axiomas que nos faltan para completar la teoria
de conjuntos NBG: el axioma de regularidad y el axioma de eleccion. En gran
medida, su papel consiste en estrechar la relacion entre la clase universal V' y la
clase € de todos los ordinales: el axioma de regularidad nos estructurara V' en
una jerarquia transfinita de conjuntos, mientras que el axioma de eleccién nos
permitird enumerar con ordinales un conjunto arbitrario. Como paso previo a
la discusién del axioma de regularidad dedicaremos una seccién a generalizar
los teoremas de induccién y recursion que hemos probado para ordinales al caso
de relaciones mucho mas generales que los buenos 6rdenes.

4.1 Relaciones bien fundadas

Aunque podriamos trabajar en NBG*, por comodidad, en esta seccion su-
pondremos el axioma de infinitud. Las relaciones bien fundadas son la clase méas
general de relaciones sobre las que es posible justificar argumentos de inducciéon
y recursion:

Definicion 4.1 Una relacion R esté bien fundada en una clase A si
ANX(XCANX#@ = \Vye XN\ze X -z Ry).
En estas condiciones diremos que y es un elemento R-minimal de X.

Por ejemplo, si < es un buen orden en una clase A, es claro que la relaciéon
de orden estricto < esté bien fundada en A, pues si z es un subconjunto no
vacio de A, el minimo de x es un minimal para <.

Observemos también que A es una clase bien fundada en el sentido de la
definicion 3.1 si y solo si la relacion de pertenencia E esta bien fundada en A,
en el sentido que acabamos de introducir.

De la propia definicion se sigue un sencillo teorema de induccion, aunque no
es el més general que vamos a demostrar:

125



126 Capitulo 4. La teoria de conjuntos NBG

Teorema 4.2 (Teorema general de induccion transfinita) Sea R una re-
lacion bien fundada en una clase A y sea B una clase cualquiera. Entonces

Nt e A(ARcB—-reB)— ACB.

DEMOSTRACION: Si no se cumple A C B, entonces A\ B es una subclase
no vacia de A, luego tiene un R-minimal =, de modo que A® C B, pero = ¢ B,
contradiccion. ]

Lo que afirma el teorema anterior es que para demostrar que todo elemento
x € A tiene una propiedad (estar en B), podemos suponer como hipotesis de
induccién que todos los elementos de u R x la tienen.

Para manejar relaciones bien fundadas sobre clases propias vamos a necesitar
una propiedad adicional que se vuelve trivial si las clases son conjuntos:

Definicion 4.3 Una relacion R es conjuntista en una clase A si para todo xz € A
la clase de los anteriores de x

Af={yeAlyRaz}
es un conjunto.

Obviamente toda relaciéon es conjuntista en todo conjunto. La relacion de
pertenencia E es conjuntista en cualquier clase, pues AX = x N A.

Observemos que ya nos hemos encontrado con esta restricciéon en una oca-
sion: en el capitulo anterior hemos demostrado que una clase propia bien orde-
nada es semejante a €2 si y s6lo si su relacién de orden es conjuntista.

Definicion 4.4 Sea R una relacion definida sobre una clase A. Diremos que
una subclase B C A es R-A-transitiva si

Nzy € A(x Ry Ny € B =z € B).

Es decir, B es R-A-transitiva si cuando partimos de elementos de B y vamos
tomando anteriores nunca salimos de B. Las clases transitivas en el sentido de
la definicién 3.1 son precisamente las clases E-V-transitivas.

Si R es una relacion definida sobre una clase A y x es un subconjunto de A,
es claro que al considerar los anteriores de z y los anteriores de los anteriores,
etc. obtenemos un conjunto R-A-transitivo. En realidad, para que la definicion
recurrente de este proceso sea correcta hemos de exigir que R sea conjuntista.
Veédmoslo con detalle:

Definicion 4.5 Sea R una relacion conjuntista en una clase A y x € A. El
teorema de recursién nos da una aplicaciéon clﬁ (2)[ ] : w — PA determinada
1
por
di@)0)=ABAAncw df(@)n+1]= U AL

ueclf(z)[n]

1Notemos que esta construccion requiere que la relacién sea conjuntista para que podamos
asegurar que cada término de la sucesién es un conjunto. Si no, la sucesién no estaria bien
definida.
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A su vez definimos la clausura de x respecto de R en A como el conjunto

clfz(x) = U clﬁ(x)[n}.

new

Asi AR ¢ cff(z) c A.

Cuando FE es la relacion de pertenenciay A =V, la clausura clﬁ (z) se conoce
como la clausura transitiva de = y se representa por ct z. Es claro que admite
una definicién més sencilla (puesto que ahora AL = x):

ctor = x, Aecwctpmz= U v, ct = | ctpz.
yEctp,x new

Asi, ct x esta formada por los elementos de z, los elementos de los elementos
de z, etc.

Nuestra intencion al definir la clausura de un elemento era formar un con-
junto R-A-transitivo. Vamos a ver que, efectivamente, asi es. Més concreta-
mente, clﬁ(m) es el menor conjunto R-A-transitivo que contiene a Af:

Teorema 4.6 Sea R una relacion conjuntista en una clase A y sea x € A. Se
cumple

1. AR c clf(x).
cf(z) es un conjunto R-A-transitivo.
Si AB CT yT C A es una clase R-A-transitiva, entonces cl%(x) C T.

di(z) = AFu U di(y).
yEAL

e e

DEMOSTRACION: DEMOSTRACION: 1) AR = c1f(2)[0] € clf ().

2) Supongamos que u, y € A cumplen u Ry Ay € Clﬁ(l’). Entonces existe
un n € w tal que y € clff(z)[n], con lo que u € Al C A (x)[n+1] c clf(z).

3) Una simple induccion prueba que clff(z)[n] € T. En efecto, para 0 lo
tenemos por hipotesis y, si vale para n, entonces todo u € cl¥(z)[n + 1] cumple
u € Aff, para cierto y € cl%(z)[n], con lo que uw Ry A y € T. Por transitividad

u € T. Por definicion de clausura concluimos que cl%(z) c T.

4) Siy € AR, entonces Aff C clﬁ(a:)[l} - clﬁ(x), luego por 2) y 3) obtenemos
que cl%(y) ¢ clf(x). Por consiguiente el conjunto T = AZU |J clfi(y) esta
contenido en cl§(z). yeAd

Para demostrar la otra inclusion basta probar T es transitivo y aplicar 3).
Sean, pues, u, v € A tales que u Rv Av eT. Siv € le(y) para un y € AR
entonces, por la transitividad de la clausura u € clﬁ(y)7 luego u € T.

Si v e AR entonces u € clf(v) C T. .

Conviene observar la particularizacion de este teorema al caso de la relacion
de pertenencia sobre la clase universal:
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Teorema 4.7 Sea x un conjunto arbitrario. Entonces
1. z Cctx.
2. ct x es un conjunto transitivo.
3. Six CT yT es una clase transitiva, entonces ct © C T'.

4. ctz=xzU | cty.
YyEx

5. x es transitivo si y solo si x = ct x.

La dltima propiedad es consecuencia inmediata de las anteriores. Como
primera aplicacién del concepto de clausura demostramos un resultado técnico:

Teorema 4.8 Sea R una relacion conjuntista en una clase A. FEntonces R
estd bien fundada en A si y sélo si todo subconjunto no vacio de A tiene un
R-minimal.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es obvia. Para la otra, suponemos que
todo subconjunto no vacio tiene un R-minimal y hemos de probar que lo mismo
vale para toda subclase no vacia B. Tomemos un x € B. Si x no es ya un R-
minimal de B, entonces existe un y € B tal que y Rz, luego y € BN clﬁ(x), que
es un subconjunto no vacio de A. Por hipédtesis tiene un R-minimal, digamos z.

Vamos a ver que z es un R-minimal de B. En efecto, si existiera un v € B
tal que v R z, entonces, por la transitividad de la clausura, v € BN clf{‘ (z), pero
esto contradice la minimalidad de z. L]

Esto implica que el concepto de relaciéon conjuntista y bien fundada es, pese
a lo que en principio podria parecer, una féormula normal (pues el cuantificador
“para toda subclase no vacia” puede sustituirse por “para todo subconjunto no
vacio”).

Con esto estamos en condiciones de demostrar el teorema de recursiéon. En
esencia afirma que para definir una funcion F' : A — B, si en A tenemos defi-
nida una relacion conjuntista y bien fundada, podemos definir F'(x) suponiendo
que F esta ya definida sobre los elementos de AZ:

Teorema 4.9 (Teorema general de recursion transfinita) Sea R wuna
relacion conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : AxV — B
una aplicacion arbitraria. Entonces existe una unica funcion F': A — B tal
que

Nz € AF(z) = G(z, F|ar).

DEMOSTRACION: Por abreviar, a lo largo de esta prueba, “transitivo” signi-
ficara R-A-transitivo.

Si d C A es un conjunto transitivo, diremos que h : d — B es una d-
aprorimacion si
Nz € d h(z) = G(z,h|4r).
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Para cada x € A, definimos
&= {z} Ucdf().

Es claro que 7 es transitivo y « € & (de hecho, es el menor conjunto transitivo
que contiene a x). Dividimos la prueba en varios pasos:

1) Si h es una d-aproximacion y h' es una d'-aproximacion, entonces se
cumple hlgng = h'|anar- En particular, para cada conjunto transitivo d C A
existe a lo sumo una d-aprorimacion.

Lo probamos por induccién en d N d’, es decir, vamos a probar que todo
elemento de d N d' estd en {u € dNd | h(u) = h'(u)}. Para ello tomamos
x € dNd' y suponemos que h(u) = h(u') siempre que u € (dNd’)E. Ahora bien,
es inmediato que dNd’ es transitivo, de donde se sigue que (dNd') = AE. Por
consiguiente tenemos que h|ar = h'|4r, luego

h(x) = G(a,hlar) = Gla, W] an) = I ().

2) Para todo x € A existe una Z-aprorimacion.

Lo probamos por inducciéon sobre x, es decir, suponemos que para todo
u € A existe una d-aproximacién. Por 1) es tinica, luego podemos definir

hy = h|h es una t-aproximacion. Definimos h = |J h,. De nuevo por 1)
tenemos que h es una funcién y su dominio es u€Af
Uia= U ({ujudi) =470 U ci(u) = clf(2),
ucAl ucAl u€AR

donde hemos aplicado el teorema 4.6.

Si v € clf(z), entonces h(v) = hy(v), para cierto u € AF tal que v € 4.
Puesto que h,, C h 'y AR C 4 (por ser 4 transitivo) tenemos que hular = hlar.
Como h,, es una t-aproximacion,

h(v) = hu(v) = G(v, hulaz) = G(v, hlap),

con lo que h resulta ser una Clﬁ (z)-aproximacion.
Puede probarse que = ¢ clfz(m), pero no es necesario, en cualquier caso
podemos definir
h =hU {('T7 G(.I’, h|A§))}7
de modo que h : £ — V y es inmediato que para todo v € & se cumple

h'|ar = h|sr, de donde se sigue claramente que h’ es una &-aproximacion.
5 ;

3) Definimos F' = |J hy, donde h, = h|h es una Z-aprozimacion.
z€A

La unicidad de 1) hace que F' : A — B, y los mismos razonamientos que
hemos aplicado a h en el paso anterior prueban que para todo x € A se cumple

F(z) = G(z, Flag)-
4) La unicidad de F se prueba igual que 1) L]
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Como primera aplicacion de este teorema, dada una clase con una relaciéon
conjuntista y bien fundada, vamos a asociar a cada uno de sus elementos un
ordinal que exprese su “altura” en la relacion, entendiendo que un elemento es
mas alto cuantos mas elementos tiene por debajo.

Definicion 4.10 Sea R una relacion conjuntista y bien fundada en una clase A.
Definimos rang : A — € como la tnica aplicacién que cumple

Az € Arang®(z) = | (rangfi(y) + 1),
yeALR

donde estamos representando por « + 1 el ordinal siguiente a a.

Observemos que hemos definido el rango de un elemento supuesto definido el
rango de los elementos anteriores a él. Més concretamente, estamos aplicando
el teorema anterior a la funcion G : V — ) dada por

yeAL

U (s(y) +1) siz=(z,s),conz € AAs: AR —Q
G(z) = h
0 en otro caso.

Recordemos que la unién de un conjunto de ordinales no es mas que su
supremo. Hemos de entender que el supremo del conjunto vacio es 0 (lo cual
es cierto, pues 0 es la menor cota superior de &). De este modo, los minimales
de A tienen todos rango 0 y, en general, el rango de un elemento es el minimo
ordinal estrictamente mayor que los rangos de todos sus anteriores.

Teorema 4.11 Sea R una relacion conjuntista y bien fundada en una clase A.
Sean x, y € A. Six € clﬁ(y), entonces rang x < rangZf y.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre y, es decir, suponemos que el resultado
es cierto para todo u € Aff y suponemos que x € clf(y). Entonces hay dos
posibilidades, o bien x € A?}} en cuyo caso rangk(z) < rangf{(y) por definicion
de rango, o bien x € clﬁ (u), para cierto u € Ag. Entonces aplicamos la hipotesis
de induccién: rangff(r) < rangf(u) < rangf(y). n

Con la ayuda del rango podemos demostrar teoremas de induccién y recur-
sién aiin mas potentes. En el caso de la induccién, vamos a ver que podemos
tomar como hipoétesis de induccion, no ya que todos los elementos anteriores
a uno dado cumplen lo que queremos probar, sino que todos los elementos de
su clausura lo cumplen (o sea, los anteriores, y los anteriores de los anteriores,
etc.).

Teorema 4.12 (Teorema general de induccién transfinita) Sea R una
relacion conjuntista y bien fundada sobre una clase A y sea B una clase cual-
quiera. Entonces

Nz e A(cl¥(z) c B—ze€B) - ACB.
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DEMOSTRACION: Si no se da la inclusion podemos tomar un z € A\ B de
rango minimo. Si u € clﬁ(x), entonces rangﬁu < rangﬁ z, luego por minima-
lidad w € B. Pero entonces la hipotesis nos da que = € B, lo cual es absurdo.

|

Similarmente, para definir una funcién sobre x podemos suponer que esta
ya definida sobre cl(z):

Teorema 4.13 (Teorema general de recursiéon transfinita) Sea R una
relacion conjuntista y bien fundada en una clase A y sea G : AxV — B
una aplicacion arbitraria. FEntonces existe una unica funcion F : A — B tal
que
Nr € AF(x) = G(x’F‘clﬁ'(x))'

La prueba de este teorema es idéntica a la de 4.9, salvo que el paso 1) y la
unicidad de F' se demuestran usando la version fuerte del teorema general de
induccién transfinita en lugar de la débil.

Es claro que los teoremas que acabamos de probar generalizan a los que
demostramos en el capitulo anterior para ordinales. Observemos que la relaciéon
de pertenencia FE es conjuntista y bien fundada en . Ademas, como 2 es
transitiva, las clases E-Q-transitivas son simplemente las subclases transitivas
de Qy clf (o) = a.

4.2 El axioma de regularidad

¢ Puede existir un conjunto x con la propiedad de que z = {z}? Ciertamente,
un conjunto asi contradice la idea intuitiva que tenemos de lo que es (o debe ser)
un conjunto, pero lo cierto es que los axiomas que hemos considerado hasta ahora
no contradicen que pueda existir un conjunto asi. El axioma de regularidad, que
presentaremos aqui, tiene como finalidad erradicar posibilidades “patologicas”
como ésta.

Pero no se trata de prohibir meramente la existencia de conjuntos que cum-
plan x = {x}, pues con eso no impediriamos que pudiera existir, por ejemplo,
un conjunto x = {y}, con y # x, pero de modo que y = {z}. Una pareja
de conjuntos x = {y}, y = {} no es menos patologica, pero es una patologia
distinta. Un tercer tipo de patologia seria la existencia de una sucesion de con-
juntos {z,}new tal que An € w x, = {z,41}. Lo que tienen en comin estos
ejemplos es que todos ellos dan lugar a una sucesion decreciente

- ETy4 €EX3 €Ty €T € 2.

En el primer ejemplo, todos los términos de la sucesiéon serian iguales a x, mien-
tras que en el segundo alternarian z e y. Y si tenemos una sucesioén decreciente
de este tipo, el conjunto A = {z,, | n € w} es un conjunto no vacio sin E-minimal,
pues ningun z,, es €E-minimal, ya que x,+1 € AN z,.
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Por consiguiente, una forma de librarnos de todas estas patologias es tomar
como axioma que todo conjunto estd bien fundado. Eso es, ciertamente, lo
que afirma el axioma de regularidad, pero antes de adoptar este axioma, para
formarnos una idea clara de lo que supone, vamos a trabajar sin él y vamos
a estudiar una clase de conjuntos libres de patologias como las que estamos
considerando.

Como en la seccién anterior, trabajaremos en NBG* + Al

Definicién 4.14 Un conjunto x es regular si su clausura transitiva ctx esta
bien fundada. Llamaremos R a la clase de los conjuntos regulares.

Observemos que no hubiera sido buena idea llamar conjuntos regulares a los
conjuntos bien fundados. Por ejemplo, si 2 = {y} con y = {«} (pero y # x),
entonces tanto x como y estan bien fundados, pero el problema se pone de
manifiesto en ctx = cty = {z, y}, que no estd bien fundada.

Vamos a cerciorarnos de que entre los conjuntos regulares no pueden darse
patologias de las que estamos considerando. Empezamos probando sus propie-
dades béasicas:

Teorema 4.15 Se cumple:

1. R es una clase transitiva.
2. QC R, luego R es una clase propia.
3. La relacion de pertenencia estd bien fundada en R.
4. PR=R.
5. NA(RNPACA— RCA).

En particular, NA(PAC A— R C A).

DEMOSTRACION: 1) Se trata de probar que los elementos de los conjuntos
regulares son regulares. Supongamos que u € v € R. Entonces u € ctv, luego
u C ct v, luego u esta contenido en un conjunto transitivo y bien fundado, luego
u € R.

2) Todo ordinal es un conjunto transitivo y bien fundado, luego cumple la
definicion de conjunto regular.

3) Sea A C R una clase no vacia y tomemos y € A. Si yN A = &, entonces y
es ya un €-minimal de A. En caso contrario, sea u € y N A. Como y es regular,
su clausura transitiva estd bien fundada. Definimos z = cty N A, que no es
vacio, pues u € . Como cty estd bien fundada, x tiene un €-minimal u, que
es también un €-minimal de A, ya que ciertamente u € x C Aysiv e unA
entonces v € u € x C cty, luego v € cty por la transitividad de cty, luego
v € uNz = g, contradicciéon. Por lo tanto, u N A = &.

4) La inclusiéon R C PR es equivalente a la transitividad de R. Si z C R,
entonces para cada u € x la clausura ctu estd bien fundada, luego ctu € R,
luego ctu C R. Por 4.7 d) tenemos que ctz C R, y esta clausura esta bien
fundada por 3), luego = € R.
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5) Si R no esta contenida en A, por c¢) existe un €-minimal u € R\ A, pero
entonces u € (RNPA)\ A. "

Observemos que 5) es un principio de induccién: si queremos probar que todo
conjunto regular tiene una propiedad (pertenecer a la clase A) podemos tomar
como hipoétesis de inducciéon que todos los elementos de un conjunto regular x
tienen la propiedad y demostrar a partir de ahi que x también la tiene.

En particular, sobre los conjuntos regulares esté definida la aplicacién rango
dada por 4.10 (para la relacién de pertenencia E). Explicitamente:

Definicion 4.16 La aplicacion rango es la aplicacion rang : R — €2 determi-
nada por
rangz = |J (rangy + 1).
yex
Para cada o € Q definimos la clase R, = {z € R | rangz < a}.

El teorema siguiente nos muestra qué es R:

Teorema 4.17 Ry = @ A Na Roy1 = PRy A NN Ry = U Rs,
o<

R= U R..
acl)
DEMOSTRACION: La tnica igualdad que no es trivial es Ro41 = PR,. Si
z € PR, entonces © C R, luego

rangz = |J(rangy+1) <a<a+l,
yex
luego x € R,+1. Reciprocamente, si x € R,41, entonces todo y € x cumple
rang y+1 <rang x < a+1, luego rang y < «, luego y € R,,. Asi pues, x C R,,.
n

Hay que senalar que el miembro derecho de la igualdad

Ry= U Rs
O<A
no puede entenderse como la unién de una familia de conjuntos {Rs}s<x, pues
las clases Rs no tienen por qué ser conjuntos. Hay que entender la igualdad
como una forma céomoda de expresar que

Az(z € Ry < V6 < X\ x € Ry),

y lo mismo vale para la igualdad del enunciado del teorema anterior. No obs-
tante, si suponemos el axioma de partes (AP), entonces una induccion trivial
prueba Aa cto Ry, con lo que si que podemos definir la sucesion transfinita de
conjuntos {Rs}acn- De hecho, bajo AP podemos usar el teorema 4.17 como
una definicion alternativa de la clase R y del rango de un conjunto regular (que
puede definirse entonces como el menor « tal que  C R,,).

Como se muestra en el teorema siguiente, las clases R, forman una suce-
sion transfinita creciente de clases transitivas y en cada nivel aparecen nuevos
conjuntos (al menos un ordinal) que no estan en los anteriores:
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Teorema 4.18 Se cumple:
1. Si o < B son ordinales, entonces R, C Rg.
2. Para cada ordinal o, la clase R, es transitiva.

3. Para cada ordinal o, se cumple ranga = «, luego R, N = .

DEMOSTRACION: 1) es trivial.
2) Siy € x € R,, entonces rangy < rangz < «, luego y € R,.

3) Por induccion sobre a: si suponemos que rang 8 = 8 para todo 8 < «,
entonces

ranga = |J (rangf8+1)= U (B+1) =a.
B<a B<a | |

Ahora ya podemos presentar el axioma de regularidad en condiciones de que
se pueda valorar su contenido:

Teorema 4.19 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. Nz(ctoz Ax#@ = Vuezuns =2).
2. Todo conjunto estd bien fundado.

3. Todo conjunto es reqular, es decir, V = R.

DEMOSTRACION: La propiedad 1) afirma que todo conjunto no vacio tiene
un €-minimal, y la propiedad 2) es que todo subconjunto no vacio de todo
conjunto tiene un €-minimal. Es claro, pues, que 1) = 2). También es obvio
que si todo conjunto esta bien fundado, entonces la clausura transitiva de todo
conjunto esta bien fundada, luego tenemos que 2) = 3). Por dltimo, si V = R,
entonces la clase V' esté bien fundada, luego todos sus subconjuntos (todos los
conjuntos) no vacios tienen €-minimal, luego 3) = 1).

Aunque normalmente se hace referencia a él como V = R, lo habitual es
tomar como axioma de regularidad la mas simple de estas afirmaciones, es decir:

Axioma de regularidad (V=R) Azx(ctorAhz# @ = \Vueczunz=2).

Este axioma es el menos relevante de toda la teoria de conjuntos. Ello se
debe a que todas las construcciones conjuntistas realizadas a partir de conjuntos
regulares dan lugar a conjuntos regulares, hecho que se sigue inmediatamente
de la propiedad PR = R.

Por ejemplo, si z,y € R, entonces {z,y} € PR = R, de donde a su vez
(z,y) € PR = R, luego si A y B son conjuntos regulares, A x B € PR=R,y
lo mismo vale para toda f : A — B, y (suponiendo AP) para el conjunto B4
de todas las aplicaciones de A en B, etc.

Uniendo esto a que todos los ordinales son regulares, y en particular lo es el
conjunto de los numeros naturales, y teniendo en cuenta que todos los conjun-
tos que los matematicos consideran habitualmente estan construidos mediante
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las operaciones conjuntistas basicas que ya conocemos (uniones, intersecciones,
productos cartesianos, conjuntos de partes, conjuntos de sucesiones o de fun-
ciones de un conjunto en otro, etc.) partiendo en ultimo extremo del conjunto
de los nuimeros naturales, resulta en definitiva que los matemaéticos trabajan
exclusivamente con conjuntos regulares, independientemente de que la teoria de
conjuntos admita o no la existencia de conjuntos “patologicos”.

Por ello, postular que todo conjunto es regular no debe verse como una
afirmacion profunda sobre la naturaleza de los conjuntos, sino més bien como
algo analogo a lo que hace un algebrista cuando dice “s6lo voy a considerar
anillos conmutativos y unitarios”, lo cual no signifique que niegue la existencia
de anillos mas generales, sino que simplemente anuncia que no va a ocuparse de
ellos.

Asi pues, lo tnico que hace el axioma de regularidad es restringir el alcance
de la teoria a los conjuntos que realmente nos van a interesar. Naturalmente,
esto no contradice que alguien pueda considerar que los conjuntos no regulares,
no sélo no interesan, sino que son una perversion de la idea de conjunto y que
al erradicarlos solo estamos aumentando la fidelidad de la nocion formal de
conjunto a nuestra idea intuitiva de conjunto.

Cuando se asume el axioma de regularidad, es habitual escribir V,, = R,,
de modo que la clase universal queda estructurada en la jerarquia transfinita
creciente de clases transitivas (conjuntos si suponemos AP) dada por:

Vo=@ A NaVe1=PVe A MAMVi=UVs A V=V,
<A aef)

y asi todo conjunto puede pensarse como construido a partir de & en una canti-
dad transfinita de pasos, en el sentido de que si rastreamos sus elementos y los
elementos de sus elementos, etc. siempre terminamos en &.

El rango esta entonces definido para todos los conjuntos, y es una medida
de su complejidad, del nimero de pasos que hay que dar para obtenerlo en la
jerarquia de los conjuntos regulares.

Si suponemos AP, tenemos una distinciéon intrinseca entre los conjuntos y
las clases propias, es decir, un criterio que nos permite distinguir si una clase es
0 no un conjunto sin mas que analizar sus elementos:

Teorema 4.20 Una clase es propia si y solo si contiene conjuntos de rango
arbitrariamente grande.

DEMOSTRACION: Si todos los elementos de una clase X tienen rango menor
que un ordinal « entonces X C V,, luego X es un conjunto. Reciprocamente,
si X es un conjunto, la imagen de X por la aplicaciéon rango es un subconjunto
de Q (por el axioma del reemplazo), luego esta acotado. n

Asi pues, las clases propias son las clases que contienen “demasiados elemen-
tos” como para caber en un conjunto V,, las que se distribuyen por toda la
jerarquia de los conjuntos V, de modo que ningtn conjunto es suficientemente
grande como para contenerlas.
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4.3 El axioma de eleccion

Consideremos la afirmacion siguiente:

Principio de elecciones dependientes (ED) Para todo conjunto A #+ @ y
toda relacion R C A x A tal que Na € AVVb € A bRa, existe f : w — A tal
que An € w f(n+1)R f(n).

Y consideremos la siguiente “demostraciéon’:

Como A no es vacio, podemos tomar xg € A. Por hipotesis existe un
x1 € A tal que z1 Rxg, por el mismo motivo, existe un zo € A tal
que zo Rx1. Como este proceso puede prolongarse indefinidamente,
concluimos que existe una sucesion {z, }ne, de elementos de A tal
que An € w ZTpt1 Rxy,, pero tal sucesion no es sino una funciéon
f:w — A que cumple lo requerido.

Cualquier matemaético daria esto por bueno, pero, si pretende ser una de-
mostraciéon a partir de los axiomas que hemos considerado hasta ahora, lo cierto
es que no lo es. La existencia de la sucesion {z,, }nec, no puede ser demostrada
a partir del hecho de que R no esta bien fundada en A (no si tomamos como
unica base admisible los axiomas que estamos considerando).

Para entender cual es el fallo, observemos que lo que se pretende es afirmar
la existencia de una cierta funciéon f : w — A, una funcion con la propiedad de
que An € w f(n+1) R f(n), pero jcuél es esa funcion? ;jcoémo y cuando hemos
probado su existencia?

Lo que hemos probado es que existe una funcion s; : 2 — A tal que
s1(1) € 51(0), y luego hemos probado que puede extenderse hasta una funcion
s2 3 — A tal que s2(2) € s2(1) € s2(0), y de ahi hemos pasado a afirmar
directamente la existencia de f sin mas explicaciones. ;Es posible justificar ese
altimo paso?

Obviamente, ningtin matemaético aceptara que porque algo se cumpla para
0,1,2 (en nuestro contexto, trivialmente para 0), se vaya a cumplir en general,
pero no es extrano que los matematicos den saltos asi cuando son justificables
por argumentos inductivos. Ahora bien, en nuestro caso, si continuamos el
argumento por induccion, lo que podemos demostrar sin dificultad es que

AnVs(s:n+1— AANNi<ns(i+1)Rs(4)).

Hasta aqui todo es correcto, pero jcomo se obtiene la existencia de f a partir
de aqui?

Un matematico podria decir: “para cada n € w, tomemos s, : n+1— A
en las condiciones indicadas”. Eso es admisible en la practica habitual del ma-
temético, pero no es una consecuencia logica de los axiomas que hemos visto
hasta el momento. Una cosa es que, fijado un n, la logica nos dice que podemos
eliminar los cuantificadores y considerar un s que cumpla lo indicado, e incluso
que podemos llamarlo s, si preferimos llamarlo asi, pero otra cosa muy distinta,
y que esta implicita en lo que entiende el matemaético al “tomar s,”, es afirmar
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la existencia de una funcion s que a cada n le asigne una sucesion finita s,,. La
existencia de semejante funcion s no es una consecuencia de eliminar un par de
cuantificadores, es una afirmacion sobre la existencia de un conjunto que tendria
que ser respaldada por algin axioma que justifique la existencia de tal conjunto.
Y, aun suponiendo que tuviéramos a nuestra disposiciéon tal funciéon s, nada nos
garantiza que cada s,41 fuera una extension de s,, cosa que nos haria falta si
quisiéramos definir f a partir de s.

Si el lector se convence de que por ahi no hay salida, tal vez pase a considerar
la posibilidad de que f pueda definirse por recursion: fijamos xg € A y aplicamos
el teorema 3.22 para concluir que existe una funciéon f : w — A tal que
f(0) = xg y, para cada n € w, f(n + 1) es cualquier elemento de A tal que
fn+1) R f(n), que existe por hipotesis.

Tenemos aqui una aplicaciéon incorrecta del teorema de recursion, pues éste
exige que f(n) = G(f|.), para una cierta funcion G, definida en este caso sobre
el conjunto X, = {s | V/n € w s : n — A} pero jcual es en nuestro caso la
funcién G? Deberia ser algo asi como

_fxzo siDs=g,
G(S)—{x siDs=n+1Az€ANzRSs(n),

pero esto no es una definicién aceptable de una funcién. La tnica forma acep-
table de definir una clase es mediante el axioma de comprension. Habria que
expresar G en la forma G = {z | ¢(z)}, para una cierta propiedad normal ¢(z)
0, si se prefiere, usando los convenios de notacién que hemos establecido,

G = {(5,7) € X x 4| 8(5,2)},

pero esto no es posible (y no por culpa del requisito de normalidad, que no afecta
aqui para nada, pues tratamos tnicamente con conjuntos). El planteamiento
deberia ser algo asi como:

G={(s,m)e X, xA|Vmecw(s:m— AN

(m=0Ax=10)V(Vn€wm=n+1AzRs(n))))},

pero esto no define necesariamente una funcion, pues para un mismo s € X,
nada impide que haya varios * € A que cumplan la condiciéon requerida para
que (s,z) € G, y entonces s no tiene una tunica imagen.

El problema es que, aunque tengamos garantizado que existe un z que cum-
ple una condicion (en este caso z Rs(n)), la logica permite formalizar la idea
de “tomar uno de ellos” para razonar con él, pero no permite formalizar la idea
de “tomar uno cualquiera, pero s6lo uno”, que es lo que necesitariamos para
definir G y, a la larga, para construir f.

Esto no significa que los intentos de razonamiento que hemos expuesto estén
mal en términos absolutos, sino que requieren un axioma més, el llamado axioma
de eleccion, el cual, junto con los otros axiomas que hemos discutido hasta aqui,
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completa la teoria NBG. En nuestro caso concreto, para llevar a buen puerto
nuestros intentos de construir f, so6lo necesitamos una funcién E : PA — A
con la propiedad de que

AX(X CANX #@ — E(X) € X),

es decir, una funcién que elija un elemento de cada subconjunto no vacio de A.
La funciéon FE resuelve todos nuestros problemas, pues ahora podemos definir

fO) =z ANnew f(n+1)=E{z € AlzR[f(n)}),

que es una aplicacion legitima del teorema de recursiéon, correspondiente a la
funcion

Gls) = T si Ds = &,
5= E({zxe A|lxzRs(n)}) siDs=n+1,

que, si se quiere, se puede expresar sin dificultad como una clase definida de
acuerdo con el axioma de comprension.

En general, el enunciado del axioma de eleccion es como sigue:

Axioma de eleccion (AE)
AX(ctoX - Vf(f: X —VANuE X(u#2 — flu) €n)).

Asi, AE afirma que, dado cualquier conjunto X, existe una funcién que a
cada elemento u € X no vacio le elige uno de sus elementos. A una funcion de
estas caracteristicas se la llama una funcidn de eleccion sobre X.

Observemos que no siempre es necesario apelar al axioma de eleccion para
obtener una funciéon de eleccién. Por ejemplo, imaginemos que restringimos
el problema que hemos planteado al principio de esta seccién a una relacion R
definida sobre A = w. Entonces podemos demostrar la existencia de una funciéon
de eleccién tomando, por ejemplo,

%) siX =0,
E(X) = {minX si X £ 0,

y la existencia de la sucesion {z,},e., puede justificarse, por consiguiente, sin
necesidad de AE.

Asi pues, el axioma de eleccién sélo es necesario para garantizar la existen-
cia de funciones de elecciéon en ausencia de un criterio explicito que permita
construir una. Las situaciones en las que carecemos de tal criterio son muy
frecuentes. Ya hemos visto una: si partimos de una relacion R en una clase A
y sabemos que para cada a € A el conjunto AX = {b € A | bRa} no es vacio,
ello no nos da un criterio para elegir uno de sus elementos para cada = € A, y
necesitamos recurrir al axioma de eleccion.

En definitiva, el axioma de comprensiéon y el axioma de eleccion son los
dnicos axiomas de NBG que permiten probar la existencia de una clase con unas
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caracteristicas determinadas (los demés axiomas, salvo el de extensionalidad,
que no es un axioma existencial, se limitan a afirmar que ciertas clases dadas
de antemano son conjuntos).

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el ejemplo que hemos discutido se
traduce finalmente en el teorema siguiente (en el que hemos modificado ligera-
mente el argumento para evitar el uso de AP):

Teorema 4.21 (AI) AE — ED.

DEMOSTRACION: Consideremos un conjunto A y una relacién R en las con-
diciones de ED. Consideremos el conjunto X = {Af | a € A} que, por hipétesis,
es una familia de conjuntos no vacios. Sea f: X — A una funcion de elecciéon
ysea g: A — A la funcién dada por g(a) = f(AL). De este modo se cumple
que Aa € A(g(a) € AA g(a) Ra).

Ahora fijamos un ay € A y definimos por recurrencia una funcion x : w — A
mediante zg = ag A Zn41 = g(x,). Es claro que la sucesion {x,, }ne,, cumple lo
requerido. n

Como ya hemos explicado en la discusion previa a este teorema, no hay que
confundir el uso del axioma de eleccion con la eliminaciéon de un cuantificador
existencial. En las paginas precedentes hemos tenido incontables ocasiones de
pasar de una premisa del tipo \Vz 2 € A a elegir un x € A para razonar con
él, y no importa que no tengamos ningun criterio especifico para seleccionar un
elemento de A en concreto, que ello no supone el uso del axioma de eleccion
(ni del axioma de comprension), sino que es una mera consecuencia logica de
la premisa: estamos usando la existencia de un € A y la premisa afirmaba
precisamente la existencia de un x en A. En cambio, si tenemos una familia
{X;}ier de conjuntos no vacios, esto significa que A\i € I\z = € X;, y de aqui
no podemos pasar a considerar una sucesion {z;};es tal que Nielz X
sin recurrir al axioma de comprension (si tenemos algtn criterio explicito para
seleccionar un elemento de cada X;) o al axioma de eleccion (si no lo tenemos),
pues la conclusion va méas alld de lo contenido en la premisa: partimos de la
existencia de conjuntos en cada X; y pretendemos concluir la existencia de un
conjunto que no es ninguno de los conjuntos cuya existencia se postula, sino una
aplicacion z : I — |J X;.

=

No obstante, a partir del hecho de que podemos eliminar cuantificadores exis-
tenciales, podemos probar un caso particular del axioma de eleccién incluso en
ausencia de criterios para realizar las elecciones. Se trata de que todo conjunto
finito siempre admite una funcién de eleccion.

En 2.9 hemos definido el concepto de “conjunto finito” en términos de un sis-
tema de Peano arbitrario, pero es claro que en términos de w puede reformularse
asi:

Un conjunto es finito si \V/n € w\/f f : n — = biyectiva.

Aqui usamos que, con la notaciéon de la seccion 2.2 todo n € w cumple que
n = I, y es equipotente a I,,.
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Teorema 4.22 Todo conjunto finito tiene una funcion de eleccion.
DEMOSTRACION: Basta probar, por induccién sobre n, que
Az(Vf f:n — x biyectiva — z tiene una funcién de eleccion).

En efecto, para n = 0 tenemos que x = & y h = @ es trivialmente una funcién
de eleccion en z. Si es cierto para n, supongamos que f : n+ 1 — x biyectiva,
sea u = f(n) y ' = f[n]. Es claro entonces que f|, : n — 2’ biyectiva, luego
por hipotesis de induccion existe una funcion de eleccion b : 2’ — V. Siu # &,
tomamos v € u, y si u = & tomamos v = &. Es claro entonces que h U {(u,v)}
es una funcion de eleccién sobre . ]

En cambio, no es posible demostrar sin el axioma de eleccién que todo con-
junto numerable tiene una funcion de elecciéon. Sin embargo, para una gran parte
de las matemaéticas que requieren el axioma de eleccién basta con el siguiente
caso particular:

Axioma de eleccién numerable (AEN) Todo conjunto numerable tiene
una funcion de eleccion.

O a lo sumo con el principio de elecciones dependientes ED, que es ligera-
mente mas fuerte, como se ve en el teorema siguiente:

Teorema 4.23 (AI, AP) ED — AEN.

DEMOSTRACION: Sea X = {z,, | n < w} un conjunto numerable y sea A
el conjunto de las funciones de eleccion sobre conjuntos X, = {z,, | n < m},
es decir, f € A siy solo si existe un m € w tal que f: X,,, — {@}U U =z,
cumple que An < m(x, # 3 — f(z,) € ). n<m

Claramente A # & y podemos definir en A la relacion dada por fRg si
y solo si g & f. Asi Ay R cumplen las hipétesis de ED, pues si g € Ay
Df = {x, | n < m}, si 2, # & tomamos un u € x,,, y en caso contrario
tomamos v = &, de modo que f = gU {(z,u)} cumple f € A A fRg. Por
ED existe una sucesion {f, }n<w de elementos de A de modo que

/\n < W(fn EANfn & fn+1)~

Es claro entonces que f = |J fn : X — V y es una funciéon de eleccion
sobre X. new "

Nota Observemos que ED no puede probarse? a partir de AEN, pues en la
prueba de ED a partir de AE hemos necesitado una funcion de eleccion sobre el
conjunto de todos los conjuntos de la forma AZ, que no es necesariamente nume-
rable. Al final, lo que proporciona ED es una cantidad numerable de elecciones,
al igual que AEN, pero las elecciones de ED son “dependientes” en el sentido de

2No estamos aqui en condiciones de justificar ningin resultado negativo de este tipo. Esta
nota so6lo pretende explicar por qué es imposible, sin probarlo realmente
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que se elige x,,41 en funcion de cudl es el z,, elegido previamente (méas precisa-
mente, elegimos x,, 41 en el conjunto Af”n, que depende de la eleccion anterior),
mientras que AEN s6lo proporciona una cantidad numerable de elecciones in-
dependientes (fijamos un conjunto numerable y elegimos un elemento de cada
uno de sus elementos, sin tener en cuenta cual hemos elegido en otro cualquiera
de ellos). "

Otra consecuencia de ED (luego de AE) que no puede probarse a partir de
AEN es esta caracterizacion de las relaciones bien fundadas:

Teorema 4.24 (AI, ED) Una relacion R en un conjunto A estd bien fundada
sty sdlo si no existe ninguna sucesion {xn}tnew de elementos de A tal que
An € w Tpt1 Ray,.

DEMOSTRACION: Una implicacion es inmediata y no requiere ninguna forma
de AE: si existe tal sucesion, entonces el conjunto B = {x,, | n € w} es un
subconjunto no vacio de A que no tiene R-minimal, luego la relacion no estéa
bien fundada.

Supongamos ahora que la relaciéon R no esta bien fundada, con lo que existe
un B C A no vacio sin R-minimal. Esto quiere decir que si x € B, al no ser
R-minimal existe un y € B tal que y Rz, pero esto significa que B y R cumplen
las hipotesis de ED, luego existe una sucesion {z,, } ne., de elementos de B (luego
de A) que cumple la condicion del enunciado. m

Veamos un uso tipico del axioma de eleccién numerable:

Teorema 4.25 (AEN) Toda union numerable de conjuntos numerables es nu-
merable.

DEMOSTRACION: Sea {A; }ne. una familia de conjuntos numerables. Cam-

biando cada A,, por A,\ |J A, tenemos otra familia de conjuntos numerables
m<n
con la misma unién, pero que ademas son disjuntos dos a dos, luego no perdemos

generalidad si suponemos que los A,, dados son disjuntos dos a dos.

La razén por la que necesitamos el uso del axioma de eleccién para probar
que su unién es numerable es que necesitamos elegir funciones inyectivas f,, :
A, — w. Una vez elegidas, ya es elemental que podemos formar una funcién
inyectiva f: |J An — w X w mediante f(a) = (n, fn(a)), donde n es el Gnico

new
numero natural tal que a € A,. Como w X w es numerable, concluimos que
J A, también lo es. "

new

Hay un resultado que parece muy elemental, pero en realidad requiere el
axioma de eleccion:

Teorema 4.26 (AE) Sean z e y dos conjuntos no vacios. Existe f : x — y
myectiva st y solo si existe g : y — x suprayectiva.
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DEMOSTRACION: Supongamos que existe f : x — y inyectiva y veamos
como construir la aplicacion g. Esta implicacién no requiere el axioma de elec-
cion, pues basta tomar un u € x y definir

_ [ w) sive flal,
g(v)—{ u sivey)\ flz]

Es claro entonces que g es suprayectiva. Méas ain, es claro que fog = I,
luego la suprayectividad de g es consecuencia del teorema 1.13.

Supongamos ahora que g : y — = suprayectiva y sea
X={g '[u] | uea},

que es un conjunto por reemplazo (la aplicacion  — X dada por u +— g~ [u]
es suprayectiva). Por el axioma de eleccion, existe una funcion de eleccion
E: X — V. Definimos f : * — y mediante f(u) = E(g~'[u]). De este modo,
para cada u € x tenemos que f(u) € g~ *[u], luego g(f(u)) = u, luego fog = I,
y de nuevo 1.13 implica que f es inyectiva. L]

Notemos que el teorema anterior no requiere el axioma de eleccién si supo-
nemos que existe un buen orden en y (lo que sucede, por ejemplo, si y = w),
pues entonces podemos definir la funcién de elecciéon como E(a) = min a, para
todo a € X, pues se cumple que a C y.

Si al teorema anterior le anadimos la condiciéon fog = I, que hemos obtenido
en la prueba, tenemos de hecho una equivalencia con el axioma de eleccion. La
probamos a continuacién junto con otras mas:

Teorema 4.27 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. AE

2. Sig:y — x es una aplicacion suprayectiva, existe f : x — y tal que
f 0g = I:c

3. Para toda familia {X;}ic1 de conjuntos no vacios (donde I es un conjunto)
existe otra familia {s;}icr tal que \i € I s; € X;.

4. Para todo conjunto X formado por conjuntos no vacios disjuntos dos a
dos, erxiste un conjunto a C |JX tal que Au € X\v una = {v}.

DEMOSTRACION: 1) = 2) se sigue de la demostracion del teorema anterior.

2) = 3) Consideremos la aplicacion ¢ : |J {i} x X; — I dada por g(i,u) = 1.
i€l
Como los conjuntos X; son no vacios, tenemos que g es suprayectiva. Sea
f:I — U{i} x X;) segin 2), es decir, tal que, para cada i € I, se cumple
i€l
que f(i) = (i,v), para cierto v € X;. Basta tomar s = Rf.

3) = 4) Podemos ver a X como una familia {i};cx de conjuntos no vacios.
Por 3) existe {s;}icx tal que A\i € X s; € i. Basta tomar a = Rs.
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4) = 1) Dado un conjunto X, no perdemos generalidad si suponemos que no
contiene a @. El conjunto X' = {{i} xi | i € X} esta formado por conjuntos no
vacios disjuntos dos a dos. Por 4) existe un conjunto f que contiene exactamente
un elemento de cada uno de ellos. Es claro que f es una funcién de eleccion
sobre X. m

Nota La familia {s;};c; no es mas que un elemento del producto cartesiano

HX@E{S|SII*> UXZ/\/\ZEISZGXZ},
i€l iel

por lo que AE resulta ser equivalente a que el producto cartesiano de una familia
de conjuntos no vacios es no vacio. u

El axioma de elecciéon interviene de forma esencial en la demostracion de
numerosos teoremas importantes del algebra, el analisis o la topologia (para
probar la existencia de base en todo espacio vectorial, la existencia de ideales
maximales en anillos unitarios, la existencia de clausuras algebraicas, el teorema
de Tychonoff, el teorema de Hann-Banach, etc.) En la prueba de estos resultados
y otros muchos, es mucho mas practico utilizar una forma equivalente, un tanto
técnica, conocida como lema de Zorn:

Una cadena en un conjunto parcialmente ordenado X es un subconjunto
C C X para el que se cumpla Auv € C(u < v V v < u). El teorema siguiente
contiene el enunciado del lema de Zorn junto con otras afirmaciones equivalentes
menos técnicas:

Teorema 4.28 (AP) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. Axioma de eleccion Todo conjunto tiene una funcion de eleccion.

2. Principio de numerabilidad Todo conjunto puede biyectarse con un
ordinal.

3. Principio de buena ordenacion Todo conjunto puede ser bien orde-
nado.

4. Lema de Zorn Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que
toda cadena tenga una cota superior tiene un elemento mazximal.

5. Lema de Zorn (variante) En todo conjunto parcialmente ordenado no
vacio en el que toda cadena tenga una cota superior, cada elemento estd
por debajo de un elemento maximal.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Supongamos que un conjunto  no puede biyec-
tarse con ningin ordinal. En particular tenemos que x # &. Fijemos una
funcion de eleccion f : Px — z. El teorema de recursion 3.22 nos da una
funcién F : Q — x tal que

Na € Q F(a) = f(x\ Fla)).
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Veamos por induccion sobre o que F|, : o« — x inyectiva.

Si o = 0 es trivial. Si es cierto para a, entonces Fa] # x, porque estamos
suponiendo que x no puede biyectarse con un ordinal. Entonces, puesto que
z \ Fla] # @, tenemos que F(a) = f(x\ Fla]) € 2\ Fla], de donde se sigue
claramente que F|,41 es inyectiva.

Si A es un ordinal limite y F|, es inyectiva para todo a < A, entonces es
claro que F|y es inyectiva, pues si 6 < e < A\, también § <e<e+ 1<\ yla
inyectividad de F|.41 implica que F(6) # F(e).

A su vez esto implica que F : ) — x inyectiva, pero esto es imposible, pues
entonces F[)] C x serfa un conjunto y por reemplazo también lo seria .

2) = 3) es inmediato: dado un conjunto z, tomamos un ordinal & y una
biyeccion f : ¢ — oy definimos la relacion en = dada por u < v <> f(u) < f(v).
Es inmediato comprobar que se trata de un buen orden en .

3) = 5) Sea (x,<) un conjunto en las hipotesis del lema de Zorn y fijemos
un ug € x. Hemos de encontrar un elemento maximal m € z tal que ug < m.
Para ello suponemos que no existe tal elemento maximal, es decir, que si ug < v,
siempre existe un v’ € x tal que v < v’.

Como consecuencia, si ¢ C x es una cadena tal que ug € ¢, existe un v € x
tal que Au € ¢ u < v. En efecto, estamos suponiendo que la cadena tiene cota
superior, es decir, que existe un v € x tal que Au € ¢ v < v. En particular,
ug < v, luego, segtin acabamos de indicar, existe un v’ € x tal que v < v’, y este
v’ cumple lo pedido.

De acuerdo con 3), fijamos un buen orden (z, <) en el conjunto x. Conside-
ramos la funcion G : V. — x dada por G(s) = v si y solo si Rs es una cadena
en xr que contiene a ug y entonces v es el minimo respecto de la relacion < del
conjunto {v € z | Au € Rs u < v}, o bien v = ug en cualquier otro caso.

El teorema de recursiéon 3.22 nos da una funcién F :  — x determinada
por la condicion F(a) = G(F|,). Como RF|y = @ no contiene a ug, la definicion
de G nos da que F(0) = uyp.

Veamos por induccién sobre a que Ad < o F(8) < F(a).

Suponemos que el resultado es cierto para todo a < 3, y podemos suponer
que S > 0, pues en caso contrario no hay nada que probar. Tenemos, pues,
que si 6 < a < 3, entonces F(§) < F(a), lo que implica que R(F|g) = F[f]
es una cadena en x que contiene a F'(0) = ug. Por lo tanto, por definicion de
G, tenemos que F(B3) cumple Au € F[3] u < F(8), pero esto es justo lo que
teniamos que probar.

Consecuentemente tenemos que F' : 2 — x inyectiva, pero eso es imposible,
porque entonces F[Q)] C x serfa un conjunto y por reemplazo ) también.

5) = 4) es trivial.
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4) = 1) Fijemos un conjunto z, que podemos suponer no vacio y tal que
o ¢ x,y sea

y={pePlaxUr)|ValaCcarrp:a— UrAAucalu#a—pu)cu))}

el conjunto de las funciones de eleccién sobre subconjuntos de x. Notemos que
& € y, luego y # @. Consideramos en y el orden parcial dado por la inclusion.
Es claro que si ¢ C y es una cadena, entonces tiene por cota superior a Je,
luego el lema de Zorn nos da un f : @ — (Jz en y maximal respecto de la
inclusion. Basta probar que a = z, pues entonces f es una funcion de eleccion
sobre x.

En caso contrario, tomamos u € z\ay v € u (lo cual es posible, pues estamos
suponiendo que & ¢ x). Es claro entonces que f U {(u,v)} € y y contradice la
maximalidad de f. Asi pues, a = z. ]

El principio de numerabilidad afirma que los ordinales bastan para “contar”
cualquier conjunto, es decir, que todo conjunto se puede poner en la forma
{Za}a<p, para cierto ordinal S.

De la demostracion del teorema anterior se sigue, méas concretamente, que
un conjunto x admite un buen orden si y sblo si Pr admite una funcién de
eleccion. Una implicacion es trivial, pues un buen orden en z permite definir
una funcién de eleccion en Px mediante

B(u) = {minu siu#
& siu=a.

Veamos ahora una aplicacién del lema de Zorn que requiere el concepto de
ideal de un anillo, definido en el apartado “Ideales y anillos cociente” de la
seccion 1.7:

Teorema 4.29 (AP, AE) Si A es un anillo conmutativo y unitario, e I G A
es un ideal, existe un ideal maximal M tal que I C M & A.

DEMOSTRACION: Sea M el conjunto de todos los ideales® de A distintos de A.
Consideramos en M el orden dado por la inclusiéon. De la propia definicién de
ideal maximal se sigue que un ideal maximal de A es simplemente un elemento
maximal de M, luego basta probar que M cumple las hipo6tesis del lema de Zorn.
Ciertamente, M # &, pues {0} € M (notemos que {0} C I ¢ A). SiC C M
es una cadena (que podemos suponer no vacia), es facil ver que I = |JC es un
ideal de A. En efecto:

1. Si J € C, tenemos que 0 € J C I.

2. Si z, y € I, entonces existen Jy, Jo € C tales que z € Ji, y € Jo. Como
C es una cadena existe un J € C' tal que Jy, Jo C J, luego x, y € J, luego
r+yeJCl.

3Se cumple que M es un conjunto porque M C PA, y estamos suponiendo AP.
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3. Sizel,ac A, existe un J € C tal que z € J, luego ax € J C C.

Ademés I # A, pues en caso contrario 1 € I, luego existe un J € C tal
que 1 € J, luego J = A, en contradiccion con que J € M. Esto implica que
I € M y es claramente una cota superior de C. n

El siguiente teorema que vamos a probar es en realidad un caso particular
del anterior, pero en estos momentos no estamos en condiciones de ver que es asi
(véanse las observaciones tras la definicion 7.7). En [T 1.50] hemos introducido
el concepto de filtro en un conjunto, cuya definicién reproducimos aqui:

Definicion 4.30 Sea X un conjunto no vacio. Un filtro en X es una familia F'
de subconjuntos de X tal que:

1. o9¢FyXeF.
2. Si A, B€ F entonces ANB € F
3.51Ae FyACBC X, entonces B € F.

Definimos ahora el concepto de wltrafiltro en un conjunto X, que no es
sino un filtro F' con la propiedad adicional:

4. Si AC X, entonces A € Fobien X\ A€ F.

El teorema al que nos referiamos es un teorema de existencia de ultrafiltros,
pero antes de probarlo probaremos algunas caracterizaciones:

Teorema 4.31 Si U es un filtro en un conjunto X, las afirmaciones siguientes
son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro.
2. S1 AC X corta a todo elemento de U, entonces A € U.

3. U es un filtro maximal, en el sentido de que no estd estrictamente conte-
nido en ningun otro filtro.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Si A ¢ U, entonces X \ A € U, luego A no corta
a todos los elementos de U.

2) = 3) Si F es un filtro en X tal que U C F, todo A € F corta a todos los
elementos de F', luego en particular a todos los elementos de U, luego A € U,
luego U = F.

3) = 2) Si U es maximal y A C X corta a todo elemento de U, entonces
F={BcX|\VCeUANC c B}

es un filtro en X que contiene a U, luego A € F =U.

2) = 1) Si A C X cumple que A ¢ U, por 2) tenemos que existe un B € U
tal que AN B =&, luego BC X \ A, luego X \ A€ U. "
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Teorema 4.32 (Teorema de los ultrafiltros (AP, AE)) Todo filtro en un
conjunto estd contenido en un ultrafiltro.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el lema de Zorn a la familia de todos los
filtros de un conjunto X que contienen un filtro dado. m

Por ejemplo, es inmediato que si a € X, entonces (a) = {A C X | a € A}
es un ultrafiltro en X. Los ultrafiltros de esta forma se llaman wultrafiltros fijos.
Los ultrafiltros que no son fijos se llaman [ibres.

En general, si un ultrafiltro U en un conjunto X contiene un conjunto fi-
nito A = {a,...,a,}, entonces contiene un a; (pues en caso contrario cada
complementario X \ {a;} € U y, formando la interseccion, X \ F' € U) y por
consiguiente U = (a;) es fijo. En otras palabras, un ultrafiltro es libre si y sélo
si no contiene conjuntos finitos.

Por otra parte, si X es un conjunto infinito, F = {A C X | X \ A es finito}
es claramente un filtro en X, y tenemos que un ultrafiltro en X es libre si y
s6lo si contiene a F', luego la existencia de ultrafiltros libres en un conjunto
infinito X equivale a la existencia de ultrafiltros que contengan a F'. El teorema
del ultrafiltro implica que todo conjunto tiene ultrafiltros libres, pero sucede
que esto no se puede probar sin ayuda del axioma de elecciéon ni siquiera en los
casos mas simples, como X = w.

Para terminar demostramos una forma equivalente del axioma de eleccién
que tiene la peculiaridad de ser uno de los raros resultados que requiere esen-
cialmente de todos los axiomas de NBG, incluyendo el axioma de regularidad.

Teorema 4.33 (NBG-AE) El azioma de eleccion es equivalente a que, para
todo ordinal o, el conjunto Pa puede ser bien ordenado.

DEMOSTRACION: Basta probar que, para todo ordinal «, el conjunto V,
puede ser bien ordenado, pues todo conjunto estd contenido en un V, luego
también puede ser bien ordenado.

Observemos que si V,, puede ser bien ordenado, entonces V41 también. En
efecto, si V,, puede ser bien ordenado, existe una semejanza f : V, — [ en un
ordinal, la cual induce una biyecciéon F' : V1 — PS. Por hipdtesis PS5 puede
ser bien ordenado, luego V1 también.

Supongamos que existe un A tal que V) no puede ser bien ordenado, en
cuyo caso podemos tomar el minimo posible. Obviamente A # 0 y, por lo que
acabamos de razonar, no puede ser un ordinal sucesor, luego A es un ordinal
limite.

Notemos que, en estas condiciones, para cada o < A, tenemos que V, puede
ser bien ordenado, pero no podemos decir “sea <, un buen orden en V,”, porque
asi estarfamos usando el axioma de eleccién que queremos demostrar.

No obstante, el hecho de que V,, pueda ser bien ordenado implica que es
biyectable con un ordinal, y podemos definir k, como el minimo ordinal tal que

existe una biyeccion V,, — £4. A su vez podemos formar el ordinal k = |J kq.
a<A
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Por hipotesis Px admite un buen orden, con el cual seré semejante a otro ordinal
&. A su vez, PE puede ser bien ordenado, y fijamos un buen orden concreto en
P¢, digamos <*.

Ahora vamos a construir recurrentemente una sucesion {<,},<x de modo
que cada <, sea un buen orden en V,, y de modo que si a < 8 < A entonces el
orden <z de V3 restringido a V,, sea <, y V, sea un segmento inicial de V3.

Necesariamente, definimos <¢g= &, y asi <y es un buen orden de Vj = @.
Supuestos definidos {<, }a<s en las condiciones indicadas, donde 6 < A es un
ordinal limite, podemos definir <5 = |J <,, y ciertamente es un buen orden
en Vs. a<d

El tnico punto delicado es suponer definido el buen orden <, en V,, y de-
finir un buen orden <,;1 en V,41. De la hipotesis se deduce trivialmente que
existe uno, pero el problema es que tenemos que dar un criterio que no dependa
del axioma de eleccién para seleccionar uno en la construccién de la sucesion
transfinita de buenos érdenes.

Como <, es un buen orden en V,,, por 3.24 tenemos que (V,, <,) es seme-
jante a un tnico ordinal B,, y por 1.30 existe una tnica semejanza fo : (Va, <4
) — Ba-

Ahora observamos que tiene que ser 5, < &, pues si fuera £ < f3,, podriamos
definir aplicaciones inyectivas

Ba — ko — k — Pk — & — B,

luego el teorema de Cantor-Bernstein nos daria una biyeccion k — Pk, en
contradicciéon con el teorema de Cantor 1.25.

Por lo tanto, la semejanza f, induce una biyeccion Fy, : Vo11 — PBo C PE,
y el buen orden <* que hemos fijado en P¢ determina un buen orden explicito
en V,11, digamos <,. Para hacerelo compatible con <, definimos

T<gr1y e (T yeVahe<,y)V(@eVo Ay e Vot \Va)

V(x,y € Vay1 \ Va Az <, y).

Es claro que esto define un buen orden en V. sin la intervencién del axioma
de eleccion. Concluimos que <, es un buen orden en V), en contradicciéon con
la hipoétesis. L]

Ahora disponemos ya de todos los axiomas de NBG, lo cual significa en la
practica que todo teorema que podamos encontrar en cualquier libro de alge-
bra, anélisis, topologia, etc. puede probarse a partir de los axiomas que hemos
presentado. Ocasionalmente se demuestran teoremas partiendo de axiomas méas
fuertes, pero en tales casos siempre se indica explicitamente cuales son dichos
axiomas adicionales.



Capitulo V

Cardinales

Uno de los resultados méas impactantes de la teoria de conjuntos de Cantor es
que permite extender la nocién de cardinal o “niimero de elementos” a conjuntos
arbitrarios, no necesariamente finitos, de modo que, al igual que hay conjuntos
finitos con mas o con menos elementos, lo mismo sucede con los conjuntos
infinitos, que los hay méas grandes y mas pequenos. Dedicamos este capitulo
a desarrollar esas ideas. En general trabajaremos en NBG — AE e indicaremos
explicitamente los resultados que dependen del axioma de elecciéon. El punto de
partida es la nocion de “equipotencia” que hemos introducido y estudiado en la
seccion 1.5. Alli trabajabamos en NBG*, pero esta teoria resulta ser insuficiente
para dar una definicién satisfactoria de lo que es el cardinal de un conjunto, es
decir, para asignar a cada conjunto otro conjunto llamado su “cardinal” de modo
que dos conjuntos sean equipotentes si y s6lo si tienen el mismo cardinal. En la
seccion 2.2 hicimos esto para los conjuntos finitos y ahora estamos finalmente
en condiciones de abordar el caso general.

5.1 Numeros cardinales

En la seccién 1.5 definimos la relacion de equipotencia X =Y, pero insisti-
mos en que esta notacién no expresa realmente una igualdad, ya que no tenemos
definido ningtn objeto al que llamar X. Hay dos formas de asociar a cada con-
junto X un cardinal X, una se apoya en los axiomas de partes y regularidad,
mientras que la otra se apoya en el axioma de eleccion. En realidad hay una
(tercera) forma muy sencilla de definir el cardinal de un conjunto sin necesidad
de recurrir a ninguno de los axiomas que acabamos de mencionar. Basta tener
en cuenta que la relacion de equipotencia determina una relaciéon de equivalencia
en V, la dada por

XRY X =Y,

luego podriamos definir el cardinal de un conjunto X como su clase de equiva-
lencia: X = [X|g={Y | X =Y}.

149
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Asi se cumple ciertamente que X =Y (entendido como igualdad de clases de
equivalencia) si y solo si X=Y (entendido como que X e Y son equipotentes).
Sin embargo, no es una buena opcion pues, salvo para X = &, un cardinal asi
definido es siempre una clase propia. En efecto, la aplicacion V. — X dada
por Y — X x {Y'} es claramente inyectiva, luego su imagen es una clase propia

contenida en X, luego éste no puede ser un conjunto.

Esto no es del todo inviable, pero es técnicamente desaconsejable pues, por
ejemplo, nos impide definir la clase de todos los cardinales, ya que los cardinales
son clases propias y no pueden pertenecer a ninguna clase. Aunque podriamos
arreglarnoslas para definir una suma de cardinales, dicha suma no podria verse
como una ley de composicién interna, porque eso requeriria que los cardinales
fueran conjuntos, etc.

Pero este “primer intento” se puede refinar. Para ello suponemos los axiomas
de partes y regularidad, lo cual nos da la descomposiciéon de la clase universal

V=U Va

ae

donde cada V,, es un conjunto, asi como la aplicacion rang : V. — 2, que a cada
conjunto z le asigna el menor ordinal « tal que x C V,. De este modo podemos
definir el cardinal de un conjunto X, no como la clase de todos los conjuntos
equipotentes a X (que no es un conjunto), sino como el conjunto de todos los
conjuntos equipotentes a X del menor rango posible. Esto es un conjunto porque
si « es el menor rango de un conjunto equipotente a X, entonces el cardinal asi
definido es un subconjunto del conjunto V, ;1. Concretamente:

Definicién 5.1 Un cardinal es un conjunto no vacio p tal que!
L Azy ep(T=7),
2. Valz € p rang r = a,
3. Nzy(xr €EpAT =y Arang x =rang y — y € p),
4. “Vay(y € p AT =7 Arang = < rang ¥).
Llamaremos € a la clase de todos los cardinales.

La primera condicién dice que todos los elementos de un cardinal p son
equipotentes entre si. La segunda afirma que todos tienen un mismo rango a.
La tercera dice que todo conjunto equipotente a un conjunto de p que tenga el
rango de los elementos de p esta en p, y la tltima afirma que no existen conjuntos
equipotentes a los de p de rango menor al rango de los elementos de p. En suma,
un cardinal es un conjunto no vacio de conjuntos equipotentes entre si de rango
minimo.

1En lo sucesivo las letras goticas p, q, ... denotaran siempre cardinales, aunque no se
indique explicitamente.
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Si X es un conjunto cualquiera, definimos su cardinal como
X = {Y|?=?/\ -V Z(cto Z A rang Z<rangY/\?=?)}.

Es claro que X es realmente un cardinal. En efecto, puesto que existe al
menos un conjunto equipotente a X (el propio X), la clase

{aeQ|VY(ctoY AY =X ArangY = a)}

no es vacia, luego tiene un minimo elemento «, lo cual significa que existe un
conjunto Yy equipotente a X de rango o y que si 7 = X entonces rang Z > a.
Por lo tanto, Yy € ?, luego X # &, y no ofrece ninguna dificultad comprobar
que X no es sino el conjunto de todos los conjuntos equipotentes a X de rango

a, de donde se sigue a su vez que cumple las propiedades 1) — 4) de la definicion
de cardinal.

Aunque estas definiciones sean técnicamente complejas, esto carece de im-
portancia, pues podemos olvidarnos de ellas en cuanto nos convencemos de lo
siguiente:

Teorema 5.2 Se cumple:

1. Para cada conjunto x tenemos definido T € € y para todo p € € existe un
conjunto x tal que T = p.

2. Dados dos conjuntos x ey, se cumple T =7 (entendido como igualdad de
cardinales) si y solo si x ey son equipotentes.

DEMOSTRACION: Si p € €, por definicién no es vacio, luego existe un = € p,
y es facil ver que p = T.

Si dos conjuntos x e y son equipotentes, entonces los conjuntos de rango
minimo equipotentes a uno de ellos coinciden con los conjuntos de rango minimo
equipotentes al otro, luego sus cardinales son iguales. Reciprocamente, si ambos
tienen el mismo cardinal T =7 = p y z € p, entonces z es equipotente a T y a
y, luego ambos son equipotentes entre si. [

Asi pues, hemos conseguido nuestro propoésito: las formulas T = 7 tienen
el mismo significado que les hemos dado en la definicién 1.21, pero ahora son
auténticas igualdades de cardinales.

Definicion 5.3 Definimos la relacion en € dada por
p<q=Vay(ctox Actoy Ap =7 Aq=7 Az es minuspontente a y).

Esta definicion no depende de la eleccion de x e y en virtud del ultimo
apartado del teorema 1.22, de modo que, para todo par de conjuntos x e y, se
cumple que

T <7y siysoélosi x esminuspotente a y,
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es decir, que la formula T < 7 (entendida en términos de la relaciéon que acaba-
mos de definir) tiene el mismo significado que tenia en 1.21, pero ahora es una
auténtica desigualdad entre cardinales.

El teorema 1.22 implica inmediatamente que la relaciéon que acabamos de
definir es ciertamente una relacion de orden (no necesariamente de orden total)
sobre la clase €.

Ahora veamos otra forma alternativa de definir el cardinal de un conjunto
que no requiere ni el axioma de regularidad ni el de partes, pero (para que sirva
realmente para todo conjunto) requiere el axioma de eleccion. La idea es que,
bajo AE, todo conjunto x puede biyectarse con un ordinal, luego podemos definir
el cardinal de z como el menor ordinal equipotente a . En lugar de suponer AE,
restringiremos las definiciones a conjuntos biyectables con ordinales:

Definicién 5.4 La clase de los cardinales de von Neumann es la clase?
K={aeQ|-VB<ap=a}

Usaremos las letras griegas x, i, v, ...para referirnos a cardinales de von
Neumann, aunque no lo indiquemos explicitamente.

De este modo, un cardinal (de von Neumann) es un ordinal no equipotente a
ningtn ordinal anterior. Por lo tanto, si k y p son cardinales de von Neumann,
se tiene que kK = i > kK = u, yaque si Kk = i pero kK < p o p < K, entonces p (en
el primer caso) o & (en el segundo) no seria un cardinal, pues seria equipotente
a un ordinal anterior.

Diremos que un conjunto es bien ordenable si admite una buena ordenacion
o0, equivalentemente, si es equipotente a un ordinal.

Para cada conjunto bien ordenable z, el menor ordinal equipotente a x no
puede ser equipotente a ningtn ordinal anterior (pues dicho ordinal anterior
serfa también equipotente a z), luego es un cardinal de von Neumann. En
definitiva, si definimos

lz|=k| (ke K NE=T),

tenemos que para todo conjunto bien ordenable x se cumple que |z| € K y es
un ordinal equipotente a x.

Maés atn, si « e y son conjuntos bien ordenables entonces |x| = |y| si y solo
si x es equipotente a y.

En efecto, tenemos que z es equipotente a |x| e y es equipotente a |y|, luego x
es equipotente a y si y solo si |z| es equipotente a |y| si y solo si |x| = |y|.

2Por seguir la tradicién cantoriana, escribiremos @ en lugar de @ cuando « sea un ordinal.
Recordemos que para Cantor una barra significaba “ordinal” y una barra sobre el ordinal (o
sea, dos barras sobre un conjunto) significaba “cardinal”.
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Asi pues, si aceptamos AE, todo conjunto tiene asociado un cardinal de von
Neumann, luego podemos olvidarnos de la definicién de € y trabajar iinicamente
con K.

Por otra parte, si no suponemos AE, la relacion entre ambas definiciones es
que tenemos una inmersion K — € dada por k +— R, es decir, a cada cardinal
de von Neumann le asociamos su cardinal en el sentido de 5.1. La aplicacién es
inyectiva, pues si kK = [, entonces x y p son cardinales equipotentes, luego son
iguales.

Si esta inmersion es suprayectiva, entonces para todo conjunto x tenemos
que T = R, para cierto kK € K, luego z es equipotente a k y, por consiguiente,
bien ordenable. En suma, la suprayectividad de la inmersién de K en € equivale
al axioma de eleccion.

Por otra parte, si consideramos en K el orden de €2, tenemos que la inmersion
es una semejanza en la imagen, es decir, K < p si y sélo si & < [i.

En efecto, si k < u, entonces k C u, luego es obvio que ® < fi. Reciproca-
mente, si K < 1, no puede ser u < K, pues entonces it < K, luego kK = 1, luego
K = u, contradiccion. Asi pues, kK < p.

En particular, si « e y son conjuntos bien ordenables, tenemos que |z| < |y|
si y sblo si x es minuspotente a y. Un poco mas en general:

Teorema 5.5 Sean z, y dos conjuntos tales que y es bien ordenable y x # @.
Entonces, las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. x es bien ordenable y |z| < |y|.
2. Eziste f :x — y inyectiva.
3. Eziste g : y — x suprayectiva.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que 2) implica obviamente que = es
bien ordenable, la observacion previa al teorema nos da que 1) < 2), mientras
que el teorema 4.26 nos da que 2) < 3) teniendo en cuenta la observacion que
le sigue, que justifica que en este caso no es necesario AE. n

Puede probarse que sin el axioma de elecciéon es imposible demostrar que la
relaciéon de orden en € sea un orden total, mientras que con el axioma de elecciéon
¢ es semejante a K y, por consiguiente, € resulta estar no sélo totalmente
ordenado, sino incluso bien ordenado.

En la préctica identificaremos K con su imagen en €, en el sentido de que
si p € € y afirmamos que p € K deberemos entender que p = K para un cierto
k € K. Por ejemplo, es obvio que si X <Y e Y es bien ordenable, entonces X
también lo es. Alternativamente, podemos expresar esto diciendo que si p < k,
entonces p € K.

Veamos algunos resultados basicos sobre los cardinales de von Neumann:
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Teorema 5.6 w C K.

DEMOSTRACION: Probamos por inducciéon que todo ntmero natural es un
cardinal. Obviamente 0 no es equipotente a ningin ordinal anterior, luego
0 € K. Supongamos que n € K pero que n+1 ¢ K. Entonces existe un ordinal
anterior m < n + 1 y una biyecciéon f : n+ 1 — m. Es claro que m no puede
ser 0, luego m = r + 1. Veamos que podemos suponer que f(n) = r. En caso
contrario, sea n’ = f~!(r). Definimos

f= 0\ A, f (), (0, )} U{(n, ), (0, £(n))},

y es claro que f’ es una biyeccion como f pero tal que f(n) = r.
Ahora bien, r <ny f'|, : n — r biyectiva, lo cual contradice que n sea un
cardinal. ]

En realidad el teorema anterior es simplemente una variante de 2.8. Ahora
es inmediato que un conjunto X es finito (segun la definicion 2.9) si y sélo si es
bien ordenable y | X| € w, y en tal caso | X| es el mismo nimero natural definido
en 2.9.

Teorema 5.7 w € K.

DEMOSTRACION: En caso contrario existiria un n € w tal que @ = w, pero
comon Cn+1Cwesclaroquen <n+1<w=mn, luego seria n =
n + 1 no seria un cardinal, en contra del teorema anterior. n

El siguiente cardinal ya no es tan facil de encontrar. Ciertamente no puede
ser w + 1, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 5.8 Ar(w < k — K es un ordinal limite).

DEMOSTRACION: Vamos a ver que no puede existir un ordinal « tal que
k = a+ 1. En efecto, en tal caso podriamos definir una aplicacion f : kK — «
biyectiva mediante

B sife€al\w,
f(By=¢ B+1 sifew,
0 si 8= a.
Por consiguiente k no seria un cardinal. L]

La forma més natural de encontrar un cardinal mayor que w es tomar un
ordinal equipotente a Pw y aplicar el teorema de Cantor. No obstante, no po-
demos encontrar dicho ordinal sin el axioma de eleccién, pues sin él no puede
probarse que Pw pueda ser bien ordenado. Pero es posible probar la existencia
de cardinales arbitrariamente grandes sin necesidad del axioma de eleccion. En
cualquier caso, el axioma que necesitaremos inevitablemente es el axioma de
partes, pues sin él no puede demostrarse la existencia de conjuntos no numera-
bles (es decir, de conjuntos de cardinal mayor que w). Asi, el teorema siguiente
es el segundo en el que usamos AP de forma esencial, después del teorema de
Cantor (que hasta ahora no hemos usado para nada):
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Teorema 5.9 NaVk a < k.
DEMOSTRACION: Sea
A={R e Plaxa)]| R esun buen orden en a},

es decir, A es el conjunto de todos los buenos 6rdenes posibles en «. Se cumple
que es un conjunto por el axioma de partes.

Sea f: A — Q la aplicacion dada por f(R) = ord(a, R). Por el axioma del
reemplazo f[A] es un subconjunto de 2, luego esta acotado. Sea 5 € Q tal que
Ao € f[A]s < B.

Si R es la relacion de orden usual en «, tenemos que R € Ay f(R) = a,
luego a < 3. Si fuera @ = 3, entonces tendriamos una biyeccion ¢ : o« — 3, la
cual nos permitiria definir la relacion en o dada por d Re siy solo si g(d) < g(e).
Claramente R es un buen orden en vy ¢ : (o, R) — [ es una semejanza. Por
counsiguiente f(R) = 8 € f[A], en contradiccion con la eleccion de 8. Asi pues,
como obviamente @ < (3, ha de ser @ < .

Llamemos k al minimo ordinal tal que @ < ®. Claramente x € K, pues si
existiera un v < k tal que ¥ = K, también tendriamos que @ < 7, en contra de
la definiciéon de k.

Ademés a < k, pues de lo contrario seria £ < @, y esto contradice a @ < R,
por el teorema de Cantor-Bernstein. n

Definicion 5.10 Dado un ordinal « llamaremos cardinal siguiente de o al mi-
nimo cardinal mayor que « y lo representaremos por at.

Segtin hemos visto, An € w nt = n + 1, mientras que si « es infinito esto ya
no es cierto, pues entonces a™ es un ordinal limite.

Ahora ya tenemos demostrada la existencia de infinitos cardinales infinitos.
Maés atin, hemos probado que K no esta acotado en €2, lo que implica que la
clase de todos los cardinales no es un conjunto. Otro hecho importante es el
siguiente:

Teorema 5.11 FEl supremo de un conjunto de cardinales es un cardinal.
DEMOSTRACION: Sea A C K un conjunto y sea k = |J p. Ciertamente
peA
k €  y hemos de probar que es un cardinal. Si existiera un a < s tal que
@ = R, entonces existe un pu € A tal que a < pu < k. Entonces

a<mn<r=a.
Por consiguiente & = [, en contra de que p sea un cardinal. L]
Definicién 5.12 Llamaremos X : Q — Q (funcién alef) a la tnica aplicacion
que cumple

No=w A AaRNep1=RE A AXRy= [ Ns.
o<
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Es claro que se trata de una funcion normal. Vamos a probar que recorre
todos los cardinales infinitos.

Teorema 5.13 N : Q — K \ w biyectiva.

DEMOSTRACION: Como R es normal sabemos que es inyectiva, luego basta
probar que es suprayectiva. Una simple induccion demuestra que AaR, € K
(el caso limite es el teorema 5.11). Esto significa que R[Q)] C K. Como X es
creciente y Ry = w, ciertamente R[Q2] C K \ w. So6lo nos falta probar que si
k € K \ w existe un « tal que k = Ry,.

Por la normalidad tenemos que k < N,; < N,41. Sea 8 el minimo ordinal tal
que x < Ng. No puede ser 3 = 0, pues entonces K € Rg = w. Por la definicién
de N tampoco puede ocurrir que [ sea un ordinal limite. Consecuentemente,
B = a+1y tenemos que N, < k < Ngy1 = NI, Necesariamente entonces
k= N,. n

Segun esto, tenemos que Ny = w es el cardinal de los conjuntos numerables,
aunque es costumbre no usar las dos notaciones indiscriminadamente, sino que
se usa Ny cuando lo consideramos como un cardinal y w cuando lo consideramos
como un ordinal. Similarmente, es costumbre representar R, como w, cuando
lo consideramos como un ordinal.

Tenemos entonces que la sucesion de los cardinales infinitos (de von Neu-
mann) empieza asi:

NO? Nl? NZ) Nwa Nerlv Nw+2; Na}lv Nw1+17 Nwﬁ»wv

Es claro que el axioma de eleccién equivale a que todo cardinal infinito es
un alef.

5.2 La aritmética cardinal
La aritmética cardinal permite reducir el calculo del cardinal de un conjunto
al de otros conocidos. Empezamos estudiando la suma y el producto de cardi-

nales, que, a diferencia de lo que ocurre con la exponenciacion, son muy féciles
de calcular.

Suma y producto La definicion se apoya en el siguiente hecho elemental:

:?7

=l

Si X, Y, X', Y' son conjuntos cualesquiera y X = ?,
entonces

X x{0}UuY x {1} = X' x {0} UY"’ x {1}, XxY=X'xY"

La comprobacién no ofrece ninguna dificultad.
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Definicion 5.14 Definimos las operaciones + y - en € dadas por

p+qg=Xx{0jUY x {1}, pg=X XY,
domdep:?7 q:?.

La observacién anterior justifica que esta definicién no depende de la eleccién
de los conjuntos X e Y. Mas aun, es facil probar:

=l

Teorema 5.15 1) Si X e Y son conjuntos disjuntos, X UY = X +

2) Si X eY son conjuntos cualesquiera, X XY =

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad sin mas que manipular de
forma obvia aplicaciones entre conjuntos:

Teorema 5.16 Para todos los cardinales p, q, t, s se cumple:
L (pta)+r=p+(a+r),

p+Ha=4qg+p,

p+0=p,

p<gAt<s—p+r<q+s,

(pa)r = p(qv),

bq = gp,

p-0=0Ap-1=p,

p(a+v) = pq+pr,

p<gAtrt<s—pr<gs.

© o RN S & e e

Estas propiedades permiten operar facilmente con cardinales. Veamos un
ejemplo:

Teorema 5.17 Para todo par de conjuntos X, Y se cumple

X+Y=XUY +
En particular X UY < X+Y.

<
<

N

DEMOSTRACION: Claramenti X se descompone en la unién disjunta X =
(X\(XNY)HU(XNY), luego X =X\ (XNY)+XNY. Por lo tanto

X+Y=X\(XNY)+Y+XNY =X\ (XNY)UY +XNY,

donde hemos usado que los dos primeros sumandos del término central son

disjuntos. Es claro que el dltimo miembro coincide con X UY + X NY. La
desigualdad se sigue del tltimo apartado del teorema anterior. m

Veamos ahora que la suma y el producto de cardinales de K esta también
en K. De hecho, podemos definir directamente las operaciones en K sin pasar
por €:
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Definicion 5.18 Definimos las operaciones + y - en K dadas por

rtp=Ilex{0tUpx {1},  wp=I[rxpy

Para que esta definicién sea correcta (al menos sin suponer AE) debemos
justificar que los conjuntos £ x {0} U x {1} y & X p son bien ordenables. De
hecho, esto es cierto para ordinales cualesquiera:

En la seccion 3.5 hemos visto que si a y 8 son dos ordinales cualesquiera,
entonces a + f = ord(a ® ) y af = ord(a x ), donde en los conjuntos
adB=ax{0}UB x {1}y ax 3 se considera el orden lexicografico, luego en
particular ambos conjuntos son bien ordenables. Esto justifica que la definicion
anterior es correcta, pero prueba ademas que

a+B=ax{0uBx{lt=a+43, af=axp=afp,

donde la suma y el producto de los miembros izquierdos son la suma y pro-
ducto de ordinales, mientras que en los miembros derechos tenemos la suma y
el producto de cardinales definidas en 5.14.

En particular esto vale para k, u € K, lo que significa que, si tenemos dos
cardinales en K, es lo mismo sumarlos o multiplicarlos como cardinales en K y
luego considerar sus cardinales asociados en € que sumar o multiplicar en € sus
cardinales asociados. En definitiva, que a la hora de sumar y multiplicar cardi-
nales de K, da igual hacerlo en K o en €, pues los resultados se corresponden
a través de la inclusion K — €.

Por consiguiente, si X e Y son conjuntos bien ordenables, también lo son
XUY y X xY. En efecto, si son disjuntos, tenemos que

XUY =X +Y = X|+]Y]=[X]|+]Y],

luego el cardinal de X UY es un cardinal de K, lo que significa que X UY es
bien ordenable y
|XUY|=|X|+1|Y].

Si X e Y no son disjuntos, sabemos de todos modos que

XUY <X+Y =[X[+]Y],

luego X UY es minuspotente al cardinal |X| + |Y|, luego es bien ordenable
igualmente. Con el producto sucede lo mismo:

X XY =X Y =[X]+[V]=[X[]Y],
luego el cardinal de X X Y es un cardinal de K, luego es bien ordenable y
(X x Y| =[X] Y]

Ahora es inmediato que todas las propiedades del teorema 5.16 valen también
para las operaciones en K. Por ejemplo, x + p = p+ k porque ambos cardinales
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de K se corresponden con el cardinal K+ = & + & de €, y la inmersién es
inyectiva. Igualmente, el teorema 5.17 se traduce en que, si X e Y son conjuntos
bien ordenables,

I X|+Y|=|XUY|+|XNY],

simplemente porque, precisamente por 5.17, ambos miembros se corresponden
con el mismo cardinal de €. También hemos probado lo siguiente:

Teorema 5.19 Para todos los ordinales a y 3, se cumple
la+ Bl =lal+|8,  [aB]=]allB],

donde la suma y el producto de los miembros izquierdos son la suma y el pro-
ducto de ordinales, y los de los miembros derechos son la suma y el producto de
cardinales.

(Por ejemplo, para la suma hemos visto que ambos miembros se corresponden
con el cardinal a + 8 =a + 3 de €, e igualmente sucede con el producto.)

Es importante tener presente que ahora tenemos dos sumas y dos productos
definidos sobre todos los cardinales de K: la suma y el producto de ordina-
les (cuyo resultado no esta necesariamente en K) y la suma y el producto de
cardinales. Son distintas. Por ejemplo, las operaciones ordinales no son con-
mutativas, pero las cardinales si. Un ejemplo concreto: w + 1 # Ng + 1, pues
el miembro izquierdo no es un cardinal (los cardinales infinitos son ordinales
limite) y el miembro derecho si que lo es. El teorema anterior muestra la rela-
ciéon entre ellas, pero lo que necesitamos ahora son resultados que nos permitan
calcular sumas y productos de cardinales. El caso finito es trivial:

Teorema 5.20 Sobre los nimeros naturales, la suma cardinal coincide con la
suma ordinal.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del teorema anterior, teniendo
en cuenta que todo n € w cumple |n| = n. "

La suma y el producto en K quedan completamente determinados por el
teorema siguiente:

Teorema 5.21 Para todo dlef k se cumple Kk = K.

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién, es decir, suponemos que para
todo &lef u < k se cumple pp = p. Entonces, Ay < k pp < k, pues p ha de ser
un alef o bien un niimero natural.

Consideramos en k X k la restriccion del orden canonico de 2 x € definido
en 3.28.

Sea o = ord (k X k). Entonces a > |a| = kk > k. Supongamos que fuera
k< aysea f:a— k Xk la semejanza. Sea f(k) = (8,7). Como k es un
ordinal limite, podemos tomar § < x tal que 8, v < 4.
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Como k estda formado por los ordinales menores que k, tenemos que f[x]
esta formado por los pares menores que (f,). Ahora bien, por la definicién del
orden candnico, si (8',7') < (8,7), entonces ', v < 4, es decir, f[] C 4 x 4.

Por consiguiente, k = |f[x]] < [0 x §] = |]|d] < &, contradiccion. Por
consiguiente o = k, lo cual prueba que kK X k es equipotente a k. L]

Como consecuencia:
Teorema 5.22 Se cumple:
Nkp(s < ARo < p— k4 p = p),
Nep(bs < pARg < pAK#0— kp=p).

DEMOSTRACION: p < K+ pu < pu+pu=2u < puu = i, luego kK + p = p.
p< Ep < pp= p, luego kp = pi. .

Asi pues, la aritmética de K es muy sencilla:

NQ + Nl = Nl, Nwls + N3 =N 3N7 = N7, N23 N7 = N23, etc.

wis 9

Ejercicio: Probar que si Y es un conjunto infinito bien ordenable y |X| < |V,
entonces |Y \ X| = |Y].

Nota En la prueba del teorema 5.21 hemos visto que si k es un élef y con-
sideramos el orden canonico en k X K, entonces ord(k X k) = k. De la defini-
cion del orden canoénico se sigue facilmente que el producto es la seccién inicial

KX k= (QxQ)E o .

Respecto a la aritmética de los cardinales no bien ordenables, poco podemos
decir. Un concepto 1util en su estudio es el siguiente:

Definicion 5.23 Sea X un conjunto infinito. Sea
B ={R | R es un buen orden en un subconjunto de X}.

Se cumple que B es un conjunto porque B C P(X x X). Llamaremos nimero
de Hartogs de X a ®(X) = {ord(DR,R) | R € B}.

Como RX(X) es imagen de B, por el axioma del reemplazo es un conjunto
de ordinales. Es claro que o € R(X) si y solo si existe f : @« — X inyec-
tiva, de donde se sigue claramente que N(X) es un conjunto transitivo y, por
consiguiente, un ordinal.

Mas atn, si |af = |5] y S < R(X), entonces a < N(X), de donde se sigue
que R(X) es, de hecho, un cardinal, y una simple inducciéon prueba que si X
es infinito existe f : n — X inyectiva para todo n, luego X(X) es un cardinal
infinito, es decir, un &lef.
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También es inmediato que si X = Y entonces R(X) = X(Y), luego, para
cada cardinal p, podemos definir R(p) = R(X), donde X es cualquier conjunto

tal que X = p.

Es claro que X(p) es el menor alef x que no cumple x < p (notemos que si
fuera R(p) < p entonces tendriamos R(p) < N(p)). En particular, si x es un alef,
se cumple (k) = x7.

Teorema 5.24 Sean p y k cardinales infinitos tales que p + k = pr. Entonces
p <k ok <p. En particular, si p+ R(p) = pR(p), entonces p es un dlef.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto de cardinal p. Por hipoétesis existen
conjuntos disjuntos A y B tales que X x k = AUB, A=1p, B = k.

Si existe un x € X tal que {(z,a) | & < K} C A, entonces claramente k < p.

En caso contrario, para cada x € X existe un minimo «a, € x tal que
(x,a;) ¢ A, de donde {(z,a;) |z € X} C B, por lo que p < k.

En el caso particular en que k = R(p) no puede ocurrir X(p) < p, luego ha
de ser p < N(p) y, por consiguiente, p es un alef. =

Como aplicacién tenemos un resultado interesante:

Teorema 5.25 FEl axioma de eleccion equivale a que pp = p para todo cardinal
infinito p.

DEMOSTRACION: Si suponemos el axioma de eleccion entonces todo cardinal
infinito es un alef y basta aplicar el teorema 5.21. Para el reciproco basta probar
que todo cardinal infinito p es un alef y, a su vez, para ello basta probar que
p + X(p) = pR(p). De hecho basta ver que pR(p) < p + N(p), ya que la otra
desigualdad se da siempre trivialmente. Ahora bien:

p+R(p) = (p+R(p))(p + R(p)) = pp + 2pR(p) + R(p)R(p) > pR(p).

Exponenciacién Finalmente introducimos la exponenciaciéon de cardinales,
una operacién tan natural como la suma y el producto pero cuyo comporta-
miento es muy diferente. Recordemos que A® = {f | f : B — A}. La
definicién de la exponenciacion de cardinales se apoya en el siguiente hecho
obvio:

Si A, A', B y B' son conjuntos tales que A=A Yy B = B entonces
se cumple AB = A'B’.

Definicién 5.26 Dados dos cardinales p y g, definimos p9 = A:B7 donde 4 = P
yB=q.

La observacion precedente demuestra que p9 no depende de la eleccion de
los conjuntos A y B. Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:
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Teorema 5.27 Para todos los cardinales p, ¢, v se cumple:

1.p#A0—-0"=0,

2.p9=1, 1P=1, pl=p,
S.q<t—pl<pl,
4-PpF0Nq#FONg<t—pT <p,
5. patt = pipt,

6. (pa)" =pq".

Una simple induccién basada en estas propiedades demuestra que la expo-
nenciacion cardinal sobre los niimeros naturales coincide con la exponenciacion
ordinal. Otro resultado notable es el siguiente:

Teorema 5.28 Para todo conjunto X, se cumple PX = 2?,

DEMOSTRACION: Basta observar que la aplicacién f : 25X — PX dada por
h+— h=1[{1}] es biyectiva. n

En estos términos se cumple que R = Pw = 2% Por otra parte, ahora el
teorema de Cantor admite esta formulacion aritmética:

Teorema 5.29 (Teorema de Cantor) Para todo cardinal p se cumple

p < 2P.

Observaciones El hecho de que la exponenciacion cardinal esté tan vinculada
al operador P hace que los axiomas de la teoria de conjuntos dejen sin decidir los
hechos més importantes sobre la misma. En efecto, dichos axiomas se limitan
a imponer la existencia de los conjuntos que un matematico necesita, es decir,
garantizan la existencia de uniones, intersecciones, de los conjuntos de niimeros,
etc., pero no dicen nada sobre qué clase de cosa es un conjunto y, en particular,
no dicen nada sobre qué contiene PX, ni de lo grande o pequeno que pueda ser
este conjunto.

Como muestra de lo “reacia”’ que es la teoria de conjuntos a pronunciarse
sobre la exponenciacién cardinal, observamos que sin el axioma de eleccién no
podemos asegurar que AP o incluso PA sean bien ordenables aunque A y B lo
sean. Esto hace que no podamos desarrollar una aritmética de la exponenciacion
de K que no requiera el axioma de eleccién, al contrario de lo que sucede con
la suma y el producto. El hecho de que cualquier resultado no trivial requiera
el axioma de elecciéon es una muestra de que, por muy bien que conozcamos
los conjuntos A y B, en realidad no sabemos casi nada de A® (y lo mismo
vale para PX). De todos modos, aunque el axioma de eleccién hace que la
exponenciaciéon cardinal tenga un comportamiento bastante razonable, lo cierto
es que no resuelve en absoluto las cuestiones centrales en torno a ella.
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Por ejemplo, la hipdtesis del continuo es la conjetura de Cantor segin la
cual 2% = N;. Sin el axioma de elecciéon hemos probado que 2% > X y, con el
axioma de eleccion (jpero no sin él!), lo tnico que podemos anadir a esto es que
2% > N;. Naturalmente, el problema es idéntico para cardinales mayores:

Definicion 5.30 Se llama hipdtesis del continuo generalizada a la siguiente sen-
tencia:

(HCG) Sip es un cardinal infinito, no existe ningin cardinal q tal que
p<g<2P.

Con el axioma de eleccién esto equivale a que 2% = k1 para todo cardinal
infinito x, o también a que

/\Oé 2N°‘ = Na+1-

Sucesiones y partes finitas Para completar los calculos aritméticos basicos,
dado un conjunto bien ordenable A, vamos a calcular el cardinal de los conjuntos
Ase={J A"y A ={z |2z C AN x| <Ro},

new

es decir, el conjunto de las sucesiones finitas en A y el de los subconjuntos finitos
de A.

Teorema 5.31 Si A es un conjunto bien ordenable no vacio, entonces A< es
bien ordenable, y |A<*| = Rg|A].

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que A es infinito. Entonces
|A x Al = |A|, luego podemos fijar una biyeccion h : A x A — A. Vamos
a definir por recurrencia, para cada n € w, una biyeccién f, : A" — A,
Definimos fy : A’ — A mediante fo(s) = s(0). Claramente es una biyeccion.
Supuesta definida f,,, definimos f,, 1 : A"T2 — A mediante

frr2(8) = h(fat1(8lnt1), 5(n + 1))

Una simple induccién prueba que cada f,, es biyectiva. Ahora definimos la
aplicacion f,, : A"t — A x{n} mediante f,(s) = (f.(s),n). Es claro entonces
que
U fn: A9\ {@} — A x w biyectiva.
new
Esto prueba que A<¥\ {&} es bien ordenable, y que su cardinal es |A| Ng
(que en este caso es |A4]). Obviamente entonces, |A<¥| = |A| + 1 = |A|.

Si A es finito, a partir de una aplicacion inyectiva A — w se construye
facilmente una aplicacion A<¥ — w<“ también inyectiva, de donde resulta
que |[A<¥| < Jw<¥| = N,.

Por otra parte, fijado un a € A, la aplicacion w — A<“ que a cada n € w
le asigna la funcién ¢ = n x {a} (es decir, la funcion n — A que toma
siempre el valor a) es claramente inyectiva, luego Ry < |A<¥| y concluimos que
|[A<¥] = Ry = |A| Rg. =
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Si A es un conjunto finito, entonces todos sus subconjuntos son finitos, luego
[[A]<¢| = |PA| = 2!4], que es un namero natural, luego PA y [A]<“ son conjun-
tos finitos. Si A es infinito y bien ordenable, tenemos lo siguiente:

Teorema 5.32 Si A es un conjunto infinito bien ordenable, entonces [A]<“
también es bien ordenable, y |[A]<“| = |A].

DEMOSTRACION: La aplicacion A<¥ — [A]<% dada por s — Rs es clara-
mente suprayectiva, luego existe una aplicacion [A]<* —s A<¢ inyectiva,® lo
que prueba que [A]<“ es bien ordenable, y |[A]<¥| < |A<¥| = |A].

Por otra parte, la aplicacion A — [A]<“ dada por a — {a} es inyectiva,
luego |A| < |[A]<¥| y tenemos la igualdad. n

Conjuntos D-infinitos En la seccién 2.1 tomamos como axioma de infinitud
la existencia de un conjunto X en el que existe una aplicaciéon S : X — X
inyectiva y no suprayectiva, y explicamos que esto era una forma de postular la
existencia de un conjunto infinito.

Los conjuntos X con esta propiedad reciben el nombre de conjuntos D-
infinitos (o infinitos de Dedekind), y los conjuntos que no son D-infinitos se
llaman D—finitos. Asi, el axioma de infinitud adoptado en la seccion 2.1 postula
la existencia de un conjunto D—infinito.

El teorema 2.14 prueba que todo conjunto finito es D—finito, luego todo
conjunto D-infinito es infinito. Por lo tanto, el axioma de infinitud cumple
ciertamente su cometido, como, por otra parte, ya hemos comprobado sobra-
damente. Sin embargo, conviene destacar que no es posible probar que todo
conjunto D-finito es finito sin usar el axioma de eleccién.* Lo méas que podemos
probar es que un conjunto N es D—infinito si y so6lo si tiene un subconjunto
infinito numerable, es decir, si g < N.

En efecto, en la prueba del teorema 2.1 hemos visto que todo conjunto D—
infinito X contiene un subconjunto N sobre el que hay definida una funcion
sucesor que cumple los axiomas de Peano, por lo que puede tomarse como
conjunto de los nimeros naturales y es, por consiguiente, numerable.

Reciprocamente, si Ny < ﬁ, tenemos F : w — N inyectiva, y podemos
definir g : N — N inyectiva y no suprayectiva mediante

0 — F(F1(u)+1) siue€ Fw],
9(u) { u siu ¢ Flw).

Con AE tenemos la equivalencia, pues si N es infinito entonces no |N| < Ry,
luego Ry < |N| y, por consiguiente, N es D—infinito. "

3Notemos que aqui no usamos el axioma de elecciéon porque A< es bien ordenable.

4En realidad basta ED. Si X es un conjunto infinito, consideramos el conjunto A de todas
las funciones s : n — X inyectivas, con n € w, con la relaciéon s Rt <+ t ¢ s. Claramente
ED proporciona una sucesion {sp}necw que determina una aplicacion f= |J sp:w — X
inyectiva. new
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5.3 Sumas y productos infinitos

El célculo explicito del cardinal de determinados conjuntos requiere consi-
derar sumas y productos infinitos de otros cardinales conocidos. Practicamente
todos los resultados sobre estas sumas y productos dependen del axioma de
eleccién, pues cuando tenemos infinitos conjuntos a menudo es imprescindible
escoger una biyecciéon entre cada uno de ellos y su cardinal. Asi pues, en esta
seccioén usaremos libremente dicho axioma sin menciéon explicita.

Definicién 5.33 La suma de una familia de cardinales {x;};cs se define como

D oK =

iel

U ki x {i}

iel

El resultado fundamental sobre sumas infinitas es el siguiente:

Teorema 5.34 Para cualquier familia de conjuntos {X;}ier se cumple que

U X

iel

< §:|)(”,
el

y si los conjuntos son disjuntos dos a dos entonces se da la igualdad.

DEMOSTRACION: Por el axioma de eleccion existe una familia de aplicaciones
biyectivas f; : | X;| x {i} — X;. Claramente

Ui Ul (i) — UK,

i€l i€l

es suprayectiva y si los conjuntos X; son disjuntos dos a dos es biyectiva. Con-
secuentemente

U Xi| < |UIXa] x {i}| = Yo [Xl,
icl icl icl
y se da la igualdad si los conjuntos son disjuntos. L]

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 5.35 Se cumple

1. Si Ni € I k; < g, entonces > v < 5 s,

i€l i€l
2. S k=K,
i€l
3. W R =Y k.
i€l i€l

A modo de ejemplo demostraremos la asociatividad generalizada de la suma
de cardinales:
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Teorema 5.36 Si I = |J I; y los conjuntos I; son disjuntos dos a dos, enton-
jeJ
ces

ZFCZ': Z Z:‘ii.

i€l jEJI€l;
DEMOSTRACION: En efecto:

dori = |Urix it =1U U rix{i}

il il jeJicl;

=2

JjeJ

U wa x {i}

i€l

=2 > ki

jeJicl,

Finalmente demostramos el teorema que nos permite calcular cualquier suma
de cardinales. Las hipotesis excluyen el caso de una suma finita de cardinales
finitos, pero esto es una suma usual de niimeros naturales.

Teorema 5.37 Si {k;}icr es una familia de cardinales no nulos de modo que
I es infinito o algin k; lo es, entonces
> ki = |I] sup k.
i€l icl
DEMOSTRACION: Llamemos x al supremo de los ;. Como los k; son no
nulos tenemos que 1 < k; < k, luego
1I|=>1<Y Kk <> k=|I|k.
i€l i€l =
Como cada k; < > k4, también k < > K;.
icl i€l
Multiplicando las desigualdades (y teniendo en cuenta que, por las hipotesis,
la suma es un cardinal infinito) obtenemos

1|k < (Zm)g = Yk

i€l iel
| |
Pasemos ahora a estudiar los productos infinitos. No podemos obtener resul-
tados tan concluyentes como los que hemos obtenido para las sumas debido a su
proximidad a la exponenciacion cardinal. Recordemos la definicion del producto
cartesiano de una familia de conjuntos:
i€l i€l
El producto cartesiano de un conjunto de conjuntos es un conjunto porque

esta contenido en P(I x |J X;).
i€l

Definicién 5.38 Llamaremos producto de una familia de cardinales {x;};cs al

cardinal
H R; = H Kj
i€l i€l

)

donde el producto de la izquierda es el que estamos definiendo y el de la derecha
es el producto cartesiano.
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El resultado béasico sobre productos infinitos es el siguiente:

Teorema 5.39 Si {X;}icr es una familia de conjuntos infinitos, entonces

[1X:

i€l

= [I[X].

icl

DEMOSTRACION: Por el axioma de eleccion existe una familia de aplicaciones
biyectivas f; : X; — |X;|. Entonces la aplicacion f : [[ X; — [] |X;| dada
i€l i€l
por f({x;}icr) = {f(xi) }ier es claramente biyectiva. Asi pues,

[1X:

i€l

= [11X]

i€l

= 11Xl
icl
|
Recogemos en el teorema siguiente las propiedades sencillas de los productos:
Teorema 5.40 Se cumple:

1. Si algin k; = 0, entonces [] ki =0,
i€l

2. [ x=rl
icl

3. (H m—)“ = [1 &%,

i€l i€l
s
4. I s = KJ% "

icl

5. 8i Ni € I k; <y, entonces [[ wi < ] s,
el el

6. Si I = | I, donde los conjuntos I; son disjuntos dos a dos, entonces
jeJ

I1xi= 11 II %i-

i€l jeJiel;

No es posible demostrar un teorema tan general como 5.37 para el calculo
de productos infinitos, pero a menudo basta el teorema siguiente:

Teorema 5.41 Sea {Kq}a<, una familia de cardinales no nulos (donde 1 es
un cardinal infinito) tal que si o < f < p entonces ko < kg. Entonces

I Ko = (sup ka)H.
a<p a<fL
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DEMOSTRACION: Sea Kk = sup k.. Entonces [[ ko < ] k= .
a<p a<p a<p
Tomemos una aplicacion biyectiva f : p X p — p. Sea A, = flu x {a}].
Asi p= |J A, y los conjuntos A, tienen cardinal p y son disjuntos dos a dos.
a<p
En particular no estan acotados en p (o tendrian cardinal menor). Teniendo en

cuenta la monotonia de la sucesién k,, es claro que sup kg = K.

BEAa
Como los kg son no nulos, tenemos que kg < [[ kg, luego
BEAL
k= sup kg < [] &g
BEA BEAL
Por consiguiente
k= 1] K < I1 &g = 11 ka < K"
a<p a<u BEA, a<p
u
Por ejemplo,
[T R, = R,
new

Ejercicio: Probar que el teorema anterior sigue siendo valido si sustituimos g por un
ordinal limite A y suponemos que A contiene |A| subconjuntos no acotados disjuntos
dos a dos. En particular, probar que es cierto siempre que A < w;. Mas adelante
veremos que en general estas restricciones no pueden ser eliminadas.

Veamos ahora una desigualdad entre una suma y un producto:

Teorema 5.42 Si \i € I 2 < k;, entonces > ki < [] k-
il i€l

DEMOSTRACION: Claramente |I| < 2/l = ]2 < [] ;. Por otra parte,
i€l iel
ki < ] &4, luego supr; < [] ;. El teorema 5.37 nos da la conclusion si T
i€l i€l i€l
es infinito o algin x; es infinito. El caso restante se demuestra facilmente por
induccién sobre el cardinal de I (aunque nunca vamos a necesitar este caso).
u

Si nos fijamos en todos los teoremas sobre cardinales infinitos que hemos
demostrado hasta ahora, no encontraremos méas que una desigualdad estricta:
el teorema de Cantor. El proximo teorema es la desigualdad estricta mas general
que se conoce sobre cardinales infinitos. Cualquier otra es un caso particular de
ésta. Por ejemplo, el teorema de Cantor se obtiene haciendo x; =1y pu; = 2.

Teorema 5.43 (Teorema de Kénig) Si A\i € I k; < p;, entonces

E: K < II L.

i€l i€l
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DEMOSTRACION: Si I = & el teorema se reduce a 0 < 1. En otro caso, sea
I'={iel]|k; >0} Parai e I' tenemos que 1 < k; < p;, luego 2 < p; y
podemos aplicar el teorema anterior:

2ok =3 ki < [l < [
i€l i€l il iel

Supongamos que se diera la igualdad, es decir, que existe una aplicacién
biyectiva

Uk x{i} — [] -
= i€l
Sea f; : ki — p; dada por fi(a) = f(«,)(i).
Como k; < p; la aplicacién f; no puede ser suprayectiva, luego existe un

a; € i\ fi[ki]- Los a; determinan un elemento oo = (e;)ier € [] ps- Como f es
icl

biyectiva, « tiene una antiimagen, de modo que f(/3,j) = . Entonces 3 € k; y

fi(B) = f(B,7)(4) = o € fj[Kj], en contradiccion con la eleccion de a;.  m

5.4 Cofinalidad

El concepto de cofinalidad es esencial en el estudio de los cardinales infinitos,
y en particular en el estudio de la exponenciacion cardinal que todavia tenemos
pendiente. En esta secciéon no usamos el axioma de eleccion salvo en unos pocos
casos, donde lo indicaremos explicitamente.

Definicién 5.44 Diremos que una aplicacién f : o — S entre dos ordinales
es cofinal si fla] no esta acotado estrictamente en [, es decir, si se cumple que

Ny < BVé <a~y < f(6).

Llamaremos cofinalidad de 8 al menor ordinal « tal que existe una aplicacion
cofinal f : @ — (. Lo representaremos por cf 5. Como la identidad en S es
obviamente cofinal, vemos que cf § esta bien definida y ademas cf § < .

Informalmente, podemos decir que cf 8 es el minimo ntumero de pasos que hay
que dar para ascender completamente por 3, es decir, para ascender rebasando
(0, al menos, igualando) cualquier ordinal menor que 3. Obviamente ¢f0 = 0
y c¢f(a+ 1) = 1. En efecto, la aplicacion f : 1 — «a + 1 dada por f(0) = « es
cofinal (o + 1 tiene un maximo elemento y basta un paso para llegar hasta él).

Asi pues, la cofinalidad solo tiene interés sobre los ordinales limite, los cuales
no se pueden recorrer en un paso. De hecho, siempre hacen falta infinitos pasos:

Teorema 5.45 AX w <cfA <\,

DEMOSTRACION: Ya sabemos que cf A < A. Por otra parte cf A no puede
ser un namero natural n, ya que si f : n — A, entonces f[n] es un conjunto
finito, luego tiene un maximo o < A, luego a + 1 < A es una cota estricta de
fIn], luego f no es cofinal. =

Decimos que cf a es el minimo nimero de pasos necesarios para ascender
completamente por . Este “niimero de pasos” es ciertamente un cardinal:
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Teorema 5.46 Ao cfa € K.

DEMOSTRACION: Sia =00 a = 3+ 1 sabemos que cfa es 0 o 1, luego
es un cardinal. Basta probar entonces que AX c¢f A € K. Supongamos que
[efA] < cf A Sea f : |cfA] — cf X\ biyectiva y sea g : ¢f A — A cofinal.
Entonces fog: |cf A] — A tiene la misma imagen que g, luego es cofinal, en
contra de la minimalidad de cf A. L]

A partir de aqui trataremos tnicamente con ordinales limite. Notemos que
f:a— Xes cofinal si y solo si fla] no esta acotado en A, es decir, si y solo si

A =sup flo] = U f(5):

o<a

La forma mas econoémica de ascender por un ordinal es no retrocediendo
nunca. Veamos que esto siempre es posible:

Teorema 5.47 ANV f f:cf X — X cofinal y normal.

DEMOSTRACION: Sea ¢ : ¢f A — X cofinal. Definimos f : cf A — Q como
la tnica aplicaciéon que cumple

7(0) = g(0),
Ao <X f(a+ 1) = mix{g(a), f(a) + 1},
AN < cf X f(X) = 69» £(5).

Claramente f es normal. Veamos por induccion que Aa < cf A f(a) < .
En efecto, para o = 0 es obvio y si vale para « vale claramente para o + 1.
Supongamos que N < cf Ay que A6 < N f(§) < A. Entonces es claro que
f(X) < A, pero no puede darse la igualdad porque entonces f|) seria cofinal en
A, en contradiccion con que X < cf A. Asi pues, también se cumple para X'

Tenemos entonces que f : cf A — A normal y, como Aa < cf A g(a) < f(a),
es claro que f es cofinal. n

Este teorema nos permite expresar la cofinalidad de un ordinal limite en
términos tinicamente de sus subconjuntos acotados:

Teorema 5.48 La cofinalidad de un ordinal limite X es el minimo cardinal K
tal que existe un subconjunto a C A no acotado de cardinal k.

DEMOSTRACION: Si f :cf A — X es cofinal y normal, entonces a = f[cf A]
es un subconjunto no acotado de A\ y, como f es inyectiva, su cardinal es cf \.

Reciprocamente, si @ C A es un subconjunto no acotado, sea f : la] — a
una biyeccion. Entonces es claro que f : |a| — A cofinal, luego ¢f A < |a|. =

En general, la composicion de aplicaciones cofinales no es necesariamente
cofinal (es facil encontrar ejemplos). El teorema siguiente nos da una condicién
suficiente:
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Teorema 5.49 Si f : Ay —> A2 y g : Ao —> A3 son cofinales y ademds g es
creciente, entonces fog: Ay — A3 es cofinal.

DEMOSTRACION: Sea o < A3. Como g es cofinal existe § < A9 tal que
a < g(B). Como f es cofinal existe v < A1 tal que 8 < f(y). Como g es
creciente, a < g(8) < g(f(v)) = (f o 9)(7), luego f o g es cofinal. n

Esto tiene una consecuencia destacable:
Teorema 5.50 Si f: A\; — X\ es cofinal y creciente, entonces cf \; = cf As.

DEMOSTRACION: Sea g : c¢f Ay — )\ cofinal. Por el teorema anterior
go f:cf A1 — Ag es cofinal, luego cf Ay < cf Ag.

Sea ahora h : cf Ay — A5 cofinal y definamos 7 : c¢f \a — A\; de modo que
r(a) sea el menor 8 < Aj tal que h(a) < f(B), que existe porque f es cofinal.
Entonces 7 es cofinal, pues si v < A entonces f(v) < Ag, luego existe un
d < cfAg tal que f(y) < h(5). Por definicion de r tenemos que h(d) < f(r(4)),
y si fuera r(8§) < v seria f(r(d)) < f(v) < h(d), contradiccion, luego v < r(§) y
r es cofinal. Por consiguiente cf \; < cf Ay y tenemos la igualdad. n

Este teorema, ademaés de servir para calcular cofinalidades, tiene una lectura
negativa: en la prueba del teorema 5.47 hemos partido de una aplicacién cofinal
arbitraria y la hemos modificado para hacerla cofinal y normal, en particular
creciente. Ahora vemos que esto no siempre puede hacerse: pueden darse casos
en los que exista una aplicaciéon cofinal entre dos ordinales limite y no exista
ninguna aplicacion cofinal y creciente, pues una condicién necesaria para que
esto ocurra es que ambos ordinales tengan la misma cofinalidad.

Respecto al cilculo de cofinalidades, el teorema siguiente es una consecuencia
sencilla del anterior, pero méas comodo en la préctica:

Teorema 5.51 Si f: A\ — Q es normal y A < A1, entonces c¢f XA = cf f(A).

DEMOSTRACION: Es claro que f|x : A — f(A) es cofinal y creciente. Basta
aplicar el teorema anterior. [

Por ejemplo, cf X2 = cfw? = cf(w-w) = cfw = Vg, donde hemos usado
la normalidad de las funciones N y w-. Una funcién cofinal de w en N2 es
fn) =N,

Veamos un ejemplo tipico de la utilidad del concepto de cofinalidad.

Definicion 5.52 Sea f : A — A, donde A cumple cf A > Ry o bien A = Q.
Para cada o € A definimos

fla) =a,
frit(e) = f(f*(a)),
fe(a) = sup f"(a).

new

Una simple induccion prueba que An € w f"(a) € A, y la hipotesis sobre A
asegura que el conjunto numerable {f™(«) | n € w} tiene que estar acotado
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en A (teorema 5.48), luego f¥(a) € A. Asi pues, tenemos definida una funcion
[ : A — X ala que llamaremos funcidon iterada de f.

Es inmediato a partir de esta construccién que Aa € A a < f¥(a).

Informalmente, f“(«) resulta de aplicar infinitas veces f a «, lo cual hace
que si aplicamos f una vez méas no se nota:

Teorema 5.53 Sea f : A\ — X una funcion normal, donde cf X > Ry o bien
A= Q. Entonces N € X f(f*(a)) = f“(a).

DEMOSTRACION: Como f es normal, se cumple que f“(a) < f(f¥(a)).
Para probar la otra desigualdad distinguimos tres casos:
Si f“(a) = 0, entonces o = f(«) = 0, pues tanto o como f(«) estan bajo
f¥(a). Por consiguiente f(f“(a)) = f(0) = f(a) < f¥(«a).
Si f¥(a) = v + 1, entonces v < f“(a), luego v < f™(«) para cierto n € w.
Asi,
F(F(0) = f(+1) < F(F (@) = £ (a) < f*(a).

Si f“(a) es un ordinal limite, como f es normal,

Fen= U f)< U a) < U Ha) < fa)

o< fw(ar) new new

En particular hemos demostrado:

Teorema 5.54 (Teorema de punto fijo para funciones normales) Sea
f A — X una funcion normal, donde cf X > Rg o bien A = Q. Entonces

Na e AVBeXa<B A f(B)=h).

La funcién (w+) : w? — w? es un ejemplo de funciéon normal sin puntos

fijos. Destaquemos el papel que desempena la hipotesis sobre la cofinalidad:
para construir puntos fijos necesitamos ascender Ry pasos, luego necesitamos
que la cofinalidad de A sea no numerable para garantizar que con el ascenso no
nos salimos de .

Asi, por ejemplo, existen cardinales x arbitrariamente grandes tales que
K= Ng.

Pasemos ahora al calculo de la cofinalidad de los cardinales infinitos. Ello
requiere el axioma de elecciéon. En primer lugar damos una caracterizaciéon en
términos de la aritmética cardinal:

Teorema 5.55 (AE) Sea x un cardinal infinito. Entonces cf k es el menor
cardinal p tal que eziste una familia de cardinales {Vq }a<, tales que

Na < pvy <k Yy > Uy = K.
a<p
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DEMOSTRACION: Sea f : cf K — & cofinal. Entonces k = |J f(«). Sea
a<cfr
Vo = |f(a)] < k. Entonces

k=1rl=] U f(a)‘ﬁ ve < > k=kclk =k
a<cfr a<cfr a<cfr
Por consiguiente K = Y, v,. Ahora veamos que cf k es el minimo cardinal
a<cfr

que cumple esto. Tomemos p < cf K y sea {Vs}a<, una familia de cardinales
tal que Ao < it vy < K.

La aplicaciéon f : u — « dada por f(a) = v, no puede ser cofinal, luego
existe un ordinal § < r tal que Ao < p v, < By asi

> va < X 1Bl =plBl <k,

a<p a<p
luego, en efecto, cf k es el minimo cardinal con la propiedad del enunciado. =

Asi pues, tenemos lo siguiente sobre las cofinalidades de los cardinales infi-
nitos:

Teorema 5.56 Se cumple
1. cfNg =Ny,
2. AN cf Ry =cf )\,
3. (AE) Aa cfRqiq =Noyg.

DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata de 5.45, 2) es un caso parti-
cular de 5.51. Veamos 3). En caso contrario, seria cf X411 < X, y por el teorema

anterior existirfan cardinales {vs}s<cen, ., tales que NS < cfRoyq1 v5 <Ry y

Noz-‘rl - Z Vs S Z Na - Noc cf Na-‘rl = Nom
0<cf Ng 41 6<cfRyq1

contradiccion. -

Asi pues, el hecho de que cf Xy = Ry expresa que la union finita de conjuntos
finitos es finita e, igualmente, cf Ny = N; expresa que la unién de una cantidad
numerable de conjuntos numerables es numerable. En cambio, podemos obte-
ner un conjunto de cardinal N, uniendo tan sélo una cantidad numerable de
conjuntos de cardinal menor que N,, pues basta unir un conjunto de cardinal
RNy con otro de cardinal Nq, con otro de cardinal X5, etc. Por ello, cf X, = Ny.

Definicion 5.57 Un cardinal infinito x es regular si cf k = k y es singular si
cf k < k.

Un cardinal infinito k es un cardinal sucesor si es de la forma p*, para otro
cardinal p y es un cardinal limite en caso contrario. Es claro que los cardinales
limite son Ry y los de la forma Ny, mientras que los cardinales sucesores son
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los de la forma N,;. Hemos probado que Xy y todos los cardinales sucesores
son regulares. En cambio, R, o R, son ejemplos de cardinales singulares (de
cofinalidades, respectivamente, Xy y N3).

De los teoremas 5.47 y 5.50 se sigue inmediatamente:
Teorema 5.58 A« cf o es un cardinal reqular.

Todo cardinal sucesor es regular y conocemos ejemplos de cardinales limite
singulares. Queda abierta la cuestion de si existen cardinales limite regulares
aparte de Ng.

Definicién 5.59 Un cardinal débilmente inaccesible es un cardinal limite regu-
lar distinto de Ng.

Sucede que a partir de los axiomas que estamos considerando no es posi-
ble demostrar la existencia de cardinales débilmente inaccesibles. Terminamos
probando una propiedad de estos cardinales:

Teorema 5.60 Un cardinal reqular k es débilmente inaccesible si y sdlo si cum-
ple k = N,

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Si k es débilmente inaccesible,
entonces k = N, para cierto A tal que

ASNy=r=cfr=cfRy =cfA <A
| ]

Naturalmente, la funcién X tiene infinitos puntos fijos que no son cardinales
inaccesibles (porque son singulares).

5.5 Exponenciacién de cardinales

La exponenciacion de cardinales es muy diferente de la suma y el producto,
en cuanto que éstos estan completamente determinados y pueden ser calculados
con facilidad, de modo que podemos afirmar, por ejemplo, que

Ny + Ny = RNy = Ry

En cambio, los axiomas de NBG no permiten determinar ni siquiera el valor
de 2% que es el cardinal de un conjunto tan “relativamente simple” como Pw.
De hecho, la exponenciacion cardinal sigue siendo hoy en dia objeto de inves-
tigacion, pues no se sabe a ciencia cierta donde acaba lo que se puede decir
sobre ella sin méas base que los axiomas usuales de la teoria de conjuntos y qué
posibilidades son consistentes con ellos aunque indemostrables a partir de ellos.

Hasta ahora hemos presentado tnicamente las propiedades mas elementales
de la exponenciacién de cardinales, que pueden probarse incluso sin el axioma
de eleccion. Aqui vamos a obtener mas resultados trabajando con la axiomatica
completa de NBG.
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Nota En lo sucesivo usaremos la notacion ?a para representar al conjunto de
las aplicaciones de 3 en a cuando la notacion usual o’ pueda confundirse con
la exponenciacién ordinal o cardinal. m

Sabemos que la exponenciacién de nameros naturales se reduce a la usual,
por lo que podemos centrarnos en el caso en que al menos uno de los cardinales
es infinito. Més concretamente, el caso realmente interesante se da cuando el
exponente es infinito, ya que si es finito la potencia se reduce a las propiedades
del producto de cardinales por induccién. De hecho, en virtud del teorema 5.25,
el teorema siguiente (enunciado para cardinales no necesariamente bien ordena-
bles) es una forma equivalente del axioma de eleccion:

Teorema 5.61 Si k es un cardinal infinito y n un ndmero natural no nulo,
entonces K" = k.

Si la base es finita (mayor que 1, o si no el calculo es trivial), el problema se
reduce al caso en que es igual a 2. Méas en general:

Teorema 5.62 Sean k y p cardinales tales que 2 < k < p y Vo < p. Entonces
KH = 2K,
DEMOSTRACION: k# < (2F)F = 21 < kM. n

Si la base es infinita podemos centrarnos en el caso en que sea un cardinal
limite, en virtud de la féormula que probamos a continuacién. En la prueba
hacemos uso de un argumento general que conviene destacar porque nos va a
aparecer mas veces:

Si p < cf K, entonces

f= U *a.
a<k

En efecto, esto es una forma de expresar que toda funciéon f : y — Kk esta
acotada.

Teorema 5.63 (Formula de Hausdorff) Se cumple:
NaB RYE | = Ra Rt

DEMOSTRACION: Si a + 1 < 3, entonces R, 41 < g < 2% luego

Rg

R Rop1 = ¥R, g = 2% = R02 .

Si, por el contrario, 8 < a + 1, entonces, como N, es regular,

wﬁwa-‘rl = U w557
O<wWat1
luego
Mot = [“wepi| =] U 6 < ¥ < 3 R =Na"Raps.
O<Wat1 0<wWa+1 0<wWa1

La otra desigualdad es obvia. m
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Aligual que 5.62, muchos de los resultados sobre exponenciacién cardinal in-
volucran la funcién 27, la cual, ciertamente, es el esqueleto de la exponenciacion.
Por ello es conveniente darle un nombre:

Definicion 5.64 Se llama funcion del continuo a la funcién k — 2" definida
sobre los cardinales infinitos.

Asi, la hipotesis del continuo generalizada no es méas que una determinacion
de la funcion del continuo, en virtud de la cual 2% = k*. Ya hemos comentado
que esta hipotesis no puede ser demostrada ni refutada, lo que significa que hay
otras alternativas igualmente consistentes con los axiomas de NBG (supuesto,
claro, que éstos sean consistentes). De todos modos, no sirve cualquier deter-
minacién total o parcial de la funcién del continuo. Por ejemplo, es obvio que
seria contradictorio suponer que

oMo — Ry A 28 = R,
Mas en general, la funcion del continuo ha de respetar la monotonia:
k< p— 28 <28,

Otra restriccion a la funcién del continuo es el teorema de Cantor: seria
contradictorio suponer que 27 = k para todo cardinal k, a pesar de que esta
funcién del continuo si que es monotona. En realidad, la funcion del continuo
esta sometida a una desigualdad mas fina que el teorema de Cantor, consecuencia
del teorema de Konig 5.43 y, més concretamente, del teorema siguiente:

Teorema 5.65 (Teorema de Ko6nig) Para todo cardinal infinito k se cumple
K < kR

DEMOSTRACION: Sea {fig }a<ct una familia de cardinales menores que k

tales que Kk = Y, pqo. Por el teorema 5.43 resulta que
a<cfr

k= > pa< ] k=r""
a<cfk a<cfk [ ]
Ciertamente, este teorema refina al teorema de Cantor, pues en virtud del
teorema 5.62 éste puede expresarse como xk < K", y en el teorema anterior el
exponente es menor o igual que k. De todos modos, podemos expresar esta
restricciéon en términos de la funcién del continuo:

Teorema 5.66 (Teorema de Konig) Si k es un cardinal infinito, entonces
Kk < cf2",

DEMOSTRACION: Si cf 2% < k, entonces (27)f2" < (2%)% = 2%, en contra-
diccién con el teorema anterior. "

Asi pues, 2%° puede ser Xi, No, Nyt1 0 Ny, pero no R,,. Cuando decimos
“puede ser” queremos decir que es consistente suponer que lo es. En efecto,
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aunque no lo vamos a probar aqui, este teorema y la monotonia es todo lo que
puede probarse sobre la funcion del continuo sobre cardinales regulares, en el
sentido de que cualquier axioma que determine la funcién del continuo sobre
cardinales regulares que sea compatible con estos dos requisitos es consistente
con los axiomas de NBG (supuesto que éstos sean consistentes).

Notemos que no exigimos que la funcién 2" sea estrictamente mondtona, de
modo que, por ejemplo, es consistente suponer que 280 = 2% = Xy,

Debemos resaltar la restriccion a cardinales regulares. Sino fuera asi podria-
mos decir que comprendemos completamente la funcién del continuo, en cuanto
que sabriamos decir exactamente qué posibilidades son consistentes y cuéles no.
Sin embargo, la situacién en los cardinales limite es muy confusa. Por ejemplo,
es contradictorio suponer que

No _
/\Oé 2 - N(X+w+27

a pesar de que esta (presunta) funcion del continuo respeta tanto la monotonia
como el teorema de Konig. Segun lo dicho, no hay inconveniente en postular
este axioma tnicamente para cardinales regulares, pero no puede cumplirse para
todos los cardinales singulares, como muestra el teorema siguiente:

Teorema 5.67 Si un ordinal 8 cumple Na 28 = Not8, entonces B < w.

DEMOSTRACION: Supongamos que [ es infinito y sea a el minimo ordinal
tal que 8 < a4+ . Claramente 0 < o < 3. Necesariamente « es un ordinal
limite, pues si &« = v + 1 entonces

B<a+B=y+1+B8=v+5,

luego v cumple lo mismo que «, en contra de la minimalidad de a.

Z er+§
Notats = Pt = 23<a = H 2Mets = H Noto+s = H Notp
d<a i<a <a
= L2 = @)l =2 =R
<a

Por consiguiente, « + o+ 8 = a+ (3, y de aqui a + 3 = 3, en contra de la
eleccién de a. m

Para continuar nuestro estudio conviene introducir una operacién muy rela-
cionada con la exponenciacion de cardinales:

Definicion 5.68 Si S es un ordinal y A es un conjunto, definimos

AP =<Fp= (] A~
a<f

es decir, A<? es el conjunto de las aplicaciones de un ordinal menor que /3 en A.
Usaremos la segunda notacién cuando pueda haber confusion con el cardinal

<p _ ‘<}L

K K|.
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El teorema siguiente, que generaliza a 5.31, nos da varias caracterizaciones
interesantes de esta operacion:

Teorema 5.69 Si u es infinito y k > 2, entonces

K<F=supr” = Y KY,
v<p v<p

donde v recorre los cardinales menores que p (no los ordinales).

DEMOSTRACION: Si u es un cardinal limite, y = sup v < sup kK".
v<p v<p
Si p = vt entonces v < kY, pues si v < K es obvio y si kK < v entonces
v <2V =kY, luego v < supk” y asi u = v < sup k. En cualquier caso
v<p v<p

> KY =supk”.
v<p v<p

Por consiguiente

KM = = Y kel < 3 supk” = supw”.
a<p alprv<p v<pu

U %k

a<p

Si v < u, entonces Yk C <Fk, luego k¥ < |<Fk| = k<. Asi pues, tomando
el supremo, sup k¥ < k<# y tenemos la igualdad. L]
v<p

A partir de este teorema es inmediato que si p es infinito entonces
K = K",

luego k<" soblo tiene interés cuando p es un cardinal limite.

Volviendo a la funcion del continuo, ahora podemos expresar la condicion
de monotonia como que 2<% < 2%, El teorema siguiente es un refinamiento de
esta relaciéon que para cardinales sucesores es trivial, pero no asi para cardinales
limite:

Teorema 5.70 Si x es un cardinal infinito, entonces 2% = (2<%)°tx,

DEMOSTRACION: Sea K= Y. Vg, donde Na < cf k v, < k. Entonces

a<cf kK

2 Va
I — Qa<ctr — H QVa < H 9<Kk — (2</{)ch < (QH)CfN — 9K,

a<cfk a<cf kK
| |

Notemos que si k = p+ entonces la igualdad se reduce a o’ = 2“+, luego
es trivial, tal y como advertiamos, pero para cardinales limite puede no serlo.
Por ejemplo, si An € w 2% = 2% (lo cual es consistente), entonces 2<Nv = 2%o
y necesariamente 28« = 2o,



5.5. Exponenciacion de cardinales 179

Por otra parte, este teorema tampoco es definitivo pues, si tenemos, por
ejemplo, An € w 28 = wtn+1, entonces 2<Re = N, 4w ¥ s6lo concluimos que

N L s
YA R.% ., pero no sabemos qué valores puede tomar esta expresion.

Esto esta relacionado con el problema de la relacién que hay entre la funciéon
del continuo y la exponenciacion en general k* (una muestra es el teorema 5.62).
Comprenderemos mejor esta relaciéon en la secciéon siguiente. De momento aca-
bamos ésta con algunos resultados técnicos de interés:

Teorema 5.71 Si v es un cardinal reqular y k > 2, entonces (k<H)<H = g<H,

DEMOSTRACION: Si pu = £ es inmediato, asi que podemos suponer que u
es un cardinal limite. Al ser regular, los subconjuntos no acotados en p tienen
cardinal p. En particular, hay p cardinales v < p, de donde

p< >R =kKSH
v<pL

Sea m < pu. Como p es regular se cumple que

Tsupk” C |J "(kY).
v<p v<p

En efecto, dada f en el miembro izquierdo, la aplicaciéon m — u que a cada
a < 7 le asigna el minimo v < p tal que f(a) < k” no puede ser cofinal, luego
ha de existir un v < p tal que f[r] C k¥ y f esté en el miembro derecho.

Asi pues, tomando cardinales,

(I$<“)7T S Z KV S Z /{6<;L =pu I{<“ — H<“.
v<p v<p

Tomando el supremo en 7 obtenemos (k<#)<# < k<* y la otra desigualdad
es obvia. ]
Definicion 5.72 Dado un conjunto A y un cardinal x, llamaremos

A = faleC AN =r),
[A]<" {z|z CAN|z| <k}

La exponenciacién cardinal permite calcular los cardinales de estos conjun-
tos. El teorema siguiente generaliza a 5.32:

Teorema 5.73 Sea A un conjunto infinito y k un cardinal k < |A|, Entonces
(A"l =14]",  [[A]="] = |A]=".

En particular A tiene |A| subconjuntos finitos.
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DEMOSTRACION: Podemos suponer £ > 0. Sea p = |A| = kpp = |k X pl.
Para la primera igualdad basta probar que |[x x p]®| = u”, pero es inmediato
que " C [k x p]®, de donde p < |[k X p]®| y, por otra parte, para cada
x € [k x p]® podemos escoger una biyeccion f, : k — x, de modo que la
aplicacion g : [k x p]® — *(k x u) dada por g(x) = f, es inyectiva, de donde
i x "] < 1705 x )] = I x gl = =,

Respecto a la segunda igualdad,

(4<% = | U [A1F] = 3 1141 = X |4l = |A]<~.

H<K U<k p<K .

En el apéndice A presentamos algunas aplicaciones al dlgebra de la aritmética
cardinal.

5.6 La hipétesis de los cardinales singulares

La funcién del continuo mas simple posible es, sin duda, la que postula la
hipoétesis del continuo generalizada:

2% = gt

Sucede que esta hipotesis determina de hecho toda la exponenciaciéon cardi-
nal. En efecto:

Teorema 5.74 (HCG) Si k y pu son cardinales y p es infinito, entonces
Kk sip<ctr,
R“—{H+ sicfr < p <k,
ut stk <p.
DEMOSTRACION: Si p < cf k tenemos la inclusion #x C |J o, de donde
a<k
k* < > Jal*. Ahora bien, dado a < k, se cumple que v = max{|al|, u} < k,

a<k
luego |a|* < v” = vt < k. Por consiguiente,

K<KM< > K=K

a<k
Si cf k < p < K entonces, por el teorema de Konig,
kT < gIF < gt < gF =28 = KT,

+

Finalmente, si k < p entonces k#* = 2# = ™. ]

En particular es claro que la HCG implica, para x > 2 y p un cardinal limite:

K sip <cfk,
EH={ kT sicfr <p <k,

o osik < p.
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Ejemplo Suponiendo la HCG tenemos:
NYT =Ng, N2 =R, N5=R,,, N5F=nf.
n

A la vista de este resultado, es natural conjeturar que la funcion del continuo
determina la exponenciaciéon cardinal. En realidad existia una razén de mucho
mayor peso que corroboraba esta conjetura: Durante mucho tiempo, las téc-
nicas conocidas para construir modelos con funciones del continuo alternativas
forzaban el resto de la exponenciacion, es decir, se sabia como construir mode-
los con cualquier funcién del continuo sobre los cardinales regulares, pero, una
vez determinada ésta, el resto de la exponenciaciéon venia determinada por la
construcciéon, ademéas por un criterio muy simple. Esto podia deberse a que las
técnicas conocidas no eran suficientemente generales o bien a un teorema desco-
nocido que hiciese necesarias las restricciones encontradas. Ademaés se conocia
el enunciado de este hipotético teorema:

Definicion 5.75 Llamaremos hipdtesis de los cardinales singulares a la senten-
cia siguiente:

(HCS) Para todo cardinal singular k, si 2% < K, entonces k°'* = k.

Notemos que la condicion 2°F% < k ya implica que  es singular. Lo expre-
samos explicitamente para enfatizar que la HCS sblo impone una restriccion a
los cardinales singulares.

Vamos a demostrar que, bajo la hipdtesis de los cardinales singulares, la
funcion del continuo sobre los cardinales regulares determina completamente la
exponenciaciéon cardinal (en particular la funcion del continuo sobre los cardi-
nales singulares). En realidad la HCS no es un teorema de NBG, pero —por
razones que comentaremos méas adelante— es dificil construir modelos donde no
se cumpla. En particular, los modelos a los que nos referiamos antes cumplen
todos esta hipotesis, y ésta es la razén de que en ellos la exponenciaciéon cardinal
esté determinada por la funcién del continuo. Precisamente por ello, podemos
asegurar que la HCS es consistente con cualquier determinacién de la funcién
del continuo sobre los cardinales regulares compatible con la monotonia y con
el teorema de Konig. Por otra parte, es inmediato que HCG — HCS, lo cual
explica que la HCG determine la exponenciacién cardinal.

Veamos ahora como la HCS determina la funcion del continuo sobre los

cardinales singulares.

Ejemplo Supongamos que Aa(R, regular — 28« = R,.,.5). Entonces,
usando el teorema 5.70 vemos que

e = R = (20 =Ry,

N N
27 Nwi = Nlerl,
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donde en la tltima igualdad hemos usado la HCS. Vamos a demostrar que la
funcién del continuo en un cardinal singular puede calcularse siempre con uno
de estos dos argumentos. n

Definicion 5.76 Diremos que la funcién del continuo es finalmente constante
bajo un cardinal limite x si existe un p < & tal que si 4 < v < Kk entonces
2V =2M

En tal caso es obvio que 2<% = 2#. Notemos ademas que si la condicion se
cumple para todo v regular, entonces se cumple para todo v, por la monotonia.
Asi mismo, no perdemos generalidad si suponemos que p es regular.

Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente nos permite calcular 2% para
un cardinal singular x supuesto que sabemos calcular 2# para todo cardinal
regular p < k. Més ain, lo que probamos es que la HCS implica que 2% toma
siempre el minimo valor posible:

Teorema 5.77 Sea k un cardinal singular.
1. St la funcion del continuo es finalmente constante bajo k, entonces

2% — 9K,

2. En caso contrario 25 > (2<%)% y si suponemos la HCS tenemos la igual-
dad.

DEMOSTRACION: En el caso 1), sea p < & tal que si p < v < Kk entonces
2V = 21, Asi, 2<F = 2" y, por 5.70, tenemos que 2% = (2#)tr = guctr — gn,

En el caso 2), para todo cardinal u < s se cumple que 2# < 2<F. Por
consiguiente, la aplicacion x —» 2<% dada por a — 2/¢l es cofinal y creciente,
luego el teorema 5.50 nos da que cf 2<% = cf k < k.

Por otra parte, por el teorema de Konig, cf 2% > k, luego 2% # 2<* y, como
la desigualdad 2<% < 2% es obvia, tenemos en realidad que (2<%)T < 2%,

Respecto a la otra desigualdad, tenemos que 2cf2™" — ocfr 2<% luego
podemos aplicar la HCS a 2<%, lo cual nos da que (2<’<’)Cf2<m = (2<%)7F, es
decir, 2% = (2<F)°fr = (2<F)F, .

Veamos ahora que la HCS determina toda la exponenciacion cardinal a partir
de la funcion del continuo:

Teorema 5.78 (HCS) Sean x y p cardinales infinitos. Entonces

kKt si2t <k Acfr <p,

Kk st 2P <k A p<ctr,
K;“:{
28 stk < 2M,
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DEMOSTRACION: Si k < 2, entonces 24 < gH < (2H)H = 2H,

Observemos que en esta parte no hemos usado la HCS, asi como tampoco
hace falta para concluir que £ < k* y que si cf & < pu entonces kT < k# < KH,
Asi pues, lo que vamos a probar con la ayuda de la HCS es que k* toma siempre
el minimo valor posible.

El caso 2* < k lo probamos por induccién sobre k, es decir, lo suponemos
cierto para todos los cardinales menores que k.

Si k = v, entonces u < 2 < k = cf k. Por lo tanto hemos de probar que
KM =K.

Tenemos que 2¥ < v. Sies 2¥ < v, entonces por hipotesis de induccién
tenemos que v* = v o bien v* = v+, y en cualquier caso v* < k. Si, por el
contrario, 2 = v entonces v* = 2" < K.

Por consiguiente podemos afirmar que v* < k. Por la formula de Hausdorff

k= (T =it = vl = k.

Consideramos ahora el caso en que k es un cardinal limite. Si v < &, por
hipétesis de induccién tenemos que v* es v, v o 2#, pero en cualquier caso
v# < Kk (si v es finito no podemos aplicar la hipotesis de induccion, pero v* =
2M).

Si p < cf k, entonces

k< kM =|Hg| <

U tal= ¥ lalr < X k=n.

a<k a<k a<k

Por lo tanto k" = k.

Sicf k < u, expresemos kK = ». Vg, donde v, < k. Entonces
a<cfr

W Iz
(g = () = 1 1] e
a<cfr a<cfk

a<cf kK a<cfk

luego k* = k*. Como 2°F% < 2# < K, 1a HCS nos da que k% = kT y tenemos
la conclusién. m

Ejemplo Si suponemos la HCS y que
Aa (R, regular — oRa — Notwts),

entonces
NES = R NS = R N, =N
5 — Yw+d wy — Cwitly w14 — Pwitd-

Asi pues, la exponenciacion cardinal bajo la HCS no esté determinada (pues
la funcién del continuo sobre los cardinales regulares puede ser cualquiera que
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no contradiga a la monotonia ni al teorema de Konig) pero si que esta comple-
tamente comprendida, en cuanto que sabemos exactamente como depende de
la funcion del continuo. El problema es que la HCS no es un teorema de NBG,
y lo que no esta claro en absoluto es lo que se puede decir exclusivamente en
NBG sobre la exponenciacién cardinal o sobre la funcién del continuo sobre los
cardinales singulares. Si no suponemos la HCS sélo conocemos hechos aislados,
algunos sencillos y otros muy profundos. Veamos un ejemplo de los sencillos:

Teorema 5.79 Si 2™ < N, y XN >R, = entonces N0 = N}ji

DEMOSTRACION: Aplicamos la féormula de Hausdorff:

N N
NP <N < )N =R = () < (TTw)
n>1 n>1
= [ R% = [T 2%, = 2%R%e = R%,
n>1 n>1
u

Consideremos ahora el valor de RY1. Se trata de un cardinal que queda
invariante al elevarlo a Ny, luego el teorema de Koénig nos da que ha de tener
cofinalidad no numerable. Por su parte, la monotonia exige que sea mayor que
el propio N,,. Asi pues, estas condiciones generales no excluyen la posibilidad de
que NN =R, . Mas atn, si suponemos que 2% = R, (lo cual es consistente)
entonces

Ry, =280 < NFo < NP0 = (2%0)No = oMo =,
con lo que, de hecho, R} =X, .

Sin embargo, si suponemos que 2%t < X, (lo cual es consistente), la HCS
implica que N¥0 = R, 1, pero sin ella atin podemos asegurar que RX:° # N, | ya
que en caso contrario el teorema anterior nos darfa X3! = X,,,, en contradiccion
con el teorema de Konig.

Asi pues, nos encontramos con una restriccion en NBG al valor que puede
tomar NX° distinta de las que imponen la monotonia y el teorema de Konig.
Una restriccion que, ademas, depende de forma no trivial de los valores de 2%
y 2%, Si queremos un ejemplo en términos de la funcién del continuo podemos
suponer que An < w 2% < N, en cuyo caso tenemos que YA NSO # N,

Los resultados béasicos sobre la exponenciacion de cardinales fueron estable-
cidos por Hausdorff y Tarski. Este tltimo prob6 un caso particular del teo-
rema 5.41 y conjeturd que si {Kq o<y €S una sucesion estrictamente creciente

de cardinales > 2 y kK = sup k., entonces
a<A

[T Fa = &,
a<A
Observemos que la restriccion de que A sea un ordinal limite es necesaria.
Por ejemplo, si tomaramos A = wy + 1 y la sucesion {Ny }o<w, U{Ry,.2} (con lo
que k = N, .2), suponiendo la HCG y aplicando 5.41 obtenemos que
TT N Rupo = RED Ry, 0 = Ry 1+ Vo = N0 < Nyppogr = Ryl

a<wi
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Mas en general, es necesario exigir que k, < k para todo a. Un contraejem-
plo sin esta hipotesis (siempre bajo la HCG) seria A =w; +w y

N, sia < wy,
Ko = .
« Ry,.2 sia=uw+n.

En tal caso k = N, .2 v el producto sigue valiendo Nﬁ)Q =Ny, 2 < kX1, Por
otra parte la HCS implica la conjetura de Tarski:

Teorema 5.80 (HCS) Sea A un ordinal limite y {Ka}a<x una sucesion cre-
ciente (no exigimos que lo sea estrictamente) de cardinales > 2. Sea k = sup Kq
y supongamos que N\a < X ko < k. Entonces a<A

1 ka = &P
a<
DEMOSTRACION: La desigualdad < es inmediata por la monotonfa de los
productos. Si x < 2/* entonces, por el teorema 5.78,

kA = olAl — [12< I] ka < wlIA
a<< a<A

Si [\ < 2 < &, tomemos una sucesion de ordinales {as}s<crn cofinal
creciente en \. Entonces

(Al
W= (F ka) € T < T w=n= ] < I e

6<cf A 6<ct A d<cf A 6<cf A a<A

Hemos usado que KJB‘ 5' < K por el teorema 5.78. n

Nota Puede probarse —aunque es muy complicado— que es consistente que
N, .2 sea un limite fuerte, iji =Ny, 24042 ¥ Ni?~2+w = Ny, .24w+1. En estas
condiciones tenemos un contraejemplo a la conjetura de Tarski. Basta tomar
A=wiFwy
Ry sia < wy,
o = {Nw1-2+n sio=w; +n.

En efecto, el producto da

R R R, w1 +w]
Nwi 'Nw?~2+w <2 1NW1'2+W+1 = Nw1'2+w+1 < Nwlll2+w'

5.7 Cardinales fuertemente inaccesibles

Vamos a estudiar ahora una version fuerte de los cardinales inaccesibles que
introdujimos en el capitulo anterior.

Definicion 5.81 Un cardinal infinito x es un lémite fuerte si para todo cardinal
1 < k se cumple 2# < k.
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Es claro que un cardinal limite fuerte es en particular un cardinal limite, ya
que si fuera k = p*, entonces tendria que ser 2¢ < p*, lo cual es imposible.
Obviamente Ny es un cardinal limite fuerte.

Un cardinal (fuertemente) inaccesible es un cardinal limite fuerte regular
distinto de Ng.

En particular, todo cardinal fuertemente inaccesible es débilmente inacce-
sible, aunque el reciproco no es necesariamente cierto. En el capitulo anterior
senialamos que no es posible demostrar la existencia de cardinales débilmente
inaccesibles, luego lo mismo vale para los cardinales fuertemente inaccesibles.

Nota Cuando hablemos de cardinales inaccesibles habra que entender que son
fuertemente inaccesibles.

Conviene observar que bajo la HCG todos los cardinales limite son limites
fuertes y, en particular, los cardinales débilmente inaccesibles coinciden con los
fuertemente inaccesibles.

También es claro que si x es un limite fuerte, entonces 2<% = k. Mas ain,
si p, v < K, entonces p¥ < K, pues si £ < k es el maximo de p y v, tenemos que
p’ < €8 =28 < k. Si K es fuertemente inaccesible podemos decir més:

Teorema 5.82 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible entonces k<" = k.

DEMOSTRACION: Basta probar que x* < k para todo u < k. En efecto,

como k es regular “rk = J *a luego
a<k

KPS o < > k=k.

a<k a<k

Del mismo modo que los cardinales limite pueden caracterizarse como los de

la forma Ny o N, existe una caracterizacion similar para los cardinales limite
. . ., 3
fuerte, en términos de la llamada funcién bet.?

Definicién 5.83 Definimos 3 : 2 — K (funcion bet) como la tnica funcion
que cumple:

:0 =Ny A /\Ct :a+1 = 2:“ A\ /\/\ O\ = U s-

d<A

Teniendo en cuenta que el supremo de un conjunto de cardinales es un car-
dinal, una simple induccién prueba que J toma todos sus valores en K. Obvia-
mente es una funciéon normal.

Ejercicio: La HCG es equivalente a que 3 = N.

La caracterizacion a la que nos referiamos es:

5Bet (J) es la segunda letra del alfabeto hebreo.
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Teorema 5.84 Los cardinales limite fuerte son exactamente los de la forma Jg

0:)\.

DEMOSTRACION: Se cumple que 3y es un limite fuerte, pues si k < Iy
entonces existe un 6 < A tal que k < Js, luego

or < 9% = Js+1 < Jsp2 < .

Reciprocamente, si  es un limite fuerte, entonces x < 3, < Jei1, luego
podemos tomar el minimo ordinal « tal que k < J,. Ciertamente o no puede
ser 0 ni un cardinal limite, luego o = v 4 1 y, por consiguiente,

3, <K< =20

Si la primera desigualdad fuera estricta x no seria un limite fuerte, luego
k = J,. Falta probar que v no puede ser de la forma ¢ + 1, pero es que en
tal caso seria Js < k y 2% = k, y de nuevo k no seria un limite fuerte. Por
consiguiente v = 0 o bien es un ordinal limite. n

La prueba del teorema siguiente es idéntica a la de su anélogo 5.60:

Teorema 5.85 Un cardinal reqular k es fuertemente inaccesible si y sdlo si

k= s.

Es claro que V, es una unién numerable de conjuntos finitos, luego su cardi-
nal es [V, | = Xg = Jy. A partir de aqui, una simple induccién nos da el teorema
siguiente:

Teorema 5.86 Ao |V,io| = Ju. En particular, Na(w? < a — Vo] = o).

(Recordemos que si w? < o entonces a = w? + fyw+a=w+w?+8 =
wl+w)+B=w?+8=a.)

De este modo, si  es fuertemente inaccesible tenemos que |V, | = k. Mas
aun:

Teorema 5.87 Si k es un cardinal fuertemente inaccesible se cumple que
Nz(z €V, <32 C Vi Alz| < k).

DEMOSTRACION: Si z € V,;, entonces © € V5, para cierto 6 < k (podemos
suponer w? < §), luego * C Vs y |z| < |Vs| = 35 < 3. = k. Ademéas x C V,
porque V,; es transitivo.

Reciprocamente, si ¢ C V,; y |z| < k, entonces el conjunto
A={rangy |y €z} Ck

es imagen de x, luego tiene cardinal menor que k y, como k es regular, A esta
acotado. Si § < k es una cota concluimos que x C Vj, luego « € Vs C V.
n
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Nota La razon por la que no puede demostrarse la existencia de cardinales
inaccesibles es similar a la razén por la que no puede demostrarse la existencia
de conjuntos no regulares: imaginemos que existe un cardinal inaccesible k.
Entonces, todas las operaciones conjuntistas, cuando se aplican a conjuntos de
Vi, dan lugar a conjuntos de V,;, por lo que no es posible construir un conjunto
de cardinal . Si decidimos llamar “conjuntos” exclusivamente a los conjuntos
de V,; (y llamamos “clases” a los subconjuntos de V), con ello no perdemos
ninguno de los conjuntos que sabemos construir, y todos los axiomas de NBG
siguen cumpliéndose igualmente (méas ain, se cumplen los axiomas de MK, sin
la restriccion de normalidad en el axioma de comprension), pero ahora (si k era
el minimo cardinal inaccesible) ya no hay cardinales inaccesibles.

En suma, no es posible demostrar la existencia de cardinales inaccesibles
porque éstos no son necesarios para que se cumplan los axiomas de la teoria de
conjuntos. En realidad la razoén es la misma por la que no puede demostrarse el
axioma de infinitud a partir de los axiomas restantes: todas las construcciones
conjuntistas, cuando se aplican a conjuntos finitos, dan conjuntos finitos. La
Gnica razéon por la que Ny no es un cardinal inaccesible es porque lo hemos
excluido en la definicion, pero en el fondo Ry es el menor cardinal inaccesible.
Del mismo modo que sin el axioma de infinitud no podemos decidir si w = )
o bien w € Q (y en el segundo caso w pasa a ser el menor cardinal infinito),
podemos definir

0 = {a € Q| Aé <a dno es inaccesible},

y asi (11 es una clase tal que en NBG no puede decidirse si £2; = o bien
Q1 € Q, y en el segundo caso 27 pasa a ser el menor cardinal inaccesible.

En cuanto postulamos la existencia de un cardinal infinito (w) tenemos au-
toméaticamente la existencia de muchos cardinales infinitos (X1, Ng, ...), pero
no la existencia de un cardinal inaccesible. Similarmente, la existencia de un
cardinal inaccesible no implica la existencia de un segundo, pues si existen dos
(minimos) cardinales inaccesibles k < p, si restringimos el alcance de la pala-
bra “conjunto” a los conjuntos de V), se siguen cumpliendo los axiomas de la
teoria de conjuntos, pero ahora sélo hay un cardinal inaccesible, puesto que u
ha quedado excluido. Equivalentemente: las operaciones conjuntistas aplicadas
a conjuntos de V,, sélo producen conjuntos de V), luego no dan lugar nunca a
conjuntos de cardinal p.

Por ello, aunque anadamos como axioma a NBG que ©; € Q (que es una
“repeticion” del axioma de infinitud a otro nivel), podemos definir

Qs ={a € Q| A§ < ad es inaccesible — § = Q;)}

y de nuevo tenemos que es imposible decidir si {23 = €2 o0 bien Q5 € Q, y en el
segundo caso (2, es el segundo cardinal inaccesible.

Estos argumentos (algo mejor formalizados) nos permiten concluir que si
NBG es consistente, también es consistente anadir como axioma que no existen
cardinales inaccesibles (pues, como hemos dicho, tales cardinales son siempre
prescindibles). En cambio, un argumento estandar relacionado con el segundo
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teorema de incompletitud de Goédel nos da que es imposible demostrar la consis-
tencia de que existan cardinales inaccesibles, es decir, que NBG + 2, € € puede
ser consistente, pero si lo es, no puede demostrarse que asi es, ni siquiera acep-
tando como hipdtesis la consistencia de NBG. Similarmente, aun suponiendo
que NBG + Q; € ) sea consistente, ello no permite demostrar la consistencia
de NBG + Q1 € Q + Q5 € Q, y asi sucesivamente.

Esto permite extender este tipo de razonamientos a los cardinales débilmente
inaccesibles, pues, aunque un cardinal débilmente inaccesible no tiene por qué
ser fuertemente inaccesible, puede probarse que si es consistente NBG+ “existe
un cardinal débilmente inaccesible”, también lo es NBG + “existe un cardinal
fuertemente inaccesible”, luego la consistencia de NBG + “existe un cardinal
débilmente inaccesible” no puede ser demostrada, y mucho menos la existencia
de tales cardinales (es decir, que si no podemos demostrar que es consistente
suponer que existen, mucho menos podemos demostrar que existen).

A su vez, todo esto esta relacionado con la hipotesis de los cardinales sin-
gulares, pues a partir de “HCS puede probarse la consistencia de que existan
infinitos cardinales inaccesibles, y ésa es en el fondo la razéon de que no pueda
demostrarse la HCS en NBG. n

Terminamos la seccion con una aplicacion de la funcién J que no tiene nada
que ver con cardinales inaccesibles. El azioma de eleccion de Gadel es la sen-
tencia®

(AEG) VF(F:V—VAAz(z#£ 2 — F(z) € X)).

El axioma de eleccién de Gddel postula la existencia de una funciéon de
elecciéon sobre la clase universal, por lo que implica trivialmente el axioma de
eleccion de Zermelo, que sblo postula la existencia de una funcién de eleccion
(distinta) para cada conjunto.

Teorema 5.88 (AEG) Todas las clases propias son equipotentes.

DEMOSTRACION: Basta observar que podemos descomponer V y ) en res-
pectivas clases de conjuntos disjuntos como sigue:

V=VoU U (Vutat1 \ Varta), Q=ToU U (Ba+1\3a)
el a€Q)

Teniendo en cuenta el teorema 5.86 y la aritmética cardinal basica es claro
que
‘VW+O¢+1 \Vw+oc| = :loHrl = |:a+1 \:locl-

El axioma de elecciéon de Godel nos permite elegir funciones

fa . Vw+a+1 \Vu.)+a — :a+1 \:a biyectivas.

6Este axioma involucra esencialmente clases propias, luego no puede ser considerado como
sentencia de ZFC, es decir, de la teoria de conjuntos en la que s6lo existen conjuntos y no
clases propias. Solo tiene sentido como extension de NBG. Para incorporarlo a ZF es necesario
extender el lenguaje formal con un funtor F' que represente la funcién de elecciéon o con un
relator que represente un buen orden sobre la clase universal.
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Por otra parte es claro que podemos tomar f* : V,, — Jg biyectiva. Con
todas estas funciones podemos construir

F=f"Ul fo:V— Q biyectiva.
acl)

Asi, si A es cualquier clase propia, F[A] es una subclase de {2, es decir, una
clase bien ordenada por una relacién conjuntista. Por el teorema 3.27 concluimos
que F[A] es semejante a Q) (v A es equipotente a F[A]), luego toda clase propia
es equipotente a €. L]

Observemos que el axioma de regularidad —al contrario de lo que suele
suceder— desempena un papel crucial en la prueba anterior. En estas condicio-
nes tenemos una nueva caracterizacion de las clases propias: una clase es propia
si y s6lo si su tamano es comparable al de la clase universal.

5.8 Aplicaciones sobre el axioma de elecciéon

Terminamos este capitulo con dos aplicaciones de la aritmética cardinal re-
lacionadas con el axioma de elecciéon. La primera es un hecho sorprendente:
La hipotesis del continuo generalizada implica el axioma de eleccion. Esto fue
anunciado por Hausdorff, si bien la primera prueba publicada fue de Sierpinski.
La demostracién que veremos aqui es posterior. Necesitamos algunos resultados
previos.

En primer lugar, sin el axioma de eleccion hemos probado que, para todo
ordinal infinito «, se cumple |a X a| = |«|. Ahora necesitamos construir, también
sin el axioma de eleccién,” una aplicacién que a cada ordinal infinito « le asigne
una biyecciéon f, : @ X a — «. Por ejemplo, la prueba de 5.21 muestra que
si a es un cardinal entonces o X « con el orden candnico es semejante a «,
luego si nos bastara trabajar con cardinales podriamos definir f, como la tnica
semejanza entre o X o y a. El problema es que necesitamos esto para cualquier
ordinal o > w. Resolveremos esto en varios pasos.

1. Para cada par de ordinales o y 3, podemos definir explicitamente una
biyeccion fop:a+ B — [+ .

Llamamos g, 5 : @+ 8 — a x {0} U B x {1} a la Gnica semejanza entre
ambos conjuntos cuando en el segundo consideramos el orden lexicografico.
Por otra parte podemos considerar la biyeccién

hap:ax{0}UBx {1} — B x {0} Uax {1}

dada por he g(d,n) = (4,1 — n). Basta tomar fo g = g, © ha,p© ggi

TEl lector que conozca la clase L de los conjuntos constructibles tiene una alternativa maés
sencilla a toda la construccion que sigue: basta definir fo como el minimo f € L (respecto
del buen orden constructible) tal que f : a X oo — « biyectiva.
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2. Para cada sucesion de ordinales n = {1; }i<n+1 podemos definir una biyec-
cion
gn:wﬂo 4w —— W 4 W0,

En efecto, para ello definimos recurrentemente biyecciones
gf7:uf70 +oo 4wt — W 4w

Tomamos como gg la identidad en w™ y, supuesta definida gf7, con i < n,
definimos

h; DWW 4 4 W) W s (W A W) Wi
mediante

hi () = { (@) Sia < w4t W
n (Whi4--+wh)+§ sia= WP+ - +wh)+94.

Y entonces definimos gt = hi o fno1....umi wmit1. De este modo, basta
n w0+ 4w ,w 9

| "
tomar g, = g; .

3. Sia=whky+ -+ whk, esla forma normal de Cantor del ordinal «,
podemos definir una biyeccion ¢l : o — w™ky.

En efecto, llamamos 1), = {n}}i<m a la Gnica sucesion decreciente de
ordinales tal que a = W0 4+« 4 W (donde cada ordinal n; se repite k;
veces). Basta considerar

’ ’ ’ ’
CZ:gn,:wn0+...+wnm_>w77m+...+w770’
[e3

pues por 3.49 todos los sumandos de la dltima suma se cancelan excepto
los que son iguales a 19, que son los kg dltimos, luego la dltima suma es
wm k.

4. En las condiciones del apartado anterior, si « > w (con lo que ng > 0)
podemos definir una biyeccion cq 1 o —> WO,

En efecto, razonando como en el apartado a), pero para el producto en
lugar de la suma, podemos definir una biyeccion w™ky — kqw™ = w",
y sblo tenemos que componerla con la ¢, del apartado anterior.

Asi pues, si llamamos 7, al exponente director de la forma normal de «,
tenemos una biyeccion ¢, : @ — w'e.

5. Para todo ordinal o se cumple que Mg = Nota-

En efecto, o+ a = a2, por lo que la forma normal de o+ « se diferencia
de la de « en que sus coeficientes estan multiplicados por 2 (pero los
exponentes son idénticos).
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6. Para cada o > w, podemos definir una biyeccion s : @ — a + .

-1

Basta tomar s, = cq 0 cy 1 o,

teniendo en cuenta que we = wlete,

7. Podemos definir una biyeccion e, : w'" —s w7,

Si n es infinito podemos considerar las semejanzas u, : w" — w y
Upgy @ W — wtn) dadas por el teorema 3.47. Por otra parte, la
aplicacion vy, : wmrtn) — ™ dada por vy(s) = s, o s es claramente

. . - _ -1
biyectiva, luego basta tomar e, = u, ov, " ou, .

Si 7 es finito (no nulo), consideramos la semejanza fo @ w X w — w
determinada por el orden canénico. Vamos a definir recurrentemente bi-
yecciones t, : w — w™, para n > 1. Tomamos como ¢; la identidad en w
y, supuesto definido ¢,,, definimos ¢,,41 como la composiciéon de:

e la semejanza w"T! = w" - w — wW" X w, cuando en el producto
consideramos el orden lexicografico,

e la biyeccion w” x w — w x w dada por (6,n) — (¢,(0),n),

e la biyecciéon fo:w X w — w.
Ahora basta tomar e, = t,' oty

8. Para cada a > w, podemos definir una biyeccion f, : a0 — o X «.

Basta definir f, como la composicién de la biyecciéon: ¢, : @ —> w’ con
€n., WM — wetla = wha.ge con la semejanza w'e -we —s w'e X W=
con la biyeccion we x w —s a x o dada por (4, €) = (c;1(d), ¢, (€)).
El paso siguiente es probar lo que sin el axioma de eleccién es una leve
generalizacion del teorema de Cantor:

Teorema 5.89 Sip > 5 entonces no 2° < p2.

DEMOSTRACION: Para cardinales finitos se demuestra facilmente por induc-
cion que n > 5 — n? < 2" Para n < 5 la implicacién es cierta trivialmente,
para n = 5 se hace el calculo y, si vale para n > 5, entonces

(n+1)2=n*+2n+1<n®*+3n<n’>+n?=2n%<2.2" =2"

Supongamos ahora que p es un cardinal infinito y sea X = p. Por reduccion
al absurdo suponemos una aplicacion f : PX — X x X inyectiva y vamos
a construir una aplicacion G : 0 — X inyectiva, con lo que tendremos una
contradiccion. En primer lugar veremos que podemos construir g, : w — X
inyectiva.

Por el teorema 5.32 tenemos que [w]<w es numerable, luego podemos fijar
un buen orden en él. Tomemos elementos distintos xg,x1,Z2,23,24 € X y
definamos g, (i) = z;, para i < 5.
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Supuesta definida g,|, : n — X inyectiva, para n > 5, sea C,, = g,[n].
Como |PC,| = 2" > n? = |C, x Oy, existe un subconjunto U de C,, tal que
fU) ¢ C, x C,. Elegimos el que cumple que g '[U] es minimo respecto al
buen orden que hemos fijado en [w]<¥. Si f(U) = (z,y), definimos

_Jx sixé¢Cp,
gw(n—&-l)—{y sixz e .

Con esto tenemos que gy, |n+1 : n+1 — X es inyectiva. El teorema de recursion
nos garantiza la existencia de g,,.

Pasemos ahora a la construccion de G : 2 — X. Para ello nos apoyaremos
en las biyecciones f, : @ — a X «a que hemos definido para todo ordinal
infinito « (sin el axioma de elecciéon). Suponemos definida G|, : & — X
inyectiva. Sea C, = G|a].

Definimos g : @« — PX como sigue: dado 8 < « calculamos f,(8) = (v, 9)
y tomamos g(8) = f~1(G(v),G(4)) si el par (G(7), G(d)) tiene antiimagen por
f v g(8) = @ en caso contrario.

Sea U={G(B) | B <aAG(P) ¢ g(B)}ysea f(U) = (z,y).

Si (x,y) € Cy x Cy entonces (z,y) = (G(v),G(J)) para ciertos v, § < a.
Sea B = f;'(v,9), de modo que g(8) = U y tenemos una contradiccion tanto
si G(B) € U como en caso contrario. Por consiguiente (z,y) ¢ C, x Cy, luego
podemos definir G(«) = z si z ¢ C,, 0 G(a)) = y en caso contrario. El teorema
de recursion transfinita nos da entonces la existencia de G. L]

Nota Sin el axioma de eleccién no puede probarse en general que p2 < 2P,

Teorema 5.90 La hipdtesis del continuo generalizada implica el axioma de elec-
cion.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.25, basta probar que p? = p para todo
cardinal infinito p. En primer lugar probamos que p = p + 1.

Es facil ver que p < p + 1 < 2P, pero si fuera p + 1 = 2P, tendriamos que
2P <p+1<p+p <pp, en contradiccién con el teorema anterior. Asi pues, la
HCG implica que p=p+1

Ahora veamos que p = 2p.

En efecto, p < 2p < 2-2P = 2P+ = 9P pero no puede ser 2p = 2P ya que
entonces 2P = 2p < pp, de nuevo en contra del teorema anterior. La HCG nos
da, pues, la igualdad p = 2p.

Asi, p < p? < (2°)2 = 2% = 2P, El teorema anterior y la HCG nos dan la
igualdad p? = p. m

Hemos demostrado que el axioma de elecciéon equivale a que todo conjunto
puede ser bien ordenado. En cambio, sin el axioma de elecciéon no es posible
demostrar que Pw pueda ser bien ordenado. Nuestra segunda aplicacion de la
aritmética cardinal serd demostrar el teorema siguiente:
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Teorema 5.91 FEl axioma de eleccion equivale a que Pa puede ser bien orde-
nado, para todo ordinal «.

DEMOSTRACION: Suponemos que Pa puede ser bien ordenado, para todo
ordinal «, y vamos a probar que V,, puede ser bien ordenado, también para todo
ordinal a. Esto es suficiente, ya que (por el axioma de regularidad) todo con-
junto esta contenido en un conjunto V,,, luego todo conjunto admitira entonces
un buen orden. Lo probamos por induccién sobre . Si o = 0 es trivial.

Si suponemos que V,, es bien ordenable, existe f : V,, — [ biyectiva, para
cierto ordinal 5. Claramente, f induce una biyeccion F : V11 = PV, — PS
y, como estamos suponiendo que PS5 es bien ordenable, concluimos que V1
también lo es.

Supongamos ahora que Vj es bien ordenable, para todo ordinal § < \. Este
es el caso mas delicado, porque no podemos elegir un buen orden en cada Vy sin
mas aclaracion, ya que entonces estariamos usando el axioma de eleccion.

Vamos a construir una sucesion {J5}s<x de modo que cada <5 es un buen
orden en Vj con la propiedad de que si § < §’ < A, entonces Vs sea una seccion
inicial de Vj respecto a <s.

Antes de ello, observamos que esta definida la sucesion {|Vs|}s<x, luego
podemos considerar el cardinal k = |J |Vs|T. Fijamos un buen orden <, en el
conjunto Pk. o<A

Ahora definimos <yp= @. Supuesto definido <s, consideramos la semejanza
ss : (Vs,<s) — ag, donde |as| = |V5| < k, luego a5 < k, luego Pas C Pk,
luego el buen orden <, induce un buen orden en Pas, que a su vez induce un
buen orden ﬂgﬂ en V511 a través de la biyecciéon PVs — Pas inducida por ss.
Por ultimo definimos <5, mediante:

ryo(@yeVsArdsy)V(ze Vs Ay e Vs \ Vs)

Vi(z,y € Vot \ Vs Ao S50, ).
Con este retoque nos aseguramos de que Vj es una seccion inicial de Vyyq.

Si tenemos definidos {Js}s<x, para A’ < A, la condicion de que cada Vs
sea una seccion inicial de los siguientes conjuntos de la jerarquia implica que la
unién de todos los buenos érdenes es un buen orden <y, respecto del cual cada
Vs es una seccién inicial de V).

Asi tenemos construida la sucesion de buenos érdenes y, en particular, tene-
mos el buen orden <y, que prueba que V) es bien ordenable. L]

Observemos que el axioma de regularidad es esencial en el teorema anterior.
Si no suponemos dicho axioma, lo que muestra la prueba es que si Pa puede ser
bien ordenado, para todo ordinal «, entonces todo conjunto regular puede ser
bien ordenado.

Sin el axioma de eleccion, ni siquiera es demostrable que todo conjunto pueda
ser totalmente ordenado, pero como complemento al teorema anterior conviene
observar lo siguiente:
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Teorema 5.92 Si A es un conjunto bien ordenable, entonces PA admite un
orden total.

DEMOSTRACION: Basta probar que si a es un ordinal, entonces Pa admite
un orden total, pero siempre podemos comparar dos subconjuntos x,y C « tales
que z # y tomando el minimo d5, € (z \ y) U (y \ ) y estableciendo que

T <Y 4> gy € .

Observemos que la relacion es transitiva, pues si z < y < z, entonces d,y # 02,
pues 0zy & y A 0y € y. Si 0y < Oy, entonces dgy € x \ 2, pues si 0y € 2
cumplirfa también 6, € y (por ser menor que el minimo ordinal que distingue
ayyaz)y dehecho dyy = d,,, pues sia € (z\ 2) U (z\ 2), o bien a € y, en
cuyo caso, o bien a € y\ z, luego o > 0, > d5y, 0 bien o € y\ z, luego o > 0.
Esto prueba que z < z.

Alternativamente, si §,, < d,,, tiene que ser d,, € = (pues esta en y y es me-
nor que el minimo ordinal que distingue a z de y) y se comprueba analogamente
que 6y, = 0y, luego también x < z. n






Capitulo VI

Conjuntos cerrados no
acotados y estacionarios

Introducimos ahora unos conceptos fundamentales para trabajar con ordi-
nales. Exponemos la teoria general en las dos primeras secciones, mientras
que las siguientes contienen diversas aplicaciones independientes entre si. Entre
otras demostraremos unos profundos teoremas de Silver (1974) y Galvin-Hajnal
(1975) sobre la funciéon del continuo en los cardinales singulares. Trabajamos
en NBG, incluyendo el axioma de eleccion.

6.1 Conjuntos cerrados no acotados

El concepto basico alrededor del cual girara todo este capitulo es el siguiente:

Definicion 6.1 Sea A un ordinal limite o bien A = Q. Una clase C C X es
cerrada en A si cuando un ordinal limite § < A cumple que § NC no esta acotado
en ¢, entonces ¢ € C.

Informalmente, la definicién exige que si C' contiene ordinales menores que §
tan proximos a 0 como se quiera, entonces § € C. Es facil probar que esto
equivale a que C sea cerrada respecto a la topologia del orden (al menos si C' es
un conjunto), pero no vamos a necesitar nunca este hecho.

Una caracterizacion util es la siguiente:
Teorema 6.2 Sea A un ordinal limite o bien A\ = Q). Una subclase C' de \ es
cerrada en \ st y solo si para todo conjunto X C C no wvacio y acotado en A

se cumple que sup X € C. Equivalentemente: para todo X C C no vacio, si
sup X € A, entonces sup X € C.

DEMOSTRACION: Supongamos que C' es cerrada y sea X un subconjunto en
las condiciones indicadas. Llamemos § = sup X.

197
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Sid € X entonces § € C. Supongamos que § ¢ X y veamos que igualmente
0 € C. En primer lugar, ¢ es un ordinal limite, pues si fuera § = 0 tendria que
ser X = {0} y si 8 < § entonces < « para cierto a € X, luego a < 4, pero,
como 0 ¢ X, ha de ser a < §, luego f+1 < a+1<9.

En realidad hemos probado también que § N C' no esta acotado en ¢, pues,
dado 8 < §, hemos encontrado un « € § N C mayor que 3. Por definicién de
clase cerrada concluimos que § € C.

Reciprocamente, si C' tiene la propiedad indicada y § < A es un ordinal
limite tal que § N C no esta acotado en §, es claro que 6 = sup(d N C), luego
0eC. n

Definiciéon 6.3 En lo sucesivo las iniciales c.n.a. significaran “cerrado no aco-
tado”, es decir, diremos que una clase C' C X es c.n.a. en A si es cerrada en A 'y
no esta acotada en .

Un resultado fundamental es que los conjuntos cerrados no acotados se con-
servan por intersecciones si su numero no alcanza la cofinalidad de A:

Teorema 6.4 Sea \ un ordinal limite de cofinalidad no numerable, B < cf X\ y
{Ca}a<p una familia de conjuntos c.n.a. en A. Entonces se cumple que [\ Ca
es c.m.a. en A. a<p

DEMOSTRACION: Del teorema anterior se sigue inmediatamente que la in-
terseccion de cualquier familia de cerrados es cerrada. Sélo queda probar que
) C. no esta acotado.
a<f

Sea fo : A — X la funcién dada por f,(§) = min{e € C, | § < €}
La definicién es correcta porque C, no estd acotado en A\. Para todo § < A
tenemos que § < fo(0) € C,.

Sea ahora g : A — A la funcion dada por g(d) = sup f, (). Notemos que
a<lf

g(6) € X por la hipotesis de que § < cf A. Es claro que si § < A\ entonces
§ < g(8) < g¥(8) < A, donde g“ es la funcion iterada de g definida en 5.52.

Ademés ¢¥(9) es un ordinal limite, pues si a < ¢g¥(d), entonces o € g™ (d)
para cierto n € w y asi a+ 1 < g™(8) < g(g™(8)) = g"T1(8) < g¥(4).

Se cumple que ¢g¥(d) N C, no esta acotado en g*¥(d), pues si v € g*(9),
entonces 7 € g"(6) < fa(d"(3)) € Ca ¥ fulg"(3)) < 9(4™(8)) = g"1(3) <
9°(9), o sea, v < fa(g"(9)) € g*(6) N Co.

Como C, es cerrado podemos concluir que ¢g¥(d) € C,, y esto para todo
a < B, luego § < ¢g¥(6) € () Cq, lo que prueba que la interseccion es no
acotada. a<f .

Nota Hemos enunciado el teorema anterior para conjuntos por no complicar el

enunciado, pero vale igualmente (con la misma prueba) si A = Qy 8 es un ordinal

cualquiera. Se podria objetar que no tiene sentido considerar una sucesiéon

{Ca}a<p de clases (necesariamente propias) c.n.a.s en {2, pero tal sucesién puede

definirse como una subclase C C Q x 8, de modo que C,, = {e | (¢,a) € C}.
u
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El teorema siguiente nos proporciona los primeros ejemplos no triviales de
cerrados no acotados:

Teorema 6.5 Sea k un cardinal regular no numerable. Un conjunto C' C K es
c.n.a. en k si y sélo si existe una funcion normal f : kK — & tal que f[k] = C.

DEMOSTRACION: Por el teorema 3.26, ord C' < k y como |C| = k (porque C
no esta acotado en x y k es regular), ha de ser ord C' = . Sea, pues, [ : K — C
la semejanza. Basta probar que f : Kk — k es normal. Claramente solo hay que
ver que si A < k entonces f(A) = |J f(d). Ahora bien, A = sup,{J | § < A},
luego, al ser f una semejanza, 5<A

fA) = supc{f(0) [ 6 <A} = 6L<J>\f(5).

En efecto, como x es regular tenemos que |J f(0) € k y como C' es cerrado
o<

tenemos que |J f(d) € C, luego obviamente se trata del supremo del conjunto
o<

{f(8) [ 6 <A}

Supongamos ahora que C' es el rango de una funciéon normal f. Entonces
|C| = k y en consecuencia C no esta acotado en x. Si d < k es un ordinal limite
tal que 6N C no esta acotado en §, entonces sea A = {a < k| f(a) < §}. Es facil
ver que A es un ordinal limite y f|x : A — ¢ es inyectiva, luego |\| < |d] < &,
de donde A < k. Por consiguiente podemos calcular

f) = U fla) =sup(6NC) =4,

a<A

luego § € C' y C es cerrado. n

Nota La prueba se adapta con cambios minimos (que la simplifican) al caso
en que k = ). En tal caso, en lugar del teorema 3.26 aplicamos 3.27, que nos
da una semejanza ' : Q@ — C. El resto de la prueba vale sin mas cambio
que omitir las referencias a la cofinalidad de . Para el reciproco, en lugar de
afirmar que |C| = &, concluimos que C no esta acotado porque toda funcion
normal cumple Aa o < F(a), y luego tenemos trivialmente que A € €, sin
necesidad de considerar cardinales. m

El teorema 5.54 prueba que una funcién normal en un cardinal regular no
numerable tiene un conjunto no acotado de puntos fijos. Ahora probamos que
dicho conjunto también es cerrado.

Teorema 6.6 Sea k un cardinal reqular no numerable o bien Kk = 1 y sea
f 1k — Kk una funcion normal. Entonces la clase F = {a < k| f(a) = a} es
c.n.a. en k.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que F' no esta acotada en k. Veamos que es
cerrada. Para ello tomamos A < k tal que AN F no esté acotado en A\. Entonces
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f) = U f(0). Sid < A, entonces existe un n € F tal que 6 < 7, luego
O<A
f(0) < f(n) = n < A, y por consiguiente concluimos que f(A) < A. La otra

desigualdad se da por ser f normal, luego A € F, que es, por tanto, cerrada.
u

A partir de aqui nos restringimos a estudiar conjuntos cerrados no acotados
(no clases). La mayor parte de las ocasiones en que se dice que un conjunto es
evidentemente c.n.a. se estd apelando tacitamente al teorema siguiente:

Teorema 6.7 Sea k un cardinal regular no numerable y A un conjunto de apli-
caciones f : "k — Kk, donde n es un niumero natural que depende de f. Supon-
gamos que |A| < k. Entonces el conjunto

C={a<k|Nfn(fEANf:"k — k= f["a] C )}
es c.n.a. en K.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que el conjunto A consta de una tnica
funcién f : "k — kK, pues el conjunto C' para un conjunto de menos de K
funciones es la interseccion de los conjuntos correspondientes a cada una de
ellas, luego el caso general se deduce de 6.4.

Sea A < k tal que C'N X no esté acotado en A\, tomemos €1,...,€, € Ay sea
B € C N A mayor que todos ellos.

Asi f(er,...,€n) € f["B] C B < A, luego Az € "\ f(z) € A, es decir,
f[™"A] C A, lo que implica que A € C, luego C' es, por tanto, cerrado.

Sea a € k. Definimos recurrentemente una sucesion {a,, } de ordinales en .
Tomamos oy = a y, supuesto definido a,,, sea a,,+1 €l minimo ordinal tal que
f[Mam] C ams1 < K (existe porque |f["am]| < ["am| < &, luego f["am,] esta
acotado en k). Finalmente definimos a* = sup «,, € k. Claramente o < o*.

mew
Si probamos que o* € C tendremos que C es no acotado.
Tomemos ordinales €, ...,€6, € a*. Entonces existe un natural m tal que
€1,...,En € Qpy v asi
fler, ... en) € f["am] C amyr < a,
luego fla*] C a* y, consecuentemente, o* € C. "

Si k es un cardinal regular no numerable, el teorema 6.4 nos da que la inter-
seccion de una cantidad menor que x de subconjuntos c.n.a.s es c.n.a. Obvia-
mente esto no es cierto para familias cualesquiera de k conjuntos (por ejemplo
para {k \ a}a<x), pero si se cumple un hecho parecido y de gran utilidad. Para
enunciarlo necesitamos una definicion:

Definicion 6.8 Sea {X,}a<x una familia de subconjuntos de un cardinal .
Llamaremos interseccion diagonal de la familia al conjunto

A Xo={yv<rlye N Xa}

a<k a<y
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Si intentamos probar algo “razonable” y “nos gustaria”’ que una interseccion
de k conjuntos c.n.a.s fuera c.n.a., es probable que en realidad nos baste lo
siguiente:

Teorema 6.9 Sea k un cardinal regular no numerable y {Cy o<k una familia
de conjuntos c.n.a. en k. Entonces N C, es c.m.a. en K.
a<k

DEMOSTRACION: Por abreviar, llamaremos D a la interseccion diagonal.
Tomemos A < k tal que AN D no esté acotado en A\. Hemos de probar que
A € D, es decir, tomamos o < Ay hemos de ver que A € C,. A su vez, para
ello basta probar que A N C,, no esta acotado en A, pero si § € A tenemos que
existe un € € AN D tal que «, B < e. Como € € D se cumple que € € C, N A,
luego, efectivamente, C,, N A no esté acotado en A\ y D es cerrado.

Para cada 8 < k, el teorema 6.4 nos permite tomar g(3) € ()| C, tal que
B < g(B). Tenemos asi una funcién g : K — &. a<p

Por el teorema 6.7, el conjunto

C={Ner|g[\Cr}

es c.n.a. en £ (en principio tenemos que es c.n.a. el conjunto de todos los ordinales
a < k tales que gla] C a, pero es claro que el conjunto de los A < k también
es c.n.a., y C es la interseccion de ambos conjuntos). Si probamos que C' C D
tendremos que D no esta acotado.

Sea A € C. Tomamos o < A y hemos de ver que A € C,, para lo cual se ha
de cumplir que A N C, no esté acotado en A\. Ahora bien, si § < A, tomamos
ec€ Atal que a, 6 <e. Asid < g(e) € ANC,. .

Definicion 6.10 Sea A un ordinal limite de cofinalidad no numerable. Defini-
mos el filtro de cerrados mo acotados en A\ como el conjunto

cna.(\)={X CcA|VCO(C C X ACescna.en \} CPA

Es inmediato comprobar que realmente es un filtro en A en el sentido de la
definicion 4.30. En general, si k es un cardinal infinito, un filtro F' es xk-completo
si cuando A C F con |A| < k, se cumple que [ A € F. En estos términos, hemos
probado que el filtro c.n.a.(\) es cf A-completo.

La idea subyacente es que un filtro en un conjunto X puede verse como una
determinacion de lo que entendemos por subconjuntos “muy grandes" de X. Lo
que dice la definiciéon 4.30 es que X es “muy grande” y @ no, que la interseccion de
dos conjuntos “muy grandes” es “muy grande” y que todo conjunto que contiene
a un conjunto “muy grande” es “muy grande”.

Equivalentemente, podemos considerar que un subconjunto de X es “muy
pequeno” si su complementario es “muy grande". Si un filtro es x-completo,
esto se traduce en que la unién de menos de k conjuntos “muy pequenos’ es
“muy pequena”. Por ello, cuando mayor sea x, mas justificado estara el consi-
derar como “muy pequenios”’ a los complementarios de los conjuntos del filtro y,
por consiguiente, més justificado estara considerar como “muy grandes" a los
conjuntos del filtro.
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El interés de estos conceptos se debe a que, por ejemplo, si tenemos una
familia de menos de k subconjuntos “muy grandes” de un cardinal regular k,
sabemos que la intersecciéon serda también “muy grande”, y en particular sera
no vacia, luego podremos tomar ordinales que cumplan simultdneamente las
propiedades que definen a todos los conjuntos de la familia. No obstante, es
frecuente tener que trabajar con conjuntos que no son “muy grandes”’, pero
puede ser suficiente con que no sean “muy pequenos”. Esto nos lleva al concepto
de conjunto estacionario que presentamos en la secciéon siguiente.

6.2 Conjuntos estacionarios

Un conjunto estacionario es un conjunto “no muy pequeno”’, es decir, cuyo
complementario no es “muy grande”:

Definiciéon 6.11 Sea A un ordinal de cofinalidad no numerable. Un conjunto
E C X es estacionario en A si A\ E ¢ c.n.a.(A).

Explicitamente, esto significa que A\ E no contiene a ningin c.n.a. o, equiva-
lentemente, a que E corta a todos los c.n.a.s. Asi, un conjunto estacionario no
es necesariamente “muy grande”, pero es lo suficientemente grande como para
cortar a cualquier conjunto “muy grande”. Incluimos esto como una de las pro-
piedades de los conjuntos estacionarios que recogemos en el teorema siguiente:

Teorema 6.12 Sea A un ordinal de cofinalidad no numerable y E C A. Se
cumple:

1. 81 E es c.n.a en \ entonces E es estacionario en \.
2. E es estacionario en A st y sélo si corta a todo c.n.a. en \.
3. Si E es estacionario en \ entonces no estd acotado en \.

4. Si E es estacionario y C es c.n.a. en A entonces ENC es también esta-
ctonarto en .

DEMOSTRACION: 1) es inmediato: si E no fuera estacionario entonces A\ F
contendria un c.n.a. disjunto de F.

2) E es estacionario si y s0lo si A\ E ¢ c.n.a.()), siy solo si no existe ningtan
cana. C tal que C C A\ E, si y solo si todo c.n.a. C corta a E.

3) Se sigue de 2) junto con el hecho obvio de que si a € A entonces A\ « es
c.n.a.

4) Si C’ es otro c.n.a. en A, entonces C N C’ es c.n.a., luego ENCNC' # @
por 2), luego, también por 2), E N C es estacionario. "

Notemos que si E es estacionario en A y 6 < A, entonces F corta a A\ 9,
porque es c.n.a. en A, luego E contiene ordinales mayores que 6. Asi pues, todo
conjunto estacionario es no acotado. También es obvio que todo conjunto que
contenga a un conjunto estacionario es estacionario.

Veamos un ejemplo:
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Teorema 6.13 Sea \ un ordinal limite de cofinalidad no numerable y k < cf A
un cardinal regular. Entonces {o < A | cfa = K} es estacionario en X.

DEMOSTRACION: Llamemos E al conjunto del enunciado. Sea C un c.n.a.
en Ay sea a = ordC. Tenemos que |a| = |C| > cf A > k. Por lo tanto x < a.
Sea f: a — C la semejanza. Igual que en la prueba de 6.5 se ve que f es una
funcion normal, por lo que cf f(k) = cf kK = K, de modo que f(k) € C N E. Por
el teorema anterior concluimos que E es estacionario. n

Ejemplo Los conjuntos
{a<wy|cfa=N} v {a<ws|cfa=8}

son estacionarios disjuntos en ws, luego vemos que la interseccién de conjuntos
estacionarios no es necesariamente estacionaria. Més atun, de aqui se deduce
que existen conjuntos estacionarios que no son cerrados. n

Veamos ahora una caracterizaciéon muy tutil de los conjuntos estacionarios en
un cardinal regular. Para ello necesitamos una definicién:

Definicion 6.14 Si A C k, una aplicacion f: A — k es regresiva si
Na € Ala#0— f(a) < a).

Teorema 6.15 (Fodor) Sea k un cardinal regular no numerable y E C k. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. E es estacionario en k,

2. Si f: E — Kk es regresiva, existe un o < K tal que

T} ={BeE|f(B)=a}
es estacionario en K,

3. Si f: E — Kk es regresiva, existe un o < K tal que

fTH{e ) ={BeE|f(B)=a}
no estd acotado en K.

DEMOSTRACION: 1) — 2) Si f es regresiva pero f~![{a}] no es estacionario
para ningtin « < K, tomemos un c.n.a. Cy, tal que C, N f~1[{a}] = &. Entonces
D = A C, estambién c.n.a. en k. Por consiguiente FND es estacionario, luego

a<Kk
podemos tomar v € END, v # 0. En particular v € () Cy,. Sea d = f(vy) < 7.
a<ly
Asiy e fFH{0}NCs = @.

2) — 3) es obvio.
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3) — 1) Si E no es estacionario, sea C un c.n.a. en  tal que CNE = &. Sea
f+ E — & la aplicaciéon dada por f(a) = sup(C Na). Claramente f(a) < «,
pero f(a) € C'y a € E, luego de hecho f(a) < ay f es regresiva.

Por otra parte, si 7 < k, como C no esta acotado, existe un a € C tal que
v < a. Vamos a probar que f~'[{y}] C a+ 1, es decir, que f1[{y}] esta
acotado en k para todo 7, en contradiccion con 3). En efecto, sid € E'y a < 4,
entonces f(0) =sup(C Nd) > «, pues a« € C'NJ. Asi pues, f(0) # 7. "

Terminamos la secciéon con un resultado nada trivial sobre conjuntos esta-
cionarios que tiene aplicaciones importantes. Necesitamos un resultado auxiliar
previo.

Teorema 6.16 Sea k un cardinal reqular no numerable y sea E un subconjunto
estacionario en k. Entonces el conjunto

T={AeE|ctA=RyV (cfXA >Ry AENX no es estacionario en \)}
es estacionario en k.

DEMOSTRACION: Tomamos un conjunto c.n.a. C' en x. Hemos de probar
que CNT # @. Sea

C'={AeC|CnNXescna. en \}.

Veamos que C’ es c.n.a. Por el teorema 6.5 sabemos que existe una funcion
normal f : Kk — & tal que f[x] = C. Por otra parte, el conjunto L = {\|\ < k}
es claramente c.n.a. en £, luego existe g : Kk — k normal tal que g[k] = L. Sea
h=go f:xk— k. Basta ver que C' = h[x].

Si « € K, entonces g(«) € k es un ordinal limite, luego

h(a) = flg(a)) = U f(3),
d€g(a)
donde cada f(8) € C, luego h(a) N C no esté acotado en h(a) (y es cerrado).
Asf pues, h(a) € C".

Tomemos ahora A € C’. Sea a < k tal que f(a) = A. Si @ = 0 entonces A
es el minimo de C, luego C' N\ = & esta acotado en A, lo cual contradice que
xel'.

Sia = B+1 entonces f(3) es una cota de CNAen A, pues f(8) € f(B+1) =\
y, sid € C'N A entonces 6 = f(v) para un v € k. Asi, § < A\, f(v) < f(a),
y<a=p06+4+1v<8,6=f(y) < f(B), luego también C' N A resulta estar
acotado en A y tenemos otra contradiccion.

La tunica posibilidad es que a sea un limite, luego existe ¢ < k tal que
a=g(e), y asi A = h(e) € h[x].

Como E es estacionario y C’ es c.n.a. tenemos que ENC’ # &. Sea A el
minimo de ENC’. Sicf A = Ny entonces A € TN C # &. Supongamos que
cf A > Rg. Como A € C’ tenemos que A N C no esta acotado en A\. Vamos a
probar que, de hecho, A N C’ no esta acotado en \. Para ello consideramos la
aplicacién f : A —> X que a cada a € X le asigna el minimo ordinal en AN C
mayor que .
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Vamos a probar que si a < A, entonces f“(a) € AN C’' vy, desde luego,
a < f“(a). Teniendo en cuenta que § < f(J) para todo § < A, es claro que
la sucesion f(«) es estrictamente creciente de ordinales de A N C. De aqui
deducimos que su supremo f“(a) es un ordinal limite y f“(a) N C no esta
acotado en f¥(a). Como C es cerrado concluimos que f“(«) € C y de aqui a
su vez que fY(a) € ANC".

Por otra parte, es inmediato comprobar que AN C’ es cerrado en A, luego se
trata de un c.n.a. Ahora bien, ANC")N(ANE) C AN (C'NE) = @, porque A
es el minimo de C’ N E. Esto significa que E N A no es estacionario en A, luego
AXeTnNnC #£o. "

No es facil encontrar ejemplos de conjuntos estacionarios disjuntos en wj.
Sin embargo, lo cierto es que existen, como se desprende del siguiente teorema
general:

Teorema 6.17 (Solovay) Sea k un cardinal regular no numerable y A un con-
Junto estacionario en k. Entonces existen conjuntos {Eqy}a<x €stacionarios
en k y disjuntos dos a dos tales que

A= | E.

a<k

DEMOSTRACION: Sea
T={A€A|ctA=RyV (cfA>Ry A AN no es estacionario en A},

que segun el teorema anterior es estacionario en x. Para cada A\ € T tomemos
fxn i ef A — X cofinal y normal. Veamos que si c¢f A > Ry podemos exigir que
f)\[Cf)\] NT =g.

En efecto, si cf A > W tenemos que A N A no es estacionario en A, luego
tampoco lo es T'N A. Por consiguiente existe un c.n.a. C' en A de manera que
CNTNA=d. Definimos f§ : cf A — X mediante

f5(0) =minC,
f¥(a+1) = minimo ordinal € € C tal que f5(a) <ey fi(a) <e.

RNy = U f309).

<N

Claramente f} es normal y una simple inducciéon (usando que C' es cerrado
en el caso limite) prueba que f¥ : cfA — C. Como fi(a) < fi(a+ 1)
para todo @ < Ay f\ es cofinal, es claro que f; también lo es, y ademas
AN NT CcONT =@.

En lo sucesivo suprimiremos los asteriscos. Veamos ahora que existe un
d < k tal que para todo € < k el conjunto

F.={MeT|do<ctANA fr(0) > €}

es estacionario en k.
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En caso contrario, para todo § < k existe un €(d) < k y un c.n.a. Cs en Kk
tales que
{NET o< cEANfr(0) 2 €(d)}NCs = 2.

Equivalentemente, para todo § < k existe un €(§) < k y un c.n.a. Cs en K
tales que si A € TN Cs y § < cf A, entonces fx(d) < €(9).
Sea C = A C,, que es c.n.a. en k. Si A € CNT, entonces

N6 < cf X fr(6) < €(6)

(puesto que A € T'NCs).

Claramente, D} = {y € k | €(6) < v} = £\ (¢(d) + 1) es c.n.a. en k. Por
consiguiente, D5 = {y € C | €(0) < v} = CN Dj es c.n.a. en K y, a su vez,
D={yeC|Ns<vyeld) <vy}= A Dsescn.a.en k.

0<K

En consecuencia T' N D es estacionario y, en particular, tiene al menos dos
elementos v < A. Veamos que

() Sid<~vyyd<ct entonces f(d) < e(d) < 7.
En efecto, A € D, A € CNT, fr(0) < €(d) y, como v € D, también €(d) < 7.

Como fy es cofinal, existe un § < cf A (podemos tomarlo infinito) tal que
v < £2(0), luego —por lo que acabamos de probar— v < § < c¢f A\. En particular
la condicion § < cf A es redundante en (x), y ademés tenemos que cf A > Ng.
Tenemos, pues, que si d < v entonces f)(8) < 7, luego fa(v) = U frn(d) <~.
6<y

Como fy es normal tenemos, de hecho, la igualdad fy\(vy) = =, pero esto es
imposible, pues y € T'y fa(v) ¢ T.

Con esto hemos encontrado un § < k tal que para todo € < k el conjunto
F. es estacionario en k. Sea g : T — k la funcion dada por g(A) = fi(9),
obviamente regresiva.

Para cada € < k tenemos que g|r. : F. — K es regresiva, luego por 6.15
existe un . < k tal que G, = (g|r,) " ({7e}) es estacionario en k.

Si A € G, entonces 7. = g(A\) = fu(d) > € (porque G, C F.). Asi pues,
Ne < Kk € < ..

Por consiguiente, el conjunto B = {7, | € < k} no esta acotado en &, luego
tiene cardinal x. Sea h : kK — B biyectiva y sea Eq = Gj(o). Asi, los conjuntos
E,, son estacionarios en k y disjuntos dos a dos, pues si 7. # 7 entonces
G.NGe = 2. Ademas E, = Gh(a) C Fh(a) cTCA.

Sea U = A\ |J E,. Podemos cambiar Ey por Ey UU, y asi conseguimos

a<k
que la unién de los F, sea A. n

6.3 Un teorema de Silver

Vamos a aplicar los resultados sobre conjuntos estacionarios y cerrados no
acotados para probar un importante resultado sobre la hipétesis de los cardinales
singulares.
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Diremos que un cardinal infinito x cumple la HCG si 2 = x*. Diremos
que x cumple la HCS si 2cfr o gefE = kgt

Es claro que la HCG (resp. la HCS) equivale a que la HCG (la HCS) se
cumpla en todos los cardinales.

Teorema 6.18 (Silver) Se cumple:

1. Si k es un cardinal singular de cofinalidad no numerable y los cardinales
(infinitos) menores que k cumplen la HCG entonces k cumple la HCG.

2. Si no se cumple la HCS, entonces el minimo cardinal que no la cumple
tiene cofinalidad numerable.

3. Sila HCS se cumple sobre los cardinales de cofinalidad numerable, enton-
ces se cumple sobre todos los cardinales.

En adelante supondremos que Ry < g = cfk < K y que {Kq}ta<, €5 una
sucesiéon normal de cardinales cofinal en k.

Definicion 6.19 Dos funciones f y g de dominio p son casi disjuntas si el
conjunto {a < p | f(a) = g(a)} esta acotado en .

Una familia F de funciones de dominio p es casi disjunta si esta formada por
funciones casi disjuntas dos a dos.

Nos interesa este concepto debido al teorema siguiente:

Teorema 6.20 Si {kq}a<, s una sucesion normal de cardinales cofinal en

Yy, para cada X C K, consideramos fx € [[ Prq dada por fx(a) = X N kg,
a<p
tenemos que F = {fx | X € Px} es una familia casi disjunta y |F| = 2%.

DEMOSTRACION: Es claro que si X,Y € Pk son distintos, existe un a < p
tal que X N ko # Y N Ky, por lo que {a < p | fx(a) = fy(a)} C a. Esto
prueba que la familia F es casi disjunta, asi como que la aplicaciéon X — fx es
inyectiva, luego |F| = |Px| = 2"~. n

El resultado basico para acotar el cardinal de una familia en las condiciones
del teorema anterior es el siguiente:

Teorema 6.21 Si \v < k v* < k, F C [] As es una familia casi disjunta
a<p
de funciones y el conjunto {a < p | |Aa| < Ko} es estacionario en u, entonces

1F| < .

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que los conjuntos
A, estan formados por ordinales y que {a < p1 | Ay C Ko} €s estacionario en y
pues, biyectando cada A, con su cardinal podemos construir otra F equipotente
a la dada y en las mismas condiciones.
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Sea Ey = {\ < | Ax C KA}, que es estacionario en i, pues es la interseccion
del conjunto que estamos suponiendo que es estacionario con el conjunto de los
ordinales limite < u, que es c.n.a.

Si f € F, entonces para todo A € Ey tenemos que f(\) € Ay C Ky y como
{Ka}ta<, es normal existe un ordinal g(A) < A tal que f(A) € Kg(x)-

Como Ej es estacionario y g : Ey — u es regresiva, el teorema 6.15 nos da
un conjunto estacionario Ky C Ejy tal que g es constante en Fy: En particular
f esta acotada en Ey por un ko < k.

La aplicacion que a cada f le asigna f|g, es inyectiva, pues si f|g;, = g|g,
entonces f = g por ser F casi disjunta (los conjuntos Ey y E4 son no acotados).

El namero de funciones h : E — Kk, con E C p fijo es a lo sumo (teniendo
en cuenta la hipotesis)

U s

a<p

<Y RES Y K=k
a<p a<p
Como |Pu| = 2# < k, el ntimero de funciones h : E — Kk, para cualquier E
es a lo sumo 2* - Kk = k.
Como hemos asociado a cada f € F una funcion h = f|g, distinta y a lo
sumo puede haber  funciones h, ha de ser |F] < k. n

En realidad vamos a necesitar una ligera variante de este teorema:

Teorema 6.22 Si A\v < k v* < K, F C [] Aa es una familia casi disjunta
a<p

de funciones y el conjunto {a < p | |As] < KL} es estacionario en u, entonces
|F] < KT

DEMOSTRACION: Como en el teorema anterior podemos suponer que los
conjuntos A, estan formados por ordinales y que Fy = {a < pu | Ay C KL} es
estacionario en p.

Sea f € Fy E C Ey estacionario. Definimos

Fre={9 €T Na€ Eg(a) < f(a)}.

Claramente se trata de una familia casi disjunta contenida en [[ B, donde
a<p

B :{f(a)—I—l sia€E,
“ K en caso contrario.

Asi, si « € E C Fy, tenemos que f(a) € kt, luego |B,| = |f(a) + 1| < k.
Por consiguiente el conjunto {& < | |Ba| < Ko} es estacionario (contiene a E)
y podemos aplicar el teorema anterior, segtn el cual |Ff g| < k.

Ahora definimos

Fr={g€F|VE C Ey(E estacionario A Aa € Eg(a) < f(a))} =UTFt.E,
E

donde F varia en los subconjuntos estacionarios de Ey. Claramente

|Frl <Dk <20k =K.
B



6.3. Un teorema de Silver 209

Veamos finalmente que |F| < x*. En otro caso tomemos { fo } o< .+ funciones

U Fa| < > k=T, luego ha de existir una
a<kt a<kt

distintas en F. Tenemos que

funcion f € F\ U Fa-
a<kt
En tal caso el conjunto {y € Ey | f(7) < fa(¥)} no es estacionario para
ningtin o < x7, luego su complementario {y € Eq | fo(y) < f(7)} si lo es, y
esto significa que cada f, € Fy, lo cual es imposible, dado que hay £ funciones
fay |Ff] < k. .

Con esto podemos probar una version mas general que el apartado 1) del
teorema de Silver:

Teorema 6.23 Si el conjunto {a < p | 2> = Kt} es estacionario en p, en-

tonces 2% = kt.

DEMOSTRACION: Veamos que /\v < k v* < k. En efecto, si v < k sea « tal
que v, it < Ko ¥ 2% = kL. Entonces v# < gfie = 2Fe = kT < kopq < K.

Por lo tanto, podemos aplicar el teorema anterior a la familia casi disjunta
construida en el teorema 6.20 para concluir que 2% = |F| < k™. L]

Para probar el resto del teorema de Silver necesitamos un paso mas:

Teorema 6.24 Si \v < k v* < K y el conjunto {a < p | k&% = kE} es

estacionario en p, entonces kM = k.

DEMOSTRACION: Para cada h : p — & sea fr, = {ha}a<u, donde las
aplicaciones h,, : 4 — & vienen dadas por

ha(8) = { PB) 5L A(B) < fi.

0 en otro caso.

Sea F = {fn | h € “rk}. Si h # g, entonces f, y fr son casi disjuntas, pues si
h(d) # g(6) y ambos son menores que k,, entonces

{0 <plfu()=f,(0)} Catl

En particular si h # g se cumple fj, # fgy, luego |F| = k. Ademés F es casi
disjunta y esta contenida en [] “kq.
a<p
Queremos aplicar el teorema 6.22 para concluir que x* = |F| < k. Necesi-
tamos, pues, probar que el conjunto £ = {a < p | k% = k}!'} es estacionario en
. Para ello consideramos el conjunto

C={N<pul|Av<ryvh <k}

Veamos que si A € C' entonces Iﬁ:(j\f " = kk. De aqui se seguira que

{a<p|rdre =ktinCCE

y, como el conjunto de la izquierda es estacionario por hipotesis, si probamos
también que C' es c.n.a., concluiremos que E es estacionario, tal y como nos
hace falta.



210 Capitulo 6. Conjuntos cerrados no acotados y estacionarios

Sea, pues, A € C. Entonces cfry = cfA < A < pu. Sea ky = >, Va,

a<cf kK

donde Aa < cf k) vy < k). Asi

£ " f
i ski= (T w) < T ws T me=se
a<cf Ky a<cf Kk a<cf Kk
Segun lo dicho, ahora s6lo queda probar que C' es c.n.a. en u. Para ello
definimos [ : p — p mediante

(o) =min{f8 < u| K < Kk}
Basta probar que
C={|A<putn{a<pulla] Ca}.

En efecto, si A € C y o < A, entonces k¥ < kjy, existe un 8 < A tal que
KE < kg, luego I(a) < B < A. Por lo tanto I[A] C A.

Reciprocamente, si [[\] C Ay v < k), sea a < A tal que v < k,. Entonces
v < KL < Ki(a) < K, luego A € C. n

Ahora estamos en condiciones de probar el apartado 2) del teorema de Silver,
y el apartado 3) es una consecuencia inmediata. Sea k el minimo cardinal que
incumple la HCS, es decir, k > R, 2°T% < k, pero k* > k+. Supongamos que
cf kK > N.

Sea pt = cf K y {Ka}a<u como en los teoremas precedentes. Tenemos que la
HCS se cumple bajo k, luego el argumento del teorema 5.78 es valido en este
contexto y nos permite probar que si v < k entonces v* toma uno de los valores
21, 11 o pt, Iuego en particular Av < k v* < k.

Sea E = {a < p|cfr, =Ng A 2% < k,}. Es claro que E es estacionario
en pu, pues contiene a la interseccion del c.n.a. p\ ap, donde ag es el minimo
ordinal tal que 280 < £, con el conjunto {\ < i | cf A (= cf ky) = Ng}, el cual
es estacionario por el teorema 6.13.

Si o € E, entonces 2°t%e < k,, con cf kg = Ny y, como ko < K cumple
la HCS, rf*e = k. de modo que E C {a < p | k%« = kt}. Concluimos
que este dltimo conjunto es estacionario y ello nos permite aplicar el teorema
anterior, segun el cual k% = 7. L]

Tenemos asi un ejemplo no trivial de las numerosas restricciones que se
conocen sobre la funcién del continuo en cardinales singulares. Por ejemplo, si
suponemos que Na < wy 2R = a+1, entonces necesariamente Nwy = N +1-
En la seccion siguiente generalizamos este hecho.

6.4 El teorema de Galvin-Hajnal

Dedicamos esta seccion a demostrar varias generalizaciones del primer apar-
tado del teorema de Silver, la mas importante de las cuales es la siguiente:

Teorema 6.25 (Galvin-Hajnal) Si Xy es un cardinal singular limite fuerte
de cofinalidad no numerable, entonces 2R < N(Q\M)Jr.
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En general, si A es un ordinal limite de cofinalidad no numerable, llamamos
p=cfRy =cf XA > Xy y fijamos una sucesion {0, }a<, cofinal y normal en A,
de modo que los cardinales k, = N5, forman una sucesién cofinal y normal en
KR = N,\.

El teorema 6.20 nos permite expresar 2%* como el cardinal de una familia

casi disjunta F C [] Prq. Vamos a probar un teorema general del que se
a<p
deducira facilmente el teorema de Galvin-Hajnal, pero para enunciarlo tenemos

que introducir un concepto:

Definicion 6.26 Sea A un ordinal limite de cofinalidad p = cf A, ¢ un cardinal
regular no numerable y A > p un ordinal limite, Consideramos en #\ la relaciéon
dada por

P <¢ siysolosi {a<p|d(a)<y(a)} no es estacionario

0, equivalentemente, si existe un c.n.a. C' C p tal que, para todo a € C, se
cumple ¥(a) < ¢(cv).

Se trata de una relacion bien fundada, pues si {¢, }n<w fuera una sucesion
decreciente, para cada n existiria un c.n.a. C,, C k en el que ¢,11(a) < ¢ (@),

pero entonces ﬂ Cn es c.n.a. y un & en esta interseccion daria lugar a una
new

sucesion decreciente de ordinales {¢,(a)},. Por lo tanto, podemos definir un
rango || || : A — © dado por

o[l = sup{lll +1 14 < 6}

Una simple induccion prueba que ||¢]| < (JA\[*)*. Notemos que ||¢|| =0 siy
solo si no existe ningan 1 < ¢, lo cual sucede si y solo si {a < p | ¢(a) = 0}
es estacionario (si este conjunto no es estacionario, la funciéon ¥ (a) = 1 cumple

Y < 9).

El resultado fundamental es el teorema siguiente (en el que la hipotesis
A < Ry se puede eliminar):

Teorema 6.27 Sea k = N\ > X un cardinal singular de cofinalidad no nume-
rable p y supongamos que todo cardinal v < Ry cumple v* < Ry. Sea {0a}a<p

una sucesion cofinal y normal en X\ y sea F C [] Aa una familia casi disjunta
a<k
de funciones tal que existe una funcion ¢ : p — X de modo que, para todo

a < p, se cumple que |Aq| < Vs 4 p(a). Entonces |F| <Ry pjq)-
Admitiendo esto, podemos probar:

Teorema 6.28 Sik = N\ > A es un cardinal limite de cofinalidad p > Rg, todo

cardinal v < Ry cumple v < Ry y F C [] Aa es una familia casi disjunta
a<p

de funciones de modo que, para todo o < p, se cumple |A,| < Ry, entonces

|5t| < N(2\M)+.
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DEMOSTRACION: Fijemos una sucesién {dq }a<, cofinal y normal en Xy,
para cada a < p, sea ¢(a) < A el minimo ordinal tal que [Ay| < V5 1 4(a). El
teorema 6.27 nos da que |F| < Ry 4, pero [[¢] < (|A*)T < (2M)*F, luego
también A + |6 < (2P, u

De aqui se sigue trivialmente el teorema de Galvin-Hajnal sin més que ob-

servar que el teorema anterior es aplicable a la familia ¥ C [] Pk, dada por el
a<p

teorema 6.20 (notemos que podemos suponer A < Ny, pues en otro caso el teo-
rema es trivial). En efecto, si v < Ry, podemos tomar o < g tal que v, u < Kq,
y entonces v < gle = 2Fa < Ny |y ademés |A,| = |Pra| = 27 < Ry, pues Ny
es un limite fuerte. n

DEMOSTRACION (de 6.27): Podemos suponer que Ay = N5, 44(q). Razona-
mos por induccion sobre ||¢||. Si ||¢]| = 0 tenemos que ¢ toma el valor 0 sobre
un conjunto estacionario, y el teorema 6.21 (aplicado a ko = Ns_, ¥ £ = X)) nos
da que |F| < Ry

Ahora supondremos que el teorema se cumple para funciones 1) de norma
menor que ||¢|| y lo probaremos para ¢, pero antes generalizamos la relacion <
que hemos definido.

Si F C p es un conjunto estacionario, definimos en #\ la relacién dada por
Y <p¢ siysolosi {a<p]|¢d(a)<y(a)}NE no es estacionario.

El mismo argumento empleado para < prueba que <pg esté bien fundada,
por lo que tenemos definido el rango ||¢||g de una funcion ¢ € #A.

En estos términos, ||¢|| = ||¢]|, 0, més en general, si £ contiene un c.n.a.,
entonces < coincide con <g, luego ||¢|| = ||¢||z. He aqui algunas propiedades
elementales:

1. Si{a € p| ¢(a) # ¥(a)} N E no es estacionario, entonces ||¢||g = ||¢] &,
ya que X <g ¢ es equivalente a x <g 1.

2. Si E C F C p son dos conjuntos estacionarios, entonces ||¢||r < ||¢] &,
pues ¥ <p ¢ implica ¥ <g ¢, luego, razonando por <g-induccién,

16llr = sup{l|¢]lr + 1|9 <p ¢} <sup{|[Yllp +1| ¢ <p ¢} <
sup{[[¥[le + 1| ¢ <k ¢} = |4l 5.
3. Si E, F C p son dos conjuntos estacionarios cualesquiera,

[6leur = min{[|¢]| &, 4]l r}-

En efecto, razonamos por induccion sobre ||¢||gur. Supongamos, por
cjemplo, que 9z < |9l y veamos que [¢llpur = [[6]ls. Para cllo
observamos que si ¢ <g ¢, entonces ||[¢||g < |9z < ||¢||lF, luego, por
definicién del rango, existe ¢’ <p ¢ tal que ||¢||g < ||¢'||F.
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Definimos 9" de modo que
Ve =Ymr Ve =YmnE

V" par = max{y, '} gar, ¥"|n\(Bur) = 0.
Asi Y" <pur ¢, pues

{a<plola) <¢"(@}N(EUF)C
{a<plé(e) <p(@}nE)U({a<pld(e) <¢'(a)}nF)

y los dos tltimos conjuntos no son estacionarios porque ¥ <g ¢y ¢’ <p ¢.

Ademas, ¢ > ¢ en Ey ¢ > ¢/ en F, de donde ||¢"||g > ||¥]E,
[¥"lF = |¥']| F, pues x <g 1 implica x <g ¥", luego

[lle = sup{lixllz + 1 [ x <e ¢} < sup{llxlle + 1 x <6 ¥"} = [¢¥"|&,

e igualmente tenemos la otra desigualdad. Aplicando la hipétesis de in-
duccion a 1", tenemos que

14" leur = min{[[v" ||, [|4"lr} = [¢]l2,

luego ||[¥]|g < [|[¥"lEur < ||9llEuF ¥, como esto vale para toda ¥ <g ¢,
resulta que ||¢||g < ||¢||pur ¥y la desigualdad opuesta se da por 2.

4. SiX ={a € F | ¢(«) no es un ordinal limite} no es estacionario, entonces
|¢]| = es un ordinal limite.

En efecto, si § < ||¢| g, existe ¥ <g ¢ tal que § < ||¢)||g. Consideremos la
funcion dada por ¢’ () = ¥(a) + 1. Entonces

{a<pldla) <P (@}nEcCXU({a<p|dla)<d(@)}nE),

luego el primer conjunto no es estacionario, y por lo tanto ¢ <g ¢’ <g ¢,
luego 6 < [[¢]le < [[¥'|le < 9]z, lnego 6 +1 < [[¢'||& < [4]|&-

5. Si X = {a € E| ¢(a) no es un ordinal sucesor} no es estacionario, enton-
ces ||¢||g es un ordinal sucesor.

En efecto, podemos definir ¢’ de modo que ¢(a) = ¢'(«) + 1 para todo
a € X, de modo que {a € | ¢(a) < ¢'(a)} NE C X, luego ¢' <g ¢,
mas ain, si ¥ <g ¢, se cumple que ||[¢||g < ||¢'||g. En efecto, si x <g v,
se cumple también x <g ¢’, pues

{a<p| ¢ (@) <x(@)}nEcCXU{acn|d(@)<x(@)}nE)

({aep|d(a) <v(a)}nE),
pues si & no esté en ninguno de los conjuntos de la derecha, se cumple que
x(a) <¢la) < ¢(a) y ¢(a) = ¢'(a) + 1, luego x(a) < ¢(a) < ¢'().
Por lo tanto, [|¢|| = sup{|[¢[lz + 1[4 <& ¢} = |¢[lz + 1.
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Consideremos ahora los conjuntos
S={a<p|d(a)es un sucesor}, L ={a<p|¢d(a)esun limite},

Z ={a<p|d(a) =0}

Puesto que ¢ = Z U S U L, al menos uno de los tres conjuntos tiene que
ser estacionario. Si suponemos que ||¢|| # 0, entonces Z no lo es, luego S U L
contiene un c.n.a., luego ||¢| = ||¢||lsurL-

Si S (resp. L) no es estacionario, por el mismo motivo ||¢|| = ||¢||r (resp.
loll = ll#lls)- Silos dos son estacionarios, entonces ||¢| = min{||¢||s, ||¢||z},
luego, en cualquier caso tenemos que, o bien ||¢|| = ||#||s o bien ||d] = ||¢|lL

y, mas concretamente, por 4 y 5 tenemos que el primer caso se da si ||@|| es un
ordinal sucesor y el segundo si ||@|| es un ordinal limite.

Con todo esto ya podemos probar el teorema por inducciéon sobre ||¢||. Asi
pues, suponemos que se cumple para funciones de rango menor. Ya hemos visto
que el resultado es cierto cuando ||¢|| = 0. Supongamos ahora que ||¢|| es un
ordinal limite. Entonces el conjunto L es estacionario y ||¢|| = ||9||L.

Para cada f € Fy a € L, tenemos que f(a) < N5, 44(a), luego existe un
Y(a) < ¢(a) tal que f(a) < N5, 4y(q). Definimos ¢(a) = 0sia € p\ L,y
asi Y <r ¢, luego ||[¥|| = |¢]lx < |¥]lz < ||¢]|lz = ||¢]|. Por lo tanto, podemos
aplicar la hipo6tesis de induccién a la familia

Fyp =90 T N5, 1(a)s
a<p

lo que nos da que [Fy| < Ry < Nayje)- Pero hemos probado que toda
f € F esta en una Fy, y hay a lo sumo |A|* < R, funciones ¢ posibles, luego
|F] < Roagg-

Supongamos ahora que ||¢]| = 8+ 1 es un ordinal sucesor, con lo que S es
estacionario y ||¢|| = ||¢]ls. Observemos que si f,g € F, entonces los conjuntos

Ey={aeS|fla)<g(a)},  Ex={aeS|gla)<fla)}

cumplen que S = FE; U Es, luego al menos uno de ellos es estacionario. Si
Ey (resp. E3) no es estacionario, entonces <g coincide con <pg, (resp. <g,),
luego ||élls = ||¢llz, (resp. ||¢lls = ||¢llg,). Si ambos son estacionarios, por 2
concluimos igualmente que ||¢||s tiene que coincidir con ||¢||g, o con ||¢|&,.

En general, para cada g € F y cada conjunto estacionario £ C S tal que
65 = 6]z, definimos

F,m={f€F|AacEfa)<gla)}

Acabamos de probar que, dadas f,g € F, o bien f € F g,, o bien g € Ty g,.
Mas atn, definimos F, = JFy 5, y asi, o bien f € F,, o bien g € Fy.
E

Fijamos ahora E C S estacionario tal que ||¢|ls = ||¢||z y definimos ¢ € #X
mediante Y(a) = ¢p(a) sia € u\ Ey (o) =¢(a) +1sia € E. Asi ) <g &,
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luego |9l < [Wlle < llolle = ll¢ll, es decir, ||| < 5. Podemos aplicar la

hipétesis de induccion a la familia Fy g C I] Ba, donde
a<p

B — gla)+1 sia€kE,
CT A Nourg() St E,

pues claramente | B, | < N5, 1 y(q) (si @ € E, tenemos que [ B, | < N, 14(a), luego
[Bal <N, 4y(a))-

La conclusion es que [Fy g| < Ry yjp) < Raypy, como el niimero de conjuntos
E posibles es a lo sumo 2# < Ry, también [Fy| < Ryj5 < Ny yjg-

Finalmente, vamos a ver que existe un 0 < { = Ny 4| vy una sucesion
{fs}s<o en I de modo que F = |J Fy. Esto implica que [F| < Ny, jg-
6<6
En caso contrario podriamos construir una sucesion { fs}s<¢ por recurrencia
sin mas que elegir

fs€eF\ U Ty,

€<
y entonces, para cada § < &, como f¢ ¢ Fy;, hemos probado que fs € Ty, y
las funciones fs son distintas dos a dos por construccion, luego concluimos que
|F¢.| > &, cuando hemos probado que |Fy, | < €. "

Con esto tenemos probado el teorema de Galvin-Hajnal, pero el teorema
6.27 tiene muchas mas consecuencias. En primer lugar observamos lo siguiente:

Teorema 6.29 Si i es un cardinal regular no numerable, ¢ € *X y B < p, se
cumple ||p|| < B si y solo si {a < p| ¢p(a) < B} es estacionario.

DEMOSTRACION: Veamos que si el conjunto {a < p | ¢(a) < S} es esta-
cionario entonces ||¢|| < . Razonamos por induccién sobre §, para lo cual
suponemos que el resultado es cierto para todo ordinal menor que 3, asi como
que E = {a < p | ¢(a) < B} es estacionario. Entonces, si ¢ < ¢, existe un c.n.a.
C C ptal quesi o € C se cumple ¥(a) < ¢(a). Podemos suponer que C C p\ 5.
Asi C'N E es un conjunto estacionario en el cual ¥(a) < ¢(a) < f < a. Por
el teorema de Fodor 6.15 existe un 6 < § tal que {« € CNE | (o) = J} es
estacionario. Por hipétesis de induccion, |[¢| < 6 < f y, como esto vale para
todo 9 < ¢, concluimos que ||¢|| < 8.

Reciprocamente, si el conjunto del enunciado no es estacionario, existe un
cn.a. C C p de modo que, para todo a € C, se cumple ¢(a) > 3, luego la
funcién constante ¢g(e) =  cumple 3 < ¢. Ahora bien, ||¢g]| = 8 (cumple
llvg|l < B por la parte ya probada y, razonando por induccion, si ||1)5|| = ¢ para
todo & < B, puesto que s < g, se cumple que § = ||¢s|| < [[¥a] < B, luego
It6s1l = B. Por consiguiente, 8 = [[4]l < [l4]- .

Nota A su vez, esto implica que ||¢|| > 8 si y s6lo si toma valores > § en un
conjunto c.n.a, luego ||¢|| > 8 si y sblo si toma valores > [ en un conjunto c.n.a.
(pues ||¢]| > B siy sblo si ||¢|| > ¢ para todo § < ). A su vez, ||¢p|| =B siy
sOlo si ¢ toma el valor S en un conjunto estacionario y toma valores >  en un
c.n.a. n
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El teorema siguiente generaliza a la primera parte del teorema de Silver (la
hipotesis A < R se puede eliminar):

Teorema 6.30 Sea Ny > X un cardinal singular de cofinalidad p > Ny y sea
B < p tal que {a < X | 2% <N, 5} es estacionario. Entonces 2°* < Ny, 5.

DEMOSTRACION: Sea {04 }a<, una sucesion cofinal y normal en A y llame-
mos K, = Ns,. El teorema 6.20 nos da que 28 = |F|, donde F C [[ Prq es
una familia casi disjunta. a<p

El conjunto E = {a < p | 2%a < Vs .5} es estacionario, pues si C C
es c.n.a., entonces 6[C] C A es c.n.a. en A, luego 0[C] corta al conjunto del
enunciado, luego C' corta a E. Por lo tanto, si definimos ¢ € #\ mediante
PACEIES N5, +6(a); tenemos que ¢(a) < B en E, luego por 6.29 se cumple que
o]l < B, luego el teorema 6.27 nos da que 28 < Ry, 4 < Napp. .

Otro ejemplo:

Teorema 6.31 SiN, es un cardinal singular de cofinalidad p > Rg y el conjunto
{a < p| 2% <RV,ia41} es estacionario, entonces 2% < V4,41,

DEMOSTRACION: Razonamos como en el teorema anterior, sélo que ahora
A=p, 0o =ay ¢(a) <a+1 cuando « recorre un conjunto estacionario. Sélo
hay que probar que en este caso ||¢]] < p+1. A su vez, solo hay que probar que
si 1 < ¢, entonces ||| < p, pero sabemos que ¥(a) < ¢(a) en un c.n.a., luego
P(a) < ¢la) < a+ 1 en un conjunto estacionario, luego ¥ (o) < « en dicho
conjunto.

Igualmente, si x < 1, tenemos que x(a) < ¥(a) < « en un conjunto es-
tacionario, luego por el teorema 6.15 existe un conjunto estacionario en el que
X es constante igual a un § < p, luego ||x|| < § < p por 6.29, luego en efecto

o[ < . .

En estos resultados, la hipétesis de que el cardinal limite tiene cofinalidad
no numerable es esencial. Por ejemplo, en contraste con el teorema de Silver,
aunque supongamos

An € w PAIES Ny t1

no podemos demostrar —aunque no es facil probar! que asi es— que necesaria-
mente 2% = R, 1, es decir, la HCS no puede demostrarse ni siquiera para X,.
Esto no significa que 2%« esté libre de este tipo de restricciones. Nos ocuparemos
de ello en el capitulo XII

6.5 Cardinales de Mahlo

Los conjuntos estacionarios intervienen también en la definicion de una fa-
milia de los llamados “cardinales grandes”, cardinales cuya existencia no puede
ser demostrada porque son “innecesarios” para que se cumplan los axiomas de

1Veéase la seccién 11.3 de mi libro sobre Cardinales grandes.
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la teoria de conjuntos. Ya hemos discutido los menores de ellos, los cardinales
inaccesibles. Los siguientes en la jerarquia son los cardinales de Mahlo, que
ahora vamos a introducir.

Definiciéon 6.32 Un cardinal x es (débilmente) de Mahlo si k es (débilmente)
inaccesible y el conjunto {4 < x| p es regular} es estacionario en .

En realidad los cardinales de Mahlo cumplen mucho méas de lo que exige la
definicién:

Teorema 6.33 Si k es un cardinal (débilmente) de Mahlo, entonces el conjunto
{u < K| p es (débilmente) inaccesible} es estacionario en k.

DEMOSTRACION: Basta ver que el conjunto
C ={u < K| p es un cardinal limite fuerte (resp. limite)}

es c.n.a. en K, pues el conjunto del enunciado es la interseccion con C' del con-
junto de la definicién de cardinal de Mahlo.

El conjunto C' es cerrado porque el supremo de un conjunto no acotado de
cardinales es un cardinal limite, y si los cardinales son limites fuertes el supremo
también lo es.

Si a < K, sea g = at y definimos An € w p,11 = pf (respectivamente
An € w i,y = 2#7). Como k es un cardinal limite (fuerte), se cumple que

An € w p, € Ky, como k es regular, ;1 = sup p, € k. Claramente p es un
new

cardinal limite (fuerte), de modo que p € C A o < p. Asi pues, C no esta
acotado en k. m

Se suele decir que un cardinal de Mahlo es “mas grande” que un cardinal
inaccesible, pero esto no ha de ser entendido en sentido literal: pueden existir
cardinales k¥ < p de modo que x sea de Mahlo y 4 sea (meramente) inaccesi-
ble. La comparaciéon debe entenderse en dos sentidos: por una parte, el minimo
cardinal de Mahlo & (si existe) ha de ser mucho mayor que el minimo cardinal
inaccesible, pues k ha de dejar bajo si un conjunto estacionario de cardinales
inaccesibles; por otra parte, también se dice que un cardinal de Mahlo es “més
grande” en el sentido de que implica la existencia de muchos cardinales inac-
cesibles, es decir, en el sentido de que suponer la existencia de un cardinal de
Mahlo es “mas fuerte” que suponer la existencia de un cardinal inaccesible.

Por el mismo razonamiento que empleamos con los cardinales inaccesibles, a
partir de la existencia de un cardinal de Mahlo no puede probarse la existencia
de dos de ellos, por lo que postular que existen dos es un axioma mas fuerte que
postular que existe uno. Pero podemos ir mucho mas alla:

Definicién 6.34 Sea ~ un ordinal infinito. Definimos los conjuntos

Mo(y) = {k <]k es (débilmente) inaccesible},
Maos1(v) = {reM,(y) | {n<k|pe€ My(y)} es estacionario en K},
My(v) = ) Ms(7).

o<
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Definimos las clases
My = U Ma(7).
yEQ
A los elementos de M, los llamaremos cardinales (débilmente) a-Mahlo. El
ordinal « que aparece en la definiciéon es un auxiliar técnico para evitar una
recurrencia con clases propias que no estaria justificada, pero se comprueba
inmediatamente lo siguiente:

Para todo cardinal infinito k:

e x es (débilmente) 0-Mahlo si y solo si es (débilmente) inaccesible.

e x es (débilmente) « + 1-Mahlo si y sblo si es (débilmente) a-Mahlo y el
conjunto {u < % | 1 es (débilmente) a-Mahlo} es estacionario en .

e £ es (débilmente) A-Mahlo si y s6lo si es (débilmente) §-Mahlo para todo
0 <A

De este modo, los cardinales (débilmente) de Mahlo son precisamente los
(débilmente) 1-Mahlo. Es facil ver que la situaciéon en cuanto a consistencia de
los cardinales 2-Mahlo respecto a los 1-Mahlo es la misma que la de los 1-Mahlo
respecto a los inaccesibles, con lo que tenemos una escala de cardinales grandes.

Notemos que si k es un cardinal (débilmente) a-Mahlo y para cada < «
llamamos g al menor cardinal (débilmente) S-Mahlo, entonces la aplicacion
f:a — K dada por f(8) = ug es inyectiva y creciente, luego o < k. Asi
pues, un cardinal xk puede a lo sumo ser (débilmente) xk-Mahlo, pero nunca
K + 1-Mahlo.

Esto no significa que los cardinales (débilmente) x-Mahlo sean “los mayores
posibles”. Por ejemplo, en la escala de los llamados “cardinales grandes” tienen
por encima a los llamados “cardinales débilmente compactos”, que estudiaremos
en el capitulo XI, de modo que si un cardinal x es débilmente compacto, el
conjunto {u < £ | 1 es p-Mahlo} es estacionario en .

Nota Como ya hemos indicado, no es posible demostrar en NBG la existencia
de cardinales de ninguno de los tipos que acabamos de definir, lo cual equivale
a que podemos suponer que no existen sin que ello pueda introducir ninguna
contradiccién en la teoria. Cabe entonces preguntarse si, en sentido contrario, es
consistente suponer que existen, es decir, si el axioma que afirma la existencia
de un cardinal de Mahlo, o de un cardinal x que sea x-Mahlo no da lugar a
contradicciones. La respuesta es que, si bien es plausible que asi sea, es decir,
que no haya contradicciéon alguna en suponer la existencia de cardinales de
estos tipos, no es posible demostrar tal cosa. Mas aun, aun suponiendo que
NBG mas la existencia de un cardinal de Mahlo sea consistente, no podemos
probar a partir de ahi que también lo es NBG mas la existencia de un cardinal
2-Mahlo, y asi sucesivamente.

De este modo, las teorias que resultan de extender NBG afnadiendo axiomas
cada vez maés fuertes sobre existencia de cardinales grandes (la existencia de un
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cardinal de Mahlo, la existencia de dos cardinales de Mahlo, la existencia de un
cardinal 2-Mahlo, etc.) forman una escala de teorias cada vez “mas fuertes” en
el sentido de que la consistencia de cualquiera de ellas no puede demostrarse ni
aunque se suponga la consistencia de las anteriores en la escala.

Esto mismo vale en general para todos los llamados “cardinales grandes”, de
los cuales los cardinales a-Mahlo son sélo los “mas pequenos”, y precisamente
en ello radica su interés, pues hay muchas afirmaciones conjuntistas, que en
principio no tienen nada que ver con cardinales grandes, que no son demostrables
en NBG, pero cuya consistencia no puede demostrarse ni siquiera suponiendo
la comsistencia de NBG, porque es “mas fuerte” que ésta. En tal caso, dicha
consistencia s6lo puede probarse suponiendo la consistencia de NBG més la
existencia de uno o varios cardinales grandes “del tamano adecuado”.

Por ejemplo, la negaciéon de la HCS implica la existencia de ciertos cardina-
les grandes, luego si es consistente NBG + —HCS también lo es NBG més la
existencia de tales cardinales, y como esto no puede demostrarse a partir de la
mera consistencia de NBG, lo maximo que puede probarse respecto de la consis-
tencia de —“HCS es que si NBG més la existencia de ciertos cardinales grandes
es consistente, también lo es NBG + —HCS. n

6.6 Principios combinatorios

Otro contexto en el que aparecen los conjuntos c.n.a.s y estacionarios es
en la formulacion de los llamados “principios combinatorios”. No existe una
definicién precisa, pero se conoce con este nombre a una serie de afirmaciones
de “aspecto similar” (aunque unas son mas fuertes que otras) que tienen entre
sus caracteristicas comunes el no ser demostrables en NBG, pero, al contrario de
lo que sucede con los axiomas que postulan la existencia de cardinales grandes,
cuya consistencia no puede ser demostrada, si que es posible demostrar? que si
NBG es consistente, también lo es la teoria que resulta de anadir como axioma
cualquiera de los principios combinatorios que vamos a considerar (o todos ellos
a la vez). Por lo tanto, cualquier teorema que se demuestre suponiendo uno o
varios principios combinatorios, no serd necesariamente un teorema de NBG,
pero sabremos que su conclusion no puede ser refutada en NBG (si es que NBG
es consistente).

En cierta medida, todos los principios combinatorios que vamos a considerar
son generalizaciones o variantes del diamante de Jensen:

ziste una sucesion {Aqta<w, tal que Na < w1 A, C a y que verifica
Q) Exist ion {A , tal A A Yy ]
NACw {a<w |ANna= A,} es estacionario en w.

A las sucesiones {4y ta<w, que cumplen ¢ se las llama sucesiones ¢ (diamante).

Veamos algunas de estas generalizaciones y variantes:

2Mas concretamente, todos son demostrables a partir del axioma de constructibilidad,
V = L, que puede probarse que es consistente con NBG.
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Definicion 6.35 Sea x un cardinal regular no numerable, para cada F C k
estacionario consideramos las sentencias:

(Or) Existe una sucesion {4, }acp tal que Ao € E A, C o'y que verifica
NACr{a€E|ANna= A,} es estacionario en k.

(0'z) Existe una sucesion {S,}acr tal que Aa € E (S, C Pa A [Sa| < k)
y que verifica

NACrk{a€E|ANa€ S,} es estacionario en .

(0r) Existe una sucesion {S }aecx tal que Aa € K (So C Pa A |So| < K)
y que verifica

NACkKVC (Ccna. enk ACC{ac€k|ANa€ S,}).

(OF) Existe una sucesion {S }aex tal que Aa € k (Sy C Pa A |S,| < k)
y que verifica

NACkKVC (Cena.enk ACClac€k|ANae€ Sy ANCNae Sy}).

A las sucesiones que cumplen estas propiedades se las llama, respectivamente
sucesiones O, 0%, 0%, Of. En particular se llama ¢, ¢', etc. a Ou,, 0L, , etc.

Podrfamos haber enunciado principios ¢}, y QE, para conjuntos estacionarios
E C K, como hemos hecho con ¢ y ¢z, pero no los vamos a necesitar, asi que
para ambos principios nos limitaremos a considerar el caso £ = k. Ademas,
aunque los hemos definido para cardinales regulares cualesquiera, limitaremos
nuestro estudio principalmente al caso de los cardinales sucesores.

En el capitulo IX veremos varias aplicaciones de estos principios combinato-
rios. Aqui estudiaremos las relaciones entre ellos y la aritmética cardinal.

Los hemos presentado todos a la vez para que resulte més facil compararlos,
pero vamos a estudiarlos uno a uno, empezando por Or. Notemos en primer
lugar que si £ C E’ son estacionarios en k entonces O — g/, pues si com-
pletamos una sucesion Qg de cualquier modo, por ejemplo, haciendo A, = &
para « € E'\ E, obtenemos una sucesion ¢ g/, luego O es “mas fuerte” cuanto
menor es F y asi ¢, es el mas débil de todos los diamantes sobre x.

Observamos que la condicion Aa € E A, C « se puede suprimir de la
definicion de (g, pues si una sucesion cumple las condiciones de ¢ excepto
ésa, entonces {A, Natqcp es una sucesion Qg, ya que en la condicion principal
da igual escribir A, que A, N a.

El teorema siguiente muestra que los diamantes no pueden demostrarse en
NBG:

Teorema 6.36 Si k es un cardinal infinito, entonces O+ — 2% = k.
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DEMOSTRACION: Sea {A}ac,+ una sucesion ¢,+. Si A C k, el conjunto
{a < kT | Ana = A,} es estacionario, luego no esta acotado, luego contiene
un a > k, de modo que A = ANa = A,. Esto prueba que Prx C {A, | a € KT},

luego |Px| < kT, luego 2% = k. n

Veamos ahora que, para k > w, la implicacién del teorema anterior es rever-
sible:

Teorema 6.37 (Shelah) Sea r un cardinal tal que 2% = k™. FEntonces se
cumple O para todo conjunto estacionario en kT tal que

EcC{d<k"|cfd #cfr}.
En particular, para todo cardinal k > w, se cumple Q.+ < 2% = k™.

DEMOSTRACION: La parte final se debe a que si k > w y cf kK > Ry, por 6.13

sabemos que
E={5<rt|cfd =N}

es estacionario en kT y, cumple las condiciones del teorema, luego si 2% = kT
tenemos Qg y en particular ¢.+. En el caso en que cf kK = Rg definimos E con
Ny en lugar de Xy y concluimos igualmente.

Para probar la primera parte, observamos que el conjunto Cj de los ordi-
nales limite k < A < k* es cerrado no acotado en xT, luego Ey = E N Cy es
estacionario, y basta probar ¢p,. Equivalentemente, podemos suponer que E
estd formado unicamente por ordinales limite mayores que k.

Sea = cf k. Observemos que si § € E entonces cf § < k, por hipotesis si
1= Kk o porque K es singular si g < k y las cofinalidades son siempre regulares.
Fijemos f : y — & cofinal creciente, de modo que x = |J{f(¢) | i < u}. Para
cada § € F, sea g : § — k biyectivay sea A2 = g~![f(4)], de modo que {A2};,,
es una sucesion creciente en [§]<" cuya union es o.

Como cf § < k podemos afiadir a cada AJ un conjunto cofinal en § y asi
todos los A? son cofinales en §. Por otra parte,

[ s x ST = (1) = ()" = (29 =
luego podemos tomar una enumeracion {Xg} g+ de [p X K X k<
Si X Cuxkxkt, llamamos (X); = {(a, &) <k x k1 | ({,a,0') € X}

Vamos a probar que existe un i < g tal que, para todo Z C k x K+ el
conjunto siguiente es estacionario:

Eiz={6c E|sup{ac A |\VBecA(ZN(kxa)=(Xs))} =7}

En efecto, suponemos que no se cumple esto. Entonces, para cada i < p
existe un Z; C k x kT y un c.n.a. C; C k1 tal que C; N E; 7, = @. Definimos
f kT — kT mediante

fl@) =min{f <x" | X5 = U ({7} x (Z; N (k x 2)))}.

J<p
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Por el teorema 6.7, el conjunto C* = {6 € k' | f[0] C 6} es cn.a. en KT,y

también lo es C = () C; N C*. Asi, si d € C se cumple que
1<K

Ay ={a e AY | VB <ONj < u(Z:iN (5 x &) = (X5);)}-
Como E es estacionario, podemos tomar § € E N C. Para cada i < u sea
B ={ac Ay | VB e AN < u(Z; N (k x @) = (Xp);)}-

Entonces Ag =U Bf. Si, para todo i < u, se cumpliera que &; = sup Bf < 4,
i<

como A no esta acotado en 4, la sucesion {&;};< u serfa cofinal en ¢ y creciente

(pues como la sucesion A? es creciente BY también lo es, asi como la sucesion

de sus supremos), y concluimos que cf § = u, contradiccion. Asi pues, existe un

i < p tal que sup B} = 6. En particular, como A C A2,

sup{a € A7 | VB € AAN < u(Z; 0 (k x a) = (Xp);)} = 6,

pero esto quiere decir que § € E; z,, en contradiccién con que ¢ € C;.

Asi pues, fijado el ¢ < p cuya existencia acabamos de probar, llamamos
As = Al y X5 C k x kT al conjunto que hasta ahora llamdbamos (Xpz);.
De este modo tenemos una sucesion {As}sep con As C 6y |As] < £ y una
sucesion {Xg}g< .+ que recorre todos los elementos de [k x KT]<ET (tal vez
con repeticiones) de modo que para todo Z C k x k™ el conjunto siguiente es

estacionario:
EZ:{§€E|sup{a€A5|\/B€A5(Zﬂ(n><a):X/3)}:5}.

Para cada 7 < k definimos (Xg), = {0 | (1,0) € X3}

Ahora vamos a definir recurrentemente una sucesion {(Y;, C;)}-<, de pares
de subconjuntos de k™ de modo que la sucesion {C;}.<, es decreciente y sus
elementos son subconjuntos c.n.a. en xk+.

Tomamos Yy = Cp = x*. Supongamos definida la sucesion {(Y;,Cr)}r<ry,

para v < k, no nulo. Para cada § € F definimos
Vj ={(a,B8) € As x As | N\t <y Yy Na = (Xp)-}.

Notemos que si prolongamos la sucesién {Y;};<, con cualquier conjunto
Y, C kT, se va a cumplir, para todo § € E, que Vj—&-l C Vf. Si se puede elegir Y,
de modo que exista un c.n.a. Cy C [ C; tal que, para todo § € ENC, que
cumpla <7

sup{a < | VB <4 (a,B) € Vjﬂ} =4,

. s 5 .,
se tiene que V7, & V2, entonces prolongamos la sucesion con (Y,,C,). En
caso contrario la sucesién termina.
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Vamos a probar que la sucesién tiene que terminar en algin v* < k. En
caso contrario habriamos construido una sucesion {(Y;, C;)}r<, de modo que
C = () C, seria un c.n.a. en k*. Definimos

Z= U {r} x Y.

T<K

Tomamos 6 € Ez N C. Por la definicién de Ez se cumple que
sup{a € A5 | VB € As(Z N (k x o) = Xp)} =6,
que es lo mismo que
sup{a € A5 | VB € AsA\T <k Y. Na = (Xz).} =4.
Entonces, para todo v < k,
sup{a <& | VB < d (a,8) € VI } =06

Entonces, la construcciéon de la sucesion implica que {Yj }y<n €s estrictamente
decreciente en As X Ag, pero esto es imposible, pues |As X As| < k.

Fijamos, pues v* < & tal que la sucesion {(Y;,C;)}-<,+ ya no puede pro-

longarse més, sea C* = [\ C,, que es c.n.a. en kK, y para cada 6 € £ NC*
sea <"
Ss = U (Xp)ye-
(a,B)EV

Finalmente, veamos que {Ss}scpnc+ es una sucesion QO gno«, lo que implica O g.

En caso contrario existe un Y C kT y un c.n.a. C C C* tal que
No€CNE Ss#Y N6

Para obtener una contradiccién, basta probar que la sucesién se puede pro-
longar tomando Y.« =Y, C,» = C.

Para ello tomamos un 6 € £ N Cy+ que cumpla
sup{fa < 8| VB <d (o,8) € Vj*ﬂ} = 4.
Esto equivale a
sup{a € As | VB € AsAT <" Y:Na = (Xp)-} =4.
Por lo tanto, sup{a < § | VB < 6(a, B) € V,f*} = 4, y por otra parte

Yyend= U (Xpg)y
(a,8)EV2.
Si Vj* 11 = Vj*, entonces la tltima expresion es Y Nd = S;. Pero esto no
sucede, por la eleccion de Y y de C, luego V,f* 1 & V;SM y ésta es la condicién
que debe cumplirse para que (Y, C) puedan prolongar la sucesion. m
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Sucede, en cambio, que ¢ implica la hipétesis del continuo 2% = Ry, pero
no es equivalente a ella.

Ya hemos observado que si E C E’ entonces O — Op/. Ahora vamos
a probar un reciproco parcial, que nos permite deducir un diamante para un
conjunto menor a partir de un diamante para un conjunto mayor:

Teorema 6.38 Sea x un cardinal infinito, sea E C k™ un conjunto estacionario

y sea E = |J Es una particion de E en conjuntos disjuntos dos a dos. Si se
0<K
cumple O, entonces existe un § < K tal que Ej5 es estacionario en kT y se

cumple Qg .

DEMOSTRACION: Sea j : kT — k x kT la semejanza cuando en el producto
consideramos el orden lexicografico. El conjunto C* = {A < kT | kA = A}
(donde el producto es el de ordinales) es c.n.a. en k¥ y, para cada A € C* (como
(k x KT)0,n) = K X Ay tiene ordinal KA = X), tenemos que j|y : A — £ X A
biyectiva.

Sea {A4}acr una sucesion O y, para cada o € E, definamos

B — lilAd] siaeCr,
¢ %] si oo ¢ C*.

Asf tenemos definida una sucesion {By }acr que cumple lo mismo que las su-
cesiones {, pero para subconjuntos de x x xk*, es decir, B, C kK X a y si
X C kx kT, entonces {a € E | X N (k X a) = B,} es estacionario en 1, pues
sabemos que lo es

C*n{aceE|j ' XIna=A}C{acE| XN (kxa)=B,}.
Para cada 6 < k sea {A%},cp, la sucesion dada por
A ={B€al(Bd) € Ba}.

. . . 6
Vamos a probar que existe un § <  tal que Fs es estacionario y {A% }ocr;
es una sucesiéon Qp;. En caso contrario, para cada § < k existe un X5 C T y
un c.n.a. Cs C k1 de modo que

NaeCsNE;s XsNa# A,

Notemos que si lo que falla es que Es no es estacionario esto se cumple con
cualquier Cy disjunto de Es. Definimos

X=U{d} xX5), C=0GCs.

0<K <K

Entonces C es c.n.a. en &, luego existe un o € ENC tal que X N(k X a) = By,
luego existe un d < k tal que a € Es, y también o € Cy, luego

BeXsNa+ (6,8) e XN(kxa)=B,+ fe A,

en contradicciéon con que X5 Na # A2, "
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Observemos ahora la relacion entre O y O El primero nos asegura que si
A C k es un conjunto arbitrario, muchas de sus secciones AN« son “previsibles”,
en el sentido de que son términos de una sucesion ¢ g fijada a priori. En cambio,
(% es una version mas débil que, en lugar de identificar exactamente (algunas
de) estas secciones de A, nos dice tnicamente que cada una de ellas sera alguno
de los elementos de un conjunto prefijado S, de cardinal < k.

Es claro entonces que O — ¢ ues si {A,}tacr es una sucesion Qg

E> S )
entonces basta definir S, = {A,} para tener una sucesion ¢’;. Pero, aunque no
es tan evidente, sucede que el reciproco también es cierto:

Teorema 6.39 Si x es un cardinal infinito y E C k™ es estacionario, entonces
Or < 0}3-

DEMOSTRACION: Como en la prueba del teorema anterior, consideramos la
semejanza j : kT — K x KT la semejanza cuando en el producto consideramos
el orden lexicografico y el c.n.a. C* = {\ < k™ | kKA = A}, de modo que para
cada A € C* se cumple que j|\ : A — k X A biyectiva.

Si {Sa}ack es una sucesion ¢z, para cada o € E definimos

_J{lAl| A€ S} siaeC,
Ta_{ {o} siag¢C.

Asi tenemos definida una sucesion {7y, }oecr que cumple lo mismo que las suce-
siones (';, pero para subconjuntos de k x £, es decir, T,, C P(k X a), |[To] < k
ysi X Ck x kT, entonces {o € F| X N (k x a) € T, } es estacionario.

Enumeremos (con repeticiones, si es preciso) Ty, = {12 | § < k}. Asi, para
cada X C k x kT existe Ey C E estacionario tal que

Naec EV6 <k XN(kxa)=T°.
Veamos ahora que, dado X C k x k1, existe F' C E estacionario tal que
Vé<rNaeF XN(kxa)=T..

En efecto, definimos f : Ey — k mediante f(a) = 0 si a < k y, para
k < a < kT, tomamos como f(a) el minimo & tal que X N (k x a) = T2. Por el
teorema 6.15 sabemos que existe un § < x tal que F' = f~1[4] es estacionario.
Claramente F'y § cumplen lo requerido.

Por otra parte, para cada o € E y § < k definimos
s 5
A, ={Beal(sp) €Ty},

y afirmamos que existe un § < & tal que {A%},cp es una sucesion ¢ . En caso
contrario, para cada § < x existe un X5 C k* y un c.n.a. C5 C k™ de modo que

Na€Cs Xsna # A,
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Tomamos entonces X = J ({0} x X5) y C = () Cs, que es c.n.a. en k.
0<K 0<K
Segin hemos probado, existe un § < x, un conjunto estacionario F' C E y un

a € FNC de modo que X N (k x a) = T2. Pero entonces
BeXsNaw (5,0 eXN(kxa)=T < BeAS,

en contradiccion con que X5 Na # AS. n

Nota Es evidente que no tiene interés trabajar con ¢/, que es superficial-
mente mas débil que Q.+ (aunque en el fondo sea equivalente). El interés de
0! . es que admite una version mas fuerte, ¢* ., que consiste en cambiar la
condicién de que el conjunto {« € kT | AN« € S,} sea estacionario por la
condicién de que contenga un c.n.a.

Si tratamos de reforzar de este modo el principio ¢+ llegamos a un principio
contradictorio:

Eziste una sucesion {Aq}acx tal que Na € k Ay C a y que verifica
NACkVC (Cena.enk ANCC{lac€r|ANa=A,}).

En efecto, esto no puede suceder, porque si A y A’ son dos subconjuntos
distintos de k, entonces el conjunto

{aer|Ana=An{aer|ANa=4,}C{aer|Ana=A"Na}

deberia contener un c.n.a., pero claramente el conjunto de la derecha esté aco-
tado por cualquier S € k que esté en A y no en A’ o viceversa. Asi pues, si
queremos cambiar “estacionario” por “cerrado no acotado” en ¢+, necesitamos
partir de la forma equivalente ¢’/ , para pasar a Q% L]

Observemos que ¢ no sélo implica trivialmente ¢, sino que de hecho se
cumple:

Teorema 6.40 Si k es un cardinal reqular, E C k es estacionario y se cumple
el principio O}, entonces también se cumple O'y. En particular, O, implica
todos los principios O, para todo conjunto estacionario E C k.

DEMOSTRACION: Sea {S4}acx una sucesion ¢,. Entonces, dado A C &,
existe un cna. C Cktalque C C{a € k| ANa € Sy}, luego

CNEc{aeFE|ANac S,},

lo que prueba que el conjunto de la derecha es estacionario, y que {S, }tack €s
una sucesion ¢’. =
Asi pues, tenemos la cadena de implicaciones
!/
Of, = 0t = 0 ¢ Op — 2° = k',

Introducimos ahora un nuevo principio combinatorio mas sofisticado:
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Definicién 6.41 Sea s un cardinal infinito y £ C ™. Llamaremos cuadrado
de Jensen O, (F) a la afirmacion siguiente: existe una sucesion {C)}yco+ (lo
que significa que A recorre los ordinales limite menores que x7) tal que:

1. C, es c.n.a. en .
2. Sicf X < K, entonces |Cy] < k.

3. Si M < A cumple que C N\ no esta acotado en X, entonces N ¢ FE y
Cy=CxnN\.

Una sucesion que cumpla estas condiciones recibe el nombre de sucesion O, (E).
Llamaremos O, = 00, (@).

Observemos que si E C E' C k7, se cumple que U, (E') — O, (F), por lo
que [, es el mas débil de los cuadrados sobre k.

Los principios O, (E) se cumplen trivialmente, pues basta tomar como C)
cualquier sucesion cofinal en A, de modo que las hipétesis de 2) y 3) no pueden
darse nunca.

Si k > w, entonces una sucesion O, (F) cumple ademas que si cf A = &
entonces ord Cy = k.

En efecto, si v = ord C), la semejanza f : v — C)\ es cofinal creciente en
A, luego cf vy = c¢f A = k < . Si fuera kK < 7, entonces k < kK + w < 7 (pues
cfy =k >w)y CyN f(k) no esta acotado en f(x), luego por 3) tenemos que
Cry = CaNf(x) = f[x] tiene ordinal . Similarmente, Ct(,. 4.y = CxNf(K+w),
luego C(n) C Cirtw), luego k = ord C(y < ord Cy(uqw) < K por b) ya que
cf f(k+w) = w < K, y tenemos una contradiccion. n

El teorema siguiente es trivial salvo si cf Kk = Rg, y en este caso prueba que,
bajo ciertas hipotesis sobre la funcién del continuo, [J,; implica el caso no trivial
de O que no se sigue de la mera hipétesis 2% = kT

Teorema 6.42 Sea x un cardinal no numerable tal que 2<% = k y 2~ = kT,
Sea W = {A < k| cfA=No}. Entonces J,; = Qw.

DEMOSTRACION: Si cf k > Ny entonces se cumple Oy por 6.37, asi que
podemos suponer que cf Kk = Ry. Si g < k tenemos que

(k)" < kMR < KkT = kT,

luego hay exactamente x* subconjuntos de ™ de cardinal a lo sumo x. Sea
{Xa}tacwt+ una enumeracion de todos ellos. Podemos exigir que X, C a. En
efecto, definimos f : Kt — k1 de modo que f(a) sea el menor ordinal > J X,
que no esté en f|a], lo cual siempre es posible, pues |f[a]] < r y hay k* ordinales
en kT mayores que uno dado. Asi f es inyectiva por construccién y biyectiva
porque si § < kT, existe un « tal que X, = § y, o bien f(a) = §, o bien
existe un < « tal que f(3) = ¢. Basta definir X, = X;-1(,) y tenemos una
enumeraciéon que cumple lo requerido.
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Sea 'y, = {Xs |6 < a}ysea {C}rcn+ una sucesion O,. Para cada A <

sea 0, = ordC) y sea {c(’;‘}kgA la semejanza 0y — Cy. Sea v = |J A4g
B<kK
una particion de x en subconjuntos de cardinal x disjuntos dos a dos. Sea

fg‘ : Iy, — Ap inyectiva. Para cada A < k* definimos fy : I’y — x mediante

A
fr(x) = f5°(z), donde § < ) es el menor ordinal tal que z € I'.a. De este
modo f) es inyectiva y cumple lo siguiente:

Si N < Xy CxN X no estd acotado en N', entonces fi|r,, = fr.

En efecto, en estas circunstancias se cumple que C, = C\NN, luego cg‘ =
para todo § < 0y luego si x € T'y/ el § con el que se definen fy y fi es el mismo,
luego f)\(ir) = f)\/ (I)

Para cada A € W sea Sy = {UJ f5 '[z] | # C k A |z| < Rg A @ acotado en r}.
Asi Sy C PAy, como (por hipétesis) el namero de subconjuntos numerables
acotados de « es k, tenemos que |Sy| < k. Vamos a probar que {S)}rew es una
sucesion Of.

Fijamos X C k™ y un c.n.a. C C x7. Tenemos que encontrar un A € CNW
tal que X N\ € S). Para ello definimos

A={ert | AN <A XNn)Nel,l

Se cumple que A es c.n.a. en k1 pues claramente es cerrado y podemos
definir h : KT — kKt de modo que h(0) =0, h(a+1) =0y h(XN) es el minimo
ordinal A < k™ tal que X NN € T'y. Asi, {\ <kt | g[\] C A\} C Ay el conjunto
de la izquierda es c.n.a., luego A no esté acotado.

Tenemos que ANC es c.n.a. en k7, y también lo es el conjunto de sus puntos
de acumulacion (es decir, el conjunto de los A tales que AN ANC no esté acotado
en \)y, como {\ € Kkt | cf A = Ry} es estacionario, podemos tomar A € AN C
tal que AN ANC no esté acotado en A y c¢f A = N;. Entonces AN ANC es c.n.a.
en Ay, como C) también lo es, resulta que ANC'NC), es c.n.a. en A y podemos
tomar una sucesion normal {bs}s<w, en AN C N C)y cofinal en A\. Observemos
que X Nbs € I'p;, para todo § < w;.

Sea {Kntn<w cofinal creciente en k. Sea h : w; — w la funcion dada por
que h(d) es el minimo n tal que f)(XNbs) < ky,. Como es una funcion regresiva,
existe un F C w; estacionario sobre el que h toma el mismo valor n.

Sea 7; el i-ésimo elemento de E, sea v = |J v; y sea X' = b,. Entonces

€W
cf N = cfy = w, luego X' € W. Por otra parte, ' N C N Cy no esta acotado
en X, ya que los by, estan en la interseccion, luego X € C'N C\.
Ahora observamos que X N X' = |J X Nb,, = f5 '[z], donde

1EW
z={fA(XNby,) | <w}.
Pero por la eleccién de E tenemos que = C K, < K, luego = es un subconjunto

numerable y acotado de . Ademas sabemos que fx|r,, = fx/, luego XN € Sy
u
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Por ultimo veamos que O, implica una version maés fuerte de si mismo:

Teorema 6.43 Sea r un cardinal no numerable y W = {\ < st | ¢f X = Ng}.
Entonces, si se cumple Oy, existe E C W estacionario tal que O4(E) y ademds

Ow — OR.

DEMOSTRACION: Sea {A)} <.+ una sucesion O,,. Para cada A, sea B) el
conjunto de los puntos de acumulacion de Ay (los X tales que Ay N\ no esta
acotado en \). La sucesion { By} <.+ tiene las propiedades siguientes:

1. By es cerrado en .

2. Sicf A > Ny, entonces By no esta acotado en A.
3. Si X € By, entonces By, = By N \.

4. Sicf A < k entonces |By| < k.

En efecto, 1) es inmediato. Para probar 2) observamos que, dado a < A,
podemos formar una sucesion creciente o < Ag < A1 < --- de elementos de Ay,
y entonces a < |J A, € Bi.

n<w

Para 3) sabemos que Ay, = Ay N X, y es claro entonces que los puntos de
acumulacion de Ay son precisamente los puntos de acumulacion de Ay menores
que N.

Por altimo, si ¢f A < k tenemos que |By| < |Ax| < K, luego se cumple 4).

De las propiedades 3) y 4) se sigue que ord By < k.

En efecto, si cf A = Kk y v = ord By, sea f : v — B, la semejanza, que es
cofinal en A por 2). Si fuera k < 7, entonces k +w < v (pues cfy = cf A = K),
luego B,y = Bx N f(k) = f[x] tiene ordinal k y By(.yw) = Ba N f(k +w),
luego Bj(.) C Bf(xtw), ¥ asi, por 4) llegamos a una contradiccion:

k= [Byw)| < [Bf(ntw)| < k-

Llamamos W5 = {\ € W | ord By = 4}, de modo que W = |J Ws. Enton-
<k
ces existe un § < & tal que W; es estacionario en st (si para cada § existiera un

c.n.a. Cs tal que Ws N Cs = &, entonces ] Cs seria un c.n.a. disjunto con W).
<k
Mas atn, el teorema 6.38 implica que podemos elegir § de modo que se dé
la implicacion Ow — Ow,. Llamamos E = W;s. Hemos de probar O, (E).

Para cada A < kT, si 0y = ord By < § definimos Dy = By, y en otro caso
D) es el conjunto que resulta de quitar a By sus § + 1 primeros elementos, es
decir,

Dy =B\ fLld +1],

donde fy : 0y — B, es la semejanza entre By y su ordinal ).

Vamos a comprobar que la sucesion {Dy} .+ cumple las mismas propie-
dades 1) —4) y ademas Dy N E = @.
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Veamos tnicamente la 3), pues las demés son inmediatas. Si A € D, en-
tonces \' € By, luego By = By N X. Sid < 0y entonces Dy y Dy resultan
de quitarles a By y By los mismos § 4+ 1 primeros elementos, luego sigue cum-
pliéndose que Dy, = Dy N X. No puede ocurrir que 0y < § < 6, pues entonces
A ¢ Dy, ysify < entonces Dy, = By y Dy = By, luego la conclusion es
trivial.

Por ultimo, si X' € DyNE, entonces By, = BN\, luego X es el § + 1-ésimo
elemento de By, luego X' ¢ D, contradiccion.

Ahora definimos por recurrencia una sucesion {Cy}<.+:

Si Dy no esté acotado en A, definimos C\ = |J Cx y en caso contrario (lo

N EDy
que implica que cf A = ), definimos C\ = |JCx U {a) | n € w}, donde
N€ED
{02} ,c, s una sucesion cofinal creciente en A tal que 6 = |J Cy.

AN €Dy

Vamos a probar que {C)}y<.+ es una sucesion O, y que Dy es el conjunto
de los puntos de acumulacion de Cy (es decir, que N’ N C) no esta acotado en N
siy solosi X € D). Esto implica que se trata de hecho de una sucesion O, (E).

Es claro que si Cy no esta acotado en A para cada A\ < A, entonces C)
no esta acotado en A, luego todos los C) son conjuntos no acotados en el A
correspondiente.

Veamos ahora, por induccion sobre A, que si A’ € D) entonces Cy» = Ch NN,

Si es cierto para todo X < XAy X € D, por construccion Cy C C), luego
Cy C CynNXN. Tomemos ahora o« € Cy N ). Entonces, por construccién
a € Cy» NN, para cierto A € Dy. Si X = ) entonces a € C)y,. Supongamos
ahora que A’ < ). Entonces, como X € D, sabemos que Dy = Dy N X,
luego A € Dy, luego Cy» C Cy/, luego v € Cy/. Supongamos por tltimo que
N < M. Entonces X € Dy N X = D/, luego por la hipotesis de induccion
aplicada a A sabemos que Cy» = Cy\s N N, luego a € Cy:.

Veamos ahora que D) es el conjunto de puntos de acumulaciéon de C'y, tam-
bién por inducciéon sobre .

Si X € Dy, tenemos que Cv C Cy N X y C4 no esta acotado en N, luego
ciertamente A’ es un punto de acumulacion de C). Reciprocamente, supongamos
que C N X no esta acotado en \. Supongamos en primer lugar que D) esta
acotado en A. Entonces, por la construcciéon de C}, es claro que X debe ser

un punto de acumulacion de |J C,. Como D) es cerrado en )\, tenemos que
NED,
N = UDA € Dy, luego Dy = DN X'y

UCy= U CnUCw =CriUCh =Chn.
NEDy XIED)\//

Por lo tanto, A’ es un punto de acumulacion de C~. Por la hipotesis de induc-
cion para A\’ tenemos que N € Dy» = Dy NN, luego X € D,.
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Supongamos ahora que Dy no esta acotado en A. Entonces podemos tomar
N € Dy tal que N < X’. Antes hemos probado que Cy» = Cy N X y asi
Cy» NN = CyxN X no esta acotado en X, luego por la hipotesis de induccion
para A" tenemos que X € Cy» C C,.

Veamos ahora, siempre por induccion sobre A, que C' es cerrado en A.

Supongamos que Cy N\ no esta acotado en \'. Hemos visto que entonces
N € Dy. Si X = |JDy, entonces N = ) € C\. En caso contrario existe
N € Dy tal que N < \’. Hemos probado entonces que Cy» = Cy N A", pero
entonces Ch» N X = C) NN no estd acotado en N, luego por hipotesis de
induccion N € Cy» C Cl.

Con esto ya tenemos que C'y es c.n.a. en A, y s6lo falta probar que si cf A < k
entonces |C)| < k.

Si |Cy| > &, entonces ord Cy > k, luego C), tiene k puntos de acumulacion,
luego |Dy| = &, luego cf A = &, por la propiedad 4). n

Al combinar los dos ultimos teoremas obtenemos:

Teorema 6.44 Si k es un cardinal no numerable tal que 2<% = K, 2F = kT y
O, existe un conjunto E C k™ estacionario tal que 0. (F) y 0.

Terminamos demostrando que [, es equivalente esta variante:

Definicién 6.45 Si k es un cardinal infinito, llamamos [0, a la afirmacién
siguiente: existe una sucesion {B)} <.+ tal que:

1. B, es cerrado en A y esta formado por ordinales limite.
2. Sicf A > Ny entonces B) no esta acotado en .
3. ord By < k.
4. Si N € B,, entonces By, = By N .
A las sucesiones que cumplen esto se las llama sucesiones /..
Se cumple trivialmente [0,, sin méas que tomar todos los By vacios.

Teorema 6.46 Para todo cardinal infinito k, se cumple que O, +> O,

DEMOSTRACION: La prueba es una modificaciéon del argumento empleado en
6.43. Podemos suponer que x > Rg. Una implicacion es sencilla: si {Cy}y<p+ €s
una sucesion [,,, basta definir B) como el conjunto de los puntos de acumulaciéon
de Oy, es decir, los X < X tales que C\ N A’ no esta acotado en \'. (En 6.43
estd probado que {Bj} <.+ €s una sucesion [J].)

Supongamos ahora que {By} <.+ €s una sucesion [0, y definamos C) como
en 6.43:
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Si By, no esta acotado en A, definimos C, = |J C) y en caso contrario (lo que

NeEBy
implica que cf A = X), definimos Cy = |J Cx U{a) | n € w}, donde {0} },.c.
N EB)
es una sucesion cofinal creciente en X tal que ) = |J C\.
N EB:

Los hechos siguientes (menos el cuarto) se prueban exactamente igual que
en 6.43:

e ) € By entonces Cy, = Cy\ NN
e B, es el conjunto de puntos de acumulaciéon de C}.

e () esc.n.a. en \.

e ordC) < k.

Para probar la ultima propiedad observamos que si ord C), > k, entonces
también ord By > £ (pues K — k dada por a — w - muestra que un conjunto
de ordinal k tiene x puntos de acumulacion, y si tiene ordinal > k + 1 entonces
tiene al menos k + 1, los k de ordinal < k y el de ordinal k), y esto contradice
la definicion de sucesion ..

Para tener una sucesion [, falta que si ¢f A < k entonces ord C'y < k. Esto
se cumple trivialmente si k es regular, pues si fuera ord C)y = x entonces la
semejanza f : kK — C) seria cofinal creciente en &, luego Kk = cf kK < cf A,

En el caso en que k sea singular necesitamos modificar ligeramente los con-
juntos Cy. Sea p = cfrk y sea {6a}a<, una sucesion cofinal y normal en « tal
que 0y = 0. Sea 0, = k. Para cada A < k™, sea f) : 7y — C) la semejanza en
su ordinal 7y < k.

Si 0o < M < Oq41 definimos Cf = fia[na \ (6o + 1)), es decir, le quitamos a
C sus primeros 6, + 1 elementos.

En caso contrario i, = 6/, para cierto X' < p, y entonces definimos
Ch = fallfa | o < N},

Se cumple entonces que {C}} <.+ es una sucesion O,. En efecto, es claro
que C} es c.n.a. en A (en el segundo caso C} es el rango de una funciéon normal).

Si C§{ N\ no esta acotado en X', entonces tampoco lo esta Cy N N, luego
sabemos que Cx» = Cx N X y que X' € C}, luego fxr = faly,, v N = falnw).
Si 6, < nx < 0,41, entonces también 0, < 1y < 0,41, pues en caso contrario
N ¢ C4. Por lo tanto, a C) le quitamos los mismos elementos que a Cy y es
claro que C}, = C{ N X.

Si my = Oxv, entonces N = fa(nn) = fr(fp), para cierto 8 < A, luego
Ny = 03, y o tiene que ser un ordinal limite, pues

CANX =C\ N fa(0s) = {fa(6a) | o < B}
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no estd acotado en ), luego no puede tener maximo. Por lo tanto
Cy = flffa [ o < B} =CyN fa(f) =CR NN

Finalmente, observamos que se cumple |C}| < . En el primer caso de la
definicion |C}| < |na| < |fa+1| < K, mientras que en el segundo vemos que
|C4 = |N] < p < k. ]

6.7 Puntos fijos de funciones normales

El teorema 6.5 (véase la nota posterior) nos da que una clase es c.n.a. en Q
si y s6lo si es la imagen de una funcién normal F : ) — Q y, por otra parte,
el teorema 6.6 nos da que la clase de los puntos fijos de una funcién normal es
c.n.a., luego es a su vez el rango de una funciéon normal, y asi sucesivamente.
En esta secciéon precisaremos este “y asi sucesivamente”.

Definicion 6.47 Dada una funcién normal F : Q@ — , su derivada es la
funcion normal F' : Q — Q tal que F’[Q] es la clase de los puntos fijos de F.

Segin acabamos de explicar, la existencia de F’ esta justificada por los
teoremas 6.5 y 6.6 (y las notas posteriores a cada uno de ellos). También es
posible definir directamente F’ por recurrencia, estableciendo que F’(a) es el
menor punto fijo de F' que no pertenece a F’[a], y se comprueba facilmente que
se trata de una funcién normal.

Veamos ahora que podemos definir derivadas sucesivas de una funcién nor-
mal. Cuando decimos que una funciéon enumera una clase o conjunto de ordinales
queremos decir que es una semejanza entre € (o un A € Q) y la clase indicada.

Teorema 6.48 Si F' : Q — Q es una funcion normal, para cada ordinal ~
existe una tnica funcion FO) : Q — Q (que también es normal) de modo que
FO) = F y, para cada v > 0, la funcion FO) enumera la clase de los ordinales
que son puntos fijos comunes de todas las funciones F), con § < .

La funcion FO) se llama derivada de orden v de F. La existencia de estas
derivadas sucesivas no es inmediata porque se trata de definir recurrentemente
una sucesion de clases propias, y no es inmediato que esto pueda formalizarse
en NBG, sin embargo, vamos a demostrar que si que es posible.

DEMOSTRACION: Diremos que una funcién f : A — X es una derivada de
orden y de F' en A si existe una sucesion {fié)}(;g,y de funciones f>(\6) A — A
tales que f(©) = F|y, cada f>(\6) enumera los ordinales < A que son puntos fijos
de todas las funciones precedentes y f = fy).

Es inmediato que si existe una derivada de orden v de F' en A entonces la

‘s é .. .
sucesion { fi )}537 es Unica. Veamos ahora que cada una de sus funciones es
normal.
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En efecto, fio) = F|) es normal y, si es cierto para todo € < ¢ <+, tenemos
que fy (%) o5 estrictamente creciente por definicion, y si X’ < A es un ordinal limite,
tenemos que { f (6)( ) | & < X'} es un conjunto de puntos fijos de fis), para todo
€ < §. Como f>\ es estrictamente creciente, el supremo de este conjunto es un

ordinal limite y, como f)(f) es normal, para todo € < §,

AU @)= U 1200 @) = U 12,

a< a<\ a<<

luego, como el supremo es punto fijo de todas las f/{e) y es el menor valor que

puede tomar i‘s)()\’ ), tiene que ser

P = U 1),

a<<\

y esto prueba que f)(\é) es normal.

Veamos ahora que si A < \ y existen derivadas de orden v de F' en ambos
ordinales, se cumple que f/@b\ f)f;) y f(é)( A) =

En efecto, trivialmente es cierto para § = 0 y, si vale para todo ¢ < ¢,
tenemos que f ©) enumera los puntos fijos de las funciones fﬁf% y los puntos

fijos < A de estas funciones son los puntos fijos de las funciones fif)| A= )(\5),

luego f(é)[ NNnA= /(\6)[)\]. Esto implica que f;\é) [A] es una seccion inicial de
(5) [M] (de ordinal \), luego la restriccion a A de fi‘,s) N — f;\‘,s) [\] es una

semejanza f/\,)|A A *> f(é)[ A], luego tiene que ser f§§)|>\ = fi‘s). En particular
(5) [A] C A, luego f/\, (A) = A, porque la funcion es normal.

Ahora basta probar que para todo -y existen derivadas de orden vy de F' sobre
ordinales arbitrariamente grandes, pues entonces podemos definir F(*) como la
uniéon de todas las derivadas de orden v de F. Mas ain, al ser uniones de
funciones normales podremos afirmar que cada F() es normal.

Razonamos por induccién sobre . Si v = 0 es trivial. Supuesto cierto
para todo § < v, podemos definir las derivadas F(®) como la unién de todas las
derivadas de orden § de F (para cada ¢ < ), y son funciones normales. Por
la nota tras 6.4, la clase C' de los puntos fijos comunes de todas las funciones
F©) es cn.a. en ©, pues es la interseccion de v clases c.n.a. Esto implica que C
es el rango de una funcién normal G. Basta probar que si A\ es cualquiera de
sus puntos fijos, entonces fh) G| es una derivada de orden v de F en A.
En efecto, G(\) = A implica que A € C, de donde A es un punto fijo de todas

las funciones F(®) con § < ~, luego las restricciones f§§) = F©)]|, forman, junto

con f)(\w = G, una sucesion {f)(\é)}gg’y que prueba que f)(\w es realmente una

derivada de orden . ]

Es inmediato que F(!) = F’. Veamos otras propiedades elementales de las
derivadas sucesivas:
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Teorema 6.49 Si § < v, entonces, para todo a se cumple FO) (o) < F(a) y
si ademds o < F(a) y § < entonces FO(a) < FO)(a).

DEMOSTRACION: Claramente F()[Q] ¢ F)[Q] y la funcion
G=FYo(FOY 1.0
es creciente. Por lo tanto F(¥)(a) < FO)(G(a)) = F™(a). Si
a < F(a) = F9(a) < FO(a),

entonces F)(a) < FO(F®)(a)), luego F®(a) no es un punto fijo de FO),
luego no puede estar en la imagen de F) y no puede ser F9(a) = F((a).
|

Las derivadas sucesivas de derivadas sucesivas de una funcién son derivadas
sucesivas de la funcion de partida:

Teorema 6.50 Para todo par de ordinales v, € se cumple que (F('Y))(e) = FOte,

DEMOSTRACION: Por induccién sobre €. Para € = 0 es inmediato. Veamos
ahora el caso e = 1. Basta tener en cuenta que F("t1) es la funcién que enumera
los puntos fijos comunes de todas las derivadas F(®) con § < +, pero éstos son
simplemente los puntos fijos de (), pues todo punto fijo de esta derivada lo
es de las anteriores. Pero la funcién que enumera los puntos fijos de F(¥) no es
sino (F™)" = (FO)(M | De aqui se sigue que si el teorema vale para e también
vale para € 4+ 1, pues

(FON D — (FONYYD) — (pOFe) @) — plytetrD)

Por dltimo, si € es un ordinal limite y el teorema vale para todo § < e,
entonces (F()(€) enumera los puntos fijos comunes de todas las funciones
(F(”Y))(‘s) = FO*9) para todo § < €, mientras que F('T¢) enumera los pun-
tos fijos comunes de las funciones F(#) con B < ~ + €. Basta observar que
ambas clases de puntos fijos son la misma, pues todo § < v + € es de la forma
B =746 o0bien f <7,y en este segundo caso todo punto fijo de una funcién
F(+9) es también un punto fijo de F(#). m

Ejemplo 1 Los puntos fijos de la funcion F(a) = B+ « son los ordinales
> B -w, por lo que sus derivadas son las funciones F'() () = Bw? + a.

En efecto, la primera parte es el teorema 3.48 y el ejercicio posterior, y la
funcién que enumera los ordinales > - w es precisamente F'(«) = fw + «.
Si F)(a) = fw” + a, entonces

FOt(a) = (FY(a) = fwlw + a = B’ + a.

Si la expresion para la derivada es cierta para todo exponente § < A, enton-
ces la derivada F) es la funcion que enumera a los puntos fijos de todas las
funciones F(®) () = Bw? + a, es decir, a los ordinales que son mayores o iguales
que Bw® para todo § < A, que son precisamente los ordinales mayores o iguales
que Buw?, luego FM(a) = uw + a. =
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Ejemplo 2 Los puntos fijos de F(a) = Ba (para 5 > 0) son los ordinales de
la forma B“a, por lo que sus derivadas son las funciones F)(a) = 8+ a.

Ciertamente, F(8“a) = BB%a = B'*“a = B¥a. Reciprocamente, si se
cumple F(0) = ¢, dividimos § = S« + €, con € < f%, y tenemos que

§ = F(5) = BB%a + Be = § + Be,

luego fe =0, luego e =0y § = f¥a.

La funcién que enumera los ordinales ¥« es F'(a) = f¥a. Si se cumple
F(a) = 4" (), también

FO () = (FOY () = (87)a = 5" a.

Si la expresion vale para las derivadas de indice § < A, entonces FM) es la
funcién que enumera a los ordinales que son multiplos de ﬁ“5 para todo § < A.
Basta probar que éstos son los de la forma ﬁ‘*’xa.

Por una parte, por 3.49 tenemos que ﬂ“’xa = B“’M‘”Aa = B“’éﬁ“’ka, luego en
efecto, ﬁ‘*’ka es miltiplo de todos los ﬁ“’é con § < A.

Reciprocamente, si ¢ es miltiplo de todos los ﬁ“’s, para § < A, dividimos
(= waa—l—g con € < ﬁ‘“x, con lo que, por la definicion de la exponencial, existe
un &' < w tal que € < 8%, luego existe un § < A tal que & < w’ y € < B“é, pero
entonces ¢ = 5‘*’5 5“0{ + € y, por la unicidad del resto de la division euclidea,
dado que ¢ es multiplo de 6“’5, tiene que ser € = 0, luego ( = B‘*’ka. L]

Los puntos fijos de las funciones exponenciales ya no pueden expresarse en
términos de sumas, productos y potencias:

Definiciéon 6.51 Se llama funcion € a la derivada de la funcion F(«a) = w®

De este modo, los ntumeros €, son precisamente los nimeros épsilon que
definimos en 3.53 y, segin probamos justo a continuacion, €y es el mismo ordinal
considerado alli, ya que es el menor niimero épsilon.

Mas en general, las derivadas F(?) de la funcion F(a) = w® se suelen re-
presentar con la notacién ¢ y reciben el nombre de funciones de Veblen. Asi,

po(a) =w*y ¢1(a) = €qa.
Los ntmeros épsilon incluyen a todos los cardinales no numerables. Mas en
general:
Teorema 6.52 Si k es un cardinal no numerable y 6 < k entonces ¢5(k) = K.
DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que k es regular y veamos
por induccion que ¢sl, : K — K.

Para ¢ = 0 hay que probar que § < k — w® < &, pero una simple induccién
sobre § muestra que |w’| = Ng|d| (para § > 0), luego w’ < k.



6.7. Puntos fijos de funciones normales 237

Si vale para J, entonces, como ¢sl, es una funcién normal, su conjunto de
puntos fijos es un c.n.a. C' C &, luego tiene cardinal x, pero su ordinal tiene que
ser < kK, luego es k, luego la funcién que enumera C' tiene dominio k, luego se
trata de ¢si1|x, luego ¢siils 1 £ — K.

Si el resultado vale para todo 8 < A < k, entonces el conjunto de puntos
fijos de ¢plx es el rango de ¢pi1ls, que es un cerrado no acotado en x. La
interseccion de menos de x cerrados no acotados es cerrada no acotada, y tiene
ordinal k, luego ¢y|x : K — K.

La normalidad de las funciones ¢s implica asi que ¢5(k) = |J ¢s(e) < k&,
luego ¢s(k) = k. e<r
Si k no es regular, es un cardinal limite, y es el supremo de cardinales
regulares, que son puntos fijos de cada ¢g, luego k es también punto fijo de ¢5.
|

En particular, ¢s(a) es un ordinal numerable siempre que ¢ y « son nume-
rables.

Observemos que, como 0 < w?, el teorema 6.49 implica que la sucesiéon
{00 (0)}acq es estrictamente creciente, luego a < ¢, (0), para todo ordinal a.

En particular, a < ¢,(«) para todo a (el caso o = 0 se comprueba por
separado), luego si k es un cardinal no numerable, por una parte tenemos que
ninglin a < k puede ser punto fijo de todas las funciones ¢s, con § < k (no
lo es para § = ), mientras que & si que lo es, por el teorema anterior, luego
concluimos que ¢,(0) = k.

Observemos ahora que si § < ¢, entonces cualquier ¢.(«) es, por construc-
cion, un punto fijo de ¢, con lo que tenemos que @s5(Pe()) = P(c). Este es el
dnico caso no trivial en que dos funciones de Veblen pueden coincidir:

Teorema 6.53 La igualdad ¢5(c) = ¢e(B) sdlo puede darse en uno de los tres
casos siguientes:

1. 0=eNa=0,
2.0 <eNha=¢(P),
3. e< NP =ds(a).

Similarmente, la desigualdad ¢s(c) < ¢(B) sdlo puede darse en uno de los tres
casos siguientes:

1.d=eNa<p,
2.0 <eNha<d(B),

3. e <N ps(a) <.
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DEMOSTRACION: Probamos simultdneamente las dos partes: si § = ¢, es
obvio que tiene que ser & = (3 en el primer caso y o < § en el segundo.

Supongamos que § < €. Entonces ¢(5) es punto fijo de ¢s, luego se cumple
que ¢5(de(B)) = de(8) > ds(), luego ¢ (8) > « (con igualdad en el primer caso
y desigualdad estricta en el segundo). El caso restante es analogo. Notemos que
siempre que se da uno de los tres casos se tiene la igualdad o la desigualdad del
enunciado. L]

Esto nos da un tipo de representaciéon tnica en términos de funciones de
Veblen. Veamos antes un caso particular:

Teorema 6.54 Todo ordinal de la forma a = wP se expresa de forma unica
como « = ¢s(n), con n < a.

DEMOSTRACION: La unicidad se debe al teorema anterior: si tuviéramos
dos representaciones o = ¢5(n) = ('), no puede ser § < ¢, pues eso obliga a
que 11 = ¢.(n') = «, pero suponemos 7 < «. Tampoco puede ser ¢ < §, luego
d=eAn=n'.

Para probar la existencia observamos que a < ¢,(0) < ¢4 (), luego pode-
mos tomar el minimo ordinal § tal que o < ¢s(ar). Si es § = 0 tenemos que
a = w? < ¢o(a) = w®, luego B < « y sirve la representacion o = ¢o(n) con

n=p.

Si § > 0, entonces, por la minimalidad de J, para todo € < § tenemos que
de(a) < a, pero como ¢, es normal, se cumple de hecho que ¢.(a) = a. Asi, «
es un punto fijo de todas las funciones ¢, con € < §, luego existe un 7 tal que
a = ¢s(n) < ds(a), luego n < a. n

Observemos que, en las condiciones del teorema anterior,
6 < ¢5(0) < ¢5(n) = «,
y si se da la igualdad es porque ¢5(0) = ¢5(n), luego n = 0, luego a = ¢, (0).
Definicién 6.55 Un ordinal « es fuertemente critico si a = ¢4,(0).

Acabamos de probar que si & = w? no es fuertemente critico entonces se
expresa de forma nica como ¢s(n) con 6,n < «

La existencia de ordinales fuertemente criticos se sigue de la caracterizacion
siguiente:

Teorema 6.56 Un ordinal £ es fuertemente critico si y solo si

E>0ANap <€ ¢a(B) <.

DEMOSTRACION: Si £ es fuertemente critico, es claro que £ # 0y si a, 8 < &,
entonces ¢ (8) < ¢a(§) =&, pues £ = ¢¢(0) es punto fijo de todas las funciones
Pa con a < €.
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Reciprocamente, si & > 0 cumple la condicién del enunciado, en particular
1=¢p(0) <&y w=¢o(l) <& Ademas ¢ tiene que ser un ordinal limite, pues
si fuera € = 6 + 1 entonces § < ¢5(0) < ¢s5(d) < &, luego E =0+ 1 < ¢5(d) < &.

Por otra parte, \d < € w? < &, luego wé = &, luego & es un namero e, luego
es cerrado para sumas, productos y potencias.

Veamos por induccion sobre a que a < ¢¢(0) = a < &.

Para a = 0 es trivial. Supongamos que vale para todo § < a < ¢¢(0).
Descomponemos a = w” 4+ 8, con § < « (teorema 3.50). Si 8 # 0, entonces
w, B < a, luego por hipétesis de induccion w”, 5 < € y, como & es cerrado para
sumas, a < £. Por lo tanto podemos suponer que a@ = w”. El teorema 6.54 nos
da entonces que a = ¢5(n’), con 7’ < a.

Si también § < «, entonces por hipotesis de induccion 4,7 < &, luego o < &
por la clausura de £. Si, por el contrario a = ¢ (1) > ¢4(0) > «, tiene que
ser ' = 0, y tenemos que a = ¢, (0) < ¢5(0), y esto implica a < £, porque la
sucesion {¢4(0)}aecq es estrictamente creciente.

Concluimos entonces que ¢¢(0) = &. "

Teorema 6.57 La clase de los ordinales fuertemente criticos es c.n.a. en 2.

DEMOSTRACION: Si k es un cardinal regular no numerable, consideramos la
aplicacion f : k x kK — k dada por f(«, 8) = ¢a(8), que esté bien definida por
el teorema 6.52, y aplicamos el teorema 6.7 y el teorema anterior. Obtenemos
que el conjunto Cy; de los ordinales fuertemente criticos menores que x es c.n.a.
en k. Es claro que esto implica el resultado para €. [

En particular, existen N; ordinales fuertemente criticos numerables.

Definiciéon 6.58 Se llama I' : @ — Q a la funcién (normal) que enumera a
los ordinales fuertemente criticos. El ordinal I'y se llama ordinal de Feferman-
Schiitte.

Sabemos que I'g es un nimero € cerrado para sumas, productos, potencias
b ?
y la funcion ¢ (vista como funcién de dos argumentos). Es claro que es mucho
mayor que €q.

Hemos probado que si @ = w? < I'y entonces se expresa de forma tnica
como « = ¢5(n), con 4, < c. Como todo ordinal no nulo se expresa de forma
Gnica como a = w + - .-+ W' para cierta sucesion decreciente de exponentes
(teorema 3.51), concluimos:

Teorema 6.59 Todo ordinal 0 < a < T'g se expresa de forma inica como
a = Pg,(10) + -+ + e, (1),

donde ¢§0(n0) > 2 ¢§n (77n)7 fz <a,n < ¢§i (77@) < a.
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Si a su vez desarrollamos cada &; y cada 7; en forma normal, y hacemos los
mismo con los coeficientes de dichas formas normales, y continuamos el proceso,
como los coeficientes que vamos obteniendo son cada vez menores, al cabo de
un namero finito de pasos tenemos que llegar a coeficientes iguales a 0, que no
admiten mas desarrollos. En suma, todo ordinal menor que I'g puede calcularse
en un namero finito de pasos a partir de 0 en términos de sumas y aplicaciones
de la funcion ¢.

Reciprocamente, si construimos expresiones a partir de 0 y la funcién ¢, para
asegurarnos de que obtenemos formas normales sélo tenemos que evitar que al
aplicar ¢ suceda ¢¢(n) = 7, pero para que esto ocurra, es decir, para que 7 sea
un punto fijo de ¢¢, en particular tiene que ser de la forma w®, luego su forma
canonica tiene que ser 7 = ¢¢ (1) con 1’ < n (es decir, tiene que tener un tnico
sumando) y, segin 6.53, la igualdad ¢¢(n) = ¢¢ (') solo puede darse (y se da)
si€& <&, puesloscasos € =& An=mn o0& <&{AN = ¢e(n) > n contradicen
17’ < n. En suma, para construir expresiones de ordinales en forma normal, s6lo
hay que evitar aplicar ¢¢ a los ordinales cuya forma normal es qﬁ'g(n’) con ¢ < ¢

Naturalmente, esto exige comparar formas normales, para lo cual aplicamos
el mismo criterio que con la forma normal de Cantor (son formas normales de
Cantor), lo que nos reduce el problema a comparar ordinales de la forma ¢¢(n)
y ¢ ('), lo cual puede hacerse recurrentemente aplicando el teorema 6.53.



Capitulo VII

Algebras de Boole

Introducimos ahora una estructura algebraica que proporciona un contexto
general para tratar problemas de naturaleza muy diversa, tanto de teoria de con-
juntos propiamente dicha, como de logica, de topologia, de analisis matematico
o de estadistica. Trabajamos en NBG sin el axioma de eleccién.

7.1 Propiedades algebraicas

El ejemplo tipico de 4lgebra de Boole es PX, donde X es un conjunto arbitra-
rio. En PX estan definidas las operaciones de union, interseccion y complemento
respecto de X. Si axiomatizamos las propiedades basicas de estas operaciones
llegamos a la nocién general de algebra de Boole:

Definiciéon 7.1 Un dlgebra de Boole es una cuadrupla (B, A,V,"), donde B es
un conjunto no vacio, A: BxB — B, V: BxB — By’ :B — B son
aplicaciones que cumplen las propiedades siguientes:

1) p"=np, 5 pV(gAr)=({@VagApVr),
2) pAg=qAp, 6) pVvV(Aq) =np,

3) (A AT=pA(gAT), N (pAg) =p Vv,

4) pAp=p, 8) pVp =qVd.

A partir de las propiedades 1) y 7) se demuestra que en realidad un algebra
de Boole cumple también las propiedades que resultan de intercambiar A por V
en los axiomas anteriores. En total, en un algebra de Boole se cumple:

1) p"=p,

2) pAg=qAp, pVqg=qVp,

3) A ATr=pA(gAT), (pVaVr=pV(qgVr),

4) pAp=p, pVp=p,

5 pVgAr)=@{@VagA(Vr), pA(@Vr)={@AqV(pAr),
6) pV(pAq) =p, pA(Vaq) =p,

7 (phg)' =p Vv, (pVva)=p AN,

8) pVp =qV{, pAD =qN{.

241
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Por ejemplo,
p\/q:p// \/q// — (p/ /\q/)l: (q/ /\p/)/ :q// \/p// :q\/p
Igualmente se razonan las demas.

SiB es un algebra de Boole, la propiedad 8) establece que existen unos tnicos
elementos O, 1 € B tales que para todop € Bse cumple p Ap' =0, pVyp =1
Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad:

0 =1, =0,

pAp =0, pVp =1,
pVvVO=p, pA1=p,
pVvI1l=1, pAO=0.

Por ejemplo, p V O = p V (p A p') = p, por la propiedad 6). Igualmente,
pVI=pV(pVvp)=@p@Vp vy =pVvp =1

El lector familiarizado con la logica proposicional vera una clara relacion
entre ésta y las algebras de Boole, que se completa con las definiciones siguientes:

p=q¢=p'Vag pea=@—=q9A(g—p).
La relaciéon de orden Toda algebra de Boole tiene una estructura natural
de conjunto parcialmente ordenado determinada por el teorema siguiente:
Teorema 7.2 Sea B un dlgebra de Boole. Entonces la relacion en B dada por
P qsysspANqg=psysspVqg=q

es una relacion de orden parcial (y en lo sucesivo consideraremos a toda dlgebra
de Boole como conjunto parcialmente ordenado con esta relacion). Ademds se
cumplen los hechos siguientes:

1. p A q es el infimo del conjunto {p,q},

. pV q es el supremo del conjunto {p,q},

.p<qsyssq <p.

2
3
4. O y 1 son el minimo y el mdzximo de B respectivamente.
5.p<qsyssp—=q=1y(p+q =1syssp=gq.

6

.p=q sysspAqg=0 ypVg=1

DEMOSTRACION: Sip A ¢ = p, entonces p vV g = (p A q) V ¢ = g, por la
propiedad 6) de la definicion de algebra de Boole. Igualmente se tiene la otra
implicacion.

La relacion < es reflexiva por la propiedad 4). La antisimetria es trivial. En
cuanto a la transitividad, si p < q y ¢ < r entonces

pAT=@PAQAT=pA(@AT)=pAqg=Dp,

luego p < r.
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1) Secumple quep AgAp=pApAqg=pAq,luegop A ¢ < p. Igualmente
p A q<q. Por otra parte, sir <pyr < qgentoncesp AqAr=pAr=r,
luego r < p A q. Esto prueba que p A ¢ es el infimo de {p, ¢}.

2) es analogo a 1).

3) Sip < g entonces p A ¢ =p, luego p' V ¢’ =p’, luego ¢’ < p'.
4) es trivial.

5)Sip<gqgentonces (p =>q)=p'Vg=p' VpVg=1vg=1

Si (p — ¢) = 1, entonces p’ V ¢ = 1, luego

p=pAl=pA@'Vg=0p@AD)VPANQ)=0V(ANq=pAqg.
Asi pues, p < q.

Por dltimo, (p +» ¢) = 1syss (p > q) = (¢ = p) =1, syssp < g A q<p,
Syss p = q.

6) Tenemos que
g=1IAg=p@VP)Ng=@Ag VP ANg) =0V (p Nq)

=@ APV AN)=p APV =p A1=). .

En lo sucesivo consideraremos siempre como conjuntos parcialmente orde-
nados a las algebras de Boole con la relaciéon de orden dada por el teorema
anterior.

Definicion 7.3 Diremos que un algebra de Boole B es degenerada si O = 1.

Teniendo en cuenta que O y 1 son el minimo y el maximo de B es claro que B
es degenerada si y solo si B = {0} = {1}.

Vamos a trabajar tinicamente con algebras no degeneradas, es decir, que en
lo sucesivo entenderemos que “algebra de Boole” significa “algebra de Boole no
degenerada’.

La estructura de anillo Veamos ahora que las algebras de Boole también
tienen una estructura natural de anillo:

Teorema 7.4 toda dlgebra de Boole B tiene estructura de anillo conmutativo y
unitario con las operaciones dadas por

pHa=@ANIVEON)=mVONDPAY =@+ q) s p-g=pAg

El elemento neutro de la suma es O y el del producto es 1. Ademds, se cumple
que \b € B b= —b.
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DEMOSTRACION: Se trata de una comprobaciéon rutinaria. La parte mas
farragosa es demostrar la asociatividad de la suma:

p+q)+r=(p+a Ar)V(lp+q) Ar)

=((ernd)VE AN ATV (VO AE V) Ar)
=ANdAT)VE NgAT )V PV V(' VE))AT)
=Ad A)VE AgAT)V (' AV (PAG)AT)
=@ANdAT)VE NgAT )V NS ATV (DAGAT),

y es claro que esta expresion no se altera si intercambiamos las posiciones de p,
q, r, luego si partimos de p 4 (¢ + r) llegamos al mismo resultado. "

En lo sucesivo consideraremos siempre a las dlgebras de Boole como anillos
con estas operaciones. Observemos que, al igual que hemos definido la suma y
el producto a partir de las operaciones booleanas A, V y ’, también podemos
definir las operaciones booleanas a partir de la suma y el producto:

xANy=wzy, zVy=z+y+ay, 2 =101+z(=1-1x).

Ejercicio: Un anillo booleano es un anillo conmutativo y unitario B que cumple
ademés la propiedad Ab € B bb = b. Probar que toda algebra de Boole es un anillo
booleano, y que todo anillo booleano se convierte en un algebra de Boole con las
operaciones A, V y ' dadas por las relaciones precedentes.

Subalgebras Si B es un algebra de Boole, diremos que un conjunto C C B es
una subdlgebra de B si C # @ y para todo p, ¢ € C se cumple que p A q, p V g,
p’ € C. Entonces C es un algebra con las restricciones de las operaciones de B.

Es claro que O y 1 son los mismos en B y en C y que la relacion de orden <
en C, asi como la suma y el producto en C son las restricciones de las de B. De
hecho, dado que las operaciones de anillo se definen a partir de las de algebra y
viceversa, es claro que las subélgebras de B coinciden con sus subanillos.

Obviamente B es una subalgebra de B, las subalgebras de B distintas de
la propia B se llaman subdalgebras propias. Ademas, {0, 1} es una subalgebra
de B, a la que llamaremos subalgebra trivial. Un algebra B es trivial si coincide
con su subalgebra trivial, es decir, si B = {0, 1}.

Ejemplo: Algebras de conjuntos Como ya hemos sefialado, si X es un
conjunto arbitrario, entonces B = PX es un &lgebra de Boole tomando como
operaciones:

rAy=zNy, xzVy=zUy, =X\

Es una simple rutina comprobar que se cumplen todas las propiedades que exige
la definicion de algebra de Boole. Ademas, es claro entonces que

O=92, 1=X, <y syss xCuy.
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La suma en PX se corresponde con la operacién conjuntista conocida como
diferencia simétrica:

XAY =(X\Y)U((Y\X)=(XUY)\(XNY).

En particular vemos que un élgebra PX es degenerada si y sélo si X = @,
mientras que PX es trivial si y solo si | X| = 1.

Llamaremos dlgebras de conjuntos a las subalgebras de un algebra PX. Equi-
valentemente, un conjunto B es un dlgebra de conjuntos sobre un conjunto X si
B C PX y para todo z, y € B se cumple que x Uy, x Ny, X \ z € B.

De este modo, si B es un dlgebra de conjuntos sobre X, sus operaciones son
la union, la interseccién y el complemento respecto de X, su relacién de orden
es la inclusion, su suma es la diferencia simétrica y ademas O = @, 1= X.

Por ejemplo, si X es un espacio topologico (no vacio), el conjunto B de
los subconjuntos de X que son a la vez abiertos y cerrados es un &lgebra de
conjuntos (no degenerada) sobre X, que es trivial si y s6lo si X es conexo. =

Restriccion de algebras de Boole Si B es un algebra de Boole y a € B es
un elemento no nulo, definimos

B, ={beB|b<al.

Una comprobacién rutinaria muestra que B, se convierte en un algebra de Boole
con las mismas operaciones A y V de B y el complemento dado por &' = a AV
(donde el b’ de la derecha es la operacion de B). Se cumple ademas que O es el
mismo de B y 1 = a. Notemos que B, no es una subélgebra de B (salvo en el
caso trivial en que a = 1). "

Algebras atémicas Un dtomo en un algebra de Boole B es un elemento a € B
tal que a # O y no existe ningtn b € B tal que O < b < a. Un algebra de Boole
B es atomica si para todo b € B no nulo existe un d4tomo a € B tal que a < b.

Por ejemplo, en un algebra PX, los atomos son los subconjuntos de X de la
forma {a}, y es claro entonces que las algebras de tipo PX son atomicas. m

Generadores Se comprueba inmediatamente que la intersecciéon de una fa-
milia de subélgebras de un algebra dada B es de nuevo una subélgebra. Por
consiguiente, si X C B, podemos definir la subdlgebra generada por X en B
como la interseccion de todas las subalgebras de B que contienen a X. La
representaremos por (X).

Es claro que si X C C C B, donde C es una subalgebra de B, entonces la
subalgebra generada por X en C coincide con la subalgebra generada por X
en B. SiB = (X) diremos que X es un generador de B.

Teorema 7.5 SiB es un dlgebra de Boole y X C B, el dlgebra (X) estd formada
por los elementos de la forma:

n k;
\/ /\ Tij, l’ijEXUX,.

i=1j=1
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DEMOSTRACION: Sea A el conjunto de los elementos de B que tienen la
forma indicada. Claramente A C (X). Si probamos que A es una subalgebra
de B, tendremos también la inclusiéon opuesta. Lo veremos en varios pasos. El
primero es inmediato:

1. Siae A yxe XUX', entoncesa A x € A.

2. Sia, be A, entoncesa ANb € A.
En efecto, si b=\, /\fz1 x;j, la propiedad anterior nos da a A x;1 € A,
de donde a su vez a A ;1 A xio € Ay, en definitiva, a A /\57:1 xij € A.
Pero es inmediato que el supremo de un ntmero finito de elementos de A
estd en A, luego de aqui concluimos que a A b € A.

3. Sta €A, entoncesa’ € A.

. _ n ki ’ n k; /
En efecto, si a = V;_; A;L, zi;, entonces o’ = A\;_; ;1 @; que es un
infimo de elementos de A, luego esta en A por la propiedad anterior.
u

Del teorema anterior se sigue inmediatamente:

Teorema 7.6 Toda dlgebra de Boole finitamente generada es finita.

Homomorfismos Diremos que una aplicacién h : B — C entre algebras de
Boole es un homomorfismo de dlgebras si para todo p, ¢ € B se cumple

h(p') =h(p),  hlpAq)=hp) Ahle), hpVaq) =hp)Vh).

Es claro que si se da la primera condicién las otras dos son equivalentes,
por lo que es suficiente comprobar una de las dos. También es claro que un
homomorfismo de algebras de Boole cumple

h(p+q) = h(p) + h(q), h(pq) = h(p)h(q), h(0)=0, h(1)=1
y si p < q entonces h(p) < h(q).

En particular, los homomorfismos de algebras de Boole son homomorfismos
de anillos (de hecho, es claro que una aplicaciéon entre algebras de Boole es un
homomorfismo de algebras de Boole si y solo si es un homomorfismo de anillos).
En particular, h[B] es una subalgebra de C.

El teorema 7.5 muestra que si dos homomorfismos de algebras de Boole
coinciden en un generador, entonces son iguales.

Un monomorfismo, epimorfismo, isomorfismo de dlgebras de Boole es un
homomorfismo inyectivo, suprayectivo o biyectivo, respectivamente. Un auto-
morfismo de algebras es un isomorfismo de un algebra en si misma.

La composicion de homomorfismos es un homomorfismo, la inversa de un
isomorfismo es un isomorfismo. Todo isomorfismo de dlgebras es una semejanza
de conjuntos parcialmente ordenados y el reciproco también es cierto, pues las
semejanzas conservan supremos e infimos y, si p es un elemento de un algebra
el complemento p’ esta caracterizado como el tinico elemento g que cumple las
relacionesp Aq=0,pVqg=1
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Ideales, filtros y cocientes Los ideales de las algebras de Boole tienen una
caracterizacion muy simple en términos de las operaciones del algebra:

Definicion 7.7 SiB es un algebra de Boole, un ideal de B es un conjunto I C B
que cumpla las propiedades siguientes:

1.OeIAl¢],

2. \p€INgeB (¢<p—qecl),

w

. NpgelIpvqgel.

Diremos que es un ideal primo si ademas cumple
4. NpeBpelIvyp el.
Un filtro de B es un conjunto F' C B que cumpla las propiedades siguientes:
1. O¢ FALeF,
2. \pe F\geB (p<q—qeF),

3. /\pqEFp/\qEF.

Diremos que es un ultrafiltro si ademas cumple
4. N\peBpecFvyp eF.

Si definimos el conjunto dual de un conjunto X C B como X' = {p’ | p € X},
es claro que I es un ideal (resp. un ideal primo) si y solo si el conjunto dual I’
es un filtro (resp. un ultrafiltro) y que F' es un filtro (resp. un ultrafiltro) si y
solo si F/ es un ideal (resp. un ideal primo).

Observemos que los filtros y ultrafiltros en un algebra PX no son sino lo que
en 4.30 hemos llamado filtros y ultrafiltros en X.

Hemos definido asi el concepto de ideal de un algebra para que la defini-
cion no dependa del teorema 7.4, pero en realidad los ideales de un algebra de
Boole B en este sentido son simplemente los ideales de B como anillo distin-
tos del propio B. Ademés, los ideales primos en este sentido coinciden con los
ideales primos en el sentido de la teoria de anillos, y también con los ideales
maximales.

En efecto, si I es un ideal en este sentido y =, y € I, entonces z+y < z V v,
luego z+y eI, ysix € BAy eI, entonces zy < y, luego zy € I. Esto
prueba que I es un ideal en el sentido de la teoria de anillos. Reciprocamente,
si I # B es un ideal en este sentido general, ciertamente O € I A 1 ¢ I,
sipel NqgéeBAqg< p, entonces ¢q =¢qp € I, ysip, g € I, entonces
pVqg=p+q+pqg € I, luego I es un ideal en el sentido de la definicién anterior.

La afirmacion sobre ideales primos y maximales serd inmediata después de
la observacion siguiente:
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Si B es un algebra de Boole e I es un ideal de B, el anillo cociente B/I tiene
estructura de algebra de Boole con las operaciones dadas por

PIAld=[pAgd, PIVId=I[Vd, =[]

En efecto, es facil probar que las operaciones estan bien definidas, aunque
tenemos una justificacion indirecta, pues pueden definirse a partir de la suma y
el producto, que ya sabemos que estan bien definidas:

Una vez esté justificado que las operaciones estan bien definidas, cada pro-
piedad de la definicién de algebra de Boole se cumple en B/T como consecuencia
inmediata de que se cumple en B.

Asi pues, nos referiremos a B/I como el dlgebra cociente determinada por I.
Si F es un filtro en B, representaremos por B/ F al algebra cociente determinada
por el ideal dual F”.

Notemos que si I es un ideal y F' es su filtro dual, la congruencia modulo I
(es decir, la relaciéon de equivalencia que determina el cociente B/I = B/F)
viene dada por

p+qgel Syss p<rqeF.

Observemos también que, como en la definicion de ideal hemos exigido la
condicion 1 ¢ I, las algebras cociente son no degeneradas.

Ahora es inmediato que I es un ideal primo (en el sentido de la definicion
anterior) si y solo si B/I = {0, 1}, pero es claro que el algebra trivial {0, 1} es
la tnica algebra que es un dominio integro (pues si un algebra B contiene un
tercer elemento p, entonces pp’ = O, luego p es un divisor de cero y B no es
un dominio integro), luego en particular es también la nica algebra que es un
cuerpo. Ahora el teorema 1.39 implica inmediatamente que los ideales primos
de un algebra en el sentido de la definicién anterior coinciden con los ideales
primos y maximales en el sentido general de la teoria de anillos.

A su vez, esto implica que un filtro F' en un algebra de Boole B es un
ultrafiltro si y solo si es maximal, en el sentido de que no existe ningun filtro

FG¢GCB.
Si f:B — C es un homomorfismo de algebras de Boole, los conjuntos
N(f)={beB|f(b)=0},  N(f) ={beB|f(b)=1}

son un ideal y un filtro mutuamente duales. El primero es el nicleo de f y el
segundo su filtro dual. Claramente, la proyecciéon natural ¢ : B — B/I es un
epimorfismo de algebras de Boole con ntcleo 1.
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Generacion de filtros e ideales Diremos que un subconjunto X de un &l-
gebra de Boole B tiene la propiedad de la interseccion finita si para cualquier
conjunto finito de elementos x1,...,x, € X se cumple 1 A --- A x,, # O.

Diremos que un conjunto zi,...,x, de elementos de B es un cubrimiento
finitosixy V-V, =1

El teorema siguiente se demuestra sin dificultad:

Teorema 7.8 Sea B un dlgebra de Boole.
1. La interseccion de una familia de ideales/filtros de B es un ideal/filtro.
2. Si X C B tiene la propiedad de la interseccion finita, entonces el conjunto
(X)f={peB|existenn€wyuxi,...,x, €X tales que x1 A --- Nz, < p}

es un filtro de B que contiene a X y estd contenido en cualquier otro filtro
de B que contenga a X. Se le llama filtro generado por X.

3. Si X C B no contiene cubrimientos finitos, entonces el conjunto
(X)i={peB|existenn€wyxy,...,x, € X tales quep < a1V ---Va,}

es un ideal de B que contiene a X y estd contenido en cualquier otro ideal
de B que contenga a X. Se le llama ideal generado por X.

4. Si f : B — C es un homomorfismo de dlgebras y F' e I son un filtro y un
ideal duales en C, entonces f~[F] y f~Y[I] son un filtro y un ideal duales
en B.

Ejemplo SiB=PAya € A, entonces el filtro generado por un atomo {a} es
(a)f ={X €PA|ac X}

y es inmediato que se trata de hecho de un ultrafiltro. Los ultrafiltros de esta
forma se llaman ultrafiltros fijos, mientras que los que no son de esta forma
se llaman wltrafiltros libres. Observemos que si un filtro F' de B contiene un
atomo {a} entonces (a); C F, luego F' = (a)s, porque (a)s es maximal. En
particular un ultrafiltro es fijo si y so6lo si contiene un atomo {a}.

Reciprocamente, si un ultrafiltro F' es libre, entonces cada atomo {a} esta
en el ideal dual F’, luego cada conjunto finito esta en F”’ (porque la union finita
de elementos de F” estd en F’). Notemos que

fin ={X € PA| X es finito}
es un ideal en PA, cuyo filtro dual es el formado por los conjuntos cofinitos:
fin" ={X € PA| A\ X es finito}.
Acabamos de justificar que un ultrafiltro F es libre si y s6lo si fin* C F. =

La existencia de ultrafiltros libres no puede demostrarse sin AE, pero una
aplicacion elemental del lema de Zorn (compérese con 4.29) nos da los teoremas
siguientes:
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Teorema 7.9 (de los ideales primos)(AE) Todo ideal en un dlgebra de Boole
puede extenderse hasta un ideal primo.

Teorema 7.10 (de los ultrafiltros) (AE) Todo filtro en un dlgebra de Boole
puede extenderse hasta un ultrafiltro.

En particular, los ultrafiltros en PA que extienden al filtro F formado por
los conjuntos cofinitos son ultrafiltros libres.

Veamos una aplicaciéon del teorema 7.5:

Teorema 7.11 Si B = (X) es un dlgebra de Boole, un filtro F en B es un
ultrafiltro si y sélo si para todo x € X se cumple que x € F o 2’ € F.

DEMOSTRACION: Un elemento arbitrario de B es b = \/I_, /\f;l xi;, con
z;; € X. Si existe un ¢ tal que, para todo j se cumple z;; € F, entonces

/\f;l x;; € F, luego b € F. En caso contrario, para todo ¢ existe un j tal que

r;; € F, de donde V§;1 z;; € F'y, tomando el infimo de estos elementos, b’ € F.
|

7.2 Espacios de Stone

A la hora de demostrar que un algebra de Boole satisface determinadas
relaciones, como la asociatividad de la suma, demostrada en la prueba del teo-
rema 7.4, tenemos que recurrir en principio a las identidades de la definicion de
algebra, mientras que si nos restringimos al caso de un algebra de conjuntos po-
demos justificar las igualdades como igualdades conjuntistas, es decir, tomando
un elemento arbitrario de un miembro y probando que esta en el otro, y vice-
versa, lo cual suele ser més sencillo. Ahora vamos a probar que este método es
general, pues toda éalgebra de Boole es isomorfa a un algebra de conjuntos.

En esta seccién usaremos el axioma de eleccién, pero conviene observar que
inicamente lo haremos a través del teorema 7.9, o de 7.10, que es equivalente.

Definicién 7.12 Sea B un algebra de Boole. Llamaremos S(B) al conjunto de
todos los ultrafiltros de B. Para cada p € B definimos

C,={recS®B)|pea}, B={C,|pecB).

Teorema 7.13 (Tegrema de representacion de Stone) SiB es un dlgebra
de Boole, entonces B es un dlgebra de conjuntos sobre S(B) y la aplicacion
h:B — B dada por h(p) = C, es un isomorfismo de dlgebras.

DEMOSTRACION: Dados p, ¢ € B, se cumple que

reC,NCysysspeExNqgeExsysspAqeExsyss € Cpng.
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Asi pues, Cprqg = Cp N Cy. Por otra parte,
z € SB)\Cpsysspé¢axsyssp €xsysszeCy,
luego Cpr = S(B) \ Cp.

Esto prueba que B es un algebra de conjuntos y que h : B — B es un
epimorfismo de algebras. Para probar que h es inyectiva basta comprobar que
si h(p) = @ entonces! p = 0. En efecto, si C,, = @ tenemos que p no pertenece
a ningun ultrafiltro de B, pero todo elemento no nulo de un algebra genera un
filtro que, a su vez, por 7.10, esta contenido en un ultrafiltro. Por tanto p = Q.

|

Veamos ahora que el teorema de Stone se puede refinar notablemente:

Definicién 7.14 Sea B un dlgebra de Boole. Entonces, por ser un élgebra de
conjuntos, B es la base de una topologfa sobre S(B). Llamaremos espacio de
Stone del algebra B al espacio S(B) con la topologia generada por B.

Teorema 7.15 Sea B un dlgebra de Boole. Entonces S(B) es un espacio de
Hausdorff compacto cerodimensional y B es su dlgebra de abiertos-cerrados. Por
consiguiente, el teorema de representacion de Stone afirma que toda dlgebra de
Boole es isomorfa al dlgebra de abiertos-cerrados de su espacio de Stone.

DEMOSTRACION: Sean z, y € S(B),  # y. Entonces existe un p € x tal que
p ¢y, luegop e, p €y, luego x € Cp Ay € Cp, y ciertamente C, N Cpy = O,
luego €, y Cpy son entornos disjuntos de = e y. Esto prueba que S(B) es un
espacio de Hausdorff.

Consideremos un cubrimiento abierto de S(B) que podemos suponer formado
por abiertos basicos, es decir, de la forma {Cp},er, con I C B. Si el cubrimiento
no admite subcubrimientos finitos, dados p1,...,p, € I, tendriamos que Cp, U
UGy, # S(B) = Cq,luegopy V - - V p, # 1, luego I no contiene cubrimientos
finitos de B, luego genera un ideal que esta contenido en un ideal primo P de
B. Llamemos = € S(B) a su ultrafiltro dual.

Entonces, si p € I, tenemos que p € P, luego p’ € z, luego = ¢ C,, y
esto contradice que {Cjp},cr sea un cubrimiento de S(B). Por lo tanto S(B) es
compacto.

Claramente los elementos de B son abiertos-cerrados en S (B) y falta probar
que son todos los abiertos-cerrados. En efecto, cualquiera de ellos entonces es
union de abiertos de S(B), pero por compacidad es uniéon de un namero finito

de ellos, luego esta en B. [

Los ultrafiltros de un algebra de Boole B son los puntos de su espacio de
Stone S(B). Ahora vamos a probar que los filtros de B se corresponden con los
cerrados de S(B):

1Esto es cierto para todo homomorfismo de anillos: si h(u) = 0 — u = 0 entonces h es un
monomorfismo, pues si h(u) = h(v), entonces h(u —v) = 0, luego u — v = 0, luego u = v.
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Teorema 7.16 Sea B un dlgebra de Boole.

1. Si F es un filtro en B, entonces Cp = {x € S(B) | F C x} es un cerrado
no vacio en S(B).

2. 851 C C S(B) es un cerrado no vacio, entonces Foc ={p € B |C C Cp,} es
un filtro en B.

8. Las correspondencias F' — Cp y C — F¢ son biyecciones mutuamente
inversas entre los filtros de B y los cerrados no vacios de S(B).

DEMOSTRACION: Se cumple que C'r # @ pues esto equivale a que todo filtro

esta contenido en un ultrafiltro. Que Cp es cerrado se sigue de que Cp = [ C).
peF
En efecto, € Crpsiysolosi F C x,siysolosi ApeB(pe F = pca),lo
cual equivale a ApeB(p € F — x € Cp), lo cual equivale a que z € [ C).
peEF

La comprobacion de que F es un filtro no ofrece ninguna dificultad.

Dado un filtro F' en B, se cumple p € F¢,. siy solo si Crp C C)p, lo cual
equivale a que, para todo ultrafiltro € S(B), si F' C x, entonces p € x, y esto
sucede exactamente cuando p € F, pues si p ¢ F, entonces, para todo a € F,
se cumple que a A p’ # O (o de lo contrario a < p, luego p € F), luego F U {p'}
genera un filtro, que estara contenido en un ultrafiltro € S(B) tal que F C x
y p ¢ x. Asi pues, Fo, = F.

Igualmente, dado un cerrado no vacio C C S(B), se cumple que xz € Cp,, si
y solo si Fo C x, si y sdlo si, para todo p € B, si C C (), entonces p € x, lo cual
s6lo puede ocurrir si z € C, pues si x € S(B) \ C, como C' es cerrado, existe un
p€Btal que z € C, C S(B)\ C, luego C C Cpy = S(B) \ Cp, pero p’ ¢ x. Asi
pues, Cr, = C. n

Notemos que, a través de la correspondencia dada por el teorema anterior,
si F' es un ultrafiltro en B (y, por consiguiente, también un punto F' = x € S(B))
su cerrado asociado es

Co ={yeSB)|zCy}={a}.
Equivalentemente, para todo x € S(B), se cumple que Fi,y = .

Observemos que si B es un algebra de Boole y p € B, entonces p es un
atomo si y s6lo si no tiene extensiones no nulas, si y sélo si C}, no contiene
estrictamente abiertos no vacios, si y solo si C, = {z} para cierto z € S(B),
que serd un punto aislado. Reciprocamente, todo punto aislado determina un
abierto basico de S(B) que a su vez determina un atomo de B. Es facil ver
que estas correspondencias son mutuamente inversas, de modo que existe una
biyeccion entre los dtomos de un algebra de Boole y los puntos aislados de su
espacio de Stone.

Un algebra de Boole es atémica si y sélo si cada elemento no nulo esté por
encima de un atomo, lo cual equivale a que los puntos aislados en S(B) sean un
conjunto denso.
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Los teoremas siguientes demuestran que hay una correspondencia natural
entre las algebras de Boole y los espacios compactos cerodimensionales.

Teorema 7.17 Sea K un espacio compacto cerodimensional y sea B su dlgebra
de abiertos-cerrados. Entonces K es homeomorfo a S(B).

DEMOSTRACION: Sea f : K — S(B) dada por f(z) = {C € B |z € C}.
Claramente f(z) es un ultrafiltro en B y f es suprayectiva, pues si p € S(B)
entonces p es una familia de cerrados en K con la propiedad de la interseccion
finita, luego existe un x € K que pertenece a todos los elementos de p, es decir,
tal que p C f(z). Por la maximalidad de p ha de ser f(z) = p.

Si x, y son puntos distintos en K, entonces existe un C' € B tal que x € C,
y ¢ C, luego C € f(x)\ f(y), lo que prueba que f es inyectiva.

Es facil ver que para todo A € B se cumple f~![A] = A, lo que prueba que
f es continua y, por compacidad, un homeomorfismo. [

Teorema 7.18 Sea f : B — C un homomorfismo de dlgebras de Boole. En-
tonces la aplicacion f* : S(C) — S(B) dada por f*(z) ={p € B | f(p) € x} es
continua. Ademds f es inyectiva si y sdlo si f* es suprayectiva y f es supra-
yectiva si y solo si f* es inyectiva.

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que f*(z) € S(B). Ademas
(f*)HCp] = Cppy, luego f* es continua.

Si f es inyectiva e y € S(B), es facil ver que {f(p) | p € y} tiene la propiedad
de la interseccion finita en C, luego est4 contenido en un ultrafiltro z € S(C).
Es facil comprobar asi mismo que f*(z) = y.

Si f* es suprayectiva y p € B es no nulo, entonces p estd contenido en un
ultrafiltro y € S(B), que tendra una antiimagen x € S(C). Asi p € y = f*(x),
luego f(p) € x, luego f(p) # O. Asi pues, f es inyectiva.

Si f es suprayectiva y f*(z) = f*(y), para ciertos z, y € S(C), entonces
para todo p € B se cumple f(p) € x syss f(p) € y, pero esto significa que x = y,
luego f* es inyectiva.

Si f* es suprayectiva entonces es un homeomorfismo en la imagen, luego,
dado g € C, se cumple que f*[C,] es abierto en f*[S(C)], con lo que f*[Cy] =
F*IS(C)] N A, donde A es un abierto en S(B). Tenemos que A es unién de
abiertos basicos de B, los cuales forman un cubrimiento abierto del compacto
F*[Cy], luego podemos extraer un subcubrimiento finito cuya unién es un abierto
basico C), tal que f*[Cy] C Cp C A. Por consiguiente f*[Cy] = f*[S(C)] N C,.
Esto 1mphca que Cy = (f*)~ [ , luego

»]
e € S(C)(x € Cy 4 f*(x) € Gy,
Ao € SO eC, o pe f (),
Ne € S(C)(x € Cy  f(p) € ),
Nz € S(C)(z € Cq ¢+ c € Cyy),
y esto significa que Cy = Cy(;), por lo que f(p) = q. Asipues, f es suprayectiva.
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Teorema 7.19 Sean B y C dos dlgebras de Boole y sea f : S(B) — S(C) una
aplicacion continua. Entonces la aplicacion f* : C — B que a cada q € C le
asigna el tinico p € B tal que f~1[C,] = C, es un homomorfismo de dlgebras.
Ademds f** = f. Sig: B — C es un homomorfismo de dlgebras, también se
cumple que g** = g.

DEMOSTRACION: No tiene ninguna dificultad probar que f* es un homo-
morfismo. Si z € S(B), entonces

fAa)={qeClf(q)ext={qeClaeCpyt={ceClzc fC]}

={qeClf(x)eC}={qeC|qe f(x)} = f(z)

Si g : B — C es un homomorfismo de algebras y p € B, entonces ¢**(p) = ¢
es equivalente a (g*)~1[C,] = Cy, que a su vez equivale a las formulas siguientes:

Nx € S(C)(p € g*(x) « g € x)

Az € S(C)(g(p) € x> g € x)

Nz € S(C)(x € Cy(py > x € Cy),

Cyp) = Cq, luego g**(p) = q syss g(p) = q, es decir, g** = g. "

En definitiva, tenemos que a cada algebra de Boole le corresponde un espa-
cio compacto cerodimensional (su espacio de Stone) y a cada espacio compacto
cerodimensional le corresponde un algebra de Boole (su algebra de abiertos-
cerrados). Ademés los homomorfismos de algebras se corresponden con las
aplicaciones continuas, de modo que los isomorfismos se corresponden con los
homeomorfismos. De este modo &lgebras isomorfas tienen espacios de Stone
homeomorfos y viceversa.

Nota Esto nos da una prueba alternativa més breve del teorema 7.6: Como
S({0,1)}) consta de un tinico punto, los puntos de S(B) se corresponden biunivo-
camente con las aplicaciones continuas S({0, 1}) — S(B), que a su vez se co-
rresponden con los homomorfismos B — {0, 1}. Si B es finitamente generada,
cada homomorfismo esta determinado por las imagenes de un generador finito,
luego hay un namero finito de homomorfismos, luego S(B) es finito, luego B
también. "

Teorema 7.20 St B es un dlgebra de Boole y F es un filtro en B, el espacio
de Stone S(B/F) es homeomorfo al cerrado Cr C S(B) dado por 7.16. Mds
atin, si B(Cr) es el dlgebra de abiertos-cerrados de Cr, tenemos el diagrama
conmutativo

T T
B/F B/F B(Cr)

donde 7(A) = ANCF y las flechas horizontales son isomorfismos.
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DEMOSTRACION: Consideremos la proyecciéon natural 7 : B — B/F, que
se corresponde con una aplicacion 7* : S(B/F) — S(B) inyectiva y continua.
Como los espacios son compactos, S(B/F) es homeomorfo a su imagen K. Basta
probar que K = Cp. Ahora bien, aplicando las definiciones se ve inmediata-
mente que K esta formado por las antiimagenes 7~ ![y] de los ultrafiltros de
B/F, y es facil ver que éstas son precisamente los ultrafiltros de B que contienen
a F, es decir, los elementos de Cp.

Observemos que el isomorfismo natural B/FF — B(Cp) es el dado por
A w*[A]. Asi, sip € B, al recorrer el diagrama del enunciado empezando por
el isomorfismo p — C}, obtenemos 7(Cp) = C, N Cr, mientras que empezando
por 7 llegamos a 7*[C (], pero @ € 7*[Cr (] siy sélosiz = 7~ 1y], para cierto
y € Crp (es decir, tal que 7(p) € y), lo cual equivale a que z € 7*[S(B/F)] y
p € x, es decir, a que z € C, N CF. n

Para terminar vamos a calcular el cardinal de S(PD), para cualquier con-
junto infinito D, es decir, el cardinal del conjunto de los ultrafiltros en PD. En
realidad vamos a contar una familia més especifica de ultrafiltros:

Definicion 7.21 Si D es un conjunto infinito, un wltrafiltro uniforme en D es
un ultrafiltro U en D tal que todos sus elementos tienen cardinal |D|.

Teorema 7.22 (Pospisil) Si D es un conjunto infinito, existen 927! ultrafil-
tros uniformes en D.

DEMOSTRACION: Diremos que C' C PD es una familia uniformemente in-
dependiente de subconjuntos de D si para todos los X1,..., X, Y7,...,Y, € C
distintos dos a dos se cumple que

XN NXpN(D\Y1)N---N(D\Y,)

tiene cardinal |D|. Vamos a probar que existe una familia uniformemente inde-
pendiente de cardinal 2/”!. Es claro que podemos sustituir D por cualquier otro
conjunto del mismo cardinal, asi que sustituimos D por P = [D]|<% x [[D]<%]<%.

Para cada v C D definimos
X.={(A,B) e P| Anu € B},

y llamamos C' = {X,, | u € PD}. Vamos a probar que C cumple lo pedido. En
primer lugar, si u # v son dos subconjuntos de D, entonces X, # X,, pues si,
por ejemplo, d € u\v, basta tomar A = {d} y B = {A}, conlo que (4, B) € X,,
pero (A, B) ¢ X,. Por lo tanto |C| = 271,

Tomemos ahora uy, ..., Uny,v1, ..., v, subconjuntos de D distintos dos a dos
y fijemos elementos d;; € (u; \ v;) U (v; \ u;) y sea A C D finito que contenga a
todos los d;;. Observemos que hay |D| conjuntos A posibles. Entonces tenemos
que ANwu; # ANw; y, si llamamos B = {ANw; | i = 1,...,m}, entonces
(A,B) € Xy, \ Xy, luego la interseccion

Xu N N Xy, N(P\Xy) NN (P\ X))

contiene a todos los pares (A, B), que son |D|, luego la interseccion tiene cardinal
D[ = |P].
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Fijemos, pues, una familia uniformemente independiente C' de subconjuntos
de D con cardinal 2/P!. Para cada f: C — 2, sea

G;={XePD||D\X|<|D[}U{X eC|f(X)=1}U
{D\X | X eCA f(X)=0}

Observamos que Gy tiene la propiedad de la interseccién finita, pues la
interseccién de un ntimero finito de elementos de Gy es de la forma X NY,
donde |[D\ X| < |D|y |Y| = |D| y, si fuera X NY = &, entonces Y C D\ X,
contradiccion.

Por lo tanto, el teorema 7.8 nos da que G¢ esta contenido en un filtro en D
que a su vez estd contenido en un ultrafiltro Uy, necesariamente uniforme, pues
Uy contiene a los complementarios de todos los conjuntos de cardinal menor que
| D], luego no puede contener a ninguno de ellos.

Por ultimo basta observar que si f # g entonces Uy # Uy, pues si, por
ejemplo, X € C cumple f(X) =1y g(X) =0, entonces X € Uy y D\ X € U,.

Puesto que 22”1 o5 también el cardinal de PPD, concluimos que el nimero
total de ultrafiltros en D es como maximo este cardinal, y asi:

Teorema 7.23 Si D es un conjunto infinito, entonces |S(PD)| = 22"

7.3 Algebras completas

Definicion 7.24 Sea B un algebra de Boole y X C B. Representaremos por
VX y AX al supremo y al infimo de X en B (supuesto que existan). Ciertamente
existen si X es finito. En particular V@ = 0, Ao = 1.

También usaremos la notacién
Vpi=Vipiliel},  Api=Npilicl}
i€l iel

Existe una relacion sencilla entre los supremos e infimos:

Teorema 7.25 SiB es un dlgebra de Boole y {p;}ic1 es una familia de elemen-
tos de B, entonces

I !
(Vpi) = A, (Api) =V,
il i€l i€l i€l

entendiendo que un miembro existe si y solo si existe el otro.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe /\ p/. Entonces, para cada i € I,
il
tenemos que /\ pi < pl, luego p; < (/\ p;)/, de modo que el miembro derecho
il il
es una cota superior del conjunto {p; | i € I'}. Si r es cualquier cota superior,
entonces 1’ < pl, luego ' < A pl, luego (/\ p’i)/ < r. Esto prueba que existe
il il

Vopi=(A p;)', luego en definitiva (V pi)/ = A pj.
iel i€l = el
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Si suponemos que existe el miembro izquierdo se razona anélogamente que
existe el miembro derecho. La segunda igualdad se obtiene de la primera apli-
cada a la familia {p}}er. "

Una formulacién alternativa sin indices del teorema anterior es
VX' = (AX),  AX'=(VX),
donde hay que entender que un miembro existe si y solo si existe el otro.

Los supremos e infimos satisfacen la siguiente propiedad distributiva:

Teorema 7.26 Si {po;}icr, {p1j}jecs son dos familias de elementos de un dl-
gebra de Boole B, entonces

V poi AV p1j = V (po; A pij),
i€l jeJ (i,9)eIxJ

entendiendo que el miembro derecho existe si existen los dos supremos del miem-
bro izquierdo.

DEMOSTRACION: Vamos a usar varias veces la equivalencia siguiente:
pAg<Tqg<TVyp.
En efecto, si p A ¢ < r, entonces

gq=qAN(VD)=(@Ap)V(gnrp)<rVvyp.

Reciprocamente, si ¢ < 7V p’, entonces

pAG<pA(rVp)=@AT)V(DAD)=pAT.

Como

poi A p1; <poi < V poi poi Ap1; <pij <V piy,
i€l jeJ

vemos que po; A p1; < 4\/1 Poi N '\/J P15, luego el miembro derecho es una cota
1€ JjE

superior del conjunto {po; A p1; | (4,7) € I x J}. Para probar que es la minima,
tomamos una cota r arbitraria. Como po; A p1; < r, tenemos que pg; < 7V p’lj

para todo i, luego \V po; < 7 V p’lj7 luego V po; A pi; < r. Similarmente,
icl iel

pi; <1V (\/ pOi)/, de donde V pi; <1V (\/ pOi)l, y de aqui concluimos que
iel jeJ iel
V poi AV pij <.
icl jed

Esto prueba que el miembro izquierdo es el supremo que en el enunciado aparece
en el miembro derecho. m
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Tomando complementos en la igualdad del teorema anterior aplicada a las
familias de los complementos de las sucesiones dadas se obtiene inmediatamente
la relacion

A poi v A p1j = A (poi V pij).
i€l JjeJ

(i,5)elxJ

En particular, si reducimos la primera familia a un tnico elemento, quedan las
relaciones

pANVpi=V@Ap), pV Api=ANpVp).
iel el iel iel

Definicion 7.27 Un Aalgebra de Boole B es completa si todo conjunto X C B
tiene supremo o, equivalentemente por las relaciones anteriores, si todo X C B
tiene infimo.

Por ejemplo, si A es un conjunto arbitrario, es claro que PA es un algebra
completa, en la que, para todo X € PA, se cumple VX = JX, AX =NX
(con el convenio de que (@ = A).

Mas aun, tenemos la caracterizacion siguiente de las algebras de tipo PA:

Teorema 7.28 Un dlgebra de Boole B es isomorfa a un dlgebra PA si y sdlo si
es atomica y completa.

DEMOSTRACION: Obviamente, si B = PA, entonces B es atomica y com-
pleta. Supongamos ahora que B es atomica y completa y sea A el conjunto de
sus atomos. Consideramos la aplicacion h : B — PA dada por

h(b) ={a€A|a<b}

Se cumple que h es inyectiva, pues si by # bs, podemos suponer que b; £ bs,
con lo que by A by # O, luego existe un a € A tal que a < by A b}, luego
a € h(by), pero a ¢ h(bs), luego h(by) # h(bz).

También se cumple que h es suprayectiva, pues si X € PA, podemos consi-
derar b = /X € B, y claramente X C {a € A | a < b} = h(b). Para probar la
igualdad suponemos que ag € A cumple ag < b, pero ag ¢ X. Entonces, como
son atomos, ag A a = O, para todo a € X, luego

ao=ayANb=as A V a= V (ag Aa) =0,

acx acx
contradiccion.

Es inmediato que si by < bg, entonces h(by) C h(b2), y también se da el
reciproco, pues si by £ by, entonces by A by # O, luego existe a € A tal que
a < by Abh, luego a < by y a £ by, luego a € h(by) \ h(b2), luego h(b1) £ h(bs).

Asi pues, h es una semejanza, luego un isomorfismo de algebras. L]

Ejercicio: Probar que toda algebra de Boole finita es isomorfa a un algebra PA.
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Ejemplo: Abiertos regulares Presentamos ahora una familia muy impor-
tante de algebras de Boole completas:

Definicion 7.29 Sea X un espacio topologico. Diremos que A C X es un
abierto reqularsi A = int clA (donde int y cl representan el interior y la clausura
de un conjunto, respectivamente). Definimos A+ = X \ clA.

Por ejemplo, ]0, 1] es un abierto regular en R, mientras que ]0,1[U]1,2[ no
lo es.

En general, es claro que si A C B C X entonces B+ C A+ y A++ c B++.

Observemos que A1t = X \ clAt = int(X \ A1) = intclA. Asi pues, A es

un abierto regular si y sélo si A = A++.

Teorema 7.30 Sean U y V subconjuntos de un espacio topoldgico X y supon-
gamos que U es abierto. Entonces:

1 Ut =Ut

9. yALll _yiL
. (UnNV)yH =uttnv+i
DEMOSTRACION: 1) Como U C clU y U es abierto, de hecho
UcCintcdU =U*t,
de donde U+ c U+L. Como Ut C clU* y U™ es abierto, de hecho
Ut CintcdU* = U+t
Por consiguiente tenemos la igualdad.
2) Es consecuencia de 1) aplicado al abierto U = V.

3) ComoUNV CcUyUNV CV,secumple (UNV)t+ c U+ nvit

Para tener la otra inclusion basta ver que U++ NV+L C ¢l (U N V), pues
como el conjunto de la izquierda es abierto, de hecho esta contenido en el interior
del de la derecha, es decir, en (U NV)++.

Sea, pues € UL N V1L y veamos que todo abierto G tal que x € G corta
a UNYV. Tenemos que x € GNU+ NV y este conjunto es abierto. Como
z € Ut = intclU C clU, hade ser GNU NV NU # . Sea, pues,
teGNUHH NV NU c VL =intelV € clV. Como G NU es un abierto
que contiene a t, ha de ser GNU NV # &, como teniamos que probar. =

Teorema 7.31 Si X es un espacio topoldgico, el conjunto R(X) de los abiertos
regulares de X es un dlgebra de Boole completa con las operaciones dadas por

pAg=png, pVg=@pPuUgtt, p=p-
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Ademds O = @, 1 = X, la relacion de orden es la inclusion y para todo conjunto
A C R(X) se cumple

\/A:(UP>LL, /\A:(ﬂp)J_J_.

pEA pEA

DEMOSTRACION: Notemos que del teorema anterior apartado 3) se sigue
que sip, ¢ € R(X) entonces pNgq € R(X), lo cual justifica la definicion de p A gq.
Del apartado 2) se sigue que si p C X entonces pt+ € R(X), lo que justifica la
definicion de p V ¢. La definicion de p’ es correcta por el apartado 1).

Comprobamos las propiedades no obvias de la definicion de &lgebra:
1) p" = ptt = p porque p es regular.

5 pV(gAr)=@U@@nm)=((pUqgnpur)tt
=(Ugttnuntt=mVveApVr).
6) pV(pAg =@UP@Ng)t=p-t=p
Ve =@ Ug) = (X \cdptUgh))t = (X\ (cp-Uclgh))*
= (X \cph) N (X \cgh )t =@ gt =r@ngt =mnrq).
8) pvp =p"Vvp =@ Ap)=(X\clp)np)t=o" =X, para todo p.

Asi pues R(X) es un algebra de Boole. Teniendo en cuenta que A es la
interseccion, es claro que la relacién de orden es la inclusiéon. También es claro
que 0=gyl=X.

Si AcC R(X),seas= (U p)LL € R(X). Como la unién es un abierto, se
peA

cumple que |J p Cintel |J p = s, luego s es una cota superior de A.
peEA peEA
Si r € R(X) es una cota superior de A, entonces |J p C r, con lo que
pEA

s C v+t =1, es decir, s < r. Esto prueba que s es el supremo de A. Igualmente
se razona con el infimo. L]

Notemos que, aunque los elementos de R(X) son subconjuntos de X, no es
en general un algebra de conjuntos sobre X, pues la operacién V no es la union.

Maés adelante probaremos (véase el teorema 7.49) que toda algebra de Boole
completa es isomorfa a un algebra de abiertos regulares.

Espacios de Stone La completitud de un algebra tiene una caracterizacion
muy simple en términos de su espacio de Stone:

Teorema 7.32 Un dlgebra de Boole B es completa si y sdlo si su espacio de
Stone es extremadamente disconexo, es decir, si y solo si las clausuras de sus
abiertos son abiertas.
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DEMOSTRACION: Supongamos que B es completa y sea A un abierto en
S(B). Entonces A es union de una familia X de abiertos-cerrados. Sea S el
supremo de X en el algebra de abiertos cerrados. Claramente A C Sy, como
S es cerrado, c1A C S. El abierto S\ cl A ha de ser vacio, o de lo contrario
contendria un abierto-cerrado no vacio B, y entonces S \ B serfa una cota
superior de X menor que S, lo cual es imposible. Por consiguiente cl1 A = S es
abierto.

Reciprocamente, si S(B) es extremadamente disconexo y X es una familia

de abiertos-cerrados en S(B), es facil ver que cl |J A esel supremode X. =
Aex

Homomorfismos completos Un homomorfismo h : B — C entre algebras
de Boole completas es completo si para todo X C B se cumple

(V. a) =V @

qeX qeX

(o la igualdad anéloga con infimos, que es equivalente).

Subalgebras completas Si B es un algebra de Boole completa y C es una
subélgebra de B, diremos que C es una subdlgebra completa si para todo X C C
se cumple que VX € C (o, equivalentemente, AX € C).

En tal caso C es completa con la estructura de subalgebra y si X C C, el
supremo de X en C es el mismo que el supremo en B. Equivalentemente, C
es una subalgebra completa de B si es completa como algebra y la inclusion
i : C — B es un monomorfismo completo.

Nota Es importante tener presente que una subalgebra C de un élgebra com-
pleta B puede ser completa como algebra pero no ser una subalgebra completa.
Esto sucede si el supremo en C de un subconjunto X C C no coincide con el
supremo en B.

Por ejemplo, si B es un algebra de Boole completa, entonces el algebra C de
abiertos-cerrados de S(B) es una subalgebra de PS(B), y es completa, pero no
es necesariamente una subalgebra completa de PS(B), pues el supremo de una
familia de elementos de C no es necesariamente su unioén (que es su supremo en
PS(B)), sino la clausura de su union. "

Si B es un algebra de Boole completa, es inmediato comprobar que la inter-
seccion de una familia de subalgebras completas de B es de nuevo una subalgebra
completa. Por consiguiente, si X C B, podemos definir la subdlgebra completa
generada por X como la interseccion de todas las subalgebras completas de B
que contienen a X. La representaremos por (X)_. Si B = (X)_ diremos que B
estd completamente generada por X o que X es un generador completo de B.

Condiciones de cadena Vamos a dar un criterio ttil para probar la comple-
titud de un algebra de Boole. Partimos de una propiedad mas débil:
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Definiciéon 7.33 Si k es un cardinal infinito, diremos que un algebra de Boole B
es k-completa si todo subconjunto de B de cardinal menor que k tiene supremo
(0, equivalentemente, infimo).

Y ahora vamos a dar una condicién que complementa la k-completitud para
llegar a la completitud:

Dos elementos p, ¢ € B de un algebra de Boole B son incompatibles si cumplen
p A g = 0. Una anticadena en B es un conjunto A C B formado por elementos
incompatibles dos a dos.

Si k es un cardinal, un c.p.o. B cumple la condicién de cadena k (c.c.k)
si toda anticadena en B tiene cardinal < . En particular, la c.c.R; se llama
condicion de cadena numerable.

Teorema 7.34 (AE) SiB es un dlgebra de Boole k-completa y cumple la con-
dicion de cadena k entonces B es completa.

DEMOSTRACION: Tomemos X C B y veamos que X tiene supremo. Sea
Y ={peB|Vqge X p<gq}. Sea A una anticadena maximal en Y. Claramente
también es una anticadena en B, luego por hipédtesis |A| < k y existe VA.
Veamos que este supremo es también el supremo de X.

Sipe€ X CY perop £ VA, entonces O # p A (VA) < p, de donde
concluimos que p A (VA)' € Y y es incompatible con todos los elementos
de A. Esto permite extender A a una anticadena mayor, en contradiccion con
su maximalidad. Asi pues, /A es una cota superior de X.

Si t es una cota superior de X, también lo es de Y, luego de A, luego VA < t.
Esto prueba que VA es la menor cota superior de X. L]

Este criterio es especialmente 1til para estudiar la completitud de algebras
cociente. Para ello introducimos algunos conceptos sobre ideales o filtros:

Definicion 7.35 Sea B un algebra de Boole, sean I, F' un ideal y un filtro en B,
respectivamente, y sea x un cardinal infinito.

I es k-completo si todo subconjunto de I de cardinal menor que k tiene
supremo y éste pertenece a I.

F es k-completo si todo subconjunto de F de cardinal menor que k tiene
infimo y éste pertenece a F.

Obviamente un ideal es k-completo si y s6lo si lo es su filtro dual, y viceversa.

Teorema 7.36 (AE) Sea k un cardinal infinito, B un dlgebra de Boole k-
completa e I un ideal k-completo de B. Entonces el dlgebra cociente B/I es
k-completa. Ademds, para todo X C B tal que |X| < k se cumple

Vipl=[V ]

peX peX
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DEMOSTRACION: Todo subconjunto de B/I de cardinal menor que x es de

la forma Y = {[p] | p € X}, donde X C B, |X| < k. Claramente [ V p| es una
peX
cota superior de Y.

Si [q] es otra cota superior, entonces [p] < [¢] para todo p € X, es decir,
p A ¢ € I. Por la completitud de I concluimos que

(V p)Aq’: Vipnd)el,

peX peX
luego [ V p] < [gq]. Esto prueba que [ V p} es el supremo de Y. n
peEX peX

Consideramos ahora la condicion de cadena k:

Definicion 7.37 Sea B un algebra de Boole, I un ideal de B y k un cardinal
infinito. Diremos que I cumple la condicion de cadena x o que es k-saturado si
el algebra cociente B/I cumple la c.c. k.

Teorema 7.38 (AE) Sea k un cardinal infinito, sea B un dlgebra de Boole k-
completa e I un ideal k-completo de B. Entonces I cumple la c.c.k si y sélo si
toda anticadena en B\ I tiene cardinal menor que k.

DEMOSTRACION: Una implicacién es obvia. Supongamos que I cumple
la condicion del enunciado y sea {[pa]|}a<s una anticadena en B/I. Podemos
suponer ademas que Ao < k p, ¢ I. Asi, si a < 8 < Kk entonces p, A pg € 1.
Definimos

q =Dpp N A pl,.
a<f

Asi, si @ < B < K tenemos que ¢o A gg < po A pl, = O, luego {gs}s<x €s
una anticadena en B. Hemos de probar que esta, de hecho, en B\ I.
Notemos que si o < 8 entonces pg A p € I, luego por la completitud de [
resulta que pg A V pa €1
a<f

Si gs € I entonces pg = (pg A N\ ) V (ps AV pa) € I, contradiccion,
a<f a<lf

luego ciertamente tenemos una anticadena en B\ I, lo que a su vez contradice
la saturaciéon de I. El reciproco es evidente. [

Por consiguiente, el teorema 7.34 nos da que el cociente de un algebra x-
completa sobre un ideal x-completo y k-saturado es un algebra completa.

Terminamos este apartado con un resultado elemental que es util a menudo,
segin el cual todo supremo en un algebra de Boole completa puede expresarse
como el supremo de una anticadena:

Teorema 7.39 SiB es un dlgebra de Boole completa y {pa}ta<y €s una familia
de elementos de B (donde v es un ordinal), existe otra familia {qa}a<~ tal que

N <7 ga <pa, NaB<v(a#B—=qgaNgz=0)y \</qa= \</pa.
a<y a<y
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DEMOSTRACION: Basta tomar ¢, = po A A pfg. Obviamente g, < po y si
B<a

a # B3, digamos 3 < «, entonces g, A gz < p'ﬁ A pg = O. Veamos por induccién
sobre @ < v que V po = V gg. Para a = 7 es la tercera propiedad que
B<a <o

tenfamos que probar.
Para o = 0 es trivial. Si vale para «, entonces

Vags= VagVaa= VsV pah Nps)= Vps.
B<a+1 B<a B<a B<a B<a+1

Si vale para todo o < A < 3, sabemos que \/ qp < V D3, ¥, para cada oo < A
B B<A

pa< Vps= Vs <V ogs,
B<a+1 B<a+1 B<A

luego 'V pg = V qs- n
B B<A

7.4 La compleciéon de un algebra de Boole

Vamos a probar que toda algebra de Boole puede sumergirse (en un sentido
que precisaremos mas abajo) en un éalgebra de Boole completa, pero conviene
probar un resultado méas general, para lo cual vamos a observar que muchos de
los conceptos que hemos definido sobre élgebras de Boole son generalizables a
conjuntos parcialmente ordenados arbitrarios, e incluso a una clase més general
de objetos:

Definiciéon 7.40 Un preorden en un conjunto P es una relacion reflexiva y tran-
sitiva. Un conjunto preordenado (c.p.o.) es un par (P, <), donde P es un conjunto
no vacio y < es un preorden en P.

En particular, todo conjunto parcialmente ordenado es un conjunto preor-
denado y, méas en particular, toda algebra de Boole es un c.p.o. Sin embargo,
en lo sucesivo, cuando apliquemos a un &lgebra de Boole B los conceptos que
vamos a definir para c.p.o.s, los aplicaremos a B\ {O}. Veamos varios ejemplos:

e Si P es un c.p.o., diremos que dos elementos p, g € P son incompatibles si

plg=-VreP(r<pArr<gq).

Entonces, si B es un algebra de Boole, diremos que p, ¢ € B\ {O} son
incompatibles en B si no existe r € B\ {O} tal que r < p A r < g. Puesto
que 7 = p A q siempre cumple r < p A r < ¢, concluimos que, en un
algebra de Boole, dos elementos p y ¢ (no nulos) son incompatibles si y
solo si p A ¢ = O, que es la definicion de incompatibilidad que ya habiamos
dado sobre algebras de Boole, y que se extiende de forma natural al caso
enquep=0o0qg=0.
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e Si P es un c.p.o., un elemento p € P es un dtomo si no existen ¢q, r € P
talesque g < pAr<pAgqLlr.

Si B es un algebra de Boole un a € B\ {0} es un atomo en este sentido si
y s6lo si es un dtomo en B en el sentido que ya habiamos definido, es decir,
si no existe ningtin ¢ € B tal que O < ¢ < b. En efecto, si sucede esto es
obvio que b es un atomo en el sentido general que acabamos de definir,
y si existe un c en estas condiciones, entonces d = b A ¢’ cumple d # O,
c<bANd<bAcLd luego b no es un atomo en el sentido general.

e Si P es un c.p.o. se dice que un subconjunto F' C P es un filtro en P si
cumple las condiciones siguientes:

1. F+ o,
2. Abe FN\qeP(p<q—qcF),
3. Apge FNlr e F(r <pnAr<q).

Nuevamente, si B es un algebra de Boole, un subconjunto ' C B\ {O} es
un filtro en B segun la definicién precedente (cambiando P por B\ {0}) si
y so6lo si es un filtro en el sentido que ya teniamos definido.

En efecto, si F¥ C B\ {O} es un filtro en el sentido de c.p.o.s, trivialmente
tenemos que O ¢ F, por 1) existe un p € F', y por 2), como p < 1, tenemos
que 1 € F. La propiedad 2) de la definicién de filtro en un algebra es la
misma que la propiedad 2) anterior y si p, ¢ € F, por 3) existe un r € F'
tal que r < pyr <gq, luego r < p A qy, por 2), también p A g € F. El
reciproco se prueba més facilmente.

Para conectar la teoria general sobre c.p.o.s con el caso de las algebras de
Boole conviene introducir el concepto siguiente:

Un c.p.o. P es separativosi Apg € P (pLq—\VreP (r<pAr Lq).

Sucede que toda algebra de Boole B es separativa, luego esta hipotesis sobre
un c¢.p.o. no supone ninguna restricciéon a la hora de aplicar los resultados al
caso de algebras de Boole.

En efecto, cuando decimos que B es separativa queremos decir en realidad
que lo es B\ {0} y, ciertamente, si p, ¢ € B\ {0} y p £ ¢, tomamos r =p A ¢
y comprobamos que 7 # O pues si p A ¢ = O entonces p — g =p' V q = 1,
luego p < g. Asi, existe un r € B\ {O} que claramente cumple r <p A r L q.

Una aplicacién ¢ : P — Q entre dos c.p.o.s es una inmersion si cumple:
L Apip2 € P (p1 < p2 — i(p1) < i(p2)),

2. Apip2 € P (p1 L p2 — i(p1) L i(p2)).

Ejemplo Consideremos el conjunto P = [w]* de todos los subconjuntos infinitos
de w, con el preorden dado por p C* ¢ si y solo si p \ ¢ es finito.
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Es claro que la relacién C* es un preorden en P, pero no es antisimétrica,
pues de p C* q y ¢ C* p es equivalente a que p A ¢ es finito, es decir, a que
p A q € fin. Por lo tanto, si definimos

i:P— Pw/fin

mediante i(p) = [p], se cumple que p C* ¢ A ¢ C* p si y solo si i(p) = i(q).

Observemos que dos elementos p, ¢ € P son compatibles si y solo si pNq es
infinito.

En efecto, en tal caso r = p N g cumple ciertamente r C* p A r C* q vy,
reciprocamente, si existe r € P que cumple esto, entonces r\ p y r\ ¢ son finitos,
pero r = (r\p)U(r\q)U(rNpngq), luego rNpNq tiene que ser infinito, y pNgq
también.

Ahora es inmediato que 7 es una inmersion, cuya imagen es toda el algebra
Pw/fin excepto O = fin. Es facil ver también que PP es separativo. ]

Segin acabamos de ver, las inmersiones no tienen por qué ser inyectivas,
pero si que lo son entre conjuntos parcialmente ordenados separativos:

Teorema 7.41 Sii: P — Q es una inmersion entre conjuntos parcialmente
ordenados separativos, entonces i es inyectiva y cumple

Apip2 € P (p1 < p2 5 i(p1) <i(p2)).

DEMOSTRACION: Sean p1, p2 € P tales que i(p1) < i(p2). Hemos de probar
que p; < po. En caso contrario, como P es separativo existiria r < p; tal que
r L py. Entonces i(r) < i(p1) A i(r) L i(p2), contradiccion. Teniendo en cuenta
que, por hipotesis, la relacion en P es antisimétrica (no es s6lo un preorden), de
aqui se sigue que 7 es inyectiva. n

Asi pues, bajo las hipotesis del teorema (que se cumplen para algebras de
Boole) tenemos que i : P — i[P] es una semejanza, con lo que podemos identi-
ficar a P con un subconjunto de Q.

Es obvio que todo monomorfismo h : B — C entre algebras de Boole
(0, mas precisamente, su restriccion B \ {0} — C\ {O}) es una inmersion,
pero el reciproco no es cierto. Por ejemplo, si X es un espacio topoldgico, la
inclusion i : R(X) — PX, donde R(X) es el algebra de abiertos regulares en X
(teoema 7.31), es una inmersion, pero no es un monomorfismo de algebras, ya
que i(p V q) = (pUq)**, que no tiene por qué coincidir con i(p) V i(q) = pUq.
Sin embargo, anadiendo una condicion técnica a la definicién de inmersion, la
situacion cambia:

Definicion 7.42 Una inmersion i : P — Q es completa si
Ag € QVp e PAp* € P(p* < p — —i(p*) L q),

y en estas circunstancias diremos que p es una reduccion de q a P.
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Teorema 7.43 Toda inmersion completa h : B — C entre dlgebras de Boole?
es un monomorfismo de dlgebras tal que si un conjunto X C B tiene su-
premo (resp. infimo), entonces h[X] también lo tiene y h(V X) = Vh[X] (resp.
h(AX) = Ah[X]). En particular, si B y C son dlgebras completas, entonces h
es un monomorfismo completo.

Reciprocamente, todo monomorfismo completo entre dlgebras de Boole com-
pletas es una inmersion completa.

DEMOSTRACION: Como B es un conjunto totalmente ordenado separativo,
el teorema anterior nos da que h es inyectiva y para todo p, ¢ € B\ {0}

p<q+ h(p)<hlq, pAqg=0h(p) Ah(g)=0.

Notemos ademés que h(1) = 1. En efecto, en caso contrario h(1) # O,
luego podemos tomar una reduccion p de h(1)’ a B. Como p < p, tenemos que
—h(p) L h(1Y, luego 7 = h(p) A h(1)’ # O, pero p < 1, luego h(p) < h(1), y
asi tenemos que r < h(1)’ A r < h(p) < h(1), luego r < h(1)" A (1) = O,
contradiccion.

Sea p € B\ {0} y veamos que h(p') = h(p)’.

Como p A p' = 0, sabemos que h(p) A h(p’) = O, luego h(p') < h(p)’. Si no
se da la igualdad, tendra que ser ¢ = h(p)’ A h(p')’ # O. Sea r una reduccion
de g a B. Necesariamente »r A p # O o r A p’ # 0. Veamos que ambos casos
llevan a contradiccion.

Sir A p# O, entonces h(r A p) < h(p), luego h(r A p) A ¢ = O, en contra
de que r sea una reducciéon de q.

Sir Ap' # O entonces h(r Ap') < h(p') y también h(r A p') A g = O.

Asi pues, h conserva complementos. Supongamos ahora que X C B tiene
infimo y vamos a probar que existe Ah[X] = h(AX).

Al aplicar esto a conjuntos de dos elementos, concluimos que A es un mono-
morfismo de algebras y, en caso de que las dos algebras sean completas, tenemos
que h es un monomorfismo completo.

Para cada p € X tenemos que

A p<p, luego h( A p) < h(p).

peX peX

Sea ahora ¢ € C una cota inferior de h[X] y veamos que g < h( A p). Esto

probara que h( A p) es el infimo de h[X]. pex
peX

!/
En caso contrario consideramos s = g A h( A p) # 0.
peEX

Sea t una reducciéon de s a B. Si p € X, ha de ser t < p, pues en caso
contrario t A p' #= Oy h(t A p') A s < h(p') AN h(p) = h(p) A h(p) = O,

2Aqui hay que entender que h(D) = O y que la restriccion B \ {O} — C\ {O} es una
inmersién completa.
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en contradiccion con que ¢ es una reduccion de s. Asi pues, t < A p, pero
entonces peX

s/\h(t)gs/\h(/\ p):(D,

peEX

lo que de nuevo contradice que t sea una reducciéon de s.

Reciprocamente, si A es un monomorfismo completo, claramente es una in-
mersiéon y si ¢ € C\ {O} entonces p = A{r € B | ¢ < h(r)} es una reduccion
de ¢ a B. En efecto, h(p) = AN{h(r) |7 € BA ¢ < h(r)} > ¢ > O, luego p > O.
Si t < p es no nulo pero h(t) A ¢ = O, entonces ¢ < h(t'), luego p < ¢’ (por
definicion de p), y asi ¢t < p A p’ = O, contradiccion. "

Necesitaremos el resultado siguiente:

Teorema 7.44 Si i : P — Q es una inmersion completa de c.p.o.s y Q es
separativo, entonces i[P| también lo es.

DEMOSTRACION: Supongamos que i(p;1) £ i(p2). Entonces existe un r € Q
tal que r <i(p1) y r L i(p2). Sea s una reduccion de r a P. Entonces —i(s) L r,
luego —i(s) L i(p1), luego —s L pq, es decir, existe p € Ptal que p < sy p < p;.
Entonces i(p) < i(p1) y basta probar que i(p) L i(p2), pues esto prueba que i[P]
es separativo. Ahora bien, en caso contrario —p L po, luego existe p* < p < s,
p* < pa, luego —i(p*) L r, i(p*) < i(p2), luego —i(p2) L r, contradiccion. m

En realidad nos va a interesar principalmente una clase muy particular de
inmersiones completas:

Definicién 7.45 Si P es un c.p.o. y D C P, diremos que D es denso® en P si
Ap e P\de D d<p.
Una inmersion i : P — Q entre dos c.p.o.s es densa si i[P] es denso en Q.

Por ejemplo, la definicién de algebra de Boole atomica puede reformularse
diciendo que B es atémica si el conjunto de sus dtomos es denso (en B\ {O}).

Es inmediato comprobar que la composicion de inmersiones (resp. inmersio-
nes completas, resp. densas) es también una inmersion (resp. completa, densa).
Ademés:

Teorema 7.46 Toda inmersion densa entre c.p.o.s es una inmersion completa.

DEMOSTRACION: Sii: P — Q es una inmersion densa y ¢ € Q, entonces
existe un p € P tal que i(p) < ¢, y es inmediato que p es una reduccion de ¢
a P, pues si p* < p, entonces i(p*) < i(p) < ¢, luego —i(p*) L q. "

Un élgebra de Boole completa esta totalmente determinada por cualquiera
de sus subconjuntos densos:

3Si en P consideramos la topologia que tiene por base a los conjuntos {q € P | ¢ < p}, para
todo p € P, los subconjuntos densos en el sentido que acabamos de definir son precisamente
los subconjuntos densos en sentido topologico, es decir, los que cortan a todo abierto no vacio.
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Teorema 7.47 Sean B y C dos dlgebras de Boole completas, sea D C B un
subconjunto denso y sea j : D — C una inmersion completa. Entonces j
se extiende a un unico monomorfismo completo j* : B — C, que serd un
isomorfismo si j es densa.

DEMOSTRACION: Notemos que al decir que D es denso en B hay que entender
que D C B\ {O} es denso en B\ {O}. La unicidad se debe a que, para todo
p € B, se cumple que

p=V{geD|q<p}
En efecto, si llamamos r al supremo, es claro que r < p, y si no se diera la
igualdad es que p A 7’ # O, luego existe un ¢ € D tal que ¢ < p A 1/, luego
g < r por definicion de r y también ¢ < 1/, luego ¢ < r A v’ = O, contradiccion.

Por lo tanto, si existe j*, necesariamente

7*(p) = V{i(e) g€ D A g <p},

lo que nos da la unicidad.
Veamos ahora que definiendo j* de este modo cumple lo pedido. Ante todo,
si p € D entonces

ip) <V{j(@) [a € D Ag <p} <j(p),
luego j*(p) = j(p), es decir, j* extiende a j.
Sip € B\ {0}, entonces existe ¢ € D tal que ¢ < p y por consiguiente
O < j(q) < j*(p). Asipues, j* se restringe a una aplicacion B\ {O} — C\{O}.

Veamos que es una inmersion.
Si p1, p2 € B cumplen p; < po, entonces

{ile)lae DAg<m}C{j(q)| g€ DAq<ps},

luego j*(p1) < j*(p2)-
Si, por el contrario, p; A pa = O, entonces, para cada ¢ € D, ¢ < p; tenemos
que
3(@) A g*(p2) = V{i(@) Aj(r) [ r € D AT < pa} = O,
pues ¢ y r son incompatibles en D, luego j(¢) y j(r) son incompatibles C, porque
j es una inmersiéon. Por consiguiente

7 (p1) A g (p2) = V{i(@) A j*(p2) l¢ € D Ag<pi} =0.

Asi pues, j* es una inmersion de c.p.o.s. Veamos que es completa. Si ¢ € C,
sabemos que tiene una reduccién d a D, pero ésta es también una reduccion
a B, pues si p < d, podemos tomar d’ € D tal que d’ < p < d, luego —j(d’) L q,
es decir, que existe un r € C\ {O} tal que r < gy r < j(d') = j*(d') < j*(p),
luego —j*(p) L q.

Por 7.43 sabemos que j* : B — C es un monomorfismo completo, y ya
hemos visto que es la tnica extension posible de j.
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Supongamos ahora que j es una inmersion densa y veamos que j* es su-
prayectiva. Para ello tomamos r € C y definimos s = \V/{p € D | j(p) < r}.
Entonces, como ya sabemos que j* conserva supremos,

i(s)=V{ilp) I pe DAj(p) <r}<r

Si no se diera la igualdad existiria un ¢ € C no nulo de manera que ¢ < ry

g A j*(s) = 0. Como j es densa podemos tomarlo de la forma g = j(p), para

cierto p € D. Entonces p < s, luego ¢ = j(p) = j*(p) < j*(s), contradiccion.
| |

En particular, si j : B — C es una inmersion densa entre algebras de Boole
completas, se trata de hecho de un isomorfismo.

En efecto, tenemos que j : B — j[B] es una semejanza, y el teorema
anterior nos dice que debe extenderse a un isomorfismo j* : B — C, lo cual
sblo es posible si j es ya un isomorfismo.

Ahora ya estamos en condiciones de completar, no ya un élgebra de Boole,
sino cualquier c.p.o.:

Definicion 7.48 Sea P un c.p.o. Paracadap € Psea B, ={¢€P| ¢ <p}. Es
inmediato comprobar que estos conjuntos son la base de una topologia en P. En
particular podemos counsiderar el algebra R(IP) de los abiertos regulares de P,
que por 7.31 es un &algebra de Boole completa.

Teorema 7.49 Sea P un c.p.o. Entonces:

1. La aplicacion ip : P — R(P) dada por i(p) = By " es una inmersion
densa.

2. Sij: P — B es una inmersion completa (resp. densa) de P en un dlgebra
de Boole completa B, entonces existe un unico monomorfismo completo
(resp. isomorfismo) j* : R(P) — B tal que el diagrama siguiente es
conmutativo:

En particular R(P) es, salvo isomorfismo, la tnica dlgebra de Boole completa
en la que P puede sumergirse densamente. La llamaremos complecion de P.

DEMOSTRACION: 1) Notemos que si p € P, entonces
pEB,CB " #0=0,
luego ip : P — R(P) \ {O}.

Sean p, ¢ € P. Si p < ¢ entonces B, C By, luego B;-J- C B;-J-, es decir,
i(p) < i(q).
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Sip L g, entonces B, N By = @, luego BZJ;J- N B;-J- = (B, N By)*t = g,
luego i(p) A i(q) = O.

Esto prueba que ¢ es una inmersiéon. Veamos que es densa. Si A € R(P)\{O},
entonces A es un abierto no vacio, luego es uniéon de abiertos bésicos. En
particular existe un p € P tal que B, C A. Entonces By+ C A+ = A, es decir,
i(p) < A.

Observemos que 2) es inmediato si P es un conjunto parcialmente ordenado
separativo (en particular si es un algebra de Boole), pues en tal caso ip es una
semejanza en su imagen, luego podemos definir j' = i]gl oj :ip[P] — B, que es
claramente una inmersion completa (resp. densa) que por el teorema anterior se
extiende a un monomorfismo completo (resp. isomorfismo) j* : R(P) — B que
claramente es el tnico que hace conmutativo el diagrama del enunciado.

Para probar el caso general veamos que sii : P — Q, i/ : P — Q' son
inmersiones suprayectivas en dos conjuntos parcialmente ordenados separativos,
entonces existe una tnica semejanza f: Q — Q' tal que 1o f =17'.

Admitiendo esto, como Q = ip[P] y Q" = j[P] son conjuntos parcialmente
ordenados separativos (por 7.44), existe una semejanza j' : ip[P] — j[P] tal
que ip o j' = j, y podemos concluir igualmente.

Veamos que si 7, s € Q, entonces

r<se ANteQ(-tLr——tls).

Sir <sA -t L r, entonces existe u € Q tal que u <t A u <r < s, luego
-t L s. Reciprocamente, si r £ s, existe un t € Q tal que t <r At L s (porque
Q es separativo), luego =t L r pero t L s.

Lo mismo vale para Q’, luego, dados p, ¢ € P, se cumple
i(p) Lilg) < pLgei(p) Li'(q).
En consecuencia
i(p) < i(q) «» A\r € P(=i(r) Li(p) — —i(r) L i(q))
< Ar e P(=i'(r) Li'(p) — =i'(r) Li'(q) < i'(p) <4'(q)-
Como las relaciones en Q y Q' son antisimétricas, esto implica que
i(p) = i(q) < i'(p) = 7'(q)-

De aqui se sigue que la aplicacion f : Q — Q' dada por f(i(p)) = ¢'(p) esta
bien definida y es una semejanza. L]

En particular, toda algebra de Boole completa B es isomorfa al dlgebra de
abiertos regulares R(B \ {0}).

En la prueba del teorema anterior hemos demostrado un resultado de interés
en si mismo:
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Teorema 7.50 SiP es un c.p.o. y llamamos P = ip[P] C R(P), entonces P es
un conjunto parcialmente ordenado separativo, ip : P — P es una inmersion
suprayectiva y si j : P — Q es cualquier inmersion suprayectiva en un con-
Junto parcialmente ordenado separativo, entonces existe una unica semejanza
f:P— Q que hace conmutativo el diagrama

Asi, la inmersion densa de un c¢.p.o. P en su complecién puede descomponerse
en una inmersién suprayectiva seguida de una inmersiéon densa inyectiva.

P— P — R(P).

Vamos a dar una prueba alternativa de la existencia y unicidad de P que no
dependa de la complecion de P:

DEMOSTRACION: Sea R la relacion de equivalencia en P dada por
pRqe NreP(r Lper Lyq).
Sea Q = P/R el conjunto cociente y en él consideramos el orden dado por
[p] <lg] <> Ar e P(r <p— —r Lyq).

Esta bien definido, pues si [p] = [p'] y [¢] = [¢'] ¥ [p] < [q], entonces [p'] < [¢'].
En efecto, si r € P cumple 7 < p’, entonces —r L p’, luego —r L p. Existe s € P
tal que s <r A s < p. Como [p] < [g], ha de ser s L ¢, luego existe ¢t € P tal
quet < sANt<gq. Asit<r At <gq, esdecir, -r L ¢, luego también —r L ¢ .
Esto prueba que [p'] < [¢'].

La relacién en Q es claramente reflexiva. Veamos que es simétrica, para lo
cual suponemos que [p] < [¢] A [g] < [p]. Si —r L p, existe s € P tal que
s<rANs<pluegos<rANA-slq ExistetePtalquet<s<rAt<yg.
Por consiguiente —r L ¢. Igualmente se prueba el reciproco, luego [p] = [q].

Para probar la transitividad suponemos [p] < [¢g] A [q] < [r]. Siu < p
entonces —u L ¢ (porque [p] < [q]). Existe v € P tal que v < u A v < gq.
Entonces —v L r (porque [g] < [r]). Existe w € P tal que w <v <u A w <r.

Asf pues, —u L r, lo que prueba que [p] < [r].

Tenemos, por lo tanto, que Q es un conjunto parcialmente ordenado (con
méximo [1]). Sea i : P — Q la aplicacion dada por i(p) = [p]. Obviamente
es suprayectiva y App’ € P(p < p' — i(p) < i(p’)). Para probar que es una
inmersion suponemos que —i(p) L i(p’) y hemos de probar que —p L p’. Existe
r € P tal que [r] < [p] A [r] < [p]. De [r] < [p] se sigue en particular que
—r L p, luego existe s € P tal que s < r A s < p. Entonces [r] < [p/] implica
que —s L p'. Existet e Ptal que t < s <p At <p'. Asi, clertamente, —p L p'.
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Veamos ahora que Q es separativo. Si [p] € [g] esto significa que existe r € P
tal que r < p A r L ¢g. Como ¢ es una inmersion [r] < [p] A [r] L [q], luego
tenemos que Vr € Q(r < [p] A7 L [q]).

Falta probar la unicidad de Q. Para ello supongamos que Q' es otro con-
junto parcialmente ordenado separativo tal que exista j : P — Q' inmersion
suprayectiva.

Veamos que si 7, s € Q' se cumple r < s < At € Q'(—=t Lr — =t L s).

Sir <sA-t_Lr, entonces existe u € Q' tal que u <t Au <r < s, luego
-t L s. Reciprocamente, sir £ s, existe unt € Q' tal que t <r At L s (porque
Q' es separativo), luego =t L r pero ¢ L s.

Como esto vale para todo conjunto parcialmente ordenado separativo, en
particular vale para Q. Dados p, ¢ € P, se cumple

i(p) Li(g) < pLqg<jlp) Lig).
En consecuencia
i(p) <i(q) < Ar € P(=i(r) Li(p) — —i(r) Li(q))

& Nre P(=j(r) L j(p) = —i(r) L j(a) < i(p) < 5(a)-
Como las relaciones en Q y Q' son antisimétricas, esto implica que

i(p) = i(q) < j(p) = j(9)-

De aqui se sigue que la aplicacion f : Q — Q' dada por f(i(p)) = j(p) esta
bien definida y es una semejanza. L]

En particular, si aplicamos la unicidad de la prueba anterior a Q' = ip[P)],
vemos que la condicién necesaria y suficiente para que dos elementos de P ten-
gan la misma imagen en su complecién es que tengan los mismos elementos
incompatibles.

En particular toda algebra de Boole B se puede completar, es decir, se puede
sumergir como subalgebra densa en una tnica algebra de Boole completa R(B).
Maés en general, todo conjunto parcialmente ordenado separativo IP es semejante
a un subconjunto denso de un algebra de Boole completa R(P). (Siun c.p.o. no
es parcialmente ordenado y separativo existe una inmersién densa, pero no es
inyectiva, luego no es una semejanza en la imagen.)

Veamos algunas caracteristicas de P que se conservan al pasar a su com-
plecion. Por ejemplo, es claro que la definiciéon de anticadena vale para c.p.o.s
arbitrarios, e igualmente podemos definir un c.p.o. con la condicién de cadena
Kk como un c.p.o. en el que toda anticadena tenga cardinal menor que k.

Es inmediato que si f : P — Q es una inmersion densa de c.p.o.s, entonces P
cumple la c.c.k si y sélo si la cumple Q. En particular P cumple la c.c.k si y
solo si la cumple su complecion R(PP).

Similarmente, diremos que un c.p.o. es atdmico si su conjunto de dtomos es
denso. Diremos que es no atémico si no tiene dtomos (de modo que “no atémico”
no es la negacion de “atomico”).
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Teorema 7.51 Sii: P — Q es una inmersion densa de c.p.o.s, se cumple
que P es atdmico (resp. no atémico) si y sélo si lo es Q.

DEMOSTRACION: Si a € P es un atomo, entonces i(a) también lo es, pues
si existen ¢, r € Q tales que ¢ < i(a) A r < i(a) A p L r, podemos suponer
que ¢ = i(u) A r = i(v). Entonces ~u L a A —w L a, luego existen ', v’ de
modo que v/ <uAu <aAv <vAv <a,perou L v, luego v’ L v/, lo que
contradice que a sea un atomo. El reciproco es trivial. Por lo tanto, tenemos
que P es no atémico si y solo si lo es Q.

Si Q es no atoémico y p € P, entonces existe un atomo a € Q tal que a < i(p),
luego existe un o’ € P tal que i(a’) < a. Entonces —p L d/, luego existe un
a” € Ptal que o’ < pAa” <da'. Dei(a’) < a se deduce inmediatamente que
i(a’) es un atomo, luego a’ también lo es, luego @’ también lo es, y esto implica
que P es no atémico.

Si P es no atomico y g € Q, existe un p € P tal que i(p) < ¢ y existe un
atomo a € P tal que a < p, luego i(a) < g es un atomo en Q que prueba que Q
es no atémico. n

En particular, un c.p.o. P es atémico o no atémico si y so6lo si lo es su
complecion R(P).

7.5 Distributividad en algebras completas

La generalizacion natural del teorema 7.26 no se cumple en toda algebra de
Boole completa:

Definicion 7.52 Si k y p son cardinales, un algebra de Boole completa B es
k-p-distributiva si cuando {pa,s}(a,g)crxy € una familia de elementos de B se

cumple que
/\ \/ Pap = V /\ Paf(a)-
a<k B<p ferpa<li

(o la formula equivalente que resulta de intercambiar supremos e infimos).

Se dice que B es k-distributiva (o k-oo-distributiva) si es x-u-distributiva
para todo p. Se dice que B es completamente distributiva si es k distributiva
para todo k.

En estos términos, el teorema 7.26 afirma que toda algebra de Boole completa
es 2-distributiva. Las algebras PA son completamente distributivas, pues esto
equivale a la relacion

N Udas= U NAas)

a<k B<p fe€rpa<n

que se comprueba sin dificultad. Sin embargo, sélo las algebras de tipo PA son
completamente distributivas:
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Teorema 7.53 Un dlgebra de Boole completa es completamente distributiva si
y sdlo si es isomorfa a un dlgebra PA.

DEMOSTRACION: Sea B un algebra de Boole completa y completamente
distributiva.* Para cada b € B, j € 2, sea

L fb osij=1,
Pri=\v sij=o.

Entonces \ pb,; = 1, luego AV pb,; = 1, luego la distributividad nos da que
j€2 beB jE2

VA popwy =1
FE28 beB £

Llamemos ay = A p, #(b)- Basta probar que cada a; no nulo es un atomo, pues
beB

entonces, si x € B es no nulo, tenemos que

r=xAl1=V (xAay),
fe2®

luego existe un f € 2B tal que z A ar #0,luegoz Aay =ays,luego O <ay <z
y asi B es atomica, y el teorema 7.28 nos da la conclusion.

Supongamos, pues, que ay # 0. Dado b € B no nulo, si f(b) = 1 entonces
ay < pp1 = b, mientras que si f(b) = 0 tenemos que ay < b'. Esto implica que
no puede existir un ¢ € B tal que O < ¢ < ay, ya que entonces serfa ¢ < ay < ¢,
contradiccién. Por lo tanto ay es un atomo. m

Suponiendo AE, para enunciar la k-distributividad no es necesario que todas
las sucesiones {pns}s<, tengan el mismo conjunto de indices , sino que es facil
ver que equivale a que

/\ V Pai = \/ /\ Paf(a)-
a<ki€l, fe 11, a<k

a<lk

Vamos a caracterizar esta propiedad, para lo cual necesitamos algunos con-
ceptos:

Una particion P de un algebra de Boole completa B es una anticadena P tal
que VP = 1.

Si P, @ son particiones de B, diremos que P es un refinamiento de @ si
Ape PNgeQp<q.

Observemos, por ultimo, que respecto a la topologia en B considerada en la
definicion 7.48, un conjunto D C B es un abierto denso si
NeBb#A0O—-\VdeDd<b)ANdc DNbeB(O <b<d—beD).

4La demostracion no requiere el axioma de elecciéon si modificamos la definicién de distri-
butividad sustituyendo los cardinales k y p por dos conjuntos cualesquiera I y J.
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Teorema 7.54 (AE) Si B es un dlgebra de Boole completa y k un cardinal,
las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. B es k-distributiva.
2. La interseccion de k abiertos densos es abierta densa.

3. Todo conjunto de k particiones de B admite un refinamiento comain.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Sea {Dgy }o<x una familia de abiertos densos. Es
inmediato que D = [\ D, es abierto. Para probar que es denso, tomamos u € B

a<k
no nulo. En la prueba de 7.47 hemos visto que \/ d = 1, luego V (u A d) = u,
luego deDq de€Dq
u= A V (wund) = V A (u A f(a)).
a<k deD, fe Tl Dy o<k

a<lk

Si lamamos uy = A (u A f(a)), alguno de ellos tiene que ser no nulo, pues
a<k

el supremo de todos ellos es u. Si fijamos uno no nulo, tenemos claramente que
ur € D, uy < wu, lo que prueba que D es denso.

2) = 3) Sea {P,}a<x una familia de particiones de B. Para cada «, sea
Dy={ueB|\VveP, u<v}.

Entonces D,, es claramente abierto, y ademaés es denso, pues si b € B no es nulo,

entonces V p=1,luego V (bAp)=>b,luegoalgin bAp# Oy bApE€E D,,
PEPa pEP,
bAp<h.

Sea D = () D,, que por hipdtesis es abierto denso, y sea P una familia
a<k
maximal de elementos de D incompatibles dos a dos (existe por el lema de Zorn).

Basta probar que P es una particion, pues en tal caso es obvio que refina a todas
las particiones dadas. Concretamente, sélo tenemos que probar que VP = 1.
En caso contrario, sea s = VP y sea d € D tal que d < s’. Claramente, d es
incompatible con todos los elementos de P, lo que contradice la maximalidad
de P.

3) = 1) Sea {pa}icr, para a < k una sucesion de x familias de elementos
de B. Observemos que si f € [] I, entonces

a<k

ur = A Pafia) < Pafa) < V' Pai
a<k i€l

luego uy < AV pai, luego
a<rki€l,

\/ /\ Paf(a) < /\ V Pai-
fe [l 1a o<k a<ki€l,

a<k
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Llamemos u al miembro derecho y veamos que se da la igualdad. Observemos
que

V /\ Paf(a) = \/ /\ Paf(a) ANu = V /\ (paf(a) A u)
fe [11aa<k fe Il 1Iaa<k f€ [11aa<k

a<k a<lk a<k

/\ \/pai:/\ me'/\U:/\ \/(paz/\u)
a<ki€l, a<ki€l, a<ki€l,
Por lo tanto, cambiando cada p,; por pa; A u, podemos suponer sin pérdida

de generalidad que p,; < u, luego todos los elementos p,; estéan en el algebra B,,.
Esta algebra cumple la hipotesis ¢), porque si {qa; }icr, son particiones de B,
entonces, al anadir v’ a cada una de ellas, tenemos particiones de B, y eliminando
de un refinamiento comun de todas ellas los elementos que no cumplan ¢ < u
obtenemos un refinamiento comun de todas las particiones dadas de B,. Asi
pues, cambiando B por B,, no perdemos generalidad si suponemos que u = 1.

Por el teorema 7.39 podemos construir anticadenas {qq; }ics, de manera que

Goi < Pai ¥ Vaai = V pai = 1. Sea P una particion que refine a todas las
i€l i€l
particiones {qqi}ticr,. Entonces, para cada p € P existe una funcion f tal que

w < daf(a) < Paf(a)s luego w < /\ Paf(a)s luego

a<k

]IZVPS \/ /\ Paf(a);
fe [11a <k
a<n

luego el supremo de la derecha es 1, como habia que probar. [

Observemos que la propiedad 2) del teorema anterior tiene sentido en c¢.p.o.s
arbitrarios, lo que nos lleva a la definicién siguiente:

Definicion 7.55 Sik es un cardinal, un c.p.o. es k-distributivo si la interseccion
de x abiertos densos es densa.

Notemos que P es Ng-distributivo si y sblo si es un espacio de Baire, en el
sentido de [T 1.64].

Teorema 7.56 Sii: P — Q es una inmersion densa de c.p.o.s separativos y k
es un cardinal, entonces P es k-distributivo si y solo si lo es Q. En particular,
un c.p.o. es k-distributivo si y solo si lo es su complecion.

DEMOSTRACION: Supongamos que P es k-distributivo y sea {Dg}a<y, una
familia de x abiertos densos en Q. Entonces i~1[D,] es un abierto denso en P.
En efecto, si p; < pa € i~ 1[D,], entonces i(p1) < i(p2) € Dy, luego i(p1) € D,
luego p1 € i~ [D,], lo que prueba que la antiimagen es abierta.

Si p € P, existe g € D, tal que ¢ < i(p) y, como i es densa, existe p’ € P
tal que i(p’) < g < i(p). Como D, es abierto, de hecho i(p’) € D,, luego
p’ € i71[D,] y, como los c.p.o.s son separativos, p’ < p, lo que prueba que la
antiimagen es densa.
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Por hipétesis, la interseccion () i7![D,] es densa. Ahora, si ¢ € Q, existe
a<k

un p € P tal que i(p) < ¢y, reduciéndolo, podemos suponer que p € () i~ *[D,],
a<k
luego i(p) € [ Da. Esto prueba que la interseccion es densa y que Q es k-

distributivo. *<#

Supongamos ahora que Q es s-distributivo y sea { Dy }a<x una familia de k
abiertos densos en P. Entonces

D:={q€Q|VpeDaq<i(p)}

es abierto denso en Q. En efecto, es obvio que es abierto y, si ¢ € Q, existe un
p € P tal que i(p) < ¢, y reduciéndolo podemos suponer que p € D,,, con lo que
i(p) € D}, lo que prueba que D}, es denso. Por hipdtesis la interseccion (| D
es densa en Q. a<k

Si p € P, entonces existe un ¢ € (] D¥ tal que ¢ < i(p), luego existe

a<k
un p’ € P tal que i(p’) < ¢ < i(p). Esto implica que p’ < p y ademads se
cumple que p’ € (| D,. En efecto, como ¢ € D¥, existe un p” € D, tal que

(o)

a<k
i(p) < q <i(p”), luego p' < p”’ y, como D, es abierto, p" € D,. Esto prueba
que la interseccion es densa y que P es k-distributivo. L]

7.6 Medidas

La teoria de la medida tiene sus raices en el anélisis matematico y en la
estadistica, mas concretamente, en el calculo de areas y volimenes, asi como
en el calculo de probabilidades. Sin embargo, sus fundamentos son puramente
conjuntistas hasta cierto punto y, yendo un poco mas alla, puramente topolo-
gicos. En esta secciéon vamos a exponer los resultados basicos sobre medidas y
algebras de Boole.

Definiciéon 7.57 Sea B un élgebra de Boole. Una medida finitamente aditiva
en B es una aplicacion p : B — [0, +00] tal que®

L p(0) =0, u(1) >0,

2. A\pg €B(pAqg=0— ulpVq)=up) +uq))

Se dice que p es unitaria si u(1l) = 1, se dice que p es finita si p(1) < +oo,
se dice que 1 es o-finita si existen elementos {p, }new en B tales que 1=V p,
y An € w p(pn) < +oo. e

Si B es Ry-completa (es decir, si los conjuntos numerables tienen supremo e
infimo) diremos que p es una medida en B si para toda anticadena {py, }ne, €n

B se cumple que
/1'( \/ pn) = ZM(Pn)

new new

5Convenimos en que una suma con un sumando igual a 400 toma el valor +oco.
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Esta condicién contiene ya la propiedad b) de la definicion de medida fini-
tamente aditiva.

Un dlgebra medida es un par ordenado (B, 11), donde B es un algebra de Boole
Ni-completa y pu es una medida en B.

Si B es un algebra medida, el ideal de los elementos nulos de B se define
como

I, ={peB| pulp) =0}

El teorema siguiente recoge las propiedades elementales de los conceptos que
acabamos de introducir.

Teorema 7.58 Sea B un dlgebra medida.
1. Sip, g€ B, p<gq, entonces u(p) < u(q).

2. Si{pn}new es una familia de elementos de B, no necesariamente incom-
patibles entre si, entonces

1(V pa) < 3 plpn).

necw new

3. Sip, q€B, entonces u(p VvV q) < u(p) + 1(q).

4. Si {pntnecw €s una sucesion creciente en B, entonces

1(V pn) = sup p(pn).
new new

5. Si{pn}necw €s una sucesion decreciente en B y u(pg) < 400, entonces

u(n/e\wpn) = inf p(pn).

6. I, es un ideal Ri-completo de B.

7. (AE) Si p es o-finita entonces I, cumple la condicion de cadena nume-
rable.

DEMOSTRACION: 1) Es facil ver que g =pV (g A D) ypA(gAyp) =0,
luego u(q) = p(p) + plg A p') = plp).

3) ulpVaq)=pulpV (gAp))=pp) AplgAp) < pp)+ ug)

2) Sea ¢, = pn A ( \4 pm)/- Claramente ¢, < p,, pero \/ qn = \/ Pn;s
m<n

new new
pues

<V gmn<V gn

m<n new

La primera desigualdad se prueba por induccion:

po=(po A (V 2u) )V (pa A (Y pi)) <0V (V an) = V g

m<n m<n m<n
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Ademas {¢, }new €s una anticadena, luego

nw(V op) = u(n\e/w 4n) = 2 1lgn) < X2 p(pn)-

new new new

4) De forma similar a como hemos hecho en el apartado anterior, podemos
expresatr V p,=poV V (Pni1 Apl,), de modo que
new new

1(V pn) = ppo) + X ppnia A )

new new

Si p(po) = 400 o algtn p(prr1 A pl,) = 400, es claro que los dos miembros
de la igualdad que hemos de probar son infinitos. En caso contrario tenemos
que w(pnt1) = w(pn) + w(Pns1 A pl,), luego por induccion todos los p,, tienen
medida finita y

1(V pn) = ppo) + X (1(pnt1) = 1(pn)) = sup pu(pn).

new new n<w

5) La sucesion {pg A p), tn<w esta en las condiciones del apartado anterior,
luego

w(po AV pl,) = sup u(po A p),),

new n<w

lo cual equivale a

(o A (A pa)") = sup(u(po) — p(pa)),

new n<w

o también a

1(po) — (A pn) = plpo) — nf u(pn).

new

6) Que I, es un ideal X;-completo se sigue inmediatamente de las propiedades
anteriores.

7) Para probar que cumple la condicién de cadena numerable hemos de ver
que no existe ninguna anticadena {pa }a<w, en B\ I,.

Estamos suponiendo que p es o-finita, con lo que podemos descomponer

1=V r,, donde pu(r,) < +oo. Razonando como en 2) podemos suponer que
new

las condiciones r,, son incompatibles dos a dos.

Entonces po, = V pa A 7T, luego 0 < p(ps) = 3 p(pa A 15). Por

new new
consiguiente existe un n € w tal que p(py A r,) > 0. Més atn, ha de haber una
cantidad no numerable de a’s para las que sirva el mismo n. Restringiendo la
anticadena de partida podemos suponer que el mismo n vale para todo «. Asi,
si llamamos r = r,,, tenemos que pu(r,) < +0o y Aa < wy pu(pa A7) > 0.
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Entonces w; = |J {a@ < w1 | p(pa A7) > 1/m}. Alguno de estos conjuntos
mew
ha de ser no numerable, luego restringiendo de nuevo la anticadena inicial po-

demos suponer que Ao < wy u(pa A ) > 1/m, pero esto es absurdo, pues para
todo k € w tenemos que

g < Zplpa Ar) =V po A1) < plr),

y esto obliga a que pu(r) = 4o0. =

Asi, el cociente de un algebra de Boole respecto al ideal de elementos nulos
de una medida o-finita nos da un algebra de Boole completa:

Teorema 7.59 SeaB un dlgebra medida y consideremos el cociente B, =B/1,,.

1. B, es Yy-completa y es un dlgebra medida con @ : B, — R dada por
a([p]) = p(p). Ademds Iy es trivial. Si p es finita, o-finita o unitaria,
entonces i también lo es.

2. Si{pn}new €s una familia de elementos de B, entonces

Vil =[V ol Abd=[Ap]

new new new

3. (AE) Si p es o-finita entonces B, es completa y cumple la condicion de
cadena numerable.

DEMOSTRACION: El hecho de que B, sea Nj-completa es el apartado 2):
claramente [p,] < [ V pn], y si [r] es una cota superior de todos los [p,] entonces
new

[pn A 7] = O, luego p, A1’ € I, y como éste es Ny-completo, V p, A1’ € 1,

new

luego [ V pn] A [r] = Oy, por consiguiente [ V p,| < [r]. Esto prueba la
new new
primera parte de b), y la segunda se sigue inmediatamente.

Tenemos, pues, que B,, es X;-completa. La medida fi esta bien definida, pues

si [p] = [¢] entonces (p A ¢') V (p A q) € Iy, luego p(p A q') = p(p" A q) = 0.
Consecuentemente

wp) =ppAq)+ulpAg)=upAaq),

e igualmente u(q) = u(p A q), luego u(p) = p(q). Ahora es obvio que T es una
medida en B, asi como que es unitaria, finita o o-finita si u lo es. Su ideal es
trivial, pues si 7([p]) = 0 es que p(p) =0, luegop € I, y [p] = O.

3) B,, es Ny-completa por 7.36, cumple la condicién de cadena numerable por
el apartado 7) del teorema anterior, y por consiguiente es completa por 7.34.
n

Estamos considerando medidas o-finitas porque algunas de las medidas mas
importantes lo son, como es el caso de la medida de Lebesgue en R", pero en
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muchos casos nos interesara mas el algebra sobre la que esta definida una medida
y su ideal de elementos nulos que los valores concretos que toma la medida. En
tal caso el teorema siguiente muestra que toda medida o-finita se puede sustituir
por una medida unitaria.

Teorema 7.60 Si (B, 1) es un dlgebra medida o-finita, existe una medida uni-
taria p' en B tal que I, = I,,.

DEMOSTRACION: Sean {p, }necw elementos de B de medida finita y con su-
premo 1. Podemos suponer que p(p,) > 0 para todo n. Entonces definimos

JOEDY e ld)

Es facil ver que p’ es una medida unitaria en B que cumple lo requerido. =

Definicién 7.61 Sea B un algebra medida. Se dice que p € B es un dtomo si

pup) >0y AgeB(qg<p— u(g) =0V ulg) = u(p)). La medida u es atdmica
0 no atémica segun si tiene o no tiene atomos.

Es facil comprobar que p € B es un atomo si y s6lo si [p] es un atomo en
el dlgebra B, por lo que u es atémica si y so6lo si lo es i. Necesitaremos el
teorema siguiente:

Teorema 7.62 (AE) Sea p una medida no atémica en un dlgebra B, sea p € B
y sea k un nimero real tal que 0 < k < u(p) < +0o0. Entonces existe ¢ € B tal

que g < p y pu(q) = k.

DEMOSTRACION: Supongamos que ningin g < p tiene medida k. Veamos
en primer lugar que para todo ¢ € B con u(g) > 0 y para todo natural n > 1

existe una anticadena {s;};<, en B tal que ¢ = V s; y Ai <n u(s;) > 0.
<n

Razonamos por induccién sobre n. Para n = 2, como ¢ no es un atomo,
existe sop < ¢ tal que 0 < p(sg) < p(q). Basta tomar s; = ¢ A s;. Claramente
qg=350 Vs, s0Ns1=0ypulq) = uso) + u(s1), luego ambos sumandos son
positivos.

Si vale para n, por el caso 2 podemos descomponer ¢ = ¢’ V s,,, de modo que
qd Nspn=0yuld) >0, u(s,) > 0. Basta aplicar a ¢’ la hipétesis de induccion.

Veamos ahora que si ¢ € B cumple k < u(q) < +00, entonces existe r < ¢
tal que k < p(r) < p(q).

Sea n un natural tal que 14(q) < p(q) — k. Sea {s;}i<n una anticadena tal

que g=V s; y Ni <n pu(s;) > 0. Como
<n

<n
algn i < n ha de cumplir que x(s;) < 2u(q) < p(g) —k. Sear =q A s} <q.
Asi p(q) = pu(si) + p(r), uego p(r) = u(q) — p(si) > k
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Vamos a construir una sucesion {s, }a<w, tal que
Nafla < B <wi — 55 <sq Ak < p(sg) < p(sa)).

Partimos de sg = p. Definido s, tal que k < p(s,), acabamos de probar que
existe so4+1 tal que Sot1 < Sa ¥ k < 1(Sat1) < p(sq). Definidos {ss}s<, para

un ordinal limite A < wq, sea sy = /A s5. Sea {6n }n<w una sucesion cofinal
o<

creciente en \. Es claro que sy = A s5, = inf u(ss,) > k, pero por hipotesis
ha de ser u(sy) > k. n<w n<w

La sucesion de nameros reales {(sq)}a<w, €S estrictamente decreciente, y
esta acotada inferiormente por k, luego existe a = inf u(sy) y k < a.
a<wi

Si0 < n < w, tomemos o, < wi tal que Aa > oy, a —|—% > p(sq). Sea
a = sup o, < wi. Entonces p(sy) —a < 1/n para todo natural n > 0, luego ha

n<w
de ser u(s,) = a, pero entonces también i(sqa+1) = a, contradiccion, pues por
construccion p(Sq+1) < p(sq). "

7.7 Las algebras de medida y categoria

Vamos a aplicar la teoria que hemos presentado hasta ahora al estudio de
dos importantes algebras de Boole completas.

El algebra de medida Sea X un espacio polaco y g una medida de Borel
en X unitaria y continua. La o-algebra de los conjuntos p-medibles es la com-
plecion M, de la medida p dada por el teorema [T B.15|, que esta formada por
todos los conjuntos A C X tales que existen conjuntos de Borel E C A C F
con u(F\ E) = 0. Esto hace que A=FEUN,donde N=A\E C F\ FE es un
conjunto de Borel nulo.

La medida p se extiende a una medida completa en M, lo que significa
que todo subconjunto de un conjunto nulo es nulo o, en otros términos, que el
conjunto /,, formado por los conjuntos nulos, no sélo es un ideal de M, sino
también de PX.

1

Es claro que la inclusion B(X) — M, induce un isomorfismo de algebras
BX)/ (L NB(X)) — M/ L.

Definicion 7.63 Si X es un espacio polaco y g una medida de Borel en X
unitaria y continua, llamaremos dlgebra de medida al dlgebra de Boole cociente
B =M, /1,.

Segin acabamos de ver, también podemos considerar que B,, = B(X)/I,,

donde aqui I,, es el ideal de los conjuntos de Borel nulos.

Mas precisamente, de acuerdo con las observaciones iniciales de la seccién 6.5
de [T], toda clase en B,,, admite un representante F, y otro Gs.
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De acuerdo con [T 6.40], existe un isomorfismo de Borel f: X — I =[0,1]
tal que, para todo conjunto A € M,,, se cumple que p(A) = m([f[A]), donde m
es la medida de Lebesgue en I.

Esto significa que f es biyectiva y que la aplicacion F : B(I) — B(X)
dada por F(A) = f~1[A] es un isomorfismo de 4lgebras de Boole, de modo que
u(F(A)) = m(A). En particular F hace corresponder los conjuntos m-nulos con
los conjuntos p-nulos, por lo que induce un isomorfismo B(I)/I,,, — B(X)/I,,.

Asi pues, todas las algebras de medida B, definidas por cualquier medida
continua y unitaria en cualquier espacio polaco son isomorfas entre si o, dicho
de otro modo, el 4lgebra de medida es independiente del espacio y de la medida
con la que se construye.

Segin el teorema 7.59 (AE), se trata de un algebra de Boole completa con
la condicién de cadena numerable.

Notemos que el isomorfismo de Borel f es una biyeccién, luego también
induce un isomorfismo de 4lgebras PI — PX que hace corresponder los ideales
de conjuntos nulos para las medidas m y p. Méas atn, por el teorema 7.60, esto
es cierto para medidas o-finitas p, no necesariamente unitarias.

El algebra de categoria Si X es un espacio polaco, en [T 6.41] hemos defi-
nido la o-4lgebra Ba(X) de los subconjuntos de X con la propiedad de Baire,
que esta formada por los conjuntos A C X para los que existe un abierto U tal
que AAU es de primera categoria.

El conjunto I, de los subconjuntos de X de primera categoria es un ideal
tanto de PX como de Ba(X) y es claro que la inclusion B(X) — Ba(X) induce
un isomorfismo de algebras B(X)/(I. N B(X)) — Ba(X)/I.

Definicion 7.64 Si X es un espacio polaco, llamaremos dlgebra de categoria al
algebra de Boole cociente B, = Ba(X)/I..

Segun acabamos de observar, también podemos considerar que B, = B(X)/I,,
donde aqui I. es el ideal de los conjuntos de Borel de primera categoria. De
hecho, de la definicién de la propiedad de Baire se deduce inmediatamente que
toda clase de B, tiene un representante abierto. Esto puede precisarse un poco
mas:

Teorema 7.65 Si X es un espacio polaco y R(X) es su dlgebra de abiertos
regulares, la aplicacion R(X) — B. dada por A — [A] es un isomorfismo de
dlgebras de Boole. En particular, B, es un dlgebra de Boole completa con la
condicion de cadena numerable.

DEMOSTRACION: Recordemos (7.29) que si A es un abierto, entonces A es

siempre un abierto regular. Como A C A C Ay A\ A tiene interior vacio (luego
es de primera categoria), A \ A también es de primera categoria. Esto significa

que A v A determinan la misma clase en el algebra B., luego la aplicaciéon
considerada en el enunciado es suprayectiva.
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Supongamos ahora que A y B son abiertos regulares cuyas clases en B,
cumplen [A] < [B]. Esto significa que A\ B es de primera categorfa. Ahora
bien, entonces A\ B C A\ B también es de primera categoria, pero A\ B es
abierto, y el dnico abcierto de primera categoria es @. Por consiguiente, A C B,

luego también A C B = B. El reciproco es trivial. En definitiva, tenemos que
AC B+ [A < [B].

En particular, esto implica que la aplicacion del enunciado es biyectiva y que
ademaés es una semejanza para las relaciones de orden de las algebras respectivas
(pues, aunque las operaciones booleanas de R(X) no sean las conjuntistas, el
infimo si que coincide con la interseccion de conjuntos y la relaciéon de orden es
la inclusién). Por consiguiente, se trata de un isomorfismo de algebras. m

Veamos ahora que, al igual que sucede con el algebra de medida, el algebra de
categoria es tnica (salvo isomorfismo) para todos los espacios polacos perfectos.
La condicién de que no haya puntos aislados es la correspondiente a la condiciéon
de considerar medidas continuas, pues si p es un punto aislado entonces {p} es
un conjunto de segunda categoria, que es el analogo a que {p} tenga medida
positiva. La condicién es necesaria en el teorema siguiente, pues es facil ver que
los puntos aislados de X se corresponden biunivocamente con los atomos del
algebra B.(X).

Teorema 7.66 Si X e Y son espacios polacos perfectos, sus dlgebras de cate-
goria respectivas son isomorfas.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, basta demostrar que las algebras
R(X)y R(Y) de abiertos regulares son isomorfas. Vamos a construir un esquema
de Suslin® en X a partir del resultado siguiente:

Si U es un abierto reqular no vacio en X y e > 0, existe una familia
{Un}new de abiertos requlares en X contenidos en U y disjuntos dos
a dos cuya union es densa en X.

En efecto, sea {d,, }necw un subconjunto denso de U (que ha de ser infinito,
porque X no tiene puntos aislados). Tomamos una bola abierta de centro dj
contenida en U, de didmetro < € y cuya clausura no contenga a algin punto
de U, y llamamos Uy al interior de dicha clausura. Entonces U \ Uy es un
abierto regular no vacio. Del mismo modo, podemos obtener un abierto regular
U; C U\ Uy de didmetro < ey tal que dy € Uy UU;. Procediendo de este modo
obtenemos la sucesion buscada.

Esto nos permite construir un esquema de Suslin A4 : w<¥ — R(X) con las
propiedades siguientes:

1. A(@) =X.
2. La unién |J A(s™n) es disjunta y densa en A(s).

new

3. A(s) tiene didmetro menor que 1/i(s).

6Veéase la seccion 6.2 de [T].
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Observemos ahora que si U C X es cualquier abierto regular no vacio, existe
un s € w<* tal que A(s) C U. En efecto, U contendra una bola abierta By /,,(z),
para cierto x € U y cierto n € w. Sea B = By 2, (x). Por la propiedad 2), para
s = @, existe un s; € w' tal que BN A(s1) # &, luego existe un sy € w?
(necesariamente s; C s2) tal que B N A(s2) # & vy, razonando de este modo,
llegamos a un ss, € w?" tal que BN A(s2,) # Dy, como el didmetro de A(sa,,)
es menor que 1/2n, ha de ser A(s2,) C By, (z) C U.

Ahora es inmediato que A es una inmersion densa, luego 7.49 nos da que
R(X) = R(w<%), y esto es valido para cualquier espacio polaco perfecto, luego,

~

si Y es otro cualquiera, tenemos el isomorfismo R(X) = R(Y). n

En lo sucesivo, cuando hablemos del algebra B, nos referiremos al algebra
de categoria de cualquier espacio polaco perfecto. Acabamos de probar que no
importa cuél consideremos.

Usando el axioma de eleccién podemos dar una prueba méas conceptual de
la unicidad del algebra de categoria, pues ésta es consecuencia inmediata del
apartado 2) del teorema siguiente:

Teorema 7.67 (AE) Se cumple:

1. Dos dlgebras de Boole no atémicas numerables cualesquiera son isomorfas
entres st.

2. Toda dlgebra de Boole completa no atomica que posea un subconjunto denso
numerable es isomorfa al dlgebra de categoria B..

DEMOSTRACION: 1) Un éalgebra de Boole B es no atémica y numerable si
y solo si su espacio de Stone es un espacio compacto cero-dimensional con una
base numerable y sin puntos aislados. Por [T 6.6] tenemos que S(B) es un
espacio polaco, y el teorema de Brouwer [T 6.17] afirma que es homeomorfo al
espacio de Cantor C, luego B es isomorfa al dlgebra de abiertos-cerrados de C.

2) Un conjunto denso numerable en un algebra de Boole no atomica genera
un algebra de Boole densa no atémica numerable, luego dos algebras en las
condiciones del enunciado tienen (por el apartado anterior) subalgebras densas
isomorfas, luego ambas son isomorfas a la compleciéon de una misma Aalgebra,
luego son isomorfas entre si. Como B, cumple las hipotesis, cualquier otra
algebra que las cumpla es isomorfa a B.. n

Medida y categoria Las algebras de medida y categoria no son isomorfas:
Teorema 7.68 B,, 2 B..

En la prueba del teorema 7.66 hemos visto que el dlgebra de categoria tiene
un subconjunto denso numerable. Basta probar que no le sucede lo mismo al
algebra de medida. En efecto, sea {[D,]}ne. un subconjunto numerable (de
elementos no nulos) de B,,, y vamos a probar que no es denso. (No importa el
espacio polaco X ni la medida continua unitaria g con la que construyamos el
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algebra.) Como p(D,) > 0 podemos tomar un cerrado E, C D, de manera
que 0 < pu(E,) < 27772, Tomemos E = |J E,. Asi 0 < pu(E) < 1, luego
w(X \ E) >0, luego [X \ E] # 0. new
Ademas, E, C D, \ (X \ E), luego 0 < [D,] A [X \ E}, luego resulta que
[D,,] £ [X \ E] para todo n € w. Esto prueba que el conjunto dado no es denso.
]

Sin embargo, podemos mostrar una diferencia mas notable entre ambas al-
gebras: si construimos B,, a partir de una medida unitaria u, es claro que p
induce a su vez una medida p : B,, — [0, 1] que es estrictamente positiva, es
decir, que cumple p(z) =0 si y solo si x = Q. Por el contrario:

Teorema 7.69 No existen medidas estrictamente positivas sobre el dglgebra B...

DEMOSTRACION: Para ello introducimos los conceptos siguientes:

Un subconjunto D de un algebra de Boole B es predenso si su supremo es 1.
Notemos que si D es denso, entonces es predenso, pues, si VD = b < 1, no
habria elementos de D por debajo de b'.

Un algebra B es débilmente X, -distributiva si para toda sucesion {D,, } e, de
subconjuntos predensos numerables existe un subconjunto predenso A tal que
para todo a € A y todo n € w existe C,, C A,, finito tal que a < VC,.

Ahora demostramos que si un algebra B admite una medida estrictamente
positiva p, entonces es débilmente N;-distributiva.

En efecto, sea {A;, }ne, una familia de subconjuntos predensos numerables.
Si A, = {d?}icw y llamamos

!
er=dain(Va),
j<i
se cumple que \</d7 = 4\</ve?, por lo que los conjuntos A/, = {el'};cw son
j<i i<i
predensos y sus elementos son incompatibles dos a dos. Ademas, basta probar
que se cumple con ellos la definicion de distributividad débil, ya que si C/, C A’

es finito, existe un i tal que VC! < V e} = V dy}, luego los A;,, cumplen la
j<i j<i

definicién con Cp, = {d };<.
Equivalentemente, podemos suponer que los elementos de A,, son incompa-

tibles dos a dos. Vamos a probar que
A={beB| Ancw\VC C A,(C finito A b < VCO)}

es denso en B y, por consiguiente, predenso.

Sea a € B, a # 0. Tenemos que V z = 1, luego V z A a = a,
z€A, z€A,
luego, teniendo en cuenta que los elementos de A, son disjuntos dos a dos,

0<pula)= > plx A a), luego existe C,, C A, finito tal que
TEA,
1
pa V) =p( V @ha) = 5 pana)= (1 - 55)ula).

zeCy, zeCy,
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Asi
u(n\e/w(a ANNVCL)) < n%:wu(a ANNVCL)) = n%:w(/«t(a) —pula AVC))
<3 sranla) = gula),
new

luego, llamando b =a A /A VC,, tenemos que p(b) > pu(a) — $u(a) > 0, luego
new

b#0O ycumpleb<aybecA.

Finalmente probamos que B, no es débilmente X;-distributiva. No perdemos
generalidad si consideramos, concretamente, el dlgebra de categoria del espacio
de Baire. Consideramos los abiertos cerrados (luego regulares)

D! ={x e N|z(n) =i},
de modo que el conjunto A,, = {[D}"]}icw es predenso en B, pues la unién
de los D! (para un n fijo) es N. Vamos a probar que ningin a € B, no nulo
cumple la definicion de algebra Ni-distributiva, es decir, que si a = [A], donde
A es un abierto no vacio en N, no pueden existir conjuntos finitos C,, C w tales
que A\ |J D7 sea de primera categoria.

i€Ch
En tal caso, A\ (| |J D! también serfa de primera categoria, luego el
newieC,
conjunto C' = D} serfa de segunda categoria, pero en realidad es un
] i » P
newieCy,

cerrado de interior vacio. En efecto, si contuviera un abierto, contendria un

abierto basico B, para un cierto s € w", luego B; C |J D?, pero esto es
iec’rl

imposible, pues un z € N que esté en el conjunto de la derecha s6lo puede

tomar un namero finito de valores en n, mientras que B, contiene puntos que

toman en n cualquier valor. L]

7.8 Cardinales medibles

Los resultados de las secciones anteriores nos permiten mostrar una relacion
notable entre la teoria de conjuntos y la teoria de la medida. En toda esta sec-
cién usaremos AE sin mencionarlo explicitamente. Conviene introducir algunas
definiciones:

Definicion 7.70 Una medida en un conjunto S es una medida en el algebra PS.
Notemos que en tal caso el ideal I,, de los conjuntos nulos es un ideal X;-completo
en S.

Si k es un cardinal infinito, diremos que p es k-aditiva si la unién de toda fa-
milia de menos de k conjuntos nulos es nula. Asi, toda medida en un conjunto S
es Ny-aditiva, y la ~ aditividad equivale a que el ideal I, de los conjuntos nulos
sea r-completo.



7.8. Cardinales medibles 289

Una medida fuerte en un cardinal k > Xy es una medida unitaria, continua
(es decir, tal que los puntos sean nulos) y x-aditiva sobre k. Un cardinal no
numerable k es R-medible si existe una medida fuerte sobre k. La R hace
referencia a que la medida toma valores en R, lo cual es obvio, pero se opone al
caso méas simple en que la medida es bivaluada:

Una medida bivaluada en S es una medida unitaria p : PS — {0, 1}.

Un cardinal no numerable k es medible Ulam si existe una medida continua
bivaluada en x. Un cardinal no numerable x es medible si existe una medida
fuerte bivaluada sobre k.

Observemos que si pt : PS — 2 es una medida bivaluada, entonces el ideal I,
de los conjuntos nulos es un ideal primo, pues es imposible que un conjunto y
su complementario tengan ambos medida 0, luego su filtro dual U, formado por
los conjuntos de medida 1, es un ultrafiltro en S.

Reciprocamente, todo ideal primo I (o todo ultrafiltro U) R;-completo en
un conjunto S define una medida bivaluada en S, la dada por u(A) = 1siy
solosi Ae U (o u(A) =0siysolosi Ael).

Una medida bivaluada p es continua si y solo si todos los conjuntos {z} estan
en I, lo que equivale a que el ultrafiltro U sea libre. La medida ;1 es v-aditiva
si y solo si el ideal I,, es v-completo, si y solo si el ultrafiltro U es v-completo.

Una medida de Ulam en un conjunto S es un ultrafiltro libre N;-completo
en S. Asi, un cardinal es medible Ulam si y so6lo si existe una medida de Ulam
en K.

Similarmente, un cardinal no numerable x es medible si y s6lo si existe un
ultrafiltro libre x-completo en k.

Vamos a usar a menudo el teorema siguiente, cuya prueba es trivial:

Teorema 7.71 Sea p una medida finita en un conjunto S y sea f : S — T.
Entonces la aplicacion o : PT — [0,1] dada por

es una medida unitaria en T, bivaluada si lo es p. Ademds, si k es un cardinal
infinito y p es k-aditiva, también lo es o.

El teorema B.1 asegura que no todo subconjunto de R es medible Lebesgue,
pero no excluye que la medida de Lebesgue pueda extenderse a PR, a condiciéon
de que la extensiéon no sea invariante por traslaciones, pues dicha invarianza es
lo Gnico que se usa en la prueba.

Es facil ver que la medida de Lebesgue admite una extension a PR si y solo
si la medida de Lebesgue en I admite una extension a PI, pues en tal caso
podriamos definir una medida en PR mediante

fi(A) = LGJZM((A Nln,n+1]) = n).
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Por otra parte, en vista del teorema [T 6.40], que la medida de Lebesgue en I
pueda extenderse a PI es equivalente a que cualquier medida de Borel continua
y unitaria en cualquier espacio polaco X pueda extenderse a PX (basta con que
una cualquiera pueda extenderse para que todas puedan).

Si la medida de Lebesgue en I pudiera extenderse a PI, la extension seria
una medida continua, unitaria y no atémica.

En efecto, lo inico que no es inmediato es que la extension seria no atémica,
pero si A C T fuera un atomo, podriamos dividir I en una unién finita de
intervalos disjuntos de medida menor que p(A), con lo que la intersecciéon de A
con estos intervalos tendria que ser una particion finita de A en conjuntos nulos,
lo cual es absurdo.

El teorema siguiente prueba que la medida de Lebesgue es en realidad irre-
levante en este asunto:

Teorema 7.72 Si existe una medida unitaria, continua y no atomica en un
conjunto S, entonces existe una medida en R que extiende a la medida de Le-
besque. Si k es un cardinal infinito, esta medida serd k-aditiva si lo es la dada.

DEMOSTRACION: Sea f : PS — [0, 1] una medida en las condiciones del
enunciado. Definimos z : 2<% — PS de modo que vy = S y si u € 2<%,
entonces {0, Ty,1} €s una particion de x,, en dos conjuntos de igual medida (lo
cual es posible por el teorema 7.62). Asi, si u € "2, tenemos que p(z,) = 1/2™.

Consideramos ahora el espacio de Cantor € = “2. Claramente, una base de
C la forman los abiertos cerrados

Cn({s}) ={f € €| fl. = s},

para cadan € wy s € "2. Recordemos también que la medida de Haar en C
esta determinada por que m(Cy,({s})) = 1/2™.

Para cada u € C, sea x, = [ x,. Es claro que {z,}4ec es una particion
de S en conjuntos nulos. n<w

Sea m : PC — [0,1] la funcién dada por m(Z) = pu( | z.). Es inmediato
uezZ
comprobar que m es una medida continua unitaria x-aditiva en € tal que si

s € "2, entonces

m(Cn({s}) =pu( U zu) = plzs) = 1/27.

ueCp({s})

Esto implica que m extiende a la medida de Haar en €. Consideramos ahora
la aplicacion ¢ : € — I que a cada sucesion de ceros y unos le asigna el nimero
real con dicho desarrollo binario.

Por el teorema [T 10.81], si A C I es un conjunto de Borel, la medida de
Lebesgue cumple m(A) = m[¢p~1[A]] = m[¢~1[A]], luego la medida en I dada
por el teorema anterior extiende a la medida de Lebesgue (y es x-aditiva).
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Llamemos my a la medida en [0, 1] que hemos obtenido. Para cada k € Z,
sea my, : Plk, k + 1] — [0, 1] la aplicacion dada por mg(X) = me(X — k). Por
el teorema anterior 7y, es una medida continua unitaria k-aditiva en [k, k + 1].
Sea m : PR — [0, +00] la aplicacion dada por

m(X) = > mi(X N[m,m+1]).
keZ

Una simple comprobacién rutinaria muestra que m es una medida o-finita,
continua y k-aditiva en R que extiende a la medida de Lebesgue en cada intervalo
[k, k + 1], y de ahi se sigue facilmente que extiende a la medida de Lebesgue en
todo R. m

Asi pues, la existencia de una extension de la medida de Lebesgue a PR (o
de cualquier medida de Borel continua y unitaria en cualquier espacio polaco) es
equivalente a la existencia de cualquier medida unitaria, continua y no atémica
en cualquier conjunto S.

Si comparamos con la larga lista de definiciones que hemos dado al principio
de esta seccién, veremos que el caso de una medida unitaria, continua y no
atémica no se corresponde con ninguna de ellas. Pero observemos lo siguiente:

Teorema 7.73 Siv es el menor cardinal sobre el que existe una medida conti-
nua unitaria k-aditiva, entonces dicha medida es v-aditiva.

DEMOSTRACION: Sea p la medida del enunciado. Si no fuera v-aditiva,
existen conjuntos nulos { X5} s<a, con @ < v cuya union X tiene medida positiva.
Cambiando X por X5\ | Xz podemos suponer que los X5 son disjuntos dos
a dos. B<o

Sea f : X — « dada por f(z) = 4§ + x € Xs5. Es claro que la restriccion
de p a PX es una medida finita continua x-aditiva en X. Por 7.71 tenemos
que existe una medida unitaria k-aditiva o : Pa — [0,1], que claramente es
continua, pues si § € a entonces o({6}) = u(f1[{6}]) = u(Xs) = 0. Esto
contradice la minimalidad de v. m

Asi pues, la existencia de una extension de la medida de Lebesgue a PR
equivale a que exista un cardinal k en el que hay definida una medida fuerte no
atémica. Sin embargo, en la definicién de cardinal R-medible no hemos incluido
la condicién de que la medida sea no atémica. Ello se debe al teorema siguiente:

Teorema 7.74 (Ulam) Si s es un cardinal R-medible, entonces se da uno de
los dos casos siguientes:

1. Si k> 2% entonces k es un cardinal medible y todas las medidas fuertes
en Kk son atomicas.

2. k < 2% entonces es débilmente inaccesible y todas las medidas fuertes
en Kk som mo atomicas.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que todo cardinal R-medible x es
débilmente inaccesible. Sea p una medida fuerte en x.

Se cumple que x es regular, pues si K se descompusiera en menos de k
conjuntos de cardinal menor que k, cada uno de ellos seria nulo (pues se expresa
como unién de menos de x conjuntos puntuales, todos ellos nulos), luego &
tendria medida cero, de nuevo por la x-aditividad.

Supongamos ahora que x = v*. Para cada a < & sea f, : ¥ — a suprayec-
tiva y, para cada 8 < k, v < v, sea

Apy ={a<r| faly) = B}

Si 8 < k, entonces para cada a > 3 existe un v < v tal que fo(v) = 3, luego
a € Agy, con lo que

K \ »YL<J,,Aﬁ’Y C ﬂ
Asi, ’Ii\ U A@W‘ < v, luego M(Fc\ U Aﬁv) =0, luego ,u( U AB’Y) > 0.
y<v y<v <V

Concluimos que para cada 3 < & existe un 5 < v tal que pu(Ag,,) > 0.
Ha de existir un conjunto W C k de cardinal £ y un v < v de modo que
AB € W v5 = 7. De este modo, {Ag, | B € W} es una familia no numerable
de subconjuntos de k disjuntos dos a dos y con medida positiva, pero esto es
imposible, pues el ideal de los conjuntos nulos cumple la condicién de cadena
numerable (teorema 7.58).

Como, por definicién, k es no numerable, concluimos que es débilmente
inaccesible.

Si k tiene una medida fuerte no atémica, la prueba del teorema 7.72 muestra
que k se descompone en 280 conjuntos nulos, luego la medida no puede ser
(2%0)*-aditiva. Como si que es k-aditiva, ha de ser xk < 2%0.

Supongamos ahora que k tiene una medida fuerte atomica pu. Sea A C k un
atomo. Definimos o : Pk — {0, 1} mediante

{1 sip(ANX) = p(A),
U(X)_{o siZ(AﬂX):g.

Es claro que o es también una medida fuerte bivaluada en x, luego x es
un cardinal medible. Si probamos que los cardinales medibles son (fuertemente)
inaccesibles, en particular tendremos que £ > 28 y el teorema quedara probado.
Como el resultado tiene interés en si mismo, lo enunciamos como un teorema
aparte a continuacion. [

Teorema 7.75 Todo cardinal medible es inaccesible.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal medible. Por el teorema anterior sabe-
mos que es débilmente inaccesible. Solo falta probar que es un limite fuerte. Por
reduccion al absurdo, supongamos que existe un cardinal v < k tal que 2¥ > k.
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Sea S C ”2 tal que |S| = k. Sea o una medida fuerte bivaluada en S (si hay
una en k, hay una en S). Para cada o < v, sea ¢, € 2 tal que el conjunto

Xo ={f€5|fla) = e}

tenga medida 1. Como o es k-aditiva y v < &k, la unién de los complementarios
tiene medida 0, es decir,
0'( ﬂ X5) =1.

o<v

Sin embargo, esta interseccién contiene s6lo una funcion, a saber, la dada
por f(a) = €4, contradiccion. n

Ahora es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 7.76 FExiste una extension de la medida de Lebesgue a PR si y sdlo
si existe un cardinal R-medible k < 20,

En particular, la hipétesis del continuo (o variantes, como N0 — Ny7) impli-
can que no existen tales extensiones, luego no es posible demostrar que existan.

Nota Conviene observar que si que es posible definir medidas triviales en
cualquier algebra PX. Por ejemplo:

_J1 sizg € A, .
1. w(4h) = {0 sizod A (para un zy € X prefijado),

|A]  si A es finito,
400 si A es infinito,

2. ()= {

3. u(A) = 0 si A es numerable,
K | +oo si A es no numerable,

Las dos tltimas, cuando X = R, son incluso invariantes por traslaciones. m

Puede probarse que la consistencia de que exista un cardinal R-medible
< 2% eg equivalente a la consistencia de que exista uno > 280, es decir, a la
consistencia de que exista un cardinal medible. Por otra parte, es facil ver que
la existencia de cardinales medibles equivale a la consistencia de que existan
cardinales medibles Ulam.

En efecto, observemos en primer lugar que si k es un cardinal medible Ulam
v k < u, entonces el teorema 7.71 aplicado a la inclusiéon ¢ : K — p nos da
una medida continua bivaluada en pu, por lo que todo cardinal mayor o igual
que un cardinal medible Ulam es medible Ulam. En otras palabras, si existe
un cardinal medible Ulam, entonces la clase de los cardinales se divide en dos
partes: primero estdn todos los cardinales no medibles Ulam y por encima de
ellos vienen todos los cardinales medibles Ulam.

Teorema 7.77 FEuxisten cardinales medibles si y sdlo si existen cardinales medi-
bles Ulam. En tal caso, el menor cardinal medible Ulam coincide con el menor
cardinal medible.
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Obviamente, todo cardinal medible es medible Ulam, luego basta probar la
dltima afirmaciéon. Sea x el minimo cardinal medible Ulam y sea U una medida
de Ulam en k. Vamos a probar que es k-completa. En caso contrario, el ideal
dual de U no es x-completo, luego existen conjuntos nulos {X, }a<p (es decir,
que no estan en U) con S < K, cuya uniéon no es nula (estd en U). Quitando
a cada uno la unién de los anteriores podemos suponer que son disjuntos dos a
dos.

El conjunto X3 = k\ |J X, también es nulo, y asi { X, }n<p es una particion

a<f
de k es menos de k conjuntos nulos. Si llamamos p = |8]| < k, reordenando
los conjuntos que estamos considerando, tenemos una particion {Xq o<y, con
1 < K, formada por conjuntos nulos. Sea f : k — pu la funcion dada por
fla) =8+ ac Xg.

El teorema 7.71 transforma la medida bivaluada en x asociada a U en una
medida bivaluada en pu, cuyo ultrafiltro asociado U’ es libre, pues si existe un
a < p tal que {a} € U’, entonces X, = f![{a}] € U, contradiccion. Por lo
tanto p es un cardinal medible Ulam, lo que contradice la minimalidad de k.

u



Capitulo VIII

Cardinales caracteristicos del
continuo

A partir del conjunto w de los niimeros naturales es posible definir de forma
sencilla varios conjuntos no numerables, como:

e Pw (el conjunto de todos los conjuntos de nimeros naturales),

e [w]“ (el conjunto de todos los conjuntos infinitos de niimeros naturales),

w

e “w (el conjunto de todas las sucesiones infinitas de nameros naturales),

e “2 (el conjunto de todas las sucesiones infinitas de ceros y unos),

y, de forma un poco mas indirecta, resulta razonable anadir a esta lista el con-
junto R de los niimeros reales. Su construccién a partir de N es un poco mas
elaborada, pero en esencia cada nimero real puede determinarse mediante un
elemento de cualquiera de los conjuntos anteriores fijada una codificacion opor-
tuna, y viceversa. Por ello es frecuente llamar vagamente “reales” a los elementos
de cualquiera de los conjuntos anteriores o, mas en general, de cualquier conjunto
que pueda determinarse de forma sencilla y directa a partir de un subconjunto
de w u objeto equivalente.

Aunque todos estos conjuntos tienen definiciones muy simples, los axiomas
de la teoria de conjuntos apenas precisan sus caracteristicas, pues distan mucho
de determinar qué debemos entender por “todos” los subconjuntos de w o “todas”
las sucesiones en w, etc. Por ejemplo, es facil probar que los cinco conjuntos que
hemos mencionado tienen el mismo cardinal 2%°, pero ya hemos sefialado que
los axiomas de la teorfa de conjuntos no determinan cuél es el valor concreto de
este cardinal comiin. Es costumbre representarlo con la letra ¢, y lo tinico que
podemos probar sobre él es lo que afirma el teorema de Konig: 8; < cfe¢ <c.

El cardinal del continuo ¢ es el mas elemental de los llamados cardinales ca-
racteristicos del continuo, es decir, de cardinales definibles a partir de diversas
caracteristicas de los objetos “equiparables” a Pw cuyo valor concreto no puede

295
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ser determinado a partir de los axiomas de la teoria de conjuntos. En este capi-
tulo vamos a estudiar algunos de ellos y demostraremos algunas relaciones que
satisfacen. En la primera seccién nos ocupamos de varios cardinales definidos
en términos puramente conjuntistas, mientras que en la segunda estudiaremos
otros relacionados con la topologia y la teorfa de la medida. Finalmente estu-
diaremos el llamado axioma de Martin, que es una afirmacioén indemostrable en
(pero consistente con) los axiomas de la teoria de conjuntos que implica, entre
otras cosas, que todos los cardinales que vamos a considerar son iguales a c.

En este capitulo usaremos el axioma de eleccion sin indicarlo explicitamente.

8.1 Cardinales puramente conjuntistas

8.1.1 Pseudointersecciones y torres

La estructura de Pw o [w]“ puede parecer muy simple, pero una forma de
poner de manifiesto su complejidad consiste en considerar relaciones “modulo”
conjuntos finitos. Por ejemplo:

Definicién 8.1 Si A, B C w, diremos que A estd casi contenido en B (y lo
representaremos por A C* B) si A\ B es finito, es decir, si todos los elementos
de A pertenecen a B salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos.

Nota No vamos a necesitar este hecho, pero conviene observar que A C* B es
equivalente a [A] < [B], donde las clases de equivalencia corresponden al algebra
Pw/fin (donde a su vez “fin” es el ideal en Pw formado por los conjuntos finitos),
por lo que en el fondo vamos a estudiar algunas propiedades de esta algebra de
Boole. L]

Si S C [w]¥, una pseudointerseccion de S es un conjunto A € [w]“ tal que
A C* B paratodo B € S.

Una familia S C [w]“ tiene la propiedad fuerte de la interseccion finita si la
interseccion de cualquier conjunto finito de elementos de S es infinita.

Una torre es una familia {7, } 4<g de subconjuntos infinitos de w que es casi
decreciente (es decir, que si a1 < ag < § entonces Ty, C* Ty, ).

Una torre es inextensible, si no tiene pseudointerseccion, es decir, si no puede
prolongarse a una torre de longitud mayor.

Notemos que en la definicién de “torre” no excluimos las sucesiones constan-
tes (o que sean constantes en un tramo arbitrariamente grande), por lo que toda
torre cuya longitud sea un ordinal sucesor se puede prolongar indefinidamente
sin més que repetir su ultimo valor. Sin embargo, también es posible construir
torres inextensibles:

Teorema 8.2 FEristen torres inextensibles de longitud < c.
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DEMOSTRACION: En caso contrario, podriamos construir recurrentemente
una sucesion {Tn}a<c+ en [w]¥ con la propiedad de que si a3 < a9 entonces
Tw, C* Ty, v de modo que ademés Ty, \ T, 41 es infinito. En efecto, la tinica difi-
cultad serfa definir T) cuando A es un ordinal limite, pero como, por hipotesis, la
torre {7y fa<x 10 es inextensible, basta tomar como T una pseudointerseccion.
Ahora bien, la aplicacion « — T, seria entonces inyectiva, lo cual es absurdo.
En efecto, si fuera oy < aw, pero T, = T,,, entonces T, = T,, C* Ty, 41,
luego Ty, \ T, +1 seria finito, contradiccion. L]

Definicion 8.3 El numero de las torres t < ¢ es la menor longitud de una torre
inextensible. El ndmero de la pseudointerseccion es el menor cardinal p de una
familia S C [w]“ con la propiedad fuerte de la interseccién finita que no admita
una pseudointerseccion.

Es claro que t es un cardinal regular, pues toda subsucesién cofinal de una
torre inextensible es una torre inextensible. Como toda torre tiene la propiedad
fuerte de la interseccién finita, también es claro que1 p<t<e

Las definiciones de p y t son “negativas”, pero pueden leerse “positivamente”:
la informacién que aportan estos cardinales es que toda familia con la propiedad
fuerte de la interseccién finita de cardinal menor que p tiene una pseudointer-
secciéon, y toda torre de cardinal menor que t es extensible. Asi, el teorema
siguiente implica que p es no numerable:

Teorema 8.4 Toda familia numerable S C [w]* con la propiedad fuerte de la
interseccion finita tiene pseudointerseccion.

DEMOSTRACION: Sea S = {A,, | n € w}. Tomemos zg € Ag. Como AgN A,
es infinito, podemos tomar 1 € AgN Ay distinto de xy. Similarmente, podemos
tomar xo € Ay N A; N Ay distinto de xg y 1. De este modo construimos un

conjunto infinito X = {x,, | n € w} que es claramente una pseudointerseccion
de S. "

Ejercicio: Si T, = w \ n, jcual es una pseudointerseccion de la torre {75, }new?
El teorema anterior y el siguiente nos dan las relaciones
Ny <p<cft=t<cfe<ec.
Teorema 8.5 5i Ny < k < t, entonces 2" = ¢. Por lo tanto, t < cfec.

DEMOSTRACION: La segunda parte se debe al teorema de Konig: cfc =
cf2¥ > K, para todo k < t, luego t < cfc.

Solo tenemos que probar que 2® < ¢. Para ello definimos una aplicacién
F:<F2 —s [w]* tal que si s C t entonces F(t) C* F(s). Partimos de F(2@) = w
y, supuesto definido F'(s), definimos F sobre las dos prolongaciones de s de
modo que sus imAagenes sean dos subconjuntos infinitos complementarios en
F(s). Si s tiene por longitud un ordinal limite A definimos F(s) como una
pseudointerseccion de {F(s|s)}s<a-

1Un resultado nada trivial sobre cardinales caracteristicos, debido a Shelah, afirma que en
realidad p = t.
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En particular tenemos definida F' : "2 — [w]“, y es inyectiva, pues si
fyg € "2 son distintas, existe un minimo ¢ < k tal que f(d) # g(9), luego

Fls = gls vy F(fs11) N F(gls41) = @. Como F(f) C* F(f]5) y Fg) < Flgls),
concluimos que la interseccion F(f) N F(g) es finita. n

En general, todos los cardinales caracteristicos del continuo que vamos a
estudiar cumplen que estan situados entre X y ¢, si bien no es posible calcular
su valor concreto. Obviamente, la hipdtesis del continuo, ¢ = N; hace que todos
sean iguales a .

Por otro lado, el hecho de que si que podamos demostrar que son no nume-
rables aporta informacion relevante. Por ejemplo, en el caso del cardinal p, su
no numerabilidad equivale al teorema 8.4, mientras que en el caso de t su no
numerabilidad equivale a que toda torre numerable es extensible.

8.1.2 Distributividad

El siguiente cardinal caracteristico que vamos a estudiar indica el grado de
distributividad del algebra de Boole Pw/fin:

Definiciéon 8.6 Un conjunto D C [w]“ es abierto si cuando A € Dy B C* A,
entonces B € D. El conjunto D es denso si para todo X € [w]“ existe D € D
tal que D C* X.

Si A € [w]“, el conjunto Dy = {B € w]¥ | B& AV |BNAl <Xy} esun
abierto denso y A ¢ Dy, luego [ Da = 2.
Agfw]w
El nimero de distributividad b es el menor cardinal de una familia de abiertos
densos en [w]“ con interseccion vacia. Acabamos de probar que h < c.

En realidad se cumple algo mas fuerte que lo que exige la definicion:

Teorema 8.7 El numero b es el menor cardinal de una familia de abiertos
densos en [w]¥ cuya interseccidn no es densa.

DEMOSTRACION: Sea h’ el cardinal descrito en el enunciado. Obviamente se
cumple h’ < . Tomemos una familia {D, }a<p de abiertos densos en [w]¥ cuya
interseccion no sea densa. Entonces existe un B € [w]* tal que la interseccion
no contiene ningin subconjunto de B. Entonces D!, = D, N [B]* es abierto
denso en [B]“, pero (| D, =@.

a<b’

A través de una biyeccion entre B y w, los D, se corresponden con una

familia de b’ abiertos densos en [w]* con interseccion vacia, luego h < §’. =

Nota Ahora es inmediato que b es el menor cardinal tal que el c.p.o. ([w]¥, C*)
no es h-distributivo en el sentido de la definicién 7.55 y, claramente, la aplicacion
i [w]Y — Pw/fin dada por i(A) = [A] es una inmersiéon densa, por lo que el
teorema 7.56 nos da que h es también el menor cardinal tal que el algebra de
Boole Pw/fin no es h-distributiva. "
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El teorema anterior implica que h es regular, pues si f : cfh — b es cofinal,
dada una familia {D, },<p de abiertos densos en [w]“ con interseccion vacia, la
familia {D}}s<cry dada por D = () D, es una familia de abiertos densos con
interseccion vacia. a<f(4)

No es dificil ver que h no es numerable, pero podemos probar algo mas fuerte:

Teorema 8.8 Se cumple t <cfh =8 <c.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado que b es regular. Sea k < t y sea
{Da}a<x una familia de abiertos densos en [w]*. Definimos una torre {Tp, }a<x
como sigue: Ty = w, elegimos Toy1 € D, tal que Ty C* T, (que existe
porque D, es denso) y, si A < k < t, tomamos como T una pseudointerseccion
de {To}a<r AsiT, C* Thy1 € D, para todo a 'y, como D, es abierto, de hecho
T. € () Do # 2, luego k < h. n

a<k

8.1.3 Crecimiento de funciones

Pasamos ahora a estudiar “w, donde podemos definir un preorden anélogo
al preorden C* que hemos estado considerando en [w]“:

Definicién 8.9 Consideramos en “w el preorden f <* g si f(n) < g(n) para
todos los nimeros naturales salvo a lo sumo un ntimero finito de ellos.

Una familia D C “w es dominante si para toda f € “w existe g € D tal que
<ty

El nimero de acotacion es el menor cardinal b de un subconjunto de “w no
acotado. El numero de dominacion es el menor cardinal ? de un subconjunto
de “w dominante. Obviamente una familia dominante no esta acotada, luego se
cumplen las desigualdades b <0 <.

Podemos afinar mas:
Teorema 8.10 Se cumple h < cfb=b<cfo<0o<c.

DEMOSTRACION: Sea k < h. Vamos a probar que x < b. Para ello, con-
sideramos una familia {fata<x de funciones en “w y vamos a probar que esté
acotada. Sea f,(n) = r]g1<éx fa(k). Asi fo < fa vy fa es creciente.

n

Dada f € “w, llamamos Dy C [w]“ al conjunto de todos los X € [w]* tales
que existe Xo C* X de modo que si x € X, y € X y x < y, entonces f(z) < y.

Veamos que D es abierto denso en [w]*. Si A € [w]*, definimos una sucesién
{ztrew en A mediante

xo = min A, Tp1 =min{a € A | f(zr) < a Az < a}.

Asi X = {xy | k € w} C Ay claramente X € Dy, pues si z < z; entonces
f(zr) < xp41 < 2. Esto prueba que Dy es denso. Ademas es abierto, pues
siX €Dyy X' C* X, entonces X'\ F' C X, para cierto conjunto finito F, y
basta tomar X = Xo N X"\ |JF para que X’ cumpla la definicion de Dj.
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Sea D = () Dy, , que es un abierto denso en [w]¥, luego no es vacio y
a<k
podemos tomar X € D. Sea X = {x,}necw la Gnica enumeracion creciente

de X. Como X € Dfa, existe Xo C* X de modo que si x, € X, entonces
(puesto que n < x,,), se cumple fo(n) < fo(2zn) < 1. Esto vale para todo n
suficientemente grande, luego si llamamos g(n) = 41, tenemos que f, <* g,
luego {fata<k esta acotada, luego k < b.

Si fuera cf b < b, podriamos descomponer una familia B no acotada en “w en
union de cf b familias B, de cardinal menor que b y, por consiguiente, acotadas.
Si f, es una cota superior para B, la familia {f, | @ < cf b} estaria acotada, y
una cota para esta familia seria una cota para B, contradiccién.

Sea D una familia dominante de cardinal 9, y descompongamosla en uniéon de
cf 0 familias D, de cardinal menor que 0. Entonces, para cada a < cf 0, existe
una f, que no estd dominada por ninguna funcién de D,. Entonces la familia
{fata<cto nO esté acotada, pues si existiera una cota f, podriamos tomar una
cota mayor en D, luego en un D, pero entonces f, estaria dominada por una
funcion de D, contradiccion. Esto prueba que b < cf 0. n

El teorema siguiente es elemental:

Teorema 8.11 FEziste una sucesion no acotada {fo}a<s que es estrictamente
creciente, es decir, tal que o < f — fo <* fz (en el sentido de que se cumple
fa(n) < fa(n) para todo n suficientemente grande).

DEMOSTRACION: Partimos de una familia no acotada {gs }a<e y definimos
recurrentemente la sucesion {fu }a<p: tomamos fo = go, supuesta definida f,
tomamos una funcion f,11 que cumpla fo, <* foi1 ¥ Ga+1 <* fatr1 ¥, Supuesta
definida la sucesion {fs}s<x, para A < b, por esto mismo no puede ser no
acotada, luego existe una funciéon f) que acota a todos los fs5, y podemos exigir
ademas que gy <* f). Claramente la sucesion {f,}a<p €s creciente y no puede
estar acotada, pues entonces también lo estaria {gqs }a<b- "

Por lo tanto, podriamos haber definido b como la menor longitud de una
sucesion creciente no acotada en “w. En cambio, esto no es cierto para familias
dominantes:

Definiciéon 8.12 Una escala es una sucesion {f,}a<x estrictamente creciente
y dominante.

Obviamente, si {f,}a<x €s una escala, entonces 0 < A, y tiene una subsu-
cesion {fa;}s<o que sigue siendo una escala. En efecto, tomamos una familia
dominante {gs}s<o y definimos como sigue una sucesion estrictamente creciente
de ordinales {as}s<a: si ya esta definida {as}s<g, con S < 0, no puede ocurrir
que sea cofinal en A, porque entonces la sucesion {f,, }s<p seria dominante y
tendria menos de ?d elementos, luego existe un ag mayor que todos los términos
anteriores de la sucesion, y podemos elegirlo tal que gs <* f,,. La sucesion
{fas }o<o asi construida cumple lo pedido.

Por lo tanto, si hay escalas, las hay de longitud 9. Ahora bien:
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Teorema 8.13 FExiste una escala si y sélo si b = 0.

DEMOSTRACION: Si existe una escala, acabamos de ver que existe una de
longitud 9, digamos {f,}a<o. Sea por otra parte {gs}s<p una familia no aco-
tada. Elijamos ag tal que gg <* f,,. Entonces la familia {f,, | # < b} no
estd acotada, pues una cota lo seria también de {gg}g<p, luego el conjunto
{ag | B < b} es cofinal en d, ya que si a fuera una cota, entonces f, acotaria
a {fas | B < b}, pero entonces esta familia es dominante, pues dada cualquier
h € “w, existe a < 0 tal que h <* f, y existe un 3 < b tal que h <* fo, <* fo,.
Tenemos, pues una familia dominante de cardinal b, luego b = 0.

Reciprocamente, si b = 0 existe una familia dominante {g, }a<p y definimos
como sigue una sucesion {fu}a<p estrictamente creciente: supuesta definida
{fa}a<5, con 3 < b, como tiene que estar acotada, podemos tomar una cota fg
que ademas cumpla gz <* fg. La sucesién que obtenemos es dominante, porque
domina a {gas }a<s, luego es una escala. n

La igualdad b = 9 no es demostrable en ZFC, por lo que la existencia de es-
calas tampoco lo es, pero se cumple, por ejemplo, bajo la hipétesis del continuo.

8.1.4 Escision

Definicion 8.14 Una familia de escision 8 C Pw es una familia con la pro-
piedad de que si A € [w]¥, existe I € 8 tal que ANT y A\ I son infinitos.
Claramente Pw es una familia de escision. El nidmero de escision es el menor
cardinal s de una familia de escisién.

Teorema 8.15 Se cumple que h < cfs <5 <.

DEMOSTRACION: Sea 8 una familia de escisién, y descompongamosla en

union disjunta 8§ = |J 8,4, con |8,] < 5. Sea
a<cfs

Do ={Acw | NI €8,(JANT| <Ry V|A\I| <o)}

Obviamente D, es abiertoy () D, = &, pues § es una familia de escision.
a<cfs
Siescfs < b, algin D, no es denso, luego existe un X € [w]¥ que no contiene

ningun elemento de D, es decir, para cada A C X infinito existe I € §, tal que
ANTy A\ I son infinitos, pero entonces, a través de una biyeccion entre X y
w, la familia 8, se corresponde con una familia de escisiéon, lo cual es imposible,
ya que |8,| < s. Esto prueba que h < cfs.

Sea D C “w una familia dominante de cardinal 9. Es claro que para toda
funcion f € “w existe otra g estrictamente creciente tal que f < g, por lo que,
cambiando cada funciéon de D por otra en estas condiciones, podemos suponer
que todas las funciones de D son estrictamente crecientes y que, para cada
f € “w, existe g € D tal que, para todo n suficientemente grande, se cumple de
hecho f(n) < g(n).
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Para cada A € [w]“ llamamos f4 : w — w a la Gnica funcion estrictamente
creciente que enumera A. Si f € “w, representamos por f™ a la composicién de
f consigo misma n veces. Si f es estrictamente creciente, llamamos

Ap= U [/20), 1 0)[.

new

Notemos que la sucesion {f™(0)},e, es estrictamente creciente, por lo que
Ay es infinito. Basta probar que S = {Af | f € D} es una familia de escision.
Para ello tomamos A € [w]¥ y a su vez tomamos f € D tal que f4 <* f. Basta
ver que ANAy y A\ Ay son infinitos. Fijamos m € w tal que, para todo n > m,
se cumpla fa(n) < f(n). Como f4 es estrictamente creciente, se cumple que
n < fa(n), y también es claro que f™(0) > n > m, luego

F1(0) < fa(f7(0)) < £(f7(0)) = f+7(0).

Por lo tanto, fa(f™(0)) € ANAfsinespary fa(f"(0)) € A\ Ay sin es impar.
|

Aqui se rompe la cadena de desigualdades que hasta ahora habiamos obte-
nido. En total hemos probado lo siguiente:

N
N,/

Ya hemos senalado que Shelah ha probado que p =t y, por otra parte, Mil-
denberger ha probado que s < cf 0, pero si la teoria de conjuntos es consistente,
también lo es suponer que b < s, que b > s, 0 que b = s.

¢

8.1.5 Familias casi disjuntas

Definicion 8.16 Si W es un conjunto numerable, una familia ¢ C PW es
casi disjunta si todos sus elementos son infinitos, pero la interseccién de dos
cualesquiera de ellos es finita.

Notemos que cada familia casi disjunta en Pw determina una anticadena en
el lgebra Pw/fin del mismo cardinal. Obviamente, toda familia de subconjuntos
disjuntos de w tiene que ser numerable, pero si s6lo pedimos que sea casi disjunta,
la situacion cambia:

Teorema 8.17 Existe una familia casi disjunta en Pw de cardinal c.

DEMOSTRACION: Basta probar que existe un conjunto numerable en el que
hay una familia casi disjunta de cardinal ¢, no es necesario que sea w. Tomamos
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concretamente 2<“. Para cada f € “2, definimos Ay = {f], | n € w} € P2<«.
Es claro que si f # g, entonces Ay N A, es finito, por lo que {Af}fcws es una
familia casi disjunta en P“2 de cardinal c. m

El lema de Zorn implica que toda familia casi disjunta en Pw puede exten-
derse a una familia casi disjunta maximal (respecto de la inclusion). Puesto que
el cardinal de un subconjunto de Pw no puede exceder a ¢, el teorema anterior
prueba que existen familias casi disjuntas maximales de cardinal ¢, pero eso no
impide que pueda haberlas de cardinal menor.

Definicion 8.18 El nudmero de casi disjuncion es el menor cardinal a de una
familia casi disjunta maximal en Pw.

Obviamente a < ¢, pero lo interesante es que a es no numerable, es decir, que
una familia casi disjunta numerable nunca es maximal. En realidad podemos
afirmar maés:

Teorema 8.19 Se cumple b < a.

DEMOSTRACION: Sea A una familia casi disjunta maximal de cardinal a.
Entonces w \ | JA es finito, o de lo contrario la familia no seria maximal. Afia-
diendo este resto finito a alguno de los elementos de A, podemos suponer que
JA = w. Entonces podemos seleccionar una cantidad numerable {C,, },c., de
elementos de A que cubran w.

Cambiando C,, por C,, \ |J C,, estamos quitando a cada C,, un nimero
m<n
finito de elementos, con lo que la familia completa sigue siendo casi disjunta

maximal y podemos suponer que los C,, son disjuntos dos a dos (y su union
sigue siendo w). Consideramos biyecciones f, : w — C,,, que nos dan una
biyeccion f:w X w — w dada por f(n, k) = f,.(k).

A través de f, la familia A se transforma en una familia casi disjunta maximal
en w X w de cardinal a que contiene a los conjuntos C,, = {n} X w. Sea A’ el
resto de la familia, que también tendra cardinal a.

Cada A € A’ contiene un numero finito de pares en C,,, luego podemos
definir f4(n) como el minimo k& tal que AN C,, C {n} x k. Tenemos asi una
funcion f4 € “w. Vamos a probar que {fa}acas no esta acotada en “w, lo que
probara que b < a.

Supongamos, por reducciéon al absurdo, que existe g € “w tal que fa <* g,
para todo A € A’. Entonces, considerando a g como conjunto g C w X w,
tendriamos que g N A = &, para todo A € A, mientras que |g N C,,| = 1, luego
A U {g} serfa una familia casi disjunta que contradirfa la maximalidad de A.

n

8.2 Medida y categoria

En esta secciéon usaremos el axioma de elecciéon. Vamos a estudiar ahora
algunas de las principales caracteristicas conjuntistas de la medida de Lebesgue
y sus anélogas para la categoria topologica. Para ello introducimos los conceptos
siguientes:
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Definicion 8.20 Sea I un ideal Nj-completo en un conjunto X que contenga a
los puntos. Definimos:

o La aditividad de I como el menor cardinal ad(I) de un subconjunto de I
cuya unién no esta en I.

e El cubrimiento de I como el menor cardinal cub(l) de un subconjunto
de I cuya unién es X.

e La uniformidad de I como el menor cardinal un(/) de un subconjunto
de X que no esté en I.

e La cofinalidad de I como el menor cardinal c¢f(I) de una base de I, es
decir, de un conjunto B C I tal que todo elemento de I esté contenido en
uno de B.

Nos interesaran principalmente los casos en los que X es un espacio polaco
e I es el ideal I, de los conjuntos nulos respecto de una medida de Borel conti-
nua en X o bien el ideal I. de los conjuntos de primera categoria (suponiendo
entonces que X es perfecto, para que los puntos estén en el ideal).

Notemos que los ocho cardinales responden a otras tantas preguntas natu-
rales sobre medida y categoria, a saber:

o ;Cudntos conjuntos nulos / de primera categoria podemos unir sin dejar
de tener un conjunto nulo / de primera categoria? (Sabemos que como
minimo R, pero, jpueden ser mas?)

e ;Cudntos conjuntos nulos / de primera categoria son necesarios para cu-
brir X ¢ (Obviamente bastan ¢, pero, jpueden ser menos?)

e ;Cudl es el menor cardinal de un conjunto no nulo / de segunda categoria?
(Tiene que ser mayor o igual que Nj, pero, ;tiene que ser aun mayor?)

Notemos que el cardinal de todo conjunto medible no nulo es necesaria-
mente ¢, por lo que la pregunta para el caso de la medida equivale a:

scudl es el menor cardinal de un conjunto no medible?

e ;Cudntos conjuntos son necesarios para obtener con sus subconjuntos to-
dos los conjuntos nulos / de primera categoria? (Sirven ¢ conjuntos, pero
ies posible usar menos?)

Sucede que los ocho cardinales que asi obtenemos son independientes del
espacio polaco considerado y, en el caso de I,,, de la medida considerada.

En efecto, al final del apartado sobre el algebra de medida en la seccién 7.7
hemos senalado que si X es cualquier espacio polaco y p es cualquier medida de
Borel o-finita y continua en X, existe una biyeccion f : X — [0, 1] que hace
corresponder el ideal I,,, de pu con el de la medida de Lebesgue, de donde se
sigue inmediatamente que los cuatro cardinales asociados a I, son los mismos
para ambas medidas.
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Por otra parte, el teorema [T 6.22] afirma que todo espacio polaco perfecto
no vacio X contiene un subespacio N denso y Gs homeomorfo al espacio de
Baire N = “w, y el teorema [T 1.66] afirma que un subconjunto A C N es de
primera categoria en N siy solo si lo es en X. Mas atn, como X \ N es un F,
de interior vacio, es unién de cerrados de interior vacio, luego es de primera
categorfa. Usando estos hechos, es facil ver que los cuatro cardinales asociados
a I, son los mismos para X y para N, luego son los mismos en todos los espacios
polacos perfectos (no vacios).

Por consiguiente, para estudiar estos cardinales podemos trabajar indistin-
tamente en cualquier espacio polaco perfecto con cualquier medida de Borel.

Sucede que las tnicas desigualdades que pueden probarse sobre estos cardi-
nales son las contenidas en el llamado diagrama de Cichori:

* *

cf(1.) cf(Ln) c

cub(I,) un(7.)

/[ S |
]

Ny — = ad(I,,) ad(I.) —— cub(I.) — un(I,,)

en el que cada flecha A — B representa la desigualdad A < B.

La desigualdad b < 0 esta probada en 8.10, y las marcadas con un asterisco
son triviales, ya que, en general, para todo ideal Ni-completo I que contenga a
los puntos, se cumple:

o Ny < ad(I).
Esto es inmediato por la Ni-completitud de I.
e ad(I) < cub(I).

Una familia de elementos de I cuya unién sea X es en particular una
familia de elementos de I cuya union no esta en 1.

o un(l) < cf(I).
Si B es una base de I de cardinal minimo y A resulta de elegir un punto
en el complementario de cada elemento de B, entonces |A| < |B|y A ¢ I.

e ad(]) < un(]).

Si A es un conjunto que no esta en I, sus puntos forman una familia de
elementos de I cuya unién no esta en I.

o cub(l) < cf(I).
Una base de I en particular es una familia de elementos de I cuya uni6n
es X.

Por ultimo, cf(1,,) < ¢, pues una base de I, la forman los conjuntos nulos
que son G, v es facil ver que un espacio polaco tiene ¢ conjuntos Gj.
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Definicion 8.21 Llamaremos X al conjunto de todos los subconjuntos de N
contenidos en una unién numerable de compactos. Claramente es un ideal N;-
completo en N que contiene a los puntos.

Observemos que K C I, porque los compactos en N tienen interior vacio,
luego son de primera categoria, luego las uniones numerables de compactos
también.

Mas detalladamente, si K es un compacto en N, su proyeccion n-sima tiene
que ser finita, luego tiene que estar acotada por un cierto f(n) € w, luego
K c Cy, donde

Cr={9eN|Anewg(n) < f(n)}

Mas atn, todo K € X estd contenido en una unién |J Cy, y, usando que
new

b > Ny, existe un f € N tal que An € w f, <* f, luego
KcCi={geN|g< [,

Reciprocamente, C} € X, pues C; = (J Cy, ., donde

m,ncw

n sit<m,

hM@:{ﬂOSM>m
Con esto es facil probar:
Teorema 8.22 ad(X) = un(X) =b, cub(X) = cf(X) = 0.

DEMOSTRACION: Las observaciones precedentes nos dan que si K C N no
esta acotado respecto de <*, entonces K ¢ X, luego un(X) < b. Por otro lado,
si A C X cumple que |JA ¢ X, para cada K € A podemos tomar un fx € N
tal que A C C7,_, conloque |J CF_¢ X, pero entonces {fx | K € A} no esta

KeA

acotado en N, luego b < |A[, luego b < ad(X). Ya hemos visto que, en general,
ad(X) < un(X), luego ad(X) = un(X) = b.

Por otra parte, si A C N es una familia dominante, es claro que el conjunto

{C7 | f € A} es una base de X, luego cf(X) < 0. Si A C X cumple que

A =N, como antes obtenemos funciones fx tales que Ci =N, yesto
fr

KeA
significa que {fx | K € A} es dominante en N, luego d < cub(X). De nuevo, la
desigualdad cub(X) < cf(X) es trivial, y asi cub(X) = cf(X) = 0. .

De la inclusiéon K C I, se siguen trivialmente dos desigualdades del diagrama
de Cichorn:

Teorema 8.23 b < un(/l.) y cub(l.) <.

Para cada f € N, definimos f'(n) = maxf[n+ 1] ysea ¢ : N — K la
funcién dada por ¢(f) = C7,.
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Supongamos ahora que F' = |J F, es una unién de cerrados de interior
new

vacio. Vamos a construir un fr € N tal que si f € N cumple ¢(f) C F,
entonces f <* fp.

Para ello definimos recurrentemente {k;, }neco, en w y {sn tnew €n w<v.

Tomamos kg = 0. Supuesto definido k,, elegimos s, € w<¥ de modo que
para todo t € k=%~ y todo i < n se cumpla que B;~5, N F; = @.

Existe tal s, porque cualquier ¢ se puede prolongar hasta que el abierto
basico B;~s esté contenido en N \ F;, porque, como este conjunto es denso,
corta a B; en un punto x y, al ser abierto, existe un entorno de x de la forma
B~ que esta contenido en él.

Por altimo definimos k11 = ky, + £(sp,) + max{s, (i) | i < €(sp)} +1. A su
vez, definimos
fr(n) = max{s, (i) | i < €(sn)}.
Tomemos ahora f € N tal que ¢(f) C F y veamos que, en efecto, f <* fp.
En caso contrario existe X C w infinito tal que An € X fr(n) < f(n). Vamos
a construir un z € ¢(f) \ F'y tendremos una contradiccion.

Sea {x }new la enumeracion creciente de X. Definimos = como la sucesion

kg Koy —kag—E(520)

de modo que cada segmento s, empieza exactamente en la posiciéon k,, . La
definicion de la sucesion {k, }ne, garantiza que cada s, termina siempre antes
de la posicion ky,, ;-

De este modo = € B,|, ~;, ,y, como x|, so6lo toma (aparte del 0) los
valores que toman los s, con ¢ < n, de nuevo la definicién de la sucesién
. <k .

{kn}new garantiza que x|, € kz, "™, luego, por construccion, = ¢ Fj, para
todo j <, y, como esto vale para todo n, concluimos que x ¢ F.

Para probar que z € ¢(f) = C}, hemos de ver que x <* f’. Ahora bien,
para todo i € w, o bien z(i) = 0, o bien x(i) = s,,(l), para cierto j con k,, <.
En este caso z(i) < fr(z;) < f(z;) < f/(i), donde la dltima desigualdad se
debe a que z; < kmj <1.

De aqui deducimos:
Teorema 8.24 ad(I.) <b yd < cf(l.).

DEMOSTRACION: Por 8.22 podemos tomar una familia {K, }o<p de elemen-
tos de X cuya unién no esta en K. Para cada o podemos tomar f, € N tal que
K, C C} . Vamos a probar que aL<Jb C;(fa) ¢ I, lo cual implica que ad(1.) < b.

En caso contrario existiria una uniéon F' de cerrados de interior vacio tal que
U C;)(fa) C F'y, por el argumento previo al teorema, f, <* fr, pero entonces
a<b

U Ko C O3, €K,
a<b

contradiccién.
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Sea k = cf(I.) y tomemos una base {F,}n<, de I.. Podemos suponer que
cada F, es uniéon numerable de cerrados de interior vacio con lo que podemos
considerar el conjunto D = {fr, | « < k}. Entonces, para cada f € N, existe
un « tal que ¢(f) C F,, luego, segiin hemos demostrado, f <* fp_, y esto
prueba que D es dominante, luego 0 < k. ]

Falta probar las cuatro desigualdades que relacionan I, con I.. Dos de ellas
son sencillas:

Teorema 8.25 cub(l,;,) < un(l.) y cub(l.) < un(l,).

DEMOSTRACION: Por simplicidad trabajamos en el espacio de Cantor € con
su medida de Haar unitaria. Segtn [T 6.46] podemos descomponer € = AU B
en union disjunta con A € I, y B € I..

Si Z C C\ I, se cumple que Z+ A = C. En efecto, si existe z € C\ (Z + A),
entonces (z+Z)NA = &, pues si a = z+x, entonces x = z = x+a, contradiccion.
Por lo tanto, z + Z C B, luego z + Z € I, luego Z € I., porque la traslacion
x — z + 2 es un homeomorfismo.

Podemos exigir |Z| = un(l.) y, como los trasladados = + A son nulos, la
descomposicion € = |J (z + A) prueba que cub(1,,) < |Z] = un(l.).
zeX
La segunda desigualdad se prueba analogamente. ]

Las dos desigualdades que quedan por probar son las mas complicadas, y
necesitamos varios resultados previos:

Definiciéon 8.26 Si (X, <) es un conjunto preordenado sin elementos maxima-
les, definimos

b(X,<) =min{]A| | A C X A A no esta acotado superiormente},

(X, <) =min{|A| | A C X A A es dominante},

donde “dominante” significa que todo elemento de X estda por debajo de un
elemento de A. Claramente b(X, <) <03(X, <).

En estos términos es claro que b = b(N, <*) y 2 = 3(N, <*), asi como que
ad(I) =b(I,C), cf(I) =0(I, Q).

También es claro que si A es dominante en X, entonces b(X, <) = b(4, <)
y (X, <) =0(4,<).

Si (X, <), (Y,<) son dos conjuntos preordenados sin maximales, una co-
nexion de Tukey entre ellos es un par (¢,¢*) de aplicaciones ¢ : X — Y,
¢* .Y — X con la propiedad de que

Nz e XNy eY(p(z) <y — < ¢*(y)).

Escribiremos (X, <) = (Y, <) para indicar que existe una conexiéon de Tukey
de (X, <) en (Y, <). El interés de estos conceptos radica en el teorema siguiente:
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Teorema 8.27 Si (X, <) < (Y, <), entonces se cumple b(Y,<) < b(X,<) y
(X, <) <Y, ).

DEMOSTRACION: Sea (¢, ¢*) una conexion de Tukey. Si A C X cumple
|A] < b(Y, <), definimos B = ¢[A], con lo que |B| < |A], luego B esta acotado
en Y, es decir, existe y € Y tal que ¢(x) < y para todo z € A, luego = < ¢*(y),
luego A esta acotado en X. Esto prueba que b(Y, <) < b(X, <).

Similarmente, si B C Y es dominante en Y, entonces A = ¢*[B] es do-
minante en X, pues, dado z € X, existe un y € B tal que ¢(z) < y, con lo
que z < ¢*(y) € B. Por lo tanto 3(X, <) < |A| < |B|, y podemos tomar
|B] = 0(Y, <), tenemos la segunda desigualdad. "

Asi pues, para demostrar las desigualdades ad(I,,) < ad(1.), cf(1.) < cf(I,)
basta probar que (I, C) = (I, C).

Teorema 8.28 Si X es un espacio topologico 2AN, para cada n > 0 existe un
conjunto numerable V de abiertos tal que

1. Si G C X es un abierto denso, existe V. €V tal que V C G.

2. SiVy,...,V, €V, entonces (| V; # @.

i<n

DEMOSTRACION: Sea {U,, }ncw una base numerable de X que no contenga
a @ y que podemos suponer cerrada para uniones finitas. Definimos

Ap={kcw|k>mANY Cm+1(NUi#2—=UcnN (Ui #9)},
€Y €Y

V= { U Us(i) | semly A /\Z <n S(Z'+ ].) € As(i)}~
i<n

Veamos que V cumple lo requerido. Ciertamente es una familia (numerable) de
abiertos bésicos. Sea G un abierto denso en X.
Para cada m € w existe un k € A,, tal que Uy C G. En efecto, consideramos

todos los conjuntos Y C m + 1 tales que (| U; # &, que son un conjunto
iey
finito de abiertos no vacios. Para cada uno de ellos tomamos un abierto bésico
contenido en G N [\ U; y formamos la union de todos ellos, que sera un Uy.
ey

Afadiendo méas abiertos contenidos en G podemos obtener infinitos abiertos Uy
que cumplen lo mismo, luego podemos elegir un k > m, asi, k € A,,.

Fijemos ahora un ko tal que Uy, € G y definamos recurrentemente k; 1 € Ay,
tal que Uy,,, C G. Entonces |J Uy, € Vy esta contenido en G, luego se cumple

i<n

i1
la primera propiedad.

Tomemos Vp,...,V, € V, de modo que V; = |J Uy,;, con k;ji1 € Ap,.

Jj<n
Podemos reordenar los abiertos V; de manera que kog = min{k;o | i < n}, y luego
reordenamos Vi, ..., V, de manera que se cumpla k; 1 = min{k; 1 | 1 <i <n},

y asi sucesivamente, hasta conseguir que k; < kj;, para ¢ < j < n. De este
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modo ki; < Kiy1,i < kig1,i41, luego kipq 541 € Aki+1,i C Ap,,. Por induccion
obtenemos que (| Uy, # @, y como Uy, C V;, concluimos que (| V; # @.
i<n i<n
| |
En general, dada una medida unitaria(X, A, i), una familia G C A es inde-
pendiente respecto de la medida si todos sus elementos cumplen 0 < u(A) < 1
y, para todos los Ay, ..., A, € G, se verifica la igualdad

u( N A) = T (A,

i<n i<n

Observemos que si G es una familia independiente y reemplazamos algu-
nos de sus elementos por sus complementarios, la familia resultante es también
independiente. En efecto, se cumple que

u(ﬂ Ai) :M< N Ai) +M(ﬂ Aim(X\AnH)),

i<n i<n+1 i<n
luego
[T () = T1 w4+ (N A0 (X Ans))),
i<n i<n+1 i<n
luego

(N A0 (XN Ani)) = TT (A 1(X\ Ansa),
i<n i<n
luego la familia que resulta de cambiar A,, 11 por su complementario es indepen-
diente, y repitiendo el razonamiento podemos realizar cualquier namero finito
de sustituciones, pero es claro que una familia es independiente si y s6lo si lo son
todas sus subfamilias finitas, por lo que la conclusiéon vale también si realizamos
infinitas sustituciones.

Es facil construir familias independientes en € respecto de la medida de
Cantor. Concretamente, si {s,}ne, €s una familia de funciones d,, — 2, con
d,, C w, donde {d, }ne, s una sucesion de subconjuntos finitos de w disjuntos
dos a dos, los abiertos basicos By, son independientes, pues

Uy | — iz P! ldn, |
#( N Bi,,) = n(Bus,,) =29l = 257 = T 2linl = [T u(B,,).

i<m i<m i<m ‘

Especificamente, vamos a fijar una familia independiente {Gpnm }n,mew de
abiertos cerrados en € tal que m(G,,,) = 2™ (para lo cual solo hay que elegir
adecuadamente una familia {dnm }n,me. de subconjuntos finitos de w disjuntos
dos a dos con |dym,| = n). Por otra parte, fijemos una base numerable {Up, }neq
de C.

Para cada A € I,,, elegimos un compacto K4 C Ctal que AN K4 =3 y
m(K4) > 0. Mas atn, podemos exigir ademas que si U, N K4 # &, entonces
m(U, N K4) > 0. En efecto, en caso contrario cambiamos K 4 por

Ka\U{U, | m({U, N K4) = 0}.
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Para cada par de funciones f,g : w — Pw, escribiremos f C* g para
representar que Vk € w/An >k f(n) C g(n).

Similarmente, si h € N, usaremos la notaciéon h €* f para representar que

Vk € wAn >k h(n) € f(n).
Llamemos L = {h € ([w]<*)* | An € w |h(n)| < 2"}.

Teorema 8.29 FExisten funciones ¢1 : N — Ly, y ¢7 : L, — L tales que,
para todo x € N y todo A € I,,, se cumple

d1(x) CA— x € 91 (A).
DEMOSTRACION: Para cada A € I, y k,n € w, definimos
FAkn)={mecw|UNKs#SANU,NKsNGpp = T}

Si U N K4 # @, como

0 <m(Up N K4) < m( FQ k )(e \ Gmn))
me k.,n

y los conjuntos €\ G,,,,, son independientes, el conjunto F(A, k,n) tiene que ser
finito. Ademaés

UsNKaNU{Gnm |n€wAmMEF(Ak,n)} =2,

luego
MU, N K 4) < m(m{e \ G | n€wAm e F(A, k,n)})

=lim J] (1 —2~")FAkm]
N <N

Si llamamos L > 0 al limite, tomando logaritmos vemos que

— 2 |F(A,k,n)log(1 —27") = —log L

new

y, usando que? x < —log(1 — x), concluimos que la serie Y |F(A, k,n)[27" es
convergente, luego su término general tiende a 0. new
Sea N(A, k) el menor natural tal que, para todo n > N(A, k) se cumple que
|F(A, k,n)|2~™ < 27%~1. Hasta aqui hemos supuesto que Uy N K 4 # &, pero en
caso contrario F(A, k,n) = @ y se cumple la tltima propiedad con N (A4, k) = 0.
Ahora ya podemos definir ¢7(A) = h, donde

h(n) =U{F(A,k,n) |k€ewAn>N(AKk)}.

Como |h(n)| < 3 27 -27k=1 = 2" se cumple que h € L.
kew

2Por ejemplo, basta ver que la derivada de x + log(1 — ) tiene el mismo signo que z, por
lo que la funcién tiene su maximo en 0.
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Por otra parte, si z € N, definimos

d)l(x) = ﬂ Uan,m(n)~

kEwn>

Como, para todo k, se cumple que
m(¢1(x)) < m( U Gn,x(n)) < 27’6717

concluimos que ¢1(x) € Iy,.

Veamos que estas funciones cumplen lo requerido. Si ¢1(x) C A, entonces

N U Gnaem) N Ka = @. Aplicamos el teorema de Baire a K4 (que es un
k€Ewn>k

espacio polaco), el cual nos da que existe un kg tal que J Gpz(n) N Ka no
nZko
es denso en K4 (si todos lo fueran tendriamos una intersecciéon numerable de
abiertos densos que, en lugar de densa, seria vacia). Por lo tanto, existira un k;
tal que Uy, N K4 # 9, pero
U Gn@(n) NKsNUg, =@.
nZko

Asi para todo n > ko, n > N(A, k1), se cample K4 U U, NG, 5(n) = &, luego
xz(n) € F(A, k1,n) C h(n). Esto significa que = €* ¢7(A). .

Teorema 8.30 Existen funciones ¢po : I, — N, ¢4 : L — I, tales que, para
todo B € 1. y todo h € L, se cumple

¢2(B) € h — B C ¢5(h).

DEMOSTRACION: Por el teorema 8.28 podemos tomar familias {V}, x trew de
subconjuntos abiertos de U, tales que todo abierto denso contiene un V,, j y si

X € [w]=?" entonces () Vi # 9.
keX
Si B € I, existe una sucesion {H, }ne, de cerrados de interior vacio tales

que B C |J H,. Podemos suponer que H, C H,4; para todo n. Definimos
new
¢2(B) = x, donde x(n) es el menor natural tal que H, NV, ;) = I (existe,

porque €\ H,, es abierto denso). Para cada h € L, definimos

p3(h) =€\ N U N Vik

newm>n k€h(m)

Como () Vink C U, es un abierto no vacio, la unién para m > n es un
keh(m)
abierto denso, luego ¢5(h) € I..

Supongamos ahora que © = ¢o(B) €* h. Entonces existe un ng tal que, para
n > ng, se cumple que z(n) € h(n). Por lo tanto,

U ﬂ Vm,kc U Vm,x(m)a

m2>n k€h(m) m>n

y el conjunto de la derecha no corta a H,, luego BC |J H, C ¢5(h). =
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Los dos teoremas anteriores nos dan aplicaciones ¢ = ¢g0¢1 : [, — I, ¥
¢* = ¢ o ¢ : I, — I. que claramente constituyen una conexion de Tukey
(I, C) = (I;m, C), pues si tomaos B € I, A € I, tales que ¢1(¢p2(B)) C A,
entonces ¢o(B) €* ¢3(A), luego B C ¢5(¢7(A)). Por consiguiente:

Teorema 8.31 ad([,,) < ad(1.) y cf(l.) < cf(I).

Con esto tenemos probadas todas las desigualdades del diagrama de Cichon.
Seguidamente probamos un teorema que nos permitird demostrar algo ligera-
mente mas fuerte.

Consideramos de nuevo en € la suma definida componente a componente,
con la que tiene estructura de grupo. Sea D el subgrupo denso numerable
formado por las sucesiones finalmente nulas. Sea {V},},e, una base numerable
de entornos abiertos de 0, que podemos tomar decreciente y sea D = {r, }new
una enumeracion de D. Para cada z € N, n € wy z € €, definimos

D= U (rm+ Vo)),  Wa.= U (€\ (z+DJ)).

m>n mew

Entonces cada D7} es abierto denso, al igual que 2z + D7*, luego W, , € I..

Teorema 8.32 Si H C C es union numerable de cerrados de interior vacio y
z ¢ H+ D, existe uny € N tal que, para todo x € N, se cumple

y<*ox—->HCW,,.

DEMOSTRACION: Sea H = |J H,, donde cada H, es cerrado de interior
new
vacio, y podemos suponer que la union es creciente. Como z + r,, ¢ H, existe

y(n) € w tal que (2 + rp + Vi) N H, = @. Supongamos ahora que y <* z y
supongamos que existe h € H \ W, .. Entonces existe un ng tal que, para todo
n > ng, se cumple y(n) < z(n) y h € H,. Por lo tanto h ¢ z + r, + V).

Por otra parte, h + z € DJ}°. Esto significa que existe un n > ng tal que
h+ 2z €ry+ Viym) Cra+ Vym), contradiccion. n

Teorema 8.33 ad(I.) = min{cub(l.),b} y cf(l.) = max{un(l.),0}.

DEMOSTRACION: Ya sabemos que ad(l.) < min{cub(l;),b}. Tomemos
ahora A C I, tal que |A| < cub(l.) y |A] < b, y tenemos que probar que
JUA € I.. No perdemos generalidad si suponemos que cada elemento de A es
unién numerable de cerrados de interior vacio. Podemos tomar

e\ U (H+D),

porque los conjuntos de la derecha estan en I. y no pueden cubrir € (notemos
que H+ D = {J (H+ry)).

ncw
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Por el teorema anterior, para cada H € A existe yg € N tal que, para todo
x € N'se cumple v <* yy — H C W, .. La condicion |A| < b implica que existe
un y € N tal que yy <* y para todo H, luego JA C W, , € L.

Similarmente, sabemos que cf(I.) > max{un(l.),0}, y tomamos A ¢ I. tal
que |A| = un(l.) y una familia dominante ' C N tal que |F| =0. Si H C C es
una uniétn numerable de cerrados de interior vacio, entonces A ¢ H + D, luego
existe un z € A\ (H + D). Por el teorema anterior existe un = € F tal que
H C W, .. Esto prueba que la familia {W, . | x € F' A z € A} es una base
de I, luego cf(I.) < max{un(l.),0}. .

El diagrama de Cichori incluye tnicamente dos de los cardinales caracte-
risticos que hemos estudiado en la seccién anterior. Podemos probar algunas
desigualdades que involucran a otros mas:

Teorema 8.34 t < ad(l.).
Para probarlo demostramos primero:

Teorema 8.35 Si {Dy}a<yx €s una sucesion casi decreciente de subconjuntos
densos de Q y k < t, entonces existe D denso en Q tal que D C* D, para todo
a < K.

DEMOSTRACION: Sea {r,}necw una enumeracion de Q. Sea J el conjunto
de los intervalos abiertos en R con extremos racionales. Para cada I € J, la
sucesion {I N Dy }a<x €s casi decreciente (y todos sus términos son infinitos)
pero al ser kK < t no puede ser una torre en PQ, luego existe un conjunto infinito
Pr c QNI tal que Pr C* IN D, para todo a < k. Llamemos z,() al minimo
natural n tal que

Am > n(r,, € Pr — r, € INDy,).

Como J es numerable y k < t < b, la sucesion {z, }a<x esta acotada, es decir,
existe y : J — w tal que z, <" y para todo a < K, en el sentido de que
2o (I) < y(I) para todo I salvo un ntimero finito de casos. Definimos

D={rn |VI€I(r, e P An>y(I))}

Claramente cumple lo requerido: dados dos niimeros racionales, consideramos
el intervalo I que forman, y basta tomar un r, € Pr con n > y(I), n > z4(I)
para que se cumpla r, € DN 1, luego D es denso en Q.

Por otra parte, dado a < k, existe un namero finito de intervalos I, ..., Ix
de modo que, para cualquier otro I, se cumple que z,(I) < y(I). Sir, € D con

n > max{zy(ly),...,xo(Ix)},

entonces existe un I tal que r, € Py, n > y(I). Entonces n > z4(I), luego
rn € Dy, v esto prueba que D C* D,,. n

DEMOSTRACION (de 8.34): Sea k < t. Tenemos que probar que la union
de k conjuntos de I. (en R) esta en I.. Podemos sustituir cada uno de ellos por
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una unién numerable de cerrados de interior vacio, y a su vez podemos sustituir
la familia de conjuntos dada por la de dichos cerrados de interior vacio (que
tienen el mismo cardinal). Equivalentemente, basta probar que la interseccion
de una familia {G4 }a<x de abiertos densos en R es densa.

Para ello construimos una sucesion casi decreciente {Dy}a<, de abiertos
densos en Q. Partimos de Dy = Q, definimos Dyy1 = D, NG, y en los limites
aplicamos el teorema anterior. Observemos que los conjuntos D\ G, son finitos,
pues D, \ Gy C D;;\ Dyy1.

Definimos funciones z, : D,, — w de modo que z,(r) es el minimo na-
tural n > 0 tal que Jr —1/n,r+1/n[ C G4 sir € Gu, ¥ 2o(r) = 0 en caso
contrario. Como k < b, existe y : D,, — w tal que z, <* y para todo o < k.
Podemos suponer que y no toma el valor 0. Si s C D, es finito, entonces

Us= U Jr—1/y(r),r+1/y(r)
reD,\s

es abierto denso en R y por el teorema de Baire U = (| U, también es denso
en R. s€[Dx]<

Si a < K, entonces s = (D, \ Go) U{r € D, | y(r) < zo(r)} es finito
y claramente U C Uy C G,. Por lo tanto U C (] Ga, que es, por lo tanto,
denso. s n

Por otra parte:
Teorema 8.36 s <un(l,,), s <un(l.).

DEMOSTRACION: Si z € € = “2, llamamos Z(z) = {n € w | z(n) = 0}.
Para cada A € [w]*, definimos

SA)={zeC||ANZ(x)] <Ny V |A\ Z(x)|] < Np}.
Si s C A es finito, definimos
N(A,s)={zeC| Z(x)NA=s}

Se cumple que N (A, s) es un cerrado de interior vacio y medida 0. En efecto,
siz € C\ N(A,s), existe un n € A tal que n € s pero x(n) # 0, o bienn € A\ s
y x(n) = 0, pero entonces = € {y € C | y(n) = z(n)} C C\ N(4,s), luego
C\ N(4,s) es abierto.

Siz € N(A,s), no existe ningann € wtalque {y € C | y|, = x|} C N(4,s),
pues siempre podemos tomar un n € A\ s, n > m, y entonces tomando y € C
igual a x salvo por que y(n) = 1, tenemos que y € {y € € | y|, = x|n}, pero
y ¢ N(A,s). Esto prueba que N(A4, s) tiene interior vacio.

Por altimo, si x € N(A,s) y s Ct C A, con ¢ finito, tenemos que

N(A,s) C{y € C |yl = x|},

que es un abierto de medida 271* y asi vemos que la medida de N (A, s) es
menor que 2~ para todo m > |s|, luego es nula. Por consiguiente,

S(A) = U{N(A;5) [ s € [A[}UU{N(w\ A, 5) [ s € [w\ A=}

es nulo y de primera categoria.
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Si D C € es un conjunto de segunda categoria de cardinal un(l..), no puede
suceder que D C S(A), para ningtin A € [w]¥, luego, para todo A € [w]¥, existe
und € D\ S(A), luego AN Z(d) y A\ Z(d) son infinitos, lo cual significa que
{Z(d) | d € D} es una familia de escision, luego s < |D| = un(l.). La otra
desigualdad se prueba analogamente. ]

Terminamos esta secciéon con una propiedad adicional de ad(I,,) y ad(l.).
Conviene introducir el concepto siguiente:

Definiciéon 8.37 Sea (X,B, 1) un espacio medida, es decir, que B es una o-
algebra de subconjuntos de X y p: B — [0, 400] es una medida en B. Si k
es un cardinal infinito, diremos que la medida es s-aditiva si cuando {Uq }a<g,

con § < K, es una familia de elementos de B, se cumple que |J U, € B (con
a<f
lo que B es un &lgebra k-completa) y, si los conjuntos son disjuntos dos a dos,

entonces
w(U Us) = % plUa).

a<f a<p

La suma hay que entenderla como el supremo de las sumas finitas, enten-
diendo que vale oo si alguno de los sumandos es oo (aqui es importante que
todos los sumandos son > 0). Cuando sblo hay una cantidad numerable de
sumandos no nulos, el supremo de las sumas finitas coincide con la suma de la
serie en el sentido usual. Es claro que toda medida es N;-aditiva. El teorema
siguiente prueba que esta definicién generaliza a 7.70.

Teorema 8.38 Si (X,B, 1) es un espacio medida de modo que p sea o-finita y
sea k es un cardinal infinito, entonces p es k-aditiva si y solo si k < ad(l,), es
decir, si y solo si la union de menos de k conjuntos nulos es nula.

DEMOSTRACION: Supongamos que j es k-aditiva y sea {Aqy }a<p, con 8 < k
una familia de conjuntos nulos en X. Sea

B, =4, \ U 4s.
o<a

Por la k-aditividad, la unién es medible, luego B, también lo es, luego es
nulo. Ademaés los conjuntos B, son disjuntos dos a dos y su unién coincide con
la de los A,. Por la k-aditividad la unién es nula.

Supongamos ahora que la unién de menos de x conjuntos nulos es nula y sea
{Aa}a<p, con B < k, una familia de conjuntos medibles tal que su unién no sea
medible. Podemos suponer que (3 es el menor cardinal para el que esto sucede.
Asi, si definimos los conjuntos B, igual que antes, tenemos que todos ellos son
medibles, por la minimalidad de 3, y disjuntos dos a dos, pero su unién no es
medible.

Estamos suponiendo que p es o-finita, por lo que X = |J Y,,, donde los
nw
conjuntos Y, son medibles de medida finita. Sea B} = B, NY,. Asi,

3 H(BY) < (V) < toc.
a<
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Ahora bien, si una suma de una cantidad no numerable de ntumeros reales no
negativos es finita, todos sus sumandos salvo a lo sumo una cantidad numerable
han de ser nulos, pues en caso contrario habria una cantidad no numerable de
sumandos mayores o iguales que 1/n para cierto natural n, y entonces las sumas
parciales finitas no estarian acotadas.

Asi pues, en {B, }a<p hay una cantidad numerable de términos con medida
positiva, cuya unién es medible porque B es una o-algebra, y el resto son conjun-
tos nulos, cuya unién es medible por hipoétesis, luego la uniéon total es medible,
contradiccion.

Con esto tenemos probado que la unién de menos de x conjuntos medibles
es medible. Supongamos ahora que {B,}a<p son medibles y disjuntos dos a
dos. Definimos B! como antes, de modo que entre ellos (para un n fijo) hay una
cantidad numerable de conjuntos no nulos y el resto son nulos. Descomponemos
la union de todos en la unién de los nulos, que por hipotesis es nula, y la unién de
los restantes, cuya medida es la suma de las medidas. Concluimos obviamente
que la medida de toda la unién es la suma de las medidas. [

En particular, si @ es una medida de Borel continua en un espacio polaco,
entonces ad([,;,) es el mayor cardinal k tal que u es k-aditiva. Para la categoria
tenemos el teorema siguiente:

Teorema 8.39 Si X es un espacio polaco perfecto, la o-dlgebra Ba(X) es
ad(I..)-completa.

DEMOSTRACION: Sea & el mayor cardinal tal que Ba(X) es £-completa. Esto
significa que existe una familia { B, }o<¢ en Ba(X) cuya union no esté en Ba(X),
pero no existe ninguna familia similar de longitud menor que . En particular

esto hace que los conjuntos B/, = B, \ |J Bs estén en Ba(X) y tengan la misma
<a

union. Equivalentemente, podemos suponer que los B, son disjuntos dos a dos.

Como I, cumple la c.c.n. (por 7.65), existe un conjunto numerable 7' C ¢ tal

que B, € I. para todo o € £\ T. Entonces |J B, € Ba(X) (porque Ba(X)

acT
es una o-algebra), y si fuera £ < ad(I.) también |J B, € Ba(X), con lo que
acg\T
toda la unién estaria en Ba(X), contradiccion. Asi pues, ad(Il.) < &, lo que
implica que Ba(X) es ad(I.)-completa. "

8.3 El axioma de Martin

El axioma de Martin es una afirmacién técnica que tiene muchisimas im-
plicaciones en la teoria de conjuntos, en la topologia y también en otras areas
de la matematica. Su interés reside en que puede probarse que si la teoria de
conjuntos es consistente, lo sigue siendo al anadir el axioma de Martin como
axioma adicional. Esto hace que todas las consecuencias del axioma de Martin
sean también consistentes, lo que permite obtener numerosas pruebas de con-
sistencia sin necesidad de estar familiarizado con las técnicas de logica y teoria
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de modelos que éstas requieren (sin mas que aceptar la consistencia del axioma
de Martin). En esta seccion supondremos el axioma de eleccion.

Recordemos algunas definiciones que hemos dado en la seccion 7.4:

Un conjunto preordenado (c.p.o.) es un conjunto P en el que hay definido
un preorden (una relacion reflexiva y transitiva). En este contexto, los
elementos de P suelen llamarse condiciones.

Dos condiciones de un c.p.o. P son incompatibles (y lo representamos con
la notacion p L q) si no existe un r € P tal que r < p, r <g.

Un conjunto A C P es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos.

Un c.p.o. P cumple la condicion de cadena numerable (c.c.n.) si todas sus
anticadenas son numerables.

Un filtro G C P en un c.p.o. P es un conjunto que cumple las propiedades
siguientes:

1. G #£ o,

2. ApeGN\geP(p<q—qc@),

3. Apge GNI'r e G(r <pnr <q).

Un conjunto D C P en un c.p.o. es denso si para todo p € P existe d € D
tal que d < p.

Definicion 8.40 Si k es un cardinal infinito, llamaremos azioma de Martin
para k a la afirmacién siguiente:

AM(k) SiP esun c.p.o. que cumple la condicion de cadena nume-
rable y D es una familia de conjuntos densos en P tal que |D| < k,
entonces existe un filtro G en P tal que GND # &, para todo D € D.

El azioma de Martin (AM) es la afirmacion Ax < ¢ AM(k).

Como ya habiamos advertido, se trata de un enunciado bastante técnico, asi
que vamos a tratar de asimilar su contenido.

Teorema 8.41 Se cumple:

1.
2.

4.

Si k < p son cardinales infinitos, entonces AM(u) implica AM(k).

Se cumple AM(Rg) incluso eliminando la restriccion de que P cumpla la
condicion de cadena numerable.

Sin la restriccion sobre la condicion de cadena numerable, AM(Ry) seria
falso (luego también AM(k) para todo k no numerable).

AM(c) es falso (luego también AM(k) para todo Kk > c).

DEMOSTRACION: 1) es inmediato.
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2) Sea IP cualquier c.p.o., sin necesidad de que cumpla la c.c.n., y sea {D,, }72
una familia numerable de subconjuntos densos de P. Dado cualquier py € P,
tomamos dy € Dy tal que dg < po, vy a su vez d; € D, tal que di < dy, y asi
construimos una sucesion decreciente

...Sd4§d3§d2§d1§d0§p0

tal que d,, € D,,. Basta tomar G = {p € P | \/n € w d,, < p}. Es inmediato
comprobar que se trata de un filtro en P tal que d,, € D,, N G.

3) Sea P = wy™“, con el orden dado por p < ¢ siy solo si ¢ C p. Notemos que
no cumple la c.c.n., pues si llamamos p, = {(0, @)}, entonces A = {p, | @ < w1}
es una anticadena no numerable en P. En efecto, si a < § < wy, no puede existir
ningtin p € P tal que p < p, y p < pg, pues esto significaria que o = p(0) = 5.

Por otra parte, el conjunto D,, formado por las condiciones de longitud mayor
o igual que n < w es denso en P, pues toda condicién se puede prolongar hasta
que su dominio sea mayor o igual que n.

Igualmente el conjunto E, es el conjunto de las condiciones que toman el
valor a@ < wy es denso en PP, pues toda condicién en w; se puede prolongar a una
que tome el valor a.

Si se cumpliera MA(R1) sin el requisito de la c.c.n., existiria un filtro G C P
tal que GN D,, # &, para todon <wy GNE, # &, para todo a € w;.

Sip, g€ G, existeun 7 € G tal que r < py r < ¢, lo cual significa que r es
una sucesion que extiende a p y a ¢, lo cual sélo es posible si p C ¢ o g C p.

Que GND,, # @ significa que G contiene condiciones de todas las longitudes
y, como cada una extiende a las de longitud menor, sélo puede haber una de
cada longitud, y fo =G : w — wy.

Pero el hecho de que G N D, # @ significa que en G hay condiciones que
toman cualquier valor @ < wy, lo que significa que fg : w — w; suprayectiva,
lo cual es absurdo.

4) Sea ahora P = 2<% el conjunto de las sucesiones finitas de ceros y unos,
también con el orden dado por p < ¢ siy sélo si ¢ C p. Como P es numerable,
cumple trivialmente la condiciéon de cadena numerable.

Como antes, los conjuntos D,, de las condiciones de longitud mayor o igual
que n son claramente densos en P. Ademaés, si f € “2, el conjunto de las
condiciones p € P tales que existe n € w en el que estian definidas de modo que
p(n) # f(n) es denso en P, pues toda condicion se puede prolongar hasta otra
que discrepe de f en un namero natural.

Si suponemos AM(¢), existe un filtro G C P tal que G N D,, # & para todo
n<wyGNE;# @ para todo f € “2.

Exactamente igual que en el caso anterior, que G sea un filtro implica que
sus condiciones se prolongan una a otra, y el hecho de que GN D,, # & implica
que fa = JG : w — 2y, para toda f € “2, el hecho de que Dy NG # & se
traduce en que existe p € G que esta definida en un cierto n < w de modo que
p(n) # f(n), pero p C fc, lego fo(n) # f(n) y asi fo # f para toda f € 2,
contradiccion, lo cual es absurdo, porque implica en particular que fg # fg.

n
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El axioma de Martin puede expresarse en términos de lo que podriamos
considerar un cardinal caracteristico del continuo (si admitimos como tal uno
con una definicién tan sofisticada):

Definicion 8.42 El cardinal de Martin es el menor cardinal m tal que no se
cumple AM(m).

En virtud del teorema anterior, se cumple 8; < m < ¢, y el axioma de Martin
equivale a que m = c.

Observemos que, trivialmente, ¢ = 8; — m = ¢ o, dicho de otro modo, que
la hipotesis del continuo implica el axioma de Martin.

Bajo la hipétesis del continuo, AM equivale a AM(Xy), que es un teorema,
por lo que el axioma de Martin no aporta nada en este caso. Pero sucede que
puede demostrarse que, si la teoria de conjuntos es consistente, también lo es
si le anadimos AM como axioma, juntamente con cualquier otro axioma de la
forma 2% = X;, etc., con tal de que no pidamos que 280 sea singular, pues,
como veremos enseguida, AM implica que ¢ es regular (teorema 8.44).

En particular, por ejemplo, si la teoria de conjuntos es consistente, también
lo es tomar como axioma AM(R;) o, lo que es lo mismo, m > Ny, lo cual
contradice la hipo6tesis del continuo.

Lo que hemos explicado antes es que puede demostrarse que, si la teoria de
conjuntos es consistente, también lo es suponer AM o, equivalentemente, que
m = ¢. Por lo tanto, cualquier afirmacién que demostremos suponiendo AM
sera consistente con los axiomas de la teoria de conjuntos, supuesto que éstos
sean consistentes. Por ejemplo:

Teorema 8.43 Se cumple m < p.

Vamos a tratar de usar esta primera aplicaciéon del axioma de Martin para
explicar las ideas principales subyacentes en el uso de este axioma. Ya hemos
tenido ocasiéon de emplearlas en la prueba de 8.41, aunque de un modo un
tanto atipico, porque alli suponiamos formas contradictorias de AM para llegar
a contradicciones.

e En general, usar AM supone elegir un conjunto preordenado P, cuyas
condiciones seran como “piezas” de un juego de construccion con las que
formaremos un determinado objeto que deseamos construir. El filtro G
que proporciona AM nos dice qué “piezas” debemos usar exactamente para
la construccion.

Por ejemplo, en la prueba de 8.41 3) hemos usado como “piezas” sucesiones
finitas en wy, pensadas para que un filtro adecuado G C P nos dé una
funcién fo : w — w; suprayectiva, y en el apartado 4) hemos usado
como “piezas” sucesiones finitas en 2 pensadas para que un filtro adecuado
G C P nos de una aplicacion fg : w — 2 distinta de todas las aplicaciones
frw—2.
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e Conviene pensar en cada “pieza” p € P como informacién parcial sobre las
propiedades que tendra el objeto que queremos construir supuesto que la
pieza acabe estando en el filtro G.

Por ejemplo, cuando P = 2<%, una sucesion p = (1,1,0,1,0,0) nos indica
que si, finalmente p € G, entonces la funciéon fg = |J G cumpira f¢(0) = 1,
fa(1) =1, fa(2) =0, etc.

e La relacion de orden debe estar pensada para que p < ¢ signifique que la
condicién p contiene mas informacioén que la condicién g sobre el objeto
que queremos construir, mientras que la incompatibilidad p L ¢ indica
que las condiciones p y ¢ contienen informacién contradictoria, de modo
que no pueden estar las dos en el filtro G.

Por ejemplo, si P = 2<%, las condiciones p = (1,1,0,1) y ¢ = (1,0,0,1,0)
son contradictorias, porque si p € G, tendria que ser fo(1) = 1, mientras
que si ¢ € G tendria que ser fg(1) = 0. Por eso son incompatibles.

e Una vez seleccionadas las piezas, definimos conjuntos densos adecuados
que determinaran las propiedades del objeto que queremos construir.

Por ejemplo, en los apartados 3) y 4) de 8.41, los conjuntos densos D,,
estaban pensados para asegurar que la funcién fs obtenida tuviera domi-
nio w. En el apartado 3) los conjuntos F,, estaban pensados para que fg
fuera suprayectiva, y en el apartado 4) los conjuntos Ey estaban pensados

para que fo 7 f.

e Una vez elegidos convenientemente los conjuntos densos, el axioma de
Martin nos proporciona un filtro G' que selecciona las “piezas” que debemos
usar en nuestra construccion.

En 8.41 la “construccion” consistia en tomar fg = (JG. En realidad,
cuando elegimos el conjunto de “piezas’ P, lo hacemos pensando ya en qué
objeto vamos a construir a partir de un filtro G en P, de modo que los
conjuntos densos se eligen pensando ya en el objeto que vamos a construir,
aunque todavia no esté definido.

Para probar 8.43, partimos de una familia S C [w]¥ con la propiedad fuerte
de la interseccion finita tal que |S| = k < m y queremos construirle una pseu-
dointersecciéon X. Esto probara que x < p, luego m < p.

Un posible conjunto de condiciones a partir de las cuales podamos obtener
un X C w es, como antes, P = 2<% de modo que un filtro adecuado G nos dara
una funcion fg : w — 2 y podremos tomar X¢ = {n € w | fg(n) = 1}, por
ejemplo, es decir, el conjunto cuya funciéon caracteristica es fq.

Asi, una condiciéon como p = (1,0,1,1,0,0) nos da informacion parcial so-
bre Xg. Concretamente, nos dice que, si p € G, se cumplird que

0 e Xg, 1¢XG7 2¢€ Xg, 3¢€ Xg, 4¢Xg, 5¢Xg.
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Sin embargo, para evitar los tecnicismos inherentes a que estamos construyendo
una funciéon en “2 cuando lo que queremos es un conjunto en [w]*, podemos
considerar un c.p.o. que cumple la misma funcién de forma més directa.

Consideramos el conjunto P = [w]<* de los subconjuntos finitos de w con el
orden dado por p < ¢ siy sélo si g es una seccion inicial de p. Por ejemplo,

{2,4,5,7,10} < {2,4,5},  pero  {2,4,5,7,10} £ {2,3,4,5}.

La intencion es definir X = | J G, de modo que {2,4,5,7,10} € G nos informa
deque 0¢ Xg,1¢ Xg,2€ Xg, 3¢ Xg, 4 € Xg, etc.

Si hubiéramos definido p < ¢ si y sblo si ¢ C p, cada condicién p € G
contendria informacién sobre posibles elementos de X, pero no nos diria nada
sobre qué elementos no estén en X. Con la relacion de orden que hemos dado,
cada condicion no sé6lo nos informa sobre que ciertos niimeros si que van a estar
en (G, sino también sobre que otros no van a estar.

Observemos ahora que el conjunto D,, de las condiciones de cardinal mayor
o igual que n es denso en P, pues toda condicion se puede prolongar hasta tener
al menos n elementos, y D,, N G # & garantizara que | X¢| > n. Si esto sucede
para todo n, tendremos garantizado que X seré infinito.

Solo nos falta definir, para cada A € S, un conjunto denso D, tal que
DA NG # @ nos asegure que X 4 \ A sera finito, pues asi X¢ serd una pseudo-
interseccion de S.

Por desgracia, no es posible hacer tal cosa, pues el hecho de que exista
p € Dy NG, definamos como definamos D4, no nos permite garantizar que
X4\ A vaya a ser finito, ya que las condiciones de G que extiendan a p pueden
crecer incontroladamente, de modo que X 4 acabe saliéndose infinitas veces del
conjunto A.

Para resolver esta dificultad debemos reconsiderar la eleccion de P. Notemos
que pedir que X \ A sea finito es lo mismo que pedir que exista un conjunto
finito s C w tal que X¢ \ s C A. Este conjunto finito s puede ser la propia
condicioén, pero necesitamos que vaya acompanada de la “promesa” de que sus
extensiones no se saldran de A més que el namero finito de veces que ya se
haya salido ella misma. Esta “promesa” tiene que incluirse en la definicion de
la relacién de orden, para asegurarnos de que las extensiones de una condicion
dada no la violaran. El resultado de esta reflexion es el siguiente:

Definimos P como el conjunto de pares (s, F'), donde s € [w]<“ y F' € [S]<¥,
con el orden parcial dado por (s, F') < (s, F) si y solo si

s es un segmento inicial de ¢/, FCF, s'\s CF.

La idea es que el conjunto finito F' = {A4, ..., A, } que acompana al conjunto
s es un conjunto de “promesas”, de modo que cualquier extension (s, F') de
(s, F') puede tener mas promesas, pero debe respetar las asumidas por (s, F'),
en el sentido de que los nuevos elementos anadidos a s cumpliran

sS\sCAIN---NA,.
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En otras palabras, (s, F') significa que el conjunto finito s C w “ha prometido”

que cuando crezca no se saldra mas de Aq,...,A,, aunque hasta el momento
haya podido hacerlo. Por supuesto, la idea ahora es definir igualmente
XG = U S,
(s,F)eCG

pero la diferencia es que ahora, si (s, F) € Gy A € F, tenemos garantizado que
Xc\s C A, luego, para garantizar que X sea una pseudointerseccion de S s6lo
tenemos que asegurar que G contenga condiciones (s, F) tales que F contenga a
cualquier A € S,y eso si que puede conseguirse con el conjunto denso adecuado.

Por claridad pasamos a demostrar el teorema desde cero:

DEMOSTRACION (de 8.43): Sea S C [w]“ una familia con la propiedad fuerte
de la interseccion finita tal que |S| = k < m. Vamos a probar que S tiene una
pseudointerseccién X. Definimos P como el conjunto de todos los pares (s, F),
donde s € [w]<¥ y F € [S]<“, con el orden parcial dado por (s, F') < (s, F) si
y so6lo si

s es un segmento inicial de s’, FCF, s\sCF.

Veamos que P cumple la condicién de cadena numerable. Basta probar que
un subconjunto no numerable de P no puede ser una anticadena. En efecto, un
subconjunto no numerable de P tiene que tener una cantidad no numerable de
elementos con la misma primera componente, digamos (s, F') y (s, F'), pero dos
condiciones asi son compatibles, ya que (s, F U F’) es una extensiéon comun.

Para cada A € 5, el conjunto Dy = {(s,F) € P | A € F'} es denso, pues
toda condicién (s, F') admite como extension (s, F'U{A}) € D4. También lo
es D, = {(s,F) € P | |s| > n}, porque, dada una condiciéon (s, F), tenemos
que () F es infinito, luego podemos extender s hasta un s’ tal que |s'| > n y
s'\'s C [ F y entonces (s',F) € D,, es una extension de (s, F).

Como se cumple AM(k), existe un filtro G en P que corta a todos los con-
juntos D4. Vamos a probar que Xg = |J s es una pseudointerseccion de S.

(s,FeqG

El hecho de que GN D,, # & se traduce en que X¢ es infinito. Dado A € S,
podemos tomar (sg, Fy) € G N Dy, con lo que A € Fy. Basta probar que
Xe\so C A Sik e Xg\ s, por definicién de X existe un (s, F') € G tal
que k € s\ sp. Como G es un filtro, podemos suponer que (s, F) < (so, Fp), ¥
entonces k € (| F C A. .

Asi pues, podemos completar asi el esquema de los cardinales caracteristicos

que hemos estudiado en la seccién 8.1:
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En particular:
Teorema 8.44 (AM) p=t=h=s=b=0=a=c=cfc.

En efecto, como t o b son regulares, AM implica que ¢ es regular, como ya
habiamos indicado. Mas atn, que si k < ¢, entonces 2% = ¢ (por el teorema 8.5).

Por ejemplo, esto significa que, bajo AM, una familia casi disjunta en Pw
tiene que tener necesariamente cardinal c.

Por otra parte, el teorema 8.34 muestra que AM implica que casi todos
los cardinales que aparecen en el diagrama de Cichon son iguales a ¢. Soélo se
escapan ad(I,,) y cub(I,,), pero no por mucho tiempo:

Teorema 8.45 m < ad([,,).

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco dotado de una medida de Borel
continua y unitaria p. Dado € > 0, llamamos P, al conjunto de todos los abiertos
de X de medida menor que €, con el orden parcial dado por U < V si y sélo si
V C U. Veamos en primer lugar que P, cumple la c.c.n.?

Observemos en primer lugar que U L V significa que u(U U V) < e.

En efecto, en principio, dos abiertos son compatibles si existe un tercer
abierto W € P, tal que UUV C W, con lo que (U U V) < pu(W) < ¢, y el
reciproco es claro.

Consideramos una familia A C P, no numerable, y vamos a probar que
no es una anticadena. Si A, es el conjunto de condiciones de A tales que
w(U) < € —1/n, como A es la uniéon de los A, tiene que existir un n > 1 tal
que A, sea no numerable. Equivalentemente, podemos suponer que todos los
abiertos de A cumplen p(A) <e—1/n.

Sea B una base numerable de X. Podemos suponerla cerrada para uniones
finitas. Cada abierto U puede expresarse como union creciente de abiertos de B,
luego, para cada U € A, existeun U’ € B tal que U’ C U y u(U) < p(U')+1/n.
Podemos descomponer A en la union de las condiciones que contienen a un
mismo abierto U’ € B en estas condiciones, luego tiene que haber un U’ € B
que aproxime la medida de una cantidad no numerable de abiertos de A. Nos
basta con tomar dos de ellos: sean Uy, Us € A tales que existe U’ € B tal que
U'cUinUzy wUs) < pU') + 1/n, luego u(Uz \ Ur) < p(U2\U') < 1/n.
Entonces pu(Uy UUsz) = pw(Uy) + (U2 \Uy) <e—1/n+1/n=¢, luego Uy y Us
son compatibles.

Si G es un filtro en P, se cumple que Ugs = |JG es un abierto en X que
cumple u(Ug) <e.

En efecto, si fuera pu(Ug) > €, por la regularidad de la medida, existe un
compacto K C Ug tal que pu(K) > ¢, pero G es un cubrimiento de K, luego

3En general, comprobar que el c.p.o. que consideramos cumple la c.c.n. no se usa para
nada en los argumentos relacionados con el axioma de Martin. Simplemente es un requisito
necesario para garantizar que AM puede usarse consistentemente.
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existe un subcubrimiento finito, K € U; U --- U U,, con los U; € G. Pero
como las condiciones de G son compatibles, de hecho existe U € G tal que
KcUyU---uU, CU,luego u(K) < u(U) < e, contradiccion.

Con esto ya podemos concluir: sea Kk < m y sea {Ny}a<x una familia de
conjuntos nulos. Dado € > 0, se cumple que D, = {U € P, | N, C U} es denso
en P, pues si U € P, por regularidad podemos tomar un abierto V' en X tal
que Ny CV iy u(V) <e—p(U), conlo que p(UUV) < e luego UUV € Dy, y
UuVvV <U.

Por AM(k) existe un filtro G en P, tal que P, N D, # @, para todo a < k,
lo que significa que N, C Ug, para todo «, luego |J N, C Ug, luego

a<k

(U No) < piUe) <e.
a<k
para todo € > 0, luego la uniéon de los k conjuntos nulos es nula. Asi pues,
k < ad(I,), luego m < ad(I,). "

Asi pues, AM implica que todos los cardinales que aparecen en el diagrama
de Cichoni (sin contar R;) son iguales a c.

En particular, m < ad(l.) significa que, en un espacio polaco perfecto, la
uniéon de k < m conjuntos de primera categoria es de primera categoria, luego la
union de k cerrados de interior vacio tiene interior vacio, y la interseccion de k
abiertos densos es densa. En realidad esto es valido para muchos otros espacios
topologicos, incluyendo todos los espacios polacos, aunque no sean perfectos.
Concretamente, podemos probarlo para todo espacio éech—completo [T 7.81] con
la condicién de cadena numerable, lo cual incluye a todos los espacios polacos
[T 7.83] y a todos los espacios localmente compactos con la condicion de cadena
numerable [7.84]:

Teorema 8.46 Sea X un espacio topoldgico C’ech—completo que cumpla la con-
dicion de cadena numerable (es decir, tal que toda familia de abiertos disjuntos
dos a dos sea numerable). Entonces, la interseccion de k < m abiertos densos
es densa.

DEMOSTRACION: Sea PP el conjunto de todos los abiertos no vacios de X con
el orden parcial dado por U < V si y s6lo si U C V. Claramente, dos abiertos
son incompatibles en P si y solo si son disjuntos, luego la hipotesis de que P
cumple la c.c.n. como espacio topologico equivale a que P la cumple como c.p.o.

Sea {U, o<k una familia de abiertos densos en X. Vamos a probar que su
intersecciéon es densa. Para ello tomamos un abierto no vacio U en X y vamos
a probar que corta a la interseccién. Sea

D,={peP|pcCcUnU,}.

Entonces D, es denso en P, pues, dado p € P, como U, es un abierto denso,
tenemos que p N U N U, es un abierto no vacio, y como X es regular, cualquier
punto z € pNUNU, tiene un entorno abierto d tal que x € d C d C pNUNU,,
luego d € D, v d < p.
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Por otra parte, sea {U,,}5° ; una familia de cubrimientos abiertos de X que
cumpla la definicién de espacio Cech-completo y sea

E,={peP|ip) <U,}.

También es un conjunto denso en P, pues, si p € P, tiene que existir un A € U,
tal que pN A # @, y por la regularidad de X, todo punto = € pN A tiene un
entorno abierto d tal quex €d Cd CpNA,conloqued € E, yd<p.

Por AM(k), existe un filtro G en P que corta a todos los conjuntos D, y E,,.
El hecho de que corte a los conjuntos E,, se traduce en que {p | p € G} es una
familia de cerrados con la propiedad de la interseccion finita (porque G es un
filtro) que contiene conjuntos de didmetro menor que U,, para todo n, luego
resulta que Kg = (| p # 9.

peEG
Como G N D, # &, existe una condiciéon p € G N D, lo que significa que
KecpcUnNU,, luego K cUN () U, # 9. "

a<k

La conclusiéon del teorema anterior equivale claramente a que la unién de
menos de m cerrados de interior vacio tenga interior vacio, o a que la unién de
menos de m conjuntos de primera categoria sea de primera categoria, en otras
palabras, a que el teorema de Baire se cumpla para uniones / intersecciones de
cualquier cantidad x < m conjuntos.

Vamos a probar que este resultado es, de hecho, equivalente a AM(k), con
lo que tenemos una interpretaciéon topolédgica del axioma de Martin:

Teorema 8.47 Sea k un cardinal infinito. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. AM(k).

2. En un espacio topoldgico de Hausdorff (localmente) compacto con la c.c.n.,
la interseccion de k abiertos densos es densa.

3. En un espacio topoldgico de Hausdorff compacto con la c.c.n., la intersec-
cion de k abiertos densos no vacia.

4. En un dlgebra de Boole (completa) con la c.c.n., para toda familia de k
conjuntos densos, existe un filtro que los corta a todos.

5. En un c.p.o. P con la c.c.n. tal que |P| < &, para toda familia de k con-
juntos densos, existe un filtro que los corta a todos.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es un caso particular del teorema anterior. Ob-
viamente, 2) para espacios localmente compactos implica 2) para espacios com-
pactos, y esto implica a su vez 3). Veamos que 3) = 4) Sea B un algebra de
Boole con la c.c.n. (no suponemos que sea completa) y sea { Dg } o<y una familia
de conjuntos densos en B (aqui hay que entender en B\ {O}).

Entonces el espacio de Stone K = S(B) es un espacio de Hausdorff compacto
que tiene por base a su 4lgebra de abiertos-cerrados, que es isomorfa a B (y por
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ello a partir de aqui identificamos a B con la familia de abiertos-cerrados en K).
El hecho de que B cumpla la c.c.n. como algebra de Boole (es decir, como c.p.o.)
equivale a que S(B) la cumpla como espacio topologico.

Sea E, = |J D4, que es un abierto denso en K. En efecto, basta ver que
corta a todo abierto cerrado no vacio p € B, y esto se debe a que existe un
d e D, tal que d < p, luego @ #d C E, N p.

Por hipotesis existe G € (| E,, pero G es un ultrafiltro en B y claramente
corta a todos los D,,. a<w

Obviamente 4) para algebras no necesariamente completas implica 4) para
algebras completas. Veamos ahora que 4) para algebras completas implica 5).

Sea P un c.p.o. con la c.c.n. tal que |P| < k. Fijemos una familia D de a lo
sumo  subconjuntos densos de P.

Consideramos la complecion B de P, que es un algebra de Boole completa
tal que existe una inmersién densa ¢ : P — B. Observemos que B cumple la
c.c.n., pues si C' C B fuera una anticadena no numerable en B, para cada s € C'
podriamos tomar p; € P tal que i(ps) < s, y entonces {ps | s € C} seria una
anticadena no numerable en P.

También es claro que si D € D entonces i[D] es denso en B, luego por
hipotesis existe un filtro G en B que corta a todos los conjuntos i[D], con
D € D. Esto implica a su vez que H = i~ ![G] corta a todos los elementos de D.
Sin embargo, sucede que H no es necesariamente un filtro en G. Obviamente,
sip<gqconpé€ H también ¢ € H. El problema es que no podemos probar que
dos elementos de H tienen una extensiéon en H.

Para resolver esto, para cada p, ¢ € P, definimos
Dyy={reP|(r<pAr<qgVvrlpVvrlg}l

Se cumple que es denso en P. En efecto, si s € P, o bien tiene una extension
incompatible con p o con ¢ (con lo que dicha extension esta en D,,) 0, en caso
contrario, —s L p, luego existe s’ € P tal que s’ < s, s’ < p, pero s’ tiene que ser
compatible con ¢, luego existe s” € P tal que s” < ', s” < ¢, luego s” € D,y y
s" <s.

Como estamos suponiendo que |[P| < k, no perdemos generalidad si supo-
nemos que los conjuntos Dp, estan en D, y asi si que podemos probar que H
es un filtro en P. En efecto, dados p, ¢ € H, tenemos que existe r € H N Dy,.
Sir L p, entonces i(r) L i(p), porque i es una inmersion, lo cual es imposible
porque ambos estan en G, luego r es compatible con p, y por el mismo motivo
con ¢, luego por definicién de D), tiene que ser r <p A r < g.

Veamos por tltimo que 5) = 1). Sea P un c.p.o. arbitrario con la condicion
de cadena numerable y sea D una familia de a lo sumo x subconjuntos densos
de P. Veamos que existe Q C P tal que:

1. |Q| < &,
2. Para todo D € D, se cumple que D N Q es denso en Q,

3. Dos condiciones de QQ son compatibles en Q si y solo si lo son en P.
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Si D e D,sea fp:P— D tal que

Ap € P(fp(p) € D A fp(p) <p)).

Sea g : P x P — P tal que

Apqg € P(=p L g — g(p.q) <pAglp,q) <q).

Tomemos cualquier py € Py definamos

Qo ={po} A A1 €w Qui1 = QnUglQn x Qu]U | fplQn)-

DeD

Es claro que Q = |J Q,, cumple lo pedido.

new
Por 3) tenemos que Q cumple la condiciéon de cadena numerable, por 1), 2)
tenemos que existe un filtro H en Q que corta a todos conjuntos D N Q, con
D € D. Definimos

G={peP|VqgeH q<p}

Es facil comprobar que G es un filtro en P y obviamente contiene a H, luego
corta a todos los elementos de D. L]

El teorema 8.46 permite generalizar de forma trivial argumentos basados en
el teorema de Baire. Por ejemplo, un resultado clasico de Sierpinski es que R
no puede descomponerse es uniéon numerable de cerrados disjuntos. La prueba
siguiente es una adaptaciéon minima de una demostracién de este hecho basada
en el teorema de Baire:

Teorema 8.48 Sea X un espacio polaco, sea 2 < Kk < m y supongamos que X
es conexo o que Kk > Ny. Entonces X no puede descomponerse en union de k
cerrados mo vacios disjuntos dos a dos.

DEMOSTRACION: Supongamos que X = |J C,, donde los conjuntos C,,
a<k
son cerrados no vacios disjuntos dos a dos. Sea

K= 0C,= U (Ca\Co)=1I\ U Ca.

a<k a<k a<k

Observemos que K # & porque, si X es conexo, entonces todas las fronteras
0C, son no vacias, o de lo contrario C,, seria abierto y cerrado en X, luego
seria C, = X para todo «, lo cual es absurdo. Si k > N;, entonces a lo sumo
una cantidad numerable de cerrados C,, puede ser abierto, porque X cumple la
condiciéon de cadena numerable, luego igualmente hay x valores de « para los
que 0C, # O, y asi K # @.

Como K es cerrado en X, se trata de un espacio polaco no vacio, y la
versiéon para espacios polacos del teorema 8.46 equivale a que la interseccién
de k cerrados de interior vacio tenga interior vacio, luego concluimos que algtn
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0C'3 no tiene interior vacio en K. Sea U abierto en X tal que @ # UNK C 9Cg.
Entonces

U=UNK)UWU\K)=UnNaCz)uUn | Cp).

o o a<k
SiUNCy # @, con o # 3, tenemos que U ¢ Cy, porque UNICg # &y
0Cs N Cy = @. Por lo tanto, @ # UNIC, C UNK C 9Cs, pero esto es
imposible, porque 0C, N 0Cs = @. Asi pues,

U= a]fﬁacb)LJGJFWéﬁ):ZCIFWCb C Cg,
luego U C Co’g, luego U N 9Cg = &, contradiccién. n

Extensiones de medidas de Borel El teorema 7.76 afirma que la existencia
de una extension de la medida de Lebesgue a PR equivale a la existencia de un
cardinal R-medible £ < ¢. Ahora vamos a probar que esto es incompatible con
el axioma de Martin:

Teorema 8.49 (AM) No existen cardinales R-medibles < c.

DEMOSTRACION: Si existe un cardinal R-medible < ¢, entonces existe una
medida g en R que extiende a la medida de Lebesgue (teorema 3.50). Como la
medida de Lebesgue es c-aditiva (teorema 8.45) todo x C R con |z| < ¢ cumple
u(z) = 0. Sea k = ¢. Biyectando el intervalo [0, 1] con x obtenemos una medida
unitaria m en k con esta propiedad, es decir, todo conjunto de medida positiva
tiene cardinal c.

Como AM implica b =, por 8.13 existe una escala {f,}a<x de longitud k.
Sea Apm ={a < k| fa(n) =m}. Asi k = |J Anm, para todo n < w.

m<w
Para cada n < w, sea m, < w tal que

my, 1
m(UA")Zl—
m=0 m 2n+2

y sea B, = Un Apn. Sea B= () B,. Asi
0

m= n<w

m(B)zl—m(/f\B)zl—m(U K\B) 21—(zm<ﬁ\3n))

n<w nw
=1-(T1-mB))21- % A=1-1=1
nw n<w

Sea g : w — w la funcion dada por g(n) = m,. De este modo, sin € w
y a € B, se cumple que o € B, luego a € A,,,,, para cierto m < m,, luego
fa(n) =m < m, = g(n). Esto significa que g £* f,.

Por otra parte, como m(B) > 0, ha de ser |B| = 2%, luego B es cofinal
en k. Por definicion de escala debe existir un 5 < & tal que g <* fg y, como B
es cofinal, existe un o € B, o > f3, pero entonces g <* fg <* fq, contradiccion.

|

Ejercicio: Demostrar que si existe una escala de longitud s entonces k no es un
cardinal R-medible.
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8.4 Condiciones de cadena en productos

Hemos visto que AM implica que la uniéon de menos de ¢ conjuntos nulos
para la medida de Lebesgue es nula, o que la unién de menos de ¢ cerrados de
interior vacio en R tiene interior vacio, etc. Pero todas estas propiedades se
reducen a hechos conocidos si ¢ = N; (a la definicion de medida o al teorema
de Baire, respectivamente). Lo mismo sucede con todas las consecuencias que
hemos deducido hasta ahora del axioma de Martin. FEn esta secciéon vamos a
ver una consecuencia de AM(X1), es decir, una consecuencia que no se vuelve
trivial, sino falsa, si suponemos la hipotesis del continuo.

Definicion 8.50 Si Py Q son c.p.o.s, consideraremos a P x Q como c.p.o. con
el preorden dado por

(P1, 1) < (P2, q2) < p1 <p2 Aqa < qo.

Se dice que un espacio topologico cumple la condiciéon de cadena k si toda
familia de abiertos disjuntos dos a dos tiene cardinal menor que k. Vamos a
estudiar el problema de si el producto de dos espacios topologicos que cumplen
la condicién de cadena k cumple necesariamente la condicién de cadena k. El
teorema siguiente reduce el problema al caso de conjuntos preordenados:

Teorema 8.51 Si k es un cardinal infinito, las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. Existen espactios topoldgicos con la condicion de cadena k cuyo producto
no cumple la condicion de cadena k.

2. FExisten dos c.p.o.s con la condicion de cadena k cuyo producto no cumple
la condicion de cadena k.

3. Existen dos espacios de Hausdorff compactos con la condicion de cadena k
cuyo producto no cumple la condicion de cadena k.

DEMOSTRACION: Si X e Y son espacios topologicos que cumplen 1), toma-
mos como P y Q los conjuntos de abiertos no vacios de X e Y respectivamente,
ordenados con la inclusiéon. Asi dos abiertos son incompatibles si y so6lo si son
disjuntos, por lo que P y Q son c.p.o.s con la condicién de cadena k. Como
X X Y no cumple la condiciéon de cadena k, existe una anticadena de cardi-
nal k, que podemos tomar formada por abiertos basicos, es decir, de la forma
{Pa X Ga}a<w- Entonces {(pa, ¢a)}a<x €s una anticadena en P x Q.

Supongamos ahora existen c.p.o.s Py Q que cumplen 2). Sean By y Bs
sus respectivas compleciones, que son dos algebras de Boole completas con la
condiciéon de cadena k. El producto B; x By es un c.p.o. que no cumple la
condicion de cadena , pues si {(pa, ¢a) }a<r €5 una anticadena en Px@Q, es claro
que {(#(pa),i(ga)) }a<x €s una anticadena en By X B, (donde 7 representa en cada
componente a la inmersion densa del correspondiente c.p.o. en su complecion).
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Asi pues, podemos partir de dos algebras de Boole completas. Mas aun,
considerando los correspondientes espacios de Stone, tenemos dos espacios com-
pactos cerodimensionales X; y X5 cuyas algebras de abiertos cerrados B; y Bo
cumplen la condicién de cadena k, mientras que By x By no la cumple.

Es obvio que X; y X3 cumplen la condicién de cadena x como espacios
topologicos, mientras que X7 X Xo no la cumple, pues si {(Uy, Va)}a<k €S una
anticadena en By x By entonces {Uy X Vi }a<x €s una familia de abiertos disjuntos
en X1 X X2.

Obviamente 3) implica 1). "

Demostraremos que AM(R;) implica que, en efecto, el producto de dos espa-
cios topologicos (o c.p.o.s) con la c.c.n. tiene la c.c.n. Curiosamente, esto basta
para concluir que el producto de cualquier familia de espacios topologicos con
la c.c.n. tiene la c.c.n.:

Teorema 8.52 (AE) Sea x un cardinal infinito y sea X = [[ X; un producto
i€l
de espacios topoldgicos tal que, para todo Iy C I finito, el producto [[ X; cumpla
i€l
la condicion de cadena kT. Entonces X cumple la condicion de cadena k.

Asi, si se cumple que el producto de dos espacios con la c.c.n. cumple la c.c.n.,
una induccion obvia implica que lo mismo vale para productos finitos, luego el
teorema anterior nos da que vale para productos arbitrarios. Demostraremos
este teorema a partir de un resultado puramente conjuntista:

Definicion 8.53 Un sistema A, o una familia cuasidisjunta, de raiz r es una
familia F de conjuntos tal que Azy € F(z #y — xNy =7).

Teorema 8.54 (AE) Si k es un cardinal regular no numerable y A es una
familia de k conjuntos finitos, entonces existe una familia cuasidisjunta F C A
con |F| = k.

DEMOSTRACION: Sea A, = {z € A | |z|] = n}. Entonces A = [JA,. Si

new
|A,| < k para todo n, también |A| < k, luego existe un n € w (n > 0) tal que
|An| = k. Equivalentemente, podemos suponer que todos los elementos de A

tienen un mismo cardinal n > 0. Probamos el teorema por induccion sobre n. Si
n =1 es obvio que la propia A es cuasidisjunta de raiz r = &. Supongamos que
toda familia de k conjuntos con n elementos tiene una subfamilia cuasidisjunta
de cardinal k y veamos que lo mismo vale para familias de conjuntos de n + 1
elementos.

Aplicando el lema de Zorn igual concluimos que existe una familia maximal

M de elementos de A disjuntos dos a dos. Si |[M| = &, entonces es cuasidisjunta

de raiz @ y ya hemos terminado. Supongamos que [M| < k. Entonces A = |J =z
ze€M

tiene cardinal < x y todo x € A corta a A, ya que en caso contrario M U {x}

contradiria la maximalidad de M. Para cada a € A, sea A, = {x € A | a € z},

de modo que A = |J A,. Como |A| < &, existe un a € A tal que |A,| = k.
acA
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Sea A" = {x\ {a} | + € A,}. Entonces A’ es una familia de s conjuntos
de cardinal n (notemos que la aplicacion A — A, dada por z — x \ {a} es
biyectiva). Por hipotesis de induccion existe ¥ C A’ cuasidisjunta de raiz r’
y cardinal &, y entonces F = {z U{a} | z € F} C A es cuasidisjunta de raiz
r=r"U{a} y de cardinal k. u

DEMOSTRACION (de 8.52): Supongamos que {Ay}acr+ €s una familia de
abiertos en X disjuntos dos a dos. Podemos suponer que son no vacios (pues
con ello a lo sumo suprimimos un elemento). Como cada uno contiene un abierto
bésico, no perdemos generalidad si suponemos que son abiertos basicos, es decir,
Aq = [] Aai, donde A,; es abierto en X; y el conjunto I, = {i € I | An; # Xi}

i€l
es ﬁnitg.

Consideramos A = {I,, | « € k*}. Si |A| < k, existe un r € A tal que J =
{a € kT | I, = r} tiene cardinal k™. Si, por el contrario, |A| = k™, por el teo-
rema anterior contiene un sistema A de raiz r y cardinal x*. Equivalentemente,
podemos tomar J C kT de cardinal kT tal que AaB € J(a # B — I,NIz =71).
Notemos que esto es trivialmente cierto en el primer caso.

En definitiva, reduciendo la familia dada si es necesario, no perdemos gene-
ralidad si suponemos que {A,}acxt+ €s una familia de abiertos disjuntos dos a
dos de modo que AaB € kT (a # B — I, NIz =) (ya sea porque todos los
conjuntos I, sean iguales a 7 o bien porque forman un sistema A de raiz r).
Notemos que no puede ser r = &, pues entonces los A, no serian disjuntos dos
a dos.

Consideremos ahora los abiertos A%, = [[ Aa; C [ X;. Basta observar que
i€T 1ET
si o # 3, entonces A}, ﬁA;; = &, lo que contradice que el producto finito cumpla
la condicién de cadena x. En efecto, tenemos que

g = A, ﬂA@ = H(Am‘ mABi)a
i€l

luego existe un i € I tal que A,;NAg; = @, pero necesariamente ¢ € I,NIg =r,
pues de lo contrario A,; N Ay es uno de los dos abiertos A,; o Ag;, que son no
vacfos. Por lo tanto A} N A} = @. "

Condiciones de cadena y el axioma de Martin Pasamos ya a demostrar
que AM(X;) implica que el producto de espacios topologicos (o c.p.o.s) con la
condicién de cadena numerable tiene la condicién de cadena numerable. Para
ello introducimos el concepto siguiente:

Definicion 8.55 Diremos que un c.p.o. P cumple la condicion de cadena nu-
merable fuerte si todo conjunto W C P no numerable contiene un subconjunto Z
no numerable con todos sus elementos compatibles dos a dos.

Obviamente, la condiciéon de cadena numerable fuerte implica la condiciéon
de cadena numerable. Por otra parte:
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Teorema 8.56 Si P y Q son c.p.o.s de modo que P cumple la condicion de
cadena numerable fuerte y Q cumple la condicion de cadena numerable, entonces
P x Q cumple la condicion de cadena numerable.

DEMOSTRACION: Sea W C P x Q un conjunto no numerable. Consideremos
el conjunto Wy = {p € P | /g € Q (p,q) € W}. Si Wy es numerable existe un
p € Ptal que W, = {g € Q| (p,q) € W} es no numerable. Como Q cumple
la, condicion de cadena numerable existen dos condiciones compatibles en W),
digamos ¢1 y g2. Asi (p,q1) y (p, ¢2) son condiciones compatibles en .

Si, por el contrario, Wy es no numerable, existe Z C W no numerable cuyos
elementos son compatibles dos a dos. Para cada p € Z, sea ¢, € Q tal que
(p,qp) € W. Si qp, = qp, para ciertos p1, p2 € Z distintos, entonces (p1,qp,) ¥
(P2, gp, ) son condiciones compatibles en W, mientras que si la aplicacion p — g,
es inyectiva entonces el conjunto {g, | p € Z} es no numerable, luego existen
p1, p2 € Z distintos tales que g, v ¢p, son compatibles. De nuevo (p1,qp,) ¥
(p2; gp,) son condiciones compatibles en .

En cualquier caso tenemos que W no puede ser una anticadena, luego P x Q
cumple la condicién de cadena numerable. m

Ahora ya podemos probar:

Teorema 8.57 Suponiendo AM(Ry) se cumple:

1. Todo c.p.o. con la condicion de cadena numerable cumple la condicion de
cadena numerable fuerte.

2. Todo producto de c.p.o.s con la condicion de cadena numerable cumple la
condicion de cadena numerable.

8. El producto de cualquier familia de espacios topoldgicos con la condicion
de cadena numerable cumple la condicion de cadena numerable.

DEMOSTRACION: 2) es consecuencia de 1) y del teorema anterior, mientras
que 3) se sigue de 2) y de los teoremas 8.51 y 8.52.

Sea P un c.p.o. con la condicion de cadena numerable y W = {4 }a<w, un
subconjunto de P. Veamos que existe pyp € W tal que todo p < pg es compatible
con una cantidad no numerable de elementos de W. En caso contrario, para cada
a < wi existe o < f < w1y ra < ¢o de modo que ry L gy si B <y <wi,y esto
nos permite construir por recurrencia una anticadena {r,}a<w,, contradiccion.

Fijado, pues, pg, para cada a < w; definimos
Do={peP|p<poAVy<wi(a<yAp<gy)}

Se cumple que D, es denso bajo pg, es decir, que para toda condicion ¢ < pg
existe p € D,, tal que p < t.

En efecto, si ¢t < py entonces ¢ es compatible con algtn g, para v > «, luego
existeun p € Ptal que p <ty p<gq,, esdecir,p€ D,y p<t.
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El conjunto Pg = {p € P | p < pg} es un c.p.o. en el que los conjuntos D, son
densos, y obviamente cumple la condicién de cadena numerable. Por AM(R;)
existe un filtro Gy en Py que corta a todos los conjuntos D, . Sea

G={peP|Vp eGop <p}

Claramente G es un filtro en P que contiene a pg y corta a todos los conjun-
tos D,. Ademés Z = GN W es un subconjunto de W formado por condiciones
compatibles dos a dos, luego basta probar que es no numerable. En efecto, si
a < w existe p € GND,, luego existe oo < v < w; tal que p < g, luego ¢, € G.
Asi pues, el conjunto {7y < w1 | gy € G} no esta acotado, luego no es numerable.

u

Asi pues, AM + 2% > R, implica que el producto de espacios topologicos
con la c.c.n. cumple la c.c.n.

Condiciones de cadena y la hipoétesis del continuo A continuacion pro-
baremos que negar la hipotesis del continuo es necesario para probar la con-
sistencia de que el producto de espacios con la c.c.n. cumple la c.c.n., pues la
hipoétesis del continuo implica justo lo contrario:

Definicion 8.58 Si A y B son conjuntos cualesquiera, usaremos la notacion
A®B={{a,b} |a€ ANDbe B}

Si k es un cardinal infinito y K C [x]?, llamaremos
P(r, K) = {F € []< | [F]? C K},

y lo consideraremos como conjunto parcialmente ordenado con la relacion inversa
de la inclusion.

Notemos que si a € k, entonces [{a}]? = @, por lo que se cumple trivialmente
que {a} € P(x,K). Si K1 N Ky = @, entonces P(x, K1) x P(k, K2) no cumple
la c.c.k, pues {({a},{a}) | @ € K} es una anticadena.

Teorema 8.59 Sea k un cardinal infinito, A un conjunto, {Iy}a<x una familia
de conjuntos de cardinal £ y, para cada o < k, sea {Ef}ier, una familia de
subconjuntos finitos de A tal que, para todo a € A, el conjunto {i € I, | a € E&}
es finito. Entonces existe una familia {As}s<, de subconjuntos de A disjuntos
dos a dos tal que

Nad <k |{i € 1, | E® C As}| = k.

DEMOSTRACION: Sea f : k3 — k biyectiva. Vamos a construir una sucesion
{in}n<wr por recurrencia de modo que si n = f(a,d,€), entonces i, € Iy, si
llamamos F;, = Ef:] , los conjuntos E, son disjuntos dos a dos.

Supuesto definido {ig}g<,, tenemos que E = |J Ejp tiene cardinal < || < &
luego, si n = f(a, 9, €), el conjunto B<n

{iel,| EfNE #+ &}

tiene también cardinal < k (porque cada elemento de F corta a un nimero finito
de conjuntos Ef*). Como |I,| = k, podemos tomar i, € I, tal que EfNE=a.
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Asi pues, tenemos construida la sucesion indicada y, si hacemos i§. = i (4.5
) ) e flade)>
tenemos que los conjuntos Efé¥ son disjuntos dos a dos. Ahora basta definir
€

As= U E3,

a,e<K

y claramente se cumple lo pedido. [

Teorema 8.60 (Galvin, Laver) Sik es un cardinal infinito tal que 2% = k™,
entonces existen conjuntos parcialmente ordenados Py y Py que cumplen la
c.c.km pero Py x Py no la cumple.

DEMOSTRACION: Por la observaciéon previa al teorema anterior basta en-
contrar conjuntos disjuntos Ki, Ky C [k7]? tales que P(x*, K;) satisfagan la
c.c.kt.

Para cada v < k' vamos a definir conjuntos disjuntos Ki(7), K2(y) C vy

luego definiremos
K= {87} € [x"]*| B € Ki(7)}-
Sea {X,},<x+ una enumeracion de todas las sucesiones de longitud x de
subconjuntos finitos de T disjuntos dos a dos, de modo que X, = {x;}6<ﬁ.
Notemos que el nimero de tales sucesiones es

< ([H+]<w)” _ (l<.‘,+)“ _ 2nﬁ+ — K:Jr’

donde hemos usado que 2% = k7, y la otra desigualdad es cierta siempre.

Vamos a construir recurrentemente los conjuntos K;(v) de modo que se
cumpla lo siguiente:
(x)Stie{l,2},n<v Uz Crach]™y[{e<r|z,®acC K} =nr,
e<K
entonces [{e < r |z, ® a C K; A zj, C Ki(y)}| = k o, equivalentemente,

{e<n|oh®@un)) C K} =r

Supongamos definidos K1(8) y Ka(8) para todo 8 < v que cumplan la
propiedad anterior cambiando v por 8. Aqui hay que entender que z; ®a C K;
significa que si {u, v} € z§, ® a, con u < v < 3, entonces u € K (v).

Sea {(fa, Ny Ga ) o<k Una enumeracion de todas las ternas que cumplan (x),
con repeticiones, si hubiera menos de k. Aplicamos el teorema anterior con
A=~ I,={e<k|x, ®ay, C K;, } y E® =z} (que para un « fijo son
conjuntos disjuntos dos a dos). Obtenemos entonces k conjuntos, aunque nos

basta tomar dos de ellos, K7 (y) y Ka(y) C 7, disjuntos, que cumplen ().

Con esto tenemos definidos K7 y K3. Veamos ahora que los conjuntos par-
cialmente ordenados P; = P(k*, K;) cumplen la c.c.st. Fijamos i € {1,2} y
consideremos una familia {F.}...+ de elementos de P;. Tenemos que probar
que existen € < ¢ < x tales que E. U Eo € P;, es decir, que [E. U Es]? C K;.



336 Capitulo 8. Cardinales caracteristicos del continuo

Por el lema de los sistemas A (teorema 8.54) podemos suponer que existe
E C k™ finito tal que E. N Eo = E para todo € < ¢ < x*. Entonces los
conjuntos F, = E. \ E son disjuntos dos a dos. Como

[E.UE./]? = [EJ*U[EJ]*UF. ® F.,
basta encontrar € < € < kT tales que F, ® F, C K.

Sean < kT tal que zy, = F, para todo € < K, seayp < k* tal que |J zy C Yo
e<kK
y n < 7. Como los conjuntos {F.}. .+ son disjuntos dos a dos, existe un

¢ < kT tal que F..Nyo = @. Digamos que F.r = {71 < --- < 7, }. Aplicamos (*)
n veces, con (v,a) = (v1,9), (v2, {7 })s-- s (Yn, {71, -, m—-1}). Concluimos
que |[{e <k | 25, ® Fo C K;}| = x. En particular, tomando cualquier € de este
conjunto, tenemos que e < € y F. ® Fr C K;. L]

Asi pues:

+, existen dos espacios

cuyo producto no cumple la

Teorema 8.61 Si k es un cardinal infinito y 2% = k
topoldgicos compactos de Hausdorff con la c.c.x™

C.C.Ii+.

Condiciones de cadena sin axiomas adicionales Con el axioma de Martin
s6lo hemos podido probar la consistencia de que el producto de c.p.o.s con la
c.c.n. cumple la c.c.n., pero no un resultado anélogo general para c.p.o.s con la
c.c.x debido a que el axioma de Martin sélo se aplica a c.p.o.s con esta restriccion.
Ahora probaremos que esto es necesariamente asi, porque existen cardinales k
para los que es posible construir c.p.o.s con la c.c.x cuyo producto no la cumplen
sin necesidad de axiomas adicionales. Vamos a probarlo concretamente para
Kk = cf ¢, pero generalizando los argumentos que vamos a dar es posible probar
que existe una clase propia de cardinales con esta propiedad.

Sea  un cardinal infinito y P el conjunto de todas las n-tuplas de elementos
de k sin componentes repetidas. Diremos que A C P es cofinal (en P) si para
todo a < K existe s € A tal que o < mins;.

<n

Teorema 8.62 FEuxiste una aplicacion inyectiva v : ¢ — R tal que para todo
n < w no nulo, todo A C Pl cofinal, y todo s € "2, existen x, y € A tales que,
para todo i < n, se cumple

r(z;) < r(y;) <> s; = 0.

DEMOSTRACION: Para cada n < w no nulo, R” tiene una base numerable,
luego la cantidad total de abiertos es ¢, luego la cantidad total de subconjuntos
G5 es también ¢. Para cada uno de estos conjuntos Gy, digamos G, cada apli-
cacion continua G — R esta determinada por su restriccion a un subconjunto
denso numerable, luego hay como méximo ¢ aplicaciones continuas, por lo que
podemos considerar una enumeracion { fo }a<. del conjunto de todas las aplica-
ciones continuas f, : Go C R — R, donde G, es un subconjunto G en un
cierto R™e.
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Supuesta definida r|g, el conjunto

riBlu U falr[B]™]

a<f

es una union de |8 + 1| conjuntos de cardinal < Rg|3|, luego tiene cardinal
< No|B] < ¢, luego podemos elegir 75 en el complementario en R de dicha union.
Con esto se cumple que r es inyectiva y, si a < 3,

falr[B]"]0vrle] C r[B].

Veamos que r cumple lo requerido. En caso contrario, sea n el minimo
nimero natural que lo incumple. Claramente n > 2. Sea A C P! cofinal y
s € ™2 tales que no existan z, y € A para los que r(z;) < r(y;) <> s; = 0.

A cada z € A podemos asignarle la tinica permutacion o, de n que ordena
sus componentes, es decir, la que hace que o, o x sea creciente. Si llamamos
A, al conjunto de todos los elementos de A cuya permutacion asociada es o,
tenemos una descomposicion de A en uniéon disjunta de un ndmero finito de
subconjuntos. Necesariamente, alguno de ellos tiene que ser cofinal, luego no
perdemos generalidad si suponemos que A = A, para cierta permutaciéon o. A
su vez, cambiando s por o o s podemos suponer que todas las n-tuplas de A son
crecientes.

Similarmente, podemos construir un subconjunto cofinal 4y C A cuyas n-
tuplas no tengan coordenadas en comin (para cada 8 < ¢, elegimos zg € A
cuyas coordenadas sean mayores que 8 y mayores que las coordenadas de todos
los x4, con a < ). Por lo tanto, también podemos suponer que las n-tuplas
de A no tienen coordenadas en comun.

Sea B = {#|,—1 | z € A} C P! ysea f: B — ¢ la aplicacién dada
por f(x|n—1) = z(n —1). Esto es correcto porque las n-tuplas de A no tienen
coordenadas repetidas. Notemos que B es cofinal en P~ 1.

En general, para cada C C P!, llamaremos C = {xor|zeC}CcRL
Como r es inyectiva, la aplicacion C' —>~C~' dada por x — T = xor es biyectiva.
Sea f : B — R la aplicacion dada por f(Z) = r(f(z)).

Para cada p € R"!, sea w(p) = () f[BNU]J, donde U recorre los abiertos
de R*! que contienen a p. peEU

Vamos a probar que By = {z € B | |w(Z)| > 2} no es cofinal en P~ 1.
Supongamos que si que lo es.

Si z € By, entonces f(Z) € w(Z), pero existe otro r € w(Z) distinto de f(Z).
Podemos dividir By en unién de dos conjuntos, el formado por los z € By tales
que existe un r € w(Z) con f (Z) < ry su complementario, para cuyos elementos
existe un r € w(Z) con r < f(2). Uno de los dos tiene que ser cofinal. Vamos a
suponer que lo es el primero, llamémoslo By, pues si lo es el segundo podemos
razonar analogamente.

Para cada z € B; existen un r € w(Z) y un ¢, € Q tales que f(é) <q, <.
Asi, podemos descomponer By = |J By, donde By esta formado por los z € By
tales que ¢, = q. a€Q



338 Capitulo 8. Cardinales caracteristicos del continuo

Como ¢ tiene cofinalidad no numerable, uno de los conjuntos B, tiene que
ser cofinal en P"~1. Llamémoslo By. Asi, para cada z € Ba, existe un r € w(z)
tal que f(2) < q <.

Vamos a suponer que s,,—1 = 0. El caso opuesto se trata analogamente.
Por la minimalidad de n, existen u, v € By tales que, para todo i < n — 1,
r(u;) <7r(v;) <> s; = 0. Sea

U={zeR" | Nicn—1(i1; < z < si =0)}.

Claramente U es abierto en R"! v contiene a ¥. Ademas, si z € B cumple que

Z € BNU, entonces (ug, - ..,un—1, f(u)), (20,--.,2n—2, f(2)) € A, y no pueden

cumplir la propiedad del enunciado, pero la cumplen para i < n — 1, luego

necesariamente tiene que fallar para i = n—1, es decir, tiene que ser f (2) < f(u)

(donde usamos también que las n-tuplas de A no tienen coordenadas en comun).
Asi pues, si z € BNU, se cumple que f(z) < f(@) < ¢, luego

w(®) C fBNU] C ]~o00,4q],
cuando, por otra parte, deberia haber un r € w(?) tal que ¢ < r, contradiccion.

Si z € B, entonces f(Z) € w(Z), luego |w(Z)] > 1, y acabamos de probar
que el conjunto de los z para los que |w(Z)| > 2 no es cofinal, luego el conjunto
B* ={z € By |w(2) = {f(Z)}} es cofinal en P"~1.

Ahora observamos que f es continua en B*. En efecto, si una sucesion
{zi}icw en B* converge a p € B*, entonces, _para todo entorno U de p en R"~ L
existe un k tal que, si i > k, entonces z; € BNU, luego f( i) € f[Bﬁ Ul, luego

lim sup f(z;), liminf f(z;) € f[BNU],

luego ambos limites estan en w(p) = {f(p)}, luego lim f(z;) = f(p). Por el

teorema de Lavrentieff [T 9.29], f se extiende a una func10n continua en un Gy,
es decir, existe un a < ¢ tal que B* C G, C R*! y f se extiende hasta la
funcién continua f, : G, — R.

Ahora tomamos cualquier z € B* y llamamos 8 = f(x). Asi tenemos que
(20, .., Tn_2,B) € A, luego x C " 13y

r(8) = r(f(2)) = (&) = fa(@) € falr[B]" 1N 7le] € r[B],

y asi tenemos una contradiccion. ]

No podemos aplicar directamente el teorema anterior debido a que ¢ puede
ser singular, y necesitamos considerar un cardinal regular. Para arreglar esto
basta un pequeno retoque:

Teorema 8.63 Sea k = cfc. FEuxiste una aplicacion inyectiva r : kK — R tal
que, para todo n < w mo nulo, toda familia A C P! formada por n-tuplas sin
componentes en comin y con |A| = k y todo s € "2, existen x, y € A tales que,
para todo v < n, se cumple

r(z;) <r(y;) < s = 0.
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DEMOSTRACION: Sea r’ : ¢ — R la aplicacion dada por el teorema anterior.
Basta definir » = 107/, donde i : kK —> ¢ es una aplicacion cofinal creciente. En
efecto, de este modo, si A C P! cumple las condiciones del enunciado, es cofinal
en P, pues si existiera a < & tal que todo s € A tuviera una componente menor
que «, la aplicacion A — « que a cada s € A le asigna su minima componente
serfa inyectiva, lo cual es imposible. Por consiguiente, A’ = {soi | s € A} es
cofinal en P, y el hecho de que A’ cumpla la conclusién del teorema anterior
implica que A cumple lo requerido. m

Teorema 8.64 (Todorcevi¢) Si k = cf ¢, existen dos c.p.o.s que cumplen la
c.c.k cuyo producto no la cumple.

DEMOSTRACION: Sea 7 : Kk — R en las condiciones del teorema anterior
y sea P = {(r(2a),r(2a + 1)) | @ < &}. Consideramos a P como conjunto
parcialmente ordenado con el orden producto:

(z,y) < (2',1) siysolosi x<a, y<y.

Llamamos Py al conjunto de las cadenas finitas en P (es decir, de los subcon-
juntos finitos de pares comparables dos a dos), mientras que P; es el conjunto
de todas las anticadenas finitas en P (conjuntos finitos de pares incomparables
dos a dos). Consideramos en ambos conjuntos el orden p < ¢ si y sélo si g C p.

Es claro que Py x P; no cumple la condicién de cadena k, pues

A={({pr}{r}) | p € P}

es una anticadena de cardinal k. En efecto, si p; # ps son dos elementos de P,
una extension comun de ({p1},{p1}) v ({p2}, {p2}) tendria que ser de la forma
(s,t), con p1,ps € sNt, con lo que p; y p tendrian que ser comparables e
incompatibles a la vez.

Falta probar que Py y P; cumplen la c.c.x. Para ello tomamos un conjunto
A C P; de cardinal ¢, y vamos a ver que no es una anticadena. Los elementos de
A son subconjuntos finitos de P. Por el lema de los sistemas A (teorema 8.54)
podemos suponer que A es una familia cuasidisjunta de raiz r. El conjunto Ay
que resulta de quitar la raiz a todos los elementos de A sigue teniendo cardinal x
y sus elementos siguen estando en P;. Ademés, si probamos que Ay no es una
anticadena, tampoco lo sera A.

En efecto, supongamos que a, b € Ay son compatibles. Esto significa que
todos los elementos de a U b son comparables / incomparables, pero entonces
todos los elementos de aUbUr también son comparables / incomparables, porque,
como aUr, bUr € P;, todo elemento de r es comparable / incomparable con
todo elemento de a y de b, luego a Ur y bUr son elementos compatibles de A.

Por lo tanto, podemos suponer que los elementos de A son disjuntos dos a
dos. Si descomponemos A en uniéon de los conjuntos de elementos de cardinal n,
para cada n, alguno de estos conjuntos tiene que tener cardinal s, luego no
perdemos generalidad si suponemos que todos los elementos de A tienen un
mismo cardinal n.
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Ahora, un elemento p € A esta formado por n pares, cuyas componentes
son 2n nimeros reales distintos. Podemos asociarle 2n intervalos disjuntos dos
a dos de extremos racionales de modo que cada uno contenga exactamente
una componente de p. Esto nos divide a A en una cantidad numerable de
subconjuntos, uno de los cuales tendra cardinal x, luego podemos suponer que
existen intervalos disjuntos I, ..., Is,_1 en R de modo que cada p € A tiene
exactamente una coordenada en cada uno de estos intervalos.

Asi, cada p € A estd determinado por una 2n-tupla de ordinales
ay <---<ab, 4 <k,
con aby sea par y aby = b, + 1, de modo que

p={(r(ag),r(@))), ..., (r(a3, 5),r(a3, 1))}

A cada p podemos asociarle la permutacion o, que cumple 7(af) € Iy y
con esto partimos A en un numero finito de subconjuntos disjuntos. Uno de
ellos tendra cardinal x, luego podemos suponer que o, es la misma permutacién
para todo p € A. Renumerando los intervalos podemos suponer que r(af) € I;
para todo p € A y todo i < 2n.

Usaremos la notacién I < J para indicar que todos los puntos de I son
menores que todos los puntos de J. Si los intervalos pares siguen la ordenacion

o, <+ < Iy@,—1),

en el caso de Py, para que los elementos de A estén realmente en Py, los intervalos
impares deben seguir la misma ordenacion:

Iogg+1 < - < DIy, —1)41-

Si llamamos A al conjunto de las 2n-tuplas de ordinales asociadas a los
elementos de A, basta tomar dos de ellas (correspondientes a elementos p, g € A)
que cumplan o < o para todo i, y entonces p y ¢ son compatibles.

Similarmente, en el caso de IP1, la ordenacién de los intervalos impares debe
ser la opuesta:

Ly, 141 < -+ < Iagg+1,
y basta tomar p, ¢ € A de modo que sus 2n-tuplas asociadas cumplan
0y < 0, Oy > 0541
para que p y g sean compatibles. L]

Por el teorema 8.51, tenemos también que existen dos espacios de Hausdorff
compactos que cumplen la c.c.cf ¢ cuyo producto no la cumple.
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8.5 Ejemplo: Intercambio de integrales
Terminamos con una aplicacion al analisis matematico de los resultados so-
bre los cardinales relacionados con la medida de Lebesgue que hemos visto en

la secciéon 8.2. Empezamos recordando el enunciado del teorema de Fubini*
(particularizado a la medida de Lebesgue en I = [0, 1]):

Teorema 8.65 (Teorema de Fubini) Sea f : I x 1 — R una funcion inte-
grable. Entonces:

1. Las funciones x — f(x,y), y — f(xz,y) son integrables para casi todo y,
x € I, respectivamente.

2. Las funciones
1 1
/f(x,y)dy, /f(x,y)dx
0 0

estdn definidas y son integrables para casi todo x, y € 1, respectivamente,
y se cumple

/Hzf(az:,y)dxdyz/01 (/Olf(x,y)dy) dac:/o1 (/Olf(x,y)dx) dy.

Ahora vamos a plantear una variante:

JTeorema? Sea f:1x1— R una funcién que cumpla:

1. Las funciones x — f(x,y), y — f(z,y) son integrables para casi todo y,
x € I, respectivamente.

2. Las funciones

1 1
IH/O f(z,y)dy, y'—>/0 f(z,y)dz

son integrables en 1.

/01 (/Olf(ac,y)dy> dx:/ol (/Olf(x,y)da:> dy.

Sucede que este “resultado” es falso. Veamos un contraejemplo:

Entonces

4Vease [T B.41].
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Ejemplo Llamamos a, =27 ". Para cadan >0y z € ]a,, a,—1|, definimos
2" S 0<y<anp,
flz,y) = 2 sia, <y <an_1,
0 siapn—1 <y <1,

y f(0,y) =0, para 0 <y < 1.

ag
0 22
a1
0 24
as —2?
0 26
ay 724
_96
as a2 a1 ag

Asi, en los cuadrados de la figura situados sobre la diagonal, f toma los valo-
res sucesivos 22, 24, 26.. .., en los cuadrados situados bajo la diagonal toma esos
mismos valores, pero negativos, y en los cuadrados situados sobre la diagonal
vale 0.

Es obvio que cada funciéon y — f(x,y) es integrable, pues es una suma
finita de funciones caracteristicas de intervalos multiplicadas por coeficientes.
Concretamente, si y € |an, an—1[, tenemos que

1
/ flo,y)de = 22727 — (22271 4 20272 ... 4 22(n—Ng=(n—1)) — o,
0

Por otra parte, la funcion = — f(z,y) es la suma de dos funciones carac-
teristicas de dos intervalos de la misma longitud multiplicadas por coeficientes
opuestos, luego es integrable y

1
/ f(z,y)dy = 0.
0
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Por consiguiente:

Al(/olf(z,y)dy)d:c—o, /01</01f(9:,y)d:1:>dy_2_

Ejercicio: Probar que la funcién f : 1> — [0, 1] dada por:

1/y? si0<z<y<l,
flz,y) =< —1/2% si0<y<z<l,
0 en otro caso,

también es un contraejemplo (aunque requiere usar la regla de Barrow, que no hemos
demostrado).

Sin embargo, se podria pensar que jugar con términos positivos y negativos
que se cancelan es “‘jugar sucio” y, puestos a ser cautos, podemos exigir, no sélo
que f sea > 0, sino que esté acotada. En tal caso no perdemos generalidad si
suponemos que la cota es 1, con lo que podemos replantear asi el problema:

{Teorema? Sea f:1x1— [0,1] una funcion que cumpla:

1. Las funciones x — f(x,y), y — f(x,y) son medibles para casi todo y,
x € I, respectivamente.

2. Las funciones

1 1
xH/O f(z,y)dy, yH/o f(z,y)dz

son medibles en 1.

/01 (/Olf(:c,y)dy> d:c—/ol </01f(:c,y)dx> dy.

Hemos cambiado los requisitos de integrabilidad por medibilidad porque para
una funciéon 0 < f < 1, ser integrable es lo mismo que ser medible.

FEntonces

Acabamos de encontrarnos con una afirmaciéon que no puede demostrarse ni
refutarse a partir de los axiomas de la teoria de conjuntos. Para entender por
qué, introducimos el concepto siguiente:

Definicién 8.66 Un conjunto A C 12 es un conjunto de Steinhaus si, para casi
todo® z, y € 1, los conjuntos

A =f{yel|@y) €A}, A ={rcl|(zy) cA}

son medibles y m(Ay) =1 y m(AY) = 0.

5«Para casi todo” significa en este contexto “para todo x salvo los elementos de un cierto
conjunto nulo”.
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Claramente, si A C I? es un conjunto de Steinhaus, su funciéon caracteristica
f = xa no cumple la afirmacion anterior, pues las funciones de 1) son x4, y
Xav, que son medibles, y las funciones de 2) son constantes iguales a 1 y 0,
respectivamente, por lo que las integrales dobles valen 1 # 0.

No es evidente en absoluto que el reciproco también es cierto:
Teorema 8.67 La existencia de un conjunto de Steinhaus es equivalente a la
existencia de una funcion f: 1?2 — [0, 1] tal que:

1. Las funciones x — f(x,y), y — f(z,y) son medibles para casi todo y,
x € I, respectivamente.

2. Las funciones

1 1
JEH/O f(z,y)dy, yH/O f(z,y)dz

son medibles en 1.

D /01 (/01 )y ) dm;«é/ol (/01 ) de) dy

Posponemos la demostracion hasta el final de la seccién. Ahora observamos:

Teorema 8.68 (AE) Siun(l,,) = ¢ o ad(I,,) = cub(l,,,), entonces existe un
conjunto de Steinhaus.

DEMOSTRACION: La primera hipétesis es que todo subconjunto de I de car-
dinal menor que ¢ es nulo. Sea {x, }a<. una enumeracion de I. Basta considerar

A={(zq,z8) | < B <c}.

Claramente, |AY| < ¢, luego m(AY) = 0, mientras que |[I\ A;| < ¢, luego
m(I\ Az) = 0y, por consiguiente, m(A;) = 1.
Si k = ad(l,,) = cub(l,;,), estamos suponiendo que I = |J B,, donde los

a<k
conjuntos B, son nulos, y a la vez que la unién de menos de x conjuntos nulos

es nula (por lo que podemos suponer los B, disjuntos dos a dos). En este caso

tomamos
A= (U BaxB5>.
B<k ~a<B
Asi, si y € Bpg, tenemos que AY C |J Aa, luego m(AY) = 0, mientras que si
a<lf
x € Ay, entonces I\ A, C |J Bg, luego m(A,) = 1. "
BLa
En particular, la hipotesis del continuo o incluso AM implican que el “teo-
rema” de intercambio de integrales es falso.

Teorema 8.69 Siun(l,,) < cub(I,,), entonces no existen conjuntos de Steinhaus.
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DEMOSTRACION: Supongamos que A es un conjunto de Steinhaus. Sea B

un conjunto no nulo de cardinal un(l,,). Veamos que |J AY =1
yeB
Para casi todo z € [, tenemos que m(A,) = 1, luego BNA, # &, luego existe
uny € Btalque (z,y) € A, yasixz € AY. Por lo tanto, cub(1,,) < |B| = un(ly,).

No estamos en condiciones de probarlo aqui, pero es consistente suponer,
por ejemplo, que un(l,,) = Ny y cub(l,,) = ¢ > R;. En este caso el “teorema”
de intercambio de integrales resulta ser cierto.

Pasamos ya a la prueba del teorema 8.67.

Traslaciones irracionales Si f: [0,1] — [0, 1], podemos extenderla® a una
anica funcién f : R — [0, 1] tal que f(z + 1) = f(x), para todo € R. En lo
sucesivo identificaremos tacitamente cada funciéon f en estas condiciones con su
extension periodica a R.

Teorema 8.70 Si f :[0,1] — [0,1] es una funcion medible y 0 < a < 1 es un
nudmero irracional tal que f(z + «) = f(x) para casi todo x € [0,1], entonces f
es constante salvo a lo sumo en un conjunto nulo.

DEMOSTRACION: La prueba de este resultado requiere algunos hechos basi-
cos del analisis de Fourier, lo cual queda lejos de los resultados que tenemos a
nuestra disposicion, asi que supondremos que el lector los conoce.

Sea S! la circunferencia unitaria en el plano complejo. Es un grupo topolé-
gico compacto con el producto, asi que podemos considerar su medida de Haar
unitaria m. Tenemos un epimorfismo 7 : R — S dado por 7(z) = 2™, y es
facil ver que, a través de la restriccion 7o 1 ¢ [0,1] — S1, la medida de Haar
de S! se corresponde con la medida de Lebesgue en [0,1]. Esto hace que las
hipétesis sobre f se traducen en que f es medible y f(e?™@2) = f(z), para casi

todo z € S*.

Los hechos que necesitamos que el lector conozca son los siguientes: como f
es medible, no negativa y acotada, se cumple que f € L?(S'), y esto hace que
admita un desarrollo en serie de Fourier

_ +o0
f = Z cn2n7
n=-—oo

para ciertos coeficientes ¢, € C univocamente determinados. Hay que tener
presente que tanto la convergencia de la serie como la igualdad son tinicamente
validas en L2. En particular, los dos miembros sélo son iguales como clases de
equivalencia en L?(S'), es decir, las funciones son iguales puntualmente salvo
en un conjunto nulo.

5En realidad sélo podemos garantizar que la extensién coincide con f en [0, 1[ a menos que
f(0) = f(1), pero este hecho va a ser irrelevante.
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Ahora bien, la ecuacion f(e?™@z) = f(z) hace que, siempre como clases de
L?(S1) elementos de L?, se cumple que
+oo

f — e27rmazn,

Cn

n=-—oo
luego la unicidad de los coeficientes de Fourier implica que ¢, = ¢,e?™™*. Asi,
si ¢, # 0 tiene que ser e?™™* = 1, lo cual equivale a que na € Z, pero, como
« es irracional, esto implica que n = 0. Asi pues, f = ¢g, luego puntualmente

f = ¢g salvo en un conjunto nulo, y lo mismo vale para f. L]

El teorema ergédico Ahora vamos a probar un famoso resultado que cons-
tituye uno de los fundamentos de la llamada teoria ergddica. No vamos a entrar
en detalles sobre su significado, sino que lo probaremos tnicamente como medio
para llegar al teorema 8.67.

Necesitamos algunos resultados previos. Si aq,...,a, es una sucesiéon finita
de ntimeros reales y sea 1 < m < n. Diremos que aj es un m-director de la
sucesion si existe 1 < p < m tal que ay + -+ + ag4p—1 > 0. (Notemos que m es
el maximo ntumero de sumandos que permitimos en la suma para que se haga
positiva.)

Teorema 8.71 Si una sucesion aq, ..., a, tiene m-directores, entonces la suma
de todos ellos es > 0.

DEMOSTRACION: Sea ay, el primer m-director de la sucesiéon y seal <p < m
el menor ntimero natural tal que ay + - - - ag4p—1 > 0. Entonces todo aj, en esta
suma cumple que ap + - + ag4p—1 > 0, por lo que también es m-director. En
caso contrario, serfa ap + -+ + apyp—1 < 0, con lo que ay + ---ap—1 > 0, en
contradiccion con la minimalidad de p.

Ahora repetimos el argumento con la sucesion arip,...,a,. Si tiene un
m-~director, tomamos el primero y obtenemos otro grupo de m-directores con-
secutivos con suma > 0. Tras un numero finito de pasos hemos descompuesto
la suma de todos los m-directores en varios sumandos, todos ellos > 0. L]

Teorema 8.72 (Teorema ergoédico maximal) Sea (X, M, u) un espacio me-
dida y sea T : X — X wuna aplicacion tal que, para todo A € M, se cumpla
que f7HA] € M y u(f1A]) = p(A). Sea f: X — R integrable y llamemos
fi(z) = f(T%(z)). Sea E el conjunto de los puntos x € X tales que existe un
natural n de modo que fo(x) + -+ + fno1(x) > 0. Entonces E es medible y

I f(x)dz > 0.

DEMOSTRACION: Para cada natural m, sea E,, el conjunto de los z € E que
cumplen la definicion con n — 1 < m. Claramente {E,,}5°_; es una sucesion
creciente cuya union es F, luego basta probar el teorema para cada FE,,.

Notemos que = € E,, si y solo si fo(z) es un m-director de la sucesion

fo(l’), ey fmfl(fL‘).
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Fijamos ahora un n > 1 arbitrario y llamamos D}, al conjunto de los z € X

tales que fi(x) es un m-director de fo(x),..., fntm—1(x).
Notemos que Dy = E,,,, pues fo(x) serd m-director de fo(x),..., fim—1(z) si
y solo silo es de fo(z),..., fantm—1(z) (pues en la definicion s6lo intervienen los

primeros m términos de la sucesion).

Notemos que D € M, pues podemos descomponerlo en unioén finita de los
conjuntos D} formados por los z € X tales que fi(z) + - + fiqgp-1(x) > 0.
Como f y T son medibles, también lo son las funciones f;, y también lo es la
suma fi + - -+ fryp—1, luego D}y € M y lo mismo vale para Dy. En particular
tenemos que E,, € M.

Sea s(z) la suma de los m-directores de la sucesion fo(x),. .., fntm—1(x).

n+m—1
Entonces s = Y. fiXD,, luego s es medible e integrable.”
k—
Por el teorema anterior,

n+m—1

];) . fr(z) do = /Xs(x) dz > 0. (8.1)

Sea ahora 1 <k <n—1yz € X. Entonces, T(z) € Dy_1 siy solo si existe
un p < m tal que fr_1(T(x)) + - + fr—14p—1(T(x)) > 0, si y solo si existe
un p > m tal que fip(x) + - + firp—1(x) > 0, si y solo si x € Dy. Asi pues,
Dy, = T~ Y[Dy_1] y, a su vez, Dy = T~*[Dy]. Por consiguiente,

Fulw) do = / T de = | f(2)da. (8.2)
Dy Tk’l[Do] Do

Este cambio de variable se justifica porque T' conserva la medida. En efecto,
si D, A € M, tenemos que

[ s e = p(D04) =@ DIOE ) = [ ()

de aqui se sigue la igualdad si cambiamos x4 por una funcién simple, de aqui
se pasa a funciones medibles no negativas y de ahi a integrables.

Por consiguiente, los primeros n términos del miembro izquierdo de (8.1) son
iguales. Acotando los m restantes, tenemos que

n f(ac)dx—i—m/ |f(z)]dx > 0.
Do p's

De aqui que

/Emf(x)der:/Xf(xﬂdg;ZO

7En general, el producto de funciones integrables no es integrable, pero si lo es si un factor
estd acotado. En este caso |frxp, | < |frl, que es integrable.
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para todo n > 1, luego haciendo tender n a infinito queda que

/ f(z)dx > 0.
Em

Finalmente podemos probar el resultado principal:

Teorema 8.73 (Teorema ergodico de Birkhoff) Sea (X, M, ) un espacio
medida finito® y sea T : X — X una aplicacion tal que, para todo A € M, se
cumpla que f~A] € M y u(f~1A]) = u(A). Sea f : X — R integrable y
llamemos f;(x) = f(T7(x)). Entonces, para casi todo x € X existe

n—1
* 1
.H@ﬁ?ﬁZﬁ@.
3=0
Ademds, para casi todo x € X se cumple que f*(T(x)) = f*(x) y

Aﬁmmzéﬂ@m

DEMOSTRACION: Sean a < b dos ntmeros reales y sea ¥ = Y(a,b) el
conjunto de todos los puntos x € X tales que

n—1 n—1

1 1
lim inf — ; <a<b<li — ().
1%mn%;b@) a mfwng;ﬁ@)

Claramente Y € M, pues las medias son funciones medibles y los limites
superiores e inferiores de funciones medibles son funciones medibles. Ademés
Y = T~[Y], pues

N @ =Y @ =" L w1 s
=0 =0 =0

T
n n—i—l,i n

luego el limite superior e inferior es el mismo que el de la media para x en lugar
de T'(x).

Asi pues, T|y : Y — Y es también un operador que conserva la medida,
luego podemos aplicar el teorema anterior al espacio Y y a la funcién f —b. El
conjunto E dado por el teorema consta de los puntos y € Y tales que existe
un n tal que

fo(@)+ -+ fa1(z) —nb >0,

es decir,

n—1
SN g 2,
=0

8La hipotesis de finitud no es necesaria, pero simplifica un poco la prueba.
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pero esto lo cumplen todos los puntos de Y. Por lo tanto, la conclusién es que

/ (F(x) — by da > 0.
Y

Igualmente llegamos a que

/ (a— f(x))dz >0,
Y

y sumando las dos integrales, a que [ (a —b) dz > 0, lo cual, puesto que a < b,
solo es posible si u(Y) = 0.

Por lo tanto, la unién de los conjuntos Y (a,b) para todos los pares de ni-
meros racionales a < b es un conjunto nulo N, y si x € X \ N, tiene que darse
la igualdad

n—1 n—1
1 1
lim inf = ; =1 — i(x).
fm in - jEZO fi(z) Hnnsup n J'Ezo fi(x)

En otras palabras, f* esta definida en X \ N. Ahora observamos que

/X‘Tllgfj(x)‘dxgi/xgﬁj(x)dszll/inOlU(x”dx:/XU(x”dx

donde hemos hecho un cambio de variable como en la ecuacion (8.2), y el lema
de Fatou nos da que

[ ir@lde < [ 15@)d < s,

por lo que f* es integrable, en particular finita c.p.t.p. La relacion (8.3) prueba
que f*(T(x)) = f*(x). Falta probar que la integral de f* coincide con la de f.

Supongamos en primer lugar que f* > ay, fijado € > 0, aplicamos el teorema
anterior a la funcién f —a+e. El conjunto E es el formado por los puntos € X
tales que existe un n que cumple

fo(x)+ -+ faci(z) —nla—e€) >0

0, equivalentemente,
1 n—1
ﬁij(x) >a— e,
j=0
pero esto pasa para casi todo z, luego la conclusion es que
[ 1@ de= @ outx)
X

¥, como € es arbitrario, [y f*(z)dz > ap(X). Similarmente, si f* < b, conclui-
mos que [ f*(x) < bu(X).
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Llamemos finalmente X (k,n) al conjunto de todos los puntos = € X tales
que k/2™ < f*(x) < (k+1)/2". Claramente es un conjunto medible e invariante
por T', por lo que podemos aplicar los razonamientos previos a la restriccion de
Ty faX(kmn). La conclusion es que

k E+1
g Xem) < [ g de < FEAK ),

Pero trivialmente, por la definicién de X (k,n), tenemos también que

(X))o < £ ).
X (k,n)

Por consiguiente,

1
gxwm < [

Sumando para todo k,

‘/f daz—/f d:c‘§2—nu

Como n es arbitrario, las integrales coinciden. n

Vamos a necesitar tnicamente el caso particular siguiente:

Teorema 8.74 Sea g : [0,1] — R una funcion integrable (extendida a R de
forma periddica) y o € [0,1] \ Q. Entonces, para casi todo z € [0,1], se cumple

que
n—1

li7rln % Z g(x +jo) = /0 g(t)dt.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema anterior a T : [0,1] — [0, 1] dado
por T'(z) = E[z + «o]. Asi, g(T'(z)) = g(E[z + o]) = g(x + «), si consideramos
la extension periddica de g.

Es facil ver que T conserva la medida de Lebesgue, luego el teorema anterior
nos da que la funcion

n—1

g (@) =1im > g(r + ja)

=0

esta definida para casi todo = y cumple g*(z+«a) = g*(z), luego el teorema 8.70
nos da que g* es constante salvo en un conjunto nulo N, luego si z € [0,1] \ N,

n—1

. et e [ a@de | owae |
h,gnngguﬂa)—g(m)—/o g()dt—/o g(t)dt—/o syt
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Demostracion del teorema 8.67 Ya hemos visto que si existe un conjunto
de Steinhaus existe una funcién f con las caracteristicas indicadas en el enun-
ciado. Suponemos ahora que existe tal funciéon f y vamos a construir un conjunto
de Steinhaus.

Podemos suponer que el miembro izquierdo de 3) en el enunciado de 8.67 es
menor que el derecho, y tomamos entonces un niimero real p tal que

/01 (/Olf(a:,y)dy>dac<p</01 (/Olf(x,y)dx>dy_

Fijamos 0 < a < 1 irracional y consideramos T : [0,1] — [0, 1] dado por
T(x) = E[r + «a]. Ya hemos sefialado que T' conserva la medida de Lebesgue.
Notemos que T"(z) = E[x + na].

Sea X el conjunto de los x € [0, 1] tales que las funciones y — f(E[z+nal,y)
son medibles, para todo natural n. Entonces m(X) = 1, pues por hipotesis
y — f(z,y) es medible salvo si z € N, para cierto conjunto nulo N, luego
y — f(Flz + nal,y) es medible salvo en T"[N], que es un conjunto nulo, y
X =1[0,1]\ UT~"[N]. Definimos:

n—1 n—1
1 1
F = liminf — ] G =1 F(
(#,) = lim in n;of(xﬂa,y), (@) = limsup z;) (2,y + jo),

A= {(z,y) €[0,1]* | G(z,y) < p},

n—1 1 1 1
1 .
B={xzel0,1] \lim*Z/ f(xﬂa,y)dy#/ (/ f(t,y)dy> dt o,
noniThJo 0 0
n—1
C = 01|hm Z/fxy—l—j&dm#/ </fxt )
Por hipotesis, la funcion g(x fo z,y) dy es medible y, al ser no nega-

tiva y acotada, es integrable, luego podemos aplicarle el teorema anterior, cuya
conclusion es que m(B) = 0. Igualmente llegamos a que m(C) = 0. Vamos a
probar que A es un conjunto de Steinhaus.

Si z € X, las funciones y — f(z + jo,y) son medibles, para todo j, luego
también lo es y — F(x,y) y, al ser no negativa y acotada, es integrable. Le
aplicamos el teorema anterior, que nos da que, para casi todo y € [0,1], se

cumple que
1
G(z,y) = / F(z,t)dt
0

Si ademas x ¢ B, el lema de Fatou nos da que

/01 F(e,?)dt < liminf - Z/ff“ﬂat) /(/fxydy>dm<p
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Con esto hemos probado que si € X \ B, entonces casi todo y € [0, 1]
cumple (z,y) € A o, lo que es lo mismo, que m(4,) = 1.

Por otra parte, para casi todo y, la funcion z — f(z,y) es integrable, luego
el teorema anterior nos da que

n—1 1
1
F(a,y) = lminf = 5" f(o+ jo,y) = / F(ty) dt
n nj:O 0

para casi todo z € [0, 1].
Si ademas y ¢ C, entonces

n—1 n—1 .1

1 1
G(z,y) = If “SF o) = i - ty + jo)dt
(z,y) lmnsupnjzzo (z,y + ja) lmnsuPanO/o ft,y+ja)

/01 </01f(t,u)dt>du>p.

Asf hemos probado que, para casi todo y, casi todo  cumple (z,y) ¢ A, luego
m(AY) = 0. =



Capitulo IX

Arboles

El concepto de arbol aparece en contextos matemaéaticos muy dispares, que
abarcan desde problemas combinatorios finitistas hasta problemas sobre cardi-
nales infinitos. En la primera seccién presentaremos los conceptos y resultados
bésicos sobre arboles y en las secciones siguientes mostraremos su conexién con
la hipoétesis de Suslin, que es una conjetura formulada por M. Suslin en 1920
en el primer ntimero de la revista Fundamenta Mathematicae. En principio se
trataba de un problema de naturaleza topologica, pero G. Kurepa mostr6 en
1935 que es equivalente a un problema puramente conjuntista sobre arboles.

9.1 Conceptos basicos sobre arboles
En esta seccion no usaremos AE si no lo indicamos explicitamente.

Definicion 9.1 Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (A4, <) tal que,
para todo x € A, el segmento AS = {a € A | a < z} esta bien ordenado.

Siz € A, se llama altura de  a alt o = ord A3 .

Si a € Q, se llama nivel a-ésimo de A al conjunto
NivaA={z € A |altaz = a}.

Se llama altura de A al minimo ordinal altA = « tal que Niv,A = &. Es
facil ver que
altA = {J (altaz +1).
z€A
Dos elementos z, y € A son compatibles si x <y V y < z. En caso contrario
se dice que son incompatibles y se representa por x 1| y.

Un subconjunto C' C A es una cadena si sus elementos son compatibles dos
a dos, es decir, si esta totalmente ordenado y, por consiguiente, bien ordenado.

Un subconjunto R C A es una rama si es una cadena maximal respecto a la
inclusion.

353
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En general, el lema de Zorn asegura que toda cadena se extiende hasta una
rama,' aunque si el 4rbol es finito esto mismo se prueba facilmente sin necesidad

de AE, y si el arbol es numerable basta con AEN. Llamaremos altura de R a

altyR=ordR = |J (altgz +1).
TER

Un subconjunto C' C A es un camino si es una rama tal que alt 4C = altA,
es decir, si es una rama que corta a todos los niveles no vacios de A.

Un subconjunto C' C A es una anticadena si sus elementos son incompatibles
dos a dos. Claramente los niveles son anticadenas.

La figura muestra un arbol de altura 6:
Camino

__________ - Nivel 3

Nivel 0

Un subconjunto A’ C A es un subdrbol de A si
Neec ANyc Az <y —azecA).

Claramente esto implica que A’ también es un arbol y si x € A’ entonces
alt gz = alt 4oz,

Si k es un cardinal, un k-drbol es un arbol de altura x cuyos niveles tienen
todos cardinal menor que k.

Los elementos de altura 0 en un arbol se llaman raices. El arbol de la figura
anterior tiene una tnica raiz. La definicién de arbol que hemos dado permite
que un arbol tenga varias raices, pero un arbol asi es més bien un conjunto de
varios arboles, por lo que en la practica consideraremos siempre arboles con una
Gnica rafz. Mas concretamente:

Diremos que un k-arbol A esta bien podado si |[NivgA| =1y
Az € ANa < k(altaz < a — Vy € Nivg A z < y).

En otras palabras, un arbol esté bien podado si tiene una tnica raiz y desde
cualquiera de sus puntos se puede ascender hasta cualquier altura. Casi siempre
se puede podar bien un arbol:

1Basta observar que el conjunto de todas las cadenas que contienen a una dada cumple las
hipotesis del lema de Zorn.
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Teorema 9.2 (AE) Si k es un cardinal reqular,? todo k-drbol tiene un r-sub-
drbol bien podado.

DEMOSTRACION: Sea A un k-arboly A’ ={z € A||{z€ A |z < z}| =«}.
Claramente A’ es un subarbol de A. Ciertamente no es vacio, pues

A= U {yvedlz<y},
zeNivgA

y como |NivgA| < &, ha de haber un x € NivgA4 tal que {y € A | < y}| = &,
es decir, tal que z € A'.

Seax € A’y a < k tal que altgz < a. SeaY = {y € Niv,4 | z < y}.
Entonces

{zeA|lz<z}={z€eA|lz<zhaltyz<a}lU{zeA]lx<zAaltgz > a}.

Por definicién de A’, el primer conjunto de la linea anterior tiene cardinal ,
el segundo tiene cardinal menor que x, pues esta contenido en |J NivgA, & es
regular y los niveles tienen cardinal menor que k. pa

Por consiguiente, el tercer conjunto ha de tener cardinal k, pero

{zeAlz<zhaltaz>a}= J{z€Ad|y<zAaltaz > a},
yey

y [Y| < |Niv4A| < &, por lo que ha de existir un y € Y tal que?
Hze Aly<zAaltaz > a}| = k.

En particular |[{z € A| z < z}| = K, con lo que y € A’. Asi hemos probado
que
Nz € A'N\a < k(altazr < a — Vy € Nivy A 2 < y).

En particular esto implica que A’ es un k-arbol. Para estar bien podado so6lo
le falta tener una tnica raiz. Ahora bien, si x € NivgA’, es inmediato comprobar
que B={y € A" | x <y} es un k-subérbol bien podado de A’, luego de A. =

Nota El teorema anterior es falso para cardinales singulares, pues si tenemos

que cfk = p < Ky {as}s<, €s una sucesion cofinal en k, entonces el arbol

A= Jas x {3}, con el orden dado por (8,d) < (8',8') <+ 8 < ' cumple que
o<p

alt4(3,0) = B, luego alt A = k, pero es facil ver que no admite subarboles bien

podados (ni tampoco el arbol que resulta de anadir a A un minimo elemento,

para que tenga una Unica raiz). n

Podria pensarse que un Ng-arbol no tiene necesariamente un camino, es decir,
una rama infinita, pues en principio podria tener tnicamente ramas finitas de
altura arbitrariamente grande, pero ninguna rama infinita, pese a lo cual su
altura serfa infinita. Sin embargo no es ast:

2Si k = R la prueba no requiere AE, pues lo tnico que se usa sistematicamente es que
toda unién finita de conjuntos finitos es finita.
3Notemos que la condicién alt 4z > o es redundante, pues se sigue de la definicién de Y.
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Teorema 9.3 (Konig) (AEN) Todo Ng-drbol tiene un camino.*

DEMOSTRACION: Sea A un Ng-arbol y sea A’ un subarbol bien podado.
Entonces hay un zg € NivgA’, hay un z; € Niv; A’ tal que =9 < z1, hay
un x3 € NivoA’ tal que x1 < x2, y por recurrencia construimos un conjunto
C = {z,, | n € w} que claramente es un camino en A. n

En general, podemos garantizar la existencia de caminos en un &arbol si
suponemos que sus niveles son suficientemente pequenos:

Teorema 9.4 (AE) Sik es un cardinal regular y p < k, todo drbol de altura K
cuyos niveles tengan cardinal menor que p tiene un camino.

DEMOSTRACION: Sea A un arbol en las condiciones del enunciado. Siz € A
y 0 < altaz, representaremos por x|s al unico elemento de Nivs(A4) tal que
xls < .

Veamos en primer lugar que no perdemos generalidad si suponemos que A
no se ramifica en niveles de altura limite, es decir, que si a, b € Nivy(A), para
cierto ordinal limite A y a # b, entonces existe un § < A tal que als # bs.

En efecto, para cada A < k, sea Cy el conjunto de todas las cadenas de
la forma {x € A | z < a}, con a € Nivy(A). (El problema es que diferentes
elementos a pueden determinar la misma cadena C.) Podemos suponer que si
C € @) entonces C' ¢ A (por ejemplo, no perdemos generalidad si suponemos
que los elementos de A son pares ordenados de la forma (a,0), con lo que una
cadena C' no es ninguno de estos pares). Observemos que |Cy| < |Nivy(4)| < p.

Consideramos ahora A’ = AU |J €, y definimos en A’ la relacion de orden
A<k
que extiende a la de A de modo que si C' € C,, sus anteriores son sus elementos

y las cadenas C’ € Gy tales que C' C C y N < ), y sus posteriores son los
elementos de A mayores que todos los elementos de C' y las cadenas C’ € Gy
con A< XN yCccC.

Es facil ver que A’ es un arbol tal que cada elemento de A de altura « tiene
altura @ + 1 en A’ y Nivy(A4’) = €. Esto hace que A’ siga siendo un & arbol
y que sus niveles siguen teniendo cardinal < p. (Lo que hemos hecho es poner
un nuevo elemento por debajo de cada grupo de elementos de Nivy(A) con una
misma cadena por debajo, de modo que la ramificaciéon pasa de producirse en
el nivel A al nivel A 4 1).

Es claro que si demostramos que A’ tiene un camino, al cortarlo con A
tendremos un camino en A.

Asi pues, suponemos que A no se ramifica en niveles limite. Supongamos en
primer lugar que p es regular. Para cada A < k tal que cf A\ = p, elijamos un

4Necesitamos AEN tnicamente para concluir que todo Ng-arbol es numerable (porque es
unién de una cantidad numerable de niveles finitos), pero si aplicamos el teorema de Konig a
un arbol que ya sabemos que es numerable no necesitamos AEN, pues no hace falta el axioma
de eleccion para elegir elementos de un conjunto numerable.
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xx € Nivy(A). Para cada x € Nivy(A) distinto de x) existe un 6 < A tal que
Zals # x|s. Como |Nivy(A4)| < p = cf A, podemos tomar un f(A) < X tal que
para todo x € Nivy(A) \ {zx} se cumple que zx|f(a) 7 Z|f(a)-

Ahora usamos que E = {\ < k | ¢cf A = p} es estacionario en s (teorema
6.13) y, como f : E — Kk es regresiva, por el teorema 6.15 sabemos que es
constante en un conjunto estacionario E’ C F, en particular no acotado en
k. Digamos que toma el valor v. Como {zx|y | v < A € E'} tiene cardinal
k, mientras que |Niv,(A)| < pu, tiene que existir un subconjunto ¥ C E’ de
cardinal x, luego no acotado, tal que todos los x|, son iguales, para A € Y.

Pero esto hace que si A, X € Y, digamos A < X, necesariamente z) < x)/,
pues en caso contrario x|y # xx y, como f(X\) = v, tendria que ser xx/|y # 21|+,
por definiciéon de f, contradiccion.

Asi pues, {7 }rey es una cadena, y {x € A| VA €Y 2 < x,} es un camino
en A.

Consideremos ahora el caso en que pu es singular. Para cada o < k, tenemos
que |Niv,(A)|T < p es un cardinal regular, luego existe un v < p regular tal
que el conjunto X = {a < Kk | |Niv,(4)| < v} tiene cardinal &, luego no

esta acotado. Entonces A’ = [J Niv,(A) es un k-arbol con todos sus niveles
acX
de cardinal < v. Por la parte ya probada tiene un camino C, y es claro que

{r € A|Vy € C z <y} es un camino en A. "

9.2 El problema de Suslin

El teorema 2.51 prueba que un conjunto totalmente ordenado es semejante
a R si y so6lo si es un continuo sin extremos separable. Suslin conjeturd que la
condicion de separabilidad puede sustituirse por la condicién de cadena nume-
rable:

Hipétesis de Suslin (HS) Todo continuo sin extremos con la condicion de
cadena numerable es semejante a R.

La condiciéon de cadena numerable equivale a la separabilidad en espacios
meétricos, pero, aunque R es ciertamente un espacio métrico, si tenemos un con-
tinuo sin extremos con la condiciéon de cadena numerable, no podemos asegurar
que su topologia de orden sea metrizable antes de saber si es 0 no semejante
a R, por lo que no podemos asegurar a priori que tenga que ser separable.

Definicion 9.5 Una recta de Suslin es un continuo sin extremos con la condi-
cién de cadena numerable no separable.

En estos términos la hipotesis de Suslin equivale a la no existencia de rectas
de Suslin, y lo que sucede es que no se puede demostrar ni que existan ni que
no existan rectas de Suslin. De momento, lo que vamos a probar aqui es que
el problema de Suslin es equivalente a un problema topologico mas general, a
saber:
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Hipétesis de Suslin (HS) Un conjunto totalmente ordenado cumple la c.c.n.
(como espacio topoldgico con la topologia de orden) si y sdlo si es separable.

En efecto:

Teorema 9.6 Son equivalentes:

1. Eziste un conjunto totalmente ordenado con la condicion de cadena nu-
merable no separable.

2. FExiste un conjunto ordenado denso en si mismo, sin extremos, con la
condicion de cadena numerable y en la que ningun intervalo es separable.

3. Eziste una recta de Suslin en la que ningun intervalo es separable.

4. Ezxiste una recta de Suslin.

DEMOSTRACION: Solo hay que probar que 1) = 2) y que 2) = 3).

Sea Y un conjunto totalmente ordenado que cumpla 1) y consideremos la
relacién en Y dada por x ~ y si y s6lo si el intervalo comprendido entre ellos,
Jz,y[ o |y, z[, es separable. (Notemos que un intervalo vacio es separable.) Es
inmediato comprobar que se trata de una relaciéon de equivalencia. Llamamos X
al conjunto cociente.

Veamos que si [z] = [y] € X y ¢ < z < y, entonces [z] = [z] = [y].

En efecto, tenemos que |x,y[ es separable, luego ]z, z[ también lo es. (En
general, todo subespacio abierto de un espacio separable es separable.)

De aqui se sigue facilmente que si [x1] = [z2] # [y1] = [y2], entonces
1 <Y1 > T2 < Y.

Por consiguiente podemos definir la relaciéon de orden total en X dada por
2] <[yl &z <y

Vamos a probar que X cumple 2).

En primer lugar probamos que si I € X entonces I es un subconjunto sepa-
rable de Y.

En efecto, sea M una familia maximal de intervalos abiertos no vacios dis-
juntos dos a dos con extremos en I. Como Y cumple la condiciéon de cadena
numerable, tenemos que M es numerable. Digamos que M = {]z,, yn[ | n € w}.
Como x,, y, € I, tenemos que x,, ~ Yn, luego |z,,y,| es separable. Sea D,
un subconjunto denso numerable de |z, y,[. Sea D = |J D,, C I numerable.
Veamos que es denso en [. new
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Sea |x,y[ un intervalo abierto no vacio con z, y € I. La maximalidad de
M implica que existe un n € w tal que |x,,y,[ N ]z, y[ # . Esta interseccion
contiene un intervalo no vacio, luego corta a D,,, luego a D, luego |z, y[ND # @.

En particular concluimos que X tiene al menos dos puntos, pues en otro
caso X = {Y'} y tendriamos que Y seria separable.

Veamos que X es denso en si mismo (en particular es infinito).

Sean [z] < [y] dos elementos de X y supongamos que no hay ningan otro
elemento entre ambos. Supongamos que x < z < y. Entonces [x] < [z] < [y],
luego [z] = [2] o [z] = [y], luego z € [x] U [y]. Asi pues, |z,y[ C [z] U [y]. Como
[x] e [y] son subconjuntos separables de Y, también lo es su union y también lo
es |z, y[, luego [z] = [y], contradiccion.

Veamos que X cumple la condicién de cadena numerable.

Supongamos que {][za], [ya][}, <, © una familia de intervalos de X dis-
juntos dos a dos. Tomando intervalos estrictamente contenidos en los dados,
podemos exigir que [z,] # [yg] para todo «, 8 < wi.

Como los intervalos de X son no vacios, es claro que |zqa,yo| # <. Mas
aun, son disjuntos dos a dos, pues si existe z € |24, Yo [N ]2, Ya[, entonces [z] =
[za] V [2] = [ya] v, por otra parte, [z] = [25] V [2] = [ys], luego [2] = [za] = [24]
o bien [z] = [ya] = [ys], pero esto solo es posible si a = 3.

Asi pues, la familia {]z4, Yo[}ta<w, contradice la condiciéon de cadena nume-
rable de Y.

Veamos que ningun intervalo abierto de X es separable.

Supongamos que un intervalo |[z],[y][ en X tiene un subconjunto denso
numerable {d, | n € w}.

Sea H = U L Cc Y. Es claro que |z,y[| C H, luego si probamos que
[z]<L<y]
H es separable tendremos que |z, y[ también lo sera, luego [z] = [y], lo cual es

absurdo, pues hemos tomado [z] < [y].

Observemos que el conjunto de las clases [z] < L < [y] con mas de dos puntos
ha de ser numerable, pues de cada una de ellas obtenemos un intervalo en Y no
vacio con los cuales se forma una anticadena en Y. Sea {L,},<w. €l conjunto
de estas clases. Sabemos que L, contiene un conjunto denso numerable D,,.
Sea D la unién de todos los conjuntos D,, mas un elemento de cada clase d,,.
Entonces D es denso en H, pues si u < v son elementos de H y Ju,v[ # &, o
bien [u] = [v] = L,, y entonces |u,v[N D,, # &, o bien [u] < [v], en cuyo caso
existe n tal que [u] < d, < [v], con lo que también Ju,v[N D # @.

Asi X cumple 2) salvo por el hecho de que puede tener maximo o minimo
elemento. Ahora bien, como X es denso en si mismo, si eliminamos el posible
maximo y minimo, obtenemos un nuevo conjunto ordenado ya no tiene maximo
ni minimo y sigue cumpliendo las otras propiedades.

Ahora veamos que 2) implica 3). Sea X un conjunto totalmente ordenado en
las condiciones de 2) y sea W = C(X) la complecion de X en el sentido de 2.44,
que es un continuo tal que existe una inmersién densa ¢ : X — W.
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Si hubiera en W una familia no numerable de intervalos no vacios disjuntos
dos a dos, dentro de cada uno de ellos podriamos tomar un intervalo no vacio con
extremos en i[X], y asi obtendriamos una familia igual en X. Por lo tanto W
cumple la condicién de cadena numerable.

Si un intervalo ]S, Sa[ en W tuviera un subconjunto denso numerable, toma-
mos z, y € X tales que S7 < i(z) < i(y) < Se y podriamos tomar un conjunto
denso numerable D en |i(x),i(y)[. Para cada intervalo |Dy, Ds[ con extremos
en D tomamos un punto u € |x,y[ tal que i(u) € |Dy, Da[. Asi obtenemos un
subconjunto numerable de ]z, y[ que claramente es denso, contradiccion. Asi
pues, W es una recta de Suslin sin intervalos separables. L]

Por consiguiente, la hipotesis de Suslin es en realidad un problema topolo-
gico general sobre si las topologias de orden cumplen también un resultado que
sabemos que es valido para las topologias metrizables: la equivalencia entre la
separabilidad y la condicién de cadena numerable.

A este respecto, el teorema [T 12.27] nos dice que todo espacio ordenado
satisface la relacién
c(X) < d(X) < e(X)T,

donde la celularidad ¢(X) es la menor cota del cardinal de cualquier familia
de abiertos disjuntos dos a dos, y la densidad d(X) es el menor cardinal de un
subconjunto denso en X. En particular, un conjunto totalmente ordenado X
con la c.c.n. (es decir, con ¢(X) = Ng) tiene un subconjunto denso de cardinal
d(X) < N;. Pero el teorema da una condicion suficiente para que se dé la
igualdad d(X) = c¢(X), precisamente en términos de la no existencia de un
arbol con ciertas propiedades:

Definicion 9.7 Un k-drbol de Suslin es un k-arbol cuyas cadenas y anticadenas
tienen todas cardinal < x. Un drbol de Suslin es un Ri-arbol de Suslin.

Antes de profundizar en la relacion de los arboles de Suslin con la topologia
de los espacios ordenados conviene probar algunos hechos elementales.

Observemos que todo k-subarbol bien podado de un k-arbol de Suslin es
claramente un k-arbol de Suslin bien podado, luego, si x es un cardinal regular
y existe un k-arbol de Suslin, también existe un x-arbol de Suslin bien podado.

Diremos que un arbol A esta ramificado si todo x € A tiene extensiones
incompatibles, es decir, si el conjunto {y € A | © < y} no esta totalmente
ordenado.

Teorema 9.8 Todo k-drbol de Suslin bien podado estd ramificado.

DEMOSTRACION: Sea A un k-arbol de Suslin bien podado. Sea y € A.
Sea C' una cadena maximal que contenga a y. Entonces |C| < &, luego existe
un ordinal « < k tal que alt C' < a. Como A esté bien podado existe un z € A
de altura « tal que y < x. No puede ocurrir que todos los elementos de C' estén
bajo x, luego tomando un 2’ € C con y < 2’ que no esté bajo x, tenemos que x
y z’ son extensiones incompatibles de y. Por lo tanto A est4 ramificado. m
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Esto tiene interés porque la condicion de Suslin se simplifica un tanto sobre
los arboles ramificados.

Teorema 9.9 Si k es un cardinal reqular y A es un k-drbol ramificado en el
que toda anticadena mazimal tiene cardinal < K, entonces A es un k-drbol de
Suslin.

DEMOSTRACION: Toda anticadena estd contenida en una anticadena maxi-
mal, luego todas las anticadenas de A tienen cardinal < k. Si A tuviera una
cadena de cardinal x, podriamos tomarla maximal, llamémosla B. Entonces B
corta a todos los niveles no vacios de A. Para cada x € A, sea f(x) > x tal que
f(x) ¢ B (existe porque A esta ramificado).

Definimos por recurrencia una sucesion {4 }a<x de modo que z, € By

altaxe > | alt f(za). Asi {f(2a)}a<r s una anticadena no numerable en A,
B<a
contradiccion. L]

Pasamos ya a estudiar la relacion entre los arboles de Suslin y la hipotesis
de Suslin. En realidad el teorema [T 12.27] nos da ya la mitad de la respuesta:

Teorema 9.10 Si k es un cardinal infinito, existe un espacio ordenado X tal
que ¢(X) = k < d(X) si y sdlo si existe un kT -drbol de Suslin.

DEMOSTRACION: Lo que afirma [T 12.27| es precisamente que si k es un
cardinal infinito y existe un espacio ordenado X tal que ¢(X) = k < d(X),
entonces existe un xT-arbol de Suslin. Supongamos ahora que existe un x*-
arbol de Suslin A y vamos a probar que existe un conjunto ordenado en las
condiciones del enunciado. Podemos suponer que A esta bien podado. Fijamos
un orden total < en A y llamamos L al conjunto de todas las ramas de A.

Si C € L, del hecho de que A esta bien podado se sigue que alt C' es un ordinal
limite. Si o < altC, llamaremos C(«) al tnico elemento en C de altura o.
Dados C, D € L, C # D, llamaremos d(C, D) al minimo ordinal « tal que
C(a) # D(a). Claramente d(C, D) < alt C Nalt D. Definimos en L el orden <
dado por

C <D« C=DV(C+#DAC((C,D)) < D(d(C, D))).

Es claro que la relacion < es reflexiva y antisimétrica. Veamos que es transi-
tiva: Si C' < D < F y se da alguna igualdad es claro que C' < E. Supongamos,
pues, que C' < D < E. Tenemos las posibilidades siguientes:

¢ D E C D E Cc D E C E

d(D,E)=d(C,E) d(D,E)=d(C,E) d(C,E)=d(C,D) d(C,D)=d(D,E)
=d(C, D) < d(C, D) < d(D,E) < d(C,E)
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Sabemos que C(d(C, D)) < D(d(C, D)), D(d(D, E)) < E(d(D, E)) y hemos
de probar que C(d(C, E)) < E(d(C, E)), lo cual es cierto en los tres primeros
casos, mientras que el cuarto contradice las hipotesis.

Es claro que dos ramas cualesquiera son comparables, luego L es un conjunto
totalmente ordenado.

Vamos a probar que ¢(L) < k. En efecto, supongamos que {]Cq, Do [}acit
es una familia de intervalos no vacios disjuntos dos a dos. Sea C, < E, < D,
y sea 3, tal que

A(Co, Eo) Ud(Eq, Dy) < Ba < alt E,.

Vamos a probar que {E,(84)}acs+ s una anticadena en A, con lo que
tendremos una contradiccion. En caso contrario, si F,(84) fuera compatible
con un E,/ (B4 ), eso significa que

d(E(,“ Ea/) > min{ﬂou /BO/}'

No perdemos generalidad si suponemos que el minimo es 3,. Entonces se cumple
que d(Ey, Ey) > Ba > d(Cy, E,), luego d(Cy, Eo ) = d(Cq, E,), luego

C(d(cﬂm Ea')) = C(d(caanz)) < Ea(d(comEOz))

= B (d(Ca, Eo)) = Bar(d(Ca, Eur)).

Esto significa que Cy < Eo . Igualmente, d(Ey, Ey) > By > d(Eq, Dy,), luego
d(Eqar, Do) = d(Eq, Dy ), luego

Ey(d(Ey,Dy)) = Ear(d(Ew, Do) = Eo(d(Ew, Do)

< Da(d(EmDa)) = Da(d(Ea’aDa))v
luego Cyp, < Eqr < Dy, y asi Ey € |Cq, Do[N]Cor, Do [ = 2.

Ahora veamos que d(L) > k. Supongamos que D es un subconjunto denso
en L con |D| < k. Las alturas de las ramas de D son ordinales < x*. Como
hay a lo sumo k alturas y ™ es regular, podemos tomar § < x* mayor que
cualquiera de ellas. Sea = € NivsA.

Como A esta ramificado, existe un ordinal § < o < k7T tal que existen 7, s,
t € Niv, A por encima de z. Tomemos E, F', G € L tales que r € E, s € F,
t € G. Podemos suponer E < F' < G. Asi, |E,G][ es un intervalo no vacio,
luego deberia existir C' € |E,G[ N D. Ahora bien, como z € E N G, tenemos
que 6 = altgz < d(F,G), y como d(C,E) < altC < § (porque C € D y por
la definicion de §), resulta que d(C, E) = d(C,G), de donde se sigue que C es
menor que F y G o mayor que ambos, contradiccion.

Con esto hemos probado que ¢(L) < k 'y que d(L) > k™, pero como [T 12.27]
afirma que d(L) < ¢(L)*, tiene que ser exactamente c¢(L) = k y d(L) = k.
|

En particular, teniendo en cuenta el teorema 9.6, hemos probado lo siguiente:
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Teorema 9.11 Existe un drbol de Suslin si y sdlo si existe una recta de Suslin.

Con esto tenemos una expresion alternativa para la hipdtesis de Suslin:

Hipotesis de Suslin (HS) No existen drboles de Suslin.

9.3 La independencia de la Hip6tesis de Suslin
En esta seccién vamos a demostrar que
AM(R;) — HS, ¢ — —HS.

Si el lector acepta nuestra palabra de que tanto AM(X;) como ¢ son consistentes
con los axiomas de la teorfa de conjuntos, con esto tendra probado que no es
posible demostrar ni refutar la existencia de rectas o arboles de Suslin.

En realidad podemos dar varias pruebas de que AM(X;) — HS. La mas
sencilla y directa es ésta:

Teorema 9.12 AM(XN;) — HS.

DEMOSTRACION: Supongamos AM(X;) y que existe un arbol de Suslin.
Entonces existe uno bien podado A. Sea P = A con el orden inverso. Entonces
P es un c.p.o. con la condicién de cadena numerable y, para cada a < wq, el
conjunto D, = {a € A | altga > a} es denso en P. Por AM(X;) tenemos un
filtro G que corta a todos los conjuntos Ay, lo que se traduce en que G es un
camino (no numerable) en A, contradiccion. L]

Otra prueba indirecta se basa en la propiedad siguiente de las rectas de
Suslin:

Teorema 9.13 Si X es un espacio ordenado con la c.c.n. pero no separable,
entonces X x X no cumple la c.c.n.

DEMOSTRACION: Vamos a construir tres sucesiones {aq fa<w;s {Pa}a<w
{Cata<w, en X tales que:

1. an < by < cq,
2. |ag,ba| # D # |ba, Cal
3. laa,ca|N{bp | B < a} =2.

Admitiendo que tenemos tales sucesiones, definimos U, = Jaq, ba[ X 1ba; Cal
y observamos que se trata de una familia de abiertos en X x X no vacios (por la
propiedad 2) y disjuntos dos a dos, pues si 8 < «, entonces, o bien bg < a,, en
cuyo caso |ag, bg[ N ]aq,ba| = @, 0 bien a, < bg, en cuyo caso, por 3) tenemos
que ¢, < bg, luego ]bg, cg[ N by, ca| = @. Por lo tanto, X x X no cumple la
c.c.n.
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Veamos, pues, como construir la sucesion. Sea A C X el conjunto de los
puntos aislados de X. Si a € A entonces {a} es abierto, luego por la c.c.n.
tenemos que |A| < Rg. Supongamos definidas {aa}a<p; {bata<s, {Cata<s:
para 8 < wy. Entonces D = AU{a, | a < S} U{by | @ < B} U{ca | @ < B}
es un conjunto numerable, luego X \ D # @. Como es un abierto no vacio,
contendra un intervalo abierto no vacio ]ag, ¢g| que, como no contiene puntos
aislados, es infinito, luego contiene un bg que lo divide en dos intervalos no
vacios. n

Como el teorema 8.57 afirma que si se cumple AM(X;) el producto de espa-
cios con la c.c.n. cumple la c.c.n., tenemos asi un argumento alternativo por el
que no puede haber rectas de Suslin si se cumple AM(R;). Por otra parte:

Teorema 9.14 ¢ — —HS.

DEMOSTRACION: Vamos a definir una relacion de orden <* en w; de modo
que B = (w1, <*) sea un arbol de Suslin. Por simplificar la construccion no va
a tener una unica raiz, sino que todos los nimeros naturales tendran altura 0
(después nada nos impide podar bien el arbol resultante y obtener otro arbol
de Suslin mas elegante). Los primeros niveles de B seran asi:

2w 2w+1 2w+2 2w+3 2w+4 2w+D 2w+6 2wWw+HT---
w w+1 w+2 w+3 ---
0 1 ...

Mas concretamente, Niv, B estara formado por los ordinales de
Ny ={w-a+n|necw}

Por las propiedades de la aritmética ordinal, los conjuntos {Ng}a<w, forman
una particion de wy en N; subconjuntos numerables disjuntos dos a dos.

Sea {A,}a<w, una sucesion ¢. Definiremos la relacion <* recurrentemente
sobre cada N, de modo que se cumplan las propiedades siguientes:

1. Ao < wy NivyB = N,,
2. Para cada a < w; y cada n < w se cumple
watn<*wla+1)+2n y w-a+n<"wla+1l)+2n+1

v los miembros derechos son los tinicos elementos de N, que extienden
al miembro izquierdo.

3. SiB<a<wyx€ Ng, entonces Vy € N, z <* y.

4. Si A < wy, By = A (donde By, = {a < wy | altpa < A}) y Ay es una
anticadena maximal en B), entonces

Nz e N\Vye Ay y <z
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La propiedad 2) afirma que el elemento n-simo del nivel a-ésimo tiene exac-
tamente dos extensiones en el nivel o + 1-ésimo, a saber, los elementos 2n-simo
y 2n + l-ésimo. La propiedad 3) afirma que desde cualquier punto se puede
ascender hasta cualquier altura y, por dltimo, lo que expresa la propiedad 4) es
que si “da la casualidad” de que By = X\ y “da la casualidad” de que A) es una
anticadena maximal en B), entonces Ay serd una anticadena maximal en B, es
decir, no podra prolongarse a una anticadena mayor, pues cualquier elemento
z € B que esté en un nivel posterior a A tendra por debajo un elemento de N
que, por 4), tendra por debajo un elemento de Ay, luego = sera compatible con
un elemento de Ay y, por consiguiente, no podréa estar en una anticadena que
contenga a Aj.

Asi, en lugar de preocuparnos por que el arbol que vamos a construir no
tenga anticadenas no numerables, s6lo nos preocupamos de que, en caso de que
A) sea una anticadena, no pueda ser prolongada, con lo que no podra “crecer”
hasta volverse no numerable. La esencia de ¢ es que la sucesion {A)}r<w,
“predice” eficientemente las posibles anticadenas, de modo que al controlar las
de la forma Ay de hecho las controlamos todas, como vamos a ver.

Definiremos una sucesién de arboles

B, = U Ng
B<a
de modo que cada cual sea un subarbol de los siguientes y cumpla las propiedades
anteriores.

En B; = Ny la relacion <* se restringe a ser reflexiva, pues los niveles son
anticadenas. Si A < w; es un ordinal limite y <* esta definida en Bgs, para cada
4 < A, entonces, como

B\ = U Bs,
O<A
la relacion en B) esta completamente determinada (y cumple trivialmente todas
las propiedades requeridas).

Maés ain, si suponemos que <* esta definida sobre B,y1 (es decir, hasta el
nivel «), la propiedad 2) determina completamente su extension a Bgyo. Asi
pues, el tnico paso no trivial consiste en suponer definida <* sobre By = w - A
y extenderla a By 1, es decir, determinar qué elementos de B) son anteriores a
cada w- A+ n € Ny.

Numeremos los elementos de By = w - A = {z, | n € w}. Vamos a probar
que existen cadenas distintas { B(n) }n<. en By tales que z,, € B,, y B(n) corta
a todos los niveles N5 para todo § < A.

Supongamos construidas B(0),...,B(n — 1) y vamos a construir B(n). En
el supuesto de que By = A y que A, sea una anticadena maximal en B), se
cumple que x,, es compatible con un elemento de A (bien sea porque x,, € Ay
y es compatible consigo mismo, bien porque z,, ¢ Ay y entonces Ay U {z,} no
puede ser una anticadena, por la maximalidad de Ay). Por consiguiente, existen
un z* € By y un y € A, tales que z,, <* z*, y <* 2*. Si no se dan las hipotesis
de la propiedad 4), tomamos z* = x,,.
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Tenemos que o = altz* < A y z* tiene 2 prolongaciones de altura o + 1, 4
de altura a + 2, etc., luego si k > 27", existe un x** € N,y tal que " < ™" y
que es distinto de los a lo sumo n elementos en los que cada B(m) con m < n
corta a Ny4k.

Sea {Bm(n)}mew una sucesion cofinal creciente en A tal que alt 2** < Sy(n).
Sean {ym(n)}mew tales que ym(n) € N, ) ¥y n <" yo(n) < ya(n) < -
(existen por 3). Basta tomar B(n) = {z € By | Vm € w z <* y,(n)}.

Asi B(n) es una cadena distinta de todas las B(m) anteriores, pues contiene
a ™, y en el caso en que se den las hipdtesis de la propiedad 4) contiene un
elemento y € A).

Ahora extendemos <* a B)1j estableciendo que los elementos anteriores
a w- A+ n son exactamente los de B(n), con lo que ciertamente w - A + n
tiene exactamente \ anteriores en By 41, luego Ny es el nivel A-ésimo de Bj41.
Obviamente By1; cumple las propiedades 1), 2), 3), y también la 4), pues si
B, = Ay A) es una anticadena maximal en By y x € N,, entonces r = w-A+n,
para cierto n € w y, por construccion B(n) contiene un y € Ay, luego y <* z.

Asi pues, tenemos definido un drbol B = (w1, <*) que cumple las propiedades
1), 2), 3) y 4). Por 1) es un X;-arbol y por 2) es ramificado, luego para probar
que es un arbol de Suslin basta ver que todas sus anticadenas maximales son
numerables (teorema 9.9).

Sea, pues, A una anticadena maximal en B. Entonces todo § € B = w;
es compatible con un elemento de A. Sea f : w; — w; una funcién que a
cada § € w; le asigne un f(J) € A compatible con 6. Consideremos también
g : w; — wy dada por g(d) = w - §. Entonces, el conjunto

C={\<w | fIN]CAg[\cCA}

es c.n.a. en wy, y tiene la propiedad de que si A € C, entonces By = Ay AN\ es
una anticadena maximal en B). En efecto, si § € B), entonces § = w-a+n, para
clertos « < Ay n < w, luego w-a = g(a) < A\, luego § < A, y asi By C \. La
otra inclusion es A C wA, que se da siempre. Ademas, si x € By = A, entonces
f(x) € AN es compatible con z, luego AN es una anticadena maximal en B).

Como el conjunto {a < wy | AN a = A,} es estacionario en wy, existe un
A€ Ctalque ANA = Ay, yasi By = Ay A) es una anticadena maximal en Aj.
Se cumple entonces que A = AN B, = A,, pues si existiera x € A\ By, es decir,
si A contuviera un elemento de altura > A, habria un zg € Ny = Niv, B tal que
o < x, y por construccion existe un y € Ay tal que y < zp < z, luego tiene
que ser y = x, pues A no puede contener elementos compatibles, y asi x € Aj.
Esto prueba que A = A, es numerable. n

El teorema anterior se generaliza sin dificultad al caso de sucesores de car-
dinales regulares, si bien necesitamos entonces el caso méas fuerte del diamante
de Jensen (el que no se sigue de la HCG):

Teorema 9.15 Sea k un cardinal reqular tal que 2<% = k y supongamos que se
cumple O, donde E = {\ < k™ | ¢cf X = k}. Entonces existe un r*-drbol de
Suslin.
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DEMOSTRACION: Sea {A,}ack una sucesion ¢p. Siguiendo el esquema del
teorema, anterior, vamos a definir una relaciéon de orden <* en k™ de modo que
B = (k1,<*) sea un arbol de Suslin. Llamaremos analogamente

Ny ={k-a+0d|6 €k},

de modo que los conjuntos { N, }acp+ forman una particién de s en x* sub-
conjuntos disjuntos dos a dos de cardinal < x. La construccion garantizard que
se cumplen las propiedades siguientes:

1. Aa < st Niv,B = N,,
2. Para cada a < kT y cada § < k se cumple
kra+0<*wla+1)4+62 y k-a+d<"wla+l)+062+1

y los miembros derechos son los tnicos elementos de N, ;1 que extienden
al miembro izquierdo.

3. SiB<a<ktyaze Ng, entonces \VVy € N, © <* y.
4. Toda cadena maximal en B tiene altura de cofinalidad .

5. Si A < kT, cf X = Kk, B, = A\ y A\ es una anticadena maximal en B,
entonces
Az e NaVy e Ay y <"z

Estas condiciones implican claramente que B es un st-arbol ramificado.
Vamos a definir recurrentemente una estructura de arbol en cada
B, = |J Ng,
B<a
de modo que cada B, contenga como subarboles a los Bg anteriores y cumpla
las condiciones 1) — 5), entendiendo la 4) como que la altura de cada cadena
maximal en B, es « o tiene cofinalidad k.

La definicion de <* sobre By = Ny es trivial (cada ordinal sélo estéa rela-
cionado consigo mismo). También es trivial la definicion de <* sobre cada B)
y sobre cada B,4o (en cuyo caso la extension viene determinada por la pro-
piedad 2). Supongamos construido By y veamos como construir Byii. Sea
pw=rcft <k.

Veamos en primer lugar que todo x € B) estd contenido en un camino.
En efecto, podemos tomar {04 }a<, una sucesion cofinal y normal en A tal que
altx = §yp. Definimos una sucesion creciente {4 }a<, en By de modo que
altz, =00 y o = .

Para ello tomamos zy = x, supuesto definido x, tomamos 41 € Ns_,, tal
que o <* Zo41 por la propiedad c), y si tenemos {x4 o<, con X < p < K,
entonces

Cy={peBy|Va<Xx<*2,}

es una cadena en B, de altura dy/, cuya cofinalidad es cf M’ < X < k, luego por
4) no es una cadena maximal en B), luego puede prolongarse a una cadena que
contendri un z/ de altura .
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Con esto termina la construccion de la sucesion, la cual nos da a su vez una
cadena C), de altura A (es decir, un camino) que contiene a x.

Supongamos ahora que p = c¢f A < k. Entonces, cada camino C en B) esta
determinado por

{peC|Va<paltp=da},

luego el nimero de caminos en By, es a lo sumo |[#B)| < k# < k<F = 2<F = g,
De hecho, el ntiimero de caminos es exactamente igual a k, pues cada elemento
de Ny pertenece a un camino distinto. Por consiguiente, podemos fijar una
enumeracion {Cs}s<, de todos los caminos de B) y establecer que cada k- A+ 4§
estd por encima de todos los elementos de Cjs y solo de ellos. Esto hace que
cada elemento de N tenga altura A en By;1 y que no haya cadenas maximales
de altura A, pues todas ellas se extienden a cadenas de altura A\ + 1. Asi By
cumple las propiedades 1), 3), 4), y las demas se cumplen trivialmente.

Supongamos ahora que ¢f A = k pero no se cumple que By = Ay que A)
es una cadena maximal en B). Entonces repetimos la construccién anterior
pero no con una enumeracion de todos los caminos, sino que enumeramos los
elementos de By, digamos {zs}s<, v elegimos caminos {Cs}s<, de modo que
x5 € Cs. Con esto conseguimos que se sigan cumpliendo las propiedades 1) y 3),
y las demas se cumplen trivialmente.

Por tultimo, supongamos que se cumplen las hipotesis de la propiedad e).
Entonces, cada x5 € B) es compatible con un elemento de A, lo cual significa
que podemos tomar y; € By y as € Ay de modo que x5 <* ys, as <* ys.
Entonces, para cada x5 € B) elegimos un camino Cys que contenga a ys y
definimos con ellos B) 1.

Con esto tenemos construido el xk*-arbol ramificado B. Sea A una antica-
dena en B, que podemos suponer maximal. Como en la prueba del teorema
anterior, existe un conjunto c.n.a.

C c{N< k' | Bx= XA ByNA es una anticadena maximal en By}

es c.n.a. en k7. Como el conjunto {\ € E | AN X = A,} es estacionario en k*,

podemos tomar A € C tal que AN X = A). Asi Ay C A es una anticadena

maximal en B). Ahora bien, todo elemento de B de altura > A tiene bajo si un

elemento de Ny, el cual, por la propiedad 5), tiene bajo si un elemento de Aj,

luego un elemento de A. Esto implica que A = A), luego tiene cardinal < k.
| |

Asi pues, tenemos probado que es consistente que existan k-arboles de Suslin
(es decir, que no se puede probar que no existen) salvo si k es inaccesible o bien
es el sucesor de un cardinal singular. Vamos a probar ahora que en el dltimo
caso también es consistente la existencia de k-arboles de Suslin:

Teorema 9.16 Sea k un cardinal infinito tal que existe E C k™ estacionario
de modo que se cumplen O, (E) y Op. Entonces eziste un kT -drbol de Suslin.
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DEMOSTRACION: Sea {Aq}acr una sucesion O y sea {Ci}r<.+ una su-
cesion [, (F). Vamos a construir un arbol sobre x* siguiendo exactamente el
mismo planteamiento de la demostracion del teorema anterior, salvo que ahora
la construcciéon garantizara los hechos siguientes:

1. Aa < st Niv,B = N,,
2. Para cada o < kT y cada § < k se cumple
kra+d<"wa+1)4+02 vy k-a+d<"wla+1)+62+1

y los miembros derechos son los tnicos elementos de N, ;1 que extienden
al miembro izquierdo.

3. SiB<a<rktyaze Ng, entonces Vy € Ny © <* y.
4. Toda cadena de altura limite A estd bajo un dnico elemento de Nj.

5. Si A€ E, By =)y A es una anticadena maximal en B), entonces

Nz e N\Vy e Ay y <* z.

El problema es como extender la relacion de orden <* de By a Byy1.-

Dado x € B, trataremos de encontrar un camino en By que contenga a .
Sea {7a(@)}a<s, la semejanza de C) en su ordinal 5. Sea ay(x) el minimo
ax(z) < 0 tal que z € B ) Definimos una sucesion {p5(a)}a, (z)<a<o
como sigue:

Ya(ax(z

e pY(ax(x)) es el minimo ordinal y € N, (a, (2)) tal que z <* y.
e pi(a+1) es el minimo ordinal y € B, (a+1) tal que p5(a) <* .

e p3()\') es el tnico ordinal y € N, () tal que
Na < N(ax(z) < a— pi(a) <*y).

Observemos que el ordinal y requerido existe sin duda en los dos primeros
casos por la propiedad 3). Sin embargo, no es evidente que exista en el tercer
caso (pero si existe es tnico, por la propiedad 4). Supongamos de momento que
existe un tGnico y para cada x, de modo que la funcién py puede ser definida.
En tal caso podemos definir

C5={yeBr|Va<byy< pi(a)},

que claramente es un camino en B) que contiene a x. Extendemos la estructura
e arbol a By distinguiendo dos casos:
de arbol a By dist do d

Si no se cumple que A € E, By = Ay Ay N\ es una anticadena maximal de
B, numeramos todos los caminos C que hemos construido, digamos {C§}5<m
y establecemos que por encima de cada Cf\ esté Unicamente k- A + 9.
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En caso contrario, consideramos tinicamente los caminos correspondientes
a ordinales z € B) que tienen por debajo un elemento de Ay. Notemos que
por la maximalidad de Ay N A todo elemento de By = A es compatible con un
elemento de Ay, luego estd en uno de los caminos considerados, luego con esta
construccion todo elemento de B), tiene una extension en Ny.

Esto termina la construccién de B, que es claramente un xT-arbol ramifi-
cado, supuesto que para todo A haya sido posible construir las funciones p5.
Vamos a probar que esto es asi considerando, por reduccién al absurdo, el mi-
nimo A para el que existe un x € By que no permite construir la funcién pf.
Esto s6lo puede deberse a que existe un A entre a(x) y 0y para el que no existe
el y requerido.

Tenemos que 5 (\') es un punto de acumulacion de Cy. Por la definicion de
Ox(E) tenemos que A (XN) € Ey que C,, (xy = CxNya(N) = {m(a) [ < X'}

Esto significa que la enumeracion de C,, (yy es simplemente la restriccion a
N de la de Cy, luego la funcién pfh( ) €8 el fragmento de p§ que puede definirse
hasta que la construccion falla en ), y el problema es que el camino C’;“A( vy 1o
tiene una extension a N, (\y, pero eso es imposible, porque como y\(\') ¢ E,
la construccion al nivel 75()') se hace de modo que todos los caminos C%, )
se prolongan hasta N, (x/).

Esto prueba que el arbol B esta bien definido y so6lo falta probar que toda
anticadena maximal A cumple |A| < k. Pero esto se prueba exactamente igual
que en 9.15: existe un A € F tal que By = Ay AN X = A, es una anticadena
maximal en By. Todo elemento de B de altura > \ tiene bajo si un elemento
de Ny, el cual, por la propiedad e), tiene bajo si un elemento de Ay, luego un
elemento de A. Por lo tanto, A = Ay cumple |A| < k. "

Nota El teorema 6.44 nos da una situacién alternativa en la que también
existen xkt-arboles de Suslin: 2<% = k A 2° = kT A O,. "

9.4 Arboles de Aronszajn

Los teoremas 9.3 y 9.4 invitan a conjeturar si las hipétesis del segundo no po-
drian relajarse para obtener la generalizacion natural del primero, es decir, que
todo k-arbol tiene un camino. Sin embargo esto resulta ser falso si consideramos
N;-arboles:

Definicion 9.17 Un drbol de Aronszajn es un Rp-arbol cuyas cadenas son todas
numerables, es decir, que no tiene caminos.

Claramente, si A es un arbol de Aronszajn y A’ es un subéarbol bien podado,
entonces A’ es un arbol de Aronszajn bien podado. Todo arbol de Suslin es en
particular un arbol de Aronszajn.
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La situacion es curiosa: Imaginemos que estamos en la raiz xy de un arbol
de Aronszajn bien podado y nos disponemos a trepar por él lo méas alto que
podamos. Tenemos varias opciones para pasar al nivel 1, pero no importa
cual tomemos, pues desde cualquier punto x; del nivel 1 podemos llegar hasta
cualquier otro nivel. Igualmente no importa a qué punto xo del nivel 2 saltemos,
pues desde él se podra llegar seguro a cualquier altura. Pero cuando hayamos
dado w pasos por la ruta zg < z; < x3 < --- podemos encontrarnos con que
la rama se acaba aqui, que no hay ningin punto en el arbol mayor que todos
éstos. Podemos rectificar la ruta desde cualquier paso previo para garantizar que
llegamos al nivel w. Por ejemplo, si estamos dispuestos a cambiar a partir del
nivel 2 tomamos un x,, > x y seguimos el camino zg < x1 < o) < ah < -+ <z,
formado por los nodos anteriores a z,. A partir de aqui podemos pasar a un
Z,,+1 en el nivel w+ 1, etc., hasta determinar una cadena

To < T < Th <y < < Ty < Tppy1 < Tgga < oo

pero de nuevo podemos encontrarnos con que esta rama se acaba aqui, y que
para llegar mas arriba hubiera sido necesario desviarse en cualquiera de los pa-
sos previos. El hecho de que A sea un arbol de Aronszajn significa precisamente
que, tarde o temprano, hagamos lo que hagamos, terminaremos en una rama
numerable que no puede prolongarse mas. Podemos subir tan alto como quera-
mos, pero siempre llegard un momento en que para seguir subiendo tendremos
que bajar un poco y cambiar de direcciéon. Esta es la caracteristica de los arboles
de Aronszajn.

La existencia de arboles tan peculiares es dudosa, pero vamos a disipar la
duda construyendo uno.

Definicién 9.18 Si I es un conjunto no vacio y « un ordinal, llamaremos drbol
completo I-ddico de altura o al conjunto I<¢ con el orden dado por la inclusién.

Es claro que 1<% es un arbol de altura a cuyo nivel 3 (para 8 < ) es I7.
Teorema 9.19 (Aronszajn) Existe un drbol de Aronszajn.

DEMOSTRACION: Partiremos de A = {s € w<*! | s es inyectiva}, que es un
subarbol de w<¥1. Es claro que para cada o < w; se cumple que

Niv,A = {s € “w | s es inyectiva} # &,
luego altA = X;. Si C fuera una cadena no numerable en A entonces f = |J a

acC
es una funcién, porque los elementos de C' son compatibles, y habria de ser

f : w1 — w inyectiva, lo cual es absurdo. Por lo tanto las cadenas de A son
numerables. Sin embargo, A no es un arbol de Aronszajn porque sus niveles son
no numerables.

Definimos en cada conjunto “w la relacion de equivalencia dada por

srte {8 <als(B)#t(B)} es finito.

Vamos a construir recurrentemente una sucesion {sq }a<w, tal que
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1. s, € “w es inyectiva,
2. Sia < B <wi, entonces sy & Sgq;
3. w\ sq[a] es infinito.

Tomamos sp = &. Definido s,, tomamos cualquier n € w \ sq[a] y es facil
Ver que Sqa+1 = Sq U {(a,n)} cumple lo pedido. Supongamos definidos {ss}s<x,
para un limite A < w;.

Sea {ap }n<w una sucesion cofinal creciente en A. Vamos a definir una su-
cesion de aplicaciones inyectivas ¢, : o, — w tales que typ = so, y para todo
n € w se cumpla t, & Sq, A tniila, = tn.

Supuesto que estén definidas to, ..., 1,, tenemos que sS4, ,|a, ~ tn, luego si
definimos
* (ﬁ):{tn(ﬁ) si B < ap,

ntl Saﬂ,+1(5) si an < ﬂa

la inyectividad de sq,_, se pierde a lo sumo en un ntimero finito de ordinales
an < B < apg1. Por lo tanto, podemos definir ,,11 que difiera de ¢, ; tnica-
mente en dichos ordinales, haciendo que tome valores (distintos dos a dos) en el
conjunto (infinito) w \ %, {[a@ny1]. Asi t,41 es inyectiva y cumple lo requerido.

Seat = |Jt,. Claramente ¢t : A — w inyectiva. Definimos sy : A — w

mediante  "E¥
{5 25z

en otro caso.

De este modo, si @ < A serd o < avp, para cierto n < w, y entonces $y|o & tp)a
(pues se diferencian a lo sumo en ayg, ..., an_1), luego sxla = Sa,|la = Sa-

Ademés {t(a2n+1) | n € w} C w )\ sx[A], con lo que este altimo conjunto es
infinito y se cumple todo lo pedido.

Definimos A* = |J {t € NivoA | t = so}. Asi A* es un subarbol de A,

a<wi

pues six € A* y € A, y < x, digamos que altax = «, altay = 5, entonces
T R Sq, luego y = x|g & sq|p & sg y por consiguiente y € A*.

Para cada o < wy se cumple que s, € NivyA*, luego altA* = X;. Como en
A no hay cadenas numerables, tampoco las hay en A*. Finalmente,

NivaA® = {t € “w |t = 5, At inyectiva} C | {t € “w | t{o\e = Sala\z )
rCa
finito

y el miembro derecho es una unién numerable de conjuntos numerables. Con-
cluimos que A* es un arbol de Aronszajn. n

Maés en general:

Definicion 9.20 Un k-drbol de Aronszajn es un k-arbol cuyas cadenas tienen
todas cardinal < k, es decir, un k-arbol sin caminos.
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En estos términos hemos probado que no existen Wg-arboles de Aronszajn,
pero si Ni-arboles de Aronszajn. Por otra parte, es inmediato que si k es un
cardinal singular existen x-arboles de Aronszajn. El arbol considerado en la nota
tras el teorema 9.2 es un ejemplo. Para cardinales regulares > N; la existencia
o no de arboles de Aronszajn depende de la aritmética cardinal. El teorema
anterior admite la generalizacién siguiente:

Teorema 9.21 Sea k un cardinal regular tal que 2<% = k. Entonces existe un
kT -drbol de Aronszajn.

DEMOSTRACION: El caso en que k = ¥ se reduce al teorema 9.19, asi que
podemos suponer que K > Ng. Siguiendo el argumento de 9.19, partimos del
arbol A = {s € k<R | s es inyectiva}, que tiene claramente altura ™ y todas
sus cadenas tienen cardinal < k™. Ahora definimos en cada ®k la relacién dada
por

sato |{B<alsB)AHB)Y <x

y construimos recurrentemente una sucesion {sa}a<,§+ tal que
1. 54 € K es inyectiva,
2. Sia < f < kT, entonces s, & $gla,
3. sa[a] no es estacionario en k.

Tomamos sp = @. Definido s,, tomamos cualquier § € k \ so[a] y es facil
ver que Sa+1 = So U {(,d)} cumple lo pedido.

Supongamos definidos {ss}s<x, para un limite A < 7. Sea v = cf X < k.
Sea {a, }n<, una sucesion cofinal y normal en A. Podemos suponer que k < ag.

Para cada 1 < v, sea C;, un c.n.a. en & tal que s, [oy] N Cy = . Siv < &,

sea C' = () Cy, y si v =k, entonces sea C = A C, \ {0}. En ambos casos C
n<v n<k
es c.n.a. en Ky sq, o] NC Cn+1< k.

Definimos una sucesion de aplicaciones inyectivas ¢, : a,, — &\ C tales que
ty & Sq, ¥ sin <n' <ventonces t,|a, = ty.

Como s4,[ap]NC = &, podemos tomar tg = s4, : ®g — £\ C. Supongamos
definido t,. Como s,,,,[y41] N C C 7+ 2 < K, tenemos que A = s;jﬂ[C’]
cumple [A| < &, luego [sq,,,[ant1 \ ay] \ C| = K, luego podemos tomar un
conjunto B C ayy1 \ oy tal que |B| = [A[Rg ¥ sq,,,[B] C £\ C. Tomamos una

biyeccion g : AU B — sq,,,[B] y definimos

tn(ﬂ) si ﬁ < CY’r]7
tn+1(8) = < Saya(B) sifB€anir\ (ayUAUB),
9(B) siBe AUB.

Es claro entonces que t,41 : ay+1 — &\ C inyectiva, extiende a ¢, y ademas
ty+1 X Sa,,,, Dues difieren tinicamente en AU B y donde difieren t,, y s4,, lo
cual es un conjunto de cardinal < k.
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En tercer lugar, si estan definidos {¢,}, </, basta tomar

tx= U t,:ax — r\C,
n<\N

claramente inyectiva. Se cumple que ty = sq,,, pues

{8 <ax |tx(B) # sa,, (B)} C EJX{ﬁ < ap | ty(B) # sa,, (B)}

C U ({B<aylty(B) # 5a,(B)} U{B < oy | 50, (B) # 5a,,(B)})

n<N’
y se trata de una unién de menos de k conjuntos de cardinal menor que k.

Asi pues, podemos definir sy = |J ¢, : A — &\ C inyectiva. Trivialmente
n<v
sx[A] no es estacionario en &, pues no corta a C'y si § < A existe un 7 < v tal

que 0 < ay < A, con lo que sy|s = tyls = sa,|s = S5

Definimos A* = |J {t € NivaA | t = 54}, que es un subarbol de A, luego
a<kt
no tiene cadenas de cardinal x y, como s, € Niv,A*, vemos que altA* = k™.

Finalmente,

NivaA* = {t € “k | t = 54 At inyectiva} C |J {t € “K [ t|o\z = Sala\a )

IE[OL]<*C
v bajo las hipotesis del teorema tenemos que

[0]<] < 5<% = (259K = 25%) = &,

‘{t €% ‘ t‘(x\z = 5a|a\w}| = |’iz| < RSN = R,

luego |Niv,A*| < k < kT y concluimos que A* es un xT-arbol de Aronszajn.
u

Teniendo en cuenta que la hipoétesis del continuo generalizada implica que
todo cardinal infinito cumple 2<% = k, ahora es inmediato lo siguiente:

Teorema 9.22 (HCG) FEuzisten k-drboles de Aronszajn para todo cardinal k
no numerable salvo a lo sumo si Kk es inaccesible o el sucesor de un cardinal
singular.

En el caso del sucesor de un cardinal singular tenemos el teorema 9.16, que
prueba la consistencia de que exista un x*-arbol de Suslin, luego en particular
de Aronszajn, a partir de los principios combinatorios oportunos (véase también
la nota posterior).
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Arboles de Aronszajn especiales En el teorema 9.19 hemos construido
un arbol de Aronszajn, pero sabemos que no podemos demostrar la existencia
de arboles de Suslin, asi que no podemos aspirar a demostrar que el arbol del
teorema 9.19 no tenga anticadenas no numerables. Vamos a ver ahora que, no
s6lo no podemos demostrar que no las tiene, sino que podemos demostrar que
las tiene. Para ello conviene dar nombre a una propiedad adicional:

Definicion 9.23 Un arbol de Aronszajn es especial si se descompone en una
union numerable de anticadenas.

Veamos algunas caracterizaciones de estos arboles:

Teorema 9.24 Sea A un drbol de Aronszajn. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. A es especial.

2. Existe f: A — w tal que \pq € A(p < q— f(p) # f(q)).

3. Existe f : A — Q estrictamente creciente.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es trivial: si A = |J A, donde cada A, es una
new
anticadena, podemos suponer que los conjuntos A,, son disjuntos dos a dos, y

entonces basta definir f(p) =n + p € A4,,.
2) = 3) Dada f: A — w segtn b), definimos g : A — Q mediante

glp) = > 27",

nel,

donde I, = {n < f(p) | Vg < p f(g) = n}. Veamos que es estrictamente
creciente. Para ello tomamos p; < ps. Observemos que dos elementos < po
son compatibles; luego no pueden tener la misma imagen por f, luego, o bien
f(p1) < f(p2) o bien f(pz) < f(p1).

Si f(p1) < f(p2), entonces I, & I,, v es claro que g(p1) < g(p2). Suponga-
mos, pues, que f(p2) < f(p1). Entonces f(p1) € Ip, \ I,,, luego podemos tomar
ng = min(I,, \ I,,). Tiene que ser ng > f(p2), pues si ng < f(p2) (teniendo en
cuenta que ng € Ip,) trivialmente ng € I,,. Entonces

g(p1) — Z 9—n 4 Z 2-n < Z 2—n 2—(n0—1)

n€lp, Nlpy n€lp; \Ip, n€lp, Nlpy

< Y 2427 < g(py).
nel, Nip,

3) = 1) es trivial, pues cada f~![{gq}], con ¢ € Q, es una anticadena en A.
| ]

Conviene observar que la condicion 3) del teorema anterior puede debilitarse
un poco:
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Teorema 9.25 Sea A un drbol de Aronszajn y C C wy un c.n.a. Supongamos
que eziste f : |J Niva,A — Q estrictamente creciente. Entonces A es especial.
aeC

DEMOSTRACION: Llamemos B = |J Niv,A. Observemos que no perdemos
aeC
generalidad si suponemos que 0 € C. En efecto, si f[B] no estuviera acotado
inferiormente en Q, siempre podemos componer f con una aplicacién estricta-
mente creciente que transforme Q en QT, por ejemplo, y asi “queda espacio”
para extender f a NivgA de forma que siga siendo estrictamente creciente.

Como C' es c.n.a., es el rango de una funcién normal C = {as}s<w,, con
ag = 0. Para cada 8 € w; existe un tinico § < wy tal que a5 < B < asy1-

Por otro lado, cada conjunto f~1[r], con » € Q es una anticadena en B,
luego enumerando las no vacias podemos expresar B = |J B,, como una unién
numerable de anticadenas. new

Cada s € Niv,, A tiene una cantidad numerable de extensiones {ssm }m<w
de altura menor que as41. Llamamos

Bum ={t€ A| V6 <wiVs €Nivy, A (t = s5.m A s € By)},

de modo que A = |J B, pues si t € A tiene altura Sy a5 < 8 < gy,
m,n
necesariamente t = ss,,, para cierto m € w.
Ahora basta observar que cada B, es una anticadena, pues si t = 55 m,
t' = 5., de modo que s, s' € B, y =t L t', entonces =s L s, luego s = &/,
luego 6 = ¢, luego t = t'. "

Una caracteristica notable de los arboles de Aronszajn especiales es que no
pueden ser de Suslin:

Teorema 9.26 Un drbol de Aronszajn especial no es un drbol de Suslin.

DEMOSTRACION: Como un arbol de Aronszajn tiene cardinal Ny, si se des-
compone en una uniéon numerable de anticadenas, una de ellas debe ser no
numerable, luego no puede ser un arbol de Suslin. L]

El arbol de Aronszajn construido en el teorema 9.19 no es necesariamente
especial, pero contiene un arbol especial que hace que tampoco pueda ser un
arbol de Suslin. En efecto, lo vemos en la prueba del teorema siguiente:

Teorema 9.27 FEuxiste un drbol de Aronszajn especial

DEMOSTRACION: Con la prueba del teorema 9.19 hemos obtenido un arbol
de Aronszajn A* formado por aplicaciones inyectivas s : « — w con a < w1 y
en el que la relacion de orden es la inclusion (de modo que la altura de s coincide
con su dominio). Para obtener un arbol de Aronszajn especial basta definir B
como el conjunto de los elementos de A* cuyo dominio es un ordinal sucesor,
también con el orden dado por la inclusién.

Es claro que B sigue siendo un Nj-arbol. De hecho, Niv,B = Niv, 1 A*.
Pero en B podemos definir la aplicacion f : B — w dada por f(s) = s(max Ds),
y es claro que si s < ¢ son elementos de B, entonces f(s) # f(t), ya que en caso
contrario ¢ tomaria dos veces el valor f(t).
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Esto implica que B es uniéon numerable de anticadenas, y esto a su vez
implica que no tiene cadenas no numerables, pues una cadena sélo puede tener
un elemento en comin con una anticadena. Por lo tanto B es un arbol de
Aronszajn especial. m

Asi, el arbol B que acabamos de construir contiene una anticadena no nume-
rable, que también serd una anticadena no numerable del arbol A*, luego éste
tampoco es un arbol de Suslin.

Ahora podemos dar una tercera prueba de que AM(X;) — HS, puesto que
si todo arbol de Aronszajn es especial, no puede haber arboles de Suslin:

Teorema 9.28 AM(XN;) implica que todo drbol de Aronszajn es especial.

DEMOSTRACION: Sea A un arbol de Aronszajn y definimos P como el
conjunto de todas las aplicaciones p : a — w tales que a C A es finito y
Ast € a(s <t — p(s) # p(t)). Consideramos a P como c.p.o. con el orden dado
por la inversa de la inclusion.

El tnico problema técnico es demostrar que P cumple la c.c.n. Aceptando
esto, basta tener en cuenta que, para cada s € A, el conjunto

D,={peP|secDp}

es denso en P, y en total hay N; subconjuntos de esta forma, luego AM(R;)
implica que existe un filtro G en P que los corta a todos ellos. Es claro que
f=UG: A— w cumple el apartado 2) del teorema 9.24, lo que implica que
A es especial.

Veamos, pues, que P cumple la c.c.n. Para ello fijamos un conjunto no
numerable C' C P y vamos a probar que no puede ser una anticadena. El
conjunto {Dp | p € C} no puede ser numerable, pues entonces habria una
cantidad no numerable de condiciones con el mismo dominio finito, lo cual es
absurdo. Por lo tanto podemos aplicar el lema de los sistemas A (teorema 8.54),
reduciendo C' podemos suponer que {Dp | p € C} es una familia cuasidisjunta
no numerable de raiz r C A. Mas atn, como el conjunto {p|. | p € C} tiene que
ser numerable, podemos restringir C' aiin mas y suponer que existe pg : 1 — w
tal que Ap € C p|, = po (siempre sin perder la no numerabilidad de C). No
obstante, esto no garantiza que las condiciones de C' sean compatibles. Para
concluir la prueba solo tenemos que demostrar lo siguiente:

Sea A un drbol de Aronszajn y S una familia no numerable de sub-
conjuntos finitos de A disjuntos dos a dos. Entonces existen u,v € S
distintos entre si tales que cada elemento de u es incompatible con
cada elemento de v.

En efecto, basta aplicar esto a {Dp\ r | p € C}, con lo que obtenemos dos
condiciones p, ¢ € C tales que los elementos de Dp \ 7 son incompatibles con los
de Dg\ r, y entonces pU ¢ € P es una extensiéon comun de p y g, por lo que C
no es una anticadena.
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Supongamos que el resultado es falso y sea S un contraejemplo. Restrin-
giendo S podemos suponer que todos sus elementos tienen el mismo cardinal
n > 0. Para cada s € S elegimos una enumeracion {sg, ..., S,—1}.

Sea D un ultrafiltro uniforme sobre S, es decir, un ultrafiltro en PS cuyos
elementos tengan todos el cardinal de S. Su existencia viene dada por 7.22.
Para cada € A y cada k < n, sea W el conjunto de todos los s € S tales que
x es compatible con si. Asi, como cada s € S tiene un elemento compatible con
un elemento de cualquier s’ € S, se cumple que

LJ LJIWQk::S(Ell

TES k<n

Como la unién es finita, para cada s € S podemos encontrar un rs € s y un
ks < n tales que W, i, € D. Tomemos k < n tal que Z = {s € S | ks = k} es
no numerable. Basta probar que {z; | s € Z} es una cadena en A. Notemos
que es no numerable porque los elementos de S son disjuntos dos a dos, con lo
que tendremos una contradicciéon con que A es un arbol de Aronszajn.

En efecto, si s1, s9 € Z, entonces W = Wka N Wmsgk € D, luego W es no
numerable. Si s € W, entonces su k-ésimo elemento es compatible tanto con g,
como con zs,. Como W es no numerable y s6lo hay una cantidad numerable de
elementos bajo x5, y xs,, tiene que existir un s € W tal que s > x5, A s > Ts,,
pero entonces x5, y s, son compatibles. L]

9.5 Arboles de Kurepa

Hemos visto que en NBG, “con dificultad”, es posible construir N;-arboles de
Aronszajn, es decir, Nj-arboles sin caminos, mientras que no es posible probar
que existan k-arboles sin caminos para cardinales regulares mayores. Sin em-
bargo, si que es posible construir x-arboles con caminos. Por ejemplo, el propio
K es un k-arbol con un camino, y es facil construir x-arboles con varios caminos.
Con un poco de esfuerzo podemos probar lo siguiente:

Teorema 9.29 Si k es un cardinal infinito existen k-drboles con Kk caminos.

DEMOSTRACION: Vamos a construir un s-subarbol de <2 con x caminos.
Para ello construiremos recurrentemente subarboles A, de <®2 de modo que
cada uno sea un subarbol de los siguientes (con niveles de cardinal < k) y una
familia {C?} 5., de caminos en A, de modo que si a < o/ entonces C? C Cff,
y ademas los caminos {C?} 5., sean distintos dos a dos.

Necesariamente, Ay = {@} y C2 = {@} para todo 8 < . Supuesto definido
A, de modo que todos sus niveles tengan cardinal < s, definimos A, ana-
diendo a A, las dos prolongaciones de cada s € A, que toman sobre « el valor
0 o 1 respectivamente. Es claro entonces que el nivel o de A, 1 sigue teniendo
cardinal < k.

Definimos Cg 41 anadiendo a CZ la prolongacién de su elemento de altura
a que toma sobre « el valor 0, salvo en el caso de C, , al que le anadimos la
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extension que sobre o toma el valor 1. De este modo, Cf, ; es distinto de todos

los CgH con B < «, y éstos son distintos entre si, luego todos los {Cg+1}/3<a+1
resultan ser distintos dos a dos.

Supuestos definidos {As}s<, para A < k, con sus caminos correspondientes,
definimos Ay = |J 4s y C’f\j =U C’? , que claramente cumplen lo pedido.
S<A S<A
Asi, el k-arbol A = A, tiene k caminos distintos {C£} 5. n

Sin embargo, en principio un k-arbol podria tener hasta 2" caminos. De
hecho, <“2 es un Rg-arbol con 2%° caminos. Kurepa conjeturé que “aguzando
el ingenio” mas que en la demostracion del teorema anterior tendria que poder
demostrarse la existencia de un Nj-arbol con Ny caminos:

Definicion 9.30 Si k es un cardinal infinito, un k-drbol de Kurepa es un k-arbol
con al menos kT caminos. Un drbol de Kurepa es un Ri-arbol de Kurepa.

La hipétesis de Kurepa (HK) afirma la existencia de un arbol de Kurepa. La
hipdtesis de Kurepa generalizada (HK(k)) afirma la existencia de un k-arbol de
Kurepa.

Una vez mas, resulta que la hipétesis de Kurepa es indecidible. Para analizar
la situacién conviene introducir un concepto relacionado:

Una familia k-Kurepa es un conjunto F C Px tal que |F| > kT y
Na <k |{ANna|Ae T} <k

Teorema 9.31 Si k es un cardinal reqular, existe un k-drbol de Kurepa si y
solo si existe una familia k-Kurepa.

DEMOSTRACION: Si A es un k-arbol de Kurepa, como todo k-arbol tiene
cardinal x, podemos suponer que A = k (con un orden adecuado <*). Sea
entonces F C Pk el conjunto de todos los caminos de A. Ciertamente |F| > xt.
Si a0 < K, como k es regular, la funcién h : @« — k que a cada z € « le asigna
su altura en A esté acotada, luego existe un § < k tal que todos los elementos
de « tienen altura < §. Asi, si A € F, existe un tnico y € Nivs(A), y entonces
anNA={x€al|z<*y} Porlo tanto

HANa| AeJF} <|Nivs(A)| < k.

Reciprocamente, si F C Pk es una familia xk-Kurepa, para cada a < k y cada

B € J sea x% € *2 la funcién caracteristica de BN o y sea
A= U {x% | BeJF}cC<r2.
a<k

Si B < a, entonces x%|5 = x'g,, luego A es un arbol con el orden dado por

la inclusion y
Nive (4) = {x% | B € 7},

luego es un k-arbol, y cada B € J determina un camino distinto, luego es un
k-arbol de Kurepa. n
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La existencia de arboles de Kurepa se sigue de un principio combinatorio,
pero para demostrarlo necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.32 Sea k un cardinal infinito tal que 2<% = k. Entonces existe una
familia A C Pr tal que Nz € A |z| =k, Nay € Alx £y = |z Nyl < k) ¥y
|A| =27,

DEMOSTRACION: Sea I el conjunto de todos los subconjuntos acotados de k.
Por hipotesis [I| = k. Si X C k, sea Ax = {X Na|a < k}. Si|X| =k es claro
que [Ax| =k ysi X #Y entonces |Ax N Ay| < k. Por lo tanto, si llamamos
A= {Ax | X C k A |X| = &}, tenemos que A’ cumple las condiciones del
enunciado salvo que A’ C PI en lugar de A’ C Pk, pero basta tomar una
biyeccion f : I — k y definir A = {f[A] | A € A’}. La familia A cumple lo
requerido. L]

Teorema 9.33 Si k es un cardinal infinito y se cumple OL, entonces existe

un k1 -drbol de Kurepa con 25" caminos.
DEMOSTRACION: Si C C kT y & < 7, definimos
s(C, &) =sup((C U{0}) N (£ +1)).

(Si C es cerrado, es el mayor elemento de C'U {0} menor o igual que &£.) Si
A C kT, definimos

X(A,C)={¢eA[-Vne As(C.&) <n<g)

Ast X(A,C) C Ay quesi |A| = kT y C es c.n.a. entonces | X (A4,C)| = k. En
efecto, dado a < k*, podemos tomar 3 € C tal que 8 > a y v € A tal que
v > B. Asi s(C,v) > 8 > «a, y entonces el minimo £ € A tal que & > s(C,~)
cumple s(C, &) =s(C,y) >ay &€ X(AO).

Sea {S4}ackt una sucesion O:Jr y sea F el conjunto de todos los X (4, C)
tales que

1. ACck™, |A|=kt yCescmna. enrt,
2. NaeC AnacS,,
3. NaeCCnacs,.

Vamos a probar que F es una familia xT-Kurepa. Veamos que si 8 < x+
entonces [{X N3 | X € F}| < k, para lo cual basta probar a su vez que si A y
C' cumplen las tres condiciones anteriores entonces | X (A4,C) N G| <1 o bien

Va < pBVr c BVBD € S,(X(A,C)NB=X(B,D)UzxAlz| <1).

De este modo, los conjuntos X (A,C) N B estan determinados por los a lo
sumo k elementos de 5 y por los a lo sumo k pares de elementos de |J Sa,
luego como méximo habra s conjuntos de esta forma. asp
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En efecto, tomamos a = s(C, ) < . Si @ > 0 entonces « € C. Tomamos

entonces B=ANay D =CNay llamamos ¢ al minimo elemento de A\ a.

Asi
_ (X(B,D) si &> p,
X(A,0)Nnp= {X(B,D)u{s} si§ < p.

En efecto, si &' € X (B, D), entonces &' € AN a, luego s(D, &) = s(C,&') y es
claro que £’ € X(A,C). Si € < B entonces s(C, &) = a, luego £ € X(A4,C) N B.

Reciprocamente, si & € X(A,C)N By & # & (caso que s6lo podria darse
si £ < ) entonces entonces & € AN [. Ademéis tiene que ser &' < &, pues
si fuera £ < ¢, serfa s(C,&') = a < & < 3, con £ € A, lo que equivale a que
& ¢ X(A,C). Esto implica a su vez que & € ANa = B, por la eleccion de €.
Es claro entonces que s(C,¢') = s(D,¢’), de donde a su vez &' € X (B, D).

Si o = 0 se cumple que | X (A, C)NB| < 1, pues si existe un £’ € X(A,C)NS,
entonces s(C,&") = 0 y necesariamente £ = min(A N 3).

Ahora basta probar que |F| = 2’#7 pues en particular F serda una familia
kt-Kurepa y la prueba del teorema 9.31 muestra que existe un x*-arbol de
Kurepa con 2% caminos.

Recordemos que ¢, — ¢+ — 2% = k™. Por lo tanto 2<rt —or = kit v

. . + .
el teorema anterior nos da una familia A C Px™ formada por 2%  subconjuntos
de kT de cardinal kT, pero cuyas intersecciones tienen cardinal < x.

Para cada A € A, por la propiedad de las sucesiones ():Jr, existe un C c.n.a.
en kT tal que X(A4,C) € F, pero si A # A’ entonces X (A,C) # X(A',C"),
puesto que X (A,C)NX(A’,C") € ANA’, luego el cardinal de la interseccion es
< K, y si ambos conjuntos fueran el mismo seria k*. Asi pues, |F| = 25" m

Por lo tanto, no es posible demostrar que no existan x-arboles de Kurepa
(pero lo cierto es que tampoco puede probarse que existan).

9.6 Algebras de Suslin

Observemos que si (4, <) es un arbol, el conjunto P = A con la relacion
inversa

p<"q<q<p

es un conjunto parcialmente ordenado en el que la relacién de incompatibilidad
es la misma que ya teniamos definida.

En efecto, si se cumple =p L ¢ en el sentido definido para arboles, tenemos
que p < qV q<p,luego g <* pV p <* q, luego ciertamente —p L ¢ en el
sentido de c.p.o.s. Si =p L ¢ en el sentido de c.p.o.s, existe un r € A tal que
r <*p Ar <*q, es decir, p, ¢ € AS, que esta bien ordenado, luego p y ¢ son
comparables, luego —p L q en el sentido de arboles.

De este modo, cada arbol A en estas condiciones determina un algebra de
Boole completa R(A).
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Es facil ver que P es separativo si cuando un p € Niv,(A) tiene una extension
en Niv,41(A), de hecho tiene al menos dos, asi como que P es no atémico si y
solo si A esta ramificado.

Si (A, <*) es un arbol de Suslin bien podado, (P, <) es el mismo A con el
orden inverso y B = R(P) es su complecion, tenemos que B es un algebra de
Boole completa no atémica con la condiciéon de cadena numerable. Vamos a
probar que ademas es Ny-distributiva.

Observemos en primer lugar que si D es abierto denso en B, entonces, como P
es denso en B, es claro que D* = D NP es abierto denso en P. Vamos a probar
que existe un o < wy tal que D* contiene todos los elementos de A de altura > «.

Sea C una anticadena maximal contenida en D*. Como también es una an-
ticadena en A, tiene que ser numerable. Sea a < w; tal que todos los elementos
de C tengan altura < a. Si p € A tiene altura > «, existe d € D* tal que
d < p y por la maximalidad de C existe un d* € D* compatible con d, luego
con p. Ahora bien, la compatibilidad en P (por ser el c.p.o. asociado a un arbol)
equivale a que d* <* p V p <* d*, pero el segundo caso es imposible, porque
la altura de p es mayor, luego d* <* p, es decir, p < d* y, como D* es abierto,
p € D*.

Sea ahora {D,, },,c., una familia de abiertos densos en B, sea a,, < w; tal que

contenga todos los elementos de A de altura > «,, y sea a = Ja, < w;.
n

Entonces D* = (| D}, contiene todos los elementos de A de altura > «. Como A

D*

n

n
esta bien podado, es inmediato que D* es denso en P y como D* C D = () D,,

n
es claro que D es denso en B, y obviamente es abierto. Esto prueba que B es
No-distributiva.

Definicion 9.34 Un dlgebra de Suslin es un &algebra de Boole completa, no
atoémica, con la condiciéon de cadena numerable y Ry-distributiva.

Hemos probado la mitad del teorema siguiente:

Teorema 9.35 (AE) Existe un drbol de Suslin si y sdlo si existe un dlgebra de
Suslin.

DEMOSTRACION: Si existe un arbol de Suslin existe uno bien podado, y
hemos probado que su compleciéon es un algebra de Suslin. Supongamos ahora
que B es un algebra de Suslin y vamos a definir recurrentemente los niveles de
un wi-arbol A C B\ {0} con el orden inverso de B.

Maés concretamente, vamos a construir una sucesiéon de arboles ramificados
{Au}a<w, de altura a de modo que cada nivel de A, es una particién de B. De
este modo, A = A, seré un wi-arbol ramificado en el que dos elementos incom-
patibles en A seréan también incompatibles en B, luego todas las anticadenas en
A lo seran de B y, por consiguiente, seran numerables, y A serd un arbol de
Suslin por 9.9.
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Definimos A; = {1}. Supuesto definido As para todo § < A, basta tomar

Ay = U As. Si tenemos As y 6 = a + 1, para cada p € Niv,(A), como
O<A
no es un atomo, existe O < py < p, luego podemos tomar p; = p A p6 y
tenemos que p = pg V p1 vy po A p1 = 0. Es claro entonces que si hacemos
Nivet1(A) = U{po,p1}, ciertamente los elementos de este conjunto tienen
peNiv,(4)

altura a+ 1 en el arbol, son incompatibles dos a dos, cada elemento de Niv, (A)
tiene dos extensiones incompatibles y ademas

Vp =1,

peNiva 1 (A)

puesto que cada p € Nivy(A) cumple p=py Vp; < Vp, y basta tomar el
supremo en p. pENiVa11(4)

Supongamos finalmente que tenemos definido un arbol Ay de altura A cuyos
niveles son particiones de B. La distributividad de B nos da que

Vo op=1=V A f(3),

5<A peNivs(A) f o<

donde f varfa en [[ Nivs(A). Claramente, py = A f(§) = O salvo si f recorre
S<A I<A
una cadena Cy de Ay, en cuyo caso py tiene por debajo (en el arbol A, o por

encima en B) exactamente a los elementos de Cy. Por lo tanto, si definimos
Niva(4) =A{ps | f € I Nivs(4) Aps 7 O},
<

tenemos que cada elemento de este conjunto tiene ciertamente altura A\ en el
arbol Axi1, y Nivy(A) es una particion de B, pues ciertamente su supremo es
1y, si f # g, entonces existe un ¢ tal que f(0) # g(d), luego f(d) L g(9), luego
Py L pg. n

En particular, no es posible demostrar la existencia de algebras de Suslin.






Capitulo X

Elementos de teoria de
modelos

Hasta ahora hemos estudiado distintas “estructuras” definibles sobre un con-
junto (la estructura de conjunto ordenado, la estructura de anillo, cuerpo, cuerpo
ordenado, dlgebra de Boole, etc.) Aqui vamos a mostrar como es posible estu-
diar hasta cierto punto todas estas estructuras dentro de un marco comin, el
determinado por la teoria de modelos. Notemos que hemos adoptado la cos-
tumbre de representar por + y - las operaciones de un anillo cualquiera, si bien
estos signos representan conjuntos distintos segin el anillo considerado. Esto
es lo que habitualmente se llama un “abuso de notacién”, pero ahora le dare-
mos un sentido méas profundo al mostrar que podemos considerar a + y - como
unos signos de un tnico “lenguaje formal” susceptibles de ser interpretados de
forma distinta en cada anillo. Por ejemplo, en el contexto que vamos a presentar
podremos considerar

Ney(z+y=y+x)

como un Unico objeto matematico, una féormula de un determinado lenguaje
formal de la que podremos decir que es verdadera en el modelo que resulta de
especificar que las variables x, y deben recorrer los nuimeros reales y el signo
+ debe interpretarse como la suma usual, pero que es falsa en el modelo que
resulta de especificar que las variables z, y deben recorrer los elementos de wy y
el signo + debe interpretarse como la suma de ordinales. Pero en ambos casos
estamos hablando del mismo objeto matematico “Azy (x +y =y +x)” y no de
objetos distintos que representamos por conveniencia con la misma notacion.

No usaremos AE sin indicarlo explicitamente.

10.1 Lenguajes y modelos

Para enunciar las propiedades que definen una estructura como la de ani-
llo ordenado necesitamos hacer referencia a relaciones (como <), a funciones

385
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(como +) y a conjuntos especificos (como 0, 1), asi como a elementos arbi-
trarios (z, y, ...) y a relaciones logicas entre ellos. Vamos a definir ahora
una familia de lenguajes cuyos signos puedan adaptarse a las estructuras que
pretenden describir:

Definicién 10.1 Un lenguaje formal (de primer orden) es una octupla orde-
nada
L = (.V.’F7R7/,17_‘7_>7A7:)7

tal que

1. V es un conjunto infinito a cuyos elementos llamaremos variables de £,

2. F es un conjunto arbitrario (tal vez vacio) a cuyos elementos llamaremos
funtores de L,

3. R es un conjunto arbitrario a cuyos elementos llamaremos relatores de £,
4. Los conjuntos V', F' y R son disjuntos dos a dos.

5. r: FUR — w, de modo que si s € FUR y r(s) = n diremos que s es
un relator (o funtor) n-adico. Exigimos que no haya relatores 0-adicos, y
a los funtores 0-adicos los llamaremos constantes de L.

6. -, —, /\, = son conjuntos arbitrarios a los que llamaremos, respectiva-
mente, negador, implicador, generalizador e igualador de £. Exigimos que
sean distintos entre si y que no pertenezcan a VU FUR, salvo el igualador,
que tiene que ser un relator diadico.!

Si £ es un lenguaje formal, representaremos por Var(£) al conjunto de las
variables de £, representaremos por Const(£) al conjunto de las constantes de £,
y si n > 0 representaremos por Fn, (£) y Rel,,(£) los conjuntos de funtores y
relatores n-adicos de £. Llamaremos signos de £ a los elementos de

Sig(L£) = Var(£) U Const(£) U |J Fn, (L) U J Rel,(£) U {~,—, A}
new\{0} new\{0}

Llamaremos cadenas de signos de £ a los elementos de
Cad(L) = Sig(L)<¥,

es decir, a las sucesiones finitas de signos de £. Consideramos la aplicaciéon
¢ : Cad(L) — w que a cada cadena de signos le asigna su longitud, es decir, su
dominio.

Tenemos definida la operacion Cad(£) x Cad(L) — Cad(L) dada por la
yuxtaposicion, es decir, que si (1, (2 € Cad(L), definimos (3{> como la sucesiéon
de dominio £(¢1) + ¢(¢2) dada por

(G si i < £(C1),
(G1Ga)i = { (G)imecry SLUG) <1< UG)+ &)

1En ausencia de AE exigiremos ademés que los conjuntos V, R y F sean bien ordenables.
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Se comprueba sin dificultad que es una operacion asociativa, por lo que
podemos considerar yuxtaposiciones de la forma (i - - (,.

En general no distinguiremos entre los signos y las cadenas de signos de
longitud 1 de un lenguaje formal, es decir, por ejemplo, entre el signo = y la
cadena de signos {(0,=)} (la sucesién de dominio 1 = {0} cuyo tnico término
es =). Asi, si x e y son dos variables de un lenguaje £ y consideramos la
cadena de signos x = y que resulta de yuxtaponerlas con el signo =, debemos
tener presente que la operacion de yuxtaposicion esta definida sobre cadenas de
signos y no sobre signos, por lo que z = y es la cadena de signos

{(0,$)}{(0, :)}{(Oa y)} = {(0’ ), (1, :)7 (2, y)}

Ejemplo: El lenguaje de la teoria de anillos Definimos el lenguaje formal
de la teoria de anillos (unitarios) como el lenguaje formal £, que tiene un
conjunto numerable de variables, dos constantes 0 y 1y dos funtores diadicos + y
- (aparte del igualador y los demas signos 16gicos). Notemos que no explicitamos
qué conjunto es concretamente cada signo de £,. Podriamos hacerlo, pero seria
del todo irrelevante.? Si a £, le afiadimos un relator diadico < tenemos el
lenguaje Lo, de la teoria de anillos ordenados. [

Un modelo de un lenguaje formal £ es un par (M, I), donde M es un conjunto
no vacio al que llamaremos universo del modelo e I es una aplicaciéon definida
sobre el conjunto

Const(L) U J Fn,(L)U U Rel, (L)
new\{0} new\{0}

tal que:
1. Si ¢ € Const(L) entonces I(c) € M.
2. Si f € Fn, (L) entonces I(f) : M™ — M.

3. Si R € Rel,,(£) entonces I(R) C M™, de modo que I(=) sea la identidad
en M.

En la practica escribiremos M en lugar de (M,I) y ¢ f, R en lugar de
I(c), I(f), I(R). De este modo, especificar un modelo de un lenguaje formal
L significa especificar un universo M (un conjunto de objetos de los que vamos
a hablar con dicho lenguaje) y asociar a cada constante, cada funtor y cada
relator un significado, de modo que el significado de una constante es un objeto

2Notemos que hasta ahora usabamos el signo + para referirnos indistintamente a diversas
operaciones, y era fundamental saber a cual de ellas nos referiamos en cada momento, pues la
suma de ordinales no tiene las mismas propiedades que la suma de ntmeros reales. En este
contexto la situacion es la opuesta. Ahora + so6lo pretende ser un signo de un lenguaje formal,
y es totalmente irrelevante qué conjunto concreto definimos como +. A continuacién veremos
como asignar un significado a cada signo de un lenguaje formal, de modo que lo relevante no
sera nunca qué conjunto es +, sino qué efecto tiene asignar a un mismo (e irrelevante) signo
+ diversos significados, como la suma de ordinales o la suma de nimeros reales.
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del universo del modelo, el significado de un funtor n-adico es una funciéon de
n argumentos en el universo del modelo y el significado de un relator n-adico
es una relaciéon de n argumentos en el universo del modelo.? Los modelos no
atribuyen ningtn significado a los signos =, —, /\ porque vamos a hacer que
tengan un significado fijo independiente del modelo que consideremos. A las
variables no se les asigna un significado porque nuestra intenciéon es que puedan
variar de significado incluso tras haber fijado un modelo.

Ejemplo Un modelo del lenguaje de la teoria de anillos viene determinado
por un conjunto A, dos objetos 0, 1 € A y dos operaciones + : A x A — A,
“: Ax A — A. Notemos que no es necesario que (A, +,~) sea un anillo para
ser un modelo del lenguaje de la teoria de anillos. Veremos enseguida que los
anillos son los modelos de la teoria de anillos, pero ain no hemos definido lo
que esto significa. Para tener un modelo del lenguaje de la teoria de anillos

ordenados tenemos que especificar ademés una relacién binaria <. n

Observemos estos tres ejemplos de cadenas de signos de Ly:
==+ —, 1-14+1+0 1+41=0—-14+1+1=1.

La diferencia entre la primera y las otras dos es que a éstas les podemos
asociar un significado (respecto de un modelo que fije una interpretacion para
los signos involucrados), y a su vez la segunda se distingue de la tercera en
que el significado de la segunda debe ser un objeto del modelo considerado,
mientras que el significado de la tercera debe ser un valor de verdad (verdadero
o falso). A las cadenas de signos como la segunda del ejemplo anterior (las que
pretenden representar objetos) las llamaremos términos y a las que pretenden
ser afirmaciones, como la tercera, las llamaremos férmulas.

Para definir con precision los conjuntos de términos y férmulas de un lenguaje
formal £ emplearemos el teorema de recursion sobre la relaciéon bien fundada
en Cad(L) dada por (1 R(a < £(¢1) < #(C2). Asi, para definir el conjunto de
los términos definimos una funcion f : Cad(£) — 2 de modo que los términos
seran las cadenas con imagen 1. En la practica, esto significa que podemos
definir cuando una cadena es un término supuesto que tengamos definido cuando
las cadenas de longitud menor son términos. La definicién es:*

1. Las variables y las constantes de £ son términos.

2. Si tq1,...,t, son términos de £ y f es un funtor n-ddico de £, entonces
fti---t, es un término de L.

3Hasta ahora sélo habiamos trabajado con relaciones binarias, pero si tenemos R C M™,
podemos ver a R como una relaciéon n-adica en M en el sentido de que, dada una n-tupla
(ag,...,an—1) € M™, podemos decir que (ag,...,an—1) cumplen la relacién R si y sélo si

R(ag,...,an—1) = (ao,...,an—1) € R.
4Mas precisamente, f(¢) = 1 si y s6lo si ¢ es una variable o una constante o existe un

funtor n-adico f y cadenas t1,...,t, de longitud menor que ¢ de modo que f(t;) = 1 para
todoty (= ft1---tn.
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El mismo planteamiento justifica la siguiente definicion recurrente de for-
mula:

1. Sity,...,t, son términos de £ y R es un relator n-addico de £, entonces
Rty ---t, es una formula de £.

2. Si «, B son formulas de £, también lo son =« y — af.

3. Si « es una formula de £ y x es una variable, también es una féormula

Nza.

Representaremos por Term(L) y Form(£) a los conjuntos de términos y
formulas de £, respectivamente.

Convenios de notaciéon En la practica, en lugar de escribir = t;t5 escribi-
remos® t; = t5, en lugar de —(t; = t5) escribiremos t; # t5 y en lugar de — a3
escribiremos « — 3. Definimos también:

aVB=-a—=08, aApf=-(-aV-p),

a+ pf=(a—=p)N (B —a), Vza = -Az-a.

También abreviaremos Azy en lugar de Az/A\y o Vzy en lugar de Vz\Vy.
En cada lenguaje particular consideraremos también convenios de notacién si-
milares con sus signos particulares. Por ejemplo, en el lenguaje de la teoria de
anillos convendremos en escribir t; + t5 en lugar de +t1t2, e igualmente con
el producto (aunque a menudo abreviaremos t; - to incluso a t1t2). Asi pues,
cuando hablemos de una férmula como

Ny (z+y=y+x)

nos estamos refiriendo a la cadena de signos

{(0> A)v (1755)7 (27 /\)’ (3a y>7 (47 :)’ (5a +)7 (6733)’ (7a y)7 (8’ +)’ (9’ y)7 (10733)}'

No obstante, la sucesion concreta de los signos de un determinado término o
formula sera siempre irrelevante. [

Ahora veamos como cada modelo determina un significado para cada tér-
mino y cada féormula de un lenguaje formal. En realidad nos falta atribuirle un
significado a las variables, lo cual lo haremos mediante el concepto de valoracion:

Una wvaloracion de un lenguaje formal £ en un modelo M de £ es una
aplicaciéon v : Var(£) — M.

5Esto no significa que alteremos la cadena de signos, es decir, si & e y son variables,
representamos por x = y la sucesién finita cuyo primer signo es =, su segundo signo es =
y su tercer signo es y. La razén para que “oficialmente” la férmula x = y sea la sucesiéon
{(0,=),(1,2),(2,y)}, en este orden, es que asi no necesitamos considerar los paréntesis como
signos de un lenguaje formal, sino que éstos solo hacen falta para evitar ambigiiedades en los
convenios de notacion.
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De este modo, cada valoracion asigna un significado a cada variable de L.

Si v es una valoracion de £ en M, x es una variable de £ y a € M, definimos
v2 como la valoracion que coincide con v salvo por que v%(z) = a.

Ahora definimos por recurrencia el objeto denotado por un término ¢ en un
modelo M respecto de una valoracion v, y que representaremos por M (t)[v]:

1. Si x es una variable, M (z)[v] = v(x).

2. Si ¢ es una constante, M (c)[v] = ¢.

3. Si f es un funtor n-adico y ti,...,t, son términos,

M(ftr---ta)[v] = F(M(G)[v], .., M(En)[v])-

Similarmente queremos definir la relacion M E «[v] que significa que la
formula « es satisfecha en M respecto de la valoracion v, pero no es posible
hacerlo por recurrencia sobre la longitud de «, como hemos hecho hasta ahora,
sino que necesitamos una relacién que involucre las valoraciones en el modelo.
Concretamente, en el conjunto Form(£) x Val(M), donde Val(M) es el conjunto
de todas las valoraciones en M, definimos la relaciéon dada por

(o, v) R(B,w) + l(a) < £(B),

que claramente esta bien fundada. Aplicando el teorema de recursion a esta
relacion, podemos definir una funcion F' : Form(£) x Val(M) — 2 de modo
que M E afv] sea por definicion F(a,v) = 1, y en la practica esto supone que
podemos definir M E afv] supuesto definido M E Sw] para toda féormula 8 de
longitud menor que « y para toda valoracion w. La definiciéon es la siguiente:

1. M E Rty ---t,[v] siy solosi R(M(t1)[v],. .., M(t,)[v]).

2. M E —afv] siy solo si no M E av].

3. M E (o — B)[v] siy solosi no M E afv] o bien M F B[v].

4. M E Azav] siy solo si para todo a € M se cumple M F a[v?].

En particular, M F t; = ts[v] si y solo si® M(t1)[v] = M(t2)[v]. A partir de
las definiciones que hemos dado de los signos logicos es facil demostrar:

1. ME (aV B)v] siysolosi M E av] o M E Bv].
2. ME (anB)]siysolosi MEav]y ME B[]

3. M E (a+ B)v] siysolosi ME afv] y M E B[v] o bien no M E afv] y no
M E Blv].

4. M E Vzav] siy sélo si existe un a € M tal que M F afv?].

6No debemos confundir el signo = de un lenguaje £ (que es lo que representa = en la relacion
M E t1 = ta2[v] y es un conjunto) con el signo = metamatemdtico que es el signo = que venimos
usando a lo largo de todo este libro (que es lo que representa = en M(t1)[v] = M(t2)[v] y
que es un signo 16gico, no un conjunto). Lo mismo vale para los signos =, —, /\, V, etc., que
ahora tienen dos interpretaciones segin el contexto: bien como signos de un lenguaje formal
(conjuntos) bien como signos metamateméticos (signos logicos, que no son conjuntos).
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Nota A pesar del aspecto técnico de estas definiciones, debemos tener presente
que en la practica M (t)[v] no es mas que el objeto que normalmente entende-
mos que significa ¢ cuando “lo leemos”, e igualmente M E afv] significa lo que
normalmente entendemos al “leer” «. Por ejemplo,

MENz(z-y=1y-x)[v] syss paratodoa € M ME (z-y =1vy-x)[v]

syss para todo a € M M(x - y)[v2] = M(y - x)[v%]
syss para todo a € M M (x)[vs] M (y)[ve] = M(y)[vs]~ M (x)[vg]

syss Na € M a~v(y) = v(y)~a.

En definitiva, al ver Az (zy = yz) uno “lee” que “y conmuta con todo z” y,
en efecto, la interpretacion de esta formula en un modelo M respecto de una
valoracion v es que el objeto v(y) denotado por la variable y conmuta con todos
los a € M. m

Necesitamos un ultimo concepto sintactico en relaciéon con los lenguajes for-
males, y es el de variable libre. El conjunto VI1ib(t) de las variables libres de un
término ¢ de un lenguaje formal £ se define como el conjunto de las variables
de £ que figuran entre los signos de ¢t. El conjunto de las variables libres de una
formula se define por recurrencia:

1. Vlib(Rty,...,t,) = VIib(t;) U--- U Vlib(¢,),

2. Vlib(—«) = Vlib(«),

3. Vlib(a — B) = Vlib(«) U V1ib(5),

4. Vlib(Az a) = Vlib(a) \ {z}.

A partir de aqui se demuestra inmediatamente que
1. Vlib(a V 8) = Vlib(a) U V1ib(5),
2. Vlib(a A 8) = Vlib(«) U V1ib(8),
3. Vlib(a +» 8) = Vlib(«) U V1ib(5),
4. Vlib(Vz a) = Vlib(a) \ {z}.

En la practica, las variables libres de una férmula son las variables que
aparecen en ella sin estar afectadas por un cuantificador.

Los términos y formulas sin variables libres de un lenguaje formal se llaman
respectivamente designadores y sentencias.

Representaremos por Sent(L) el conjunto de todas las sentencias de L.

Un resultado basico es que M(t)[v] y M F «afv] s6lo dependen de los valores
que toma la valoracién v sobre las variables libres en ¢ y en «, respectivamente.
En efecto:
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Teorema 10.2 Seant y o un término y una férmula de un lenguagje formal £,
sea M un modelo de L y sean v y w dos valoraciones de L en M.

1. Siv yw coinciden en V1ib(t), entonces M (t)[v] = M (¢)[w].
2. Siv yw coinciden en Vlib(«), entonces M E afv] si y sdlo si M E afw].

DEMOSTRACION: a) Por induccion sobre la longitud de t. Si ¢t = z es una
variable, entonces V1ib(t) = {z}, luego

M(D)[o] = v(x) = w(z) = M()[u].

Si t = ¢ es una constante, entonces M (t)[v] = & = M (t)[w].
Sit = fty---t, y el teorema se cumple para cada t;, entonces v y w coinciden
sobre cada conjunto V1ib(¢;), luego usando la hipotesis de induccion

M(t)[] = f(M(t1)[], .., M(ta)[v]) = F(M(t1)[w], ..., M(tn)[w]) = M(t)[w].

b) Razonamos igualmente por induccion sobre la longitud de . Si es de
la forma o« = Rty ---t,, entonces v y w coinciden sobre todos los conjuntos
Vlib(¢;), y podemos aplicar a):

M E Rty -ty [v] syss R(M (t1)[v], ..., M(t,)[v])
syss R(M (ty)[w], ..., M(t,)[w]) syss M E Rty ---t,[w)].

Si vale para « y 3 es inmediato que vale para —a y o — (. Supongamos
finalmente que la formula es de tipo Az a. Entonces, por hipotesis v y w
coinciden sobre las variables libres de « salvo a lo sumo en .

M E Az afv] syss para todo a € M M F afv?]
syss para todo a € M M E a[w?] syss M E Az afw],

donde hemos usado que v$ y w? coinciden en todas las variables libres de a,
por lo que hemos podido aplicar la hipo6tesis de induccién. L]

Usaremos la notacion ¢(x1, . ..,2,) y a(x1,...,x,) para representar términos
y férmulas cuyas variables libres estén entre x4, ..., x,, y entonces escribiremos

M(t)[a,. .., an], M E alay, ..., an]
en vez de M (t)[v] o M E a[v], donde v es cualquier valoracion tal que v(z;) = a;.

Cuando consideremos férmulas concretas, sustituiremos cada variable por su
interpretacion entre corchetes. Por ejemplo,

M ¥ [a] + [b] = [b] + [a]
significara M E (z +y = y + «)[v], donde v(x) = a, v(y) = b.

Si M es un modelo de un lenguaje formal £ y a es una férmula de £, diremos
que « es verdadera en M, y lo representaremos por M F « si se cumple M E «[v]
para toda valoracion v de £ en M. Diremos que « es falsa en M si no se cumple
M E a[v] para ninguna valoracion v o, equivalentemente, si -« es verdadera.

El teorema anterior implica que toda sentencia es verdadera o falsa en todo
modelo.
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10.2 Teorias formales

Definiciéon 10.3 Sea £ un lenguaje formal y sea I' C Form(£) un conjunto de
formulas. Diremos que M es un modelo de T' (y lo representaremos por M F T"
si M es un modelo de £ tal que Aa € T' M E .

Diremos que « es una consecuencia ldgica de T' si a0 es verdadera en todo
modelo de I". Lo representaremos por I' F a.

Una teoria sobre un lenguaje formal £ es un conjunto 7' de sentencias de £
tal que si @ € Sent(L) y T F a, entonces o € T..

SiT' C Sent(L) es claro que
T(I') ={a € Sent(L) | T'F a}

es una teoria. Si una teorfa T' cumple T = T(T') se dice que I' es un conjunto
de axiomas para la teoria T'.

Si M es un modelo de £, también es claro que
T(M)={a€Sent(L) | M F o}

es una teoria sobre L.

Ejemplos Ahora podemos definir la teoria de anillos (conmutativos unitarios)
como la teoria determinada por los axiomas de la definicion de anillo (conmu-
tativo unitario), es decir:

Neyz((z+y)+z=2+y+2) Neylz+y=y+2)

Az (x40 =2) NeVy (z+y =0)
Nzyz ((y)z = 2(yz2)) Ny (zy = yx)
Nzyz (x(y + 2) = 2y + 22) Nz x-1=uza.

Si a estos axioma anadimos los de la definicién de anillo ordenado tendremos
la teoria de anillos ordenados, si les afiadimos Az(z # 0 — Vy xy = 1) tenemos
la teoria de cuerpos, si anadimos ambos tenemos la teoria de cuerpos ordenados,
etc.

Sobre un lenguaje con un tnico relator diddico < podemos definir la teoria
de conguntos parcialmente ordenados, o la teoria de conjuntos totalmente orde-
nados, etc., sobre un lenguaje con funtores A, V y ' y constantes O, 1 podemos
definir la teoria de dlgebras de Boole, etc.

Es claro que los modelos de la teoria de anillos (conmutativos unitarios)
son precisamente los anillos conmutativos unitarios, los modelos de la teoria de
algebras de Boole son las algebras de Boole, etc. [
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Es inmediato que las afirmaciones siguientes son equivalentes para cualquier
conjunto I' de sentencias de un lenguaje formal £:

1. Existe a € Sent(L) tal que ' Fa y T F —a.
2. T no tiene modelos.
3. T(T') = Sent(L).

Cuando T' cumple esto se dice que es contradictorio, y en caso contrario se
dice que es consistente. Notemos que I' es consistente o contradictorio si y sélo
silo es T(T).

Diremos que I' es completo si para toda « € Sent(£L) se cumple T' E « 0 bien
I’ E —«. Nuevamente, I' es completo si y sélo si la teoria T'(T") es completa.

Es inmediato que si A C T' C Sent(£) y I es consistente, entonces A también
lo es (porque todo modelo de T lo es también de A). Ahora vamos a probar que
si todo A C T finito es consistente, entonces I' también lo es. Este resultado
no es trivial y requiere una forma débil del axioma de eleccion. Mas adelante
daremos una prueba conceptualmente méas simple, mientras que la que vamos a
ver ahora usa la forma mas débil posible de AE.

Diremos que I es finitamente consistente si todo A C T finito es consistente.

Teorema 10.4 Sea L un lenguaje formal y T' C Sent(L) finitamente consis-
tente. Entonces existe un lenguaje formal L' que resulta de anadir a £ un
conjunto de constantes y existe un conjunto I finitamente consistente de sen-
tencias de L' tal que T C T y para toda férmula ¢(x) de L' con x como inica
variable libre, existe una constante c tal que la sentencia” \z ¢(x) — ¢(c) estd
en I,

DEMOSTRACION: Vamos a definir recurrentemente una sucesion de lenguajes
formales {£,,}new ¥ una sucesion {I'), },c. de conjuntos de sentencias de cada
L. Partimos de Lo =L y g =T.

Supongamos definidos £,, y I';, y definimos £,,11 como el lenguaje que resulta
de anadir a £,, una constante ¢4 para cada féormula ¢(x) de £,, con una tunica
variable libre.® Definimos 'y, 4+1 como la unién de '), y el conjunto de todas las
sentencias de la forma Vz ¢(z) — ¢(cgs).

Finalmente, definimos £’ como el lenguaje formal cuyos signos son los de £

més las constantes de todos los lenguajes £, y I' = |J T',. Basta probar que
new
cada I',, es finitamente consistente, pues claramente entonces lo sera también

I'’. Razonamos por induccién sobre n. Para n = 0 se cumple por hipotesis.
Supongamos que I';, es finitamente consistente y sea A C I';, 41 finito. Pongamos

"Por ¢(c) entendemos la sentencia que resulta de cambiar cada aparicion de la variable z
en ¢ por la constante c.

8No necesitamos AE para definir £,,41. Por ejemplo, podemos definir a como el rango del
conjunto de los signos de £y, y definir ¢4 = (¢, @), con lo que tenemos la garantia de que cg
no es ningin signo de £, ya que su rango es mayor que el de cualquiera de ellos.
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que A = AgUA;, donde Ay C T, vy A; esta formado por sentencias de la forma
Va é(z) = ¢(cy), donde ¢ € Form(L,,).

Como T'), es finitamente consistente, existe un modelo M de £, tal que
M E Ag. Extendemos M a un modelo de £, del modo siguiente: si la
formula Vo ¢(z) — ¢(cy) estd en Ay y M E Va ¢(x), elegimos? un a € M tal
que M F ¢la] y definimos ¢4 = a. Si =M F Vz ¢(z) o bien Vz ¢(x) — ¢(cy)
no estd en Aq, definimos ¢, como un elemento cualquiera prefijado de M. Es
claro entonces que (la extension de) M satisface M E A, lo que prueba que
I';,41 es finitamente consistente. Notemos que aqui es esencial que a féormulas ¢
diferentes les corresponden constantes c4 diferentes, por lo que no puede darse el
caso de que tengamos que dar distintas interpretaciones a una misma constante.

|

Teorema 10.5 Sea £ un lenguaje formal y sea T una teoria £ tal que:
1. T es finitamente consistente.
2. T es completa.

3. Para cada formula ¢(x) de £ con x como tinica variable libre existe una
constante c tal que Vx ¢(x) — ¢(c) € T.

FEntonces T' es consistente.

DEMOSTRACION: Sea C el conjunto de todas las constantes de £ (que no
puede ser vacio, por la condicién ¢). Definimos en C' la relacién de equivalencia
dadaporc~c <> (c=c)eT.

Se trata ciertamente de una relacion de equivalencia, pues (¢ = ¢) € T, luego
¢~ ¢, sic~c entonces (c=¢') €T, luego T E (¢ =¢), luego (¢ =¢) €T,
luego ¢ ~¢c,ysic~c vy ~ " entonces (c=c)eTy (=) eT, luego
TEc=", luego (c=¢") € T, luego c ~ ¢”.

Definimos M como el conjunto cociente de C' respecto de la relacion ~. De
este modo
=[]+ (c=)eT.

Vamos a dotar a M de estructura de modelo de £. Para cada constante ¢
de £ definimos ¢ = [¢]. Para cada relator n-adico R de £ definimos

R(le1], -, [en]) <> Rey---cp €T
La definicién es correcta, pues si [¢;] = [¢}] y R([e1],- -, [cn]), entonces

(ci=c)eT y Rey--c,€eT,

luego T E Rc)---¢),, luego Rc) ---¢l, € T. Ademas, por la definicion de M

n
resulta que la relacién asociada al igualador es la identidad en M.

9Se trata de un nimero finito de elecciones, por lo que no necesitamos AE.
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Similarmente, si f es un funtor n-adico en £, definimos f : M™ — M
mediante

flel,--slen)) =lcl & (fer--en=c) €T.

Esto es correcto, pues existe una constante ¢ tal que
(Vz fer--cn=a— fei-cn=c) €T

y trivialmente T F Vx fc1---¢, = x, luego (fe1---¢, = ¢) € T. Por otra
parte, si (fe1---cn=¢) €Ty (fer-- ¢ =) € T entonces (¢ = ') € T, luego
[c] = [¢].
Veamos ahora que si t(z1,...,2,) es un término de £, entonces
MEt(ei],...,[en]) =[] syss (t(er,...,cn)=c) €T.
Razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. Si t = x; es inmediato que

ME[¢] =[] syss (c;=c)eT.

El argumento cuando ¢t = ¢’ es casi idéntico. Sit = fty---t,, y el resultado vale
para los ¢, entonces tomamos constantes c; tales que T contenga la sentencia

\/$tj(cla...7cn) :J?—)tj(cl,...,Cn) :C;-.

Como T & Vatj(er,...,¢y) = z, resulta que (tj(ci,...,¢,) = ¢;) € T. Por

hipétesis de induccion M F t;([c1], ..., [ca]) = [¢]].
Entonces M E (ft1---tm)([c1],- -+, [cn]) =[] siy solo si
F)er].- - lenlls- o, M(tm)[leal,- - [enl]) =€
siy solosi f([c}],...,[c,]) =& siysolosi (fcy---c, =c) €T, siy solo si

TEt(c1,...,cn)=c syss (t(c1,...,cn)=c)€eT.

Seguidamente probamos que, para toda féormula ¢(z1,...,z,) de £, se cum-
ple
ME @[], .-, [en)] syss o(er,...,cn) €T.
En efecto, si ¢ = Rt1---tym, y M E ¢[[c1],...,[cn]], tenemos que existen

constantes c;» tales que T' contiene las sentencias

Vo x=tj(cr,...,cn) — g =tj(cr,. .. )
Claramente entonces T F ¢ = t;(c1,...,¢,), luego y hemos probado que enton-
ces M F [c}] = t;([c1],. .., [en]). Por lo tanto, M F Rty -ty ([c1],. .., [ca]) siy
solo si
RM(t:)([er], -, [en])s oo s M(tm)([ea)s- - [en]))  syss R([L], -, [€)])

syss Rc)---ch, € T syss TE Rty -t ([c1], ..., [cn]) syss é(c1,...,cn) €T.
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Si ¢ = —a y el resultado vale para «, entonces
ME —=q[[c1,...,cq]] syss —-MEafla],...,[cn]] syss alci,...,cn) ¢T

syss —a(cy,...,¢,) € T. En el altimo paso usamos que 7' es finitamente con-
sistente y completa, pues por la completitud sabemos que «(cy,...,¢c,) € T 0
—a(cy,...,¢,) € T y por la consistencia finita no se pueden dar los dos casos a
la vez.

Si ¢ = (o — f), entonces (suponiendo que « y 8 cumplen el resultado y
usando que -« también lo cumple, como ya hemos probado),

ME ¢ler], ..., [en]] syss —MEallel],...,[ea]] VM E B[lc], -, [cn]]

syss a(ci,...,cn) €TV B(ct,...,cn) €T syss TFE@(cr,...,cn)
syss ¢(c1,...,cn) €T.

Finalmente, si ¢ = Az a(z,21,...,2,) y el resultado vale para
M E ¢[lcr], ..., [ea]] syss Ac € Const(L) M E af[c],[c1], ..., [cn]]

syss Ac € Const(L) alc,c1,...,c,) €T,
Veamos que esto implica que Az a(z,c1,...,¢,) € T. En caso contrario,
como existe una constante c tal que

Vz-a(z,ci,...,cn) = —ale,er,...,cp) €T,

resulta que si Az a(z,ci,...,c,) ¢ T, entonces Az a(x,cy,...,¢c,) € T, luego
TEVz-a(z,ci,...,cn), luego T E =a(c,cy,. .., cn), luego ale, ¢y, ..., c,) ¢ T,
contradiccién.

Reciprocamente, si Az a(z,c1,...,¢,) € Ty c € Const(L), entonces es claro
que T E alc,c1,...,¢n), luego alc,c1,...,cn) €T.

En particular hemos probado que si ¢ es una sentencia de £ se cumple
ME¢p+—peT,

luego M E T y T es consistente. [
Ahora podemos probar (sin AE):

Teorema 10.6 (Teorema de compacidad (versién numerable)) Si £ es
un lenguaje formal numerable (es decir, con una cantidad numerable de signos),
un conjunto I' de sentencias de L es consistente si y sélo si es finitamente
consistente.

DEMOSTRACION: Razonamos en principio sin la hipétesis de numerabilidad.
Si I es finitamente consistente, entonces, por el teorema 10.4, existe un lenguaje
L', que resulta de anadir a £ un conjunto de constantes, y un conjunto I'’ de
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sentencias que contiene a I' y que cumple las hipotesis a) y c) del teorema an-
terior. Supongamos que existe una teoria 7' completa y finitamente consistente
tal que IV € T. Entonces T' cumple las hipotesis del teorema anterior, luego T
es consistente, es decir, existe un modelo M de £’ tal que M E T. En particular
tenemos que M E I'. Pero es claro que si consideramos el modelo My de £
que se obtiene de M sin méas que eliminar las interpretaciones de las constantes
nuevas de L', entonces My E T', luego I' es consistente.

Asi pues, el problema es extender IV a una teoria completa sin perder la
consistencia finita. Vamos a probar que esto es posible cuando £ es numerable
y mas adelante probaremos que con AE es posible en general.

Si £ es numerable, todos los lenguajes £, que se construyen en la prueba
de 10.4 son numerables también. Para probar esto basta observar que si £,, es
numerable, entonces el conjunto de sus férmulas con una tunica variable libre
es también numerable, luego también lo es el conjunto de constantes que se
le anaden para formar £,;. Méas atn, la prueba del teorema 5.31 muestra
que podemos construir una biyecciéon explicita entre un conjunto infinito A y
A<¥, por lo que podemos construir recurrentemente biyecciones f, entre los
signos de £,, y w, lo que a su vez permite probar que el lenguaje £’ también es
numerable. A su vez, lo es el conjunto de sus sentencias, que podemos numerar
como {¢n Fnew-

Construimos ahora por recurrencia una sucesion {I'}, } e, de conjuntos fini-
tos de sentencias de £’. Tomamos I'j, = & y, supuesto definido I'}, definimos

;T U{an} siIVUT, U{¢,} es finitamente consistente,
[ en caso contrario.

Es claro que I' UT", es finitamente consistente para todo n.

Llamamos T = |J T,. Veamos que cumple lo requerido. En primer lugar,
new
IV € T, pues si ¢ € I, entonces existe un n tal que ¢ = ¢,,. Por construccién

T'UTY, es finitamente consistente, luego TUT?, U {¢,,} = T'UT", también lo es,
luego tenemos que ¢ = ¢, € I';, | C T

También es claro que T es finitamente consistente.

Veamos ahora que si ¢ es una sentencia, entonces ¢ € T o bien ~¢ € T.
Esto implica claramente que T' es una teoria y que es completa.

Sean m, n tales que ¢ = ¢, 7 = ¢,. Supongamos, por ejemplo, que
m < n (el caso contrario es analogo). Si ¢ ¢ T, entonces ¢, ¢ I', ., luego
T'uTy, U{¢} no es finitamente consistente, luego existe A C T'UT, U{¢} finito
y contradictorio. Necesariamente ¢ € A, puesto que I' U T’ es finitamente
consistente. Por otra parte, I' U I/ es finitamente consistente y contiene a
A\ {¢}. St A" c TUT) U{~¢} es finito, entonces (A U A’)\ {4, ¢} es un
subconjunto finito de TUT,, luego tiene un modelo M, luego M E A\ {¢}, pero
no puede ser M F ¢, porque A es contradictorio, luego M E —¢, luego M E A/,
luego I' UT", es finitamente consistente, luego ¢ € I', | C T. n

En realidad hemos probado la versién numerable de un teorema importante:
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Teorema 10.7 (Teorema de Léwenheim-Skolem) Si una teoria T sobre
un lenguaje formal numerable tiene un modelo, entonces tiene un modelo (de
universo) numerable.

DEMOSTRACION: Si T tiene un modelo, entonces es consistente, luego es
finitamente consistente, luego tiene por modelo el construido en la prueba del
teorema 10.5 (a partir de un lenguaje numerable). Es claro que el universo de
dicho modelo es numerable. [

Ejemplo Consideremos a R como modelo del lenguaje (numerable) de la teo-
ria de anillos ordenados y es T = T'(R). Se trata de una teoria consistente, luego
tiene un modelo numerable K, de modo que T(K) = T(R). Es claro entonces
que K es un cuerpo ordenado numerable, luego no es isomorfo a R (ni como
cuerpo, ni como modelo, que es lo mismo), pero satisface exactamente las pro-
piedades que R expresables en el lenguaje £,. Méas adelante volveremos sobre
esto. u

Veamos ahora como probar el teorema de compacidad para lenguajes ar-
bitrarios. Vamos a probar que es equivalente a la siguiente version débil del
teorema de los ultrafiltros 7.10:

Teorema de los Ultrafiltros (TU) Todo filtro en un conjunto puede exten-
derse a un ultrafiltro.

Obviamente, este teorema es equivalente a la version correspondiente para
ideales primos: todo ideal en un conjunto puede extenderse a un ideal primo.
Para probar la equivalencia incluiremos una afirmaciéon intermedia:

Principio de coherencia Sea A un conjunto y F una familia de funciones
definidas sobre subconjuntos finitos de A con valores en {0,1} de modo que toda
restriccion de toda funcion de F estd en F y para todo subconjunto finito de
A existe al menos una funcion en F con dicho dominio, existe una funcion
f:A— 2 tal que, para todo x C A finito, se cumple f|, € F.

Teorema 10.8 Las afirmaciones siguientes son equivalentes a (TU):
1. Toda dlgebra de Boole tiene un ultrafiltro (resp. un ideal primo).

2. Todo filtro (resp. ideal) en un dlgebra de Boole puede extenderse a un
ultrafiltro (resp. ideal primo).

3. El principio de coherencia.

4. El teorema de compacidad: Un conjunto I' de sentencias de un lenguaje
formal L es consistente si y sdlo si es finitamente consistente.
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DEMOSTRACION: Notemos que, por dualidad, las dos versiones de a) y b)
son equivalentes entre si.

~a)=b) Si Fes un filtro en un algebra de Boole B, consideramos un ultrafiltro
U del algebra cociente B/ y el epimorfismo canénico p : B — B/F. Entonces
U = p~1[U] es un ultrafiltro en B que contiene a F.

b) = TU es evidente.

TU = ¢) Sea F un conjunto de funciones definidas en subconjuntos finitos
de A segun las condiciones del principio de coherencia, sea I el ideal formado
por los subconjuntos finitos de A. Para cada x € I, sea J,, el conjunto (finito)
de todas las aplicaciones t € F tales que Dt = z. Sea Z el conjunto de todas las
funciones z tales que

1. Dz C I
2. Nz € Dz 2(z) € Fo.
3. Nay € Dz (2(x) U z(y) sz Uy — 2).

Para cada x € I, sea Z, = {z € Z |z € Dz} # & y notemos que si x, y € [
entonces Z, N Z, # &, pues existe t € F tal que Dt = z Uy y basta tomar
z={(z,t|2), (y,tly)}, que cumple z € Z, N Z,. Por lo tanto,

F={Xec?PZ|Vrel Z, C X}

es un filtro en Z. Por hipoétesis estéd contenido en un ultrafiltro U. Para cada
x €l siF, ={t1,...,t,}, entonces

Ly =Ly U---UZy,,

donde, para cada t € F, llamamos Z; = {z € Z, | z(z) = t}. Como la unién
esta en U y es disjunta, existe un tnico t € F,, tal que Z; € U (si Z;, ¢ U para
todo 4, entonces Z \ Z;, € U, luego @ = Z, N((Z \ Z,) € U).

1
Llamemos t, : © — 2 al tnico elemento de ¥, tal que Z;, € U. Six, y € I,
tenemos que Z;_, Z;, € U, luego Z; NZ;, € U, luego existe z € Zy, NZy, luego
z(z) = tz, 2(y) = ty, luego t, Ut, es una funcion. Esto implica que

f=Ut:: A—2
xzel

es una funciéon que cumple lo requerido.

c¢) = d) Segun lo visto en la primera parte de la prueba del teorema 10.6, para
probar el teorema de compacidad basta probar que todo conjunto finitamente
consistente I' de sentencias de un lenguaje formal £ puede extenderse a una
teorfa T finitamente consistente y completa.

Sea A = Sent(L) y sea F el conjunto de las funciones t definidas sobre
subconjuntos finitos de A de modo que existe un modelo M de I' N Dt tal que

N € Dt (t(¢) =1+ M E ¢).
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La consistencia finita de I'" implica que F para todo subconjunto finito de
A existe una funcién en F que lo tiene por dominio, por lo que F cumple las
hipétesis del principio de coherencia, y podemos concluir que existe f : A — 2
tal que f|, € F para todo x C A finito. Definimos

T={scAlf6)=1)

y es claro que I' C T. Ademéas T es una teoria completa, porque si ¢ € A,
tenemos que flrs g1 € F, luego existe un modelo M = T'N {¢, ~¢}, y entonces

f(@) =10 ME ¢ ME ¢ =f(-¢) =1,

luego ¢ € T o bien =@ € T.

d) = a) Sea B un algebra de Boole y consideremos un lenguaje formal £
que tenga como constantes los elementos de B, asi como un relator monadico f.
Consideramos el conjunto I' formado por las sentencias siguientes de £:

L ﬁf(D7 f]17
2. foV fV, para cada b € B,
3. for Ao A fby — f(b1 A -+ Aby), para todos los by, ..., b, € B.

Observemos que I' es finitamente consistente, pues si A C I' es finito, el
conjunto X C B de las constantes que aparecen en las sentencias de A es
finito. Sea C la subalgebra de B generada por X, que por 7.6 es finita, y
obviamente tiene un ultrafiltro U (basta tomar un filtro maximal respecto de la
inclusion). Podemos convertir a C en un modelo de A sin méas que interpretar
cada constante como ella misma y el relator f como la pertenencia a U.

Por lo tanto, tenemos que I' es consistente, es decir, que tiene un modelo M,
y eso implica que el conjunto

U={beB|ME fb}

es un ultrafiltro de B. n

Es inmediato que TU es equivalente a que toda algebra es isomorfa a un
algebra de conjuntos, pues toda algebra de conjuntos B tiene un ultrafiltro:
basta tomar x € | JB y definir U = {A € B |z € A}.

Una version equivalente del teorema de compacidad es la siguiente:

Teorema 10.9 (TU) SiT es un conjunto de sentencias de un lenguagje formal
L y ¢ es una sentencia de L tal que T' F ¢, entonces existe A C T finito tal que
AFE ¢.

DEMOSTRACION: En caso contrario, para cada A C I finito tendriamos que
AU {~¢} seria consistente, luego por el teorema de compacidad I' U {—¢} seria
consistente, pero esto contradice que I' F ¢. m
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En particular si I" es contradictorio (tomando como ¢ una contradiccion)
concluimos que tiene un subconjunto finito contradictorio, pero esto es el teo-
rema de compacidad, que es, pues, equivalente al teorema anterior.

En la nota tras el teorema de Tychonoff [T 4.15] hemos observado que TU
implica que el producto de espacios de Hausdorff compactos es compacto. Ahora
podemos demostrar el reciproco:

Teorema 10.10 TU es equivalente a que, para todo conjunto I, el espacio 2!
(con el producto de la topologia discreta en 2) es compacto.

DEMOSTRACION: Sea B un édlgebra de Boole. Para cada b € B, consideramos
la aplicacion hy, : 2 — {b, b’} dada por hy(0) = V', hy(0) = b. Tenemos entonces

un homeomorfismo A : 28 — X = ] {b,b'} dado por h(f)(b) = hy(f(b)). Por
beB

hipotesis 2% es compacto, luego X también lo es.

Sea C una subalgebra finita de B y sea I un ideal primo en C. Definimos
Cr={feX|NceC f(u) €I},
que es abierto y cerrado no vacio en X, al igual que
B¢ = {C; | I es un ideal primo de C}.

Observemos que la familia formada por todos los Bg tiene la propiedad de
la interseccion finita, ya que si Cq, ..., C,, son subalgebras finitas de B, entonces
la subalgebra C generada por la unién es finita (por 7.6) y entonces

Bec C Be, N---N Bg,,,
yva que si f € Bc existe un ideal primo I de C tal que f € Cj, pero entonces

I; = INC; es un ideal primo en C; y f € C;, C Bg,. Como X es compacto,
existe f € (| Be. Sea Ip = {f(b) | b € B}.
C

Vamos a probar que Iy es un ideal primo en B. Ante todo, si b € B tenemos
que f(b) € {b,b'} N Iy, es decir, que b € Iy o bien b’ € Iy.

Para cada b € B, consideramos el dlgebra C generada por by sea I un ideal
primo en ella tal que f € C;. Entonces O = f(0) € I, luego O € Iy y f(b) € Iy,
luego f(b) # 1, luego 1 ¢ I,.

Si f(b) € In y ¢ < f(b), consideramos el algebra C generada por by cy
consideramos un ideal primo I en C tal que f € C;. Entonces f(b) € I, luego
c €I, luego ¢ = f(c) € Iy.

Finalmente, si f(b), f(c¢) € Iy, consideramos el algebra C generada por by
¢y tomamos un ideal primo I tal que f € C;. Entonces f(b), f(c) € I, luego

f) v f(e) € I, Tuego f(b) V f(c) = f(f(b) V f(c)) € Lo.

Con esto queda probado que Iy es un ideal primo. L]

Maés aun:
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Teorema 10.11 (TU) Todo producto de espacios compactos de Hausdorff no
vacios es no vacio.

DEMOSTRACION: Sea X = [] X; un producto de espacios de Hausdorff
compactos no vacios. i€l
Sea Z el conjunto de todas las funciones f tales que

DfcIANi€Df fi) € X;.

Para cadai € I, sea Z; = {f € Z | i € Df}. Es claro que los conjuntos Z;
forman una familia de subconjuntos de Z con la propiedad de la interseccion
finita, luego generan un filtro que, a su vez, estd contenido en un ultrafiltro U.

Para cada ¢ € I, es facil ver que el conjunto

U ={AePX, |{feZ|ieDfAf(i)ec A} eU}

es un ultrafiltro en X;. (Aqui usamos que, como Z; € U, se cumple X; € U,.)
Pero un ultrafiltro U; convergente en un espacio de Hausdorff tiene un tnico
limite z;, con lo que hemos determinado un punto x € X. n

Algebras de Lindenbaum Los axiomas que definen las algebras de Boole
pueden interpretarse como las propiedades de la unién, la intersecciéon y el com-
plemento de conjuntos, pero también como propiedades de las sentencias de
una teorfa formal. La relacién precisa entre las dlgebras de Boole y la logica
se realiza a través del concepto de algebra de Lindenbaum, que presentamos a
continuacion:

Definicion 10.12 Sea T una teoria sobre un lenguaje formal £. Definimos en
Sent (L) la relacion de equivalencia dada por

a~p syss TEa+ B.

Observemos que esto equivale también a que, en cada modelo de T, las
sentencias o y  sean ambas verdaderas o ambas falsas, por lo que claramente
es una relacién de equivalencia.

Llamaremos Br al conjunto cociente de Sent(7T') respecto de la relacion de
equivalencia que acabamos de definir.

De este modo, si p € By, en cada modelo de T las sentencias de p son todas
verdaderas o todas falsas, y si p, ¢ € By cumplen p # g, existe un modelo en el
que las sentencias de p son verdaderas y las de ¢ falsas o viceversa.

Es inmediato que las operaciones A, V y ' en By dadas por

ABl=[arnp]l, [dV[fl=laVvp, [of=[d]

estan bien definidas (en el sentido de que no dependen de los representantes
elegidos para calcularlas) y convierten a By en un algebra de Boole con

1=7, O0=1.
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(Asi, 1 esta formado por las sentencias de T, es decir, las sentencias que son
verdaderas en todo modelo de T', mientras que O contiene a todas las sentencias
que son falsas en todo modelo de T'.)

El algebra Br se llama dlgebra de Lindenbaum de la teoria T

Es claro que el édlgebra B es degenerada si y s6lo si T' es contradictoria,
mientras que By es trivial (es decir, cumple By = {0, 1}) si y solo si T es
completa.

Esto sucede, por ejemplo, con todas las teorias de la forma T (M), para un
modelo M.

Segun las definiciones de — y <> dadas para &algebras de Boole arbitrarias,
es claro que

[ = Bl =la—=B], o] & [8] =[a < f].

A su vez, [a] <[] equivale a que siempre que « es verdadera en un modelo de

T sucede que S también lo es.

Teorema 10.13 (TU) Si T es una teoria consistente sobre un lenguaje for-
mal £, los filtros del dalgebra By se corresponden biunivocamente con las teorias
consistentes que contienen a T. La correspondencia viene dada por

F—Tp={a€Sent(L) ] [a] € F}, T'— Fr={[a] €Br |aeT'}.

DEMOSTRACION: Observemos que T es una teoria, pues si Tr F ¢ entonces
existe A C Ty finito tal que A F ¢, luego, si A = {01,...,d,}, tenemos que
LA NG EF y 01N Ady] <g], luego [¢] € F, luego ¢ € Tr.

Ademas Tr es finitamente consistente, pues si aq,...,qa, € Tr, entonces
[ar A oo A ay] € F, luego [ag A -+ A ayp] # O, luego la conjuncion tiene
un modelo, que también serd un modelo de {a1,...,a,}. Por el teorema de
compacidad Tr es consistente.

El resto del teorema es inmediato. L]

En particular, los ultrafiltros de By (es decir, los puntos del espacio de Stone
S(Br)) se corresponden con las teorias (consistentes) completas que contienen
a T o, equivalentemente, a las teorias de la forma T'(M ), donde M es un modelo
deT.

Si I' es un conjunto de sentencias finitamente consistentes, entonces el con-
junto X = {[a] € Br | « € T'} tiene propiedad de la interseccion finita, luego
genera un filtro F' que se corresponde con la teoria axiomatizada por I'.

Ordenes totales Sabemos que AE equivale a que todo conjunto puede ser
bien ordenado. Con TU podemos demostrar que todo conjunto puede ser total-
mente ordenado. Podemos probar un poco mas:

Teorema 10.14 (TU) Todo orden parcial en un conjunto X puede extenderse
hasta un orden total.
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DEMOSTRACION: Sea < el orden parcial dado en X. Consideremos un
lenguaje formal £ que tenga como constantes a los elementos de X y ademés
un relator diadico <. Sea I' el conjunto formado por las sentencias siguientes
(donde p, ¢, r son constantes cualesquiera):

1.p=p
22.p2qNq<p—p=gq,
3.p=2gNhq=2r—=p=r,
4. p=2qVq=p,

5. pRgsip<gq.

Si A es un subconjunto finito de I'; sea Xy C X el conjunto (finito) de
todas las constantes que aparecen en alguna sentencia de A. Entonces X es
un conjunto finito parcialmente ordenado por <, y es facil ver que < puede
extenderse a un orden total en X, (por ejemplo, como la relacién < esta bien
fundada, podemos considerar su rango y definir © <* y <> rang(z) < rang(y)).
Con tal extension, X se convierte en un modelo de A, luego I" es finitamente
consistente y, por lo tanto, consistente. Si M es un modelo de I', entonces la
relacion en X dada por

p<‘q< MFEpPp=gq

es un orden total en X que extiende al orden dado <. [

Como consecuencia inmediata:

Teorema 10.15 (TU) Toda familia de conjuntos finitos tiene una funcion de
eleccion.

DEMOSTRACION: Basta considerar un orden total < en |J X, de modo que
cada z € X esta totalmente ordenado (luego bien ordenado, al ser finito) por la
restricciéon de <, luego si no es vacio podemos escoger en él su minimo elemento.

n

Observemos que el teorema anterior es un caso particular de 10.11.

Modelos infinitos Una teoria formal puede tener iinicamente modelos finitos.
Por ejemplo, si una teoria consistente contiene entre sus sentencias a

VuwvwzyzA\s(s =uVs=uVs=vVs=xVs=yVs=z),

entonces todos sus modelos tendrin a lo sumo 6 elementos. Si exigimos ademés
que u, v, w, x, Y, z sean distintos dos a dos, podemos exigir que todos los modelos
tengan exactamente 6 elementos. Ahora bien, el teorema de compacidad implica
que ninguna teoria puede garantizar que todos sus modelos sean finitos sin
imponer una cota concreta (finita) al cardinal de dichos modelos:
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Teorema 10.16 (TU)!? Si una teoria T tiene modelos finitos de cardinal ar-
bitrariamente grande, entonces tiene modelos infinitos.

DEMOSTRACION: Sea £ el lenguaje de T' y sea L’ el lenguaje que resulta de
anadir a £ un conjunto numerable de constantes {c,}ney. Sea I' el conjunto
de sentencias de £’ formado por las sentencias de T y las de la forma ¢, # ¢y,
para todo m # n.

Entonces I' es finitamente consistente, pues si A es un subconjunto finito
de T, sea k el nimero de constantes ¢, que aparecen en las sentencias de A.
Por hipotesis, T' tiene un modelo M de cardinal mayor que k, y dicho modelo
M se convierte en un modelo de A sin mas que interpretar las k constantes ¢,
que aparecen en las sentencias de A como k elementos distintos de M y el resto
de ellas como cualquier elemento prefijado de M.

Por el teorema de compacidad I' tiene un modelo M, que en particular es
un modelo de T en el que las constantes {¢, | n € w} tienen interpretaciones
distintas dos a dos, luego M es infinito. ]

En la seccién siguiente incidiremos en este uso del teorema de compacidad
para construir modelos de cardinal grande de una teoria dada.

10.3 Submodelos, inmersiones

Estudiamos ahora las aplicaciones que relacionan dos modelos de un mismo
lenguaje formal.

Definiciéon 10.17 Una inmersioni: N — M entre dos modelos de un mismo
lenguaje formal £ es una aplicacién que verifica las propiedades siguientes:

1. Para toda constante ¢ de £ se cumple que i(N(c)) = M(c).
2. Para todo relator n-adico R de £ se cumple que

Nai...a, € N(N(R)(ay,...,a,) < M(R)(i(a1),...,i(an)))-
3. Para todo funtor n-adico f de £ se cumple que

Nai...a, € NG(N(f)(a,-..,an)) = M(f)(i(ar),...,i(an))).

Observemos que la propiedad 2) aplicada al igualador implica que toda in-
mersion es inyectiva. Una inmersion biyectiva es un isomorfismo de modelos.
Por ejemplo, una inmersion entre dos anillos unitarios (vistos como modelos
del lenguaje de la teoria de anillos) no es mas que un monomorfismo de anillos
unitarios en el sentido algebraico usual.

Diremos que un modelo N es un submodelo de un modelo M del mismo
lenguaje formal si N C M y la inclusiéon es una inmersion.

Supongamos que M es un modelo de un lenguaje £ y que N C M es un
subconjunto de M con las propiedades siguientes:

10Si el lenguaje de la teoria es numerable, este teorema no requiere TU, pues podemos usar
la version 10.6 del teorema de compacidad.
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1. M(c) € N para toda constante ¢ de £.
2. M(f)|n» : N® — N, para todo funtor n-adico f de L.

Entonces N admite una tnica estructura de submodelo de M. De hecho,
ésta es una definicion alternativa de submodelo.

Por ejemplo, los submodelos de un anillo unitario (visto como modelo del
lenguaje de la teoria de anillos) son simplemente los subanillos unitarios (es
decir, con la misma unidad) en el sentido algebraico usual.

De las definiciones se sigue inmediatamente que la imagen de una inmersion
es un submodelo y que, equivalentemente, una inmersion entre dos modelos es
un isomorfismo de uno en un submodelo del otro.

Teorema 10.18 Si i : N — M es una inmersion entre dos modelos de un
mismo lenguaje formal L, t(x1,...,2,) es un término de L y ay,...an, € N,
entonces

iN@®ar, ... an]) = MB)[i(ar), . .., i(an)].

DEMOSTRACION: Por induccion sobre la longitud de t. Si t = x; es una
variable tenemos simplemente que

i(N(z3)[ar, .., an]) = i(a;) = M(z;)[i(as),. .. i(an)].
Si ¢ = ¢ es una constante queda

i(N(O)ar, ... an]) = i(N(c) = M(c) = M()i(ar), .. . i(an)]-
Sit=fti--tn y el teorema es cierto para ty, ..., %, entonces
i(N®)[a, ... an]) = i(N(FN(EDars - anl, .- Ntw)[ar, - .. an])

= M(f)@(N({t)][a1,---san]), - i(N(tm)[a1, .-, an])
=M(f)(M(t1)[i(ar), ..., i(an)], ..., M(tm)i(ar),...,i(an)])
= Mt)[i(a1),...,i(an)]

Con esto podemos probar que dos modelos isomorfos satisfacen las mismas
sentencias:

Teorema 10.19 Sii: N — M es un isomorfismo entre dos modelos de un
mismo lenguaje formal £, ¢(x1,...,x,) es una formula de £ y aq,...,a, € N,
entonces

NE ¢lay,...,a,] syss M E pli(ar), ..., i(an)]-
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢ = Rty -+ t,,,
usamos el teorema anterior:

N E ¢lay, ..., an] syss N(R)(N(t1)[a1,..-,an), -, N(tm)[a1,- .., an])

syss M(R)(i(N(t1)[ar, ... an)), ..., i(N(tm)[a1,- .., an]))
syss M(R)(M(t1)[i(ay), ... ,i(an)]),- .. N(tm)[i(ar), ... i(an)])
syss M E ¢li(ay), ... i(an)).
Si ¢ = —a, entonces, aplicando a « la hipétesis de induccion:

N E ¢lay,...,a,] syss =N F alaq,...,a,] syss =M E afi(a1),...,i(an)]

syss M E ¢[i(ar), ..., i(ap)]-

El caso ¢ = a — B es similar. Supongamos por tltimo que ¢ = Aza.
Entonces

NE ¢lay,...,a,) syss N\a € N N F ala,ay,...,a,)]
syss Na € N M E ali(a),i(a1),...,i(a,)]
syss Na € M M E ala,i(ay),...,i(a,)] syss M E ¢li(ay),...,i(a,)],

donde hemos usado que, como ¢ es biyectiva, cuando a recorre N se cumple que
i(a) recurre M. .

Definicion 10.20 Diremos que dos modelos M y N de un mismo lenguaje
formal £ son elementalmente equivalentes si satisfacen las mismas sentencias,
es decir, si para toda sentencia ¢ de £ se cumple que

ME ¢« NE¢.

Usaremos la notacion M = N para indicar que M y N son isomorfos (es
decir, que existe un isomorfismo entre ellos), y la notacion M = N para indicar
que son elementalmente equivalentes. Acabamos de probar que si N & M
entonces N = M. Pronto veremos ejemplos de que el reciproco no es cierto.

El teorema anterior no es valido para inmersiones arbitrarias, pero hay in-
mersiones que lo cumplen sin ser isomorfismos:

Definicion 10.21 Una inmersion elemental i : N — M entre dos modelos
de un mismo lenguaje formal £ es una aplicacion tal que para toda férmula
d(x1,...,2,) de L se cumple

Nai---a, € NN E @lay,...,a,] < ME @li(ar),...,i(an)])-
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Observemos que esto implica que ¢ es una inmersion. En efecto, para de-
mostrar que conserva a una constante c¢ basta considerar la formula x = ¢, para
probar que conserva un relator n-adico R basta considerar la formula Rzxq - - - x,
y para probar que conserva un funtor n-ddico f basta considerar la férmula
= fr1- -z,

Diremos que N es un submodelo elemental de un modelo M (y lo represen-
taremos por N < M) si N C M y la inclusiéon ¢ : N — M es una inmersion
elemental. A su vez esto equivale a que para toda formula ¢(z1,...,z,) de £
se cumple

/\al"'an EN(N':QS[C“,...,GJ”] HM':Qb[ala"'?an])'

En particular, N es un submodelo de N.

Notemos que si existe una inmersiéon elemental i : N — M o, en particular,
si N < M, entonces N = M.

Ejemplo Consideremos a R como modelo del lenguaje de la teoria de anillos.
Entonces Q es un submodelo de R, pero no es un submodelo elemental. Por
ejemplo, si ¢(x) = Vyxz =y -y entonces R F ¢[2] pero Q F —¢[2]. =

El teorema siguiente proporciona una caracterizaciéon muy importante de los
submodelos elementales. Su interés radica en que sélo involucra la nocién de
satisfaccion en un modelo en vez de en dos.

Teorema 10.22 Un subconjunto N C M de un modelo M de un lenguaje for-
mal £ es un submodelo elemental si y solo si para toda formula ¢(x,x1, ..., x,)
de L se cumple

Nai---a, € N\Va€ MME ¢la,ay,...,a,) — Va € NM E ¢la,ai,...,a,]).

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que N es un submodelo. Si ¢
es una constante de £ entonces Va € MM E (x = c¢)[a], luego por hipotesis
Va € NM E (x = ¢)[a], lo que equivale a que M(c) € N.

Similarmente, si f es un funtor n-ddico de £ y ay,...,a, € N, entonces
es claro que Va € MM E z = fx1---zpla,ay,...,a,), luego por hipotesis
también se cumple VVa € NM E x = fz,---z,[a,a1,...,a,)], lo cual equivale a
que M(f)(ai,...,a,) € N. Esto prueba que N es ciertamente un submodelo
de M, luego la inclusiéon ¢ : N —> M es una inmersion.

Ahora probamos que para toda formula ¢(zq,...,z,) de £ y todos los
ai,...,a, € N se cumple

N E ¢lay,...,a,) & M E @lay, ..., ap].

Lo demostramos por induccién sobre ¢. Los primeros casos son idénticos a
los de la demostracion de 10.19 (teniendo en cuenta que aqui podemos omitir
la inmersion ¢, porque es la inclusion). So6lo hay que considerar el caso en que
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¢ = N\za y que el teorema es valido para a. Por los casos precedentes también
vale para —«. Por consiguiente,

N E Azalay,...,a,) < Na € NN Eala,ay,...,a,)

< -Va € NN E -ala,ay,...,a,] < ~Va € NM E -ala,ay,...,a,)
< =Vae€ MM E —ala,ay,...,a,] < M E Azalay, ..., a,).

El reciproco es muy simple: si N es un submodelo elemental,
Vae M ME ¢la,ai,...,a,] = M ENzd(x)|ar,..., a]

— NEVzo(@)|ar,...,a,) = Vae€ N NE ¢la,a,...,a,]
—Vae N ME ¢la,aq,...,a,).

De aqui podemos obtener una técnica para construir submodelos elementales.
Para ello necesitamos algunas definiciones:

Definicion 10.23 Sea M un modelo de un lenguaje formal £ y fijemos un orden
total en el conjunto de las variables de £. Para cada formula ¢(xo, ..., x,) con
n + 1 variables libres (ordenadas de modo que zp < 1 < -+ < x,) diremos
que una funcién hg : M™ — M es una funcion de Skolem para ¢ si cuando
ai,...,an € My \la € MM E ¢la,ay,...,a,] entonces

M E ¢lhy(ar, ... an),a1,...,a5].

Claramente (suponiendo AE) toda férmula ¢ con al menos dos variables
libres tiene una funciéon de Skolem, que en general no sera tnica. Seleccionamos
una funcién de Skolem hg para cada férmula de £ con al menos dos variables
libres.

Si X C M definimos No(X) = X y Np1(X) = Np(X) U U ho[Ne(X)],
@

donde hay que entender que si la formula ¢ tiene n + 1 variables libres entonces
he[Nik(X)] es en realidad hg [N (X)™]. El nicleo de Skolem de X en M (respecto
a las funciones de Skolem escogidas) es

N(X) = kLéJ Ni(X).

Teorema 10.24 (AE) Si M es un modelo de un lenguaje formal Ly X C M

es un conjunto no vacio, entonces X C N(X) < M y [N(X)| = |X]|-|£L| (donde
|£| es el cardinal del conjunto de signos de L).

DEMOSTRACION: Es claro que el cardinal del conjunto de férmulas de £ (con
al menos dos variables libres) es exactamente |£|. Por lo tanto hay |£| funciones
de Skolem. De aqui se sigue facilmente que |[N(X)| = | X|-|£]|. S6lo queda probar
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que N(X) < M. Usaremos el teorema anterior. Para ello tomamos una férmula
¢(x,21,...,2,) junto con a,...,a, € N(X) y suponemos que

Va e MM E ¢la,ai,...,a,].

No perdemos generalidad si suponemos que n > 1, pues en caso contrario
cambiamos ¢(z) por ¢(x) A x1 = 21, y tomamos cualquier a; € N(X), asi como
que las variables estan ordenadas respecto del orden prefijado en el conjunto de
todas ellas). Existirda un k& € w tal que ai,...,a, € Ng(X). Por lo tanto
a=hg(ai,...,an) € N(X) cumple a € N(X) A M E ¢la,a1,...,a,]. n

En particular tenemos:

Teorema 10.25 (Teorema descendente de Léwenheim-Skolem) (AE)
Si M es un modelo de un lenguaje formal £ y k es un cardinal que cumple
|L| < k < |M]|, entonces M tiene un submodelo elemental de cardinal k.

(Basta tomar N(X), donde X C M tiene cardinal .)

Combinando esto con el teorema de compacidad obtenemos:

Teorema 10.26 (Teorema ascendente de Lowenheim-Skolem) (AE)
Si M es un modelo infinito de un lenguage formal £ y k > |M||L| es un cardinal,
entonces existe una inmersion elemental de M en un modelo de cardinal k.

DEMOSTRACION: Sea £’ un lenguaje que tenga una nueva constante ¢, para
cada a € M, sea M’ el modelo M extendido a modelo de £’ interpretando cada
constante ¢, como a. Sea T' = T'(M'). Sea L£" el lenguaje que resulta de anadir
a L’ un conjunto de constantes {ds}a<x- sea I' el conjunto formado por las
sentencias de 7" mas todas las de la forma d,, # dg, para todo par de ordinales
a # B.

Entonces I'” es finitamente consistente, pues si A es un subconjunto finito de
I'” un modelo de A se obtiene extendiendo M’ de modo que las constantes d,,
que aparezcan en A se interpreten como objetos distintos en M’, y las que no
aparezcan en A como un mismo objeto cualquiera de M.

Por el teorema de compacidad existe un modelo M" de I'”, en el cual las
constantes d,, tienen interpretaciones distintas, luego |M”| > k. En particular,
M" es un modelo de T".

Seai: M — M" la aplicacion dada por i(a) = M"(¢,). Claramente es una
inmersién elemental, pues

ME ¢lay,...,an] = M E ¢(cays... ca,) = M"E d(cays---s¢a,)

— M" E ¢li(ar),...,i(a)].

Sea X C M” cualquier conjunto de cardinal x y sea N = N(i[M]U X) < M".
Entonces |N| = k y se cumple que i : M — N. Ademés es claro que ¢ también
es una inmersion elemental en N, pues

ME ¢lay,...,a,] = M" E @li(ar),...,i(an)] = N E ¢li(ar),...,i(an)].
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Combinando los dos teoremas anteriores vemos que si una teoria tiene un
modelo infinito, entonces tiene modelos de todos los cardinales mayores o iguales
que el cardinal de su lenguaje formal.

La definicion del niicleo de Skolem no es constructiva por la eleccién arbitra-
ria de las funciones de Skolem. El teorema siguiente nos da una representaciéon
de los elementos de un niucleo de Skolem que compensa en parte este inconve-
niente. Primero necesitamos una definicion.

Definicion 10.27 Sea M un modelo de un lenguaje formal £. Supongamos
escogidas unas funciones de Skolem para M. Sea L el lenguaje formal que
resulta de anadirle a £ un funtor F por cada funcién de Skolem hy. Es claro
que M se convierte en un modelo de £ sin mas que establecer M (Fy) = hg.
Los términos de £ construidos tinicamente con variables y funtores Fj se llaman
términos de Skolem.

Teorema 10.28 Sea M un modelo de un lenguaje formal £ y X un subconjunto
no vacio. Entonces

N(X)={M()[a1,...,an] |t es un término de Skolem A aq,...,a, € X}.

DEMOSTRACION: Veamos que M (t)[aq, ..., a,] € N(X) por induccion sobre
la longitud de ¢. Sit = z; es una variable entonces M (¢)[a1,...,a,] = a; € X.
Sit= Fyty---tn, donde cada t; es un término de Skolem, entonces

M@)|a1,...,an] = he(M(t1)[a1,- .., an), ..., M(tm)[a1, - .., an)).

Por hipotesis de induccion cada M (t;)[a1, ..., a,] estd en N(X), luego to-
dos ellos estan en un cierto Ny (X), para un nimero natural k suficientemente
grande, y entonces es claro que M (t)[a1,...,a,] € Niy1(X).

Reciprocamente, vamos a probar por induccién sobre &k que cada Ni(X) esta
contenido en el conjunto del enunciado. Para k = 0 es trivial. Si vale para k,
tomamos a € Nj41(X) y distinguimos dos casos: si a € Ni(X) concluimos por
hipétesis de induccién; en caso contrario a € hy[Ni(X)], para cierta funciéon de
Skolem hy, es decir, existen by, ...,b, € Ng(X) tales que a = hg(b1,...,bn).
Por hipotesis de induccion b; = M(t;)[aq, ..., a,], para ciertos aq,...,a, € X y
ciertos términos de Skolem ¢;. Por consiguiente

a=MFy)(M(t1)a1,...,an],..., M(tn)]a1,...,an])
= M<F¢t1 . -tm)[al, ce ,an],
luego se cumple la conclusion con el término de Skolem ¢ = Fyty ---t,,. =

Como aplicaciéon demostramos lo siguiente:

Teorema 10.29 Sea M un modelo de un lenguaje formal £ y X un subconjunto
no vacio. Sea N = N(X). Entonces las restricciones a N de las funciones de
Skolem de M son funciones de Skolem para N y el nicleo de Skolem de X en
N respecto a estas restricciones es N.
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DEMOSTRACION: Si ¢(zg,Z1,...,Ty) es una formula de £ (con una orde-
nacion de sus variables), es claro que hg|nn : N* — N. Como N < M, si
a1y...,0, E Ny

Va € NN E ¢la,ay,...,a,],
también
Vae MM E ¢la,ay,...,a,),
luego
M E ¢lhy(ar,...,an),a1,...,a,],

y de nuevo porque N < N concluimos que
N E ¢lhg(ar, ... an),a1,...,a].

Esto prueba que hg es una funcién de Skolem para ¢ en N. Por el teorema
anterior, si @ € N entonces a = M(¢)[aq,...,a,], donde t es un término de
Skolem y aq,...,a, € X. Ahora bien, es claro que N es un submodelo de
M (no necesariamente elemental) cuando consideramos a ambos como modelos

de £, luego por el teorema 10.18 tenemos que a = N(t)[a1,...,a,], luego el
teorema anterior nos da que a esté en el nicleo de Skolem de X en N. m

10.4 Ultraproductos

Presentamos ahora otra técnica de construcciéon de modelos que proporciona
una demostracion mas natural del teorema de compacidad y, sobre todo, una
descripcion mas tutil y manejable de los modelos construidos.

Definicién 10.30 Sea {M;};c; una familia de modelos de un lenguaje formal

Ly sea U un ultrafiltro en I. Definimos en [] M; la relacién dada por
il

f=vg<{iel]| fi)=g()}eU.

Se comprueba sin dificultad que =y es una relacion de equivalencia, por lo
que podemos considerar el conjunto cociente, al que llamaremos ultraproducto

de la familia dada, y lo representaremos por [[YM;.
iel
Definimos en el ultraproducto M la siguiente estructura de modelo de £:

e Si ¢ es una constante de £, definimos M(c) = [¢], donde ¢ € [[ M; es la
funcion dada por é(i) = M;(c). el

o Si R es un relator n-adico de £, entonces
M(R)([fi,--- . [fa]) & {i € I | Mi(R)(f1(4), .., fu(i))} € U.
o Si F es un funtor n-adico de £, entonces M (F)([fi], .., [fa]) = [f], donde
f(@) = M;(F)(f1(2), - - -, fu(d)).

Se comprueba sin dificultad que estas relaciones y funciones estan bien defi-
nidas, asi como que el igualador se interpreta como la igualdad.
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Nota Observemos que si el ultrafiltro U es principal, es decir, si
U={A€c?PI|iec A},

entonces [f] = [g] +> f(i0) = g(io), por lo que la aplicacion ¢ : [[YM; — M;,
iel

dada por ¢([f]) = f(io) es biyectiva, y claramente es un isomorfismo de modelos.

Por lo tanto en este caso la construccién no aporta nada. L]

Teorema 10.31 (Teorema fundamental de los ultraproductos) (AE)
Consideremos una familia {M;};c; de modelos de un lenguaje formal £ y sea U
un ultrafiltro en I. Si ¢(x1,...,x,) € Form(L) y f1,..., fn € [[ M;, entonces

iel
i€
En particular, si ¢ es una sentencia,
[I"M;E¢p« {icl|MFEo}elU.
iel
DEMOSTRACION: Sea t(z1,...,%,) un término de £y f1,...,fn € [[ M.
Veamos que i€l
(I984) 11, - Lal] = L),
iel
donde ¢(i) = M;(¢)[f1(2), ..., fn(d)].
Lo probamos por inducciéon sobre la longitud de t. Si t(z1,...,2,) = 4,

entonces el miembro izquierdo es [f;], v g = fi, luego se cumple la igualdad.

Si t(x1,...,2,) = ¢, donde ¢ es una constante de £, entonces el miembro
izquierdo es [¢] y g = ¢, luego se cumple la igualdad.

Sit(z1,...,2n) = Fti(z1,...,2n) - tr(x1,...,2,), donde F es un funtor
r-adico de £, entonces

(VM) @A), )

el

= (1024 ) ((T1V88) )l [l (T7M6) @A 1))

el el i€l

= (I786) (B) (o], lor]) = o)
donde g; (i) = M;(t;)[f1(?),..., fn(i)] (por hipotesis de induccion) y
9(7’) = MZ<F)(91(2>7 s 7gr(i)) = Mz(t)[fl(z)v R fn(l)]

Veamos ahora el teorema por induccién sobre la longitud de ¢.
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Sid(x1,...,2) = Rt1(z1,...,2pn) - tr(x1,...,2,), donde R es un relator

r-adico de £, entonces

[TYM; E o[[f1], - [fal]

o (M) G (M) @l s 1l (M) @) 1) ()

o (11904 (B)([g1)s - [90)):
i€l
donde, segtin hemos probado, g;(¢) = M;(t;)[f1(%), ..., fn(i)]. Esto equivale a

{i eI | Mi(R)[g1(3),...,9,(D)]} €U {iel]|ME®(3),..., [ .(0)]} €U.

Si¢(x1,...,2n) = W(x1,...,2,) y el teorema vale para 1, entonces

[TYMi E ol[f1], - [full & =TIV Mi E Q[ 1], - [fal]

o liel | MiEplfi(i),.... ()]} ¢U
S el | MEfi(),..., fo0)]} €.

St p(z1,... xn) = P(x1,...,2n) = x(x1,...,2,) v el teorema vale para 1
¥y X, probaremos la coimplicacién de las negaciones, es decir, que

=[19M; F (v = )[LAL- - [fal]

i€l

cliel [ MiE W —=X)AG),. . @]} ¢U

En efecto,
ﬁl;[IUMi F @ = )AL - [fall
© _IGTIUMZ- EY[lAl . fall A ﬁEIIUMi Exllfi] - [l

o {iel | My FEPIfi(i),..., fu(@)]} €U
ANiel | M;E-x[fi(i),..., fa(d)]} €U
el | MyEY[fi),..., fa]}N{i el | MyE-x[f1(i),..., [n(0)]} €U
c{iel|~MFE W= x)A6E),.... @]} eU
c{iel | MiF = x)[fi(),.... fn()]} ¢ U.

Si ¢(x1,-..,7n) = Nob(x,21,...,2,) y el teorema vale para 1), probaremos
también la coimplicacién de las negaciones:

[17Mi B A w[fi], -, [fa]]

i€l

e liel| MiF Neyfi(i),.... fa ()]} ¢ U.
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En efecto:

iel icl icl
«Vfe I;IIM {i e I Mi = =0[f(@), /1(2),..., fu(D)]} € U. (10.1)

Basta probar que esto equivale a
{iel| M; ENz[f1(i),..., f.(i)]} €U, (10.2)

pues claramente esto equivale a {i € I | M; E Axp[f1(i), ..., fn(i)]} ¢ U.

Si f cumple (10.1), es claro que el conjunto de (10.1) esta contenido en el
conjunto de (10.2). Como el primero esta en U el segundo también. Reciproca-
mente, si se cumple (10.2), para cada i en el conjunto de (10.2) sea'! f(i) € M;
tal que M; E =[f(3), f1(4), ..., fu(i)] y para los demés ¢ € I tomamos f(i) € M;
arbitrario. Es claro que f cumple (10.1). "

Hay un caso particular del teorema anterior que tiene especial interés:

Definiciéon 10.32 Si M es un modelo de un lenguaje formal £, I es un con-
junto y U es un ultrafiltro en I, se define la witrapotencia Ulty (M) como el

ultraproducto [[Y M, que es también'? un modelo de £.
icl

Definimos ademas jy : M — Ulty (M) mediante jy(a) = [¢,], donde ¢, es
la funcion constante dada por Ai € I ¢, (i) = a.

Del teorema anterior se sigue inmediatamente:

Teorema 10.33 Sea M un modelo (que admita un buen orden) de un lenguaje
formal £ y U un ultrafiltro en un conjunto I. Entonces jy : M — Ulty (M)
es una inmersion elemental.

DEMOSTRACION: Si ¢(z1,...,2,) € Form(L) y a1,...,a, € M, entonces
ME ¢lay,...,an] = {i €| ME ¢leg, (i),...,¢q, (0)]} €U
< Ulty (M) F ¢lju(ar), ..., ju(an)].

Como aplicacién del teorema de los ultraproductos demostramos el teorema
de compacidad:

HEste es el tnico punto de la prueba donde se usa AE.
12E] teorema fundamental restringido a ultrapotencias se cumple sin suponer AE, pues la
funcién f en la parte final de la prueba se puede tomar constante.
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Teorema 10.34 (Teorema de compacidad) (AE)'? Un conjunto T' de sen-
tencias de un lenguaje formal £ es consistente si y sélo si es finitamente con-
sistente.

DEMOSTRACION: Sea I el conjunto de todos los subconjuntos finitos de I'.
Para cada A € I sea Ma un modelo de £ tal que Ma F A 'y sea

In={Eecl|MgkEA}

Sea S = {Ia | A € I}. Claramente S cumple la propiedad de la interseccion
finita, pues si Aq,..., A, € [y A=A U---UA,, entonces
IA CIAl N---NIa

n?

y ademas A € In # @. Por consiguiente S genera un filtro en I, que a su vez
estd contenido en un ultrafiltro U. Si ¢ € I, entonces

{A€I|MA|:¢}=I{¢}ESCU,

luego por el teorema fundamental [[YMa F ¢, es decir, [[YMa FT. m
Ael Ael
Admitiendo que TU no implica AE (esto puede ser probado), el teorema
siguiente tiene como consecuencia que TU no implica el teorema fundamental
sobre ultraproductos, ni siquiera su restricciéon a ultrapotencias.

Teorema 10.35 (TU) El azioma de eleccion es equivalente a que, para todo
modelo M de un lenguaje formal y todo ultrafiltro U en un conjunto I, la ultra-
potencia Ulty (M) es elementalmente equivalente a M.

DEMOSTRACION: Sea X un conjunto y vamos a probar que tiene una funcién
de eleccion. Si llamamos X' = {a x {a} | a € X}, basta encontrar una funcion
de eleccion en X', Alternativamente, podemos suponer que los elementos de X
son disjuntos dos a dos y disjuntos de X. Tampoco perdemos generalidad si
suponemos que todos los elementos de X son no vacios. Sea M = X UJ X.

Consideramos un lenguaje formal £ con un relator diddico R y dotamos a
M de estructura de modelo de £ interpretando R como la relaciéon R tal que
a Rz se cumple cuandoa € z Ax € X obiena =2 € |JX.

Supongamos que X no admite una funcién de eleccion y sea I el conjunto
de los Y C X que si que admiten una funciéon de eleccion. Obviamente I es un
ideal en X (aqui usamos que X no admite una funcion de eleccion). Sea F = I’
el filtro dual y sea U un ultrafiltro que lo contenga.

Por hipétesis Ulty (M) es elementalmente equivalente a M. Claramente

ME AzVa aRz,

13Marcamos la prueba con AE porque esta prueba usa AE, pero ya hemos visto que puede
demostrarse suponiendo sélo TU.
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luego lo mismo vale en Ulty(M). Sea d : X — X la identidad y sea conside-
remos la clase [d] € Ulty(M). Tenemos que existe una f : X — M tal que
[f] R[d], es decir, que

{a€e X | f(a) Rd(a)} €U

0, lo que es lo mismo,
A={ae X | fl(a)€a} el,

pero A tiene una funcién de eleccion, luego A € I C U’, contradiccion. ]

Modelos no estandar de la aritmética de Peano La aritmética de Peano
(de primer orden) es la teoria formal AP construida sobre el lenguaje £,, cuyos
signos eventuales son una constante 0, un funtor monadico ' y dos funtores
diaddicos + y -, y cuyos axiomas son las sentencias:

(AP1) Az a2’ #0

(AP2) Azy(a' =y =z =y)

(AP3) Az z+0=2

(AP4) Azy(z+y' = (z +y)')

(AP5) Az 2z-0=0

(AP6)  Azy(zy' = zy + )

(AP7) Azy---2,(6(0) A Na((z) = ¢(a)) = Nag(x)),
donde ¢ es cualquier féormula con variables libres x1, ..., xy.

Es inmediato que el conjunto N de los ntiimeros naturales es un modelo de
AP cuando la constante 0 se interpreta como el ntimero natural cero, el funtor '
se interpreta como la funcién n — n+1 y los funtores + y - se interpretan como
la suma y el producto de nimeros naturales.

Para cada n € N, podemos definir recurrentemente el término 0™ de Lap
mediante 000 = 0 y 0(*+1) = (0(™)’ de modo que

09 =0, oW=0, 0®=0",

Es claro entonces que N(0")) = n. Un modelo M de AP se dice no estindar
si existe un ¢ € M que no es de la forma M (0(™), para ningtin n € N.

El teorema de compacidad implica la existencia de modelos no estandar de
AP, pues basta extender L., con una constante c y considerar el conjunto de
sentencias I' = AP U {c # 0" | n € N}, que es finitamente consistente, pues
todo subconjunto finito de I" tiene por modelo a N sin mas que interpretar ¢
como un nimero natural suficientemente grande, y un modelo de I' es un modelo
no estandar de AP.

Podemos construir un modelo no estandar (relativamente) explicito de AP
mediante una ultrapotencia de N: si U es un ultrafiltro no principal en w,
entonces M = Ulty(N) es un modelo no estandar de AP, pues un ejemplo de
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nimero natural no estandar es [d], donde d : N — N es la identidad. En efecto,
para cada n € N tenemos que M (0™) = [c,], y como

{ieNjea(i) #d(i)} =N\ {n} €U,
concluimos que M k 0 # [d].

En AP podemos definir la formula z <y = Vz y = 2z 4+ x, de modo que
NE 0™ < o syss m < n.
En la ultrapotencia M se cumple que M E 0™ < [d] para todo n € N, ya que
{ie N|NEc,(i)<d(i)} =N\neU.

Por lo tanto, en M se cumple que [d] es un ntimero natural infinitamente grande.
(De hecho, no es dificil probar que en cualquier modelo no estandar de AP los
nimeros naturales no estandar son mayores que los nimeros estandar.) =

Analisis no estandar Similarmente, si fijamos un ultrafiltro U en N y de-
finimos R* = Ulty (R) (considerando a R como modelo de la teoria de anillos
ordenados), obtenemos un cuerpo ordenado elementalmente equivalente a R que
contiene nimeros naturales infinitamente grandes, pero también a sus inversos,
que son numeros reales infinitamente pequenos, o infinitésimos, que se com-
portan como los infinitésimos que manejaban los analistas de los siglos XVII y
XVIIL

Maés precisamente, consideramos a R como modelo del lenguaje £, de la teo-
ria de anillos ordenados y, fijado cualquier ultrafiltro U en cualquier conjunto I,
llamamos R* = Ulty(R) y j: R — R* a la inmersion elemental natural.

Las condiciones de la definicion de cuerpo ordenado pueden expresarse como
formulas de £, de modo que el hecho de que R sea un cuerpo ordenado equivale
a que es un modelo de la teoria que tiene a dichas férmulas como axiomas, lo
que implica que R* también lo es, luego R* es un cuerpo ordenado. Ademas, j
es un monomorfismo de cuerpos ordenados, pues

[fl=dla+pB)e{icl|fli)=a+pelU+
{ieI|RF (z=x+y)lca(i),cp(i), ()]} €U

R*E (z =z +9)[j(a),i(B), [f]] < [f] = j(a) +5(8),

luego j(a+ B) = j(a) + j(B), e igualmente se prueba que j(af) = j(a)j(B), asi
como que a < 8+ j(a) < j(B).

A partir de aqui podemos considerar que R C R*. A los elementos de R*
los llamaremos nidmeros hiperreales. Definimos los hiperreales finitos como los
elementos del conjunto

O={aeR"|VMEeR |a| < M}.
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Es inmediato comprobar que R C O C R* es un subanillo ordenado de R*. Los
hiperreales infinitesimales son los elementos de

o={0€R* | Ne>016] < ¢}

(donde hay que entender que € varia en R, no en R*).

Es muy sencillo comprobar, a partir de las meras definiciones, que o es un
ideal de O, con la propiedad adicional de que si & € R* y § € o cumplen || < 4,
entonces 0 € o.

Vamos a probar que la inmersion natural 7 : R — O/o es un isomorfismo
de cuerpos. Es inyectiva porque, claramente, el inico ntimero real infinitesimal
es 0. Tomemos a € O y veamos que la clase [a] € O/o tiene una antiimagen
en R. No perdemos generalidad si suponemos que o > 0.

Consideramos el conjunto S, = {r € R | r < a}, que es no vacio y acotado
superiormente en R (porque « es finito, luego existe un M € R tal que « < M
y M es una cota de S,). Sea & = sup S, € R. Vamos a probar'* que a — & € o,
con lo que tendremos que [a] = 7(&).

Tomamos € > 0 y supongamos que |a — &| > e. Si a < @&, tenemos que
a < & — € < @, luego por definicion de supremo tiene que haber un r € S, tal
que a < & — e < r < a, contradiccion. Si, por el contrario & < «, entonces
G+e€<a,luego G+€€ S,y &+ e <@, que es otra contradiccion. Asi pues
| — &| < € para todo € > 0, luego o — & € o.

Lo que hemos probado es que cada clase de O/o contiene un tnico nimero
real. Un enunciado alternativo es el siguiente:

Teorema 10.36 Sea R* una ultrapotencia de R. Para cada nimero hiperreal
finito a € O existe un Unico numero real st tal que o — st a es infinitesimal.
Ademds, la aplicacion st : O — R es un homomorfismo de anillos ordenados.

-1

DEMOSTRACION: La aplicacion st : O — O/o = R es simplemente la
composicion de la proyeccion natural en el cociente con el isomorfismo inverso
de 7. Solo falta probar que st conserva el orden.

En efecto, si a < 8 son hiperreales finitos, tenemos que
a=sta+ 6, B =stfB+e,

con ¢, € € 0. Entonces st + § < st 8 + ¢, luego si fuera st 8 < st a tendriamos
que
O<sta—stf<e—§€o,

contradiccion, pues un niamero real positivo no puede ser menor que un infini-
tésimo, luego st a < st 3. ]

El nimero st « recibe el nombre de parte estandar de a.

14Notemos que el supremo se toma en R, por lo que no podemos decir que a sea una cota
superior de S, (en R) y, por consiguiente, no podemos concluir que & < a.
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En principio, nada impide que R* = R y que todas las consideraciones
precedentes sean triviales. No obstante, basta con que exista un a@ € R* \ R
para que existan infinitésimos no nulos. En efecto, si a es finito, entonces
« — st a es un infinitésimo no nulo, mientras que si « es infinito, es facil ver que
1/« es un infinitésimo no nulo.

Podemos garantizar que R* # R tomando I = w y un ultrafiltro U en w no
principal. En tal caso d(n) = n determina un hiperreal a = [d] € R* que es
infinito, pues, para todo M € R

{icw|enli)<di)} =w\{icw|i<M}el,

porque el ultimo conjunto es finito, luego no esta en U. Por consiguiente, tene-
mos que M = [cps] < [d] = « para todo M € R, luego « es infinito. (Alternati-
vamente, la funcion f(i) = 1/(i + 1) determina un infinitésimo no nulo.)

Observemos que toda funciéon f : R — R puede extenderse a f* : R* — R*
mediante f*([h]) = [ho f]. Por ejemplo, si f(z) = 2% y a = [h], tenemos que

{iel|(hof)(i)=h(G)?}=T1€cU,

luego f*(a) = [ho f] = [h]?> = a®. En general, cada funciéon definible en R*
puede extenderse a su “anéloga no estandar” en R, y es posible definir o ca-
racterizar los conceptos de limite, derivada, integral, etc. de funciones reales en
términos de sus extensiones usando infinitésimos.'® En realidad, con un uso
sistematico de las ultrapotencias es posible abordar en términos infinitesima-
les todo el calculo diferencial, incluso en variedades diferenciales o en espacios
topologicos arbitrarios.

En B.14 daremos una demostracion no estandar de la existencia de subcon-
juntos de R no medibles Lebesgue. Aqui vamos a dar una demostracién no
estandar del teorema de Hahn-Banach [T 11.50|, que tiene el interés de que
permite sustituir el uso del lema de Zorn por el teorema de los ultrafiltros:

Teorema 10.37 (Hahn-Banach) (TU) Sea V' un espacio vectorial sobre R,
sea p:V — R una aplicacion que cumpla
p(v+w) <p(v) +p(w),  plaw) = ap(v)

para o > 0. Sea W C V un subespacio vectorial y f : W — R un funcional
lineal tal que f(w) < p(w) para todo w € W. Entonces existe un funcional lineal
f:V — R que eatiende a f y tal que f(v) < p(v) para todo v € V.

15Por ejemplo, no es dificil demostrar que una funcién f : R — R es derivable en un punto
a € R siy sélo si, para todo infinitésimo no nulo ¢, la expresion
*(a+96)— f*(a
) — @t D) = @)
0
es independiente de §. Por ejemplo, para calcular la derivada de la funciéon f(z) = 2 basta
observar que

JORSNCES)

Como el resultado es independiente de §, la funciéon es derivable y su derivada es 2x.

= st (2z + ) = 2z.
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DEMOSTRACION: Llamemos I al conjunto de todos los funcionales lineales
f1 : Wi — R definidos en subespacios vectoriales W C W7 C V y tales que
fi(w) < p(w) para todo w € Wi.

Para cada v € V, llamamos I, al conjunto de los f; € I tales que v € Wj.
En la prueba del teorema [T 11.50] mostramos que todo funcional f; € puede
extenderse a otro fy € I que tenga a cualquier vector dado en su dominio. Por
lo tanto, la familia {I, | v € V} tiene la propiedad de la interseccién finita,
luego genera un filtro en I, que por TU puede extenderse a un ultrafiltro U.
Llamemos R* = Ulty (R).

Definimos f* : V' — R* como sigue: para cada v € V' y f; € I, llamamos
t, : I — R a la aplicacion dada por

[ h(v) siheD,,
t”(h){ 0 sih¢ D,

y llamamos f*(v) = [t,] € R*. Se trata de una aplicacion lineal, pues, dados vy,
va €V ya,€R, para todo h € I,, N I,, tenemos que

tav 48, (h) = h(awr + Bvz) = ah(v1) + Bh(vz) = ca(h)ty, (h) + cs(h)tv, (h)
y, como I,,, N I,, € U, se cumple que

[ (avr + Bv2) = [tav+pv.] = [Calltn,] + [csllte,] = af*(v1) + Bf"(v2).

Si w € W, entonces {h € I | ty(h) = cruy(h)} =1 € U, luego se cumple
que f*(w) = f(w).

Ademés, siv € V y h € I, tenemos que t;,(v) = h(v) < p(v) = cp)(h) y,
como I, € U, concluimos que f*(v) = [ta] < [cp(w)] = p(v).

En particular, —f*(v) = f*(-v) < p(—v), luego —p(—v) < f*(v) < p(v), y
esto prueba que f*(v) € O. Por consiguiente, podemos definir f(v) = st f*(v),
con lo que tenemos un funcional lineal f : V' — R que cumple lo requerido,

pues f*(v) < p(v) implica que st f*(v) < p(v). "

Puede probarse que el teorema de Hahn-Banach no implica el teorema de
los ultrafiltros.



Capitulo XI

El calculo de particiones

El calculo de particiones proporciona teoremas de existencia muy genera-
les que pueden aplicarse en los contextos mas diversos y a la vez determina
afirmaciones indecidibles que pueden usarse en pruebas de consistencia.

Las ideas de este capitulo provienen de la llamada teoria de Ramsey. En
su formulacién mas abstracta afirma que en muchos casos podemos garantizar
que una muestra satisface ciertas peculiaridades sin mas que exigir que sea lo
suficientemente grande. Por ejemplo, para garantizar la “coincidencia’ de en-
contrar dos personas que celebren su cumpleanos el mismo dia, basta tomar una
muestra de al menos 367 personas. Un ejemplo mas sofisticado es el siguiente:
en toda muestra de al menos 6 personas, siempre hay tres que se conocen dos
a dos o bien tres que no se conocen dos a dos. Esto es un caso particular del
teorema siguiente:

Teorema de Ramsey Para cada natural m eziste un nimero natural n de
modo que todo grafo con al menos n vértices posee m vértices conectados dos a
dos, o bien m vértices desconectados dos a dos.

El minimo n posible se conoce como el numero de Ramsey de m. El ntimero
de Ramsey de 3 es 6, pero en general los niimeros de Ramsey no son faciles de
calcular.

No vamos a probar este teorema porque aqui estamos interesados en versiones
analogas que involucran cardinales infinitos.

11.1 Particiones

Vamos a introducir una notacién conveniente para formular teoremas de tipo
Ramsey:

Definicién 11.1 Una particion de un conjunto X es una familia {X;};c; de
subconjuntos de X disjuntos dos a dos tales que X = |J X;.
i€l

423
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Por conveniencia, y en contra de lo habitual, no exigimos que los conjuntos
X; sean no vacios.

A cada particion {X;};c; podemos asociarle una aplicacion F : X — T
dada por F(z) =i <> = € X;. Reciprocamente, cada aplicacion F' : X — [
determina una particion {F~'[{i}]};cr, de modo que podemos identificar las
particiones de X con las aplicaciones de dominio X.

Recordemos que si A es un conjunto y n es un cardinal, podemos considerar
el conjunto [A]" = {z C A | || = n}. En el caso en que A sea un conjunto de
ordinales y n < w identificaremos [A]™ con el conjunto

{lan,...,an) €A™ |1 <+ <y} C A"

Aunque formalmente no necesitaremos este concepto, podemos definir un
grafo con vértices en un conjunto A como un subconjunto F de [A]?. Los
elementos de F' son las aristas del grafo. Dos vértices distintos estan conectados
por F' si forman una arista. Equivalentemente, podemos definir un grafo como
una particion F : [A]2 — 2, de modo que las aristas de F' son los pares {a, b}
tales que F({a,b}) = 1. A su vez, una particion F : [A]> — n puede verse
como un grafo coloreado, es decir, un grafo con aristas de color 0, 1, 2, etc.

Si {X;}ier es una particion de [A]™, diremos que un subconjunto H C A es
homogéneo para la particion si existe un ¢ € I tal que [H]™ C X;. Si pensamos en
la particién como una aplicaciéon F', entonces H es homogéneo si F' es constante
en [H]™.

En términos de grafos (cuando n = 2) un conjunto de vértices H es homo-
géneo para un grafo (coloreado) si todos sus puntos estan conectados dos a dos
o bien todos estan desconectados dos a dos (resp. todos estan conectados por
aristas del mismo color).

Por tltimo, si u, kK, m y n son cardinales, llamaremos

n
m

p— (K)
a la formula siguiente:

Para toda particion de [u]" en m partes existe un subconjunto ho-
mogéneo H de p con cardinal k.

La notacién sugiere que p elementos son suficientes para garantizar un con-

junto homogéneo con los requisitos (k).

Sim =1 la relacién p — (k)”, se cumple trivialmente, luego supondremos
siempre que m > 2. Mas atn, para m = 2 escribiremos simplemente y — (k).

Para evitar casos triviales podemos suponer n < p (o sino [pu]" = @), k < p
(pues en caso contrario no puede existir H) y n < x (o si no [H|" = &).

Por ejemplo, en estos términos 6 — (3)? (bastan 6 vértices para que un

grafo tenga un subconjunto homogéneo de 3 vértices) y el teorema de Ramsey
afirma que si 2 < k < Vg existe un u < N tal que g — (k)%

Una primera relacion elemental es la siguiente:
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Teorema 11.2 Si p < p/, k¥ <k, m' <myn <nyu— (k), entonces
también ' — (k')

En otras palabras, las relaciones de particion se conservan si se aumenta el
cardinal de la izquierda o se reduce cualquiera de los de la derecha.

DEMOSTRACION: Sea {X;};<nm una particion de [//]"/. Definimos
Yi={(a,...,an) € 1" | (o1,...,000) € X;}, para i < m’

yseaY; = @ sim’ <i<m. Esclaro que {Y;};<m es una particion de [u]™. Por
hipotesis existe un conjunto homogéneo H C u de cardinal x. Sea H' C H un
subconjunto de cardinal k' (que sigue siendo homogéneo). Quitando a H' un
ntmero finito de elementos podemos exigir que no tenga méaximo. Sea i < m
tal que [H']"™ C Y;. Necesariamente ¢ < m/'.

Dado (a1,...,an) € [H'}"/, tomemos ordinales v, < apip1 < o0 < Qp
en H' (existen porque H' no tiene maximo). Asi («ay,...,a,) € [H']" C V;,
luego (o, ..., ap) € X;. Asi pues, [H’]", C X;, luego H' es homogéneo para la
particién dada. [

Veamos ahora que no perdemos generalidad al exigir que n sea un cardinal
finito:

Teorema 11.3 Consideremos cardinales tales que Xg < n < k < p. Entonces

1 ()"

DEMOSTRACION: Podemos identificar [u]™ con el conjunto de las funciones
crecientes f : n — p. Definimos en [u]™ la relacion de equivalencia dada por

fRg« {ien]| f(i)#g(i)} es finito.

Sea S C [u]™ un conjunto formado por un elemento de cada clase de equi-
valencia. Para cada f € [u]™ llamemos r(f) al anico elemento de S relacionado
con f. Definimos F : [u]™ — 2 mediante

pipy =0 si {ien]| f(i) #r(f)(i)} tiene cardinal par,
(=11 si{ien]| @) #r(F)@)} tiene cardinal impar,

Si se cumpliera p — (k)™ existiria H C p homogéneo para F. Es claro

que podemos construir f € [H]" tal que Ai € n\Vh € H f(i) < h < f(i +1).
Digamos que el conjunto {i € n | f(i) # r(f)(9)} tiene cardinal par. Tomemos
1 € n fuera de este conjunto y h € H tal que f(i) < h < f(i + 1). Definimos
g € [H]™ que coincida con f salvo en que g(¢) = h. Entonces r(g) = r(f), pero
el conjunto {i € n | g(i) # r(g)(¢)} tiene cardinal impar, luego F(f) # F(g), lo
cual contradice la homogeneidad de H. m

Los dos teoremas anteriores implican que en realidad ;1 —~ ()7, para ningan
cardinal m > 2, por lo que en lo sucesivo supondremos siempre que n es finito.
También podemos suponer que m < p, pues la particion {{z}},c[,» prueba

que f1 — (k).
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Asi pues, en lo sucesivo supondremos siempre que
2<n <N <<y v 2<m<u.

La razon para descartar el caso n = 1 es la siguiente:
Ejercicio: Probar quesi k < puy 2 < m < u, entonces yp —> (n)}n siysoélosik < p
obien k = p Am <cfpu.

El primer resultado no trivial sobre particiones es la version infinita del
teorema de Ramsey:

Teorema 11.4 (Teorema de Ramsey) Sim, n < w, entonces
NO — (No)nm

DEMOSTRACION: Por induccién sobre n. Para n = 1 es trivial. Supongamos
Ro — (Rg)™ y veamos Ry — (Ng)%+1. Para ello consideramos una particién
F : [w]"' — m. Definimos Hy = w, ag = 0y Fy : [Ho \ {ap}]" — m dada
por Fy(z) = F({ao} Uz). Por hipétesis de induccion existe un conjunto infinito
H, C Hp\ {ap} tal que Fy es constante en [Hq]".

Supongamos definidos ag < a1 < - < a; €Ewy Hy D Hy D -+ D Hjy
infinitos de manera que a; € H; y las particiones F; : [H; \ {a;}|" — m
dadas por F;(z) = F({a;} Ux) sean constantes en sus respectivos conjuntos
[H;+1]™. Entonces tomamos a1 € Hj;1 mayor que a; y aplicamos la hipotesis
de induccién a la particién Fj;;, con lo que obtenemos un conjunto infinito
Hj+2 C Hj+1 homogéneo para Fj+1.

De este modo obtenemos un conjunto infinito A = {a,; | j € w}. Dado i € w,
tenemos que a; € H; para todo j > ¢, luego F; es constante en [{a; | 7 > ¢}]™.
Sea G(a;) € m el valor que toma F; en dicho conjunto. Como G toma un nimero
finito de valores, ha de existir H C A infinito donde G sea constante igual a un
cierto k < m. Asi, si x1 < --- < xp41 € H resulta que

F{z1, ... xny1}) = Fo, ({22, .-y 2pg1}) = G(z1) = k.
Asi pues, H es homogéneo para F'. L]

Ante esto, podriamos conjeturar que el célculo de particiones infinito es
trivial, en el sentido de que se vaya a cumplir algo asi como k — (k)¥,, para
todo cardinal infinito x. El teorema siguiente muestra que no es asi:

Teorema 11.5 Sea k un cardinal infinito. Entonces 2% —/ (k)2.

DEMOSTRACION: Para probar este teorema conviene demostrar antes un
resultado general: si u — (k)2 entonces todo conjunto totalmente ordenado L
de cardinal p tiene una sucesion {z, }a<x estrictamente creciente o decreciente.

En efecto, basta considerar una enumeracion {yq}a<, de L y la particion
F: [u]?> — 2 dada por F(a, ) =1 ¢ yo < yp (donde se entiende que a < 3).
Si H C p es un subconjunto homogéneo de cardinal x, tomando un subconjunto
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podemos suponer que tiene ordinal k, digamos H = {ag}s<x, de modo que
B < v — ag < a,. Entonces la sucesion xs = y,, es monétona creciente si F
vale 1 sobre [H]? o monétona decreciente si vale 0.

Segiin esto, para probar el teorema basta ver que #2 con el orden lexicografico
no admite sucesiones monétonas de longitud x*. El orden lexicografico es el
dado por

f<ge fla) <gla), donde a =min{f < x| f(5) # 9(B)}-

Supongamos que {fs}a<.+ €8 una sucesiéon monotona creciente (el caso
decreciente es analogo). Sea v < k el menor ordinal tal que el conjunto
{faly | @ < KT} tiene cardinal x*. Eliminando de la sucesion original aque-
llas funciones que al restringirlas a 7 coinciden con la restriccion de funciones
precedentes (y renumerando) podemos suponer que si a < 3 < kT entonces

fa|v 5& fﬁ|v'

Para cada a < kT, sea §, < 7y tal que

fa|5a = fa+1|6aa fa(aoz) = 0, fa+1(5a) =1.

Considerando la aplicacién kT — x dada por o — 6, concluimos que ha

de existir un § < v tal que el conjunto {a < k™ | § = d,} tenga cardinal k.
Ahora bien, si 6, = dg = 8y fals = fals, entonces fo < fot1 ¥ fs < fat1,
luego f, = fp. Por consiguiente, el conjunto {fu|s | @ < £T} tiene cardinal kT,
pero & < 7, lo que contradice la eleccion de ~. m

En particular vemos que x* —/+ (k1)? para todo cardinal infinito x. No
obstante, un refinamiento de la prueba del teorema de Ramsey 11.4 muestra
que el teorema de Ramsey finito es valido también para cardinales infinitos, es
decir, que dados cardinales x, m y n tales que 2 < my 2 < n < Ny < K, se
cumple y — (k) para todo u suficientemente grande.

Para enunciar adecuadamente este resultado necesitamos la exponencial ite-
rada:
expy(r) =k A N\n€w exp, (k) = 96xXp,, (K)

Teorema 11.6 (Erdés-Rado) Sik es un cardinal infinito y n < w, entonces
exp,, (k)" — (51)RH
En particular 3} — (Nl)zoﬂ, y también (25)F — (kT)2.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre n. Para n = 0 es uno de
los casos triviales que ya hemos discutido. Supongamos exp,, (k)" — (k)7 +1.
Sea p = exp,,,1 (k)T y consideremos una particién f : [u]"*? — k. Para cada
a€psea F,:[p\ {a}]""t — k dada por F,(z) = F(z U {a}).

Veamos que existe un conjunto A C p tal que |A| = exp,, () y para todo
C C Acon |C| <exp,(k)ytodoue u\C existe un v € A\ C tal que F, y F,
coinciden en [C]" 1.
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Definimos Ag = exp,,(k), Ax = U As; y, dado A, C g con cardinal
I<A
exp,,41(K), construimos A,y tal que Ay C Aay1, |[Aas1]| = exp,y1(k) y para

todo subconjunto C' C A, con |C| < exp, (k) y todo u € p\ C, existe un
v € Aay1 \ C tal que F, y F, coinciden en [C]"F1.

Existe tal conjunto porque hay exp,, ;(r)*®»(") = exp, (k) conjuntos C
posibles y para cada uno de ellos hay a lo sumo k&P (%) = 2expn (k) — exp, (k)
funciones F,|jcjn+1 posibles. Por lo tanto basta afiadir exp,,,(x) elementos a
A, para recorrerlas todas.

El conjunto A = U A, cumple lo pedido. Notemos que, por el

a<exp,,1(k)
teorema de Konig, cf exp,,, (k) > exp,, (), luego todo C' C A con |C| < exp,, (k)
cumple C' C A, para cierto a < exp,, (k).

Dado a € p\ A, definimos inductivamente X = {z, | @ < exp,(r)T} C 4
de manera que para todo o < exp,, ()T, la funcion F,_ coincide con F, en
{zp | B < a}]"!. Sea G : [X]|""! — k dada por G(x) = F,(z). Por hipotesis
de induccion existe H C X tal que |H| = kT y G es constante en [H]"T!.

Siar < < apya < exp,(k)", entonces

F({xaw s ’xan+2}) = F$an+2 ({xal’ s Lap })

=Fo({Zay, - Tan }) = G{ZTay, -1 Tap 1 })-

Por lo tanto F' es constante en [H]""2. Las otras afirmaciones del enunciado
son los casos particulares k = Ng y n = 1. L]

En particular, si m < & se cumple exp,,(k)* — (k)% luego ciertamente
podemos conseguir conjuntos homogéneos de cualquier cardinal prefijado si el
conjunto que partimos tiene suficientes elementos.

El teorema 11.5 muestra que la relacion (2%)* —s (k7)% que proporciona
el teorema de Erdgs-Rado tiene a la izquierda el menor cardinal posible. Puede
probarse que esto es cierto en general, es decir, que para un cardinal sucesor k™,
el menor cardinal y que cumple y — (k*)" es precisamente p = exp,,(k)*.
Vemos asi que el analogo infinito a los nimeros de Ramsey es facil de calcular
para cardinales sucesores. No sucede lo mismo con los cardinales limite, como
se vera en la seccidn siguiente.

Hay otro resultado negativo muy simple que conviene senalar:
Teorema 11.7 Para todo cardinal infinito k, se cumple 25 —/ (3)2.

DEMOSTRACION: Sea {f4}a<2+ una enumeracion de #2. Sea F[2F]? — &
dada por F(a,) = min{d < & | fo(6) # fs(6)}. Claramente F' no tiene
un conjunto homogéneo {a, 8,7}, pues si F(a,8) = F(a,v) = F(8,7) = 9,
entonces fo(9), f3(d), fv(0) € 2 deberian ser distintos entre si. "
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11.2 Cardinales débilmente compactos

Hemos visto que la “conjetura” k — (k)? es falsa en general. Mas concreta-
mente, sabemos que es falsa para todo cardinal sucesor, mientras que el teorema
de Ramsey afirma que es cierta para Ny. Es natural preguntarse si la cumple
algtin otro cardinal limite, pero sucede que esto nos lleva a cardinales grandes:

Definicion 11.8 Un cardinal no numerable x es débilmente compacto si cumple

la relacion k — (k)2

El nombre de “débilmente compacto” proviene de la teoria de modelos, y lo
explicaremos dentro de poco. Los cardinales débilmente compactos son grandes.
El teorema siguiente es s6lo una primera muestra:

Teorema 11.9 Todo cardinal débilmente compacto es inaccesible.

DEMOSTRACION: Sea k un cardinal débilmente compacto. Del teorema 11.5
se sigue que k es un cardinal limite. Més atn, ha de ser un limite fuerte, pues si
existe u < k tal que K < 2%, entonces 2# — (u)?, luego también xk —/+ (k)2

Falta probar que s es regular. En caso contrario sea y = cfx < K. Sea

k= |J A, una particion de k en conjuntos disjuntos de cardinal menor que k.
a<p

Definimos F : []> — 2 dada por F({a,8}) =0+ Vv < pu {a, 8} C A,.

Por hipétesis existe un conjunto H C k homogéneo para F de cardinal k.
Ahora bien, si F' toma el valor 0 sobre [H]? entonces algiin A, tiene cardinal &,
mientras que si F' toma el valor 1 ha de ser k = p. m

A continuaciéon probamos una caracterizaciéon muy util de la compacidad
débil en términos de arboles. Recordemos de 9.22 que la HCG implica la exis-
tencia de k-arboles de Aronszajn para todo cardinal k salvo a lo sumo si k es
inaccesible o el sucesor de un cardinal singular. Si k es singular y ademés de la
HCG se cumple [J,;, entonces también hay x*-arboles de Aronszajn (véase la
nota tras el teorema 9.16). Finalmente, la existencia de x-arboles de Aronszajn
cuando k es inaccesible no depende de la funcién del continuo o del axioma de
constructibilidad, sino de la compacidad débil:

Teorema 11.10 Sea k un cardinal inaccesible. Las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. Kk es débilmente compacto.
2. No existen k-drboles de Aronszajn.
3. k cumple kK — (k)7 para todo n € w y todo cardinal m < k.

DEMOSTRACION: 1) — 2). Supongamos que  es débilmente compacto y
sea (A, <4) un s-arbol. Como A es la unién de « niveles de cardinal menor que
Kk, tenemos que |A| = k, luego podemos suponer que A = k.

Definimos sobre A el orden total R dado por aw R 5 siy solo si a <4 3 o bien
a L By, sié es el minimo nivel en que los predecesores de o y § (digamos o y
B’) son distintos, se cumple o/ < ' (como ordinales).
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Sea F : [k]> — 2 dada por F(a, ) = 1siy solo si a R 3 (donde se entiende
que a < ). Por la compacidad débil existe un conjunto H C  de cardinal x
homogéneo para F'.

Sea C' el conjunto de todos los a < & tales que el conjunto {f € H | @ <4 S}
tiene cardinal k. Para cada § < k tenemos que

H= | {feH|B<aa}U U {BeH]|a<apb}

aeNivs A aeNivs A

Como k es regular, la primera uniéon tiene cardinal menor que k, luego la
segunda tiene que tener cardinal x y, més concretamente, uno de sus conjuntos
ha de tener cardinal k. Esto significa que C corta a todos los niveles de A. Si
probamos que C' esté totalmente ordenado por <4 concluiremos que C' es un
camino en A, luego A no sera un k-arbol de Aronszajn.

Supongamos que «, f € C no son comparables por <4. Digamos, por
ejemplo, que oo R 3. Como ambos tienen k sucesores en H, existen 7 < § < € en
H tales que a <4 7, B <4 d, a <4 €. Por definicién de R tenemos que v Ré y
€ R4 (pues el primer nivel en que difieren los anteriores de v y ¢ es el mismo en
que difieren los anteriores de o y ). Por lo tanto F(vy,5) =1y F(d,e) =0, en
contra de la homogeneidad de H.

2) — 3). Veamos K — (k)% por induccion sobre n. Paran = 1 la propiedad
se se sigue de la regularidad de . Supongamos k — ()7, y consideremos una
particion F : [k]"*! — m. Para cada a < k sea S, = {s| s: [a]* — m} y

sea S = |J S,. Claramente S es un arbol con el orden dado por la inclusion.
a<k

Ademas el nivel a-ésimo es Sy, de cardinal m/®l < &, luego S es un k-arbol.
Para cada s € S definimos h(s) € k y A(s) C x de modo que:
1. A(@) =&,
2. h(s) = min A(s) (salvo si A(s) = &, en cuyo caso h(s) = 0),

3. si s € Sy, entonces A(s) = [ A(s|in)s
o<

4. Sis € Sy, t € Sat1, s < t, entonces
A(t) = A(s) N {y > h(s) | AB € [a +1]" t(B) = F(M(B) U {7})},
donde h(B) significa {h(s|ig,n),...,h(s|jg,»)}, con B ={B1,...,Bn}.

Como A(s) es decreciente, es claro que T = {s € S | A(s) # &} es un
subarbol de S. Veamos que T tiene altura k, y asi serd un k-arbol. Sea a < k.
Podemos tomar v < x mayor que todos los elementos de h[Sg] para 8 < a. Sea
so =@ € T. Obviamente v € A(sg). Si sg € T tiene altura 8 < ay vy € A(sg),
podemos extender sg a sgy1 € Sgy1 de acuerdo con la condicién 4) para que
v € A(sg41) y por lo tanto sgy1 € T. Definidos {ss}s<x en T tales que cada s;
tenga altura 0 y v € A(ss) (v que cada uno extienda a los anteriores), es claro
que su union sy cumple v € A(sy), luego sy € T y tiene altura A. De este modo
llegamos a un s, € T' de altura a.
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Por hipétesis T tiene un camino C, la unién de cuyos elementos es una
aplicacion f : [k]" — m tal que Aa < K f|jqn € T, luego

Na < & h(flja) € A(flagn)-

Sea ap <+ < apy1 < k. Sea B ={ag+1,...,0, + 1} € [ape1 + 1™
Como A(flian,141]7) € A(fljan,1+1]7), por la condicion d) se cumple que

faa+ 1, an +13) = F({A(fliaa+am)s -5 B o102 PP lfo 0 +202) 1)

En otros términos, si llamamos X = {A(f|jat+1n) | @ < k}, acabamos de
probar que si tomamos a; < -+ < ap41 en X, entonces F({aq,...,ap+1}) no
depende de oy, 41, luego podemos definir una particion G : [X]™ — m mediante
G{a1,...,an}) = F({a1,...,ant1}), donde ay,41 es cualquier elemento de X
mayor que aq, ..., a,. Por hipdtesis de induccién G tiene un conjunto homogé-
neo H de cardinal k£ (notemos que |X| = k), el cual es obviamente homogéneo
para F'.

3) — 1) es trivial. "

Vamos a usar este teorema para probar que los cardinales débilmente com-
pactos son mas que inaccesibles. Necesitamos un resultado técnico:

Teorema 11.11 Sea E un conjunto de cardinales infinitos tal que para todo
cardinal regular p, el conjunto E N u no es estacionario en p. Entonces existe
g: E — Q inyectiva tal que A\v € E g(v) < v.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre k = sup E. Si k = Vg,
entonces E = {Ng} y la conclusion es trivial.

Si k = £, entonces €T € E. Si llamamos E' = E\ {{T} C £ + 1, para
todo cardinal regular u, se cumple que E’ Ny no es estacionario en p, luego por
hipotesis de induccién existe g’ : B/ — € inyectiva tal que Av € E'¢'(v) < v.
Basta extender ¢’ a una funcién g tal que £ < g(€+) < £+,

Supongamos ahora que kK > Ny es un cardinal limite y sea £ = cf k. Sea
{ta }a<e una sucesion cofinal y normal formada por cardinales infinitos. Si& < x
podemos exigir ademés que & < g, mientras que si x es regular, por hipotesis
ENk = E no es estacionario en x, luego podemos tomar como {iq}ta<e la
enumeraciéon de un c.n.a. en K que no corte a F, es decir, que podemos exigir
que Na < € po ¢ E.

Observamos ahora que E, = E N p, cumple la hipodtesis del enunciado,
luego por hipoétesis de induccién existe g, : E Ny — o inyectiva tal que
Av € EN iy go(v) < v. Definimos g : E — x mediante

go(v) +1 si v < po,
9(V) = 4 Ha + Jat+1(V) sl pa <V < pati,
RN Sl V= .

Observemos que si £ < k, entonces en el tercer caso tenemos que o < & < g,
luego w - a < pg < v, y ademés es un ordinal limite, luego no puede coincidir
con g(v) para v < pg, que esta definido como un ordinal sucesor. En el caso en
que & = & el tercer caso no puede darse, porque v € E'y u, ¢ E. Teniendo esto
en cuenta, es facil ver que g cumple lo requerido. [
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Teorema 11.12 Si k es un cardinal débilmente compacto y E C k es estacio-
nario, entonces existe un cardinal regular p < k tal que E N p es estacionario
en .

DEMOSTRACION: Como k es un cardinal limite, los cardinales infinitos me-
nores que k forman un conjunto c.n.a. en &, luego podemos suponer que F consta
dnicamente de cardinales infinitos. Consideramos la semejanza f : Kk — E y
sea

A= {s€ <"k | s esinyectiva A Aa < £(s) s(a) < f(a)}.

Claramente A es un arbol con el orden dado por la inclusion. Si para todo
cardinal regular © < x se cumple que F N p no es estacionario en pu, entonces
E N p cumple las hipotesis del teorema anterior, luego existe g, : ENp — p
inyectiva tal que Av € ENp g, (v) < v, luego f o g, € A tiene altura u. Por
lo tanto, A es un k-arbol (notemos que los niveles tienen cardinal menor que k
porque & es inaccesible).

Como k es fuertemente compacto, A no puede ser un k-arbol de Aronszajn,
luego tiene un camino, el cual determina una aplicacion inyectiva g : kK — & tal
que Aa < k g(a) < f(a), pero entonces h = f~1 o g: E — k seria regresiva e
inyectiva, en contradicciéon con 6.15. L]

Teorema 11.13 Todo cadinal débilmente compacto es w-Mahlo.

DEMOSTRACION: El conjunto Cy C x formado por los cardinales limite
fuerte menores que k es c.n.a. en k, luego si C C kK es cualquier c.n.a., el
teorema anterior nos da que existe un cardinal regular u < x tal que uNCNCy
es estacionario en u, luego u € C N Cy, luego p es fuertemente inaccesible, y
hemos probado que {t < & | p es fuertemente inaccesible} es estacionario en &,
es decir, que k es un cardinal de Mahlo.

En general, si k es o + 1-Mahlo, es decir, si el conjunto

E ={pu < k| pes a-Mahlo}

es estacionario en k, para cada c.n.a. C C k tenemos que C' N E también es
estacionario luego existe p < k regular tal que p N E N C es estacionario en
u, luego p € C'y p es a + 1-Mahlo, luego x es o + 2-Mahlo. Esto implica
obviamente que k es w-Mabhlo. n

En realidad puede probar que que un cardinal débilmente compacto k es
de hecho x-Mahlo y, méas atn, que el conjunto {u < k | p es u-Mahlo} es
estacionario en k.

Formulas de longitud infinita Los resultados siguientes explican el nombre
de “cardinales débilmente compactos”. Para ello definimos féormulas de longitud
infinita en un lenguaje formal.

Definiciéon 11.14 Sea £ un lenguaje formal y sean &,  dos cardinales infinitos.
Definimos como sigue las férmulas de £ de tipo (k, u):
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F0) = {Rto- - th-1]0<n<wARERel,LA{t;}icn € (Term L)},
Fla+1) = F(a)u{(=,9)]¢€ F(a)}
U{(AAds}s<p) | B <k A{ds}tsp € F(a)’}
U{(AAzs}s<p, ) | B<pA{xs}s<p € (VarL)’ A ¢ € F(a)},
F(A) = 5[<JAF(5),
Form,,,(£) = a<KL+JUM+F(a).

En la practica usaremos la notacién siguiente:

Escribiremos —¢ en lugar de (-, @),
7 /\ ¢5 7 (/\7 {¢5}6<B))
I<p
K V o5 K = A —¢s,
o< 6<p
7 Nas ¢ 7 (A Azs}s<p: 8),
5<p
” Vas ¢ 7 = Vs =9,
6<pB 6<p
K dNY K A {(0,9), (1,9)},
6<2
K VY 7 V {(0,9), (1,4)},
6<2

y de aqui definimos ¢ — 1 como —¢ V 1, etc.

En definitiva, las formulas de tipo (x,u) de £ son formalmente como las
formulas usuales salvo por que admitimos conjunciones (y, por consiguiente,
disyunciones) infinitas sobre menos de k formulas y cuantificaciones infinitas
sobre menos de p variables. Notemos que técnicamente estamos usando el mismo
signo como conjuntor infinito y como cuantificador infinito, pero la estructura de
cada formula determina cuéndo hay que considerarlo como conjuntor y cuando
como cuantificador.

De la definicion se sigue que toda formula de tipo (k,u) es elemental (o
sea, un relator y términos) o bien es una negacién, o una implicacién, o una
conjuncién o una generalizacion.

79 L

Los conceptos de “variable libre”, “variable ligada”, sentencia, etc. se definen
de forma obvia para formulas de tipo (k, ). Por razones técnicas no hemos
definido las formulas como sucesiones de signos, sino como pares o ternas, por
lo que no tiene sentido hablar de la longitud de una féormula (podria definirse
de todos modos, pero no lo vamos a necesitar). No obstante, la induccion o
recursion sobre la longitud de una férmula se sustituye por induccién o recursion
sobre el rango, y el resultado es formalmente el mismo.

Por ejemplo, si M es un modelo de £, v : Var(£) — M y ¢ es una férmula de
tipo (k, i), podemos definir M E ¢[v] de forma natural. Las tnicas condiciones
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que difieren respecto a la definicion usual son:

ME A ¢slv] < N6 < B ME ¢s[v],
5<pB

ME Awxsplv] < paratoda w: Var(L) — M que coincida con v sobre

5
<P las variables de £ distintas de las x5 se cumple

M E ¢[w).

A su vez, de aqui se deducen propiedades anélogas para las disyunciones y
las particularizaciones infinitas. Concretamente:

ME V ¢sl] < Vo <pB ME ¢sv],
5<p

ME Vasplv] < existe w: Var(£) — M que coincide con v sobre las
o<p variables de £ distintas de las z5 y M F ¢[w].

Podemos identificar las formulas usuales (finitas) de £ con las formulas de
tipo (Xg, Np). No hay una biyeccion natural entre ellas, pero a cualquier formula
finita le podemos asociar de forma natural una formula de tipo (Rg,®g) con el
mismo significado y viceversa.

Admitiremos expresiones de la forma /\ ¢;, con |I| < x, aunque en la de-
i€l

finicibn hemos exigido que las conjunciones estén subindicadas con ordinales.
Para ello identificaremos esta féormula con la construida a partir de una biyec-
cién i : |[I| — I, es decir, con /\ ¢;,. Esta formula depende de la biyeccion
o<|I|

escogida, pero su interpretaciéon en un modelo es la misma en cualquier caso.
(En la definicion no podiamos admitir conjuntos de indices arbitrarios porque
entonces la clase de las formulas no seria un conjunto). Similarmente admiti-
remos generalizaciones con conjuntos de indices arbitrarios (de cardinal menor
que f1).

En la practica es mas comodo hablar de lenguajes de tipo (k,u) que de
formulas de tipo (k, ). Cuando digamos que £ es un lenguaje formal de tipo
(k, 1) querremos decir que es un lenguaje formal en el sentido usual, pero que
al hablar de formulas de £ habra que entender que son formulas de tipo (k, ).

Recordemos que el teorema de compacidad (para la logica usual, finita)
afirma que si ¥ es un conjunto de sentencias tal que todo subconjunto finito
tiene un modelo, entonces ¥ tiene un modelo.

Diremos que un lenguaje £ de tipo (k, u) cumple el teorema de compacidad
(débil) si para todo conjunto de sentencias ¥ (con |X| < k) tal que todo S C X
con |S| < k tiene un modelo, se cumple que ¥ tiene un modelo.

A pesar de los términos que estamos empleando, debemos tener presente que
el “teorema de compacidad (débil)” es una propiedad que puede satisfacer o no
un lenguaje formal, es decir, que no es realmente un teorema.
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Teorema 11.15 Sea k un cardinal fuertemente inaccesible. Las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

1. Kk es débilmente compacto.
2. Todo lenguage formal de tipo (k, k) cumple el teorema de compacidad débil.

3. Todo lenguaje formal de tipo (k,Rg) cumple el teorema de compacidad

débil.

DEMOSTRACION: 1) — 2). Sea ¥ un conjunto de sentencias de un lenguaje
L de tipo (k, k) tal que |X| < k y todo S C ¥ con |S| < k tiene un modelo. Po-
demos suponer que |£| < &, pues solo importan los signos que de hecho aparecen
en las sentencias de .. Si encontramos un modelo de ¥ para el lenguaje formado
por dichos signos, los demas signos de £ pueden interpretarse arbitrariamente.

Sea £ el lenguaje formal que resulta de afiadir a £ una sucesiéon de constan-
tes {2} a<p para cada formula ¢ de £ con variables libres {4 }a<p. Con estas
nuevas constantes se pueden construir nuevas féormulas de £1, lo que nos permite
definir del mismo modo un lenguaje £2, y asi sucesivamente. Llamamos £ al
lenguaje formado por todos los signos de todos los lenguajes L™, con n < w.
De este modo, cada formula ¢ de £°° tiene asociada una sucesion de constantes
{c®} o< g en correspondencia con sus variables libres y que no aparecen en ¢.

Llamaremos ¢ a la sentencia que resulta de sustituir cada variable libre de
¢ por su constante asociada. Por otra parte, llamaremos ¢’ a la sentencia

Vis¢— o
5<p
Es inmediato que |[£°°| < k y como k es inaccesible se cumple también que
|[Form(£>)| < k. Llamemos ¥ = Y U{¢' | ¢ € Form(L>*)}. Si § C ¥’
cumple |S| < k, entonces S tiene un modelo, pues un modelo de S N Y para
L se extiende a un modelo de S sin mas que interpretar adecuadamente las
constantes anadidas.
Sea {04 }a<x una enumeracion de las sentencias de £*°. Sea A el conjunto
formado por todas las aplicaciones s : v — 2 tales que v < k y existe un
modelo M de ¥’ N{o, | @ < v} de modo que

Na < y(s(a) =1+ M FE o,). (11.1)

Claramente A es un arbol con la inclusion. La altura de un elemento de A
es su dominio, y por la propiedad de ¥’ resulta que A tiene altura x. Al ser s
inaccesible, los niveles tienen cardinal menor que «, luego A es un x-arbol.

Como estamos suponiendo que k es débilmente compacto, A tiene un camino,
cuyos elementos determinan una aplicacién s : K — 2 con la propiedad de que
Ny < ks, € A.

Sea A = {0, | @ < Kk A s(a) = 1}. Por construccion ¥’ C A, luego basta
encontrar un modelo para A.

Sea U el conjunto de todos los designadores de £°°. Definimos en U la
relacion dada por ¢ Rto siy solo si (t = t2) € A.
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Veamos que R es una relaciéon de equivalencia. Probaremos la simetria, pues
la reflexividad y la transitividad se demuestran analogamente.

Dados t1, t2 € U, sea v < k suficientemente grande como para que las
sentencias t; = to y to = t; estén en {0, | @ < v}. Supongamos que t; Rtq, es
decir, que (t; = t2) € A. Como s|, € A, existe un modelo M que cumple (11.1).
Por definicién de A tenemos que M E t; = to, luego M E to = t1, luego
(tQ = tl) € A, es decir, to Rtq.

Sea N el modelo de £ cuyo universo es el cociente U/R y donde los signos
de £°° se interpretan como sigue:

N(e) = [c], para toda constante ¢ de £,
N(f)([ta],-- -, [tn]) = [ft1 - - tn], para todo funtor n-adico f de £,
N(R)([t1], ..., [tn]) <> Rt1---t, € A, para todo relator n-adico R de £=°.

Veamos que N esta bien definido. Por ejemplo, probemos que las interpre-
taciones de los funtores son funciones bien definidas (el caso de los relatores es
anélogo).

Sea f un funtor n-adico de £ y sean t1,...,t,,t},...,t, € U tales que
[t:] = [t;] parai = 1,...,n. Sea v < k suficientemente grande como para que
las sentencias ¢; = t; y ft1---t, = ft] - -, estén en {0y | & < 7}

Como s|, € A, existe un modelo M de £>° que cumple (11.1). Por definicion
de A tenemos que M F t; =t;, para i = 1,...,n, luego también se cumple que
ME fty---t, = ft} ---t),, con lo que esta sentencia esta en A y por consiguiente
[t ta] = [fth - 1],

Para que NV esté bien definido también hemos de comprobar que la interpre-
tacion del igualador es la igualdad, pero esto es inmediato.

Una simple inducciéon sobre la longitud de t (los términos son sucesiones
finitas de signos, y tienen definida su longitud) prueba que si ¢ es un designador
de £ entonces N(t) = [t]. Ahora basta probar que para toda sentencia o de
L se cumple

NEo <+ o€eA.

Lo probamos por induccién sobre el minimo « tal que o € F(a) en la de-
finicion 11.14. Para las sentencias de la forma Rtq---t, es inmediato, por la
definicién de N(R).

Supongamoslo para o y vedmoslo para —o. Sea vy < k suficientemente grande
como para que o y —o estén en {0, | @ < v}. Sea M un modelo de £ que
cumpla (11.1). Entonces

NE- o+ -NEowocd A -MEo ME -0+ -0 €A.

Supongamos ahora que 0 = /\ ¢s. Sea v < & suficientemente grande como
6<p

para que o y todas las sentencias ¢s estén en {0, | @ < v}. Sea M un modelo
de £°° que cumpla (11.1).
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Asi, por la hipotesis de induccién para las ¢,
NEoco NS<BNE¢s & N6 <Bos €A
SNB<SME¢s & MEo <0 €A.

Supongamos ahora que 0 = A x5 ¢. Si =N E ¢, teniendo en cuenta quién
6<p
es el universo de IV, esto significa que existen designadores de L£>° tales que

=N E ¢*, donde ¢* es la sentencia que resulta de sustituir las variables z5 en ¢
por tales designadores. La sentencia ¢* se construye en los mismos pasos que ¢,
luego en menos pasos que o, luego podemos aplicarle la hipdtesis de inducciéon
y concluir que ¢* ¢ A.

Sea v < k suficientemente grande como para que las sentencias ¢* y o estén
en {0, | @ < v}. Sea M un modelo de £ que cumpla (11.1). Entonces
M E ¢*, luego =M F o, luego o ¢ A.

Supongamos ahora o ¢ Ay sea v < & suficientemente grande como para
que las sentencias 0, ¢y ¢' = Va5 ¢ — ¢ estén en {0, | a < v}. Sea M
o<

un modelo de £>° que cumpla (11.1). Entonces =M E o, luego M F 6\/;:5 0.
<
Por otra parte, como ¢’ € ¥’ N {0, | @ < 7}, tenemos que M E ¢, de donde
llegamos a que M F ¢~>, y en consecuencia gz~5 € A.
Ahora bien, (5 se construye en los mismos pasos que ¢, luego en uno menos
que o, luego podemos aplicarle la hipétesis de induccién y concluir que N F (5,
de donde claramente =N F o.

2) — 3) es evidente.

3) — 1). Veamos que no hay s-arboles de Aronszajn. Sea A un s-arbol y
sea £ un lenguaje formal con un relator diddico R, un relator monadico T'y &
constantes {cq faca. Sea X el siguiente conjunto de sentencias (x,Ng) de £:

¢z Rey para cada x, y € A tales que x < y,

—c; Rey para cada x, y € A tales que x £ y,

—(Tey ANTcy) paracada z, y € A tales que z L y,
Tc, paratodo a < k.

z€Niv, (A)

Es claro que |3| = k y s1 S C ¥ cumple |S| < &, entonces S tiene como
modelo a M = A con M(e,) =z, M(R) = <4 y tomando como M (T) la per-
tenencia a una cadena de altura suficientemente grande como para que cumpla
todas las formulas del cuarto tipo que haya en S.

Por hipoétesis X tiene un modelo M, del cual obtenemos un camino en A, a
saber, C ={x € A| M ETc,}. "

Los cardinales regulares no numerables que cumplen el teorema de compa-
cidad (fuerte) se llaman (fuertemente) compactos, pero no vamos a estudiarlos
aqui.

De la prueba del teorema anterior se desprende que un cardinal inaccesible
k es débilmente compacto si y s6lo si el arbol 2<% no contiene k-subarboles de
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Aronszajn, pues en la prueba de 1) — 2) sélo se ha usado que un cierto subarbol
de 2<% tenia un camino.



Capitulo XII

Introduccién a la teoria de las
cofinalidades posibles

En el capitulo VI hemos visto varios resultados que muestran que si x es
un cardinal singular de cofinalidad no numerable, entonces los valores posibles
de 2" estan condicionados por los valores 2”, para cardinales v < k. Los més
importantes son el teorema de Silver, que asegura que si la hipo6tesis del continuo
generalizada se cumple bajo k, entonces se tiene que cumplir en k, y el teorema
de Galvin-Hajnal, que dice que si kK = X es un limite fuerte, entonces

ZN)‘ < N(Q\M)+.

Estos dos teoremas son muy diferentes en cuanto que el teorema de Silver no
es generalizable a cardinales de cofinalidad numerable: el hecho de que se cumpla
la hipotesis del continuo generalizada bajo X, no implica que 2% = X, 1. En
cambio, Shelah demostr6 en 1982 que el teorema de Galvin-Hajnal si lo es:

Teorema 12.1 (Shelah) Si X, es un limite fuerte, es decir, si 2% < R,, para
todo n < w, entonces 2% < Ronp )+ -

En la prueba de este resultado, Shelah us6 unas técnicas completamente
novedosas que fueron la base de una profunda teoria que hoy se conoce como
teoria de las cofinalidades posibles, y que permite probar muchos resultados nada
triviales sobre la exponenciacion de cardinales, algunos de ellos sorprendentes,
como este famoso teorema de 1989:

Teorema 12.2 (Shelah) Si X, es un limite fuerte, entonces 2% < R, .

No se sabe si la cota se puede mejorar. Se conjetura que deberfa servir N, .

En este capitulo presentaremos una pequena porciéon de la teoria de las
cofinalidades posibles, probando algunos casos particulares de teoremas més
generales, que seran suficientes para demostrar los dos teoremas precedentes.

439
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12.1 Cofinalidad

El concepto de cofinalidad de un ordinal se generaliza de forma natural a
cualquier conjunto totalmente ordenado (P, <), a saber, cf(P, <) es el menor
cardinal de un subconjunto cofinal (o dominante), es decir, de un subconjunto
C C P tal que para todo p € P existe un ¢ € C tal que p < gq.

Esto es trivial si (P, <) tiene un méaximo elemento m, pues entonces C' = {m}
es cofinal y resulta que cf(P, <) = 1.

Si suponemos que (P, <) no tiene maximo, entonces los conjuntos cofinales
coinciden con los conjuntos no acotados, por lo que cf (P, <) es también el menor
cardinal de un subconjunto no acotado.

En cambio, si pasamos a considerar conjuntos parcialmente ordenados, el
concepto de cofinalidad se desdobla en dos conceptos distintos:

Definicién 12.3 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado. Un subcon-
junto C' C P es cofinal (o dominante) si para todo p € P existe un g € C tal
que p < q. El conjunto C es no acotado si para todo p € P existe un ¢ € C tal
que no ¢ < p (es decir, si no existe un p € P que sea cota superior de C).

La cofinalidad de (P, <) es el menor cardinal cf(P, <) = d(P, <) de un sub-
conjunto dominante, mientras que b(P, <) es el menor cardinal de un subcon-
junto no acotado.!

Si (P, <) tiene un méaximo elemento, trivialmente cf(P, <) =1y b(P, <) no
esta definido porque no hay subconjuntos no acotados. En cambio, si (P, <)
no tiene maximo elemento, entonces existen conjuntos dominantes (como el
propio P) y todo conjunto dominante es no acotado, porque si C' es dominante
y tuviera una cota superior m € C, entonces m seria el méximo de P, pues todo
p € P esta mayorado por un elemento de C, que a su vez estd mayorado por m.
Por lo tanto tenemos que

b(P, <) <o(P, <),

pero ambos cardinales no tienen por qué coincidir. Cuando coinciden, a su valor
comun se le llama la auténtica cofinalidad de (P, <), y la representaremos por
acf(P, <).

Ejemplo El conjunto P = w X w;y con el orden dado por (m,«) < (n,) siy
s6lo sim < ny a <[, es un ejemplo de conjunto parcialmente ordenado sin
cofinalidad auténtica, pues b(P, <) = Xy < Ny =0d(P, <). "

La parte del teorema 8.10 concerniente a los ntimeros de acotacion y domi-

nacion se generaliza sin difcultad:

Teorema 12.4 Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado sin mdzimo,
entonces
cfb(P, <) =b6(P,<) <cfo(P,<) <d(P,<).

1Estas definiciones son casos particulares de 8.26.
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DEMOSTRACION: Sea C' un conjunto no acotado de cardinal b(P, <). Pode-
mos descomponerlo en union de cf b(P, <) subconjuntos de cardinal menor que
b(P, <). Cada uno de ellos estara acotado y, fijando una cota para cada uno, si
cf b(P, <) < b(P, <), el conjunto de las cotas también estara acotado, pero una
cota de este conjunto es una cota de C, con lo que tenemos una contradiccion.

Si D es un subconjunto dominante de cardinal 9(P, <), podemos descom-
ponerlo en cfd(P, <) conjuntos D, de cardinal menor que ?(P, <). Como los
conjuntos D, no pueden ser dominantes, existe un p, € P que no esta domi-
nado por D,. El conjunto C = {p, | a < cfd(P,<)} no esta acotado, porque
si tuviera una cota superior p, podriamos tomarla en D, luego en un D,,, pero
entonces p,, estaria dominada por p € D,, y tenemos una contradicciéon. Esto
prueba que b(P, <) < cfo(P, <). "

Ejemplo Si k es cualquier cardinal infinito, el conjunto P = [k]|<* de los
subconjuntos finitos de  con el orden parcial dado por la inclusion es un ejemplo
de conjunto parcialmente ordenado tal que c¢f P = |P| =k (y b(P, <) = Rp), lo
que en particular muestra que la cofinalidad no tiene por qué ser regular.

En efecto, si p € P, llamamos B, = {q € P | ¢ C p}, que es un conjunto
finito. Si A C P, llamamos A = |J B,. Claramente, A es cofinal si y sélo si
cumple A = P. peA

Si A C P cumple |A| < k, entonces, o bien A es finito, en cuyo caso A es
finito, o bien A es infinito, en cuyo caso |A| = |A| < k, luego A no es cofinal,
luego cf P = k. =

Segiun hemos observado, todo conjunto totalmente ordenado sin maximo
(P, <) tiene una cofinalidad auténtica, y en tal caso se representa simplemente
por cf(P, <). Méas en general:

Teorema 12.5 Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado sin mdzximo. Las
afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. P tiene cofinalidad auténtica.
2. P tiene un subconjunto dominante totalmente ordenado.

3. P tiene un subconjunto dominante bien ordenado.

Ademds, en tal caso tcp(P, <) es el menor cardinal de un subconjunto dominante
totalmente (resp. bien) ordenado.

DEMOSTRACION: Supongamos que P tiene cofinalidad auténtica k y sea
D = {po | @ < Kk} un subconjunto dominante. Vamos a construir recurrente-
mente una sucesion {¢y fa<x C D. Siya tenemos definida {q, }a<gs, entonces el
conjunto {g, | @ < S} U {pg} estd acotado. Podemos tomar una cota gz € D.
En particular, pg < gg y, cambiando si es preciso gg por otro elemento mayor,
podemos exigir que gg sea estrictamente mayor que todos los términos anterio-
res de la sucesion. Asi tenemos que q : K —> D es estrictamente creciente, y
su imagen es dominante, pues mayora a todos los elementos de D, luego es un
conjunto dominante bien ordenado.
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Reciprocamente, si P tiene un conjunto dominante totalmente ordenado D
y sea C' = {p, | @ < b} un subconjunto no acotado. Vamos a construir recu-
rrentemente una sucesion {gq }a<p en D. Si tenemos construida {¢qs }a<s, como
el conjunto {g, | @ < B} U {pg} tiene que estar acotado, podemos tomar una
cota gg € D, que podemos exigir que sea estrictamente mayor que todos los
elementos previos de la sucesion. El conjunto Dy = {g, | @ < b} C D esta
bien ordenado y no est4 acotado, porque, como pg < ¢g, una cota superior seria
también una cota superior de C, y ademés Dy es dominante, pues si p € P,
existe d € D tal que p < d, y a su vez, como d no puede ser una cota superior
de Dy, existe un d’ € Dg tal que no d < d, pero, como D esta totalmente
ordenado, entonces p < d < d’. Esto prueba que 0 < b, y la igualdad contraria
se da siempre.

Notemos que también hemos probado que todo conjunto dominante total-
mente ordenado contiene un conjunto dominante bien ordenado de cardinal
b=0. L]

Definicién 12.6 Si (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado, una escala en
P es una sucesion {pg }a<x, donde k es un cardinal regular, que es estrictamente
creciente y (cuya imagen es) cofinal.

Notemos que esta definicion difiere de 8.12 porque ahora exigimos que el
dominio de una escala sea un cardinal regular. Esto hace que P tenga una k-
escala (es decir, una escala de dominio k) si y so6lo si tiene cofinalidad auténtica
k (comparese con 8.13).

En efecto, si {pa}ta<x, entonces la imagen es un conjunto bien ordenado y
dominante, luego P tiene cofinalidad auténtica, y ademaés la imagen contiene un
subconjunto dominante de cardinal 9, pero su antiimagen en x es un subconjunto
no acotado de k de cardinal 9. Como « es regular, tiene que ser kK = 0 = acf P.

12.2 Cofinalidades posibles

Introducimos ahora los conceptos béasicos de la teoria de las cofinalidades
posibles. En ella partimos de un conjunto no vacio A de cardinales regulares. Si

consideramos el producto [[A = [] A, poco se puede decir sobre su cardinal
acA
en ZFC. Por ejemplo, incluso un teorema como 5.80 requiere suponer la HCS.

Sin embargo, sucede que en ZFC si que se puede obtener bastante informacion
sobre los ultraproductos [[ A/D determinados por los ultrafiltros D en A, es
decir, los conjuntos cocientes determinados por la relaciéon en virtud de la cual
dos elementos de [] A son equivalentes si y s6lo si coinciden en un conjunto del
ultrafiltro D.

Es facil probar que en [ A/D esta bien definida la relacion de orden total
en la que [f] < [g] si y sblo si se cumple f(a) < g(a) para todo a en un
conjunto de D, aunque esto es un caso particular del teorema fundamental de
los ultraproductos 10.31. En efecto, podemos considerar a cada cardinal a € A
como modelo de un lenguaje formal dotado de un relator de orden y, como
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todos los modelos a € A satisfacen las sentencias que afirman que la relaciéon
de orden de los ordinales es una relacién de orden total, lo mismo sucede en
el ultraproducto. En cambio, no podemos garantizar que [[ A/D esté bien
ordenado, porque esta propiedad requiere cuantificar sobre los subconjuntos del
modelo, y no puede expresarse mediante una sentencia de primer orden (y, de
hecho, es facil ver que en general los ultraproductos no estan bien ordenados).

Como [ A/D esta totalmente ordenado, podemos considerar su cofinalidad
(auténtica), a la que llamaremos simplemente cf D. Esta cofinalidad depende
del ultrafiltro D, y la teoria de las cofinalidades posibles consiste precisamente
en el estudio del conjunto cfp A de todas las cofinalidades posibles de A, es decir
el conjunto de todas las cofinalidades cf D, donde D es un ultrafiltro en A.

Los primeros resultados que obtuvo Shelah sobre cfp A partian del supuesto
de que 2/ < min A, pero mas adelante consigui6 relajarla a |A| < min A, lo
cual es muy relevante, porque hace que buena parte de la teoria no dependa
de supuestos sobre la exponenciaciéon de cardinales no demostrables en ZFC.
Sin embargo, nosotros trabajaremos con la hipotesis 214l < |A| porque simpli-
fica sustancialmente las pruebas y es suficiente para probar los resultados que
pretendemos demostrar.

Aunque nuestro objetivo es estudiar ultraproductos [[ A/D, para ello ten-
dremos que considerar productos reducidos definidos respecto de filtros que no
sean necesariamente ultrafiltros, aunque en tal caso es més habitual expresarlos
en términos de sus ideales duales. En 7.7 hemos definido los conceptos generales
de ideal y filtro en un algebra de Boole, aunque aqui solo necesitamos el caso
particular del algebra PA (en cuyo caso hablamos de ideales y filtros en el con-
junto A). Allf sefialamos que el dual de un filtro es un ideal y viceversa. La idea
subyacente es que un ideal (o un filtro) nos permite clasificar los subconjuntos
de A en despreciables o “de medida 0” (si estan en el ideal), “casi todo A” o “de
medida 1”7 (si estén en el filtro), y no depreciables o “de medida positiva” si no
estan en el ideal.

Empezamos, pues, dando unas definiciones que sean lo suficientemente ge-
nerales como para abarcar todos los casos que necesitaremos considerar:

Definicion 12.7 Si A es un conjunto no vacio e I es un ideal en A, llamaremos
I al conjunto de los subconjuntos de A que no estan en I. Si f,g: A — Q,
definimos las relaciones

f=rg st {acAlf(a)#g(a)} €],
f<rg st {acAlf(a)>gla)}el,
(
)

»n

wn

fSrg si f<rgy{acAlf(a)< a)}61+,
f<rg si {acA]f(a)>gla)} e

Si F' es un filtro en A, llamaremos =g, <p, etc. a las relaciones correspon-
dientes a su ideal dual.

n

Si {Aa}aca es una familia de ordinales limite, podemos considerar el pro-

ducto P = J] Ao C Q4, en el que =; define una relacién de equivalencia, segtin
acA
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la cual dos funciones son equivalentes si y sélo si coinciden “casi por todas par-
tes” (es decir, salvo en un conjunto de I). Esto da lugar a un conjunto cociente
P/1I, lo que se conoce como un producto reducido (que es un ultraproducto si el
ideal I es primo, con lo que su filtro dual es un ultrafiltro).

La relacion f <; g se da cuando se cumple f(a) < g(a) “casi por todas
partes” y no es una relacion de orden en P, sino meramente un preorden (es
decir, que es una relacion reflexiva y transitiva) porque de f <; gy g <7 f no
se deduce f = g, sino meramente f =; g. En efecto, tenemos que

{acA|f(a)>g(a)yel, {acAlg(a)>fla)}el,

luego lo mismo vale para la unién de ambos conjuntos:

fac Al fla) #g(a)} € L.

Sin embargo, <; define una relacién de orden parcial en el producto reducido
P/I mediante [f] < [g] si y solo si f <; g. Es facil ver que [f] <; [g] no
depende de los representantes elegidos en cada clase para comprobarla.

Cuando I es un ideal primo, tenemos que PA = [ U I, y esto hace que
la relacion <; en P/I sea de orden total, pues si no se cumple [f] <; [g] ni
[g9] <1 [f], entonces

{acAlgla)>fla)} eI, {a€Alf(a)>gla)t el
y son conjuntos disjuntos, luego @ € I’, lo cual contradice la definicion de filtro.

Notemos la sutileza que nos obliga a distinguir entre f Sy gy f <; g. La
primera afirma que f(a) < f(a) “casi por todas partes”, y que en un conjunto
“no nulo” se cumple f(a) < g(a). En cambio, la segunda afirma que f(a) < g(a)
“casi por todas partes”.

Si entendemos [f] <; [g] como [f] <1 [g9] v [f] # lg], esto equivale a f S1 g,
pues tenemos que

X={acAlgla)<fla)}el, Y={acAlf(a)#gla)}el",

y entonces Y \ X € IT, pues de lo contrario Y € X U (Y \ X) € I, luego
tendriamos Y € I. Pero Y\ X ={a € A | f(a) < g(a)} € I'", luego se cumple
f S1 9. Reciprocamente, si f St g, entonces Y\ X € I't| luego también Y € I't,
luego [f] <1 [g]-

La relacién f <; g implica f $; g, pero en general es mas fuerte. Ambas
coinciden si I es un ideal primo, pues entonces, IT = I’ luego f S ¢ implica
que {a € A| f(a) > g(a)} € I, es decir, que f <; g.

En general, por comodidad, trabajaremos en Q4 (o en un producto P de
ordinales limite), pero pensando en sus elementos como representantes de clases
modulo un ideal prefijado. Por ejemplo, diremos que S C P esté acotado en P
si existe f € P tal que todo g € S cumple g <; f, o que S es dominante
en P si para toda f € P existe g € S tal que f <; g, lo cual equivale a que el
conjunto de las clases de funciones en S esté acotado o sea dominante en P/I,
respectivamente.
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En principio, estos conceptos no los teniamos definidos sobre P porque <;
no es una relaciéon de orden, aunque también podemos extender en general estas
definiciones a conjuntos preordenados arbitrarios.

Diremos que una sucesion { fo }a<y en 04 es creciente (resp. estrictamente
creciente) respecto a I si cuando a < 8 < 7 se cumple que f, Sy fs (resp.
fa <1 f3). Analogamente se definen las sucesiones (estrictamente) decrecientes.

Notemos que, en realidad, estos dos conceptos de crecimiento se correspon-
den con sucesiones estrictamente crecientes en P/, en el sentido de que las su-
cesiones de clases correspondientes cumplen en ambos casos [fa] <5 [f3] cuando
a <.

Aunque, segtin acabamos de comprobar, la relacion de orden estricto en P/
se corresponde con Sy y no con <y, en muchos casos podemos trabajar con <y,
que es mas comoda. Esto se debe a que, para cada f € P, existe una f’ € P tal
que f <7 f' (basta definir f'(a) = f(a) +1).

Por ejemplo, hemos visto que P/I tiene cofinalidad auténtica si y solo si
tiene una k-escala en el sentido de 12.6, pero en este contexto podemos adoptar
esta definicién:

Si k es un cardinal regular, una k-escala en un producto P = [] A, respecto
acA
a un ideal I es una sucesion { f, }a<x en P estrictamente creciente tal que, para

todo f € P existe un o < k de modo que f <y f,.

Asi, sigue siendo cierto que P/I tiene cofinalidad auténtica k si y solo si
tiene una k-escala en este sentido. En principio, segun lo visto al final de la
seccion anterior, tenemos que P/I tiene cofinalidad auténtica & si y solo si tiene
una k-escala creciente, es decir, que cumpla la definicién anterior cambiando
“estrictamente creciente” por “creciente”. Ahora bien, a partir de una k-escala
creciente {f,}a<x podemos formar siempre otra estrictamente creciente.

En efecto, la existencia de una k-escala creciente ya implica que P/I tiene co-
finalidad auténtica x, luego todo conjunto de cardinal menor que k esta acotado,
luego, si tenemos construida una sucesion { f), }o<p estrictamente creciente, con
B < K, el conjunto {f., | @ < 8} U{fs} tiene que estar acotado, luego podemos
tomar una cota g € P, y asuvez un fj € P tal que g <7 fz, conlo que {f;, }a<p
sigue siendo estrictamente creciente, y asi obtenemos una sucesion { f! },<. es-
trictamente creciente tal que f, <; f. para todo a < &, lo que implica que la
nueva sucesion también es dominante, luego es una x-escala en el sentido que
acabamos de definir. Por lo tanto:

Teorema 12.8 Si P = [] A, es un producto de ordinales limite e I es un ideal
a€A
en A, entonces P/I tiene cofinalidad auténtica k si y solo si existe una k-escala

en P.

Si I es un ideal en A, su filtro dual I’ se puede extender a un ultrafiltro D.
Entonces I’ C D y también I C D’. Es claro entonces que si dos funciones
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cumplen f =; g,f <r g,f <r g, también cumplen f =p g,f <p 9,f <p 9,
respectivamente. Por lo tanto, toda k-escala en P/I lo es también en P/D,
luego, si P/I tiene cofinalidad auténtica, se cumple que act P/I = cf P/D.

Esto nos lleva a la definicion fundamental de la teoria de las cofinalidades
posibles:

Definicion 12.9 Si A es un conjunto no vacio de cardinales regulares, consi-

deramos el producto [[A = [] a. Si I es un ideal en A tal que [[ A/I tenga
acA
cofinalidad auténtica, escribiremos acfl = acf(J][ A/I), y andlogamente para

los filtros en A. Si D es un ultrafiltro, entonces [[ A/D esta totalmente or-
denado, luego tiene siempre cofinalidad auténtica, y en este caso escribiremos
simplemente cf D.

Los cardinales (regulares) de la forma xk = cf D, para un ultrafiltro D en A,
se llaman cofinalidades posibles de [] A (o de A). Llamaremos cfp A al conjunto
de todas las cofinalidades posibles de A.

Acabamos de probar que, en realidad, si I es cualquier filtro en A tal que
[T A/I tenga cofinalidad auténtica, entonces acf([] A/I) es una cofinalidad po-
sible de A, pues es la cofinalidad de cualquier ultrafiltro que extienda al filtro
dual I'.

Como los ultrafiltros en A son elementos del conjunto PPA, es inmediato
que |cfp A| < 22‘A‘, pero la teoria de las cofinalidades posibles permite obtener
cotas mucho mejores nada triviales. Vamos a probar ahora algunos hechos
elementales:

Teorema 12.10 Si A es un conjunto no vacio de cardinales regulares, entonces
A C cfp A.

DEMOSTRACION: Si a € A, podemos considerar el ultrafiltro fijo
D,={X e€PA|ac X}

Es claro entonces que, si f,g € [[ 4, se cumple f =p_ g siy solosi f(a) = g(a)
y f <p, gsiysolosi f(a) < g(a). Esto hace que la aplicacion ¢ : a — [[ A
dada por

a sib=a,

s ={g S
induzca una semejanza a = [[ A/D,, luego cf D, = cfa = a. "

En un conjunto finito, todos los ultrafiltros son fijos, luego:

Teorema 12.11 Si A es un conjunto finito no vacio de cardinales regulares,
entonces cfp A = A.
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Observemos ahora que si B C A, existe una biyeccién natural entre los
ultrafiltros en B y los ultrafiltros en A que contienen a B. Si D es un ultrafiltro
en A que contiene a B, entonces Dg = {X N B | X € D} C D es un ultrafiltro
en B (formado por los elementos de D contenidos en B) y, reciprocamente, si
D es un ultrafiltro en B, entonces DA = {X C A| XN B € D} es un ultrafiltro
en A que contiene a B, y estas dos operaciones son mutuamente inversas.

Mas aun, si D es un ultrafiltro en B, como D C D?, tenemos de nuevo que
toda k-escala en [ B es también una k-escala en [[ A4, luego concluimos que
cf D = cf DA,

Esto tiene varias consecuencias notables:

Teorema 12.12 Si B C A son conjuntos mo vacios de cardinales requlares,
entonces cfp B C cfp A. Mds ain, si A= BUC, entonces

cfp A =cfpBUcfpC.

DEMOSTRACION: Si k € cfp B, existe un ultrafiltro D en B de manera que
k = cf D = cf DA, luego k € cfp A. Asi pues, cfp B C cfp A, y esto prueba
también que cfp B U cfp C' C cfp A.

Reciprocamente, si k € cfp A, existe un ultrafiltro D en A tal que ¢f D = k.
Como BUC € D, o bien B € D o bien C € D. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, el primer caso, con lo que Dpg es un ultrafiltro en B tal que
k=cfD=ctfDp ecfpB CcfpBUcfpC. m

También es facil probar:
Teorema 12.13 Si A es un conjunto de cardinales regulares, entonces
min cfp A = min A.

DEMOSTRACION: Como A C cfp A, es obvio que mincfp A < min A. Basta
ver que si k < min A, entonces k ¢ cfp A. En efecto, en caso contrario existiria
un ultrafiltro D en A tal que ¢f D = cf[[A/D = k, pero eso es imposible:
todo conjunto S C [] A de cardinal k esta acotado, pues, para cada a € A, el
conjunto {f(a) | f € S} tiene cardinal < k < a, luego esta acotado en a por
un F(«) € a. Asi tenemos F € [] A que claramente cumple f <p F para toda
f €S, es decir, que es una cota superior de S, luego [[ A/D no tiene conjuntos
cofinales de cardinal k. ]

Vamos a probar un resultado no trivial sobre cfp A, para lo cual necesitamos
un resultado previo, cuya prueba se apoya en el teorema de Erdés-Rado 11.6:

Teorema 12.14 Si k es un cardinal reqular y k > 2141, toda sucesion {fata<n
en Q4 creciente respecto a I tiene supremo.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que la sucesion tiene una cota
superior. Basta considerar un ordinal « tal que |J fo[A] C 7 y considerar la
funcién que toma constantemente el valor +. o<k
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Supongamos que la sucesiéon dada no tiene supremo y vamos a construir
recurrentemente una sucesion decreciente {gg}p de cotas superiores. Tomamos
como ¢go cualquier cota superior de la sucesiéon, que ya hemos visto que exis-
ten. Ahora supongamos construida una sucesion decreciente {gg}g<, de cotas
superiores de la sucesiéon dada, con 1 > 0 y veamos que podemos prolongarla.

Supongamos en primer lugar que 77 = € + 1 es un ordinal sucesor. Por hipo-
tesis, ge no es un supremo de la sucesiéon dada, luego existe una cota superior h
que no cumple g, <y h, es decir, tal que {a € A | h(a) < gc(a)} € I'". Definimos

gn(a) = {h(a) si h(a) < ge(a),

ge(a) en caso contrario.

Asi es claro que g, < g. y ademés
fae Al h(a) <gc(a)} C{a € Algyla) <gela)},

luego el segundo conjunto estd en I porque lo est4 el primero. Esto significa
que g, S1 ge. Ademas, g, es una cota superior de la sucesion dada, pues

{a€ A fola) > gy(a)} C{a € A| fala) > h(a)}U{a € A| fa(a) > ge(a)} €1,
pues h y g. son cotas de la sucesion.

Supongamos ahora que 7 es un ordinal limite y veamos que, necesariamente,
se cumple |n| < 2141,

En caso contrario, es decir, si se cumple que n > (2“4‘)‘*‘7 consideramos una
funcion F : [(214)+]2 — A tal que si a < 8 < (2/41)*, entonces la imagen
a = F({a,p}) cumple gg(a) < go(a). Existe tal a porque gg Sr1 go. Por el
teorema de Erdés-Rado 11.6, F tiene un conjunto homogéneo infinito X, es
decir, existe un a € A tal que F({a,3}) = a siempre que {o, 3} € [X]?. Si
{&n}new es una sucesion creciente en X, entonces {ge, (@) }ne. €s una sucesion
decreciente de ordinales, con lo que tenemos una contradiccion.

Asi pues, || < 2141, Veamos ahora que podemos prolongar la sucesion de

cotas. Para cada a € A, sea S, = {gg(a) | B < n} ysea H = [[ S, Asi
acA

|H| < |17\|A| < 2l4l < k. Para cada h € H, sea a; < r tal que fo, 1 hsih
no es una cota superior de la sucesion dada, y «ap = 0 en caso contrario. Sea
a* =sup{ay, | h € H} < k, porque & es un cardinal regular. Definimos g, € H
mediante

gola@) = min{6 € S |6 > far(a)}

si el conjunto es no vacio, y en caso contrario tomamos cualquier § € S,. Asi se
cumple que g, (a) > fo-(a) salvo que el conjunto {6 € S, | 6 > fa=(a)} sea vacio,
lo que en particular implica que no contiene a go(a) € Sy, luego go(a) < fox(a).
Por lo tanto:

{a € Al fa-(a) > g4(a)} C{a € A far(a) > go(a)} € I,

ya que for <1 go, y esto prueba que for < gy.
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Se cumple que h = g, € H es una cota superior de la sucesion dada, porque
si no lo fuera, por definicién de oy, tendriamos que fo, €1 gy v an < o™, luego
Fan <1 far, luego también for %1 gy,

Por otra parte, si 3 < 7, se cumple que g, <; gg, pues, for <1 g3, luego
X ={a€ A far(a) > ggla)} € I, luego para cada a € A\ X, tenemos que
gs(a) > fax(a) y gg(a) € Sa, luego, por definicion, g,(a) < gg(a). Por lo tanto:

{a€ Algy(a) >gpla)} C X el

Més precisamente, tenemos que g, <7 ga4+1 =1 gg, luego la sucesion {gg}g<nt1
es decreciente.

Ahora bien, con esto hemos probado que la sucesion de cotas puede prolon-
garse indefinidamente, lo cual es absurdo. Mas concretamente, podriamos llegar
hasta una sucesién decreciente de cotas superiores {gs}g(2141)+, pero al mismo

tiempo hemos demostrado que la longitud de una tal sucesiéon no puede llegar
a (Q‘A‘)+. =

El supremo de una sucesiéon cumple una propiedad mas fuerte que lo que
exige la definicion:

Teorema 12.15 En las condiciones del teorema anterior, si g €s un supremo
de la sucesion {fota<k ¥ h <1 g, entonces existe un o < k tal que h <y f,.

Expresaremos esto diciendo que la sucesion {fq }a<s €8 cofinal en g.
DEMOSTRACION: Para cada a < &, sea Xo = {a € A | h(a) > fa(a)}.
Como r > 2|41 y es regular, existe un X y un conjunto K C & con |K| = & tal
que X, = X para todo a € K. Vamos a ver que X € I, con lo que cualquier
a € K cumple que h <; fq.
Suponemos, pues, que X ¢ I y consideramos la funcion ¢’ dada por
glx=nhlx,  glax=glax-
Entonces ¢’ <; g, pues
{acAlg'(a)>g(a)} C{a€ Alh(a) > g(a)} €T
y, més atn, ¢’ S g, pues en caso contrario
XclaeAl|g(a)<gla)}uf{a€cA|h(a)>gla)}el.
Por otro lado, si a € K, tenemos que f, <j ¢, pues
{a€ A| fala) > g (a)} C(A\X)N{a € A| fala) > ¢ (a)} C
{ac Al fala) > g(a)} €1,
pues si a € X = X,, se cumple ¢'(a) = h(a) > fo(a).

Maés atin, si @ € K, como k es regular, existe un o € K tal que a < o, luego
fo <1 far <1 g'. Esto prueba que g’ es una cota superior de la sucesiéon dada,
luego, por definicion de supremo, se cumple que g <; ¢’, cuando antes hemos
probado lo contrario. n
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Diremos que A es un intervalo si contiene a todo cardinal regular  tal que
min A < k < sup A. Ahora ya podemos probar:

Teorema 12.16 Si A es un intervalo y min A = (2141)* | entonces cfp A es un
intervalo.

DEMOSTRACION: Sea D un ultrafiltro en A y sea k un cardinal regular tal
que min A < k < ¢f D. Vamos a encontrar un ultrafiltro F tal que cf F = k.
Sea {faYa<ect p una k-escala en [[ A/D. Como x > 2|41, el teorema 12.14 nos
da que {fu}a<s tiene un supremo g € Q4 respecto a <p. Como f, es una cota
superior de {fa}a<x, se cumple que g <; f.. € [][A, luego podemos suponer
que g € [T A.

Observemos que {a € A | g(a) es sucesor} ¢ D, pues en caso contrario
podriamos definir g~ de modo que g(a) = g~ (a) + 1 en dicho conjunto y seria
g~ <p gy, de nuevo por 12.15, existiria un o < k tal que ¢~ <p fa, pero
entonces ¢ <p fo <p fa+1, lo cual es imposible.

También es imposible que {a € A | g(a) = 0} € D, luego concluimos que
{a € A| g(a) es un limite} € D, y no perdemos generalidad si suponemos que
todo g(a) es un ordinal limite. Sea h(a) = cfg(a) < a y sea S, C g(a) un
subconjunto cofinal de ordinal h(a) (que es un cardinal regular).

Como {fa}ta<r es una escala en [] g(a)/D, tenemos que este producto

reducido tiene cofinalidad . a€A
Lo mismo vale para [] S,. En efecto, podemos construir una escala {gq ta<x
acA

recurrentemente: si tenemos construida {gs}a<p estrictamente creciente, con
B < Kk, podemos tomar una cota ¢g* € [] g(a) del conjunto {go | @ < B} U{fs}
a€cA
y a su vez definir gg de modo que ¢g*(a) < gg(a) € S, con lo que {gq }a<p sigue
siendo estrictamente creciente, y la sucesion {gq }a<x cumple fo <p go, luego
es cofinal.
A través de semejanzas S, — h(a) podemos convertir esta escala en otra

escala {hg}ta<r en [] h(a)/D.
acA

Observemos ahora que
{a e A|2M < h(a)} € D,

pues en caso contrario serfa {a € A | h(a) < 241} € D, pero el nimero de
funciones de A en 214! es 214! < £, luego al menos dos funciones hq, hg deberian
coincidir en este conjunto, y serian h, =p hg, lo cual es imposible.

Como min A = (2/4h)* para casi todo a € A, es min A < h(a) < sup A4, y
h(a) es un cardinal regular, luego h(a) € A, porque A es un intervalo. Equiva-
lentemente, podemos suponer que h : A — A.

Sea E = {x C A| h™![z] € D}, que es un ultrafiltro en A. Ahora vamos a
construir una sucesion {h/ o< en [] A tal que {h o hl }acw es una escala en
[1 h(a)/D.
acA

Para ello suponemos construidas {h/, }o<g3, con < k, de modo que la suce-
sion {hoh!, } < s sea estrictamente D-creciente. Cada una de estas composiciones
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puede mayorarse por una hs,, con d, < K, y tomando el supremo, todas ellas
estdn mayoradas por una misma hs,. Podemos suponer que é5 > 3.

Ahora, para cada b € A y cada a € h™1(b), puesto que hs, € I h(a),
acA
tenemos que hs,(a) € h(a) = b. Pero b € A es un cardinal regular mayor que

|A] > [h71(b)], luego  sup  hg,(a) € b. Definimos
ach=1(b)

h(b) = sup hs,(a)+ 1.
ach-1(b)

Ast hjy € E[Aa y cumple que hj(h(a)) > hs,(a), luego hsy, <p ho hj.

a
En particular, si a < 8 tenemos que h o h), <p hs, <p ho h’ﬂ, luego la
sucesion completada con h/; sigue siendo estrictamente creciente. Mas atn,

hg <p hs, <p ho hj, luego {h o hj}acx €s una escala en E[Ah(a)/D.
A su vez, esto implica que {h/ }o<x es una escala en [[ A/E, pues, dada

f € TTA/E, tenemos que ho f € [] h(a), luego existe un o < & tal que
acA
hof <phohl, luego f <g hl. Esto prueba que kK = cf E € cfp A. n

Nota En realidad, la hipotesis min A = (2/41)* del teorema anterior puede
relajarse a 214 < min A e incluso a |A| < min A. No obstante, este caso
particular basta para nuestro objetivo. m

Teorema 12.17 Si 2% < R, entonces cfp{R, | n € w} es un intervalo.?

DEMOSTRACION: Pongamos que 2% = X, y consideremos el intervalo de
cardinales regulares A = {N,, | m+1 < n < w}. Claramente A cumple las
hipotesis del teorema anterior, luego cfp A es un intervalo, pero

cfp{R, [ n € w} =cfp{R, | n <m}UclpA={R, | n <m} Uclp A.
Teniendo en cuenta ademas que A C cfp A, es claro que la unién es un intervalo.
|

El interés de que cfp A sea un intervalo es que esto nos permite acotarlo:

Teorema 12.18 Si R, es un limite fuerte (es decir, si 2% < R, para todo
n < w), entonces
sup cfp{R,, | n € w} < Ry,,.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior ¢fp{X, | n € w} < Ry, y su
cardinal es a lo sumo 22" < N, vy, al tratarse de un intervalo, tiene que ser
sup cfp{X,, | n < w} < Ny, pues en caso contrario cfp{X,, | n < w} contendria
al menos X, cardinales regulares (todos los menores que Ry, ). L]

Ahora necesitamos un resultado elemental:

2La hipotesis no es necesaria, en realidad.
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Teorema 12.19 Sea k < w y sea 2% < k < Ny, . Entonces existe una familia
F de k subconjuntos de k de cardinal Xy tal que para todo Z C k de cardinal
Ny existe un X € F,, que cumple X C Z.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que el resultado es cierto para todo ordi-
nal k (no necesariamente un cardinal). Si x = 2%* es inmediato (basta tomar
F. = [k]™). Razonamos por induccién sobre k. Si k no es un cardinal, por
hipotesis de induccion el resultado vale para |k|, y a través de una biyeccion
|| — K se ve que también vale para k. Si x es un cardinal y 2% < k < Ry, ,
basta tomar F, = |J F,. En efecto:

a< K
Dado Z C k de <cardinal N < K, o bien K es regular, en cuyo caso existe
un ordinal 2% < o < k tal que Z C a y la conclusion es obvia, o bien & es
singular, en cuyo caso kK = Ny < Ny, luego A < Ng, luego cf Kk =cf A < A < Ny
Si los conjuntos Z N a tuvieran todos cardinal menor que N, tomando una

sucesion {as }s<cf x cofinal en k podriamos poner Z = |J (ZNag), con lo que
d<cfr
un conjunto de cardinal N; seria unién de menos de N conjuntos de cardinal

menor que V. Como esto es imposible, existe un a < k tal que Z N « tiene
cardinal N, luego existe X € F, tal que X C Z. n

He aqui la primera aplicaciéon de la teoria de cofinalidades posibles a la
exponenciacién cardinal:

Teorema 12.20 (Shelah) Si 2% < X, para todo n, entonces 2% es un car-
dinal sucesor y
2% = maxcfp{R, | n < w} < Ny,

DEMOSTRACION: Llamemos k = sup c¢fp{X,, | n < w}. Segun 12.10 y 12.18
tenemos que R, < K < Ry_,. Por el teorema 5.70 tenemos que

QN“’ —_ (2<Nw)Cwa _ NNO.

Como | [] Rp| < R¥o = 2% todos los productos reducidos [[{R, | n < w}/D

new
tienen cardinal menor o igual que 2%+, de donde concluimos que todos los ele-
mentos de cfp{X,, | n € w} son menores o iguales que 2%« luego x < 2%«.

Vamos a probar que se da la igualdad. Admitiendo esto 2% = k < Ny
y entonces 28+ tiene que ser un cardinal sucesor, ya que, si fuera un cardinal
limite, seria 2% = Ry para cierto A < X, y entonces cf 28 = cf A < X < X,
en contra del teorema de Konig.

Pero si 2% = Ny, entonces 2% € cfp{R,, | n < w}, o de lo contrario Ny
seria una cota superior menor. Esto implica que el supremo es un maximo,
como queremos probar.

Asi pues, solo tenemos que probar que 28 = ¥¥o < k. Por 5.73 tenemos
que R¥0 = |[R,]¥0|, luego basta probar que |[N,]*°| < k.

Veamos en primer lugar que existe ¥ C [] X, tal que |F| = £ y de modo
n<w
que, para toda g € [] N,, existe f € F tal que g(n) < f(n) para todo n.

nw



12.2. Cofinalidades posibles 453

Para cada ultrafiltro D en w, sea {fP}, <.t p una escalaen [] N,,/D, donde

new
cf D < k. Sea J la familia de todas las funciones f = max{f2,..., f0"},
donde Dy, ..., D, son ultrafiltros cualesquieray o, . .., o, ordinales en su rango

correspondiente. Como 22" < N, < k, se cumple que |F| = k.

Supongamos que existe g que no cumple la conclusion. Para cada ultrafil-
tro Dy cada o < cf D, sea X2 = {n € w | fP(n) < g(n)}. Que g no cumpla
la conclusién implica que estos conjuntos tienen la propiedad de la interseccion
finita, luego estan contenidos en un ultrafiltro U, pero entonces g <y fU, para
cierto «, lo que significa que

w\ Xy ={newlgn) < fI(n)} e,

pero también XU € U, y tenemos una contradiccion.

Fijemos ahora k < w suficientemente grande como para que 2% < ¥, y
Kk < Ny,. Por el teorema de reflexion [LM 12.32] podemos fijar también un
ordinal limite @ suficientemente grande para que Vp sea un modelo de cualquier
conjunto finito prefijado de axiomas de ZFC. Fijamos en dicho modelo funciones
de Skolem y vamos a considerar niucleos de Skolem de Vjy segin la definicion
10.23.
Fijado a C N, numerable, vamos a definir una cadena {M$},<., de submo-
delos elementales de Vj, todos ellos de cardinal X, y de modo que aUwy, C M.
Partimos de M§ = N(aUwy) < Vy. Supuesto construido Mg, consideramos
la funciéon ( ) y
a _ Jsup(MiNwy,) sin>k,
Xa(”){o sin <k
Notemos que si n > k, entonces M$ N wy, no tiene méaximo y, por lo tanto,
x%(n) es un ordinal limite,® pues si § < M2 Nw,, en Vj se cumple Vyy =541,
luego por 10.22, también y =5 +1 € M Nw,.
Como | M2&Nwy| < Vg, paran > k se cumple que x%(n) € wy,, luego podemos
tomar f¢ € F tal que x%(n) < f%(n) para todo n.
Definimos Mg, = N(MS U {x&, fa}). Ast M3 < M3, < V. Supuestos
construidos {M2},<x, para A < wy, definimos

My = U Mg,

a<A

que estd cerrado para las funciones de Skolem de Vj, luego también My < Vp
(0, directamente, por el teorema 10.22). Asi tenemos definido en particular el
modelo M* = Mg 'y consideramos la funcion

ary_ Jsup(M*Nw,) sin >k,
X(n)_{O sin<k.

Para cada n > k, tenemos que x&(n) € Mg, Nwy,, luego x%(n) < x&,1(n).

3 Aunque no necesitamos este hecho, X% (n) es la imagen de wy por el colapso transitivo de
M¢ definido en mi libro de Pruebas de consistencia [PC 2.23].
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Por otro lado si A < wy es un ordinal limite, se cumple que

X4 (n) = sup(My Nwy) = sup xg(n),
a<
e igualmente
x%(n) =sup(M* Nw,) = sup x2(n).
a<wi
Esto significa que la funcion wy, — x%(n) dada por a — x%(n) es cofinal y
normal, luego cf x*(n) = Xy, y la imagen C¢ C M*Nx*(n) es un c.n.a. en x*(n)
de ordinal wy.

Nuestro propésito es contar los conjuntos a € [R,]%°, y para ello empezamos
contando las aplicaciones x®. Vamos a ver que el conjunto X = {x® | a € [X,]¥}
tiene cardinal < k.

Para cada a € [N,]N, sea Z, = {f% | @ < wi}. Si S C wy cumple |S| = Ny,
para todo n > k, dado que x&(n) < f3(n) < x&1(n), tenemos que

X (n) = sup x4 (n) = sup f2(n)
a<wy a€esS

luego el conjunto F = {f? | « € S} C Z, C F determina la aplicacion x°.
Aplicamos el teorema 12.19 a F en lugar de a k, de modo que existe F,, C F de
cardinal k tal que, para cada Z, (que tiene cardinal Ry), existe F}, € F,; tal que
|Fol =Xy v F, C Z,. Notemos que F, es de la forma F, = {f? | « € S, }, para
cierto S, C wg, luego x* esté determinada por F, € F,, o, equivalentemente, la
aplicacion x* — Fy es inyectiva, luego | X| < k.

Ahora probamos que si x* = x’, entonces M?® N R, = M® N R,,. Para ello
probamos por induccién sobre n que M* Nw, = M® Nw,, para n > k.

Para n = k es inmediato, pues M® Nwy = wp = M? N w. Suponiéndolo
cierto para n, tenemos que

C=Cl NCh, CcM*“NM°

es un c.n.a. en x%(n + 1) = x(n + 1) de cardinal N;.

Ahora, si vy € C'y v > wy, existe my : w, — v biyectiva. En principio
esta en Vpy, pero como M® y MY estan construidos con las mismas funciones de
Skolem, podemos tomarla de modo que 7, € M* N M b Esto hace que?

M0y =7, [M*Nw,] = 7, [M° Nw,] = M° N,

de donde también M® Nw,41 = MbN Wpt1-

Finalmente consideramos la aplicaciéon F : [®,]¥ — X dada por a +— x°.
Six € Xya€ F(x), entonces F~1(x) C [M?*, pues si b € F~1(x),
tenemos que x* = x = x%, luego b C M° NN, = M* N R, luego b € [M,]%.

181 § € M® N+, existe un € € wy, tal que my(€) = §, pero como 7,8 € M?, también
€€ M?* luego e € M® Nwy y § € my[M? Nwy]. La inclusiéon opuesta es analoga.
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Por lo tanto |F~1(x)| < N:“ = N;,2% = ¥}, donde hemos aplicado la formula
de Hausdorff. Puesto que

Ro*e = U F~'(x),
XEX

concluimos que |[[R ]| < kR, = k. -

12.3 La estructura de cfp(A)

Acabamos de encontrar una cota no trivial para 2%« (en el supuesto de que
sea un limite fuerte), pero podemos mejorarla bastante estudiando mas a fondo
los conjuntos de cofinalidades posibles. Necesitamos algunos resultados previos.

Volvemos al contexto general en el que A es un conjunto no vacio y conside-
ramos sucesiones en Q4.

Definicion 12.21 Fijado un ideal I en A, para cada subconjunto X C A no
nulo, es decir, tal que X ¢ I, llamaremos I|x al ideal generado por TU{A\ X}
(teorema 7.8).

Para probar que este conjunto genera realmente un ideal observamos que si
llamamos I* a la familia de todos los subconjuntos Y C A tales que YN X € I,
claramente forman un ideal de A que contiene a I U{A\ X}, lo que implica que
este conjunto genera realmente un ideal y ademas I|x C I*. De hecho, se da la
igualdad, pues si Y € I*, entonces Y C (Y NX)U (A\ X), luego Y € I|x.

En suma, I|x es el ideal que hace nulos a todos los subconjuntos de A\ X
mientras que los subconjuntos de X son nulos si y sélo si estdn en I.

Enunciamos ahora un teorema general en el que introducimos algo de voca-
bulario que explicamos a continuacion:

Teorema 12.22 (Lema de escision) Sea A un conjunto no vacio, sea I un
ideal en A, sea r > 214 un cardinal regular, sea {faYacr una sucesion en Q4
creciente mddulo I y sea g una cota superior. Entonces {fo}a<r estd acotada
bajo g, o bien es cofinal en g, o bien A = X UY se escinde en dos conjuntos
disjuntos tales que la sucesion estd acotada bajo g en X y el cofinal en g en Y.

Aqui hay que entender que {f,}a<x estd acotada bajo g si existe h <1 g que
es una cota superior de la sucesién, mientras que es cofinal en g si para toda
h <; g existe un « < k tal que h < f,. Decimos que esto se cumple en X (o
en Y) si se cumple respecto del ideal I|x (o I]y).

DEMOSTRACION: Suponemos que la sucesion ni esta acotada bajo g ni es
cofinal en g. Por el teorema 12.14 tiene un supremo h, de modo que h <;y g,
por definicién de supremo y consideramos

X ={a€A|h(a) <g(a)}

Si X € I, entonces g <; h, luego g =y h, luego g también es un supremo de la
sucesion, y el teorema 12.15 nos da que ésta es cofinal en g. Por lo tanto, X ¢ I
y esté definido el ideal I|x. Ademaés, esto significa que h Sy g.
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Por otra parte, Y = A\ X = {a € A | h(a) > g(a)} también cumple que
Y ¢ I, pues en caso contrario h <; g y la sucesion estaria acotada bajo g. Pero,
como A\ X € I|x, tenemos que h <J1|x 9 0, dicho en otros términos, que h <; g
en X. Trivialmente, g sigue siendo una cota superior de la sucesion dada en X,
luego ésta esta acotada bajo g en X.

Por otro lado, sigue siendo h <; g en Y, pero también g <; h en Y, pues
esto equivale a que {a € A | g(a) > h(a)} = A\Y € I|y. Por lo tanto g =1 h
en Y. Basta probar que h sigue siendo un supremo de la sucesion dada en Y,
pues entonces, por 12.15, ésta sera cofinal en h, luego en g (siempre en Y).

En efecto, ciertamente f, <; h en Y y, si ¢’ es una cota superior de la
sucesion dada moédulo I en Y, esto significa que, para todo a € k,

{aeY | fala)>d'(a)} €1

Sea ¢’ la funcion dada por ¢”|y = ¢’ y que en cada a € A\'Y tome un valor
constante mayor que cualquier f,(a). Entonces

{ac Al fala) >g"(a)} ={faeY | fala) > g'(a)} €1,

luego fo <7 g”, luego h <; g”, luego h <y ¢’ en Y, pero ¢’ =; ¢’ en Y, luego
h<g enY. "

En realidad necesitamos una variante de este teorema para productos re-
ducidos ] Aa/I. Diremos que el producto (o el ideal I) es k-dirigido si todo
acA
subconjunto de [] Aq/I de cardinal menor que x esta acotado.
acA
Por otro lado, si B C A cumple que A\ B € I'", llamaremos I[B] = I| 4\ 5,
es decir, al ideal generado por I U {B}.

Teorema 12.23 Sea x > 241 un cardinal regular y supongamos que IT Xa/I
a€A
es k-dirigido. Entonces [[ Ao/l es kT -dirigido, o bien existe una r-escala, o
acA
bien eriste un conjunto B € I tal que A\ B € I'T, I tiene una r-escala en B

e I|B] es k*-dirigido.

DEMOSTRACION: Supongamos que || A/l no es kT -dirigido y que no tiene
acA
k-escalas. Sea S un subconjunto de [ A,/I de cardinal x que no esté acotado
acA
(tiene que tener cardinal x porque el producto es k-dirigido). Vamos a probar

que existe un Y € It que tiene una k-escala.

Para ello observamos que podemos construir una sucesion estrictamente cre-
ciente {fq}a<x tal que, para toda g € S, existe un a < & tal que g <7 f,.

En efecto, basta enumerar S = {g, | @ < k} y, supuesta definida {f,}a<g;
definimos fg como una cota de {f} | @ < 8} U{gg}, donde f(a) = fo(a)+1,
de modo que f, <7 fF. Como S no esta acotado, la sucesion {fo } o< tampoco
lo esta, y esto es lo mismo que decir que la sucesién no estd acotada bajo
g = {Aa}aca en el sentido introducido en el lema de escision.
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Ahora es claro que existe Y € I tal que {f,}a<x €s una escala en Y. En
efecto, si la sucesion es cofinal, sirve Y = A, mientras que en caso contrario
sirve el conjunto Y dado por el lema de escision.

Consideremos ahora el conjunto € (que acabamos de probar que es no vacio)
de todos los conjuntos Y € I'™ que tienen una s-escala, digamos {f} },<. y sea
S*={fY |a< kY €&} Como 24l <k, se cumple que |S*| = k.

Como antes, usando que los conjuntos de cardinal menor que x estan aco-
tados, a partir de una enumeracién de S U S* podemos construir una sucesion
estrictamente creciente y no acotada {f, o<k tal que para toda f € S* existe
un a < K tal que f <y f,.

Por hipotesis, la sucesion {f,}a<,s N0 es una x-escala, es decir, que no es
cofinal en g = {\, }4ca, ni tampoco esté acotada bajo g (ya que entonces estaria
acotada en el producto reducido). El lema de escisién nos permite descomponer
A =X UB de modo que {fq}a<x esté acotada en X y es cofinal en B. Por lo
tanto, I tiene una x-escala en B (la sucesion), y solo falta probar que I[B] = I|x
es rT-dirigido, es decir, que todo subconjunto de [] A,/I de cardinal & esta

acotado en X. a€A
En caso contrario, tomamos un subconjunto no acotado S C [] A\/Ix de
cardinal x. a€A

Vamos a ver que existe un subconjunto Y C X en el que existe una x-escala.
Si existe una k-escala en X, entonces sirve Y = X, y en caso contrario el ideal
Ix se encuentra en la mismas condiciones que el ideal I: es x-dirigido, no es k-
dirigido y no tiene x-escalas, luego la misma construcciéon que hemos aplicado
a I nos da ahora un subconjunto Y € I|% en el que existe una k-escala. Pero
entonces Y € &, luego {fY }o<x es otra r-escala en Y, pero por otra parte tiene
que estar acotada en X (luego en Y) por una cota de {fo}a<s en X, y asi
tenemos una contradiccion. n

Con esto ya estamos en condiciones de probar un teorema fundamental sobre
los conjuntos de cofinalidades posibles:

Teorema 12.24 Sea A un conjunto no vacio de cardinales requlares tal que’
2141 < min A. Entonces, para cada r € cfp A, existe un B, C A de modo que:

1. méxcf B,, = &,
2. Para cada ultrafiltro D en A tal que ¢f D = Kk, se cumple que B, € D.

Los conjuntos B, se llaman generadores de cfp A.

DEMOSTRACION: Vamos a construir una sucesion {Bi}.epcr 4 de subcon-
juntos de A, de modo que, para todo cardinal k£ < supcfp A, se cumplan las
propiedades siguientes:

1. Elideal J,, generado por {B, | i € cfp A, n < k} es k-dirigido, es decir, el
orden parcial <;_en [[ A es s-dirigido.

5En realidad es suficiente pedir que |A| < min A.
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2. Si k ¢ cfp A, entonces J,, es kT-dirigido.
3. Si K € cfp A, entonces By, € JI y J,; tiene una k-escala en B,.

4. Si k = méaxcfp A, entonces B, = A, y en caso contrario (si k € cfp A)
J[Bx] es un ideal xT-dirigido.

Antes vamos a ver que estas propiedades implican que los conjuntos B,
cumplen el enunciado. Tomamos k € cfp A y veamos en primer lugar que
Kk € cfp B,. Para ello tomamos un ultrafiltro D que extienda al filtro dual de
Jx, es decir, tal que D N J, = @. Por 3., existe una « escala en B, para <;_,
la cual sera también una k-escala para <p, luego, en efecto, k € cfp B,.

Veamos ahora que k es el maximo de cfp B,. Para ello tomamos cualquier
ultrafiltro D en B,;, y tenemos dos posibilidades. O bien D N J, = @, en cuyo
caso, como antes, cf D = k, o bien es D N J, # &, luego existe un minimo
p e cfpA, p < k, tal que B, € D (todo elemento de J, esta contenido en
una unioén finita de conjuntos B, con p € cfp A). Entonces D se restringe a un
ultrafiltro en B, tal que D[, NJ, = &. Pero, por 3., B, tiene una p-escala
respecto a <, que serd también una p-escala respecto a D|p,, luego también
una p-escala en B respecto a D, luego cf D = u < k.

Ahora tomamos un ultrafiltro D en A tal que B, ¢ D (lo que implica que
K # maxcf A, pues en tal caso, por 4., seria B, = A € D) y vamos a probar
que cf D # k. O bien existe un u < x en cfp A tal que B, € D, en cuyo caso
cfD € cfp B, luego c¢f D < p < k (por la primera propiedad del enunciado,
ya probada), o bien D N J.[Bx] = @ y, como, por 4., J,[B,| es kT-dirigido,
también lo es D, luego cf D > k.

Ahora pasamos a construir la sucesion {By}reper 4 con las propiedades re-
queridas. Observemos en primer lugar que si k < min A, esta definido J,, = {@},
que es £ T-dirigido, pues, dada cualquier familia {f,}o<x de funciones en [] 4,
como, para todo a € A, se cumple que k < a y los cardinales de A son regulares,
tenemos que f(a) = sup fo(a) < ay f es una cota superior de la familia dada.

a<k

Supongamos ahora que tenemos definida la sucesion {Bu} perncip A de modo
que los ideales {J,},<, cumplen todo lo requerido. Si x = min A, tenemos que
J. = {9} v es k-dirigido, por el mismo argumento anterior, luego también
cumple todo lo requerido.

Si k es un cardinal limite, entonces los conjuntos B, con p € cfp ANk

generan el ideal J, = |J J,, que es k-dirigido, luego cumple 1.
pu<k
Si k es singular, entonces J, es xT-dirigido, luego cumple 2. En efecto,

si {fata<x €s una familia de funciones en [ a y {ks}s<a es una sucesion de
acA
cardinales cofinal creciente en x, como J,; es k dirigido, podemos tomar una cota

superior gs de {fo}a<rs ¥ & su vez una cota superior g de {gs}s<r. Entonces g
es una cota superior de la familia dada.

Si, por el contrario,  es regular, por 12.23 tenemos que J, es k" -dirigido o
bien existe un B € JI (tal vez B = A) tal que J,; tiene una escala en B. Para
probar 2. basta ver que en el segundo caso k € cfp A.
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Ahora bien, si D es un ultrafiltro en B tal que D N J, = @ (un ultrafiltro
que extiende a la restriccion de J,; a B), entonces la k-escala en B respecto a
<. lo es también respecto a D, luego cf D = k € cfp A.

Si k = p', entonces, si p ¢ cfp A, tenemos que J, = J, es k-dirigido y
cumple 1. Si pu € cfp A, entonces J,, = J,[B,] es s-dirigido porque p cumple 4.,
va que p # méaxcfp A, pues p < k < supcfp A. La propiedad 2 se cumple por
el mismo argumento que en el caso limite (regular).

Asi tenemos que, en todos los casos, x (con los conjuntos B, ya definidos)
cumple las propiedades 1. y 2. Ahora vamos a definir B, de modo que se
cumplan 3. y 4.

Veamos en primer lugar que si J,, es k*-dirigido, entonces k ¢ cfp A. Para
ello fijamos un ultrafiltro D en A. O bien existe un (minimo) p < & en cfp A
tal que B, € D, en cuyo caso D se restringe a un ultrafiltro en B, tal que
D\B“ NJ, = &, con lo que una p-escala en B, para J,, (que existe por 3.) lo
es también para D,y ¢f D = p < Kk, o bien DN J, = &, en cuyo caso D es
kt-dirigido (por serlo J,,), luego cf D > k.

Por lo tanto, si k € c¢fp A, el teorema 12.23 nos da que, o bien J, tiene una
k-escala, o bien existe un B, € J} tal que A\ B, € J, J, tiene una r-escala
en By y Jx[Byx] es kT-dirigido. En el primer caso tomamos B, = A, y asi en
ambos casos B,, cumple 3.

Para probar 4. tomamos x € cfp A y veamos primero que J, tiene una k-
escala si y sblo si k = maxcfp A. En efecto, si existe una k-escala y D es
un ultrafiltro en A, o bien existe un p < & tal que B, € D, en cuyo caso
cf D = cfD|p, € cfpB,, luego cf D < p < &, o bien J, N D = &, en cuyo
caso la k-escala respecto a Ji lo es respecto a D, luego cf D = k y por lo tanto
Kk = méaxcip A.

Si J,; no tiene una k-escala, por construccion Jy[By] es xt-dirigido y, to-
mando un ultrafiltro D en A tal que D N J.[Bx] = &, tenemos que D es k-
dirigido, luego k < cf D € cfp A, luego k no es el maximo de cfp A.

Por lo tanto, si kK = maxcfp A, tenemos que J, tiene una k-escala y, por
construcciéon, B, = A. En caso contrario, J,; no tiene una s-escala y ya hemos
visto que entonces J,[B,] es rt-dirigido, luego se cumple 4. n

De aqui podemos extraer muchas consecuencias. Hasta ahora solo sabiamos
14| .
que |cfp A| <227 pero ahora tenemos una cota mucho mejor:

Teorema 12.25 Si A es un conjunto de cardinales requlares de manera que
2141 < min A, entonces |cfp Al < 2141

DEMOSTRACION: Si {B,} es un sistema de generadores de cfp A, segin el
teorema anterior, la aplicacion cfp A — PA dada por k — B, es inyectiva
(pues max cf B, = k). "

Con esto ya podemos probar la version 12.1 de Shelah del teorema de Galvin-
Hajnal para N,;:
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DEMOSTRACION DE 12.1: Por 12.17 sabemos que cfp{X,, | n < w} es un
intervalo, por el teorema anterior (aplicado a {®,, | n > ng}, donde 2% = R,, )
tiene cardinal < 280 y por 12.20 tenemos que 28+ es su méaximo. Equivalente-
mente, por debajo de 28« solo puede haber 2% cardinales regulares, pero por
debajo de N(gnoy+ hay (2%0)* cardinales regulares. n

Los generadores de cfp A cumplen propiedades més fuertes que las del teo-
rema que los define. Por ejemplo:

Teorema 12.26 Si A es un conjunto de cardinales requlares de manera que
214 < min A, para cada ultrafiltro D en A, se cumple que cf D = minimo k tal
que B, € D.

DEMOSTRACION: Sea xk = cf D. Entonces B, € D por 12.24 y si p < K,
entonces B, ¢ D, pues en caso contrario, D| B, serfa un ultrafiltro en B, con
cofinalidad , y asi k € cfp B, cuando el méximo de este conjunto es ;1. m

En 12.20 hemos probado que ¢fp{X,, | n < w} tiene maximo bajo el supuesto
de que N, sea un limite fuerte. Ahora podemos probar algo mucho més general:

Teorema 12.27 Si A es un conjunto de cardinales requlares de manera que
2141 < min A, entonces cfp A tiene mdzimo.

DEMOSTRACION: Si cfp A no tiene maximo, G = {A\ B, | k € cfp A} tiene
la propiedad de la interseccion finita. En efecto, si k1, ...,k, € cfp A, se tiene
que cumplir que (A\ By,) N---N(A\ By,) # &, ya que en caso contrario
B, U---UB,, = Ay, tomando x € cfp A mayor que los k;, existe un ultrafiltro
D en A con cf D =k, pero B, U---UB,, = A € D, luego existe un 7 tal que
B, € D, en contradicciéon con 12.26. Por lo tanto, G se extiende a un ultrafiltro
D en A, digamos de cofinalidad &, pero entonces B, € D y su complementario
también. n

Es costumbre escribir max cf A = méaxcip A.

Vamos a estudiar ahora los ideales que hemos considerado en la demostracion
del teorema 12.24:

Definicion 12.28 Sea A un conjunto de cardinales regulares de manera que
2141 < min A. Para cada k < maxcf A y sea {B,} un sistema de generadores
en las condiciones del teorema 12.24. Llamaremos J, al ideal generado por el
conjunto {B,, | up € cfp A, p < k}.

En la prueba del teorema 12.24 hemos visto que los conjuntos de generadores
alli construidos definen, ciertamente, ideales en A (es decir, que no contienen
a A), pero ahora podemos probar que cualquier sistema de generadores que
cumpla el enunciado generan ideales J,.

En efecto, si X € Jy, existen p1,...,u, < x talesque X C B, U---UB,,
y si D es un ultrafiltro en X, podemos extenderlo a un ultrafiltro en A, al cual
pertenecerd X, luego también un B, luego cf D < p; < k, luego X # A.

Pero, més atin, ahora vamos a probar que los ideales J,; son independientes
del sistema de generadores considerado:
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Teorema 12.29 Si A es un conjunto de cardinales requlares de manera que
2 < min A y k < méaxcf A, entonces todo X C A cumple que X € J. siy
solo si todo ultrafiltro D en X cumple cf D < k.

DEMOSTRACION: Acabamos de ver que si X € J, y D es un ultrafiltro en X,
entonces cf D < k.

Por otro lado, si X ¢ J,, el conjunto {X \ B, | p € cfp A, p < K} tiene la
propiedad de la interseccion finita, pues en caso contrario existirian g, ..., ty
tales que

(X\By,)N---N(X\B,,)=X\(B,U---UB,,) =2,

luego X C J,, U---UJ,, € Jg, luego X € J,. Existe, pues, un ultrafiltro D
en X que contiene a todos los conjuntos X \ B, es decir, tal que B,, ¢ D para
todo p < K, u € cfp A, y entonces cf D > k por el teorema 12.24. m

Equivalentemente:

Teorema 12.30 Si A es un conjunto de cardinales requlares de manera que
2 <« min A y k < méaxcf A, entonces J. es el ideal formado por todos los
subconjuntos X C A que fuerzan a [[ A a tener cofinalidad < k, en el sentido
de que todo ultrafiltro D en A tal que X € D hace que el ultraproducto [[ A/D
tenga cofinalidad < K.

DEMOSTRACION: Si X € J, y X € D, entonces D|x es un ultrafiltro en X,
luego cf D = cf D|x < k. Reciprocamente, si todo ultrafiltro D en A con X € D
cumple cf D < k, entonces, cada ultrafiltro D en X se extiende a un ultrafiltro
DA en A que contiene a X, luego c¢f D = cf D4 < &, luego X € J,. n

Esto no depende de ninguna eleccién de generadores, pero, més aun, cada
generador By estd univocamente determinado modulo Jy:

Teorema 12.31 Sea A un conjunto de cardinales requlares tal que 214! < min A
y sea {By}rectp 4 un sistema de generadores que cumpla el teorema 12.24. En-
tonces, otra familia {B,}xcctp 4 cumple también dicho teorema si y solo si para
cada k € cfp A, se cumple que B,ABL € J,,.

DEMOSTRACION: Si la familia {B/.} cumple también 12.24, tenemos que
probar que B,AB/. € J,, para lo cual basta ver que no existe ningtan ultrafiltro
D en B,AB!. concfD > k.

En caso contrario, B, \ Bl, € D o bien B}, \ B, € D, y no perdemos gene-
ralidad si suponemos el primer caso. Entonces D se restringe a un ultrafiltro
en B, \ B, que a su vez se extiende a otro en B, con la misma cofinalidad,
luego tiene que ser cf D = k porque k es el maximo de cfp B,. Pero entonces, si
extendemos D a D en A, por 12.24 tenemos que B’. € D, en contradiccién con
B.\ B, € D.

Reciprocamente, suponemos que B.AB, € J, y vamos a ver que B/, cumple
el teorema 12.24.
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Observemos que, en general, si XAY € J, entonces cfp X \ k =cfpY \ k.

En efecto, si D es un ultrafiltro en X con c¢f D > k, podemos considerar el
ultrafiltro D en A dado por U € D siy solo si UN X € D, que tiene la misma
cofinalidad, y ademas XAY ¢ D, o de lo contrario D definiria un ultrafiltro
en XAY de su misma cofinalidad > «, lo cual es imposible, por 12.29. Como
X\Y C XAY, también X \Y ¢ D, luego X NY € D, luego Y € D, luego
D define un ultrafiltro en Y de su misma cofinalidad. Esto nos da la inclusién
cfp X \ k C cfpY \ K, e igualmente se prueba la opuesta.

Por lo tanto, si B,AB, € J, se cample que méxcf B, = méaxcf B,, = &,
que es la primera condiciéon de 12.24.

Por otra parte, si D es un ultrafiltro en A con cf D = «k, entonces B,, € D
y por 12.30 DN J, = &, luego B.AB, ¢ D, luego B.. € D, ya que en caso
contrario B,; \ B, € D y también B,AB], € D. .

Nota Ahora es facil comprobar que cualquier sistema generador {By }recp A
cumple las propiedades 3. y 4. que hemos obtenido en la demostracion del teo-
rema 12.24, es decir, que si k € cfp A, entonces J, tiene una k-escala en By y
que si no es el maximo de cfp A, entonces el ideal J,;[B,] es xT-dirigido. Natu-
ralmente, cuando x = méax cf A, no podemos asegurar en general (pero si exigir)
que B, = A. n

Maés adelante necesitaremos los dos teoremas siguientes:

Teorema 12.32 Sea A un conjunto de cardinales requlares tal que 2141 < min A.
Entonces, para cada X C A, existen cardinales ki,...,k, € cfp X tales que

X CBy,U---UB,,.

DEMOSTRACION: En caso contrario el conjunto {X \ By | k € cfp X} tiene
la propiedad de la interseccion finita, luego esta contenido en un ultrafiltro D
en X que, por lo tanto, no contiene ningtin B,., para x € cfp X. El ultrafiltro D
en A dado por Y € D siy solo si Y N X € D sigue sin contener ningtin B, con
k € cfp X, pero si k = cf D = cf D € cfp X, tiene que cumplirse que B, € D, y
tenemos una contradiccion. L]

Teorema 12.33 Sea A un conjunto de cardinales regulares de manera que
214 < min A. Entonces los generadores B, se pueden elegir de modo que,
para cada Kk € cfp A,

méxcf(U{BM | p € Be}) < k.

DEMOSTRACION: Fijemos unos generadores { By}, y vamos a modificarlos
para que cumplan el enunciado. Sabemos que existe una k-escala respecto a
Ji en B, digamos {f}4<x. Por 12.14 podemos suponer que si cf A > 214l
entonces f§ es el supremo de {f%}a<n.

6Mas atn, se puede exigir que si u € By, entonces By, C Bg.
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En efecto, si pt = cf A, podemos tomar {a;}s<, cofinal en A, y la sucesién
{ f[;é}k“ tler}e un supremo f, que es de hecho. el supremo de toda la sucesiéon
{f5}a<x, v si reemplazamos f{ por f, la sucesion sigue siendo una k-escala.

Sea & = (2|A‘ )*. En principio tenemos que £ < min A, pero podemos suponer
que £ < min A, sin mas que cambiar A por A\ {minA}. (Si 4 = minAy
encontramos un conjunto de generadores en las condiciones del enunciado para
A\ {u}, basta afiadirles” B, = {u} y tenemos uno para A). Por 12.25 tenemos
también que |cfp A| < €.

Consideramos una cadena {M,},<¢ de submodelos elementales de un Vjp
suficientemente grande, todos de cardinal £. Partimos de un My < Vj tal que

EUcp AU A U{A {B, Y wectp a4, {5} an} C M.
Supuesto definido M, para cada x € cfp A, definimos
Xa(K) = sup(M, N k) < K,

de modo que xq|a € [[ A, y tomamos M,41 de modo que My, U {xa} C Myt1.

Si A < ¢ es un ordinal limite, tomamos My = |J M,.
a<<
Asi, si @« < €y k € cfpA, tenemos que Kk, Xo € Mat1, luego también

Xa(k) € Moi1NK, y asuvez xo(k)+1 € Myi1Nk, porlo que xo(k) < Xa+1(K).
También es claro que si A < £, entonces xa (k) = sup xa (k).
a<

Llamaremos M = M¢ y x = x¢, de modo que x (k) = sup xa(k).
a<

Hemos probado que {Xxq(k)}a<e €s una funcién cofinal y normal en x(k),
por lo que cf x(k) = €. De hecho, xo(k) € M N k.

Observemos que x|4 también es el supremo de {Xa|a}a<e modulo J,, pues
ciertamente Xo|a <j. X|a ¥, si h es una cota superior, tiene que ser x|a <y, h,
porque de lo contrario X = {a € A | h(a) < x(a)} ¢ Ju, pero para cada
a € X existe un a, < £ tal que h(a) < xq,(a) y, tomando a = sup a, < &

acX
(pues | X| < |A] < &) resulta que X C {a € A | h(a) < xala)} ¢ Jx, luego no
Xaola <J. h, en contradiccion con que h es una cota.

Vamos a probar que f;(m) =7. X|la en By.

Como cf (k) = € > 214l tenemos que fX() es el supremo (moédulo J,;) de
{f&}a<x(x), o también el supremo de las funciones {f5}o con a € M Nk, ya
que M Nk no esté acotado en x (k).

Por otro lado, si @« € M N k, entonces ff € M, luego, para todo a € A,
tenemos que ff¥(a) € M Na, luego fr(a) < x(a), asi pues, f& < x|a o, en otros
términos, x|4 es una cota superior de {f"}ocnrnk. Vamos a ver que en By es
su supremo modulo J,.

"La condicién méx cf B, = u s6lo puede cumplirla B, = {u}.
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Si h € [[A/J. es una cota superior en By de {f5}aecnmnsr, como {fE}ack
es una k-escala en B, para cada § < &, existe un a < & tal que xgla <. fZ
en B, y, como A, K, B, X8, {[5} k.0 € M < Vp, podemos tomar o« € M Nk, y asi
Xgla <u. f& <. hen B, para todo § < {. Por lo tanto h es una cota superior
en B, médulo J,; de las funciones xg|a, con 8 < &, luego x|a < h, porque x|a
es el supremo de las x3|a.

K _ . .
Por lo tanto, fx(m) =7. X|a en By, pues ambas funciones son el supremo de
una misma familia de funciones.

Para cada k € cfp A, definimos

B: = {a € B, | f;(n)(a) - X(a)}a

de modo que B = B, \ X, con X € J, luego B:AB, = X € J, y, por
el teorema 12.31, los conjuntos B también son un sistema de generadores de
cfp A. Vamos a probar que cumplen el enunciado. Para ello fijamos k € cfp A y
llamamos

E=|/B;|ne B}

Basta probar que E € J,+, pues entonces el teorema 12.29 nos da que todos los
ultrafiltros en E tienen cofinalidad < k.

Para cada a € E, sea u = ¢(a) € B;; tal que a € B, y si a € A\ E definimos
#(a) = 0. Entonces ¢ € A4 C M. Para cada a < K, sea g, € [[ A dada por
ga(a) = f(a), donde = ¢(a) y B = f2(1).

Se cumple que {g, | @ < K} € M, pues se define a partir de ¢, A, k, {f5},
que estan en M. Como J,.+ es kT -dirigido, existe un g € [] A tal que g4 <Js.9
para todo a < k, y podemos tomar g € M.

Como g € M, para todo a € A se cumple g(a) € M N k&, luego g(a) < x(a).
Ahora tomamos a = x(k) < k. Como g, <Jy 9<y. X|a, basta probar que
Jgo = X|a en E, pues entonces

Ec{ae€A]|x(a) <gala)} € Je+.
Asi pues, tomamos a € E. Sea u = ¢(a) € By = f(u). Por definicion
de By tenemos que 3 = f5(u) = f{ (1) = x(p) y como a € By, también
gala) = F(a) = £, (a) = x(a). .

12.4 La cota de Shelah

Terminamos este capitulo demostrando el teorema 12.2, para lo cual nece-
sitamos algunos resultados previos. El primero es un resultado técnico que se
apoya en el teorema 12.33:

Teorema 12.34 Sea A un conjunto de cardinales requlares tal que 214 < min A
y sea C' C cfp A tal que |A| < |C|, pero 2I€! < min A. Entonces existe B C C
tal que |B| < |A| y maxcf B > sup C.
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DEMOSTRACION: Sea {B}, un sistema de generadores para cfp(AUC') que
cumplan el teorema 12.33. Para cada s € C, sea BA = B,NA. Como s € cfp 4,
existe un ultrafiltro D en A de cofinalidad &, que se extiende a un ultrafiltro D
en AU C de la misma cofinalidad, y por 12.24, se cumple que B,, € D, luego
B2 € D, luego k € cfp B2,

Consideremos E = |J{B | kK € C} C A. Entonces C C E C cfpE,
luego méxcf E > supC. Sea B C C cualquier conjunto con |B| < |A| tal que
E =|J{B# | k € B}. Basta probar que maxcf B > méxcf E.

Por el teorema 12.32, existen k1, . .., k, € cfp B talesque B C By, U---UB,,,
luego

ECULBy | 1€ Bo} U UULB, | p€ By},

luego
cfpE CcfpU{B, |pe€ B, }U---UctpU{B, | n € By, }

y, por 12.33, maxcf F < max{s1,...,k,} < maxcf B. =

A continuacién probamos un resultado sobre el ideal de los conjuntos no
estacionarios que seguidamente traduciremos a un resultado sobre cofinalidades
posibles:

Teorema 12.35 Sea k un cardinal reqular no numerable y sea Ry un cardinal
singular de cofinalidad k tal que® 2% < Ry. Sea I el ideal de los conjuntos no

estacionarios en A. Entonces ] WNsi11/1 tiene cofinalidad auténtica Ny41.
S<A

DEMOSTRACION: Sea {A¢}e<, una sucesion normal y cofinal en A tal que
20 < N)\O.

e Basta probar el teorema para [][ Ry 41/, donde ahora I es el ideal de
e<K
los conjuntos no estacionarios en k.

En efecto, si probamos que existe una Xy j-escala { fo fa<ny, en [ Na 41,
definimos g, € [] Nsp1 mediante e<k

S< A
((5) - 0 sid < Ao,
9oV = fale) siAe <6 < Aeyr.

Veamos que {ga }a<n,,, €s una Ry i-escala en [ Nsp;.
I<A

Sia < B <Ny, tenemos que f, <7 fg, luego el conjunto

{e <rfale) = fo(e)}

no es estacionario en k, luego existe un conjunto c.n.a. C' C k tal que, si
e € C, se cumple f,(€) < fz(e). Sea C* = {A. | € € C}, que claramente
es c.na. en A, y si € € C, se cumple que go(Ae) = fol(€) < fale) = ga(Ae),
luego tenemos que {0 € A | go(0) > g3(d)} N C* = @, y esto significa que
Ja <1 98, luego la sucesion {gq Ja<n,,, es estrictamente creciente.

8En realidad esta hipotesis no es necesaria.
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Tomemos ahora g € [] Nsi1 ysea g* € [[ Na.+1 dada por g*(e) = g(Ae).
o< e<K
Entonces existe un o < Ny;1 tal que g* <; fo. Veamos que g <; ¢q-

Como antes, existe un c.n.a. C' C & tal que si e € C, entonces g*(¢) < fa(€)
y, definiendo C* C A igual que antes, tenemos que es c.n.a. en \ y, como,
para cada € € C, tenemos que g(Ae) = g*(€) < fo(€) = ga(Ac), resulta que

{0€X]g(d) 2 ga(6)}NC" =2,

luego g <1 ga, lo que prueba que la sucesion {gq fa<x,,, es cofinal y, por

consiguiente, una Ny q-escala en [] Nsy1.
S<A

El producto reducido ] Na,41/1 es Ny y1-dirigido.

e<kK
Supongamos en primer lugar que S C ] Ra_41/] cumple |S| < Ny y
vamos a ver que esta acotado. e<k

Existe un n < & tal que [S| < Ry ;1. Por lo tanto, si n < € < &, el

conjunto {g(e) | g € S} esta acotado en Ry _y1, digamos por h(e) < Ny ;1.

Tomando h(e) = 0 si € < 7, tenemos h € [] Ra_41 tal que g(e) < h(e)
e<k

para todo g € S y todo € € k \ 1, luego g <; h para todo g € S, lo que

significa que g es una cota superior de S.

Esto prueba que b( [T Na.4+1/1) > Ry, pero, como segin 12.4, este cardinal
<K
tiene que ser regular, de hecho es mayor o igual que Ny 1, que es lo mismo

que decir que el producto es N 1-dirigido.

Suponemos que no existen Nyii-escalas en [] Nj_41.
e<K

Por el teorema 12.23 (tomando como x = Ny41), o bien [] R 41/1 es
e<K
N4 2-dirigido, o bien existe un conjunto B € I'", tal que E =k \ B € I'"
(es decir, que FE es estacionario) y ademas [ Na.4+1/I|g es Nxto-dirigido.
<K
En el primer caso tomamos E = k, de modo que siempre se cumple el
segundo caso. Més atn, podemos sustituir £ por un conjunto estacionario
menor, luego, cortdndolo con el c.n.a. formado por los ordinales limite de

K, podemos suponer que E contiene inicamente ordinales limite.

El producto [] Ny.41/1 es Ny o-dirigido, donde ahora I es el ideal de los
eeE
conjuntos no estacionarios en s contenidos en FE.

En efecto, si tomamos S C [] Na_4+1/1 con |S] < Ny4o, extendemos cada
_ ecE

f € S alafuncion f que toma el valor 0 en £\ E, con lo que obtenemos

un conjunto S C [ Ra.41/I|e. Esto es correcto, pues si f =; g entonces

_ e<K _ _

f =r gen E. Como |S| = |S] < Nj;2, tenemos que S tiene una cota
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superior h € [ Na.41. Si f € S, como f € S, se cumple que f <; h
e<kK
en F, es decir, que

{e<w|f(e) > h(e)} € I|p,

y esto equivale a que {¢ € E | f(e) > h|g(e)} € I, luego f < h|g, luego
h|g es una cota de S.

e Para cada ordinal limite < N1, fijamos un c.n.a. C;, en n de ordinal
cfn. Notemos que cfn < n < Ny;1 es un cardinal, luego cfn < Xy, pero
es un cardinal regular y W, es singular (por hipétesis), luego de hecho
cfnp < N). Para cada o < N1, sea

Ea = {Cn Na ‘ n<Nxy1,7 Hmite}'
Asi |€4] < Ny41 v los elementos de &, tienen cardinal < Ny.

e Construimos {fs}a<r,,, estrictamente creciente en ] Ny _y1/1.
eck

Suponemos definida {f,}a<p. Para cada C € Eg, sea gg € I Na.41/1
eeE

dada por gg(e) = sup fo(€) € Ry 4151 Ry, 11 > |C] (v 0 en caso contrario).
aeC

Tomamos como fg una cota superior de {gg | C e &gt U{fa|a<p}
Notemos que este conjunto tiene cardinal < Ny, y el producto es Ny o-
dirigido, por lo que existe la cota. Cambiandola por otra estrictamente
mayor, podemos exigir que f, <; fs para todo 3 < a.

e El teorema 12.14 nos da que existe el supremo h de {fo}a<x,,, (notemos

que 2/P1 = 2% < Ry 1), Como [ N, 41/] es Ry o-dirigido, la sucesion
ecE
esta acotada en él, luego, modificando h en un conjunto nulo, podemos

suponer que h € [] Ny _41.
eeE

e Mas ain, podemos suponer que, para todo € € E, se cumple que h(e) es
un ordinal limite.

Basta probar que el conjunto de los € € E donde h(e) es 0 o es un ordinal
sucesor es nulo. Por ejemplo, si el conjunto E’ de los € € E donde h(e) es

un ordinal sucesor fuera estacionario, podriamos considerar b’ € [ RNy 41
eck

tal que h(e) = h(€’) + 1 para e € E' y h/(€) = h(e) en caso contrario. Asi

R Sroh, luego A’ no puede ser una cota superior de la sucesion, luego

existe un o < Ny tal que fo €7 I/, lo que significa que el conjunto

{ec B fale) >N (e)} C{e € E| fale) > h(e)}

es estacionario, pero eso significa que f, £ h, contradiccion (pues tene-
mos que fo <1 fat1 <1 h).
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Igualmente, el conjunto E’ de los € € E donde h(e) = 0 es nulo, pues si
fuera estacionario, como fo <; h, el conjunto {e € E | fo(e) > h(e)} no es
estacionario, luego {e € E | fo(€) < h(e)} contiene un c.n.a., luego corta a
E’, lo cual es absurdo.

Asi pues, modificando h en un conjunto nulo, podemos exigir que sélo
tome valores limite.

Para cada € € E, tenemos que cf h(e) < h(e) < Vy_41, luego cf h(e) < N, _,
pero € es un ordinal limite, luego N _ es un cardinal singular (para que fuera
regular, tendria que ser k < 2" < Wy, <N, =€ < k) y las cofinalidades
son regulares, luego cf h(e) < Ny _.

Definimos g : £ — & tal que cfh(e) < Xy ., con g(e) < e. Como es
una aplicacién regresiva, existe un Fy C FE estacionario en el que g es
constante, digamos igual a €y < k. Siy = A, < A, tenemos que si € € Ey
se cumple que cf h(e) < X,. Cambiando Ey por Ey \ g podemos suponer
que v < A, para todo € € Ey. Para cada ¢ € Ej elegimos un conjunto
D, C h(e) cofinal tal que |D.| <N,.

Construimos una sucesion {hc}c<x_,, estrictamente creciente de funciones

en [[ Ds/I y una sucesion normal {ce}e<n, ., de modo que se cumpla
d€Ey
fa.

Eo <1 he<y faf+1|E0'
Tomamos ap = 0. Supuestos definidos {hc}ecry v {@c}e<y, tenemos que
fa, <1 h, luego también f, |g, <7 h|g,. Por lo tanto, existe C' C &
c.n.a. tal que si § € C'N Ep, entonces f,, (0) € h(0), luego podemos tomar
hy(0) € Ds tal que fa,(0) < hy(6) < h(5). Definiendo h,(d) = 0 en otro
caso, resulta que fo, |, <1 hy <1 h|g,, y el teorema 12.15 nos da un
oy < g1 < Nyyq tal que by <7 f%+1 |E,, cOmo se requiere.

Por tltimo, si tenemos {hc}ecy y {@e}ecy, donde n < N,y es un ordinal
limite, definimos o, = |J a. < N1 y asi obtenemos la sucesion reque-
rida. e<n

Llamamos n = |J @ < Nj;1. Recordemos que habiamos fijado un
e<N, 11

cn.a. C, C 7 de ordinal cfn = N, ;. Para cada ¢ < N, consideramos

el minimo ordinal € < € < N,1; tal que ao € C,. (Existe, pues C, y

{ac | € <N 41} son dos c.n.a.s en 7.)

Recordemos ahora la construccién de f,, . En ella hemos considerado el
conjunto €,,_, que contiene a Cy, Na, y a su vez la funcién gg;nas <r fa.-
Sea d. € Ey tal que

965 na. (0e) < fa.(6e) <he(0e) < fac+1(de) < fa,. (0c).

Esto es posible porque las cuatro desigualdades se dan en conjuntos c.n.a.s.

Como |Ey| < k < Ny, < Ny4q, existe Z C Ny4q con |Z] = Ryy y un
6 € Ey de modo que §. = I para todo € € Z. En particular, v < As.
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e Podemos exigir que si €1 < €5 estan en Z, entonces €] < €.

En efecto, podemos definir {€g}s<n., tomando como €y el minimo de Z,
como €g41 el minimo elemento de Z mayor que e’ﬁ y como €y el minimo de
Z mayor que todos los eg anteriores (notemos que Z tiene ordinal R,1).
Asi podemos cambiar el conjunto Z por {eg | B < R,41}.

e Asi, si €1 < €2 estan en Z, tenemos que ar € Oy Na, y
|C7I mO‘/'E2| < |C7I| = N'Y-‘rl < N>\5+1v

., «
luego, por construcciéon de gcffma , tenemos que
€2

fa, (0) < sup  fu(d) = gcrha,, (0),

aeCyNae,
luego, por la eleccion de 9,

he, (0) < fa, (0) < g¢ina,, (0) < far, (6) < hey(6).

n

Por lo tanto, {h.(0) | € € Z} es un subconjunto de D; de cardinal N1,
lo cual es imposible. n

Con el teorema anterior podemos probar lo siguiente:

Teorema 12.36 Sea x un cardinal regular no numerable, sea Ny un cardinal
singular de cofinalidad k tal que 2% < V. Entonces existe un c.n.a. C C X tal
que max cf{No11 | @ € C} = Ny 4q.

DEMOSTRACION: Como cf A = k, podemos tomar un c.n.a. Cop C A de
ordinal k. Sea A = {No41 | @ € Co}, sea p = Ny;1 y sea D un ultrafiltro
en \ que extienda al filtro de los cerrados no acotados. Por el teorema 12.35 el

ultraproducto [] Na41/D tiene cofinalidad p.
a<A
Como Cy € D, podemos considerar la restriccion Dy = D|¢,, que es un

ultrafiltro en Cy de cofinalidad p. A través de la biyeccion Cyp — A dada
por a — R, 1 tenemos que Dy se corresponde con un ultrafiltro D en A de
cofinalidad . En particular, u € cfp A. Sea B,, C A un generador. Por 12.24
tenemos que B, € D.

Equivalentemente, si llamamos X = {a € Cy | Roq1 € By}, tenemos que
X € Dy, luego X contiene un c.n.a. C' € Dy, luego Dy se restringe a un ultrafiltro
en C' de cofinalidad u, que a su vez se corresponde con un ultrafiltro en el
conjunto Ag = {Na41 | @ € C} C B, de cofinalidad p. Por el teorema 12.24
sabemos también que méxcf B,, = u, luego méxcf Ay < pu, pero tiene que ser
exactamente pu, pues hay un ultrafiltro de cofinalidad pu. m

Como 1ultimo resultado previo, demostramos el teorema que introduce el wy
que aparece en el enunciado del teorema 12.2. Llamamos

E} ={A<uw;s|cfa=R},

que, por [TC 6.13], es un conjunto estacionario en ws.
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Teorema 12.37 Existe una familia {CA}/\GEf' tal que cada Cy es c.n.a. en A y
para cada c.n.a. C C ws el conjunto {\ € E3 | C\ C C} es estacionario.

DEMOSTRACION: Basta encontrar una familia {Cx}ycps tal que Cy C Ay
para todo c.n.a. C' C ws, el conjunto {\ € E} | C) es cn.a.en Ay C\ C C} es
estacionario.

Supongamos que no existe tal familia y sea {C$},c g3 cualquier familia de
conjuntos c.n.a. C C A con |C{| = Ny. Por recurrencia sobre o < wy definimos
cn.as B, Cws y familias {C{} gz como sigue:

;:é :Ogﬂ ﬂ Eﬁa
B<a

y Eq C ws es un cn.a. tal que {\ € Ef | C{ es cnia. en Ay Cf C E,} no es
estacionario (que existe por hipotesis).

Entonces Cf es c.n.a. en A, pues es interseccion de dos cnasy E= (] E,
es c.n.a. en ws. Definimos ademés Cy = C{ N E. El conjunto a<w2

S={\N€FE}|EN)\escna.en\}

es estacionario. En efecto, si cambiamos E} por E el conjunto es c.n.a. (se ve
al principio de la prueba de 6.16) y, por lo tanto, al cortarlo con E} obtenemos
un conjunto estacionario.

Para cada A € S existe a(\) < wy tal que C) = C’i‘(’\), pues tenemos una
sucesion

CYo>Cio>C3o---

de longitud wy de conjuntos de cardinal < N; (si no se estabilizara, tendriamos
al menos Ry elementos en CY). La aplicacion A — a()\) restringida a S\ w es
regresiva, luego existe un conjunto estacionario 7' C S tal que () toma en T
un mismo valor a. Pero si A € T, tenemos que O = O3t = C¢ N E,, luego
C{ C Ey. Ademés, como ENAescna.en Ay ENACCY, luego

TC{NCE}|CYescna en\yCf C E,},

pero este conjunto no es estacionario, por definicion de E,, y tenemos una
contradiccion. n

El teorema siguiente, junto con 12.20, implica trivialmente el teorema 12.2:

Teorema 12.38 Si 28 < R, para todo n € w, entonces’

maxcf [ R, <Ny,.

n=0

DEMOSTRACION: Pongamos que 2% = R,. Los teoremas 12.16, 12.27 y
12.25 aplicados a Ag = {X,, | n > k + 1} nos dan que cfp Ay es un intervalo
de cardinal a lo sumo 2% y con un maximo elemento x, luego lo mismo vale

9En realidad la hipétesis no es necesaria.
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para cfp{N,, [ n € w}. Segin 12.17 es p1 < Nigngy+ < Ny, luego p no puede
ser un cardinal limite, ya que entonces, al ser regular, serfa p = N,, luego
uw < N,y asuvez, u < w,lo cual es imposible. Por lo tanto, u = Ny41, con
6 < (2%)* < N,. Alternativamente, esto se sigue de 12.20 y 12.1, pero hemos
repetido el argumento porque lo tendremos que volver a aplicar a continuaciéon
en un contexto mas general que el de 12.20.

En resumen: maxcf{R,, | n € w} = Ng41, con § < N,,. Vamos a definir una
funciéon F : PO — N,.

Si X C 0, consideramos el conjunto B = {R,41 | & € X}. Tenemos entonces
que |B| < 0] < R, luego 2/Bl = R,,, para cierto m < w. Consideramos
Ag={Ry | n+1 < a € X}, y los teoremas 12.25 y 12.27 nos dan que cfp Ay
tiene un maximo elemento y su cardinal es < X, luego cfp B cumple lo mismo.

En el caso concreto en que X = 6, tenemos que Aj es un intervalo, luego
por 12.16 también lo es cfp Ay, luego su méaximo es menor que Ny, . Para
un X arbitrario, cfp Ag esta contenido en el correspondiente a X = 6, luego en
cualquier caso se cumple que el maximo de cfp Ay es menor que Ny, y lo mismo
vale para cfp B, luego, por el mismo argumento que hemos aplicado al principio
de la prueba, maxcf B = X, , para cierto n < X,,. Definimos F(X) = 7.

Veamos que esta aplicaciéon F' cumple las propiedades siguientes:
1. Si X CY C 6, entonces F(X) < F(Y).

2. Si A < 0 es un ordinal limite de cofinalidad no numerable, existe un c.n.a.
C C Atal que F(C) = A

3. Si X C 6 tiene ordinal wy, existe un v € X tal que F(X N~) > sup X.

En efecto, la primera propiedad es inmediata. Para la segunda, llamemos
k=cfA <0 <N, con lo que 27 < R, < Ny, luego el teorema 12.36 nos da un
cn.a. C C A tal que F(C) = A

Para la tercera vemos que {No11 | @ € X} C cfp{R, | n € w} y 2X <X,
digamos 21X = X, luego podemos aplicar el teorema 12.34 a los conjuntos
A={N,|n€ewn>k+1} yC={Noy1| o€ X,a>k+1}, lo que nos da un
conjunto B C C' C {R,441 | @ € X} numerable tal que maxcf B > supC. A su
vez, esto nos da un Y C X numerable de modo que B = {No41 | @« € Y}. Asi,
si F(Y) =7, tenemos que R, = maxcf B > supC, luego F(Y) =n > sup X.

Como X tiene ordinal w;, podemos tomar v € X tal que Y C ~, y asi
F(XN~y)>F({) >supX.

Ahora vamos a ver que la existencia de una funcién F' con estas propiedades
implica que § < wy. Supongamos que § > wy y sea {Ch}ie g3 una familia de
c.n.a.s en las condiciones del teorema 12.37.

Sea {My }a<w, una cadena de submodelos elementales de cardinal N3 tales
que w3 U {wy, F, {C/\})\eE§} C My y de modo que {Mjs}s<a € Maq1.

Notemos que 7, = M, Nwy es un ordinal, pues si f € M, N wy, existe
f : ws — B suprayectiva, luego podemos exigir que f € M, y asi, para todo
d € ws, tiene que ser f(§) € My, luego B C M, Nwy.
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Sea 1 : w3 — wy la funcion a — 7., que es una funcién normal (en la
construccion de los modelos podemos exigir que 7, < 7a+1). Consideramos

ahora el ordinal n* = sup 7, < w4, que cumple cf * = N3.
a<ws

La segunda propiedad de F' nos da que existe un c.n.a. C* C n* tal que
F(C*) = n*. Como nfws] es c.n.a. en n*, tenemos que la antiimagen C' = n~[C*]
es c.n.a. en ws, y el teorema 12.37 nos da que existe un A € E} C ws tal que
Cy C C o, equivalentemente, {n, | « € C\} C C*.

Como C), tiene ordinal wy, lo mismo sucede con X = {n, | o € C\} C n* C 6,
y la tercera propiedad de F nos daun v € C), tal que, siY = {1, | a € C\N~},
entonces F(Y) > sup X = n,.

Se cumple que Y € M), pues, por una parte, C\ € My C M) y, por otra,
como {Mjs}s<y € Myi1, también {14 }acy € Myp1 C M.

Como F' € My, también F'(Y') € My, pero entonces deberia ser F(Y) < ny,
y tenemos una contradiccion. n



Apéndice A
Bases de espacios vectoriales

Este apéndice consta de tres secciones: en la primera demostramos que todo
espacio vectorial tiene una base, que es un ejemplo tipico de aplicacion del lema
de Zorn, junto con algunos resultados relacionados, como el hecho de que todas
las bases de un espacio vectorial tienen el mismo cardinal, que es una aplicaciéon
tipica de la aritmética cardinal; en la segunda seccién probamos que, reciproca-
mente, la existencia de bases implica el axioma de eleccién y, finalmente, en la
tercera seccién probamos un resultado no trivial sobre la dimensién del espacio
dual de un espacio vectorial.

A.1 Existencia y equicardinalidad de bases

Definicion A.1 Si K es un cuerpo, un espacio vectorial sobre K es una terna
(V,+,-), donde + : V x V — V es una ley de composicion interna en V' y
-1 KXV — V es lo que se denomina una ley de composicion externa, de modo
que se cumplan las propiedades siguientes:

1. (v1 4+ vg) + vz = vy + (v2 + v3),

2. v1 + v = vy + v,

3. Existe un elemento 0 € V' tal que v + 0 = v para todov € V,
4. Para todo v € V existe —v € V tal que v+ (—v) =0,

5. a(vy + v2) = vy + aus,

6. (a+ f)v=av+ P,

7. a(fv) = (af)v,

8. 1-v=u,

donde v, v1, etc. son vectores arbitrarios (elementos de V') y a, 3, etc. son esca-
lares arbitrarios (elementos de K).

473
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La estructura de espacio vectorial, que definimos a continuacién, es otra de
las estructuras algebraicas fundamentales, junto con la de anillo o la de cuerpo:

De la definicion se siguen facilmente propiedades adicionales, como que el
vector 0 es tnico, que 0-v =0, a -0 = 0 y, méas ain, que av = 0 si y s6lo si
a=00v=0,y que —v=(-1)-v.

Ejemplo Si K es un cuerpo e I es un conjunto arbitrario, el conjunto K’
adquiere estructura de K-espacio vectorial con las operaciones definidas pun-
tualmente, es decir,

(f+9)w) =) +g(v),  (af)(v)=af(v).

Un subespacio vectorial W de un K-espacio vectorial V' es un subconjunto
que cumple:

1. 0eW.
2. Siwy, we €W, wy +we € W.
3.SiweWyaeK,aweW.

De aqui se sigue inmediatamente que W admite una estructura de espacio vec-
torial con las restricciones de las operaciones de V. Siempre consideraremos a
los subespacios vectoriales como espacios vectoriales con dicha estructura.

Es facil ver que la interseccion de cualquier familia de subespacios vectoriales
de V es un subespacio vectorial de V. Esto justifica la definicion siguiente:

Si V es un K-espacio vectorial y X C V, se llama subespacio generado por X
a la interseccion de todos los subespacios vectoriales de V' que contienen a X.
Se representa por (X). Si V = (X) se dice que X es un sistema generador de V.

Teorema A.2 Si V es un K-espacio vectorial y X C V, el subespacio (X)
estd formado por todos los vectores de la forma v = ajvy + -+ + apv, con
Ve € X yag,...,an € K.

DEMOSTRACION: Si llamamos W al conjunto formado por todos los vectores
de la forma indicada, es inmediato que se trata de un subespacio vectorial de V'
que contiene a X, luego (X) C W, pero, como (X) es un subespacio vectorial
de V' que contiene a X, es claro que también tiene que contener a todos los
elementos de W, luego W = (X). n

Definiciéon A.3 Si V es un K-espacio vectorial, un conjunto X C V es lineal-
mente independiente si cuando vy, ...,v, son elementos de X distintos dos a
dos y aqv1 + - - - + anv, = 0, para ciertos escalares «; € K, entonces todos los
«; son necesariamente nulos. Una base de un espacio vectorial V' es un sistema
generador linealmente independiente.
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Notemos que, por definiciéon, & es linealmente independiente y (&) = {0},
por lo que @ es trivialmente una base del espacio vectorial nulo. También es claro
que todo subconjunto de un conjunto linealmente independiente es linealmente
independiente.

Teorema A.4 Si B es una base de un K espacio vectorial V', entonces todo
vector v € V' se expresa de forma inica como combinacion lineal de elementos
de B.

DEMOSTRACION: Como B es un sistema generador, todo v € V' se expresa
como combinacién lineal de elementos de B. Si admitiera dos expresiones dis-
tintas, completandolas con términos con coeficientes nulos, podriamos obtener
dos expresiones de la forma

V=01V + Uy = By - B,

para ciertos vectores vy,...,v, € B distintos dos a dos y con «; # [(; para
algin indice 7. Sin embargo, esto es imposible, pues entonces tenemos que
(a1 — B1)v1 + -+ + (an, — Br)vn = 0 con algtn coeficiente no nulo, en contra de
la definicién de independencia lineal. [

Con esto ya podemos probar los dos resultados fundamentales sobre bases
en espacios vectoriales:

Teorema A.5 (Teorema de existencia de base) Sea V' un espacio vecto-
rial, sean A C X C V de modo que A es linealmente independiente y X es un
sistema generador de V. Entonces existe una base de V tal que AC BCV.

DEMOSTRACION: Por el lema de Zorn, la familia de todos los subconjuntos
A CY C X linealmente independientes tiene un elemento B maximal respecto
de la inclusién. Basta probar que B es una base de V. Como es linealmente
independiente, si no fuera base no seria un sistema generador. A su vez, esto
implica que X ¢ B, pues es inmediato que todo conjunto que contiene un
sistema generador es generador.

Sea, pues, v € X \ (B), pero entonces B U {v} es linealmente independiente
y contradice la maximalidad de B. En efecto, si av + ayvi + -+ - apv, = 0, con
v1,...,0, € B con algin coeficiente no nulo, tiene que ser a # 0 (ya que en caso
contrario B no serfa linealmente independiente), y entonces podemos despejar
v de la ecuacion anterior para concluir que v € (B), contradiccion. L]

Teorema A.6 (Teorema de equicardinalidad de bases) Todas las bases
de un mismo espacio vectorial tienen el mismo cardinal.

DEMOSTRACION: Sea V un espacio vectorial y supongamos en primer lugar
que V tiene una base finita. Entonces podemos tomar una base B = (v1, ..., v,)
del menor cardinal posible. Podemos suponer que n > 1, pues si V tiene por
base al conjunto vacio es que V = 0 y la conclusion es trivial.
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Sea B’ cualquier otra base (en principio, tal vez infinita). Dado v} € B,
podemos expresar
V] = Q1v1 + -+ Uy,

para ciertos escalares a;. No pueden ser todos nulos, pues una base no puede
contener el vector nulo (en tal caso 1-0 = 0 contradiria la definicion de inde-
pendencia lineal). Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a; # 0.
En tal caso

U1 = _(1/041)713 —ag/avg — - — an /oy,

Por consiguiente, si llamamos B; = {v{,va,...,v,}, tenemos que v; € (By),
luego B C (By), luego V = (B) C (B1), luego (B1) = V. Asi pues, By es un
sistema generador, luego contiene una base, pero como el cardinal n de B es
el menor posible, y B; tiene (a lo sumo) n vectores, de hecho tiene que tener
exactamente n vectores y es ya una base.

Si n > 1, tomamos otro vector vy € B’ distinto de v} (tiene que haberlo,
porque B’ tiene que tener al menos n vectores). Expresamos de nuevo

/ !
Vg = QU] + QU + - -+ + QpVUp,

No puede ser que ag = --- = a,, = 0, pues entonces «;v] — vy = 0 contradiria
la independencia lineal de B’. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
ag # 0, y el mismo razonamiento anterior nos da que By = {v], v}, v3,...,Up}

es una base de V.

Repitiendo el proceso n veces llegamos a una base B,, C B’ con n vectores.
Pero entonces B, = B’, pues si hubiera un vector v’ € B’\ B,,, tendria que poder
expresarse como combinacion lineal de los vectores de B,,, y ello contradiria la
independencia lineal de B’. Asi pues, B’ tiene también n vectores.

Supongamos ahora que V' no tiene bases finitas y sean B y B’ dos bases
cualesquiera de V. Cada v € B se expresa de forma tinica como combinacién

lineal x = aqywq+- - - +a,w,, donde los escalares son no nulos y wy, ..., w, € B’.
Por lo tanto, tenemos definida una aplicacion f : B — [B/|<Y determinada
por la relacion f(v) = {wq,...,wy}.

Asi, para todo v € B, se cumple que z € (f(x)). Equivalentemente, tenemos
que si A € [B']|<® y 2 € B cumple que f(x) = A, entonces x € (A), luego
FUAY C (A),

Ahora bien, A es una base finita de (A), y por la parte ya probada todas
las bases de (A) son finitas, y todos los conjuntos linealmente independien-
tes también, pues cada uno de ellos estd contenido en una base. Puesto que
F7Y[{A}] C B es linealmente independiente, es finito.

Por otra parte, X = |J  f71[{A}], luego
A€[B']<Xo

Bl< X A X Re=[B[T =B

AE[B’]<NU AE[B’]<N0

e igualmente se cumple que |B’| < |B|, luego |B| = |B’|. "
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Definicion A.7 Si V es un K-espacio vectorial, se llama dimension de V al
cardinal de cualquier base de V' y se representa por dim V.

Por ejemplo, es facil ver que dim K™ = n, para todo n € w, pues una base
de K" es la base candnica, e1,...,e, dada por

o — 1 sii=yj,
Y10 sid#£ .
Si V es un K-espacio vectorial de dimension finita, es claro que
|V| — |K‘dimV’

pues cada elemento de V' se expresa de forma tinica como combinacién lineal de
los dim V' vectores de una base, luego estd univocamente determinado por los
dim V' coeficientes de la combinacién lineal. Para espacios de dimension infinita
tenemos el teorema siguiente:

Teorema A.8 SiV es un K-espacio vectorial de dimension infinita, entonces
V| =|K|dim V.

DEMOSTRACION: Si B es una base de V', tenemos que dimV = |B| < |V|.
Por otra parte, si v € V no es nulo, la aplicacion K — V dada por a — av

es inyectiva, luego |K| < |V| y, como la dimension de V' es infinita, concluimos
que |K|dimV < |V|.

Ahora consideramos la aplicacion f: V — |J (K™ x B") que acadav € V
new
le asigna un par ((aq,...,an), (v1,...,v,)) tal que v = aqvy + -+ + @V, con
los a; no nulos (dicho par es tnico salvo por el orden de vy, ..., v,, entendiendo
ademas que f(0) = (&, )). Claramente f es inyectiva, luego

V] < S |K["|B|" = |K|<* dim V = |K|dim V,

ncw

donde en la dltima igualdad hay que distinguir si el cuerpo K es finito o infinito.
|

A.2 Equivalencia con el axioma de eleccién

En esta seccién probaremos que la afirmacion “Todo espacio vectorial tiene
una base” es equivalente al axioma de eleccién. Para ello supondremos que el
lector conoce algunos resultados algebraicos que van mas alla de los demostrados
en este libro.!

1Las referencias [A] remiten a mi libro de Algebra.
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Si k es un cuerpo y X es un conjunto arbitrario, podemos considerar [A 2.28|
el anillo k[X] de los polinomios con indeterminadas en X y coeficientes en k.
Cada p € k[X] se expresa de forma tnica [A 2.34] en la forma

n
— k k;
p= Z aixll .o .J;nzn,
i=1

donde las indeterminadas z1,...,z, € X son distintas dos a dos y las n-tuplas
de naturales (k;1, ..., kin) son también distintas dos a dos. Ademas k[X] es un
dominio integro [A 2.41]. Esto nos permite considerar a su vez el cuerpo de
cocientes k(X), cuyos elementos son fracciones p/q de polinomios, con ¢ # 0.

Segtin [A 2.42|, las unidades de k[X] son los elementos de k, es decir, los
polinomios constantes. El teorema de Gauss [A 3.28] nos asegura que k[X] es
un dominio de factorizacion unica, es decir, que todo polinomio p € k[X] se
descompone de forma tnica en factores primos, los cuales estan determinados
salvo producto por una constante.

Esto implica que todo elemento de k(X) admite una expresion en fraccion
irreducible p/q, en el sentido de que p y ¢ no tienen factores primos comunes, lo
cual hace que estén univocamente determinados salvo producto por constantes.

De cara a probar el axioma de elecciéon, partimos de una familia de conjuntos
no vacios {X; }ier, que podemos suponer disjuntos dos a dos (en caso contrario
los cambiamos por X; x {i}). Sea X = (J X;.

i€l
Fijamos un cuerpo cualquiera k y consideramos el cuerpo k(X). Para cada
monomio
_ .k kn
m=axy -z € k[ X],
definimos su grado i-ésimo como grad;(m) = > k;, es decir, como la suma de
zj exX;
los exponentes de todas las indeterminadas de X; que aparecen en m.

Diremos que un polinomio p € k[X] es i-homogéneo de grado n si todos sus
monomios cumplen grad;(m) = n.

Ahora observamos lo siguiente:

Si p, q € k[X], el producto pq es i-homogéneo si y sdlo si los factores p y q
son i-homogéneos, y en tal caso grad,(pq) = grad,(p) + grad,(q).

Para probarlo observamos en primer lugar que es inmediato que si p y ¢ son
i-homogéneos, entonces pg también lo es y grad,(pg) = grad;(p) + grad;(q) (se
prueba primero para monomios, y de ahf se sigue para polinomios homogéneos
cualesquiera). Por otra parte, todo polinomio p € k[X] se descompone de forma
Gnica como

P=Dn, T+ Pn,
donde cada p,,; es i-homogéneo de grado n; y n; < --- < n,. Sélo hay que agru-

par todos los monomios con el mismo grado de i-homogeneidad. El polinomio p
serd homogéneo si y so6lo si r = 1.
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Descomponemos igualmente ¢ = gm, + -+ + gm,, y observamos que

P4= 3 Pnydm.,

uU,v

donde grad;(pn, ¢m,) = M + My, por lo que el término de menor grado en la
descomposicion de pg en sumandos homogéneos es pn, ¢m,, mientras que el de
mayor grado es p,_qm,. Por lo tanto, el producto pg serda homogéneo si y sélo
si ng + m1 = n, + mg, siy solo si ng = n, y my = ms (porque ny < n, y
my1 < mg), si y so6lo si py g son i-homogéneos.

Como consecuencia, los factores primos de un polinomio i-homogéneo son
i-homogéneos y, a su vez, esto se traduce en que si f € k(X) es cociente de po-
linomios i-homogéneos, en su expresion como fraccion irreducible el numerador
y el denominador son i-homogéneos.

Si p, q € k[X] son polinomios i-homogéneos, podamos definir

grad,;(p/q) = grad;(p) — grad,(q),

y este grado estd bien definido sin que importe la expresion de f = p/q como
cociente de polinomios i-homogéneos, puessi f = p/q = p’/q’, entonces pg’ = qp’
y al tomar grados en ambos miembros llegamos a que

grad,(p) — grad,(q) = grad, (p’) - gradi(q/)'

Llamamos K al conjunto de los f € k(X) que, para todo i € I, se expresan
como cociente de polinomios i-homogéneos y grad,(f) = 0.

Se comprueba inmediatamente que K es un subcuerpo de k(X), lo que nos
permite considerar a k(X) como K-espacio vectorial. Llamamos V' C k(X) al
K-espacio vectorial generado por X. Por hipétesis, podemos tomar una K-base
BdeV.

Siielyaxe X;, podemos expresar

x= > ap(z)-b,

beB(x)

donde B(x) C B es un conjunto finito y 0 # ap(x) € K. Aqui es crucial que la
unicidad de la expresion de un vector como combinacién lineal de los vectores
de una base implica que tanto B(x) como {as(z)}pep(z) estan univocamente
determinados por z, es decir, que no hemos usado el axioma de elecciéon para
justificar su existencia.

Ahora bien, si y € X;, tenemos que

y= > za@)-Dd

beB(x)

y el cociente y/x esta en K, pues es i-homogéneo de grado 0 y trivialmente
también es j-homogéneo para cualquier j # i. La unicidad de la expresion nos
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da que B(y) = B(x) y que ap(y) = (y/x)ap(x). Equivalentemente, tenemos que
el conjunto finito B; = B(z) es independiente de la eleccion de xz € X, al igual
que los coeficientes a;, = ay(z)/x.

Ahora observamos que a;, € k(X) es i-homogéneo de grado —1, lo cual
significa que en el denominador de cualquier expresion en forma de fraccion
tienen que aparecer necesariamente variables de X;. Llamamos A(b,i) C X;
al conjunto (finito) de las variables de X; que aparecen en el denominador
de la expresion irreducible de a;, como cociente de polinomios i-homogéneos.
Notemos que A(b,4) estd univocamente determinado por b, i, sin depender de
ninguna eleccién arbitraria.

Para eliminar la dependencia de b definimos F(i) = |J A(b,4), que sigue
siendo un subconjunto finito no vacio de X;. beB;

En resumen, bajo la hipdtesis de que todo espacio vectorial tiene una base,
hemos demostrado lo siguiente:

Principio de eleccion maultiple Si A es una familia de conjuntos
no vacios, existe una funcion f : A — [|JA]<¥ tal que, para todo
x € A, se cumple que @ # f(x) C x.

En otras palabras, que si tenemos una familia de conjuntos no vacios, pode-
mos seleccionar un subconjunto finito no vacio de cada uno de ellos.

De aqui se deduce a su vez que si X es un conjunto totalmente ordenado,
entonces existe una funciéon de eleccion en PX.

En efecto, tenemos una funcion de eleccion maltiple f : PX\ {@} — [X]<¥
y, como todo conjunto finito totalmente ordenado esta bien ordenado, para cada
A€ PX\ {@}, podemos definir g(A) = min f(A) € A.

De aqui se sigue a su vez que todo conjunto totalmente ordenado puede
biyectarse con un ordinal y, por consiguiente, puede ser bien ordenado.

En efecto, basta observar que en la prueba de la implicacion 1) = 2) del
teorema 4.28, para ver que un conjunto X es biyectable con un ordinal, s6lo se
usa una funciéon de eleccién en PX.

A su vez, esto implica que, para todo ordinal «, el conjunto Pa puede ser
bien ordenado, ya que tenemos una biyeccién natural Pa — “2 y el conjunto
2 esta totalmente ordenado por la relacion segin la cual u < v si y sélo si
u # v y el minimo ordinal § < « que cumple u(8) # v(8) cumple, de hecho,

u(B) <v(B).

Por ultimo, el teorema 4.33 nos da que se cumple el axioma de eleccion.

A.3 La dimensién del espacio dual

Aqui probaremos un resultado nada trivial que determina la dimension de
lo que se conoce como espacio dual de un espacio vectorial dado:
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Definicién A.9 Una aplicaciéon f : V — W entre dos K-espacios vectoriales
es lineal si:

L. f(vi +v2) = f(v1) + f(v2), para vy, v2 € V.
2. flaw)=af(v),paraveVyac K.

Teorema A.10 Sea f : B — W wuna aplicacion de una base B de un K-
espacio vectorial V' en otro K-espacio vectorial W. Entonces existe una tnica
aplicacion lineal f : V — W que extiende a f.

DEMOSTRACION: Como todo vector v € V' se expresa de forma tinica como
combinacion lineal v = ajvy + -+ apvp, con vy,...,v, € B, podemos definir
f(v) = a1 f(v1) +---anf(ve) € W. No ofrece ninguna dificultad comprobar
que f asi definida es una aplicaciéon lineal y que es la tnica que extiende a f.

|

Notemos ahora que un cuerpo K es un K-espacio vectorial con la suma y el
producto de su estructura de cuerpo, por lo que podemos considerar el conjunto
V* de todas las aplicaciones lineales f : V — K.

Es inmediato comprobar que V* es un subespacio vectorial de KV, es decir,
que la suma de aplicaciones lineales y el producto producto de un escalar por
una aplicacién lineal son aplicaciones lineales. El espacio vectorial V* se llama
espacio dual de V.

Si V tiene dimension finita, es facil calcular la dimension de V*. De hecho,
en la prueba del teorema siguiente determinamos explicitamente una base:
Teorema A.11 SiV es un espacio vectorial de dimension finita, entonces

dimV* = dim V.

DEMOSTRACION: Sea v1,...,v, una base de V. Definimos su base dual como
la base v7,...,v} de V* dada por
1 sii=j
K0 ) — )
vi (v3) {0 sii# j.
(Aqui usamos el teorema anterior para definir v} a través de su restriccion a una
base.) Basta probar que la base dual es realmente una base de V*. En efecto,
si
av] + -+ ayv), =0,
evaluando en v; obtenemos que a; = 0, luego la base dual es linealmente inde-
pendiente. Por otra parte, si f € V*, se cumple que

f=flo)or + -+ fon)oy,

pues ambos miembros son aplicaciones lineales que coinciden sobre la base dada
ViyeooyUp. |

Para espacios de dimension infinita, el calculo de la dimension del espacio
dual es mas complicado:



482 Apéndice A. Bases de espacios vectoriales

Teorema A.12 SiV es un K-espacio vectorial de dimension infinita, entonces
dimV* = |[K|%Y > dim V.

DEMOSTRACION: Si B es una base de V, el teorema A.10 nos da una biyec-
cion KB — V* que a cada aplicacion B — K le asigna su tinica extension
lineal a V. Por lo tanto |V*| = |K|4™ Y. Por otra parte, el teorema A.8 nos da
que |V*| = |K|dim V*. Asi pues,

|K|dimV* = |K|4™V

y el teorema quedara probado si demostramos que | K| < dim V*. Esto es obvio
si K es finito, asi que podemos suponer que K es infinito.

Diremos que una familia F' C K*“ es fuertemente independiente si para todo
n > 1, todos los f1,..., f, € F distintos y todo I C w con |I| = n, se cumple
que filr,..., falr es una familia linealmente independiente en el espacio K.
Hay que entender que @ es trivialmente fuertemente independiente.

El lema de Zorn nos garantiza la existencia de una familia M C K% fuer-
temente independiente y maximal respecto de la inclusiéon. Vamos a probar
que

|K| < M| <dim V™.

Empezamos con la segunda desigualdad. Para ello fijamos una base B* de V*
(necesariamente infinita) y fijamos en ella un subconjunto numerable {vy, }ney-
Para cada f € M, consideramos la aplicacion lineal wy : V. — K que sobre B*
viene dada por

wy(v) = {fgn) zi ?}X;:tf un n tal que v = v,
» para todo n.

Basta probar que si f1,..., f, € M son distintos dos a dos y los escalares
aq,...,a, € K cumplen aqwy, + -+ + aywy, = 0, entonces todos los a; son
nulos, pues esto prueba a la vez que los wy son distintos dos a dos y que son
linealmente independientes en V*. Como todo conjunto linealmente indepen-

diente esta contenido en una base, de aqui concluimos que |M| < dim V*, como
queremos probar.

Ahora bien, tenemos que, para todo j € w, se cumple que
arwy, (v;) + - -+ + anwy, (v;) = 0,

es decir, que
alfl(j) + anfn(]) =0.

luego si I C w cumple |I| = n, tenemos que

arfilr+ -+ anfalr =0,
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pero por definicion de familia fuertemente independiente tenemos que las res-

tricciones filr,..., fu|r son linealmente independientes en K7, luego todos los
b) b b)

escalares «; son nulos.

Pasamos ahora a probar que |K| < |[M]. Para ello suponemos que | M| < |K].
Vamos a definir recurrentemente una sucesion {¢;}ic, € K“ de manera que si
n<p, f1,--., fn € MU{{&}icp} son distintos dos a dos e I C p cumple que
|I| = n, entonces fi|7,..., fn|r son linealmente independientes en K’.

Tomamos & = 1, que cumple trivialmente lo requerido para p = 1. Supon-
gamos definida {§;}i<, y vamos a definir §,. Para cada a € K, consideremos
5(1 = (507 e 7€p—17a) S Kp+1'

Si tomando &, = o no se cumple lo requerido, eso significa que existen
fis-ooy fn € MU {£>} distintos dos a dos, para n < p+ 1 y existe un conjunto
I Cp+1demodo que |I| =ny filr,..., falr son linealmente dependientes

(incluyendo la posibilidad de que dos de ellos coincidan). Pongamos que los
elementos de I son i1 < -+ < iy,.

Algtn f; tiene que ser £, pues lo contrario contradiria la independencia
fuerte de M. No perdemos generalidad si suponemos que f, = £“. Ademés
p € I, pues en caso contrario f,|r = {&}i<plr ¥ f1,--., fno1 contradiria la
hipoétesis de induccién. Més concretamente, tiene que ser i,, = p. Sean

f1|I = (alla coey Q1my bl)

fm‘[ = (amla "'7ammabm)

fn|] = (fily '~-7£im7 Oé),

donde m =n — 1.

La independencia fuerte de M implica que los m vectores (aj1,...,a;m)
son linealmente independientes en K™ y, como dim K™ = m y todo conjunto
independiente estd contenido en una base, concluimos que estos vectores son

una base de K™. Por consiguiente, existen unos tnicos escalares aq, ...,
tales que
m
(irooo o &in) = 20 arlart, .-, akm).-
k=1
Por otra parte, es obvio que fi|r,..., fm|r son linealmente independientes
(porque lo son al quitarles la altima componente), luego para que fi|r,..., falr
sean linealmente dependientes es necesario que f,|; sea combinacion lineal de
filry -+, fmlr, y por la unicidad de los « tiene que ser
m
falr = 2 akfrlr-
k=1
En particular,
m
a= > apfr(p)

k=1
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Con esto hemos probado que para cada elecciéon posible f1,..., f,, € M, con
m < p,ycada J C p con |J| = m, existe a lo sumo un « € K para el que la
asignacion &, = a no cumpliria lo requerido. Como |[M=P x Pp| < |K|, vemos
que el cardinal del conjunto de todos los a que no podemos tomar como &, es
menor que el cardinal de K, luego existe un a € K fuera de este conjunto, y
tomando &, = o se cumple lo requerido.

Con esto tenemos definida la sucesion £ = {£;}i<,, € K“. Observemos que
& ¢ M, pues, dado cualquier f € M, tomando p = 2, I = {0, 1}, por construccion
tenemos que (f(0), f(1)), (£,&1) son linealmente independientes, luego & # f.

Vamos a probar que MU{{} es fuertemente independiente, lo que contradira
la maximalidad de M y el teorema quedara probado.

En efecto, si f1,..., fn € MU{£} son distintos dos a dos e I C w cumple
|I| = n, podemos tomar p € w tal que p >n, I C p.

Sifi,..., fn € M, entonces fi|r, ..., fn|r son linealmente independientes por
la independencia fuerte de M. En caso contrario podemos suponer que f, = &,
con lo que fplp = {&}icp v fil1,- .., fulr son linealmente independientes por la

construccion de €. L]



Apéndice B

Subconjuntos de R y el
axioma de eleccion

En el capitulo VI de [T] hemos probado que todo subconjunto de Borel de un
espacio polaco cumple las tres propiedades siguientes (la primera de las cuales
es trivial):

e Son medibles (para cualquier medida de Borel).
e Tienen la propiedad de Baire [T 6.42].

e Son numerables o bien contienen un subconjunto perfecto (y en este caso
su cardinal es ¢) [T 6.28].

Cabe preguntarse si en realidad estas propiedades no seran mucho mas ge-
nerales: jexiste un subconjunto de R que no sea medible Lebesgue? ;Y sin la
propiedad de Baire? ;Existe un subconjunto de R no numerable que no con-
tenga un subconjunto perfecto? Las tres preguntas tienen respuesta afirmativa,
pero la respuesta en todos los casos requiere de forma esencial el uso del axioma
de eleccion.

Es interesante observar que se trata de tres preguntas que basta responder en
un espacio polaco cualquiera para que la respuesta sea valida en cualquier otro.
Por ejemplo, si en un espacio polaco X tenemos una medida de Borel unitaria
continua p y existe un subconjunto A que no es p-medible, aplicando dos veces
el teorema [T 6.40], concluimos que cualquier medida de Borel unitaria continua
en cualquier espacio polaco tiene conjuntos no medibles, y el teorema 7.60 nos
permite extender la conclusion a medidas de Borel continuas arbitrarias.

Similarmente, si en un espacio polaco perfecto X existe un subconjunto A
sin la propiedad de Baire, el teorema [T 6.22] nos da que X tiene un subconjunto
G5 denso Y homeomorfo a Ny ANY no tiene la propiedad de Baire en Y, ya
que en caso contrario ANY = UUC, donde U es de Borel en Y (luego en X) y
C' es de primera categoria en Y (luego en X por [T 1.66]). Concluimos que N

485
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contiene un subconjunto sin la propiedad de Baire. A su vez, invirtiendo los
razonamientos precedentes, llegamos a que todo espacio polaco perfecto tiene
un subconjunto sin la propiedad de Baire.

Por ultimo, si X es un espacio polaco con un subconjunto no numerable A
que no contiene un subconjunto perfecto, el teorema [T 6.9] nos da una biyeccion
continua f : C — X, donde C es cerrado en N. Asi f~![A] es no numerable
y, si contuviera un subconjunto perfecto K, podriamos tomarlo compacto, con
lo que f|kx : K — A es un homeomorfismo en su imagen, luego A contiene un
subconjunto perfecto. Concluimos que N contiene un subconjunto no numerable
sin subconjuntos perfectos, y de aqui se sigue inmediatamente que lo mismo vale
para todo espacio polaco.

B.1 El ejemplo de Vitali

El ejemplo clasico de conjunto no medible Lebesgue se debe a Vitali, y
aprovecha también para la propiedad de Baire:

Teorema B.1 (AE) Euziste un subconjunto de R no medible Lebesque y sin la
propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Consideramos en I = [0, 1] la relacion de equivalencia R
dada por a Rb < b—a € Q, y sea V C I un conjunto que posea exactamente
un punto en cada clase de equivalencia.! Vamos a probar que V no es medible
Lebesgue ni tiene la propiedad de Baire.

En realidad demostraremos algo méas general: el conjunto de Vitali V no es
medible para ninguna medida de Borel u # 0 definida en R respecto a la que los
intervalos acotados tengan medida finita y que sea invariante por traslaciones,
es decir, tal que si A € M, y a € R, entonces a+A € M, y u(a+A) = n(A). En
particular, no sélo existe un subconjunto de R no medible Lebesgue, sino que
la medida de Lebesgue no puede extenderse a una medida definida sobre toda
el algebra PR de modo que la extension siga siendo invariante por traslaciones.

Sea {r, }new una enumeracion de QN1 y sea V,, = r, + V. La definicion de
V" hace que los conjuntos V,, sean disjuntos dos a dos y ademas

0,1 c U V., c[-1,2].

new

Si V fuera medible para la medida g, como suponemos que es invariante por
traslaciones, resulta que u(V,,) = u(V) y, como la unién es disjunta,

©([0,1]) < 37 (V) < p([=1,2]) < +o0.

new

INotemos que el conjunto cociente I/R es no numerable, por lo que esta eleccién no puede
justificarse (o, por lo menos, no es evidente que pueda justificarse —y puede probarse que no
se puede—) a partir de ED. Mé&s concretamente, para construirlo basta suponer que R puede
ser bien ordenado.
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La segunda desigualdad implica que p(V) = 0, y la primera nos da entonces
que x([0,1]) = 0. La invarianza por traslaciones implica entonces que p = 0.

Supongamos ahora que V tiene la propiedad de Baire, y sea A C R un
abierto tal que VAA sea de primera categoria. Si A = &, entonces VA A=V
es de primera categoria. Si, por el contrario A # @, tomamos un intervalo no
vacio Ja,b] C A. Si g € Q es cualquier nimero racional no nulo, por construccion
de V tenemos que VN (¢+ V) = &, luego

la,b[N(g+ V) Cla,b]\V C A\V CVAA,

luego Ja, b[N(g+ V') es de primera categoria y, como la traslacion x — x—q es un
homeomorfismo, también lo sera su imagen por ésta, es decir, Ja — ¢,b—¢g[NV
es de primera categoria.

Ahora bien, es claro que V.= |J Ja,b[N (¢ + V), luego concluimos que,

q€Q\{0}
en cualquier caso, V' es de primera categoria. Ahora bien,

0,11 Ulg+V),
q€Q
y todos los trasladados ¢ + V son de primera categoria, luego [0, 1] también lo
es, y eso es absurdo. m

En lugar de un ejemplo que carezca a la vez de las dos propiedades, podemos
encontrar ejemplos separados:

Teorema B.2 (AE) Euzisten conjuntos con la propiedad de Baire que no son
medibles Lebesgue y conjuntos medibles Lebesgue que no tienen la propiedad de
Baare.

DEMOSTRACION: Basta considerar el conjunto de Vitali V' construido en la
demostracion del teorema anterior y los conjuntos A y B dados por [T 6.46]
(paraR). AsiV = (VNA) UV NB)=A"UB’, donde A’ es nulo y B’ es de
primera categoria. Como la unién de ambos no es medible ni tiene la propiedad
de Baire, A’ ha de ser medible sin la propiedad de Baire y B’ ha de ser no
medible con la propiedad de Baire. [

B.2 Conjuntos finales

Veamos ahora que la existencia de conjuntos no medibles Lebesgue y sin la
propiedad de Baire se sigue de hecho del teorema de los ultrafiltros.

Definicion B.3 Un conjunto A C € es un conjunto final si cuando = € A e
y € € cumple z|, = yl|, para cierto n € w, entonces y € A.

Consideramos en € la medida de Haar unitaria (véase el final de la seccion
10.8 de [T]), determinada por que sobre los abiertos basicos By = {x € C |
z|gs) = s} (donde s € 2<¢) viene dada por

m(B,) =274, (B.1)
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La unicidad implica que si i € w y T; : € — € es el homeomorfismo dado
por
4 _ Jz(n) sin #1,
Ti(z)(n) = { 1—z(n) sin=71,
se cumple que m(T;[4]) = m(A) para todo A C € medible. En efecto, la
aplicacion dada por m'(A) = m(T;[A]) es una medida de Borel en € que cumple
la condicién (B.1), luego es m’ = m.

Teorema B.4 Si A C C es un conjunto final con la propiedad de Baire, o bien
A o bien C\ A es de primera categoria.

DEMOSTRACION: Supongamos que A no es de primera categoria. Entonces
existe un abierto no vacio U tal que U A A es de primera categoria. Sea s € 2™
tal que By C U, con lo que B\ A es de primera categoria. Para cada ¢t € 2", una
composiciéon de a lo sumo n homeomorfismos 7T; transforma B en B; y, como
A es final, resulta invariante por todos ellos, luego existe un homeomorfismo de
C que transforma B\ A en B; \ A, luego este conjunto es de primera categoria.
Por consiguiente,

C\A= U (B:\4)

te2an

también es de primera categoria. L]

Teorema B.5 Si A C C es un conjunto final medible, entonces m(A) = 0 o
bien m(A) = 1.

DEMOSTRACION: Al igual que hemos visto en la prueba del teorema anterior,
dados s, t € 2", existe una composicion 7' de homeomorfismos 7; que transforma
B, en B;. Dichos homeomorfismos conservan la medida y, como A es final, queda
invariante por ellos. Asi pues,

m(AN B,) = m(T[AN By]) = m(AN By).

Puesto que A= |J (AN By) y la unién es disjunta, tenemos que
se2m

m(A) = > m(ANBy) =2"m(AN By).

te2n

Asi pues, para todo s € 2",
m(AN Bs) =27"m(A) = m(Bs) m(A).
Si m(A) > 0, la medida en € dada por

, ~ m(X NA)
=@

cumple la condicion de unicidad (B.1), luego m(X N A) = m(X)m(A) para

todo X C € medible (y esto es cierto igualmente si m(A) = 0). Tomando en
particular X = A tenemos que m(A4) = m?2(A), luego m(A4) =0, 1. "

)
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En particular, si F es un filtro en w, podemos considerar el conjunto
F={xplFedrce
y, si F contiene a los conjuntos cofinitos, F es claramente final.

Teorema B.6 Si F es un ultrafiltro no principal en w, entonces F es un sub-
conjunto no medible de C y sin la propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Consideremos el homeomorfismo 7' : € — € dado por
T(z)(i) = 1 — x(i). Es inmediato que T'[F] = C\ J. Por lo tanto, J no puede
tener la propiedad de Baire, ya que, al ser un conjunto final, o bien J o bien
T'[F] tendria que ser de primera categoria, pero, como T' es un homeomorfismo,
de hecho ambos tendrian que serlo y € también lo seria.

Similarmente, si F fuera medible, T[f}"} también lo seria y con la misma
medida, pues T conserva la medida (es inmediato que m/(X) = m(T[X]) es
una medida de Borel en € que cumple (B.1), luego m’ = m). Por consiguiente,
tendriamos que m(JF) = m(T[F]) = 1 —m(TF), luego m(F) = 1/2, cuando, al ser
F un conjunto final, hemos visto que su medida ha de ser 0 o 1, contradiccion.

]

B.3 Conjuntos de Bernstein

En cuanto a la propiedad de poseer subconjuntos perfectos, es evidente que
si 2% > N; entonces cualquier subconjunto B de un espacio polaco X tal que
|B| = N; es un subconjunto no numerable de X que no tiene subconjuntos
perfectos, pero podemos encontrar ejemplos sin necesidad de negar la hipotesis
del continuo:

Definiciéon B.7 Un subconjunto B de un espacio polaco X es un conjunto de
Bernstein si tanto B como X \ B cortan a todo subconjunto perfecto de X y
ambos tienen cardinal ¢ = 20,

Teorema B.8 Todo espacio polaco no numerable que admita un buen orden
contiene un conjunto de Bernstein.

DEMOSTRACION: Sea X un espacio polaco no numerable que pueda ser bien
ordenado. Esto implica en particular que su cardinal ¢ = 2% puede identificarse
con un ordinal. Sea {P,}<. una enumeracién? (con repeticiones, si es preciso)
de los subconjuntos perfectos de X. Definimos por recurrencia dos sucesiones
{Pata<c ¥ {gata<c de modo que p,, g sean dos elementos de P, distintos entre
s y distintos de todos los {ps}s<a ¥ {¢s}s<a- Esta eleccion es posible® porque
|Py| = ¢c. Asi, basta tomar B = {p, | a € ¢}, de modo que {¢, | @ € ¢} C X\ B.
Es claro que B es un conjunto de Bernstein. m

2Como X tiene una base numerable, es claro que tiene a lo sumo ¢ abiertos, luego también
a lo sumo ¢ cerrados.
3Aqui es donde usamos que X puede ser bien ordenado.
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Los conjuntos de Bernstein también son ejemplos de conjuntos no medibles
Lebesgue y sin la propiedad de Baire. Al contrario de lo que sucede con los
ejemplos considerados anteriormente, este hecho es vélido en cualquier espacio
polaco:

Teorema B.9 Sea X un espacio polaco no numerable y sea p # 0 una medida
de Borel continua en X. St B C X es un conjunto de Bernstein, entonces todo
subconjunto de B que sea p-medible es nulo, y si tiene la propiedad de Baire es
de primera categoria. En particular, los conjuntos de Bernstein no son medibles
ni tienen la propiedad de Baire.

DEMOSTRACION: Si A C B es un conjunto medible con medida no nula
(resp. con la propiedad de Baire y de segunda categoria), entonces A contiene un
subconjunto de Borel también con medida no nula (resp. de segunda categoria,
por [T 6.43]), el cual, al ser no numerable (porque la medida es continua),
contiene a su vez un subconjunto perfecto, lo cual es imposible.

Asi, si B fuera medible, su complementario también lo seria y tendriamos
que p(X) = 0. Igualmente, si B tuviera la propiedad de Baire X seria de
primera categoria. "

La existencia de conjuntos no numerables sin subconjuntos perfectos puede
demostrarse a partir de una consecuencia muy concreta de AE:

Teorema B.10 i X; < 280, entonces todo espacio polaco no numerable con-
tiene un subconjunto no numerable sin subconjuntos perfectos.

DEMOSTRACION: Si 2% < Ry, entonces 280 = X}, luego todo espacio polaco
no numerable tiene cardinal N; y, en particular, admite un buen orden. Por lo
tanto, la conclusion se sigue de B.8. Si 2% £ R;, entonces, por hipotesis, todo
espacio polaco no numerable (que tiene cardinal 2%°) tiene un subconjunto de
cardinal Ny, el cual no puede tener un subconjunto perfecto, ya que entonces
serfa 280 < Ny, n

B.3.1 Bases de Hamel

Una base de Hamel* es simplemente una base de R como espacio vectorial
sobre Q. El teorema A.5 prueba (a través del lema de Zorn) que todo espacio
vectorial tiene una base. Ahora vamos a probar que la mera existencia de una
base de Hamel implica la existencia de un conjunto no medible Lebesgue. Nos
basamos en el teorema siguiente:

Teorema B.11 (Steinhaus) Si A C R™ es un conjunto medible Lebesgue de
medida no nula, entonces el conjunto A — A ={a—>b| a,b € A} contiene un
entorno de 0.

4En algunos contextos la expresién “base de Hamel” se usa mas en general, incluso para
referirse a cualquier base de cualquier espacio vectorial, pero aqui la usaremos en este sentido
especifico.
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DEMOSTRACION: Tomando un subconjunto, no perdemos generalidad si
suponemos que 0 < m(A) < co. Como m(A) < 2m(A), existen K C A C V
tales que K es compacto, V es abierto y m(V) < 2m(K). La distancia de K
a R™\ V no es nula, luego, tomando una bola U de centro cero y radio dicha
distancia, tenemos que K+U C V. Asi, siu € U, no puede ser KN(u+K) = &,
pues en tal caso 2m(K) = m(K) + m(u + K) < m(V), contradiccion. Por lo
tanto, existen k, k' € K C A tales que k = u + k’, luego U C A — A. =

Teorema B.12 Si existe una base de Hamel, entonces existe un subconjunto
de R no medible Lebesgue.

DEMOSTRACION: Si B C R es una base de Hamel, sea b € B y consideremos
el subespacio vectorial A = (B \ {b}) generado por B\ {b} sobre Q. Veamos
que A no es medible Lebesgue. Claramente

R= U (¢b+4),
q€Q

luego si A es medible, como m(gb + A) = m(A), tiene que ser m(A) > 0. Por
el teorema anterior existe un entorno U de 0 tal que U C A — A. Podemos
tomar ¢ € Q\ {0} suficientemente pequetio para que gb € U, y entonces existen
z,y € A tales que g¢b = = — y, luego b € A, lo que contradice la independencia
lineal de B. Esto prueba que A no es medible Lebesgue. m

En contra de lo que podria parecer a la vista del teorema precedente, no es
cierto que una base de Hamel B sea necesariamente no medible Lebesgue. Lo que
si podemos decir a partir de la prueba es que si es medible Lebesgue, entonces
su medida es nula. En efecto, si m(B) > 0 entonces Ag = B\ {b} también
tiene medida positiva, luego por el teorema de Steinhaus Ay — Ay contiene un
entorno de 0, luego lo mismo le sucede a A— A D Ag— Ay (donde A es el espacio
vectorial definido en el teorema anterior), y este hecho es lo tinico que realmente
se usa en el teorema para llegar a una contradiccion.

Para probar (AE) que existe una base de Hamel medible Lebesgue basta
tener en cuenta el teorema [T 6.20], segin el cual el conjunto de Cantor C
cumple C' + C = [0, 2]. Esto implica que C' es un sistema generador de R sobre
Q, pues para cada x € R existe un ¢ € Q no nulo tal que é:r € [0, 2], luego
T = qc1 4 qea, con c1,c9 € C. Por A5, todo sistema generador de un espacio
vectorial contiene una base, luego C' contiene una base de Hamel, y como C
es medible Lebesgue y tiene medida nula (teorema [T 6.38]), concluimos que lo
mismo vale para la base que contiene. Reunimos estos hechos y algunos méas en
el teorema siguiente:

Teorema B.13 (AE) Se cumple:

1. Existen bases de Hamel, todas ellas tienen cardinal 2%° y, si son medibles
Lebesgue, entonces tienen medida nula.

2. Ezisten bases de Hamel medibles Lebesgue y bases de Hamel no medibles
Lebesgue.
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DEMOSTRACION: La existencia de bases de Hamel nos la da A.5. Todas
ellas tienen cardinal 2% por el teorema A.8 (notemos que R no puede tener
dimension finita n como Q-espacio vectorial, pues en tal caso tendriamos que
IR| = |Q"| y R seria numerable).

Solo falta probar que existen bases de Hamel no medibles Lebesgue. Para
ello modificaremos ligeramente la prueba del teorema B.8. El planteamiento es
el mismo: partimos de una enumeracion { P, },<. de los subconjuntos perfectos
de R. Definimos por recurrencia una sucesiones {pq }o<c de modo que p, € P,
no pertenezca al subespacio vectorial generado (sobre Q) por todos los {ps}s<a-
Esta eleccion es posible porque |P,| = ¢, mientras que (por el mismo argumento
con el que hemos calculado el cardinal de una base de Hamel) el cardinal del
espacio generado por las dos sucesiones es < Rgla| < c.

El conjunto By = {pa | @ € ¢} es asi un conjunto linealmente independiente
que corta a todos los subconjuntos perfectos de R. Ahora usamos que, segin A.5,
todo conjunto linealmente independiente en un espacio vectorial esta contenido
en una base. Esto nos da en nuestro caso una base de Hamel B que contiene a
By, luego sigue cortando a todos los subconjuntos perfectos de R. Esta base B
es necesariamente no medible Lebesgue, pues si lo fuera tendria medida 0, luego
R\ B seria un conjunto medible no nulo, luego contendria un subconjunto de
Borel, y a su vez un subconjunto perfecto, contradiccion. L]

B.4 Numeros hiperreales

El teorema B.6 muestra que para probar la existencia de conjuntos no medi-
bles no es necesario todo el axioma de eleccién, sino que basta el teorema de los
ultrafiltros, que es ligeramente mas débil. Vamos a ver aqui otra construcciéon
basada en este teorema a través de la teoria de modelos.

Teorema B.14 (TU) Exziste un subconjunto de R no medible Lebesgue.

DEMOSTRACION: Sea U un ultrafiltro no principal sobre w y consideremos
la ultrapotencia R* = Ulty(R). De acuerdo con las observaciones previas al
teorema 10.37, tenemos que R* es un cuerpo ordenado no arquimediano que
extiende a R.

Observemos que la construccion de la ultrapotencia no depende del lenguaje
formal del cual consideramos a R como modelo, luego podemos anadirle méas
signos sin cambiar R*. Por ejemplo, si le anadimos dos relatores monédicos que
se interpreten en R como la pertenencia a N y a Q, respectivamente, enton-
ces en R* se interpretan como la pertenencia a dos subconjuntos que podemos
representar por N* y Q*, a cuyos elementos podemos llamar hipernaturales e
hiperracionales, respectivamente.

La equivalencia elemental se traduce en que todas las propiedades —expresa-
bles como sentencias del lenguaje de la teoria de anillos con las extensiones que
estamos considerando— que valen para R, Q y N valen también en R*.
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Por ejemplo, como R F Azy € N z +y € N, lo mismo vale para R*, lo cual
significa que la suma de hipernaturales es hipernatural, etc.

Anadimos también al lenguaje formal un funtor monadico que se interprete
en R como la funcién x — 2%, que en R* se interpretara como una funciéon que
representaremos igualmente por 2¢. Como R E An € N 2" € N, se cumple que
An € N* 2" € N*, etc.

Fijamos ahora un hipernatural N infinitamente grande. Por ejemplo, basta
considerar N = [d], donde d(n) =n,y asi N e N*y An e Nn < N.

Definimos

" « [ 2k 2k +1
Bo={ee .\ QI Ve (25 <o < ZE0)),

X « [ 2k+1 2k + 2
Elz{Z‘E[O,l] \Q|\/k‘€N ( oN <$<2N)},

donde [0, 1]* representa el intervalo correspondiente en R*. Podemos pensar que
E; es el conjunto de los numeros irracionales cuya N-sima cifra en su desarrollo
binario es 1.

Ahora usamos que

! r r+1
Rb/\nEN/\x(0<x<1Az¢@%\/r€N<2n<x< 5 )),

as{ como que
REAr e NVk(r =2k Vv r=2k+1),
con lo que lo mismo es valido en R*, lo que se traduce en que [0, 1]*\Q* = EqUE;
y Eo N Ey = &, (aqui usamos también la traduccion a R* de que un mismo
namero natural no puede ser par e impar a la vez).
Definimos A; = [0,1] N E;, de modo que [0,1]\Q = AgUA; y AgNA; = 2.
Vamos a probar que Ay y A; no son medibles Lebesgue.

Para ello consideramos IF = [2ﬁ, k;;l} \ Q y observamos que la funcién

fF: R — R dada por fF(z) = 2’;—1[1 — x cumple fX[Ik] = I* (le aplica una
simetria). Por otra parte:

R, RH1 2%+l RAL g 2%+l R
N N on aN n on N’
es decir,

(2k+1)2N " - R—-1
2N

(2k+1)2V" — R

< falz) < SN ,

y resulta que (2k+1)2V~" — R —1 es par si y s6lo si R es impar. (Aqui usamos
que en *N se cumplen las propiedades obvias sobre nameros pares e impares.)
Por lo tanto, = € A; <+ f¥(z) € A;_;. Equivalentemente:

Rk nA)=1EnA .
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Si los conjuntos A; son medibles, entonces, como f* conserva la medida de
Lebesgue (porque es una simetria, luego conserva las medidas de los intervalos),
concluimos que

m(IF N Ag) = m(IF N Ay) =m(1F)/2.

(La ultima igualdad se debe a que I,’i es union disjunta de los dos primeros
conjuntos.) En particular, m(A4g) = m(IJ N Ag) = 1/2.

Consideramos entonces la medida que a cada conjunto medible Lebesgue en
[0, 1] le asigna pu(X) = 2m(XNAp). Ciertamente es una medida con la propiedad
de que u(I¥) = m(I¥). De aqui se sigue facilmente que y y m coinciden sobre
todos los intervalos abiertos, luego, de hecho, u = m. Ahora bien, haciendo
X = Ay en la definicion de p, tenemos que m(Ap) = 2m(Ayp), es decir, 1/2 = 1.

B.5 Filtros rapidos

El propésito de esta seccién es demostrar un teorema analogo a B.10 para
conjuntos medibles, lo cual es mucho més delicado. Para ello demostraremos una
version de B.6 con una hipétesis mas débil. Vamos a necesitar varios resultados
técnicos, el primero de los cuales es el siguiente (consideramos en € la medida
de Haar unitaria m, como en la secciéon B.2):

Teorema B.15 Sea A C C un cerrado de medida positiva. Entonces existe un
cerrado B C A de medida positiva y una sucesion creciente {ny }rec. de nimeros
naturales tal que

Ns € 2" (B,NB # @ — m(Bs N B) > (1 —-2"%)m(B,)).

DEMOSTRACION: Vamos a construir una sucesion creciente {ny }rec, de nt-
meros naturales y una sucesion decreciente {Cy }rc. de cerrados tales que

m(Cy \ Cry1) < m(A)2 k=2 (B.2)
y
Cr = L% (Bs N Ck—l), (B.3)
donde
T ={s€2™ | m(B,NCr_1) > (1 -27"Nym(B,)}. (B.4)

Tomamos Cy = Ay ng = 1. Supongamos construidos Cyy ng, y veamos que
existe ng4+1 > ni tal que

N = |{s € 2"+ | B, N C), # @}| < 2"+1(m(Cy) + m(A) 27" —2k=4),
Para ello tomamos un abierto G tal que C, C Gy

m(G) < m(Cy) + m(A) 27" =2k=4,
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Como C}, es compacto, podemos exigir que G sea uniéon de un nimero finito
de abiertos basicos, asi como que todos ellos corten a Cj. También podemos
suponer que todos ellos son de la forma B con s € 2™k+! para un ng4yi > ng.
Como los abiertos de este tipo son disjuntos dos a dos, G sera, més precisamente,
la. unién de todos los abiertos basicos B, con s € 271 tales que B, N Cy # 2,
y el numero de tales abiertos es el que hemos llamado N.

Asi pues, m(G) = N/2™+1 luego

N = 241 (G < 2+1 (m(Cy) + m(A) 27w —2k=4), (B.5)

como habia que probar. Definimos Cy11 mediante (B.3), con lo que claramente
es cerrado, Cx11 C Cr y

m(Chop1) < [Tsa 2750, (B.6)
Ademas
Ce\ Cr11 CU{BsNC | s € 2™+ \ Ty A BsNCy, #£ O}
Entonces
m(Ck) = m(Cr+1) + m(Ck \ Cry1) < [por (B.4)]
m(Cry1) + 2 {(1 —27F72) 2741 | 5 € 2741\ Ty g A B, NGy # @}
< m(Chpr) + (1 = 27F72)2755 (N — [T ) < [por (B.6)]
m(Ci) + (1= 277 2)27 0 (N = 271 m(Cy1)
= m(Cry1) + (1 = 27572 (N2 41 — m(Chp))
=27 m(Chpa) + (1 —27F 2 N2,
Por lo tanto
275 2m(Clq1) > m(Cy) — N27™+1(1 — 27772) > [por (B.5)]
m(Cy) — 2™+ (m(Cy,) + m(A) 272k 7mkr1 (1 — 27F=2)
= —m(A) 27T L 9Tk 2 (),
luego
m(Chry1) > m(Cy) — m(A) 27 —F=2
de donde se sigue (B.2).

Ahora definimos B = () Cj, que obviamente es cerrado. Asi
kEw

Ce\ B = U (C-\ Crp1) = m(Cp \ B) = 3 m(C; \ Crpa)

rzk >k
< S m(A) 272 = (A) 27—kl S 9 (nemng) = (r—k) -1
rzk r>k

_ m(A) 27nk7k71 Z 27(nr+k7nk)fr71 § m(A) 2777,1‘-,7]()71 Z 277’71
r>0 r>0

— m(A) 27k
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Asi pues,

m(B) = m(Cy) —m(Cy \ B) > m(Cy) —m(A)2 k1,
Para k = 0 queda m(B) > m(A) — m(A4)272 > 0.
Sise2™ y B;N B # @, entonces B, N Cy, # &, luego s € Ty, luego

m(BS n C’k) = m(BS n U (Bs/ N Ck—l)) = m(BS N Ck—l)
s'€Ty,

[por (BA4)] = (1 -2y m(B,) 2 (1 - 2 m(B.)

como habia que probar. L]

Definicion B.16 Un filtro F en w es rdpido si para toda ¢ : w — w creciente
existe F € F tal que Ak € w |[F N (k)| < k.

En primer lugar demostramos que el teorema B.6 es valido para filtros répi-
dos en lugar de ultrafiltros no principales:

Teorema B.17 Si JF es un filtro rdpido, entonces F no es medible.

DEMOSTRACION: Supongamos que F es medible. Sea T : € —» € el ho-
meomorfismo definido al principio de la prueba del teorema B.6. Es inmediato
que FNT[F] =y, si F es medible, ambos conjuntos tienen la misma medida,

luego m(F) < 1/2.

Existe un abierto G tal que Fc Gym(G) <1,luego A = €\G es un cerrado
de medida positiva tal que FNA=@. Sea B C Ay {ng}re, segin el teorema
anterior. Sea ¢ : w — w la aplicacion (creciente) dada por ¢(k) = ngy2. Como
F es rapido existe F' € F tal que Ak € w |F Nngya| < k.

Vamos a construir s; € 2™ tal que, para todo k € w,
S’C:Sk}+1‘sk7 XFlnk Sska BSkmB#g'

Por la propiedad de F' tenemos |F'Nna| < 0, luego X ,.|n, = 0, luego basta
tomar zy € 2" tal que B,, N B # @ y so cumple lo pedido.

Supongamos construido si. Como B, N B # &, tenemos que
m(Bs, N B) > (1 —27")m(By,).
Sea P = {s € 2"+ | s|,, = sx A Am € FNngyq s(m) =1}. Asi
|P| = 2rr+r el (ea\ni)OF] luego
m({u € Bo, | Xphuss <ty }) = m({u € B, [l € PY)
— 9nk+1= e = (M1 \n)NF|—nit1 — 9—nk—|(nk41\nk)NF|

_ m(BSk)Q—\(7Lk+1\7Lk)ﬁF| > m(Bsk) 2—|nk+1ﬁF| > m(Bsk> 2—k+1.
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Si este conjunto fuera disjunto con B, N B, su unién tendria medida
> (1-27")m(By,) +m(Bs,) 27" > m(By,),

pero esto es imposible, pues se trata de un subconjunto de Bj, . Asi pues, existe
un u € Bs, N B tal que X,.|n,,, < tln,,,. Tomamos ski1 = uln,,,, con lo que
u € By, ., N B # @y spy1 cumple lo pedido.

Seax = |J sx € €. Como B, NB # @y {Bs, }kew €s una base de entornos

kEw

de z, tenemos que x € B = B C A.

Como X ln, < sk, resulta que X, < x, luego F' C 27 1[{1}], con lo que
2 {1}] € 7, luego = € F N A = @, contradiccion. .

Ahora vamos a ver como construir un filtro rapido. Necesitamos otro hecho
técnico:

Teorema B.18 Sea E C C un conjunto nulo. Entonces existe un subconjunto
cerrado B C € tal que BNE =&, m(B) > 0 y para todo n € w y todo s € 2",
si BN By # @ entonces m(B N By) > 8 "1,

DEMOSTRACION: Por regularidad existe un cerrado Cy C € de manera que
CoNE =2y m(Cy) >1/2. Supuesto definido Cy, sea

Ck+1 = U{BS N Ck | S E 2k+1 A m(BS N Ck) > 1/81~c+1}7

que claramente es cerrado, al igual que B = [ Cj.
kew
Tomemos n < k y s € 2. Entonces

m(Bs N (Cy \ Cry1) = m(Bs NU{By NCy | 8" € 28T Am(B,NCy) < 1/8%F11)
=m(J{Bs NCy | s € 2ML Am(B; N Cy) < 1/8F1 A §/|,, = s})
< 2k+1fn(1/8k+1).
En particular, si s = @, tenemos que m(Cy, \ Cpy1) < 1/48F1. Asi

m(B) =m(Co) —m(Co \ B) = % - m(kLeJ (Ck \ Cry1))

5= S mC\Cin) 2 - T ke =
k€w kew
Ahora, si s € 2™, conn > 0y BN Bs # &, entonces B;NC,, # &, luego, por
definicion de C), ha de ser m(BsNCyp—1) > 1/8" y ademas B,NC,, = BsNC,_q,
luego m(Bs N C,) > 1/8™. Entonces
m(BsNB)>m(BsNCy)— >, m(BsN(Cx\ Cr11))

k>n

> 0.

o=
W=

1 Qk+1-—n 1 1 1 2 1 1
> _ - — _— = > > .
= 8n ;; Qk+1 gn  on ;; 4k+1 "~ 3.8n = gn = gn+l




498 Apéndice B. Subconjuntos de R y el axioma de eleccion

Puede probarse que los filtros rapidos tampoco tienen la propiedad de Baire.

Definicién B.19 Supongamos que existe X C C tal que |X| = N;. Para cada
x,y € C, x # vy, definimos h(x,y) = min{n € w| z(n) #y(n)}. Si R C € x Ces
una relaciéon de equivalencia, definimos

Zp={h(z,y) |zeXANye X Nz #yAz Ry} Cw.

Teorema B.20 Los conjuntos Zg, donde R recorre las relaciones de equivalen-
cia en C que sean de Borel como subconjunto de C x C y tales que |C/R| < R,
generan un filtro Fx en w que contiene a los conjuntos cofinitos.

DEMOSTRACION: Veamos que cada Zp es infinito. Como |X| = N; y
|C/R| < Np, alguna clase de equivalencia ha de ser infinita, sea ¥ una de
ellas. Sea h : [Y]? — Zg la aplicaciéon dada por h({z,y}) = h(z,y). Si Zg
fuera finito, por el teorema de Ramsey 11.4, Y contendria un conjunto infinito
homogéneo H y, si z,y,z € H, entonces h(x,y) = h(x,z) = h(y, z) = n, pero
eso es imposible.

Obviamente Zr,nr, C Zr, N Zg,, por lo que los conjuntos Zr generan un
filtro Fx. Para probar que contiene a los conjuntos cofinitos tomamos n € w y
consideramos la relacion de equivalencia en € dada por

xRy y < xlp = Yl

Obviamente es de Borel, determina 2" clases de equivalencia y Zr C w \ n,
luego w\n € Fx, lo que implica que Fx contiene a los conjuntos cofinitos. =

Definiciéon B.21 Si X C € cumple | X| = Ny, el filtro Fx dado por el teorema
anterior recibe el nombre de filtro de Raisonnier asociado a X.

Vamos a dar una condicién suficiente para que Fx sea un filtro rapido.

Para ello, para cada H C € x € llamamos H, ={y € C| (z,y) € H} y

H(X) = U He.

Teorema B.22 Supongamos que se cumple la condicion:
(N) Si HC Cx C esun Gs con secciones nulas, entonces H(X) es nulo.

Entonces Fx es un filtro rdpido.

DEMOSTRACION: Consideramos aqui la base de € formada por los abiertos
de la forma
By ={z € C|z|ps = s},

donde, en lugar de restringir s € 2" para n € w, consideramos mas en general
s € 2!, para cualquier I C w finito. Diremos que I = Ds es el soporte de D;.
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Observemos que podemos construir una sucesion {A(s,,j)}seo<w i jew de
abiertos basicos tales que m(A(s,4,7)) = 27"/ y los abiertos {A(s,i,7)}sea<w
tengan soportes disjuntos dos a dos.

En efecto, basta partir w en infinitos conjuntos disjuntos de cardinal i + j y
asignamos uno a cada s € 2<% tomando un abierto basico cualquiera con dicho
soporte.

Sea ¢ : w —> w creciente y sea H? C € x € la relaciéon dada por
tHyo NjewVjlew(i<j <lAye Az, 1,5")).

Asi
H¢: ﬂ U {(.T,y)Gexe|y€A(f£|¢(l),l,j/)},

Jjewj<y'<l

y los conjuntos de la izquierda son antiimégenes de abiertos por la proyecciéon
en la segunda componente, luego son abiertos en € x €, luego H? es un Gs.

Para cada z € C,

H:Z) = ﬂ U A(x‘tﬁ(l)alvj,)
JEw i<y’

<i
y
N Ly < I 1 1 11
m( |J Allsw,LiN < Y W‘Zﬁi?‘ZﬁF
J<i'<l i<s' <l i<it T < i<y’
_ T 1 1
o Z 22j'—1 7 92j-2 ~ 4j—2’
i<i’

luego m(H?) = 0.

Por (N) podemos afirmar que H?(X) es un conjunto nulo. Sea B? segtin
el teorema B.18, es decir, B® es cerrado en C, B N H*(X) = @, m(B?%) > 0
y, para todo s € 2<%, si B® N B, # @, entonces m(B? N By) > 8 "1 donde
n=£(s).

Dado = € €, sea OF = (U A(zlyw),,5) N B?, que es un abierto en B¢

J<y'<l
y, si x € X, entonces ﬂO;c = Hf N B? = @, luego, por el teorema de Baire,
J

algin OF no es denso en B?, es decir, para cierto j € wy s € 2<%, se cumple
que B°NBs; # 2y B’NB;NO; = @.

Fijemos una biyeccion ( , ) : w x 2<“ — w. Podemos suponer que cumple
méax{{(s), j} < (j,s).

Para cada x € C, sea F(z) el minimo (jo,so) tal que B N By, # @y
B?NBs,NOj, # @ si existe algiin par (jo, so) en estas condiciones, y F(z) = oo
en otro caso. (Acabamos de probar que F(x) es finito siempre que x € X.) Sea
R? la relacion en € x € dada por

zR?y ¢ (F(x) = F(y) = 00) V (F(x) = F(y) # 00 A lg(r(2)) = Ylorw)))-
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Claramente R® es una relaciéon de equivalencia. Vamos a probar que es de
Borel. Para ello empezamos descomponiéndola como

R ={zxecC|F(z)=o00} x{ycC|F(y) =oc0}U

{(z,y) €EXC|F(z) = F(y) # o0 A zlp(r(z)) = Ylor)}-
Por una parte:
{re€|F(x) =00} ={ze€C|-Vjs(B*NB, #@ AB*NB,NO7 =)}
=¢\ U{zreC|B’nB,NO} =0},
(3,9)
donde en la tltima unién (4, s) recorren los pares tales que B® N B, # @.

A su vez,

{reC|B°NB,NOY =2} = ‘<ﬂ<l{1‘ € €| A(zlyw), 1,5 )N B N B, = &}
J<g'<

y el altimo conjunto es claramente abierto, pues la condicién depende tnica-
mente de z|4(). Concluimos que {z € € | F(x) = oo} es un conjunto de Borel.

Por otra parte:
{(z,y) €€ x C| F(x) = F(y) # 00 A zls(r(x)) = Yl
= U{(z,y) e ExC|F(z) = F(y) =n A zlpm) = ylom)

new

= U {(z,y) e €xC| F(x) = F(y) = n} N {(z,y) € C X C| Z[sm) = Ylom)})-

new

El conjunto a la derecha de N es abierto, luego solo falta probar que el de la
izquierda también lo es. Pongamos que n = (j, s). Si B® N By = @, el conjunto
es vacio, luego es de Borel. Supongamos que B? N B, # @. Entonces

{(z,y) e €xC| F(z) = F(y) = (4,9)} =

{(z,y) e CxC[F(z) = (j,8)} x {(x,9) € Ex C| Fy) = (j,8)},
luego basta ver que el conjunto {(z,y) € € x C | F(z) = {(j,s)} es de Borel.
Ahora bien,
{(wy) exC|F(z)=(j,s)} ={(z,y) €€x €| BNB,NOj =2} N
N{zeC|B*NByNOJ # 2}, (B.7)
jl’s/

donde la tltima interseccion recorre los 5, s" tales que
(j',s') < (j,s) y B?NBy #2.

El primer conjunto del miembro derecho de (B.7) es de Borel porque asi lo
hemos demostrado antes, y los que aparecen tras la intersecciéon son de Borel
porque son complementarios de conjuntos como el primero. Esto termina la
prueba de que R? es de Borel.
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Por otra parte, es evidente que R?® determina una cantidad numerable de
clases de equivalencia (una para cada valor posible de F).

Por consiguiente, podemos considerar Zy = Zzs € Fx. Veamos que
Nk € w |Zg N o(k)| < k(3k + 3)%2%F.
En principio:
ZyNo(k) = {h(z,y) |2,y € X Ao #y Az Ry A h(z,y) < ¢(k)}.
Siz,ye€ X ARy, existen j € wy s € 2<% tales que F(z) = F(y) = (j,s) y

Zlo((5.5)) = Ylo((s)), luego bz, y) > 6((j; 5))-

Si h(z,y) < ¢(k), entonces (j,s) < k, pues si fuera k < (j,s), entonces
o(k) < o({j, s)) < h(z,y).

Por definicién de F, tenemos ademas que B® N B, # @y B*N B, nos =g,
luego, como j < k, por definicion de O7, B® N B, N Az|pmy, k,J) = @, e
igualmente para y.

Sea A(s,j) = {t € 2°") | B? N By N A(t,k,j) = @}, 6(s,) = |A(s,5)].

Asi, sin € Zy N ¢(k), entonces n = h(z,y), para ciertos z,y € X tales que
existen s, 7 de modo que

Ademas, por la definicién de h, si h(z,y) # h(z',y’) < ¢(k) entonces

(o) Ylor)) 7 (@ om)s ¥ ok)): luego Zg N ¢(k) esta completamente deter-
minado por el conjunto |J A(s,j) x A(s,j), donde s,j recorre los pares tales

S’j
que (s,j) < k'y B® N By # @, luego
1Zy N oK) < 300(s,5)° (B.8)
5.

Por definicion de A, tenemos que

B°nB;c N (C\ Ak, 1)),
tEA(s,])

luego
m(B*NB) <m( N (E\A(tk,)) < (1 -2k,
teEA(s,5)

Vamos a probar la altima igualdad. Pongamos que, para cada t € A(s, ),
A(t,k,j) = Bs,, donde s; € 2t y los soportes I; son conjuntos disjuntos de
cardinal k + j. Asi

t AQ _)(e \A(t,k,j)) ={z € €| A\t € A(s,j) 1, # st}

={zelC|z|; € D},

donde I= U ILyD={uec2 | A\teA(S,j) ulr, # s}
teA(s,5)
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El hecho de que los soportes sean disjuntos implica que |[D| = (2817 —1)3(s:7),
Asi
) B (2k+j _ 1)6(s,j) B 1 3(s,5)
m( N (@\AGKD) = Fren = (-]

tEA(s,])

Por otra parte, por construccién de B?, si B® N B, # @, entonces
m(B® N By) > 8 45)~

Asi,
(3(s) +3) < 8(s, j) logy(1 — 27F )

2_k_j)5(5aj) - —

2—3@(8)—3 S (1 _
3n+3 ,
St 2

—0(s,7) <
1g2(2k+J 1

Para probar la tltima desigualdad basta ver (llamando ¢ = 28%7) que

1 t t
<t - <logy(——) 2Vt —— 5 2<
logy(t45) ~ ; Sloe(—9) “t-1 = (t— 1)t
st >2(t-1)

y esto es cierto, pues

= (-1 +1)" > (t—1)" 4+
eniendo en cuenta que j < (s, j) < k, {(s) < k,

t— 1> 20t 1)

Asi, continuando con (B.8) y
3)289)2 < (3K + 3)22% < k(3k + 3)221F,

1Zy N 6(k)| < S((30(s) + )

Finalmente, sea 1 (k) = k(3k + 3)22* y consideremos ¢’ : w — w dada por
Se trata de una aplicacion creciente, luego todo lo que

¢'(k) = (¥ (k + 1)).
hemos probado para ¢ es véalido también para ¢'. Asi, esta definido Zy y para
)-

o(k
Sip > 1(0), existe un k tal que (k) < ¥(k+ 1), con lo que
1Zy N o) < |Zy N((k +1))| < ¢(k) <

Por lo tanto, si llamamos A = Zy \ ¢(¢(0)) € Fx
contiene a los conjuntos cofinitos), se cumple que
AN o)l < |Zy N ¢(p)| < p,

para todo p > 1(0), pero si p < 1(0), entonces ¢(p) < ¢(1(0)), luego también

[AN¢(p)| =0<p.
Con esto hemos probado que Ap € w |A N ¢(p)| < p, luego Fx es un filtro
[ |

todo k € w
|Zg N p(p(k +1))| <
<

(aqul usamos que Fx

rapido.
Finalmente podemos probar:
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Teorema B.23 Si X; < 2% toda medida de Borel continua en un espacio po-
laco tieme conjuntos no medibles.

DEMOSTRACION: En la prueba del teorema [T 6.36] se ve que para cada
medida de Borel continua existe otra medida de Borel unitaria con los mismos
conjuntos medibles, y por el teorema [T 6.40] no perdemos generalidad si con-
sideramos concretamente la medida m en € que estamos considerando hasta
ahora.

Supongamos que todo subconjunto de € es medible y llegaremos a una con-
tradiccion. Por [T 6.40], podemos suponer también que todo subconjunto de
€ x € es medible para la medida producto.

Por hipotesis existe un conjunto X C C de cardinal 8;. Sea <x un buen
orden en X de ordinal Nj.

Vamos a demostrar que X cumple la condiciéon (N) del teorema B.22, con
lo que el teorema anterior nos dara un conjunto no medible y tendremos la
contradiccién buscada.

Asi pues, sea H C € x € un conjunto Gy con secciones nulas. Hemos de
probar que H(X) es nulo.

Para cada « € H(X), sea A(z) el menor y € X tal que z € H,. Sea
H(X) = {(z,y) € H(X) x H(X) | M(z) <x A(y)}.
Siy € H(X), entonces
H(X)y={yeC|(x,y) € HX)} = {z € HX) | \z) <x Ay)}

= U {reHX)|Mz)=2c U H,

< <
2€XT(y) 2€XT)

luego H(X), es nulo por ser unién numerable de conjuntos nulos. Puesto que
estamos suponiendo que H(X) es medible, el teorema de Fubini implica que

H(X) es nulo. Sea ahora
D= (H(X) x H(X))\ H(X) = {(z,y) € H(X) x H(X) | \(y) <x A()}.

Exactamente el mismo argumento demuestra que D es nulo, luego el conjunto
H(X) x H(X) es nulo, luego H(X) también. "
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