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Introduccion

El anéalisis complejo es el estudio de las funciones holomorfas, que son las
funciones derivables en sentido complejo o, equivalentemente, las funciones que,
vistas como funciones de variable real, son diferenciables y satisfacen las llama-
das ecuaciones de Cauchy-Riemann. Fue Cauchy quien descubri6 las ecuacio-
nes de Cauchy-Riemann, pero fue Riemann quien comprendi6é su importancia.
El analisis complejo de Cauchy era “puramente analitico”, mientras que Rie-
mann comprendié que en él hay mucha “geometria subyacente” y supo aprove-
charla. Fue Gauss quien enfatiz6 que Cauchy estaba trabajando en “el plano
complejo” C, pero Riemann se dio cuenta de que “en realidad” el “plano com-
plejo” es un fragmento de lo que hoy se conoce como “la esfera de Riemann”, que
no es sino la “esfera” C>° que obtenemos al compactificar el plano con un punto
infinito, la cual puede identificarse también con la recta proyectiva compleja.

Tal y como vimos en mi libro de Geometria diferencial [GD], fue Riemann
quien esboz6 el concepto moderno de variedad diferencial abstracta, que per-
mite estudiar la diferenciabilidad de funciones definidas en espacios topologicos
distintos de los meros abiertos de R™. Igualmente, Riemann se dio cuenta de
que la “esfera de Riemann” no es més que un caso particular de “variedad ana-
litica abstracta”, adecuada para tratar el “punto infinito” como un punto mas,
de modo que una funcién meromorfa f : Q C C — C puede verse mejor como
una funcion holomorfa definida también sobre sus polos y con valores en C.
En otros contextos resulta conveniente considerar otras variedades analiticas.
Por ejemplo, las funciones elipticas que introdujeron Abel y Jacobi se entien-
den mejor si se las considera definidas sobre “toros complejos” y las funciones
multiformes, como Logz, que toma infinitos valores en cada nimero complejo
no nulo, se entienden mejor si se las considera definidas en lo que hoy se conoce
precisamente como “superficies de Riemann”.

Este no es un libro de introducciéon al analisis complejo, sino que supone
que el lector esté familiarizado con el “anélisis complejo de Cauchy”, tal y como
esta expuesto en el capitulo VII de mi libro de Introducion al cdlculo diferen-
cial [IC] y desarrollado en el capitulo X de mi libro de Andlisis [An]. Aunque
el capitulo IV del presente libro estéd dedicado a profundizar un poco mas en
algunos aspectos de este analisis “de Cauchy”, el resto esta orientado esencial-
mente hacia el analisis complejo “de Riemann”, es decir, a aquellos aspectos y
resultados del analisis complejo en los que la geometria diferencial e incluso la

vii
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topologia algebraica representan un papel mas o menos relevante.! Asi, en los
dos primeros capitulos generalizamos los resultados de [IC] y [An] al caso de
funciones holomorfas de varias variables mostrando a la vez que muchos resul-
tados basicos del analisis complejo de una variable pueden obtenerse mediante
técnicas geométricas, esencialmente el teorema de Stokes [GD 5.31] y el lema de
Poincaré [GD 5.44].

La idea fundamental es que la integral curvilinea en el sentido de [IC 7.5] de
una funcion holomorfa f a lo largo de la frontera de un abierto 2 C C puede
verse como la integral de una forma diferencial w = f(¢) d¢ sobre la variedad 912,
y las ecuaciones de Cauchy-Riemann se traducen en que las formas diferenciales
asociadas a funciones holomorfas son siempre cerradas, es decir, que cumplen
dw = 0, por lo que el teorema de Stokes (minimamente adaptado para tratar
con funciones y formas con valores en C) implica que la integral tiene que ser
nula, y el teorema de Cauchy para triangulos [IC 7.13] es un caso particular de
este hecho.

Por otra parte, el lema de Poincaré nos asegura que si 2 C C es un abierto
contractible, entonces H'(Q) = 0, lo que se traduce en que toda forma dife-
rencial holomorfa f(¢)d¢ es de la forma dF = F'({) d(, lo que significa que f
tiene una primitiva F' en ), y a su vez esto implica que su integral a lo largo de
cualquier arco cerrado contenido en 2 es nula (aunque el arco no sea la frontera
de ningtn abierto). Esto es lo que afirma el teorema de Cauchy, que en [IC 7.15]
probamos en el caso en que 2 es un abierto estrellado, que era una forma de
garantizar que es contractible sin entrar en cuestiones topologicas.

Estos resultados de Cauchy son el germen de toda la teoria bésica sobre
funciones holomorfas, en el sentido de que todos los demés se deducen de ellos
mediante técnicas analiticas “estandar”’, mientras que demostrar que las integra-
les de funciones holomorfas son nulas en abiertos contractibles requiere emplear
de un modo u otro ideas topologicas no triviales (como las técnicas homologicas
empleadas en la seccion [IC 7.4] para probar el teorema de Cauchy para un
triangulo, aunque hayamos podido presentarlas reducidas a técnicas elementa-
les).

Ademés, en los dos primeros capitulos generalizamos a funciones de varias
variables los resultados basicos del analisis complejo de una variable y del ané-
lisis real de varias variables, incluyendo el teorema de la funcién inversa o el
teorema de la funcion implicita, imprescindibles para desarrollar una teoria ge-
neral de variedades analiticas. Esta la vamos introduciendo paulatinamente en
el apéndice A, cuyas secciones se pueden ir leyendo a medida que van siendo
necesarias en el texto.

1Quede claro que cuando distinguimos entre analisis de Cauchy o de Riemann nos referimos
a sus caracteristicas, no a la autoria de los resultados. Por ejemplo, en la seccién [An 10.6] se
prueba que la funcién dseta de Riemann tiene una prolongaciéon meromorfa a todo el plano
complejo y satisface una ecuacién funcional relativamente simple, y estos resultados son de
Riemann, pero son “de Cauchy” en el sentido de que en ellos la geometria no es especialmente
relevante, méas alla del hecho —aqui anecdético— de que podamos ver los polos como puntos
donde una funcién es holomorfa con valor co en C*°. Ademas, por supuesto, muchos resultados
se deben a otros autores distintos de Cauchy o Riemann, que simplemente fueron los pioneros
de la teoria.
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El capitulo III esta dedicado a los resultados topolégicos especificos del ané-
lisis complejo de funciones de una variable. En primer lugar introducimos el
concepto de indice de un arco cerrado respecto de un punto, definido en mi
libro de Topologia algebraica [TA] que se interpreta como el niimero de vueltas
que da el arco alrededor del punto, en términos del cual podemos enunciar y
probar una versiéon mas general del teorema y las férmulas integrales de Cauchy
y del teorema de los residuos. También probamos algunos resultados clasicos
més avanzados del analisis complejo en los que no entramos en [An|, como el
principio del argumento, el teorema de Rouché o los teoremas de Picard, entre
otros.

En la seccion 3.4 probamos que los abiertos 2 C C que son simplemente
conexos en el sentido introducido en [TA 8.6] tienen, por una parte, una carac-
terizacion muy simple (son los abiertos conexos tales que C* \ Q es conexo)
y, por otra parte, tienen muchas caracterizaciones en términos del comporta-
miento de las funciones holomorfas definidas en ellos. Por ejemplo, veremos
que los abiertos simplemente conexos son los abiertos conexos en los que toda
funcion holomorfa tiene primitiva o en los que toda funcién holomorfa que no
se anula tiene un logaritmo holomorfo.

En realidad, la equivalencia entre todas estas caracterizaciones es relativa-
mente facil de probar, pero no lo es tanto ver que realmente son equivalentes
a la conexiéon simple. Esto es consecuencia de un teorema de Riemann nada
trivial: dos abiertos simplemente conexos en C* cuyas fronteras tengan mas de
un punto son necesariamente biholomorfos.

Menos trivial atun es el teorema de Osgood-Taylor-Caratheodory, que da una
condicion suficiente muy simple para que una aplicacién biholomorfa entre dos
abiertos de C* se extienda a un homeomorfismo entre sus clausuras (basta con
que los complementarios de las clausuras tengan interior no vacio). Combinando
este teorema con el teorema de la curva de Jordan [TA 2.7] probaremos el
teorema de Schoenflies que en [TA] enunciamos como [TA 2.18] y lo usamos sin
demostracion, entre otras cosas para demostrar que toda superficie topologica
es triangulable [TA 2.29].

El capitulo IV es el tinico capitulo puramente a la Cauchy de todo el libro. En
él profundizamos en el estudio de los productos infinitos de funciones holomorfas
mostrando céomo construir mediante tales productos funciones meromorfas con
ceros y polos en puntos prefijados y con 6rdenes prefijados, y también como
descomponer en productos infinitos funciones holomorfas con factores que se
correspondan con sus ceros asegurando que los productos sean convergentes.

Como aplicacion estudiamos méas a fondo la funcion factorial y probaremos
coémo la formula de Stirling puede expresarse como una ecuacién funcional de
la funcion factorial.

En el capitulo V estudiaremos las funciones meromorfas periédicas. En él
usaremos algunos resultados elementales sobre reticulos probados en la seccion
[ITAl 3.2]. Una funcion periddica puede ser de dos tipos muy distintos en-
tre si: sus periodos pueden ser todos miltiplos de un tnico periodo minimo,
como le ocurre a las funciones sen z,cos z, etc., o pueden tener dos periodos
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linealmente independientes. Veremos que las funciones simplemente periodicas
admiten desarrollos en serie de Fourier, pero el caso mas interesante es el de las
funciones doblemente periodicas.

Hasta este punto no conocemos ningun ejemplo de funcién meromorfa doble-
mente periddica o, mejor dicho, si que conocemos ejemplos, pero no lo sabemos,
porque sucede que las funciones elipticas de Jacobi estudiadas en el capitulo VI
de [IC] como funciones de variable real se extienden en realidad a funciones
meromorfas doblemente periédicas. De hecho, lo habitual es llamar funciones
elipticas precisamente a las funciones meromorfas en C doblemente periddicas.

Gauss, Abel y Jacobi llegaron a las funciones elipticas invirtiendo las lla-
madas ‘integrales elipticas’, pero aqui vamos a partir de su definicion como
funciones doblemente periddicas. Weierstrass introdujo una nueva via para pre-
sentarlas y ésa es la que vamos a seguir nosotros. Como vimos en [IC|, incluso
sin considerarlas como funciones de variable compleja, las funciones elipticas
dan lugar a una teoria muy rica, de la cual s6lo expusimos una pequena parte.
Considerarlas como funciones de variable compleja resulta iluminador, y atn
lo es méas darse cuenta de que las funciones doblemente periédicas estan deter-
minadas por los valores que toman en el paralelogramo determinado por dos
periodos linealmente independientes y, teniendo en cuenta que toman el mismo
valor cada par de puntos de dos lados opuestos, dichos paralelogramos se pueden
“coser” identificando cada par de lados opuestos para formar primero un cilindro
(al identificar dos lados) y luego un toro (al identificar las dos circunferencias
en que se han convertido los otros dos lados tras la primera identificacion). Mas
técnicamente, las funciones elipticas, en lugar de verse como funciones mero-
morfas sobre el plano complejo, pueden verse como funciones meromorfas en un
‘toro complejo’, que es una variedad analitica compacta, y la compacidad tiene
muchas consecuencias.

La teorfa que vamos a exponer es demasiado rica como para resumirla aqui
razonablemente, pero digamos tinicamente que probaremos que todas las funcio-
nes elipticas con un par de periodos dados pueden expresarse algebraicamente a
partir de la llamada funciéon p(z) de Weierstrass (no es una tnica funcion, sino
que hay una funcion p para cada reticulo de periodos) y de su derivada p'(z). A
partir de ellas definiremos las funciones elipticas de Jacobi y demostraremos que
parte de ellas coinciden con las funciones que obtuvimos en [IC] como inversas
de las integrales elipticas.

En el estudio de las funciones elipticas aparecen de forma natural otras fun-
ciones relacionadas que se conocen como ‘funciones modulares’ y que dan lugar
a otra vasta teoria a caballo entre el dlgebra y el analisis que en el capitulo VI
no haremos sino esbozar.

Finalmente, el capitulo VII es el mas riemanniano de todos los capitulos
de este libro, donde expondremos la contribucién mas geométrica de Riemann
al andlisis complejo. Para ilustrarla vamos a analizar la “funcién multiforme”
Log(z) que a cada namero complejo z no nulo le asigna el conjunto de sus
logaritmos. Se trata de una funcién multiforme porque a cada punto le asigna
varias antiimagenes (infinitas, en este caso, pero /z es otro ejemplo de funcién
multiforme que asigna tres iméagenes a cada numero complejo). Sin embargo,
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en la seccién [IC 1.2| (en los ejemplos tras el teorema de la funcion inversa)
vimos que es posible definir ramas uniformes del logaritmo log, : H, — C,
donde H,, es el abierto que resulta de eliminar la semirrecta formada por el 0 y
los nimeros complejos de argumento «. En particular, el logaritmo log_ . esta
definido en C menos en el semieje real negativo.

Imaginemos que partimos de z = 1, donde log_, (1) = 0, y nos movemos
siguiendo la circunferencia unitaria en sentido antihorario. Cuando lleguemos
a i el logaritmo valdra log, (i) = im/2 y a medida que nos acerquemos a —1 el
logaritmo log_, (z) tendera a iw. En cambio, si nos movemos en sentido horario,
cuando nos acerquemos a —1 el logaritmo log_, (z) tendera a —im, y ésa es la
razon por la que log_. no puede extenderse a una funciéon siquiera continua en
el semieje real negativo: que en un punto como —1 su valor deberia ser im para
que fuera continua “por arriba” y —im para que fuera continua “por abajo”.

Pero esto no significa que la funcién logaritmo tenga ningtan problema en el
semieje real negativo. En realidad, si nos movemos por la circunferencia unita-
ria calculando logaritmos a nuestro paso, nada nos obliga a detenernos en —1.
Podemos avanzar indefinidamente sin encontrar ninguna discontinuidad. Al lle-
gar a —1 (si nos movemos en sentido antihorario) llegaremos al logaritmo im, y
podemos seguir calculando logaritmos hasta llegar a —i, donde tendremos 37i/2
y completar la vuelta hasta llegar a 1, donde obtendremos el valor 27i, que es
un valor diferente al valor de partida, pero eso no significa que nos hayamos
encontrado con ninguna discontinuidad. Incluso podemos seguir avanzando y
calculando logaritmos a nuestro paso, y cuando completemos otra vuelta y lle-
guemos de nuevo a 1 habremos llegado al logaritmo 47i. El tnico problema que
tendriamos si quisiéramos calcular logaritmos a la vez que avanzamos por una
curva seria si ésta pasara por 0, pues entonces nuestros logaritmos tenderian a
infinito.

En realidad si que tenemos un problema, y es que si empezamos en z = 1
calculando log1 = 0 y, después de “dar un paseo” calculando logaritmos llega-
mos (sin discontinuidades) a log1 = 2mi, nuestro problema es que nos vemos
obligados a que la funcion log asigne varios valores al mismo punto 1, con lo que
no podemos considerarla como una funcién “uniforme” usual.

Riemann se dio cuenta de que el hecho de
que “al pasear” no percibamos ninguna dis-
continuidad (siempre y cuando no tratemos
de pasar por 0) se traduce en que el problema
desaparece si pensamos que la funcién log no
esté definida en C\ {0}, sino en una superficie
con el aspecto que muestra la figura. Sobre
el eje marcado con 6 = 0 el logaritmo es el
logaritmo real usual, y si partimos de z = 1,
tenemos log1 = 0, pero a medida que gira-
mos vamos “subiendo”, de modo que cuando
hemos dado media vuelta estamos en el eje § = m, donde log da logaritmos con
parte imaginaria 7, y no es el mismo eje al que habriamos llegado si hubiéramos
“bajado” girando en sentido antihorario, pues en tal caso habriamos llegado al
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eje 8 = —m, donde log proporciona logaritmos con parte imaginaria —7. Similar-
mente, si damos una vuelta entera en sentido antihorario, no volvemos al punto
de partida, sino que llegamos al eje 8 = 27, donde log z proporciona logaritmos
con parte imaginaria 2ms.

El dibujo (entendiendo que la superficie no esta contenida en un cilindro,
sino que se prolonga indefinidamente siguiendo los ejes) representa lo que se
conoce como la superficie de Riemann de la funcion (multiforme) logaritmo. Si
la llamamos A, en ella hay definidas dos funciones holomorfas. Por una parte
una proyeccion m : A — €\ {0} que a cada punto z € A le asigna el punto del
plano complejo sobre el que esté situado. Asi, en cada eje paralelo a # = 0 hay
un punto con proyeccién 1, de modo que cuando damos una vuelta completa,
pasamos de un punto zq tal que 7(z9) = 1 a otro punto zs, tal que 7(22,) = 1
igualmente. Por otra parte, tenemos la funciéon log : A — C que a cada punto
z € A le asigna un logaritmo de 7(z), de modo que log(zg) = 0, log(za,) = 27,
etc.

Aqui es importante que A no es meramente “una superficie”, sino una super-
ficie analitica, es decir, una variedad diferencial con la estructura necesaria para
que tenga sentido decir que la funcién log definida sobre ella es holomorfa.

En el capitulo VII daremos una definicion precisa de “funcién holomorfa mul-
tiforme” y veremos como asociar a cada una de ellas una superficie de Riemann
en la que puede verse como una funcién holomorfa uniforme. En el contexto
de las funciones multiformes tendra sentido decir que la funcién log tiene una
singularidad aislada en z = 0, lo que esencialmente significa que la proyecciéon
m: A — C\ {0} no se puede extender (ni siquiera ampliando A) para que 0
pase a estar en su imagen (y sin que 7 deje de ser una funciéon holomorfa). Mas
precisamente, log tiene dos singularidades aisladas, una en 0 y otra en co.

La situacion es ligeramente distinta si en lugar de considerar la funcién lo-
garitmo consideramos la funcion multiforme /2. En este caso, para hacerla
uniforme, no necesitamos una superficie de Riemann tan grande como la del lo-
garitmo. La superficie de Riemann de ¢/ tiene el mismo aspecto que muestra la
figura anterior, pero entendiendo que la espiral no se prolonga indefinidamente,
sino que el eje marcado como 6 = 37w es es el mismo que el marcado como
0 = —3m, de modo que cuando damos tres vueltas alrededor de 0 volvemos al
mismo punto de partida.

Esta superficie tiene también dos singularidades aisladas en 0 y en oo, pero
con la diferencia de que ahora son ‘evitables’. Es posible compactificar A ana-
diéndole dos nuevos puntos, uno con proyecciéon 0 y otro con proyeccién oo,
sobre los que V0 =0y /00 = 00 y, con estos dos puntos afiadidos, la superficie
A se vuelve compacta (y las funciones m(z) y &z definidas sobre ella siguen
siendo holomorfas).

Veremos que esto es posible porque la funcion /2 es ‘algebraica’, en el sen-
tido de que es raiz del polinomio w® — z. En general, probaremos que cada
polinomio P(w, z) € C(z)[w] determina una funcion multiforme meromorfa F'
que cumple P(F(z),z) = 0 para todo punto z que no sea un polo de ninguno de
los coeficientes de P, y que las superficies de Riemann de las funciones mero-
morfas algebraicas en este sentido son compactas (o se pueden compactificar con
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un namero finito de puntos). En [TA| probamos que toda superficie compacta
orientable —y las superficies de Riemann siempre son orientables— es homeo-
morfa a una esfera con g agujeros, y aqui daremos una formula (la formula de
Hurwitz) que nos permitira calcular el género g de la superficie de Riemann de
una funcién algebraica a partir de la estructura de sus singularidades aisladas.
Por ejemplo, el género de la funcion &z resulta ser g = 0, lo que significa que,
aunque no lo parezca, su superficie de Riemann es homeomorfa a una esfera.
Probaremos que hay funciones algebraicas con superficies de todos los géneros
posibles.

Reciprocamente, sucede que toda superficie de Riemann compacta es la su-
perficie de Riemann de una cierta funciéon algebraica, pero hay un punto de la
prueba que es especialmente dificil de probar, y es el hecho de que en una tal
superficie hay funciones meromorfas no constantes (si no las hubiera, es obvio
que la superficie no podria ser la superficie de Riemann de ninguna funcién).

Eso lo probaremos en la tltima seccion del apéndice B, dedicado al estudio de
las funciones harmonicas, pues construiremos las funciones meromorfas deseadas
construyendo previamente funciones harmonicas (con singularidades).






Capitulo 1

Funciones holomorfas

Recordemos algunos hechos elementales sobre los ntimeros complejos:

Todo nimero complejo z € C se expresa de forma dnica como z = x + yi,
para ciertos z,y € R, a los que llamamos parte real y parte imaginaria de z
(r = Rez, y = Im z). Esto nos permite identificar a z con el par (x,y) € R?, lo
que a su vez nos permite considerar que C = R2. Las funciones Re,Im : C — R
son entonces las proyecciones.

El valor absoluto usual |z| = \/2? + y? convierte a C en un cuerpo métrico,
luego en particular en un espacio métrico con la distancia d(w, z) = |w — z|. A
través de la identificacion C = R? el valor absoluto complejo se corresponde con
la norma euclidea, por lo que la topologia de C se corresponde con la topologia
usual en R? (que es el producto de la topologia usual en R).

Mas en general, podemos identificar C* = R?" sin méas que identificar cada
n-tupla z = (21, ..., z,) de nameros complejos zp = x + Yyt con la 2n-tupla de
nameros reales (21,91, ..., Tn,Yn). Es claro que, a través de esta identificacion,
la topologia producto en C" se corresponde con la topologia euclidea usual
en R?7,

Si Q2 C C™ es abierto, una funcion f : @ — C™ se identifica con una funcion
de un abierto de R?™ en R?™, por lo que podemos aplicarle todos los conceptos
del célculo diferencial de varias variables reales.

Notemos que f esta determinada por sus m funciones coordenadas fi, ..., fm,
y cada una de ellas esté a su vez determinada por las funciones Re fi, Im fx, que
son las 2m funciones coordenadas de f cuando la consideramos como aplicacion
en R?™. En particular podemos hablar de las derivadas parciales

ORefr, ORefr Olmfr, Olmfi
8$j ’ 8yj ’ 8$j ’ 8yj

(que, naturalmente, para una funcion arbitraria pueden existir o no). Y si f es
diferenciable en ¢ € Q, podemos considerar la diferencial df|. : C* — C™, que
es una aplicacion R-lineal (pero no necesariamente C-lineal).
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1.1 Diferenciacién de funciones complejas

Veamos ahora que podemos definir un calculo diferencial “genuinamente com-
plejo”, que no sea la mera particularizacién del calculo diferencial real a las
funciones f: Q C C" — C™.

Definicion 1.1 Sea Q0 C C™ un abierto, sea f : @ — C, sea ( € Q y sea
1 < j < n. Definimos la derivada parcial (en sentido complejo)

| TG G by G) = F(Q)

6Zj ¢ h—0 h ’

donde h es una variable compleja. Cuando n = 1 escribiremos también

df
F(Q) -
dz ¢
en lugar de 9f/0z|¢ y diremos que f'(¢) es la derivada de f en (. Si existe dicha
derivada diremos que f es derivable en (.

Si la funcién f tiene derivada parcial respecto de z; en todos los puntos de €2,
entonces tenemos definida la funcion derivada parcial
of

—: 0
72; — C,

que en el caso n = 1 se representa también por f’: Q — C, o por df /dz.

A partir de la mera definicion de derivada parcial compleja podriamos de-
mostrar resultados como que

Owz?

0z

sin mas que copiar el calculo andlogo para funciones de variables reales, o de-
mostrar resultados generales, como que las funciones constantes tienen derivada
nula, o que la derivada de una suma es la suma de las derivadas; pero no vamos a
necesitar entrar en tales calculos, sino que pronto veremos que podemos deducir
las reglas de derivaciéon compleja a partir de las reglas de derivaciéon real.

= 2wz

De momento observemos que, como en el caso real, es evidente a partir de la
definicién que la funcién f tiene derivada parcial respecto de z; en un punto ¢
siy soélo si la funcion

9(z) = f(Ciyee oy 2y oy Gn)

que resulta de fijar todas las variables menos la j-ésima —y que esta definida
en un entorno de ¢; en C— es derivable en (;, y en tal caso

of |l _ .
({Tch_g(C]).

Esto permite generalizar a derivadas parciales muchos resultados que probe-
mos en principio para derivadas de funciones de una variable.
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La relacion entre esta nociéon de derivada parcial y su analoga real no es
inmediata. Para ponerla de manifiesto conviene introducir el concepto de dife-
renciabilidad compleja:

Definicion 1.2 Diremos que una funcion f : @ — C™ es diferenciable en un
punto ¢ € Q (en sentido complejo) si es diferenciable en ¢ en sentido real y
df|¢ : C* — C™ es C-lineal.

Veamos lo que entrana esta definicion. En principio, si f es diferenciable
en sentido real, df|; es una aplicacién R-lineal, la determinada por la matriz
jacobiana de f, que es una matriz 2n x 2m. Sin embargo, al exigir que sea
C-lineal estamos pidiendo que exista una matriz J = (a;) de dimensiéon n x m
con coeficientes en C tal que, para todo h € C", se cumpla df |¢(h) = hJ.

Observemos ahora que, al igual que en el caso real, la diferenciabilidad de

una funcién se reduce a la de sus funciones coordenadas:

Teorema 1.3 Consideremos un abierto  C C™ y un punto ¢ € Q. Entonces,
una funcion f: Q — C™ es diferenciable en ¢ si y sdlo si lo son sus funciones
coordenadas f*, y en tal caso

dflc = (df'lc, - df™[c).

DEMOSTRACION: Con la notacién de la observacién precedente, la diferen-
ciabilidad en sentido real de f equivale a que exista el limite

i CEW =1 =hT _

Jimmy T 0-

Esto es un limite en R?>™ que equivale a que el limite de cada componente sea 0,
luego también es equivalente a que, para todo 1 < k < m, se cumpla que

lim fEC+R) = RO — haig — -+ — hpank
h—0 17|l

:O7

es decir, a que la funcién f* : Q — C sea diferenciable en ¢ en sentido complejo,
y que su diferencial sea

df¥|c(h) = aiphy + -+ - + angh.

En tal caso tenemos claramente la relaciéon indicada en el enunciado entre las
diferenciales de f y las de las coordenadas f*. [

En perfecta analogia con el caso real, tenemos también lo siguiente:

Teorema 1.4 Si 2 es un abierto en C" y f: Q — C™ es diferenciable en un
punto ¢ € Q (en sentido complejo), entonces todas las funciones coordenadas f*
tienen derivadas parciales en ¢, y la matriz de df|; como aplicacion C-lineal es

la matriz jacobiana compleja
b k
7=(220).
aZj ¢
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En particular, si m = 1 tenemos que

) )
df|c(h) = aTi h1+--~+87f hin.
¢ ni¢

DEMOSTRACION: Continuando el argumento de la prueba del teorema an-
terior, tenemos que si f es diferenciable en ( existe

lim fk(C + h) — fk(C) —hiay — - — hpang
h—0 1Al

=0.

El limite seguiré siendo 0 si restringimos la variaciéon de h € C™ a n-tuplas de

la forma (0,...,h;,...,0), luego la diferenciabilidad implica que
lim fk(<1"'-5<j +h37§n) 7fk(§) 7hajk :07
h—0 ‘h|

donde ahora h € C. Seguidamente usamos que la funcion |h|/h esta acotada en
un entorno de 0 (tiene modulo 1 en todos los puntos) y que al multiplicar una
funcion que tiende a 0 por otra acotada, el producto sigue tendiendo a 0. Asi
pues:
lim fk(Ch“-aCj +h37§n) 7fk(§) 7h0‘jk
h—0 h
y esto equivale a que

207

MG G e G) — YO Of
ok = lim 7 =95l .

Ahora conviene observar un hecho elemental:

Teorema 1.5 Toda funcion C-lineal f : C* — C™ es diferenciable en todo
punto ¢ € C", y ademds df|c = f.

DEMOSTRACION: Toda funcién C-lineal es R-lineal, y esto implica que es
diferenciable en el sentido real y que su diferencial es ella misma, pero al ser
C-lineal, esto implica que es diferenciable en el sentido complejo. L]

En particular es diferenciable la proyeccién j-ésima 7; : C* — C dada por
mj(2) = z; (o, usando una notacién habitual, la funcion z;) y se cumple que
dzj|¢ es también la proyeccion j-ésima, es decir, que dz;|¢(h) = h;.

Por consiguiente, si f : 2 — C es una funcién diferenciable en ( € Q C C”,
el teorema anterior nos da que

of ar| . of of
df|<(h) = 921 Chl + + oz, Chn = 92 Cd21|<(h)+ + oz, Cdzn‘c(h),
para todo h € C", luego
_of of
dflc = 5Z1Ld21|4+ +872,1<d2”|4’

para todo ¢ € Q.
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Si suponemos que f es diferenciable en todos los puntos de ) y consideramos
a df (v a cada dz;) como una funcion de € en el conjunto de todas las funciones
C-lineales de C™ en C, también podemos escribir la ecuacion funcional

o e e,

b =5 B

analogamente al caso real.

Para funciones de una variable sucede como en el caso real: la derivabilidad
equivale a la diferenciabilidad.

Teorema 1.6 Si Q) C C y ¢ € Q, una funcion f: Q — C es derivable en { en
sentido complejo si y solo si es diferenciable en ¢ en sentido complejo.

DEMOSTRACION: Si f es derivable en ¢ tenemos que existe

fC+h) = f(O)

F1(¢) = tim T 00,
luego
i D Q= FOR _
h—0 h

Como la funcion h/|h| esta acotada, podemos multiplicar por ella y concluir que

o FCHR) = £Q) = F/(©)

h—0 || =0

Esto significa que f es diferenciable en el sentido real, y la unicidad de la dife-
rencial implica que

dflc(h) = f'(z)h,

luego df | es C-lineal, lo cual implica que f es diferenciable en sentido complejo.
Hemos visto que el reciproco es cierto en general: la diferenciabilidad implica la
existencia de derivadas parciales. m

Veamos finalmente la relacion precisa entre la diferenciabilidad en el sentido
real y en el sentido complejo (comparese con [IC 7.2]):

Teorema 1.7 Si Q C C™ es abierto y ¢ € Q, una funcion f : Q@ — C™ es
diferenciable en ( en el sentido complejo si y sélo si lo es en el sentido real y
ademds sus funciones coordenadas cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ORe f* B OIm fk OIm f* _ ORe f*
O ¢ dy; g7 Ox; ¢ 9y, g.
Ademds, en tal caso
afk ORe f* OIm f*|
- = + 7.
aZj ¢ ij ¢ 8(Ej ¢
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DEMOSTRACION: Tenemos que ver que las ecuaciones de Cauchy-Riemann
equivalen a que las diferenciales df* |c sean C-lineales. Considerando a f * como
funcion f* : Q ¢ R?® — R?, para cada h € C", identificada con una 2n-tupla
(U1,v1,...,Un,Vy,), tenemos que

"~ [ ORe f* ORe f* OTm f* OTm f*
df*le(h) = o/ uj+ ° i wf Uj+7mf vj | -
= O ¢ dy; ¢ O ¢ dy; ¢
Que esta aplicacion sea C-lineal significa que existen agg, ..., ayr € C tales

que
dfk|c(h) =Y ajrh; = > (Reojru; — Imajpvy, Im opu; + Re ajpv;).
j=1 j=1

Evaluando ambas expresiones cuando una de las variables uy,v1,...,Upn, v, €8
igual a 1 y el resto son nulas, vemos que para que ambas expresiones coincidan
tiene que ser

ORe f*
8%‘]‘

~ 0Im f*
Ay

ORe f*
y;

~ 0Im f*
N é)xj

Reaj, = , Imoyr = —

¢ ¢ ¢ ¢

Reciprocamente, si se dan estas igualdades, las dos expresiones para la diferen-
cial son idénticas. Esto prueba la primera parte del teorema. Ademés, si f es
diferenciable en sentido complejo, hemos visto que a;, = 0 f*/ 0zj¢, luego se
cumple también la segunda parte. L]

Ejercicio: Probar que si 2 C C™ es un abierto conexo, toda funcién diferenciable
f:Q — R es constante.

Pasamos ya a probar que la derivacion compleja satisface las mismas reglas
basicas que la derivacion real. Para ello conviene probar en primer lugar la regla
de la cadena:

Teorema 1.8 (Regla de la cadena) Si ; C C", Qo C C™ son abiertos,
f:Q — C™ f[U] CQa, g: 0 — C", ¢ € W, [ es diferenciable en
y g es diferenciable en f(C), entonces f o g es diferenciable en ¢ y ademds
d(f o g)lc = df|¢c o dgls()-

DEMOSTRACION: Es inmediato, pues la composicién de aplicaciones dife-
renciables en sentido real es diferenciable, y su diferencial es la composicién de
las diferenciales, y si éstas son C-lineales, la composicién también lo serd. m

Nota Esto implica que la matriz jacobiana de la composicion de dos funciones
diferenciables es el producto de las matrices jacobianas, lo cual se traduce en la
version andloga al caso real para las derivadas parciales de una composicién de
funciones diferenciables:

Si tenemos funciones w : Q; — C™y f: Q9 — C, donde w[Q4] C Qo, w es
diferenciable en ¢ y f es diferenciable en w((), si adoptamos el convenio usual
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de representar por wi,...,w, tanto a las variables de f como a las funciones
coordenadas de w, entonces tenemos la relacion

or
6Zj

_N9f

¢ k=1 O,

Ow;

0z |
w(e) 9% ¢ .

Ahora es inmediato, por ejemplo, que si 2 C C™ es un abierto y y tenemos
dos funciones f,g : Q@ — C" diferenciables en ( € 2, entonces f + g y af
también son diferenciables en ¢ (para cualquier @ € C), y

d(f +9)lc = dflc +dgle,  d(af)le = adflc.

En efecto, podemos expresar la suma f + g como composicién de la funcion
z = (f(2),9(2)), que es diferenciable en ¢ porque lo son sus funciones coor-
denadas (ya que son funciones coordenadas de f o de g), con la funciéon suma
C™ x C™ — C™, que es diferenciable porque es lineal, luego por la regla de la
cadena f + g es diferenciable en ¢ y d(f + g)|¢ es la composicion de (df|¢, dg|.)
con la diferencial de la funcién suma, que es ella misma, luego obtenemos la
igualdad del enunciado. Para el caso del producto por un escalar se razona
igualmente con la funcion p,(z) = az, que también es diferenciable en C™ por
ser lineal.

De aqui se siguen las propiedades correspondientes para derivadas: en el
cason =1, si f y g son derivables (, también loson f+gy af,y

(f+9)' Q=1 (+9(), (@f)(C)=af ().

Por ejemplo, f y g son diferenciables en (, luego f + ¢ también lo es, luego
es derivable en (, por la equivalencia entre derivabilidad y diferenciabilidad en
el caso n = 1. Ademaés,

(f+9)(Q)dz = d(f+9)lc = dflc+dglc = f'(¢) dz+4'(¢) dz = (£'(C)+9'(())dz,

luego tenemos la relacion requerida entre las derivadas. Igualmente se razona
con af.

A su vez, de aqui se siguen las propiedades analogas para derivadas parciales,
es decir, si f y g admiten derivada parcial respecto de z; en (, lo mismo vale
para f + gy af, vy ademéas

af+g| _ Of

0z o 0%z

99
6zj

I(af)
(9Zj

of

=«
aZj

'C ¢ < ‘C ¢

Basta tener en cuenta que las derivadas parciales son las derivadas de las fun-
ciones que resultan de fijar todas las variables menos la j-ésima.

Las reglas para la derivaciéon de productos y cocientes se siguen de este
teorema sobre diferenciacion:
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Teorema 1.9 El producto C x C — C y la funcion C\ {0} — C dada por
z +— 1/z son diferenciables en sus dominios, y ademds

d(z122) = z2dz1 + 21 dza, d(1/z) = —1/2*dz.

DEMOSTRACION: Considerada como funcién de cuatro variables reales, el
producto es
f(w1,y1,2,92) = (7172 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1),

que claramente es diferenciable en el sentido real, y cumple las ecuaciones de
Cauchy-Riemann:

ORef _ ~_ 0lmf Olmf  ORef
61‘1 T 8y1 ’ 81‘1 == 6y1
8Ref_x _OIm f Olm f __8Ref
dry L dy2 ' Oxy e ya

Ademaés, entonces

Of _ORef Olmf
821 a (91‘1 (9.’171

g—aRef-l-aImfi—x +iy =2
622_ 633‘2 61‘2 - v =2

de donde se sigue la expresion indicada para la diferencial. Similarmente, la

i:I2+iy2:ZQ7

funcion 1/z es g(x,y) = ( T _9:27%)7 que claramente es diferenciable en el

sentido real, y

ORef —a?4+y*> 0lmg dlmg  2xy _ JReyg
or (224922 Oy ’ or (22 +y%)2 Oy
Ademas
dg _ ORey 6Imgi_ —z% + 2zy + y? . (v — yi)? _ 1
0z Oz or (224?22 (22492 22,

Como consecuencia, si 2 C C™ es un abierto, ( € Qy f,g: Q2 — C son
funciones diferenciables en ¢, también lo es fg vy,

d(f9)lc = g(Q) dfl¢c + () dyglc.

Si ademas g(¢) # 0, también f/g es diferenciable en ¢ y

d(f/9)lc = g%o

Basta aplicar la regla de la cadena a la funcion z — (f(z),g(z)) compuesta
con la funcién producto, luego a la funcién g compuesta con la funcion 1/z y
finalmente el caso del producto a las funciones f y 1/g. "

(9(C) dff¢c = £(C) dyle)-
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De aqui se siguen inmediatamente las reglas de derivacién de productos y
cocientes como en el caso de la suma (se prueban primero para funciones de
una variable, donde la derivabilidad equivale a la diferenciabilidad, y luego para
derivadas parciales). Dejamos los detalles a cargo del lector.

Ejercicio: Probar que la conjugacién compleja no satisface las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, por lo que no es diferenciable.

Las observaciones siguientes completan las reglas elementales de derivacion:

e Esinmediato que las funciones constantes son diferenciables con diferencial
nula (luego también tienen derivadas parciales nulas).

e La derivada de f(2) = z es f'(z) = 1 (lo que se puede probar directamente
por la definicién o usando que la identidad es una funcién lineal, luego su
diferencial es también la identidad).

e Una simple induccién a partir de la regla del producto prueba que la
funcién f(z) = 2" es derivable y que f'(z) = nz""!, para todo n > 0.

e Usando la regla del cociente se prueba que la regla anterior vale paran < 0

en C\ {0}.

Hasta aqui hemos estudiado la derivabilidad y la diferenciabilidad como pro-
piedades puntuales, pero a partir de ahora vamos a considerar funciones deri-
vables o diferenciables en abiertos:

Definicion 1.10 Si 2 C C™ es un abierto, una funcion f : Q@ — C™ es
holomorfa en € si es diferenciable en 2 en el sentido complejo. Llamaremos
H(2,C™) al conjunto de todas las funciones holomorfas f : & — C™ y abre-
viaremos H(Q2) = H(Q,C). Las funciones holomorfas f : C — C se llaman
funciones enteras.

Observemos que en la seccion [IC 7.1] adoptamos como definicién que una
funcion f : Q@ C C — C definida en un abierto del plano complejo es holo-
morfa si es derivable en el sentido complejo, lo que por 1.6 equivale a que sea
diferenciable, luego la definicion que acabamos de dar extiende a la de [IC].

Si 1,5 C C™ son abiertos, una aplicaciéon f : 0y — Q9 es biholomorfa si
es biyectiva, holomorfa y con inversa holomorfa.

Del hecho de que la suma y el producto por escalares de funciones dife-
renciables son diferenciables se sigue que H(2, C™) es un subespacio vectorial
del espacio C'(2,C™) de todas las funciones continuas de @ en C™ (pues toda
funcion diferenciable en el sentido real es continua).

El espacio C(2,C) tiene ademéas estructura de algebra con el producto defi-
nido puntualmente, y el hecho de que el producto de funciones diferenciables sea
diferenciable implica que H(£2) es una subalgebra de C(2,C). Méas atn, como
las proyecciones z; son claramente holomorfas, concluimos que todo polinomio
es holomorfo en C", es decir, que C[zy, ..., z,] C H(C™).
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Si una funcion es diferenciable en un punto en sentido complejo, entonces
tiene asociadas dos matrices jacobianas distintas: la matriz jacobiana en sentido
real tiene coeficientes reales y el doble de filas y de columnas que la matriz
jacobiana en sentido complejo. En el caso de las aplicaciones de C™ en C" las
ecuaciones de Cauchy-Riemann proporcionan una relacién muy simple entre sus
determinantes:

Teorema 1.11 Si Q C C” es abierto y f: Q@ — C" es diferenciable en ¢ € Q
en sentido complejo, entonces el determinante de la matriz jacobiana de f en el
sentido real es el cuadrado del modulo del determinante de su matriz jacobiana
en el sentido complejo.

DEMOSTRACION: La matriz jacobiana real de f tiene dimensiéon 2n x 2n, y
la podemos descomponer en submatrices 2 x 2 de la forma

dRe f* dIm f* dRe f* dlIm f*
8%_7‘ 8m_7 C o sz 6:Ej

dRe fF &Im f* - _ 9Im f"‘j dRe fF
9 ¢ i ¢ 9zj ¢ 9zj ¢

Para calcular su determinante, podemos considerarla como matriz con coefi-
cientes en C (el valor del determinante no cambia por que extendamos el cuerpo
en el que consideramos la matriz). Tampoco cambiara si a cada columna impar
le sumamos la columna siguiente multiplicada por ¢, con lo que las submatrices
se convierten en

ORe dIm f* dIm f*
893]‘ 6I]‘ 893]‘ C

_ 9Im fF + ORe fF i dRe fF
890,- C 87,'j C 8$j C

Seguidamente sumamos a cada fila par la fila anterior multiplicada por —i, con
lo que las submatrices se convierten en

dRe f* dIm f* 9lm f* afk dlm f*
ox; ¢ ox; ¢ ox; ¢ _ 0z; ¢ oz ¢
ARefF| _ aIlmfk| . - afk
O 6{)1']' C (’)ij CZ O [‘)zj C

Ahora permutamos las filas para poner todas las filas impares antes que
las pares, e igualmente con las columnas (lo cual no cambia el signo del de-
terminante, pues hacemos el mismo nimero de permutaciones de filas que de
columnas), y la matriz pasa a tener la forma

(44)

donde J es la matriz jacobiana compleja de f. Por consiguiente, el determinante
de la matriz real es (det J)(det J) = | det J|?. "

Asi pues, una funcién homomorfa entre dos abiertos de C" tiene determi-
nante jacobiano positivo (como funcién real), luego conserva la orientacion o,
dicho de otro modo, las funciones diferenciables que invierten la orientacion
(como es el caso de la conjugacion compleja) no pueden ser holomorfas.
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En [IC 7.16] demostramos que toda funcion holomorfa es, de hecho, infi-
nitamente derivable. Méas adelante veremos (teorema 1.25) que lo mismo es
cierto para funciones de varias variables, pero de momento vamos a aceptarlo
para demostrar las versiones complejas de los teoremas de la funciéon inversa e
implicita:

Teorema 1.12 (Teorema de la funcion inversa) Sea f : Q@ — C" una
funcion inyectiva y holomorfa en un abierto Q C C"™ cuyo determinante ja-
cobiano sea no nulo' en todo punto de 2. Entonces Q* = f[Q] es abierto en C"
y f1: Q" — Q es holomorfa.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, el determinante jacobiano de f en
el sentido real tampoco se anula, luego por el teorema de la funcién inversa para
funciones de variable real [An 5.42] (admitiendo que f es al menos de clase C?)
sabemos que Q* es abierto y que f~! es de clase C'. Ademés, por la regla de
la cadena, como fo f~'y f~!o f son la identidad, lo mismo sucede con las
diferenciales, luego si w = f(z) € Q*, entonces df ~!|, = df|; 1. Como df|, es
C-lineal, lo mismo vale para su inversa, luego f~! es holomorfa. [

En particular, para funciones de una variable, de la relacion df|, o df|,t =1
deducimos que f/(2)(f~!)'(w) =1 o, equivalentemente:

v
ff=Hw)

El teorema siguiente se sigue andlogamente de [An 5.41]:

(f ) (w) =

Teorema 1.13 Sea @ C C™ un abierto, sea f : Q@ — C" wuna funcion holo-
morfa en Q y sea ¢ € Q tal que la matriz jacobiana Jf({) tenga determinante
no nulo. Entonces existen abiertos ( € U C Q y f({) € V C C" de modo que
flu : U —V es biyectiva.

Veamos ahora la version compleja del teorema de la funcion implicita:

Teorema 1.14 Sea Q C C™™ un abierto, sea f : Q@ — C™ una funcion
holomorfa en Q y sea (wog, z0) € Q tal que f(wo, z9) = 0. Supongamos que

of1 Ofn
0z (wo,20) 0z (wo,20)
£ 0.
Of1 Ofn
920 | (wo, z0) 921 | (w0, 20)

Entonces existen abiertos (wg,z0) € U C Q, wg € W C C™ y una funcidn
holomorfa g : W — C" de modo que

{(w,2) €U | f(w,2) =0} = {(w, g(w)) | w € W}.

I Puede probarse que la hipétesis sobre el determinante jacobiano es en realidad innecesaria.
Para n = 1 esta probado en la nota tras el teorema 1.37.
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DEMOSTRACION: Si reformulamos las hipdtesis del teorema en términos del
anélisis real, tenemos una funcién f : Q@ C R?™+2" — R?" (que admitimos
que es de clase C1) y un punto (Ug, v, .., Ums Vms T1, Y1y - - - Ty Yn) qUE CUM-
ple f(u,v,z,y) = 0. Ademas, el determinante formado por las derivadas de
las 2n dltimas funciones coordenadas de f respecto de las variables x; e y; (en
dicho punto) es no nulo, pues es el cuadrado del modulo del determinante del
enunciado (la relacion entre ambos determinantes es la misma que entre los
considerados en el teorema 1.11). Esto nos permite aplicar el teorema de la
funcién implicita real, segin el cual existen abiertos U y W y una funcién g
de clase C' que cumplen el enunciado salvo en lo tocante a la holomorfia de
g. El teorema quedaré probado si demostramos que g cumple las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

Para ello basta derivar la funcion f(w, g(w)) —que es idénticamente nula
en el abierto W— mediante la regla de la cadena. Por simplicidad llamaremos
z=ux+1iy = g(w):

n JRe fr Ox; " JRe fi Oy; n ORe fi

i; 81‘, 8uj +z§1 8yl an 8’[1,]‘ - 0,
iaImfk ox; +i@lmfk dy;  Olm fy _o.

=1 Oz Ou; 5 Oy Ou;  Ouy
Cuando k varia entre 1 y n tenemos un sistema de 2n ecuaciones lineales

con 2n incégnitas cuya matriz de coeficientes tiene determinante no nulo. Més
concretamente, es de la forma

9

A | B
-B| A

,_ (ORefi _ [ORe fy
A( O )’ B( Ayi >

ox; .
Esto nos permite despejar 8—1 como cociente de dos determinantes: el de-

donde

u
J
nominador es el determinante anterior, y el numerador tiene la forma
A | B
—-B' | A’

donde A’ y B’ resultan de sustituir la columna i-ésima en A y en B respectiva-
mente por la columna formada por las derivadas
ORe fi O Re fi
Buj Y 8vj ’

k=1,...,n.

9yi
ij

que ahora el numerador es el determinante

A | B
—B | A |’

La derivada tiene una expresion casi idéntica, con la tnica diferencia de




1.1. Diferenciacién de funciones complejas 13

Mediante permutaciones de filas y columnas y cambios de signo se concluye
que

A |B| | A|B
B A|T| B[4 |
con lo que
Oz; Oy,
8uj_8vj’

Similarmente se comprueban las otras ecuaciones de Cauchy-Riemann. m

La funciéon exponencial y las funciones trigonométricas En [ITAn 4.1]
definimos la funcién exponencial

oo n

. z
expz =¢e° = E —
n!

n=0

y en la seccion [IC 1.2] demostramos que es derivable en el sentido complejo,
y que su derivada es ella misma, por lo que se trata de una funciéon holomorfa
en C. Alternativamente, tras [ITAn 5.1] probamos la relacién

" T = % (cosy + iseny),

que muestra que, como funciéon de dos variables reales, la exponencial es de
clase C*° y cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ORee? - OIme? OIme? - O Ree?
= COSY = = seny = —
Ox © Y oy Oz © Y oy

de donde se sigue también que su derivada en sentido complejo es
ORee* Olme”?
(€)' = + '
oz Ox
A su vez, esto implica que también son holomorfas las funciones trigonomé-
tricas

z

1z e—lz elZ _|_ e—’LZ
senz = ———— Ccos 2 = ———
20 2 ’

y las reglas de derivacion nos dan que sen’ z = cos z, cos’ z = — sen z. La funcién
tangente

sen z

tan z =
coS 2

esta definida en todo el plano complejo menos los multiplos enteros de 27, y
ahora sabemos que es holomorfa en su dominio, y las reglas de derivacién nos
dan que

=1+ tan®z.

tan’ z = —

0s* 2
Ejercicio: Comprobar que son holomorfas las funciones trigonométricas hiperbolicas
(sinh z, cosh z, tanh z) y que cumplen las mismas reglas de derivacion que las analogas

reales. =
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Nota En general, si una funcién holomorfa f extiende a otra de variable real g
(como es el caso de e* y e® 0 sen z y sen z, etc.), entonces también se cumple que
las derivadas parciales de f (en el sentido complejo) extienden a las derivadas
parciales de g (en el sentido real). Esto es inmediato a partir de las propias
definiciones de derivada parcial. L]

Logaritmos complejos Al contrario de lo que sucede con la exponencial real,
la exponencial compleja no es inyectiva, sino que cada ntumero complejo no nulo
tiene infinitos logaritmos. En la seccion [ITAn 6.1] estudiamos estos logaritmos
complejos. La idea bésica es que, para cada z € C\ {0}, podemos definir el
conjunto de los argumentos y el de los logaritmos de z como:

Arg(z) ={0 € R | z=|z|(cos 0 + isend)}, Log(z) ={w e C|z=e"},
y en [ITAn 6.1] probamos que, para todo z € C\ {0}, se cumple que
Log(z) = {log|z| + 0 | 0 € Arg(z)}.

Si Q@ c C\ {0} es abierto, una determinacion continua del argumento en €
es una aplicacion continua arg : 2 — R tal que para cada z € ) se cumpla que

arg(z) € Arg(z).
Similarmente, una rama uniforme del logaritmo en ) es una aplicacién con-
tinua log : @ — C tal que para todo z € Q se cumpla que log z € Log(z).

El nombre de “rama uniforme” se debe a que conviene pensar que Log es una
“funcion multiforme”, es decir, una funcién que a cada z € C\ {0} le asigna, no
una imagen, sino un conjunto de imégenes en C, y de esta funcién multiforme
estamos seleccionando una rama uniforme, es decir, una funciéon “ordinaria”.

Ahora es inmediato que si arg es una determinacion continua del argumento
en €, entonces log(z) = log|z| + iarg(z) es una rama uniforme del logaritmo
en 2 y, reciprocamente, si log es una rama uniforme del logaritmo en €2, entonces
arg(z) = —i(log(w)—log |z|) es una determinacion continua del argumento en Q.

Siarg : 2 — R es una determinacién continua del argumento en Q y k € 7Z,
entonces arg z + 2kw también lo es y, reciprocamente, si {2 es un abierto conexo
no vacio y arg;, arg, : 2 — R son dos determinaciones continuas del argumento
en {2, entonces existe un k € Z tal que

arg,(z) = argy(2) + 2k

para todo z € Q. Basta tener en cuenta que k(z) = (arg;(z) — arg,(2))/27 es
continua en 2 y, por definiciéon de argumento, s6lo puede tomar valores enteros,
luego tiene que ser constante.

De aqui se sigue a su vez que si log : £ — C es una rama uniforme del
logaritmo en Q y k € Z, entonces log(z) + 2kmi también lo es, y que si {2 es
un abierto conexo no vacio y log;,log, : 2 — C son dos ramas uniformes del
logaritmo en €2, entonces existe un k € Z tal que

log, (z) = logy(2) + 2kmi.
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Asi pues, no podemos aspirar a tener un unico logaritmo complejo, sino
a lo sumo a tener infinitas ramas uniformes del logaritmo definidas en ciertos
abiertos de C\ {0} (pero no en todos ellos).

En la seccion [IC 7.2] mostramos una familia de ramas uniformes holomorfas
del logaritmo. Recordemos la construccion:

Para cada o € R, definimos
Ay ={2z€eCla<Imz < a+ 27}, H,={z€C\ {0} | o ¢ Arg(2)}.

Son conjuntos abiertos, pues el segundo es todo el plano complejo menos una
semirrecta de origen 0, y es claro que la funcién exponencial se restringe a una
biyeccion A, — H,. Puesto que la derivada de la exponencial es ella misma y
no se anula en ningin punto, el teorema de la funcién inversa (el teorema 1.12
o simplemente [IC 1.8]), nos da que la inversa de esta funcion es una funcion
holomortfa

log, : H, — C,

y es obviamente una rama uniforme del logaritmo en H,. Su determinaciéon
continua del argumento asociada es la que a cada z € H, le asigna su tnico
argumento en el intervalo o, o + 27[. En particular, si « < 0 < « + 27, tene-
mos que log,, asigna a cada namero real positivo = € ]0, +oo[ un logaritmo de
argumento 0, es decir, real, luego log,, [j0,+c[ s el logaritmo real usual.

Como los abiertos H,, cubren C\ {0}, tenemos que todo punto de €\ {0}
tiene un entorno en el que hay definida una rama uniforme del logaritmo.

Observemos ahora que cualquier rama uniforme del logaritmo es holomorfa:

Teorema 1.15 Si Q C C\ {0} es abierto no vacio y log : Q@ — C es una rama
uniforme del logaritmo en 2, entonces log es holomorfa y

1
10g/(z) = ;

DEMOSTRACION: Dado ¢ € (2, es claro que existe un « tal que z € H,, luego
podemos tomar una disco? abierto Qo = D({,7) C QN H,. Entonces log|q, v
log,, |, son dos ramas uniformes del logaritmo en g, luego existe un k € Z tal
que log(z) = log,, (z) + 2kmi, para todo z € D(¢,r). Como log, es una funcion
holomorfa, tenemos que log también lo es.

El valor de la derivada se sigue inmediatamente de la regla de la cadena:
como €!°8% = z al derivar queda que €2 log’ 2 = 1, luego log’ z = 1/2. =

2Es habitual llamar discos a las bolas en C. Usaremos la notacién D((,r) para referirnos
al disco abierto de centro ¢ y radio r.
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La exponencial como cubrimiento No es dificil dar un argumento directo
que muestra que no existen ramas uniformes del logaritmo definidas sobre todo
C\ {0}, pero un poco mas adelante sera inmediato. Ahora vamos a dar un
argumento general basado en la topologia algebraica:

El fondo del problema radica en que la funciéon exponencial C — C\ {0}
es un cubrimiento en el sentido de [TA 1.53]. Esta demostrado en uno de los
ejemplos posteriores a la definicién, pero acabamos de dar una prueba directa,
ya que practicamente ya hemos demostrado que los abiertos H,, que cubren
C\ {0} son abiertos fundamentales para la exponencial, pues su antiimagen es

U Ao t2kx, que es una union de abiertos conexos disjuntos en C.
kezZ
En estos términos, las ramas uniformes del logaritmo log : 2 — C en un

abierto € C C\ {0} no son sino las elevaciones al cubrimiento de la inclusion
i: Q0 — C\{0}, y el criterio de elevacion [TA 8.9] nos da una condicién necesaria
y suficiente para que exista una rama uniforme del logaritmo en un abierto
conexo 2 C C\ {0}. Teniendo en cuenta que 71 (C) = 1, la condicién se reduce
a que i,[m ()] = 1. Si Q no es conexo, es facil ver que la condicion necesaria y
suficiente es que todas sus componentes conexas cumplan esta condicion.

Por ejemplo, esto sucede si ) es simplemente conexo y, mas en general, si
esta contenido en un abierto simplemente conexo en C\ {0}. Por el contrario,
ahora es inmediato que no existen ramas uniformes del logaritmo en C \ {0},
ya que en este caso i, es la identidad y 71 (C \ {0}) = Z. Mas en general, no
puede existir una rama uniforme del logaritmo en ningtn abierto Q C C\ {0}
que contenga a la circunferencia unitaria S*, pues S! es un retracto de C\ {0},
luego también de €2, luego en el diagrama siguiente

™ (Q) — T1,(C\ {0})

|

7T1(Sl)

formado por los homomorfismos inducidos por las inclusiones, las flechas ver-
tical y oblicua son isomorfismos (por la existencia de una retraccion), luego la
horizontal también lo es y la imagen de i, no es trivial. L]

Potencias complejas Para cada eleccion de un logaritmo de a € C\ {0} po-
demos definir sobre todo el plano complejo una exponencial en base a mediante

af = e? loga.
Pero es importante recordar que esta expresion no define una tunica funcion,
sino infinitas funciones distintas, una para cada elecciéon del logaritmo. Todas
ellas son claramente holomorfas en C, con derivada (a*) = a®loga, donde el
logaritmo es precisamente el que define la exponencial.

Si queremos la variable en la base obtenemos una “funciéon potencial” multi-
forme:

P,(z) = e108(2) — [ea% | 4 € Log(z)}.
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Es claro que cada rama uniforme del logaritmo log : 2 — C determina una
rama uniforme

prag— log z

de P,(z) en Q, es decir una funcién tal que z* € P,(z) para todo z € .

Como las ramas uniformes del logaritmo son holomorfas, lo mismo sucede
con las ramas uniformes de las potencias, y las reglas de derivacién nos dan que

(27) = e*8%q /2 = a2z = a2,

1

donde hay que entender que las potencias z% y 24"+ se calculan con la misma

rama uniforme del logaritmo.

Hay que tener presente que ramas uniformes del logaritmo distintas pueden
dar lugar a la misma rama uniforme de una potencia. Por ejemplo, es facil ver
que dos ramas uniformes del logaritmo definen una misma rama uniforme de la
funcion

Wz =227 = {e*/" | w e Log(z)}

si y solo si se diferencian en un multiplo entero de 2ni.

Observemos que {/z no es sino el conjunto de las n raices n-simas de z,
y si tiene ramas uniformes en un abierto conexo Q C C\ {0}, entonces tiene
exactamente n ramas uniformes, ya que si p; y p2 son dos de ellas, el cociente
p1/p2 es una funciéon continua que toma valores en el conjunto finito de las n
raices n-simas de la unidad, luego tiene que ser constante. Por lo tanto, si {/z
es una rama uniforme en 2, las demas son las de la forma w {/z, donde w recorre
las raices n-simas de la unidad. m

1.2 La integral curvilinea

Los resultados que hemos probado en la seccién precedente sobre el célculo
diferencial complejo son analogos a los resultados correspondientes del céalculo
diferencial real. Sin embargo, las funciones holomorfas satisfacen propiedades
mucho mas fuertes que no son ni remotamente ciertas en el caso real. Entre
ellas se encuentra el hecho que tenemos pendiente de demostrar, segin el cual
las funciones holomorfas (es decir, diferenciables en abiertos en sentido complejo)
son infinitamente derivables. Este hecho y muchos otros son consecuencia de
que las funciones holomorfas y sus derivadas admiten expresiones en términos
de la integral curvilinea definida en [IC 7.5] y que vamos a presentar aqui de
nuevo en un contexto ligeramente més general, admitiendo arcos diferenciables
a trozos. Antes de introducirla conviene considerar el concepto méas general de
integral de una funcion con valores complejos:

Definicion 1.16 Si X es un espacio medida, una funcion f : X — C es
integrable si lo son las funciones Re f,Im f : X — R, y en tal caso definimos

/deMZ/XRefd,u—i—i/XImfduE(C.
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Notemos que si f : X — R entonces esta definicion se reduce a la definicion
usual de integral de una funcion con valores reales. El teorema siguiente recoge
las propiedades béasicas de las integrales complejas:

Teorema 1.17 Sea X un espacio medida.

1. Si f1, fo : X — C son integrables y a1, as € C, también es integrable
arfi+azfay

[ (i +ashp)du=ar [ frduaz [ fadn
X X X

2. Si f: X — C es integrable, también lo es |f| y

‘/deu‘é/xfldu-

DEMOSTRACION: La primera propiedad se demuestra facilmente separando
la parte real y la parte imaginaria de «yf1 + asfo y aplicando la propiedad
analoga para funciones con valores reales. Veamos la segunda:

Si f es integrable, también lo es g = v/2(|Re f| + |Im f|) y, como |f| < g,
también lo es | f| (véase [An 4.54]). Si [y fdu = 0, la desigualdad del enunciado
es obvia. En otro caso sea

UX fd”|
===- " cC.
« fod,u S

Asi
‘/deﬂ‘:a/deu=/Xafdu:/}(Re(af)dp+¢/)(1m(af)dﬂ,

pero como se trata de un namero real, la segunda parte ha de ser nula, o sea,

‘/deu’=/XRe(af)du§/Xlafldu=/xlf|du,

donde hemos usado que, en general, Re z < |z|, asi como que |a| = 1. "

Es inmediato que si p es una medida de Borel finita en un espacio topologico
compacto K, entonces toda funcion continua f : K — C es medible y, al estar
acotada, es integrable. He aqui un resultado elemental que nos sera ttil en
numerosas ocasiones:

Teorema 1.18 Sea K un espacio topoldgico compacto y i una medida de Borel
finita sobre K. Sea {fi}72, una sucesion de funciones continuas f, : K — C
que converja uniformemente a una funcion f: K — C. Entonces existe

Hin/kadM:/deu.
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DEMOSTRACION: Notemos que f es continua, por ser limite uniforme de
funciones continuas. Dado € > 0, existe un namero natural kg tal que si k > kg
entonces |f(x) — fr(z)] < ¢/(u(K) + 1) para todo z € K. Entonces

sup{|f(z) — fu()| |z € K} < ¢/(u(K) +1)

y, por consiguiente,

‘/de”‘/ka(ZW’=’/K(f—fk)du‘ S/Kf—fudusmq.

Esto prueba lo pedido. [

En el caso particular de funciones continuas h : [a,b] — R tenemos obvia-
mente las propiedades adicionales siguientes:

Si a < ¢ < b, entonces

/abh(t)dt:/ach(t)dtJr/cbh(t)dt.

Si h:[e,d] — C es continua y p : [a,b] — [e,d] es biyectiva, derivable y
con derivada continua, entonces

p(b) b
ht)dt = | h(p(s))p'(s)ds,
A@ (0 L (0(5))7'(5)

con el convenio de que invertir los limites de integracién equivale a cambiar el
signo a la integral.

Ambas se demuestran separando la parte real de la imaginaria y aplicando
la propiedad correspondiente para funciones con valores reales.

Arcos Antes de definir la integral curvilinea recordamos el concepto de arco
regular y regular a trozos (para mas detalles véase la seccion [GD 2.3]):

Cuando hablemos de un arco diferenciable ¢ : [a,b] — C se entendera
que nos referimos a un arco de clase C! (en el sentido de que se extiende a
una aplicacion de clase C' en un intervalo abierto que contenga a [a,b]) cuya
derivada no se anula en ningtn punto, donde la derivada se define componente
a componente, es decir, si ¢(t) = z(t) + iy(t), entonces ¢’ (t) = a/(¢t) + iy/'(t).
Representaremos por ¢* C C a la imagen de ¢.

Un arco ¢ : [a,b] — C es diferenciable a trozos si existe una particion
a=ty<ti1 <---<tp,,=b

de modo que cada restriccién ¢
esté definida como

[t:_1,t,) Sea diferenciable. La longitud de un arco

L@=/mew
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Un cambio de pardmetro es una aplicacion t : [c,d] — [a,b] de clase C! cuya
derivada no se anula en ningin punto. Diremos que conserva o invierte la
orientacion segin que dicha derivada sea siempre positiva o siempre negativa,
respectivamente. Entonces 1(s) = ¢(¢(s)) es también un arco diferenciable o
diferenciable a trozos (segin lo sea ¢). Se dice que ¢ es una reparametrizacion
de ¢.

El arco opuesto a ¢ se define como la reparametrizacion —¢ : [a,b0] — C
dada por (—¢)(t) = ¢(a+b—1).

Si ¢ : [e,d] — C es otro arco diferenciable a trozos tal que ¢(b) = 9(c), se
define la concatenacion ¢ U1 : [a,b+ d — ¢] — C como el arco diferenciable a
trozos dado por

sia<t<hb,

_ o)
(¢U7/’)(t){w(c_b+t) sib<t<b+d-—c

El siguiente resultado elemental es ttil a menudo para calcular derivadas de
arcos:

Teorema 1.19 Sea f : Q — C una funcion holomorfa en el abierto Q y sea
¢ : la,b] — Q un arco diferenciable. Entonces ) = ¢ o f es también un arco
diferenciable, y su derivada vale ' (t) = f'(¢(t)) ¢’ (t).

DEMOSTRACION: Es claro que v es de clase C', y la regla de la cadena
implica que

U'(t) = df (o) (&' (1) = f'(6(1) &' (1). .
Pasamos ya a definir la integral curvilinea compleja:

Definiciéon 1.20 Sea ¢ : [a,b] — C un arco diferenciable y f : ¢* — C una
funcién continua. Definimos la integral curvilinea de f a lo largo de ¢ como

b
/ f(z)dz = / F(6(0)4(8) dt.
o) a

Esta integral es la misma definida en [IC 7.5], pero ahora podemos considerar,
un poco mas en general, el caso en que ¢ es diferenciable a trozos, y entonces
la integral se define como la suma de las integrales en los trozos.

Ejemplo Si zg € C y r > 0, se cumple que

1
/ dz = 2mi.
lz—zo|=r # — 20

En efecto, hay que entender que se trata de la integral curvilinea sobre el
arco ¢ : [0, 2] — C dado por ¢(t) = zg+re't que parametriza la circunferencia
C de centro z; y radio r, orientada en el sentido usual.




1.2. La integral curvilinea 21

El teorema 1.19, aplicado a la funciéon holomorfa f(z) = 2z + re’* y al arco
t — t nos da que ¢'(t) = f'(t) - 1 = ire'. Por lo tanto:

27 - it
1 ire' .
/ dz = m dt = 27i.
|z—zo|=r # — %0 o Te n

Los resultados del teorema siguiente valen para arcos diferenciables o dife-
renciables a trozos. La prueba en el segundo caso se reduce a aplicar el primero
a cada trozo. En lo sucesivo, sobrentenderemos que todos los arcos considerados
son diferenciables a trozos.

Teorema 1.21 La integral curvilinea cumple las propiedades siguientes:

1. Sea ¢ un arco, sean f, g: ¢* —> C continuas y o, § € C. Entonces
@)+ se)dz=a [ $)dz 45 [ o) d.
¢ ¢ ¢

2. Si ¢ es una reparametrizacion (orientada) de ) y f : ¢* — C es continua,

entonces
/ f(z)dz = / f(z)dz.
¢ %

8. Si ¢ esun arcoy f:¢* — C es continua, entonces

/¢ f(z)dz = —/(bf(z) dz.

4. Si ¢y son arcos tales que existe pUY y f 1 (¢*Up*) — C es continua,
entonces

f(z)dz = / f(z)dz+ / f(z)dz.
PUp ¢ »
5. St esun arcoy f:¢p* — C es continua, entonces

‘ /¢> () dz

donde L(¢) representa la longitud de ¢.

< L(¢)sup{|f(2)| | z € ¢},

DEMOSTRACION: 1) se sigue inmediatamente de la definicion.

2) Sean ¢ : [a,b] — C y ¢ : [e,d] — C. Sea p : [a,b] — [c,d] creciente
biyectiva, derivable y con derivada continua tal que ¢ = p o ¢. Entonces

b

d
/ﬂ@w:/fWMW@@:/fwwmwv@M@a
P c

a

b
:/fwmwwﬂ:/ﬂ@m
a ¢



22 Capitulo 1. Funciones holomorfas
3) Sea ¢ : [a,b] — C. Entonces

/ f(z)dz = / HA0)(—) () di = / D) (—¢ (1)) dt
— —b

a b
- / F(6(3)) & (s) ds = — / F(6(5) 8 (s) ds = — /¢ f(2) dz

4) se demuestra de forma similar.

5) Sea ¢ : [a,b] — C. Sea S = sup{|f(2)| | z € ¢*}. Entonces

Mf(@dz </!f DI 16(s)] ds

S/ 6/(3)] ds = L(6) S.

f((b( s) ds

IN

He aqui la version compleja de la regla de Barrow:

Teorema 1.22 Sea ¢ : [a,b] — C un arco, Q un abierto en C tal que ¢* C Q
y f:Q — C una funcion holomorfa. Entonces

/¢ f(2)dz = F(6(5)) — £(6(a)).

En particular, si ¢ es un arco cerrado se cumple

/(bf’(z) dz =

DEMOSTRACION: Podemos suponer que el arco ¢ es diferenciable, pues si
es diferenciable a trozos basta aplicar este caso a cada trozo. El teorema 1.19
implica que ¢ o f es otro arco diferenciable y (¢ o f)'(t) = f'(¢(t))¢'(t). Por lo
tanto:

b b
/ F(z) dz = / (60 (1) dt = / (0 FY (1) dt = F(6()) — f(d(a)),
¢ a a

donde hemos aplicado en cada componente la regla de Barrow para integrales
de funciones reales. ]

Nota Una consecuencia interesante del teorema anterior es que hay funciones
holomorfas que no tienen primitiva, como por ejemplo, la funcion f(z) = 1/z,
que no tiene primitiva en C\ {0} ni en ningin abierto que contenga una cir-
cunferencia de centro 0, pues segun el ejemplo tras la definicion 1.20 tenemos

que
1

/ —dz = 2mi,
|z|=r z

mientras que si 1/z tuviera primitiva la integral serfa nula.
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El teorema 1.15 nos da ahora una prueba alternativa de que no puede existir
una rama uniforme del logaritmo en ningin abierto que contenga a la circunfe-
rencia, pues seria una primitiva de 1/z. =

Terminamos esta seccion demostrando el resultado fundamental del que de-
duciremos las propiedades méas notables de las funciones holomorfas (comparese
con [IC 7.10]):

Teorema 1.23 Sea Q) C C™ un abierto, sea ¢ : [a,b] — C un arco diferenciable
a trozos y f: Q x ¢* — C una funcion continua tal que, para cada j, exista la
derivada 5

of QA xe¢" —C

3zj

y sea continua. Sea F : Q@ — C la funcion dada por F(z) = /f(z@) dc.
¢

Entonces F : Q@ — C es holomorfa, y sus derivadas vienen dadas por

oF _ [ 0f

DEMOSTRACION: Descomponiendo f en suma de un namero finito de fun-
ciones, podemos suponer que ¢ es diferenciable. Entonces

b
F(z) = / F (= 0(6) ' (1) dt.

Vamos a aplicar el teorema [An 5.27], para lo cual hemos de separar las partes
real e imaginaria:

b b
F(z) = / Re f(z,¢(t)) Re ¢’ (t) dt — / Im f(z,¢(t)) Im ¢’ (t) dt

b b
+ z/ Re f(z,¢(t)) Im ¢’ (t) dt +i/ Im f(z,6(t)) Re ' (t) dt.

Las cuatro integrales estan en las condiciones de [An 5.27], luego concluimos
que F' es continua y tiene derivadas parciales continuas. Concretamente:

b b
PRl [OR sm) red @yt — [ 2 e o) oy ar,
J a J a ]
b b
ag;l'F = /8§2f(z7¢(t))lm¢/(t)dt+/ %(z,d)(t))l%eqﬁ’(t)dt,
J a a j
OReF  ["ORef ) (" 9Imf ,
oy / oy, (2, 6(t)) Red'(t) dt / o (2, 6(t)) Im &' (¢) dt,
OlmF " ORe f > 9Im f

(z,0(t)) Im ¢’ (t) dt +

o, ). oy, S (z,0(t)) Re ¢/ (t) dt.
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Ahora bien, la funcién que resulta de fijar todas las coordenadas de f salvo
z;j es derivable, luego f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann respecto de
las variables z;, y;, de donde se sigue que F' también las satisface. Ademas,

OF  OReF . 0ImF
b b
a J a 7
b b
+ 0 u a;;]f (Z,¢(t)) Im¢/(t) dt+l/a a;r;f (Z,(,ﬁ(t)) Re(i)/(t) dt
_ [ror v [ Of
= | gy (o) W) di = | (5O

En ocasiones tendremos que considerar funciones definidas por integrales
de funciones holomorfas sobre curvas de dominio no compacto. En tal caso el
teorema anterior requiere una hipotesis adicional que garantice que la funcion es
integrable. En la prueba necesitamos el teorema de Weierstrass 1.39. Podriamos
haber pospuesto el teorema siguiente hasta entonces, pero lo incluimos aqui
porque es una consecuencia directa del teorema anterior:

Teorema 1.24 Sea Q2 C C™ un abierto, sea ¢ : I — C una curva diferenciable
sobre un intervalo I CR y f: Q x ¢* — C una funcion continua tal que, para
cada j, exista la derivada

of

—:Q * C
9z; X ¢F —

y sea continua. Supongamos ademds que, para cada compacto K C Q, existe
una funcion g : I — [0, +00] tal que, para todo z € K y todo t € I, se cumple

£ (2, (t)" (1] < gxc (¢

).
Entonces la funcion F : Q@ — C dada por F(z) = / f(z,¢)d¢ es holomorfa
en €. ¢

DEMOSTRACION: Por definicién
F(z) = /¢ F(2,0) d¢ = / P60/ (2) dt,

ahora bien, para que esto sea correcto necesitamos que la funcion f(z, ¢(t))¢’(t)
sea integrable en I, lo cual equivale a que lo sean su parte real y su parte
imaginaria. A su vez, esto equivale a que sus valores absolutos tengan integral
finita [An 4.54], para lo cual basta con que |f(z, ¢(t))¢’'(t)| tenga integral finita,
lo cual se cumple porque lo cumple gx (con K = {z}). Asi pues, F' esta bien
definida.
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Es claro que podemos expresar I = |J,, I, como unién creciente de intervalos
compactos. Llamamos ¢,, = ¢|;, . Por el teorema anterior, las funciones

son holomorfas y pueden derivarse derivando el integrando. Ahora vamos a pro-
bar que la sucesion {F), } converge casi uniformemente a F' (definicion [An 10.3]),
con lo que el teorema de Weierstrass 1.39 nos asegurara que F' es holomorfa.

En efecto, si K C ) es compacto, para z € K, tenemos que

f(z, (1)) (t) dt

NI,

[F(2) ~ Fa(2)] = Mﬂz,c)dc—/% f<z’<>d<\ B

f(z,6(1)9'(t) dt

NI,

<‘/I\In gK(t)dt:‘/IgK(t)dt—-/I gK(t)dt,

n

y la ultima expresién tiende a 0 cuando n tiende a co, lo que prueba la conver-
gencia uniforme en K. n

1.3 El teorema y la féormula integral de Cauchy

Finalmente vamos a generalizar el teorema [IC 7.16], segtn el cual toda
funcién holomorfa (de una variable) es infinitamente derivable:

Teorema 1.25 Si f : Q@ — C es una funcion definida en un abierto de C”,
las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f es continua y tiene derivadas parciales en €.
2. f es holomorfa en .

3. f es infinitamente derivable en Q0 en sentido complejo.

DEMOSTRACION: 1) = 2) Supongamos que f es continua y tiene derivadas
parciales en 0 y veamos que éstas también son continuas. Fijado un punto
a € €, tomamos r > 0 tal que

U= D(a,r) X -+ x D(ay,r) CU C .

La existencia de la derivada parcial respecto de z; equivale a que la funcién que
resulta de fijar todas las variables de f menos z; es derivable, luego es holomorfa
y por [IC 7.16] podemos expresarla en términos de la formula de Cauchy:

- 1 f(Zl,...7Cj7...,Zn)d ]
Fts: s 2m) /le—ajl—T G CJ

211 — zj
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Sea ¢ una parametrizacion de la circunferencia. El integrando cumple las con-
diciones del teorema 1.23: si ¢ es una parametrizacion de la circunferencia, el
integrando es una funcién continua en U x ¢* y su derivada respecto de z; es
continua, en U X ¢*, pues se trata de la funcién

f(Zl,...,Cj,...,Zn)
(G —2)?
(la clave es que para derivar el integrando no hay que derivar f). Por consi-
guiente, podemos concluir que 0f/0z; es continua en U.

Asi pues, f es de clase C', luego es diferenciable como funcién de variables
reales, y el hecho de que la funcién que resulta de fijar todas las variables
menos z; sea derivable se traduce en que f cumple las ecuaciones de Cauchy-
Riemann para las variables x;, y;, luego es holomorfa.

2) = 3) Si f es holomorfa, en particular cumple las hipdtesis de 1), y hemos
probado que no sélo es holomorfa, sino que sus derivadas parciales son continuas.
La féormula de Cauchy nos da también la expresion

87f_ 1 f(Zl,...,Cj,...,Zn)

0z; 271 I¢;—ay|=r (G — Zj)2 S

para las derivadas parciales de f, y hemos probado que el integrando tiene
derivadas parciales continuas (en U x ¢*) respecto de todas las variables z,
luego podemos aplicar de nuevo 1.23 para concluir que 9f/0z; es una funciéon
holomorfa en U, luego en 2.

Asi pues, las derivadas parciales de una funcién holomorfa son a su vez holo-
morfas, y esto implica que las funciones holomorfas son infinitamente derivables.

3) = 1) Si f es infinitamente derivable, es de clase C*° como funciéon de
variables reales, luego es diferenciable, luego es continua. L]

En el caso de una variable, toda funcion derivable es continua, por lo que
en la propiedad 1) la hipétesis de continuidad puede eliminarse. Aunque no es
trivial, lo mismo es cierto en el caso general.

Nota Si hubiéramos definido las funciones holomorfas en un abierto como las
funciones de clase C*° en el sentido real que son diferenciables en el sentido
complejo, aunque es una definicion mas exigente en apariencia, en realidad es
equivalente a la que hemos adoptado. Esto es interesante porque en la practica
no supone ningun inconveniente exigir que las funciones holomorfas sean de clase
C* por definicion, y ello nos evita la prueba dada en [IC] de que las funciones
holomorfas de una variable son infinitamente derivables, que hemos usado en
la prueba del teorema 1.25, y nos da una prueba de las féormulas integrales de
Cauchy conceptualmente mas simple, basada en el teorema de Stokes. Asi, lo
sucesivo el lector puede elegir entre considerar que las funciones holomorfas son
de clase C*° por definiciéon (en cuyo caso no sera necesario el teorema anterior
ni su apelacion a [IC 7.16]) o bien mantener la definicion que hemos dado sin
esta condicion y usar que las funciones holomorfas son de clase C*° en virtud
del teorema anterior. n
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Si © C C es un abierto no vacio, en la seccion 3.2 de [GD] definimos el
espacio A1(2) de las 1-formas diferenciales w = fdx + gdy en 2, donde las
funciones coordenadas f, g : €2 — R son de clase C°°. Identificando los planos
tangentes de Q con R?, cada w € A}() puede verse como una aplicacién que
a cada ¢ € Q le asigna una aplicaciéon R-lineal w| : R? — R, a saber, la dada
por

wl¢(h) = f(Oh1 + g(C)ha.

Por otra parte consideramos el espacio A%(Q) constituido por las 2-formas
diferenciales w = f dx A dy. La diferencial exterior d : A}(Q) — A2(2) viene
dada por

d(fdx+ gdy) =df Ndx +dg ANdy = <gzg£)dx/\dy.

Ahora consideramos el espacio A}(Q) x A](£2), cuyos elementos

w = (w1, w2) = (fidx + g1 dy, fodx + g2 dy)

pueden verse como aplicaciones que a cada ¢ € € le asignan la aplicacion R-lineal
w|¢ : R? — R? dada por

wle(h) = (f1(QO)h1 + g1(O)ha, f2(Q)h1 + g2(C)h2).

Pero también podemos considerar que w|c : C — C, y entonces A}(Q) x A}(Q2)
adquiere una estructura natural de médulo sobre el anillo C* (€2, C) formado por
las funciones f : Q@ — C de clase C*, a saber, la dada por

(fw)le(h) = F(Qwlc(h).

En particular, identificando a C con las funciones constantes de C1(Q, C), tene-
mos una estructura de C-espacio vectorial. Si identificamos A1(Q2) con Af(2) %0,
toda 1-forma se escribe de forma tinica como

w=w +iws = fide + g1 dy + i(fodx + g2 dy),
para ciertas coordenadas f1, g1, f2,92 : @ — R.
Podemos definir la diferencial exterior
d: A1 () x A{ () — A%(Q) x A%(Q)

mediante d(wy,ws) = (dwy, dws).

Definimos ahora A}(2,C) como el subespacio de A}(Q) x A}(Q) constituido
por las formas w tales que, para todo ¢ € Q, la aplicacion w|¢ : C — C sea
C-lineal. Esto significa que existe f : Q — C tal que

wl¢(h) = f(O)h.
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Equivalentemente,
w=Ref dr—Im fdy + i(Im f dz + Re f dy),

por lo que f determina un elemento de Al(Q,C) si y solo si es de clase C°.
Mas atn, si llamamos dz = dx + i dy (la forma que a cada punto de 2 le asigna
la identidad en C), lo que tenemos es que los elementos de A} (£, C) se expresan
de forma tnica como

w= fdz,
para cierta f :  — C de clase C'.

Finalmente definimos el espacio A} () de las formas diferenciales holomorfas
en ) como el subespacio de A'(Q2,C) constituido por las formas fdz, donde
f € H(f). Tenemos entonces la aplicacion lineal

d: H(Q) — AL(Q).

Todas las propiedades que distinguen el calculo diferencial complejo del real
dependen en ultima instancia de un hecho elemental, y es que las formas dife-
renciales holomorfas son cerradas (tienen diferencial nula). La comprobacion se
reduce a aplicar las definiciones:

Si w= fdz € AY(Q,C), vista como elemento de Ai(Q) x A}(Q) es
w = (Re f de — Im fdy,Im f dx + Re f dy),

luego

d(f dz) = ((—marzf - 3?;]”) da A dy, (ag{;f - 8ng> dmAdy) .

Por consiguiente, tal y como habiamos afirmado, si f es holomorfa, las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann implican® que d(fdz) = 0.

La potencia de este hecho elemental radica en que abre la puerta a la apli-
cacion de dos potentes resultados del célculo diferencial: el teorema de Stokes
y el lema de Poincaré. De momento nos centramos en el primero, para lo cual
conviene definir la integral de una forma diferencial compleja:

Definicion 1.26 Si 2 C C es un abierto, C' C §2 es una 1-variedad orientada,
A C C es un subconjunto medible y w = Rew + iIlmw € Af(Q2) x A}(Q),

definimos
/w:/Rew—l—i/Imw.
A A A

La aplicacion del teorema de Stokes es obvia:

3De hecho es una equivalencia: una forma w € A%(Q7 C) es holomorfa si y sélo si dw = 0.
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Teorema 1.27 Sea Q C C un abierto acotado Q C C cuya clausura Q sea una
variedad diferencial con frontera. Si f es una funcion holomorfa definida en un
abierto que contenga a 2, entonces

f(z)dz=0.
o0
DEMOSTRACION: Si llamamos w = f(z)dz, sabemos que dw = 0, lo que
por definicién significa que d Rew = dImw = 0, y el teorema de Stokes nos da
entonces que

/ w:/ Reeri/ Imw:/dReeri/dImw:O.
o0 o0 e} Q Q n

Para sacarle partido a este resultado conviene relacionar la integral de formas
diferenciales holomorfas en 1-variedades con la integral curvilinea definida en la
seccion precedente:

Consideremos un abierto 2 C C, sea C' C § una l-variedad orientada y
¢ : [a,b] — C un arco diferenciable tal que @4, — C sea la inversa de una
carta orientada. Asi, si w = fdx + gdy € A}(Q), por definicién, tenemos que

b b
[ o= [ o= [ remen+aemsn .

Si ahora tomamos f € H(Q) y w = fdz, aplicando el desarrollo anterior a
las partes real e imaginaria de w, vemos que

z)dz = Re f(z)dx —Im f(z)d 1 Im f(2)d Re f(z)dx
[ sas = [ Resyde—tmpGydy i | g dyReso

*

b
/XMﬂwmﬁw—mwwwww»w

b
+i/ammw»%w+%ﬂam¢MMt

b
/fwmdmﬁz/ﬂaw
a [}

donde la primera integral es la integral definida en 1.26 de la forma diferencial
f(2)dz sobre ¢* como subconjunto de la variedad C' y la dltima es la integral
curvilinea de f definida en la seccién anterior.

Asi pues, las integrales sobre fronteras 92 que aparecen en el teorema an-
terior pueden reducirse a sumas de integrales curvilineas sobre arcos que para-
metricen 0N (en el sentido de ser inversas de cartas orientadas) salvo quizé un
conjunto nulo y sin solapamientos salvo en conjuntos nulos.

1
/ dz = 27i
|z—z0|=r # — %0

Ejemplo La integral
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que hemos calculado tras la definicion 1.20 puede verse ahora como

1
/ dz = 2mi,
dD(z0,r) # — 0

considerando a la circunferencia como variedad con la orientacién inducida por
la orientacion usual del disco.

El arco ¢(t) = zo + re', para t € [0,27], con el que hemos calculado la inte-
gral es solo una de las muchas parametrizaciones posibles que podriamos haber
empleado para ello. Lo tinico relevante es que ¢[jg 2, es una parametrizacion
orientada que solo deja por cubrir un punto (que es despreciable a efectos del
calculo de la integral, pues es un conjunto nulo). También podriamos calcular
la integral curvilinea con t € [0,4n], pero entonces el resultado seria 4mi, y
no se corresponderia con la integral sobre dD(zp,r) porque ¢ ya no seria una
parametrizacion (en el sentido de ser la inversa de una carta). "

Con esto podemos dar una prueba alternativa de [IC 7.16]:

Teorema 1.28 (Férmula integral de Cauchy) Sea f : Q@ — C una fun-
cion holomorfa en un abierto Q C C que contenga un disco cerrado D(zg,r),
entonces, [ es infinitamente derivable en D(zg,r) y, para todo natural n > 0,
sus derivadas sucesivas vienen dadas por la expresion integral

) /|<_ZO|_T ¢

2mi (¢ —z)ntl
DEMOSTRACION: Veamos primero el caso n =0y z = zg, es decir, vamos a
probar que
1 f(¢
f(z0) = 5= EIOW

21 [¢—z0|=r C — 20

La clave estd en probar que la integral no depende de r. En efecto, si
tomamos dos radios 0 < r; < ry tales que el disco cerrado que determinan esté
contenido en , consideramos el anillo A = {z € C |7 < |z — 20| < 72}, que es
una variedad con frontera a la que podemos aplicar el teorema 1.27. Tenemos
que 0A son dos circunferencias, pero hay que tener en cuenta que la orientaciéon
que A induce en A es la positiva en la exterior, pero la negativa en la interior,
luego lo que tenemos es que

1 1
1 19 4 L[ 1 4o,
270 Ji¢ 2o =rs ¢— 2z 210 Ji¢— 2= ¢— 2
Sea € > 0 y tomemos r suficientemente pequeno para que si [ — 29| = 7

entonces |f(¢) — f(z0)| < €. Teniendo en cuenta el ejemplo precedente:

N FO e _ _| L J(Q) = f(z0)
2mi /C—Zo|=7” ¢ =20 “ f(zO)‘ 2mi /C—Z()l:r ¢ — 20 4
< oo 1) =

Como esto se cumple para todo €, concluimos que se da la igualdad buscada.
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Veamos ahora el caso n = 0 para z arbitrario, es decir, vamos a probar que

foy L f©)

27 izl €= 2

dc.

Dado z tal que |z — zg| < r, tomemos un radio s tal que D(z,s) C D(zg,r).
Entonces el teorema 1.27, junto con la parte ya probada, implica que

s Q) oo b [ 1O
(—zl=s &6 =%

d¢ = f(z),

270 Jie—z|=r C — 2 = 2

pues las dos circunferencias constituyen la frontera del abierto D(zg,r)\ D(z, s).

Tenemos asi una representacion integral de f en D(zg,r), cuyo interés es
que nos permite aplicar el teorema 1.23. Si llamamos ¢ : [0,27] — C al arco
@(t) = 2o + ret, el integrando es una funciéon continua g : D(zg,7) x ¢* — C
para la que existe

99 _ [

9z ((—2)%
que es una funcién continua en D(zg, r) X ¢*, luego 1.23 afirma que f es derivable
en D(zg,r) y que su derivada es

1 1)
2mi [¢—z0|=r (C - Z)2
Asi tenemos la formula de Cauchy para n = 1, y el integrando vuelve a cumplir

las hipoétesis del teorema 1.23. Trivialmente se razona por inducciéon que la
férmula vale para todo n. [

f(2) dc.

Ahora es facil generalizar este teorema a funciones de varias variables. Em-
pezamos por la derivabilidad infinita:

Teorema 1.29 Las derivadas parciales de una funcion holomorfa son holomor-
fas. En particular, toda funcion holomorfa es infinitamente derivable.

DEMOSTRACION: Sea 2 C C™ abierto y f: Q@ — C una funcién holomorfa
en (. Sea a € 2y tomemos r > 0 tal que

U= D(ay,r) X -+ x D(an,r) CU C Q.

Para cada z € U, la funciéon que resulta de fijar en f todas las coordenadas
menos z; es holomorfa en D(aj,), luego le podemos aplicar la formula integral
de Cauchy, segin la cual

ﬁi 1 f(Zh...,Cj,...,Zn)

— zj)?

82.7 2m [¢j—aj|=r (CJ
Pero, llamando ¢ a una parametrizaciéon de la circunferencia, el integrando es
una funcion continua U x ¢* — C que tiene derivadas parciales respecto de
21,...,%n continuas en U x ¢, luego el teorema 1.23 nos da que 0f/0z; tiene
derivadas parciales continuas en U.

dg;.
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Esto significa que es de clase C!, luego es diferenciable como funcién de va-
riables reales y la existencia de la derivada respecto de zj, equivale a que 0f/0z;
verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann para las variables x, yx, luego de
hecho las verifica para todas las variables y es, por consiguiente, holomorfa.

| |

Ahora es facil dar una expresion integral para funciones de varias variables:

Teorema 1.30 Sea f : Q@ — C una funcion holomorfa en un abierto de C”,
sea a € Q ysean ri,...,r, > 0 tales que

U = D(ay,r1) X -+ x D(an,m,) CU C Q.
Entonces, para todo z € U y todos los indices j1 + - - -+ j, = m, se cumple que*
afm B
Az .. 9z
jl!"'jn!/ f(Gs -0 Gn)
(27T’L')" \Cl*al\:T1~,~~’|Cn*an\:7’n(gl - Zl)]ﬁ_l T (Cn - Zn)]n—‘rl

DEMOSTRACION: Basta aplicar reiteradamente el caso de una variable. Con-
cretamente, aplicandolo a la funcion 2z — f(z1,..., 2,) obtenemos que

afjl _Ll' f(Cl,Z2a7Zn)

3Z{1 271'1 |C1—a1|=?“1 (Cl — Zl)j1+1

dGy -+ dGy.

dcr.

El teorema 1.23 nos da que

8fj1+j2 ]1' 1 8f(<1,22,...72’n)
Jia.dz 9o Ji+1 J2 dCl'
071" 0z, 270 16y —ay|=r, (G — 21)7 0z
Ahora aplicamos la formula de Cauchy a la funcion z; — f((1,22,...,25), lo
que nos da que
8fj1+j2 o Jl'JQ' f(C17<27Z3a"'azn)
J1 Je )2 j1+1 o1 dCQ dCl
821 822 (27TZ) [C1—a1]|=r1 |C2*az\:r2(gl - Zl) (€2 - 22)

Siguiendo de este modo obtenemos n integrales iteradas, que pueden reunirse
en una misma integral por el teorema de Fubini (aplicado a las partes real e
imaginaria de la integral). "

En particular podemos acotar como sigue las derivadas parciales de una
funcién holomorfa:

Teorema 1.31 (Desigualdades de Cauchy) En las condiciones del teorema
anterior, si llamamos r = (r1,...,7m) y

M(r) = sup{[f(2)| [ ¢ € OD(a1,r1) X --- x OD(an,n)},

4Usamos para las derivadas sucesivas complejas la notacién analoga a del caso real.
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entonces

of jil !
- - < = — M (r).
‘ 82{1 . "8227,” a‘ r{l ’I"%,n ( )

DEMOSTRACION: Si expresamos la integral del teorema anterior como n
integrales iteradas sobre circunferencias y aplicamos el ultimo apartado de 1.21
resulta que

RN M REEN
| < u(%r)"rl-~-r (r) = L M(r).

(271-)71 nrj1+1 coopdntl 7’{1 coapdn

e

J1 J
0zy" - 0zp" .

En particular:

Teorema 1.32 Si f : D(ay,r1) X -+ X D(ap,r) — C es una funcion holo-
morfa acotada por M, entonces
afm

Ozt - Oz

- 7"{1"'7"%{”

‘< jl']n'M
a

(Basta aplicar el teorema anterior a un producto D(ay,r]) X -+ X D(an, 1),
con 0 < 7} < r; y hacer que r} tienda a r;.)

Como consecuencia:

Teorema 1.33 (Liouville) Toda funcion holomorfa y acotada f : C* — C
es constante.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior aplicado a cualquier a € C y
haciendo tender los radios a infinito concluimos que todas las derivadas parciales
de f son nulas, luego f es constante. m

Pasamos ahora a la segunda consecuencia fundamental del hecho de que
las formas diferenciales holomorfas sean cerradas. Para ello consideramos los
grupos de cohomologia de De Rham definidos en [GD 5.39]:

Teorema 1.34 Si Q C C es un abierto tal que H*(Q) =0 y f € H(Q), existe
g € H(Q) tal que ¢’ = f.

DEMOSTRACION: Hemos visto que, viendo a fdz como elemento del pro-
ducto A1(Q) x AY(Q) es

fdz= Ref dx —Im fdy,Im f dz + Re f dy),

y que ambas componentes tienen diferencial exterior nula, luego por definicién
de H' () existen funciones g1, g : @ — R de clase C™ tales que

dgy = Re fdx —Im fdy, dgo =Refdy+Im fdz.
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Equivalentemente,

_ _892
=Imf= e

9] 9] 9]
991 _pop_d92 9
ox oy oy

Esto significa que la funciéon g = g1 + ige : @ — C satisface las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, luego es holomorfa, y ademas

0 0
g’ — ﬂ + ’Lﬂ — f
Ox ox "

El teorema anterior no es trivial gracias al lema de Poincaré [GD 5.44], segun
el cual los abiertos contractibles (por ejemplo, los discos abiertos) cumplen la
hipotesis H(Q2) = 0. Asi pues, resulta que toda funcién holomorfa en un abierto
de C tiene una primitiva en un entorno de cada punto, aunque ya hemos visto
que no la tiene necesariamente en todo su dominio. Combinando esto con la
regla de Barrow compleja obtenemos otro resultado fundamental:

Teorema 1.35 (Teorema de Cauchy) Si Q C C es un abierto no vacio tal
que HY(Q) =0 y f € H(Q), entonces para todo arco cerrado ¢ tal que ¢* C

se cumple que
/ f(z)dz=0.
[

Ya hemos visto que la funciéon 1/z no tiene integral nula sobre la circunfe-
rencia unitaria, lo que muestra que la hipotesis sobre la cohomologia de €2 es
necesaria.

Otra consecuencia de 1.34 es el teorema siguiente, que generaliza a [IC 7.29]:

Teorema 1.36 Sea Q@ C C un abierto tal que H'(Q) = 0y f : Q@ — C
una funcion holomorfa que no se anule en ningin punto. Entonces eriste una
funcion holomorfa g : Q@ — C tal que f(z) = €9%). Cualquier funcién que
cumpla esto cumple ademds que g’ = f'/f. Si Q es conexo, la funcién g estd
determinada salvo suma de una constante 2kmi, con k € 7Z.

DEMOSTRACION: Trabajando separadamente en cada componente conexa
de €2, no perdemos generalidad si suponemos que 2 es conexo.

Como f no se anula, la funcion f'/f es holomorfa en 2, luego por 1.34 existe
una funcion holomorfa g : Q@ — C tal que ¢’ = f'/f. Las reglas de derivacion
nos dan que (fe~9)’ = 0, luego fe ™9 es una constante k € C. Equivalentemente,
para todo z € Q tenemos que f(z) = ked(*). Obviamente k # 0, luego existe
20 € C tal que k = e*, y asi resulta que f(z) = e?(*)*t20. Cambiando g(z)
por g(z) + z tenemos la funcion deseada. Derivando la igualdad f(z) = e9(*)
obtenemos que f'(z) = e9*) g/ (2) = f(2)g'(2), luego ¢’ = f'/f.

Si g1, g2 son logaritmos de f, entonces e (*)=92(2) = 1 para todo z € €,
lo cual implica que g; — g2 s6lo toma valores que son multiplos de 27, pero
la imagen de 2 tiene que ser conexa, luego tiene que ser constante. Asi pues,
existe un k € Z tal que g1(2) = g2(2) + 2kmi. "
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A menudo usaremos la notacion log f para referirnos a una funcion en las
condiciones del teorema anterior, que (si {2 es conexo) esta univocamente deter-
minada por la imagen que toma en un punto cualquiera.

Nota En las condiciones del teorema podemos definir también funciones holo-
morfas /f = e(1/M 18 que tienen la propiedad de que

(VF@)" = 1),

Una funcién f dada tiene exactamente n raices n-simas (sobre un abierto
conexo  tal que H'(Q) = 0), pues si g1 y g2 son dos raices n-simas de f en ,

entonces
(91(2)/92(2))" = 1,

luego ¢1/g2 es una funciéon continua que toma valores en el conjunto de las n

raices n-simas de la unidad complejas, luego tiene que ser constante, de modo

que existe una raiz de la unidad w tal que ¢1(z) = wga(2), para todo z € Q.
n

Veamos una consecuencia. Recordemos la definicion [An 10.16] del orden
o(f,a) de un cero a de una funcion holomorfa f de una variable.

Teorema 1.37 Sea Q@ C C un abierto, sea a € Q y sea f € H(Q) una fun-
cion no constante en un entorno de a. Llamemos m = o(f — f(a),a) > 1.
Entonces existen §,¢ > 0 tales que todo punto z € D(f(a),€), z # f(a) tiene
exactamente m antiimdgenes en D(a,d), mientras que f(a) tiene a a como inica
antiimagen en dicho disco.

DEMOSTRACION: Que f sea no constante en un entorno de a equivale a que
f — f(a) no sea idénticamente nula en un entorno de a, por lo que el orden m
esta bien definido. Supongamos en primer lugar que m = 1, lo cual equivale a
que f'(a) # 0. Por el teorema 1.13 sabemos que existen abiertos U y V en C
tales que a € U y fly : U — V es biyectiva (y f'(z) no se anula en U). El
teorema de la funcién inversa 1.12 nos da que f~! también es holomorfa.

En particular f es un homeomorfismo, luego podemos tomar D(a,d) C Uy
D(f(a),e) C f[D(a,d)] vy asi cada punto z € D(f(a),€) tiene exactamente una
antiimagen en D(a,d), que es lo que afirma el enunciado para m = 1.

Si m > 1, por [An 10.17] tenemos que f(z) — f(a) = (2 — a)™go(z), para
cierta funcién holomorfa tal que go(a) # 0. Por continuidad existe un § > 0 tal
que go no se anula en D(a,d) y por la nota precedente existe g1 € H(D(a,0))
tal que go = ¢7* (y en particular g;(a) # 0), lo que nos permite expresar

f(z) = fa) + ((z = a)g1(2))" = f(a) + h(z)"™,

donde h(z) = (z — a)g1(#) es una funcion holomorfa en D(a,d). Ademas se
cumple que h'(a) = g1(a) # 0.

Por el caso m = 1 ya probado, reduciendo 4, podemos tomar n > 0 de
modo que todo punto de D(0,7) tiene exactamente una antiimagen por h en
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D(a,d). Tomamos ¢ = n™. Asi, si z € D(f(a),e) cumple z # f(a), entonces
w— f(a) € D(0,€) es no nulo, luego las m raices m-simas (distintas) de w — f(a)
estan en D(0,7), y cada una de ellas tiene una antiimagen z € D(a,d), y estas m
antiimagenes son todas las antiimagenes de z por f en D(a,d). También es claro
que la Gnica antiimagen de f(a) en D(a,d) es a. "

Nota En el teorema anterior m es el menor natural m > 1 tal que f™ (a) # 0.
Combinandolo con el teorema de inyectividad local concluimos que si Q2 C C es
abierto y f : 2 — C es holomorfa, entonces f es localmente inyectiva si y sélo
si f’ no se anula en ningtn punto. En particular, si f es inyectiva, satisface el
teorema de la funcion inversa, luego f[Q] es abierto y f es biholomorfa en su
imagen. n

De aqui se sigue a su vez una propiedad notable de las funciones holomorfas
de varias variables:

Teorema 1.38 (Teorema de la aplicacion abierta) SiQ C C" es un abier-
to conexo no vacio, toda funcion holomorfa f : Q@ — C no constante es abierta.

DEMOSTRACION: Sin = 1 el resultado es consecuencia inmediata del teo-
rema anterior, si U C 2 es abierto y z € f[U], existe un a € U tal que
f(a) = z, y aplicando el teorema anterior a f|y obtenemos un e > 0 tal que
D(f(a),e) C flU], luego f[U] es abierto.

En el caso general, dado z € f[U], tomamos a € U con f(a) = z y conside-
ramos un polidisco D = D(a;r1,...,r,) C U. Notemos que f no es constante
en D, o lo seria en €2 por el principio de prolongaciéon analitica. Por lo tanto,
existen dos puntos distintos wy,ws € D con f(wy) # f(ws), luego al menos uno
de los dos es distinto de f(a). Sea, pues w € D tal que f(w) # f(a) y sea

V={teCla+t(w—a)e D},

que, por continuidad, es un abierto en C. Maés ain, como los polidiscos son
convexos, V contiene al intervalo [0,1], de donde se sigue que a y w estan en
la misma componente conexa V, de V. Sea g : Vj — C la funciéon dada
por g(t) = f(a + t(w — a)). Tenemos que g(0) # g(1), luego es una funcion
holomorfa no constante. Por el caso n = 1 ya probado g[Vy] es abierto en C y
z = f(a) = ¢g(0) € g[Vb] C f[D] C f[U], luego f[U] es abierto. n

Nota Observemos que el teorema de la aplicacion abierta analogo al teorema
correspondiente del analisis real es el que afirma que si una aplicaciéon holomorfa
f:Q c C* — C" tiene determinante jacobiano no nulo en todo punto,
entonces es localmente inyectiva por 1.13, luego es abierta por el teorema de la
funcién inversa 1.12. (En principio, tenemos que f transforma en abiertos los
entornos abiertos suficientemente pequenios de cada punto, pero esto equivale
a que sea abierta.) Lo que acabamos de probar es que para n = 1 no es
necesaria ninguna hipotesis sobre el determinante jacobiano, sino tnicamente
que la funcion no sea constante (si el dominio es conexo, pero claramente lo
mismo vale para funciones definidas en dominios arbitrarios con tal de que no
sean constantes en ninguna componente conexa).
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Sin embargo, esto no es cierto para un n arbitrario, es decir, para aplicaciones
f:Q cC* — C". Por ejemplo, la aplicacion f : C?> — C2? dada por
f(z1,22) = (21, 2122) es holomorfa y no es abierta, pues su imagen es el conjunto
{(a,b) € C* | a # 0} U{(0,0)}, que no es abierto.

También es claro que el resultado no es cierto para funciones analiticas reales.
Por ejemplo, la imagen de la funcién f(x,y) = 22 + y? es el cerrado [0, +oc].

n

Ahora generalizamos el teorema de Weierstrass [An 10.8] a funciones de
varias variables:

Teorema 1.39 (Teorema de Weierstrass) Si 2 C C" es un abierto no va-
cto y {fm}55_o es una sucesion en H(Y) que converge casi uniformemente a una
funcion f € C%, entonces f € H(Q), y cada sucesion {0fm/0z;}5_, converge
casi uniformemente a 0f/0z;.

DEMOSTRACION: Segtn [An 10.5] sabemos que f es una funciéon conti-
nua en ), por ser limite casi uniforme de funciones continuas, luego, por 1.25,
para probar que f es holomorfa en un punto ¢ € 2 basta ver que la funciéon
f(z) = f(G,-- 5 G-1,2,Cjt15 -+ -, Ga) es holomorfa en un disco D((j,€) C C.
Ahora bien, es facil ver que las funciones correspondientes ( fm);k convergen casi
uniformemente a f; en dicho disco, luego no perdemos generalidad si suponemos
que n = 1, en cuyo caso podemos basta aplicar [An 10.8].

Tomemos ahora a € 2 y sea R > 0 tal que
D(a1,2R) x -+ x D(an,2R) C Q.
La féormula de Cauchy 1.30 nos da que

(9f 1 f((lva(’ﬂ)
95 _ O 5m) g g,
0z; @Wﬂnﬁém—mnwmlm_aR (G —#)? S

Ofm 1

— / fm((h»(n)
0z; (270)"™ Ji¢, —ay |=2R,.. [ Cr—an|=2R (GG — 25)?

La sucesion dada converge uniformemente en el compacto

K =0D(a1,2R) X -+ x 0D(an,2R),

dy - dGn.

luego, dado € > 0, existe un ng tal que si n > ng, entonces
€

1f(Q) = fm(Q)] < a2

para todos los puntos de K. Por otro lado, para todo punto ( € K y todo
z € D(a1,R) x -+ x D(an, R), se cumple que |(; — z;| > R, luego

_ 2= EAAS VAT AS Y /N
‘ 0z 0z; (2mi)n /C1a1—2R,...,|C”an—2R (G —#)? “ s
1 " € _ €
S G B g =3 <
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Esto prueba que {0, fm }yv—o converge uniformemente a J., f en el abierto
D(a1, R) x -+ x D(ap,R). Como todo compacto en 2 puede cubrirse por un
numero finito de estos abiertos, concluimos que la sucesion de derivadas converge
casi uniformemente en Q. n

El teorema siguiente caracteriza los subespacios compactos de H(2) cuando
consideramos en éste la topologia de la convergencia casi uniforme:

Teorema 1.40 (Teorema de Montel) Sea Q C C" un abierto no vacio. Un
conjunto A C H(SY) es relativamente compacto (es decir, tiene clausura com-
pacta) si y solo si estd uniformemente acotado en todo subconjunto compacto
de Q.

DEMOSTRACION: La acotaciéon uniforme significa que para todo K C )
compacto existe un M > 0 tal que toda f € A cumple que f|x estd acotada
por M (es decir, que |f(z)| < M para todo z € K).

Bajo esta hipotesis basta probar que toda sucesion {f,,,}5°_, en A tiene
una subsucesién convergente en H(Q2) . En tal caso, lo mismo vale para A,
pues si {gm }5°_, es una sucesién en A, podemos tomar f,, € A de manera que
d(fm,gm) < 1/(m+1). Entonces existe f = lgln fm € A, y es claro entonces que

también lim g,,, = f, luego A es compacto.
m

Para cada a € Q2 tomamos un polidisco D = D(a;2R,...,2R) cuya clausura
esté contenida en Q y consideramos K = D(a; R, ..., R). Vamos a probar que
{fm|Kx}S5_, tiene una subsucesion uniformemente convergente. Por el teorema
de Ascoli-Arzela [An 3.61] basta probar que la sucesion es equicontinua.

La clave esta en que la sucesion esta acotada uniformemente en la clausura
de D, y esto implica que todas las derivadas 0f,,/0z; estan acotadas unifor-
memente en K. En efecto, para cada z € K tenemos que D(z; R,...,R) C D,
luego el teorema 1.32 nos da una misma cota para todas las derivadas respecto
de una variable z;, y tomamos la maxima de las n cotas. De aqui obtenemos
claramente cotas uniformes para las derivadas de las funciones Re f,,,, Im f,,.

Ahora, si z,w € K, consideramos la funcion g, (t) = Re f,((1 — t)z + tw),
para t € [0,1], a la que podemos aplicar el teorema del valor medio, segin el
cual

Re fin(w) — Re fin(2) = Vi (2)(w — 2),

para cierto x en el segmento que une z y w (notemos que los polidiscos son con-
vexos). Como las derivadas estan uniformemente acotadas, de aqui obtenemos
un M; > 0 tal que

|Re fm(w) = Re fin(2)] < Mi|w — 2|.

Igualmente obtenemos un My que cumple lo mismo con las partes imaginarias,
y a partir de ambos obtenemos un M > 0 tal que

[fm(w) = fm(2)] < M|w — 2|.

Esto implica la equicontinuidad de la sucesion {fn,}>°_.
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Si K C  es un subconjunto compacto arbitrario, podemos cubrirlo por un
nimero finito de clausuras de polidiscos K7, ..., K; en las condiciones preceden-
tes, luego, tomando una subsucesion { f,,, }m, convergente en K1, y de ésta una
subsucesion {f, }m, convergente en Ko, y asi sucesivamente, llegamos a una
subsucesion que converge uniformemente en cada K; luego en K.

Finalmente, consideramos la sucesiéon de compactos compactos
Kp={z€eQ||z| <m, d(z,00) >1/m+1} C Q,

que claramente es creciente y tiene la propiedad de que todo subconjunto com-
pacto de 2 esta contenido en uno de ellos. Sea { f, , }72, una subsucesion de la
sucesion dada que converja uniformemente en K; a una funcién f! € C(K;,C),
a su vez, sea { fm, , }12, una subsucesion de ésta que converja uniformemente
en K, a una funcion f2 € C(K,,C), que necesariamente extiende a f!, y asf
sucesivamente. Entonces, la sucesion {fy,, ,} es una subsucesion de todas las
anteriores, luego converge uniformemente en todo K, a f™, y, por consiguiente,
converge casi uniformemente en  a una funcion f, que estara en H(2) por el
teorema anterior.

El reciproco es facil de probar: si A es relativamente compacto y K C 2
es compacto, los abiertos basicos {V (0, K, m)}>°_; para la topologia de la con-
vergencia uniforme (definicion [An 10.3]) cubren H(£2), luego podemos tomar
un subcubrimiento finito que cubra a A. El méaximo m que aparezca en el
subcubrimiento es una cota uniforme de A en K. m

Relacién con las funciones harmoénicas En [An 5.49] definimos las fun-
ciones harmoénicas como las funciones de clase C? con laplaciano nulo, y en la
seccion [An 8.5] probamos que las funciones harmonicas satisfacen varias pro-
piedades, algunas de ellas similares a las de las funciones holomorfas. Ahora
que sabemos que las funciones holomorfas son de clase C* (en particular, de
clase C?) es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 1.41 Si Q C C™ es abierto y f: Q2 — C es una funcion holomorfa
en 1, entonces Re f,Im f : Q@ — R son funciones harmdnicas.

DEMOSTRACION: Lo probamos en primer lugar para n = 1. Dado z € €,
tomamos un disco D(z,r) C 2, donde, en virtud del teorema 1.34 tenemos que
existe una funcién g holomorfa en el disco tal que f = ¢’. Las ecuaciones de
Cauchy-Riemann nos dan que

OReg Olmg _0Img  OReg

= I
Ref Ox oy ’ m f Ox oy ’
de donde 9?Reg *Reg ORef Olmf
eg eg e m

©9 Ox2 * Oy? Ox Oy ’

0%?Img 0?°Img OImf ORef
A I == = =
g Ox2 + Oy? Ox + Oy 0,

luego Re g,Im g son funciones harménicas (en D(z,7), luego en todo ) y por
[An 8.22] también lo son Re f,Im f.
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En el caso general, las funciones que resultan de fijar en f todas las variables
menos una son holomorfas, luego harmonicas, luego

82Ref+82Ref _

0?Im f n PImf
ox? dy3 N

dx3 Y3

0,

0,

luego sumando para todo j resulta que ARe f = AIm f = 0. "

Por ejemplo, ahora es inmediato que la version del teorema de Liouville
para funciones holomorfas se deduce de la version [An 8.25] para funciones
harmonicas.

Los resultados basicos del calculo diferencial complejo pueden generalizarse
al contexto de la geometria diferencial, al igual que sucede con el célculo dife-
rencial real. En esta linea, el lector puede abordar ya, si lo desea, la seccion A.1
del apéndice A, aunque tal vez prefiera esperar a haber asimilado el capitulo
siguiente, pues entonces estara en condiciones de leer algunas secciones mas del
apéndice.



Capitulo 11

Desarrollos en serie

En [IC 7.21] probamos que toda funcién holomorfa (de una variable) puede
expresarse como suma de una serie de potencias en un entorno de cada punto
en el que esta definida. En muchos casos estos desarrollos convergen en todo el
plano complejo, lo que permite tomar tales desarrollos como definiciones de las
funciones elementales, como hicimos en [ITAn]:

(]2
—~I| 7
| |
I |~
— | —
- 3
W
(V]
3

ezziﬁ senz:io:ﬂz%l+1 cosz =
= nl’ — (2n+1)! ’

n=0

En otras ocasiones la convergencia se reduce a un disco cerrado, como en el
caso del logaritmo o de la formula binomial:

= (1 = (a
1 1 — n 1 «@ — n
og(l+ 2) ; - 2", (1+2) ,;) ; P

convergentes para |z| < 1, donde (véase [IC 1.23])

(a) ala—1)--(a—n-+1)

= ’ , aeC, n=0,1,2,...
n n!

En este capitulo generalizaremos este hecho al caso de funciones holomorfas
de varias variables y veremos, de hecho, que las funciones holomorfas se carac-
terizan precisamente como las funciones desarrollables en serie de potencias en
un entorno de cada punto de su dominio.

2.1 Series de potencias

Multi-indices Para tratar con series de potencias de varias variables conviene
introducir algunos convenios que agilicen la notacién:

e Un multi-indice o de dimensién n es un elemento de N", es decir, una
n-tupla de ntimeros naturales o = (aq, ..., ).

41
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El orden de un multi-indice « es |o| = a1 + - + a,.

El factorial de un multi-indice « se define como a! = aq!---a,!.

Si € R™, convenimos en que z% = z{*

oo pQn
Tp".

Usamos los multi-indices para representar las derivadas parciales de una
funcién f:

olel f

Dof = =—5—"—+.
¢ Ox{ -+ Oz

Anillos de series formales de potencias En [TAl 5.52| introdujimos los
anillos de series formales de potencias en una indeterminada. Para estudiar las
funciones definidas mediante series de potencias de varias variables es conve-
niente considerar series formales de potencias en varias indeterminadas:

Si A es un dominio integro, y A[X7, ..., X,] es el anillo de polinomios con n
indeterminadas y coeficientes en A, para cada multi-indice « de longitud n
representaremos

X« :Xfcl _._Xzén7
que es un monomio puro (es decir, con coeficiente 1) de grado |«|. Claramente,

se cumple que X*X# = X8 donde la suma de multi-indices se define com-
ponente a componente.

Todo polinomio F' € A[Xjy,...,X,] se expresa de forma tnica como
F=>%a,X*,
«

donde « recorre todos los multi-indices de longitud n y los coeficientes a,, € A
son todos nulos salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos. Si

G =Y b X

es otro polinomio, la suma y el producto se expresan en la forma

F+G=>(an+bs)X", FG=Y( Y aabg)X".
et v atB=vy
Definiciéon 2.1 Si A es un dominio integro, llamaremos anillo de las series
formales de potencias con n indeterminadas Xi,..., X, sobre A al conjunto
A[[X4,...,X,]] formado por todas las aplicaciones a : N* — A. En la practica,

expresaremos a en la forma Y a,X® o, mas explicitamente,
«@

00
a «
2 a0 X X0,

Q1,0 =1

pero hay que entender que este sumatorio es meramente formal, es decir, que,
en principio, no hay realmente ninguna suma infinita, sino que una serie formal
de potencias no es mas que una asignaciéon de un elemento a, € A a cada
multi-indice a.
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Es facil ver que A[[X1, ..., X,]] adquiere estructura de anillo conmutativo y
unitario con las operaciones dadas por

D aa X+ > 00X =D (aq +ba) X,

[e%

(S 0aX)(ThX*) = £ 3 anbs) X"
a B Y atB=y

Ademés, si identificamos cada polinomio de F € A[X;,...,X,] con la serie
formal determinada por los coeficientes de sus monomios, es inmediato que

A[Xy,...,X,] es un subanillo de A[[X;,...,X,]].

Una forma es, o bien el polinomio nulo, o bien un polinomio no nulo cuyos
monomios tienen todos grado m, y en tal caso se dice que es una forma de
grado m.

Si F e Al[X1,...,X,]] y m €N, definimos

F7n: Z aaXaeA[le"'aXn]a

la]=m

de modo que F,, es una forma de grado m o la forma nula, y F' estd completa-
mente determinado por las formas F,,. Reciprocamente, toda sucesion {F, }>°_
donde F,, € A[Xq,...,X,] es una forma de grado m o la forma nula determina
una unica serie formal de potencias cuyas formas asociadas son las de la sucesion,
y que podemos representar por

F=>%F,,

m

donde, nuevamente, la suma es, en principio, una mera notacion. Ahora, bien,
con esta notacién se cumple:

F+G=>Y(F+Gn), FG=Y( Y FunGm,),
m k mi+meo=k

donde ahora las operaciones entre formas son las del anillo A[X;,...,X,].

En particular, si F' y G son dos series formales de potencias no nulas, la
forma no nula de menor grado de F'G es el producto de las formas no nulas de

menor grado de F' y de G, lo que implica que A[[Xq,...,X,]] es un dominio
integro.

Mas atn, es claro que podemos identificar a A[[X7, ..., X;,,—1]] con un subani-
llo de A[[X1,...,Xy]], y es facil definir un isomorfismo natural

AllXy, . Xa]l = Al[Xy, - X ][ X]]-

Finalmente determinamos las unidades de los anillos de series formales de
potencias:

Teorema 2.2 Una serie formal de potencias F € A[[Xy,...,X,]] es una uni-
dad si y sdlo si su término independiente Fy es una unidad en A.
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DEMOSTRACION: Si F' es una unidad existe una serie G tal que F'G = 1.
De aqui se sigue que FyGg = 1, luego Fj es una unidad en A. Reciprocamente,
si Fy es una unidad podemos definir recursivamente formas Gy, G1, ... de modo
que

FoGO = 1, F1G0 + F()G1 = 07 F2G0 + F1G1 + F()GQ = 0, -

Es claro que cada G,, es una forma de grado m o la forma nula y que la
serie G determinada por estas formas cumple FG = 1. L]

Convergencia de series de potencias En lo sucesivo K representara in-
distintamente al cuerpo R de los ntumeros reales o al cuerpo C de los niimeros
complejos.

Definicién 2.3 Diremos que una serie formal de potencias

F=3a.X"€cK[[X1,...,X,]]

converge absolutamente en un punto x € K" si la serie
> aax”
«

es absolutamente convergente en el sentido definido tras [An 2.87], es decir, si
es absolutamente convergente con cualquier enumeraciéon de sus términos.

El dominio de convergencia de F es la union 2 C K™ de todos los entornos
abiertos de 0 donde la serie converge absolutamente. Entonces F' define una
funcion F : Q@ — K dada por

F(x) = ZO; anx®.

Notemos que esta serie siempre converge para x = 0, pero si sélo converge
en este caso, entonces, por definicion, () = &, pues no hay ningin entorno de 0
donde la serie converja.

En el caso de series de una variable, el teorema [An 3.59] muestra que su
dominio de convergencia en el sentido que acabamos de introducir coincide con
su disco de convergencia definido alli, que es una bola abierta de centro 0 o
bien todo K. La forma geométrica del dominio de convergencia de una serie de
potencias de varias variables es en general mas complicada.

o0
Ejemplo El dominio de convergencia de la serie > xfz5 es
k=0

Q= {(z,y) € R* | [ay| < 1}.

En efecto, basta tener en cuenta que el dominio de convergencia de la serie

o0
geométrica > z¥ es |—1,1].
k=0
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Observemos que se trata de la regiéon limitada por las cuatro ramas de las
dos hipérbolas xy = %1, que es un subconjunto no acotado de R2, pero no es
todo R2. m

Para estudiar el dominio de convergencia de una serie de potencias conviene
introducir el concepto de polidisco:

Definicion 2.4 Si z € K" y r es una n-tupla de ntmeros reales positivos,
definimos el polidisco de centro x y polirradio r como

D(z,r) = D(x;r1,...,m0) = By (x1) X -+ X By ().

Teorema 2.5 Sea F € K[[X1,...,X,]] una serie formal de potencias cuyo
dominio de convergencia €2 sea no vacio. Entonces:

1. Q es conexo, y sia € ), entonces existe unr € R™ tal que a € D(0,r) C .

2. F converge casi uniformemente a una funcion f: Q — K.

DEMOSTRACION: Sea F' = Y a,X“. Como {2 es abierto, si a € Q es claro
(0%
que existe un b € 2 tal que |a;| < |bj| =r; para j=1,...,n.

‘an

Por definicion de dominio de convergencia, la serie Y |aq||z1|* -+ |2y

(o7
es convergente, para todo x en un entorno de b. Mas aiin, por el criterio de
mayoracion de Weierstrass, la serie converge absoluta y uniformemente en el
polidisco D(0; |b1],. .., |bn|), luego éste esta contenido en §2.

Esto implica que € es conexo, pues puede expresarse como unién de polidis-
cos de centro 0 (obviamente conexos), luego todos los puntos de  estén en la
componente conexa del 0.

Si K C 2 es compacto, podemos cubrirlo con un ntimero finito de polidiscos
sobre los que F' converge uniformemente, lo cual implica que también converge
uniformemente en K. Por consiguiente, F' converge casi uniformemente en Q.

n

Al combinar el teorema anterior para K = C con el teorema de Weier-
strass obtenemos que las series de potencias con coeficientes complejos definen
funciones holomorfas y que pueden derivarse término a término, es decir, que

of .
— ai a;—1 el
= E QjaaZy " " 2 ez
3zj

«

donde hay que entender que la suma recorre sélo los multi-indices con o # 0,
pues los términos con «; = 0 tienen derivada nula. En particular, el teorema
de Weierstrass asegura que esta serie converge en ). Repitiendo el argumento
obtenemos el resultado general siguiente sobre derivacion de series de potencias:
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Teorema 2.6 Si f(z) = Y. anz% es la funcion definida por una serie formal
[e3

de potencias de C[[Zy,...,Z,]] en su dominio de convergencia ), entonces [ es
holomorfa en Q y, para todo z € 0, se cumple que

al o
Dﬁf(z)zé(a_ﬁ)!aaz /37

donde la suma recorre ahora los multi-indices o tales que a; > B; para todo
indice j. Esto implica en particular la convergencia en ) de la serie que define
la derivada. Ademds, necesariamente

D, f(0)

Qo= ——F—-
a!

(La altima afirmaciéon del teorema se sigue inmediatamente de evaluar en
z = 0 la expresion para la derivada, lo que nos da que DgF'(0) = Slag.)

Ahora observamos que toda serie formal F' € R[[Xy,...,X,]] puede con-
siderarse también como serie formal en C[[X7,..., X,]], vy su dominio de con-
vergencia como serie real esta contenido en su dominio de convergencia como
serie compleja (pues si converge absolutamente en un entorno de un punto a,
entonces converge absolutamente en un polidisco en C™ que contiene a a). Ade-
mas, las derivadas parciales de la suma f calculadas sobre puntos de R™ son
—por definicién— las mismas en el sentido real que en el sentido complejo, luego
podemos aplicar el teorema anterior para concluir:

Teorema 2.7 Si f(x) = > asx® es la funcion definida por una serie formal
«

de potencias de R[X1,...,X,] en su dominio de convergencia ), entonces f es
de clase C*° en Q y, para todo x € ), se cumple que

|
Dsf(a) =Y ——waaa® ™,
= a=p)!

donde la suma recorre ahora los multi-indices o tales que a; > B; para todo
indice j. Esto implica en particular la convergencia en Q) de la serie que define
la derivada. Ademds, necesariamente

D, f(0)

Qo= ——7F—.
al

2.2 Series de Taylor
Por comodidad, hasta aqui hemos considerado tinicamente series de poten-
cias centradas en 0, pero si F = )" a2 € K[[X1,...,X,]] es una serie formal

«
convergente en un dominio 2 # &, donde define una funcién f, podemos con-
siderar el abierto 2, = {& € K" | x —a € Q}, y asi F define la funcion
fa : Q¢ — K dada por f,(z) = f(x — a), que es también la suma de la serie

falz) = %:aa(x —a)®,
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donde la convergencia se entiende en el mismo sentido que cuando a = 0, es
decir, como la convergencia absoluta de la serie que resulta de fijar cualquier
enumeracion de los multi-indices. (Y es inmediato comprobar que la convergen-
cia es casi-uniforme en ,.)

Definicion 2.8 Si 2 C K" es un abierto, f : @ — K es una funcién de
clase C*° (o bien holomorfa si K = C) y a € 2, definimos su serie de Taylor
alrededor de a como la serie funcional

Z D();f'(a) ($ - a)a’

donde las derivadas hay que entenderlas en sentido real o complejo segtin si K
esRoC.

Los dos ultimos teoremas de la seccion precedente afirman que si

F=>a,X*eK[Xy,...,Xn]

es una serie de potencias con dominio de convergencia no vacio {2, la serie de
Taylor en 0 de la funcién f : 2 — K dada por

f(x) = Eaaxa

es la propia serie que define a f. Mas en general, para cualquier a € K", la serie
de Taylor de la funcion f, : Q, — K dada por

fa(#) = X ta(z = a)",

es la propia serie que la define, pues, por la regla de la cadena,

~ Daf(0) _ Dafala)
o = al al

Un poco méas en general, si @ C R” es un abierto, f : £ — R es una
funcion de clase C* y a € €, para cada natural m podemos definir el polinomio
de Taylor de grado k de f alrededor del punto a como

P = Y Pl e,

|| <k

Es facil ver que Py f(x) es el tnico polinomio de grado < k cuyas derivadas
parciales en a hasta grado k coinciden con las de f. Esta definicion generaliza
a la dada en [An 5.6] para funciones de una variable.

El teorema de Taylor [An 5.10] proporciona una expresion para la diferencia
entre una funcién y sus polinomios de Taylor. Es facil generalizarlo a funciones
de varias variables, aunque aqui vamos a probar la generalizacién correspon-
diente al resto integral considerado en [An 5.12]:
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Teorema 2.9 (Teorema de Taylor) Sea Q@ C R™ un abierto convexo, sea
f:Q — R una funcion de clase C*t1* y a € Q. Entonces, para cada
r € Q se cumple que

f@)=Pef(@)+ Y Ralz)(z—a),

|a| k+1

donde

lel

Bate) = 2 [ 0D fa 1 ) e

ol Jo
es una funcion de clase C' en Q (entendiendo que la clase C° es la clase de las

funciones continuas).

DEMOSTRACION: Fijado x € €, consideramos la funcién dada por

9(t) = fla+t(x —a)),

que por la convexidad de 2 esta definida en un intervalo abierto que contiene
a [0,1] y es de clase C¥*1+!. Por el teorema de Taylor para funciones de una
variable tenemos que

k ’I“ tk+1

Z tr +— (1 — 5)FgF Y (st) ds.
- 0

La regla de la cadena nos da que

=3 <a1 M an) Dof(a+t(z —a))(z — a)™.

|a|=r

Teniendo en cuenta que

para t = 1 queda que
1
9(z) = Puf(a) */ (1—s)F kil Dof(a+s(x —a))(z —a)*ds
0 lo)=k+1 ol

Py f(a) + |/ s\ Do fla+ s(x —a))ds (z — a)*.

|a\ k+1

Las funciones R, (z) son de clase C! en virtud del teorema [An 5.27]. =

El teorema de Taylor permite probar que, bajo hipotesis adecuadas sobre
acotacion de las derivadas, los polinomios de Taylor proporcionan aproximacio-
nes cada vez mejores que una funciéon alrededor del punto en el que se realiza el
desarrollo. Sin embargo, no todas las funciones de clase C*° pueden expresarse
como suma de sus series de Taylor.
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Ejemplo La funcion

nay = f o sie>0
0 six <0,

es de clase C* en R y todas sus derivadas son nulas en 0 (véase el ejemplo tras
[An 5.12]), luego su serie de Taylor en 0 converge a la funciéon nula y no a h.
Otro ejemplo menos trivial es la funcion g(z) = e® + h(z), que es de clase C™
y sus derivadas en 0 son las de e, luego su serie de Taylor converge en todo R,
pero no a g(x), sino a e*. "

Definicion 2.10 Si 2 C K” es un abierto, f :  — K es una funcién de
clase C*° (o bien holomorfa si K = C), diremos que f es analitica en un punto
a € () si su serie de Taylor alrededor de a converge a f en un entorno de a. Se
dice que f es analitica en € si lo es en todos los puntos de Q.

Acabamos de senalar que existen funciones de clase C°° que no son analiti-
cas. Sin embargo, ahora vamos a probar que esto no sucede con las funciones
holomorfas. Para ello conviene dar una definicién adicional:

Un dominio de Reinhardt es un abierto conexo 2 C C™ tal que si z € Q y
w € C" cumple que |w;| = |z;| para todo j, entonces w € Q. Se dice que Q es
completo si ademés, para todo z € €, se cumple que D(0; |z1],. .., |za]) C Q.

Claramente los polidiscos son dominios de Reinhardt completos. El teo-
rema 2.5 prueba que los dominios de convergencia de las series de potencias son
dominios de Reinhardt completos.

Ejercicio: Probar que los dominios de Reinhardt en C son los discos D(0,r), los
anillos A(0,r,R) = {z € C | r < |z| < R} y el propio C, de los cuales son completos
los discos y C.

Teorema 2.11 Sea Q C C™ un dominio de Reinhardt completo, sea a € C" y
sea Qg ={2€C|z—aecQ}. Sif esuna funcion holomorfa en §,, entonces,
para todo z € ), se cumple que

fo) =3 Pl e,

y la serie converge casi uniformemente en .

DEMOSTRACION: Llamamos g : @ — C a la funcién holomorfa dada por
g9(z) = f(z + a). Claramente D,g(0) = D, f(a), y que f admita el desarrollo
del enunciado equivale a que g admita el desarrollo

g(Z) _ Z Dag(o) Za.

a!

«

Equivalentemente, no perdemos generalidad si suponemos que a = 0.
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Dado z € 2, como es abierto, podemos tomar w € € tal que |z;| < |wj|,
para todo indice j y, tomando |z;| < r; < |w;|, tenemos que

z € D(0,7) C D(0,7) C D(0; Jwy], ..., |w,|) C Q.

Basta probar que la serie de Taylor de f alrededor de 0 converge en el
polidisco D = D(0,r). Por la formula de Cauchy 1.30 sabemos que, para todo

ze D, o
o £
10 = G | G

Ahora usamos la convergencia (absoluta) de la serie geométrica:

dGy - - - dGp.

[ele] Qcj
: Z Zj]
= 11
P — Zj oyt
G =% a,=0 G

para |z;| < |(j| = r;. Por [An 2.89] tenemos que

[e3

1 z
(Cl_zl)"'(CH_zn) _Z<f1+1"'cgn+17

«

para todo ¢ € 9*D y todo z € D. Por lo tanto
_ 1 f(Q) =z~
J(z) = (27i)" /*D ; cortl L comtl dGy -+ dGp.

Ahora bien, si M es una cota de f en 0*D, tenemos que

f(¢) =~ M|z|*
ai+1 anp+1| — a1+l an+1
1 DY n ”"1 .. .’r‘n

rth et (=) (= zal)

[

luego el teorema de mayoracion de Weierstrass nos da que la serie

palS1 n

converge uniformemente en 0*D. Por 1.18 podemos intercambiar la suma con
la integral:

M . = M déi - - - d
/*D ; Cortl L cantT d¢i - --dgy 2/6*13 CoFL ot G1 Cn.
En definitiva:

1 1©) AW
10 = G X ([, gt g 660 ) =

[e3%

Por las formulas de Cauchy esto es equivalente a la féormula del enunciado.
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El teorema 2.6 implica que el tinico desarrollo en serie que admite una funciéon
holomorfa es el que estamos considerando. m

Como consecuencia tenemos otra caracterizacion de las funciones holomorfas:

Teorema 2.12 Si Q) C C" es un abierto no vacio, las funciones analiticas en )
coinciden con las funciones holomorfas en 2.

DEMOSTRACION: Si f : © — C es holomorfa en 2, para cada a €
podemos tomar un polidisco D(a,r) C €, con lo que el teorema anterior aplicado
a D(0,7) (que es un dominio de Reinhardt completo) nos da que la serie de
Taylor de f alrededor de a converge a f en D(a,r), luego f es analitica en a.

Reciprocamente, si f es analitica en 2 y a € €1, tenemos que f coincide con
su serie de Taylor en un entorno de a, y ésta define una funcion holomorfa en
su dominio de convergencia, luego f es holomorfa en a. m

Ahora probamos una relacién fundamental entre las funciones analiticas
reales y las complejas:

Teorema 2.13 Si Q C R"™ es abierto y f : Q — R, entonces f es analitica en
a € §) si y solo si existe un abierto Q* C C™ tal que a € Qp = V*NR* C Q y
existe una funcion holomorfa f* : Q* — C tal que f*|q, = fla,- En tal caso
la serie de Taylor de f alrededor de a es la misma que la de f*.

DEMOSTRACION: Si f es analitica en a, su serie de Taylor alrededor de a
converge a f en un entorno de a. Pero podemos ver a dicha serie con coeficientes
reales como una serie de potencias con coeficientes complejos, y su dominio de
convergencia como tal, digamos 21, contiene al dominio de convergencia real.
Si Q9 es un abierto en C" tal que Q25 NR™ = Q, entonces Q* = Q7 N Qs cumple
que Qp = Q*NR"™ C Q y la serie de Taylor de f define una funcién holomorfa
en * que extiende a f.

Reciprocamente, si f* : Q* — C es una funcion holomorfa que extiende
a f, entonces sus derivadas parciales en a en sentido complejo coinciden con sus
derivadas parciales en a en sentido real (lo que en particular implica que existen
y que f es de clase C*™° en a), por lo que la serie de Taylor de f* alrededor de a
es también la serie de Taylor de f alrededor de a y en particular converge a f
en g, luego f es analitica en a. [

El teorema anterior deducir muchas propiedades de las funciones analiticas
reales a partir de las propiedades analogas de las funciones analiticas complejas.
Por ejemplo:

Teorema 2.14 Sea F = Y a, X* € K[[X1,...,X,]] una serie formal de po-
tencias con dominio de conaléjergencia O # @, sea a € K", sea

Qo ={zeK"|z—-—acQ}
y sea fq : Qo — K la funcion dada por

fa(z) = %:aa(x —a)“.

Entonces f, es analitica en .
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DEMOSTRACION: En el caso complejo el teorema es trivial, pues las series
de potencias definen funciones holomorfas, luego analiticas. Sin embargo, en el
caso real la definicién de funcién analitica solo nos garantiza que f, es analitica
en a, pero por el teorema anterior es de hecho analitica en todos los puntos
de €,, ya que la serie de Taylor define una funcién holomorfa en un abierto Q*
que contiene a €2, la cual extiende trivialmente a f,. L]

Definicién 2.15 Si 2 C K" es un abierto no vacio, llamaremos A(€2) al con-
junto de las funciones analiticas en €2 (de manera que si K = C entonces

A(Q) = H(Q)).

Teorema 2.16 Si ) C K™ es un abierto no vacio, entonces A(Y) es un dlgebra
con la suma y el producto definidos puntualmente. Ademds, si f € A(2) no se
anula en ninguin punto, entonces 1/f € A(Q).

DEMOSTRACION: En el caso K = C el teorema se sigue de las propiedades
holomorfas. En el caso real, si f, g € A(), para cada a € ) existen extensiones
holomorfas f* y g* de f y g a un entorno de a, con lo que f* + g* y f*g* son
extensiones holomorfas de f + g v fg a dicho entorno, luego f + ¢ y fg son
analiticas en a.

Si f no se anula en ningin punto de €2, para cada a € () tenemos que f*
no se anula en a, luego por continuidad tampoco en un entorno, luego 1/f* es
holomorfa en un entorno de a y extiende a 1/ f, luego 1/f es analitica en a.

Nota Es importante destacar una diferencia entre la convergencia de las series
de Taylor de las funciones analiticas reales y complejas. En el caso complejo, el
teorema 2.11 afirma que la serie de Taylor de una funcién analitica compleja al-
rededor de un punto converge en la mayor regiéon contenida en su dominio donde
puede converger (es decir, que sea un trasladado de un dominio de Reinhardt
completo). Por ejemplo, en el caso de una variable afirma que la serie de Taylor
de una funcién analitica en un abierto 2 C C alrededor de un punto a € €
converge en la mayor bola abierta de centro a contenida en £ (o en todo C si
es que Q = C).

Cabria pensar si lo mismo es cierto para funciones analiticas reales, es decir,
si, por ejemplo, en el caso de funciones de una variable, la serie de Taylor
alrededor de a de una funcién analitica en un intervalo Ja — r,a + 7| converge
en dicho intervalo. Sin embargo, la respuesta es negativa, como se sigue de
considerar, por ejemplo, la funcion f: R — R dada por

(@) = —

22+ 1
El teorema 2.13 implica que f es analitica en R, ya que se extiende a la
funciéon holomorfa definida por la misma féormula. Si se cumpliera el analogo
a 2.11, su serie de Taylor alrededor de 0 convergeria en R, pero no es asi. La
formula para la serie geométrica de razén ix nos da inmediatamente que el
desarrollo es

fa)= > (~)man,



2.2. Series de Taylor 53

pero s6lo converge en el intervalo |—1,1[ (o en el disco D(0,1) C C). La “expli-
caciéon” estriba en que la extension

1 1
241 (z—14)(z+1)

s6lo es holomorfa en C\ {%i}, por lo que el teorema 2.11 sblo garantiza la
convergencia en D(0,1) y claramente es imposible que converja en un disco
abierto mayor, luego la serie real no puede converger en un intervalo abierto
mayor que |—1,1][.

Asi pues, el dominio de convergencia de una funcién analitica real no estéa
determinado por su dominio, sino por el dominio de sus posibles extensiones
holomorfas. u

Espacios de gérmenes Lo que vamos a probar en este apartado es, en esen-
cia, que la aplicacién que a cada serie formal de potencias convergente le asigna
la funcion analitica que define es un isomorfismo de élgebras, pero para formular
este resultado con precision hay que tener en cuenta que series distintas pue-
den tener dominios de convergencia distintos, lo que nos obliga a introducir los
gérmenes de funciones analiticas:

Definiciéon 2.17 Si a € K", llamaremos A, (K™) al conjunto de todas las fun-
ciones analiticas definidas en un entorno abierto de a. En este conjunto podemos
establecer la relacion de equivalencia que relaciona dos funciones si coinciden
en un entorno de a. Llamamos G,(K") al conjunto cociente, cuyos elementos
reciben el nombre de gérmenes de funciones analiticas alrededor de a. Es claro
que G, (K™) tiene estructura de algebra con las operaciones dadas por

1+l =[f+g.  [fllg] =[fg]-
Teorema 2.18 El conjunto K{X1,...,X,} de las series formales de potencias
que convergen en un entorno de 0 es un subanillo de K[[X1,...,X,]] y, para

todo a € K™, la aplicacion
K{X1,...,Xn} — Ga(K")

que a cada serie formal F = Y ao,X® le hace corresponder el germen de la
«

F.(z) = gaa(sc —a)®

funcion

es un isomorfismo de dlgebras. Las unidades de K{X1,...,X,} son las series
formales con término independiente no nulo.

DEMOSTRACION: Si F' € K{Xy,...,X,}, tenemos que su dominio de con-
vergencia {2 no es vacio, lo que equivale a que tampoco lo sea su dominio de
convergencia alrededor de a, es decir, 2, = {x € K" | x — a € Q}. Por lo tanto
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la funcion F, define un germen de funciones analiticas. Ademas los coeficientes
de F son los de la serie de Taylor de F, alrededor de a, lo que prueba que la
aplicacion del enunciado es inyectiva (notemos que todas las funciones de un
mismo germen tienen la misma serie de Taylor en a). El hecho de que toda
funcién analitica en un entorno de a admita un desarrollo en serie de Taylor
alrededor de a implica que también es suprayectiva.

Sean ahora F,G € K{X1,...,X,}, digamos
F=>a,X", G=> b, X

Entonces, para todo z € QF N QY tenemos que

Fa(x) + Ga(m) = Z(aa + ba)(x - a)av

lo cual significa que F, + G, = (F + G),, luego [F,] + [Ga] = [(F + G)a).
La comprobacion para el producto es ligeramente mas delicada, por la defi-
nicién que hemos dado de producto de series formales de potencias. Tenemos

que
FG=3( > aabg)X?,

Y a+B=vy
luego hay que probar que la serie
202 aabs)(z—a)
v at+B=y
converge (absolutamente) a F,(2)G4(x). Por [An 2.88] basta ver que la serie

S abs(e - a)™+?

a,B

converge (absolutamente) a Fy(2)G,(z). Ahora bien, si fijamos una enumera-
cion de los multi-indices, las series

o0 o0
> o, (x—a)®, 3 ba, (z—a)
n=0 n=0
convergen respectivamente a Fy,(z) y G,(z), luego por [An 2.86] tenemos que

o0

n
Z Z Aoy, ban,k(a? — a)ak"'_anfk
n=0 k=0

converge absolutamente a Fy(z)G,(z). Por otra parte, aplicando [An 2.86] a
las series

o0 o0
> laa, [|lz —al®, > |ba, ||z —al®,
n=0 n=0

tenemos la convergencia de
O n
E |a0¢k|‘ban,k||l‘— a|o‘k""ln4c7
n—=0 k=0

lo que nos permite aplicar [An 2.88| para concluir que > anbs(r — a)*+? tam-
bién converge a F,(x)G,(z). .8
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Ast pues, FyGy = (FG)q y [F[Ga] = [(FG)].

Por dltimo, las unidades de K{ X}, ..., X,,} se corresponden con las unidades
de G,(K"™), que claramente son los gérmenes de las funciones que no se anulan
en a, luego sus series de Taylor son las series con término independiente no nulo.

n

2.3 Prolongaciéon analitica

Mientras las funciones de clase C*° son extremadamente “flexibles”, en el
sentido de que es posible construir funciones “meseta”, particiones de la uni-
dad, etc. de clase C'*°, las funciones analiticas son enormemente “rigidas”. Por
ejemplo, no existen funciones analiticas que tomen distintos valores constantes
en subconjuntos abiertos de un mismo dominio conexo. Si una funcién anali-
tica (con dominio conexo) es constante en un abierto, entonces es constante en
todo su dominio. Més en general, una funcion analitica (en un dominio conexo)
esta completamente determinada por los valores que toma en un abierto, por
pequenio que sea. Esto es lo que afirma el teorema siguiente (compéarese con
[IC 7.27]):

Teorema 2.19 (Principio de prolongacion analitica) Si @ C K" es un
abierto conexo y f,g € A(QY), las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f=g.
2. Eziste un abierto no vacio U C Q donde fluy = glu.

3. Existe un punto a € Q) en el que, para todo multi-indice o, se cumple que
Daf(a) = Dag(a')'

DEMOSTRACION: La tnica implicaciéon que no es inmediata es 3) = 1). Para
probarla consideramos el conjunto

A=a € Q| Daf(a) = Dagla)},

que claramente es cerrado, por la continuidad de las derivadas. La hipotesis 3)
afirma que no es vacio, luego si probamos que es abierto tendremos que A = € lo
que en particular (teniendo en cuenta que D, f = f cuando « es el multi-indice
nulo) implica que f = g.

Ahora bien, si a € A, resulta que f y g tienen el mismo desarrollo en serie de
Taylor alrededor de a, el cual converge a las funciones respectivas en entorno U
de a, luego fly = glu, de donde a € U C A, luego A es abierto. "

Asi pues, basta con que dos funciones analiticas coincidan en un abierto, por
pequenio que sea, para que deban coincidir en todo su dominio (si es conexo, o
en las componentes conexas que corten al abierto, en caso contrario).
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Observaciones Una consecuencia elemental es que si 2 C K" es un abierto
conexo no vacio, entonces A(£2) es un dominio integro. En efecto, si f, g € A(£2)
son dos funciones no idénticamente nulas, el teorema anterior implica que los
conjuntos donde se anulan son cerrados de interior vacio, luego los conjuntos
donde no se anulan son abiertos densos, luego tienen intersecciéon no nula, luego
el producto fg no es idénticamente nulo.

Otra consecuencia es que si 2 C K" es un abierto no vacio, podemos consi-
derar que K[X1,...,X,] C A(Q), identificando cada polinomio con la funcién
que define en 2, pues si dos polinomios definen la misma funcién, entonces son
iguales. Mas atn, si 2 es un dominio de Reinhardt, los desarrollos en serie de
Taylor muestran que C[Zy,. .., Z,] es denso en H(2). n

Para funciones de una variable podemos dar una condicion mas débil para
que dos funciones analiticas coincidan en su dominio, que generaliza a [IC 7.27]:

Teorema 2.20 (Principio de prolongacion analitica) SiQ) C K es abierto
conezo y f,g € A(R), las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f=g.
2. El conjunto {x € Q| f(x) = g(x)} tiene un punto de acumulacion en €.

3. Existe un a € Q en el que, para todon > 0, se cumple que f™ (a) = g™ (a).

DEMOSTRACION: 3) = 1) es la version precedente. Solo hay que probar que
2) = 3). Sea ¢ € Q un punto de acumulacion del conjunto indicado. Por la
continuidad de f y g es claro que f(a) = g(a). Llamamos h = f — g € A(Q), de
modo que h(a) =0y todo entorno de a contiene puntos distintos de a donde h
se anula. Basta probar que todas las derivadas de h son nulas.

Sea U C 2 un entorno de a donde converja el desarrollo en serie de Taylor

> h™(a
h(z) = Z %(w —a)".
n=0 ’
Si existe un n (necesariamente n > 0) tal que h™(a) # 0, sea p el minimo
posible. Asi

n) a n) a
ne) =Y 0oy = @—ap 3 LD e,

La funcion

n)a
H(x)zzh ( )(as—a)”_p

n!

n>p

es analitica en U y cumple H(a) = h?)(a)/p! # 0. Como es continua, podemos
concluir que h no se anula en un entorno U de a. Como h(z) = (z — a)?H(z),
resulta que H(x) # 0 en U \ {a}, lo cual contradice la eleccion de a. "

Veamos algunas aplicaciones:
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Conjugacion de funciones holomorfas La conjugacion de una funcién ho-
lomorfa no constante no es holomorfa. Sin embargo, si 2 C C™ es un abierto,
f € H(Q2) y lamamos

O ={2€C"|(51,...,5,) € Q)

se cumple que la funcion f* : Q* — C dada por f*(z) = f(z1,...,2n) es
holomorfa.

Esto puede comprobarse directamente a través de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, pero es méas claro observar que si zy € Q*, entonces f admite un
desarrollo en serie de Taylor en un entorno de zZo = (Zp1, - . -, Zon) de la forma

1(z) = L aalz = 20)%,

y la continuidad de la conjugaciéon compleja hace que

f*(z) = gaa(i —Zy) = %:Eza(z - 2p),

luego f* esta definida por una serie de potencias en un entorno de zg y es, por
consiguiente, holomorfa.

Supongamos ahora que {2 es un abierto conexo tal que 2* = Q y que f es la
extension de una funcién definida en un abierto de R™ con valores en R. Sobre
un punto zg € QNR", las derivadas parciales de f en sentido complejo coinciden
con las reales, lo cual se traduce en que los coeficientes de la serie de Taylor de
f alrededor de zy son ntimeros reales y, segtn el célculo precedente, concluimos
que f* = f en el dominio de convergencia de la serie de Taylor. Ahora bien,
por el principio de prolongacion analitica la igualdad es valida en todo 2. Con
esto hemos probado lo siguiente:

Teorema 2.21 Sea 2 C C™ un abierto conexo tal que z € 2 si y sdlo si zZ € €,
y sea [ € H(Q). Entonces la funcion f*(z) = f(Z) es holomorfa en Q y si f
extiende a una funcion de variables reales, entonces f* = f, con lo que, para

todo z € (2, se cumple que
f(Zl, e 7Zn) = f(Zl, e 7211)-

Un teorema de extension Si 2 C C” es un abiertoy f: Q@ — C es una
funcién holomorfa, diremos que un punto a € C™\ Q es una singularidad aislada
de f si existe un ¢ > 0 tal que Bs(a) \ {a} C Q, es decir, si f esta definida en
todos los puntos de alrededor de a, pero no en a. En tal caso QU {a} es abierto,
y diremos que la singularidad es evitable si f puede extenderse a una funciéon
holomorfa F : QU {a} — C.

Por ejemplo, la funcién f : C\ {0} — C dada por

sen z

f(z) =

z
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tiene una singularidad aislada en a = 0, pero es facil ver que es evitable, sin
mas que considerar el desarrollo en serie de Taylor del seno:

oo oo

1 1, 1,
f(z)zz(;n—i—)1>'22 +1Z(2(n+)1>!z2

n=0 n=0

La serie de potencias converge en todo C a una funcién holomorfa que ob-
viamente coincide con f en C\ {0}, luego podemos considerar a f : C — C
como funcién holomorfa sin mas que definir f(0) = 1.

En cambio, la funciéon g : C\ {0} — C dada por

COS 2z

9(z) = .

tiene una singularidad no evitable en 0, ya que obviamente linb g(z) =00, y si
z—
tuviera una extension holomorfa G a un entorno de 0 el limite seria G(0).
Lo que vamos a probar aqui es que todas las singularidades aisladas de las
funciones holomorfas de mas de una variable son evitables. Esto marca un fuerte
contraste con el caso de funciones de una variable que acabamos de ilustrar con

los ejemplos precedentes, pero también con el caso de las funciones de varias
variables reales, que si que pueden tener singularidades aisladas.

Por ejemplo, basta considerar la funcion f : R?\ {(0,0)} — R dada por

1

9(9517332) = ma

que es de clase C> en R?\ {(0,0)} (analitica, de hecho), pero no puede exten-
derse a una funcion siquiera continua en (0,0). Si comparamos con la funcién

dada por
1

9(2’1722) = Z%-FZ%,

donde ahora z1, z3 pueden tomar valores complejos, la diferencia es que ahora
(0,0) ya no es una singularidad aislada, pues 2% + 23 = (21 +i22)(21 — i22), por
lo que g no esta definida, ni tiene limite finito, en los puntos del cerrado

{26C2|21 +i22=O}U{z€(C2|z1—iz2:0}.
En realidad cuesta lo mismo probar un resultado un poco mas general:
Teorema 2.22 Sea ) un entorno abierto de 0 en C™ conn > 2 y sea
Qo =0\ {z€C" | zy,_1 =2, =0}.

Entonces, toda funcion holomorfa f : Qo — C se extiende a una funcion
holomorfa en 2.

DEMOSTRACION: Tomemos a € {z € Q | z,_1 = 2z, = 0} y veamos que f
puede extenderse a una funcién holomorfa f, en un polidisco P, C 2 centrado
en a.
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Esto prueba el teorema, pues si P,NP, # &, es claro que P,NP,NQy # T,y
este conjunto es un abierto donde f, y f» coinciden con f, luego por el principio
de prolongacion analitica f, y fp coinciden en todo su dominio comun, luego
la union de f con todas las funciones f, determina una extensiéon holomorfa
F:0—C.

Observemos ahora que no perdemos generalidad si suponemos que a = 0,
pues en otro caso basta considerar la funcion g(z) = f(z + a) sobre el abierto

7Q+QOZ(7Q+Q)\{Z€CWI‘Zn—l:ZTL:O}'

Asi, si g admite una extension holomorfa go a un polidisco Py C (—a + Q) de
centro 0, entonces f,(z) = go(z—a) es una extension holomorfa de f al polidisco
a + P, de centro a.

Fijemos cualquier polidisco D(0;ry,...,7,) C Q, fijemos radios menores
0<r; < T , lamemos Py = D(0;71,...,7,) ¥ deﬁnamos fo : Pp — C mediante

Zl7~~ y Zn— 27(77,7174-’/1)
(2) dCp_1 d¢,.
Jo( Qm / I=rn /Cn ey (Coe1 = 2n-1)(Cn — 2n) Cn—1dC

La clave esta en observar que esto define ciertamente una funcién holomorfa
en Py. En efecto, si z € Py, podemos tomar radios |z;| < 7" < r;, de modo que
z€ P =P0;r],...,r]) y el integrando es una funcion holomorfa en el abierto

P x {1 € Clry oy <Gl <ria} x {Gn € C iy < Gal <}

El teorema 1.23 nos da que la integral interior es una funcién holomorfa en

P'x{Gn e Clry <Gl <73}

(pues es continua y tiene derivadas parciales), y una nueva aplicacion del mismo
teorema nos da que fy es holomorfa en P’, luego en Py. Veamos ahora que fj
extiende a f.

Fijamos (2z1,...,2n-2) € D(0;r1,...,rm_2) y un ¢, tal que |(,| = r,,. Enton-
ces la funcién ¢g(z,—1) = f(21,- -, 2n-1, Cn) es holomorfa en el disco D(0,7]/_,),
luego la férmula de Cauchy nos da que

L/ f(Zlanwzan,CnfluCn)
ICn ll_Tn 1

211 Cn—l — Zn—1

f(le"vanlaCn) = d(’nfl
para todo z,—1 € D(0,7,—1). Ahora, para 0 < |z,—1| < 7}/, consideramos la fun-
cion h(z,) = f(z1,. .., 2n), que es holomorfa en D(0,7]!) (y aqui es fundamental
que z,_1 # 0, pues de lo contrario h no seria holomorfa en 0). La formula de
Cauchy nos da que
1 ZlyeevyZn—1,Cr
) =5 on o) g,

271 ‘Cn ‘ =r, Cn — Zn

para todo z € P, tal que z,_1 # 0. Combinando las dos tltimas expresiones
integrales, lo que tenemos es que f(z) = fo(z) en todos los puntos de Py tales
que z,_1 # 0, pero estos puntos forman un abierto en Py, luego por el principio
de prolongacion analitica de hecho f|p, = fo, como habia que probar. [
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En particular, si 2 es un entorno de 0 en C™ con n > 2, toda funciéon
holomorfa en 2\ {0} se extiende a una funcién holomorfa en €, luego todas las
singularidades aisladas en 0 son evitables. Aplicando una traslaciéon, concluimos
inmediatamente que todas las singularidades aisladas de una funcién holomorfa
de mas de una variable son evitables.

2.4 El principio del médulo maximo

El resultado que da titulo a esta seccién es una consecuencia mas del caracter
analitico de las funciones holomorfas, pero le dedicamos una seccién propia
porque de él vamos a extraer numerosas consecuencias de interés.

Teorema 2.23 (Principio del médulo maximo) Sea Q@ C C"™ un abierto
conezxo no vacio y f : Q@ — C una funcion holomorfa tal que |f| tenga un
mdzimo local en un punto de . Entonces [ es constante.

DEMOSTRACION: Sea a € € un punto donde |f| tenga un méaximo local.
Esto significa que existe un abierto a € U C £ (que podemos tomar conexo) tal
que |f(a)] = méax{|f(z)| | = € U}. Basta probar que f es constante en U, pues
el principio de prolongacion analitica implica entonces que f es constante en ).

Si f no es constante en U, por el teorema de la aplicacion abierta f[U] C C
es abierto, pero es inmediato comprobar que el médulo es una aplicacién abierta
|| : C — [0,+00], luego |f|[U] es un abierto conexo en [0, +oo], luego es un
intervalo de la forma [0, %[ o bien |s,t[, en contradiccion con que f(a) € |f|[U]
deberia ser el maximo de dicha imagen. L]

He aqui dos formulaciones alternativas:

Teorema 2.24 S5i Q2 C C™ es un abierto conexo no vacio y f : Q — C es una
funcion holomorfa no constante, entonces, para todo z € Q) se cumple que

|f(2)] < sup | f(w)].

we

Teorema 2.25 Si ) C C" es un abierto conexo acotado no vacioy f : @ — C
es una funcion continua no constante y holomorfa en 2, entonces, para todo
z € Q se cumple que

z)| < max |f(w)].
7)) < max |7(w)

Las pruebas son inmediatas. Por ejemplo, para el segundo teorema obser-
vamos que, por compacidad, |f| debe alcanzar un méaximo en 2, pero por el
primer teorema no puede alcanzarlo en €2, luego dicho méaximo esta en 9f2.

Nota Existe un principio del médulo minimo, que es poco mas que una refor-
mulacién del principio del médulo méaximo: afirma que si f :  — C es una
funcion holomorfa en un abierto conexo y |f| alcanza un minimo local en un
punto z € €2, entonces f es constante o bien f(z) = 0.
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En efecto, si f(z) # 0 contrario, existe un entorno U de z donde f no se
anula, con lo que 1/f es holomorfa en U y su modulo alcanza un maximo en z,
luego 1/ f es constante en U, luego f también, y por el principio de prolongacion
analitica f es constante en (). m

De aqui podemos deducir muchas propiedades sobre acotacion de funciones
holomorfas cuyo interés en este momento puede parecer dudoso, pero que méas
adelante veremos que nos seran de gran ayuda. Veamos una primera aplicaciéon
elemental, que usaremos en el capitulo siguiente en la prueba del teorema de
Bloch:

Teorema 2.26 (Lema de Schwarz) Sea f una funcion holomorfa en el disco
unitario D = D(0,1) tal que |f(2)| < 1 para todo z € D y que cumpla ademds
f(0) = 0. Entonces se cumple que |f'(0)] <1 y |f(2)| < |z| para todo z € D.
Ademds, si |f'(0)] = 1 o bien |f(2)| = |z| para algin z # 0 en D, entonces
existe una constante ¢ tal que |c| =1 y f(z) = ¢z para todo z € D.

DEMOSTRACION: La funcién g(z) = f(z)/z es holomorfa en D. Por el
principio del modulo méaximo, si 0 < r < 1 se cumple |g(z)| < 1/r para todo z
tal que |z| < r. Fijando z y haciendo tender  a 1 queda que |g(z)| < 1, o sea,
)< 2 [£(0)] = 1g(0)| < 1.

Si se da una de las igualdades entonces g alcanza su maximo dentro del disco,
luego es constante igual a c¢. Esto nos da que f(z) = ¢z y, usando de nuevo la
igualdad que suponemos, queda |c| = 1. =

Las desigualdades de Cauchy (en el caso de funciones de una variable) acotan
las derivadas de una funcién holomorfa f en un punto en términos de una cota
de |f| en una circunferencia centrada en el punto. Ahora vamos a probar una
variante en términos de una cota de Re f:

o0
Teorema 2.27 Sea f(z) = > cn(z — 20)™ una serie de potencias convergente
0

en D(0, R). Supongamos que Re f(z) < U, para todo z en dicho disco. Entonces,
paran > 1,
2(U — Re f(20))

Rn ’

y para todo |z — zo| <1 < R se cumple que

|Cn| <

2r
R—r

2R
Ryl

1f(2) = f(z0)] < (U =Re f(z0)), IfY()] < U —Re f(20)),

para todo k > 1.
DEMOSTRACION: Si llamamos g(z) = f(z + 2z9) y probamos el teorema

para g, claramente se cumple para f, luego no perdemos generalidad si supone-
mos que zg = 0. Llamemos

6(z) = U — f(2) = i:: bz".
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Notemos que Re ¢(z) > 0. Para todo 0 < r < R, la férmula integral de Cauchy
nos da que

2mrn

n — o ¢|=r Cn+1

/ p(re®)e 0 qg. (2.1)
Por otra parte, si n > 1, el teorema de Cauchy nos da que
0= / ()¢ = [ p(re)rme™ do,
[¢l=r -

luego
1 (" 9y
— / P(re'®)em?dp = 0.
2 J_,
Conjugamos esta integral y se la sumamos a la expresiéon que tenemos para b, r™:

1 4 . ) 1 4 ) )
bpr’ = — 2Re ¢(ret)e M dh = — Re p(re'®)e 0 dp.
2 J_ T

—T
Como Re ¢ > 0, tenemos que

b |7 < L/ Re p(re??)do = 1 Re B(re??)dd = 2 Re by,
™ ™ r

—T

donde hemos usado (2.1) para n = 0. Si hacemos que r tienda a R, resulta que,
para todon > 1,

2Reby  2(U — Re £(0))

el = o] < 220 -

A suvez, si|z| <r<R

1) = FO = 2 0] <20 = Re f(0)) 3 (1/R)" = (U = Re fz0)).

n=1 R—r

Similarmente, si k > 1,

OIS 3 nln 1) (n =kt Dleall="

< Z n(n_l)(n_k_kl)w%:f(o))rn—k

n=k

k [es) rn k
—2(U — Ref(O))% (Z Rn) =2(U - Ref(O))% R}E "
n=0

_ (R_Qf)kH(URef(zo)). .

Como aplicaciéon obtenemos una caracterizacion de los polinomios:
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Teorema 2.28 Sea f una funcion holomorfa en C y o« > 0 un nidmero real.
Supongamos que existe un ro > 0 tal que Re f(z) < |z|* para |z| > ro. Entonces
f(2) es un polinomio de grado menor o igual que Ea] (la parte entera de o).

DEMOSTRACION: Si r > rg, el teorema anterior nos da que, para |z| = r/2,

2r/2
r—r/2

1f(z) = f(0)] < (r* =Re f(0)) = 2(r" — Re f(0)).
Si a,, es el coeficiente m-simo de la serie de Taylor de f alrededor de 0, las
desigualdades de Cauchy aplicadas a la funcion f(z) — f(0) nos dan que

lam| < 2mr1 RS O)

Tm

Pero r puede tomarse arbitrariamente grande, y si m > « esta tltima ex-
presion tiende a 0. Asi pues, a,, = 0 para m > « y, en consecuencia, f es un
polinomio de grado menor o igual que Elq]. n

El principio del médulo méximo implica en particular que el valor de una
funciéon holomorfa en un punto zy estd acotado por el méximo de su mddulo
en cualquier circunferencia de centro zy, pero ahora vamos a probar que esta
cota puede mejorarse en funciéon del nimero de ceros de la funcién alrededor del
punto:

Teorema 2.29 Sea [ una funcion holomorfa en un entorno del disco D(0, R)
que tenga al menos n ceros (contados con su multiplicidad) en el disco D(zg, ),
con 0 <r < R. Sea M el mdzimo de |f| en 0D(zp, R). Entonces

o)l <M ()"

DEMOSTRACION: Mediante una traslacién podemos suponer que zg = 0.

Sean ay,...,a, ceros de f en D(0,r) repetidos segin su multiplicidad. Entonces
B " R(z — aj)
NI =

donde g es holomorfa en D(0, R). Si|z| = R, cada factor en el producto anterior
tiene modulo 1, pues R — djz = z(Z — @ ), luego |g(2)| = |f(2)] < M, y el
principio del modulo maximo implica que |g(0)] < M, luego

En el teorema 2.25 hemos supuesto que el abierto 2 esta acotado, lo cual
implica a su vez que f esta acotada en ). Veamos ahora que podemos suponer
tinicamente la acotacion de f:
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Teorema 2.30 Sea 2 & C un abierto no acotado, sea f una funcion holomorfa
en un entorno de §) acotada en ) y acotada por M en 0S). Entonces f también
estd acotada por M en ().

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que hm f(z) = 0. Dado

z € Q, sea R > |z| de manera que |f(w)| < M para todo w 6 Q tal que |w| > R.
Entonces f estd acotada por M en la frontera de N D(0, R), luego por el
principio del modulo maximo tenemos que |f(z)] < M.

En el caso general, dado z € 2, tomamos € > 0 y un punto ¢ € 92. Por
continuidad f esté acotada por M + € en un entorno de ¢ en {2, luego podemos
tomar p € Q y r > 0 tales que D(p,r) CQ, 2 €V =Q\ D(p,r) y con f acotada
por M + € en D(p,r). Sea

r
w—=p

gn(w) = f(w)n,

que es holomorfa en Q\ {p} y esta acotada por (M + €)™ en OV. Ademas,
como [ estd acotada en {2, es claro que lim g, (w) = 0. Por el caso ya probado
w—r00

tenemos que |g,(z)| < (m + €)™, luego

f@ﬂs(m‘m)w7M+a,

r

para todo n, luego |f(2)| < M + ¢, para todo ¢, luego |f(2)| < M. "

De aqui se siguen a su vez varias consecuencias. El teorema siguiente, a partir
de cotas respectivas para una funcién holomorfa sobre dos rectas paralelas, nos
proporciona una cota sobre cualquier recta intermedia:

Teorema 2.31 (Teorema de las tres rectas de Hadamard) Sea
S={zeCla<Imz<b}

una banda vertical en el plano complejo y sea f una funcion holomorfa y acotada
en un entorno de S. Si |f(z +ia)] < My y |f(z +ib)| < My para todo x € R,
entonces, sia <y <byx ek,

. — —a y—a)/b—a
@+ yi)| < MO pg e e,
Equivalentemente

-y Y-

1M
og +b

log | f(x + yi)| S 1ogMb,

o también si, méas concretamente, llamamos M, = sup |f(z + yi)|, tenemos que
z€R

Y

b—
log M, <

- logM -|-

- log My,

lo que significa que log M, es una funcién convexa.
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DEMOSTRACION: Sea g(z) = f(z)M,ngz)/(a_b)Méiz+a)/b_a), que es una
funcion holomorfa y acotada en S. Ademés

lg(z + ia)| < Ma|M£b—a+ix)/(a—b)||Mg'z/(b7a)| _ MaMa_l —1,
e igualmente |g(x + ib)| < 1. El teorema anterior nos da que g esta acotada
por 1 en €2, de donde se sigue la conclusion. m

De aqui se sigue a su vez una variante con circunferencias en vez de rectas:
Teorema 2.32 (Teorema de las tres circunferencias de Hadamard) Si
Q={zeCla<|z| <b}

es un anillo en el plano complejo y f es una funcion holomorfa en un entorno
de Q acotada por M, en 0D(0,a) y por My en dD(0,b), entonces, sia < |z| < b,
se cumple que

log(b/|2])/ log(b log(|z|/a)/ log(b/a)
1£(2)] < MUsO/I<D/ 105(0/a) prlox g(b/a)
Esto equivale a que M, = suplog |f(re'®)| es una funcién convexa de log 7.
€R

DEMOSTRACION: Sea S = {z € C | loga < Imy < logb}. Entonces la
funcién F(z) = f(e~**) es holomorfa en un entorno de S, esta acotada y

|[F(z +iloga)| = |f(ae™)] < Mo,
e igualmente |F'(z + ilogb)| < M,. Por el teorema anterior

|f(7"6i0)| _ ‘F(*Q + ilOg 7,)| < Mélogbflogr)/(logbfloga)MZElOQT—lOga)/(lOg b—loga).

Terminamos con una aplicaciéon més sofisticada:

Teorema 2.33 (Teorema de Fatou) Sea Q0 un abierto en C que contenga

o0
al0y f: Q — C una funcion holomorfa. Sea Y anz™ su serie de Taylor en 0
. ) n=0
y supongamos que su radio de convergencia es 1 y que lima,, = 0. Entonces la
n
serie converge a [ en todos los puntos de la circunferencia unidad contenidos
en ). Ademds la convergencia es uniforme en los compactos.

DEMOSTRACION: Sea ¢ un arco cerrado de la cir- 1
cunferencia unidad o C €2. Prolonguemos los extremos
de ¢ hasta dos puntos (1, (2 que disten una misma can- C1
tidad p de dichos extremos. Prolonguemos los radios
0(1, 0C¢2 en la misma distancia p hasta puntos 21, 2o. 29
Sea S el sector cerrado considerado en la figura. Es C
claro que tomando p suficientemente pequefio pode- >
mos garantizar que el sector S esté contenido en Q. E1 0
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arco o esta contenido en el interior de S. Hemos de probar que la serie converge
uniformemente a f en 0. Sea

fE) = 3 ane
wn(2) = ———— (2= ()= ~ ) (22)

En el disco unidad w,, admite el desarrollo

o0

wn(2) = kZO antir12" (2 = G1) (2 — G2)- (2.3)
La expresion (2.2) muestra que w,, es holomorfa en Q \ {0}. Despejando la
serie de potencias en (2.3) vemos que ésta converge en la circunferencia unidad
salvo quiza en 0, pero obviamente también converge en 0, luego el segundo
miembro de (2.3) es una funcion holomorfa en el disco unidad, y si definimos

wn(0) = aptr+1¢1¢2, entonces wy, es una funciéon holomorfa en 2.
Sea € > 0y sea N > 0 tal que si n > N entonces |a,| < e. Consideremos un
punto cualquiera z del segmento (abierto) 0(;. Entonces para n > N se cumple

> 1
|wn (2)] < GI;IZI’“ |z = G|z = ] < 61_7‘4 (1—12])2 =2e.

La misma cota es valida sobre el segmento 0(s.

Supongamos ahora que z esta en el segmento (abierto) (;z;. Sea R =1+ p.
Entonces |z — (1] = |2]| — 1, |z — (2] < |2] +|¢2| < 2R. Sea M el méaximo de
|f(2)| en el sector S.

De nuevo para n > N tenemos

n
M+ 37 lag|[[*

k=0
lwn(2)] < e (= 12R
N n
M+ 3 fax] 2" o, 9 |2
. k=0 —
= 2R—— (- D+ 2R (- D)
k) 12— - k12l =1
< 2R<M+Z|ak|R> |Z|n+l+2Re > I FEh
k=N+1
n+1_‘Z|N+1 |Z|—1
= 2R (M pe) =L o b
( +Z'“k' ) R — P
< 2R <M+Z|ak|Rk> 121~ |n+1 +2Re
Ademas

2| — 1 2| -1 1 _ !
B R e
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Por consiguiente

N
M%QM<ZR<M4—Z|%U%>1+2R5
=0 n+1
Tomamos N; > N de modo que si n > Nj el primer sumando se haga menor
que €, con lo que para n > Nj tenemos que |wy(2)| < (2R + 1)e. Obviamente
esto vale también cuando z esta en el segmento (32o.
A continuacién suponemos que z se encuentra en el arco cerrado de extremos
21y z2. Entonces |z — (1] < |z] + |(1] < 2R y |z — (2] < 2R. Ahora

n N n
M + Z |ak|Rk M + Z \ak|Rk Z |a;€\Rk
k=0 2 k=0 k=N+1
|(JJn(Z)| S T 4R* =4 Rn—l +4 Rn—l
N n
M + Z \ak|Rk Z RF
k=0 k=N+1
S 4 Rn—l +de Rn—l
X k
M+kzo‘ak|R Rn+1 _RN+1
= 4 — 4
-1 Y R-DR
> oy | R*
M + ar|R"
< 4 k=0 4R26

Rn—1 +R—1'

Como antes, podemos tomar No > N; > N de modo que si n > Ns el primer
sumando del ultimo término se haga menor que €, con lo que para tales valores

de n se cumple
4 2
fonlll < (14 52 ) e

Por altimo notamos que wy,(0) = a,11¢1(2, luego |w,(0)| = |ant1| < € para
n > N. Ademés w,((1) = w,({2) = 0. Con todo esto concluimos que existe
una constante K tal que para todo z en la frontera del sector S se cumple
|wn(2)] < Ke para todo n > Na.

Por el principio del médulo méximo estas desigualdades valen también para
los puntos z del interior de S, y en particular para los puntos del arco o. Asi
pues, si z estd en o y n > Ny tenemos

3

|z—auz—@|zv@>—z:%%

2
P
k=0

Ke > |wy(2)| = ’f(z) — ké)akzk

luego
1)~ % ast

k=0

< K
— e,
pe

lo que implica que la serie converge a f uniformemente en o. m
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Como ejemplo observamos que el desarrollo

oo
(-1
1 — n
og(l+ 2) Z "
n=1
es valido en realidad siempre que |z| < 1 excepto en z = —1. Para el caso z = 1
obtenemos la suma de la serie harmonica alternada:
o0 P
—1 n+1
Z 7( ) = log 2.
n
n=1
También tiene interés el caso z = 4:
o0
. T (-1t
log(1 =1 2 — = - "
og(1+1i) og\f+z4 ; ma

La parte imaginaria de la serie corresponde a la suma de las potencias im-
pares de i. Haciendo n = 2k + 1 queda

T o= (—1)F 1 1 1
= =14+ _Z4...
4 kZ:OQk—i—l CR A AU

que es la conocida formula de Leibniz. L]

2.5 Series de Laurent

Vamos a generalizar a funciones de varias variables los desarrollos en serie
de Laurent descritos en la seccion [An 10.3]. Recordemos que un anillo es un
abierto en C de la forma

Ala;m,R) ={z€C|r < |z| < R}.
y ahora definios un polianillo como un abierto en C" de la forma
A(a;r1, Ry, yrn, Ry) = A(ar;r, Ry) X -+ X A(an; Tn, Ry).

No excluimos la posibilidad de que los radios inferiores sean nulos, de modo
que, en particular, A(a;0, R) = D(a, R) \ {a}.

Claramente los polianillos de centro 0 son dominios de Reinhardt, pero no
son completos. Pese a ello, vamos a encontrar un desarrollo en serie para las
funciones holomorfas definidas en polianillos.

Definicion 2.34 Una serie de Laurent es una serie de la forma

§ /‘ m m
alml,.“,mn (Zl - al) R (Zn - an) n’ anLl,.“mm € (C

mi,...,Mp €L

Su dominio de convergencia es la uniéon de todos los abiertos en
D,={z€C" |z #a;, paratodoi=1,...,n}

donde converge absolutamente.
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Observemos que una serie de Laurent se descompone en suma de 2" series:
E 2 erm EnMp
aelml,...,enmn (Zl - al) S (Zn - a'n) " ﬂa
€lyeeey€n M1y yMin

donde ¢, = £1 y m; recorre los nimeros naturales si ¢, = 1 y los nimeros
naturales no nulos si ¢;, = —1. La serie converge (absolutamente) si y solo si lo
hacen las 2" series en que la hemos descompuesto. Si llamamos

— mi m
Sf(z) - § a'elmla-<~7€nmnzl e Z’Vl 71,
mi,...,My

tenemos que la serie de Laurent converge en un punto z € D, si y sblo si cada
serie de potencias S, converge en z¢ = ((z1 — a1),...,(2n — an)), v el tal
caso la suma de la serie es igual a

ZSE((Z —a)%).

Teniendo en cuenta que las series S, convergen casi uniformemente en sus
dominios de convergencia a una funciéon holomorfa y que la funciéon (z — a)€ es
una funcién holomorfa D, — Dy con inversa holomorfa, concluimos que una
serie de Laurent converge casi uniformemente a una funciéon holomorfa en su
dominio de convergencia.

El resultado principal es el siguiente:
Teorema 2.35 Sea A = A(a;r1, R1,...,7n, Ry) C C™ un polianillo y conside-

remos una funcion holomorfa f : A — Q. Entonces f admite un desarrollo en
serie de Laurent

f(Z) = Z aml,...,mn (Zl - al)ml e (Zn - an)mn,
M,y yMpn €L

donde necesariamente

_ 1 f(ClaaCn)
i M e ey

para radios cualesquiera r; < p; < R;.

Mn+1 dCl o an:

DEMOSTRACION: Considerando la funcion g(z) = f(z + a), definida en el
polianillo A(0;7r1, Ry, ...,7, Ry), podemos suponer que a = 0, pues f admite
un desarrollo en serie de Laurent su dominio si y s6lo si g lo admite en el suyo,
y la expresion del enunciado para los coeficientes de la serie de f es la misma
que la expresion correspondiente para los coeficientes de g.

Por simplificar la notacién vamos a tomar n = 2, aunque el argumento es
completamente general. Dado z € A, fijamos radios

0<r; <7 <|z|<R,<R;
y tomamos € > 0 suficientemente pequeno para que D(z,e) C A(0,r;, R}). El

abierto @ = A(0,7}, R}) \ D(z,¢€) es una variedad con frontera tal que f esta
definida en un entorno de su clausura.



70 Capitulo 2. Desarrollos en serie

El teorema 1.27 nos da que

6 =51 | SIS

- 2mi C1|=e G—=

1 fChz) . 1 £(C122)
- 2mi /|<1—R'1 CEERAN T /cl—ra G-a

Repetimos el argumento con los integrandos considerados como funciones de su
segunda variable, y asi obtenemos que

- 1 J(SHS))
fenz) = mop /Iél—Riszl—Ré (G =21)(G = 2)

1 f(¢1,¢2)
déid
+ (27Ti)2 /|C1_7'1’|C2|_7'é (Cl - Zl)(CQ - Z2) adez
1 f(ChCQ)
_ d(id
2mi)? /lcl—R;,<2|—r; (€1 —21)(C2 — 22) Gadez

1 f(C1,¢2)
- — d¢idés.
@mvﬁ_ﬂmp%@rwmg—@>ﬁ@

Los cuatro integrandos se desarrollan de forma similar como series de po-
tencias. Veamos, por ejemplo, el caso del dltimo. Para [(1| = 7] se cumple
que

d¢1d¢o

—~

o) mi
1 1
1
G =21 ozt

mientras que para |(z| = R) tenemos que

mo
r § 29
- mo+1"°

CZ — Z2 mo=0 C2

Entonces [An 2.89] nos da la convergencia absoluta de

o) mi ma my  m2
1 1 2 A1 %2

(G =2)(G = 22)  mim=oa™ TGP hmazo (TG

El cuarto término de la descomposicién precedente se convierte asi en

1 f(ChCQ) mi _mo
/Cl .

- SN2
)2 mi+1,ma+1 “1 <2
(270)2 Jica =01 l=Rh 1y om0 U G2

Exactamente igual que en la prueba del teorema 2.11, el teorema de ma-
yoracion de Weierstrass implica que la serie converge uniformemente sobre el
producto de las dos circunferencias sobre las que se realiza la integracién y, el
teorema 1.18 nos permite entonces intercambiar la suma con la integral:

1 Z / f((lv CZ) M1 M2
o +1 +1 1 2 -
(27”) m1<0,m2>0 [C1l=71,[C2|=R5 iml C;n2
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Descomponiendo la integral en dos integrales iteradas y aplicando 1.27 a un
anillo determinado por dos radios distintos, vemos que la integral toma el mismo
valor para cualquier r; < 7} < R; y cualquier r; < R} < R;, luego la expresion
anterior coincide también con

1 EPAGSTIC) B P
(27ri)2 Z </|C1|—Ph€2|—ﬂz C‘{nl“rlC;n2+l> Z1 Ry 7.

m1<0,m2>0

Agrupando las cuatro series correspondientes a las cuatro integrales en que
hemos descompuesto f(z) obtenemos el desarrollo en serie del enunciado.

Veamos ahora que si f admite un desarrollo en serie de Laurent, entonces
los coeficientes a,, son necesariamente los dados por el teorema. En efecto,
consideramos la integral

/a f(Cl,...aCn) " dcl...dcn:

*D(a;p1y..spn) (Cl - al)k1+1 T (<n - an)

/ D mym (G = @) T (G = @) BT G - G
0*D(a;p1,---,pn)

mezn
El integrando es una serie de Laurent, luego converge casi uniformemente,
lo que permite una vez mas intercambiar la suma con la integral. Asi pues, la
integral considerada es igual a

Z aml,m,mn/ (Cl_al)kl_ml_ldCI"‘/ (Cn_an)kn_mn_lan:

mi,...,mn €L [¢1—a1|=p1 [Cn—an|=pn

pero todos los integrandos tienen primitiva en C\ {a;} excepto cuando el ex-
ponente es —1, por lo que las integrales son nulas, y por otra parte sabemos

que
1
/ de = 27Ti,
(Ci—agl=p; S — @

luego, en definitiva,

f(Gs-5Gn) .
dCl e dC = (271—1)77‘0’]C 7---7k7n7
/B*D(a;pl,...,pn) (Cl - a’l)lirl e (Cn - an)kn+1 " !
y esto nos da la expresién para ag, ..., dada en el enunciado. n

Los teoremas [An 10.11] y [An 10.12] son casos particulares del teorema ante-
rior. No merece la pena reproducir aqui la seccion [An 10.4] sobre la clasificacion
de las singularidades aisladas de las funciones de una variable. En particular,
tenemos que toda singularidad aislada de una funcion holomorfa de una varia-
ble es evitable, un polo o es esencial. Conviene dar nombre a las funciones sin
singularidades esenciales:

Definicion 2.36 Sea 2 C C un abierto no vacio. Una funcién meromorfa en (2
es una funcion f € H(Q\ P), donde P C Q es un conjunto de puntos aislados
en los que f tiene polos. Llamaremos M(f2) al conjunto de todas las funciones
meromorfas en ).
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Notemos que P no puede tener ningin punto de acumulacion z € §, ya
entonces z ¢ P (porque los puntos de P son aislados) y f tendria que ser
holomorfa en un entorno de z, mientras que, por otra parte, en dicho entorno
tendria que haber puntos de P donde no es holomorfa.

Si f,g € M(Q2), de modo que f es holomorfa en Q\ Py y g en Q\ P,
podemos definir puntualmente la suma f + g y el producto fg sobre el abierto
Q\ (P U Py), donde son funciones holomorfas, y el teorema [An 10.19] implica
que estas funciones no tienen singularidades esenciales en Py U P,. Si llamamos
P, y Py a los subconjuntos de Py U P, donde f + g y fg tienen polos (es
decir, eliminamos los puntos donde tengan singularidades evitables) tenemos
que ambas funciones se extienden de forma tnica a funciones f+g € H(Q\ Py),
fg € H(Q2\ Px), es decir, a funciones f + g, fg € M(Q).

En otros términos: para sumar o multiplicar dos funciones meromorfas, las
sumamos o multiplicamos en los puntos donde son holomorfas y después las
extendemos a los puntos de ) donde tengan singularidades evitables.

Se comprueba sin dificultad que M(€2) tiene estructura de anillo con estas
operaciones.! Mas atin, identificando a C con las funciones constantes, obtene-
mos una estructura de algebra sobre C. Todavia podemos decir mas:

Teorema 2.37 Sea 2 C C un abierto no vacio. Una funcion f € M(QQ) tiene
inversa si y solo si o(f,z) # 400 para todo z € Q. Esto equivale a que f no sea
idénticamente nula en ninguna componente conexa de . En particular, si ) es
conexo, entonces M(2) es un cuerpo.

DEMOSTRACION: Si f no tiene indice infinito en ningan punto, el teo-
rema [An 0.19] implica que 1/f (definida en principio donde f no tiene ceros ni
polos) se extiende a una funcion holomorfa en todos los puntos de € salvo en
el conjunto de puntos aislados donde f tenga ceros, y en tales puntos 1/f tiene
polos, luego 1/f € M(Q) y es, ciertamente, la inversa de f.

Por el contrario, si f tiene orden infinito en un punto z € €2, entonces su
serie de Laurent alrededor de z es nula, luego f es idénticamente nula en un
entorno de z y, por el principio de prolongacién analitica, es idénticamente nula
en la componente conexa de z en ). Esto implica que f no puede tener inversa,
pues la funcién g que vale 1 en dicha componente conexa y 0 en las restantes
cumple fg = 0, luego si f tuviera inversa seria g = 0, lo cual no es el caso. =

Notemos que si una funcién meromorfa tiene un polo de orden n en un punto,
entonces su inversa tiene un cero de orden n, y viceversa.

En 4.10 demostraremos que toda funciéon meromorfa en un abierto Q2 C C es
el cociente de dos funciones holomorfas, de modo que, si §2 es conexo, entonces
M(£2) no es sino el cuerpo de cocientes de H ().

LPor ejemplo, para probar que (f +g) +h = f + (g + h) observamos que ambos miembros
se restringen a una misma funcién holomorfa definida en 2 salvo un conjunto de puntos
asilados donde pueden tener polos o singularidades evitables, lo que implica que ambas tienen
singularidades evitables en los mismos puntos y que las extensiones holomorfas a dichos puntos
toman el mismo valor, luego ambos miembros son la misma funcién.
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Con lo visto en este capitulo el lector esta en condiciones de leer la seccion A.2
del apéndice A, algunos de cuyos resultados seran necesarios en el capitulo
siguiente de forma ocasional.






Capitulo III

Funciones holomorfas de una
variable

Para completar la exposicion de los resultados fundamentales de las funciones
holomorfas nos ocupamos aqui de algunos hechos exclusivos de funciones de una
variable. Esta “exclusividad” es atribuible, por una parte, a las caracteristicas
de la topologia de C que dependen esencialmente de su caracter bidimensional
y, por otra parte, del hecho de que las funciones holomorfas en abiertos de C
pueden estudiarse a través de sus singularidades aisladas, que no existen en
dimensiones superiores.

3.1 Indices de arcos cerrados

Si ¢ : [a,b] — C es un arco continuo cerrado y z € C\ ¢*, en [TA 1.59]
definimos el indice I(¢, z), que se interpreta como el nimero de vueltas que da
¢ alrededor de z, teniendo en cuenta que las vueltas en sentido horario cancelan
en el computo a las vueltas en sentido antihorario. Alli definimos el indice en
términos de las determinaciones continuas del argumento de ¢ — z, que propor-
ciona la interpretacién geométrica natural del indice, pero en nuestro contexto
serd mas conveniente expresarlo en términos de determinaciones continuas del
logaritmo en el sentido que vamos a introducir a continuacién:

Definiciéon 3.1 Si ¢ : [a,b] — C es un arco continuo y z € C\ ¢*, una
determinacion continua del argumento de ¢ relativa a z es cualquier aplicaciéon
continua « : [a,b] — R tal que, para todo t € [a,b], se cumpla que

o(t) — 2 = [9(t) — 2le’™®.

Si 0 ¢ ¢*, una determinacion continua del logaritmo de ¢ es cualquier apli-
cacion continua L : [a,b] — C tal que, para todo t € [a, ], se cumpla que

o(t) = "0,

es decir, que L(t) es un logaritmo de ¢(t).

(0]
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La relacién obvia entre ambos conceptos es que si « es una determinacién
continua del argumento de ¢ respecto de z, entonces L(t) = log |¢p(t) — z| +ia(t)
es una determinacién continua del logaritmo de ¢ — 2z y, reciprocamente, si L
es una determinacién continua del logaritmo de ¢ — z, entonces Im L es una
determinacién continua del argumento de ¢ relativo a z.

Notemos que una determinacién continua del logaritmo de ¢ — z no es sino
una elevacién al cubrimiento determinado por la exponencial del arco ¢ — z,
por lo que su existencia est4 garantizada por el teorema [TA 1.57], por lo que
también podemos afirmar que todo arco ¢ admite una determinaciéon continua
del argumento respecto de cualquier punto z € C\ ¢*.

En [TA 1.59] definimos el #ndice de un arco cerrado ¢ : [a,b] — C como

I(¢,Z) = (a(b) - a(a))/27T7

donde « es cualquier determinacion continua del argumento de ¢ — z, pero ahora
podemos expresarlo equivalentemente como

I(¢7z) = T o

donde L es cualquier determinacion continua del logaritmo de ¢—z. A su vez, de
aqui obtenemos una expresion mas practica para arcos diferenciables a trozos:

Teorema 3.2 Sea ¢ un arco cerrado diferenciable a trozos y z € C\ ¢*. FEn-
tonces
1 1
165 =5 [ e
2mi Jy C— 2

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que ¢ es un arco derivable
en [a,b] no necesariamente cerrado y sea L : [a,b] — C una determinacion
continua del logaritmo de ¢ — z. Dado cualquier ty € [a, ], podemos tomar un
disco D(¢é(to),r) que no contenga a z. Por el teorema 1.36 existe una funcion
holomorfa log({ — z) que a cada ¢ en D(é(tp),r) le asigna un logaritmo de ¢ — z,
y podemos exigir que log(¢(tg) — z) = L(to).

Ahora bien, tanto L(t) como log(¢(t) — z) son determinaciones continuas del
logaritmo en un entorno de ¢y, luego por continuidad tienen que diferir en un
miltiplo de 27, pero, como coinciden en %y, son iguales. El teorema 1.19 nos
da que L es derivable en ty (es decir, en cualquier punto ¢ de su dominio) y que

L' (t) = 1og/(6(t) — 2)/(1) = —=2—.

Por lo tanto,

L PO [ g — Lb) - Lia
/(bc_zdg_/a (b(t)_zdt—/GL(t)dt—L(b) L(a).
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Si ¢ es derivable a trozos, aplicamos esta relacion a cada uno de los trozos
en los que ¢ es derivable y, al sumar obtenemos la misma relaciéon para ¢. Si
ademas ¢ es cerrado concluimos que

(—z
El teorema [TA 1.60] recoge las propiedades fundamentales del indice de
un arco cerrado respecto de un punto z € C, a saber, que es invariante por
homotopias en C\ {z}, que es constante en las componentes conexas de C \ ¢*
y que es nulo en la tinica componente conexa no acotada.
En ocasiones serd conveniente trabajar con la generalizacion siguiente del
concepto de arco:

/¢ U g = L) — L(a) = 2mi I(6, 2). i

Definicion 3.3 Llamaremos ciclos a los elementos del Z-mddulo libre generado
por todos los arcos cerrados en C de clase C' a trozos, de modo que cada ciclo
no nulo ¢ se expresa de forma tnica como

¢ = éaiﬁbz’)

donde a; € Z y cada ¢; : [u;,v;] — C es un arco cerrado de clase C' a trozos.

Definimos el rango y la longitud del ciclo ¢, respectivamente, como
n n
o =Uodl  Lo)=Llall(6)

Sif:¢* — C es una funcién continua definimos

/¢ £(Q) d¢ = ;a /¢ RIGLS

Si z € C\ ¢*, el indice de ¢ respecto a z es

Es evidente que todas las propiedades elementales sobre integrales e indices
se generalizan inmediatamente a ciclos. Por ejemplo, para probar el teorema 3.2,
es decir, la relacién

I((b,z):i/idg, para z € C\ ¢*,
2mi Jy C— 2

descomponemos el indice del ciclo en combinacién lineal de los indices de sus
arcos componentes, aplicamos 3.2 y después la definiciéon de integral sobre un
ciclo.

Cada componente conexa de C\ ¢* esta contenida en una componente conexa
de C\ ¢;, de donde se concluye que el indice de un ciclo ¢ es constante sobre
las componentes conexas de C\ ¢*, asi como que se anula sobre la componente
conexa no acotada.
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Ahora necesitamos un resultado técnico. Recordemos que C* representa la
compactificacion de Alexandroff de C.

Teorema 3.4 Sean A y B cerrados disjuntos en C* de modo que co ¢ A.
Entonces existe un ciclo v tal que

1. v*N(AUB) = 2.
2. Para todo z € A se cumple I(y,z) =1,
3. Para todo z € B, z # oo se cumple I(v,z) = 0.

DEMOSTRACION: Sea d = d(A, BN C) > 0. Sea 0 < p < dv/2/2. Dividamos
el plano complejo en cuadrados de lado p (de modo que uno de ellos tenga un
vértice en 0, por ejemplo).

Puesto que A es compacto, es claro que A sblo corta a un nimero finito de
cuadrados. Llamémoslos C1,...,C,. Por ejemplo, la figura siguiente muestra
un caso donde n = 14.

Podemos ver a cada cuadrado C; como un
arco cerrado orientado positivamente (en sen-
tido antihorario), que se puede expresar como
unién de cuatro segmentos. Llamaremos [C;] al
conjunto de puntos contenidos en el cuadrado
incluyendo a la frontera. Dejamos a cargo del
lector las definiciones formales de estos concep-
tos, pues son similares a las que hemos dado
para tridngulos en la seccion [IC 7.3]

n

Tenemos que A C |J [C;]. El diametro de cada cuadrado [C;] es v2p < d y,

i=1

= n
como todos los cuadrados cortan a A, es claro que |J[C;]N B = @ (tal y como

muestra la figura anterior). =1

n
Consideremos el ciclo v9 = > C;. Claramente 7§ N B = &. Ademés
i=1
I(9,2z) = 0 para todo z € BN C, pues z estd en la componente conexa no
acotada de cada C\ C.

Como todos los cuadrados estan orientados en sen-
tido positivo, es claro que si dos de ellos son adyacentes I l

(tienen un lado en comun) entonces la orientacion de di-
cho lado es distinta en cada cuadrado. Podemos eliminar
todos los pares de lados comunes a dos cuadrados hasta
obtener un ciclo 7 que no contenga lados pertenecientes a cuadrados adyacen-
tes.!

Puesto que v* C 7§ es claro que v* N B = @. Como v se ha obtenido de g
eliminando pares de arcos opuestos, se cumple que las integrales a lo largo de
~ valen lo mismo que las integrales a lo largo de 7, y en particular I(v,2) =0
para todo z € BN C.

1Con rigor v se obtiene de vy por un proceso recurrente facil de precisar, pero que no
detallamos aqui.
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También se cumple que v*N A = &, pues si
existiera un punto zg € v*NA entonces zg € C;
para algin indice i, y el cuadrado adyacente
a C; por el lado que contiene a zy cortaria a
A, luego es un Cj, con lo que llegamos a que
~ contendria un lado que pertenece a dos de
los cuadrados, en contra de la construccion que
hemos hecho.

Solo falta probar que I(v,z) = 1 para todo z € A. Para ello distinguimos
dos casos:

1)ze A\ Lnj Cf. Entonces z € [C;] \ Cf para algtn i y z ¢ [C}] para todo
j#1. Porlo tZa:nlto I(v,2) = 1(70,2) = 1(C,2) = 1.

2) z € AN G C;. Entonces z € Cf para algin i. Sea zp el centro del
cuadrado C;. Ezl:;egmento [20, 2] no corta a v* y, como es un conexo, zg y 2
estan en la misma componente conexa de C \ v*. Aplicando el caso anterior

I(v,2) = 1(v,2) = 1. "

Como primera aplicaciéon demostramos lo siguiente:

Teorema 3.5 Consideremos un abierto Q2 C C. Entonces C* \  es conexo si
y sdlo si para todo arco cerrado ¢ tal que ¢* C Q y todo z € C\ Q, se cumple
que I(¢,z) = 0.

DEMOSTRACION: La aplicacion I(¢, z) es continua en C\ ¢* y vale 0 en el
complementario de un disco, luego se puede extender continuamente a C> \ Q
definiendo I(¢,00) = 0. Si C*> \ Q es conexo, como el indice solo toma valores
enteros, éste ha de ser nulo en todos los puntos de C> \ .

Reciprocamente, si C>°\ Q2 = AU B, donde A y B son cerrados disjuntos no
vacios, uno de ellos, digamos B, no contendra a co. Tomemos un ciclo v segin
el teorema anterior. Como v* N (AU B) = @ se cumple v* C Q. Sea zp € A.
Entonces I(v, z9) = 1, luego alguno de los arcos cerrados ¢ que componen a 7y
ha de cumplir que I(¢,20) # 0 (y claramente ¢* C ), luego Q no cumple la
condicion del enunciado. m

La condicién del teorema anterior puede expresarse diciendo que desde den-
tro de 2 no se puede rodear a ningin punto de fuera de 2 o, méas graficamente,
diciendo que 2 “no tiene agujeros”.

3.2 Consecuencias del teorema de Cauchy

En 1.35 hemos probado el teorema de Cauchy para funciones holomorfas en
abiertos que cumplen H(Q) = 0, y en 1.28 hemos probado las férmulas integra-
les de Cauchy para integrales sobre circunferencias. Ahora vamos a generalizar
estos resultados, para lo cual necesitamos un resultado previo:
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Teorema 3.6 Si Q) C C es abierto y f € H(Q), la funcion g dada por
Q- f)
g<<,z>{ ra
f'(2) si ¢ =z,

es holomorfa en Q) x Q.

DEMOSTRACION: Es obvio que g es holomorfa en los puntos donde { #
Fijemos, pues, un punto ({p, z9) con (o = zg. Sea r > 0 tal que D(zg,7) C
Basta probar que

1 e D
R A s =r LR )

pues el teorema 1.23 prueba entonces que g es holomorfa en D({y,7) X D(zo,7).

z
Q.

Si ¢ # z, las formulas de Cauchy nos dan

1 f(§) 1 f(§)
10=55 [ e se=50 /K_m_rg—zd
de donde

dg.

L JQ-iE) _ 1 (0
9(¢, 2) /E i (

(—z  2mi E-0E-2

Si ¢ = z entonces, también por las férmulas de Cauchy,

L 1O 4o L _JE)
R RS N L = N = =

Ahora ya podemos probar:

Teorema 3.7 (Teorema y féormulas de Cauchy) Sea Q un abierto en C y
f e H(Q). Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C Q y supongamos que para todo punto
z € C\ Q se cumple I(¢,z) = 0. Entonces

1. f¢f(<)d<20~

2. Para todo nimero natural n y todo z € Q\ ¢* se cumple

1(6,2)7(z) = 2% /cb 1 g

2mi Ju (¢ — 2)ntl
DEMOSTRACION: Comenzamos probando 2) para n = 0. Sea g((,2) la
funcién definida en el teorema anterior y sea G(z) = [ 69 (¢, 2)d¢. Claramente

G e H(Q). Size N\ ¢* entonces

G(z) = /(bwdCZQM <2lm/¢ﬁf(ozdc_f(z)2lm/¢g C>
= 2w (217Tz/¢,cf(—oz dC—f(z)I(gb,z)).
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Basta probar que G es constantemente igual a 0 en €.

Sea V.={z € Q| I(¢,z) = 0}. La continuidad del indice implica que V
es abierto y cerrado en Q \ ¢*, luego es abierto en C. Por la hipdtesis sobre el
indice se cumple que C = QU V. Los puntos z € 2NV cumplen

G(z):/ f(9) dc,

¢ C—%

con lo que podemos definir

G(z) siz e
Flz)= /&dg sizeV
@

—Zz

y obtenemos asi una funcion entera. Vamos a aplicarle el teorema de Liouville.
Demostraremos que existe lim F(z) =0, lo que implica que F es constante-
mente nula y G también. e

Puesto que V' contiene a la componente conexa no acotada de C\ ¢*, para
calcular el limite podemos suponer que z € V. Méas atn, podemos suponer que
|z| > R, para un R que cumpla ¢* C D(0, R). Entonces, si M es una cota del
modulo de f sobre ¢* se cumple

|F<z>|=]4§‘%d<\g<¢) M

2] = R’

y esta expresion tiende a 0 cuando z — oo.

El caso general de 2) se demuestra facilmente por induccién derivando las
integrales. La tnica precaucion que hay que tomar es que dado z € Q\ ¢* existe
un r > 0 tal que D(z,7) C Q\ ¢*, y en este disco I(¢, z) es constante, luego no
afecta a las derivadas.

Por dltimo fijamos z € Q\ ¢* y definimos g(¢) = (¢ — 2)f(¢). Entonces
g(z) = 0 y la férmula integral para n = 0 aplicada a g nos da 1):

0=106,200(:) = 57 | FCyac

De aqui se sigue a su vez una versiéon més general del teorema de los residuos
[An 10.25]:

Teorema 3.8 (Teorema de los residuos) Sea Q un abierto en C y f una
funcion tal que si z € Q entonces f es holomorfa en z o bien f tiene una
singularidad aislada en z. Sea v un arco cerrado contenido en  y que no pase
por ninguna singularidad de f. Supongamos ademds que I(y,z) = 0 para todo
z € C\ Q2. Entonces

/f(() d¢ = 2mi Z Res(f, z) I(v, 2).

zeQ
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Notemos que todos los sumandos de la derecha son nulos salvo un nimero
finito. Se entiende que si z € 4* entonces Res(f, z) I(7, z) = 0 (aunque el indice
no esté definido).

DEMOSTRACION: Sea B el conjunto de singularidades no evitables de f.
Como todas las singularidades de f son aisladas, B es un conjunto discreto,
luego numerable. Obviamente Res(f, z) = 0 para cualquier z que no esté en B.
Mas aun, B no puede tener puntos de acumulacion en 2, pues tales puntos no
serian singularidades aisladas de f.

Sea H = {z € B | I(v,2z) # 0} C B. Si I(7,z) # 0 entonces z no esta
en la componente conexa no acotada de C\ v*, luego H esta contenido en un
conjunto acotado. Si fuera infinito tendria un punto de acumulacion zg € C\ £,
y por hipétesis I(v,z9) = 0. Ahora bien, como el indice es constante en las
componentes conexas de C\ v*, resultaria que I(y,2) = 0 en un entorno de 2z,
luego habria puntos de H con indice nulo, contradiccion. Asi pues, H es finito.

Cambiando 2 por (2\ B)UH podemos suponer que f tiene un ntimero finito
de singularidades en Q (los puntos que hemos eliminado cumplen I(v,z) = 0,
luego sigue siendo cierto que I(v,z) = 0 para todo z € C\ Q).

Si z € H, entonces z es una singularidad aislada de f, es decir, f es holomorfa
en un entorno reducido D’(z,r). Consideremos la serie de Laurent
f(C)ZZ(C_jiz)n—i—Zan(z)(C—z)" para ¢ € D'(z,7).

n=0

n=1

Llamemos

Sz(C) = Z ((Z_j(;))n

a la parte singular de la serie. Como converge en D’(z,r), la serie de potencias
o0
> a_p(¢ — 2)™ converge en todo punto con | — z| > 1/r, luego su radio
n=1

de convergencia es infinito, luego S,(¢) converge de hecho (y es holomorfa)
en C\ {z}. Consecuentemente la funcion g(¢) = f(¢) — >_ S.(¢) es holomorfa
en Q\ H. Ahora bien, si zgp € H entonces zeH

9O =3 an(z0)C—20)" — ¥ S.(Q)  paraCe D'(zr),

n=0 z€H\{z0}

luego z es una singularidad evitable de g y, por lo tanto, podemos considerar
que g € H(Q). Estamos en las hipotesis de la version general del teorema de
Cauchy, luego

0= Ay(@ ac = Lf(() ac - z;{/wsz(o dc.

Las series de Laurent convergen uniformemente en compactos, y 7v* es un
compacto, luego por el teorema 1.18 podemos intercambiar la serie y la integral,
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es decir,

L £(Q) d¢ =

Pero es claro que todos los integrandos tienen primitiva excepto paran = 1,
luego

Z/i(a"(j)ndCz Zan(z)iLMd(.

2€H Y7 n=1 (—2) 2€H n=1

/ £(¢)d¢ = / o) o T Res(f, 2) (3, 2).

A/C_Z z€H n

Vamos a obtener algunas consecuencias tedricas del teorema de los residuos,
para lo cual necesitamos el concepto de derivada logaritmica de una funcién
meromorfa:

Definicién 3.9 Sea Q2 C C un abierto no vacio y f una funcién meromorfa en 2
que no sea idénticamente nula en ninguna componente conexa de 2. Definimos
su derivada logaritmica como f'/f.

Notemos que la derivada logaritmica de f es la derivada de cualquier loga-
ritmo holomorfo de f dado por el teorema 1.36, pero, mientras que, en principio,
los logaritmos holomorfos s6lo estan definidos localmente, la derivada logarit-
mica lo esta en todos los puntos de €2 donde f no se anula, es decir, en todos los
puntos de €2 salvo a lo sumo en un conjunto de puntos aislados (por el principio
de prolongacion analitica los puntos donde f se anula son aislados).

A la hora de calcular derivadas logaritmicas es util tener en cuenta que, por
la regla de derivacién de productos, la derivada logaritmica de un producto es
la suma de las derivadas logaritmicas de los factores.

El teorema siguiente prueba que f’/f es meromorfa en Q:

Teorema 3.10 Sea zy una singularidad aislada de orden k # 0 de una funcion
holomorfa f. Entonces zy es un polo simple de f'/f y Res(f'/f,z0) = k.

DEMOSTRACION: Por definicién de orden de una singularidad
f(z)= ioan(z—zo)"+k, para 0 < |z — 29| <,
donde ag # 0. Derivando queda
F(2) = 3 (0 -+ Ran(z = 20)" 4,
en el mismo entorno reducido. Asi
f2) = (=) X an(z = 20" = (=~ )9,

(2= 20)51 3 (n+ K)an(z — 20)" = (= — 20)F=1h(2),

n=0

K’l
—
I
~—
Il
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donde las funciones ¢g(z) y h(z) son holomorfas y no nulas en z;. En concreto,
9(z0) = ag, h(z0) = kag. Por consiguiente

f) 1 ()
f(z) z—20 9(2)

tiene un polo simple en z( y el residuo es

P h()
7)==k 9(2) .

Res(f'/f,20) = Zliﬂzlo(z — 20)

Teorema 3.11 (Principio del argumento) Sea Q2 un abierto en C y f una
funcion meromorfa en Q no sea idénticamente nula en ninguna componente
conexa de Q. Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C Q0 y no pase por ningin cero o polo
de f. Supongamos también que I(¢,z) = 0 para todo z € C\ Q. Entonces

I(¢o f,0) = o(f,2)I($,2).
ZEQ

DEMOSTRACION: Sea ¢ = ) . a;1;, donde a; € Z y cada v; es un arco
cerrado definido en un intervalo [a;, 5;]. Entonces

1
I(¢Of,0) - 27Tl dof C 27[—7,2 /7of C

_ ﬁ’f (Wi(t) ()
N 27mZ 1/)1 di

_ 1'©) 1 [1Q
N 27722 / = 2mi s f(0) de.

Si los arcos ¥; no fueran derivables sino derivables a trozos tendriamos que
descomponer las integrales intermedias en sumandos correspondientes a interva-
los en los que los arcos fueran derivables, pero el resultado final seria el mismo.
Ahora basta aplicar el teorema de los residuos y el teorema anterior. L]

En el caso particular en que ¢ es un arco sencillo de los que solemos conside-
rar, como una circunferencia, o un rectdngulo, etc. recorrido en sentido positivo,
el miembro derecho de la formula del principio del argumento es simplemente la
diferencia entre el ntimero de ceros menos el ntiimero de polos de f rodeados por
¢, contado cada uno tantas veces como indica su multiplicidad. La hipo6tesis
sobre los indices se interpreta como que no podemos permitir que ¢ rodee a un
cero o polo de una prolongacion analitica de f a un punto exterior a §2 y que no
sea tenido en cuenta. El nombre del teorema se debe a que el miembro izquierdo
es la variacion del argumento de f a lo largo de ¢ dividida entre 2.

Cuando el principio del argumento se aplica a funciones sin polos nos da
cierta informacién sobre la existencia de ceros de una funcién en una region
dada del plano complejo (la rodeada por un cierto arco). No obstante, calcular
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las variaciones del argumento de una funcién no es sencillo, por lo que el principio
del argumento no se presta a aplicaciones directas. Lo que vamos a ver es que
en ciertas circunstancias podemos asegurar que la variaciéon del argumento de
dos funciones sobre un mismo arco es la misma, con lo que el principio del
argumento nos relaciona los ceros de ambas funciones. Esto es el teorema de
Rouché. La prueba se basa en un teorema geométrico intuitivamente evidente
que podemos parafrasear como sigue:

Un hombre pasea con su perro de tal modo que su distancia a cierto
arbol es siempre mayor que la longitud de la correa del perro. En-
tonces el hombre y el perro dan el mismo nimero de vueltas al drbol.

Teorema 3.12 Sean ¢, ¢ : [a,b] — C arcos cerrados y a un nimero complejo
tal que |p(t) —1(t)| < |6(t) — | para todo t € [a,b]. Entonces I(¢,a) = I(¢, ).

DEMOSTRACION: Las hipotesis implican que |¢(t) — «| > 0 para todo t,
luego o ¢ ¢*. Asi mismo, si a € ¢* tendriamos que 1 (t) = « para cierto valor
de t, con lo que seria |¢p(t) — ¥(t)] = |p(t) — «f.

Esto prueba que los indices (¢, ), I(1, ) estan bien definidos. Haciendo
una traslaciéon podemos suponer que o = 0. Entonces ¥ y ¥ no se anulan.

Claramente
- Y(t) —o(t)\
Y(t) = o(t) (1 + BT ) = ¢(t)p(t).

Sean 6, 0" : [a,b] — R determinaciones continuas del argumento de ¢ y p
respectivamente, es decir,

o(t) = o(t)[e®®,  p(t) = |p(t)]e?D.

La férmula anterior nos da que

() = |6(0)] (1) | OO,

luego 6 + 0" es una determinacion continua del argumento para .
La definicion de indice nos da ahora que I(y,0) = I(¢,0) + I(p,0). Basta
probar que el dltimo indice es 0. Ahora bien, por hipotesis

() = ¢@)]
|6(2)]

luego p* € D(1,1). Esto implica que I(p,0) = 0 (por ejemplo por 3.5 aplicado
al disco D(1,1)). "

lp(t) = 1] = <1,

Uniendo este teorema al principio del argumento obtenemos el hecho si-
guiente, cuya prueba es inmediata salvo por una pequena cuestioén técnica:

Teorema 3.13 Sea €2 un abierto en C y f, g dos funciones meromorfas en €.
Sea ¢ un ciclo tal que ¢* C Q y no pase por ningun polo de f. Supongamos que
I(¢,2) = 0 para todo z € C\ Q y que |f(z) — g(z)| < |f(2)| para todo z € ¢*.

FEntonces
> olf,2)I(d,2) = 3 o(g,2)1(9, 2).

z€Q ZEQ
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DEMOSTRACION: Ante todo hay que notar que la desigualdad estricta de la
hipétesis implica inmediatamente que ¢* no contiene ceros de f o de g.
Por otra parte, si ¢ = Y a;1;, donde a; € Z y cada 1; es un arco cerrado,

1
esta misma hipotesis nos da que |f(9;(t)) — g(vi(t))] < |f(3:(t))], para todo ¢
en el dominio de v;, y por el teorema anterior I(v; o f,0) = I(¢; 0 g,0).

Por la definicion de indice de un ciclo esto implica I(¢ o f,0) = I(¢ o g,0).
Ahora basta probar que podemos aplicar el principio del argumento.

Llamemos A a la unién de las componentes conexas de €2 que cortan a ¢*.
Como las componentes conexas de los abiertos son abiertas, A es abierto en C.
Ademés ¢* C A y toda componente conexa de A contiene algtin punto de ¢*,
donde f y ¢ no se anulan, luego f y g no son idénticamente nulas en ninguna
componente conexa de A.

Solo falta probar que I(¢,z) = 0 para todo z € C\ A. En principio sélo lo
sabemos para puntos de C \ €. Sea, pues, z € 2\ A. Entonces z esta en una
componente conexa C' de ) que no corta a ¢* y que por lo tanto es disjunta
con A. Asi, C C C\ A C C\ ¢* y es conexo. El indice I(¢,z) es constante
en C, luego basta probar que es nulo en uno cualquiera de sus puntos, no
necesariamente en el z elegido. Como C' es un abierto distinto de todo el plano
complejo, existe un punto w € C'\ C. Basta ver que w ¢ (2, pues entonces por
hipotesis (¢, w) = 0. Ahora bien, si D es cualquier otra componente conexa
de Q (distinta de C), entonces C C C\ D, luego C C C\ D, luego w ¢ D. Esto
prueba que w no esta en ninguna componente conexa de 2. "

El teorema de Rouché es esencialmente el teorema anterior en el caso parti-
cular en que las funciones f y g no tienen polos. Sin embargo vamos a probar
una version ligeramente refinada que no involucra ciclos.

Teorema 3.14 (Teorema de Rouché) Sea Q un abierto acotado en C y sean
f, g dos funciones continuas en ) y holomorfas en . Supongamos que se
cumple la desigualdad | f(2) — g(z)| < |f(2)| para todo punto z € 0S). Entonces

ST o(f,z)= > o(g,2) < +oc.

z€Q z€Q

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto

K ={z€Q]|f(2) —g(2)| 2 [£(2)[}.

Claramente es cerrado en €2, luego es compacto. Por hipétesis K no corta a la
frontera de 2, luego K C Q. Ahora aplicamos el teorema 3.4 a los cerrados K
y C>\ Q, segun el cual existe un ciclo 7 tal que

L y*N(KU(C>®\Q) =2 (es decir, v* C O\ K),
2. Para todo z € K se cumple I(v, z) = 1,

3. Para todo z € C\ Q se cumple I(v, z) = 0.
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Obviamente f, g, 2 y «v estan en las hipotesis del teorema anterior, luego

2 o(f,2) (v, 2) = 3 olg,2)I(7, 2).

z€Q z€eQ

Por tltimo notamos que si z € Q\ K entonces |f(z) — g(z)| < |f(2)], de
donde se sigue que z no es un cero ni de f ni de g, y los sumandos asociados
en la igualdad anterior son nulos. Asi pues, los tnicos sumandos no nulos
corresponden a puntos de K, luego la igualdad se reduce a la indicada en el
enunciado. m

El teorema de Rouché afirma, pues, que si dos funciones f y g cumplen
la desigualdad indicada en la frontera de un abierto, entonces ambas tienen el
mismo nameros de ceros en dicho abierto, contando cada uno de ellos tantas
veces como indica su orden de multiplicidad.

Ejemplo Consideremos el polinomio g(z) = 2% — 42% + 22 — 1. Si llamamos
f(z) = —42°, entonces observamos que en la frontera del disco unidad D(0, 1),
es decir, si |z| = 1, se cumple |f(z) —g(2)| =] — 28— 22+ 1| <3 <4 =] 427,
luego el teorema de Rouché nos da que f y ¢ tienen el mismo ntimero de ceros
en D(0,1), es decir, ambas tienen 5 ceros. n

He aqui una aplicacion sencilla del teorema de Rouché:

El teorema fundamental del adlgebra Un argumento similar puede usarse
para demostrar el teorema fundamental del algebra: dado un polinomio moénico
P(z) de grado n > 0, sea M > 0 una cota de sus coeficientes distintos del
coeficiente director. Si |z| = M + 1,

|P(z) = 2" < M(J2[" "+ 4 2] +1) = [2]* =1 < |2"],

luego el teorema de Rouché nos da que P(z) tiene en D(0, M + 1) tantos ceros
como 2", o sea, n ceros. Por supuesto que el teorema fundamental del &lgebra
se deduce ya del teorema de Liouville, que es més sencillo, pero vemos que el
teorema de Rouché nos proporciona una cota para el moédulo de las raices. =

Por el teorema de la aplicacion abierta, si una funcién holomorfa en el disco
unitario cumple f(0) = 0, su imagen contiene un disco de centro 0. Ahora
probamos que el radio de este disco puede calcularse en funcion de f/(0) y de
una cota de f:

Teorema 3.15 Sea g una funcion holomorfa en D(0, R) que cumpla g(0) =0,
lg'(0)] = >0y |g(z)] < M para todo z € D(0, R). Entonces la imagen de g
contiene al disco D(0, R?u?/6M).

DEMOSTRACION: Consideramos f(z) = g(Rz)/(Rg’(0)), definida en D(0,1).
Asi f es holomorfa en el disco unitario, f(0) =0, f/(0) =1y |f(2)] < M/uR.
Basta probar que f cumple el teorema, es decir, que la imagen de f contiene al
disco D(0,1/6M"), donde M' = M/uR, pues entonces la imagen de g contendra
al disco indicado en el enunciado.
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Los primeros coeficientes de la serie de Taylor de f en 0 son ay =0, a; = 1.
Las desigualdades de Cauchy nos dan que |a,| < M’, luego en particular para
n=1queda M’ > 1. Si |z| = 1/4M’ se cumple

> 1 ad 1\" 1 1
> |z|— "> — -y M— | =——(16M—-4)"!> )
|f(2)] > |z ;\anz | > 2 (4M> 17 ( ) > G

Sea |w| < 1/6M’. Queremos probar que la funcién g(z) = f(z) — w tiene un
cero. Para ello notamos que si |z| = 1/4M entonces

1/(2) = 9(2)| = [w] < 1/6M < |f(2)],

luego podemos aplicar el teorema de Rouché y concluir que f y g tienen el
mismo namero de ceros en el disco D(0,1/4M"), pero f(0) = 0, luego g también
tiene un cero. n

Sin embargo, ahora podemos probar un hecho sorprendente, y es que se
cumple un resultado similar en el que no interviene la cota de g. Para ello
necesitamos un hecho elemental:

Teorema 3.16 Sea f una funcion holomorfa en un disco D(a,r) con la pro-
piedad de que |f'(z) — f'(a)| < |f'(a)| para todo z # a en dicho disco. Entonces
f es inyectiva.

DEMOSTRACION: Tomemos dos puntos z; # z3 en el disco D(a, ). Entonces

/ /'(a) dc‘ -

1
> |f' (@)l 21 = 22| = |21 — Zzl/O [f'(tz1 + (1= t)z2) — f'(a)| dt

£ (21) = f(z2)] =

/ 7 dq‘ >

/ (710 - f(@)) de

= |21 — Z2|/O (If" (@) = [ (tz1 + (1 = t)22) = f'(a)]) dt > 0,

pues una integral de una funcién continua positiva es positiva. L]

Teorema 3.17 (Teorema de Bloch) Sea f una funcion holomorfa en un a-
bierto que contenga al disco cerrado D(0, R) y tal que f'(0) # 0. Entonces existe
un disco abierto contenido en D(0, R) en el que f es inyectiva y cuya imagen
contiene un disco de radio R|f'(0)|/72.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que R =1, f(0) =0y f/(0) = 1, pues
en el caso general consideramos la funcion g(z) = (f(Rz) — f(0))/Rf’(0).

Sea M(r) = méx{|f'(2)| | || = r} y sea h(r) = (1 — r)M(r). Usando la
continuidad uniforme de f es facil ver que h es continua en [0,1]. Claramente
h(0) =1y h(1) = 0. Sea ro = max{r | h(r) = 1}. Asi h(rg) =1, 190 < 1y
h(r) <1sir>rg.
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Tomemos un punto a tal que |a| =79y f'(a) = M(r9) = 1/(1 — rp). Sea
po = (1—1r0)/2. Si |z —a| < po, entonces |z| < (1+79)/2y

|f/(2)|§M(1ZTO>=h<1+TO> 2 <i,

2 I—ro  po

pues (1 +179)/2 > ry. Consecuentemente

/ / / / 1 1 _i
If(Z)—f(a)ISlf(z)|+\f(a)|<%+%—2p0- (3.1)

Asi, la funcion
a4+ poz) — f'(a
s = Lt md) — 1@
30

esté en las hipotesis del lema de Schwarz 2.26, del que deducimos que

3|z — al
20

If'(z) — f(a)] < , para todo z € D(a, po).

(El lema de Schwarz implica que la desigualdad es estricta, ya que si no la
desigualdad (3.1) seria una igualdad).

En particular si z € D(a, po/3) entonces |f'(z) — f'(a)] < 1/2py = |f'(a)].
El teorema anterior implica que f es inyectiva en este disco. Veamos que su
imagen contiene un disco de radio 1/72.

Sea g(z) = f(z + a) — f(a), definida en D(0, pg/3) (notar que en este disco
|z + a] < 1). Entonces g(0) = 0, |¢'(0)] = |f'(a)] = 1/2pg. Si z € D(0,po/3)
entonces el segmento [a, z + a] esta contenido en D(a, po/3) C D(a, py), donde
tenemos probada la desigualdad |f'(z)| < 1/po. Por lo tanto

z+a 1
o =| [ r@a < E <

El teorema 3.15 nos da que g[D(0, po/3)] contiene el disco abierto de centro

0 y radio
9 2
(%) 1
63 o2
Por lo tanto f[D(a,po/3)] contiene el disco D(f(a),1/72). "

El teorema siguiente relaciona los ceros de los términos de una sucesion
convergente de funciones holomorfas con los de su limite:

Teorema 3.18 (Teorema de Hurwitz) Sea 2 un abierto en C y sea {fn}
una sucesion de funciones holomorfas en Q) que converja casi uniformemente a
una funcion f. Si f no es idénticamente nula en ninguna componente conexa
de Q y tiene al menos N ceros en Q (contando multiplicidades) entonces existe
un ng tal que para todo n > ng la funcion f, tiene al menos N ceros en €.
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DEMOSTRACION: Sean zi, ...,z ceros distintos de f en 2 de modo que la
suma de sus o6rdenes sea mayor o igual que N (no tienen por qué ser todos los
ceros de f en Q, que pueden ser infinitos, sino s6lo los necesarios para que los
ordenes sumen al menos V).

Como el conjunto de los ceros de f en 2 no tiene acumulacion en €2, existe
un 7 > 0 tal que los discos D(z;,r) C £ son disjuntos dos a dos y no contienen
mas ceros de f que sus centros respectivos. Sea K la union de las fronteras de
estos discos. Como es compacto existe un a € K donde f alcanza su modulo
minimo, que es |f(a)| > 0.

Como {f,} converge uniformemente a f sobre K, para n suficientemente
grande se cumplira que |f(z) — fn(2)| < |f(a)| < |f(z)| para todo z € K. El
teorema de Rouché implica que el namero de ceros de f,, en cada disco D(z;, 1)
es el mismo que el de f, luego en total f,, tiene al menos N ceros. L]

Veamos una aplicacién sencilla que necesitaremos mas adelante:

Teorema 3.19 Sea Q un abierto conexo en C y sea {f,} una sucesion de fun-
ciones holomorfas e inyectivas en  que converja casi uniformemente a una
funcion f. Entonces f es constante o inyectiva.

DEMOSTRACION: Si f no es inyectiva existen a, b € ) tales que a # b
pero f(a) = f(b). Definimos la sucesion g, (z) = fn(z) — fn(a), que converge
a g(z) = f(z) — f(a). Ahora a y b son ceros de g. Tomemos un r > 0 tal que
los discos D(a,r) y D(b,r) estén contenidos en 2 y sean disjuntos. Si f no es
constante la funcion g tampoco lo es (en ninguno de los discos, pues € es conexo),
y como tiene un cero en cada uno de los discos, aplicaAndoles separadamente el
teorema de Hurwitz resulta que alguna funcion g, tiene un cero en cada uno de
los discos, luego g, no es inyectiva y f, tampoco. L]

3.3 Los teoremas de Picard

El teorema de Casorati-Weierstrass [An 10.21] tiene una consecuencia sen-
cilla:

Teorema 3.20 (Teorema de Picard) Si f : C — C es una funcion entera
no constante entonces f[C] es denso en C.

DEMOSTRACION: Si f es un polinomio el teorema fundamental del algebra
implica que f[C] = C. En otro caso f admite un desarrollo en serie de Taylor

[E) = 3 apem
m=0

convergente en C, y con coeficientes no nulos para indices arbitrariamente gran-
des. Por lo tanto, la funcion

f(1/z) = i:o amz" ™
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tiene una singularidad esencial en 0, luego por el teorema de Casorati-Weierstrass
su imagen en densa en C, pero la imagen de f(1/z) es f[C]\ {f(0)}, luego f[C]
también es denso en C. m

Los resultados de la seccién anterior nos permiten mejorar sustancialmente
este teorema. Aislamos algunos calculos que nos seran ttiles méas tarde.

Teorema 3.21 Sea Q C C un abierto tal que H* () = 0 y f € H(Q) que no
tome los valores 0, 1. Entonces existe una funcion g € H(Q) tal que

f(Z) _ _€i7r cosh(2g(z)).
Ademdas g[Q] no contiene discos de radio 1.

DEMOSTRACION: Los calculos que siguen son meramente heuristicos: Se ha

de cumplir
f(Z) _ _eiﬂ'cosh(2g(z)) — eirr cosh(2g(z))+1

luego f(z) = e*™F(*) con

2g(2) —29(2) 9(2) —9(2))2
2F(z) = cosh(2g(z)) + 1 = % +1= %.
Si llamamos H(z) = e9*), se ha de cumplir (H(z) + 1/H(z))? = 4F. Des-
pejando se llega a

H%*(2) = =14 2F(2) £ 2{/F(2)\/F(2) =1 = (\/F(2) = /F(2) —

Ahora veamos que realmente es posible construir todas estas funciones.
Como f no se anula, el teorema 1.36 nos da un logaritmo holomorfo de f en 2,
es decir, f(z) = "®), para una cierta h € H(Q).

Llamemos F(z) = h(z)/2mi. Asi f(z) = 2"F(3). Como f no toma el valor 1,
la funcion F' no puede tomar ningun valor entero.

En particular las funciones F(z) y F(z) — 1 no se anulan, luego también
tienen ramas holomorfas del logaritmo, con las que a su vez podemos definir
ramas holomorfas de la raiz cuadrada, o sea, funciones holomorfas \/F(z) y
VF . Definimos H(z) = \/F(z)—+/F(z) — 1. Es claro que H no se anula,
luego tamblen tiene una rama holomorfa del logaritmo, es decir, H(z) = e9(2),
Ahora los calculos anteriores justifican que f(z) y g(z) satisfacen la relacion
indicada.

El resto del teorema es la parte més delicada. Sean n y m ntmeros enteros,
con n > 0. Supongamos que existe un punto a € 2 tal que g(a) es de la forma

+log(v/n +Vn — 1) +img. (3.2)

Entonces

2cosh(2g(a)) = €290 4 ¢729(0)
= ™ (Vn+Vn—1)*F +e (Vo4 vn—1)F2
= (~D)"((Va+Vn—1%+ (Vn—vn—-1)?)
= (-1)™(2(2n - 1)),
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luego cosh(2g(a)) = (—1)™(2n — 1), pero esto implica f(a) = 1. Concluimos
que g(a) no toma valores de la forma (3.2). Estos puntos forman los vértices de
una red de rectangulos que cubren el plano. La altura de los rectangulos es

|(m + 1)7/2 —mn /2| = 7/2 < V/3.
La anchura (variable) es

log(vn+ 14 /n) —log(v/n+ vn —1).

Es facil ver que esta funciéon de n es decreciente (la derivada de la funcion
log(vx + 1+ \/z) es decreciente, luego la derivada de la funcion completa es
negativa). Por lo tanto la anchura de cualquiera de los rectangulos es menor
que la del primero (n = 1), y ésta es log(1 ++/2) < loge = 1. En consecuencia,
la diagonal de cualquiera de los rectangulos es menor que 2.

Ahora es claro que cualquier punto del plano complejo dista menos de una
unidad de uno de los puntos considerados, y como ninguno de ellos esta en la
imagen de g, concluimos que ésta no puede contener discos de radio 1. L]

Teorema 3.22 (Teorema pequeno de Picard) Toda funcion entera no
constante toma cualquier valor complejo con a lo sumo una excepcion.

DEMOSTRACION: Si una funcién entera u no toma los valores a y b, entonces

la funcion entera
u(z) —a

1) =52

no toma los valores 0, 1. Segun el teorema anterior existe una funcién entera g
(no constante) cuya imagen no contiene ningtn disco de radio 1.

Como no es constante existe un punto zg tal que ¢'(2¢) # 0. Asi, la funciéon
entera h(z) = g(z + 2z9) cumple A’'(0) # 0 y su imagen tampoco contiene discos
de radio 1.

Sin embargo el teorema de Bloch nos da que dicha imagen contiene discos de
radio R|h/(0)|/72 para cualquier R > 0, con lo que tenemos una contradiccion.

u

Veamos ahora que podemos obtener un resultado mucho mas general. Una
funcién entera no polinémica tiene una singularidad esencial en el infinito y
sucede que el teorema de Picard vale para funciones holomorfas arbitrarias, no
necesariamente enteras, alrededor de una singularidad esencial. Mas atn, proba-
remos que, alrededor de una singularidad esencial, una funcién holomorfa toma
infinitas veces cada valor complejo, con a lo sumo una excepcioén. Necesitamos
algunos resultados previos.

Teorema 3.23 (Teorema de Schottky) Para cada par de nimeros reales a,
B que cumplan 0 < a < +o0, 0 < f < 1, ewiste una constante C(a, 3) de
modo que si f es una funcion holomorfa en un abierto que contenga un disco

cerrado D(a, R), que no tome los valores 0, 1 y tal que |f(a)] < «, entonces
|7 (2)] < C(a, B) siempre que |z —a| < BR.
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DEMOSTRACION: Cambiando f por f(a + Rz) podemos suponer que a = 0
y R = 1. También es claro que podemos suponer a > 2 y que el dominio
de f es un disco abierto de centro 0. Entonces f se encuentra en las hipotesis
del teorema 3.21. Consideremos las funciones h, F', H y g que aparecen en la
demostraciéon. Recordemos que h es cualquier rama uniforme del logaritmo de f,
luego podemos suponer 0 < Im h(0) < 27. Igualmente, g es cualquier rama del
logaritmo de H, luego podemos suponer 0 < Im g(0) < 27. Distinguimos dos
casos:

Caso 1: |f(0)] > 1/2. Entonces

1
og o ey

[F(0)] =

1 h(o)’ - % llog | £(0)| + Tm A(0)] <

2mi

Sea Cy(a) = (1/27) |log | + 2. También se cumple

[VE©) % VF©) = 1] < [F(O)2 + |F(0) — 12 < 2Cy(a)! /2.
Llamemos C () = 2Cy(a)'/2. Asi, si |[H(0)| > 1 entonces
19(0)] = [log [H(O)| + i Tm g(0)] < log [H(0)] + 2 < log Ci(a) + 2.

y lo mismo es valido si |[H(0)] < 1:

1
—log |H(0)| +2W:logm + 27

= log|\/F(0) + /F(0) — 1| + 27 <log Ci(a) + 2m.

19(0)]

IN

Sea, pues, Co(a) = log C(a) + 2w. Para cada a < 1, el teorema de Bloch
aplicado a una traslacion de g implica que g[D(a,1 — |a|)] contiene un disco
abierto de radio (1 — |a|)¢’(a)/72. Por otro lado el teorema 3.21 afirma que
g[D(O7 1)] no contiene discos de radio 1, luego deducimos que

72
1—laf’

lg'(a)] <

para todo a € D(0,1). Asi pues,
72|al
1—|a|’

Definimos Cs(a, 8) = Co(a) + 728/(1 — 8). Hemos probado que si |z| < 3
entonces |g(z)| < C5(5). Por consiguiente, si |z| < /5 se cumple también

l9(a)] < |g(0)] + |g(a) = g(0)] < Ca(e) +

/Oag’«) dc‘ < Cy(a) +

|f(2’)| — |6i7rcosh(29(z))| < e'n'|cosh(2g(z))| < eﬂ.e?\g(Z)\ ewe2c3(“’m.

Llamamos Cy4(c, 8) a esta ultima constante.

CAs0 2: Supongamos que 0 < |f(0)| < 1/2. Entonces la funcion 1— f esta en
las condiciones del caso 1, pues no toma los valores 0y 1y 1/2 < |1— f(0)] < 2.
Por lo tanto
11— f(2)| < C4(2,8) siempre que |z| < 3.
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Esto implica que |f(2)] < 1+ C4(2,8) y el teorema se cumple con
C(Ol,ﬁ) = HléX{C4(Oé,ﬂ), 1+ C4(27B)}

De aqui deducimos el resultado clave para probar el teorema grande de
Picard:

Teorema 3.24 (Teorema de Montel-Caratheodory) Sea F la familia de
todas las funciones holomorfas en un abierto conexo Q2 C C que no tomen los
valores 0,1. Entonces toda sucesion de funciones de F tiene una subsucesion
convergente en H(Q) o bien una subsucesion que converge casi uniformemente?
a oo en 2.

DEMOSTRACION: Fijemos un punto zg € 2y descompongamos JF en la unioén
de dos subconjuntos:

A={fedF||f(z0) <1} y B={feF||f(z0) >1}.

Toda sucesion en F tiene una subsucesion en A o en B, luego basta probar
que ambos conjuntos cumplen el teorema. Para el caso de A es suficiente probar
que A es relativamente compacto en H(2) y por el teorema de Montel basta
probar que A esta casi uniformemente acotado, es decir, que todo punto posee un
entorno donde las funciones de A estan uniformemente acotadas. Para probarlo
consideremos el conjunto G de los puntos z € ) tales que las funciones de A
estan uniformemente acotadas en un entorno de z. Por definicién G es abierto.
Dado que € es conexo, basta probar que es también cerrado en Q. Siw € 2 es un
punto de su clausura, es claro que existe un a € G tal que w € D(a, R) C Q para
cierto radio R > 0. Puesto que a € G existe un « > 0 tal que |f(a)| < a para
toda funcién f € A. El teorema anterior nos da que las funciones de A estan
uniformemente acotadas en D(a, R), luego w € G. Observar que el teorema
anterior, juntamente con la definicion de A implica que G # @.

Ahora consideremos el conjunto B. Si f € B entonces 1/f es holomorfa en
2, porque f no se anula. Ademéas 1/f no toma los valores 0, 1y |(1/f)(z0)] <1,
luego 1/f € A. Por lo tanto, si {f,} es una sucesion de funciones en B, la
sucesion {1/f,} esta contenida en A, luego tiene una subsucesion convergente
a una funcion f € H(). El teorema 3.18 implica que f es idénticamente nula
o bien no tiene ceros en 2. En el primer caso es facil ver que la subsucesion
converge casi uniformemente a oo, en el segundo caso la subsucesién converge a
la funcion holomorfa 1/f. "

El teorema siguiente refina al teorema de Casorati-Weierstrass [An 10.21]:

Teorema 3.25 (Teorema grande de Picard) Sea f una funcion holomorfa
con una singularidad esencial en un punto zg. Entonces f toma infinitas veces
cada valor complejo en cualquier entorno reducido de zy, con a lo sumo una
eTcepcion.

2Una sucesién de funciones holomorfas en §2 converge casi uniformemente a oo si para todo
compacto K C Q y todo M > 0 existe un natural ng tal que si n > ng y z € K se cumple
[f(z)] = M.
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DEMOSTRACION: Es claro que no perdemos generalidad si suponemos que
zo = 0. Asi mismo, si suponemos que f no toma dos valores complejos en
un entorno reducido Q = D’(0, ), podemos suponer que estos valores son 0, 1
(véase la prueba del teorema 3.22).

Sea f, la funcion definida en Q mediante f,(z) = f(z/n). Asi cada f,
es holomorfa y no toma los valores 0, 1. Por el teorema anterior existe una
subsucesion f,, que converge uniformemente en la circunferencia |z| = r/2, ya
sea a una funciéon g holomorfa en 2, ya sea a co.

En el primer caso sea M el maximo de g en la circunferencia. Tenemos que

[f(z/ni)l < |fni(2) = 9(2)] + 19(2)| < 2M,

para todo ny suficientemente grande, luego |f(2)| < 2M si |z| = r/2ny. Por
el principio del modulo méximo concluimos que f esta acotada por 2M en los
anillos A(r/2ng41,7/2nt), para k suficientemente grande, pero esto implica que
|f(2)] < 2M en un cierto entorno reducido D’(0,7/2ny). A su vez de aqui se
sigue que f es holomorfa en 0.

En el segundo caso se razona de forma similar que 1/f tiende a 0 en 0, con
lo que f tiene un polo en 0.

Con esta doble contradicciéon hemos probado que f toma cualquier valor
complejo con a lo sumo una excepcion en cualquier entorno reducido de 0. Si f
toma un valor s6lo una cantidad finita de veces en un entorno reducido, tomando
un entorno mas pequeno obtenemos que f no toma dicho valor, luego eso sé6lo
puede ocurrir en el caso excepcional. [

De aqui se sigue la version fuerte del teorema pequeno de Picard:

Teorema 3.26 Una funcion entera no polindmica toma infinitas veces cada
valor complejo con a lo sumo una excepcion.

DEMOSTRACION: Dada f, basta considerar la funcién f(1/z), que tiene una
singularidad esencial en 0. m

El teorema siguiente esta relacionado, aunque es mucho mas elemental:

Teorema 3.27 Si f: C — C es una funcidn entera inyectiva, existen a,b € C
con a # 0 tales que f(z) = az+b, para todo z € C.

e}
DEMOSTRACION: Consideremos la serie de Taylor f(z) = > amz™, que
m=0

converge en todo C. Como en la prueba del teorema anterior, si hay infinitos
coeficientes no nulos, la funciéon g(z) = f(1/z) tiene una singularidad esencial
en 0, luego por el teorema de Casorati-Weierstrass g[D’(0,1)] = f[C\ D(0,1)] es
denso en C, y por el teorema de la aplicacion abierta 1.38 tenemos que f[D(0, 1)]
es abierto en C, luego f[C\ D(0,1)] N f[D(0,1)] # @, y esto contradice la
inyectividad de f.

Asi pues, la serie de Taylor de f es finita, luego f es un polinomio, y también
lo es su derivada f’. Ahora bien, si existe un a tal que f’(a) = 0, entonces
o(f — f(a),a) > 2, y 1.37 implica que f no es inyectiva. Por lo tanto, el
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polinomio f’ no tiene raices, luego por el teorema fundamental del dlgebra tiene
que ser constante f'(z) = a # 0, de donde f(z) = ax +b. "

3.4 Abiertos simplemente conexos

En [TA 8.6] definimos los espacios topoldogicos simplemente conexos como los
espacios arcoconexos cuyo grupo fundamental es trivial o, lo que es lo mismo,
tales que todo arco cerrado es homotopico a un punto. Para el caso de un
abierto en C (o incluso en C*) la conexioén por arcos equivale a la conexion,
pues todo espacio conexo localmente arcoconexo es arcoconexo. En esta seccion
demostraremos que los abiertos simplemente conexos de C* se caracterizan por
varias propiedades de las funciones holomorfas definidas sobre ellos.

Una de las caracterizaciones que vamos a obtener involucra funciones har-
monicas. Recordemos que H () representa el conjunto de todas las funciones
harmonicas f : 2 — R. Necesitaremos la definicion siguiente:

Definiciéon 3.28 Sea 2 C C un abierto no vacio y f € H(2). Definimos la
derivada holomorfa de f como la funcion f' € H(Q2) dada por

y_of _of
/ Oz Zay'

Es inmediato comprobar que f’ cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann,
por lo que es ciertamente una funcién holomorfa.

Teorema 3.29 Sea Q un abierto en C. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. C*\ Q es conezo.

2. Para todo arco cerrado ¢ contenido en Q) y toda f € H(Q) se cumple
| roa=o

3. Para toda f € H(Q) existe F € H(Q) tal que F' = f.
4. Para toda funcion harmdnica f € H(QY) existe g € H(Q) tal que f = Reg.

5. Para toda f € H(Q) que no se anule en ningun punto existe L € H(Q) tal
que e“(?) = f(2) para todo z € Q.

Ademds, la funcion L del apartado 5) cumple L'(z) = f'(2)/f(2).

DEMOSTRACION: 1) = 2) se sigue del teorema de Cauchy juntamente con
el teorema 3.5.

2) = 3) Razonando por separado con cada componente conexa de §2 podemos
suponer que {2 es conexo, en cuyo caso es conexo por poligonales.
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Fijamos zg € Q. Si z es cualquier punto de ) existe una poligonal P,
contenida en 2 y que une zp con z. Si @), es cualquier otra poligonal en estas
condiciones, P, U (—@Q.) es un arco cerrado contenido en €, luego

0= /P o fO@c= /P Fodc [ o

Esto significa que la funcién dada por
Fe) = [ 10
P,

no depende de la eleccion de la poligonal P, que una zg con z.

Si z1 € Q existe un r > 0 tal que D(z1,7) C Q. Tomamos una poligonal P,,
que una zg con z1 y entonces para todo z € D(z1,7) se cumple que P, U [21, 2]
es una poligonal que une zg con z, luego F(z) viene dada por

F(z) = /P I©dc /H Q) d.

En la prueba del teorema de Morera hemos visto que F’ = f en D(zy,7),
luego en particular F’(z1) = f(z1) y esto para todo z; € Q.

3) = 4) Dada f € H(R), consideramos su derivada holomorfa f' € H(Q),
de modo que por 3) existe F' € H(QQ) tal que F’ = f’. Explicitamente:
8ReF7i8ReF7 of .of

=g =99
Ox Oy / Ox Zay’

luego
OReF —f) OReF —f) _0
Ox N Oy -
luego existe una constante ¢ € R tal que f = Re F' + ¢ = Re(F + ¢), luego f es

la parte real de una funcién holomorfa.

4) = 5) Si f € H(2) no se anula en ningtn punto, entonces la funciéon
log | f| es harménica en . En efecto, para cada z € Q podemos tomar un disco
A = D(z,¢) C Qy por 1.36 f|a tiene un logaritmo holomorfo log(f|4), cuya
parte real es log | f|| 4, luego log | f| es harmonica en A, luego en todo 2. Entonces
4) implica que existe g € H(2) tal que log|f| = Reg, luego [e9)| = |f(2)],
luego €9(*) / f(2) es una funciéon holomorfa en Q de médulo 1. Por el principio
del modulo maximo es constante, digamos igual a e, con lo que e9(*)=¢ = f(z)
y L(z) = g(z) — ¢ es un logaritmo de f en 2. Su derivada esta calculada en 1.36.

5) = 1) Sea f un arco cerrado contenido en Q y sea z9g € C\ Q. Sea
f(z) = z — zp. Por 4) existe una funcion L holomorfa en £ cuya derivada es
L'(z) = 1/(# — z0). Los teoremas 1.22 y 3.2 nos dan que

1 1
16.) = 5 | 72 dc=o0

luego 3.5 implica que C> \ Q) es conexo. m
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Vamos a probar que los abiertos conexos que cumplen el teorema anterior son
precisamente los abiertos simplemente conexos en el sentido topolégico usual.
Notemos también que un abierto €2 cumple cualquiera de las propiedades 2, 3,
4, 5 del teorema anterior si y so6lo si la cumplen todas sus componentes conexas,
por lo que restringirlo a abiertos conexos no supone ninguna limitaciéon esencial.

En la prueba del teorema anterior hemos visto que si f es una funcion ho-
lomorfa (de una variable) que no se anula en ningin punto, entonces log | f| es
una funciéon harmoénica. Esto es cierto para funciones de varias variables y, méas
en general:

Teorema 3.30 Consideremos abiertos 2y C C", Qo C C, una funcion holo-
morfa f: 0y — Qo y una funcion harmonica g : 0 — R. Entonces fog es
harmonica en Q7.

DEMOSTRACION: Dado z € Qy, sea r > 0 tal que D = D(f(z),r) C Qa.
Como los discos abiertos cumplen el teorema anterior (por ejemplo, cumplen
la propiedad 1), existe h € H(D) tal que g|p = Reh. Sea A = f~![D], que
es un entorno de z donde f|4 o h es holomorfa, luego f|4 0 g = Re(f|a o h) es
harmonica en A, luego f o g es harmonica en ;. n

Nota En el caso particular en que n = 1, es claro que se cumple una regla de
la cadena mixta:

(fo9)(2) =g (f(2)f'(2),
donde (f o g)' y ¢’ son las derivadas holomorfas de las funciones harmonicas

correspondientes, mientras que f’ es la derivada usual en sentido complejo de
la funcién holomorfa f. En efecto, con la notacion de la prueba, tenemos que

(fog)'(z) = (foh)(2) = W' (f(2)f'(2) = ¢'(f(2) [ (),

donde hemos aplicado la regla de la cadena usual para funciones holomorfas.
| |

Como la funcion log|z| es harmonica en C\ {0} (se puede comprobar calcu-
lando su laplaciano o bien observando que, en un entorno de cada punto, es la
parte real de una rama uniforme del logaritmo), si f : Q@ € C* — C es holo-
morfa y no se anula en ningin punto, entonces la funcion log |f| es harmonica,
por el teorema anterior.

Esto muestra en particular que el principio del modulo méaximo para fun-
ciones holomorfas es una consecuencia del principio del maximo [An 8.17| para
funciones harmonicas, aplicado a la funcion log | f|. El ejemplo siguiente muestra
la necesidad de tomar el logaritmo:

Ejemplo Si Q C C" es un abierto conexo y f € H(Q) no es constante, las
funciones |f| y | f|*> no son funciones harmdnicas.

En efecto, supongamos en primer lugar que n =1 y sea

F(z) = [£(2))* = (Re f(2)) + (Im f(2))".
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Derivando obtenemos

O°F ORe f\? 9%Re f OIm f\? 9%Im f
or2 2( Oz ) +2Ref Ox? 2( Oz ) +2Imf dz?
#F  _[(ORef\? & Re f dm f\? & 1Im f

Sumamos teniendo en cuenta las ecuaciones de Cauchy-Riemann, asi como
que Re f, Im f son harmonicas y, por lo tanto, tienen laplaciano nulo:

~[ORef\? dImf\>  |dRef  Olmf
AF_4< Oz > +4< Oz ) =4 Ox T Ox

2
=47

Asi pues, F' no es harmonica salvo que f' = 0, es decir, salvo si f es constante.
A su vez, si f no es constante existe un punto donde f no se anula, y podemos
tomar un disco donde ocurra lo mismo. Por la nota tras el teorema 1.36 la
funcién f tiene una raiz cuadrada holomorfa F' = +/f en dicho disco, luego
|f| = |F|* no es harménica, por la parte ya probada.

Sin > 1y|f|o|f]? fueran harménicas, también lo serfan los médulos de las
funciones que resultan de fijar todas las variables menos una, en contradiccion
con la parte ya probada. m

La funcién log |z| es un ejemplo de funcion harmonica en C\ {0} que no es
la parte real de ninguna funcién holomorfa. En un entorno de cada punto es la
parte real de una rama uniforme del logaritmo, pero no existe ninguna funciéon
holomorfa g : C\ {0} — C cuya parte real sea log|z|. En efecto, si la hubiera,
consideramos la rama uniforme del logaritmo log__ : H_, — C, que tendria
la misma parte real que g en su dominio, luego g — log_. tendria parte real
nula. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann implican que su parte imaginaria tiene
derivadas nulas, luego es constante en H_, (que es conexo). Equivalentemente,
sumando una constante a g, podemos suponer que g(z) = log_,.(z) para todo
z € H_,, pero esto implica que g no es continua, por ejemplo, en —1.

El teorema siguiente prueba que log|z| es esencialmente la tunica funcion
harmonica en C\ {0} que no es la parte real de una funcion holomorfa. Lo
probamos mas en general para funciones sobre un anillo:

Teorema 3.31 Si f es una funcion harmonica en un anillo A(0,r, R), entonces
f(z) = clog|z| + Reg(2),
donde c € R y g es una funcion holomorfa en el anillo.

DEMOSTRACION: Desarrollamos la derivada holomorfa de f en serie de Lau-
rent:
F(z)= > a2+ a-t parar < |z| < R.
n#—1 z
La serie tiene integral nula sobre todo arco cerrado contenido en el anillo.
En efecto, como converge uniformemente en los compactos, la integral se puede
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calcular término a término, pero todos los sumandos tienen primitiva en C\ {0},
luego por la regla de Barrow 1.22 las integrales son nulas. El teorema de Morera
implica que la serie tiene una primitiva g en el anillo. Asi pues,

F'(2) = (Reg(2)) + 4.

En el abierto A = A(0,7, R) \ [0,400[ la funcién 1/z tiene como primitiva
a la funcion log z que a cada z le asigna su logaritmo con parte imaginaria en
10, 27[. Luego en A se cumple

f'(z) = (Reg(2))" + (Re(a—1 log 2))".

Esto significa que las funciones f y Re g(z) 4+ Re(a_1 log z) tienen las mismas
derivadas parciales, luego existe una constante k € R tal que

f(z) =Reg(z) + Re(a_1logz) + k = Reg(z) + clog|z| + darg z + k,

donde arg z es el argumento de z en ]0,2x[. La funcién dargz + k tiene una
extensién continua a todo el anillo, concretamente f(z) —Re g(z) —clog |z|, pero
claramente esto solo es posible si d = 0. Cambiando g por g + k tenemos la
expresion del enunciado (que por continuidad vale en todo el anillo). L]

Volviendo a las propiedades del teorema 3.29, nos proponemos demostrar el
teorema siguiente:

Teorema 3.32 Sea } C C* wun abierto conexo. Entonces, las afirmaciones
stguientes son equivalentes:

1. Q es simplemente conexo.
2. C*\ Q es conexo.

3. HY(Q) =0.

Nota Los resultados de [TA| permiten probar la equivalencia entre las tres
primeras condiciones. En efecto, la equivalencia entre 1) y 2) es [TA 13.10] (all
estd enunciado con R? en lugar de C*°, pero la equivalencia es inmediata).

Por otra parte el teorema [TA 8.34] nos da que m1(€2) es un grupo libre,
luego [TA 10.30] implica que H1(2) es un Z-mo6dulo libre del mismo rango,
luego por [TA 12.1] HF(Q2) es un R-espacio vectorial de la misma dimension,
y por [TA 12.9] el grupo de cohomologia singular H}(Q) es el espacio dual del
anterior, luego en particular m (Q) = 1 si y s6lo si Hg(Q2) = 0, lo que equivale a
que el grupo de cohomologia singular diferenciable sea trivial y, por el teorema
de De Rham |TA 13.15], esto equivale a su vez a que H!(Q) = 0. Esto es la
equivalencia entre 1) y 3).

Si nos limitamos a los resultados que hemos probado aqui, vemos que el
teorema 3.5 nos da que 1) = 2), pues si z € C\ Q y ¢ es un arco cerrado
tal que ¢* C €, por hipétesis ¢ es homotopico a un arco constante v, luego
I(¢,z) = I(1), z) = 0. Por otra parte, el teorema 3.29 nos da que 3) = 2), por
ejemplo por 1.34. L]
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Ahora vamos a probar un resultado de gran interés en si mismo que vuelve in-
mediatas las implicaciones restantes. Para expresarlo de la forma maéas habitual,
en el enunciado del teorema siguiente debemos entender que, por definicion, un
abierto conexo © C C™ es simplemente conexo si y sélo si C* \ © es conexo.
Cuando hayamos probado 3.32 tendremos que el teorema también es valido con
la definicién usual de abierto simplemente conexo.

Teorema 3.33 (Teorema de Riemann) Si Qq,Qs C C*® son abiertos sim-
plemente conexos no vacios cuyas fronteras contienen mds de un punto, existe
una aplicacion f : Q1 — Qo biholomorfa.?

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si f : Q7 — Q9 es
biholomorfa y €2, es simplemente conexo, también lo es €25. Esto no es inmediato
a partir de la definicién provisional que estamos adoptando, pero se sigue de la
caracterizacion 3) del teorema 3.29.

En efecto, si g € H(Qs), entonces (fog)f € H(Q1), luego existe u € FH(2)
tal que u’ = (f o g)f’, y es facil ver que v = f~1 ou € H () cumple v/ = g.

Basta probar que todo abierto Q C C* simplemente conexo (en el sentido
de que C*\ Q sea conexo) no vacio y cuya frontera contenga méas de un punto es
biholomorfo al disco D(0, 1), pues entonces dos cualesquiera seran biholomorfos
entre si.

En primer lugar vamos a demostrar que existe una aplicacién biholomorfa
f:Q — QF tal que Q* C C es un abierto acotado.

Tomamos un punto p € 9 y consideramos una transformacion de Mébius M
tal que M(p) = oo, de modo que A = M[Q] C C es también un abierto conexo
y simplemente conexo con oo € dA. Por hipotesis JA contiene al menos otro
punto a € C. Fijamos también un punto zo € A.

La funcion (z —a)/(z0 — a) es holomorfa en A y no se anula. Por 3.29 existe

la funcion
z—a

w = log
zZo —a

holomorfa en A. Ademaés es inyectiva, pues su inversa es z = a + (29 — a)e®.

La imagen de A por w es un abierto B que contiene a 0 (la imagen de zp).
Tomemos un r > 0 tal que D(0,7) C B. Entonces D(2wi,r) C C> \ B, pues
si un punto 27 + w, con |w| < r, estuviera en B, la aplicaciéon a + (29 — a)e®
asignaria la misma imagen a los puntos w y 27i + w, cuando tenemos que esta
aplicacion es una biyeccion B — A.

Finalmente, la aplicacién 1/(z — 27i) esta acotada por 1/r sobre B, y es
inyectiva, luego transforma B en un abierto acotado 2* C C.

Si f: Q — C es holomorfa, inyectiva y acotada y zy € 2, entonces la
funcion
F(Z) _ f(Z) /_ f(ZO)
f'(20)

cumple lo mismo y ademéas F(z9) =0, F'(z) = 1.

3 Aqui consideramos a C* como variedad analitica. Véase la seccién A.1.
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Sea F el conjunto de todas las aplicaciones F' :  — C inyectivas y acotadas
que cumplen F'(zp) = 0, F'(z9) = 1. Ya hemos visto que se trata de un conjunto
no vacio.

Para cada funcion F' € F llamamos M (F') > 0 al supremo del modulo de F'
sobre ). Vamos a probar que existe una funcion F € JF en la que M (F) toma un
valor minimo. En efecto, si M = inf{ M (F) | F € F}, existe una sucesion {F,}
de funciones de F tal que la sucesion M (F,,) converge a M. En particular
la sucesion M (F,,) esta acotada, luego la sucesion {F,,} estd uniformemente
acotada en ) y podemos aplicar el teorema de Montel, segin el cual tiene
una subsucesiéon que converge casi uniformemente a una funciéon F' holomorfa
en . Claramente F' cumple también F(zp) = 0, F'(z9) = 1. Esta tltima
condicién implica que F' no es constante. Por el teorema 3.19 concluimos que
F es inyectiva, luego pertenece a F. Si z € ) se cumple

[F(2)] < [Fa(2)| + [F(2) = Fu(2)] < M(Fp) + |F(2) = Fa(2)]-

Tomando n suficientemente grande y correspondiente a la subsucesion que
converge a F', el miembro derecho de la desigualdad se hace menor que M + ¢
para cualquier € prefijado. Por lo tanto M(F) < M y, por el cardcter minimo
de M, ha de ser M (F) = M.

Ahora probaremos que F[Q] = D(0,M). Ciertamente F[Q] C D(0, M). Si
no se da la igualdad existe un punto w perteneciente a la frontera de F[Q] tal
que |w| < M.

Consideramos ahora la transformacion de M&bius

zZ—w
P(z)=M?* ———.

(2) M? —wz
Esta bien definida, pues el numerador se anula en w y el denominador no. Ade-
mas deja fija a la circunferencia 9D(0, M), pues si |z| = M, entonces tenemos
que zZ = M?, luego

luego |P(z)| = M. Como P(w) = 0, concluimos que P[D(0,M)] = D(0, M),
pues P tiene que hacer corresponder las componentes conexas de C*°\9D(0, M).

Sillamamos Fy = FoP : Q — D(0, M), tenemos que F} sigue siendo inyec-
tivay acotada y 0 € OF;[(2]. Segtin hemos observado al inicio de la prueba, F;[Q]
es simplemente conexo, luego por 3.29 tenemos que existe una rama uniforme
del logaritmo sobre Fy[f)], a partir de la cual se construye una rama uniforme
de la funcion v/Mz, que es inyectiva. Al componer F; con esta rama obtenemos
Fy: Q — D(0, M) inyectiva con 0 € 9F3[€))].

Componemos ahora con la transformacion de Mdébius

zZ — FQ(Zo)

_ 2
Q(Z) =M M2 — FQ(Z())Z

)
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que, al igual que P, fijaa D(0, M), y asi obtenemos F3 :  — D(0, M) inyectiva
con Fs(zp) = 0. Ahora observamos que

Fi(z0) = Q' (V-Muw)f'(—w)P'(0)F(z0)
B M? VM M2—|w|2_M—|-|w|>1
M2 - M| 2y—w M2 2y/—Muw '

pues la dltima desigualdad equivale a (M + |w|)? > 4M|w| y ésta a su vez a
(M — |w|)? > 0.

Por dltimo, la funciéon dada por Fy(z) = F3(z)/F4(2o) es inyectiva y cumple
Fy(z9) = 0, Fi(z0) = 1, luego Fy € F, pero M (Fy) < M/|F5(z0)| < M, lo cual
es imposible.

Acabamos de probar que F' : Q@ — D(0, M) es biholomorfa, y ahora basta
componer con z — z/M para obtener una aplicaciéon biholomorfa Q& — D(0, 1).

n

Nota En el teorema anterior, la condicion de que la frontera de € contenga
méas de un punto es necesaria, pues si €2 sbélo contiene un punto, mediante
una transformacién de Mobius que lleve dicho punto a co obtenemos que €2 es
biholomorfo a C, pero C no es biholomorfo a D(0, 1) por el teorema de Liouville.
Por ultimo, si 02 = &, entonces 2 = C* que no es biholomorfo ni a C ni a
D(0,1), pues es compacto. En definitiva, obtenemos que hay tres clases de
abiertos simplemente conexos en C>: el propio C*, los biholomorfos a C y los
biholomorfos a D(0, 1). n

Antes de extraer mas consecuencias del teorema de Riemann probamos el
teorema 3.32:

DEMOSTRACION (de 3.32): Solo hay que probar que 2) implica 1) y 3). Ahora
bien, si C*\  es conexo, por la nota precedente 2 es difeomorfo a C*,aCo a
D(0,1), y los tres espacios cumplen que son simplemente conexos en el sentido
topologico (el primero es homeomorfo a S?), asi como que H'(Q) = 0, y ambas
propiedades se conservan por difeomorfismos. [

Nota Sien el teorema 3.32 tomamos como hipdtesis que 2 C C (o, més en gene-
ral, que 2 C C* no es compacto), entonces las tres afirmaciones del enunciado
son también equivalentes a una cuarta, a saber, a que {2 es contractible, pues el
teorema de Riemann nos da tnicamente las opciones de que €2 sea difeomorfo
a Coa D(0,1), y ambos espacios son contractibles. [

Volviendo al teorema de Riemann, hemos probado que entre dos abiertos
simplemente conexos cuyas fronteras en C* tengan mas de un punto existe
una aplicaciéon biholomorfa, pero ésta no es tnica. Para determinar todas las
posibilidades necesitamos un resultado auxiliar, de interés en si mismo:

Teorema 3.34 Toda aplicacion biholomorfa entre dos discos es la restriccion
de una transformacion de Mobius.
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DEMOSTRACION: Sea f : D(z1,71) — D(22,r2) una aplicacion biholo-
morfa. Las homotecias y las traslaciones son transformaciones de Mobius, luego
existen transformaciones de Md&bius M7 y M tales que

g= Mo foM,:D(0,1) —s D(0,1)

es biholomorfa. Basta probar que g es una transformacion de Mobius. Equi-
valentemente, podemos suponer que f : D(0,1) — D(0,1). Mas aun, por el
teorema A.4 existe una transformacion de Mobius M que fija a D(0,1) y que
cumple M (f(0)) = 0, con lo que g = f o M es también una aplicacion biholo-
morfa del disco en si mismo que cumple g(0) = 0. Basta probar que g es una
transformacién de Mébius. Equivalentemente, podemos suponer también que
f(0)=0.

Fijemos 0 < r < 1. La antiimagen por f del disco cerrado |z| < r es un
subconjunto cerrado de D(0, 1), donde el moédulo toma un valor maximo R < 1.
Por lo tanto si R < |z| < 1 entonces r < |f(z)| < 1.

Sea k = o(f,0). Entonces la funcion g(z) = f(z)/z* es holomorfa en el disco
D(0,1) y no se anula. Si |z| = R se cumple rR™% < |g(2)| < R™*. Aplicando
el principio del médulo maximo a las funciones g y 1/g obtenemos que estas
desigualdades son vélidas en todo el disco |z| < R.

Si fijamos z y hacemos tender r a 1 (con lo que R tiende también a 1)
concluimos que |g(z)| = 1 para todo z en el disco unidad. Ahora el principio
del modulo méximo implica que g es constante, digamos g(z) = a, con |a| = 1.
Entonces f(z) = az* y, como f es inyectiva, ha de ser k = 1, luego f(z) = az
es una transformacion de Mdébius. ]

Teorema 3.35 Si 2, C C>® son abiertos simplemente conexos no vacios
cuyas fronteras contienen mds de un punto, existe una aplicacion f : Q1 — Qo
biholomorfa tal que, para z; € Q4 arbitrario, F(z1) y un argumento de F'(z1)
toman valores prefijados arbitrarios.

DEMOSTRACION: Fijemos z5 € 5 v @ € R. Por teorema de Riemann,
existen aplicaciones biholomorfas f; : @3 — D(0,1). Por el teorema A.4
podemos componerlas con transformaciones de Mobius que fijan al disco unitario
para exigir que fi1(z1) =0y fa(z2) = 0. Sean a; y ag argumentos respectivos
de f{(z1) y f4(22). Sea g(z) = e®=@112)» que obviamente se restringe a una
aplicacion biholomorfa del disco unitario en si mismo.

Es claro entonces que la composicion f = fjogo f{l : 0y — Q9 cumple
J(21) = 22 ¥ ['(21) = fl(:1)ei@=2503) f102,)"1 tiene argumento a.

Supongamos ahora que f,g : Q1 — 5 son dos aplicaciones biholomorfas
tales que f(z1) = g(z1) v f'(21), ¢'(21) tienen el mismo argumento. Entonces
h=fog™t:Q — Q) es una aplicacién biholomorfa tal que h(z;) = 21 y
h'(z1) > 0. Basta probar que una aplicacion en estas condiciones es la identidad.

Sea de nuevo f; : Q7 — D(0,1) una aplicacion biholomorfa que cumpla
fi(z1) = 0. Entonces, F = f;'oho f; : D(0,1) — D(0,1) es biholomorfa,
cumple F(0) = 0y F'(0) = h/(z1) > 0, pero, por el teorema anterior, F es
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una transformacion de Mobius y de acuerdo con A.4 tiene que ser de la forma
F(z) = (z, con |¢| = 1, luego la condicién F'(0) > 0 implica que ( =1. m

El teorema de Osgood-Taylor-Carathéodory Terminamos esta secciéon
con un analisis més profundo de las aplicaciones biholomorfas entre abiertos
simplemente conexos. Concretamente, vamos a estudiar en qué casos una apli-
cacion biholomorfa entre abiertos simplemente conexos se puede extender con-
tinuamente a las fronteras. En la figura siguiente vemos un disco abierto al que
le hemos eliminado uno de sus radios, de modo que para transformarlo en el
disco unidad los puntos del radio eliminado tienen que “desdoblarse”, lo que se
traduce en que un homeomorfismo entre el disco sin el radio y el disco no puede
extenderse a las fronteras:

SIS

En efecto, si consideramos una sucesion en el disco cortado que converja al
punto senalado en el radio de modo que sus términos estén alternativamente
arriba y abajo del limite, al aplicar la aplicaciéon biholomorfa sobre el disco la
sucesion se desdobla en dos subsucesiones convergentes a dos puntos distintos.
Nuestra intencién es dar condiciones para que esto no ocurra, y la sucesion
imagen converja a un solo punto de la frontera. De momento probamos que los
limites (sean uno o varios) estan siempre en la frontera.

Teorema 3.36 Sea f : )y — Qo una aplicacion biholomorfa entre dos abier-
tos de C*. Si los todos puntos de acumulacion de una sucesion {x,} C
estdan sobre la frontera de Q1 entonces todos los puntos de acumulacion de la
sucesion {f(x,)} estdn en la frontera de Q.

DEMOSTRACION: Los puntos de acumulacion de { f(z,,)} estan en la clausura
de Q5. Basta probar que ninguno de ellos esta en {29, pero si una subsucesion
{f(xn,)} converge a un punto z € s entonces, por la continuidad de la inversa
de f sobre Qg, tenemos que {x,, } converge a la antiimagen de z, en contradic-
cion con la hipoétesis. [

El ejemplo anterior muestra que si hubiéramos exigido que la sucesion de
partida fuera convergente, no por ello habriamos podido asegurar lo mismo de
la sucesion imagen. Para ir més lejos necesitaremos trabajar con algo mas que
con sucesiones:

Definicién 3.37 Sea () C C* un abierto. Una curva semiabierta en Q es
una aplicacion continua ¢ : [a,b] — Q. Llamaremos conjunto limite de ¢ al
conjunto de los limites de todas las sucesiones convergentes de la forma {¢(z,)},
donde {x,} es una sucesion estrictamente creciente en [a, b[ convergente a b.
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Obviamente el conjunto limite de una curva semiabierta es no vacio, pero
puede contener més de un punto. Un ejemplo lo proporciona la curva

@(t) = —t +isen(1/t),
cuyo conjunto limite lo forman los puntos ir, con —1 <r < 1.

Si el conjunto limite de una curva semiabierta ¢ contiene un unico punto,
entonces ¢ puede extenderse a una aplicacion continua sobre [a, b] asignando a
b dicho valor limite. Este es el caso que méas nos va a interesar.

El teorema 3.36 se traduce facilmente a términos de curvas semiabiertas:

Teorema 3.38 Sea f : )y — Qs una aplicacion biholomorfa entre dos abier-
tos de C*™. Sea ¢ : [a,b][— Q1 una curva semiabierta cuyo conjunto limite esté
contenido en la frontera de 1. Entonces f[¢] = ¢ o [ es una curva semiabierta
en Qo cuyo conjunto limite estd contenido en la frontera de Q.

Sin embargo, al contrario que el teorema 3.36, este teorema si puede mejo-
rarse. Pensemos de nuevo en el caso del circulo cortado. La intersecciéon con
el abierto de un entorno suficientemente pequenio de un punto z del corte tiene
dos componentes conexas que la aplicacién biholomorfa separa. Mientras que
una sucesion puede saltar libremente de una a otra, una curva semiabierta con
limite z es un conexo que ha de estar en una componente fija, por lo que cabe
esperar que el conjunto limite de su imagen tenga un tnico punto. No es facil
justificar con rigor este hecho. Nos basaremos en el ingenioso razonamiento que
sigue:

Teorema 3.39 Sea ¢ : [u,v[— D(0,1) una curva semiabierta cuyo conjunto
limite esté contenido en la frontera del disco unidad y contenga mds de un punto.
Sea f una funcion holomorfa y acotada en D(0,1). Si existe lim f(¢(t)) =c¢
entonces f = c. e

DEMOSTRACION: Supongamos que la funcién f(z) — ¢ no es idénticamente
nula en el disco D(0,1). Sea k el orden de 0 en f(z) — ¢, de modo que la funcion

f(z) —¢c

9(z) = o

es holomorfa en el disco y g(0) = a # 0. Es claro que g esta acotada (en el disco
|z| < 1/2 1o esta porque es continua, y en la corona restante lo esta porque es el
producto de dos funciones acotadas). Por hipotesis tenemos ademés que existe
li t)) = 0.
lim g(¢(t)) = 0
Sean a y b dos puntos distintos del conjunto limite de f. Por hipotesis
la| = |b] = 1. Sean {a]} vy {b],} sucesiones sobre la curva convergentes a a y b
respectivamente, es decir, a/, = ¢(z,,), bl, = ¢(y,) para ciertas sucesiones {x,, },
{yn} estrictamente crecientes en el intervalo [u,v[. Tomando subsucesiones po-
demos suponer que ro < Yo < 1 <Y1 < T2 < Yo < -+
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Llamemos o/, a la restriccion de ¢ al intervalo [z, y,], que es un arco conti-
nuo con extremos a,, y b),. El hecho de que g(¢(t)) tiende a 0 se traduce en que
el maximo del modulo de g sobre cada arco o) tiende a 0 con n. Sea 0 < r < 1.
Existe un natural N(r) tal que si n > N(r) entonces o,* esta contenido en el
anillo » < |z| < 1. En caso contrario ¢ tendria un punto limite en el disco
lz| <.

Sea ¢’ uno de los arcos de circunferencia con
extremos a y b. Tomemos m suficientemente
grande de manera que ¢’ contenga un arco de
extremos A y B (distintos de a y b) de amplitud
m/m. Consideremos los puntos descritos en la
figura. Sea G el abierto limitado por A, C, C1,
Ay y sea H el abierto limitado por B, D, Dy,
B;. Es claro que si n es suficientemente grande
a,, € Gybl, € Hy el arco o, permanece fuera
del disco |z| < 7.

La distancia de o),(t) a G es una funciéon
continua de ¢ y vale 0 para t suficientemente
pequeno. Existe un méaximo valor x, < ty < y, tal que dicha distancia es 0.
Entonces, el punto a,, = o/,(to) esta en la clausura de G, pero todos los puntos
o,,(t) con tg < t <y, estan fuera de dicha clausura. Por lo tanto a, esta en la
frontera de G. Mas concretamente, en el segmento AA; o bien en C1C.

Ahora consideramos la restriccion de o7, al intervalo [tg, y,]. La distancia de
o), (t) a H es una funcion continua de ¢ que finalmente es nula, luego hay un
minimo valor del pardmetro ¢y < t; < y, donde es igual a 0. Asi b, = o/, (t1)
estd en la frontera de H y los puntos o), (t) con to < t < t1 estan fuera de G y
de H. Concretamente b,, esta en el segmento B, By o en el segmento D1 D.

@ A
O

Llamemos o, a la restriccion de o/, al intervalo [to,¢1]. Asi o, es un arco
continuo de extremos a,, y b,, y continuando los razonamientos anteriores se ve
facilmente que esté contenido en el cerrado AA1B1B o en CDD:C}.

Todo esto puede hacerse para todo n suficientemente grande. Tiene que ha-
ber infinitos niimeros ny, tales que oy, esta contenido en uno de los dos cerrados
en concreto. Supongamos que se trata de AA; B1 B (el caso contrario es idéntico
a éste). Consideremos el giro z — Sz que lleva a uno de los puntos A o B al
1 y deja al otro en el semiplano Im z > 0. Llamemos s; a la composicién con
este giro del arco o,, y h(z) = g(z//). Obviamente la funcién h es holomorfa
y acotada en el disco D(0,1), h(0) = a # 0 y, si llamamos py, = maxces: [h(C)],
se cumple que liin pr = 0.
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Sea h* la funcion definida por la serie de potencias centrada en 0 que re-
sulta de sustituir cada coeficiente de la serie de Taylor de h por su conjugado.
Obviamente el radio de convergencia de esta serie es el mismo que el de la serie

de h, luego h* es holomorfa en D(0,1) y cumple h*(z) = h(Z). Por lo tanto el
modulo de h* también esta acotado en D(0,1). Sea M una cota para h y h*.

Llamemos §; al arco simétrico de si respecto al eje
real. Claramente Sk

= Igéa;f h(¢)| = rcrg: h(Q)I- 0

5k
Los arcos s y $j tienen un extremo en comiin, luego
podemos considerar su uniéon Sk, que es un arco continuo simétrico respecto al
eje real.
Sea j(z) = h(z)h*(z). La funcion j es holomorfa en D(0,1) y cumple:

i)l < M?, 0 j(0) = |af* #0, méx |§(C)] < Mux — 0.
k

El arco Sy esta contenido en el angulo de amplitud 27/m. Sus extremos
estan sobre los lados del dngulo y a la misma distancia de 0. Aplicando m giros
a este angulo obtenemos m arcos con extremos comunes, que podemos sumar
hasta formar un arco cerrado, llamémoslo S.

Sea J(z) = j(2)j(e?™/m2)j(er™/mz) .. j(e2(m=D7m/my)  Obviamente J es
una funciéon holomorfa y acotada en el disco D(0,1). Ademés J(0) = |a|?*™ # 0.
Si ¢ € S*, uno de los puntos e2“7/™¢ esta en S, luego |J(¢)| < M2"=1) M yy,.

Consideremos una determinaciéon continua del argumento de S. En cada uno
de los m tramos que componen S la variacion del argumento es 27 /m, luego la
variacion total es 27 y, en consecuencia, I(S,0) = 1.

Por consiguiente, si 2 es la componente conexa de C\ S* a la que perte-
nece 0, tenemos que {2 no es la componente no acotada, luego 2 es un abierto
acotado y su frontera esta contenida en S*. La funcién J es holomorfa en 2 y
continua en su clausura, por lo que el principio del médulo méximo nos permite
concluir que [J(0)| < M2(™=Y M. Si hacemos tender k a infinito llegamos a
la contradiccion J(0) = 0. n

Para aplicar este teorema necesitamos asegurar que los puntos de la frontera
del abierto que consideremos satisfagan ciertas condiciones que excluyan casos
como el del circulo cortado.

Definicion 3.40 Sea {2 un abierto simplemente conexo y acotado en C. Dire-
mos que un punto z € 9 es simple si para toda sucesion {a,} C § convergente
a z existe un arco ¢ : [0,1] — C tal que ¢[[0,1]] C ©, ¢(1) = z y para una
cierta sucesion {t,} C [0, 1] estrictamente creciente se cumple ¢(t,,) = ay,.

Es decir, z es simple si toda sucesiéon que converge a z desde €2 puede unirse
para formar un arco continuo con extremo z sin salir de 2. Un ejemplo de punto
frontera no simple es cualquiera de los puntos del corte en el disco cortado. Una
sucesion que converja a €l alternativamente desde arriba y desde abajo puede
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prolongarse a una curva semiabierta, pero tendra en su limite a todo el tramo de
corte desde z hasta el centro y, por lo tanto, no podra prolongarse continuamente
hasta tener extremo z.

Teorema 3.41 Sea f: Q@ — D(0,1) una aplicacion biholomorfa de un abierto
acotado simplemente conexo 2 en el disco unidad.

1. Siz es un punto frontera simple de €} entonces f se extiende a una funcion
continua sobre QU {z} y se cumple |f(z)| = 1.

2. La aplicacion f se extiende continuamente a la union de ) con todos sus
puntos frontera simples.

3. Si todos los puntos frontera de 2 son simples entonces f : @ — D(0,1)
es continua y suprayectiva.

DEMOSTRACION: 1) Tomemos cualquier sucesion {a,} C ) convergente
a z y con ella formemos un arco 7y segin la definicion de punto simple. La
composicion de «y (restringido a [0,1[) con f es una curva semiabierta ¢ en
el disco unidad y por el teorema 3.38 su conjunto limite estd contenido en la
circunferencia unidad. Obviamente existe

f =1 _ 1 _
lim f~1((1)) = lim y(t) = 2.

Si el conjunto limite de ¢ tuviera méas de un punto el teorema 3.39 implicaria
que f~! es constante, lo cual es absurdo, luego dicho conjunto limite consta
de un tnico punto w tal que |w| = 1. En particular tenemos que la sucesion
{f(an)} converge a w. Veamos que w es independiente de la sucesion de partida.
Si partimos de dos sucesiones {a,} y {b,} que converjan a z, podemos formar
una tercera {c,} que las contenga como subsucesiones y también converja a z.
A partir de ellas obtenemos tres valores wy, ws y ws, pero como {f(an)} y
{f(bn)} son subsucesiones de {f(c,)}, concluimos que los tres limites coinciden.
Si definimos f(z) = w resulta que toda sucesion que converge a z desde €
cumple que su imagen por f converge a f(z), luego f es continua en z.

2) Sea C' la union de Q y el conjunto de sus puntos frontera simples. Por el
apartado 1) podemos extender f a C' de modo que es continua en cada conjunto
QU{z}. Siz esun punto frontera simple y {a,, } es una sucesion en C' convergente
a z, por la continuidad de f en cada conjunto QU {a,} existen puntos b, €
tales que |a, — b,| < 1/ny |f(a,) — f(b,)| < 1/n. Entonces es claro que {b,}
converge a z, luego por 1) resulta que {f(b,)} converge a f(z), y es obvio que
{f(an)} tiene el mismo limite.

3) Por el apartado 2) tenemos que f se extiende continuamente a Q. Como
este conjunto es compacto, su imagen ha de ser un compacto contenido en

D(0,1) y que contiene a D(0,1). Asi pues, f[Q2] = D(0,1). "

En realidad la extension a la frontera no so6lo es suprayectiva, sino también
inyectiva. Lo probaremos a partir del teorema siguiente:
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Teorema 3.42 (Teorema de Lindel6f) Sea v : [0,1] — D(0,1) un arco

(continuo) todos cuyos puntos estén en D(0,1) excepto el extremo v(1) = 1.

Sea g una funcion holomorfa y acotada en D(0,1). Si existe }nr% g(~v(®)) = L,
—

entonces existe }ur% g(t) = L (donde, en el sequndo limite, t varia también en el
—
intervalo [0, 1]).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos |[g| < 1y L = 0.
Dado € > 0, existe un top < 1 tal que si o < t < 1 entonces [g(7(t))] < ey
Reg(t) > 1/2. Sea Reg(tp) < r < 1. Definimos una funciéon h en el abierto
Q= D(0,1) N D(2r,1) mediante

h(z) = g(2) g(2) g(2r — 2) g(2r — 2).

Notemos que la funcion g(Z) es holomorfa en D(0, 1), pues se obtiene de g
conjugando los coeficientes de su serie de Taylor en 0. Similarmente se concluye
que g(2r —Z) es holomorfa en D(2r,1). Por consiguiente h es holomorfa y
|h| < 1. Notamos que h(r) = |g(r)|*. Si probamos que |h| < € el teorema estara
probado.

Sea FE; = v[t1, 1], donde t; es el mayor t para el 1 |
que Re~v(t) = r, sea Fy el conjugado de FE; y sea F o
la union de E; U F5 con su simétrico respecto a la
recta x = r. Teniendo en cuenta que |h| es simétrica
respecto a la recta x = r y el eje real, es claro que
|h(2)] < € para todo z € QN E. Tomamos ¢ > 0y
definimos 0

he(2) = h(2)(1 — 2)°(2r — 1 — 2)°,

para z € €). Sea K la unién de E y las componentes
conexas acotadas del complementario de . Enton-
ces K es compacto y, si definimos

he(1) = he(2r —1) = 0,

entonces h. es continua en K, holomorfa en su interior y |h.| < € en la frontera.
El principio del médulo méaximo implica que |h.| < € en K y, en particular,
|he(r)| < e. Haciendo tender ¢ a 0 queda |h(r)] < e. n

Teorema 3.43 Sea f : Q1 — Qo una aplicacion biholomorfa entre abiertos
simplemente conexos acotados cuyas fronteras consten de puntos simples. En-
tonces f se extiende a un homeomorfismo f:Qy — Qs.

DEMOSTRACION: La acotaciéon obliga a que las fronteras de los abiertos
tengan mas de un punto. Podemos suponer que Q5 = D(0,1), pues en el
caso general construimos dos aplicaciones biholomorfas u y v de los abiertos en
D(0,1) y las componemos con f para obtener una aplicacion biholomorfa de
D(0,1) en si mismo. Si extendemos a las fronteras las tres transformaciones
indicadas, su composicion seré una extension de f.
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Por el teorema 3.41 sabemos que f admite una extension continua de Q; en
el disco unidad cerrado. Basta ver que si z1 y z2 son puntos frontera distintos,
entonces sus imagenes por la extension son distintas. En caso contrario, mul-
tiplicando f por una constante adecuada de moédulo 1 podemos suponer que
f(z1) = f(22) = 1. Existen arcos (continuos) 71 y 72 con un extremo igual
a 21, 29 respectivamente y el resto contenido en 2. Sus imAgenes por f estan
en las hipétesis del teorema anterior aplicado a g = f~', luego concluimos que
th_r)r% g(t) = z1 = zo. .

La condiciéon sobre las fronteras es equivalente a otra mucho més natural.
Para verlo probamos primero lo siguiente:

Teorema 3.44 Sea Q C C un abierto simplemente conexo acotado cuya fron-
tera C' = 0 sea homeomorfa a la circunferencia unidad 0D(0,1). Para todo
z € C y todo € > 0 existe un § > 0 tal que todo par de puntos en QN D(z,0)
pueden unirse por una poligonal contenida en QN D(z,€).

DEMOSTRACION: Sea f: 9D(0,1) — 99 un homeomorfismo. Componién-
dolo con un giro podemos suponer que f(1) = z. Sea ¢ : [-1,1] — 9Q la
aplicacion dada por ¢(t) = f(e'™). Asi ¢(0) = 2z y ¢ es un arco cerrado (es
decir, que cumple ¢(—1) = ¢(1)) y la restriccion ¢|[_y 1 es biyectiva.

Sea tg > 0 lo suficientemente pequeno como
para que A = f[—to,to] C D(z,€). Sea B el arco
cerrado complementario de A, es decir,

B = f[=1,—to] U flto, 1].

Entonces z no esta en B, luego existe 0 < § < €
tal que D(z,0) N B = @. Veamos que este §
cumple lo pedido. Llamemos C' = 0D(z, ).

Sip,q € QN D(z,d), tenemos que p y ¢ no estan separados por C' U B (en
el sentido de que pertenecen a la misma componente conexa del complementa-
rio), pues este conjunto esta en el complementario de D(z,d). Tampoco estan
separados por 0f), pues ambos estan en ). Vamos a ver que la interseccion es
conexa, y asi [TA 13.9] (véase la observacion que sigue al enunciado) nos dara
que p y ¢ tampoco estéan separados por C'U B U I = C U 9N.

En efecto, por construccion tenemos que A es disjunto de C'y 92 = AU B,
luego C NI C B. En consecuencia, (CUB)NIN = (CNIN)U(BNIN) = B,
conexo.

Asi pues, p y g estan en la misma componente conexa U de

C\ (CUIN) = (C\C)N(C\ Q).

Por lo tanto, U esta contenido en la componente conexa de C\ C' que contiene
apyq, osea, que U C D(z,¢), y también en la componente conexa de C\ 99
que contiene a p y ¢, o sea, que U C §2. Asi pues, U C QN D(z,¢€), y por lo
tanto p y ¢ pueden unirse por una poligonal contenida en QN D(z, €). n

Como consecuencia;:
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Teorema 3.45 Sea 2 C C un abierto simplemente conexo acotado. Entonces
todos los puntos de 02 son simples si y sélo si Y es homeomorfa a la circun-
ferencia unidad 0D(0,1).

DEMOSTRACION: Supongamos que 92 es homeomorfa a la circunferencia
unidad y sea z € 9. Por el teorema anterior, para cada n > 0, existe un
dn > 0 tal que todo par de puntos en D(z,d,) N 2 se pueden unir por una
poligonal contenida en D(z,1/n) N . Podemos suponer que la sucesion {4, } es
decreciente y, desde luego, converge a 0. Sea {aj} una sucesion contenida en 2 y
convergente a z. Para cada n, sea kj, el minimo natural tal que ay, € D(z,d,)N$
para todo k > k,,. La sucesion {k,} es creciente.

Como €2 es conexo, podemos formar un arco contenido en {2 que una los
puntos ay hasta el a,. A partir de aqui, si k > &y, consideramos el maximo n tal
que k, <k y unimos aj, con a1 mediante un arco contenido en D(z,1/n)N.
Al unir todos estos arcos obtenemos una curva semiabierta que pasa por todos
los puntos de la sucesion y que esté contenida finalmente en cada disco D(z,1/n),
por lo que su conjunto limite es {z}. Esto prueba que z es un punto simple.

Reciprocamente, si todos los puntos de 92 son simples, el teorema de Rie-
mann nos da una aplicacion biholomorfa f : D(0,1) — £ que por 3.43 se
extiende a un homeomorfismo f : D(0,1) — Q, el cual a su vez se restringe a
un homeomorfismo dD(0,1) — 99. n

Por consiguiente, el teorema 3.43 puede reformularse ahora en los términos
siguientes:

Teorema 3.46 (Osgood-Taylor-Carathéodory) Sea f : Q3 — Q2 una
aplicacion biholomorfa entre abiertos simplemente conexos acotados cuyas fron-
teras sean homeomorfas a circunferencias. Entonces f se extiende a un homeo-
morfismo f: Q1 — Qo.

En combinacién con el teorema de Riemann obtenemos lo siguiente:

Teorema 3.47 Sean Q1 y Qs dos abiertos acotados simplemente conexos cuyas
fronteras sean homeomorfas a circunferencias. Sean {a,b,c} tres puntos distin-
tos de 91 y {p,q,r} tres puntos distintos de 0Qs. Entonces existe una dnica
aplicacion biholomorfa f : Q1 — Qo cuya extension continua a las fronteras

cumple f(a) =p y {f(b), f(c)} ={q,r} (pero no podemos prefijar el orden).

DEMOSTRACION: Por el mismo argumento del teorema 3.43, las aplicaciones
biholomorfas entre 1 y €5 se corresponden con las aplicaciones biholomorfas
del disco unidad en si mismo. Es facil ver que el teorema se reduce a probar que
dados {a,b,c} y {p,q,r} en la circunferencia unidad existe una tnica transfor-
maciéon de Mobius que deja invariante al disco unidad cerrado y cumple lo que
se le pide a f en el enunciado.

Ahora bien, existe una tnica transformacion de Mobius M que transforma
(a,b,c) en (1,i,—1) (en este orden). Puede ocurrir que M transforme el disco
unidad abierto en si mismo o bien en su simétrico respecto a la circunferen-
cia unidad. En el segundo caso la transformacion M(1/z) deja fijo al disco
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unidad y transforma (a,b,c) en (1, —i,4). Asi pues, existe una unica transfor-
macion de Mébius M que deja fijo al disco unidad y ademéas cumple M(a) = 1,
{M(b),M(c)} = {i,—i}. Razonando igualmente con (p,q,r) obtenemos una
transformacion N que cumple N(p) = 1, {N(q),N(r)} = {i,—i}. Entonces
MN~! cumple lo pedido. Si hubiera otra L # MN~!, entonces LN # M y
cumpliria las mismas condiciones que M. [

El teorema anterior es valido igualmente para abiertos no acotados siempre
y cuando sus complementarios en C*> tengan interior no vacio, pues entonces
una transformaciéon de Mobius los transforma en abiertos acotados y, al ser
homeomorfismos de C*°, conservan todas las hipotesis.

Ahora es inmediato el teorema de Schoenflies, que en [TA| usamos sin de-
mostracion:

Teorema 3.48 (Teorema de Schoenflies) Si C es la circunferencia unidad,
todo homeomorfismo en la imagen ¢ : C — C> se extiende a un homeomor-
fismo ¢ : C° — C*°. Lo mismo es vdlido si cambiamos C* por C.

DEMOSTRACION: Tenemos que ¢[C] es una curva de Jordan en C*>. Por
el teorema de la curva de Jordan [TA 2.7] (allf estd enunciado para R2, pero
vale trivialmente para C> (alternativamente, véase [TA 10.10]) se cumple que
C>\ 9[C] = 21 Uy, donde los abiertos ; tienen frontera ¢[C] y son conexos.
De hecho, son simplemente conexos, pues sus complementarios también son
CONExOs.

Por el teorema de Riemann 3.33 existe una aplicacién ¢ : D(0,1) — Q4
biholomorfa que, por el teorema de Osgood-Taylor-Carathéodory 3.46, se ex-
tiende a un homeomorfismo ¢ : D(0,1) — ; que hace corresponder C' con
@|C] (aunque su restriccion a C' no es necesariamente ¢). Consideramos enton-
ces h=¢oy~!:C — C y observamos que se extiende a un homeomorfismo
f:D(0,1) — D(0,1). Basta definir

f(z) = “)Z| h(z/|z]) siz#0,

siz=0

Asi, ¢1 = fot: D(0,1) — ©Q; es un homeomorfismo que extiende a ¢.

Similarmente, construimos un homeomorfismo ¢, : D(0,1) — Qy que ex-
tienda a ¢. Por ultimo, la aplicacion g : C* \ D(0,1) — D(0,1) dada por
g(z) = 1/z es un homeomorfismo que fija a los puntos de C, y entonces ¢1 y
g o ¢ se extienden a un homeomorfismo ¢ : C*° — C* que extiende a ¢.

Si ¢ : C — C y, por ejemplo, co € €y, por 3.35 podemos exigir que
(0) = o0, con lo que también ¢2(0) = oo, luego $(c0) = oo, con lo que ¢ se
restringe a un homeomorfismo de C en C. L]

3.5 El teorema de Runge

En esta seccién vamos a anadir una equivalencia mas al teorema 3.29. Pro-
baremos que un abierto {2 cumple cualquiera de las condiciones del teorema si
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y solo si el subespacio formado por las funciones polinémicas es denso en H(£2).
Para abiertos cualesquiera veremos que toda funcion holomorfa es el limite de
una sucesion de funciones racionales.

Una funcién racional es una funcién definida por un cociente de polinomios:
P(z)

Q(2)’
Podemos tomarlos primos entre si, con lo que no tienen raices comunes, por lo
que f es holomorfa en todo el plano complejo menos en el conjunto finito de

puntos donde se anula en denominador, y tales puntos son polos de f. Consi-
deraremos también que f tiene un polo en oo si*

R(z) = P,QeClz], Q#0O.

lim R(z) = oo,

zZ—00

lo cual equivale a que grad P(z) > grad Q(z). Necesitamos un resultado auxiliar:

Teorema 3.49 Sea ¢ un ciclo, f una funcion continua en ¢*, K un compacto
en C que no corte a ¢* y e > 0. Entonces existe una funcion racional R cuyos
polos estdan todos en ¢* tal que

'/f(och(z) <e€ para todo z € K.
6C %

DEMOSTRACION: La funcion f(¢)/(¢—z) es continua en el compacto ¢* x K
luego es uniformemente continua, lo que implica que existe un § > 0 de manera
quesi ¢, ¢ € ¢" y [(—(’| <0, entonces | f(C)/(¢—2) = f({)/(¢'—2)| < €/L(¢7)
para todo z € K.

El teorema para ciclos se sigue inmediatamente del teorema para arcos, luego
podemos suponer que ¢ es un arco. De este modo ¢ : [a,b] — C es una funcion
uniformemente continua, luego existe un r > 0 tal que si ¢, t’ € [a,b], [t—t'| < r,
entonces |¢(t) — ¢(t')| < §. Tomemos puntos a = to < t; < -+ < t, = b de
modo que [t;+1 — t;| < r. Definimos

R(z) = Z(¢(ti) —P(tic1)) M

Asi, R es una funcion racional con todos sus polos sobre f* (aqui hay que
observar que oo no es un polo). Ademas:

t; ti
‘AC_ng R(z ‘ 3 th l(b”_Z(z)(t)dt
f(¢ i— 1 / _
<Z/ Z_Wi ‘¢ )| dt < 1) dt = e

4Esto es un caso particular de la definicion general A.14 del orden de una singularidad
aislada en una variedad analitica de dimension 1, en este caso C*°.
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Dejamos a cargo del lector la siguiente observaciéon topologica: Si K es un
compacto en C, las componentes conexas acotadas de C\ K son las mismas que
las de C* \ K, y las componentes no acotadas se diferencian tnicamente en el
punto oo.

Teorema 3.50 (Teorema de Runge) Sea K un compacto en C y f una fun-
cion holomorfa en un abierto que contenga a K. Sea E C C*®\ K un conjunto
que contenga al menos un punto de cada componente conexa de C*°\ K. Enton-
ces para cada € > 0 existe una funcion racional R cuyos polos estan contenidos
en E tal que |f(z) — R(z)| < € para todo z € K.

DEMOSTRACION: Consideramos el algebra C(K) de todas las funciones con-
tinuas en K con valores en C con la topologia de la convergencia uniforme. Sea
Rg(K) el subespacio de las restricciones a K de las funciones racionales con
polos en E, que claramente es una subélgebra, es decir, la suma y el producto
de elementos de Rg(K) estda en Rp(K). Por ultimo sea Bg(K) la clausura de
Rp(K) en C(K). La suma y el producto son continuas para la topologia de la
convergencia uniforme, lo que hace que Bg(K) sea también un algebra (si dos
sucesiones en Rp(K) tienden a dos funciones de Bg(K), la suma y el producto
de las sucesiones tienden a la suma y el producto de las funciones, luego siguen
en Bg(K)).

En estos términos, lo que queremos probar es que f|x € Bgr(K). Primera-
mente veremos que la funciéon 1/(z — a) estd en Bg(K) para todo a € C\ K.
El argumento consta de varios pasos. Ante todo llamemos

V={aeC\K|1/(z—a) € Bg(K)}.
Hemos de ver que V =C\ K.

1) Sia €V entonces D(a,d) CV, donde d = d(a,K) > 0. En particular V
es abierto.

Sea b € D(a,d). Entonces, si z € K,

1 1 1 1 1 —(b—a\"
z—b (z—a)—(b—a)_z—al—b“_z—az<z—a)

= (b—a) i
- T;)(z(_a)7)1+l'

(Notemos que |(b—a)/(z —a)| < d/|z —al] < 1.)

Por la unicidad de la serie de Laurent, la tltima serie es el desarrollo de
la funcion 1/(z — b) en el anillo A(a,|b — al,00), luego la serie converge casi
uniformemente a la funcioén en este anillo, con lo que converge uniformemente
en K.

Ahora bien, como a € V tenemos que 1/(z — a) estd en Bg(K). Como
este espacio es cerrado para productos y contiene obviamente a las constantes,
resulta que las funciones (b —a)"/(z —a)"*! también estan en B (K), como es
cerrado para sumas también contiene a las sumas parciales de la serie, y como
es cerrado para la topologia, contiene al limite, es decir, a la funcién 1/(z — b).
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2) Sico € E y R=max{|z| | z € K}, entonces A(0,R,00) C V.
En efecto, si a € A(0, R, c0) entonces para todo z € K

(o] o0
z—a al—%2  q ar antl’
a n=0

n=0

pues |z/a] < R/|a| < 1. Esta serie converge en D(0, |a|), luego converge (unifor-
memente) en K. Las sumas parciales son polinomios (funciones racionales con
un polo en oo € E), luego estan en Rp(K), luego el limite esta en By (K).

3) 0V C K.

Sia € 9V pero a ¢ K, tomamos d = d(a, K). Existe un b € D(a,d/2) NV,
entonces a € D(b,d/2) C D(a,d) C C\ K, luego d/2 < d(b,K) y por 1)
concluimos que D(b,d/2) C V, luego a € V, pero al ser V abierto es imposible
que a esté en V' y en su frontera.

El paso 3) implica que V no tiene puntos de frontera en C'\ K, luego V es
abierto y cerrado en C\ K. Si C es una componente conexa de C\ K entonces
V N C es abierto y cerrado en C, luego o bien C C V o bien C NV = &. Asi,
para concluir que V' = C'\ K basta probar que V corta a todas las componentes
conexas de C \ K.

En efecto, sia € E, a # 0o, entonces 1/(z2—a) € Rg(K) C Bg(K), luego por
definicion a € V. Si C es una componente conexa acotada de C\ K, entonces
también es una componente conexa de C*\ K y F contiene un punto de C, que
esta en V, segiin acabamos de ver, luego V corta a C. Si C' es la componente
conexa no acotada entonces C'U {oo} es la componente conexa no acotada de
C> \ K, y el razonamiento anterior vale salvo que el tinico punto de C' U {o0}
que esté en E sea oo. Entonces por 2) sabemos que V contiene un anillo de la
forma A(0, R, 00), que claramente contiene puntos de C.

Una vez probado que V = C\ K la conclusion es sencilla. Sea 2 un abierto
en C en el que f sea holomorfa y K C Q. El teorema 3.4 aplicado a K y C>\
nos da que existe un ciclo v tal que

1. v*NK =2,y CQ,
2. Para todo z € K se cumple I(v,z) = 1,
3. Para todo z € C\ Q se cumple I(y,z) = 0.

La propiedad 3) nos permite aplicar el teorema de Cauchy:

f(z):;mlg(_c)z dg, para todo z € K.

Por el teorema anterior, dado ¢ > 0, existe una funcién racional R cuyos
polos estan sobre v* (luego son finitos) tal que

/ 1) d¢ — R(Z)‘ < €, para todo z € K.
4 C—2
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Cambiando R(z) por R(z)/2mi tenemos una funciéon racional en las mismas
condiciones tal que |f(z) — R(2)| < €/27 < € para todo z € K, es decir, tal que
Ilf(z) — R(2)|| < €, donde la norma es la norma supremo en C(K), que induce
la topologia de la convergencia uniforme en C(K).

Tomemos uno de los polos de R(z) y consideremos su desarrollo en serie
de Laurent. La parte regular del desarrollo (es decir, la suma de potencias
con exponente no negativo) es una funcién racional cuyos polos son los polos
restantes de R(z), a su vez desarrollamos esta parte regular alrededor de otro
de sus polos y seguimos asi hasta agotar todos los polos.

Si R fuera una funcién arbitraria podriamos llegar a una parte regular sin
polos, es decir, a un polinomio, pero eso significaria que R tendria un polo en
00, lo cual es falso. Por lo tanto terminamos con una expresion de la forma

RE) =Y e

n=1

donde los nimeros b,, (no necesariamente distintos) son los polos de R.

Cada sumando esta en Bg(K), luego también R(z) € Bg(K). Por lo tanto
hemos probado que f tiene elementos de Bg(K) arbitrariamente proximos, es
decir, f esta en la clausura de Bg(K) pero, como es cerrado, f € Bp(K). =

El teorema de Runge puede enunciarse de un modo topolégico mas natural:

Teorema 3.51 (Teorema de Runge) Sea Q un abierto en C y E C C*\ Q
un conjunto que contenga al menos un punto de cada componente conera de
C*>\ Q. Entonces el conjunto Rg(Q)) de las funciones racionales con polos en E
(restringidas a Q) es denso en H(Q).

DEMOSTRACION: Hay que probar que para toda funcion f € H(Q), todo
compacto K C Q y todo € > 0 existe una funcion R(z) € Rg(Q2) tal que
|f(#) — R(z)| < € para todo z € K.

Para aplicar el teorema anterior habria que justificar que E corta a todas
las componentes conexas de C™ \ K, pero esto es falso en general (por ejemplo
si K tiene un “agujero”). No obstante basta probar esta afirmacion para los
compactos

K,={2€Q||z| <n, d(2,C\ Q) >1/n},

pues cualquier compacto esté contenido en uno de ellos, y éstos sf van a cumplir
la propiedad.

Sea, pues, K = K,, y sea C' una componente conexa de C* \ K. Veamos
que C corta a C>® \ . Tomemos z € C. Entonces z ¢ K, luego hay tres
posibilidades:

1. 2¢Q,
2. |z] > n,

3. d(2,C\ Q) < 1/n.
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En el primer caso z € CN(C*\ Q). En el segundo {A\z |1 < A < +00} es un
conexo contenido en C* \ K y que corta a C, luego esta contenido en C. Por lo
tanto C' es la componente conexa no acotada de C*°\ K, luego co € CN(C>®\Q).

En el tercer caso existe un a € C* \ Q tal que d(z,a) < 1/n. Por definicion
de K se cumple que D(a,1/n)NK = &, luego este disco es un conexo en C*\ K
que corta a C, luego esta contenido en C, luego a € C'N (C>\ Q).

En cualquier caso toda componente conexa C' de C*\ K corta a una compo-
nente conexa D de C*\ ), la cual es un conexo en C* \ K que corta a C, luego
D c C. Como D contiene un punto de F, lo mismo le ocurre a C' y podemos
aplicar el teorema anterior. n

Ahora es facil ver que en general las funciones racionales no pueden ser
sustituidas por polinomios:

Teorema 3.52 Un abierto Q de C cumple que C* \ Q es conexo si y sdlo si el
conjunto C[z] de todos los polinomios (restringidos a 1) es denso en H(2).

DEMOSTRACION: Si C*°\ Q) es conexo podemos aplicar el teorema de Runge
con E = {oo}, y las funciones racionales con polos a lo sumo en oo son los
polinomios.

Si Clz] es denso en H () se cumple que C* \ Q es conexo por la caracteri-
zacion 2) del teorema 3.29. En efecto, toda funcién f es limite casi uniforme de
una sucesion de polinomios. El limite es uniforme sobre el compacto ¢*, luego
la integral de f sobre ¢ es el limite de las integrales de los polinomios, que son
nulas por el teorema de Cauchy. L]



Capitulo IV

Productos infinitos

En este capitulo estudiaremos méas a fondo los desarrollos en producto infi-
nito de las funciones holomorfas que estudiamos ya en el capitulo VIII de [ITAn].
Alli vimos algunas descomposiciones en productos infinitos, como

senz—zﬁ 1—Z—2 cosz—ﬁ I—L
N Pt k2m2 )’ B (2k —1)272 )’

k=1

vélidas en todo el plano complejo. Ahora veremos que todas las funciones enteras
admiten descomposiciones en productos infinitos que generalizan las descompo-
siciones en factores primos de los polinomios de C[z].

Comparemos, por ejemplo, el anillo H(C) de las funciones enteras y el subani-
llo C[z] de las funciones polinomicas:

Ambos son dominios integros, y en ambos se cumple que las unidades son
las funciones / polinomios que no se anulan en ningin punto. En el caso de los
polinomios se trata de las funciones constantes, mientras que en el caso de las
funciones enteras, por el teorema 1.36, son las funciones de la forma e9(%), para
cierta g € H(C). Ademads, ambos anillos tienen los mismos primos que, salvo
unidades, son los de la forma z — a, con a € C.

En efecto, z — a es primo en H(C) porque, ciertamente, no es una unidad, y
el teorema [ITAn 10.19] implica que divide exactamente a las funciones enteras
que se anulan en a. De aqui se sigue inmediatamente que divide a un producto
si y soélo si divide a uno de sus factores (pues si un producto se anula en a, uno
de los factores debe anularse en a). A su vez, esto implica que no puede haber
maés primos, pues toda funciéon que no sea una unidad se anula en algin punto
a y, por consiguiente, es divisible entre z — a.

Mientras en las descomposiciones en factores primos “usuales” (es decir, fi-
nitas) las unidades son practicamente irrelevantes, no sucede lo mismo con las
factorizaciones infinitas. Por ejemplo, no podemos factorizar

senz =z(z—m)(z+m)(z—2m)(z+27) - - -

porque el producto infinito que resulta es divergente.

119
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En general, si a # 0, conviene cambiar el primo z — a por 1 — z/a (para lo
cual hemos multiplicado por la unidad 1/a), y con estos representantes de las
clases de primos la situacion es distinta, pues se cumple que

e = (1-2) (02) (- ) () -

En efecto, la sucesion de productos parciales impares (contando el factor z)
es la sucesion de la factorizacion del seno probada en [ITAn|, luego converge a
sen z, y la sucesion de los productos parciales pares converge al mismo limite
porque es el producto de la sucesion anterior por la sucesion 1 —z/nm, que tiende
al.

Asi tenemos ya una descomposicion en factores primos “minimamente razo-
nable”, si bien no es del todo satisfactoria, ya que del teorema [ITAn 8.5] se
sigue inmediatamente que este producto no converge absolutamente en ningtn
punto distinto de cero. En particular no podemos agrupar arbitrariamente los
factores y escribir, por ejemplo:

S z S z
senz =z [] (1——) 11 (1—}——).
n=0 nm/ pn=o0 nm
Sin embargo, vamos a ver que este inconveniente se subsana eligiendo atin
mejor los representantes de las clases de primos de H(C). Concretamente,
pronto veremos que el seno admite la factorizacion

IO_O[ (1 z ) z/nm IO—CI <1+ z ) —z/nm (4 1)
senz = z ——e — e . .
n=1 nm n=1 nm

De hecho basta ver que el producto es absolutamente convergente, pues
entonces, agrupando los factores correspondientes a valores opuestos de n, de él
se obtiene la factorizacion probada en [ITAn)|.

4.1 Factorizacion de funciones holomorfas

La teoria basica sobre productos infinitos de ntmeros complejos esta ex-
puesta en la seccion [ITAn 8.1]. Aqui empezamos con dos teoremas que mejo-
ran [ITAn 8.9]. En el primero de ellos log representa al logaritmo de un ntimero
complejo cuya parte imaginaria esta en el intervalo |—m, 7|:

Teorema 4.1 Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un abierto
(oo}
de C que no tomen el valor 0. Si la serie Y log f,(z) converge casi unifor-

[ee] n=
memente en ) entonces [ fn(z) converge casi uniformemente a una funcion
holomorfa f que cumple =0

> log fn(2)
> '

7)==

Ademds
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DEMOSTRACION: Sea zg € §). Sea r > 0 tal que D(z,r) C Q. Como la serie
de los logaritmos converge uniformemente en este disco cerrado, es facil ver que
{fn} converge uniformemente a 1, luego existe un n, tal que si n > ng entonces
|fn(z) — 1] < 1 para todo z en dicho disco. Esto implica que las funciones

log f,.(%) son holomorfas en D(zp, ), luego también lo es > log f,(2).

n=no
Por el teorema [ITAn 8.3] resulta que
o) i log fn(2)
[1 fu(z) = =m0
n=nogo
es también una funcion holomorfa en zy, al igual que

o0 ng—1 o S 108 fu(2)
Hofn(Z) = HO fa(2) T fulz) = e= -
n= n= n=ngo

Esto prueba que el producto es una funcién holomorfa en 2. Veamos ahora
que la convergencia es casi uniforme.

Sea K C  un compacto y sea M > 1 una cota superior de |f| en K. Sea
0 < e < 1. Como la serie de los logaritmos converge uniformemente en K existe
un ko tal que si k > kg entonces

> log fu(2)

n=k+1

N —

<€<
2M

para todo z € K. Asi

oo k
> log fn(z2) > log fu(z)
= en:U

k
’f(Z)— l:[ofn(z) = |en=0 _
> 108 fu (=) ~ > logfa(2) > 1 o "
= |en=0 ’1—6 n=k+1 <M ZF (— Z log fr(2)
r=1 n=k+1
L (e/2M)" € & et Eem 1
cpS M) ey ¢ € .
= ; ! 2;?*11\4%%! < 2;2“1 ‘

Finalmente, una sencilla induccién prueba que la derivada de un producto

k
finito ] fn(2) es igual a
n=0

k e
@2 20

Tomando limites se sigue la expresiéon buscada para la derivada del producto
infinito. m
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Notemos que la ultima parte del teorema anterior afirma que la derivada
logaritmica de un producto infinito es la suma de las derivadas logaritmicas de
sus factores.

Del teorema [ITAn 8.5 se desprende inmediatamente el siguiente criterio de
convergencia absoluta:

Teorema 4.2 Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un abierto

o0
de C*> que no tomen el valor 0. Si la serie > fn(z) converge absoluta y casi
n=0
o0

uniformemente en Q entonces el producto [ (1 + fn(2)) converge absoluta y
n=0
casi uniformemente en Q.

Ahora damos el teorema general sobre convergencia de productos admitiendo
que los factores se anulen. Las restricciones sobre los ceros de los factores son las
condiciones necesarias que impone el principio de prolongacién analitica para
que el producto no resulte ser la funcién constante nula. La demostracién es
inmediata.

Teorema 4.3 Sea {f,} una sucesion de funciones holomorfas en un abierto
de C*°. Sea E el conjunto de los puntos de 2 donde se anula al menos una de
las funciones f,. Son equivalentes:

1. 81 K es un subconjunto compacto de 2 entonces E N K es finito y existe
un ng tal que para todo n > ng la funcion f, no se anula en K.

2. El conjunto E no tiene puntos de acumulacion en Q y en cada punto de
Q se anula un ndmero finito de funciones fy.
Si ademds de estas afirmaciones se cumple
o0
3. Para cada compacto K C Q (y su ng asociado) la serie > log fn(z)

n=ngo
converge uniformemente en K,

o0
entonces el producto [[ fn(2) converge casi uniformemente en Q a una
n=0
funcion holomorfa. Una condicion suficiente para que se cumpla 3) es la
condicion

o0
3') La serie > |fu(2) — 1| converge casi uniformemente en §Q,
n=0

y en tal caso el producto converge absolutamente en Q.

(La ultima afirmacion se sigue inmediatamente de la prueba de [ITAn 8.5]).

Para probar que toda funciéon entera puede descomponerse en (tal vez infi-
nitos) factores primos damos la siguiente definicion general:
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Definicion 4.4 Llamaremos factores primarios de Weierstrass a las funciones
enteras

> &+ /k
Em(z)z(l—z)ek:lZ ) param=1,2,3,...

Por ejemplo, en estos términos (4.1) es

senz =z IO—O[ Eq(z/nm) Iolel(—z/nﬂ). (4.2)

n=1

Para ello necesitaremos el siguiente resultado auxiliar:
Teorema 4.5 Para todo natural no nulo m y todo z tal que |z| <1 se cumple
1= Bu(2)] < |27,

DEMOSTRACION: Sea f(z) =1 — E,,(z). Entonces

m—1 i zk/k
- (—1 +(1-2)> zk> er=1

f'(z)

k=0

—(-14+1-2m) H ek = ym I eIk,
k=1 k=1

Consideremos la serie de Taylor del producto:

1

Y anzt =l =11 Y TR
ne0 k=1 k=1,_ ™

Comparando los coeficientes concluimos que a,, > 0 para todo n. La serie
[ee]

de Taylor de f/(z) es f'(z) = > anz™t™, luego la serie de f(z) (teniendo en
n=0

cuenta que f(0) = 0) resulta ser

_ an n+m+1
z =
1) §n+m+1
Por lo tanto
> a
1—F < n n+m+1
L= EBn(z)] < 3 —"" 2
n=0
> a
<N = F) e =
n:0n+m+1

Ahora podemos dar un teorema general de convergencia de productos de
factores de Weierstrass:
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Teorema 4.6 Sea {z,} una sucesion de nimeros complejos no nulos que cum-
pla lim z,, = co. Sea {p,} una sucesion de nimeros naturales tal que
n

(o]
> (r/lzal)Pntt < 4o
n=0
para todo numero real r > 0. Entonces el producto
o0
I1 Ep, (2/2n)
n=0

converge absoluta y casi uniformemente a una funcion entera cuyos ceros son
exactamente los niumeros z, y el orden de cada cero es igual al numero de veces
que aparece en la sucesion.

DEMOSTRACION: Es claro que el producto cumple las condiciones del teo-
rema 4.3 salvo quiza la condicion 3). Vamos a ver que de hecho cumple la
condicién 3'), con lo que la convergencia sera absoluta. Concretamente hemos
de ver que la serie

Y 11— By, (2/z)
n=0

converge casi uniformemente en C.

Sea K un compacto en C. Sea r > 0 tal que K C D(0,r). De la hipotesis
se sigue que lim(r/|z,|) = 0, luego existe un ng tal que si n > ng entonces
r/lzal <1 "

Siz e K yn > ngentonces |z/z,| <1/|z,| <1y el teorema anterior nos da
que

11— E,, (2/20)] < |2/z0|P" ™ < (r/|2a])P T,

luego por el criterio de mayoraciéon de Weierstrass la serie converge uniforme-
mente en K. "

Esto prueba la convergencia (absoluta) del producto (4.2), pues la serie

[ee]
> (r/n)? converge para cualquier 7 > 0.
n=1

Observemos que, dada una sucesion que cumpla lim z,, = co, siempre es po-
n

sible encontrar una sucesion {p,, } de nimeros naturales que cumpla la hipotesis
del teorema anterior. En efecto, basta tomar p, = n. Entonces, dado un r > 0
siempre existe un ng tal que para n > ng se cumple r/|z,| < 1/2, con lo que
(r/]za])"*t < 1/27F1 v por lo tanto la serie converge.

Hemos enunciado el teorema para una sucesiéon arbitraria porque en muchos
casos pueden tomarse sucesiones mucho més simples, como hemos visto en el
caso del seno, donde nos ha servido p, = 1. De este modo los factores son méas
sencillos.

El teorema siguiente es una consecuencia inmediata del teorema 4.6 junto
con la observacion anterior:



4.1. Factorizacién de funciones holomorfas 125

Teorema 4.7 Sea B un conjunto de miumeros complejos sin puntos de acu-
mulacion y sea m : B — N\ {0}. Entonces existe una funcion entera f
cuyos ceros son exactamente los puntos de B y para cada z € B se cumple que

o(f,z) =m(z).

(Basta formar una sucesion con los puntos de B donde cada punto z se repita
m(z) veces y tomar p, = n).

Finalmente llegamos al teorema general de factorizaciéon de funciones enteras:

Teorema 4.8 (Teorema de factorizacién de Weierstrass) Sea f una
funcion entera no idénticamente nula. Sea {a,} el conjunto de los ceros no
nulos de f repetidos tantas veces como indica su orden, sea k = o(f,0) y sea {pn}
cualquier sucesion de nimeros naturales que cumpla la hipdtesis del teorema 4.6.
Entonces existe una funcion entera g tal que

f(z) = e9(2) 2k ﬁ E, (z/ap).
n=0

DEMOSTRACION: Segin el teorema [An 10.19] el cociente de f entre el
producto infinito se extiende a una funcién entera que no se anula, y por el
teorema 1.36 es de la forma e9(%). m

Este teorema puede ser generalizado a abiertos cualesquiera. Como los fac-
tores que se obtienen en el caso general no son tan simples como para funciones
enteras, no vamos a enunciarlo explicitamente. En su lugar daremos un enun-
ciado que generaliza al teorema 4.7, si bien en la prueba construimos un producto
de funciones cada una de las cuales tiene un cero simple, y que permite factorizar
cualquier funcién holomorfa de un modo analogo a lo visto en el teorema 4.8.

Teorema 4.9 Sea Q un abierto en C y sea A C Q un conjunto sin puntos
de acumulacion en . Para cada o € A sea m(a) un nimero natural no nulo.
Entonces existe una funcion f € H(2) cuyos ceros son los puntos de A y ademds
para cada o € A se cumple o( f, ) = m(a).

DEMOSTRACION: Vamos a probar que el teorema se cumple, de hecho, para
todo abierto €2 C C* tal que 2 # C*. Esto requiere tener en cuenta que el
concepto de orden de un cero de una funcion holomorfa f : V.— C puede defi-
nirse sobre una variedad analitica arbitraria V' de dimensién 1, como se muestra
en A.14, lo cual implica en particular que el orden se conserva al componer con
aplicaciones biholomorfas.

Sucede que esta extension no sélo no complica la prueba del teorema, sino
que en realidad la simplifica. De hecho, conviene tratar en primer lugar el caso
en que oo € O\ A. Entonces C* \ 2 es un compacto no vacio e 0o no es un
punto de acumulacion de A.

Supongamos en primer lugar que A es infinito (claramente numerable) y
formemos una sucesion {a,} en la que cada o € A aparezca exactamente m(«)
veces.
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Como C>\ 2 es compacto, existe un 5, € C*\Q tal que |ay, — G| < |, — B
para todo 8 € C> \ Q. Veamos que lim |, — 8,] = 0.

En otro caso existirfa un € > 0 tal que |, — B8,| > € para infinitos «,,.
El conjunto de estos valores tiene un punto de acumulacion 5 € C*> y, por la
hipotesis sobre A, de hecho ha de ser § € C* \ Q. Asi podemos tomar n tal
que |a, — Bn| > €, pero |a, — | < €, y esto contradice la eleccion de f3,,.

La funciéon E,(z) es holomorfa en C y tiene un tnico cero simple en z = 1,
luego la funcién
E, <an - ﬂn)
Z = Bn
es holomorfa en C* \ {8,}, en particular en 2, y tiene un tnico cero (simple)

en a,. Veamos que
= Qp — Bn
z) = E,|——
f( ) nl;ll ( Z— /Bn >

define una funcion holomorfa en €2, que claramente cumplira lo pedido. Para
ello basta probar que la serie
1_En (an_ﬁn)‘
Z = ﬂn

converge casi uniformemente en €.

Sea K C ! un compacto. Sea d > 0 la distancia de K a C>* \ Q. Para
valores de n suficientemente grandes se cumple |a, — 8,| < d/2 < |z — 8,]/2,
para todo z € K, luego

o0

>

n=1

1
< —.
-2

an_ﬂn

z_ﬁn

Por el teorema 4.5 tenemos que

an_ﬁn 1
1—E, [ ) < ——,
s () =

para todo z € K. De aqui se sigue que la serie converge uniformemente en K.

Si A es finito tenemos igualmente una sucesion finita {a,,} y basta definir f
igualmente (donde ahora el producto es finito) tomando cualquier g,, € C*\ Q.

En el caso general, puesto que A es numerable, podemos tomar un £ € Q\ A,
¢ # 0. La transformacion de Mobius M (z) = 1/(z — £) cumple M (&) = oo,
luego M[Q] y M[A] cumplen las hipotesis del teorema y ademés tenemos que
oo € M[Q]\ M[A]. Por la parte ya probada existe una funcion f € H(M[Q]) tal
que sus ceros son los puntos M («) para cada o € A con orden m(«). Entonces
la funcién f(M(z)) cumple lo pedido. n

Como consecuencia probamos algo que ya habiamos anunciado:

Teorema 4.10 Si Q) C C es un abierto no vacio, toda funcién meromorfa en 2
es el cociente de dos funciones holomorfas.
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DEMOSTRACION: Si f € M(Q), el conjunto de sus polos es un conjunto
de puntos aislados sin acumulacién en €2, luego por el teorema anterior existe
una funcion g € H(2) que tiene ceros exactamente en los puntos donde f tiene
polos, y de modo que o(f, z) = —o(g, z), para todo z € 2 donde f tiene un polo
(y trivialmente también donde f es holomorfa).

Entonces h = fg tiene singularidades evitables en todos los puntos donde f
tiene polos, luego se extiende a una funcion h € H(Q), y f = h/g en M(9).

4.2 Orden de crecimiento

En esta seccion obtendremos informacion sobre la sucesion {p,} y la fun-
cion g(z) que aparecen en la factorizacion de Weierstrass 4.8 de una funcion f.
Sucede que ambas estan relacionadas con el comportamiento asintotico de f(z),
es decir, con la velocidad a la que crece |f(z)| cuando z tiende a infinito. Por
ello introducimos el concepto siguiente:

Definicién 4.11 Sea f una funcion entera. Para cada r > 0 definimos

My(r) = max|f(2)].
|z|=r
El principio del modulo méaximo implica que si f no es constante entonces
M;y(r) es una funcion estrictamente creciente. Por el teorema de Liouville se
cumple también que
lim M = .
m i(r) =400
Vamos a ver que, mediante estimaciones de la velocidad de crecimiento de
una funcién f a través de la funcion My (r), podemos obtener mucha informacion
atil sobre f.

Diremos que una funciéon entera f es de orden finito si existen un ¢ > 0 y un
ro > 0 tales que My(r) < e para todo 7 > ro. En tal caso se llama orden de
crecimiento de f al infimo p de los nimeros ¢ que cumplen la condicién anterior.
Si f no es de orden finito diremos que es de orden infinito, y convendremos en
que su orden de crecimiento es p = 4o0.

Es importante notar que el orden de crecimiento p de una funcién de orden
finito no tiene por qué ser uno de los nimeros ¢ que cumplen la definicién. En
principio, que el orden de f sea p < 400 significa que para todo € > 0 existe un
ro > 0 tal que para todo r > 7g se cumple My (r) < erﬂ+€, asi como una sucesion

€

{rn} de ntimeros positivos convergente a +oc de modo que My(r,) > e™n .
Tomando logaritmos estas desigualdades equivalen a

log log M

08 08 17AT) f(r) < p—+e,
log r

loglog M (ry

loglog My(ra) o _

log ry,
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Por consiguiente
—— loglog M(r)

=1
P S log r

Es facil ver que esta igualdad vale también si f es de orden infinito.

Ejemplos El lector puede comprobar facilmente que todo polinomio tiene orden
de crecimiento nulo. Para la funcién exponencial se cumple M (r) = e", por lo
que su orden es 1. Consideremos ahora la funciéon seno. Si z = z + iy es claro
que

Y_ oY y -y
€ 26 <lsenz| < %,
de donde
e _1§M(r)§6;1,

y de aqui se sigue claramente que su orden es 1 también. Un argumento similar
se aplica a la funcién coseno.

Ahora probamos que si P(z) es un polinomio de grado n, entonces la funcion
f(2) = e tiene orden n.

En efecto, digamos que P(z) = ag + a1z + -+ + apz
ar = Ukeiak yz= re'?. Entonces

" con a, # 0. Sea

n ) n
SS oprkei(entho)

orrk cos(ag+k0)
ek=0 0 .

1F(2)| =

p— ek‘,:

El exponente puede expresarse en la forma

oy cos(ay, + k:9)> . (4.3)

n—1
n
n n 9
ot (cos(a +nf) + kz_o ok

La dltima suma tiende a 0 uniformemente en 6 cuando r tiende a 400, por lo
que, dado € > 0, la expresion anterior esta finalmente mayorada por o,7™(1+€).
Por otra parte, si § = —a,/n tenemos que cos(a, +nf) = 1y (4.3) es mayor
que 0,7"(1 — €). Esto prueba que

e (17 < My(r) < e 1),

Tomando logaritmos dos veces concluimos que el orden de f es igual a n.

. z . ., . .
Finalmente, es claro que e es un ejemplo de funcion entera de orden infinito.
u

El teorema siguiente es de gran utilidad para calcular 6rdenes de crecimiento:

Teorema 4.12 El la suma y el producto de dos funciones enteras de orden
menor o igual que p tiene orden menor o igual que p.
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DEMOSTRACION: Sean f y g funciones enteras de orden menor o igual que p.
rpte/2

Dado € > 0 existe un 79 > 0 tal que si r > 7 entonces M;(r) < e ,
My(r) < e Tuego

rpte/2 rpte/2
Myig(r) < My(r) + My(r) <2 s Myg(r) < My(r)My(r) < € :
Si k > 0, se cumple
lim (rF*e — kr”+€/2) = lim rp+€/2(rp+6/2 —k)) = +o0,
r—>+00 r—>+00
luego
kr0+€/2

lim —— =0.
r—+oo er’te

Por consiguiente existe un r; > 0 tal que si » > r; entonces

7,p+6

Myyg(r)<e™ Myy(r) <e

Tp+e

Esto prueba que f + g y fg tienen orden menor o igual que p. m

En otras palabras, las funciones enteras de orden menor o igual que p forman
una subalgebra de H(C). Notemos también que si f y g tienen 6rdenes p; < pa,
entonces el orden de f + g es exactamente ps, ya que si fuera menor, por el
teorema anterior el orden de g seria menor o igual que el de (f + g) — f, menor

que pa.

Pasamos a investigar las propiedades de las funciones enteras de orden finito.

Teorema 4.13 Sea f una funcion entera de orden finito p. Si f no toma nunca
un cierto valor A, entonces p es un numero natural y f es de la forma

f(z) = A+,
donde P es un polinomio de grado p.

DEMOSTRACION: La funciéon f(z) — A no se anula, luego tiene un logaritmo
entero P(z), es decir, f es de la forma indicada para una funcién holomorfa P,
que hemos de probar que es un polinomio. Para ello usaremos el teorema 2.28.

La funcion e”’(®) tiene orden p, luego, dado ¢ > 0 existe un R > 0 tal que
si |z| = r > R entonces [eP®)| < ¢, luego Re P(z) < |2|(°*9 y podemos
aplicar 2.28 para concluir que, en efecto, P es un polinomio. Antes hemos
demostrado que el orden de una funciéon del tipo eF(*) es el grado de P(z),
luego éste es igual a p. n

En particular vemos que, salvo las funciones A 4+ eF(*), todas las funciones
enteras de orden finito toman todos los valores complejos. Ahora veremos que,
también salvo un caso particular, las funciones de orden finito toman infinitas
veces cada valor complejo:
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Teorema 4.14 (Teorema de Picard) Sea f una funcion entera no polind-
mica de orden finito p. Entonces f toma infinitas veces cada valor complejo
salvo quizd un unico valor A. Si f toma sélo un numero finito de veces el
valor A entonces es de la forma f(z) = A+ P(2)e?®), donde P(z) y Q(2) son
polinomios. Ademds en tal caso p es un mimero natural no nulo que coincide

con el grado de Q(z).

DEMOSTRACION: Supongamos que f toma s6lo un nimero finito de veces el
valor A. Entonces la funcion f(z) — A tiene un ntimero finito de ceros. Podemos
construir un polinomio P(z) con los mismos ceros que esta funcién y con los
mismos ordenes. Entonces (f(z) — A)/P(z) es una funcion entera que no se
anula, luego tiene un logaritmo Q(z), es decir, f tiene la forma indicada en el
enunciado. Queda por demostrar que Q(z) es un polinomio de grado p y que f
toma infinitas veces cualquier valor complejo distinto de A.

Claramente [e2)| < (|f(2) + A)/|P(2)| < |f(2) + A| para |z| = r sufi-
cientemente grande y, como f(z) + A tiene orden p, fijado € > 0, se cumple
lf(z) + 4] < e Esto prueba que el orden de e?2(®) es menor o igual que 0.
Mas atn, si |z| es suficientemente grande, Re Q(z) < |z|°T¢. El teorema 2.28
prueba que @ es un polinomio de grado menor o igual que p. Por otra parte, el
teorema 4.12 nos da que el orden de f es menor o igual que el de e?(*), luego el
grado de Q(z) es exactamente p.

Por tltimo veamos que una funcion del tipo f(z) = A + P(2)e?*®) toma
infinitas veces cualquier valor complejo distinto de A. En caso contrario, si f
tampoco tomara infinitas veces un valor B, por la parte ya probada tendriamos
que

A+ P(2)e?® = B + R(2)e%, (4.4)

para todo z € C, donde P, @, R y S son polinomios, ¢ y S del mismo grado
no nulo. Esto equivale a que

P(2)e?®) — R(2)e%®) = C # 0.
Derivando queda
(P'(2) + P(2)Q'(2))e?®) — (R'(2) + R(2)S'(2))e%) = 0.
Si fuera P'(2) + P(2)Q'(z) = 0 para todo z, entonces Q'(2) = —P’(2)/P(z)

tendria polos en los ceros de P, lo cual es imposible, luego P’(z) + P(2)Q’'(z) es
un polinomio no nulo y podemos despejar

LQ)-5() _ B(2) + R(2)5'(z)
P'(z) + P(2)Q'(2)

El segundo miembro es una funcién racional que no tiene ceros ni polos
finitos, luego es constante. De aqui que e?*) = Ke®(*) para todo z. Asi (4.4)
se convierte en

KP(z) — R(z) = Ce %),
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y ahora el primer miembro es un polinomio sin ceros, luego es constante, lo que
implica que S(z) es constante también , en contradiccion con la hipotesis de
que f no es un polinomio. n

Ya sabemos como son las funciones enteras de orden finito con un nimero
finito de ceros. Ahora investigaremos las funciones con infinitos ceros. El primer
resultado que probaremos es que en las factorizaciones de Weierstrass es posible
tomar factores primarios E,(z/ay) con p constante. Conviene introducir una
definicion.

Definiciéon 4.15 Sea {a,} una sucesion de nimeros complejos no decreciente
en modulo y que converja a 4+o0o. Llamaremos exponente de convergencia de la
sucesion al infimo 7 de todos los nameros A > 0 tales que

o0

1
Zm<+oo.

n=0

Si la serie diverge para todo valor de A el exponente de convergencia es
T = +00.

Llamaremos orden de la sucesién x al mayor nimero natural A tal que la
serie anterior diverge. Obviamente x es finito si y s6lo si lo es 7. En tal caso
r<1T<K+1

El teorema 4.6 asegura que el producto

o0

[ Ex(z/an)

n=0

converge absolutamente a una funciéon entera. Por lo tanto, si {a,} es la sucesion
de los ceros no nulos de una funcién entera f ordenados de modo que la sucesion
de los modulos sea no decreciente y repetidos tantas veces como indica su orden,
y si ademés su exponente de convergencia es finito entonces el teorema 4.8 nos
da que

f(z)= e9(2) F ]Oi[OEK(z/an).

Vamos a probar que la sucesién de los ceros de una funcién entera de orden
finito tiene exponente de convergencia finito. La clave de la demostracién nos
la da la llamada férmula de Jensen.

Teorema 4.16 (Formula de Jensen) Sea f una funcion holomorfa en un a-
bierto que contiene al disco |z| < R. Supongamos que f no tiene ceros en la
circunferencia |z| = R asi como que f(0) # 0. Sean ai,...,a, los ceros de f en
el disco |z| < R repetidos segin sus multiplicidades. Entonces

n R 1 2 i
10g|f(0)\+210gm:§/0 log | f(Re™)| df.
i=1 ¢
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DEMOSTRACION: Consideremos la funcién

n R% -Gz
P =50 ey

El producto de los numeradores no tiene ceros en el disco |z| < R, mientras
que el producto de los denominadores tiene los mismos ceros que f en orden y
posicion, luego F' es holomorfa y no nula en un abierto que contiene al disco
|z| < R. Consecuentemente F' tiene un logaritmo holomorfo log F'. Su parte
real es la funcion harmonica log |F(z)| (por 1.41), a la que podemos aplicar el
teorema del valor medio de Gauss [An 8.12]:

1 27 .
log\F(0)|=§/O log |F(Rei®)| do.

Sobre la circunferencia |z| = R se cumple que |F(z)| = |f(2)|, pues todos los
factores
R2 - 61-2
R(z — a;)

tienen modulo 1 (al multiplicarlos por Z/R el numerador se convierte en el
conjugado del denominador). Teniendo esto en cuenta, la formula de Jensen es
inmediata. L]

Teorema 4.17 Sea f una funcion entera de orden finito p y sea {an} la su-
cesion de sus ceros no nulos ordenados de modo que sus mddulos sean no de-
crecientes. Entonces el exponente de convergencia de esta sucesion es finito y
cumple T < p.

DEMOSTRACION: Basta ver que para cualquier \ > p la serie

oo

3 ﬁ (4.5)

n=0

es convergente.

Si tomamos p < a < A la definicién de orden nos da que log|f(z)] < |2|*
siempre que |z| sea suficientemente grande.

Aplicamos la férmula de Jensen al disco |z| < R = 2|ay| + €, donde n se
toma de modo que R satisfaga la desigualdad anterior y € de modo que no haya
ningtn cero a,, tal que 2|a,| < |am| < 2|a,| + €. El resultado es

2|an| +€

|am|

log

lam|<2]|an|+e

< (2fan| + €)% —log|f(0)].

La eleccion de € nos permite hacerlo tender a 0, con lo que desaparece de
la formula. Eliminamos también todos los sumandos correspondientes a indices
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m > n. Los restantes cumplen log(2|an|/|am|) > log2, luego en total queda
nlog2 < 2%a,|* —log|f(0)|. Por consiguiente

2« log | £(0)]

10g2|an| © log2

n <

Tomamos ahora o < < A. La funciéon 2®? tiende a 0 cuando z tiende a
infinito. Como consecuencia, si dividimos el miembro derecho de la desigualdad
anterior entre |an|ﬁ obtenemos una sucesiéon que tiende a 0 con n, luego para
n suficientemente grande se cumple n < |a,|?, luego |a,| > n'/?. Finalmente,
lan|* > n*P luego (4.5) esta mayorada por ¢(\/3). "

Aunque aqui no nos va a hacer falta, es interesante notar que el argumento
que acabamos de emplear nos da una estimacién del ntimero de ceros de una fun-
cion entera de orden finito en un disco dado. En efecto, si aplicamos la férmula
de Jensen a un disco de radio 2R + €, llegamos igualmente a la desigualdad

e 2 e loslf(0)
log 2 log 2

donde ahora n es el namero de ceros de f en el disco |z| < R (contados segn sus
ordenes). Vemos, pues, que n/R? tiende a 0. Esto prueba el teorema siguiente:

Teorema 4.18 Sea f una funcion entera de orden finito p y sea € > 0. Enton-
ces el numero de ceros de f de mddulo menor o igual que R (contando drdenes)
es del orden de RPT¢ (en el sentido de que el cociente permanece acotado).

Continuamos nuestro estudio de la factorizaciéon de funciones enteras:

Teorema 4.19 (Teorema de Hadamard) Sea f una funcion entera de or-
den finito p. Sea {an} la sucesion de sus ceros no nulos (repetidos segin su
multiplicidad y ordenados de modo que la sucesion de los mddulos es no decre-
ciente). Entonces

flz)= el (2) k ]Oj[OE,{(z/an).

donde, P(z) es un polinomio de grado menor o igual que p, k es el orden de 0
en f y k es el orden de la sucesion {a,}.

(En principio suponemos que f tiene infinitos ceros, aunque el teorema es
trivialmente cierto en caso contrario, con los convenios obvios).

DEMOSTRACION: Solo hay que probar que P(z) es un polinomio de grado
menor o igual que p. Llamemos

i

z
u"(z) = Z ial’
n

i=1

de modo que E,(z/a,) = (1 — z/a,)e**). Tomemos R > 1. Entonces

n(R)
n(R) P(2)+ X un(z)

f(z) = Zk H (1 _ Z) e n=0 H (1 _ Z) e'“'n(z),
n=0

an n=n(R)+1 an

donde n(R) es el mayor namero natural n tal que |a,| < R.
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Llamaremos gr(z) a los ultimos factores, de modo que

1) = k(rT) (1 - ) 9r(2).

an

Si |z| = 2R se cumple

My(2R) > (=) = @R)" T] (=

n=0

n(R) _
(2R R) 9r(2)] = ln(2)l.

Asi pues, Mg, (2R) < M;(2R). Por el principio del modulo méximo, si
|z] < R se cumple también |gr(z)| < M¢(2R). La funcién gr no se anula en
el disco |z| < R, luego tiene un logaritmo hp(z). Méas precisamente, segin el
teorema [ITAn 8.3], dicho logaritmo es

hp(z) = P(z) + %}? Un(2) + i 1 (log (1 - j) + un(2)> . (4.6)

n=0 n=n(R)+ n

De |gr(z)| < M;(2R) se sigue que Rehgr(z) < log M;(2R), para |z| < R.
Sea ¢, el coeficiente n-simo de la serie de Taylor de hg(z) alrededor de 0. Sea
ap la parte real de ¢g. Se cumple que Re(hr(z) — ¢o) < log Mf(2R) —ap vy
podemos aplicar el teorema 2.27, que nos da, para |z| = R/2,

|hr(2) = col < 2(log My (2R) — o).
Las desigualdades de Cauchy implican que para k > 1 se cumple

2k+1 (log Mf (2R) — 040)

|Ck7| S Rk

Llamemos dj, a los coeficientes de la serie de Taylor de P(z) alrededor de 0.
Hemos de probar que dj = 0 para k > p. En la (4.6) podemos desarrollar cada
sumando en serie de Taylor alrededor de 0. Como la convergencia es absoluta
podemos reordenar los sumandos y concluir que ¢ es la suma de los coeficientes
k-ésimos de cada una de las series. Si k > p los polinomios u,(z) no contribuyen

y queda
= 1
C = dk — Z %
n=n(R)+1
Consecuentemente,
2k+1(log M;(2R) — ap) > 1
di| < _
|di| < Rk + Z |an|*
n=n(R)+1

Ahora basta probar que el segundo miembro tiende a 0 cuando R tiende a
infinito y £ queda fijo. El segundo sumando tiende a 0 porque es la cola de una
serie convergente (k es mayor que p, que a su vez es mayor que el exponente de
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convergencia de {a,}). Respecto al primero, por definicién de orden tenemos
que log M(2R) < (2R)P*¢, para un € > 0 prefijado y todo R suficientemente
grande. Tomando p + € < k es claro que el limite es 0. m

Ejemplo Como aplicaciéon del teorema de Hadamard vamos a dar una prueba
muy sencilla de la factorizacion de la funcion seno (4.2). Como el orden de
crecimiento del seno es 1, tenemos la factorizacion del teorema anterior con
k =1y P(z) =az+0b (y k =1). Solo hay que probar que a = b = 0.
Ahora bien, es inmediato que la funcion f(z) = e***° ha de ser par, es decir
f(z) = f(—2), luego €*** = 1 para todo z, luego a = 0. Evaluando en 0 la
funcion (sen z)/z y el producto infinito queda que e® = 1, con lo que obtenemos
la factorizacion buscada. m

Ahora probamos el reciproco del teorema de Hadamard:

Teorema 4.20 (Teorema de Borel) Sea f una funcion entera que admita
una factorizacion

oo

f(z) = PR T] Eu(z/an),

n=0
donde P(z) es un polinomio de grado m y k es el orden de convergencia de la
sucesion {a,} de los ceros de [ (que suponemos finito). Sea T el exponente de
convergencia. Entonces f tiene orden finito p = max{m,7}.

DEMOSTRACION: Si |z| < 1/2 se cumple

K i s i > i
> 2 log(1-2)+ 3 = - > %
|E(2)] = |1—2)e= " | = ‘e &7 < ’e i ‘
Kl = |z]P Rl o= ()i
z — z z
ST E T o TR et g

(En los ultimos pasos hemos usado que |z| < 1/2).
Si |z| > 1/2 hacemos

"=l "=l
B < @+l 5 < (1l BT < el osta,
Tomemos un A tal que kK <7 < A < K+ 1y que haga convergente a la serie
= 1

Es facil ver que log(1 + z)/2* tiende a 0 cuando x tiende a +oo, luego
las dos desigualdades que hemos probado se retinen en que |E.(2)| < eClel™,
para una cierta constante C' y todo z € C. Cambiando z por z/a, queda

|Ew(z/an)| < eClz/an*  Es claro entonces que existe una constante K tal que

A A€
< Kl < el ™)

I Be(2/an)
n=0

para cualquier € > 0 prefijado y todo z suficientemente grande.
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Esto prueba que el orden del producto infinito es menor o igual que A, pero
A puede tomarse arbitrariamente cerca de 7, por lo que el orden del producto
es a lo sumo 7.

Por otra parte el orden de e”’(®)zF es m, luego, segtin 4.12, el orden de f es
p < méax{m,7}. La desigualdad opuesta la da el teorema de Hadamard. =

P(z

Ejemplo Vamos a ver ahora una funcion entera con orden fraccionario. La
factorizacion de la funcion coseno es

oo 422
- 1o *
coSs 2z n];[l ( @n— 1)27T2) )

lo que nos permite definir

Jz & 1 4z
cosvz = nl;ll ( = 1)27r2> .

Se trata de una funcién entera cuyas sucesion de ceros es (2n — 1)2(7/2)?,
cuyo exponente de convergencia es 1/2. El teorema de Borel nos da que el orden
de la funcién es también 1/2. Como consecuencia obtenemos que la funcion
cos y/z toma infinitas veces todos los valores complejos.

Ejercicio: Probar que la ecuacién sen z = Az tiene infinitas soluciones para cualquier
ntmero complejo A.

4.3 La funciéon factorial

En [ITAn 8.16] introdujimos la funciéon factorial mediante un producto infi-
nito:

oo

n!n? z\ 1
I —1i — »Z 1 ~ z/k
@) =l e e € kl:[l( tg) e

valido para todo nimero complejo z que no sea un entero negativo, y en [IC 3.30]
la definimos mediante una integral para todo nimero real s > —1. En realidad
esta segunda definicion vale para todo ntimero complejo que cumpla Re z > —1:

Definicion 4.21 Llamaremos ¥ al semiplano Re z > —1. Sobre ¥ definimos la
funcion factorial mediante

“+o0
H(z):/ e *x*dw.
0

Por [IC 3.30] sabemos que la funcién e~*z*® es integrable en 0, +oo[ para
todo s > —1, y que TI(s) define una funcién continua en |—1, +00[ que satisface
la ecuacion funcional TI(s + 1) = (s + 1)II(s), lo que en particular implica que,
para todo nimero natural n, se cumple II(n) = n!

La funciéon e~*2% es integrable porque lo es su modulo |e~%2%| = e~ ¥zRe?,
luego II(z) esta bien definida y obviamente extiende a la funcién factorial real
que definida en [IC].



4.3. La funcién factorial 137

Teorema 4.22 La funcion factorial es holomorfa en el semiplano ¥ y verifica
la ecuacion funcional
II(z + 1) = (z + DII(2).

DEMOSTRACION: El teorema 1.23 implica inmediatamente que las funciones
n
IT,(2) :/ e Tx®dx
0
son holomorfas en Y. Basta probar que convergen casi uniformemente a II. A

su vez, basta probar que convergen uniformemente en cada banda |—1, M| x R,
pues todo subconjunto compacto de 3 esté contenido en una de ellas. En efecto,

sin>1,
+oo +o0 +oo
ITI(z) — 1L, (2)| = / e Fxfdx| < / e xR dg < / e M dx.
n n n
Como e~%z™ es integrable en ]0, +oo| (la integral es II(M)), la tltima in-

tegral tiende a 0 cuando n tiende a infinito, lo que prueba la convergencia
uniforme.

Finalmente notamos que las funciones II(z + 1) y (z + 1)II(z) son ambas
holomorfas y coinciden sobre el eje real positivo, luego por el principio de pro-
longacién analitica son iguales. L]

Ahora demostramos que la funcién factorial asi definida se extiende a una
funcion meromorfa en C. Por razones que se veran después conviene probar algo
ligeramente mas general:

Teorema 4.23 Sea una funcion f € H(X) que verifique la ecuacion funcional
fz+1)=(2+1)f(2). Entonces:

1. La funcion f se extiende a una funcion meromorfa en C con singulari-
dades aisladas en los enteros megativos y que cumple la misma ecuacion
funcional.

2. Para cada nimero natural n > 0 la singularidad de f en —n es evitable si
f(0) =0 y un polo simple en otro caso, con residuo

(-1)"

Res (f,—n) = o

£(0).

3. En particular la extension de f es entera si y sdlo si f(0) = 0.

DEMOSTRACION: Vamos a probar inductivamente que f puede prolongarse
a una funcién meromorfa en el semiplano Re z > —n para todo natural n con
singularidades aisladas en los enteros negativos. Esto es trivialmente cierto
para n = 1. Supongamos que puede prolongarse hasta Re z > —n (salvo en los
enteros negativos) de modo que se cumpla la ecuacion funcional.
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Entonces f(z+1)/(2+1) es holomorfa en el semiplano Re z > —(n+1) salvo
en los enteros negativos y coincide con f(z) sobre el semiplano Rez > —n. Asi
pues, se trata de una extension de f y, por el principio de prolongacién analitica,
sigue cumpliendo la ecuacion funcional (se razona como en el teorema 4.22).

Asi, la funcion f se extiende al plano complejo menos los enteros negativos.
Por la ecuacién funcional, para todo z que no sea entero y todo ntimero natural n
se cumple

Fe4n) = (z4n)(z+n—1)- (2 + Df(2).

Tomando limites queda
F(0) = (~1)(=2)- (~n+1) lim (z +n)f(2),
o0 sea,

(_1)77.71
li = ——7 7 f(0).
i (4 () = (2 10
Si f(0) = 0 el teorema [An 10.15] implica que f es holomorfa en —n, mientras
que si f(0) # 0 el teorema [An 10.18] nos da que f tiene un polo simple. Por
consiguiente, en un entorno reducido de —n se cumple

R - k
[ = — 4 Y+ )k,
k=0
de donde el limite que hemos calculado es precisamente el residuo R. L]

El teorema anterior se aplica a la funcion factorial, con lo que ésta resulta
ser una funcién meromorfa con polos simples en los enteros negativos.

Hemos extendido la sucesion n! a una funcién holomorfa, pero es obvio que
de hecho existen infinitas funciones holomorfas f tales que f(n) = n! para
todo numero natural n, pues si g es cualquier funcién entera que tenga ceros
en los nameros naturales, la funcion dada por f(z) = I(z) + g(2) tiene esta
propiedad. Sin embargo, la funciéon factorial cumple algo mas fuerte, a saber, la
ecuacion funcional II(z + 1) = (z + 1)II(z). Cabe preguntarse si esta ecuacion
(junto con II(0) = 1) caracteriza a la funciéon factorial. La respuesta sigue
siendo negativa, pues si g es cualquier funciéon entera con periodo 1, entonces
la funcion f(z) = I(z)g(z) cumple la misma ecuaciéon funcional y, si ademas
g(0) = 1, también se cumple f(0) = 1.

Vamos a probar que hay una condicion sencilla que satisface la funcién fac-
torial y que anadida a las anteriores la caracteriza por completo. De la represen-
tacion integral deducimos que |II(z)| < TI(Re 2) para todo z € X. Por lo tanto II
estd acotada en cualquier banda vertical —1 < a < Rez < b. Ahora probamos
que esta propiedad adicional termina de determinar la funcion factorial:

Teorema 4.24 (Teorema de Wielandt) Sea una funcion f € H(X) tal que
1. f(z+1)=(241)f(2) para todo z € X.
2. f estd acotada en la banda 0 < Rez < 1.

Entonces f(z) = f(0)II(z) para todo z € X.
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DEMOSTRACION: Llamemos ¢(z) = f(z) — f(0)II(z). Teniendo en cuenta
que la funcion factorial cumple las propiedades 1) y 2) es obvio que g también
las cumple y ademés g(0) = 0. Basta probar que g es idénticamente nula. Por el
teorema 4.23 la funcion g se extiende a una funcion entera que sigue cumpliendo
la ecuacion funcional.

Ahora consideramos la funcion entera s(z) = g(z — 1)g(—z). Si probamos
que s es idénticamente nula, lo mismo valdrd para g. Para ello demostrare-
mos que s esta acotada. Como s(0) = 0, el teorema de Liouville nos dara la
conclusion. Para ello observamos que s es periddica:

s(z+1) = g(2)g(—2—1) =29(z —1)g(—2 — 1)
= —g(z—1)(-2)g9(—2z — 1) = —g(z — 1)g(—2) = —s(2).

Por lo tanto el médulo de s tiene periodo 1 y basta probar que s esta aco-
tada en una banda de anchura 1. Concretamente, si 0 < Rez < 1, entonces
s(z) se calcula evaluando g en dos puntos de la banda —1 < Rez < 0, luego
basta demostrar que g estd acotada en esta ultima banda. Ahora bien, esto
es inmediato: por continuidad g estd acotada en el compacto —1 < Rez < 0,
—1<Imz <1,y sobrelos puntos —1 < Rez < 0, | Im 2| > 1 usamos la ecuacion
g9(z) =g(z+1)/(2+ 1) y la condicion 2). "

Veamos una primera aplicacion de esta caracterizacion:

Teorema 4.25 Para todo nimero complejo z # —1, —2, =3, ... se cumple

| p2+1 —yz
II(2) = lim . n2n 0= = ¢ .
PEEDED G ) (14 2o
k=1

El limite no es exactamente el que tomamos como definicion en [ITAn|, pero
basta tener en cuenta la ecuacion funcional:

nln?
M(z) =211z = 1) = lim ey ey

DEMOSTRACION: Si llamamos f(z) a la funciéon definida por el limite, vamos
a ver que es igual a la definida por el producto infinito. Para ello bajamos el n!
del numerador, a la vez que multiplicamos y dividimos por n + 1, porque en el
denominador tenemos n + 1 factores en vez de n.

] nz+1 ] nz+1
e e T T e
(n+1) k]:jl (1+2%)

El producto que nos aparece no es convergente. Teniendo en cuenta que

[ee]
> (1/k?) < +o00, el teorema 4.6 nos asegura que el producto convergerd si
k=1
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afiadimos los factores e=#/k.

n41
—z > 1/k
k=1 n

z+1
f(z) =lim ¢ P .
(n+1) ] (14 2)e=/k
k=1

Con esto tenemos garantizado que el producto converge. Ocupémonos ahora
del numerador y del n + 1 que queda en el denominador. Sustituimos n**! =
eztDlogn v 4 1 = elog(n+1) Al llevarlo todo al numerador queda e elevado
al exponente siguiente:

n+11 ntl] n+1
-2y Tt log n+logn—log(n+1) = —z | > T log(n 4+ 1) | —=(z+1) log -
k=1 k=1

Claramente esto converge a —z, donde 7 es la constante de Euler definida
en [ITAn 4.12]. Concluimos que

e ?

[T (1+) =/
k=1

f(z) =

Esta expresion justifica que f € H(X), como exige el teorema anterior. Si
llamamos
nln*t+l

es facil comprobar que

n

Jn(z+1)=(2+ 1)m

fn(2),

asi como que |f,(2)] < fn(Rez) y, pasando al limite, concluimos que f verifica
todas las hipotesis del teorema de Wielandt. En consecuencia f(z) = f(0)II(2).
Ahora bien, f,(0) =n/(n+ 1), luego f(0) = 1. n

En particular vemos que la funcién factorial no se anula en ningin punto,
por lo que su inversa en una funcion entera cuyos ceros (todos simples) son los
numeros enteros negativos. Ademas tenemos su descomposiciéon en producto

infinito: ) -
z
— % 1 ~ 7z/k.
Mz ¢ ,El( 1)

El teorema de Borel 4.20 implica que la inversa de la funcién factorial tiene
orden de crecimiento 1. El teorema de Picard implica que Il toma todos los
valores complejos excepto 0, luego 1/II toma todos los valores complejos.

Usando el teorema 4.1 se ve inmediatamente que el producto infinito que
aparece en el teorema anterior tiene derivada 1 en z = 0. De ahi se sigue a su

vez que
') = —.
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Usando la expresion integral para II esto equivale a que!

—+oo
v = —/ e *logzdr. (4.7)
0

La factorizacion de 1/1I es la méas sencilla que puede tener una funcion que
se anula en los enteros negativos. Esto nos hace pensar en la factorizacion del
seno (4.1), que también es la méas sencilla que puede tener una funcion que se
anula en los multiplos enteros de . Para compararlas mejor conviene considerar
la funcion sen 7z, que se anula en los enteros. Claramente

s z s z

senmz =7z [| (1 - 7) e* 11 (1 + 7) e ?/k,
k=1 k k=1 k

En la factorizacion de 1/II faltan los factores correspondientes a los ceros

positivos y al 0, por lo que en cierto sentido podemos pensar que 1/II es como

“la mitad” de la funcién seno. Para reconstruir la funcion seno completa a partir

de 1/II basta introducir los ceros que faltan, que son —salvo z = 0— los ceros
de 1/TI(—z). Asi:

1 sen 7wz

i — L () e I (1 ) e =0

Con esto hemos probado otra importante ecuacién funcional para la funcién
factorial. La enunciamos en dos versiones equivalentes:

Teorema 4.26 La funcion factorial satisface las ecuaciones siguientes:
mZ ™

M(z)(-z) = Iz — DII(—2) =

Senmz senmz

(La segunda se obtiene haciendo II(z) = zII(z — 1) en la primera.)

Estas relaciones nos permiten calcular algunos valores de II. Concretamente
tenemos que I1(1/2)II(—1/2) = 7/2, y por otra parte

o(3)- - 3n(4)

De las dos igualdades deducimos que II(1/2)? = 7/4 y, como la funcién
factorial es positiva en el semieje positivo, queda I1(1/2) = /7/2. De aqui
I(—1/2) = 2I1(1/2) = /7.

Si ahora acudimos a la expresion integral de la funcion factorial vemos que
hemos calculado las integrales siguientes:

+oo ﬁ +o0 e~
e Trdr = Y-, —— dx = /7.
/ I e

1Para derivar dentro de la integral nos basamos en que en la prueba del teorema 4.22 hemos
visto que fon e*z?* dr converge casi uniformemente a II(z), luego el teorema de Weierstrass
implica que IT'(2) es el limite de las derivadas de estas integrales, y éstas pueden calcularse
derivando el integrando por el teorema 1.23.
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Si en la tltima integral hacemos el cambio de variable 2 = t? obtenemos

+oo
/ et dt = ﬁ,
0

2

que es la integral de Poisson.

Veamos otra aplicaciéon del teorema de Wielandt:

Teorema 4.27 (Férmula de duplicacion de Legendre)

Val(22) = 2% 1 (2) 1T (z - ;) )

DEMOSTRACION: Definimos

- S n(5)

Basta demostrar que f(z) = II(z). Claramente f € H(X), f(0) =1 (usando
la formula II(—1/2) = /7) v |f(2)] < f(Rez), luego f esta acotada en las
bandas verticales. Por el teorema de Wielandt basta probar que f verifica la
ecuacion funcional. En efecto:

fz+1) = Qj;H(Z;rl> H(g)

- 2\2/;2‘;111(2;1) H(%):(zﬂ)f(z).

La férmula de Stirling Finalmente vamos a ver que la formula de Stirling
[ITAn 6.7] puede convertirse en una ecuacién funcional para la funcién factorial.
Para ello empezamos dando una prueba alternativa de [ITAn 6.7]:

Teorema 4.28 (Féormula de Stirling)
n! =V2mn (n/e)"e?/5,
para un cierto numero 0 < 6 < 1.

DEMOSTRACION: Partiremos de la formula logn! = Z log s. Primeramente
observamos que s=1

"1
logn—logs:/ —dx.
s T

Sumando obtenemos

n n—1 k+11

logn'—nlogn—Z/ fdx—nlogn—zz:/ fdx

s=1 k=s
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k+1
x (1/x)dx aparece exactamente k

k+1 k
—dx.

Ahora observamos que cada sumando
veces, luego
n—1 k+1 1
x x
k=1"F

n—1

logn! =nlogn — Z k
k=1
Para agrupar las integrales notamos que si £ < < k + 1, se cumple que
k = E[z], luego
n—1 k+1 E n E
logn! =nlogn — / ﬁdx:nlogn—/ Mclac.
i1 Yk 1 T
Ahora conviene hacer la manipulacién siguiente
mlo "z —Elz] -1
logn! = nlogn+ dr + —=dx
1 z 1
1 "z — Elz] -3
= nlogn+ -logn—n+1+ —=dx.
2 1 x
Llamando F'[z] a la parte fraccionaria de z, o sea, F[x] = x— F[z], obtenemos
esta formula:
— " Fle) -}
ogn!=—-2n+1)logn—n+1+ dz (4.8)
1 m

El motivo de modificar de este modo la integral es que Fz] — 1/2 tiene
integral nula entre dos niimeros naturales cualesquiera, por lo que si llamamos

ow) = [ (Flal - 3 ) do = 3Flal(FI - 1)

obtenemos una primitiva continua y periodica tal que ¢(n) = 0 para todo ni-
mero natural y ademas —1/8 < f(x) < 0. Al integrar por partes queda

s | 1 s
[EEd ), e,
1 x 5 1z
Claramente la funcién ¢(x)/z? es integrable en [1, +-o00l, luego (F[z]—1/2)/z
también lo es. Sihubiéramos definido ¢(x) como una primitiva de E[z], o incluso

de F[z], todo esto seria falso. Vamos a calcular
too pp] — 1
/ L dz.
1

T

Para ello sumamos (4.8) con log2™ = nlog2:
1
2 d.

log(2-4-6-- (Qn)):7(2n+1)10gn+nlog2—n+1+/ 2l =
1
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Multiplicamos por 2:

]_l

" F
log(2-2-4-4---(2n)(2n)) = (2n—|—1)10gn+2nlog2—2n+2+2/ bdw.
1 x

En (4.8) cambiamos n por 2n + 1:

2n+1 F[l’] _ 1

1
log(1-2-3---(2n+1)) = <2n+1+2> log(2n+1)_2n+/ 2 d.
1

T

Restamos las dos ultimas formulas:

log 1 .23. ,45.,6i (25123-)1) = —(2n+1)log Qn; L %log(Qn + 1)+ 2nlog2
+ 2+2/nwd;¢/2n+lfwd$.
1 €T 1 x
Expresamos el primer miembro como
1 2.2-4-4---(2n)(2n)

1 .
2 %1133 2n+ )20+ 1)

Ahora el altimo factor (2n+1) del denominador se simplifica con el sumando
(1/2)1og(2n + 1) de la derecha en la igualdad anterior, y la ultima integral se
descompone en suma de dos, una de las cuales se simplifica. El resultado es

1 n 2k)(2 1
§logHM = —(2n+1)10g<1+2)—10g2+2
n

M ek Dekr
n g 1 2n+1 F 1
+ / Mde/ Ldm.
1 z n T

Teniendo en cuenta la formula de Wallis [ITAn 8.12], al tomar limites en n
obtenemos la igualdad

1 oo Flg] — 1
flogz:—l—log2+2—|—/ de.
2 2 1 x
Asi pues,
too iyl — 1
/ Ldmzlog\ﬂw—l.
1

Ahora expresamos

/n Flz] — % gy /+oo Flz] — % e /+oo Flz] — % d.
1 T 1 €z n €

Al sustituir en (4.8) queda

1 +oo Pla] — 1
logn!:5(2n+1)10gn—n+1og\/27r—/ Flal -3
n x
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Definimos

too prye] — L
u(n)=—/ LL 2 dy

y aplicamos la funcién exponencial. Resulta n! = v/27n (n/e)"e*(™. Ahora
basta observar que 0 < —¢(z) < 1/8, luego

+oo Plx] — 1 oo p(x 1 [t 1
o<ptr = [T gy [T T L L

luego p(n) es de la forma p(n) = 6/8n para un cierto 6 € 10, 1]. "

0/8n 0/12n

En [ITAn 6.7] vimos que el factor e
aqui nos interesa la igualdad

puede mejorarse hasta e , pero

n! = V2mn (n/e)" et ™

que es la que vamos a convertir en una ecuacion funcional para la funcion fac-
torial. En la prueba hemos visto que

() = — / TR -5, /n+°° ¢) 4y

x T

donde a su vez F[z] es la parte fraccionaria de z y ¢(x) = (1/2)F[z](F[z]—1) es
una primitiva de F[z] —1/2, periddica de periodo 1 y tal que —1/8 < ¢(x) < 0.

El tinico término de la formula de Stirling en el que no tiene sentido cambiar n
por z es precisamente p(n), pero esto se arregla con un cambio de variables:

u(n):—/n+oo¢(f)dx:—/n+oo¢(x;mdx:—/o+oo(qj)(x)dm.

x x n+ x)?

Asi ya tiene sentido considerar a g como una funciéon de variable compleja:

Teorema 4.29 La funcion definida por

[T e [TOFR] -
u(z)—f/o mdw- /0 Z—l—:L‘de

es holomorfa en C~ = C\ {z € R| 2 <0} y cumple:
1. Para todo nimero real 0 < 6 < 7 y todo z € C™ tal que |argz| <7 — ¢

1
(=)l = 8sen?(4/2) ||

2. u(z+1)=p(z) — (z+1/2)log(1 +1/2) + 1.
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DEMOSTRACION: Recordemos que la igualdad entre las dos definiciones de
1 se prueba integrando por partes. Notemos también que C™ es el dominio de la
rama uniforme del argumento que toma valores en |—, [ y que representaremos
por arg. Si llamamos 6 = arg z, tenemos

|z + x> = (|2]e? + 2)(|z]e ™ + z) = |2|? + 2|z|x cos O + 22

0 0 0 0 0 0
= |2|? (COS2 5 + sen? 2) +2|z|x ((3052 o sen? 2) + 2? (COS2 3 + sen? 2)

0 0
= (2| + a?)20052§ + (|2| — x)?* sen? 7
Consecuentemente
0 4]
\z+x\2(\z|+x)cos§Z(|z|+x)sen§ si|f] <m—o.

De aqui concluimos que

o(x)
(z +a)?

1 1
= 8sen2(3/2) (|2] + 2)2

(4.9)

Como esta tltima funcion es claramente integrable en [0, +o00[ (para cada z)
llegamos a que p(z) esté bien definida. Para que sea holomorfa basta ver que el
integrando esté acotado por una funcién integrable que no dependa de z, pero
de hecho basta ver que esto es cierto en un entorno de cada punto z. Si tomamos
el entorno compacto y contenido en C~ se cumple

o(x) 1 1
(z4+x)2| ~ 8sen?(6/2) (m+ z)?’

donde m > 0 es el minimo de |z| en el entorno considerado, y esta funcion es
integrable en [0, +00[, como se requeria.

1) Usando (4.9) resulta

1 —+o00 1 1
u(2)] < W/o e+ 02 ™ " Ssen2(3/2) 2]

2) Calculamos

too Pyl — 1 too 11=-1
wz+1) = ,/ MQdI/ @d:r
0 z+zx+1 0 z+z+1
+oo ] — L 1,1
= —/ [gc]zd:v,u(z)Jr/aj 2 dx
1 2 0o 2tz
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(Las operaciones con los logaritmos se pueden justificar considerando que
z es real y extendiendo la igualdad por el principio de prolongaciéon analitica).
n

Ahora ya podemos probar:
Teorema 4.30 (Formula de Stirling) Para todo z € C~ se cumple
II(z) = V2 2#T1/2 g=% ehl(2)

DEMOSTRACION: Ante todo notemos que no podemos aplicar directamente
el teorema de Wielandt porque la funcion de la derecha no esta definida en todo
el semiplano . Resolvemos este inconveniente sustituyendo z por z + 1, es
decir, el teorema equivale a probar

M(z+1) =V2r (2 + 1)Z+3/2 e L er (x4,
o también, por la ecuaciéon funcional,
II(z) = V2r (z + 1)"F1/2 g7 71 gnlzH1),

(como ya comentabamos en el teorema anterior, las manipulaciones sobre expo-
nenciales y logaritmos se pueden justificar probandolas para nameros reales y
extendiéndolas por el principio de prolongacion analitica).

Ahora la funcién f(z) definida como el miembro derecho de la igualdad
anterior si es holomorfa en Y, y basta comprobar que cumple las hipdtesis
restantes del teorema de Wielandt. Veamos la ecuaciéon funcional. Usamos
el apartado 2) del teorema anterior:

flz+1) = Vor (z+ 2)z+3/2 e~ # 2 en(t2)
z+3/2
= V2 (2 +2)73/ 22 enlzHD) (Z 1 ;) e
z

= Vom(z 4+ 1) e Y = (2 1) f(2).

Probar que f estd acotada cuando 0 < Rez < 1 equivale a probar que
f(z—1) esta acotada en la banda 1 < Re z < 2, o sea, hay que acotar la funcion

V2 22 e et

Si 1l < Rez < 2 es claro que |arg z| < 7/2, luego el teorema anterior (con
§ = 7/2) nos da la cota |u(z)| < 1/4. Por otra parte |[e™*| = e"Re? < el < 1.
Basta acotar z*~ /2.

Sea z = x + yi = |z]e’?, donde 1 < x < 2, —1 < § < 7. Podemos suponer
ly| > 2. Entonces z < |y|, luego |z| < 2|y|. Usando que |e*| = eR¢* tenemos que

IZZ_1/2‘ — e(z—l/?) logz _ e(m—l/?) log |z|—y6 _ ‘Z|m—1/2 e—y0

|22 eV < 4y e

IN
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Como z < |y| resulta que tan |0| = |y|/x > 1, luego |0] > 7/4. Ademas y, ¢
tienen el mismo signo, luego e~ ¥? = e~ Wl < ¢=lvI7/4 En total resulta que
222 < dlyPP eIt para fy| > 2.

Esta funcion esta acotada, luego se cumplen las hipotesis del teorema de
Wielandt. Con esto tenemos probado que

TI(2) = OV2r (2 + 1)+1/2 g3 1 n(x+1)

donde C' = 1/f(0). Falta probar que C' = 1, para lo cual sustituimos el valor
de II(z) que nos da esta ecuaciéon en la formula de duplicacién. Por simplifi-
car la manipulacion de las exponenciales podemos trabajar con ntimeros reales
positivos z. Después de simplificar y agrupar los términos similares queda

e D) —p(at ) —p(e+1/2)41/2  _ C(ff + )2 (@ +1/2)" 92041/2
(2JU—|— 1)21—0—1/2

1 z+1/2
= 1 .
C( * 2z + 1)

Tomamos logaritmos y hacemos tender = a +0o. El resultadoes C =1. =




Capitulo V

Funciones meromorfas
periodicas

Las funciones e*, cos z, sen z son ejemplos de funciones enteras periddicas.
En este capitulo estudiaremos sistematicamente las funciones meromorfas en C
que admiten periodos. El lector deberia leer antes el apendice A hasta la seccion
A 4. La definicion de funcién periodica es obvia:

Definicion 5.1 Un ntumero w € C es un periodo de una funciéon meromorfa
f: C — C® si para todo z € C se cumple que f(z +w) = f(2).

Notemos que estamos considerando a las funciones meromorfas como funcio-
nes con imagen en C*°, de manera que en los polos las consideramos definidas
con el valor oc.

Segun la definicion que acabamos de dar, el 0 es trivialmente un periodo de
cualquier funcién meromorfa, por lo que normalmente, cuando hablemos de los
periodos de una funcion, sobrentenderemos que nos referimos a los periodos no
nulos.

Asi, por ejemplo, diremos que una funciéon meromorfa es periddica si tiene
un periodo no nulo.

No obstante, en ciertos casos es esencial contar al cero como periodo, por
ejemplo, al afirmar que el conjunto de los periodos de una funcién meromorfa es
un subgrupo aditivo de C. Se comprueba trivialmente, pero para que sea cierto
debemos incluir al cero entre los periodos.

Obviamente, el grupo de periodos de una funcién constante es C. En el caso
de una funcién no constante, el grupo de periodos es necesariamente mucho
menor, pues es necesariamente un conjunto discreto:

Teorema 5.2 Si f : C — C* es una funcidn meromorfa periddica no cons-
tante, entonces el conjunto de sus periodos es un subconjunto discreto de C.

149
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DEMOSTRACION: Equivalentemente, se trata de probar que el conjunto de
los periodos no tiene puntos de acumulaciéon. Supongamos, por el contrario, que
z € C es el limite de una sucesion {wy 52, de periodos de f, con w, # z, para
todo n. Vamos a probar que f es constante. Sifuera f(z) = oo, podriamos pasar
ag=1/f, que es también una funcién meromorfa con los mismos periodos, pero
ahora g(z) = 0. Si probamos que g es constante, tendremos que f también lo
sera. ! Alternativamente, podemos suponer que f(z) = a es finito, es decir, que
f es holomorfa en z. Pero {z + w, }32, es una sucesion convergente a z tal que
f(z 4+ wn) = a, luego por el principio de prolongacion analitica f es constante
igual a a. "

Ahora podemos aplicar el teorema [TAl 3.7], segin el cual un subgrupo
discreto de R™ (en particular de C) es un reticulo, es decir, que esta generado
por un numero finito de nimeros complejos linealmente independientes sobre R
(con lo que tienen que ser a lo sumo dos). Dichos generadores también son
linealmente independientes sobre Z, luego el grupo de periodos es un Z-modulo
libre de rango a lo sumo 2. Con esto tenemos una primera clasificacion de las
funciones meromorfas periédicas:

Definicién 5.3 Una funcién meromorfa periddica no constante f : C —» C*®
es simplemente o doblemente periddica segin si el rango de su grupo de periodos
es 1 o 2, respectivamente.

Es claro que las funciones que tienen entre sus periodos a los elementos de
un cierto reticulo R C C forman un subcuerpo del cuerpo M(C) de todas las
funciones meromorfas en C, que ademas es cerrado para la derivacion (de la
propia definicién de derivada se sigue que la derivada de una funcion f tiene al
menos los mismos periodos que f).

La observacion siguiente no va a ser necesaria a lo largo de este capitulo, pero
a la hora de entender el comportamiento de las funciones periddicas resulta tutil
tener en cuenta que, segin probamos en A.29, si R es un reticulo en C, el
grupo cociente C/R admite una tnica estructura de variedad analitica tal que
la proyeccion p : C — C/R es localmente biholomorfa. Si f : C — C*
es una aplicacion meromorfa cuyo grupo de periodos contiene a R, claramente
podemos definir f* : C/R — C* mediante f*([z]) = f(z). La periodicidad
de f implica que la definicién de f* no depende de la eleccion del representante
de la clase con el cual se calcula. Ademas f* estd completamente determinada
por la relaciéon po f* = f.

El hecho de que p sea localmente biholomorfa implica que f* es holomorfa
(como aplicacion en C*, es decir, meromorfa), pues si p|y : U — W es biholo-
morfa, entonces f*|w = (p|y)~* o f, y todo punto de C/R tiene un entorno W
en estas condiciones.

Teniendo esto en cuenta, el teorema siguiente es inmediato:

1En realidad llegariamos a que g es constante igual a 0, luego f seria constante igual a oo,
lo cual es absurdo, con lo que la conclusion es que g(z) = 0 es imposible.
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Teorema 5.4 Si R es un reticulo en C, la aplicacion M(C/R) — M(C) dada
por f* — po f es un isomorfismo del cuerpo de las funciones meromorfas en
C/R en el cuerpo de las funciones meromorfas en C cuyo grupo de periodos
contiene a R.

5.1 Funciones simplemente periédicas

Las funciones e, cos z, sen z que poniamos antes como ejemplos de funciones
periddicas son, méas concretamente, ejemplos de funciones enteras simplemente
periodicas. El grupo de periodos de la primera esta generado por w = 2mi, y el
de las otras dos esta generado por w = 27. La funciéon tan z es un ejemplo de
funcién meromorfa (simplemente) periédica que no es entera.

A la hora de estudiar las funciones simplemente peridédicas, no perdemos
generalidad si nos restringimos a las que tienen un periodo en particular, por
ejemplo 2mi, porque si f: C — C es una funciéon meromorfa con periodo w,
podemos definir f : C — C°° mediante

~ w
2)=fl=—2]),
1) =1 (277@' )
y es claro que f es periddica de periodo 27i. En otras palabras, toda funcion
simplemente periddica se transforma en otra de periodo 27i (o cualquier otro
periodo prefijado) mediante un cambio de variable lineal.

A su vez, podemos definir f*: C\ {0} — C* mediante

f*(2) = f(Logz).

Esto ha de entenderse como sigue: dado z € C\ {0} tomamos un logaritmo
cualquiera w y calculamos f*(z) = f(w). El resultado no depende de la eleccion
de w, pues si w1 y wy son dos logaritmos de z, entonces wy = wg + 2k7i, para
un cierto k € Z, luego f(wy) = f(wa).

La funcion f* asi definida es meromorfa. En efecto, dado 29 € C\ {0},
existe un disco D = D(zp,r) sobre el cual hay definida una rama uniforme
(holomorfa) L del logaritmo. Llamemos (o = L(zy). Puesto que f solo tiene
singularidades aisladas, reduciendo r podemos exigir que L[D] no contenga polos
de f salvo a lo sumo (p.

Entonces f*|p es la composicion de un logaritmo holomorfo con la funcion f ,
que es holomorfa en todos los puntos de L[D] salvo a lo sumo en (y. Si f es
holomorfa en (y, entonces f* es holomorfa en zj, mientras que si f tiene un
polo en (p, entonces f* tiene una singularidad aislada en zy, y, como L es un
homeomorfismo en su imagen:

lm f*(z) = lim f(¢) = oo,

Z—20 ¢—Co
luego f* tiene un polo en zj.

Puesto que z € Log z, la propia definicién de f* nos da que f(z) = f*(e?),
luego f(z) = f*(e*™*/*). En total hemos probado lo siguiente:
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Teorema 5.5 Para cada w € C no nulo, la aplicacion M(C \ {0}) — M(C)
dada por f* — f*(e2”z/“’) es un isomorfismo en su imagen, que es el cuerpo
de las funciones meromorfas con periodo w.

Una consecuencia no trivial es la siguiente:

Teorema 5.6 Toda funcion meromorfa con periodo w # 0 es el cociente de dos
funciones enteras periddicas de periodo w.

DEMOSTRACION: Dada una funcién meromorfa periédica f, podemos re-
presentarla como f*(e>7*/¢), donde f* es una funcion meromorfa en C \ {0}.
Por el teorema 4.10 podemos expresar f* = u/v, donde u y v son funciones
holomorfas en C\ {0}. Por consiguiente f(z) = u(e?™**/¥)/v(e?™*/¥) y tanto el
numerador como el denominador son funciones enteras de periodo w. ]

Nota En el teorema anterior, si la funcién dada f es simplemente periodica y
tomamos como w una base de su grupo de periodos, entonces el numerador y el
denominador que obtenemos tienen ambos el mismo grupo de periodos que f,
pero si f es doblemente periddica, no podemos asegurar lo mismo del numerador
y el denominador. L]

Vamos a dar una interpretacién mas clasica al isomorfismo del teorema 5.5:

Si f: C — C es una funcion entera de periodo 2w, podemos expresarla en
la forma f(z) = f*(e'*), para cierta funcion holomorfa f*: C\ {0} — C. A su
vez, la funcién f* admitird un desarrollo en serie de Laurent

+oo
fr(z)= X 2" (5.1)

n=—oo

convergente en todo C\ {0}, luego, para todo z € C, tenemos el desarrollo

+0 )
fz)= 3 cpe™=. (5.2)
n—=—oo
Veamos que la convergencia es uniforme en cualquier banda horizontal (lo
cual es mas que casi uniforme). Si z = z+iy, entonces e = e Y(cosz+1isen z),
luego la funcién e** transforma una banda a < Imz < § en la corona circular
e P < |z| < e™®. La serie de Laurent (5.1) converge uniformemente en dicha

corona compacta, de donde se sigue inmediatamente la convergencia uniforme
de (5.2) en la banda.

Sustituimos en (5.2) la identidad e™™* = cosnz + isennz y agrupamos el
término correspondiente a n con el correspondiente a —n (aqui usamos que la
serie converge absolutamente). El resultado es

“+o0o
f(z) = > (chcosnz+ic,sennz)

n=—oo

o0
co+ Y ((en + c—p) cosnz + i(c, — c—,) sennz).
n=1
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Si llamamos ag = 2¢p y, paran > 1, a, = ¢, +c—p, by = i(c, —c—p), resulta

f(z)= ?0 E (an cosnz + b, sennz). (5.3)
n=1

Definicion 5.7 Si f : C — C es una funcién entera de periodo 2, los desa-

rrollos de la forma (5.2) o (5.3) se llaman desarrollos en serie de Fourier de f.

Acabamos de probar que toda funcién entera de periodo 27 admite un desa-
rrollo en serie de Fourier que converge uniformemente en cada banda horizontal.
Es claro que tanto los coeficientes ¢,, como los coeficientes a,,, b, estan univo-
camente determinados por f, porque determinan la funcién entera f*, que a su
vez estd univocamente determinada por f. No obstante, es interesante obser-
var que pueden calcularse con las mismas férmulas integrales vélidas para los
desarrollos en serie de Fourier de funciones de variable real:

Teorema 5.8 Toda funcion entera de periodo 2w admite un dnico desarrollo
en serie de Fourier
400 .
fz) = 20 cne™,
n=-—oo

o bien

(oo}
do
? E an cosnz + by, sennz),

donde los coeficientes vienen dados por

1 2m
n —int dt
¢ ~on f(t)e ’
1 2m 1 27
ap = — f(t) cosntdt, by, = — f(t)sennt dt.
T Jo T Jo

La serie converge absoluta y uniformemente en cada banda horizontal.

DEMOSTRACION: Partimos del teorema 2.35, segiin el cual

1 () GO LI
n — 5 _ d¢ = — —TN7 1tdt:7 t Zntdt.
T o i O C=5m ), et or ), T0e
Por consiguiente,
1 27 —int int 1 2
an = enten=—| FO—C g == [ f(t)cosntdt,
™ Jo 2 ™ Jo
1 27 eint _ o—int 1 27
iten =) =1 [ 10 ~ [ rysenn

Gracias al convenio ag = 2¢g la primera formula vale también paran =0. =

Obviamente, este teorema puede modificarse de forma natural para el caso
de funciones enteras de cualquier periodo w.



154 Capitulo 5. Funciones meromorfas periédicas

El teorema 5.4 nos permite representar las funciones periédicas con periodo w
como funciones meromorfas sobre la variedad cociente C/(w),. Aunque no
hemos necesitado este hecho en ningiin momento, conviene observar que tiene
una interpretacion geomeétrica muy clara. Por ejemplo, si R = (27i),, el cociente
C/R = S! x R es geométricamente un toro, el toro que resulta de identificar los
lados de la banda horizontal R x [0, 27], o también, de “enrollar” todo el plano
complejo en un cilindro dando una vuelta completa cada vez que se asciende o
se desciende 27 unidades en el eje imaginario.

o

0

Asi, una funcién meromorfa con periodo 27i puede identificarse con una
funciéon meromorfa sobre el cilindro, que no es sino el cociente del plano en el
que todos los puntos que se diferencian en un miltiplo de 27i se identifican en
una misma clase de equivalencia.

El hecho de que toda funcién de periodo w pueda transformarse en una
funcién de periodo 27i mediante un cambio de variable lineal se corresponde con
el hecho de que si w € C es cualquier nimero complejo no nulo, el isomorfismo
h : C — C definido por h(z) = wz/2mi induce un isomorfismo biholomorfo
h:C/ (2mi), — C/R, que a su vez define un isomorfismo f ~ f = ho f entre
el cuerpo de las funciones meromorfas de periodo w y el cuerpo de las funciones
meromorfas de periodo 27wi. Notemos que f es la misma funcién que hemos
asociado a f al principio de esta seccion.

En particular, vemos que los cilindros definidos por periodos distintos son
esencialmente la misma variedad analitica, si bien en la practica hemos po-
dido expresar de forma sencilla la relaciéon entre las funciones meromorfas de
periodo w y las de periodo 27 sin necesidad de mencionar ninguna variedad
analitica abstracta.

Maés precisamente, todos los cilindros abstractos son biholomorfos al abierto
C\ {0}, pues es claro que la funcién exponencial induce un isomorfismo biho-
lomorfo g : C/(2wi), — C\ {0}. (Como la exponencial es localmente biho-
lomorfa, la aplicacion que induce en el cociente también lo es, pero ademés
es biyectiva, luego es biholomorfa). Esto nos da a su vez un isomorfismo
M(C\ {0}) — M(C/(2mi),) dado por f — go f, que no es sino el consi-
derado en el teorema 5.5.

Asi pues, el abierto C\ {0} sustituye perfectamente a las variedades abstrac-
tas C/ (w), a la hora de representar las funciones simplemente periddicas.
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El hecho de que cualquier funcion meromorfa en C\ {0} defina una funcion
simplemente periodica implica que las funciones simplemente periédicas pueden
ser muy variadas o, dicho de otro modo, que el hecho de que sean peri6dicas
no aporta mucha informacién sobre su comportamiento. Ahora veremos que la
situacion es muy distinta en el caso de las funciones doblemente periddicas.

5.2 Funciones elipticas

Las funciones doblemente peridédicas se conocen habitualmente como funcio-
nes elipticas:

Definicion 5.9 Una funcidn eliptica es una funciéon meromorfa f : C — C*=
que admita dos periodos w1, we € C linealmente independientes sobre R.

Notemos que en esta definicién no estamos excluyendo a las funciones cons-
tantes. Mas atn, si R = (wi,w2) C C es un reticulo completo (es decir, un
reticulo de rango 2), llamaremos funciones elipticas sobre R a las funciones me-
romorfas que tengan por periodos a todos los elementos de R, sin excluir que
puedan tener mas periodos.

Antes de entrar en consideraciones generales sobre funciones elipticas, debe-
mos reparar en el hecho de que no conocemos ningin ejemplo de funcion eliptica
no constante, asi que empezaremos construyendo algunos ejemplos. Nos basa-
remos en el teorema siguiente:

Teorema 5.10 Si R es un reticulo completo en C y a € R, entonces la serie
1
> o=
weR\{0}
converge (absolutamente) si y sdlo si o > 2.

DEMOSTRACION: Notemos que, puesto que no hemos especificado un or-
den en los sumandos, s6lo tiene sentido hablar de convergencia absoluta. Sea
w1, wy una base de R y llamemos m y M a las distancias minima y méaxima,
respectivamente, de 0 a la frontera del paralelogramo indicado en la figura:

—W1 — W2

Si w # 0 es cualquiera de los 8 elementos de R representados en la figura,
tenemos que m < |w| < M. Si dibujamos los 12 paralelogramos que rodean a
los 4 que aparecen en la figura, encontraremos 16 nuevos elementos w € R tales
que 2m < |w| < 2M. A continuacion encontraremos 24 nuevos elementos tales
que 3m < |w| < 3M, etc.
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En general, encontramos 8k elementos de R que satisfacen las desigualdades
1 < 1 < 1
(EM)> = Jw|™ = (km)*

Si llamamos S(n) = > |w|~%, donde w recorre los 8(142+---+n) elementos
de R mas cercanos a 0, tenemos que
8 2-8 n-8 8 2-8 n-8

e e T e S

lo cual equivale a

8 &~ 1 8 . 1
_ < S < — .
M« ,gl k-1l — () < me k; kot

Por [ITAn 4.9], si a > 2, la serie de la derecha es convergente, luego S(n)
también, mientras que si a < 2 la serie de la izquierda es divergente, luego S(n)
también. La convergencia de S(n) equivale a la convergencia absoluta de la serie
del enunciado. "

De aqui deducimos la convergencia de una serie funcional:

Teorema 5.11 Si R es un reticulo, a > 2 y M > 0, entonces la serie

1
2 o

z
|w|>M

donde w recorre los elementos de R de modulo mayor que M, converge absoluta
y uniformemente en el disco D(0, M).

DEMOSTRACION: Basta encontrar una constante K tal que

1 K
— < — 5.4
e = o4
para todo w € R con |w| > M y todo z con |z| < M. La convergencia absoluta
de la serie se sigue entonces del criterio de mayoracién de Weierstrass y del
teorema anterior. A su vez, esta desigualdad equivale a

— =«

- K

Z—Ww

w

Para encontrar e tomamos un w € R tal que |w| > M pero que tenga modulo
minimo |w| = M + ¢. Entonces, si |z| < M se cumple

Ahora ya es facil mostrar un ejemplo de funcién eliptica no constante:
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Teorema 5.12 Si R es un reticulo, entonces la serie

f(Z):Zﬁ

weER

define una funcion eliptica sobre R con polos de orden 3 en cada uno de los
puntos de R.

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, la suma para |w| > M de la serie
del enunciado converge absoluta y uniformemente en el disco D(0, M), luego
define una funcién holomorfa en el disco abierto. La funcién f se diferencia
de esta suma en un namero finito de términos, que constituyen una fraccion
algebraica con polos triples en cada uno de los puntos de R contenidos en el
disco. Como esto vale para todo M, vemos que f es una funcién meromorfa
en C cuyos tnicos polos son los puntos de R.

Todo wy € R es un periodo de f, pues, teniendo en cuenta la convergencia
absoluta,

1 1
flz4+wo) = Z (z +wo —w)? = Z (z—w)®’

weR wER

ya que cuando w recorre R, lo mismo hace wy — w. L]

El teorema 5.11 nos ha obligado a poner un 3 como exponente de los de-
nominadores de la serie con la que hemos definido a f, pero con un pequeno
arreglo podemos rebajarlo hasta un 2:

Definicion 5.13 Se llama funcion o de Weierstrass asociada a un reticulo R
completo de C a la funciéon dada por

Teorema 5.14 Si R es un reticulo completo en C, entonces la funcion p es
una funcion eliptica sobre R con polos dobles en los puntos de R. Ademds

o'(2) :_22 (2 —1w)3'

DEMOSTRACION: Claramente,

1 1]

(z-wp W]

2(2w — z)

wi(z —w)?|’

Fijado M > 0, hay un ntimero finito de elementos w € R en el disco D(0, M).
Para los restantes tenemos (5.4), con lo que

1 1
s —

e o KMQ@lw|+M) KM@+ M/lw|) _ 3KM

w? jwlt jwl? TP
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Esto implica que la serie que define a p (salvo un namero finito de términos)
converge absoluta y uniformemente en cada disco D(0, M), luego define una
funciéon holomorfa. Al sumarle los primeros términos obtenemos una funciéon
meromorfa con un polo doble en cada elemento de R. La derivada de p puede
calcularse término a término, y es claramente la que se indica en el enunciado.

Observemos ahora que p es par, es decir, que cumple p(z) = p(—2). En
efecto, usamos que

(-2 —w)® = (z+w)? = (z = (-w))%,

sumamos sobre w y usamos que —w recorre R cuando w lo hace.
Sabemos que g’ es eliptica sobre R, luego si w € R la funcion p(z+w) —p(z)

es constante. Ahora bien, para z = —w/2 ha de ser
Pz +w) —p(2) = p(w/2) — p(-w/2) =0,
luego p(z + w) — p(z) es la funciéon nula. .

Las funciones p y ' se llaman funciones elipticas de Weierstrass asociadas
al reticulo completo R. Tenemos que p es par y ¢’ es impar, es decir, que se
cumplen las ecuaciones funcionales

p(—2) =p(2),  ¢'(=2)=—¢(2).

La primera ecuacion la hemos visto en la prueba del teorema anterior y la
segunda se sigue inmediatamente de la serie que define a .

Nota Por el teorema 5.10 sabemos que la serie > ﬁ es divergente, luego
weR\{0}
también lo es la serie > ﬁ (pues la resta de ambas, que aparece en
weR\{0}
la definicion de g, es convergente). Esto muestra que los términos 1/w? son
necesarios en la definicién de p para asegurar la convergencia. L]

Ejemplo Si un reticulo R es estable para la conjugacion (es decir, si los conju-
gados de elementos de R estan en R), es facil ver que p(z) = p(z), por lo que en
particular p toma valores reales sobre los ntiimeros reales. He aqui las gréficas
de las restricciones a R de las funciones p y ¢’ para el reticulo R = (1,4):

20
7.5 00

15
200

12.5

10

-1 =0.5 0.5 1

7.5
5 -200

2.5
-400

-1 -0.5 0.5 1
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De acuerdo con el teorema 5.4, si R es un reticulo completo en C, las fun-
ciones elipticas sobre R pueden identificarse con las funciones meromorfas en
la variedad cociente C/R, que es lo que en A.30 llamamos un toro complejo
(de dimension 1). No vamos a necesitar este hecho, pero si que es conveniente
considerar al menos C/R como grupo cociente y tener en cuenta algo totalmente
elemental:

Cada funcion eliptica f : C — C* sobre R se corresponde con una funcion
f*: C/R — C*> dada por f*([z]) = f(»).

Esto no requiere tener en cuenta que C/R admite una estructura de varie-
dad analitica.? De todos modos, nos referiremos a C/R como el toro complejo
determinado por R, pero —insistimos— no necesitaremos tener en cuenta su
estructura de variedad analitica, sino que nos bastaréd considerarlo como grupo
cociente. En la practica no distinguiremos entre [y f*.

La estructura analitica de C/R la podemos sustituir en la practica consi-
derando el concepto de paralelogramo fundamental de un reticulo R asociado a
una base wi, wo, que es el conjunto

P={aw +fw |0<a<1l 0<B <1}

Si expresamos un numero complejo z como combinaciéon lineal con coefi-
cientes reales de wy y wo y separamos las partes enteras y fraccionarias de las
coordenadas, obtenemos que z se expresa en forma dnica como z = w + (, con
weRy(eP.

Equivalentemente, esto significa que los trasladados w+ P, con w € R forman
una particion de C, o también, que la proyeccion natural C — C/R se restringe
a una biyeccion P — C/R.

/57 .8 ’ P
/ r - / -
/ r-- / / P /
/ -t / ro_ /
Pad L / /- /

- / - /

#T A _-# / A
r s - ’ -7
rv - / / - /
Fr_- ’ ’ -7 /
Ly - / e ’

- / ’
,/3}'! / /’/‘r /
P / -7 ’
e s [ ’ Pie ’ / _
/T / -7 / VA
/ r e / /s
/2F i / s
/ L Py / -7
’ [ -~ / T
/ e / e /
’ e Ve /

e r s / .

» 1F / »

/ F d ’ -7
t / / - /
L / ;- /
L / ;- /

L T yad TR/

-1 -7/ 1 2 73 4 5

Pis /o / - / /

s A r_- ’ / -7

/oL /- / e
/ - / -
/- -# / i

La figura muestra el paralelogramo fundamental asociado a los ntimeros com-
plejos w1 = 2 + 4, wy = 1 + 24, asi como algunos de sus trasladados.

2Si lo tenemos en cuenta, podemos decir que —de acuerdo con 5.4— las funciones
f* : C/R — C°° para las que la funcion f definida por la relacién anterior es eliptica
son precisamente las funciones meromorfas sobre la variedad analitica C/R, pero esto es lo
que decimos que no vamos a necesitar en ningin momento.
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Notemos que el paralelogramo fundamental depende de la base de R elegida.
Por ejemplo, otra base del reticulo mostrado en la figura es 2 + 4,1 — 7, y el
paralelogramo fundamental asociado es diferente.

Ahora podemos visualizar el toro complejo C/R como el espacio que resulta
de identificar los lados opuestos de un paralelogramo fundamental de R, que es,
ciertamente, homeomorfo a un toro en el sentido geométrico.

Pasamos ya a estudiar las propiedades de las funciones elipticas:

Teorema 5.15 (Primer teorema de Liouville) Toda funcion eliptica sin po-
los es constante.3

DEMOSTRACION: Si f es eliptica sobre R y no tiene polos, entonces estéa
acotada en la clausura de un paralelogramo fundamental de R, pero por la pe-
riodicidad esta acotada en C, luego por el teorema de Liouville 1.33 es constante.

| |

Asi pues, el hecho de que estudiemos las funciones meromorfas doblemente
periddicas y no meramente las enteras es una cuestiéon de necesidad. En caso
contrario estarfamos estudiando tnicamente las funciones constantes. Todavia
podemos decir més sobre los polos de una funcion eliptica, aparte de que existen:

Teorema 5.16 (Segundo teorema de Liouville) Si f es una funcidn elip-
tica no constante sobre un reticulo R, entonces f tiene un niumero finito de polos
en C/R, y la suma de sus residuos es 0.

DEMOSTRACION: Si P es un paralelepipedo fundamental de R, la biyeccién
P — C/R hace que el teorema sea equivalente a que f tiene sélo un nimero
finito de polos en P. En caso contrario, por compacidad, habria un punto en
P que seria un punto de acumulacién de polos y, por consiguiente, seria una
singularidad no aislada de la funcion.

Es claro entonces que podemos tomar a € C tal que no haya ningin polo
de f en la frontera del trasladado P, = a + P. El teorema de los residuos nos
da entonces que

f(Q)d¢ =2mi 3. Res(f,z).
oP, z€P,

Ahora bien, la integral de f sobre un lado del paralelogramo P, se cancela
con la integral sobre el lado opuesto. Concretamente, si la base de periodos
respecto a la que se calcula P es wq,ws, entonces

fOde = /[ o / Q) de

la+wi,a+w+ws]

d d
* /[a+w1+wz,a+w2] f(C) <+ /[‘H’W%a] f(C) C

3Usando que los toros complejos son variedades analiticas (compactas y conexas) tenemos
una prueba alternativa, consistente en aplicar el teorema A.10 a f vista como aplicacion
holomorfa f: C/R — C.

OP,
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1 1
= Wl/ f(a+tw1)dt+w2/ fla+wy + tws)dt
0 0

1 1
- o.}l/o f(a—i—wg—i—(l—t)wl)dt—wg/o fla+ (1 —t)ws)dt
1

1
= w f(a+tw1)dt+w2/ fla+ tws) dt
0 0

1 1
— wl/ f(a—l—(l—t)wl)dt—wg/ fla+ (1 —t)ws)dt
0 0
1 1
= wlA f(athwl)dterg/O f(CL+t(JJ2)dt

1 1
- w1/0 f(a+tw1)dt—w2/0 fla+ twy)dt = 0.

Asi pues, la suma de los residuos es nula. [

Por ejemplo, la funcién de Weierstrass p asociada a un reticulo tiene un
dinico polo doble, mientras que g’ tiene un tnico polo triple. En cambio, es
imposible que una funcién eliptica tenga un tnico polo simple, pues entonces su
residuo no serfia nulo y contradiria el teorema anterior.

A la hora de hacer célculos sobre los 6rdenes de los ceros y los polos de una
funcion eliptica conviene observar lo siguiente:
+oo
Si f es una funcion elipticasobre Ry f(z) = > an(z—a)™ es el desarrollo
n=—oo
en serie de Laurent de f alrededor de un punto a € C, entonces, para cadaw € R

tenemos que
+oo

fR)=f-w) = 3 alz—(a+w))"
es el desarrollo en serie de Laurent de f alrededor del punto a + w, luego en
particular o(f,z) = o(f,z + w), para todo w € R. Por lo tanto, podemos
hablar del orden* de f en un punto [z] € C/R como el orden de f en cualquier
representante z de la clase de equivalencia.

Definicién 5.17 El orden de una funcién eliptica f en un reticulo R se define
como

O(f) :_Zz:o(f7z)a

donde z recorre todos los polos de f en C/R (o, equivalentemente, en un para-
lelogramo fundamental de R).

4Si consideramos a C/R como variedad analitica, este orden que estamos introduciendo es
simplemente el orden de f en [z] como funcién meromorfa en el sentido de la definiciéon A.14,
pues si p : C — C/R es la proyeccion natural, las inversas locales (p|¢/) ! son cartas de C/R,
de donde se sigue que si f es eliptica sobre Ry f* : C/R — C° es la funcién asociada sobre
el toro, entonces o(f, z) = o(f*, p(2)).
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Asi, el primer teorema de Liouville afirma que las funciones elipticas de
orden 0 son constantes, y el segundo teorema de Liouville implica —como ya
hemos senalado— que no existen funciones elipticas de orden 1. Las funciones
de Weierstrass g y ¢’ tienen orden 2 y 3 respectivamente.

Teorema 5.18 (Tercer teorema de Liouville) Si f es una funcidn eliptica
no constante sobre un reticulo R, entonces

> o(f,z)=0.
z€C/R
DEMOSTRACION: La funcion f'/f también es eliptica en R y, segtn 3.10,
tenemos que o(f,z) = Res(f'/f, z), luego basta aplicar el segundo teorema de
Liouville. L]

La suma del teorema anterior puede descomponerse en la suma de los 6rdenes
de los ceros mas la suma de los érdenes de los polos, y la segunda es —o( f), luego
lo que afirma el teorema es que o(f) es también la suma de los érdenes de los
ceros de f en C/R. Equivalentemente, que una funcion eliptica tiene el mismo
nimero de ceros que de polos, contdndolos con sus multiplicidades respectivas.

Nota En realidad este resultado puede refinarse ligeramente. Dada cualquier
funcion holomorfa f tal que f(z) = a, podemos definir o,(f,z) = o(f — a, 2).
Notemos que si f tiene un polo en z, entonces o,(f, z) = o(f, z). Asi, al aplicar
el teorema anterior a la funcion f — a, para cualquier a € C, obtenemos que

> oa(f,2) =o(f),

zef~a]NP

lo que se interpreta como que f toma o(f) veces cada valor a € C, contando
cada uno “con su multiplicidad”. En particular vemos que una funcién eliptica
no constante toma todos los valores de C>. n

Veamos un tltimo resultado general sobre la distribucién de los ceros y polos
de una funcioén eliptica:

Teorema 5.19 Sea f una funcion eliptica no constante sobre un reticulo R y

sean z1, ..., 2z, los puntos de C/R donde f tiene ceros o polos, de multiplicidades
my,...,m, respectivamente. Entonces, en el grupo C/R se cumple que
T
Z mj;z; = 0.
j=1

DEMOSTRACION: Sea R = (wq,ws), y sea P el paralelogramo fundamental
asociado a la base fijada. Podemos tomar un a € C' tal que la frontera de
P, = a + P no contenga ceros ni polos de f. A su vez, podemos identificar a

T
Z1,...,%y con puntos de P,, y lo que hay que probar es que ) m;z; € R.
j=1
El teorema 3.10 nos da que la funcién f’/f tiene polos simples en los pun-
tos z; con residuo m;. Por consiguiente, la funcion zf’/f tiene polos simples
en los puntos z; con residuo m;z; (entendiendo que si z; = 0 entonces zf'/f es

holomorfa en z;, con lo que su “residuo” es 0).
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No podemos aplicar el segundo teorema de Liouville a esta funcién porque
no es eliptica, pero vamos a adaptar su demostraciéon a este caso. El teorema
de los residuos nos da que

§1'(6)
or, [(§)

Ahora evaluamos la integral en un par de lados opuestos del paralelogramo:

e g (g e ep(e)
/a 76 d“/wm e =

dg = 27m'ijzj.
Jj=1

1 1
(a+ tw1) f'(a + twy) (a+ws +tw) f(a + wa + twy)
w1/0 fla+ twy) di = /0 fla+ wo + twy) di
f'(a+ twi) ater fr(€)
= o [ e = [ 8

Una primitiva del integrando (sobre un entorno del segmento) es una deter-
minacion holomorfa log f(z) del logaritmo de f(z) (que existe porque f no se
anula sobre el segmento). Por lo tanto la integral es la diferencia de dos logarit-
mos de f(a) = f(a + w1). En total obtenemos —2kmiws, para cierto k € Z. Lo
mismo es valido para la integral sobre el otro par de lados del paralelogramo,
luego

211 ijZj = 27ri(k1w1 -+ kQWQ),
j=1

de donde se sigue el teorema. n

Segun el tercer teorema de Liouville, la funcién p tiene que tener dos ceros
en C/R (o tal vez un cero doble), mientras que g’ tiene que tener tres. Sucede
que las expresiones explicitas para los ceros de g son muy complicadas. En
cambio, los ceros de g’ son faciles de localizar:

Teorema 5.20 Si R es un reticulo completo en C, la funcion ¢’ asociada tiene
tres ceros simples en C/R, que son precisamente los tres elementos de orden 2
del grupo cociente. Concretamente, si wi,ws es una base de R, se trata de las
clases de w1/2, wa/2, (w1 + w2)/2.

DEMOSTRACION: Si w tiene orden 2 en el grupo C/R, eso significa que
w ¢ R, pero 2w € R. Entonces, como ¢’ es impar:

P'(w) = p'(w—2w) = ¢'(~w) = —p'(w),

luego p'(w) = 0. Esto hace que w1/2, wa/2, (w1 + w2)/2 sean tres ceros de g’

distintos dos a dos (como elementos de C/R). Por el tercer teorema de Liouville

no puede haber méas y tienen que ser simples, ya que la funciéon tiene orden 3.
]

Esto a su vez nos da informacion sobre como falla la inyectividad de p:
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Teorema 5.21 Si R es un reticulo completo en C con funcion de Weierstrass p,
para cada z,w € C/R se cumple p(z) = p(w) si y sdlo si z = tw.

DEMOSTRACION: Sabemos que g es par, por lo que si z = +w, ciertamente
p(z) = p(w). Supongamos ahora esta igualdad. Si es p(z) = p(w) = oo,
entonces z = w = 0, luego ciertamente z = +w. Supongamos, por el contrario,
que el valor comun es finito. Entonces consideramos f(z) = p(z) — p(w), que es
una funcion eliptica en R de orden 2, igual que g, luego tiene exactamente dos
ceros (contando multiplicidades). Ciertamente f(+w) = 0, luego si w # —w,
los tinicos ceros son estos dos puntos, y concluimos que, en efecto, la igualdad
p(z) = p(w) solo se da cuando z = tw. Si, por el contrario, w = —w, entonces
el teorema anterior nos da que p'(w) = 0, luego también f'(w) = 0, por lo que w
es un cero doble de f y, consecuentemente, es el inico. La conclusion es que la
igualdad p(z) = p(w) sblo se da cuando z = f+w. "

Definicion 5.22 Si R = (wq,ws2); es un reticulo completo en C y p es su
correspondiente funcion de Weierstrass, definimos

w1 wo w1 + wa
6129(7), €2=W<7), €3 = @ —a )

Tenemos que los valores e; son las imagenes por g de los tres inicos puntos de
orden 2 del grupo C/R, luego (salvo el orden) son independientes de la eleccion
de la base de R. Por el teorema anterior son, junto con oo, los tinicos puntos de la
esfera de Riemann C* que tienen una tnica antiimagen por p. Todos los demés
puntos tienen dos antiimégenes (si una es z, la otra es —z). Mas atn, los tres
nimeros eg, e, e3 son distintos dos a dos, pues si dos de ellos coincidieran, dos
de los nimeros wi /2, wa/2, (w1 +wa)/2 tendrian que ser congruentes moédulo R,
y no es el caso.

Vamos a determinar el desarrollo en serie de Laurent alrededor de 0 de las
funciones de Weierstrass.

Definicion 5.23 Sea R un reticulo completo en C. Para cada natural n > 3,
definimos la serie de Fisenstein de R de orden n como

1
G, = —.
n Z wn
weER\{0}

El teorema 5.10 prueba la convergencia de las series de Eisenstein. En la
demostracion del teorema siguiente se ve que Ga,+1 = 0 para todo n:

Teorema 5.24 La serie de Laurent en 0 de la funcion de Weierstrass p de un
reticulo completo R es

1 |« n
p(z) = = + Z(2n + 1)Gapya 22"

n=1
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DEMOSTRACION: Usamos el desarrollo de Taylor

1 S "

Sea m > 0 el menor modulo de un elemento no nulo de R. Si0 < |z| <m 'y
w € R es no nulo, entonces |z/w| <1y

s (S ))

w n=1

luego
1 1 —n+l,
R Vi
n=1
Sumando sobre w y teniendo en cuenta que todas las series convergen abso-
lutamente,

J - o, 1 & N
@(Z):Z—Q—FZ(TH—D > 3 :;+Z(n+1)an+zz.
=1 weR\{0} n=1

n

Como p es una funcién par, las series de Eisenstein Ga1 han de ser nulas,
con lo que queda la expresiéon del enunciado. [

De aqui se deduce una relacion algebraica entre las funciones p y ¢’ o,
equivalentemente, que p satisface una ecuaciéon diferencial:

Teorema 5.25 La funcion p de un reticulo completo R satisface la ecuacion
diferencial

O = 49" — g2 — g3,
donde go = 60G4 y g3 = 140Gs.

DEMOSTRACION: Derivando la serie de Laurent de p obtenemos que (para
todo z cercano a 0)

2
o(z) = = +6G,z +20G62> + - - -

Por lo tanto A 24
'(2)? = — — =2 —80Gg + -+ -
Y ( ) 26 22 6
donde los puntos suspensivos representan una funcién holomorfa que se anula
en 0. Por otra parte,

1 9G4
3 _

Por consiguiente
¢ (2)? — 49> + 60G4p(2) = —140Gg + - - -

Esta funcién es eliptica y no tiene polos, luego ha de ser constante, lo que
nos da la ecuacion diferencial que buscamos. [
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Conocemos las raices del polinomio del miembro derecho de la ecuacion del
teorema anterior:

Teorema 5.26 Si R es un reticulo completo en C, entonces

40 — gap — g3 = 4(p — e1)(p — e2)(p — e3).

Por consiguiente, e1, ez, es son las raices del polinomio 4X> — g2 X — g3 vy, como
son distintas dos a dos, su discriminante® es 16A # 0, donde A = g3 — 27g3.

DEMOSTRACION: Sea «; uno de los tres nimeros wi /2, wa/2, (w1 + w2)/2,
de modo que p(a;) = ¢;. Como ¢’ (c;) = 0, tenemos que «; es un cero de p —e¢;
de orden al menos dos. Contando los polos vemos que la funcién tiene orden 2,
luego «; ha de ser su tnico cero y su orden ha de ser exactamente 2.

Por consiguiente, la funcion g(z) = 4(p—e1)(p—e2)(p—e3) tiene exactamente
tres ceros dobles. Lo mismo podemos decir de la funciéon g2, que tiene orden 6
(solo tiene polos de orden 6 en los puntos de R) y acabamos de ver que tiene
ceros de orden al menos 2 en los mismos puntos que g. Asi pues, dichos ceros
han de ser exactamente de orden 2 y no puede tener méas. El cociente

4p(2)% — g2p(2) — g3
9(2)  4p(z) —e1)(p(2) — e2)(p(z) — e3)

es una funcioén eliptica sin ceros, luego ha de ser constante y, calculando su limite
en 0 (dividiendo entre p*), vemos que la constante ha de ser 1, y asi tenemos la
igualdad del enunciado.

Vemos entonces que el polinomio

4X% — o X — g3 —4(X —e1)(X —e2)(X —e3)

se anula en todos los ntimeros complejos (pues p toma todos los valores com-
plejos), luego es idénticamente nulo. L]

Terminamos esta seccion probando que las funciones de Weierstrass no son
dos meros ejemplos de funciones elipticas, sino que generan a todas las demés.
Empezamos demostrando lo siguiente:

Teorema 5.27 Si f es una funcion eliptica par sobre un reticulo R cuyos polos
estdn todos en R, entonces f = P(p), donde P(X) € C[X] es un polinomio de

grado o(f)/2.

DEMOSTRACION: Por hipotesis f(z) = f(—z), luego, sustituyendo esta
igualdad en la serie de Laurent de f alrededor de 0, concluimos que sus co-
eficientes impares son todos nulos, luego el orden del polo es par y, al ser el
unico, podemos afirmar que o(f) = 2n, para cierto natural n. Ahora basta
razonar por induccién sobre n.

5Veéase [Al 7.9] y los ejemplos siguientes.
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Sin =0 la funciéon f es constante y la conclusion es trivial. Si toda funcion
en las hipotesis del enunciado con orden menor que 2n es un polinomio en p y f
tiene orden 2n, digamos con un desarrollo en serie de Laurent de la forma

f(Z) = a*anign + a2(n—1)272(nil) +---

entonces f—a_o,p" estd también en las hipotesis del teorema, pero tiene orden
menor que 2n, luego
f(2) = a2np"(2) = Q(p),
para cierto polinomio Q(X) € C[X] de grado menor que 2n, luego f(z) = P(p),
con P(X) =a_2,X?" + Q(X). n
A su vez:

Teorema 5.28 Si f es una funcion eliptica par sobre un reticulo R, enton-
ces f = P(p), donde P(X) € C(X) es una funcion racional (un cociente de
polinomios).

DEMOSTRACION: Si f tiene sus polos en R basta aplicar el teorema anterior.
Supongamos ahora que f tiene polos en puntos (i,...,{ € C/R no nulos.
Entonces p((;) € Cy sin; = —o(f, (), la funcion (p(z) — p(¢;))™ tiene un cero
de orden n; en (;, luego la funcion

JICORTENE

sigue siendo eliptica sobre R, par y solo tiene polos en R. Por el teorema anterior
es de la forma P(p), para cierto polinomio P, luego, tomando

QUX) = TTX - ()™,

i=1
se cumple que f(2) = P(0)/Q(p). .

En otras palabras, el cuerpo C(p) es el cuerpo de todas las funciones elipticas
pares sobre R. Finalmente:

<

Teorema 5.29 Toda funcion eliptica sobre un reticulo R se expresa en la forma

f=Plp)+Qp)¢,
para ciertas funciones racionales P(X),Q(X) € C(X).

DEMOSTRACION: Si f es una funcion eliptica, podemos descomponerla como

£(2) = f(Z)+2f( ) f2) 2f( Z),

donde el primer sumando es par y el segundo es impar. Por el teorema ante-
rior, el primero es de la forma P(p), y si llamamos ¢(z) al segundo, podemos
expresarlo como g(z) = (g(z)/¢'(2))p’(z), donde el cociente es una funcion par,
luego de la forma Q(p). n

Asi, en términos de la teoria de extensiones, el cuerpo de las funciones elip-
ticas sobre R es M(C/R) = C(p, ') = C(p)[¢'], donde g’ es un elemento
algebraico de grado 2 sobre el cuerpo C(p).
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5.3 Curvas elipticas

Varias de las propiedades de las funciones de Weierstrass tienen una inter-
pretacién natural en términos de curvas elipticas:®

Definicién 5.30 Una curva eliptica (compleja) es un conjunto de la forma
V = {[z,y,2] € PX(C) | zy® = 42> — goxz® — g32°},
para ciertos niimeros gs, g3 € C tales que A = g5 — 273 # 0.

Si tomamos como recta del infinito la recta z = 0, vemos que cada curva
eliptica contiene un tinico punto infinito, a saber O = [0, 1,0]. La parte finita de
la curva (es decir, el conjunto de los puntos (x,y) € C? tales que [z,y,1] € V)
es

Vo = {(z,y) € C? | y* = 42 — gow — g3}

En la practica conviene trabajar con esta parte afin, pero teniendo presente
que en realidad la curva contiene un punto més. Segin hemos visto en 5.26, el
numero A es, salvo una constante, el discriminante del polinomio en x, por lo
que la condicién A # 0 equivale a que éste tenga tres raices simples.

Aunque aqui no nos apoyaremos en este hecho, en A.54 probamos que V
es una subvariedad analitica del plano proyectivo (de dimension 1, y de ahf el
nombre de “curva”).

La relacion con las funciones elipticas es casi inmediata:

Teorema 5.31 Sea R C C un reticulo completo y sea V la curva eliptica de-
terminada por los numeros ga, gs considerados en el teorema 5.25. Entonces
la aplicacion m : C — 'V dada por w(z) = [p(2),9'(2),1] para z € C\ R y
7(z) =10,1,0] si z € R induce una biyeccion 7 : C/R — V.

DEMOSTRACION: Es claro que 7(z) s6lo depende de la clase de z en C/R,
luego 7 induce una aplicacion 7 : C/R — V.

Si (z,y) € Vo, en la prueba de 5.21 hemos visto que g toma todos valores
complejos, luego existe un z € C tal que p(z) = x. Necesariamente, z ¢ R, pues
en tal caso seria un polo y p(z) no seria finito. Por el teorema 5.25 resulta que
©'(z) = ty, luego, cambiando z por —z si es preciso, conseguimos que p(z) = x,

o' (2) =v.
Esto prueba que 7 es suprayectiva, y también es inyectiva, pues si se cumple
7([z]) = 7m([w]), entonces, o bien [z] = [w] = 0, o bien [z] # 0 # [w], pues 0 es

el tnico punto de C/R cuya imagen es el punto infinito de V. En el segundo
caso p(z) = p(w), luego, por 5.21 tenemos que z = +w, pero, como también se
cumple que p'(z) = ' (w), tiene que ser z = w. "

Si tenemos en cuenta que tanto C/R como V son variedades analiticas, es
facil ver que 7 es, de hecho, una aplicacién biholomorfa, lo cual esta probado
también en A.55. Asi pues, las curvas elipticas definidas por los nameros gs, g3
asociados a un reticulo completo son biholomorfas a toros complejos.

6En realidad la definicién que damos es un caso particular de otra mucho més general.
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Esto nos plantea el problema de si toda curva eliptica puede parametri-
zarse mediante las funciones de Weierstrass asociadas a un reticulo completo
0, equivalentemente, si cualquier par de ntimeros complejos g2, g3 que cumplan
A = g3 —27g3 # 0 es el par de ntimeros asociados en el teorema 5.25 a un cierto
reticulo completo. La respuesta es afirmativa, pero lo probaremos en el capitulo
siguiente (teorema 6.18).

El teorema siguiente es un caso muy particular de una teoria general sobre
intersecciones de variedades algebraicas, pero es lo tinico que necesitaremos para
relacionar las curvas elipticas con las funciones elipticas que estamos estudiando.

Teorema 5.32 Si V C P?(C) es una curva eliptica, entonces cada recta pro-
yectiva corta a V en a lo sumo tres puntos, y es posible asignar un indice a
cada punto de la interseccion para que, contando cada punto tantas veces como
indica su indice, el nimero de puntos de interseccion sea exactamente 3. Por
cada punto de V' pasa una unica recta proyectiva cuyo indice de interseccion es
mayor o igual que 2, la cual recibe el nombre de recta tangente a V' por el punto
indicado.

DEMOSTRACION: Sea zy? = 423 — gox2? — ¢g32° la ecuacién que define la
curva eliptica. Consideremos en primer lugar la recta infinita R, de ecuacion
z = 0. Ya hemos visto que corta a V anicamente en el punto O = [0, 1, 0], por
lo que el indice de interseccion de V y R en O tiene que definirse” como 3.

Consideremos ahora una recta que pase por el punto infinito O que no sea
la recta infinita. Las rectas (afines) que tienen a O como punto infinito son las
de la forma x = xg, y su interseccion con la parte afin V) de V, determinada
por la ecuacion y? = g(x), donde

g9(x) = 42® — gox — gs,

estd formada por los puntos [zg,yo, 1], donde yo es una raiz de la ecuacion
cuadratica y% = g(xo).

Si g(zg) # 0, tendremos dos valores distintos para b, luego dos puntos de
interseccién ademas del punto infinito, por lo que en total hay tres y a cada uno
de ellos tenemos que asignarle un indice igual a 1.

Si g(xo) = 0, es que z( es una de las tres raices simples e, ez, e3 de g(z), y
en estos tres casos el punto [e;,0, 1] es el tnico punto de interseccion, ademas
del punto infinito, por lo que le asignamos un indice de 2 (y un indice de 1 al
punto infinito).

En ambos casos, el punto O tiene indice 1 respecto de cualquier recta que
pase por él que no sea la recta infinita, luego ésta es la recta tangente a V en el
punto O.

"La geometria algebraica permite dar una definicién intrinseca del indice de interseccion
entre dos curvas que no depende de argumentos ad hoc como los que estamos dando. No
obstante, es facil entender que la asignacién de un 3 no es arbitraria. Los puntos que cumplen
la ecuacién de V y la ecuaciéon z = 0 estan determinados por la ecuaciéon 4z3 = 0, que es
cubica, luego tiene tres soluciones que “casualmente” son iguales. Igualmente sucede con los
demés casos que vamos a considerar.
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Ahora consideremos una recta R que no pase por O. Como no corta a V
en ningin punto infinito, podemos trabajar tnicamente con la ecuacion afin,
que sera de la forma y = ax + b (no puede ser una recta vertical, pues éstas
son precisamente las que pasan por O). Al sustituir y = ax + b en la ecuacion
y? = g(x) obtenemos una ecuacién polinémica en = de grado 3, luego tiene tres
raices si contamos cada una de ellas con su multiplicidad. La interseccion VN R
consta de los puntos [zg, Yo, 1], donde xy es una de estas raices e yg = azg + b.
Si definimos el indice de interseccion de cada una de ellas como la multiplicidad
de zg en la ecuacién cibica, tenemos que el nimero de puntos de interseccion
(contado algebraicamente) es 3.

Por altimo, tomemos un punto de V' de la forma P = [zg, yo, 1]. Las rectas
que pasan por P son, por una parte, la recta x = xg, donde el indice de inter-
seccion es 1 salvo si u = ep, e, e3, v las de la forma y — yo = m(z — x¢), para
m € C. Para determinar su indice, consideramos la ecuacion

9(x) = (yo + m(z — x0))* =0,

que tiene raiz xg. El indice serd mayor que 1 si xg es una raiz miltiple, es decir,
si la derivada se anula en xg:

g'(zo) — 2myo = 0.

Siyo = 0, entonces xg = ey, e, €3, luego ¢'(xg) # 0 (porque xg es raiz simple
de g(z)). Por lo tanto, no se cumple la condiciéon y concluimos que la tnica
recta con indice mayor que 1 es la vertical z = xq.

Si yo # 0, la tnica posibilidad es

g'(20)
2yo

y, como ademas zy # e1, es, e3, resulta que x = xy tiene indice 1 y concluimos
que la dnica recta con indice mayor que 1 que pasa por (zg, o) €s
2y0(y — yo) — ¢'(w0)(z — x9) = 0.

Notemos que esta expresion se reduce a x = xg en el caso yo = 0, luego nos
proporciona la recta tangen‘ce8 a V por cualquiera de sus puntos finitos. =

Si R C C es un reticulo completo, la biyeccion « : C/R — V dada por
el teorema 5.31 permite traspasar a la curva eliptica V' la estructura de grupo

8Si llamamos f(z) = y? — g(z) a la ecuacién que define la parte afin Vj de V, la ecuaciéon
de la recta tangente es

of
3:)3(

2]
@-w0)+ 2L =0,
Y1 (z0,90)

z0,Y0)

que, segin A.52; es la ecuacién de la recta tangente a Vp como curva analitica, de modo que
la tangente en el sentido de la geometria algebraica coincide con la tangente en el sentido de
la geometria diferencial. También es facil ver que la tangente a V en su punto infinito, de
acuerdo con las observaciones posteriores al teorema A.53 es la recta infinita, luego también
en este caso tenemos la equivalencia entre ambas definiciones.
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del toro complejo, es decir, que, dados dos puntos P,Q € V, podemos definir
su suma como P + Q = 7(p + ¢), donde p, ¢ € C/R son los tnicos puntos que

cumplen 7(p) = P, 7(q) = Q.

Vamos a ver ahora que esta estructura de grupo puede caracterizarse en
términos puramente geométricos. Por ejemplo, como f(0) = O, vemos que el
elemento neutro de V' es O. También es facil determinar el opuesto de un punto
finito de V.

También es facil caracterizar el punto opuesto de un punto finito (el de O es
él mismo, por ser el elemento neutro). Basta tener en cuenta que si f(u) = P,
entonces —P = f(—u) = (p(—u), o' (—u)) = (p(u), —p'(u)) es el simétrico de P
respecto al eje x. Esto todavia admite una expresion mas geométrica:

El opuesto de P es el tercer punto en el que la recta OP corta a V.

Aqui hay que entender que si la recta OP es tangente a V', entonces dicho
tercer punto es el propio P. En efecto, en tal caso, segin hemos visto en la
prueba de 5.32, el punto P es uno de los tres puntos (e;,0) = f([e;]), donde
2a; € R, luego 2P = 0, luego —P = P.

De hecho, la afirmacion precedente vale también para P = O si entendemos
que entonces OP es la recta tangente a V por O (la recta infinita) y que el
tercer punto es de nuevo O, ya que el indice de intersecciéon es 3. Pero todavia
se cumple un hecho mas general:

Teorema 5.33 Si V es una curva eliptica® tres puntos A, B,C € V cumplen
A+ B+ C =0 siy sdlo si son los tres puntos en que una recta proyectiva corta
a'V (teniendo en cuenta los indices de interseccion).

DEMOSTRACION: Supongamos que A + B + C' = O y distingamos varios
casos. Si uno de los puntos es el punto infinito de V', por ejemplo C = O,
entonces B = —A y acabamos de probar que B es el tercer punto donde la recta
AO corta a V', luego se cumple la condiciéon del enunciado.

Supongamos ahora que los tres puntos son finitos y que son distintos dos
a dos. Entonces existen ntimeros u, v € C\ R tales que A = (p(u), p'(u)),
B = (p(v), p'(v)) y, por consiguiente,

C=-A-B=(p(u+tv),—p'(utv)).

Tiene que ser p(u) # p(v), pues en caso contrario u = —v por 5.21 (dado
que estamos suponiendo que A # B), pero entonces u + v = 0 y serfa C = O.
La recta que pasa por A y B es la de ecuacién

’ ’
_ ¢(v) —¢'(u)

p(v) — p(u)

9En principio vamos a probar el teorema para curvas elipticas asociadas a reticulos com-
pletos R C C, que es en las unicas en las que tenemos definida la estructura de grupo, pero

en 6.18 demostraremos que toda curva eliptica esta asociada a un reticulo completo, luego el
teorema se aplica realmente a todas las curvas elipticas.

(z = p(u) + ¢ (u).
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Por lo tanto, los puntos finitos en que esta recta corta a V son los de la
forma (p(2), ' (2)), donde

/ /
) = S (o) - pla) + 7 (0) = /() = 0.

La funcién h(z) es eliptica sobre R con un tnico polo triple en [0]. Por otra
parte, se anula en z = u y z = v. Segun el teorema 5.19 tiene un tercer cero w
tal que [u] + [v] + [w] = 0, luego h(—u — v) = 0 (en particular u +v ¢ R), y
esto significa que C' = m(—u — v) es el tercer punto de interseccion entre V' y la
recta AB.

Supongamos ahora que dos de los puntos son iguales, por ejemplo A = B.
Pongamos que A = (p(u), p'(u)), con lo que C' = (p(2u), —p(2u)), y considere-
mos la recta tangente a V por A, cuya ecuacion, segiin hemos visto en la prueba
de 5.32, es

20/ (u)(y — ¢ (w)) = (120(u)® — g2)(z — p(u)) = 0.

Tiene que ser p'(u) # 0, pues en caso contrario seria 2u € Ry C = O.
Por otra parte, derivando la ecuacion diferencial del teorema 5.25 vemos que
20" (u) = 12p(u)? — go, luego la ecuacion de la recta tangente es

o (u)(y — ¢'(u) — " (u)(z — p(u)) = 0.

Los puntos en que esta recta corta a V son los de la forma (p(z), o'(2)) tales
que
h(z) = ' (u)(9'(2) = ¢ (u) — 9" (u)(p(2) — p(u)) = 0.

La funcion h es eliptica y tiene un tinico polo triple en [0]. Por otra parte, se
anula en u y, mas aun, el cero es (al menos) doble. En efecto, si consideramos
las series de Taylor alrededor de u de las funciones p(z) — p(u) v ©'(2) — @' (u)
obtenemos que

— " (u)

n!

n /! - @ )(u) n
(=) = o) Y (e )
n=1
y vemos que el coeficiente de (z — ) es nulo. Por consiguiente, el teorema 5.19
nos da que h tiene un tercer cero w tal que 2[u] + [w] = 0. No excluimos que
pueda ser [w] = [u], pero, en cualquier caso es [w] = [—2u] y el tercer punto de
la interseccion de V' con la recta tangente (sea o no igual al punto A = B) es C.

Con esto hemos probado una implicacién, pero el reciproco es trivial: si A,
B, C son los tres puntos donde una recta proyectiva corta a V, entonces dicha
recta es la tnica recta que pasa por Ay B (entendiendo que es la recta tangente
si A = B), y hemos probado que el tercer punto por el que pasa es —A — B,
luego tiene que ser C = —A — B, luego A+ B+ C = 0. ]

De la prueba del teorema anterior se deducen unas relaciones de la funcion
de Weierstrass que conviene destacar:
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Teorema 5.34 (Teorema de adicidén) Sea R C C un reticulo completo y
sean u, v € C tales que u,v,u+v ¢ R. Entonces

_ (=g N
w0 = 1 (29220~ o) - o).

Teorema 5.35 (Formula de duplicaciéon) Sea R C C un reticulo completo
y sea u € C tal que u,2u ¢ R. Entonces

o) = 1 (27 ) ~ 2p(v).

DEMOSTRACION: En las hipotesis del teorema de adicién, tenemos que los
puntos

(‘Tlayl) - (p(u)v p/(u))ﬂ (1'2,1,/2) = (@(’U), p/(v))a (2133,y3) - (p(UﬁF'U), 7p,(u+’l)))

estan alineados. Notemos que x1 # z3, pues en caso contrario [u] = +[v], en
contra de lo supuesto. La ecuaciéon de la recta que pasa por los dos primeros
puntos es
Y2—UN
y="—""(x—x1).
To — I

Por el teorema anterior, los tres puntos (repetidos o no) son la interseccion de
V' con esta recta. Mas precisamente, los tres cumplen la ecuacion

y* =42° — gax — g3

y los nameros x1, %2, x3 (no necesariamente distintos) son las tres raices de la
ecuacion polinémica

2
<y2yl> (- 501)2 =4z — g2 — g3,
To — X1

(cuya multiplicidad es por definicion el indice de interseccion de cada punto). Si
pasamos todo a la derecha y dividimos entre 4 para que el coeficiente director
sea 1, entonces el coeficiente de z2 es

2
1 <y2 — Y1 )
—X1 =T —T3=——|—"——
4 \zo— 11
que es precisamente la férmula del enunciado.

La formula de duplicacién puede demostrarse analogamente o bien puede
deducirse como sigue del teorema de adicion:

El desarrollo en serie de Taylor alrededor de v de p nos da que

p(u) = p(v) + ¢ (v)(u—v) + (u—v)*f(u),
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luego
D =90 _ ot + (- w) ),
luego
fin B0 = )

Igualmente se razona con @’ en lugar de @', por lo que basta tomar limites en
la formula del teorema de adicion. ]

El teorema de adiciéon puede verse como el analogo para la funciéon p de la
férmula para el seno de una suma en términos de los senos y los cosenos de los
sumandos (el coseno es el andlogo a '), e igualmente, la formula de duplicacion
es el analogo a la formula del seno del dngulo doble. En el caso del seno, su
segunda derivada vuelve a ser el seno (cambiado de signo) o, alternativamente,
en la formula de duplicacion podemos eliminar " = 6p — go/2.

Ejemplo Consideremos la curva eliptica V' determinada por la ecuacion

y? =42® — 4z + 1.

La figura muestra la grafica de sus
puntos reales. Es una seccion transver-
sal de un toro formada por dos “aros”
homeomorfos a circunferencias. El de
la derecha se ve abierto porque se cie-
rra con el punto infinito, que obviamente
no aparece representado. Entre los pun-
tos de V se encuentran A = (0,1) y
B = (2,5). Silos unimos por una recta y
buscamos el tercer punto de intersecciéon
encontramos el punto

C=-A-B=(-1,-1),

por lo que A+ B = (—1,1). Por otra parte, si trazamos la tangente a V' por A
encontramos el punto —2A = (1, —1), luego 24 = (1,1).

Todo esto presupone que V es la curva eliptica asociada a un reticulo com-
pleto en C, pues en otro caso no tenemos probado que las construcciones geomé-
tricas que estamos considerando determinen una estructura de grupo. No obs-
tante, como ya hemos avanzado, en 6.18 demostraremos que todas las curvas
elipticas estan asociadas a reticulos completos. L]

5.4 Las funciones sigma y dseta

Otra forma de llegar a las funciones de Weierstrass consiste en partir de una
funcién que tenga ceros simples en todos los puntos de un reticulo dado R. La
forma natural de hacerlo es mediante un producto infinito.
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El teorema 5.10 garantiza la convergencia (absoluta) de la serie

PGy = Y (r/w)?t!,
weR\{0}

para todo r > 0, luego el teorema 4.6 afirma que, para conseguir una funciéon
con ceros simples en los puntos de R, nos basta tomar factores primarios de
Weierstrass de orden 2:

Definicion 5.36 La funcion sigma de Weierstrass asociada a un reticulo com-
plejo R es la funciéon ¢ : C — C dada por

o(z)=z ] (1 - f) 65"'22722.
weR\{0}

Por el teorema 4.6 sabemos que el producto converge casi uniformemente
en C y que o es una funcion entera con ceros simples en los puntos de R (y sélo
en ellos).

30 Se trata de una funciéon impar, pues —w recorre R\ {0}
cuando w lo hace, y claramente

10 li O.(Z) = 17
z—0 z
R . lo que equivale a que ¢/(0) = 1.

Todos estos hechos determinan una cierta analogia entre las
funciones o(z) y senz. La funcién sigma no puede ser eliptica
-20 sobre R, pues tendria orden 1. La figura muestra la funciéon
sigma del reticulo (1,4),. Presenta oscilaciones cuya amplitud
crece muy rapidamente.

-10}

=30}

Para relacionar la funcién sigma con las funciones elipticas
introducimos la funcién dseta de Weierstrass, definida por

o'(2)
o(z)’

Se trata de una funcién impar meromorfa en C con polos simples en los
puntos de R. La convergencia absoluta del producto que define la funcion sigma
equivale a la convergencia absoluta y casi uniforme de la serie

((z) =

2

N CICE I

weR\{0}

la cual determina un logaritmo holomorfo de o(z)/z en un entorno de 0. El
logaritmo que aparece en la serie es el que toma partes imaginarias en |—m, 7[.

Derivando queda
o'(z) 1 —1/w 1 =z
o(z) =z Z (1—z/w+w+w2)’
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w@-1e 3 (Leled)

En principio tenemos probada esta igualdad en un entorno de 0, pero por
el principio de prolongacién analitica se cumple en todo C, dado que la serie
converge uniformemente en todo compacto que no contenga puntos de R. En
efecto, el término general es 22/(z — w)w?, y basta compararlo con 1/w?.

luego

Vemos que ( tiene residuo 1 en todos sus polos. Volviendo a derivar llegamos

a que i 72172 _ oy ((z—lw)2 _ w12> = —p(2).

weR\{0}

La periodicidad de p implica ahora que si w € R la funcion ((z + w) — {(2)
tiene derivada nula, luego existe una constante 27, € C tal que

C(z+w) =((2) + 2n.

Es inmediato comprobar que 1 : R — C es un homomorfismo de grupos.

40

20

-20

=40

La figura muestra la funcion dseta del reticulo (1,4),. Vemos como, en efecto,
en cada “cuasiperiodo” se incrementa en una cierta cantidad.

En términos de la funcion sigma, la definicion de 7, es

od'(z+w) d'(2) _
cGtw)  ols) M

El miembro izquierdo es la derivada de la funcién log %, luego existe

¢, € C tal que

log ZEF9) _op o he
o(z)
luego
o(z 4+ w) = o(z)e?M e, (5.5)
Para calcular la constante c¢,, sustituimos z = —w/2 y usamos que o es impar:

o(w/2) = o(~w/2)e T = —g(w/2)e et cw,
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Si suponemos que w/2 ¢ R (lo cual sucede, por ejemplo, cuando w forma
parte de una base de R), llegamos a que e® = —e“" luego

o(z 4 w) = —a(2)en 25, (5.6)
Esto justifica el comportamiento observado en la grafica de sigma.

De aqui deducimos un resultado notable:

Teorema 5.37 (Abel) Sea R un reticulo completo en C y sean aq,...,an,
B1,-..,Bn dos listas de puntos de C/R sin puntos en comaiin, pero de modo que
en cada una puede haber repeticiones. Entonces existe una funcion eliptica en R
CUYOS CeTos sean aq,...,Q, Yy cuyos polos sean P, ..., By, (con multiplicidades
iguales al nimero de veces que cada punto aparece en su lista) si y sdlo si
041+"'+04n261+"'+5n-

DEMOSTRACION: La necesidad es el teorema 5.19. Si las listas cumplen la
condicion indicada y elegimos representantes en C de cada una de las clases,
sucederd que ag; + -+ oy — 1 — -+ — B = w € R, pero podemos cambiar
Bn por B, —w y asi tenemos igualmente que ay + -+ + @, = B+ -+ + Bn,
pero ahora como ntmeros complejos, no como clases en C/R. Consideramos la
funcién
o(z—aq) 0(z—ay)

f(z) =

(2) o(z—=p1)0(z—Bn)’

que ciertamente tiene los ceros y los polos requeridos. Soélo falta probar que es
eliptica en R. Ahora bien, si w € R, por (5.5) se cumple que

6277W(Z—()(1)+CW e 6277“’ (Z_an)""cw
Fletw) = o) e o aore — 1 G)

Observemos que la funcion proporcionada por el teorema anterior es tnica
salvo un factor constante. Esto implica que toda funcion eliptica puede ser
descompuesta en factores enteros que separen sus ceros y sus polos:

Teorema 5.38 Sea f una funcion eliptica no nula sobre un reticulo R y sean
A1y .oy Op, By, Pn los ceros y los polos de f en C/R (repetidos segin su
multiplicidad). Entonces existe una constante ¢ € C tal que

Ca(z—a1)~~0(zfan)
o(z—=p1) 0(z—PBn)’

donde los representantes de las clases de equivalencia se eligen de modo que
al_f_..._’_an:ﬂl_i_..._i'_ﬂn en((:'

flz) =

DEMOSTRACION: Si llamamos ¢(z) al cociente del miembro derecho, en el
teorema anterior hemos probado que es una funcién eliptica con los mismos
ceros y polos que f, luego f/¢ es una funcion eliptica sin ceros ni polos, luego
es una constante c. [

No podemos aplicar este teorema a la funciéon p porque no tenemos ninguna
expresion para sus ceros. No obstante, podemos decir lo siguiente:
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Teorema 5.39 Sea R un reticulo completo en C y w € C\ R. Entonces

_ ozt w)o(z —w)
p(z) - p(w) - 0'2(2)0'2(’11})

DEMOSTRACION: La funciéon p(z) — p(w) tiene un polo doble en 0 y ceros
en los puntos —w y w. Notemos que si w y —w son congruentes modulo R se
trata del mismo cero, pero el caracter impar de @’ implica entonces que es un
cero doble. La prueba del teorema anterior muestra entonces que la funcién

o(z+w)o(z —w)
o?(2)

$(2) =

es eliptica sobre R y tiene los mismos ceros y polos de p(z) — p(w). Por consi-
guiente p(z) — p(w) = c¢(z). Basta probar que ¢ = —1/0%(w). En efecto,

220(2) — 22olw :60(2'*10)0(2*10)
p(2) — 2"p(w) 722/ 22

y, tomando el limite cuando z — 0, queda 1 = co(w)o(—w) = —co?(w). =

Si calculamos la derivada logaritmica (respecto de z) en ambos miembros de
la formula del teorema anterior, obtenemos

¢'(2)
——————— =((z4+w) +{(z —w) — 2((2).
o) — o) (2 +w) + ((z —w) — 2((2)

Intercambiando z y w obtenemos:

7p,(w) = z w w—z)— w
Sy = S )+ e ) 2 (w),

y al sumar ambas igualdades (teniendo en cuenta que ¢ es impar) resulta:

G =) o o

o) —plw) 26+ w) = 2(z) — 2(w).
Equivalentemente:

C(z+w)=4(z)+g(w)+;m.

Tenemos asi una funcién que calcula la funcién dseta de una suma en térmi-
nos de los dos sumandos por separado y de las derivadas sucesivas de la funcion
dseta.

Volvamos al teorema 5.39. Si R = (wi1,ws), vy llamamos ws = w; + wa,
tenemos que
o(z 4 wi/2)o(z —w;/2)
p(z) —ei=— 202 (w0
0%(2)0?(wi/2)
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Ahora bien,
O'(Z +w1/2) = O'(Z — wl/2 —|—wl) — —O'(Z _ wi/2)82n7~,z’

luego
zZ)—e; = 672771'2 U(Z + wi/2)2
o) e (@) (wi/2)

Esto nos permite definir

o(z 4+ w;i/2)
o(2)o(wi/2)

Ahora conviene introducir méas notacion:

o) — e = e

Definiciéon 5.40 Si R = (wi,ws) es un reticulo completo y ws = w1 + wa,
definimos
z+w;/2
oi(2) :e_mzia( +wi/2)
o(wi/2)
Tenemos asi tres funciones enteras con ceros simples en los puntos de w; /24+R
y tales que

p(z) —e; = (5.7)

La ecuacion diferencial de p nos da que

9'(2)* = 4(p(2) — e1)(p(2) — e2)(p(2) — e3) = TP —

01(z)02(2)os3(2)
/ = 42 .
& (Z) o3 (Z)
Para calcular el signo multiplicamos por z* y tomamos limites cuando z — 0.
El miembro izquierdo tiende a —2 y el derecho a 42, luego el signo es negativo
y llegamos a una factorizaciéon de p':

o1(2)o2(2)o3(2)
56

¢'(2) = =2 (5-8)

Ahora necesitamos el resultado siguiente:

Teorema 5.41 (Relaciéon de Legendre) Sea R = (wy,ws) un reticulo com-
pleto en C y sean 1n; = 1y, . Si Im(wa/w1) > 0, entonces

Wl — W12 = Ti.



180 Capitulo 5. Funciones meromorfas periédicas

a+ws DEMOSTRACION: Llamemos w3 = w; + wo
y @ = —w3/2. Integramos la funciéon ¢ sobre
la frontera del paralelogramo!? indicado en la
figura. En su interior, la funcién ¢ tiene un
dnico polo en 0 con residuo 1, luego la integral
vale +2mi. Por otra parte,

j£a+WI<<f>d£+—j/a+w2<<£>d5::

a+ws

o+ wo

o+ wy

1 1
/ (¢l + twr)wr — C(a + wo + twr)wr ) dt = / —2mpwy dt = —2n9w1;
0 0

‘[W%@%+/a<@%=

+w1 a+tws2

1 1
/ (C(a + wy + twa)2wy — (e + twa)ws) dt = / 2mwe dt = 2n1ws.
0 0

Por consiguiente, 2niws — 2now; = 2mi. [

Con esto podemos particularizar (5.6) al caso de las funciones o;:

— 6*"]1‘(2“1’&)]') U(Z + wi/2 + wj)

o(wi/2)

— _e—ﬂi(z+wj)+nj(22+wi+wj) U(Z + wi/z)
o (wi/2)

— _e—mwj+2mz+quz+njwjUi(z) — _enj(22+wj)+njwi_niwjo-i(z>.

oi(z + wj)

Si i # j tenemos que 1jw; — Nw; = i, por lo que
oi(z +w;) = eMZHilg(2).

Si i = j queda
0i(z + w;) = —eT ) g (7),

Conviene observar también que, mientras que o es impar, las funciones o;
son pares. En efecto,

Lo(—z+wi/2) mz—o(z—wi/2)

Uz( Z) = e'h* O'(oJi/Q) =€ U(wi/2)
_ emza(z + w;/2)e *m _ efﬂﬂa(z +w;i/2) I
o(wi/2) o (wi/2) o

108i w1 = a + bi, wy = ¢ + di, la condicion Im(wz/w1) > 0 equivale a que ad — be > 0,
es decir, a que wi,w2 sea una base orientada de C como R-espacio vectorial. A su vez, esto
equivale a que al recorrer el paralelogramo en la forma o« - a4+ w; > a4+ w3z > a+ws = «
el sentido de giro es positivo, por lo que el indice de los puntos interiores vale 1.



5.5. Las funciones zeta de Jacobi 181

5.5 Las funciones zeta de Jacobi

Hasta aqui hemos presentado la teoria bésica sobre funciones elipticas si-
guiendo esencialmente el enfoque adoptado por Weierstrass. Sin embargo, Ja-
cobi adopt6 un enfoque formalmente muy distinto que también conviene conocer.
Concretamente, se bas6 en el estudio de una funciéon que no es eliptica, pero
que representa el mismo papel en la teoria que la funcion o de Weierstrass que
acabamos de estudiar. Se trata de la funcion siguiente, definida en C x D(0,1):

9 — = n? 2nmiz
(z,9) = > q"e .

n=—oo

Teorema 5.42 La serie anterior converge absoluta y casi uniformemente en
C x D(0,1) a una funcién holomorfa.

DEMOSTRACION: Basta probar que la serie converge absoluta y casi uni-
2 ; .
formemente, pues, como los sumandos ¢ e2""%* son obviamente holomorfos en

C x D(0,1), el teorema de Weierstrass implica que 6 también lo es.

Sea K C C x D(0,1) un conjunto compacto. Entonces existen k& > 0,
0 < r < 1 tales que si (z,9q) € K, se cumple que |z| < k, |¢g| < r. Por
consiguiente, si z = x + y1,

|qn2 e2nm’z| _ |q|n2e—2n7ry < Tnz e2nmk

Para todo n suficientemente grande, se cumple que onpn’e2nmk 1 Para
comprobarlo basta tomar logaritmos y tener en cuenta que logr < 0. Por con-
siguiente, la serie definida por |q”2 e2"™2| est4 mayorada por la serie geométrica
definida por 1/2", luego el teorema de mayoracion de Weierstrass nos da la
convergencia absoluta y uniforme en K. m

Hay una expresion alternativa de interés para la funcion zeta:

9(27 q) = 1+ Zl qn2 e?nﬂ'zz + Zl qn2€—2n7mz
n= n=

00
1+ Z qn2 (eZnTrzi _,’_6—2n7rzi)
n=1

X2
142> ¢" cos2nmz.

n=1

A menudo conviene pensar en 6(z, ¢) como una funciéon holomorfa en C con
q € D(0,1) como parametro. Observemos que la expresion trigonométrica de la
funcién zeta muestra que si z,q € R, entonces 6(z,q) € R, por lo que podemos
representar graficamente la restriccion a R de las funciones con parametro real.
Por ejemplo, ésta es la grafica de 6(z,0.5):
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251

-2 -1 0 1 2

Vemos que tiene periodo 1, es decir, que 6(z + 1,q) = 0(z, q). Esto es valido
para todo (z,q) € C x D(0,1), como se sigue inmediatamente de la definicion.!!
Otro hecho general que se sigue de la expresion trigonométrica y que se constata
en la grafica es que la funcion zeta es par, es decir, que 6(—z,q) = 6(z, q).

Llamemos H = {7 € C | Im7 > 0} y consideremos ¢ : H — D(0,1) \ {0}
dada por ‘
q(1) = €™ =e Y(cosmu + isenmu).

Con ella podemos definir la funcién holomorfa 6 : C x H — C dada por

+oo o
6(,7) = b(z,q(r)) = 3 emitniriana),

n—=—oo

Nota Ahora una expresion como 6(5,0.5¢) es ambigua, pues no queda claro si
es ¢ = 0.5¢ o bien 7 = 0.5¢. Para evitar esta ambigiiedad convenimos en que
consideraremos siempre a € como funciéon de (z,7) salvo que expresamente se
indique lo contrario, de modo que ¢ no representara una variable independiente,
sino a la funcién ¢(7). n

El interés de expresar el parametro en términos de 7 en lugar de ¢ es que asi
p p g qesq
la funcién zeta cumple una relacién adicional:
+oo o . Foo . 2
9(2 +, 7_) — Z e‘n'z(n TH2nz42nT) _ e~ TIT E eﬂl((ﬂ,+1) T+2nz)

n=—oo n=—oo

— q—le—Zﬂ'iz JFZO:O em’(n27+2nz) — q—le—27riz 9(2,7 T).
n=—oo
Asi pues, 7 es lo que se llama un cuasiperiodo de 6 (como funcion de z), en
el sentido de que al sumar 7 a su variable no se obtiene exactamente 6(z,7),
en cuyo caso tendriamos un periodo, sino 6(z, ) multiplicada por una funcion
holomorfa de z y 7 que no se anula en ningin punto.

Nota Esta relacion es similar a la relacion (5.5) que satisface la funcion sigma
de Weierstrass. Existe una definicién abstracta de “funcién zeta” que hace que
tanto # como o sean funciones zeta precisamente por satisfacer relaciones de
este tipo. n

11 Jacobi no incluyé la constante 7 en la definicién de la funcién 6, por lo que la que él
consider6 tenia en realidad periodo w. Algunos autores siguen ese mismo criterio, por lo que
hay que prestar atencion a la hora de comparar formulas de textos diferentes.
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Ahora obtendremos otras funciones zeta a partir de la que hemos definido
de forma similar a como hemos definido las funciones o; a partir de . Para
entender la situaciéon realizamos algunos calculos!'?:

1 [ee]
0(z + 3 ) = 1425 ¢ cos(2nmz + nr)
n=1

= 1425 (=1)"¢" cos2nrz,
n=1

9(24—1,7') _ Jio eﬂ'i(n2‘r+2nz+n7) :e—iﬂ‘r/4 JrZo:o 67Ti((n+1/2)27-+2nz)

2 n=—oo n=—oo

_ e—iﬂ'(‘r/4+z) JFXO:O 67r7l((n+1/2)27'+(2n+1)z)

n=—oo

_ q_1/4e_mz(§ emil(n+1/2)? T+ (2n+1)2) 4 ioj e‘/ri((—n+1/2)2-r+(—2n+l)z))

n=0 n=1

_ q—1/4e—ﬂiz(§ eﬂi((n+1/2)27+(2n+1)z) 4 § eTri((—n—l/2)2T+(—2n—1)z))

n=0 n=0

_ q71/4€77riz > q(n+l/2)2(eﬂ'i(2n+l)z +e—7‘ri(2n+l)z)
n=0

_ g YAz > 2q(n+1/2)2 cos((2n + 1)mz),

n=0

1 , e
0(z + 3 + %, ) = 2¢ AemETTH2 S (/2 0s((2n + 1)z + (20 + 1)7/2)
n=0

. . o0
= —q_1/4e_’”z_’”/2 > (—1)”2q(”+1/2)256n((2n + 1)72)

n=0

= fq*1/46*ﬂ'(z+1/2) Z (71)n2q(n+1/2)2sen((2n + 1)7_(2).

n=0

Vemos asi que al hacer estos cambios de variable obtenemos series trigonomé-
tricas similares a la que define a 6, multiplicadas por exponenciales. Eliminando
las exponenciales obtenemos las tres funciones zeta adicionales que vamos a con-
siderar.

12En los calculos usamos la notacién ¢—1/4. Las expresiones de este tipo serfan ambiguas
si se aplicaran a un ¢ € C arbitrario, pero debemos recordar que ¢ = e™7, por lo que, en

general, ¢® debe entenderse como e™* 7.
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Definicion 5.43 Las funciones zeta de Jacobi son las funciones

Or(z,7) = —¢" 1T 0z + HT 1) = ¢ Y (—1)"2¢" Y sen((2n + 1)72),

n=0
. OO

02(z,7)= ¢"*e™0(z+ I,7) =q¢'/* 3 2¢"( Y cos((2n + 1)7z),
n=0
) 2

03(z,7)= 0(z,71) =14 > 2¢" cos2nnz,
n=1
) 2

0a(2,7)= O(z+ 3,7) =1+ > (—1)"2¢"™ cos2nmnz.

n=1

Por su definicion a partir de 0 es inmediato que las cuatro funciones son
holomorfas en C x H, asi como que las series que las definen convergen absoluta
y casi uniformemente.

También es interesante observar que las cuatro admiten definiciones alterna-
tivas mediante series de exponenciales:

+oo .
91(277_) _ q1/4 ; (71)nqn(n+1)e(ZnJrl)ﬂ"Lz7
+oo .
02(2,77_) _ q1/4 Z qn(n+1)6(2n+1)ﬂ'zz’
+oo 2 .
O3(2,7) = X qv e,
n=—o00
e n, n? 2nmiz
Ous(z,7) = >0 (—1)"g" e
n=—o00

Un célculo rutinario muestra que si sumamos 1 o 7 al primer argumento de
cualquiera de las funciones zeta, la funcién se multiplica por el factor que indica
la tabla siguiente:

| 61 6, 05 0O, '
1] -1 -1 1 1 N =g le 2™z,
7T|-N N N —-N

De las primeras igualdades de cada fila de la definicién 5.43 se siguen inme-
diatamente las relaciones

01(z+ 5,7) =02(2,7), O2(z4%,7)=—01(2,7),
O3(z+ 3,7) = 0s(2,7), Oa(z+3,7)= 05(27).
Un poco méas laborioso es comprobar que
01(z + Z,7) = ig Ve ™= 0y (2, 1), O2(z+ Z,7) = ¢ Vi ™= 05(2, 1),

O3(z+ 5,7) = ¢ Ve ™=0y(2,7), Oa(z+ 3, 7) =iqg Ve =0, (2, 7).
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Las series trigonométricas muestran que 6 es impar y las otras tres son pares
(como funciones de z). También es claro que cuando 7 es imaginario puro, las
cuatro funciones toman valores reales sobre los nimeros reales. He aqui sus
graficas para 7 = i:

Gl(z,i) Hg(z,i)

94(Z,i)

Observamos la paridad, la periodicidad y el hecho de que 6 y 65, al igual
que 03 y 04, tienen un desfase de 1/2.

Podemos considerar que las expresiones (tanto con exponenciales como con
funciones trigonométricas) que determinan las funciones zeta en términos de z
y q definen, de hecho, funciones en C x D(0,1), salvo por el hecho de que ¢'/*
no esté entonces bien definido. No obstante, para todo par (z,q) € C x D(0,1),
podemos definir las funciones

01(z, q)qfl/4 = %o (—1)"q"("+1)e<2"+1)mz = io(—l)"Zq"("“) sen((2n + 1)mz),
n=—oo n=

02(2,q)q /" = :LZOO g DTz = io 2¢" " cos((2n + 1)mz),

03(z,q) = "'20:0 an e?n =142 iozl qnz cos 2nmz,

04(z,q) = :rf:o (—1)"q"262"”z =1+2 i_o:l(—l)"q"2 cos 2nmz.

Aqui hay que entender que, por ejemplo, 91(z,q)q’1/4 es el nombre que

estamos dando a una funcién, no el producto de dos funciones. La convergencia
absoluta y casi uniforme de estas series se prueba analogamente a como hemos
probado la de 03(z,q). Mantenemos el convenio de entender que las variables
de las funciones de Jacobi seran siempre (z, 7) salvo que se indique lo contrario,
pero el poder considerarlas como funciones de ¢ tiene la ventaja de que permiten
calcular su valor cuando ¢ = 0, mientras que este valor del parametro no se
corresponde con ningun valor de 7. Concretamente, para ¢ = 0, las cuatro
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funciones se reducen, respectivamente, a
2sen(nz), 2cos(mz), 1, 1. (5.9)

Por ejemplo, esto es relevante si consideramos las funciones 6;(r) = 6,(0, 7).
Si 7 = iv es imaginario puro, entonces ¢(7) = e~ es real, luego las funciones

6;(v) = 6;(iv) toman valores reales en ]0,4+o00[. La figura siguiente muestra las
graficas de las funciones 6;(v) (notemos que 61(v) es idénticamente nula):

El hecho de que, como se aprecia en la grafica, ég(’l}) y ~4(1}) tiendan a 1

cuando v — 400 (con lo que ¢ — 0) es un reflejo de que 65(0,0) = 64(0,0) = 1,
mientras que
lim  65(0,iv)e™/* =2,
v—>+00
luego
lim 65(0,iv) =2 lim e ™/* =0,
v——+o0 v—+00
como también se aprecia en la gréfica.
Una ecuacion en derivadas parciales Observemos que
00 ™o 020 o
—=-2) emin’T sen(2nmz)2nm, T2 =872 Y €™n’T cos(2nmz)n?,
82 n=1 822 n=1
00 >
Z =23 e Trin? cos 2nmz.
67— n=1
luego
%0 _ 4i 00
022 wor
Igualmente se comprueba que las cuatro funciones #; cumplen esta misma
ecuacion en derivadas parciales. L]

Los ceros de las funciones zeta Una primera muestra elemental del interés
de haber introducido los cambios de variable que dan lugar a las funciones zeta
a partir de 03 es que, por ejemplo, la expresion trigonométrica de 6; muestra
claramente que 61(0,7) = 0, y a partir de ahi encontramos ceros para las demas
funciones zeta. Concretamente:

T+1

01(0) = 62(1/2,0) = 05( ,T) =04(7/2,7) = 0.
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El hecho de que 0(z, T) tenga periodo 1 y cuasiperiodo 7 implica claramente
que si (o, 7) = 0, también (o + m + n7,7) = 0, para todo m,n € Z. Por lo
tanto, todas las funciones # tienen infinitos ceros. Ahora vamos a probar que
no tienen mas que los que ya conocemos.

Teorema 5.44 Los ceros de las funciones zeta de Jacobi son exactamente los
de la forma a+m+n7, para m,n € Z, donde « es el dado por la tabla siguiente:

‘ 0, 6 03 0,
s
al0 3 5 3
Todos ellos son ceros simples.
DEMOSTRACION: Sea a € C y considere- a+T a+1l+7

mos el arco cerrado 7, que se indica en la fi-

gura. Elegimos a de modo que el arco no pase

por ningin cero de §. Por el teorema 3.10, al 1

la funcion 6'(z,7)/0(z, T) tiene polos simples

en los ceros de 6, con residuo igual a la multiplicidad del cero. Calculamos

/ 1 g 1
/9<<7T>d<:_T/ OlatinT) [ Hatltinn
. 0(¢,7) o Ola+tr,T) o Ola+1+tr,7)

1 1
+/ 9(a+t,r)dt_/ OlatrT+tr)
o Ola+t,7) o Bla+T74+1t7)

Derivando la relacion 0(z + 1,7) = 0(z,7) vemos que 0'(z + 1,7) = 6'(2, 1),
por lo que las dos primeras integrales se cancelan. Derivando la relaciéon

0(z+71,7)= eiﬂ(ﬂr%)@(z, T)

obtenemos que

por lo que

o', 1) . v o
/9({,7’) d(—/o2mdt—2m.

a

Por el teorema de los residuos, esta integral es también 27i por la suma de los
ordenes de todos los ceros de 6 contenidos en el paralelogramo rodeado por ~,.
Concluimos, pues, que hay un tnico cero simple en dicho paralelogramo.

Ahora podemos probar que los tnicos ceros de la funciéon 6 son los de la
forma TTH +m + n71, y que todos son simples.

En efecto, consideramos el arco 7y, que tiene en su interior al cero (74 1)/2.
Si @ tuviera otro cero que no fuera de esta forma, podriamos expresarlo como
a = u + vr, y tomando las partes fraccionarias de u y v podriamos pasar a
otro cero con 0 < u,v < 1, pero distinto de (7 + 1)/2. Si fuera u =0 o0 v = 0,
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podriamos tomar un ¢ proximo a 0 tal que tanto « como (7 + 1)/2 estuvieran
en el interior de 7, y éste no pasara por ningun cero de 6, en contradiccién con
lo que hemos probado.

Ademas, cada cero de 6 esta en el interior de un arco 7y,, por lo que todos
son simples. Esto prueba el teorema para 63, y ahora, de la propia definiciéon
de las demas funciones zeta, se obtiene que es valido para todas ellas. L]

Tenemos asi otro punto en comun entre las funciones zeta y las funciones
0,0, del reticulo R = (1,7),: tanto #; como o tienen sus ceros en los puntos
de R,y todos ellos son simples. Lo mismo puede decirse de 03 y o(z —1/2), etc.

Ahora que conocemos los ceros de las funciones zeta podemos usarlas para
construir funciones elipticas igual que con la funcién o, es decir, formando co-
cientes para que los cuasiperiodos se vuelvan periodos al cancelarse los factores
que introducen. El teorema siguiente muestra algunos ejemplos de esta técnica:

Teorema 5.45 Las funciones zeta de Jacobi satisfacen las relaciones

03(1)03(2,7) + 03(1)01(2,7) = 03()03(2,7),
9?%(7—)0%(27 )+ 92(7—)95('37 T) = 6‘%(7‘)93(2, 7),
03(1)03(2,7) + 03(1)03(2,7) = 63(7)63(2,7),
03(7)0% (2, 7) + 05(1)03 (2, 7) 03(1)03 (2, 7),

donde 0;(1) = 0;(0,7). En particular, la tercera ecuacion pare para z = 0 se
reduce a
03 (1) + 03(r) = 03(7).

DEMOSTRACION: La funciéon

02(1)02(z,7) — 02(1)63(2, T
f(Z) — 2( ) 3(92(7—))0%(237(7—)) 2( )

es claramente eliptica sobre R = (1,7), (porque 1 y 7 son cuasiperiodos de
todas las funciones, con factor £1 y +N, respectivamente, luego los cambios
2+ z+ 1y z+~ z+ 7 multiplican numerador y denominador por 1 o N2,
respectivamente). El numerador es entero, luego f solo puede tener polos donde
se anula el denominador, es decir, en los puntos de R, donde los ceros son dobles,
pero también es inmediato que el numerador se anula en dichos puntos, luego
los polos son a lo sumo simples, y como no hay funciones elipticas de orden 1,
la funcion f tiene que ser constante. Ahora bien, es inmediato que f(1/2) =1,
lo que prueba la primera igualdad del enunciado.

Sustituyendo z — z + 1/2 en la primera igualdad obtenemos la segunda, y
si en las dos primeras igualdades sustituimos z — z + 7/2 obtenemos las dos
siguientes. n

Desarrollos en producto infinito Las funciones zeta son funciones enteras
de las que conocemos sus ceros, lo que nos permite a su vez determinar sus
desarrollos en producto infinito.
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o0
La serie Y ¢*"~1e*2™% converge absoluta y casi uniformemente en C, pues

n=1
o0
en un compacto |¢>" et < K¢?"~! y la serie Y. ¢?" 7! converge absolu-
n=1

tamente por ser una subserie de una serie geométrica. Segin el teorema 4.3,

. o0
(1_q2n716727mz) — H (1_2q2n71 cos 271.Z_|_q4n72)

f(Z) — 10_01 (1_q2n71627riz)
n=1 1 n=1

==l

es una funcion entera, cuyos ceros (todos simples) son los puntos que cumplen

e(2n—1)7r'rri2ﬂ'zz =1,

lo que equivale a que (2n — 1)wiT + 2miz = 2mmi, o también a que
z=T1/24+m+nT

con m,n € Z.

Asi pues, los ceros de f son los mismos que los de 6. La segunda expresion
de f muestra que f(z 4+ 1) = f(z), mientras que
(1 _ q2n—1 —2miT —27riz)

f(z + T) — H (1 _ q2n—1627'ri7'627riz) e e
n=1 1

=L

1(1 _ q2n+le27riz)

==L

1(1 _ q2n—3e—27riz)

=g =8

(1 _ q2n71627r7lz)
2 n=0

=f(2)

y vemos que el factor que aparece es el mismo que para 6. Por consiguiente, el
cociente f(z)/04(z,7) es una funcion eliptica sin ceros, luego es constante. Asi
pues, existe una constante G € C tal que

(1 _ q2n716727riz)
1— q716727riz

e = 4T G),

o0
04(2,7) = G ] (1 — 2¢*" L cos 2wz + ¢'"2).

n=1

Sustituyendo z por z 4+ 1/2 queda

03(z,7) = G ] (1 +2¢* ! cos 2wz + ¢*"—2)

n=1
[es)
=G H (1 + q2n71627riz)(1 + q2n716727riz).
n=1
A su vez

92(2’ 7,) — Gq1/4ei7rz lo_o[ (1 + q2n71627riz+7m'7')(1 + q2n716727Ti277T'L—T)

n=1
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_ Gq1/4ei7rz H (1

n=1

2n 27mz> lo_o[ 1 +q2n—2e—27riz)

_ Gq1/4ei7rz H (1 + q2n 27mz) H ( +q n€—27rzz)

— Gq1/4(1 +6727riz)6i7rz H (1 +q2n627riz) H (1 +q2n 727rzz)
n=1 n=1

. . o0
_ Gq1/4(€z‘n’z + e*TK"LZ) H (1 + 2q2n cos 2z + q4n)
n=1

oo

= G2¢"/*cosz [ (1 + 2¢*" cos 2mz + ¢*™).
n=1

Por ltimo

01(2,7) = —02(2 +1/2,7) = G2¢"/*sen 7z [] (1

n=1

—2¢%" cos 2z + ¢*").

Nos falta calcular la constante, para lo cual necesitamos un resultado de

interés en sf mismo, que podemos probar a partir de los desarrollos en producto
a pesar de que todavia no conozcamos la constante

Teorema 5.46 Se cumple que

01(7) = mOo(7)03(7)04(T).

DEMOSTRACION: Un logaritmo de 6 (en el abierto donde no se anula) viene
dado por

logf =1log G + . log(1 + ¢>1e2miz) 4

Z log(l +q2n—1e—2ﬂ'iz)’
n=1 n=1
luego
9/(277_) i 27m-q2n—1e2m‘z i 2ﬂ_iq2n—le—2m'z
9(2,7') — 1 + q2n7162ﬂ'iz

1 2n—1p—2miz '
=1 T4q

De aqui se sigue que ¢'(0,7) = 0. Volviendo a derivar

e Imign—1le2miz & Imig2n—le—2miz
9//(277_) — 9/(277_) (Z mq € _ Z g e )

1 2n—1627rzz 1 2n—1e—27riz
n=1 + q 1 + q

& 27 2 2n—1 271'22 e 27Tl 2 2n 1o —2miz
+0(z,7) <Z (2mi)"q + Z
n:l

— (1 + q2n—162ﬂ'zz 1+ q2n 16—27rzz)2
y haciendo z = 0 queda

2n—1

— 4
05(0.7) = =87°65(0,7) 3

n=1
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Igualmente se obtiene:

> 2n—1
0(0.7) =0, 05(0,7) =870,00.7) Y- 7

0 2n
q
05,(0,7) =0, 65(0,7) = 65(0,7) <7T2 — 872 o q2”> .

n=1

Con 6; debemos tener presente que 6;(0,7) = 0, pero podemos aplicar el
mismo razonamiento a

91(2,’7')

senmz

¢(z77—) =

G2 1/4 H ( 2n 27\'2%)(1 _ q2ne—27rzi)7
con lo que obtenemos que
2n

Por otra parte, derivando la igualdad 6 (z,7) = sen 7z ¢(z, 7) obtenemos:

#'(0,7) =0, #"(0,7) = —872¢(0, )

At

01(0,7) = w¢(0, 1),
y derivando tres veces: 0}'(0,7) = —m3¢(0,7) + 3m¢” (0, 7). Por lo tanto

07'(0,7) 2 2 - q2n
—— 2 = —7° + 247 —_—
07(0,7) DY e

Ahora calculamos:

77871—22 1+ 2n— 1 +87T22 2n 1 22 1_|_q2n

rLl nl

2n 1

__87722 g T8 QZ (1—g2n-1)2 0
871—22 1+ n 87(22 *87T22 2n

nl nl

_327722 1,q2n —87722 7 —247r22

01" (0,7)
01(0,7)

lfq

:7T2+
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Asi pues:
05(0,7) | 05(0,7)  04(0,7) _ 67"(0,7)
02(0,7)  63(0,7)  04(0,7)  65(0,7)"
Ahora usamos la ecuacion en derivadas parciales que cumplen las funciones
zeta:

1 0601(0,7) 1 062(0,7) n 1 9605(0,7) n 1 064(0,7)
01(0,7) Ot 02(0,7) O 03(0,7) Ot 04(0,7) OT

Tomando logaritmos de las funciones zeta (definidos en el abierto en el que
no se anulan) tenemos que

log 07(0,7) = k + log 02(7) + log 03(7) + log 4(7),

para cierta constante k (independiente de 7), pues la diferencia entre los dos
miembros tiene derivada nula, luego es constante. Componiendo con la expo-
nencial llegamos a que

01(0,7) = COx(7)03(7)04(7).
Para calcular la constante, multiplicamos
¢ 1*01(0,7) = Cq~Y*0a(7)03(7)04(7).

Haciendo 7 = iv, hemos visto que el miembro derecho tiende a 2 cuando v tiende
a +o0o. Si probamos que el miembro izquierdo tiende a 27w, concluiremos que
C = 7 y el teorema quedara probado.

Para ello consideramos a ¢~ /46, (2, q) como funcién de (z, q) y la derivamos
respecto de z. El resultado es:

3 (—1)72¢" (D) cos((2n + 1)2) (20 + 1),

n=0

Al sustituir en z = 0 queda

2 > (=1)"g" "D (2n + 1),

n=0
La serie converge en D(0,1), y en 0 vale 27, luego, haciendo ¢ = €™ = e~ ?,
también
P —v . _
Ugrilooe 01 (iv) = 2. .

Ahora ya podemos calcular la constante G:

8, (r) = 7(0,7) = 20Gg* TI (1 — )2,

n=1

02(1) = G2¢"* TT (1 +¢*")?, 0Os(1) =G 1‘[1(1 +¢* ),

n=1

0u(r) =G [ -¢")

n=1
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Por lo tanto

H (1 _ q2n)2 — G2 H (1 + q2n)2
n=1 n=1

=k

(1 + q2n—1)2 H (1 _ q2n—1)2
1 n=1

—3

— G2 ~ (1 + qn)2 (1 _ q2n—1)2 —

n=1 n=1
[I(1=g)" =G ] (147 [T (1 —q")* = 6" ] (1 - ¢™)%,

luego

G==T1(1-¢).

n=1

Sustituyendo en el desarrollo en producto de 63 tenemos que

03(7) = = LI (1+¢> )2

n=1

=

(1—¢*").
1

Sabemos que el miembro izquierdo tiende a 1 cuando 7 = v tiende a infinito,
pero 1 —¢" = 1— (e7™)" > 0, luego todos los factores del miembro derecho
son positivos, luego el signo tiene que ser positivo. En suma:

G = (1—¢*).

1

==

Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 5.47 Se cumple:

01(z,7) = 2¢"*senmz [[ (1 —¢*)(1 —2¢*" cos 2mz + ¢*™),
n=1
O2(z,7) = 2¢"*cosmz [] (1 — ¢*)(1 + 2¢>" cos 2mz + ¢*™),
n=1
O3(2,7) = TI(1—¢*)(1+2¢*""" cos2mz +¢*"?),
n=1
o0
Oi(2,7) = I —¢*>)(1—2¢*""Lcos2mz + ¢*"2).
n=1

Como aplicacion de los resultados que hemos obtenido en este apartado
demostramos un hecho que necesitaremos méas adelante:

Teorema 5.48 La aplicacion ]0, +oo[ — 10, 1[ dada por v — 02(iv)/05(iv) es
biyectiva (y decreciente).

DEMOSTRACION: Por las propias definiciones de las funciones zeta (por
ejemplo, en forma trigonomeétrica), es claro que tanto el numerador como el
denominador son numeros reales positivos. Por consiguiente, es equivalente
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probar que v + 05(iv)/03(iv) es decreciente y biyectiva, o también, por el
teorema 5.45, que la funcion

oiiv)  okiw) [ 1—g 1\
N R S

n=1

es creciente y biyectiva. A su vez, como ¢ = e~ "

10, +00[ — ]0, 1[, basta probar que

o 8

1— q2n71
fla) = (H T+t 0

n=1
es una biyeccion ]0,1[ — 10, 1[ decreciente. Por una parte, el teorema 4.1
nos da una expresion para la derivada del producto. Teniendo en cuenta que
f(q@) > 0y que la derivada de cada factor es negativa, vemos que la derivada del

producto es negativa, luego es una funcion positiva decreciente, y al elevarla a
la octava potencia sigue siendo positiva y decreciente. Sabemos que

lim 94(2.1)) =
v—+oo f3(iv)

es una biyeccion decreciente

luego el limite cuando ¢ — 0 también es igual a 1, lo que prueba que la imagen
de f esta en ]0,1[. Por tltimo, observamos que f(q) < }—;g <1 —gq, por lo que
lirr{ f(g) =0y la conclusién es inmediata. "
q—

La ecuacion funcional He aqui otra propiedad notable de las funciones zeta:

Teorema 5.49 Las funciones zeta de Jacobi satisfacen las ecuaciones funcio-
nales siguientes:

Il
[
<
1
\]
®
3
S
©
~
3
D
JN
\]

|
1
\]
®
3
S
n
|8
~
S
>
)
JN
\]
N~—

donde \/—iT es la tnica raiz cuadrada que cumple |arg~/—it| < w/4. En par-
ticular,

0(—1/7) = \/j’h'e(T)

y la funcion O(v) = 0(iv) cumple
0(1/v) = Vul(v).
DEMOSTRACION: Llamemos 7/ = —1/7 y consideremos la funcién

6_‘”22/7—9(2’/7', 7"

¥(z) = 0(z,7)
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Un calculo rutinario muestra que ©(z 4+ 7)/1(z) = 1, es decir, que ¥ es eliptica.
Ahora bien, no tiene ceros, pues si z anula al numerador, entonces

1 !/
L +m+n7’,
T 2
luego
T—1 T+ 1
z = > +mT*n:T+mT*n*1,

luego z es un cero del denominador y, como ambos son simples, 1 no se anula.
Concluimos que v es constante, de modo que

Ab3(z,7) = 7 "0y (27", 7).
Aplicando las definiciones de las funciones zeta obtenemos a su vez que
A 94(Za T) = eiTlﬂ2292(ZTl7 Tl)7
Aby(z,7) = 6iT,7TZ294(ZT/,T/),
Aby(z,7) = fie”/’r;@l (27, 7").
Derivando la ultima ecuacion y sustituyendo z = 0 queda
A01(0,7) = —iT'07(0,7").

Aplicando dos veces la formula del teorema 5.46 obtenemos —A = —iA3/7, o
también, A2 = —it, luego A = ++v/—ir.

Para determinar el signo observamos que A0(0,7) = 6(0,—1/7), por lo que A
es una funcién continua de 7, que tiene que coincidir con una de las dos ramas
holomorfas de la raiz cuadrada de —iT. La que hemos llamado v/—i7 es la
que sobre 7 = v (luego —iT = v) toma el valor positivo, y la otra rama es la
que toma valores negativos sobre el eje imaginario. Basta, pues, determinar el
signo de A en dicho eje. Ahora bien, A0(0,iv) = 6(0,i/v) y 6(0,iv) > 0, luego
A(iv) > 0. ]

Relacién con las funciones o; Ya hemos senalado la analogia entre las
funciones zeta y sigma. Ahora podemos precisarla:

Teorema 5.50 Sea R = (wy,ws) un reticulo completo, con la base orientada
de modo que T = wy/wy cumpla ImT > 0. Entonces

w1e"122/“’1 0 em=’/w P
U(Z) - 7_[_92(7_)03(7_)04(7_) 1(2/601,7'), 0'1(2) - W 2(2/&)1,7’),
emzz/wl 0 67)122/0.)1 0
o9(2) = m 1(z/wi,T), o3(z) = m 3(z/w1, T).
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DEMOSTRACION: Consideremos la funcion
e*’“zQ/“’la(z)
01(z/w1,T)
Observemos que 6;(z,7) se anula en los puntos de la forma m + nwsy/wy,
luego 01 (z/w1,7) se anula en los de la forma mw; + nws, es decir, en los de R,

donde se anula o, y ambas tienen ceros simples, luego f es una funcién entera.
Vamos a ver que es eliptica en R:

f(z) =

B e S Wl Gl VI
f(z—l—uﬂ) e 91(z/w1+1,7-)
_ emfengm@ete) “CR ()
—01(z/w1,7) ’
Flz+wy) = e mEtw) /e o(z + ws)

01(z/wr +7)
—em2(2zHw2) 5 (2)
eIy (2 fun, 7)

— e(fmr+n2+7ri/w1)(2Z+wz)f(z) = f(2)

_ 6_77122/“’1 e~ MmT(2z4w2)

bl

donde hemos usado que 5.41 implica que —n17 + 12 + 7i/wy = 0.
Asi pues, f es eliptica de grado 0, luego es constante. Equivalentemente:
o(z) = Ce"lzz/“’lél(z/wl,ﬂ.
Para calcular la constante derivamos:
212
o'(z) = Cem?" /= 7211 01(z/wi, 7) + Cem= 1! (2 )wr, T) Jun
y evaluamos en z = 0:
1=C0\(1)/wr,
lo que nos da la primera féormula del enunciado. Las restantes se obtienen a

partir de la definicién de las funciones o; junto con las formulas que determinan
o(z/w1 +w;/2) y 0;(2/w1 + 7/2) y la relacion de Legendre. "

5.6 Las funciones elipticas de Jacobi

Ya hemos visto que es facil construir funciones elipticas como cocientes
de funciones zeta. Una de las mas simples que podemos formar (que no sea
constante) es £(z,7) = 01(z,7)/04(2,7). Se comprueba inmediatamente que
E(z+1,7)=—€(2, 1) y E(z+1,7) =&(2,7), por lo que ¢ es eliptica en (2,7),.
Vamos a caracterizarla mediante una ecuacion diferencial. Para ello observamos
que la derivada

01 (2, 7)04(2,7) — 01(2,7)0(2,T)
02(z,7)

f/('sz) =
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también cumple que &'(z+1,7) = —&'(2,7), &'(z+1,7) = &' (2, 7), asi como que

el cociente fo(z,7)05(z,7)/03(2, 7) cumple lo mismo, por lo que
)

_ {27 _ 01(2,7)0a(2,7) — 01 (2,7)04(2, 7)
0>(z,7)05(2,7)/03(z,T) O5(2,7)03(2,T)

es una funcion eliptica en R=(1,7), con a lo sumo polos simples en dos puntos
de C/R, a saber, en 1/2 y (7 4+ 1)/2. Ahora bien, una comprobacion rutinaria
muestra que ¢(z + 7/2,7) = ¢(2,7), luego ¢ es eliptica en (1,7/2) y tiene
a lo sumo un polo simple en 1/2 moédulo este reticulo, luego ¢ es constante.
Concretamente, por 5.46:

¢(z,7)

01(7)04(7)

L L — 62 ().
0,(r)0s(r) 1T

¢(07 Z) =

Con esto hemos probado que

02(2,7’) 03(2’,’7’)
04(2,7) O4(z,7)"

La ecuacién se simplifica si la elevamos al cuadrado:

03z, 7)€ (2, 7) = 7 (05(7)03 (2, 7)) (03 (7)05 (2, 7).

Asi podemos aplicar las relaciones del teorema 5.45, que nos dan:

04 (2, 7)¢% (2, 7) = m° (95 ()02 (2, 7) — 62(7)02 (2, T)) (9§ (1)02(2,7) — 62(7)03 (2, T)),

§'(z,m) = n03(r) (5.10)

o también (omitiendo las variables, teniendo en cuenta que sdlo la funcion &
depende de z):

2
(%) =0 - 366 - e,

Tenemos asi una ecuaciéon diferencial que puede simplificarse ain mas si
efectuamos unos cambios de variable. En efecto, si llamamos u = 763z, entonces

AN 03 ,
(w) _(9%_5)(1_9%5),

y si ahora llamamos

la ecuacion se convierte en
dy 2 2 2 2
o) ==y = k),
donde k(1) = 03(7)/03(7). Explicitamente:

ylu,7) = Ziﬁii ¢ (w?@) '

Como £ tiene periodos 2 y 7, manteniendo la notacién de Jacobi, vemos que y
tiene periodos 27 63(7) y w7 63(7). Introducimos ahora la notaciéon de Jacobi:
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Definicion 5.51 Para cada 7 € C con Im 7 > 0, definimos los periodos

K(r) =363,  K'(r)= —%” 63(r) T = —iK(r) 7.

Notemos que K (7) # 0 (porque 03(z,7) no se anula en z = 0).

Las funciones elipticas de Jacobi, definidas para (u,7) € C x H, son las

funciones
n(u,7) = 05(7) 61(u/2K(T),T)
’ O2(1) 04(u/2K(7),7)’
en(u,r) = 04(7) O2(u/2K(7),T)
’ Oo(7) 04(u/2K(7),7)’
dn(u, 7) 04(7) 93(U/2K(T),T).
’ 05(7) O4(u/2K(7),7)

Conviene definir también el mddulo y el mdodulo complementario de las fun-
ciones elipticas de Jacobi como

k(r) = 03(n)/03(r),  K'(7) = 03(7)/03(7),

respectivamente. En lo sucesivo, para aligerar la notacién, omitiremos la de-
pendencia de 7.

El teorema 5.45 nos da que k%2+k’2 = 1. Teniendo en cuenta que, claramente,

k2, k"% # 0, concluimos también que k2, k"2 # 1.

La funcién snu es precisamente la funcién y a la que hemos llegado en la
discusién previa a esta definicion. La tabla siguiente recoge las caracteristicas
principales de las funciones de Jacobi, que discutimos seguidamente:

sn cn dn
Periodos 4K, 2K'i 4K, 2K +2K'i 2K, 4K'i
Ceros 2mK + 2nK'q 2m+ 1)K +2nK'i | 2m+ 1)K 4+ (2n+ 1)K'4
Polos 2mK + (2n+ 1)K'i | 2mK + (2n+ 1)K'q 2mK + (2n + 1)K'i
Paridad impar par par
Valor en 0 0 1 1
Valor en K 1 0 14
Derivadas cnudnuw —snudnu —k%snudnu
Residuos 1/k —i/k —1

Periodos Tenemos las relaciones

sn(u+2K) = —snuw,
cn(u 4+ 2K) = —cnw,
dn(u+2K) = dnu,

sn(u+2K'i) = snu,
en(u+ 2K'i) = —cenu,
dn(u + 2K'i) = —dnu.

Es claro que K, iK' = K7 son linealmente independientes sobre R, luego
concluimos que las funciones de Jacobi son elipticas sobre los reticulos que indica
la tabla. Notemos que, tal y como se indica, cnu es eliptica sobre el reticulo
(4K,2K + 2K'i),, que es mayor que el obvio (4K,4K"i),.
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Ceros y polos De los ceros y polos de las funciones zeta se deducen inme-
diatamente los ceros y polos de las funciones de Jacobi (todos los cuales son
simples). Por ejemplo, u es un polo de cualquiera de ellas si y solo si u/2K es
un cero de Oy, es decir, si u/2K = 7/2 4+ m + n1, lo que equivale a que

u=2mK+ 2n+ 1)K =2mK + (2n + 1)K'i.

Similarmente se calculan los ceros. La figura siguiente representa el paralelo-
gramo de lados 4K y 4K'i. Las tres funciones tienen sus polos en los vértices
marcados con la letra n, mientras que los ceros estan en los vértices marcados
con la inicial de cada funcion.

AK'i . c 5 c s
n d n d n
S C S C S
n d n d n
S C S C S 4K

Paridad Teniendo en cuenta que #; es impar y las otras tres funciones zeta
son pares, concluimos que sn es impar, mientras que cn, dn son pares.

Valores notables Los valores en 0 se calculan trivialmente teniendo en cuenta
que 61(0) = 0y que 6;(1) = 0;(0,7). Los valores en K se obtienen inmediata-
mente a partir de los valores de 6;(1/2). A partir de aqui, conociendo los ceros
y los polos y las relaciones de cuasiperiodicidad, podemos calcular facilmente
los valores en todos los niimeros de la forma mK + nK'i.

Relaciones El teorema 5.45 nos da las relaciones

snu+cn?u = 1

b

Esn®u+dn’u = 1.
Derivadas Aplicando a la relacion (5.10) los cambios de variable que trans-

forman & en snu obtenemos

dsnu 07 0y(u/2K)03(u/2K)
du o 0293 92(11,/2]:{)

=cnu dnu.

Derivando las relaciones del apartado precedente obtenemos las derivadas de las
otras dos funciones. Estas derivadas determinan a su vez los coeficientes de las
series de Taylor en 0 de las tres funciones de Jacobi, asi como los de las series
de Laurent alrededor de sus polos, todos los cuales son claramente polinomios
en k2 (aunque no es facil dar una expresion explicita o recurrente para el término
general).
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Residuos El teorema [An 10.27]| nos permite calcular los residuos en los polos.
Por ejemplo,
Os(1)  01(7/2,7) O03(T)m03(T) iq~/*04(T) 1

R K’ ) = = =

esonu, K) = 5 @ Oy /2. 7)/2K Os(r) imq 0 (r) K
donde 0(7/2, ) se calcula derivando la expresion para 4(z +7/2) y evaluando
en z = 0.

Relacion con las funciones trigonométricas Es evidente la similitud entre
las propiedades de las funciones elipticas de Jacobi y las funciones trigonomé-
tricas. Esto se debe a que las funciones trigonométricas pueden verse como el
caso limite de las funciones de Jacobi cuando 7 — oo.

En efecto, sabemos que, cuando 7 — oo, las funciones
01 (Za T)€7riT/47 62(Z7 T)eﬂ-iT/47 02 (Z7 T)a 94(Z7 T)a

tienden, respectivamente, a las indicadas en (5.9). De ahi se desprende a su vez
que
K(r) — m/2, K'(1) =0, k(t) — 0, K'(r) =1,

sn(u, T) — sen u, cn(u, 7) — cos u, dn(u,7) — 1.
Generacién de funciones elipticas Observemos que la funciéon sn?u es
eliptica en el reticulo R = (2K,2K"i),, luego también lo es snucnudnu (la
mitad de su derivada). Veamos ahora que estas funciones pueden usarse en
lugar de las funciones de Weierstrass p y @’ para generar todas las funciones
elipticas en R:

Teorema 5.52 Dado 7 € C con Im7 > 0, toda funcion eliptica par sobre el
reticulo R = (2K, 2K'i), es de la forma P(sn®u), donde P(X) € C(X) es una
funcion racional. Toda funcion eliptica en R se expresa en la forma

P(sn?u) + Q(sn®u) snucnudnu,
para ciertas funciones racionales P(X),Q(X) € C(X).

DEMOSTRACION: La funcién p(u) = sn?(u+ K'i) es par y tiene polos dobles
en los puntos de R. FKsto basta para que la prueba del teorema 5.27 valga
igualmente cambiando g por p. La tnica pequena variante es que el desarrollo
en serie de Laurent de p no empieza por 1/u?, sino por 1/k?u?, pero esto no
afecta a la prueba. De hecho, ni siquiera importa cual es exactamente el valor
del coeficiente de 1/u?. Basta con saber que no es nulo.

A su vez, la prueba del teorema 5.28 se adapta sin cambio alguno para probar
que toda funcién par eliptica sobre R es una funcién racional de p. Ahora bien,
si f(u) es par, también lo es f(u + K'i), luego f(u + K'i) = P(sn?(u + K'i)),
luego f(u) = P(sn?u).

Asi pues, toda funcién par eliptica en R es de la forma P(sn?u), y la prueba
de 5.29 vale sin cambio alguno para obtener el caso general. "
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La diferencia esencial entre el enfoque de Weierstrass y el de Jacobi es que
Weierstrass construyo una funcion eliptica sobre un reticulo arbitrario, mien-
tras que las funciones de Jacobi dependen de 7 y no es cierto que los reticulos
(2K (7),2K'(7)i), recorran todos los reticulos completos posibles en C. De mo-
mento observemos que K'(7)i/K(7) = 7, por lo que, de los infinitos pares de
nameros complejos wy,ws tales que wa/w; = 7, s6lo uno de ellos es concreta-
mente 2K (7),2K'(7)i. Volveremos sobre esto en el capitulo siguiente (véase la
nota de la pagina 208).

Foérmulas de adicion Las funciones elipticas de Jacobi satisfacen féormulas
analogas a las del seno o el coseno de una suma, aunque un poco més sofisticadas:

Teorema 5.53 Se cumplen las identidades siguientes:

snucnvdnv+ cnudnusnv

sn(utv) = 1 —k2sn2usn?wv ’
_ cnucnv —snudnusnvdno
on(utv) = 1 —k2sn?2usn?wv ’
dnudnv — k?snucnusnvcenv
dn(u+v) = .

1 —k2sn?2usn?v

DEMOSTRACION: Fijemos un o € C arbitrario y consideremos las funciones
s1(u) = snwu, sz(u) = sn(a — u). Entonces

st = (1 - s —ks]), s =(1-s3)(1—k*s3).
Volviendo a derivar:
2s) s = —2s18) (1 — k?s2) — (1 — 5%)2k?s15],

luego
sy = — (14 k*)s; + 2k3s3

Igualmente llegamos a que
sy = —(1 4+ k%)sy + 2k?s3

Operando obtenemos

ssy—sysy  2k%sysa(si—s3)  2k%sisy
2.2 2.2 (o2 2 = 2
§2s2 — 5252 (52— s2)(1 — k2s2s2) 1 — k25252
luego'3
1 1
/ / / 2

(8855 — shs1) = ————5—5(1 — k?s%s3).
/ ’ ( 1°2 2 1) 2.2 2( 1°2
8182 — 8581 1 —k?s7s5

13Esta igualdad requiere que los denominadores no sean idénticamente nulos, pero es facil
ver que el primero s6lo puede ser nulo si a € (2K,2K’4), o bien o € K'i + (2K,2K"i), (pues
en tal caso log’ s1 = £log’ s2, luego s1 = CSQil), y el segundo solo si « € K'i + (2K, 2K'3),.
En lo sucesivo excluimos esos valores de a.
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Integrando obtenemos que

882 — 5’281
1 — k25253

=C(a).

Explicitamente, llamando v = o — v tenemos la igualdad'4

cnudnusnv + cnvdnovsnu

=C .
1 —k2sn2usn?v (u+v)
En particular, para v = 0 queda C(u) = sn u, luego tenemos la primera igualdad
del enunciado.

Un céalculo rutinario muestra que si elevamos al cuadrado y sumamos los
miembros derechos de las dos primeras formulas del enunciado el resultado es 1.
Esto implica que la segunda formula se cumple salvo tal vez un signo, pero
evaluandola en u = 0 se ve que el signo tiene que ser el positivo.

La tercera férmula se prueba igualmente, ahora multiplicando por k? el cua-
drado del miembro izquierdo de la primera igualdad. L]

El caso 7 = v La notacion de Jacobi para los periodos de sus funciones
elipticas esta pensada para que resulte natural cuando 7 es imaginario puro, en
cuyo caso las funciones 6;(iv) toman valores en 0,400 y, mas atn, segin el
teorema 5.48 la funcién v — /k(iv) biyecta el intervalo |0, 4+o0[ con ]0,1[. En
particular, el modulo k2 toma una vez cada valor en este intervalo.'® Por ello
es habitual escribir sn(u, k), cn(u, k), dn(u, k) tomando a k, o incluso a k2, como
variable independiente.

En esta caso es claro que K, K’ > 0, asi como que las funciones de Jacobi
toman valores reales sobre los niimeros reales, por lo que (a partir de las series de

Taylor) podemos calcular sus graficas. La figura muestra las correspondientes a
k2 =1/2:

-1

Como es facil justificar a partir de las relaciones fundamentales, vemos que
snu y cnu oscilan entre —1 y 1, mientras que dn oscila entre &” y 1.

La funcién « = snt es biyectiva en [0, K], luego podemos usarla como cambio
de variable en la integral

K
cntdntdt :/ d —
0

/ \/1—x2 1—k2x2 \/1—sn2t )(1 — k2sn?t)

14y 4lida cuando (u,v) varfa en el abierto de C2 que resulta de excluir los pares donde
a = u + v toma alguno de los valores descartados (que forman un cerrado en C).

15En el capitulo siguiente generalizaremos parcialmente este resultado. Véanse las observa-
ciones tras 6.18.
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Por otra parte, el teorema 5.49 implica las relaciones
K'(vi) = K(i/v), K (vi) = k(i/v),

luego aplicando a i/v la féormula que hemos obtenido para K obtenemos la
relacion analoga para K', es decir:

Teorema 5.54 Los valores K e iK' asociados a las funciones de Jacobi de
mddulo 0 < k? < 1 vienen dados por

T dxr

1 d , 1
K_/o V(= 2?)(1 - k22?) " _/0 V(T —2?) (1 —k?%2?)

Se suele representar por K(m) la funcion

! dx
K(m)z‘/0 \/(1—x2)(17mx2)’ 0<m<1,

que nos da los periodos de las funciones de Jacobi de pardmetro m = k2. Asi
K'(m) = K(1 —m). El cambio de variable x = sen nos da una expresion

alternativas: P
K(m) = / L
o V1—msen26

Mas en general, podemos definir la funcion

¢ df sen e da
Fotm= [ |
o V1—msen26 0 V(1= 22)(1 — ma?)
que, como funcién de ¢, esté definida sobre toda la recta real, y es creciente. La

funcion F se llama integral eliptica de primera clase. Su inversa Am(u | m) se
llama amplitud. El cambio de variable x = snu nos da que

/snu dx
F(arcsensnu,m) = =u,
o /(1 —22)(1—ma?)

luego arcsensn(u) = Am(u) y snu = sen Am(u), para todo u € R. De aqui se
deduce facilmente que cnu = cos Am(u).

Ahora es evidente que las funciones snu, cnu, dn u son las mismas que estu-
diamos en la seccion [IC 6.4], pero ahora sabemos que se extienden a funciones
meromorfas doblemente periodicas en C.

Relacion con las funciones de Weierstrass Vamos a relacionar ahora las
funciones de Weierstrass asociadas a un reticulo R = (wi,ws2), con la base
ordenada de modo que 7 = wy/wy cumpla Im7 > 0 y las funciones de Jacobi
asociadas a 7. Para ello empezamos considerando las funciones

o3(2)
O'Q(Z) ’

A(z) = . M) = 71(2) Aa(z) =

0'2(2)7
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La relacion (5.7) nos permite expresarlas en términos de la funcion de Weiers-
trass:
1 — —
M= e M) = YD ZG o VRO
p(z) —e2

mientras que el teorema 5.50 nos da las definiciones equivalentes en términos de
funciones zeta:

w1 91(2/(4)177')

)\(Z) - 7T9293 94(2’/&)1,7’)’ )\1(2)

_ 07402(2/0.)1,7')
92 t94(2/(,n11,7')7

o 94 93(2’/&)1,’7’)

As(z) = 03 04(z /w1, )

En particular

w0503 94(1/2,7‘) . L@%

Ver—e=Mw/)™ = g Es = T8

luego

2K = 7107 = wi\/e; — e, 2K'i = 2K T = wa/e — es.

Igualmente

es —ex _ o(wi/2)on(ws/2) _ Mwi/2) _ 05 _
\/;_ oa(w1/2)o(ws/2)  Aws/2) 632 k, (5.11)

y del mismo modo se comprueba que

€3 — €1
=K.
€2 — €1
Ahora es facil ver que

u - VEl — €2
snu —\/61—62/\(m> = ,

u) Volz) —es
Vel — e

dnu = Ag(

donde z = u/\/e; — es.



Capitulo VI

Funciones modulares

Como ya hemos observado en el capitulo anterior, si wy,ws son dos nimeros
complejos no nulos, toda funcién meromorfa f con periodo w; puede transfor-
marse en una funcién meromorfa con periodo ws sin méas que hacer el cambio
de variable lineal f(z) = f(wiw; *2) y, como consecuencia, es irrelevante consi-
derar funciones con un periodo u otro. Sin embargo, esto ya no es asi cuando
consideramos funciones doblemente periddicas (funciones elipticas), y la conse-
cuencia correspondiente es que el comportamiento algebraico de las funciones
elipticas si que depende hasta cierto punto de cuél sea concretamente su reticulo
de periodos. En este capitulo vamos a estudiar esto con mas detalle.

6.1 EIl grupo modular

La observacion precedente sobre cambios de variables lineales en funciones
periodicas puede expresarse alternativamente en los términos siguientes: si una
funcion meromorfa f admite como periodos los elementos de un reticulo no
nulo Ry o € C es no nulo, entonces el cambio de variable lineal f(z) = f(a~'z)
da lugar a una funciéon meromorfa que admite como periodos a los elementos
del reticulo

aR = {aw |w € R}.

Esto nos lleva a la definicion siguiente:

Definicién 6.1 Dos reticulos Ry S en C son linealmente equivalentes si existe
un « € C no nulo tal que S = aR.

Obviamente se trata de una relacion de equivalencia en el conjunto de todos
los reticulos en C. Lo que hemos probado es que los reticulos de periodos de
dos funciones meromorfas relacionadas por un cambio de variables lineal son
linealmente equivalentes y, reciprocamente, que si dos reticulos son linealmente
equivalentes, toda funciéon meromorfa que tenga por periodos a los elementos
de uno, puede transformarse mediante un cambio de variable lineal en otra que
tenga por periodos a los elementos de otro.

205
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Lo que distingue en este sentido a las funciones simple y doblemente perio-
dicas es que todos los reticulos de rango 1 son linealmente equivalentes, pues

(wa)z = wawy w1z -

En cambio, como veremos enseguida, no todos los reticulos de rango 2 —es decir,
los reticulos completos— son linealmente equivalentes entre si, por lo que no es
cierto que toda funcion eliptica pueda transformarse en otra con un reticulo de
periodos prefijado mediante un cambio de variable lineal.

Si dos reticulos S = aR son linealmente equivalentes, entonces la aplicacion
¢:C/R—C/S

dada por ¢([z]) = [az] es un isomorfismo de grupos.*

Esto nos lleva al problema de determinar cuando dos reticulos completos
son linealmente equivalentes y, méas precisamente, a encontrar representantes de
las distintas clases de equivalencia lineal de reticulos. Lo primero que podemos
observar es que

(Wi, w2)y = w1 (Lwa/wi), = wa (1, w1 /wa), -

El hecho de que w; y wo sean linealmente independientes sobre R equivale
a que wi/we ¢ R, es decir, a que Im(wy/wz) # 0, y es claro entonces que
Im(wy /w2) y Im(wz/wy) tienen signos opuestos. Como conclusion:

Teorema 6.2 Todo reticulo completo en C es linealmente equivalente a uno de
la forma (1,7),, conImT > 0.

Esto implica que, a la hora de estudiar funciones elipticas, no perdemos
generalidad si suponemos que tienen a 1 entre sus periodos, asi como que basta
estudiar la equivalencia lineal sobre reticulos de la forma indicada en el teorema
anterior.

Como ya senalamos en el capitulo anterior, si R = (wi,w2), y 7 = wa/wi,
la condicién Im7 > 0 equivale a que la base wq,ws esté orientada, y cualquier
base ordenada de un reticulo completo puede orientarse sin méas que permutar
sus elementos o cambiar el signo a uno de ellos.

Ahora probamos el resultado basico sobre equivalencia lineal de reticulos:

1Més atin, si consideramos en los cocientes la estructura analitica dada por A.29, la apli-
cacion ¢ es claramente biholomorfa y, reciprocamente, —y esto ya no es inmediato— dos
variedades C/R y C/S son biholomorfas si y s6lo si los reticulos Ry S son linealmente equiva-
lentes. Esto esta probado en A.35 para el caso de los reticulos completos, pero el caso de los
reticulos de rango 1 es trivial, pues todos son linealmente equivalentes, luego las variedades
cociente son todas biholomorfas entre si, como, por otra parte, ya sabfamos, ya que todas son
biholomorfas a C\ {0}. Esto significa en el fondo que hay tantas clases de funciones elipticas
diferentes desde un punto de vista analitico como clases de equivalencia de reticulos completos
respecto de la equivalencia lineal.



6.1. EI grupo modular 207

Teorema 6.3 Sean R = (w1, w2), y S = (w],ws), dos reticulos en C con bases
elegidas de modo que T = wo /w1 y T = wh /Wy tengan parte imaginaria positiva.
Entonces R y S son linealmente equivalentes si y sdlo si existen nimeros enteros
a, b, ¢, d tales que

, ar+b

= d—b :1.
T C’r+d7 [¢ C

DEMOSTRACION: Segun acabamos de senalar, la condicién sobre las bases
equivale a que estén orientadas. También hemos visto que R y S son lineal-
mente equivalentes a (1,7), y (1,7"),, respectivamente, luego seran linealmente
equivalentes si y solo si lo son estos dos reticulos. Esto sucede si y s6lo si existe
un o € C* tal que (1,7), = (o, a7’),, lo cual a su vez equivale a que existan
nimeros enteros a, b, ¢, d tales que

a=d+cr, ar’ =b+ar, ad — bc = +1,

o también a que
b
T,:a7'+ , ad — be = +1.
cT+d

Ahora observamos que

I’ — Im((at +0)(cT +d))) beIlm7 +adIlm7T  ad—be -
N ler + d|? B ler + d|? et +dJ? ’

y por la hipétesis de orientacion tiene que ser ad — bc = 1. m

Ahora es inmediato que existen infinitas clases de equivalencia lineal de
reticulos completos, ya que cada clase s6lo contiene una cantidad numerable
de reticulos de la forma (1,7),, y hay una cantidad no numerable de reticulos
de esta forma. Enseguida precisaremos mucho maés la situacion.

Recordemos de A.3 (y las observaciones posteriores) que las transformaciones
de Mobius que fijan al semiplano

H={reC|Im7 >0}

son las asociadas a matrices del grupo LE(2,R). El teorema anterior nos lleva
a considerar el subgrupo siguiente:

Definicién 6.4 Llamaremos grupo modular al grupo I' = LE(2, Z) formado por
las matrices 2 X 2 con coeficientes enteros y determinante 1.

Cada elemento de I' determina una transformacion de Mdébius que, a su vez,
por el teorema A.3, se restringe a una aplicacion biholomorfa del semiplano H
en si mismo. A dichas transformaciones de Md&bius las llamaremos transforma-
ciones modulares.

Mas precisamente, la aplicacién que a cada matriz de I' le asigna su trans-
formacion de Mobius asociada es un homomorfismo de grupos cuyo nicleo es
{+£I}. Asi, cada transformacion modular tiene asociado un par de matrices +M
en el grupo modular.
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Diremos que dos puntos 7, 7/ € H son equivalentes respecto del grupo mo-
dular si existe una transformacion modular f tal que v/ = f(7).

Obviamente esta equivalencia es una relacién de equivalencia y, en estos
términos, el teorema 6.3 afirma que dos reticulos (1,7), y (1,7'), con 7, 7/ € H
son linealmente equivalentes si y sélo 7 y 7/ son equivalentes respecto del grupo
modular.

Nota Si R = (wl,ng)Z es un reticulo completo en C y llamamos 7 = wy /w1,
para cualquier 7/ € H de la forma 7" = (a7 + b) /(¢ + d), podemos considerar
wi = dwy + cwe, Wy = bwy + awy, que forman también una base del mismo
reticulo Ry wh/w) =7/,

Por lo tanto, aunque existe una cantidad no numerable de reticulos lineal-
mente equivalentes a R, si tomamos cualquier base (orientada) de cualquiera
de ellos, el cociente 7 = wq/wy sblo puede recorrer una cantidad numerable de
elementos de H (una clase de equivalencia respecto del grupo modular). Cada
uno de estos elementos determina un reticulo de la forma (2K (7),2K'(7)i), que
constituyen los periodos de las funciones de Jacobi sn(u; 1), cn(u; 7), dn(u; 7).

Asi pues, de entre la cantidad no numerable de cuerpos de funciones elip-
ticas con reticulo de periodos linealmente equivalente a R, s6lo una cantidad
numerable de ellos puede estudiarse (directamente) a través de las funciones de
Jacobi. Indirectamente pueden estudiarse todos, ya que las funciones de cual-
quiera de ellos se transforman en la de cualquier otro mediante un cambio de
variable lineal. L]

Notemos que, para transformaciones de determinante 1, como son las del
grupo modular, la formula que hemos considerado al final de la prueba del
teorema 6.3 se reduce a:

ar +b 1

I = I
M rd ler + d|?

mr. (6.1)

El teorema siguiente nos proporciona una representacion geométrica del co-
ciente de H sobre la equivalencia respecto del grupo modular:

Teorema 6.5 Todo 7 € H es equivalente respecto del grupo modular T' a un
punto del conjunto

D={reH||Rer|<1/2, || >1},

y dos puntos T, 7' € D no son equivalentes entre si excepto si estdn en la
frontera y cumplen ReT = £ Re7’, Im7 = Im7'. Ademds, el grupo modular
estd generado por las matrices

(1) v ()

(cuyas transformaciones asociadas son t(7) =7+ 1 y s(r) = =1/7).
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DEMOSTRACION: El dominio D es la parte
sombreada en la figura, donde p es la raiz ca-
bica de la unidad D

p:L V-3 1) i P
5 .

Llamemos IV al subgrupo de I" generado por
s y t. Notemos que —1 = s? € I'. Fijado
7 € C, los nameros ¢t +d con ¢, d € Z forman  —1 —1/2 1/2 1
un reticulo complejo, luego segiin [TAl 3.6], es un subconjunto cerrado y discreto
de C. Por lo tanto el conjunto

{ler +d| | (c,d) € Z*\ {(0,0)}}

tiene un minimo elemento.

La formula (6.1) muestra entonces que podemos tomar z € H equivalente
a 7 respecto a I con parte imaginaria maximal. Aplicando varias veces la
traslacion t o bien ¢! no alteramos la parte imaginaria (y pasamos a puntos
equivalentes respecto a I''), luego podemos suponer que z cumple |Re z| < 1/2.
Si fuera |z| < 1 entonces s(z) tendria parte imaginaria mayor, luego ha de ser
2] > 1.

Con esto hemos probado que todo punto de H es equivalente a uno de D
respecto a IV . Ahora probaremos que dos z, 2z’ € D no son equivalentes respecto
de T salvo que estén en la frontera y sean simétricos respecto al eje imaginario.
Ciertamente, un par de puntos simétricos en estas condiciones son equivalentes
(a través de ¢t si Rez = £1/2 o a través de s si |z] = 1).

Mas precisamente, vamos a probar que si z, 2’ € Dy g € I' cumplen que
g(z) = 2/, g # +I, entonces z y 2’ estan en la frontera de D, son iguales
o simétricos respecto al eje imaginario y, salvo signo, g es una de las nueve
matrices que se indican en la figura siguiente:
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Explicitamente, las matrices (més la identidad) son:

4 ( 10 (1 0 (10
t‘(—1 1)’ I‘(o = 1 )

[y

Pongamos que
at +b

9(7) = cr+d’
Cambiando los signos podemos suponer que ¢ > 0. Intercambiando z y 2z’
podemos suponer que Imz < Im2z’. Con tal intercambio estamos cambiando
g por ¢!, pero no perdemos generalidad porque la inversa de cualquiera de
las 10 matrices anteriores es una de ellas (o la opuesta de una de ellas). La
formula (6.1) nos da entonces que |cz + d| < 1, pero Im z > \/3/2, luego ha de
ser ¢ < 2/+/3, luego ¢ =0, 1.

Si ¢ = 0 entonces ad = 1. Podemos suponer « =d =1y asi g(7) =7 + 0.
Esto ya implica que Im z = Im 2/, y ademéas | Rez — Re 2’| = |b], lo cual sélo es
posible si b = +1 y z, 2’ tienen partes reales +1/2. En particular, g es una de
las dos matrices distintas de la identidad de la primera fila de la enumeraciéon
anterior.

Supongamos a partir de aqui que ¢ = 1. La relacion |z 4+ d| <1 con |z] > 1
solo puede darse si d = —1, 0, 1.

Sid = 0 entonces |z| = 1y la condicién ad—bc = 1 se reduce a b = —1, luego
g(t) =a—1/7. Como —1/z también tiene modulo 1, para que 2’ = a—1/z esté
en D, las tnicas posibilidades son que a = 0 (y entonces z y 2z’ son simétricos
respecto al eje imaginario) o bien que a = +1 (y entonces z y 2z’ han de ser p
y s(p)). En cualquiera de los dos casos se cumple lo que queremos probar, y
ademés ¢ es necesariamente una de las tres matrices de la segunda fila de la
enumeracion.

A partir de aqui suponemos que d = +1. Entonces |z +d| <1 con z € D
s6lo puede darse si z =pyd=1o0bien z=1+py d= —1. Vamos a estudiar
el primer caso, pues el segundo es andlogo. Tenemos que

at+a—1 1
—_— =a— .
T+ 1 T+ 1

g(r) =

Teniendo en cuenta que p? + p + 1 = 0, vemos que

Z=g(z)=gp)=atp=a+z,

lo cual solo deja dos opciones: o bien a =0y z = 2" =p,obiena =1y
z=p, 2/ =1+ p. Estas dos posibilidades corresponden a dos de las matrices
de la tercera fila de la enumeracion. Las otras dos aparecen en el caso analogo
z2=14p, 2 =p.
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Solo falta probar que I' = I". En efecto, si g € ', para cada z en el interior
de D, acabamos de probar que g(z) es equivalente a un 2z’ € D respecto a I,
luego existe ¢’ € T tal que ¢'(g(z)) = z’. Como z no esta en la frontera de D,
también hemos visto que esto solo puede ocurrir si ¢'(g(z)) = z. Como I es
numerable, tiene que haber un mismo ¢’ que cumpla esta relacion para una
cantidad no numerable de puntos z en el interior de D, luego por el principio de
prolongacién analitica ha de ser go g’ = 1, luego g = ¢'~! € I'". (Notemos que,
viendo a ¢ y ¢’ como matrices, lo que hemos probado es que ¢ = +¢'~! pero,
como —1 € I, la conclusién es correcta.) "

Asi pues, podemos ver a los puntos de D menos los puntos de su frontera
con parte real negativa (o, alternativamente, positiva) como representantes de
las clases de equivalencia de reticulos respecto del grupo modular.

De este teorema vamos a extraer muchas consecuencias. Pero antes conviene
observar lo siguiente:

Interpretacion en términos del semiplano de Poincaré Los resultados
de esta seccion tienen una interpretacion geométrica muy natural, pero no en
términos de la geometria euclidea. Recordemos que si definimos las rectas de H
como las rectas verticales y las semicircunferencias de centro en el eje real, en-
tonces H se convierte en un modelo de la geometria hiperbolica plana (el modelo
de Poincaré) |G 11.13]. Las isometrias hiperbolicas son las transformaciones de
Mbobius (generales, no necesariamente directas) que fijan a H. En particular,
los movimientos hiperbolicos (las isometrias que conservan la orientacion) son
las transformaciones de Mobius (directas) que fijan a H, es decir, las transfor-
maciones asociadas a las matrices del grupo LG(2,R). En particular, todos los
elementos de I' son movimientos hiperbélicos.

En estos términos, la frontera de D esta formada por dos semirrectas hi-
perbolicas y un segmento de recta que une sus origenes. Es un “tridngulo con
un vértice infinito” y, al aplicarle los movimientos de ' (que transforman rectas
en rectas), las figuras resultantes son también tridngulos con un vértice infinito
(s6lo que el vértice infinito no tiene por qué ser el punto co, sino un punto del
eje real). Las diferencias de aspecto entre las distintas imagenes de D que vemos
en la figura anterior son aparentes, es decir, son “euclideas”, pues en términos de
la geometria hiperbolica todas las imagenes son “iguales” en el sentido de que
son congruentes. El teorema anterior puede enunciarse como que

H={ g[D],

ger

y que dos conjuntos ¢1[D] y ¢2[D] son disjuntos o tienen a lo sumo puntos
de su frontera en comin. EI hecho de que todos los trasladados de D por
las transformaciones de I' sean “iguales” respecto a la geometria hiperbélica
puede enunciarse diciendo que dichos trasladados forman una teselacion del
plano hiperbolico (un cubrimiento sin solapamientos —no triviales— por piezas
congruentes entre sf).
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De acuerdo con la seccion |G 11.5], existen tres clases de movimientos hi-
perbolicos: giros, giros infinitos y traslaciones. A continuacion vamos a llegar a
este mismo resultado de forma més directa. L]

Si g € LE(2,R), sus puntos fijos en C* (es decir, los de su transformacion
de Mobius asociada) son sus vectores propios (los vectores propios de g como
matriz) interpretados como coordenadas homogéneas de la recta proyectiva.
Si g tiene un espacio de vectores propios de dimensién 2, entonces g = +1 y
su transformacién de Mobius asociada es la identidad. Descartando este caso,
las posibilidades son que g tenga uno o dos espacios de vectores propios de
dimension 1 (segin si su polinomio caracteristico tiene una raiz doble o simple).
Por consiguiente, g tiene uno o dos puntos fijos en C>°. El hecho de que los
coeficientes de g sean reales implica que si z € C es un punto fijo, también lo es
su conjugado zZ. Con esto llegamos a la clasificacion siguiente:

Definiciéon 6.6 Sea g € LE(2,R) una transformacion g # +1.

1. Diremos que g es parabdlica si tiene un tinico punto fijo en R U {oo} (que
seré, de hecho, su tnico punto fijo en C*).

2. Diremos que g es eliptica si no tiene puntos fijos en RU{oc} (en cuyo caso
tendra dos puntos fijos, un z € H y su conjugado z ¢ H).

3. Diremos que g es hiperbdlica si tiene dos puntos fijos en R U {oo} (que
seran, de hecho, todos sus puntos fijos en C*).

La discusion precedente muestra que cada transformacion g € LE(2,R) dis-
tinta de +1 es de uno de estos tres tipos. En términos de la geometria hiperbo-
lica las transformaciones parabdlicas, elipticas e hiperboélicas se corresponden,
respectivamente, con los giros infinitos, los giros y las traslaciones. El teorema
siguiente permite determinar facilmente el caracter de una matriz:

Teorema 6.7 Si g € LE(1,R), g # 1, entonces
1. g es parabdlica si y solo si | Tr(g)| = 2,
2. g es eliptica si y solo si | Tr(g)| < 2,
3. g es hiperbdlica si y sélo si | Tr(g)| > 2.

DEMOSTRACION: El polinomio caracteristico de g es 22 — Tr(g)x + 1, cuyo
discriminante es Tr(g)? — 4. Es claro que g es parabolica si y solo si tiene
un tnico valor propio, lo cual equivale a que Tr(g) = +2. Si |Tr(g)] > 2
entonces g tiene dos valores propios reales distintos, luego tiene dos subespacios
de vectores propios reales y, por consiguiente, es hiperboélica. Igualmente se tiene
el reciproco. Por exclusién tenemos también la caracterizacién de las matrices
elipticas. L]

Por ejemplo, la transformacion ¢(z) = z + 1 es una traslacion euclidea, pero
desde el punto de vista de la geometria hiperbdlica es un giro alrededor de oo



6.1. EI grupo modular 213

(tiene traza 2 y fija a 0co). En cambio, la transformacion s(z) = —1/z es un giro
de 180° alrededor de . (Es un giro porque tiene traza 0, su centro es i porque
s(#) =iy es un giro de 180° porque tiene orden 2.)

Definiciéon 6.8 Diremos que z € RU {oco} es un punto parabdlico respecto del
grupo modular I" si existe un elemento parabolico g € T' tal que g(z) = z.
Diremos que z € H es eliptico respecto del grupo modular si existe un elemento
eliptico g € T tal que g(z) = 2.

Equivalentemente, si, para cada z € H, consideramos el estabilizador
I.={gel'[zg=2},

tenemos que I', contiene siempre las matrices +1, y que z es eliptico si tiene
més de dos elementos.

Notemos que si z € RU {oo} es parabolico para I' y g € T, entonces g(z)
también lo es, pues si f € I' es parabdlica y f(z) = z, tenemos que f9 € T'
también es parabolico (por ejemplo, porque tiene la misma traza) y claramente
f9(9(2)) = g(z). Igualmente, la imagen de un punto eliptico 2 € H por un
elemento de I' es de nuevo un punto eliptico.

Teorema 6.9 Los puntos parabdlicos del grupo modular son co y los nimeros
racionales. Todos ellos constituyen una unica clase de equivalencia. Los puntos
elipticos son los equivalentes a i y a p = (1 ++/—3)/2.

DEMOSTRACION: Claramente oo queda fijo por la transformacion parabdlica
t(z) = z+ 1. Sir = p/q es un ntumero racional (con p y ¢ primos entre si),
tomamos enteros u y v tales que up + vqg = 1. Sea

_( P q
g—(u U)El".

Asi g(00) = r, luego r es un punto parabélico equivalente a co. Supongamos
ahora que z € R es parabolico y veamos que es un niimero racional. Sea

a C
g_<b d)er

una transformacion parabolica tal que g(z) = z.

Esto significa que c¢z? + (d —a)z —b = 0 (con ¢ # 0, o si no g = +1), y
ademas z es la tnica solucién de esta ecuacion. Por consiguiente el polinomio
es reducible en Q[z] y su raiz z ha de ser racional.

Pasemos ahora a estudiar los puntos elipticos. Si 7 € D cumple que existe
un g € I" distinto de £1 tal que g(7) = 7, en la prueba del teorema 6.5 hemos
visto que necesariamente 7 estd en la frontera de D, y que g es, salvo signo,
una de las cinco matrices que elipticas que aparecen en el listado incluido en la
prueba. Es fécil ver que estas cinco matrices se distribuyen asi:

I = {£I, +s}, [, = {£I,+st™, £ts}, [y, = {£I, £t s, st}
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Sucede que p y 1+ p son equivalentes, pero las clases de equivalencia p e i son
distintas porque no son simétricos respecto del eje imaginario. Como toda clase
de equivalencia eliptica debe tener un representante en D, concluimos que sbélo
existen estas dos. ]

También podemos considerar los estabilizadores en I' de los puntos de R U
{o0}, y es inmediato que

T = {£t™ | m € Z},
pues g € I fija a 0o si y solo si ¢ = 0, lo cual lleva a que g(7) = 7 + b.

Es claro que si 7,7/ € C cumplen 7" = ¢(7), con g € T, entonces los es-
tabilizadores son conjugados: I';v = I'Y, luego, si son finitos, ambos tienen el
mismo orden. En particular, si 7 € H es cualquier punto eliptico, tenemos que
el estabilizador I'; es finito, y su orden es 4 o 6 segin si 7 es equivalente a i o
a p.

Desde un punto de vista geométrico, son mas ilustrativas las imagenes I'; de
los estabilizadores I'; en el grupo de las transformaciones modulares, de modo
que I'; @ T, /{£I}. Asi, I'; = (s) tiene orden 2 y I', = (ts) tiene orden 3 (por
lo que ts es un giro de —120°). Ademas, ['s, = (t) es ciclico infinito.

6.2 Ejemplos de funciones modulares

En la seccion siguiente introduciremos las funciones modulares, que son una
familia de funciones meromorfas, pero antes vamos a presentar aqui los prin-
cipales ejemplos de tales funciones. La idea fundamental es que en el capitulo
anterior hemos asignado varios nimeros complejos y funciones a cada reticulo
completo R en C, y ahora sabemos que no perdemos generalidad si nos limi-
tamos a estudiar los reticulos de la forma (1,7), con 7 € H. La ventaja es
que asi podemos tomar 7 en lugar de R como variable, con lo que en lugar de
tener funciones definidas sobre algo tan abstracto como el conjunto de todos
los reticulos completos en C, pasamos a tener funciones de variable compleja
definidas sobre el semiplano abierto H. Concretamente, definimos:

Gn(7) = Gu((1,7)z),  92(7) = 92((1, 7)), 93(7) = ga((1, 7)),
A1) = A((1,7)z)-

Mas atn, podemos definir p : C x H — C* de modo que p(z; 7) sea la funcion
de Weierstrass del reticulo (1,7), actuando sobre z. Vamos a probar que todas
estas funciones son holomorfas. El punto de partida es el teorema siguiente:

Teorema 6.10 Para cada o > 2, la funcion fo : H — C dada por

1
fal(r) = Z (mtnr)e

(m,n)ez?
(m,n)#(0,0)

es holomorfa en H.
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DEMOSTRACION: Observemos que f,(7) es la serie asignada por el teo-
rema 5.10 al reticulo (1, 7). Basta ver que converge absoluta y uniformemente
en cada conjunto de la forma

S={z+yi|lz|<A y>d}, A>0, §>0.

Por el criterio de mayoracion de Weierstrass y teniendo en cuenta 5.10, basta
ver que existe una constante M > 0 tal que

1 < M
|m +nt|® — |m+ ni|®’

para todo 7 € Sy todo (m,n) € Z?\ {(0,0)}. A su vez, basta ver que existe
una constante K tal que |m +n7|? > K|m +ni|? para todo T € S. (SiT? > K,
entonces T'% > KO‘/Q.) Si 7 = x + iy, esto equivale a

(m +nx)? + (ny)? > K(m? 4+ n?).

Sin = 0 esto se cumple siempre que 0 < K < 1. Sin # 0 llamamos ¢ = m/n,
con lo que la desigualdad equivale a

(q+ ) + 47

e oK

Veamos que esto se cumple para todo ¢ con

52
K=— .
1+ (A+6)2

Si |g| < A+§ es trivial, pues (g+x)? > 0 e y? > §2. Si |q| > A+, entonces
lz/q| < |z|/(A+9d) < AJ(A+) <1, luego

A 4]

T
142 -4 -0
‘+q A+s  A+s

21_’:1:‘>1
q

. q
Por consiguiente, |g + x| > ——
g lg + x| > R

(g+a)+y* 82 ¢ 8 (A4
1+¢2 (A+6)214+¢> = (A+6)? 1+ (A+6)?

)

donde hemos usado que la funcion ¢/(1 + t) es creciente. "

Asi pues:

Teorema 6.11 Las funciones Gaop(T) (para k > 2), g2(7), g3(7) y A(7) son
holomorfas en el semiplano Im 7 > 0.
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Aqui nos hemos restringido a las funciones Gox(7) porque ya hemos obser-
vado que las funciones para indice impar son nulas.

Seguidamente probaremos que la funcion p(z;7) es holomorfa como funcion
de dos variables. Para ello necesitamos algunos calculos previos. Partimos de
la factorizacion del seno dada por el teorema [ITAn 8.11] (demostrada también
en la pagina 135):

(oo}

Senmz = Tz H (1—3) (1—|—i).

m m

m=1
Tomando la derivada logaritmica de ambos miembros obtenemos que
cosmz 1 > 1 1
LSS < ; ) .

senmz zo = \E-m zZ+m

De la relacién entre las funciones trigonométricas y la exponencial se sigue que

1 : 1, .
cosmz = §e_mz(e2mz +1), senmz = ?e_”z(ezmz —1).
i

Por consiguiente,

2miz ;

COS T2 e +1 . 2w . e ;

™ =7 —— =i+ — =i —2mi Y eXmTE
senmz e ™z — 1 e ™z — 1 m=0

donde la tltima serie geométrica converge cuando [e2™%*| < 1, es decir, cuando
Imz > 0. Asi pues,

1 1 1 > ,
- — i — 27 Zmﬂzz. 2
Z+ E <z—m+z+m> i mmgzoe (6.2)

m=1

Derivando k — 1 veces:

<;+i< )

m=

=

0o
27TZ k § mk 1 2m7nz
m=1

Hay que sefialar que la serie del miembro izquierdo de (6.2) converge ab-
solutamente con los sumandos emparejados como estan (porque asi sucede con
el producto infinito de partida), pero no podriamos descomponerla en suma de
dos series. Sin embargo, para k > 2, las series

Z: Z:I:m

m 1
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convergen absolutamente en C \ Z, por ejemplo, porque

|z £ m\k
lim —————

=1
m mk ’

lo que permite acotar una cola de la serie por 2{(k). Por consiguiente, podemos
agrupar los términos y escribir, para k > 2y z € H,

= 1 2mi P e 1 _2mmiz
(—=1)k m:z_oo e ((14)1)! mZ:lmk— e . (6.3)

Mas adelante necesitaremos esta formula en toda su generalidad, pero de
momento nos basta el caso k = 2. Pasamos ya a considerar la funcion de
Weierstrass:

R M (e e I L

(m,n)EZ2
(m,n)#(0,0)

Usando (6.3) para k = 2 vemos que

+oo o] 2

1 e Tz
—=(2 e = (270)% . 6.4
n;_oo (z+n)? i) EZ: (2mi)° (1 — e?miz)2 (6.4)

En la expresion de p(z;7) separamos la suma para m = 0 de la suma para
m # 0 y queda

+oo 1 +oo
2 G @ Z(

n=—oo

1 1
n_z_oo( (z+m7 4+ n)? * (—z+mr+n)2)
L 1
-9 n;oo G T n)2> .
Aplicamos (6.4) a z, z + m7y —z + m7:

e27rzz 7T2

p(z;7) = (27”)2m By

+(27”) Z Z (77,627”” z+mT) +n€2n7rz( z+mT) Ine 2nm7riT) )

m=1n=1
Equivalentemente:
1 1 62771'2 oo oo ) ) ]
p(z, 7_) — E E neQﬂ"L’an(eQ’nﬂ"Lz T e—2n7‘r1z _ 2)

. St
(i) e s,

De aqui es facil deducir que la funciéon p(z;7) es holomorfa como funcion de
dos variables, pero enseguida encontraremos una expresién para p con la que

esto serd inmediato. Antes usamos la férmula anterior para probar lo siguiente:
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Teorema 6.12 Las funciones

er(r) =p(1/27),  ear) =p(7/2;7),  es(r) = p((1+7)/2;7)
son holomorfas en H.

DEMOSTRACION: Si hacemos z = 7/2 en la formula que acabamos de
obtener, podemos agrupar los sumatorios como una serie de Laurent f(w),
donde w = €™ y sabemos que f(w) es convergente si 7 € H, es decir, si
w € D(0,1) \ {0}. Puesto que una serie de Laurent convergente determina
siempre una funcién holomorfa, concluimos que es(7) = p(7/2;7) es holomorfa
en H. El mismo argumento vale para ez, pero no para ej, porque no podemos
sustituir z = 1/2, ya que 1/2 ¢ H, pero como e1(7) = —ea(7) — e3(7), también
ésta es holomorfa. "

De la relacion (5.7) obtenemos que

p(z;7) = ea(7) + (1)

y el teorema 5.50 nos da a su vez la relacion:

03(z,7)

o(z:7) = PR

+ ea(7),

y asi es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 6.13 La funcion p : C x H — C* es holomorfa en el abierto de
C x H donde toma valores finitos, es decir, cuando z ¢ (1,7),.

Observemos como se comportan las funciones que estamos estudiando res-
pecto de la equivalencia de reticulos. En principio consideramos de nuevo las
funciones definidas sobre reticulos en general. Si a € C es no nulo, es inmediato
que

Gor(aR) = a~?*Gy(R), (6.5)

luego, teniendo en cuenta que go = 60G4 y g3 = 140G, tenemos también que
ga(aR) = aga(R),  gs(aR) = a Cgs(R),
y asu vez A(R) = g3 — 27g3 cumple que
A(aR) = a 2A(R).

Todas estas relaciones muestran que los nimeros Gy, g2, g3, A asociados a
los reticulos no son invariantes respecto de la equivalencia lineal, es decir, que
las funciones correspondientes asignan en general nimeros distintos a reticulos
linealmente equivalentes. Sin embargo, estas mismas relaciones prueban que la
funcién
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si que es invariante respecto de la equivalencia lineal. Sucede que también
se cumple el reciproco, de modo que dos reticulos completos son linealmente
equivalentes si y s6lo si tienen el mismo invariante .J, y ésta es una de las
muchas razones por las que tiene interés esta funcién. Una forma rapida de
probarlo es a través del teorema siguiente:

Teorema 6.14 Sean R y R’ dos reticulos completos en C y sean V y V' las
curvas elipticas asociadas segin el teorema 5.31. Si J(R) = J(R'), entonces
eziste un o € C no nulo tal que la homografia H : P?(C) — P?(C) dada por
H([z,y, 2]) = [@?z, a3y, 2] cumple H[V] = V".

DEMOSTRACION: Observemos que una homografia del tipo indicado en el
enunciado fija obviamente a la recta infinita, por lo que se restringe a la biyecciéon
afin h : C> — C? dada por h(z,y) = (a’z,a3y). También es claro que
H([0,1,0]) = [0,1,0], por lo que basta probar que h[Vp] = Vj, donde V; y Vjj son
las partes finitas de V' y V’. Pongamos que éstas vienen dadas, respectivamente,
por las ecuaciones

y? =42’ —gox — g3,  y? =42 — ghz — gi.

La hipotesis es que

93 : g5
=5 =JR)=JR) = 5"
gg _ 27932) ( ) ( ) gég _ 27952

Distinguiremos tres casos:

Si J(R) = J(R') = 0, entonces go = g5 = 0, luego g3 # 0 # g4 (porque
A #0+# A’). Tomamos « € C tal que a® = g4/g3. Asi, un punto (z,y) € C?
estd en Vj si y solo si y? = 423 — g3, si y solo si (a3y)? = 4(a?x)® — algs, siy
solo si h(z,y) € V.

Si J(R) = J(R') = 1, entonces g3 = g5 = 0, luego go # 0 # g5. Tomamos
a € C tal que o* = g4/go. Asi, un punto (z,y) € C? esta en Vj si y solo si
cumple la ecuacion y? = 42® — gox, si y solo si (a®x)? = 4(a?x)? — a*go(a®z),
si y solo si h(z,y) € V.

Supongamos, por dltimo, que J(R) = J(R') # 0,1, lo que se traduce en
que las cuatro cantidades g¢a, g3, g5, g5 son no nulas. Desarrollando la igualdad
J(R) = J(R') llegamos a que (g5/g2)> = (g4/93)*. Tomamos o € C tal que
at = gh/ga. Entonces a'? = (gh/92)% = (g5/g3)?, luego a® = +g4/g3. Si se
da el signo negativo, cambiamos « por ia, con lo que sigue cumpliéndose que
a* = gb/ g2, pero ademas o = g4/gs. Asi, un punto (z,y) € C2 esta en Vg si y
solo si y? = 42 — gox — g3, si y solo si (a®y)? = 4(a?x)? — atge(a?x) — algs,
si y solo si h(x,y) € V. .

En las condiciones del teorema anterior, es claro que H es una aplicacion
biholomorfa, luego se restringe a una aplicacion holomorfa H : V. — P2(C),
que a su vez puede verse como una aplicacion holomorfa H : V. — V' (por el
teorema A.45). Similarmente se razona que H ! es holomorfa, luego concluimos
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que V y V' son variedades analiticas biholomorfas, luego por el teorema A.55
vemos que los toros complejos C/R y C/R’' también son biholomorfos, y por
A.35 los reticulos R y R’ son linealmente equivalentes.

Nota Acabamos de probar que, tal y como afirmabamos, dos reticulos completos
en C son linealmente equivalentes si y sélo si tienen el mismo invariante.

A su vez, si definimos el invariante de un toro complejo como el del reticulo
que lo define, podemos afirmar igualmente que dos toros complejos son analitica-
mente isomorfos si y so6lo si tienen el mismo invariante. No obstante, en lo
sucesivo no vamos a usar estos hechos, y mas adelante obtendremos una prueba
alternativa (teorema 6.30) que no requiere considerar las estructuras analiticas
de las curvas elipticas o de los toros complejos. L]

Pasemos a considerar de nuevo las funciones holomorfas definidas sobre H
a través de los reticulos de la forma (1,7),. Ahora tenemos una més:
Definicion 6.15 La funcion modular de Klein es la funcion J : H — C dada
por

7e) = I((1.7)) = £

Es claro que J es holomorfa en H. Segin el teorema 6.3, el hecho de que
reticulos linealmente equivalentes tengan el mismo invariante J se traduce en la

relaciéon .
at +
J =J
<c7’ +d ) (7),

para todos los nimeros enteros a, b, ¢, d tales que ad — bc = 1. Las demés fun-
ciones que estamos considerando cumplen relaciones un poco mas sofisticadas:

Gor, <a7+b> = Gy, (<1 a7+b>z> = (er + d)**Gor((e1 + d, at + b))

cr+d “er+d
= (e + d)Qngk(ﬂ,T}Z) = (et + d)2kG2k(7), (6.6)
y a su vez
ar +b y +d)4 (7) ar+b _( +d)6 (r)
g2 or+d = (cT g2(7), g3 or +d = (cT g3(T),

ar +b\ 12
A (CT—i—d) = (er +d)“A(7),

siempre bajo el supuesto de que a,b,c,d € Z y ad — bc = 1. En particular,
tomando ¢ = 0, a = b = d = 1, vemos que todas las funciones que estamos
considerando tienen periodo 1. De aqui deducimos:

Teorema 6.16 Para todo k > 2, se cumple que

lim  Gax(7) = 2¢(2k), lim  A(r) =0, lim  J(7) = cc.

Im7—+o00 Imr7—+oc0 Im7—+oc0

Todos los limites son uniformes en ReT.
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DEMOSTRACION: Como Gy tiene periodo 1, no perdemos generalidad si
suponemos que |Re7| < 1/2, Im7 > 1. En la prueba del teorema 6.10 hemos
visto que la serie que define a Gy converge uniformemente en el conjunto de
los puntos 7 en estas condiciones, luego podemos intercambiar el limite con la
suma:

. 1 ) 1
Im }—lin-q—oo Z (m+n1)2k Z Im -zl—linﬁ-oo (m + nrt)2k
(m,n)€z? (m,n)€Z?
(m,n)#(0,0) (m;n)#(0,0)
1
meZ\{0}

En particular,

. 47T'4 . 87‘(‘6
Im‘il'li)n—‘roo 92(7-) - 120C(4) o 7’ Im71'1i>n+oo 93(7) o 280C(6) o W,
luego
. , 3 B 9 _
Im ‘}lglJroo A(T) Im ‘11'11>n+oo 92 (7_) 2793 (T) O’
y a su vez

3
lim J(r)= lim 95(7) =

Imr7—+oc0 Im7—+oc0 A(T) o ’ u

Con esto ya podemos probar un resultado fundamental:
Teorema 6.17 La funcion modular de Klein J : H — C es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Por el teorema de la aplicacién abierta J[H] es abierto
en C. Basta probar que también es cerrado. Para ello consideramos una sucesion
{1}, en H tal que J(7,) converja a un cierto b € C. Tenemos que probar
que b € J[H]. S D es el dominio fundamental considerado en el teorema 6.5, No
perdemos generalidad si suponemos que 7, € D para todo n. Si la sucesion esta
acotada, tomando una subsucesién podemos suponer que converge a un cierto
a € C, con lo que b = J(a).

Si la sucesion no esta acotada, también tomando una subsucesiéon podemos
suponer que tiende a oo, pero entonces el teorema anterior nos da que J (Tn)
también tiende a oo, cuando estabamos suponiendo que tendia a b, contradic-
cion. L]

En otras palabras: todo nimero complejo es el invariante de un reticulo
completo. Mé&s ain, el teorema siguiente, junto con 5.31, implica que toda curva
eliptica puede parametrizarse por un toro complejo mediante las funciones de
Weierstrass:

Teorema 6.18 Si g2, g3 son mimeros complejos tales que A = g3 — 27g3 # 0,
entonces existe un reticulo completo R C C tal que go2(R) y g3(R) sean los
numeros dados.
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DEMOSTRACION: Por el teorema anterior existe un 7 tal que

3
J(r) = 2.

Para todo a € C no nulo tenemos que

3 3
9> ({a, at)y) 9>
= J s = J - .
a~12A((1,7),) (o, a7)7) (1) A
Ahora elegimos « para que los denominadores sean iguales, con lo que también
lo seran los numeradores. Si llamamos R = (a,aT),, tenemos que g3(R) = g3,
y por la igualdad de los denominadores g3(R) = g3. Asf pues, g3(R) = +g3. Si
se diera el signo negativo usamos que

gs(iR) =i °gs(R) = —g3(R),  ¢2(iR) = i*g2(R) = g2(R),

luego cambiando R por iR resulta que g3(R) = g3 v g2(R) = (g2, donde ( es
una rafz cibica de la unidad.
Finalmente tomamos una raiz sexta de la unidad (y y usamos que

93(CoR) = (§g3(R) = gs, 92(CGR) = (5 *g2(R) = (ZCgo.

Ahora bien, si (o recorre las raices sextas de la unidad, entonces (2 recorre
las raices cubicas, luego eligiendo adecuadamente (p y cambiando R por (yR
obtenemos un reticulo completo que cumple lo requerido. [

Algunas consecuencias Dados tres nimeros complejos distintos dos a dos
e1, €2, e3 tales que e; + ez +e3 = 0, existe un reticulo R para el que los ntimeros
dados son los definidos en 5.22 (para una base adecuada). En efecto, basta
considerar g» y g3 dados por

d(x —e1)(z —ex)(x —e3) = 423 — gox — g3,

que cumplen A = 0, porque los e; son distintos dos a dos, y a su vez el reticulo
R dado por el teorema anterior. Por 5.26 los e; definidos en 5.22 son las raices
de este polinomio, luego son los e; de partida. Eligiendo la base de R respecto
a la cual los calculamos podemos exigir que los indices coincidan.

A su vez, esto implica que, eligiendo el reticulo completo R, podemos hacer
que la expresion

€3 — €1
€2 — €1
tome cualquier valor complejo prefijado distinto de 0, 1. En efecto, fijamos, por
ejemplo, e; = 1, tomamos e3 = z arbitrario y e; = —z — 1, con lo que la
expresion se convierte en
z—1
242

con lo que tenemos una transformaciéon de Mdébius que toma todos los valores
complejos, si bien tenemos que exceptuar el valor 0 porque no podemos hacer
z = 1 (ya que entonces seria e; = e3) y el valor 1, porque no podemos hacer
z = —1/2 (ya que entonces seria eo = e3). El caso e; = ez no afecta porque
corresponde a z = —2, que hace que la funcién tome el valor co.
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Finalmente, en virtud de la relacion (5.11), concluimos que siempre es posible
elegir 7 € H para que el moédulo k2 de las funciones de Jacobi correspondientes
tome cualquier valor prefijado distinto de 0, 1 (y estos dos valores son claramente
imposibles). "

Antes de pasar al estudio general de las funciones modulares calculamos un
par de valores de la funcién J:

Teorema 6.19 Si p = e2™/3 la funcidn modular de Klein cumple J(p)=0y
J(i) =1.

DEMOSTRACION: Empecemos con J(i). Para ello llamamos R = (1,4), y
observamos que cuando (m,n) recorre Z2 \ (0,0), entonces tanto m + ni como

i(m 4+ ni) = —n + mi recorren R\ {0}. Por lo tanto,
1 1
Gﬁ(i): Z T W6 Z 7.6:_G6(i)7
manzo0 T S0 ()

luego Gg(i) = 0y gs(i) = 140Ge(i) = 0. Esto ya implica que J(i) = 0. No
obstante, observamos también que

Ga(i)= > %JFZ ((nH—lni)‘1 - (m—lm)4>

meZ\{0} n>0
- puyn 2 2\4 :
mez\{0} n>0 (m? +n?)

Desarrollando el numerador concluimos facilmente que G4(i) > 0, luego tam-
bién go(i) = 60G4(i) > 0. Aproximando numéricamente la expresion precedente
se puede comprobar que

92(1) = 0.738565313004819736 . . .

Consideremos ahora R = (1, p),. Teniendo en cuenta que p> + p+1 = 0,
calculamos

1 1
Galp) = Z 1 Z 3 1
(m,n)€z? (m + np) (m,n)€z? (mp + np)
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)

1 1 1 1
D (mp? +n)t ~ p 2

((n —m) —mp)*

(m,n)€z? (m,n)€z?
(m,n)#(0,0) (m,n)#(0,0)
1 1 1
== > 1 ==Glp),
4
A (m+np)t  p
(m,n)#(0,0)

de donde se sigue que G4(p) = 0, e igualmente g2(p) = 60G4(p) = 0. Por
consiguiente el invariante es J(p) = 0. "
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6.3 Funciones y formas modulares

Pasamos ya a introducir una definicion general de funciéon modular que abar-
que los ejemplos que hemos estudiado en la seccién anterior. Conviene comparar
el caso que nos ocupa con el de las funciones elipticas, que pueden verse como
funciones meromorfas invariantes por un cierto grupo de aplicaciones biholo-
morfas de C en si mismo (las traslaciones z — z+w asociadas a los elementos w
de un reticulo completo R).

El hecho de que una funciéon meromorfa sea invariante por un grupo de tales
caracteristicas le confiere unas propiedades muy peculiares (las propiedades que
hemos probado para las funciones elipticas). Nuestro proposito ahora es estudiar
de forma anéloga las funciones meromorfas en H que son invariantes respecto del
grupo modular, pero aqui hay que senalar dos diferencias importantes respecto
del caso de las funciones elipticas:

Por una parte, si nos restringimos estrictamente a funciones invariantes res-
pecto del grupo modular, estamos excluyendo las funciones Gy vy A, cuando
hemos visto que el estudio de funciones estrictamente invariantes como J pasa
por estudiar previamente estas otras funciones, asi que relajaremos la definiciéon
para que incluya a estas funciones “proximas” a las funciones invariantes.

Por otra parte, un hecho fundamental en la teoria de las funciones elipticas es
que los paralelogramos fundamentales son compactos, mientras que el dominio D
equivalente para el grupo modular no lo es. Por ello, para que las funciones
meromorfas que vamos a considerar se comporten adecuadamente vamos a tener
que exigir que sean también meromorfas “en infinito”, en un sentido que pasamos
a precisar, de modo que la consideracion del infinito equivale a “compactificar”
el dominio D, en el mismo sentido en que C* compactifica a C.

La meromorfia de una funciéon modular en infinito la definiremos a través de
un desarrollo en serie de Fourier:

Desarrollos en serie de Fourier Sea f: H — C* una funcién meromorfa
con periodo 1. Supongamos que existe un ¢ > 0 tal que f es holomorfa en
el semiplano Im7 > ¢ (lo cual se interpreta como que co es una singularidad
aislada de f). En 5.5 hemos probado que toda funcién entera en C con periodo 1
admite una expresion de la forma

1) = 1),

para cierta funcion holomorfa f* en C\ {0}, y ahora observamos que el argu-
mento vale igualmente para funciones holomorfas en el semiplano Im 7 > ¢, con
el tinico cambio de que entonces f* es holomorfa en D(0,e=27¢) \ {0}. Igual-
mente podemos considerar el desarrollo en serie de Laurent de f* en 0, que a
su vez da lugar a un desarrollo en serie de Fourier de f.

+oo .
fir)= > ane?" ™, an € C, Im7 > c,

n—=—oo

donde la convergencia es casi uniforme en H. L]
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Definicion 6.20 Diremos que una funcién meromorfa f : H — C* es una
funcion modular de grado k € Z si cumple las propiedades siguientes:

1. Para todo 7 € H y toda matriz

(3 5)er
se cumple que f(rg) = (cr + d)* f(7). En particular f(7 +1) = f(7).

2. Existe un ¢ > 0 tal que f es holomorfa en el semiplano Im7 > c.

3. El desarrollo en serie de Fourier de f es de la forma
+oo I
f(T) — Z a’ne ’l’L7l"L7‘7
n=ngo
para cierto ng € Z.
Las condiciones 2 y 3 afirman que la funcién f es, en cierto sentido, “me-

romorfa en co”. Si f no es idénticamente nula, entonces hay un minimo ng
que cumple la propiedad 3 con a,, # 0, y a dicho entero lo representaremos

por o f, 00).
Equivalentemente, si f(7) = f*(e2™7), estamos definiendo o( f, 00) = o(f*,0).

Del mismo modo, diremos que f tiene un polo (resp. cero) de orden r en oo
si f* tiene un polo (resp. cero) de orden r en 0, lo cual equivale a su vez a que
o(f,00) = —r <0 (resp. o(f,00) =7 >0). Sio(f,00) >0, podemos definir

floo) = lim f(z+iy) =ao = f7(0).

En este caso diremos también que f es holomorfa en co.

La propiedad 1 aplicada a g = —I nos da que f(7) = (—1)*f(), de donde
se sigue que no hay funciones modulares no nulas de grado impar.

Llamaremos formas modulares a las funciones modulares holomorfas (tanto
en H como en o0).

Teorema 6.21 Si k > 1 es un numero natural, la serie de Eisenstein

400
Gan(T) = Z (m+m’ Z Z m+n7'

(m,n)€Z? n=—00 M=—00

(m,n)#(0,0)

(donde el asterisco en el sumatorio indica que m # 0 si n = 0) admite el
desarrollo en serie de Fourier

ng(f)=2g(2k)+2 27” ,Zagk 1(n)e*™ ™7, donde oy (n) = > d*.

De hecho, la ultima igualdad vale incluso para k = 1 si tomamos la sequnda
expresion como definicion de Ga(T).
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Por consiguiente, ya podemos afirmar que Go (para k > 2) es una forma
modular de grado 2k.

DEMOSTRACION: En la formula (6.3) cambiamos k por 2k y z por nr, con
n € Z, n # 0, con lo que obtenemos, para k > 1y 7 € H,

“+o0 1 2 [e%}
Z //TZ Z 2k—1 2mn7r17'
L (m+ nr)?k (2% — 1)

Por lo tanto, para k > 2 y 7 € H, tenemos que

+oo
Z Z m_|_n7- 2k

n=—00 Mm=—0o0

= 22 2k+2z Z m+n7-

n=1m=-—oo

_ 27” - 2k—1 2mn7rz‘r
o 2C(2k>+2 (2k — 1) lz Z

n=1m=1

ng(T)

(27i)%k
(2k — 1)1

2nmiT

= QC(Qk) + 2 agk_l(n)e

Ahora observamos que todas las igualdades anteriores valen para k =
excepto la primera. En efecto, la tiinica que no es inmediata es la ultima, pero,
llamando z = e?™7, se trata de probar que

Zl Zl m2k712mn _ Z Z d2k712n (67)
n=1m=

n=1 d|n

para |z| < 1. Ahora bien,
Z ‘d2k—lzn| < nn2k—1|zln — n2k|Z|n
d|n

y la serie Y n2?k2" converge para |z| < 1 (por ejemplo, por [An 3.60]), luego la

n
serie de la derecha en (6.7) es absolutamente convergente, luego por [An 2.88]
también lo es la serie
Z d2k 1 TL
(d,n)el

donde I = {(d,n) | d | n}, y ambos miembros de (6.7) coinciden con esta serie
precisamente por [An 2.88]. "

En particular, teniendo en cuenta que
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vemos que
27)4 o) ]
92(7) = 60G4(T) = (2271-)3 (1 4240 Z 0'3(’11)627””7—) ,
’ n=1
27r)6 = _
93(7) = 140G6(T) = 2(3 772))3 <1 _ 504 Z 0’5(77/)62”#”) 7
’ n=1

luego g2 v g3 son formas modulares de grados 4 y 6, respectivamente. De aqui
deducimos a su vez:

Teorema 6.22 La funcion A(T) tiene un desarrollo en serie de Fourier en el
semiplano H de la forma

oS .
A(r) = (21)"2 3 7(m)e ™,
n=1
donde la funcion T(n) (que no hay que confundir con la variable T) toma valores
enteros y 7(1) = 1.

DEMOSTRACION: Llamemos
A= > o3(n)e"™7, B = > o5(n)e"™.
n=1 n=1
Entonces

64712

A(r) = g3(r) - 2763(r) = “

Notemos que

(1 +240A)% — (1 — 504B)?).

(142404)% — (1—-504B)% = 1+ 720A+3-240% A? +240° A*> — 1+1 008 B — 5042 B*
=12%(5A+7B) + 123(1004% — 147B% + 8000A%).

Ademas, para todo entero d se cumple que

d3(d? — 1)

3 5_ g3 2\ =0 (méd 3),
5d° +7d —d(5+7d)_{d3(1_dz)50

(méd 4),
y al sumar sobre todos los divisores de n € Z obtenemos que 12 | 503(n)+705(n),

por lo que 12 divide a todos los coeficientes de la serie 54 + 7B y 122 divide a
todos los coeficientes de (1 + 240A)3 — (1 — 504B)2. Asf pues,

A _ 64x'? 12300 2nmir _ (o 12 o Inmir
(7) = S 19 2 e = (o) 55 (e

donde los coeficientes 7(n) son enteros.

El coeficiente de e*™" tanto en A como en B es 03(1) = 05(1) = 1, con lo
que el coeficiente de €*™7 en (1 + 240A4)% — (1 — 504B)% es 12%2(5+ 7) = 123.
Concluimos que 7(1) = 1. "

En particular, A es una forma modular de grado 12, y se cumple que
o(A, 00) =1, es decir, que A tiene un cero simple en oco.
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La funcién 7(n) se conoce como funcion tau de Ramanujan. Al final de
la seccion siguiente obtendremos una féormula recurrente para calcularla. Sus
primeros valores son

r)=1, 7(2)=-24, 7(3)=252, 7(4)=—1472, 7(5) = 4.830,
7(6) = 6048, 7(7) =—16744, 7(8) =84480, 7(9)=—113643,
7(10) = —115920.

La funcién 7 tiene muchas propiedades aritméticas que no son faciles de
probar, muchas de las cuales fueron conjeturadas por Ramanujan, como, por
ejemplo, que es multiplicativa. No vamos a entrar en ello aqui. Ahora pasamos
a la funcion de Klein:

Teorema 6.23 La funcion de Klein J tiene un desarrollo en serie de Fourier
en el semiplano H de la forma

123 J(T) — 6727ri'r + Z C(n)e2n7rir’

n=0
donde los coeficientes c(n) son enteros.

DEMOSTRACION: Convenimos que F, E’, etc. representan series de Fourier

oS} .
E = Z ane2ﬂ'nz7‘
n=0
con coeficientes enteros. Entonces
64 64
3 12 3 12 /
= — 1+ F)° = — 1+ F

64 2 o
A(r) = Ew” 12%e*™7(1 + E").
Por consiguiente:
123¢3 1+ F
198 (r) = 120200 1+ .
A(T) 627727'(]_ + E/I)

Ahora bien, si E” = 14 a1€*™ +a2e*™7 +. .. entonces la serie de potencias
14 a1z +agz? + - -- converge en un entorno de 0 a una funcién holomorfa f tal
que f(0) =1, luego 1/ f es holomorfa en un entorno de 0 y su desarrollo en serie
de potencias 1/f =1+ byz + byz? + - - - satisface la identidad

(1+a1z+a2® +-- )14+ byz+b2>+---)=1.
Esto nos da las igualdades a1 + b1 = 0, as + a1b1 + b2 =0, ... de las que se
sigue que los coeficientes b, son enteros, con lo que
1
i e
para cierta serie de Fourier £’ con coeficientes enteros. En definitiva,

(1+El)(1+E1//)
6271'1'7'

:1+E///

123J(7) =

_ e—27ri7' + ic(n)eQnﬂ'iT.
n=0
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Por lo tanto, J es una funcién modular con un tnico polo simple en co.

Al final de la seccién siguiente obtendremos una féormula para el calculo
recurrente de ¢(n), cuyos primeros valores son:

c(0) =744, (1) = 196884, ¢(2) = 21493760, c(3) = 864299970,
c(4) = 20245856256, c(5) = 333202640600, ¢(6) = 4252023 300 096.

La serie de Eisenstein G2 Antes de continuar con el estudio de las funciones
modulares vamos a analizar con algo mas de detalle la serie de Eisenstein G,
que nos ha aparecido de pasada al probar el teorema 6.21. El teorema 5.10

prueba que la serie
1
(m%:GZZ (m + nT)?

(m,n)#(0,0)
no converge absolutamente, por lo que tal expresion no define un niimero com-
plejo para ningtn valor de 7. Sin embargo, lo que hemos probado es que la
serie

+oo N
H_ZOO m;oo (m +nT) = 2¢(2) + 2(2mi)? ; o (n)e2n it

si que converge con esta ordenaciéon en particular de sus términos. La serie de
Fourier muestra que Ga(7) es holomorfa en H, pues con el cambio z = ¢*™7 se
convierte en una serie de potencias convergente en D(0, 1), y también es claro
que Go(7 4+ 1) = G2(7). Sin embargo, vamos a ver que G5 no es una funcion

modular, porque no cumple la relacion Go(—1/7) = 2G4 (7).

Las funciones Ga con k > 2 cumplen esta relacién como consecuencia inme-
diata de (6.5), que a su vez resulta de una manipulacion trivial de la serie que
define a Goj. Sin embargo, como la serie G2 no es absolutamente convergente,
tenemos que ir con mas cuidado. En principio:

—+o0 —+oo
“Un= > Z ) Z
/7) n/ T
n=—oo m——oo nN=—o0 m=—oo
Puesto que las sumas sobre m si que son absolutamente convergentes, po-

demos reemplazar m por —m sin alterar el resultado, y asi, teniendo en cuenta
que (—m7 —n)? = (m1 +n)%:

+oo “+o0
G2(=1/7) = Z Z n+mT 2 Z Z m+nT

n=—oo0 m=—oQ m=—o0 nNn=—0o0
Si llamamos
—+oo
= > Z CE
m=—0o0 Nn=—0o0

hemos probado que

—1/7) = 2G5 (7). (6.8)
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Notemos que G5(7) es la serie que resulta de cambiar el orden de los su-
matorios en la definicién de Ga(7). Para las series Ga con k > 2, como la
convergencia es absoluta, esto puede hacerse sin alterar la suma, pero en el caso
k = 1 ya no podemos asegurarlo. De hecho, vamos a ver que no es cierto.
Concretamente, vamos a probar que

G3(r) = Golr) ~ 22 (6.9)

Por consiguiente:
Teorema 6.24 Se cumple la relacion Go(—1/7) = T2Ga(T) — 2miT.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta (6.8), basta probar (6.9). Para ello
definimos:

+oo +oo
1
H(r) = n:Z_OO m:Z_oo (nT+m)(nT +m —1)’
m#0,1 si n=0
+oo +o0 1
H* = .
(7) Z Z (nt+m)(nt+m—1)

m=—oo n=-—oo
n#£0 si m=0,1

Veamos en primer lugar que H(7) converge en el semiplano H. Para ello
observamos que

1 1 1
(nt+m)(nt+m—1) (nT+m)? B (nT +m)2(nt +m —1)’
y que
W: nT+m _q 1
m nt+m—1 nt+m—1

y solo hay un ndamero finito de pares (m,n) para los que |n7 +m — 1] < 1
(porque los reticulos son discretos), luego, salvo para un nimero finito de pares,
la ultima expresion tiene modulo < 2, luego
1
<
(nt+m)2nr+m-—1)| —

1
(nT+m)3 |

El teorema 5.10 prueba que la serie
L
3
(o (7T
es (absolutamente) convergente, luego lo mismo vale para la serie

Firy= ) ((m+m>(;+m— N <wim>2)

(n,m)#(0,0),(0,1)

- f mfw <(m’+m)(;r+m—1)(nr—|1—m)2>'

n=—oo
m#0,1 si n=0
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Ahora bien, es claro que
H(r) = F(7) + Ga(7) —

(pues en G4(7) esté el término correspondiente a (n,m) = (0,1), que vale 1 y
no esta en F'), luego H(7) es convergente.

Mas atin, como F' es absolutamente convergente, podemos invertir el orden
de los sumatorios, y entonces resulta que

H* () = F(1) + G3(7) — 1,
luego también H*(7) es convergente, y ademas
Ga(7) = G5(7) = H(7) — H* (7).
El teorema quedara probado si demostramos que
H(r)=2, H* (1) =2 —2mi/T.

Para el célculo de H(7) observamos que

1 1 1
(nt+m)(nr+m—1) nr+m—1 nr+m’
luego
+o00 .
Z 1 _J O sin#0,
4~ (nm+m)(nT+m—1) 2 sin=0,

m#0,1 si n=0

pues si n # 0 todos los términos de la descomposicion anterior se cancelan,
mientras que si n = 0 quedan sin cancelar dos términos iguales a 1. Para H*(7)
tenemos:

-1
1
H* = —
(T) Z Z <m’+m 1 nTer)
m=—0o0 N=—0o0
+oo  +oo 1
+ mZQnZOO(nT+m1 n7+m>
+o0 too
1 1 1 1
+ 3 ()t 2 ()
e e
Ahora:

> 5 ()

m=—00 N=—00

) — 1
zv}linoo Z Z (nT—l—m—l nT—l—m)_

m=—M+1n=—oo
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+oo -1 1 1
1 — -
M5 Z Z (n7+m—1 n7+m>

n=—o00 m=—M+1

i +o00 1 1

1m —

Moo ntr—M nr—1)"
n=-—o00

+oo +oo

> Y ()

m=2n=—00

M  +oo
. 1
A}gnooz Z <n7'+m—1_n7'+m

o i
+o0 too
1 1 1 1
— -9 —
Z (m-—l nT—i—l) +nzoo(n7—1 n7+1)’

luego

H*(r) =2+ i f LIRS S R io _2M
= Mabe - nr—M nr+M) Ml—r>noon:_oon27'2—M2'

n=—

La serie podemos sumarla con el teorema [An 10.29] aplicado a la funcién

2M
f(Z) = 227_2 7M2.
Cuyos tinicos polos son £M /7 y, como
1/7 -1/

flz) =

z2—M/T  z+ M/T’

es inmediato que Res(f, =M/7) = £1/7, luego

Res (728 2 20) - T

y concluimos que
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1t 2 eiﬂM/‘r +e—i7r]%/‘r
H*(r)=2- lim ———— = — lim — .
M—oo T tan(wM/T) T Moo ei@M/T — g—inM/T
) 27 y 1 +4 e 2miM/7 27
=2—-— lim — = —
T MoSoo 1l — e—2miM/T T
donde usamos que
|€72‘n'iM/T‘ _ |6727Ti]W7_'/\T|2| _ 67271'Im‘r/\7|2
que tiende a 0, porque Im7 > 0. [

6.4 Propiedades de las funciones modulares

Segun el teorema 6.5, sabemos que el grupo modular I" esta generado por las
transformaciones t(7) =7+ 1y s(1) = —1/7. En primer lugar demostraremos
que para que una funciéon f cumpla la propiedad 1 de la definiciéon 6.20 basta
con que la cumpla para las transformaciones s y t. Esto puede comprobarse con
un célculo rutinario, pero vamos a dar una prueba mas conceptual.

Definiciéon 6.25 Llamamos LG, (2,R) al subgrupo de LG(2,R) formado por
las matrices de determinante positivo. Dada

9= ( Z Cci > €LG+(2,R)3

definimos p
. g _
Jo(r) = 2 = (det g)(er + )2
Aplicando la regla de la cadena vemos que si g, h € LG4 (2,R), entonces
. __dgh _dh dg . .
Jon(r) = ——= = 2= (19) - = = jn(79)Jy (7). (6.10)

Notemos también que si
[ a O
g - 0 a 9

jo(r) =d*a? =1.

entonces

Vemos asi que j, no se altera si multiplicamos g por un ntmero real o,
equivalentemente, que j, depende tinicamente de la transformacion de Mdobius
inducida por g (como, por otra parte, es obvio de la propia definiciéon, ya que
se trata de la derivada de dicha transformacion).

Si f € M(H), definimos
(gl2xf)(7) = Jg (1) f(7g) = (det g)* (T + d)"*" f(rg).

Asi, la primera propiedad de la definicion de forma modular es que glor f = f
para todo g € ' (observemos que en este caso det g = 1).
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Usando (6.10) vemos que
(glor(hl2 )))(T) = (hl2f)(79)jo(T)* = f(gh)jn(rg)"j(7)"
= f(rgh)jgn(T)" = ((gh)l2rf)(7),

de modo que

glak(hlax f) = (gh)|2x f-

Por consiguiente, si g,h € I' cumplen la primera condicién de la definicion
de funcion modular, también la cumple gh, pues

(gh)l2k f = glak(hl2k(f)) = glak(f) = f,

y también la cumple g~ ', pues

9 o (f) = g7 ar(glar(f)) = I|ar(f) = f.

Ahora ya es inmediato que basta comprobar la condicion 1 de la definicion
de funcién modular para las transformaciones t y s, es decir:

Teorema 6.26 La primera condicion de la definicion de funcion modular de
grado 2k equivale a que

fr+1)=f(r),  f(=1/r)=7""f(7).
Consideramos ahora los espacios de funciones modulares:

Definiciéon 6.27 Llamaremos My (') al conjunto de todas las funciones mo-
dulares de grado 2k. Es inmediato que se trata de un subespacio vectorial del
espacio M(H) de todas las funciones meromorfas en H.

Veamos que estos subespacios tienen suma directa, de modo que podemos
definir

+o0
M) = @ Max(D).
k=—oc0

En efecto, supongamos que

Jfm + fmgr 4+ 4 fn =0, fr € Mo (),

y vamos a probar que todas las fj son nulas.
En caso contrario, supongamos que i es el menor indice tal que f; # 0.
Tenemos entonces que

fi = 7f'i+1 — fn~
Por consiguiente, aplicando esta igualdad a s"(7),
() = =D () — = T f (),
de donde ‘
filr) = =7 fia(r) = = OO fo (7).

Haciendo r — oo queda que f;(7) = 0 para todo 7 € H con || < 1. Por
consiguiente f; = 0, contradiccion. n
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Es facil ver que si fi € Mox(I') y fo € Mo, ('), entonces fi1 fo € My(pyry(I).

En efecto, respecto de la tercera propiedad de la definicién de funcién mo-
dular tenemos que es equivalente a que fi(7) = f7(e2™7), fo(7) = f5(e2™7),
para ciertas funciones f;, fJ meromorfas en un entorno de 0, y entonces se
cumple que f1(7)f2(7) = (f5 f3)(e* ), donde f; f; también es meromorfa en
un entorno de 0.

Equivalentemente, podemos expresar esto en la forma
Mo (T)Ma (T') C My (ggry (T),

de donde se sigue a su vez que M(I") es un subanillo? de M(H).

Mas atn, si f € Mok (T') no es idénticamente nula, entonces 1/f € M_qx(T).
En efecto, sabemos que, para Im7 > ¢, se cumple que f(7) = f*(e*™"),
para cierta funcién f* holomorfa en D(0,e~27¢) \ {0} con a lo sumo un polo
en 0 (pero no una singularidad esencial). Notemos que tiene que haber un r > 0
tal que f* no se anule en D(0,7) \ {0}, ya que en caso contrario existiria una
sucesion de ceros de f* convergente a 0, luego f* seria idénticamente nula y f
también.

Por lo tanto, 1/f(7) = (1/f*)(e?*™), donde la funcién 1/f* es holomorfa en
D(0,r)\ {0} y tiene a lo sumo un polo en 0, pero no una singularidad esencial.
A su vez, esto hace que 1/f sea holomorfa en el semiplano Im7 > —% log r,
con lo que cumple la segunda propiedad de la definicion de funcién modular, y
también la tercera. La primera se comprueba sin dificultad. [

En particular el conjunto My (T") de las funciones modulares de grado 0 es
un subcuerpo de M(H).

Del mismo modo que las funciones elipticas pueden verse como funciones
sobre un toro complejo C/R (e incluso como funciones holomorfas, si considera-
mos en éste su estructura analitica), las funciones modulares de grado 0 pueden
verse como funciones sobre el cociente H/T' determinado por la equivalencia
respecto al grupo modular. No podemos decir lo mismo de las funciones mo-
dulares de grado arbitrario 2k, pues en general toman valores distintos sobre
puntos equivalentes respecto de I'. Sin embargo, se cumple lo siguiente:

Teorema 6.28 Si f : H — C*> es una funcion modular, se cumple que el
orden o f,T) no varia dentro de una misma clase de equivalencia respecto del
grupo modular T'.  Ademds, el nimero de ceros y polos de f en el dominio
fundamental D considerado en 6.5 es finito.

DEMOSTRACION: Si 7, 7/ € H cumplen que 7 = 7g, para cierta g € T,
tenemos que probar que o(f,7) = o(f,7’), para lo cual podemos suponer que
T # 7', asi como que f no es idénticamente nula. Entonces, si o(f,7) = r,

2Mas precisamente, es lo que se conoce como un algebra graduada
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tenemos que f(z) = h(z)(z — 7)", donde h es holomorfa en un entorno de 7,
luego

f(z) = flzg 7 g) = (czg " + d)*  f(zg™") =
(czg™" +d)**h(zg™ ) (zg™" — 7)".

Teniendo en cuenta que c,d € Z, es claro que (czg~! + d)?* es holomorfa sin
ceros o polos en H, mientras que h(zg~?!) es holomorfa en un entorno de 7/. Por
tltimo, zg~! — 7 tiene un cero simple en 7/ (porque g~! es biholomorfa, luego
su derivada no se anula), luego o(f,7’) = r.

Por definicién de funcién modular, los polos de f estan contenidos en una
region de la forma 0 < Im 7 < ¢, y lo mismo puede decirse de sus ceros (si f no
es idénticamente nula), porque 1/f también es modular.

Como el conjunto {7 € D |Im7 < ¢} C H es compacto, no puede contener
més que un namero finito de ceros y polos de f, ya que de lo contrario existiria
en H un punto de acumulaciéon de ceros o polos, lo cual es imposible (de ceros
porque f es meromorfa y de polos porque 1/f lo es). "

Ahora podemos probar un resultado fundamental del que extraeremos nu-
merosas consecuencias:

Teorema 6.29 Sea f una funcion modular no nula de grado 2k. Entonces

1 1 ) k
0(f,00)+*0(f,p)+*0(f,l)+ Z O(faz)zf,
3 2 2L p 6

donde la suma recorre los puntos z € H mddulo T’ no equivalentes a p ni a i.

DEMOSTRACION: Vamos a considerar la integral de la funciéon meromorfa
1!/ [ sobre el ciclo v indicado en la figura:

donde los arcos se introducen para bordear posibles polos de f en la frontera
del dominio fundamental y el segmento horizontal se toma suficientemente alto
como para rodear todos los polos de f. (Si hubiera un polo sobre un punto
no eliptico la circunferencia unidad estaria repetido simétricamente respecto al
eje imaginario, y lo bordearfamos por arriba en un caso y por abajo en otro,
de modo que 7y s6lo encerraria uno de los dos). Por simplicidad supondremos
que no hay polos salvo a lo sumo en los puntos ¢ y p, que son los casos més
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delicados. La prueba se modifica facilmente para tratar otros polos. El teorema
de los residuos nos da que

1O
%iAf@)%_zng’)

Calculamos en primer lugar la integral sobre el segmento vertical, para lo
cual hacemos el cambio de variable z = €27<, con lo que la integral se convierte

en )
1 (=
- dz = —o(f,00),
2mi |z|=r f*(Z) ( )
donde f* es la funcién que cumple f(z) = f*(e2"*). Las integrales sobre

los segmentos verticales se cancelan porque f tiene periodo 1 y los segmentos
se recorren en sentidos opuestos (esto sigue siendo cierto si hemos tenido que
sortear polos).
Consideremos ahora la integral alrededor de p y su simétrico. Si f tiene
orden m en p, entonces
[ m

7O~ c—p MO

donde h es holomorfa en p. Llamemos ¢, al arco alrededor de p correspondiente
a un radio r. Como h estd acotada en un entorno de p, es claro que

3 1
}%MLWFO

Por otra parte,

m d m m mi m
lim, o /C Cfcp = %}i_%(logcr(l) —log e (0)) = i3 6

El mismo resultado se obtiene sobre el punto simétrico de p respecto al eje
imaginario, luego, en total, el limite cuando r — 0 de la integral sobre los dos
arcos es —o(f, p)/3.

El mismo argumento prueba que si hacemos tender a 0 el radio del arco
alrededor de ¢ la integral tiende a —o(f,1)/2.

Nos falta estudiar la integral sobre los dos arcos simétricos situados sobre
la circunferencia unidad. Llamémoslos AB y A’B’. La aplicacion s(r) = —1/7
transforma uno en el otro invirtiendo la orientacion (y esto sigue siendo cierto
si hemos tenido que sortear méas polos con arcos intermedios). Por consiguiente,
el cambio ¢ = s(£) nos da que

R S IS N L (C )}
2mi Ja o f(C) 2mi Ja E2f(s(€))
El hecho de que f sea modular se traduce en que f(s(£)) = &2F f(€), luego

df(s(€)) _ f'(s() _
dg £

de.

2 11(€) + 2kEM 1 1(6).
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Por lo tanto,

Concluimos que

R (OB B e A S PR3 /B' de
2mi Ja f(Q) 2mi Jar f(€) omi Ja €
con lo que la suma de las integrales sobre los dos arcos considerados resulta ser
2k [ de
271 B’ g '

(Notemos que hemos invertido los extremos, de modo que ahora el arco se recorre
en sentido positivo).

Si hubiéramos rodeado otros polos situados sobre el arco, es claro que la
integral sobre el arco modificado coincide con la integral sobre el arco de circun-
ferencia sin modificar (porque ahora el integrando 1/£ no tiene polos sobre la
circunferencia), y la integral es simplemente k/m por la longitud del arco A’B’.
Cuando hacemos tender a 0 los radios de los arcos alrededor de los puntos
elipticos, dicha longitud tiende a 27/12, luego la integral tiende a k/6.

En definitiva, si llamamos =, al ciclo formado con arcos de radio r alrededor
de los polos, hemos probado que

M 2w | Q)

La conclusion es ahora inmediata. n

| /7 7Q) 4o E o Lolrn) — golfi)

Como primera aplicacién obtenemos un resultado que ya habiamos probado
antes (tras el teorema 6.14) considerando la estructura analitica de las curvas
elipticas y los toros complejos.

Teorema 6.30 La funcion modular de Klein induce una aplicacion biyectiva

J:H/T — C.

DEMOSTRACION: Sabemos que J es suprayectiva por el teorema 6.17, pero
el argumento que presentamos a continuacién nos da una prueba alternativa
de la suprayectividad a a vez que prueba la inyectividad. En efecto, si a € C,
consideramos la funciéon f = J — «, que es una funcién modular de grado 0 con
un polo simple en oo, luego el teorema anterior nos da que

50U+ 50U+ X olfiz) =1
z# 4 p

Todos los 6rdenes son ntmeros naturales, luego existe un dnico punto z € H
modulo T' tal que o(f, z) > 0, es decir, un tnico z tal que J(z) = a. "

Del teorema 6.29 se desprenden también numerosas consecuencias sobre los
espacios M (T') de formas modulares de grado 2k:
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o Sik <0, entonces Map(T') = 0, es decir, no existen formas modulares no
nulas de grado negativo.

En efecto, el miembro izquierdo de la ecuacion dada por 6.29 tiene que ser
mayor o igual que 0 y el miembro derecho es negativo.

e My(T') = C, es decir, las unicas formas modulares de grado 0 son las
constantes.

Una forma modular no nula f de grado 0 no puede tener ceros ni polos,
pero f — f(i) es también una forma modular de grado 0 con un cero en 7,
luego tiene que ser idénticamente nula, luego f es la constante f(i).

o M2 (P) =0.
Es claro que el miembro izquierdo de la formula de 6.29 no puede ser igual
a1/6.

o My(T') = (g2).
Si f € My(T), la formula del teorema 6.29 solo puede cumplirse con el
miembro derecho igual a 1/3 si f tiene un tnico cero simple en p. Esto
nos da una prueba alternativa a la dada en 6.19 de que g2(p) = 0. Ademas,
f/g2 es una forma modular de grado 0, luego es constante, luego f € (gs).

o Ms(T') = (g3).

La prueba es analoga a la anterior.

o My(T) = (g3).
La formula del teorema 6.29 con 2/3 en el miembro derecho solo puede
darse si f tiene un cero doble en p, con lo que f/g3 es una forma modular
de grado 0, luego es constante.

o Mio(I') = (g293)-

Igualmente, la formula del teorema 6.29 con 5/6 en el miembro derecho
solo puede darse si f tiene ceros simples en p y en i, igual que g2g3, luego
el cociente es constante.

A partir de estos casos particulares podemos obtener la estructura general
del algebra de formas modulares

M(T) = € Mar(T)(T).
k=0
Teorema 6.31 La aplicacion Clz,y] — M(T") dada por P(xz,y) — P(ga,gs3)

es un isomorfismo de anillos. En particular, M (T') = C|gs, g3].

DEMOSTRACION: Claramente se trata de un homomorfismo de anillos. Vea-
mos que es inyectivo, lo cual equivale a decir que g y g3 son algebraicamente
independientes sobre C, es decir, que si P(gs, g3) = 0, entonces P(z,y) = 0.
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Si llamamos Pi(z,y) a la suma de los monomios axz®y” de P tales que
4u + 6v = 2k, tenemos que P(go, g3) = Po(g2,93) + - - - + Pr(g2, 93), donde cada
sumando es una forma modular de grado 2k, para un k distinto en cada caso.
Como la suma es directa, concluimos que cada Px(gs2,g3) = 0.

Basta probar que cada Py(z,y) = 0 o, equivalentemente, podemos suponer
que los monomios de P son todos de la forma az"y" con 4u + 6v = 2k, para
un k fijo, que podemos tomar minimo. Pongamos que P(x,y) = az* +yQ(z,y).
Entonces agy + g3Q(g2,93) = 0, pero evaluando en i queda ags(i) = 0, luego
a =0, luego Q(gs, g3) = 0y, si no es nulo, @ cumple las hipotesis de P con k—3
en vez de k, luego tiene que ser Q = 0 por la minimalidad de k.

Para probar la suprayectividad basta probar que toda forma modular f
de grado 2k tiene antiimagen. Razonamos por induccién sobre k. Los casos
particulares analizados antes del teorema nos permiten restringirnos al caso en
que k > 6. Pongamos que k = 2r o bien k = 2r + 1. Asi, g5 o bien ggflgg
es una forma modular de grado 2k que no se anula en co. Por lo tanto, existe
a € C tal que f — ag; o bien f — ag;7193 se anula en co. Equivalentemente,
podemos suponer que f se anula en co.

Entonces f/A € Myy_6)(I'). Por hipotesis de induccion f/A = P(g2,93),
luego f = (g5 — 27g3)P(g2, g3) también estd en la imagen del homomorfismo.

u

Equivalentemente, el teorema anterior equivale a que cada espacio vectorial
Mo (T) tiene dimension finita, y una base es

{9595 | 2u+ 3v = k}.
En particular:

Teorema 6.32 Para todo nimero natural k se cumple que

. | E[k/6] si k=1 (mdd 6),
dim My (T) = {E[k/G] +1 sik#1 (méd 6).

DEMOSTRACION: Por la observacion precedente, la dimension de Moy (T') es
el nimero de niimeros naturales v tales que k — 3v > 0 es par, pues cada uno de
ellos determina un elemento de la base. Si k es par, entonces v también tiene
que ser par, digamos v = 2r, con lo que la dimensién es el namero de valores
posibles para r tales que 6r < k, luego es E[k/6] + 1.

Si k es impar, también v es impar, digamos v = 2r+ 1, y la condicién es que
6r+3 <k.Sik=6n+m,conm=1,3,5, entonces n = E[k/6] y tiene que ser
0<r<mn+ (m-—3)/6,lo cual se cumple para r = 0,...,n salvo si m = 1, en
cuyo caso hay una posibilidad menos, ya que no sirve r = n. L]

También podemos determinar la estructura de Mo(T"):

Teorema 6.33 Toda funcion modular de grado 0 es una funcion racional en J,
es decir, Mo(T) = C(J).
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que toda funcion modular f de
grado 0 holomorfa en H es un polinomio en J. En primer lugar observamos
que, una vez mas por el teorema 6.29, no puede ser ord(f,o0) > 0 salvo que f
sea idénticamente nula. Razonamos por induccion sobre —ord(f,oc0). Si es 0
tenemos que f es una forma modular de grado 0, luego es constante.

Supongamos ahora que f tiene un polo en oo y que el resultado es cierto
para funciones con polos de orden menor. Por el teorema 6.29 existe un 7 € H
tal que f(7) = 0. El teorema 6.30 implica que g(z) = (J(2) — J(7))~! tiene
polos simples tinicamente en los puntos equivalentes a 7 modulo I', y tiene un 0
en co. Por lo tanto, fg es holomorfa en H (porque los polos simples de g se
cancelan con los ceros de f) y su orden en infinito (en valor absoluto) es menor
que el de f, luego por hipotesis de inducciéon fg € C[J], luego también f € C[J].

Tomemos ahora cualquier f € My(I") y sean 74, ..., 7, representantes de sus
polos en H/T repetidos segtn sus multiplicidades. Entonces

£(2) TL(E) = J(r)) € CLJ]

porque es una funcién modular de grado 0 holomorfa en H, luego f € C(J).
n

La superficie modular Si (H/T')* es el espacio que resulta de anadir un
punto oo al cociente H/T', tenemos una biyeccion J : (H/T')>° — C™ a través
de la cual podemos dotar a (H/T')* de la tnica estructura analitica respecto de
la cual J es biholomorfa

Teniendo en cuenta que M(C*) = C(z) y que, a través de la biyeccion la
identidad z : C*° — C° se corresponde con J, el teorema anterior se interpreta
como que M((H/T')*®) = Mqy(J).

En otras palabras, las funciones modulares de grado 0 pueden verse como
las funciones meromorfas en la variedad analitica (H/T')*°. De este modo, la
superficie modular (H/I')* es el analogo para el grupo modular I del toro
complejo C/R para el grupo de las traslaciones asociadas al reticulo R.

Notemos que la proyeccion p : H — M(C*) es holomorfa, porque com-
puesta con J es la funcién J : H — C. n

Terminamos la secciéon encontrando férmulas para las funciones 7(n) y ¢(n)
que aparecen en los desarrollos en serie de Fourier de las funciones modulares A
y J. En primer lugar, conviene normalizar las series de Eisenstein:

Definicion 6.34 Las funciones de FEisenstein normalizadas son las funciones

_ Ga(7)
B = 3y

Teniendo en cuenta 6.21 y la formula para ((2k) probada en [ITAn 6.17],
tenemos que

4k o )
Eop(r)=1-— B > a%_l(n)e%””.
2k n=1
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Asi, por ejemplo,

E 1) = 14240 ilog(n)e%”",

Eg¢(t) = 1-504 ijjlos(n)e%“”,

Fe(r) = 14480 imm)e?n’f”,
Epp(t) = 1+ %nilon(n)e%wir.

Igualmente, la funcién discriminante normalizada es

A(T) _ = (n e27\'7,'n
(27’(’)12 = ( ) .

Al conocer la dimension de los espacios Moy (I") podemos establecer muchas
relaciones entre estas funciones y, por consiguiente, entre sus coeficientes de
Fourier. Por ejemplo, tenemos que dim Mg(I') = 1, luego la funcion f +— f(o0)
es un isomorfismo y, en particular, Es = E7, pues ambas formas toman el valor 1
en co. Al igualar los coeficientes de Fourier obtenemos la relaciéon

n—1

o7(n) = o3(n) + 120 22103 (m)os(n —m).

Un caso méas notable se obtiene al considerar el espacio M15(T"), que tiene
dimensién 2. Tenemos que Fia, E2, A/(27)12 € Mjs, luego tienen que ser
linealmente dependientes. Més concretamente, viendo la serie de Fourier

o) X oo n—1 .
EZ(t) =1-1008 2105(71)62"”” + 254016 21 2205(m)05(n — m)e?miT,
n= n=lm=

es claro que Ey y EZ son linealmente independientes, luego ha de ser
A/(Zﬂ')m = AE2 + uEg,

para ciertos escalares A\, p € C. Igualando los coeficientes paran =1y n = 2
obtenemos las ecuaciones

65520

A = —— -1 =1

+p =0, 601 0081 ,
de donde obtenemos A\ = —u = 091 Igualando los coeficientes n-simos

- M T 762048 8
resulta
65 691 691 71

7(n) = —756011(n) — —75605(71) Y m:1a5(m)a5(n —m). (6.11)
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Tenemos asi una férmula explicita para calcular la funcion de Ramanujan
7(n). En particular, 756-3-7(n) = 3-65011(n) (méd 691) o, lo que es lo mismo:

7(n) = o11(n) (mdd 691), (6.12)
que es una de las congruencias de Ramanujan sobre la funcién 7(n).

Ahora vamos a encontrar una férmula para calcular los coeficientes de Fourier
de la funcién modular

123J(T) _ 672771’7' + Z C(n)e%rinr.
n=0

Para ello consideramos las funciones EZ, A/(2m)'2, JA/(2m)'? € Myo(T).
La dimension del espacio es 2 y las series de Fourier

') . oo n—1 .
EZ(1) =1-1008 Y o5(n)e™™ +504% 3" 3" o5(k)os(n — k)e*™"7,

n=1 n=2k=1
00 X oo n—1 .
122J(0)A(T)/2m) 2 =14+ S 7(n 4 1)e*™m 4 3 3 e(k)1(n — k)e*™ 7,
n=1 n=1k=0

muestran que A/(27)'2 y 123JA/(27)!2 son linealmente independientes.
Por consiguiente ha de ser E2 = A\123JA/(27)*2+pA. Igualando coeficientes
para n = 0 obtenemos que A = 1, mientras que para n = 1 resulta:

—1008 = A(7(2) + c(0)7(1)) + pr(1).

Necesitamos los valores 7(2) = —24, que se calcula con (6.11), y ¢(0) = 744,
que puede calcularse refinando la prueba de 6.23. Con esto obtenemos p = —123.
Asi pues, hemos probado que

EZ =123(J —1)A/(2n)*2.

Al igualar los coeficientes n-simos obtenemos la relacion

—100805(n) + 5042:2_:;(75(/4:)05(11 —k)=71(n+1)+ :Z::c(k)T(n — k) —12%7(n).

La expresion se simplifica si en (6.11) despejamos

n—1 65520 762048
-1 42 k — k)= - .
00805(n) + 50 ];::005( Yos(n ) oL o11(7) oo 7(n)
Al igualar las dos formulas (y usando de nuevo que ¢(0) = 744) obtenemos
n—1 65520
T(n+1)+ > c(k)T(n — k) —9847(n) = W(UH(T) —7(n)) — 10087 (n),
k=1
o también
n—1 65520
c(k)t(n —k)+7(n+1)+247r(n) = ﬁ(all(T) —7(n)).
k=1

Esta formula permite calcular recurrentemente los coeficientes ¢(n). Note-
mos que, como el miembro izquierdo es entero y el primo 691 no divide a 65520,
esta formula implica también la congruencia (6.12).
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6.5 La funcién eta de Dedekind

Vamos a estudiar ahora una funcién introducida por Dedekind en 1877 y
que, aunque no es modular, esta estrechamente relacionada con las funciones
modulares, especialmente con la funcion A. Con su ayuda demostraremos, entre
otras cosas, una férmula debida a Jacobi, segin la cual

A(T) — (27‘(’)12627‘—” H (1 o 627””7)24.
n=1
Precisamente, la funcion eta es la que se obtiene al eliminar el exponente 24
en el miembro derecho (y la constante):

Definicion 6.35 La funcion eta de Dedekind es la funcion
77(7_) — e‘n-i'r/12 H (1 _ eQTLTF’LT)’
n=1

definida en el semiplano H.

(o]
Observemos que el producto infinito [] (1 — 2™) es absolutamente conver-
n=1
gente para |z| < 1, luego ciertamente n(7) es una funcion holomorfa en H que
no se anula en ningan punto. En términos de la funcion 7, la formula de Jacobi

A(r) = (2m)n* (7).

Esencialmente, el problema es demostrar que n?* es una forma modular de
grado 12. En primer lugar notamos que

77(7 + 1) _ 67ri('r+1)/12 1:[1(1 o 62n7m'(7+1)) _ 67Ti/127](7’),
luego n*4(7 + 1) = n* (7).

El punto més delicado es determinar el comportamiento de i bajo la trans-
formacion 7 — —1/7. La prueba clasica utiliza funciones elipticas, pero aqui
daremos una prueba corta debida a Siegel.

Teorema 6.36 Para todo 7 € H se cumple
n(=1/7) = (=ir)"?n(7),

donde la raiz cuadrada es la rama uniforme que es positiva sobre el semieje real
positivo.

DEMOSTRACION: Basta probar la relacién cuando 7 = yi, con y > 0, pues el
caso general se sigue entonces por prolongaciéon analitica. Hemos de ver, pues,
que 1(i/y) = y*/?n(iy). Es inmediato que tanto 7(i/y) como 7(iy) son nimeros
reales positivos. Por lo tanto, esta relaciéon equivale a

. , 1
logn(i/y) — logn(iy) = 5 logy.
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Ahora bien,
logn(iy) =~ T4 + 3= log(1 — o) = Y - 5 5
ogn(i og(l—e — — e
&MY 12 & 12 2.~ m
m x 1 e my e 1
_ Ty L Ty s .
12 m=1MM 1—e¢ 2mmy 12 mzlm(l — 627Tmy)
Por consiguiente, hemos de probar que
S 1 °° 1 s 1 1
_ — _ ——)=—=logy. (6.13
mZZI m(l - 627rmy) mZZIm(]- - e27rm/y) 12 (y y) 2 ey ( )
Definimos
1 N
Fn(z):—8—cot(m'Nz) cot = Z, N=n+1/2.
z Y

Sea C' el paralelogramo de vértices +y, ¢ recorrido en sentido positivo.

Dentro de C, la funcion F,, tiene polos simples en los puntos z =

z=my/N, param = +1, +2,...

Teniendo en cuenta que cot z =1/z—2z/3+---

1)/24.

El residuo en z = im/N es

Fo(z)en0esi(y —y~

1

8mm

im/N y

,£tn, asf como un polo triple en z = 0.

es facil ver que el residuo de

Tim

cot —.

Y

Como esta expresion en par en m, vemos que

Tim
Res =2 cot —.
m;nz =im/N n( ) Z 87Tm
m#Q0
Pero
ti0 cosi® e 4 e 11 1 ) 2
cot 10 = = = — — _ 2 ).
sen 76 e=9 —¢f e —1 4 1—e20

Z”: R Fo(z) = 1 21 1 2 1
es =—>3 ——— ) ——.
m——n 2=im/N " A = 1m 2mm:1m(1 — 627”'”/?/)
m#0
Similarmente,

n

2

m=—n

m##0

Res

z=my/N

47T7n 1m

1 2 1

21 a2 im(l — e2mmy)’
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Resulta, pues, que la suma de los residuos de F}, dentro de C' multiplicados
por 27i es precisamente el miembro izquierdo de (6.13). El teorema quedara
probado si vemos que

1
lim | F,(z)dz= —3 logy.

n—oo C
De la definiciéon de cotangente se sigue facilmente que

(efﬂz)ZnJrl + 1

De aqui se sigue que

lfm cot TiN Z — { i siRez>0,

—i si Rez <0.
Similarmente,
TNz (eiwz/y)2n+1 41
cot =1-— ,
Yy (ez‘n'z/y)2n+1 —1
de donde
limﬂNZ:{ i silmz <0,
noy —i silmz > 0.

Esto implica que lim zF,,(z) = £1/8 cuando z esta sobre el paralelogramo

C salvo quizé en sus vértices. El signo es positivo en los lados que unen y con ¢
y —y con —i, mientras que es negativo en los otros dos.

Las expresiones anteriores muestran también que las funciones zF),(z) estan
uniformemente acotadas en C. Por ejemplo, si Re z > 0 tenemos que |e™™*| < 1
y, como z varia en un compacto (uno de los lados de C) existe, de hecho,
un € > 0 tal que |e™™| < 1 — ¢, luego también |(e=™%)2" Tl < 1 — ¢, luego
|(e7™=)2"+1 — 1| > € y asf obtenemos una cota de cot 7iN z independiente de n.

Puesto que la funcion 1/z esta acotada en C, concluimos que las funciones
F,(2) estan uniformemente acotadas en C' y podemos aplicar el teorema de la
convergencia acotada de Lebesgue:

h’m/ Fn(z)dz:/ lim F),(z) dz =
nJc c

1 Y dz tdz ~dz ~tdz 1 Y dz tdz
(-] =+ == =+ =)==(-] =+ =
8 i Z y ? P —y Z 4 _i Z y 2
. lo +7ﬁ + 7LZ‘—10 __110
=1 gy B B gy =73 gY.

Como consecuencia tenemos que 7%4(—1/7) = 7121?4(7). Antes hemos visto
que n?* es invariante por 7 ++ 7 + 1. Como la funcién A cumple también estos
dos hechos, vemos que la funcién f(7) = A(7)/n**(7) es invariante por los dos
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generadores del grupo modular, luego es, de hecho, invariante por todo el grupo.
Claramente es holomorfa en H y no se anula. Veamos su comportamiento en el
punto co. En primer lugar:

,'724(7_) — 6271-17— Hl(l _ 62n7r1~r)24 — g*(€27r”),
n—=

o0
donde g*(z) = z [] (1—2™)?* es holomorfa con un cero simple en z = 0. Ademés
n=1

g*(2)/z toma el valor 1 en 0

Teniendo en cuenta la serie de Fourier de A, es claro que f es holomorfa
en 0o y f(oo) = (2m)'2. En definitiva, f es una funcién modular de grado 0
sin ceros. Esto solo puede ser si f es constante. Concretamente, ha de ser
f = (2m)'2. Con esto queda probada la férmula de Jacobi:

Teorema 6.37 Para todo 7 € H se cumple

A(T) _ (27_‘,)1262772'7' lo_o[ (1 _ 62n7ri'r)24.

n=1






Capitulo VII

Funciones multiformes

Al estudiar las funciones de variable compleja aparecen de forma natural las
funciones multiformes. El ejemplo mas importante es sin duda la funciéon loga-
ritmo, que a cada nimero complejo z le asigna el conjunto Log z de todos sus
logaritmos. Otras muy relacionadas con ésta son las funciones raiz cuadrada,
raiz cubica, etc. Hasta aqui hemos eludido el estudio de las funciones multifor-
mes trabajando siempre con ramas uniformes adecuadamente elegidas segtn las
necesidades de cada momento. Ahora ha llegado el momento de investigar las
funciones multiformes en general y tratar de comprender su comportamiento.
Para empezar desarrollamos la teoria que permite relacionar las distintas ramas
uniformes de una misma funcién multiforme.

7.1 Prolongacién analitica

Sabemos que la funcion log = definida sobre el semieje real positivo se puede
extender a una funcién holomorfa sobre, digamos, el semiplano Re z > 0, donde
toma valores con parte imaginaria en |—7/2, 7/2[. Pero no tenemos necesidad
de limitarnos a este dominio. Es cierto que no podemos extenderla a z = 0, pero
podemos “atravesar” todo el semieje imaginario positivo y extenderla a todos los
nameros complejos con argumento en |—7/2, 7|, y podemos seguir avanzando
hasta tenerla definida sobre todos los nimeros complejos con argumento en
|—7/2,3m/2[, es decir, en todo C\ {0} menos el semieje imaginario negativo.

B
b

A partir de ahi no podemos seguir. No es posible extender el logaritmo a
dicho semieje de forma que la extension sea continua, ya que si a > 0, el limite
de la extension que hemos obtenido cuando z tiende a —ai desde el semiplano

249
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Rez > 0 es el logaritmo de —ai con parte imaginaria —m /2, mientras que el
limite desde el semiplano Rez < 0 es el logaritmo de —ai con parte imagina-
ria 3m/2.

Sin embargo, esto no significa que los puntos del semieje imaginario negativo
ofrezcan ningtin impedimento a la prolongacién analitica del logaritmo. Esto se
ve méas claramente si, en lugar de prolongar en sentido estricto las funciones,
hacemos avanzar sus dominios en el sentido siguiente: Partiendo de la rama
del logaritmo en el semiplano Rez > 0, con partes imaginarias en |—7/2, 7 /2],
pasamos a la rama en el semiplano superior, con partes imaginarias en |—, 7[.
Esto no es exactamente una prolongaciéon de la funciéon, pues hemos perdido
parte del dominio que ya teniamos, pero ciertamente la nueva funcién “continiia”
de forma natural a la anterior.

Tgualmente podemos pasar a la rama del logaritmo en el semiplano izquierdo
que prolonga a la anterior y de ésta a su vez a otra en el semiplano inferior.
Asi cada “extension parcial” coincide con la precedente en la parte comun de
sus dominios y podriamos continuar dando vueltas al 0 de este modo con pro-
longaciones sucesivas sin encontrar ningin obstaculo. Eso si, la cuarta rama
que hemos obtenido de este modo, coincide con la tercera en su dominio comun,
pero no coincide con la primera sobre el cuadrante inferior derecho. Si damos
un paso méas y consideramos la rama uniforme del logaritmo sobre el semiplano
Rez > 0 y que coincide con la cuarta en su dominio comun, el resultado no es
la rama de partida, con partes imaginarias en |—7 /2, 7/2[, sino una nueva rama
con partes imaginarias en |37/2, 57 /2].

Asi pues, si vamos “olvidando la retaguardia”’, no encontramos ningin obs-
taculo al avance (con tal de que no intentemos pasar sobre el 0, naturalmente).
Lo tnico que sucede es que, al volver a pasar por una misma zona, lo hacemos
con una funciéon que no es la que teniamos al principio.

Este fendbmeno esté en la base de la comprension de las funciones multiformes,
v nos lleva a considerar prolongaciones analiticas en un sentido local, es decir,
no en el de obtener funciones con un dominio mayor, sino en el de funciones que
“continian” a una funcion dada en una direccién, aunque la contradigan en otra.
La forma mas comoda de hacerlo es introducir el concepto de funcién holomorfa
(o meromorfa) sobre un arco que marque el “camino” de la prolongacion.

Definiciéon 7.1 Consideremos un arco (regular a trozos) v : [a,b] — C*.
Diremos que una funcion f : [a,b] — C> es holomorfa (o meromorfa) sobre ~
si para todo t € [a, b] existen nimeros reales r¢, ¢; > 0 y una funciéon holomorfa
(meromorfa) g; : D(y(t),r) — C> de modo que para todo t' € [a,b] tal que
[t~ #'] < & se cumple 1(t') € D((E),7) ¥ F(¥) = gu(2(t)):



7.1. Prolongacion analitica 251

Aqui hay que entender que D(oco,r) = C*>*\ D(0,1/r). En otras palabras, f
es holomorfa (o meromorfa) sobre + si es localmente la composicion de v con una
funcion holomorfa (o meromorfa). En particular esto implica que f es continua.

Con més detalle, si f es una funciéon meromorfa sobre un arco ~y, tenemos
una familia de funciones meromorfas g; cuyos dominios van avanzando con v y
determinan a f. Es facil ver que cada g; debe coincidir en su dominio comun
con las funciones g;/, para parametros t’ cercanos a t, por lo que cada una puede
considerarse una “continuacién” de las anteriores, pero si v pasa dos veces por el
mismo punto, las funciones g; correspondientes a distintos valores del parametro
pueden ser completamente distintas, de modo que las funciones meromorfas en
este sentido “olvidan” los valores que han tomado tiempo atras, por lo que
una contradiccién con valores “antiguos” no impide el avance y no senala falsos
puntos singulares.

Por ejemplo, es facil ver que toda determinacién continua del logaritmo
sobre un arco es una funcién holomorfa en el sentido que acabamos de definir.
Sabemos que todo arco que no pase por 0 admite una determinaciéon continua
del logaritmo que parta de cualquier valor predeterminado. Esto se traducira
en que 0 es la tnica singularidad de la funcién logaritmo, en el sentido de que
es el tinico obstaculo real para prolongar un logaritmo.

Para precisar estas ideas necesitamos la siguiente version del principio de
prolongacion analitica para funciones definidas sobre arcos:

Teorema 7.2 Sea v : [a,b] — C> un arco' y sean f, g dos funciones mero-
morfas sobre vy que coincidan en un intervalo [a,a + 8[. Entonces f y g coinciden
en [a,b].

DEMOSTRACION: Sea s el supremo del conjunto de los nimeros = € [a,b
tales que f y g coinciden en el intervalo [a,x[. Por hipdtesis s > a. Vamos a
probar que s = b. Por continuidad f y g coinciden en |[a, s].

Por la definicion anterior existen nimeros r y € y funciones holomorfas h
y h* sobre el disco D(y(s),r) tales que si t € [a,b] v |s — t| < € entonces
Y(t) € D((s),7) ¥ £() = h(x (D), g(t) = h*(+(1)):

En particular esto implica que h y h* coinciden en el conjunto v[]s — €, 5],
luego por el principio de prolongacion analitica han de coincidir? en todo el disco
D(v(s),r). De aqui se sigue que si t € [a,b] y |s — t| < € entonces f(t) = g(¥).

Por la definicion de s esto solo puede ocurrir si s = b (o de lo contrario f
y g coincidirian en un intervalo mayor que [a, s]). Asi pues f y g coinciden en
todo el intervalo [a, b]. "

1Siempre que hablemos de arcos se entenderd que son regulares a trozos. En particular,
esto garantiza que si a < u < v < b, la imagen v[[u,v]] no se reduce a un punto, sino que
es un compacto con puntos de acumulacion, por lo que una funcién holomorfa (o meromorfa)
definida en un entorno estad completamente determinada por los valores que toma sobre esta
imagen.

2Notemos que no importa que h y h* puedan tener polos, pues en cualquier caso el conjunto
de polos es discreto, por lo que ambas coinciden en un conjunto con acumulacién donde
son holomorfas, sus restricciones al conjunto donde toman valores finitos son iguales y por
continuidad lo son en todo el disco.
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Ejercicio: Probar que en las condiciones del teorema anterior basta con que f y g
coincidan en un conjunto con acumulacion en [a, b].

Definiciéon 7.3 Sea f una funcion meromorfa en un abierto conexo 2 C C*
y counsideremos un arco vy[a,b] — C* tal que v(a) € Q. Una prolongacion
analitica de f a lo largo de 7 es una funciéon g meromorfa sobre v tal que
g(t) = f(v(t)) para todo t en un intervalo [a,a + J].

El teorema anterior implica que si f admite una prolongacion analitica a
lo largo de v entonces tal prolongaciéon es tnica. Si v* C () entonces f ad-
mite claramente prolongacion analitica a lo largo de y: ésta viene dada por
g(t) = f(~(t)). Esta nocion de prolongacion lo largo de arcos nos lleva a una
generalizacion de la prolongaciéon analitica de funciones.

Sean f y g funciones meromorfas en los abiertos
conexos {21 y Qo respectivamente y sea vy[a, b] — C*
un arco con extremos y(a) € Q; y y(b) € Qa. Diremos
que g es una prolongacion analitica de f lo largo de -y si \)
existe una funcion h meromorfa sobre «y tal que h(t) = Q Qs
f(y(t)) en un intervalo [a,a+ 6] y h(t) = g(y(t)) en !
un intervalo |b — 4, b].

Es claro que entonces g esta determinada por f y por -y, pues la funcion h es
una prolongacion analitica de f a lo largo de «y (luego es tnica) y dos funciones
meromorfas en 25 que prolonguen a f por v han de coincidir en un entorno de
~(b) sobre v*, luego han de ser la misma funcion.

La prolongacion analitica asi definida es transitiva, pues si un arco 7y prolonga
una funciéon f definida en un dominio €2; hasta una funcién g definida en un
abierto conexo {23 C C* y un arco ¢ prolonga a g hasta una funcién h definida
en un abierto conexo (23 C C*°, entonces existe un arco ¥ contenido en {2y que
une el extremo final de y con el extremo inicial de ¢, y es obvio que g se prolonga
a si misma a lo largo de 1. Entonces v U ¥ U ¢ prolonga f hasta h.

Puede ocurrir que una prolongacion analitica de una funcién f tenga una
parte de (o incluso todo) su dominio en comin con f y que, sin embargo, no
coincida con f. Por ejemplo, la funcion h(t) = it para t € [0,27] es holomorfa
sobre la circunferencia () = e y prolonga analiticamente la rama uniforme del
logaritmo en D(1,1) que cumple log1 = 0 hasta la rama uniforme en el mismo
disco que cumple log 0 = 27i. Cambiando los dominios a [0, 47] obtenemos otra
rama distinta, y es facil ver que de este modo (e invirtiendo el sentido del arco)
podemos obtener cualquier rama del logaritmo en el disco por prolongacién de
la primera.

Asi, una funcién meromorfa en un abierto conexo en C* puede prolongarse
analiticamente hasta varias funciones meromorfas distintas en otro dominio.
Conviene saber que a lo sumo podemos obtener una cantidad numerable. Para
ello conviene probar antes la caracterizacion siguiente de la prolongacion anali-
tica por arcos:
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Teorema 7.4 Sean f y g dos funciones meromorfas definidas sobre discos
abiertos en C*°. FEntonces g es prolongacion analitica de f a lo largo de un
arco vy si y solo si existe una sucesion de funciones f; : D; — C*, para
i =1,...,n, meromorfas en discos y de modo que f1 = f, fn, = g y cada f;
coincide con fir1 en su dominio comin (que es no vacio). Ademds en tal caso f
puede prolongarse hasta g a lo largo de una poligonal cuyos vértices son nimeros
complejos con parte real e imaginaria racionales.

DEMOSTRACION: Supongamos que f se prolonga hasta g a lo largo de un
arco v : [a,b] — C™ y sea h : [a,b] — C*° la prolongacion a lo largo de 7.

Por definicion de funcién meromorfa sobre un arco, para cada t € [a, b] existe
un intervalo [ug, v¢] cuyo interior en [a, b] contiene a t y de modo que para todo
s € [ug,vy] se cumple h(s) = gi(y(s)), donde g; es una funcién meromorfa en un
disco D(~(t), 7).

Por compacidad, [a,b] puede cubrirse por los interiores de un niamero finito
de intervalos [u¢,v]. Fijemos un cubrimiento finito y tomemos uno de sus
miembros que contenga a a. Serad de la forma [a,vs]. El punto vy ha de
pertenecer al interior de otro de los intervalos, que sera de la forma [ug,, vs,],
con a < vy, < vy,. Continuando de este modo, puesto que sblo hay un ntimero
finito de intervalos, llegamos a una sucesion de intervalos

[aa vtl]a [utzvvtzL B [utn7 b]’

de modo que cada uno corta al siguiente en un intervalo.

Esto hace que f(y(t)) = h(v(t)) = g¢, (7(t)) para puntos proximos a a (con lo
que f coincide con g;, en su dominio comin), g, (v(t)) = h(v(t)) = g¢,., (V(t))
para puntos proximos a vy, (con lo que g, coincide con g;, ., en su dominio
comun), y g+ (7(t)) = h(y(t)) = g(v(t)) para puntos cercanos a b (luego g,
coincide con ¢ en su dominio comin). Aqui usamos que la intersecciéon de dos
discos es conexa. Esto prueba una implicacion.

Supongamos ahora que tenemos las funciones f; : D; — C*°. Tomemos
puntos z; € D; N D;41 con coordenadas racionales y sea P : [1,n — 1] — C la
poligonal que los une, de modo que P(i) = z;. Notemos que [z;, zi+1]* C Djt1.

Para i <t < i+ 1, definimos h(t) = f;+1(P(t)). Es claro que la funciéon h
as{ definida es meromorfa y prolonga f = f; hasta g = f,. L]

De este modo, si una funcion meromorfa puede prolongarse hasta otra, puede
prolongarse a lo largo de una poligonal con vértices racionales. Puesto que la
cantidad de tales poligonales es numerable, el nimero de prolongaciones hasta
un dominio fijo es a lo sumo numerable. Es decir, se cumple el teorema siguiente:

Teorema 7.5 (Poincaré-Volterra) El conjunto de funciones meromorfas en
un abierto conexo dado en C* que pueden obtenerse por prolongacion analitica
a partir de una funcion dada es a lo sumo numerable.
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7.2 Funciones multiformes meromorfas

Ahora estamos en condiciones de definir la holomorfia de funciones multi-
formes. Si Q2 C C*® y F : Q — C es una funcién multiforme, es decir, una
funciéon que a cada z € € le asigna un subconjunto F'(z) C C* no vacio, llama-
remos rama uniforme de F a cualquier funciéon uniforme meromorfa f definida
en un abierto V' C € con la propiedad de que f(z) € F(z) para todo z € V.
Una funcion analitica h sobre un arco v : [a,b] — C* es una determinacion
de F si cumple h(t) € F(vy(t)) para todo t € [a, b].

Definicién 7.6 Sea € un abierto conexo en C* y F : § — C* una funcién
multiforme. Diremos que F' es meromorfa en €2 si cumple

1. Para cada z € Q y cada w € F(z) existe una rama uniforme f de F
definida en un entorno de z tal que f(z) = w.

2. Cualquier rama uniforme de F' definida en un abierto conexo contenido en
Q) se prolonga analiticamente a cualquier otra a lo largo de una determi-
naciéon meromorfa de F' contenida en ).

Si F no toma nunca el valor oo se dice que es holomorfa.

La segunda condicién excluye casos como el de la funcién F' que a cada nu-
mero complejo z # 0 le asigna todas sus raices cuadradas y cubicas. Es més
natural considerar que en I’ hay dos funciones holomorfas distintas y no una.
Asi, mientras y/z es una funcion holomorfa multiforme en C\ {0} (pronto lo
justificaremos), no lo es en el disco D(1,1), pues en él las dos ramas unifor-
mes constituyen dos funciones holomorfas independientes (diremos que en este
abierto las dos ramas se separan). Conviene observar que la determinacion de F'
que conecta dos ramas uniformes segin la propiedad 2) puede tomarse siempre
holomorfa, pues si pasa por un polo siempre podemos “sortearlo” modificando
el arco.

Diremos que una funciéon multiforme meromorfa F' :  — C° es completa si
cuando una funcion f : A — C* meromorfa en un abierto conexo A C 2 puede
obtenerse como prolongacion analitica de una rama uniforme de F, entonces f
es una rama uniforme de F'.

Toda funcién multiforme meromorfa F': @ — C* se “extiende” a una fun-
cién completa del modo siguiente: Para cada z € Q llamamos F(2) al conjunto
de todos los valores que toman en z las funciones meromorfas definidas en un
entorno de z y que se obtienen por prolongacién analitica a partir de las ramas
uniformes de F' a lo largo de arcos contenidos en €. Es facil ver que F' es una
funciéon multiforme meromorfa en € y completa, con la propiedad de que todas
las ramas uniformes de F lo son también de F. Ademas F es la tinica funcioén en
estas condiciones. La llamaremos complecion de F'. La posibilidad de completar
las funciones hace que no perdamos generalidad si trabajamos tnicamente con
funciones completas.



7.2. Funciones multiformes meromorfas 255

Con la definicién que hemos dado resulta que no es evidente que funciones
multiformes tales como el logaritmo sean holomorfas, pues falta comprobar que
satisfacen la condicion 2) de la definicion. Lo probaremos en un contexto mucho
maés general.

Teorema 7.7 Sea 2 C C* un abierto conexo y f : Q@ — C* una funcion me-
romorfa localmente inyectiva.> Entonces =1 es una funcidn meromorfa multi-
forme en el dominio G = f[Q)].

DEMOSTRACION: Tomemos z € f[Q] y w € f~1(2), es decir, f(w) = 2.
Por hipotesis existe un entorno V' de w donde f es inyectiva. El teorema 1.12
implica que g = (f|y) ™! es una rama uniforme de f~! tal que g(z) = w. Més
aun, vamos a ver que dos ramas uniformes g; y go que asignen a z el mismo valor
w coinciden en un entorno de z. En efecto, podemos suponer que estéan definidas
en un mismo entorno de z conexo D. Entonces V' = g1[D] N g2[D] es un entorno
de w y f[V] es un entorno de z donde g; y g2 coinciden, pues si z* € f[V],
entonces z* = f(v), para un v € V, que a su vez es v = g1(u1) = g2(uz), con
uy, ug € D. Por lo tanto z* = f(v) =u; =u2 y ¢1(2*) = ¢g2(2*) = v.

Ahora hemos de probar toda rama uniforme de f ' puede prolongarse hasta
cualquier otra. Sean, pues, ¢; : A; — Q dos ramas uniformes de f~! definidas
sobre dos abiertos conexos A;, para ¢ = 1,2. Tomemos puntos z; € A; y sean
w; = gi(z;) € Q. Existe un arco v : [a,b] — 2 tal que y(a) = wy, v(b) = wa.

Definimos ¢ = f[y] = v o f. Vamos a probar que g; se prolonga hasta gs a
lo largo de ¢. La funcion sobre ¢ que las conecta es h(t) = v(t). Veamos que h
es meromorfa sobre ¢. Para ello tomamos t € [a, b], con lo que h(t) = y(t) € €,
luego existe un disco D, de centro v(¢) donde f es inyectiva. Sea U; un disco
de centro ¢(t) = f(v(t)) tal que Uy C f[D;]. Sobre U; esta definida la funcion
meromorfa g; = (f|p,) " !|y,. Si probamos que extiende a h en un entorno de ¢
tendremos que h es meromorfa sobre ¢. (Més aln, serd una determinacion
meromorfa de f~1, como exige la definicién de funcién multiforme meromorfa.)

Ahora bien, tenemos que ¢(t) = f(v(t)) € Uy, luego y(t) € f~1[Uy], luego
si ¢ estd en un cierto entorno de t se cumple (') € f~U,] C Dy y (') =
F(y(t")) € Us. Asi, por definicion de g; resulta h(t') = (') = gi(é(t')), como
querfamos probar.

Ahora falta ver que h coincide con las dos ramas dadas en un entorno de cada
extremo. Si nos fijamos —por ejemplo— en el extremo inicial, basta ver que
ga coincide con g; en un entorno de z1, pero gi(z1) = w1 = y(a) = ga(P(a)) =
9a(z1), y hemos visto que si dos ramas uniformes coinciden en z; coinciden en
un entorno. u

Esto prueba en particular que la funcién logaritmo y las funciones {/z son
holomorfas en C\ {0}, y no es dificil probar que son completas, pero esto no es
inmediato, pues en general no es cierto que la inversa de una funcién holomorfa
localmente inyectiva sea completa. Por ejemplo, la restriccién de la funcion

3Por la observacion tras el teorema 1.37, si @ C C y f no tiene polos, la hipétesis equivale
a exigir que la derivada no se anule. Por otra parte, es facil ver que una funcién meromorfa
es inyectiva alrededor de un polo si y solo si éste es simple.
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exponencial a la banda 0 < Im z < 47 es localmente inyectiva y su inversa es la
funcion definida en C\ {0} que a cada ntimero complejo le asigna sus logaritmos
en la banda indicada. Es facil ver que dicha funcién no es completa. De hecho,
su complecién es la funcion logaritmo. Para justificarlo basta ver que ésta es
completa. Vamos a probar mas que eso.

Definiciéon 7.8 Una funcion meromorfa (holomorfa) F': Q@ — C* es arbitra-
riamente prolongable (por funciones holomorfas) en 2 si cualquiera de sus ramas
uniformes se prolonga analiticamente a lo largo de cualquier arco contenido en 2
que parta de su dominio.

Teorema 7.9 Las funciones multiformes Log(z) y {/z son completas y arbi-
trariamente prolongables en C\ {0}.

DEMOSTRACION: Consideremos un arco arbitrario v : [a,b] — C\ {0} y
una rama uniforme del logaritmo en un entorno de v(a). Sea ty el supremo
de los puntos t € [a, b] tales que dicha rama admita una prolongacion analitica
holomorfa a lo largo de la restriccion de v a [a,t] que sea una determinacion
holomorfa del logaritmo. Basta probar que tg = b y que la rama se prolonga
hasta b mediante una determinacién holomorfa del logaritmo.

Por la unicidad de las prolongaciones analiticas, tenemos definida una dnica
determinacion holomorfa del logaritmo h : [a, to[ — C que prolonga a la rama
dada. Ahora observamos que en un entorno conexo de (tp) existe una rama
uniforme del logaritmo L. Sea ¢ > 0 tal que y(ty — €) esté en su dominio. Por
definicion de prolongacion a lo largo de un arco existe un entorno conexo de
este punto (contenido en el dominio de L) donde hay definida una funcion holo-
morfa g cuya restriccion a y es h. Sumando a L una constante podemos suponer
que extiende a g. Es claro que L permite ahora extender la determinacion del
logaritmo h hasta un intervalo [a, tg + €], lo cual es absurdo, a no ser que to = b
y, en tal caso, tenemos una determinacién holomorfa del logaritmo en [a, b].

Esto prueba que Log es arbitrariamente prolongable en C\ {0} y, teniendo
en cuenta que no existen ramas uniformes holomorfas del logaritmo en entornos
de 0, esto implica que también es completa.

Con la raiz n-sima se razona analogamente, usando ahora que dos ramas uni-
formes de la raiz n-sima en un entorno conexo de un mismo punto de diferencian
en un factor constante (una raiz n-sima de la unidad). "

Ejemplo En la practica, la funcién logaritmo es muy sencilla: fijado un nimero
complejo zp € C\ {0} y un logaritmo wy € Log(zp), existe una tnica rama
uniforme del logaritmo en un disco de centro zy al cual asigne la imagen wy,
y si v : [a,b] — C\ {0} es un arco que parte de zp, su tnica prolongacion
analitica a lo largo de v es la unica determinacion continua ¢ : [a,b] — C del
logaritmo sobre v que cumple ¢(a) = wy (por lo que ahora podemos hablar de
determinaciones analiticas del logaritmo a lo largo de un arco). Concretamente,

f(t) =log|y(t)] +i0(t)
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donde 6(t) es una determinacion continua del argumento a lo largo de v (la
unica que cumple que #(a) = Imwy). Si~y es un arco cerrado, entonces

0(b) — 0(a) = 2wI(~,0),

luego
¢(b) — ¢(a) = 2mil(v,0).

Esto significa que la rama uniforme del logaritmo alrededor de zg a la que se llega
por prolongacion analitica a lo largo de v es la que resulta de sumar 27il(v,0)
a la rama de partida.

La funcién exponencial transforma cada banda de amplitud 277 en todo
C\ {0}. Las rectas Imw = 2k7 se corresponden con el eje real. En el caso de la
figura, la rama uniforme inicial del logaritmo en el disco senalado alrededor de
zp es la que asigna imagenes en C alrededor de wyp, mientras que la rama final
que se obtiene por prolongacion a través de v es la que toma valores alrededor
de wq + 4mi. Para pasar a cualquier otra rama deseada sblo tenemos que tomar
un arco cerrado que dé el nimero de vueltas adecuado alrededor de 0.

o
T

El caso de la funcién {/z es similar, pero cada vuelta de un arco alrededor
de 0 hace que la rama uniforme de partida se multiplique por w = €™/ con
lo que tras n vueltas volvemos a la rama inicial. m

Las funciones trigonométricas inversas Vamos a estudiar ahora las fun-
ciones trigonométricas

Arcsen z, Arccos z, Arctan z.

Definimos el arco seno Arcsen z como el conjunto de todos los ntimeros com-
plejos w tales que senw = z. Similarmente se definen el arco coseno y el arco
tangente. Se trata, pues, de funciones multiformes, y vamos a estudiar la exis-
tencia de ramas uniformes continuas. Ante todo, observamos que la relacion
sen(w + 7/2) = cosw hace que Arcsenz = Arccosz + 7/2, en el sentido de
que cualquier arco coseno de z se convierte en un arco seno suméandole 7/2 y
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cualquier arco seno se convierte en un arco coseno restandole 7 /2. Esto permite
traducir todas las propiedades del arco coseno a propiedades del arco seno, por
lo que s6lo nos ocuparemos de las funciones Arccos z y Arctan z.

Recordando que
elZ + e—'l,Z
cosz = ———,

2
resulta util empezar estudiando la funcién racional

z+27t 2241
w=Az)= 5 = 5,

Observemos que A toma el valor co exactamente en los puntos 0 e co. Dado

w € C, un nimero z cumplirda w = \(2) si y solo si 22 — 2wz + 1 = 0, lo que

a su vez equivale a que z = w + Vw2 — 1, donde vw?2 — 1 es cualquiera de las

raices cuadradas de w? — 1.

Asi, si w # £1,00 entonces w? — 1 es un nimero complejo no nulo y tiene
dos raices cuadradas distintas, con lo que w tiene exactamente dos antiimagenes
por A (aunque esto ultimo también vale para w = co0). Los nimeros complejos
w = 1 son los Gnicos que tienen una tnica antiimagen por A, a saber, A\(1) = 1,
A(—1) = —1.

Para comprender con mas detalle el comportamiento de A estudiaremos en
primer lugar como transforma las circunferencias de centro 0. La circunferencia
unitaria |z| = 1 es un caso especial. Sus puntos son de la forma z = €%, con
t € R, y se transforman en

it | —it
AMz) = % = cost.

Por consiguiente la circunferencia unitaria se transforma en el segmento
[-1,1]. Geométricamente, A “aplasta’ la circunferencia sobre el segmento, de
modo que todos los puntos de éste salvo sus extremos tienen dos antiimagenes
por A, una en el semiplano superior y otra en el inferior.

Consideremos ahora una circunferencia de radio r > 0, r # 1. Sus puntos
son de la forma z = re’, con t € R. Al aplicar A obtenemos

rett +p~le=it 14y r~l—p

w=Az)= 5 = cost —1 — sent. (7.1)

Por lo tanto, la circunferencia de radio r se trans-
forma en la elipse cuyos ejes son el eje real y el eje ima-
ginario y cuyos semiejes miden /’
AR
rltr rtor NS

- b=
a B y

La distancia focal ¢ esta determinada por la relacion

a® = b% 4 2, luego es ¢ = 1, es decir, los focos son +1. En realidad, son dos

las circunferencias cuya imagen por A es dicha elipse, las de radios r y r—'.
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Cada punto de la elipse tiene exactamente una imagen en cada una de las
circunferencias. Es facil ver que las elipses de focos +1 cubren todo el plano
complejo menos el intervalo [—1,1]. Por consiguiente A biyecta tanto el disco
abierto D(0, 1) como el complementario del disco cerrado D(0, 1) con C\[—1,1].

Asi, la figura siguiente puede obtenerse 30
calculando la imagen por A de varias cir-
cunferencias de radio r < 1 o, alternativa-
mente, calculando las imagenes de los cir-
culos con los radios inversos r > 1. Cuanto
mas se parece r a 1 la elipse correspon-
diente se acerca mas al segmento [—1,1], "3
mientras que cuando r tiende a 0 o a 400,
los semiejes de la elipse tienden a +oo.

La observacion siguiente tendré impor-
tancia un poco més abajo: Sir > 1 en-
tonces —(r~! —7)/2 > 0, luego la férmula St
(7.1) muestra que z y A(z) estan en el mismo semiplano respecto al eje real.
Asi, la semicircunferencia Im z > 0 se transforma en la semielipse Im z > 0. Por
el contrario, si r < 1 entonces la semicircunferencia Im z > 0 se transforma en
la semielipse Im z < 0. Como consecuencia, el semicirculo |z|] < 1, Imz > 0
se transforma en el semiplano Im z < 0, mientras que el semicirculo |z| > 1,
Im 2z > 0 se transforma en el semiplano Im z > 0.

Si tenemos en cuenta también el caso r = 1, concluimos que A biyecta el
semiplano Im z > 0 en todo el plano complejo menos las semirrectas |—oo, —1],
]1,400[. Concretamente, los puntos con |z| = 1 se corresponden con los del
segmento [—1, 1], los puntos con |z| > 1 se corresponden con los del semiplano
Imz > 0y los puntos con |z| < 1 con los del semiplano Im z < 0.

Ahora aplicamos esto a la funcion coseno cos z, que se obtiene componiendo
la funcién z — iz, con la funcién z — e® y luego con la funciéon A.

12

Consideremos la banda vertical 0 < Rez < m. La funcién iz la transforma
en la banda horizontal 0 < Im 2z < 7, la funcién exponencial la transforma en el
semiplano Im z > 0 y por tltimo la funcién A transforma el semiplano en todo
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el plano complejo menos las semirrectas |—oo, —1] y [1, +oo[. Si llamamos G a
este abierto, tenemos que el coseno biyecta la banda 0 < Rez < 7 con G.

Si precisamos el argumento veremos que la parte de la banda contenida en
el semiplano Im z > 0, se transforma en el semiplano superior y la parte inferior
Im z < 0 en el semiplano inferior, mientras que el segmento ]0, 7| se transforma

n]—1,1[. Més atn, las rectas Re z = 0y Re z = 7 se transforman sucesivamente
en las rectas Imz = 0, Im z = , luego en los semiejes |0, +oo], |—00,0[ y A los
transforma en las semirrectas]1, +o00[, |—o0, —1].

El comportamiento de la funcion coseno
en la banda —7 < Rez < 0 se sigue facil-
mente de la relaciéon cos(—z) = cosz. La
semibanda superior se transforma ahora en
el semiplano superior y la inferior en el se-
miplano inferior. Como el coseno tiene pe- g p o
riodo 27, ya sabemos su comportamiento
sobre las bandas kr < Rez < (k + 1)m,
para todo entero k.

Sobre el eje real, el coseno se comporta
como es conocido, y toma imégenes en el
intervalo [—1,1]. Las zonas sombreadas en claro (abiertas) se transforman bi-
yectivamente en el semiplano superior y las zonas oscuras en el inferior. Las
semirrectas verticales que separan las bandas se transforman unas en la semi-
rrecta |1 + oo[ y otras en |—oo, —1].

Esto muestra la existencia de ramas uniformes sencillas de la funcién arco
coseno. Por ejemplo, la inversa de cos z restringida a la banda 0 < Rez < 7 es
una rama uniforme de la funcién arco coseno definida sobre el abierto G, pero
hay otras posibilidades, como restringir cosz a la semibanda 0 < Rez < 2,
Imz > 0, y entonces obtenemos una rama uniforme del arco coseno definida
sobre C menos la semirrecta [—1, +oo[. Similarmente podemos definir una rama
uniforme del arco coseno sobre C menos la semirrecta |—oo, 1]. Estos tres ca-
sos prueban la existencia de ramas uniformes (necesariamente holomorfas, por
el teorema de la funcién inversa) de la funcién arco coseno en un entorno de
cualquier ntimero complejo distinto de +1.

Por otra parte, la derivada de cosz es sen z, que se anula en los multiplos
de 7, luego cos z no es localmente inyectiva alrededor de ninguno de ellos, lo que
se traduce a su vez en que el arco coseno no tiene ramas uniformes continuas
alrededor de +1.

Vamos a encontrar expresiones explicitas para las ramas uniformes del arco
coseno. Notemos que si

eiz+e—iz
w=C¢c08z = —m7,

2

despejando resulta que (%)% — 2we'* + 1 = 0, luego

e =w+vVw?-—1,
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y en conclusién
1
z == log(w+ Vw? —1), (7.2)
i

donde hay que entender que elegimos una rafz cuadrada y un logaritmo. Recipro-
camente, cualquier nimero de la forma (7.2) es un arco coseno de w. Si partimos
de un ntimero complejo w # +1 entonces w? — 1 # 0, luego podemos tomar una
rama uniforme continua de la raiz cuadrada en un entorno, y w + vw? — 1 #0
(pues en caso contrario elevarfamos al cuadrado y resultaria 1 = 0), con lo que
podemos tomar una rama uniforme continua del logaritmo en un entorno. En
definitiva, todo w # +1 tiene en un entorno una rama uniforme continua del
arco coseno dada por (7.2), donde el logaritmo y la raiz cuadrada son ahora
ramas uniformes continuas de estas funciones, elegidas adecuadamente.

Mas atn, localmente toda rama uniforme continua del arco coseno es de
esta forma. En efecto, si f(w) es una rama uniforme continua del arco coseno
definida alrededor de un punto wy # +1, entonces podemos tomar otra de la
forma (7.2) definida en un entorno conexo 2 de wy contenido en el dominio de f.
Entonces

flw) = % log(w + €y Vw? — 1) + 2k,

donde €, = +1 y k,, € Z. La funcion

el — w4 ev/w? — 1

es continua, lo que obliga a que €, sea continua —luego constante— en 2. De
aqui se sigue que k,, también es continua y también es constante. Cambiando
Vw2 — 1 por ev/w? — 1 obtenemos otra rama uniforme continua de la raiz cua-
drada y cambiando log(w + €,vw? — 1) por log(w + €,vVw? — 1) + 2kmi ob-
tenemos otra rama uniforme continua del logaritmo con las cuales f tiene la
forma (7.2).
Mas sencillo es el caso del arco tangente. Si
1 eiz _ e—iz 1 621'2 —1

w=rtanz = - — — = - — ,
i el 4 e—iz Z6212_|_1

entonces
1 ) 14w
T T
para una eleccién adecuada del logaritmo. Reciprocamente, esta expresion de-
termina un arco tangente de w para cualquier elecciéon del logaritmo. Puesto
que la expresion dentro del logaritmo es una transformacién de Moébius M, con-
cluimos que la funciéon multiforme Arctan tiene las mismas propiedades que la
funcion logaritmo con las variaciones obvias que exige M. Asi, al igual que el
logaritmo tiene ramas uniformes continuas en un entorno de cada punto dis-
tinto de 0 (y de o0), la funcién arco tangente tiene ramas uniformes continuas
en un entorno de cada punto distinto de +i. Al igual que el logaritmo tiene
ramas uniformes continuas en C* menos las semirrectas que conectan 0 e oo,
la funcion arco tangente tiene ramas uniformes continuas menos en los arcos de
circunferencia que conectan a ¢ con —i, incluyendo el segmento de extremos =i
y las dos semirrectas verticales de extremos =i.
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Usando las expresiones en funcién de logaritmos y raices cuadradas, es in-
mediato comprobar que Arcsen y Arccos son funciones multiformes holomorfas
completas y arbitrariamente prolongables en C\ {£1}, mientras que Arctan lo
es en C> \ {£i}. u

7.3 Singularidades aisladas

Al igual que ocurre con las funciones uniformes, tiene interés estudiar el
comportamiento de las funciones multiformes alrededor de las singularidades
aisladas. Ahora nos encontramos con nuevos tipos de singularidades que no
tienen un analogo en el caso uniforme. Por ejemplo, de acuerdo con la defini-
cion que daremos a continuacion, el 0 es una singularidad aislada de la funcion
logaritmo, pero no lo es de ninguna de sus ramas uniformes (en el sentido que
conocemos) puesto que no existen ramas uniformes del logaritmo definidas en
un entorno reducido de 0. Por otra parte hemos de tener en cuenta nuevos
fenémenos. Tomemos por caso la funcion

F(z) = 61/(\/5+1)7

definida en C\ {0}. Cada namero complejo no nulo tiene dos imégenes, excepto
el 1, que solo tiene la imagen e'/2. A partir de una rama uniforme de la raiz
cuadrada en D(1,1) que cumpla y/1 = 1 obtenemos una rama uniforme de F
respecto a la cual 1 es un punto regular, pero a partir de la rama que cumple
V1 = —1 obtenemos una rama uniforme de F en D’(1,1) respecto a la cual 1
es una singularidad esencial.

Asi pues, un mismo punto puede ser regular o singular para distintas ramas
uniformes de una misma funcién.

Empezaremos por dar una definicion de singularidad aislada que generalice
al concepto que ya conocemos y recoja los nuevos casos que pueden presentarse
en funciones multiformes.

Definicién 7.10 Sea F': 2 — C* una funcién multiforme meromorfa y com-
pleta en un abierto conexo 2 C C*°. Un punto 2y € € es regular si existe un disco
D = D(z,r) tal que todas las ramas uniformes de F' con dominio contenido
en D son holomorfas y arbitrariamente prolongables en D con prolongaciones
holomorfas.

Un punto zy es una singularidad aislada de F si tiene un entorno reducido
D'(zp,7) C Q formado por puntos regulares.

Obviamente, si F' es holomorfa y arbitrariamente prolongable en € (lo cual
ocurre, por ejemplo, cuando F' es uniforme y holomorfa) entonces todos los
puntos de €2 son regulares para F' y un punto zg es una singularidad aislada si
y s6lo si tiene un entorno reducido D’(zg,7) C Q.

En particular vemos que las singularidades aisladas de las funciones unifor-
mes holomorfas en el sentido que acabamos de definir coinciden con las que ya
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teniamos definidas. Sin embargo esta definicion incluye a 0 e co como singula-
ridades aisladas de las funciones logaritmo y {/z, asi como a +1 e co para el
arco seno y arco coseno y +i para el arco tangente.

A la hora de estudiar una singularidad aislada zy de una funcién multi-
forme F' meromorfa y completa hemos de tener presente la posibilidad siguiente:
Sea D’(zp,r) un entorno reducido de z; que satisfaga la definicién de singulari-
dad aislada y sea G la restriccion de F' a dicho entorno. Entonces G no cumple
necesariamente la definiciéon de funciéon multiforme meromorfa, pues dadas dos
ramas uniformes de GG, aunque son ramas de F' y por lo tanto una se prolonga
hasta la otra a lo largo de un arco adecuado, no es necesario que puedan pro-
longarse a lo largo de un arco contenido en D’(zp,r). Es el caso de zg = 1 para
la funcion e/ (VZt1)  que poniamos antes como ejemplo. En D’(1,1) tiene dos
ramas uniformes que no pueden prolongarse mutuamente en dicho abierto pues,
al estar definidas en todo él, cada rama se prolonga a si misma a lo largo de
cualquier arco.

Volviendo a la funciéon G en el caso general, podemos establecer una rela-
cion de equivalencia entre sus ramas uniformes holomorfas (observemos que la
definicion de singularidad aislada implica que sus ramas no tienen polos), de
modo que dos ramas estan relacionadas si una se prolonga hasta la otra a lo
largo de un arco contenido en D’(zp,7). Si C es una clase de equivalencia, la
funcion G¢ que a cada z € D'(zg,r) le asigna los valores que en z toman las
ramas de G que pertenecen a C' es una funciéon multiforme holomorfa completa y
arbitrariamente prolongable en D’(2p, ) (notemos que, como las ramas de G son
arbitrariamente prolongables en D’(zg,r), el dominio de G¢ es todo el entorno
reducido).

Definicion 7.11 Sea F' : 2 — C* una funcién multiforme meromorfa en un
abierto conexo 2 C C*® y sea A C ) un abierto conexo menor. Una rama de F'
en A es una funciéon multiforme meromorfa G : A — C* tal que toda rama
uniforme de G lo es también de F'.

Notemos que una rama de F' —en este sentido— que ademaés sea uniforme
es precisamente lo que venimos llamando una rama uniforme de F'. Acabamos
de probar que cada funciéon multiforme meromorfa completa se descompone en
una o varias ramas holomorfas completas arbitrariamente prolongables en un
entorno reducido de cada singularidad aislada. Cada una de estas ramas puede
presentar un comportamiento distinto alrededor de la singularidad.

Ejemplos La funcién logaritmo tiene una singularidad aislada en zp = 0, y en
cualquier entorno reducido D’(0, r) tiene una tinica rama, pues antes hemos visto
que para pasar de una rama uniforme a otra basta prolongar analiticamente la
primera a lo largo de un arco que dé el ntimero adecuado de vueltas alrededor
de 0, y siempre podemos tomar un arco asi contenido en D’(0,r) (basta tomar
una circunferencia de centro 0 parametrizada adecuadamente).

Lo mismo sucede con la singularidad zyp = oo, es decir, que el logaritmo tiene
una tnica rama en cualquier entorno reducido D’(oo, 1), pues para pasar de una
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rama a otra basta tomar arcos de indice adecuado respecto al 0. La situacién
es similar para {/z. n

Estos ejemplos son representativos de la situacién general. Para verlo de-
mostraremos primero algunos resultados:

Teorema 7.12 (Principio de monodromia) Sea §2 un abierto simplemente
conexo y f una funcidn meromorfa (holomorfa) uniforme en un abierto conexo
contenido en Q. Si f se prolonga analiticamente (mediante funciones holomor-
fas) a lo largo de todo arco contenido en Q, entonces f se extiende a una funcion
uniforme meromorfa (holomorfa) en Q.

DEMOSTRACION: Distingamos tres casos, segun si 2 es todo C*, es C*
menos un punto o bien es de cualquier otro tipo. Tomando una transformacion
de Mobius en los dos primeros casos o aplicando el teorema de Riemann en el
tercero, podemos encontrar una aplicacién biholomorfa u de 2 en uno de los
abiertos C>°, C o D(0,1), a la que podemos pedir ademas que u~1(0) esté en el
dominio de f. Es claro que u traslada las hipotesis del teorema, luego podemos
restringirnos a los casos en que 2 = C>®, Q =Cy Q = D(0, 1) y admitir ademas
que 0 esta en el dominio de f.

Sea 1 el supremo de los nimeros p > 0 tales que f admite una prolongacion
meromorfa (holomorfa) a D(0, p). Es claro entonces que f admite una prolon-
gacion meromorfa (holomorfa) a D(0,7). Vamos a probar que r = oo en los dos
primeros casos y r = 1 en el tercero. De lo contrario, r seria finito y D(0,r) C .

Tiene que existir un z € 9D(0,r) tal que f no admita prolongaciéon analitica
meromorfa (holomorfa) a un entorno de z, pues, en caso contrario, podriamos
cubrir la circunferencia con un ntmero finito de discos D1, ..., Dy con centro
en ella en los que f admitiria una prolongacion, luego existiria un 7’ > r tal que

D(0,7") ¢ D(0,7) U ij Dy,.

Jj=1

Como tres discos con interseccion no vacfa tienen interseccion convexa (luego
conexa), tenemos que las prolongaciones de f a D(0,7) U D; y D(0,r) U D;
coinciden en su dominio comun, luego en total tenemos una tinica prolongacion
de f a D(0,7"), contradiccion.

Ahora bien, si f no admite prolongacion meromorfa (holomorfa) hasta z €
dD(0,r), entonces v = [0, z] es un arco contenido en  a lo largo del cual f no
admite prolongaciéon analitica, en contra de la hipétesis.

Con esto tenemos probado el teorema excepto en el caso en que €2 = C*.
Para ¢l tenemos una extension de f hasta C (que seguiremos llamando f) y
nos falta probar que se extiende a C*°, pero basta aplicar el segundo caso a la
restriccion de f a C\ {0}, tomando @ = C*> \ {0}. .

El nombre de “principio de monodromia” se debe a que si v : [a,b] — Q es
un arco que une un punto del dominio de f con otro punto z € Q y h es una
prolongacion analitica de f a lo largo de ~y, entonces por la unicidad ha de ser
h =~ o0g, donde g es la extension de f a Q. En particular h(b) = g(z), lo que
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significa que el valor que se obtiene en z al prolongar f a través de un arco es
independiente del camino escogido.

Veamos una primera consecuencia:

Teorema 7.13 Sea F : Q — C* una funcion multiforme, meromorfa, com-
pleta y arbitrariamente prolongable en un abierto conexo  C C*°. Supongamos
que F tiene eractamente n ramas uniformes en un disco D C ). Entonces F
tiene exactamente n ramas uniformes en cada disco D C €.

DEMOSTRACION: Observemos en general que si D C D* C €2 son dos discos,
no necesariamente del mismo centro, entonces F' tiene el mismo nimero de
ramas uniformes en ambos. En efecto, por el principio de prolongacion analitica
las ramas uniformes de F' en D* se restringen a ramas distintas en D y por el
principio de monodromia toda rama uniforme de F' en D se extiende a una rama
uniforme de F' en D* (la extension es una rama de F porque F' es completa).

Sea ¢ el conjunto de los puntos z € 2 tales que F tiene exactamente n
ramas uniformes en un disco D(z,r) C Q. Hay que probar que Q = Qg. Por
hipotesis Qg # &, con lo que basta probar que €2y es abierto y cerrado en 2.

La observacion con que hemos empezado la prueba implica que €2y es abierto.
Sea zg € QNN y sea D(zp,7) C 2 un disco donde F tenga una rama uniforme.
Sea w € Qo N D(z,r). Por definicion de €y existe un disco D de centro w
donde F tiene exactamente n ramas uniformes. Segin hemos visto, podemos
exigir que esté contenido en D(zg, ), y a su vez esto implica que F' tiene exacta-
mente n ramas uniformes en D(zp, 7). Por consiguiente zo € Qg y Qg es cerrado
en (. n

En las condiciones del teorema anterior diremos que F' tiene multiplicidad n
en 2 o que es n-forme. Ahora podemos definir:

Definiciéon 7.14 Sea F : D'(zg,r) — C una funciéon multiforme holomorfa
completa y arbitrariamente prolongable. Diremos que zy es un punto de ra-
mificacion de orden n si F' tiene multiplicidad n 4+ 1 en D’(zp,7). Si F tiene
multiplicidad infinita diremos que zg es un punto de ramificacion de orden infi-
nito o un punto logaritmico.

Observemos que el hecho de que F' sea holomorfa presupone que todas sus
ramas uniformes estan conectadas entre si. Por ejemplo, 0 e co son puntos de
ramificacion logaritmicos para la funcion logaritmo y puntos de ramificacion
de orden n — 1 para la funcién {/z, las funciones uniformes tienen puntos de
ramificacion de orden 0 en sus singularidades aisladas y la funcion e'/(VZ+1)
tiene puntos de ramificacién simple en 0 e co y se descompone en dos ramas
uniformes (no ramificadas a su vez) alrededor de 1.

Ejemplo: la funcién arco coseno Consideremos la funciéon arco coseno

Arccosw = %Log (w+ Vw2 —1).
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Sabemos que tiene tres singularidades aisladas en los puntos +1 e co. Vamos
a estudiarlas. Ante todo, sabemos que todo punto regular tiene un entorno D
(podemos suponer que es un disco) en el que las ramas uniformes del arco coseno
tienen la forma

Flw) =+ log (w+ Vw? — 1),

donde la raiz cuadrada representa una rama uniforme de la misma en la imagen
de D por la funciéon w? — 1 y el logaritmo es una rama uniforme del mismo en
la imagen de D por w + vw? — 1.

Fijemos ahora un entorno reducido D’(1,r), con 0 < r < 1, de modo que si
lw— 1| < r entonces [w? — 1| < 1/4, con lo que |[v/w? — 1| < 1/2, sea cual sea la
raiz elegida. Por consiguiente w + vw? —1 € D(1,1). Esto significa que para
calcular una rama f del arco coseno en un entorno D de un punto de D’(1,7)
podemos usar una rama del logaritmo definida en D(1,1).

Asi, si 4 es un arco cerrado contenido en D’(1,7) y que parta de un punto
de D, entonces 72— 1 es un arco cerrado en C\ {0}, a lo largo del cual podemos
prolongar la rama uniforme de la raiz cuadrada que define a f. El resultado
serd la misma rama o su opuesta segiin si (7% — 1,0) es par o impar. Es facil
ver que

I(y* = 1,0) = I(y + 1,0) + I(y = 1,0) = I(v,1).

Una prolongacién analitica de la raiz cuadrada a lo largo de v2 — 1 es una
prolongacion analitica de vw? — 1 a lo largo de 7y, que acaba en la rama uniforme
++vw? — 1, donde el signo depende tinicamente de I(v,1). De ésta obtenemos
una prolongacion de w+vw? — 1 que toma imégenes en D(1,1), luego podemos
componerla con la rama del logaritmo que hemos fijado en D(1,1) y obtener
una prolongaciéon analitica de f que acaba en

g(z):%log(wi w? — 1),

donde el signo es positivo si I(~y, 1) es par y negativo en caso contrario.

Asi pues, desde una de las infinitas ramas del arco coseno en D s6lo podemos
pasar a otra concreta mediante arcos contenidos en D'(1,7), la que se obtiene
al cambiar de raiz cuadrada pero no de logaritmo. Esto significa que el arco
coseno tiene infinitas ramas en D’(1,r), todas ellas biformes (el 1 es un punto
de ramificaciéon simple para cada una de ellas). Lo mismo vale para el —1.

La situacién en oo es distinta. Tomemos r > 2 y consideremos un disco
D C D'(00,r). Sea v un arco cerrado que parta de un punto de D. Es facil ver
que
I(’}/2 - 1a0) = I(’yvl) +I(77 _1) = 2‘[(710)»

donde usamos que 0 y +1 estan en la misma componente conexa de C\ v*.
Esto implica que al prolongar a lo largo de 42 — 1 una rama uniforme de la

raiz cuadrada llegamos a la misma rama de partida (porque el indice respecto

a 0 es par). Equivalentemente, al prolongar a lo largo de v una rama uniforme
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de vw? — 1 llegamos a la misma rama. En particular la prolongacién es un arco
cerrado en C\ {0} y se comprueba sin dificultad que

I(V’72_1a0):(1/2)1(72_170):‘[(7’0)'

Tomando r suficientemente grande podemos garantizar que se cumple la
desigualdad |7(t)| < |v(t) + v/7(t)> — 1|, de donde el teorema 3.12 nos permite

concluir que I(y + /72 —1,0) = I(y/y%2 —1,0) = I(v,0). Esto implica que
si L es una determinacion continua del logaritmo de vy + /7% — 1, el valor final
de L es el inicial mas 27i I(7,0), luego la prolongacion analitica de una rama
uniforme f del arco coseno en D acaba en la rama f + 27 I(7,0).

Por consiguiente, los arcos contenidos en D’(oo,r) conectan las ramas del
arco coseno que se diferencian en la eleccion del logaritmo, pero no en la raiz
cuadrada, lo que se traduce en que el arco coseno tiene dos ramas multiformes
en D’(c0,7), cada una de las cuales tiene un punto de ramificacion logaritmico
en 0o.

Estos hechos tienen una interpretacién geométrica
muy simple. Si D es un disco contenido en C\ {£1}
y suponemos por simplicidad que no corta al eje real,
entonces las ramas uniformes del arco coseno sobre D
toman valores en cada una de las semibandas som-
breadas igualmente en la figura inferior

Las ramas que se obtienen cambiando de rama del
logaritmo se diferencian en un miltiplo de 27, luego
se corresponden con el cambio de una banda por otra
paralela. Por el contrario, cambiar de rama de la
raiz cuadrada significa cambiar de semiplano. Con mas detalle, si partimos de
una rama del arco coseno que toma imagenes en la semibanda 0 < Rez < m,
Imz < 0 y la prolongamos a lo largo de un arco 7 que rodea al 1 (en sentido
positivo), la prolongacion analitica es un arco que parte de dicha semibanda,
pasa al semiplano superior en el momento en que v cruza el intervalo |—1,1]
y pasa a la semibanda adyacente por la izquierda cuando 7y cruza el intervalo
1, +oo[. Si diéramos otra vuelta pasariamos al semiplano inferior y luego a la
semibanda contigua por la derecha, con lo que volveriamos a la rama de partida.

2

. N \
—)

oL

Al girar alrededor del —1 se pasa a la semibanda contigua por la derecha y
luego al semiplano superior. Por otra parte, si partimos de una rama y giramos



268 Capitulo 7. Funciones multiformes

alrededor de infinito (equivalentemente, alrededor de 1 y —1 a la vez) pasamos
dos semibandas hacia la derecha al cruzar los intervalos |—oo,—1[ y |1, +oo].
u

Volviendo a la situacion general, vamos a ver que toda funcién alrededor de
un punto de ramificacion puede expresarse en términos de logaritmos y, si el
punto tiene orden de ramificacion finito, en términos de radicales.

Teorema 7.15 Sea F : D'(zg,7) — C una funcion multiforme holomorfa,
completa y arbitrariamente prolongable. Entonces existe una funcion uniforme h
definida en el semiplano Re z < logr tal que

F(z) = h(Log (z — 2)).
Si zg = 00 es F(z) = h(Log (1/%)).

DEMOSTRACION: Sea f : D — C una rama uniforme de f en un disco D.
Tomemos una rama uniforme del logaritmo log(z — 2p) en D. (Si 29 = oo
tomamos log(1/z). Dejamos al lector las restantes modificaciones obvias para
este caso.) El logaritmo transforma D en un abierto C' contenido en el semiplano
Rez < logr. Sobre C' podemos definir la funciéon holomorfa h(z) = f(zo + €*).
Esta funcion es arbitrariamente prolongable en el semiplano, pues dado un arco
v(t) que parta de C, el arco zp + ?() esta contenido en D'(zg,r) y parte de D,
y una prolongacién analitica de f a lo largo de él es también una prolongacion
analitica de h a lo largo de 7.

Por el principio de monodromia h se extiende a una funcién holomorfa en
todo el semiplano, a la que seguiremos llamando h. La rama uniforme de
h(Log (z — 2z9)) que se obtiene sobre D al tomar como rama uniforme del lo-
garitmo la funcién con que hemos definido & es precisamente f, y es claro que
dos funciones multiformes completas con una rama uniforme en comun son de
hecho la misma funcion. "

Observemos que las distintas ramas uniformes de la funciéon F' del teorema
anterior en un disco D se obtienen tomando distintas ramas uniformes de la
funcién Log(z — z9) en D. Supongamos que dos ramas uniformes distintas
entre si de la funcién Log (z — zp) dieran lugar a la misma rama uniforme de F
sobre un disco D. Pongamos que una de ellas transforma D en el recinto C.
Entonces la otra lo transforma en el recinto C' + 2k7i, para un cierto entero
no nulo &, con lo que h(z) = h(z + 2kni) para todo k € C, de donde se sigue
que h tiene periodo 2kmi. Si n es el minimo natural no nulo &k tal que h tiene
periodo 2kmi, entonces zy es un punto de ramificacion de orden n — 1. Por
consiguiente, si la singularidad zy es logaritmica, la funcién h no puede tener
periodo 2k7i para ningtn natural no nulo k, y entonces las ramas uniformes
de F en cada disco D se corresponden biunivocamente con las ramas uniformes
de la funcion Log (z — zg). Mas atin, ahora es claro que cuando prolongamos una
rama uniforme de F' a lo largo de un arco cerrado, la rama de llegada depende
unicamente del indice del arco alrededor de zg.

Veamos ahora que si la singularidad tiene orden de ramificacién finito pode-
mos expresarla en términos de radicales:
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Teorema 7.16 Sea F : D'(zg,7) — C una funcién multiforme holomorfa,
completa y arbitrariamente prolongable de modo que zg sea un punto de ra-
mificacion de orden n — 1. Entonces existe una funcion uniforme holomorfa

g:D'(0, 3/r) — C tal que F(z) = g(3/z — 20). Sizg =00 es F(z) = g(1/3/z).

DEMOSTRACION: Sea F(z) = h(Log (z—20)), segin el teorema anterior. Las
observaciones que acabamos de hacer muestran que h tiene periodo 2nmi. Pode-
mos definir entonces g(z) = h(nLog z), donde no importa la rama del logaritmo
que escojamos para calcularla, pues el resultado sera el mismo. Claramente g
es una funcion uniforme holomorfa en D'(0, {/r) y

9(Vz—2) = g(e%LOg (2=20)) = h(Log (z — 20)) = F(2).

Los cambios para zy = oo son claros. [

Nota Esobvio que en las condiciones del teorema anterior las ramas uniformes
de F se corresponden biunivocamente con las de {/z — zg (y por lo tanto la
prolongacion analitica de una rama uniforme a lo largo de un arco cerrado
depende tunicamente de su indice alrededor de zy), pero en general no es cierto
que toda funciéon de la forma g( Vz— zo) tenga un punto de ramificacién de
orden n — 1 en 2. Basta pensar en la funcién cos+/z, que es entera. L]

7.4 Superficies de gérmenes

Vamos a ver que una funcién multiforme meromorfa puede convertirse en
una funcion uniforme afiadiendo puntos a su dominio o, méas exactamente, mul-
tiplicando los puntos de su dominio. Veamos un ejemplo de lo que pretendemos
conseguir. Tomemos una de las funciones multiformes mas sencillas: la raiz
cuadrada. El problema que presenta es que a cada punto de C\ {0} tenemos
que asignarle dos imégenes, y no podemos elegir una sin perder la continuidad
en algin sitio. Para resolver el problema tomamos dos copias de C\ {0}, lla-
mémoslas C; y Cy. Asignemos a cada punto z = re? (con 0 < 6 < 27) de la
primera copia su raiz cuadrada /7 /2 y a cada punto del segundo su otra raiz
cuadrada /7 ¢(?/2+7)  Entonces ambas funciones son discontinuas en el semi-
eje real positivo. Por ejemplo, si z tiende a 1 desde el semiplano inferior de Cy
entonces /z tiende a —1, que es precisamente la imagen del 1 de Cy. Arregla-
mos esto “cortando” ambas copias por el semieje real positivo y “pegando” el
semiplano superior de C con el semiplano inferior de Cy y viceversa.

L
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Topologicamente esto significa considerar como entornos bésicos de cada
namero z > 0 en C; a los “discos” formados por un semicirculo del semiplano
superior de C (que contenga a los niimeros reales) y el semicirculo del semiplano
inferior de Cs con el mismo radio pero sin los nimeros reales, y similarmente
para los puntos de Cs. Asi, cuando z tiende a 1 desde el semiplano inferior de
C4 ya no tiende al punto 1 de Cy, sino al de Cs, y el limite —1 de /z coincide
con la imagen del limite 1. Con este proceso obtenemos una variedad analitica.
Mas concretamente:

Definicion 7.17 Una superficie de Riemann es una variedad analitica conexa
de dimension 1.

Veamos un resultado general que nos permite dotar de estructura de super-
ficie de Riemann a un espacio topologico de forma sencilla:

Teorema 7.18 Sea S un espacio topolégico y p : S — T una aplicacion con-
tinua, abierta, suprayectiva y localmente inyectiva en una superficie de Rie-
mann T. Entonces S admite una unica estructura analitica que le induce su
propia topologia y para la cual p es holomorfa.

DEMOSTRACION: La unicidad equivale a que la identidad es una aplica-
cion biholomorfa entre cualquier par de estructuras analiticas que cumplan el
teorema.

Tomemos como cartas de S las aplicaciones p|4 o u, donde u : U — C es
una carta de T'y A C ut[U] es un abierto en S en el que p es inyectiva.

Dado z € S, podemos tomar una carta v : U — C en T tal que p(x) € U
y por hipotesis existe un abierto A en S tal que z € A C u~![U] y donde p es
inyectiva. Por consiguiente existe una carta definida alrededor de x.

Siplaowuy p|powvson dos cartas de S, entonces, donde esta definida, se
cumple

(placu) toplpov=u""ou,
que es una aplicaciéon holomorfa. Esto prueba que las cartas determinan una
estructura analitica en S.

Una carta p|a o u es un homeomorfismo de A en un abierto de C tanto
para la topologia dada en S como para la que le induce la estructura analitica.
Ademéas A es abierto para ambas. Esto implica que todo punto tiene una misma
base de entornos para ambas topologias, luego de hecho son la misma.

Es claro que p es holomorfa, pues en un entorno de cada punto x podemos
tomar una carta u alrededor de p(z) y una carta p|4 o u alrededor de x, con lo
que la composicion (p|a o u)~! o powu da la identidad, que es holomorfa.

Es claro que cualquier estructura analitica que cumpla el teorema admite
como cartas las aplicaciones p|4 o u que hemos considerado, lo que hace que la
identidad sea holomorfa. "

Pasamos ya a construir las superficies de Riemann que vuelven uniformes
las funciones meromorfas multiformes. La idea basica es multiplicar cada punto
de C*° de modo que haya una copia por cada valor que tome en él cada funciéon
multiforme. Para ello sustituiremos los puntos por los gérmenes de funciones
meromorfas, que definimos a continuacion.
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Definicion 7.19 Sea z € C*. Llamaremos F, al conjunto de todas las fun-
ciones meromorfas definidas en un disco de centro z. Consideramos en F, la
relacion de equivalencia segun la cual dos funciones estén relacionadas si coinci-
den en su dominio comtun. A las clases de equivalencia las llamaremos gérmenes
de funciones meromorfas con soporte en z.

En la practica identificaremos un germen g con cualquiera de sus elemen-
tos. Si g es un germen con soporte en z podemos tratarlo como una funcién
meromorfa en un disco de centro z. La tnica diferencia es que si cambiamos de
funcion aumentando o reduciendo el disco seguimos teniendo el mismo germen.
Diremos que un disco D es un dominio de g si g tiene un elemento con domi-
nio D. Llamaremos 7(g) = z. Notemos que z esta determinado por el germen
(es la interseccion de los dominios de las funciones que lo componen). La idea es
que los distintos gérmenes de soporte z representen distintas copias del mismo
punto z. Por eso vamos a definir superficies de Riemann que tengan por puntos
a los gérmenes.

Llamaremos M al conjunto de todos los gérmenes de funciones meromorfas.
Sobre M tenemos definida la funcion 7 : M — C*° que a cada germen le asigna
su soporte y la funcién ® : M — C* dada por ®(g) = g(7(g)).

Sea g un germen y D un dominio de g. Para cada z € D definimos g,
como el germen de soporte z determinado por la restriccién de g a cualquier
disco de centro z contenido en D. Sea Dy, = {g. | z € D} C M. Es claro que
m|p, : Dy — D es biyectiva, pues 7(g.) = z. Observemos que ®|p, = 7[p, 0g.

Los conjuntos D, son la base de una topologia en M. En efecto, se cumple
queg € Dyysit € DyNE}, entonces z = 7(t) € DNE yt = g, = h,. Tomamos
un dominio A de ¢ tal que A C DN E y entonces es claro que t € A, C Dy N Ej,.

Notemos ademas que M es un espacio de Hausdorff con esta topologia. En
efecto, si g # h son dos puntos de M y 7w(g) # m(h), entonces g y h tienen
dominios disjuntos, digamos D y E, y los abiertos Dy y Ej, son entornos dis-
juntos de g y h. Si por el contrario w(g) = w(h) y D es un dominio comin,
entonces Dy N Dy, = &, pues si existiera un germen t € Dy N Dy, entonces g y h
coincidirfan en un dominio de ¢, luego coincidirfan en D y seria g = h.

Podemos aplicar el teorema 7.18 a la aplicacion 7 : M — C*°. En efecto,
es continua, porque si D es un disco abierto en C* su antiimagen es la uniéon de
todos los abiertos /4, donde g es un germen con dominio £ C D; es abierta, pues
w[Dgy] = D; es obviamente suprayectiva, pues todo punto soporta un germen, y
es localmente inyectiva, pues lo es en cada abierto D,.

Asi pues, podemos considerar la tnica estructura analitica sobre M que
induce la topologia que acabamos de definir y que hace holomorfa a la funcion 7.
Claramente, si 7(g) # oo y D es un dominio de g, una carta alrededor de g es
la restriccién de w a D,. Si w(g) = oo hemos de componer dicha restriccion con
la funcion 1/z.

Segun la definicion que hemos dado, M no es una superficie de Riemann
con esta estructura analitica, porque no es un espacio conexo. Sin embargo,
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las componentes conexas de M si son superficies de Riemann. Las llamaremos
superficies de gérmenes.

Es claro que si S es una superficie de gérmenes, entonces las restricciones
m: 85 — C®y®:5 — C*™ son funciones holomorfas. La conexién en las
superficies de gérmenes tiene una interpretacion muy importante:

Sea 7 : [a,b] — C° un arco. Sean g y h gérmenes tales que 7(g) = v(a) y
m(h) = v(b). Diremos que g se prolonga analiticamente hasta h a lo largo de ~ si
un elemento de g se prolonga analiticamente a lo largo de v hasta un elemento
de h. Obviamente no importa la eleccion de los elementos.

Ahora podemos probar:

Teorema 7.20 Sean g y h dos gérmenes de funciones meromorfas. Si I es
un arco en M que conecta g con h entonces v = ' om es un arco en C* que
conecta w(g) con w(h) y f = T' o ® es una funcidn meromorfa sobre vy que
prolonga g hasta h. Reciprocamente, si g se prolonga hasta h a lo largo de un
arco v mediante una funcion f entonces y =T om y f =T o ® para un cierto
arco I' en M que conecta g con h.

DEMOSTRACION: SeaI': [a,b] — M. Fijemos ¢ € [a,b] y sea D un dominio
de u = I'(t). Entonces, para valores de s cercanos a ¢ tenemos que I'(s) € D,,
luego f(s) = u(7y(s)). Asipues, f es meromorfa sobre . Similarmente se prueba
que f prolonga g hasta h.

Sea v : [a,b] — C* un arco que conecte 7(g) con w(h)y f : [a,b] — C>
una funcién que prolongue g hasta h a lo largo de . Por definicién de funciéon
meromorfa sobre un arco, para cada ¢ € [a,b] existe una funciéon g; meromorfa
en un disco de centro v(¢) de modo que para puntos s cercanos a t se cumple
f(s) = gi(v(s)). Llamemos T'(¢) al germen en 7(t) determinado por g;. Asi
tenemos una funcion I : [a, b] — M. Veamos que I' es continua.

Sit € [a,b], entonces I o m = v es continua, y como 7 es un homeomorfismo
en un entorno de I'(t), componiendo con su inversa obtenemos que I' es continua
en ¢.

Por otra parte, I'(a) coincide con g sobre los puntos de v* cercanos a (a),
luego T'(a) = g e igualmente concluimos que I'(b) = h. También es claro que
Tod=f. L]

De este modo, las superficies de gérmenes son simplemente las clases de
equivalencia de gérmenes prolongables entre si.

Observemos que a cada abierto conexo V' en una superficie de gérmenes S
podemos asociarle una funcion multiforme meromorfa F' : 7[V] — C*, dada
por F(z) = @[x |y [2]].

En efecto, si w € F(z), entonces existe un g € V tal que n(g) = 2z y
®(g9) = w. Sea D un dominio de g. Entonces f = (w|p,)”! o ® es una rama
uniforme meromorfa de F' tal que f(z) = w.

Falta probar que cualquier rama uniforme de F' se prolonga analiticamente
hasta cualquier otra. Fijemos un germen h € V. Basta probar que h se prolonga
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analiticamente hasta cualquier rama uniforme de F. Sea f : A — C° una de
estas ramas.

Por definicién de F, para cada z € A, existe un germen g, € V tal que
7(g.) = 2y f(2) = g.(2). Sea D, un dominio de g,. Puesto que V es arcoco-
nexo, existe un arco que conecta h con g,, es decir, g, es prolongacién analitica
de h y, segin el teorema 7.4, lo es a lo largo de una poligonal P, con vértices de
coordenadas racionales.

Puesto que la cantidad de puntos z € A no es numerable, ha de haber una
cantidad no numerable de puntos para los que la poligonal P, es una misma
poligonal P. Asi, si z; y 22 son dos de estos puntos, ¢,, vy ¢, coinciden en
D,, N D,,, pues lo hacen sobre el extremo de P. Esto permite extender las
funciones g, a la unién de los discos D,. El resultado es una funcién meromorfa
que es prolongacion analitica de h a lo largo de P y coincide con f en una
cantidad no numerable de puntos. Como un conjunto no numerable no puede
ser discreto, coincide con f, luego f es prolongaciéon analitica de h.

Mas atin, ahora es claro que los gérmenes determinados f estan en V' (pues
son prolongaciones analiticas de h, luego estan conectados con h por un arco).
Si llamamos Ay C V al conjunto de estos gérmenes, es claro que Ay es abierto
en V', asi como que 7|4, : Ay — A es biyectivay f = (7T|Af)*1 o®.

Con esto hemos probado que las ramas uniformes de F' son todas de la forma
(7| 4)~! o @, para los abiertos A de V donde 7 es inyectiva.

Reciprocamente, si F' es una funcion multiforme meromorfa en un abierto
conexo (2, es facil ver que el conjunto A de todos los gérmenes de las ramas
uniformes de F' constituye un abierto conexo de una superficie de gérmenes
para la cual la funcién que acabamos de construir es la F' dada. Diremos que A
es la superficie de gérmenes de F. El teorema siguiente la caracteriza:

Teorema 7.21 Sea F : Q@ — C*> wuna funcion multiforme meromorfa en un
abierto conexo Q C C*™. Entonces existe una unica superficie de Riemann A
tal que existen aplicaciones holomorfas m: A — Q y ® : A — C*> de modo
que

1. 7 es localmente inyectiva.

2. Si 7 es biholomorfa en un dominio X entonces (mw|x)~' o ® es una rama
uniforme de F en w[X]. Toda rama uniforme de F es de esta forma.

3. Dos puntos x, y € A son iguales si y sélo si w(x) = w(y) y tienen entornos
X eY donde 7 es biholomorfa y las funciones (m|x) Lo ® y (n]y) Lo ®
coinciden en w[X]|N7[Y].

La unicidad ha de entenderse como que si (A',7',®") cumple estas mismas
condiciones entonces existe una aplicacion biholomorfa u : A — A’ tal que
T=wuon,P=uon.

DEMOSTRACION: Es claro que la superficie de gérmenes de F', llamémosla S,
cumple las propiedades indicadas. Para probar la unicidad observamos que la
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aplicacion que a cada x € A le asigna el germen determinado por (7|x)~! o ®,
donde X es un entorno de x en el que m es biholomorfa, es una aplicacion
biholomorfa u : A — S que relaciona las aplicaciones respectivas 7 y ® como
indica el enunciado. L]

En general, a cualquier superficie de Riemann en las condiciones del teorema
anterior la llamaremos superficie de Riemann de la funciéon F. Tenemos que la
superficie de gérmenes es una realizacién concreta de la superficie de Riemann de
una funcién y que cualquier otra es biholomorfa a ésta. No obstante en muchos
casos existen otras realizaciones distintas de interés. Por ejemplo, ahora es
inmediato que la superficie de Riemann de la raiz cuadrada puede identificarse
con la construida al principio de esta seccion, “pegando” dos copias de C \ {0}.
En efecto, si el espacio es, por concretar,

S=((C\{0}) x {0}) U ((C\ {0}) x {1}),

sobre S tenemos definida la proyeccion m que a cada punto le asocia su primera
componente. De acuerdo con la identificacién que hemos hecho, S es un espacio
de Hausdorff conexo y 7 es continua, abierta y localmente inyectiva, con lo
que S se convierte en superficie de Riemann al exigir que 7 sea holomorfa. La
aplicacion @ es la que a cada punto le asocia la raiz cuadrada de su primera
componente segun el criterio que habiamos establecido. Es facil ver que @ es
holomorfa y se verifican todas las propiedades del teorema anterior. n

Esta representacion de la superficie de Riemann de la raiz cuadrada es la
que permite comprender mejor el comportamiento de dicha funciéon. En efecto,
segin lo dicho, para trabajar con la raiz cuadrada debemos concebir C \ {0}
como “dos hojas superpuestas”’, de modo que cuando, por ejemplo, prolongamos
una rama uniforme a lo largo de una circunferencia v de centro 0, no volvemos
al punto de partida, sino que en realidad estamos moviéndonos por un arco
abierto I' que nos lleva de un punto al punto de la otra hoja superpuesto a él,
donde la raiz cuadrada toma otros valores.

No obstante, desde un punto de vista teérico podemos decir que la superficie
de Riemann de la raiz cuadrada es simplemente C \ {0}. En efecto, mas en
general tenemos lo siguiente (consecuencia inmediata del teorema anterior):

Teorema 7.22 Sea f:.S — Q una funcién meromorfa uniforme suprayectiva
y locamente inyectiva entre dos dominios de C>*. FEntonces la superficie de
Riemann de F = f~! puede identificarse con S, tomando m = f y ® igual a la
identidad en S.

Asi, la superficie de Riemann de la raiz cuadrada puede identificarse con
C\ {0} tomando 7(z) = 22, de modo que, por ejemplo, 1 y —1 se corresponden
ambos con z = 1. Una semicircunferencia I" de centro 0 que una 1 y —1 se
transforma mediante 7 en la circunferencia v de centro 0 con ambos extremos
iguales a 1, de modo que al prolongar una rama uniforme de la raiz cuadrada a
lo largo de 7, lo que hacemos en S es pasar de la identidad alrededor de 1 hasta
la identidad alrededor de —1 a lo largo del arco I'.
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Similarmente, la superficie de Riemann del logaritmo puede identificarse
con C, la del arco coseno es C menos los multiplos enteros de 7, etc.

Ejemplo Vamos a estudiar la funcion multiforme {/z(1 — z)3.

Partamos de una rama uniforme cualquiera, por ejemplo

4/2(1 — 2)3 _ e(logfﬂ,ac+3log0(1—z))/4.

Notemos que log, z no esté definido en [0, 4o00[, luego logy(1 — 2) no esta
definido en |—o0, 1] y, como log_ . z no estéa definido en |—o0, 0], la rama anterior
esta definida y es holomorfa en el plano complejo menos el intervalo |—oo, 1].

La figura muestra la parte imaginaria de
la funcion log_,. z+3logy(1—2), incluyendo
los limites en el intervalo donde no esta de-
finida. Esta parte imaginaria es el argu-
mento de la rama uniforme que hemos to- i 4(- .
mado, y como 77/4 y —m/4 se diferencian —77/4Kw37r/4
en 2w, resulta que dicha rama se extiende 0
continuamente al intervalo |—oo,0[. Pode-
mos construir otra rama de forma analoga

6m/4

sobre el plano menos el intervalo [0, 400 y
ajustarla para que en |—oo, 0] tome argumento 77/4. Esto prueba que la rama
original es holomorfa en C\ [0, 1].

Si multiplicamos esta rama por las constantes +1, +¢ obtenemos cuatro
ramas distintas en este abierto que toman los argumentos siguientes:

6m/4 0
Tm/4 3r/4 /4 5m/4
/ J | / / § ! /
0 27 /4
27 /4 47 /4
3r/4 Tm/4 5m/4 /4
/ 0 1 / / 0 1 /
47 /4 6m/4

Las cuatro ramas son discontinuas en el intervalo ]0, 1], pero se conserva la
continuidad si suponemos que un arco que cruce este segmento desde el semi-
plano inferior de la primera rama aparece en el semiplano superior de la segunda,
etc. Con mas precision, podemos tomar cuatro copias de C\ {0, 1} sobre las que
definimos las cuatro ramas uniformes anteriores, entendiendo que a los puntos
del segmento ]0, 1] les asignamos el valor del limite desde el semiplano superior.
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A continuacion las “pegamos” a través del segmento ]0, 1], en el sentido de que,
por ejemplo, los entornos basicos de un punto en el segmento de la tercera copia
es medio disco en el semiplano superior de dicha copia y el otro medio en el
semiplano inferior de la segunda. Asi obtenemos una superficie de Riemann S
que resulta ser la superficie de Riemann de la funciéon multiforme {/z(1 — z)3.
La comprobacion se reduce a ver que la funciéon que hemos definido es holomorfa
en los puntos de las cuatro copias de ]0,1[ y que en un entorno de cada nimero
complejo z # 0, 1 hay exactamente cuatro ramas uniformes de esta funcion.
| |

7.5 Singularidades algebraicas

Consideremos la funcion multiforme /z, que est4 definida en C \ {0} con
puntos de ramificaciéon simples en 0 e co. Sabemos que su superficie de Riemann
puede identificarse con S = C \ {0}, tomando como proyecciéon 7(z) = 22, y
entonces la funcién +/z se corresponde con la funcion ®(z) = z sobre S. Segin
las definiciones que hemos dado, los puntos 0 e co no se corresponden con
puntos de S, pero en este ejemplo en concreto vemos que resulta natural anadir
dos puntos a S, el 0 e oo, y extender w : C* — C>°, de modo que ahora
los puntos de ramificaciéon estan representados sobre la superficie de Riemann.
Maés atn, observamos que, mientras 0 e oo son singularidades no evitables de
V%, en el sentido de que la funcién no tiene ramas uniformes sobre ellos, sus
puntos asociados en S son singularidades evitables de la funcion ®, ya que ésta
puede extenderse a la identidad en C*°. Tenemos asi un ejemplo de cémo una
singularidad puede evitarse trabajando sobre la superficie de Riemann de la
funcion.

En general, vamos a probar que los puntos de ramificacion de orden finito de
una funciéon multiforme F' pueden interpretarse como singularidades aisladas de
la correspondiente funcion ® sobre la superficie de Riemann de F' (completada
adecuadamente). Con esto transformamos una singularidad con ramificacion
en una singularidad sin ramificacién. Cuando ademas la singularidad uniforme
resulta ser evitable, el punto de ramificacién se llama algebraico. Es el caso
de 0 e oo para la funcion /z. Asi pues, las singularidades algebraicas de una
funcién son las singularidades que pueden evitarse en términos de superficies de
Riemann.

Conviene adoptar algunos convenios de notaciéon que nos permitan manejar
mas comodamente las singularidades aisladas. En primer lugar, cuando digamos
que F': Q@ — C* es una funcién meromorfa multiforme completa en un abierto
conexo {2 C C*, sobrentenderemos que existe un conjunto E discreto y cerrado
en  tal que F' es holomorfa, completa y arbitrariamente prolongable en Q\ E.
En los puntos de F la funcion F' puede o no estar definida. De todos modos,
entenderemos que la completitud de F' vale sobre todo (2, en el sentido de que
cualquier prolongacion analitica de una rama uniforme meromorfa de F' con
dominio contenido en 2 y a lo largo de un arco contenido en {2 es también una
rama uniforme de F'.
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Es claro que si llamamos Ey al conjunto de los puntos de 2 que no son
regulares para F', entonces Ey C E es también un subconjunto discreto y cerrado
en , y F' es holomorfa, completa y arbitrariamente prolongable en Q \ Ejy, de
modo que podemos reducir F al conjunto de los puntos no regulares para F'.
Nos referiremos a ellos como los puntos singulares. Ciertamente, los puntos de
son singularidades aisladas de F'.

Segin el teorema 7.13, la funciéon F tiene el mismo nimero de ramas uni-
formes holomorfas en un entorno de cada uno de sus puntos regulares. Si este
numero es finito igual a n diremos que F' es n-forme o que tiene multiplicidad n
(aunque F pueda tener menos de n ramas en un entorno de un punto singular).
Por ejemplo, la funcion e/ (V=1 es biforme en C*.

La relaciéon de las singularidades aisladas con las superficies de gérmenes
viene determinada por el teorema siguiente:

Teorema 7.23 Sea F' : Q@ — C*° wuna funcion meromorfa completa en un
abierto conexo @ C C*. Sea u : D'(a,r) — C una rama holomorfa que
tenga en a un punto de ramificacion de orden finito (tal vez nulo) n — 1. Sea
g: D'(0, ¥/r) — C la funcion (uniforme) holomorfa tal que uw(z) = g(V/z —a).
Sea V,, . el conjunto de todos los gérmenes de ramas uniformes de u con dominio
en D'(a,r) (que es un abierto en la superficie de gérmenes de F). Entonces
existe una aplicacion biholomorfa hy . : V,, . — D'(0, /1) tal que ® = hy,0g
ym=hy,oe”+a, donde e"(z) = 2.

DEMOSTRACION: Un germen v € V; . serd de la forma f o g, donde f es
una rama uniforme de {/z — a, univocamente determinada por u. Definimos
e (v) = F(m(0)).

La aplicacion h,, , asi definida es suprayectiva, pues si w € D’(0, {/r) existe
una rama uniforme f de {/z —a tal que f(a + w") = w, luego hy ,(f 0 g) = w.

También es inyectiva, pues v es necesariamente el germen con soporte en
20 = hyr(v)" + a determinado por la Gnica rama uniforme de {/z —a que
asigna a zg el valor hy ,(v).

Ademas es holomorfa, pues si componemos h,, , con una inversa local de =
obtenemos una rama uniforme holomorfa de {/z — a.

Las relaciones entre g y ® y entre 7 y e” son inmediatas. m

T

En el teorema anterior hemos supuesto tacitamente que el punto a era finito,
pero el resultado es valido en oo con las modificaciones obvias: en tal caso u(z) =
g(1/3/z) y obtenemos una aplicacion biholomorfa A, : V,; . — D"(0,1/3/r)
que verifica ® = hy,0gy T =uoe", cone’(z) =1/z".

En cualquier caso lo que sucede es que la superficie de gérmenes de F' tiene
“un agujero” en correspondencia con cada singularidad con indice de ramifica-
cion finito. Podemos llenar este agujero si admitimos gérmenes de funciones en
entornos reducidos, tal vez multiformes. Veamoslo:

Sea F' : @ — C* una funcién meromorfa cuyos puntos singulares sean
todos puntos de ramificaciéon de orden finito (tal vez nulo). Para cada z € Q
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sea F, el conjunto de todas las ramas holomorfas de F' (no necesariamente uni-
formes) definidas en un entorno reducido de z que no contenga puntos singulares
de F. Consideramos la relacién de equivalencia segtn la cual dos ramas estéan
relacionadas si tienen una rama uniforme holomorfa en comin. A las clases de
equivalencia las llamaremos gérmenes generalizados con soporte en z.

Llamemos S al conjunto de todos los gérmenes generalizados de F' con so-
porte en . Diremos que un germen generalizado con soporte z es regular si
sus representantes se extienden a funciones meromorfas (uniformes) en discos
de centro z (basta con que un representante cumpla esto para que todos lo
cumplan).

Es claro que los gérmenes regulares pueden identificarse con los gérmenes
usuales que ya teniamos definidos, con lo que el conjunto de los gérmenes re-
gulares puede identificarse con la superficie de gérmenes S de F' en el sentido
usual. De este modo S C S. La aplicacion 7 : S — Q que a cada germen le
asigna su soporte es suprayectiva y extiende a 7.

Vamos a extender a S la topologia de S. Dado un germen u € S y D'(a,r)
uno de sus dominios, consideramos el conjunto V,, , formado por todos los gér-
menes de ramas holomorfas de u que tienen un dominio contenido en D’(a,7)
(se entiende que los dominios son siempre entornos reducidos, es decir, discos
sin su centro). Claramente u es el tnico germen de V,, , con soporte en a y,
puesto que D’(a,r) no contiene puntos singulares de F, el conjunto V. \ {u}
es precisamente el conjunto V,; . considerado en el teorema 7.23.

Es facil ver que los conjuntos V;, ;. son la base de una topologia de Hausdorff
en S (la prueba es idéntica al caso de las superficies de gérmenes), asi como que
ésta induce en S la topologia que ya teniamos definida.

Teniendo en cuenta que, si u € S\ S, se cumple V,, . N (S\ S) = {u}, es claro
que S es denso en Sy que S \ S es discreto y cerrado en S.

El teorema 7.23 nos da homeomorfismos hy, , : V,, \ {u} — D'(0, {/r),
donde n—1 es la multiplicidad de u. (Para w(u) = oo el radio del disco es 1/ /7).
Es claro que h,, se extiende a un homeomorfismo h, , : Vi, — D(0, ¥/r)
haciendo h, ,(u) = 0 (notemos que h biyecta los entornos basicos de u de la
forma V;, s con 0 < s < r con los entornos basicos de 0 de la forma D(0, s)).

Esto nos permite extender a S la estructura analitica de S tomando como
cartas de S las aplicaciones h,, ,. La composicién de una carta con la inversa
de otra es un homeomorfismo entre dos abiertos de C y es holomorfa salvo a
lo sumo en un punto aislado, pues el teorema 7.23 implica que la restriccién de
huyr a Vi \ {u} es holomorfa para la estructura de S, de donde se sigue que
dicha composicién es holomorfa en todo su dominio.

Es claro que la estructura analitica de S induce en S la topologia que aca-
bamos de definir e induce en S la estructura analitica que ya teniamos definida.
También es claro que S es conexo, luego es una superficie de Riemann.

El teorema 7.23 nos da que en un entorno de cada punto de S la proyeccion
7 se expresa como T = h,,, o €™ + 7(u) (en principio esto vale para los puntos
distintos de w, pero para éste es trivial). Si 7(u) = oo la formula es distinta,
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pero en cualquier caso concluimos que 7 es holomorfa en S. En general no es
localmente inyectiva.

Respecto a la funcion @, la tenemos definida sobre los puntos de S y en
general no puede extenderse a los puntos restantes. Mas concretamente, sea
u € S\ S ysea D'(a,r) un dominio de u. Supongamos que a # oo y sea
n —1 la multiplicidad de u. Segun el teorema 7.16, existe una funciéon holomorfa
(uniforme) g : D’(0, {/r) — C tal que

u(z) = g(Vz—a)

Sabemos que el entorno V,, , de u puede identificarse con el disco D(0, {/r ),
y segun el teorema 7.23 la funcién @, restringida a V,,, \ {u}, se corresponde
con g. La funcion ® admitira una extension holomorfa a u si y solo si g admite
una extension meromorfa a 0. Esto nos lleva a la definicion de singularidad
algebraica:

Definicién 7.24 Sea u : D'(a,r) — C* una funcién holomorfa completa
arbitrariamente prolongable. Diremos que a es una singularidad algebraica de
u si

1

u(z) =g(¥z—a) obien u(z)=g|—= si a = oo,

Rz
donde g es una funcién meromorfa en un entorno de 0. En caso contrario la
singularidad se llama trascendente.

Notemos que, por definiciéon, las singularidades algebraicas son puntos de
ramificacion de orden finito. Si a es una singularidad algebraica de una funcion u
en las condiciones del teorema anterior, podemos definir u(a) = ¢(0). Si u es
una funciéon uniforme, entonces u(z) = g(z—a) (o bien u(z) = g(1/2), si a = 00),
por lo que a serd una singularidad algebraica si y solo si es una singularidad
evitable o un polo de u. En tal caso, el valor u(a) que acabamos de definir
coincide con la tnica extension que hace a u meromorfa en D(a, ), es decir, que
evita la singularidad.

Definicién 7.25 Una funcién meromorfa completa F' : 0 — C* es algebraica
de grado n si es n-forme y todas sus singularidades son algebraicas.

Notemos que, por ejemplo, la funcién arco coseno definida sobre 2 = C
tiene todas sus singularidades algebraicas, pero no es algebraica porque no tiene
orden de ramificacién finito.

Si a es una singularidad de F', podemos definir F'(a) como el conjunto de
valores que toman en a las ramas holomorfas de F' definidas (en principio) en
los entornos reducidos de a.

Segun hemos visto, podemos extender la funciéon ® : S — C* a una funcion
meromorfa & : § — C>, con lo que hemos evitado las singularidades de ®.
Observemos que F = 71 0 ®.



280 Capitulo 7. Funciones multiformes

Una caracterizacion de la superficie de gérmenes S similar a la que el teo-
rema 7.21 proporciona para S seria un tanto engorrosa, mientras que si nos
restringimos al caso de funciones algebraicas, la caracterizacion resulta muy
elegante y tutil. Nos ocupamos de ello a continuacion.

Definicion 7.26 Sea F' :  — C* una funcién algebraica, sea F el conjunto
de sus puntos singulares y sea S* el conjunto de los gérmenes de F' cuyo soporte
es un punto regular (claramente S* es un abierto conexo en la superficie de
Riemann S de F'). Una configuracion analitica de F es un par (X, 7), donde X
es una superficie de Riemann y 7 : X — 2 es una aplicaciéon holomorfa propia
(definicion A.19) tal que existe una aplicaciéon biholomorfa ¢ : X \7~![E] — S*
que cumple ¢ o™ = 1 (donde la primera 7 es la proyecciéon definida en S*).

Vamos a probar que (5‘ , ) es, salvo aplicaciones biholomorfas, la tnica con-
figuracion analitica de F'. La idea basica es que si F' es una funcion algebraica
de grado n y tomamos un disco cerrado con centro en una de sus singularidades
(v que no contenga a ninguna otra), su antiimagen por 7 en S serd una uniétn
de n cerrados disjuntos, cada uno de ellos homeomorfo a un disco cerrado o bien
a un disco cerrado menos su centro (pero siempre habra alguno de este segundo
tipo), y los discos sin su centro no son compactos, luego m no es propia. En
cambio, su antiimagen por 7 en S es una unién de n cerrados homeomorfos a
discos cerrados, pues en S “hemos tapado los agujeros de S”; lo que hace que 7
s{ sea una aplicacién propia.

Teorema 7.27 Si F' es una funcion algebraica, entonces su superficie de gér-

menes generalizados S junto con la proyeccion T es una configuracion analitica
de F.

DEMOSTRACION: SoOlo hay que probar que la aplicaciéon 7 es propia, pues
como ¢ sirve la identidad en S*. Tomemos K C () un conjunto compacto y
consideremos un cubrimiento abierto de 7 ![K]. Cada a € K tiene un ntimero
finito de antiimagenes (igual a n si el punto es regular o menor si es singular,
pero nunca nulo). Cada una de ellas, digamos u, es un germen generalizado al
que podemos asignarle un dominio D’(a,r) tal que V,,, esté contenido en un
abierto del cubrimiento dado. Restringiendo r si es necesario podemos suponer
que vale el mismo para todas las antiimégenes de a. Llamemos r, a este radio
comin. Notemos que, por definicién de dominio de un germen, todos los puntos
de D(a,r,) son regulares para F salvo a lo sumo su centro.

Los discos D(a, r,) constituyen un cubrimiento abierto de K, luego podemos
extraer un subcubrimiento finito K C D(a1,7q,) U+ - U D(am, rq,, ). Entonces

ﬁil[K] C 6 U Vu,r%a (73)

i=luer—1[a;]

pues si v € 7 ![K] entonces 7(v) € D(ai,74,) para algin i, luego v tiene un
dominio contenido en este disco y es arbitrariamente prolongable en D’(a;,74,),
luego se prolonga a una rama meromorfa (tal vez multiforme) u de F definida
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en D'(a;,r,,), la cual a su vez determina un germen con 7(u) = a;. Entonces
v € Vi, v por consiguiente esta en el miembro derecho de (7.3).

Puesto que cada abierto Vu,rai esté contenido en un abierto del cubrimiento
dado, concluimos que éste admite un subcubrimiento finito. m

Ahora probamos la unicidad de la configuracién analitica. Para ello usa-
remos los resultados sobre aplicaciones holomorfas propias entre superficies de
Riemann expuestos en la seccion A.3.

Teorema 7.28 Si (X;,71) y (Xa,m2) son dos configuraciones analiticas de una
funcion algebraica F', entonces existe una funcion biholomorfa 1 : X1 — Xo
tal que Y o my = 1.

DEMOSTRACION: Sea ¢; : X \W;l[E] — S* segun la definicion de con-
figuracion analitica. El conjunto E es discreto y cerrado en €2 y, al ser 7;
una aplicacion propia, el conjunto 7rj_1[E] es discreto y cerrado en X; (pues si
K C 7rj_1[E] es compacto, f[K] es finito y K C f~![f[K]] también lo es).

Sea ) = ¢rop, '+ X1\m ' [E] — X2\7; '[E]. Claramente ¢ es biholomorfa.
Veamos que se puede extender a una aplicaciéon holomorfa ¢ : X; — X,. Para
ello fijemos un punto b € nj 1[E} y veamos que 1t se extiende a una funcion
holomorfa en un entorno de b.

Sea a = 7 (b). Puesto que 7y es propia, el conjunto 75 '[a] es finito. Digamos
que 75 *[a] = {c1,...,cs}. Sea W; el dominio de una carta en X5 alrededor de
cada c;. Podemos exigir que los abiertos W; sean disjuntos dos a dos. Puesto
que 75 *[a] C Wi U--- U W, el teorema A.20 nos da un entorno abierto U de a
tal que UNE = {a} y 7y '[U C Wy U---UW,.

Sea V' el dominio (conexo) de una carta alrededor de b tal que V C 7y *[U]
y V.nr'[E] = {b}. Claramente V \ {b} C m;'[U] es un abierto conexo de
X, \ 7 [E], luego 4[V \ {b}] es un abierto conexo en m, '[U]. Por lo tanto
existe un indice k tal que Y[V \ {b}] C Wj.

Sea g la carta definida sobre V' y h la carta definida sobre Wj. Podemos
suponer que sus rangos son ambos iguales a D(0,7) y que g(b) = h(ck) = 0.
Entonces u = g~ ' o9 oh : D'(0,r) — D(0,7) es holomorfa y tiene una
singularidad evitable en 0. Definiendo 1(b) = h~*(u(0)) tenemos que 9|y =
gowuoh™ !, luego hemos extendido ¢ a una funcién holomorfa en b.

En general, ahora tenemos v : X1 — X5. La igualdad ¥ omy = 7y es vélida
sobre los puntos de X; \7; '[E]. Como este conjunto es denso y ambos miembros
son continuos, de hecho es vélida en todo X;. Falta ver que ¢ es biyectiva. En
principio vemos que es propia: si K es un compacto en X, entonces 1~ ![K] es
un cerrado en X; contenido en el compacto 7 * [m2[K]], luego es compacto. En
particular tenemos que 1) es suprayectiva.

Como los conjuntos 7; '[F] son numerables, existe un punto yo € Xo\m; *[E]
de escision para 1 y ¥~ [yo] € X1 \ 71 '[E], pero esto implica que yo tiene
una Unica antiimagen, luego 1 tiene grado 1, y por A.24 concluimos que 1 es
inyectiva. L]
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Ahora es relativamente facil reconocer configuraciones analiticas. Por ejem-
plo, la de la funcién /z es C* con la proyeccion 7(z) = 22, pues sabemos que
C\ {0} es la superficie de Riemann de /z y, como C* es compacto, la aplicacion
T es propia.

Nota Observemos que si 7 : X — ) es la configuraciéon analitica de una
funcion algebraica F', entonces los puntos de escision de 7 segin A.21 coinciden
con los puntos regulares de F' en el sentido de 7.10.

En efecto, si F' es n-forme y b € 2 es regular, por 7.13 sabemos que tiene
exactamente n antiimagenes, luego 7 tiene grado n en el sentido de A.23. En-
tonces, por A.24 tenemos que cada x € 7w 1[b] cumple e(7, x) = 1, luego b es un
punto de escisiéon de .

Reciprocamente, si b es un punto de escisiéon de 7, entonces tiene n antiiméa-
genes y T es inyectiva en un entorno de cada una de ellas, luego (identificando X
con la superficie de gérmenes generalizados), la funcion 7= o ® determina n ra-
mas uniformes de F (arbitrariamente prolongables) en un entorno de b, que
tienen que ser distintas dos a dos (ya que determinan gérmenes distintos), luego
son todas las ramas uniformes de F en by asi b es un punto regular de F'. =

7.6 Funciones algebraicas

En esta seccion entenderemos por qué hemos llamado funciones algebraicas
a las que cumplen la definicion 7.25. Concretamente, vamos a ver que son las
funciones que satisfacen una ecuacién polindémica con coeficientes en el cuerpo
M(Q) de las funciones (uniformes) meromorfas sobre un abierto conexo @ C C*,
en el sentido que vamos a precisar a continuaciéon:

Definiciéon 7.29 Sea € un abierto conexo en C*, sea M() el cuerpo de las
funciones (uniformes) meromorfas en Q y sea F : Q — C* una funciéon mero-
morfa multiforme. Diremos que F es raiz del polinomio P(z,w) € M(Q)[w],

P(z,w) = Ag(2)w" + A1 (2)w" 1 4 - 4+ A,(2)

si toda rama uniforme holomorfa f : D — C* de F en un abierto que no
contenga polos de las funciones A;(z) cumple

P(z, f(z)) =0, paratodo ze€ D.

Observemos que el conjunto de los polos de los coeficientes de un polinomio
de M(Q)[w] es discreto y cerrado en . También es claro que si g € M(Q) es
una funcién no nula, entonces F es raiz de un polinomio P si y so6lo si lo es de
gF', luego en particular toda funcién que es raiz de un polinomio lo es de un
polinomio ménico.

Conviene observar que basta con que una rama uniforme de F' satisfaga un
polinomio para que todas lo hagan:
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Teorema 7.30 Sea Q un abierto conexo en C*. Sean f : D — C*® y
g: E — C* dos funciones uniformes meromorfas cuyos dominios estdin con-
tenidos en 2 y tales que una se prolonga hasta la otra a lo largo de un arco
contenido en Q. Si P(z,w) € M(Q)[w] cumple que P(z, f(z)) = 0 para todo
z € D, entonces P(z,9(z)) =0 para todo z € E.

DEMOSTRACION: Sea v : [a,b] — Q un arco y h : [a,b)] — C* una
funcién meromorfa sobre 7 que prolongue f hasta g. Entonces la funcion u(t) =
P(~(t), h(t)) es claramente meromorfa sobre 7 (pues si by : D, — C> extiende
a h alrededor de (), entonces P(z, hi(z)) extiende a u alrededor de v(t)). Por
hipétesis u es nula en un entorno de a, luego es nula en todo su dominio, con lo
que P(z,g(z)) es nula en el extremo final de «, y por tanto en todo E. n

Ahora veamos algunos resultados generales sobre los polinomios de M(Q)[w].
Consideremos dos polinomios T1, T € M(Q)[w] de grados n > m > 0 res-
pectivamente. En todo anillo de polinomios sobre un cuerpo podemos dividir
euclideamente, luego podemos formar una sucesion de descomposiciones

Ti(z,w) = Qi(z,w)Ta(z,w)+ T3(z,w)
To(z,w) = Qa2(z,w)Ts(z,w) + Ty(z,w)
TP*1(27w) = QP*Q(va)Tpfl(%w) +Tp(2)>

donde el grado de cada resto T; es estrictamente menor que el del anterior, hasta
llegar a un resto T, € M(2). Tomamos p como el menor natural para el que se
cumple esto, es decir, suponemos que 7;,_; tiene grado no nulo.

Llamamos E al conjunto de los polos de los coeficientes de los polinomios
T; y Q;. Si oo € Q lo incluimos también en E. Es claro que E es discreto y
cerrado en 2. Veamos algunos hechos sencillos:

1. Sia € Q\ E, entonces a es un cero de T, si y solo si los polinomios
Ty (a,w) y Ta(a,w) tienen una raiz comin.

En efecto, si Tp,(a) = 0, las relaciones recurrentes entre los T; prueban que
cualquier raiz de T),_1(a,w) lo es de todos los T;(a,w), en particular de
los dos primeros. Reciprocamente, una raiz comun de 71 (a,w) y Ts(a, w)
lo es de T5(a,w) y por recurrencia lo es de Tj,(a), o sea, T,(a) = 0.

2. T, # 0 si y solo si existe un conjunto L C Q discreto y cerrado en
que contiene a E y tal que para todo a € Q\ L los polinomios T1(a,w) y
T5(a,w) no tienen raices comunes.

En efecto, si Tp # 0 tomamos L igual a £ mas los ceros de T}, que es un
conjunto discreto y cerrado en Q. Si a € Q\ L, entonces los polinomios
Ty (a,w) y Ta(a,w) no tienen raices comunes por el apartado anterior.
Reciprocamente, si existe tal conjunto L, por el apartado anterior todo
a € Q\ L cumple T,(a) # 0, luego T, # 0.
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3. T, # 0 si y sélo si los polinomios Th(z,w) y To(z, w) son primos entre si.

En efecto, si T, = 0 las relaciones recurrentes entre los 7T; prueban que
Tp—1 divide a todos los demaés, luego 77 y 7> no son primos entre si.
Supongamos ahora que 77 = TPy To = T'Q, donde T tiene grado positivo.
Sea D un disco abierto contenido en §2 disjunto con E y de forma que todos
los coeficientes de los polinomios T', P y @ sean funciones holomorfas, y
el coeficiente director de 7' no se anule en D. Si a € D, cualquier raiz
de T'(a,w) es una raiz comun de T} (a,w) y Ta(a,w), luego el apartado a)
implica que T},(a) = 0. Asi pues, T}, es nula en D, luego en todo €.

Combinando los dos ultimos apartados tenemos:

Teorema 7.31 Sean Ty, T, € M(Q)[w] dos polinomios de grado no nulo primos
entre si. Entonces existe un conjunto L discreto y cerrado en € tal que si
a € Q\ L, a# oo, los polinomios Ty (a,w) y Ta(a,w) no tienen raices comunes.

Este teorema se aplica en particular a un polinomio irreducible
T(z,w) = Ag(2)w™ + A1 (2)w" "  + -+ A, (2)
y a su derivada formal
Tuw(z,w) = nAg(2)w" ' 4+ (n — DA ()Wt + -+ A1 (2).

Observemos que Ty T, son primos entre si, pues un divisor comun no
unitario deberia tener grado n por ser T irreducible y grado menor que n por
dividir a T,. Por otra parte, una raiz de T'(a,w) que no lo sea de Ty, (a,w) es
una raiz simple. Esto prueba:

Teorema 7.32 Si T € M(Q)[w] es un polinomio irreducible, entonces el con-
Junto de los a € , a # oo tales que T(a,w) tiene raices miltiples es discreto y
cerrado en Q.

(Notemos que el razonamiento anterior no es aplicable si T tiene grado 1,
pero este caso es trivial.)

Veamos ahora un primer resultado sobre existencia de funciones meromorfas
que satisfacen un polinomio dado.

Teorema 7.33 Sea
T(z,w) = w" + Ay (2)w" ™ + -+ A1 (2)w + A, (2)

un polinomio cuyos coeficientes son funciones holomorfas en un disco D(a,r)
del plano complejo. Supongamos que T'(a,w) tiene n raices simples wy, ..., Wy,
Entonces existen n funciones holomorfas fi,..., fn en un disco D(a,t), con
0 <t <r tales que:

1. fi(a) =wj, para j=1,...,n.
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2. Para cada z € D(a,t) los nimeros f;(z) son distintos dos a dos.
3. T(z, fj(2)) =0 para todo z € D(a,t).

4. Si f es una funcion meromorfa en un entorno de a y para cada z en dicho
entorno se cumple T'(z, f(z)) = 0, entonces f coincide con una f; en un
entorno de a.

DEMOSTRACION: Sea € > 0 tal que los discos D(wj, €) sean disjuntos dos a
dos. Asi, el polinomio T'(a,w) tiene un unico cero en cada disco, concretamente
en su centro. Usando la continuidad de T'(z,w) en las dos variables y la com-
pacidad de las circunferencias, es facil encontrar un radio ¢ > 0 de modo que si
z € D(a,t) y |lw— w,| = ¢, entonces T(z,w) # 0. En D(a,t) podemos definir

las funciones 1 T )
w Z7w
) - —2 2
u](z) 20 /|’LU—7JJ_7‘|—€ T(Z,'w) v

El teorema de los residuos y el teorema 3.10 implican que u;(z) es el ntmero
de ceros en D(wj, €) del polinomio w +— T'(z,w) (contados con sus multiplicida-
des). En particular u;(z) es un nimero natural, pero por otra parte cada funcion
u; es continua, luego es constante en D(a,t). Concretamente, u;(2) = u;(a) =1
para todo ¢. En otras palabras, cada polinomio T'(z,w) tiene un tnico cero en
D(wj, €), al que llamaremos f;(z). Ciertamente, fijado z, los nameros f;(z) son
distintos dos a dos y se cumple T'(z, f;(z)) = 0.

Veamos que las funciones f; son holomorfas. La funcion w — 1/T(z,w),

definida en D(wj, €), tiene un polo simple en f;(z), luego la funciéon

w WTw(z w)

es holomorfa en D(wj,€). Por el teorema de Cauchy

: (w— f(2)) 22

% lw—w;|=€ T(Z,’LU)

1 Tyw(z,w)
f](Z) - 27Ti/|wwj—6w T(Z,’U)) dw7

dw =0,

luego

lo que muestra la holomorfia de las funciones f;.

Solo falta probar que cualquier funciéon meromorfa f en un entorno de a que
cumpla T'(z, f(z)) = 0 coincide con una de las f;. Reduciendo ¢ si es necesario
podemos suponer que f esta definida en D(a,t). Sea L el conjunto de puntos de
este disco que no son polos de f. Si z € L, entonces f(z) es una de las raices del
polinomio T'(z,w), pero éstas raices son las f;(z), luego f(z) = f;(z) para algin
indice j que depende de z. Ahora bien, ha de haber una cantidad no numerable
de puntos z € L para los que el j correspondiente sea el mismo, con lo que f y
f; coinciden en un conjunto no numerable, luego coinciden en todo su dominio.

n
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A las funciones f; las llamaremos raices locales de T en a. Con esto estamos
en condiciones de probar que todo polinomio irreducible tiene una raiz, asi como
que ésta es una funcion algebraica.

Teorema 7.34 Sea
T(z,w) =w" + Ay (2)w" + -+ A1 (2)w + Ay (2)

un polinomio mdnico irreducible en M(Q)[w]. Sea E el conjunto de los puntos
a € Q donde alguno de los coeficientes A; tiene un polo o donde el polinomio
T(a,w) tenga raices multiples (claramente E es discreto y cerrado en ). En-
tonces existe una funcion algebraica F : Q@ — C*> cuyos puntos singulares
estan contenidos en E y que es raiz del polinomio T.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto a € \ F y sea f una de las raices
locales de T en a proporcionadas por el teorema anterior. Sea F' la funciéon
multiforme completa generada por f en €, es decir, la funcién cuyas ramas
uniformes son las prolongaciones analiticas de f a lo largo de arcos contenidos
en (). Por el teorema 7.30 tenemos que F' es raiz de T. Falta probar que F es
arbitrariamente prolongable en Q\ E. En efecto, si v : [a,b] — Q\ E es un
arco y ¢ es una rama uniforme de F' en un entorno de vy(a), sea tg el supremo
de los puntos ¢ € [a,b] tales que g se prolonga a lo largo de 7|, 4. Tomemos
un disco D de centro v(ty) donde estén definidas las raices locales de T' segn
el teorema anterior. Sea ¢ > 0 tal que v(tg — €) € D. La prolongacion de g
hasta v(top — €) es una raiz local de T en ~(ty — €), pero es claro que las raices
locales en este punto son las mismas que en (), luego la prolongacion de g
hasta 7 (to — €) permite prolongar g hasta (o) y ain mas all4, salvo que ¢ty = b,
luego éste ha de ser el caso y tenemos que g se prolonga a lo largo de .

Veamos que la funcién F' es algebraica. En primer lugar observamos que,
en un entorno de un punto regular, las ramas uniformes holomorfas de F' son
raices locales de T, luego su nimero es p < n, y por el teorema 7.13 concluimos
que F' tiene multiplicidad p.

Consideremos ahora un punto singular b de F. En particular b € E. Toma-
mos un disco tal que D(b,r) N E = {b} y sea F* una rama holomorfa de F' en
D'(b,r). Entonces F* tiene en b un punto de ramificaciéon de orden m — 1 < p
(tal vez m = 1). Por el teorema 7.16 existe una funciéon uniforme holomorfa g
definida en un entorno reducido de 0 tal que

F*(2) =g(¥z—=1b) o bien F*(z):g(;/g> si b= oo.

Hemos de probar que g no tiene una singularidad esencial en 0. En general,

si f € M(Q2) y a € Q, conviene introducir la notacion
0 sio(fia)>0,
ulfa) = { —o(f,a) sio(f,a)<0.
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Supongamos b # oo (los cambios para b = oo son los obvios). Llamando
Ay =1, sean
— A . Jp— it i k .
kfogljagnﬂ(flmb), aj; llg})(z b)" A;(2).
Entonces algiin a; es no nulo. Sea el polinomio T (z,w) = (z — b)*T(z, w).
Claramente

Tl(b?w) = HH})Tl (Z,UI) = aow" + alwn_l + ot ap_ 1w+ ap,
z—

luego el polinomio 7} (b, w) no es nulo.

Si 0 es una singularidad esencial de g, para cada w € C existe una sucesién
{&s} de nimeros complejos no nulos que converge a 0 y tal que {g(§;)} converge
a w. Asila sucesion {b+ £} converge a b y, para s suficientemente grande,
esta en D' (b, ), luego g(&s) € F*(b+&™) C F(b+&M).

Como F es raiz de T, se cumple T'(b+ £™,g(&s)) = 0 y, en consecuencia,
Ti(b+&7",9(&)) = 0. Por continuidad

Ty (b,w) = lignT1(b +&9(&)) =0,

esto para todo w € C, lo que implica que T} (b, w) es nulo, en contradicciéon con
lo anterior. -

La prueba del teorema anterior muestra en realidad que cualquier funcién
que sea raiz de un polinomio es algebraica (de grado menor o igual que el
del polinomio). Ahora probaremos que toda funcién algebraica es raiz de un
polinomio. Necesitamos recordar los resultados basicos sobre los polinomios
simétricos elementales [Al 7.1]. El polinomio simétrico elemental de n variables
y grado j se define como

Sj(l‘l,...7$n):(—1)3 Z .Til"'.%'ij.
1<i1 < <i;<n
Es obvio que S; es simétrico, en el sentido de que si permutamos sus varia-
bles permanece inalterado. Lo tnico que vamos a necesitar [Al 7.4] es que si
ai,...an € C, entonces

(x—a1) - (z—an) =w" + S1(a1,...a)w" ' 4+ -+ Sp(a, ..., ap).
Sif1,... fn € M(Q), definimos
Si(f1(2)s- -, fa(2)) = (1) > fir(2) - fi; (2).

1<i1 < <ij<n

Claramente S;(f1(2),..., fn(2)) es una funcién meromorfa en {2 que no de-
pende del orden de las funciones f;. En los puntos z € 2 que no son polos de
ninguna f; coincide con la composicion de las f; con el polinomio Sj.

Teorema 7.35 Sea F': ) — C* una funcion algebraica de ordenn. Entonces
existe un unico polinomio mdnico irreducible T(z,w) € M(Q)[w] que tiene a F
por raiz. Ademds T tiene grado n.
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DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del teorema 7.31, pues dos
polinomios moénicos irreducibles distintos 77 y 15 son primos entre si. Si ambos
tuvieran a F' como raiz, en particular tendriamos una rama uniforme holomorfa
f de F en un disco D tal que si a € D entonces Ty (a, f(a)) = 0 = Txz(a, f(a)), es
decir, el conjunto de puntos a tales que T (a, w) y T2(a, w) tienen raices comunes
no seria discreto.

Sea E el conjunto de los puntos singulares de F. Para cada b € Q\ E, sean
fi,ps- -5 fnp las ramas uniformes holomorfas de F'. Si llamamos D; al mayor
disco de centro b contenido en Q2 \ E, el principio de monodromia nos permite
extender las funciones f;; a todo el disco D,. Para j = 1,...,n definimos
Sio=Sj(fi,ps > [np)-

Veamos que si b, c € Q\ E'y D, N D, # @, entonces S;; y S, coinciden en
su dominio comun. En efecto, si z € D, N D, las restricciones de las funciones
fir a D,NDyN D, son las n ramas uniformes de F en este abierto, al igual que
las restricciones de las funciones f; ., tal vez en otro orden, pero en cualquier
caso, sobre los puntos de este abierto que no son polos de ninguna de ellas, las
funciones S; y ;. coinciden con S; ., luego coinciden entre si.

Consecuentemente, las funciones S;; se extienden a una funcién holomorfa
S; definida en Q \ E. Si probamos que los puntos de E son singularidades
evitables o polos de cada S; entonces estas funciones se extenderan a funciones
meromorfas en €2, y la funciéon F sera raiz del polinomio

T(z,w) = w" 4+ Sy (2)w" 4+ -+ 5, (2).

Sea, pues a € E y supongamos que a # oo (el caso a = oo es andlogo).
Consideremos un entorno reducido D’(a,r) disjunto con E. Fijemos b € D'(a, )
y llamemos Fj a la rama holomorfa de F' en D’(a,r) que contiene a f;;. Sea
p; < n la multiplicidad de F}j. Segun la definicién de punto critico algebraico
existe una funcién g; meromorfa en 0 tal que Fj(z) = g;( vz —a).

Sea D un disco de centro 0 en el que estén definidas todas las funciones g; y
sea k > 1r£1éu<x 1(g5,0) (ver pag. 286). Asi w¥g;(w) tiende a 0 en 0, luego existe

<j<n
una constante M y un radio 0 < r < 1 tales que
M
(W) < —, si0<|w|<r, j=1,...,n.
o50)] < o wl<r, ]

Ahora llamamos s = minj <<, 77/, de modo que si z € D'(a, s) entonces

15;(2)] < Do faz @1 fia(2)]
1Si1<"'<ij§n
Ppi Pi,;
= Yo e Vz=a)l--lg, (T Vz=a)l
1<i1<+<1;<n
MI
= k/piy++k/pi;

1<i1<--<i;<n |z —al
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Teniendo en cuenta que |z — a| < 1, una cota inferior de los denominadores
de esta expresion es |z — a|™, donde m = jk, con lo que en definitiva llegamos
a una expresion de la forma

K
15;(2)] < m-

Esto implica que (2 — a)S;(z) estd acotada alrededor de a, luego S; tiene
una singularidad evitable o un polo en a, como queriamos probar.

Falta ver que el polinomio T es irreducible, pero esto es sencillo: si se pudiera
descomponer en factores, es claro que F' seria raiz de uno de ellos, digamos de
un factor T* de grado p < n, pero entonces las ramas uniformes de F' (salvo en
un conjunto discreto y cerrado) serfan las raices locales de T*, que son p en un
entorno de cada punto, luego F tendria a lo sumo multiplicidad p, cuando en
realidad tiene multiplicidad n. L]

Con esto ya tenemos la caracterizacion que buscdbamos de las funciones
algebraicas:

Teorema 7.36 Una funcion multiforme meromorfa completa F : ) — C™ es
algebraica si y solo si es raiz de un polinomio de M()[w].

En realidad los teoremas anteriores contienen cierta informacion relevante
sobre la relaciéon entre una funcién algebraica y el tinico polinomio ménico irre-
ducible del cual es raiz. Sélo falta dar unos pocos detalles:

Teorema 7.37 Sea T' € M(Q)[w] un polinomio mdnico irreducible de grado n
y sea E el conjunto de puntos a € 1 donde alguno de los coeficientes de E
tiene un polo o donde T'(a,w) tiene raices miltiples. Entonces existe una unica
funcion algebraica F en ) que es raiz de T'. Ademds F tiene multiplicidad n y
sus puntos singulares estdn contenidos en E.

DEMOSTRACION: El teorema 7.34 nos da que existe una funcién F algebraica
en ) que es raiz de Ty cuyos puntos singulares estdn contenidas en FE. Por el
teorema anterior F' es raiz de un tnico polinomio ménico irreducible T cuyo
grado es la multiplicidad de F', luego T* =T y F tiene multiplicidad n.

Esto implica que las n raices locales de T' en un entorno de cada punto de
Q\ E son ramas uniformes holomorfas de F. Puesto que toda raiz de T' ha de
tener como rama uniforme a alguna de estas raices locales y todas forman parte
de la misma funcién F', es claro que T sélo tiene una raiz. [

Ejemplo Vamos a estudiar la funcion algebraica determinada por el polinomio
T(z,w) = w® — 3w — z € M(C*>)[w].

Ante todo, notemos que 1" es irreducible, pues si no lo fuera tendria un
factor de la forma w — h, para una cierta funcion h € M(Q)[w], que claramente
cumpliria

h(z)® = 3h(z) — z = 0.
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Entonces
—1 =o0(z,00) = o(h® — 3h,00) = 30(h, ),

lo cual es absurdo. Asi pues, T determina una funcion algebraica triforme
T:C*® — C*.

Si un punto w es rafz multiple de T'(z,w), entonces es rafz de su derivada
3w? — 3 = 0, luego w = +1. Sustituyendo w = +1 en T(z,w) = 0 resulta
z = £2. Por lo tanto, los casos en que T es reducible son tinicamente

T2,w) = w’—3w—-2=(w+1)*(w—2)
T(-2,w) = w®—=3w+2=(w—-1)>*w+2).

El tnico polo de los coeficientes de T es co (en el coeficiente z), luego la
funcién F' es regular salvo a lo sumo en los puntos 2, —2 e co. Vamos a estudiar
estas singularidades.

El mismo argumento con el que hemos probado que T es irreducible justifica
de hecho que F' no tiene ramas uniformes en un entorno de oo, luego ha de tener
una tnica rama triforme (si tuviera una rama biforme, deberia tener también
una uniforme). Asi pues, co es un punto de ramificacion doble.

Tomemos ahora un disco de centro 2 que no contenga a —2 y supongamos
que F' tiene una rama uniforme holomorfa f en D. La ecuacién

f(2)? =3f(2) =2=0 (7.4)

prueba que f(2) = 2 o bien f(2) = —1. Derivandola queda 3f/(2)(f(2)?—1) = 1,
luego f(2) =2y f/(2) # 0. Por lo tanto f es inyectiva en un entorno V de 2.

La propia ecuacion (7.4) muestra que la inversa de f en f[V] viene dada por
fH(w) = w? — 3w.

De aqui ya podemos deducir que la funciéon f existe realmente. En efecto,
la funciéon h(w) = w? — 3w es inyectiva alrededor de 2, luego su inversa f
satisface (7.4). De hecho hemos probado que es la tinica rama uniforme de F'
en un entorno de 2. Por consiguiente, F' ha de tener otra rama biforme, para la
cual 2 es un punto de ramificaciéon simple.

El punto —2 se trata analogamente. Concluimos que F' tiene también dos
ramas holomorfas a su alrededor, una uniforme y otra biforme.

Para terminar de comprender como se articulan las distintas ramas uniformes
de F' conviene observar lo siguiente:

Si una rama uniforme holomorfa de F' en D(—2,4) N D(2,4) se pro-
longa a todo el disco D(—2,4), entonces no se prolonga a todo el
disco D(2,4) y viceversa.

En efecto, si una misma rama se prolongara a D(—2,4)U D(2,4), se prolon-
garfa de hecho a todo C, pero ya hemos visto que F' no tiene ramas uniformes
en un entorno de oo.

Por otra parte, si b € C* es un punto regular de F', es decir, si b # 00,2, —2,
entonces el polinomio w? — 3w — b tiene tres raices distintas, digamos a1, as, as,
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que de hecho son distintas de £1 y £2. La funcién h(w) = w? — w cumple

K (a;) # 0, luego h se restringe a una funcion inyectiva en un entorno U; de cada
a;, luego las funciones (h|y,) ™! son las tres ramas uniformes de F' alrededor del
punto b.

Esto se traduce en que si llamamos X = C* y definimos 7 : X — C*
mediante 7(w) = w® — 3w, entendiendo que 7(00) = o0, y ® : X — C>®
mediante ®(w) = w, entonces la restriccion 7| x\ -1g) : X \ 7' [E] — C®\E,
donde E = {o0,2,—2}, cumple las condiciones del teorema 7.21, por lo que
X\ {00,2,-2,—1,1} es la superficie de Riemann de F, y a su vez esto implica
que (X, ) es la configuraciéon analitica de F. n

Las configuraciones analiticas (X, ) de las funciones algebraicas en C* son
superficies de Riemann compactas, pues m : X — C* es propia y C* es
compacto. La formula de Hurwitz A.25 nos permite calcular facilmente el género
de la configuracion analitica de una funcion algebraica a partir del polinomio
que la define.

Ejercicio: Aplicar la férmula de Hurwitz al ejemplo del teorema anterior.

El teorema siguiente muestra que existen superficies de Riemann de género
arbitrario:

Teorema 7.38 Sea p(z) € Clz] un polinomio irreducible no constante de grado
29 + 1 o 2g + 2. Entonces la configuracion analitica de la funcion algebraica
determinada por el polinomio T(z,w) = w? — p(z) tiene género g.

DEMOSTRACION: Sea 7 : X — C* la configuracion analitica de la funcién
algebraica F' determinada por T

Si b € C*, es claro que el polinomio w? — p(b) es reducible si y solo si
p(b) = 0. Esto ya prueba que T es irreducible, pues de lo contrario T'(b, w) seria
reducible para todo b. Por el teorema 7.37 sabemos que F' es singular a lo sumo
en oo y en las raices de p. Ademas, F' es una funcion biforme. Si p(b) = 0, no
existen ramas uniformes de F' alrededor de b. En efecto, si f(z) fuera una rama
uniforme, tendriamos que f(2)? = p(z), luego, derivando, 2f(2)f'(z) = p'(2) v,
en particular, p’(b) = 0, lo cual se traduciria en que b es una raiz multiple de
p(z), pero los polinomios irreducibles (sobre cuerpos de caracteristica 0) tienen
sus raices simples.

Por consiguiente, cada raiz de p es un punto de ramificacién doble de F,
luego tiene una tunica antiimagen a, en X y e(m, ap) = 2. Por otra parte, si
b = oo, tenemos dos posibilidades: o bien tiene dos antiimigenes aoo1 V Goo2
con e(T, G,;) = 1, 0 bien tiene una Gnica antiimagen ao, con e(m, s ) = 2.

Si llamamos ¢’ al género de X, al aplicar a 7 la formula de Hurwitz obtenemos

2-29 =4—(29+1) —c,

donde i = 1,2y ¢ =0,1, segtin si co es un punto de escisiéon o de ramificacion.
La ecuacién implica que ¢ + ¢ tiene que ser par, luego tiene que ser c+1 =2y
queda 2 — 2¢9' = 2 — 2g, luego ¢’ = g. "
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Ejemplo La condicién de que p(z) tenga sus raices simples es esencial. Por
ejemplo, la configuracion analitica del polinomio w? — 2%(z + 1) tiene género 0.

En efecto, el razonamiento precedente vale igualmente para concluir que los
puntos singulares de F' son a lo sumo oo, —1, 0, asi como que —1 tiene una
Unica antiimagen tal que 7(a—1) = 2 (porque —1 es raiz simple del polinomio
p(2) = 22(z +1)). En cambio, la funcién zv/z + 1 tiene claramente dos ramas
uniformes en un entorno de 0, las cuales son ramas uniformes de F. Por lo
tanto, 0 es un punto regular de F y la formula de Hurwitz se reduce a

2—-2g=4—-1—c,

luego necesariamente c =1y g = 0. [

7.7 Superficies de Riemann compactas

Como ya hemos senalado, las configuraciones analiticas (X, 7) de las fun-
ciones algebraicas en C° son superficies de Riemann compactas. En esta
seccion probaremos que si X es cualquier superficie de Riemann compacta y
m: X — C™ es cualquier funcién meromorfa no constante, entonces (X, 7)
es la configuracion analitica de una cierta funcién algebraica F' en C>*. Mas
aun, toda funcién meromorfa ® : X — C* determina una funcién algebraica
mediante F(z) = ®[r~![2]], aunque en general (X, ) no tiene por qué ser su
configuracion analitica.

Observemos que si 7 : X — C* es una funciéon meromorfa en una superficie
de Riemann compacta, entonces es propia trivialmente.

Teorema 7.39 Sea X una superficie de Riemann compacta y m : X — C*®
una funcién meromorfa no constante de grado n (en el sentido de la definicion
A.23). Entonces para cada funcion meromorfa ® : X — C* existe un poli-
nomio mdnico T € M(C*)[w] de grado n tal que T(mw(x), ®(x)) = 0 para todo
x € X donde no se hagan infinitos los coeficientes de T'. Si T es irreducible,
el par (X,m) es la configuracion analitica de la funcion algebraica sobre C*>
determinada por T .

DEMOSTRACION: Sea A el conjunto formado por los polos de 7y ® maés los
puntos de X donde o(m,z) > 1. Claramente A es cerrado y discreto, luego es
finito. Llamemos E = w[A] y B = n~![E]. Claramente E y B son conjuntos
finitos y w[X \ B] = C*> \ E. Observemos también que oo € E.

Para cada a € C*> \ E llamemos z1q,...,Zn,q & los n puntos de X \ B
tales que m(x1,4) = -+ = 7(¢pe) = a. Existen un disco D, de centro a y
entornos abiertos V; , de cada x; , de modo que 7T|V,L.,a : Via — D, es biyec-
tiva. Llamaremos ¢; q : Dq — Vi, a la funciéon inversa. Definimos en D, las
funciones

Ajya(z) = Sj (q)(d)l,a('z))a s q)(¢n,a(z)))v

donde S; es el polinomio simétrico elemental de grado j.
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Es inmediato comprobar que si D, N Dy # &, entonces A;, y A;p coinciden
en dicha interseccion, luego todas estas funciones se extienden a una tnica fun-
cion holomorfa A; : C*°\ E — C. Las propiedades de los polinomios simétricos
elementales hacen que

(0= 0(r)) = [](w-2(014(a)) (7.5)
= w'+ Al,a(a)w’“1 +-- -+ A, 4(a)
= w"+ A(a)w" 4+ Ag(a).

—

7

Llamemos T'(z,w) al polinomio del tltimo término. Hemos de probar que
las funciones A; tienen singularidades evitables o polos en los puntos de E, con
lo que son meromorfas y T € M(C*®)[w]. Més atn, si z € X \ By a = 7(x)
entonces existe un ¢ tal que x = x; 4, y es claro que

—

T(n(z), ®(z)) = [ (®(z) — ®(zi,4)) = 0.

=1

(Si « € B pero todas las funciones A; son finitas en 7(b), la igualdad anterior
vale igual para 2 por continuidad.)

Sea, pues, ¢ € F y tomemos un disco abierto D en C* de centro c¢ tal que
DNE ={c}. Sea h: D — C cualquier funcién holomorfa no constante tal que
h(c) = 0. Sea f = wo h, que es una funcién holomorfa en 7= 1[D] y f(x) =0
para todo = € 7~ 1[c].

Si m es un niamero natural mayor que el orden de cualquier polo que ® pueda
tener en 7~ 1[c|, entonces g = f™® es holomorfa en 7~ 1[D].

Sea K C D un entorno compacto de c¢. Entonces 77 ![K] es un entorno
compacto de cada punto de 7~ ![c], y existe un nimero real M > 0 tal que
lg(x)| < M para todo = € 77 1[K].

Sia € K\ {c} tenemos que

Ajla) = (1Y Y (¢ia(a) B .a(a))

1<i1 < <i;<n

= (Y Y i) @),

1<i) < <i;<n

Puesto que cada x; , estd en 7~ 1[K], tenemos la acotacion

|h(a)™ Aj(a)| < Yo @)™ (i 0| [h(a)" (i, )]

1<iy < <ij<n
= Z |f(xi1,a)mq)(mi1,a)‘ e |f(xij7a)mq)(xij,a)‘
1< < <i;j<n
< CM.
Asi pues, la funcién h™J A; tiene una singularidad evitable en ¢, y la funcién

A; tiene una singularidad evitable o un polo en dicho punto. Por consiguiente
Aj € M((Coo)
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Supongamos ahora que T' es irreducible y sea F' la funcion algebraica que
determina. Sea A* el conjunto de puntos de X donde 7 no es localmente inyec-
tiva. Sea E* = n[A*] y sea B* = 7~ '[E*]. Todos estos conjuntos son finitos.
Vamos a ver que E* es el conjunto de puntos singulares de F.

En efecto, sea z € C> \ E*. Entonces z tiene n antiimagenes distintas,
digamos z1,...,z, € X. Existen un entorno V de z y entornos disjuntos V;
de cada x; tales que las restricciones 7|y, : V; — V son homeomorfismos. Las
aplicaciones (my;) ™! o ® son ramas uniformes de F, pues todo a € V' \ E cumple

T(a,®((n]v,) " (a)) = T(n((zlv,) " (a)), ®((7]v;) " (a))) = 0.

Ademas son distintas. Para probarlo fijamos a € V' \ E. Podemos suponer
que D, C V \ E, y entonces las funciones (r|y;)~! se restringen a las funciones
¢i.q (quizé en otro orden). Basta ver que las funciones ¢; ,0® son distintas, pero
si dos de ellas coincidieran, entonces (7.5), que es la definicion de T, implicaria
que T'(z,w) tiene raices multiples en todos los puntos z € D,, en contra de su
irreducibilidad.

Asi pues, F tiene n ramas uniformes en un entorno de cada punto de C°\ E*,
lo que prueba que tales puntos son regulares.

Reciprocamente, si @ € A*, entonces a = m(x) es un punto singular de F'
pues, fijado un entorno V de a, podemos tomar un entorno W de x tal que
W NB*={a} y n[W] C V. Como 7 no es inyectiva en W, existen dos puntos
u, v € W con w(u) = m(v) € V. Sea v un arco que una u con v contenido en W
y que no pase por z. Es facil ver que yom es un arco cerrado en V' que prolonga
una rama uniforme de F' hasta otra distinta. Por consiguiente F' tiene una rama
con un punto de ramificaciéon en a, que es, por tanto, un punto singular.

Sea S* = X \ B*. Si probamos que S* con la restriccion de m puede iden-
tificarse con la superficie de gérmenes de F' con soporte regular, la unicidad
de la configuracion analitica implicara que (X, ) es la configuracion analitica
de F'. Ahora bien, dicha superficie es simplemente la superficie de Riemann de
la restriccion de F' a C*°\ E*, y el teorema 7.21 nos permite identificarla con S*.

u

Ahora falta probar que si X es una superficie de Riemann compacta y 7 es
cualquier funciéon meromorfa no constante en X, entonces existe al menos una
funcién meromorfa ® sobre X para la cual el polinomio T' del teorema anterior
es irreducible, con lo que (X, 7) sera ciertamente la configuracion analitica de
una funcién algebraica. Esto es una consecuencia muy sencilla del teorema B.29.

En efecto, consideremos un par (X, 7), donde X es una superficie compacta
y 7 una funcién meromorfa no constante. Consideremos el orden n = o(m) y
tomemos un punto a € C* con n antiimagenes distintas z1,...,z,. Por el
teorema B.29 existe una funcion meromorfa ® sobre X tal que los valores ®(z;)
sean distintos dos a dos. Es facil ver entonces que la funciéon F del teorema
anterior tiene n ramas uniformes distintas alrededor del punto a. Si T fuera
reducible entonces F' seria raiz de un polinomio de grado menor que n, pero eso
es imposible. n
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Notemos que la aplicaciéon ® no es tnica en ningtin caso. Por ejemplo, si
X = C> y 7(z) = 22, entonces (X, ) es la configuracién analitica de la funcién
\/7z, pero también de 1/z + 1, etc.






Apéndice A
Variedades analiticas

Presentamos en este apéndice la teoria basica sobre variedades analiticas,
para que pueda ser consultado a medida que vaya siendo necesario.

A.1 Definicién y ejemplos

La definicién de variedad analitica es la adaptaciéon obvia de la definicién de
variedad diferencial:

Definicion A.1 Una carta analitica de dimensién n en un espacio topoléogico
V' es un homeomorfismo z : U — U, donde U C V' y U C C" son abiertos.

Dos cartas z; : Uy — ﬁl v zo 1 Uy — ﬁg en V son compatibles si la
composicién 21—1 0 z9 : 21 [U1 NUs] — 23[U; N Us] es biholomorfa.

Un atlas analitico de dimensién n en un espacio topologico V' es un conjunto
de cartas analiticas compatibles dos a dos cuyos dominios cubran V.

Una estructura analitica de dimensiéon n en un espacio topologico V' es un
atlas analitico maximal respecto de la inclusion.

Una wvariedad analitica de dimension n es un par (V,A), donde V es un
espacio topologico de Hausdorff! y A es una estructura analitica en V de di-
mension n.

Exactamente igual que en el caso real (comparese con [GD 1.9]) se demuestra
que todo atlas analitico en un espacio topolégico se extiende de forma tnica a
una estructura analitica, cuyas cartas son las compatibles con todas las cartas
del atlas.

1En [GD 1.10] exigimos a las variedades diferenciales que tengan una base numerable.
Aqui no lo vamos a exigir porque asi podremos demostrar (teorema B.42) que en el caso
unidimensional toda variedad analitica conexa tiene una base numerable. Por consiguiente,
para comparar ambas definiciones tendremos que restringirnos a variedades analiticas con esta
condicién adicional.

297
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También es inmediato que, a través de la identificacion C"* = R2", todo atlas
analitico de dimensién n es también un atlas (en el sentido de la geometria dife-
rencial real) de dimension 2n, por lo que toda estructura analitica de dimension
n es a su vez una estructura diferencial de dimension 2n y toda variedad ana-
litica de dimension n (con una base numerable) es una variedad diferencial de
dimensién 2n.

Ejemplos 1) Consideraremos a C" como variedad analitica con la estructura
determinada por el atlas analitico que tiene a la identidad como tdnica carta.

2) Si V es un espacio vectorial de dimension n sobre C, lo consideraremos
como variedad analitica con el atlas formado por un isomorfismo z : V. — C™.
Es claro que todos determinan la misma estructura analitica, porque los isomor-
fismos de C™ en si mismo son claramente biholomorfos.

3) Si V es una variedad analitica y U C V es un abierto, entonces U adquiere
estructura de variedad analitica con el atlas determinado por las cartas de V
cuyo dominio estd contenido en U. En particular, todo abierto en C” es una
variedad analitica con la estructura determinada por el atlas que tiene a la
identidad como tnica carta.

4) Si V1 y V, son variedades analiticas, también lo es V3 x V4 con la estructura
analitica determinada por las cartas z; X zo : Uy X Uy —» U; x l~]2, donde
z1 : U — ﬁl es una carta de V; y 29 : Uy — (72 es una carta de V5. La
construccién se generaliza de forma obvia para un ndmero finito de factores.

Una aplicacion f : V. — W entre dos variedades analiticas es holomorfa si
para cada p € V existen cartas z : U — U alrededor de pyzt:U" — U*
alrededor de f(p) tales que la lectura 2= o f o z* : U —s U* es holomorfa en p
(en el sentido de ser diferenciable en p con diferencial C-lineal).

Diremos que f es biholomorfa si es biyectiva, holomorfa y su inversa es
holomorfa.

Veamos algunos hechos elementales:

1. Si U C C"™ es un abierto, las aplicaciones holomorfas f : U — C™
en el sentido que acabamos de definir coinciden con las que ya teniamos
definidas.

2. La composicion de aplicaciones holomorfas entre variedades analiticas es
holomorfa.

3. Si U es un abierto en una variedad analitica V, la inclusién i : U — V'
es holomorfa.

4. Toda carta z : U —> U en una variedad analitica V es biholomorfa. De
hecho, las cartas de V' son exactamente los biholomorfismos entre abiertos
de V y abiertos de C".
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5. Si Vi, V5 son variedades analiticas, las proyecciones m; : Vi3 x Vo — V;
son holomorfas, al igual que lo son las inclusiones ¢, : Vo — V; x V5,
tp: Vi — V1 x V5 dadas por tp(a) = (a,b) y ta(b) = (a,b).

6. Una aplicacion f : V — Wi x Wy es holomorfa si y sélo si lo son sus
composiciones con ambas proyecciones.

Las pruebas son idénticas a las andlogas en el caso real.

Los espacios proyectivos Las variedades analiticas més simples después de
los abiertos de C™ son los espacios proyectivos complejos P™(C).

Recordemos de [G 8.15] que si V' es un C-espacio vectorial de dimension n+1,
el espacio proyectivo P(V') es el conjunto formado por todos los subespacios
vectoriales de V' de dimensién 1. En particular, llamamos P"(C) = P(C"*1).
Asi, los puntos de P™(C) son los subespacios vectoriales

(205 -y 2n] = (205 -+, 2n)) -

Una homografia h : P(V;) — P(V3) entre dos espacios proyectivos es una
biyeccién inducida por un isomorfismo H : V7 — V, mediante h({v)) = (H(v)).

Segun [G 8.19] un sistema de referencia proyectivo en P"™(V) se corres-
ponde esencialmente con una base de V, y por [G 8.21] con una homografia
h: P(V) — P™(C) (la inducida por el isomorfismo que transforma la base
de V en la base canénica de C"*1). Las n + 1-tuplas que componen h(P) re-
cibe el nombre de coordenadas homogéneas del punto P respecto del sistema de
referencia dado.

Si llamamos Hj al hiperplano de ecuacion Zy = 0, podemos considerar a sus
puntos como “puntos infinitos” y los restantes, es decir, los de Ay = P(V) \ H,
forman un espacio afin, de modo que una asignaciéon de coordenadas respecto
de un cierto sistema de referencia afin es la aplicacion py : Ag — C™ que al
punto P de coordenadas homogéneas [z, . . ., z,] le asigna las coordenadas afines

pj(P) = (21/207 ) Zn/ZO)

Equivalentemente, cada punto de A tiene unas tnicas coordenadas homo-
géneas de la forma (1, 21,...,2,) y sus coordenadas afines son las que resultan
de eliminar el 1 inicial.

En realidad no hay nada que haga especial a la primera coordenada, sino
que podemos tomar como hiperplano infinito cualquiera de los hiperplanos H;
de ecuacion Z; = 0, con lo que tenemos distintos espacios afines A; = P(V)\ H;
con asignacioén de coordenadas p; : A; — C™.

Teorema A.2 SiV es un espacio vectorial complejo de dimension n+1, existe
una unica estructura analitica sobre P(V)) —en particular una inica topologia—
tal que, para todo sistema de referencia proyectivo, los espacios afines coorde-
nados A; son abiertos y las asignaciones de coordenadas p; : A; — C" son
biholomorfas.
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DEMOSTRACION: Fijado un sistema de referencia proyectivo, observemos
que, para j # j', las imagenes p;[A; N Aj;/] C C™ son abiertas, y que las aplica-
ciones

byt opy i pilA; N Ay] — pyr[A; 0 Ay

son biholomorfas. Por simplificar la notacién lo comprobamos para j = 0,
47’ = 2. Entonces

pQ[Ao ﬂAg] = {Z eC” | 29 # O}, pQ[AO ﬂAg] = {Z eC” | 21 # 0},

que claramente son abiertos, y py Lops se calcula partiendo de unas coordenadas
afines (21, ..., 2z, ), completandolas con un 1 en la primera posicion, para formar
(1,21,...,2,), pasando a las coordenadas equivalentes con tercera componente
igual a 1, que son (1/22,21/22,1,23/22,...,2n/22), y eliminando el 1. En total:

(pot op2)(21,- -y 2n) = (122, 21/ 29, 23/ 22, - - ., 20/ 22),

que claramente es holomorfa en su dominio. Su inversa se calcula de forma
analoga y también es holomorfa. La situacién para otros indices es analoga.

Definimos en P(V) la topologia que tiene por abiertos a los conjuntos U tales
que p;[U N A;] es abierto en C" para todo j. Se comprueba sin dificultad que
se trata de una topologia en P(V'), asi como que cada p; : Aj — C" es un
homeomorfismo.

La topologia es de Hausdorff, pues si P,Q € P(V) estan en el mismo abierto
afin A;, entornos disjuntos de p;(P) y p;(Q) en C" se corresponden con entornos
disjuntos de Py Q en Aj;, luego en P(V') y, si P, ) no estan en ningtn A; comin,
digamos que P € Ay, @ € A;, entonces sus coordenadas son

h(P) = [z0,- -, 2n], h(Q) = [wo, ..., wy]

con 29 # 0, 21 =0, wy = 0, wy # 0, y podemos tomar como entornos disjuntos
los abiertos

U=py ' [{z€C" ||| <1}, V=p'[{zeC"||a| <1}

Equivalentemente, U esta formado por los puntos cuyas coordenadas homogé-
neas son de la forma [1, z1,...,2,] con |z1] < 1y V por los puntos con coorde-
nadas homogéneas [z, 1, 22, ..., zp] con |z9| < 1.

AsiPeU C Ay, QeV C Ay yUNV =@, ya que un punto en la intersec-
cion tendria coordenadas homogéneas [1, 21, ..., 2,] = [1/21,1, 23/21, ..., 2n/21]
con |z1| <1, |1/z1| < 1, lo cual es imposible.

Ahora es obvio que las aplicaciones p; forman un atlas analitico que deter-
mina una estructura de variedad analitica en P(V') que cumple el enunciado
para el sistema de referencia prefijado. Solo falta probar que dicha estructura
es la misma para todos los sistemas de referencia.

Supongamos que existe otra topologia y otra estructura analitica que cum-
plen el enunciado para cierto sistema de referencia. Existe entonces una matriz
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regular M (la matriz de cambio de base entre las bases correspondientes de V)
tal que si Z es un vector de coordenadas homogéneas de un punto respecto a uno
de los sistemas, entonces Z' = ZM es un vector de coordenadas homogéneas
respecto del otro.

El espacio afin A;- esta formado por los puntos de coordenadas homogéneas
Z}; # 0 o, equivalentemente,

Mojzo + -+ MnpjZn # 0.

Sera abierto (respecto a la topologia que hemos definido en P™(V)) si y sélo
si los conjuntos pj/[Afj N Aj/] son abiertos en C". Por simplificar la notaciéon
consideramos j' = 0, con lo que la imagen es

{z € C" | mg; +myjz1 + - + myjzn # 0},

que claramente es abierto en C™.
Veamos ahora que la asignacion de coordenadas pg : A; — C™ es holomorfa.
Para ello fijamos un punto P € A;- y, por simplificar la notacién, suponemos

que P € A; N Ap. Se trata de probar que py Lo p;- es holomorfa en su do-
minio. Para calcular esta composicion partimos de un punto (z1,...,2,), lo
transformamos en el punto de coordenadas homogéneas (1, z1,...,2,), luego
consideramos sus coordenadas respecto del segundo sistema de referencia, que
son (1,21,...,2,)M, y luego dividimos entre la j-ésima y eliminamos el 1 que
resulta en esa posicién. La aplicacion resultante tiene como coordenadas co-
cientes de aplicaciones lineales, luego es holomorfa en su dominio. Igualmente
se comprueba que la inversa es holomorfa.

Asi pues, si U es abierto para la topologia correspondiente al segundo sistema
de referencia, tenemos que cada p’;[U N A%] es abierto en C", pero como hemos
probado que p;- es biholomorfa respecto del primer sistema de referencia, resulta
que UN A; es abierto respecto a su topologia, luego U, que es la union de tales
abiertos, también lo es. El reciproco se prueba igualmente, y concluimos que
ambas topologias coinciden.

Por otra parte, hemos probado que las cartas p;» son biholomorfas respecto
del primer sistema de referencia, luego son cartas compatibles que determinan
la misma estructura analitica. m

En particular, fijado un sistema de referencia proyectivo en P(V), la asig-
nacion de coordenadas homogéneas h : P(V) — P"(C) es biholomorfa, pues
considerando en P™(C) el sistema de referencia canoénico (el asociado a la base
canoénica de C™t!, respecto al cual las coordenadas homogéneas de un punto
son el propio punto) tenemos que, para cada P € P(V) existe un indice j tal
que P € A; C P(V), y entonces h(P) esta en el abierto afin correspondiente
A; C P"(C), y la lectura de h respecto de las cartas p; de ambos espacios es la
identidad en C”.

Por otra parte, dado cualquier hiperplano H en P(V), siempre existe un
sistema de referencia respecto del cual su ecuacion es Zy = 0, luego tenemos
que H es cerrado en P(V) y que el abierto P(V) \ H es biholomorfo a C™.
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El hecho de que todos los espacios proyectivos de la misma dimensién sean
biholomorfos a P™(C) implica que no perdemos generalidad si trabajamos exclu-
sivamente con P"(C). Sin embargo, era importante verificar que su estructura
analitica no esta vinculada a ningin sistema de referencia en particular (espe-
cialmente al sistema de referencia canénico), sino que todas las asignaciones de
coordenadas homogéneas y todas las asignaciones de coordenadas afines en los
complementarios de los hiperplanos son biholomorfas.

Seguidamente observamos que la proyeccion 7 : C"*1\ {0} — P"*(C) dada
por (20, ..,2n) = [20,-..,2n] es claramente holomorfa. Como su restriccion a
la esfera unitaria de C"*! sigue siendo suprayectiva, concluimos que P"(C) es
una variedad analitica compacta.

La esfera de Riemann Conviene estudiar con mas detalle el caso de la recta
proyectiva P(C). El “hiperplano infinito” de ecuacion Zy = 0 se reduce al punto
oo = [0,1] y la aplicacion biholomorfa py : A9 — C nos permite identificar
cada z € C con su antiimagen [1,2] € P!(C), por lo que podemos considerar
que P}(C) = CU {o0}.

Por ello es habitual escribir también C* = P!(C). Una carta alrededor de co
es p1 : A1 — C, donde A; esta formado por los puntos [zg, 21] con z1 # 0, lo
cual incluye a oo = [0,1] y a los puntos [1,2;1], con z; # 0. A través de la
identificacién que hemos hecho es 41 = {z € C| z # 0} U{oc}, y p1 viene dada
por p1(00) = p1([0,1]) = 0y p1(2) = p1([1,2]) = pa([1/2,1]) = 1/=.

En suma, una carta alrededor de oo es la aplicacion p; : C* \ {0} — C
dada por p;(z) = 1/z, entendiendo que 1/00 = 0.

Es facil ver entonces que una base de entornos de oo esta formada por los
complementarios de los discos D(0,7), por lo que C* no es sino la compactifi-
cacion de Alexandroff de C. En [An] vimos que es homeomorfo a una esfera, y
por ello se conoce también como la esfera de Riemann. (Véase también [G 4.4].)

Homografias Representaremos por M(C>) al conjunto de todas las homo-
grafias de P1(C), es decir, las aplicaciones M : P1(C) — P!(C) inducidas por
automorfismos f : C2 — C? mediante M ([zo, 21]) = [f (20, 21)]-

Si la matriz de f en la base candnica es
a ¢
(5 0),
con ad — bc # 0, entonces la homografia asociada es

M ([z1, z2]) = [(21, 22) A] = [210 + 22b, z1¢ + 22d].

Con el convenio de identificar z = [z, 1], esto equivale a

M(2) = [az + b, ez + d] = {az—%—b }_az—%—b

cz+d | cz+d
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donde hay que entender que si ¢ # 0 entonces M(—d/c) = co y que

M(s0) = {a/c sic#0,

oo sic=0.

Es evidente que las homografias son biyectivas y forman un grupo con la
composiciéon de aplicaciones. Esto se deduce inmediatamente de la expresion
matricial en coordenadas homogéneas

M([21, 22]) = [(21, 22) A].

Maés aun, es claro que la aplicacion LG(2,C) — M(C*) que a cada matriz A
le asigna la homografia M de matriz A es un epimorfismo de grupos, cuyo nicleo
esta formado por las matrices escalares af, donde o € C es no nulo (una matriz
induce la homografia identidad si y sélo si todos los vectores de C? son vectores
propios, lo cual requiere que todos tengan el mismo valor propio).

Las homografias son biholomorfas, pues sus lecturas en las cuatro combina-
ciones posibles de cartas z y 1/z son cocientes de polinomios de grado 1, luego
son holomorfas en sus dominios.

Esto implica que, en realidad, cualquier homografia que transforme co en un
punto finito sirve como carta de C* alrededor de co. La carta 1/z es la mas
simple de todas.

Por otra parte, el teorema [G 8.20] implica que existe una homografia que
transforma tres puntos distintos cualesquiera en otros tres puntos distintos cua-
lesquiera (pues tres puntos distintos determinan un sistema de referencia en una
recta proyectiva), y cualquier homografia esté determinada por la imagen de tres
puntos distintos. En particular, si fija a tres puntos, es que es la identidad.

Transformaciones esféricas En [G A.6] se definen las transformaciones es-
féricas de C> como los elementos del grupo M(C>) generado por las inversiones
respecto de rectas y circunferencias (las inversiones respecto de rectas son las re-
flexiones, mientras que las inversiones respecto de circunferencias estdn definidas

en [G A.5]).
Por ejemplo, la inversion respecto de la circunferencia unitaria es

z

ISR

En [G A.11] demostramos que las homografias de P!(C) coinciden con las
transformaciones de Mobius [G A.12], es decir, las transformaciones esféricas
expresables como composicién de un nimero par de inversiones. En [GD 4.41]
demostramos que las inversiones invierten la orientacion, por lo que las homo-
grafias son también las transformaciones esféricas que conservan la orientacion.

Puesto que la conjugaciéon compleja es la inversion respecto de eje real, si M
es una transformacion esférica inversa (expresable como producto de un namero
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impar de inversiones), entonces su conjugada N = M es una transformacion

esférica directa, luego es una homografia. Equivalentemente, M = N es la
conjugada de una homografia.

En resumen, las transformaciones esféricas de C* son las homografias y sus
conjugadas. Por lo tanto, las homografias son las transformaciones esféricas
holomorfas (pues la conjugada de una aplicacién holomorfa no constante nunca
es una aplicacion holomorfa, por ejemplo, porque no cumple las ecuaciones de
Cauchy-Riemann).

Notemos que una diferencia fundamental entre las transformaciones esféricas
directas e inversas es que las primeras no pueden fijar a méas de tres puntos (salvo
en el caso de la identidad), mientras que una inversion fija a una circunferencia
(0 una recta).

En [G A.7] se prueba que las transformaciones esféricas transforman rectas y
circunferencias en rectas o circunferencias (o circunferencias en circunferencias,
si convenimos en considerar a las rectas como circunferencias que pasan por co) y
en |G A.14] se prueba que cualquier circunferencia (o recta) puede transformarse
en cualquier otra mediante una transformaciéon de Mobius.

Es facil determinar las transformaciones de Mdbius que fijan a la recta real:

Teorema A.3 Las transformaciones de Mébius que fijan a la recta real son las
de la forma

az+b

1) =

con a,b,c,d € R, ad— bc# 0.

Las que fijan al semiplano Imz > 0 son las que ademds cumplen ad — bc > 0,
aunque no perdemos generalidad si exigimos que ad — bc = 1.

DEMOSTRACION: Es obvio que una transformacion de Mobius con coefi-
cientes reales fija a la recta real. Reciprocamente, sea f una transformacion

de Mobius que fije a la recta real. Si f(co) = r es finito, consideramos la
transformacion
(2) = =
g s+ 1

que fija la recta real y cumple g(co) = 7, luego h = f o g~ ! fija la recta real y
ademas h(oo) = co. Esto implica que h(z) = uz + v, de donde v = h(0) € R
y u=h(l) —v € R. Como g y h tienen coeficientes reales, lo mismo vale para
f=hog

Ahora, para una transformacion de Mébius con coeficientes reales, se cumple
que

az+b Im((az+0b)(cZ+d))) bclmz+adlmz  ad—be

1 = = =
M rd lez + dJ? lez + dJ? lez + d|?

mz.

Por lo tanto, la transformacion fija a los semiplanos determinados por la recta
real si y solo si ad — bc > 0, y los intercambia si ad — be < 0.
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En el primer caso, puesto que la matriz de una transformacion de Mdbius
estd determinada salvo una matriz escalar, dividiendo sus coeficientes entre
vad — bc podemos exigir que ad — bc = 1. n

En general, si A es un anillo conmutativo y unitario, el grupo lineal especial
LE(n, A) es el subgrupo del grupo lineal general LG(n, A) formado por las ma-
trices m X n con coeficientes en A y determinante 1 (el nicleo del homomorfismo
det : LG(n, A) — A*). El teorema anterior afirma que el epimorfismo

LG(2,C) — M(C®)

se restringe a un monomorfismo LE(2,R) — M(H) cuyo ntcleo es el grupo de
orden 2 formado por {+I} y cuya imagen son las transformaciones de Mdbius
que fijan a H.

Determinar las transformaciones de Mobius que fijan el disco unitario re-
quiere algunos calculos:

Teorema A.4 Las transformaciones de Mobius que fijan al disco unitario son
las de la forma
((z—a)

M(z) = az—1"

donde |a] <1 y|¢| =1.

DEMOSTRACION: Observemos que una transformacion del tipo indicado fija
a la circunferencia unidad, pues si |z| = 1, entonces
|z — al |z —af
|M(2)| = = =

o laz—zz|  la—z

1.

Por lo tanto M hace corresponder las componentes conexas de C> \ 9D(0,1),
pero como M(a) =0y a,0 € D(0,1), tiene que ser M[D(0,1)] = D(0,1).

Sea ahora N una transformaciéon de Mdébius arbitraria que fije al disco uni-
dad. Sea a = N(0) y

Asi, la transformacion M del tipo del enunciado para estos valores de a y ¢
cumple M (0) = N(0) y M(1) = N(1). Por consiguiente, S = M o N~! es una
transformacion de Mobius que fija al disco unidad y ademas cumple S(0) = 0,
S(1) = 1. Basta probar que S es la identidad. En principio,

S(z):pz+q

- 0.
ey ps —qr #

Como S(0) = 0, tiene que ser ¢ = 0, luego p, s # 0, luego podemos expresar

S(z) =

z

uz+v’

Entonces, si |z| = 1, también |uz + v| = 1. Ahora bien, si u # 0, entonces

z + uz + v transforma 0D(0,1) en 0D(v,|ul), y sus puntos no tienen todos

modulo 1. Asi pues, u = 0y, como S(1) = 1, llegamos a que v =1y S(z) = z.
]
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Aplicaciones conformes Recordemos de [GD 4.37| que si 21, Q29 son abiertos
en C", una aplicaciéon conforme f : Q7 — 9 es una aplicacion diferenciable
tal que, para cada p € 4, la diferencial df|, : C* — C" conserve los angulos
de los vectores, lo cual equivale a que exista un a > 0 tal que df|,/a sea una
isometria.

Teorema A.5 Una aplicacion f : Q3 — Qo entre dos abiertos de C es con-
forme y conserva la orientacion si y sélo si es holomorfa y su derivada no se
anula en ningin punto.

DEMOSTRACION: Si f es holomorfa con derivada no nula, sabemos que
conserva la orientacion, y ademas df |, (v) = f'(p)v = auv, donde o = | f'(p)| > 0
yu= f'(p)/|f (p)|, de modo que |u| =1, con lo que v — uv es claramente una
isometria.

Reciprocamente, si f es conforme y conserva la orientacion, df|,(v) = ag(v),
donde ¢ : R2 — R? es una isometria que conserva la orientacién, luego es un
giro (véase la seccion 5.5 de [G]), luego la matriz de df|, es de la forma

acosf «asent
—asenf «cosf )’

pero esto implica que f cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemann, luego es
holomorfa, y f'(p) # 0 porque df|, es un isomorfismo. "

Si f es conforme, pero no conserva la orientaciéon, como la conjugacion com-
pleja es una isometria, luego es conforme, tenemos que g = f también es con-
forme y conserva la orientacion, luego es holomorfa, y asi f = g es la conjugada
de una aplicaciéon holomorfa.

En definitiva, las aplicaciones conformes entre abiertos de C son las aplica-
ciones holomorfas con derivada no nula y sus conjugadas. Las transformaciones
conformes (aplicaciones conformes con inversa conforme) entre abiertos de C
son las aplicaciones biholomorfas y sus conjugadas.

Nota Esto hace que en algunos libros se llame transformaciones conformes a las
aplicaciones biholomorfas entre abiertos de C, pero el nombre no es exacto (por-
que también son conformes las conjugadas de las aplicaciones biholomorfas) y,
sobre todo, no es generalizable a dimensiones superiores, ya que las aplicaciones
biholomorfas entre abiertos de C™ no son necesariamente conformes. ]

En la seccion 4.6 de [GD] extendimos el concepto de aplicacion conforme a
las aplicaciones entre abiertos de C*, y en [GD 4.40] probamos que todas las
transformaciones de Mobius generales son transformaciones conformes. Ahora
podemos probar:

Teorema A.6 Una aplicacion f : Q1 — Qg entre dos abiertos de C*= es
conforme y conserva la orientacion si y solo si es holomorfa y su diferencial no
se anula en ningun punto.
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DEMOSTRACION: El teorema anterior lo prueba para puntos finitos con ima-
gen finita. Sip € Q; es finito y f(p) = oo, entonces f serda conforme en p y
conservard la orientaciéon si y so6lo si al componerla con la transformaciéon con-
forme 1/z (que conserva la orientacion) es conforme en p y conserva la orienta-
cion, pero esto significa que 1/f(z) (extendida a p con el valor 0) tiene que ser
holomorfa en p con derivada no nula, lo cual equivale a que f sea holomorfa en p
con diferencial no nula (pues 1/z es holomorfa en 0 con diferencial no nula).

Sico € 1y f(o0) =p € C, tenemos que f seré conforme en co y conservara
la orientacion si y solo si f(1/z) (extendida a 0 con el valor p) es conforme en 0
y conserva la orientacion, lo cual equivale a que f(1/z) sea holomorfa en z con
derivada no nula, y también a que f sea holomorfa en co con diferencial no nula.

Si f(oc0) = oo razonamos analogamente con la funcion 1/f(1/z2)). "

En general, las aplicaciones conformes entre abiertos de C* son las holo-
morfas con diferencial no nula y sus conjugadas.

A.2 Funciones holomorfas en variedades

En esta seccion generalizamos a variedades analiticas algunos de los resulta-
dos que hemos obtenido en el capitulo II.

Teorema A.7 (Principio de prolongacién analitica) Si dos aplicaciones
holomorfas f,g : V. — W entre variedades analiticas con V' conezxa coinci-
den en un abierto no vacio, entonces son iguales.

DEMOSTRACION: Sea A C V la unién de todos los abiertos donde f y g
coinciden. Claramente es un abierto no vacio en V. Tenemos que probar que
A = V. En caso contrario, como V es conexa, A no puede ser cerrado en
V, luego podemos tomar un punto p € A\ A. Por continuidad tiene que ser
f(p) =g(p). Sean z: U — U y z* : U* —» U* cartas alrededor de p y f(p),
respectivamente. Podemos suponer que U C f~{U*] N g~ [U*] es conexo.

Las funciones z~* ofoziy P ogoz; son holomorfas en z[U] y coinciden en
el abierto no vacio z[A] (en cuya clausura esta z(p)), luego por el principio de
prolongacion analitica coinciden en z[U], luego f y ¢ coinciden en la componente
U, luego p € A, contradiccion. n

Nota En las condiciones del teorema anterior, si ademés V' tiene dimension 1,
es suficiente con que el conjunto de los puntos de V donde f y g coinciden tenga
un punto de acumulacioén, pues tomando una carta alrededor de dicho punto de
acumulacion y aplicando la versiéon correspondiente del principio de prolongaciéon
analitica para abiertos en C concluimos que de hecho f y ¢ coinciden en un
abierto. ]

Teorema A.8 (Teorema de la aplicacion abierta) Si f: V — W es una
aplicacion holomorfa no constante entre variedades analiticas con V' conexa y
W de dimension 1, entonces f es abierta.
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DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del teorema 1.38: si A C V es
abierto y p € A, tomamos cartas z : U — U yzt:U" — U* alrededor de P
y f(p), de modo que U € AN f~[U*]. Entonces z~' o foz*: U — C es una
aplicacion holomorfa, luego abierta, luego z*[f[z~[U]]] es abierto en U*, luego
flU] es abierto en W'y f(p) € f[U] C f[A], luego f[A] es abierto. u

Teorema A.9 (Principio del médulo maximo) Sif:V — C es una fun-
cion holomorfa en una variedad analitica conexa y |f| alcanza en algin punto
un mdximo local, entonces f es constante.

DEMOSTRACION: Si |f| alcanza un méximo local en un punto p € V, to-
mando una carta z : U — U alrededor de p tenemos que |z~! o f| alcanza
un méximo local en z(p), luego por el principio del médulo maximo 2z~ o f es
constante en U, luego f es constante en U y por el principio de prolongacion
analitica f es constante en V. L]

El algebra de las funciones holomorfas Si V es una variedad analitica,
definimos H (V') como el conjunto de todas las funciones holomorfas V. — C.
El hecho de que la suma y el producto sean funciones holomorfas C x C — C
se traduce en que H(V') tiene estructura de algebra con la suma y el producto
definidas puntualmente.

El mismo argumento empleado para funciones definidas en abiertos de C"
(véanse las observaciones tras el teorema 2.19) prueba que si V' es conexa en-
tonces H(V') es un dominio integro.

He aqui una consecuencia notable del principio del médulo méximo:

Teorema A.10 Si V' es una variedad analitica compacta y conexa, entonces
H(V)=C.

En efecto, si f es holomorfa en V entonces |f| : V — R es continua y
debe alcanzar un maximo global, luego por el principio del médulo méaximo f
es constante. u

Si V tiene una base numerable, los teoremas [An 10.4] y siguientes son apli-
cables al algebra CV y a su subalgebra C(V,C). Concluimos que, considerando
en ellas la topologia de la convergencia casi uniforme, ambas son completamente
metrizables, que C(V,C) es cerrado CV y que es un élgebra topoldgica con las
operaciones definidas puntualmente. El teorema de Weierstrass se generaliza
sin dificultad:

Teorema A.11 (Teorema de Weierstrass) Si V' es una variedad analitica
con una base numerable y {fm}50_, es una sucesion en H(V) que converge
casi uniformemente a una funcion f € CV, entonces f € H(V), y si V puede
cubrirse por una carta z : V. — U, entonces cada sucesion {0fm )0z},
converge cast uniformemente a 0f/0z;.
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DEMOSTRACION: Dado a € V, podemos tomar una carta z : U —s U alre-
dedor de a, y es claro que la sucesion { f|v}5o_, converge casi uniformemente
a fly. A su vez, por la propia definicion de la topologia de la convergencia
casi uniforme, es inmediato que la sucesion {271 o f,,, | }5°_, converge casi uni-
formemente a 2! o f|y, luego 21 o fly € H(U), lo que a su vez implica que
flv € H(U), asi como que f € H(V).

Similarmente, tenemos que

Ofm 8(2_1 ° fm)

=20 ———

8zj 82’]'

y por el teorema de Weierstrass en U sabemos que la sucesion de derivadas en U
converge casi uniformemente a 9., (2~ o f), de donde por la propia definicion
de convergencia casi uniforme se sigue que la composicion con la carta converge
casi uniformemente en U a 0f/0z;. L]

Desarrollos en serie Si V es una variedad analitica y p € V, podemos
tomar una carta z : U —» U alrededor de p tal que z(p) = 0 y en la que
U = D(0;r1,...,7,) sea un polidisco. Asi, si f : V — C es una funcién
holomorfa, podemos considerar el desarrollo en serie de Taylor de 2~ o f, que

a su vez da lugar a un desarrollo en serie de f alrededor de p:
fla) =X aaz(q)”,

para todo ¢ € U. No obstante, hay que tener presente que los coeficientes a,,
dependen de la elecciéon de la carta.

Definimos H,(V) como el conjunto de las funciones holomorfas definidas
en un entorno abierto de p. En este conjunto podemos establecer la relacion
de equivalencia que relaciona dos funciones si coinciden en un entorno de p.
Llamaremos §,(V) al conjunto cociente, cuyos elementos reciben el nombre de
gérmenes de funciones holomorfas alrededor de a. Es claro que §,(V) tiene
estructura de C-algebra con las operaciones dadas por [f] +[g] = [f + 9] ¥

[f1lg] = [fgl.

El teorema 2.18 se generaliza inmediatamente a este contexto:

Teorema A.12 SiV es una variedad analitica yp € V, cada carta z : U — U
tal que z(p) =0 y en la que U es un polidisco determina un isomorfismo

C{Zi,...,Z,} — Gp(V)

que a cada serie formal F(Zy,...,Zy,) le asigna el germen de la funcion holo-
morfa Fp(q) = F(2(q)), definida en un entorno de p.

Variedades de dimension 1 Estudiamos ahora con méas detalle las apli-
caciones holomorfas entre variedades analiticas de dimensién 1. El resultado
fundamental es que su lectura respecto de cartas convenientemente elegidas es
siempre muy simple:
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Teorema A.13 Sea f : S — T wuna funcion holomorfa no constante entre
variedades analiticas de dimension 1 y sea a € S. Entonces existen cartas
p:U—CconaclUvyq:V — C con f(a) €V de modo que flU] C V,
p(a) = q(f(a)) = 0 y para todo z € p[U] se cumple (p~* o f o q)(z) = 2*, para
cierto natural k.

DEMOSTRACION: Componiendo dos cartas con traslaciones oportunas, po-
demos exigir que p(a) = ¢(f(a)) = 0. Restringiendo p podemos hacer que
flU] € V. Llamemos F = p~!o fogq. Se trata de una funciéon holomorfa no
constante en p[U] tal que F(0) = 0, luego existe un k tal que F(z) = zFg(z),
donde g es una funcién holomorfa en 0 tal que g(0) # 0. Restringiendo p de
nuevo podemos exigir que g no se anule en p[U].

Tomando una rama uniforme de la raiz k-ésima en un entorno de g(0) (y
restringiendo ain méas p si es necesario) construimos una funcién holomorfa
h: p[U] — C tal que h(2)* = g(2). Asi pues, F(z) = (2 h(2))*.

La funcién zh(z) tiene derivada no nula en 0, por lo que es inyectiva en un
entorno de 0. Restringiendo p una vez méas podemos suponer que es inyectiva
en p[U]. Componiendo p con esta funcion obtenemos una nueva carta sobre U,
digamos pg, de modo que si x € U y w = p(x)h(p(z)) € po[U],

(po " o foq)(w) = q(f(x)) = F(p(x)) = (p(z)h(p(x)))* = w*.
Asi pues, las cartas pg y ¢ cumplen lo pedido. L]

El ntimero k dado por este teorema puede caracterizarse con independencia
de las cartas consideradas:

Para todo entorno U de a suficientemente pequeno existe un entorno
V de f(a) de modo que todo punto en V' distinto de f(a) tiene exac-
tamente k antiimdgenes en U.

Esto se sigue claramente de que la funcién z* tiene esta propiedad en 0. Por
lo tanto, k estd completamente determinado por f y a.

Definicion A.14 Sea f : S — T una funcion holomorfa no constante entre
variedades analiticas de dimension 1 y sea a € S. Llamaremos indice de rami-
ficacion de f en a, y lo representaremos por e(f,a), al ntimero natural k que
tiene la propiedad anterior.

Notemos que si f tiene imagen en C se cumple que e(f,a) = o(f — f(a),a).

Es facil ver que el conjunto de puntos z € S tales que e(f,z) > 1 es cerrado y
discreto en S (porque la funcién z* tiene orden 1 en todos los puntos no nulos).

Ahora podemos generalizar a variedades el concepto de orden de una funciéon
holomorfa en una singularidad aislada:

Sea V una variedad analitica de dimension 1, scap € V ysea z: U — U
una carta alrededor de p. Para cada funcion f holomorfa en un entorno reducido
de p, definimos su orden en p como o(f,p) = o(z~* o f, z(p)).
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En principio, hemos definido el orden de f en p en términos del desarrollo
en serie de Laurent de 27! o f, v éste depende de la eleccién de z, pero ahora
es facil concluir que en realidad el orden es independiente de la carta.

En efecto, es claro que o(f,p) > 0 si y sblo si f se extiende a una funcion
holomorfa en un entorno de p (lo cual no depende de la eleccion de la carta).

En tal caso, si f no es constante, tomando la identidad como carta de C, en
la prueba del teorema anterior se ve que o(f,p) = e(f — f(p),p) > 0y, segtn se
justifica a continuacioén, es independiente de las cartas.

Si f es constante, tendremos que o( f,p) = 400 o bien que o(f,p) = 0 segin
si f es 0 no idénticamente nula en un entorno de p, lo cual tampoco depende de
la carta.

El teorema [An 10.19] se generaliza trivialmente para la definicion de orden
que acabamos de dar (admitiendo provisionalmente que pueda depender de la
carta), de donde se sigue que o( f,p) = —m < 0 equivale a que o(1/f,p) = m > 0,
y esto no depende de la eleccion de la carta.

Finalmente, o(f,p) = —oo equivale a que no se dé ninguno de los casos
anteriores, luego tampoco depende de la elecciéon de la carta.

En particular podemos hablar de singularidades aisladas en abiertos de una
variedad analitica de dimension 1, que se clasifican en evitables, polos y singu-
laridades esenciales. Es inmediato que el teorema de clasificacién de singulari-
dades [An 10.23] y el teorema de Casorati-Weierstrass valen igualmente en este
contexto mas general.

Mas atn, ahora los polos pueden verse igualmente como singularidades “evi-
tables” en el sentido dado por el teorema siguiente:

Teorema A.15 Sea 2 un abierto en una variedad analitica V' de dimension 1 y
sea p € V una singularidad aislada de una funcion f € H(Q). Entonces f tiene
un polo en p si y sdlo si se extiende a una funcion holomorfa f : QU{p} — C
mediante f(p) = oc.

DEMOSTRACION: Una implicacién es consecuencia inmediata de la gene-
ralizacion del teorema [Anl0.23]. Para la contraria suponemos que f tiene
un polo en p, con lo que sabemos que f se extiende a una funcién continua
f:QU{p} — C> mediante f(p) = co. Se trata de probar que esta extension
es, de hecho, holomorfa.

En efecto, tomemos una carta z alrededor de p en V. Por simplicidad po-
demos suponer que z(p) = 0. Como carta alrededor de co en C* tomamos la
funcion 1/z (entendiendo que la imagen de co es 0). La lectura de f en estas
cartas es la funcion 1/(z7! o f), entendiendo que en 0 toma el valor 0. Ahora
bien, el hecho de que f tenga un polo en p significa, por definicién, que la funciéon
271 o f tiene un polo en 0, luego 1/(z~1 o f) tiene orden positivo en 0, es decir,
que su singularidad en 0 se evita asignandole precisamente a 0 la imagen 0. Esto
prueba que la lectura de f es holomorfa en 0, luego f es holomorfaen p. =
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Por ejemplo, considerando a C como abierto en C* resulta que toda funciéon
entera f : C — C tiene una singularidad aislada en co. El teorema de Liouville
equivale a que oo es una singularidad evitable si y so6lo si f es constante. Por
otro lado:

Teorema A.16 Una funcion entera f : C — C tiene un polo de orden m
en oo si y solo si es un polinomio de grado m.

DEMOSTRACION: Sabemos que f admite un desarrollo en serie de Taylor

o0
f(z) = Y apz®, tomamos 1/z como carta alrededor de oo, de modo que la
k=0

lectura de f en dicha carta es f(1/z) = > arz*. Que f tenga un polo de
k=0

orden m en oo equivale, por definicién, a que esta lectura tenga un polo de
orden m en 0, lo que a su vez equivale a que ay = 0 para todo k > m, es decir,
a que f sea un polinomio de grado m. L]

Funciones meromorfas El teorema A.15 implica que si 2 C C es un abierto
no vacio, entonces las funciones meromorfas en 2 pueden identificarse con las
funciones holomorfas f :  — C> que no toman constantemente el valor co en
ninguna componente conexa de (2. La identificacién consiste en extender cada
funciéon meromorfa dandole el valor co en sus polos. Esto nos permite extender
a variedades analiticas de dimension 1 el concepto de funcién meromorfa:

Definicion A.17 Si V es una variedad analitica de dimensién 1, llamaremos
funciones meromorfas en V a las funciones holomorfas f : V. — C* que
no toman constantemente el valor co en ninguna componente conexa de V.
Representaremos por M(V) al conjunto de todas las funciones meromorfas en V.

Equivalentemente, una funciéon f : V. — C* es meromorfa si al componerla
con la inversa de cualquier carta de V' (aunque basta considerar las cartas de un
atlas) se obtiene una funciéon meromorfa en el sentido que ya tenemos definido
para abiertos en C.

Claramente, si f € M(V), se cumple que f~![oo] no tiene puntos de acumu-
lacién en V| y podemos definir la suma y el producto de funciones meromorfas
exactamente igual que en el caso de funciones definidas sobre abiertos en C: su-
mamos o multiplicamos dos funciones en los puntos donde ambas toman valores
en C y luego las extendemos a V' tomando limites en los puntos restantes. El
resultado es que M (V') adquiere estructura de algebra sobre C y, si V' es conexa,
entonces M(V) es un cuerpo.

Sin embargo, el teorema 4.10 no es cierto en general. Por ejemplo, no es
cierto que M(C>) sea el cuerpo de cocientes de H(C>), ya que, segin, A.10,
tenemos que H(C>) = C, mientras que, como muestra el teorema siguiente, en
C®° hay funciones meromorfas no constantes:

Teorema A.18 Las funciones meromorfas en C* son exactamente las funcio-
nes racionales (los cocientes de polinomios).
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DEMOSTRACION: El teorema A.16 implica que todo polinomio es una funcion
meromorfa en C* y, como M(C) es un cuerpo, lo mismo vale para toda funcion
racional.

Reciprocamente, si f € M(C*), entonces el conjunto de sus polos no tiene
acumulaciéon en C*°, luego por compacidad ha de ser finito. Podemos construir
un polinomio ¢(z) cuyos ceros sean los polos de f (distintos de co) y con el mismo
orden. Entonces la funcion p(z) = ¢q(z)f(z) es entera (todas sus singularidades
son evitables) y, como el producto de funciones meromorfas es una funcion
meromorfa, tenemos que p(z) tiene un polo o una singularidad evitable en oo,
con lo que segun el teorema A.16 se trata de un polinomio y f(z) = p(2)/q(z)
es racional. m

La palabra “meromorfa” significa “de forma racional”, porque las funciones
meromorfas tienen un comportamiento similar al de las funciones racionales en
el mismo sentido en que las funciones holomorfas se asemejan a los polinomios.

A.3 Superficies de Riemann

Las variedades analiticas conexas de dimension 1 se llaman superficies de
Riemann. De entre las superficies de Riemann, son especialmente relevantes
las compactas, pero algunos resultados que vamos a probar sobre aplicaciones
holomorfas entre superficies de Riemann valen igualmente bajo una hipotesis
topologica mas débil:

Definicion A.19 Una aplicaciéon f : X — Y entre espacios topologicos es
propia si es continua y para todo compacto K C Y se cumple que f~![K] es
compacto.

Observemos que toda aplicacién continua definida en un espacio compacto
es propia.

Teorema A.20 Sea f : X — Y wuna aplicacion holomorfa no constante y
propia entre superficies de Riemann. Entonces:

1. f es abierta, cerrada y suprayectiva.
2. Para cada y €Y el conjunto f~1[y] es finito.

3. Para caday €Y y cada abierto V que contenga a f~1[y] existe un entorno
abierto U de y tal que f~[U] C V.

4. Si f es localmente inyectiva, para cada y € Y existe un entorno abierto U
de y tal que

n

U= U v

i=1
donde los conjuntos V; son abiertos disjuntos en X y todas las aplicaciones
flv, : Vi — U son homeomorfismos.
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DEMOSTRACION: 1) f es abierta por ser holomorfa no constante. Supon-
gamos ahora que C es un cerrado en X y sea y un punto adherente a f[C].
Existe una sucesion {y,}, de puntos de f[C] que converge a y (aqui usamos
que y tiene una base numerable de entornos, porque tiene un entorno homeo-
morfo a un abierto de C). Sea z, € C tal que f(x,) = y,. El conjunto
K ={y, | n € N} U{y} es un compacto en Y, y {z, | n € N} esta contenido en
f71[K], que es un compacto en X. Por lo tanto existe una subsucesion {z,, }«
convergente a un punto z € C. La continuidad de f implica que {y,, } converge
a f(x) =y. Por lo tanto y € f[C]. Esto prueba que f es cerrada.

Como f es abierta y cerrada, tenemos que f[X] es abierto y cerrado en Y,
luego por conexiéon f[X]| =Y.

2) El conjunto f~![y] es compacto. Si fuera infinito tendria un punto de
acumulacion, y el principio de prolongacién analitica implicaria que f es cons-
tante.

3) El conjunto X \ V es cerrado en X, luego B = f[X \ V] es cerrado en Y
y no contiene a y, luego U = Y \ B es un entorno abierto de y que cumple lo
pedido.

4) Sea f~'[y] = {z1,...,x,}, donde z; # z; para i # j. Por hipotesis cada
x; tiene un entorno abierto W; tal que f|w, es inyectiva. Podemos suponer que
los W; son disjuntos dos a dos. Entonces W = W7 U---UW,, es un abierto que
contiene a f~![y], luego por el apartado anterior existe un entorno abierto U
de y tal que f~1[U] C W. Podemos suponer que U C f[W;] para todo i. Sea
V; = W; N f~[U]. Es claro que los conjuntos V; cumplen lo pedido. L]

En general una aplicacién propia no tiene por qué ser localmente inyectiva,
pero los puntos donde no lo es son pocos. Recordemos quesi f : X — Y es una
aplicacion holomorfa no constante entre superficies de Riemann, el conjunto

A={z e X |e(f,x)>1},

es decir, el conjunto de puntos donde f no es localmente inyectiva, es cerrado y
discreto en X. (Véanse las observaciones tras la definicion A.14). Si ademas f
es propia, entonces B = f[A] también es cerrado y discreto. (Es discreto porque
sus subconjuntos compactos tienen antiimagen compacta, luego son finitos, y
asi B no contiene sucesiones convergentes.)

Definicion A.21 Si f: X — Y es una aplicacién holomorfa, no constante y
propia entre superficies de Riemann, sea A C X el conjunto (cerrado y discreto)
de puntos donde f no es localmente inyectiva y sea B = f[A] (también cerrado
y discreto). Los elementos de B se llaman puntos de ramificacion de f, mientras
que los puntos de Y/ =Y \ B se llaman puntos de escision de f.

Si definimos ademas X’ = X \ f~1[B], es claro que f|x: : X’ — Y es
holomorfa, no constante, propia y localmente inyectiva, luego verifica la dltima
propiedad del teorema anterior. Recogemos esto y un poco mas en el teorema
siguiente:
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Teorema A.22 Sea f: X — Y wuna aplicacion holomorfa, propia y no cons-
tante entre superficies de Riemann. Entonces existe un nimero natural n tal
que cada punto de escision b € Y’ tiene exactamente m antiimdgenes por f.
Ademds, si f~1[b] = {a1,...,a,}, existe un entorno abierto U de b en Y’ y en-
tornos abiertos disjuntos V; en X' de cada a; de modo que f~1[U] = V1U---UV,,
y las restricciones fly, : Vi — U son biholomorfas.

DEMOSTRACION: Sillamamos p(y) al nimero de antiiméagenes de y, el altimo
apartado del teorema A.20 prueba que p es localmente constante en Y’ y por
conexion (es facil ver que Y’ es conexo) necesariamente p es constante en Y.
El resto del teorema es consecuencia inmediata de A.20. m

Esto explica el nombre de “punto de escisiéon”. La antiimagen de un en-
torno suficientemente pequeno de un punto de escision se escinde en n entornos
disjuntos de cada una de las antiimagenes.

Definicion A.23 Llamaremos grado de una aplicaciéon f : X — Y holomorfa,
propia y no constante entre superficies de Riemann al nimero de antiimagenes
de cualquiera de los puntos regulares de Y. Lo representaremos por n(f).

Notemos que un punto y € Y es de escision si y sélo si todas sus antiimagenes
cumplen e(f,x) = 1, por lo que el teorema siguiente generaliza al hecho de que
los puntos de escisiéon tienen n(f) antiimagenes:

Teorema A.24 Sea f: X — Y wuna aplicacion holomorfa, propia y no cons-
tante entre superficies de Riemann. Para cada puntoy € Y se cumple

n(f)= > elf,2)

zef~tyl

DEMOSTRACION: Por las propias definiciones el resultado es cierto si y es
de escision. Tomemos ahora un punto de ramificaciéon b € B y supongamos
que tiene s antiiméagenes distintas ai,...,as. Sea n; = e(f,a;). Esto significa
que existen entornos abiertos V; de cada a; disjuntos dos a dos y entornos Uj
de b tales que cada y € U; \ {b} tiene exactamente n; antiiméagenes en V;. Por
el teorema A.20 existe un entorno abierto U de b tal que U C Uy N---N U,
y f7HU] c ViU---UV, = V. Entonces todo punto de escision y € U tiene
exactamente n = nj + - - - + ng antiiméagenes, luego n = n(f). =

Superficies de Riemann compactas En [TA 3.20] probamos que toda su-
perficie topologica compacta es homeomorfa a una de las superficies M, o Ny,
definidas en [TA 3.18]. En [TA 10.13] calculamos los grupos de homologia de
estas superficies, que muestran que no son homeomorfas entre si, asi como que
las superficies topologicas orientables son precisamente las superficies M, (por
[TA 10.52]).

Las superficies de Riemann son variedades diferenciales orientables (por
[TA 10.42] y 1.11, que asegura que las funciones holomorfas tienen determinante
jacobiano > 0), luego toda superficie de Riemann compacta es homeomorfa a
una de las superficies My. El invariante g se llama género de la superficie.
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Equivalentemente, la topologia de una superficie de Riemann compacta X
esta determinada por su caracteristica de Euler x(X) = 2 — 2¢ [TA 10.25], que
puede calcularse a partir de cualquier triangulaciéon de X mediante la formula
X(X) = V+C— A (vértices mas caras menos aristas). Vamos a usar esta formula
para obtener una expresion tutil para el género de una superficie de Riemann
compacta.

Teorema A.25 (Formula de Hurwitz) Sea f: X — Y una aplicacion ho-
lomorfa no constante entre superficies de Riemann compactas de géneros g y ¢',
respectivamente. Entonces

2-29=(2-2¢")n(f) + X (1 —e(f,a)),

a

donde a recorre los puntos de X para los que e(f,a) > 1.

DEMOSTRACION: Partamos de una triangulaciéon de Y. Es claro que pode-
mos subdividir los tridngulos que la forman hasta que los puntos de ramificacion
de f formen parte de los vértices, asi como que cada tridngulo tenga a lo sumo
un vértice que sea un punto de ramificacion.

Para cada punto de ramificaciéon b € Y con antiimagenes aq,...,a, € X,
tomamos un entorno abierto V4, y entornos U; de cada a; de modo que las lecturas
de f respecto de cartas adecuadas en cada U; y en Vj, sean de la forma z*:, donde
k; = e(z,a;). Por A.20 podemos tomar f~1[V3] C Uy U---UU,,. Es claro que
subdividiendo la triangulacién podemos exigir que cada tridngulo con un vértice
igual a b esté contenido en V.

La union de los tridangulos cuyos vértices son puntos de escisién es un con-
junto compacto, que puede ser cubierto con un niimero finito de abiertos U en
las condiciones de A.22 (abiertos tales que f~[U] = V3 U--- UV, y las restric-
ciones f|y, — U son biholomorfas). Refinando la triangulacion podemos exigir
que todo tridngulo cuyos vértices sean puntos de escisiéon esté contenido en uno
de estos abiertos.?

Llamemos V; A y C al ntimero de vértices, aristas y caras de la triangulacion
de Y asi obtenida. Sabemos que V — A+ C =2 —2¢4'.

La antiimagen por f de un tridngulo cuyos vértices sean puntos de escision es
la unién de n triangulos disjuntos en X. Por otra parte, si un triangulo T tiene
un vértice b que es un punto de ramificaciéon, analizando el comportamiento de
la funcion 2% vemos que (con la notacion anterior) f |,}1 [T] es la union de k;
tridngulos con a; como dnico punto en comun. Por el teorema A.24 concluimos
que f71[T] es unién de n tridngulos en X “arracimados” en m grupos de k;
tridngulos unidos por un vértice. Es claro que los tridngulos asi obtenidos forman
una triangulacion de X, digamos con V' vértices, A’ aristas y C’ caras. Segin
hemos visto, C' = nC'y, claramente, A’ = nA (las aristas estan formadas por

2Aqui usamos el teorema de Lebesgue [TA 1.1], en virtud del cual existe un ¢ > 0 tal
que todo conjunto de diametro menor que € estd contenido en un abierto del cubrimiento,
asi como que todo tridngulo puede subdividirse en tridngulos de diametro arbitrariamente
pequeno. Las subdivisiones se hacen uniendo los vértices con un punto interior, de modo que
se conservan las aristas exteriores.
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puntos de escisién salvo quiza un vértice, luego cada una se descompone en n
aristas).

Sea r el nimero de puntos de ramificacion de f y, para cada uno de ellos
b €Y, sea my el nimero de antiimégenes. Asi,

Vi=n(V—r)+ > m,
b

donde b recorre los puntos de ramificaciéon. Equivalentemente:

V' = anm"Jrzb:mb:anLXb:(mbfn)
= V43 > (I—-e(f,a)
b acf~1[b]

= nV+ %(1 —e(f,a)),

donde en la dltima suma a recorre los puntos de V tales que f(a) es un punto
critico o, equivalentemente, los puntos con e(f,a) > 1 (pues sus imégenes son
puntos criticos y los sumandos con e(f,a) = 1 son nulos). La caracteristica de
Euler de la superficie X resulta ser

2—-29g = VI-A+C" =nV+Y(1—e(f,a)) —nA+nC

= (2-2)n+ 201 -e(f,0). "

En particular, si aplicamos el teorema anterior a una aplicacién holomorfa
no constante f : X — C*°, obtenemos la féormula

2 —2g =20(f) + (1 —e(f,a)),

que es util para calcular el género de una superficie de Riemann compacta X.

Nota En [TA] vimos que la existencia de triangulaciones en una superficie
topologica no es facil de probar. Puesto que es facil construir explicitamente una
triangulacion de C*°, la prueba del teorema anterior muestra que toda superficie
de Riemann compacta es triangulable, pero esto es bajo el supuesto de que existe
una funciéon holomorfa f : X — C* no constante, lo cual tampoco es facil de
probar (teorema B.29). "

A.4 Toros complejos

Otro ejemplo sencillo de variedades analiticas, después de C" y P"*(C) lo
constituyen los toros complejos que presentamos a continuaciéon. Conviene in-
troducir algunos conceptos generales sobre reticulos.

Definicion A.26 Si V es un espacio vectorial sobre R de dimensién n, un
reticulo en V' es un subgrupo R generado por vectores vy, ..., v, linealmente
independientes. Obviamente entonces vy, ..., v, forman una base de R como
Z-modulo. Sir = n diremos que el reticulo es completo.
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Consideraremos a V' como espacio topologico con la topologia euclidea, es
decir, la que convierte en homeomorfismos a todos los isomorfismos entre V'
y R™, y en el grupo cociente V/R consideraremos la topologia cociente [TA 1.42]
determinada por la proyeccion p: V. — V/R.

Teorema A.27 Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension n y R un
reticulo en V.

1. R es un subespacio cerrado y discreto de V.

2. La proyeccion p: V — V/R es continua, abierta y suprayectiva.
3. La proyeccion p: V. — V/R es un cubrimiento.

4. V/R es un espacio de Hausdorff.
5

. V/R es compacto si y sélo si R es completo.

DEMOSTRACION: Sea R = (vi,...,v,),, donde vq,...,v, son linealmente
independientes y completemos una base v1,...,v, de V.

1) Si f: R" — V es el isomorfismo que transforma la base canoénica en
V1y...,0p, entonces R = f[Z" x {0}] y, como Z" x {0} es cerrado y discreto
en R™, lo mismo vale para R en V.

2) Obviamente la proyeccion es continua y suprayectiva. Para probar que es
abierta tomamos U C V abierto y tenemos que ver que p[U] es abierto, lo cual
equivale a que p~![p[U]] sea abierto. Ahora bien, p~*[p[U]] consta de todos los
elementos de V' congruentes moédulo R con un elemento de U, es decir,

p~HplUT = U (r+0),

reR

pero las traslaciones v — r + v son homeomorfismos, luego los conjuntos r + U
son abiertos y su unién también lo es.

3) Mas precisamente, particularizamos el resultado anterior a una bola abierta
U = Bej3(x), donde € > 0 lo elegimos de modo que B(0)N(R\{0}) = & (lo cual
es posible en virtud de 1). Entonces p[U] es un entorno fundamental de p(z),
pues los abiertos r + U son conexos (son homeomorfos a U, que es homeomorfo
a una bola en R™) y son disjuntos dos a dos, pues si p € (r1 + U) N (r2 + U),
entonces p —x — 11 € Be/2(0) N B, /2(r2 —r1), luego d(rz —r1,0) < ¢, luego tiene
que ser r; = 7o.

4) Por [TA 1.43], basta probar que la congruencia médulo R, vista como
subespacio de V' x V, es cerrada, pero se trata del conjunto

{(1}1,1}2) cVxV | V1 — V2 ER},

que es la antiimagen de R C V' de la aplicacion continua V x V' — V' dada por
(Ul,vg) = U1 — Vg.
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5) Al componer el isomorfismo J considerado en 1) con la proyeccion p
obtenemos un epimorfismo continuo f : R” — V/R cuyo nucleo es Z" x {0}.
Por el teorema de isomorfia tenemos un isomorfismo

¢ R*/(Z" x{0}) — V/R,

y se trata de un homeomorfismo. (Notemos que ambos espacios son cocientes
de reticulos.) En efecto, U C R"/(Z" x {0}) es abierto si y solo si p~[U] C R"
es abierto, si y solo si f[p~![U]] = p~[#[U]] C V es abierto, si y solo si ¢[U] es
abierto.

Por otra parte, también tenemos un isomorfismo natural

Y :R"/(Z" x {0}) — (R/Z)" x R*™",

que también es un homeomorfismo cuando consideramos en todos los grupos
cociente las topologias cociente. En efecto, una base de R” la forman los abiertos
Uy x---xU,, donde cada U; es abierto en R, y es claro entonces que una base de
R™/(Z" x {0}) la forman las proyecciones de estos abiertos basicos, que a través
de 1 se transforman en abiertos de la forma p[U;] x -+ p[Uy] X Upy1 X -+ X Uy,
que son una base del segundo espacio.

Asi pues, tenemos que V/R es homeomorfo a (R/Z)" x R*~" (y el homeo-
morfismo es un isomorfismo de grupos).

Por tltimo observamos que R/Z = S! es compacto. Es claro entonces que
(R/Z)" x R™" es compacto si y sblo si r = n, es decir, si y sélo si el reticulo R
es completo. m

Ahora consideramos en V' la estructura diferencial euclidea, es decir, la que
convierte en difeomorfismos a todos los isomorfismos entre V' y R™.

Teorema A.28 Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension n y R un
reticulo en V. Entonces existe una unica estructura diferencial en V/R de

dimensidon n tal que la proyeccion p: V. — V/R es un difeornorfismo local.

DEMOSTRACION: Observemos que en la prueba del teorema anterior hace
conmutativo el diagrama

V/R— > R/Z)" x R

v R™

Esto nos permite probar facilmente el hecho siguiente:

Todo v € V tiene un entorno abierto W tal que plw : W — V/R es
myectiva.
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En efecto, a través del diagrama anterior basta probarlo para los espacios de
la derecha, de modo que v € R” y basta tomar

WZ]U1—%,’U1+%[X"-X]UT—%,UT—F%[XRTL_T.

Esto prueba que p es un homeomorfismo local. Fijemos un isomorfismo
f:V — R"™ y consideramos el atlas de V' formado por las cartas  : U — U’
tales que existe un abierto W C V no vacio tal que plyw : W — U C V/R es
biyectiva, U’ = f[W]y x = (p|lw) Lo f.

Ciertamente, estas cartas son homeomorfismos entre abiertos de V/R y
abiertos de R™ y hemos probado que sus dominios cubren V/R. Considere-
mos ahora dos cartas asociadas a dos abiertos Wy, Wy tales que Uy N Uy # &.
Si z € x1[Uy N Us), tenemos que f~1(z) € Wy y p(f~(z)) € Uy N Us, luego
(plw,) " Y(p(f~Y(z))) € Wa tiene la misma imagen por p que f~!(z), luego
(plwz) "M (p(f 1 (2))) — ' (2) € R.

Tenemos asi una aplicacion continua de 1 [U3NUs] en R. Como R es discreto,
esta aplicacion tiene que ser constante en un entorno conexo A C xl[Ul N UQ]
de x. Por lo tanto, existe un r € R tal que, para todo y € A, se cumple que
(plw,) " (p(f~(x))) = f~'(z)+r, luego, aplicando f, resulta que zo(x] ' (z)) =
2+ f(r). Asi pues, en un entorno de z, se cumple que xl_l oxo es una traslacion,
luego es diferenciable. Esto prueba que las cartas son compatibles.

Puesto que V/R tiene una base numerable (la imagen por p de una base
numerable de V'), concluimos que el atlas que hemos construido define en V/R
una estructura de variedad diferencial, y es inmediato que las restricciones de la
proyeccion ply : W — U a los abiertos W donde son biyectivas son difeomor-
fismos, pues la lectura respecto a la carta f de V y la carta x inducida por W
en V/R es la identidad. Asi pues, p es un difeomorfismo local.

Reciprocamente, si una estructura diferencial en V/R hace que p sea un
difeomorfismo local, se comprueba sin dificultad que las cartas que hemos defi-
nido son difeomorfismos, luego también son cartas para dicha estructura, luego
se trata de la misma estructura diferencial. L]

Notas Que la proyeccién sea un difeomorfismo local se traduce en que si tene-
mos un diagrama conmutativo

Vv —L~V/R

N

V/

entonces g es diferenciable si y solo si lo es h, pues si plw : W — U es un
difeomorfismo local, podemos expresar gl = (p|w)~! o h. Mas atin, g es un
difeomorfismo local si y s6lo si lo es h.
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Claramente, tenemos un diagrama conmutativo

V/RxV/R——=V/R

VxV 14

+

Restringiendo las aplicaciones a abiertos en las que p sea un difeomorfismo se
concluye que la suma en V/R es diferenciable, puesto que la suma en V lo es.
Igualmente se prueba que la aplicacion [v] — [—v] es un difeomorfismo. Esto
significa que V/R es (al igual que V) un grupo de Lie, es decir, una variedad
diferencial con una estructura de grupo cuyas operaciones son diferenciables.

Similarmente, restringiendo las aplicaciones del diagrama

V/IR—L > (R/Z) x RO

V n

a abiertos donde p sea un difeomorfismo concluimos que el isomorfismo f es
también un difeomorfismo, luego dos variedades de la forma V/R en las que el
espacio V tenga la misma dimensiéon n y el reticulo R tenga el mismo rango r
son difeomorfas.

Conviene observar que la aplicacion h : R — St dada por h(t) = €2™% es

un epimorfismo de grupos diferenciable, que claramente induce un isomorfismo-
difeomorfismo h : R/Z — S!, por lo que también tenemos isomorfismos-
difeomorfismos V/R —s (S1)" x R"~". "

A partir de aqui consideramos un espacio vectorial V' sobre C de dimen-
sién n (con lo que también es un espacio vectorial sobre R de dimension 2n), que
podemos ver como variedad analitica tomando como carta cualquier isomorfismo
entre V' y C™. Notemos que la topologia que recibe V de este modo coincide
con la topologia euclidea cuando lo consideramos como R-espacio vectorial.

Un reticulo en V' es un reticulo como R-espacio vectorial, es decir, un sub-
grupo R de V generado por r vectores linealmente independientes sobre R.

Teorema A.29 Si V es un espacio vectorial de dimension n sobre C y R es
un reticulo en V, existe una unica estructura analitica en V/R de dimension n
para la que la proyeccion p : V. — V/R es localmente biholomorfa.

DEMOSTRACION: La prueba del teorema anterior vale sin apenas cambio
alguno. Notemos que sigue siendo cierto que p es un homeomorfismo local, pues
esto solo depende de la estructura de V' como espacio vectorial sobre R. Ahora
consideramos un isomorfismo f : V. — C" (que en particular es un isomor-
fismo f : V — R?" de R-espacios vectoriales) y consideramos exactamente las
mismas cartas.
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La tnica diferencia es que ahora sus imégenes son abiertos en C™, y sigue
siendo cierto que las composiciones x;l o xo son traslaciones en C", luego son
biholomorfas, y esto prueba que las cartas definen una estructura analitica. =

Nota Las mismas consideraciones hechas en el caso real prueban que una aplica-
cion g : V/R — V' es holomorfa si y sélo si lo es pog : V — V. Igualmente,
la suma y la operacion [v] — [—v] en el grupo V/R son holomorfas, por lo
que V/R es lo que se conoce como un grupo de Lie analitico.

En cambio, no es cierto que todas las variedades de la forma V/R con V de
la misma dimension y R del mismo rango sean biholomorfas, y es facil entender
cuél es el problema: En el caso real, si tenemos dos reticulos del mismo rango,
digamos R = (vi,...,vp), <V y S = (wy,...,w), < W, podemos construir
un isomorfismo f : V — W que cumpla f(v;) = w;, y es facil ver que f induce
un isomorfismo-difeomorfismo f: V/R — W/S.

Igualmente, en el caso complejo, si R = (w), y S = (n), son dos reticulos
de rango 1 en C, podemos considerar igualmente un isomorfismo f : C — C
que cumpla f(w) = 7, y es claro que f induce una aplicacion biholomorfa
C/R — C/S, por lo que si que es cierto que todas las variedades C/R, donde
R es un reticulo de rango 1, son biholomorfas.

En cambio, si R = (wi,wa);, ¥ .S = (n1,n2), son dos reticulos de rango 2
en C, un isomorfismo f : C — C que cumpla f(wq) = 11 determina ya el valor
de f(w2), que no tiene por qué ser 79, por lo que no podemos afirmar que exista
una aplicacion biholomorfa C/R — C/S. En realidad, esto no prueba que no
exista, porque podria existir un isomorfismo que transformara w;,ws en otra
base de S, no necesariamente 71,72, pero la cuestién es que el argumento del
caso real no es generalizable. L]

Definicion A.30 Un toro complejo de dimensioén n es una variedad analitica
de la forma T' = V/R, donde V es un espacio vectorial sobre C de dimension n
y R C V es un reticulo completo.

Hemos probado que los toros complejos son variedades analiticas compactas
de dimensién n que, como variedades diferenciales, son difeomorfas a (R/Z)?"
(v el difeomorfismo puede tomarse de forma que sea un isomorfismo de grupos).
Sin embargo, segin acabamos de senalar, no es obvio que dos toros complejos
tengan que ser biholomorfos, y pronto veremos que, de hecho, no es asi. Por
simplicidad, de aqui en adelante nos restringiremos al caso n = 1.

Teorema A.31 Sean R y S dos reticulos en C y ¢ : C/R — C/S una apli-
cacion holomorfa. Entonces existen constantes o, 8 € C tales que el diagrama
stguiente es conmutativo:

¢

C———=C

donde ¢ viene dada por ¢(z) = az + .
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DEMOSTRACION: Es facil ver que la proyeccion pg : C — C/S es un
cubrimiento en el sentido de [TA 1.53|, es decir, una aplicacién continua y
suprayectiva tal que cada punto [z] € C/S tiene un entorno abierto V tal que
ps se restringe a un homeomorfismo pgly : U — V sobre cada componente
conexa U de pg'[V]. En efecto, basta tomar un entorno conexo U de z donde
pslu sea inyectiva y V = pg[U]. Entonces pgl[V] es la unién disjunta de los
trasladados s + U, para cada s € S.

Sea f : C — C/S dada por f = pg o ¢. Como el dominio C de f es
localmente arcoconexo y simplemente conexo, el criterio de elevacion [TA 8.9]
(véase la observacion posterior) implica que f se eleva al cubrimiento pg, es
decir, que existe una aplicacién continua ¢~> : C — C tal que (;;O ps = f. Mas
concretamente, esto significa que ¢([2]) = [¢(2)].

El hecho de que pr y ps sean localmente biholomorfas implica que gzNS es
holomorfa. Para cada w € R, la aplicacién gz;(z +w) — qg(z) toma valores en S.
Como C es conexo y S es discreto, ha de ser constante, y su derivada sera nula.
Asi pues, ¢'(z + w) = ¢'(2), para todo z € C y todo w € R.

Esto nos permite definir g : C/R — C mediante g([z]) = ¢/(z) y de nuevo
por la conformidad local de pr tenemos que se trata de una aplicacion holomorfa.
El teorema A.10 nos da que g es constante, luego también lo es (5’. Sea, pues,
a € C tal que ¢'(z) = a para todo z € C. Obviamente entonces, existe 3 € C
tal que ¢(z) = az + 8 para todo z € C. n

De aqui se deducen varias consecuencias, pero antes conviene introducir
algunas definiciones.

Definiciéon A.32 Un homomorfismo analitico ¢ : C/R — C/S entre dos to-
ros complejos es un homomorfismo de grupos que ademas es una aplicaciéon
holomorfa entre las dos superficies de Riemann. Un isomorfismo analitico es un
homomorfismo analitico biyectivo.

Puesto que toda aplicacion holomorfa y biyectiva entre dos abiertos de C es
biholomorfa (por la observacion tras el teorema 1.37), los isomorfismos analiticos
son biholomorfos, luego sus inversos son también isomorfismos analiticos.

Si en el teorema anterior suponemos que ¢(0) = 0, entonces se ha de cumplir
que g?)(ﬂ) € S, y en tal caso (ZB(Z) = «z induce también la aplicacion ¢, por lo
que podemos suponer que 5 = 0, con lo que resulta que ¢ es un homomorfismo
analitico:

Teorema A.33 Si ¢ : C/R — C/S es una aplicacion holomorfa entre dos
toros complejos que cumple ¢(0) = 0, entonces ¢ es un homomorfismo analitico,
inducido por la multiplicacion por un cierto o € C.

En particular, una aplicaciéon biholomorfa ¢ : C/R — C/S entre dos to-
ros complejos que cumpla ¢(0) = 0 es un isomorfismo analitico. Ahora bien,
si ¢(0) = [B], podemos considerar la aplicacion ¢ : C/S — C/S dada por
¥([z]) = [z — B]. Es claro que esta bien definida y es una aplicacion biholomorfa
del toro en si mismo. Por consiguiente, ¢ o es también biholomorfa y conserva
el 0, luego es un isomorfismo analitico. Con esto hemos probado:
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Teorema A.34 Dos toros complejos son biholomorfos si y sdlo si son analiti-
camente isomorfos.

En particular, si ¢ : C/R — C/S es un isomorfismo analitico entre dos
toros complejos, el nimero a que lo representa en C ha de cumplir aR = S
y, reciprocamente, todo a € C que cumpla R = S induce un isomorfismo
analitico entre los toros. Por consiguiente:

Teorema A.35 Si R y S son dos reticulos completos en C, los toros complejos
C/R y C/S son biholomorfos (o analiticamente isomorfos) si y sélo si R y S
son linealmente equivalentes en el sentido de la definicion 6.1.

Segin la observacién tras el teorema 6.3 existen infinitos reticulos no equi-
valentes dos a dos, luego hay infinitos toros complejos —de dimensiéon 1— no
biholomorfos dos a dos.

A.5 El espacio tangente holomorfo

En esta seccion asociaremos a cada punto de variedad analitica un espacio
tangente de forma analoga al caso real. De hecho, vamos a empezar considerando
una variedad diferencial V' de dimensién 2n, sin suponer que se trate de una
variedad analitica, y asi veremos en qué punto preciso de la construcciéon se hace
necesaria esta hipotesis.

Podemos considerar las cartas de V como aplicaciones z : U — U C C", de
modo que tenemos n funciones coordenadas z!,...,z" con valores complejos.
Si zF = z¥ + iy*, entonces las funciones coordenadas “usuales” de la carta son
byt oy

Si U C V es abierto, podemos considerar los anillos C*(U) y C*°(U,C)
de las funciones diferenciables de U en R y C, respectivamente. Toda funcion

f € C(U,C) se expresa de forma unica como f = Re f + ¢Im f, para ciertas
funciones Re f,Im f € C>(U).

Esto se traduce en el isomorfismo C*°(U,C) = C @g C*(U).
En efecto, es inmediato que la aplicacion ¢ : Cx C*°(U) — C>*(U, C) dada
por ¢(a, f)(p) = af(p) induce una aplicacion lineal
¢:CerC®U) — C*(U,C)

cuya inversa es la dada por f+ig+— 1® f+1i® g, luego es un isomorfismo. De
hecho, es un isomorfismo de R-algebras si consideramos en el producto tensorial
el producto dado por (a® f)(B®g) =aB® fg.

A traveés de este isomorfismo, la inclusion C*°(U) € C*°(U, C) se corresponde
con el monomorfismo f— 1® f.

En [GD 2.1] definimos, para cada p € V, el conjunto Cp°(V) de todas las
funciones diferenciables f : U — R definidas en un entorno de p, asi como
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el espacio vectorial Gp(V') de gérmenes de funciones diferenciables, que es el
cociente de C}° (V') respecto de la relacion de equivalencia que hace equivalentes
dos funciones si coinciden en un entorno de p.

Anélogamente, podemos llamar C5°(V, C) al conjunto de todas las funciones
diferenciables f : U — C definidas en un entorno de p y considerar el corres-
pondiente espacio de gérmenes G,(V, C). Este resulta ser un espacio vectorial
sobre C con las operaciones definidas de forma natural.

La inclusion R C C nos da trivialmente que Cp° (V') C Cp°(V,C), y esto nos
da a su vez una aplicacion inyectiva G, (V) — G,(V, C) dada por [f] — [f], que
nos permite identificar a G,(V') con un subespacio vectorial de G,(V,C) como
espacio vectorial sobre R. Mas atin, cada f € C;°(V,C) se expresa de forma
tnica como f = Re f + ilm f, para ciertas funciones Re f,Im f € Cp°(V), lo
que a su vez implica que cada a € G,(V,C) se expresa de forma tnica como
Rea + iIma, para ciertos gérmenes Rea,Ima € G,(V).

Desde un punto de vista algebraico, esto se traduce de nuevo en el isomor-
fismo Gp,(V,C) = C®r Cp(V).

El espacio tangente T},(V') esta definido como el conjunto de todas las deri-
vaciones de C’;jo(V), aunque se prueba que éstas coinciden sobre las funciones
que coinciden en un entorno de p, por lo que podemos verlas como aplicaciones
lineales v : G,(V) — R con la propiedad de que

v(afB) = B(p)v(a) + a(p)v(B).

Analogamente, definimos ahora T,(V, C) como el conjunto de las aplicaciones
C-lineales v : G,(V,C) — C que cumplen esta misma regla de derivaciéon de
productos.

Vamos a mostrar la relacion entre T,(V,C) y T,(V). Para ello observamos
los hechos siguientes:

1. Siv € T,(V,C), entonces Rev,Imv, restringidas a G,(V'), son elementos
de T,(V).

En efecto, es claro que las restricciones son R-lineales, y si separamos la
parte real de la parte imaginaria en la férmula del producto con factores
a, B € Gp(V), tenemos que

Rev(apf) = B(p) Rev(a) + a(p) Rev(B),

Imv(af) = B(p) Imv(a) + a(p) Imv(B),

2. Si v,w € T,(V,C) coinciden sobre las funciones coordenadas z*, y*, en-
tonces son iguales.

En efecto, tenemos que Re v y Re w restringidas a Gp,(V') son elementos de
T,(V) que coinciden sobre las funciones coordenadas, luego por [GD 2.6]
tenemos que coinciden sobre G,(V), y lo mismo vale para Imv e Imw,
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luego v y w coinciden sobre G,(V'). Como todo elemento de G,(V,C) es
de la forma a + i3, con «, B € Gp(V) y v, w son C-lineales, concluimos
que coinciden sobre G, (V, C), luego son iguales.

3. Cada v € T,(V) se extiende a una unica derivacion v € T,,(V, C).

Basta definir o(a + i8) = v(«) + iv(5). Una comprobacion rutinaria
muestra que v es C-lineal y que cumple la regla del producto para gérmenes
complejos. La unicidad se debe a que dos extensiones de v coinciden sobre
las funciones coordenadas, luego son iguales.

4. Identificando cada v € T,,(V') con su tnica extension a T, (V, C), podemos
considerar que T,,(V) C T,(V,C), y se trata de un subespacio vectorial
real. Mas atn, toda v € T,(V, C) se expresa de forma tunica como

" 0
v= v(@®) —| + ) ;
; ( Oz |, p

puesto que ambos miembros coinciden sobre las funciones coordenadas.

0

U(yk) aiyk

5. Separando la parte real de la parte imaginaria en la expresion precedente,
concluimos que toda derivacion v € T,(V,C) se expresa de forma tnica
como v = Rev + iImwv, donde Rev,Imv € T,(V).

Una vez mas, esto se resume en el isomorfismo
T,(V,C) = Car TH(V),

a través del cual 1 ® v se corresponde con la tinica extension de v.

En particular, concluimos que 7,(V,C) es un C-espacio vectorial de dimen-
sién 2n y que cada carta alrededor de p determina una base, formada por las
extensiones de las derivadas reales Oy, |p, Oy, |ps - - - » O |ps Oy, |p, que en el pro-
ducto tensorial se corresponden con los tensores

1@ 0 lpy 1@ 0yilps oo 1@ 00, [p, 1@y, [y
Ahora, cadaw € T,(V)* se extiende de forma tinica a @ € T,,(V, C)* mediante
w(v+iw) = wv) + iw(w).

Nuevamente, una comprobacién rutinaria muestra que w es C-lineal, y es la
Gnica extensiéon porque dos extensiones coincidirian sobre las derivaciones basi-
cas Oz, |p, Oy, |p, luego serian iguales.

Esto nos permite considerar que T,(V)* C T,,(V,C)* y expresar toda forma
w € T,(V,C)* como

w= k;(w(axk lp)dak|p + W (Byylp)dylp),

pues ambos miembros coinciden sobre la base 0y, |p, Oy, |p-
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Algebraicamente tenemos un isomorfismo
T,(V,C)* =Cer T,(V)
a través del cual 1 ® w se corresponde con la tinica extension de w.
Definimos d : C*°(V,C) — T,,(V, C)* mediante
df|, = dRe f|, +idIm f|,.

En términos de los productos tensoriales tenemos el diagrama conmutativo

C®(V,C) —L— T,,(V,C)*

T |

Equivalentemente, si v € T,,(V, C), tenemos que

df|p(v) = dRe f|p(v) +idIm f|,(v) = v(Re f) + tv(Im f) = v(f).

Notemos que si f € Cp°(V), entonces df|, asi definida es la tinica extension
de df|, € T,(V)* o, equivalentemente, con las identificaciones que hemos hecho,
la diferencial que acabamos de definir extiende a la que ya teniamos definida.

En particular tenemos definidas las formas dz*|, = dz*|,+idy"|, y, si llama-
mos z¥ = 2¥ — iy* a las composiciones de las funciones coordenadas complejas
con la conjugacion, también tenemos dz¥|, = dz*|, — idy*|,.

Del hecho de que dz*|,, dy*|, formen una base de T}, (V,C)* como C-espacio
vectorial se sigue inmediatamente que las formas dz*|,, dz*|, también constitu-
yen una base. Su base dual es claramente:

P 2 axk

_1(9 9
» 2\ Ozy, p ’ 0z

De este modo, cada v € T,,(V,C) se expresa de la forma

0

Dz

2
P Y

i 2
Oy,

p

y para toda f € Cp°(V,C) se cumple que

(| & of | &
df|p=z(\ i+ 21| azh,)
=\ 9z l, P,
Es inmediato a partir de la definicion de estas derivadas parciales complejas

que si f € C°(V,C)y f es la composicion de f con la conjugacién compleja,

entonces _ .
of| _ of of) _ of

0z, » o 0z, 0z P - 0z,

s .
p p
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Por dltimo, si f : V — W es una aplicacion diferenciable entre variedades
diferenciales de dimension 2n y 2m, respectivamente, para cada p € V' definimos
df|p : Tp(V,C) — T,y (W, C) mediante df |,(v)(g) = v(f o g).

Claramente df|, es una aplicacién C-lineal, y es la Gnica extension C-lineal
de la aplicacion R-lineal df|, : T,(V) — T, (W) que ya tenfamos definida.
En términos de productos tensoriales tenemos el diagrama conmutativo

dflp
T, (V,C) ———— Ty, (W, C)

| |

CorTy(V) od C@r Ty (W)

Nota Observemos que el espacio T,(V,C) es “demasiado grande”, pues tiene
dimension 2n sobre C, cuando lo que cabria esperar es que el espacio tangente
complejo a una variedad V' de dimensiéon compleja n en un punto p tuviera
dimensién compleja n y no 2n.

Por otra parte, la relacion 9s, f|, = 9., f|, muestra que las derivadas 95, |,
son redundantes, en el sentido de que, aunque sean linealmente independientes
de las derivadas 9, |, lo cierto es que pueden calcularse a partir de éstas, luego
no aportan realmente ninguna informacion nueva.

Por ello nos gustaria definir el espacio tangente holomorfo a V en p como el
subespacio de T, (V, C) generado por las derivadas 9, |,, pero eso no seria una
definicion valida.

En efecto, observemos que todas las definiciones que hemos dado en esta
seccién son “candnicas”’, en el sentido de que no dependen de la eleccion de
una carta alrededor de p. Lo tinico que aporta la carta que hemos considerado
es que ésta determina bases respectivas en los espacios que hemos definido,
pero las definiciones de los espacios Cp°(V,C), Gy(V,C), T,(V,C), T,(V,C)*,
o de las aplicaciones que dan lugar a las identificaciones G,(V) C G,(V,C),
T,(V) C T,(V,C), etc. no dependen de la eleccion de ninguna carta.

En cambio, si definiéramos el espacio tangente holomorfo como el gene-
rado por las derivadas 0., |, tendriamos en principio un subespacio distinto de
T,(V,C) para cada carta que pudiéramos considerar, y no es cierto en general
que todos tengan que ser el mismo.

Asi hemos llegado al punto a partir del cual necesitamos exigir que V' no sea
una mera variedad diferencial de dimensién 2n, sino una variedad analitica de
dimension n. [

Teorema A.36 Sea V una variedad analitica de dimension n y consideremos
un puntop € V y una funcion f € C°(V,C). Sea z una carta analitica alrededor
de p. Entonces f es holomorfa en p si y sdlo si

of

:O k:17...,
aékp para n
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y en tal caso
of
8,2;9

9(z"' o f)
8Zk

P z(p)

DEMOSTRACION: En principio, no estamos suponiendo que V tenga una base
numerable, en cuyo caso no seria una variedad diferencial, pero no perdemos
generalidad si sustituimos V' por el dominio de la carta dada, con lo que V pasa
a ser homeomorfo a un abierto de C" y, en particular, tiene una base numerable.

Por definicion f es holomorfa en p si y solo si 27! o f es holomorfa en z(p)
(ahora en el sentido del célculo diferencial en abiertos de C™). Puesto que
estamos trabajando con funciones de clase C°°, la holomorfia equivale a que
271 o f satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann en z(p), es decir, a que

d(z"1oRef) ~ O(z"'oIm f)
L ) O Ly
d(z7lolm f) d(z71oRef)
L ) O Ly

lo cual a su vez, por la definicion [GD 2.4] de derivada parcial en una variedad,
equivale a que

ORef|  Olmf Olmf| — ORef
6‘zk p 8yk p ’ axk P 5‘yk p
Y a su vez es inmediato que esto equivale a que
i_f :} ORe f +i81mf w ORe f +i81mf _o.
8zk. p 2 8xk p 63% p 8yk p 8yk p
Ademas en tal caso
Of | _1[0Ref Z_6Imf i ORe f Z_@Imf
8zk » 2 axk » &rk » Oyk N 8yk p
ORe f OIm f d(z7tof)
= +1 = .
Oxy, p oxp P 0z, p ]

En particular, en un abierto no vacio U C C™ tomando como carta la iden-
tidad, tenemos definidas las derivaciones 0., |, 0z, |p, de modo que, sobre fun-
ciones holomorfas, las primeras son las derivadas parciales usuales.

Definicién A.37 Si V' es una variedad analitica, una funcién f : V. — C es
antiholomorfa en un punto p € V si su conjugada compleja f es holomorfa.

En virtud del teorema anterior, fijada una carta analitica alrededor de p,

las funciones antiholomorfas en p son las que cumplen 9., f|, = 0z, f = 0, para
k=1,...,n.

Las funciones coordenadas z1, ..., z, son holomorfas, mientras que sus con-
jugadas Zz1, ..., Z, son antiholomorfas.
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Definicion A.38 Si V' es una variedad analitica, definimos el espacio tangente
holomorfo T;L(V) y el espacio tangente antiholomorfo Ty} (V') como los subespa-
cios de T,,(V, C) formados por las derivaciones que se anulan sobre las funciones
Asi, fijada cualquier carta analitica alrededor de p, vemos que
0

antiholomorfas y holomorfas, respectivamente.
0
ThV) = ( =— TYUV) =
(V) <0zl 10>7 e <821 10>7

pero aqui es crucial que, gracias a la estructura analitica de V', los miembros
izquierdos estan definidos independientemente de la carta que aparece en los
miembros derechos.

Obviamente, T,(V,C) = T/(V) & T3(V). Mas atn, T)'(V) se identifica
candnicamente con el espacio tangente real T,,(V'), en virtud del teorema si-
guiente:

0

p,...,azn

0

p,...782n

Teorema A.39 Sea V una variedad analitica y p € V. Entonces la composi-
cion

T,(V) — T,(V,C) — TI(V)
de la aplicacion que a cada v € T, (V') le asigna su unica extension en T,(V,C)
sequida de la proyeccion en Tg(V) asociada a la descomposicion en suma directa
T,(V,C) =T(V) & T3(V) es un isomorfismo de R-espacios vectoriales.

DEMOSTRACION: Las dos aplicaciones son R-lineales, luego su composicion
también lo es. Claramente, las extensiones de 0y, |, 9y, |, son:

9
al‘k

_ 9
p 3zk

2
0z

9
Oy

0

=1 —
p 8zk

+1 a—
0z

) )
p p p p

luego las proyecciones de las extensiones son 9, |p,90,, |p, que forman una base
de T;(V) como R-espacio vectorial. Por lo tanto, la composicién es un isomor-
fismo. "

A partir de aqui identificaremos T,(V') con T}}(V). Conviene recordar que,
tal y como acabamos de ver, las derivaciones 0,,|p, 0y, |p se corresponden a
través de esta identificacion con 9., |p, 1., |p-

En particular, si V' es un abierto en C™, la identificaciéon canoénica del espacio
tangente real Tj,(V) con R?" puede verse ahora como una identificacion del
espacio tangente holomorfo con C".

Explicitamente, si z es la carta identidad, cada v € T,(V') se identifica con
(v(zh), vy, ... v(@™),v(y™)) € R?",

que a su vez se identifica con (v(z!') +iv(yl),...,v(z") + iv(y")) € C", que a
su vez no es sino (v(z1),...,v(z")).
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Si f:V — W es una aplicacion holomorfa entre variedades analiticas
y p € V, entonces la diferencial df|, se restringe a una aplicacién C-lineal
df|p : Tp(V) — T(py(W), definida igualmente como df|,(v)(g) = v(f o g), que
se corresponde con la diferencial real —que es C-lineal por la holomorfia de f—
a través de la identificacion de los espacios tangentes holomorfos con los reales.

En efecto, siv e T,(V) y g € C;??p)(W) es antiholomorfa, es claro que fog
también lo es, luego df|,(v)(g) = v(fog) =0, y asi df|,(v) € T,(W). Por otra
parte, si g es holomorfa, entonces

dflp(v)(g) = v(f 0 g) = v(f o Reg) +iv(v o Tmg) = df|,(Re g) + i df|,(Im g),
que es la extension a T,(V,C) de la diferencial df|, en el sentido real.

Finalmente, si f € Cp°(V, C), la diferencial df|, : T,,(V,C) — C se restringe
a una aplicacion C-lineal df|, : T,(V) — C y, por otra parte tenemos definida
df|p : Tp(V) — T§(p)(C). También se comprueba facilmente que ambas aplica-
ciones se corresponden a través de la identificacion entre C y T (,)(C).

Con esto tenemos probado que podemos manipular los espacios tangentes
holomorfos con las mismas reglas formales validas para los espacios tangentes
de las variedades diferenciales.

A.6 Subvariedades analiticas

Aqui demostraremos que la teoria bésica sobre subvariedades de una varie-
dad diferencial se traduce formalmente a resultados analogos para variedades
analiticas. El punto de partida es el teorema de la funcién inversa:

Teorema A.40 (Teorema de la funcién inversa) Sea ¢ : V. — W una
funcion holomorfa entre variedades analiticas y sea p € V. un punto tal que la
diferencial do, : Tp(V) — Ty (W) es un isomorfismo. Entonces ewiste un
entorno U de p en V tal que ¢[U] es abierto en W y ¢l : U — ¢[U] es
biholomorfa.

DEMOSTRACION: Notemos que ambas variedades han de tener la misma
dimension n. Sea z : U’ — U’ una carta alrededor de p y w : U” — U”
una carta alrededor de ¢(p) de modo que f[U’] C U”. Entonces la lectura
z7lo fow: U — U" es una aplicacion diferenciable entre dos abiertos de C™
cuya diferencial en z(p) es un isomorfismo.

Por el teorema 1.12 existe un entorno G de z(p) tal que (271 o ¢ o w)[G]
es abierto en C” y la restriccion de 27! o ¢ o w es biholomorfa. Basta tomar
U=z1q]. n

Ahora trasladamos la definicion [GD 2.11] de subvariedad en el caso real:

Definiciéon A.41 Diremos que una variedad analitica W es una subvariedad de
una variedad analitica V si W C V| la topologia de W es la inducida desde V,
la inclusion ¢ : W — V es holomorfa y, para cada p € W, la diferencial
dip, : T,W — T,V es inyectiva.
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En estas condiciones podemos identificar a 7,W con un subespacio de T,V
Es claro que un abierto U en una variedad analitica V' es una subvariedad (con
la estructura diferencial que resulta de restringir las cartas) pues la inclusion es
holomorfa (su lectura en una carta de V' y su restriccion a U es la identidad)
y la diferencial de la inclusion es inyectiva (su matriz jacobiana en las cartas
indicadas es la identidad). De hecho, podemos identificar T,U = T,V

Ahora vamos a relacionar la geometria de una variedad y la de sus subvarie-
dades, para lo cual necesitamos algunos resultados algebraicos sobre diferencia-
les:

Definiciéon A.42 Sea V una variedad analitica. Diremos que un conjunto de
funciones z!',...,2™ € H,(V) es independiente en p si dz'|,,...,dz™]|, son

linealmente independientes en T, (V).

Obviamente, las funciones coordenadas de una carta son siempre funciones
independientes. Reciprocamente tenemos el teorema siguiente:

Teorema A.43 Sea V una variedad analitica de dimension n y w',...,w"
un conjunto de n funciones independientes en un punto p € V. FEntonces
wl, ..., w” forman un sistema de coordenadas alrededor de p.

DEMOSTRACION: Sea U un entorno de p en el que estén definidas todas las
funciones w'. Definimos w : U — C" mediante w(q) = (w!(q),...,w"™(q)).
Claramente w es holomorfa.

Llamemos 21, ..., 2" a las proyecciones en C", es decir, a las funciones coor-
denadas correspondientes a la carta identidad. Consideremos la codiferencial
dwy, : Ty, (C") — T7(V). Tenemos que

dw,, (dz"|w(p)) = dwlp o d2"[y(p) = dw'|p.

As pues, dwj, transforma la base dz'|,(p) de T, (C") en la base dw’[, de
T5(V). Por consiguiente dw;, es un isomorfismo, luego también lo es dw,. Por
el teorema de la funcion inversa A.40, la funciéon w se restringe a una aplicaciéon
biholomorfa en un entorno de p, es decir, a una carta. n

Un poco mas en general tenemos:

Teorema A.44 Sea V una variedad analitica de dimension n y w',...,w™ un

conjunto de m < n funciones independientes en un punto p € V. Entonces
wt, ..., w™ forman parte de un sistema de coordenadas alrededor de p.
DEMOSTRACION: Sea z una carta alrededor de p. Entonces dw!|,, ..., dw™|,
puede completarse hasta una base de 7 (V') mediante algunas de las diferen-
ciales dz'[,. Digamos que dw!|,,...,dw™|,,dz™"1|,,... ,dz"|, forman dicha
base. Por el teorema anterior w',...,w™, 2™ ... 2" forman un sistema de
coordenadas alrededor de p. n

Con esto podemos probar un resultado notable sobre subvariedades:
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Teorema A.45 Sea ¢ : V —> W wuna aplicacion entre variedades y suponga-
mos que W es una subvariedad de X. Entonces ¢ es holomorfa si y sdlo si lo
es como aplicacion ¢ : V — X.

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Supongamos que ¢ : V — X
es diferenciable y tomemos un punto p € V. Sea z : U — U una carta en X
alrededor de ¢(p). Consideremos la inclusion i : W — X. Como dilg, es
inyectiva, tenemos que di(’;(p) es suprayectiva, luego las formas

ity (A2 | 5(p)) = dil () © d2'g(p) = A= [onw) o)

son un sistema generador de T;(p (W). Eliminando algunos de ellos obtenemos
una base. Si llamamos m a la cfimensién de X y n ala de W, tenemos que
n de las funciones 2|y son independientes en ¢(p), luego por A.43 forman
un sistema de coordenadas (de W) alrededor de ¢(p). En otras palabras, si
llamamos 7 : C"™ — C™ a una cierta proyeccion (es decir, una aplicaciéon que
elimina las componentes adecuadas), la composicion z o 7 se restringe a una
carta en W alrededor de ¢(p). La lectura de ¢ (como aplicacion de V en W)
respecto a una carta cualquiera w alrededor de p y la carta z o m alrededor de
#(p) es w™togozom. Las tres primeras funciones forman una funcién holomorfa,
pues son una lectura de ¢ como aplicacién en X, y al componer con 7 seguimos
teniendo una funcién holomorfa. Asi pues, ¢ es holomorfa en un entorno de p,
y esto vale para todo p € V. n

De aqui se sigue a su vez otro hecho relevante:

Teorema A.46 Sea V una variedad analitica y W C V. Entonces W admite
a lo sumo una estructura analitica que lo convierte en subvariedad de V.

DEMOSTRACION: Sean W y W' el mismo conjunto W con dos estructuras
diferenciales que lo conviertan en subvariedad de V. Entonces la identidad en
W es holomorfa como aplicacion W — V', luego también lo es como aplicacion
W — W', e igualmente al revés, luego la identidad es biholomorfa, lo que
significa que ambas estructuras analiticas son la misma. [

Una prueba alternativa es la siguiente: si W C V' es una subvariedad, p €¢ W
y z: U — U’ C C" es una carta en W alrededor de p, entonces 2% : U’ — V
es un homeomorfismo en su imagen, es holomorfa como aplicacion en U y, por
consiguiente, también holomorfa como aplicacién en V. Ademas, dz~!|, ha de
ser inyectiva, para todo punto ¢ € U’.

Reciprocamente, si U’ es un abierto en C" y ¢ : U — W es un homeomor-
fismo en un abierto U de W, holomorfa como aplicaciéon en V' y d¢, es inyectiva
en todo punto, entonces también es holomorfa como aplicaciéon en W y por el
teorema de la funcion inversa es biholomorfa, luego ¢! es una carta de W.

En resumen, si W es una subvariedad de V', entonces las cartas de W son
necesariamente las inversas de los homeomorfismos entre abiertos de C™ y abier-
tos de W que son holomorfos como aplicaciones en V' y cuya diferencial tiene
rango n en cada punto. Todo esto no depende de la estructura analitica de W,
luego no hay mas que una estructura analitica posible en W.
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Definiciéon A.47 Un subconjunto W de una variedad analitica V' es analitico
alrededor de un punto p € W (o que p es un punto analitico de W respecto
de V) si p tiene un entorno en W que admite estructura de subvariedad de V.

Teorema A.48 Un subconjunto W de una variedad analitica V es analitico
alrededor de un punto p si y sélo si existe un homeomorfismo z : U — U’ entre
un abierto U C W, p € U, y un abierto U' C C" tal que z~ ' : U' — V sea
holomorfa y clzq’1 sea inyectiva para todo q € U’.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon ya estd probada. Si existe z en estas
condiciones, entonces U es una variedad analitica con z como tnica carta. Ade-
més es una subvariedad de V', pues la lectura de la inclusiéon ¢ : U — V
respecto a z y una carta w en V alrededor de un punto ¢ € U es z~! o w, que
es composicién de dos funciones holomorfas, luego i es holomorfa. Ademas di,
es composicion del isomorfismo dz, : T,U — T, U’ con el monomorfismo
dzf(;) (T U" — T4V, luego es inyectiva. "

z

Asi hemos reducido el problema de si un subconjunto W de una variedad V'
admite o no estructura de subvariedad a un problema local. El teorema siguiente
muestra que el caracter analitico local en cada punto equivale al caracter ana-
litico global del conjunto:

Teorema A.49 Un subconjunto W de una variedad analitica V admite estruc-
tura de subvariedad de V' si y sdlo si es analitico alrededor de cada uno de sus
puntos.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es obvia. Si W es analitico alrededor
de cada uno de sus puntos, entonces alrededor de cada punto p € W existe
un abierto con una carta respecto a la tnica estructura analitica posible en el
abierto. Basta ver que dos cartas cualesquiera son compatibles entre si. Si
z; : Uy — U/ son dos cartas de dos abiertos en W con Uy N Us # &, entonces
las restricciones z;|y, Ay, son dos cartas para las dos estructuras analiticas que
hereda la intersecciéon. Por la unicidad han de ser compatibles, pero esto implica
que z1 ¥ 2o son compatibles. L]

Veamos otra aplicacion de A.43:

Teorema A.50 Sea W wuna subvariedad de dimension m una variedad anali-
tica V' de dimension n y sea z : U — C™ una carta de V alrededor de un punto
p € W. Entonces, de entre las funciones coordenadas z',...,2", es posible
seleccionar m de ellas cuyas restricciones a un entorno de p en W forman una
carta de W alrededor de p.

DEMOSTRACION: Sea i : W — V la inclusion, de modo que la diferencial
dip : T,(W) — T,(V) es inyectiva. La aplicacién dual diyy : T (V) — T (W)
es suprayectiva y transforma cada dz'|, en d(z'|unw)p, luego m de estas dife-
renciales forman una base de T, (W), luego las correspondientes m funciones
2*|yaw son independientes, luego forman una carta de W en un entorno de p.

u
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Las subvariedades de C™ son los conjuntos que pueden expresarse localmente
como graficas de funciones holomorfas. Concretamente:

Teorema A.51 Un conjunto no vacio V.C C" es una subvariedad de dimen-
sion d si y solo si para cada p € V existen abiertos U ¢ C, U' ¢ C* y una
funcion holomorfa h : U' — C*=¢ de modo que

VNU={(z1,..,2za,h(z1,---,24)) | (z1,-..,24) €U’}

(donde las componentes de h deben ser intercaladas en posiciones adecuadas que
dependen de p, no necesariamente al final).

DEMOSTRACION: Si se cumple esta condicién, consideramos la funcién f :
U' — V NU dada por

f(z1,- 0 20) = (21, -y 2za, (21, - -+, 24))

(con las componentes de h intercaladas adecuadamente). Claramente es una
funcion holomorfa (considerada con imagen en C™), obviamente inyectiva, luego
biyectiva, y su inversa es continua, pues es la proyecciéon de d componentes
adecuadas. Por lo tanto, es un homeomorfismo entre U’ y V NU. Ademas, df|,
es inyectiva, ya que su matriz contiene una submatriz identidad de orden d. El
teorema A.48 aplicado a z = f~! implica que V es analitico alrededor de p,
luego V' es una subvariedad analitica de C™ (de dimension d).

Reciprocamente, si V' C C” es una subvariedad de dimension dy p € V, el
teorema A.50 nos asegura que podemos elegir d funciones coordenadas (de la
carta identidad en C") y un abierto U C C™ tal que z : UNW — U’ c C?¢
dada por z(p) = (2" (p),..., 2% (p)) es una carta de W. Su inversa sera de la
forma

(21, -y 2d) = (21, -y 2a, h(21, .o 2d))s

para cierta funciéon holomorfa h : U’ — C"~% (donde las componentes de h
deben intercalarse adecuadamente). L]

Hipersuperficies en C® Como aplicaciéon de los resultados anteriores pre-
sentamos una familia sencilla de subvariedades analiticas de C™:

Teorema A.52 Sea U C C", conn > 2, y f: U — C una aplicacion holo-
morfa. Sea V = f~1[0] y supongamos que, para todo p € V existe un indice k
tal que 0, fl, # 0. Entonces V es una subvariedad analitica de C" de di-
mension n — 1. Ademds, podemos identificar T,(V') con el subconjunto de C™
formado por los puntos que cumplen la ecuacion

of of _
alep(z1—p1)+'“+Tznp(zn—pn)—o-
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DEMOSTRACION: Dado p € V, supongamos, por concretar, que 0, f|, # 0.
El teorema de la funcion implicita 1.14 nos da que existen abiertos p € Uy C U
y (1, ,Pn_1) € W C C* ! y una funcién holomorfa h : W — C de modo
que
VnUo={(z9(2)) | z € W}

Por el teorema anterior, concluimos que V' es una subvariedad analitica de C™
de dimension n — 1.

Sea i : V. — C” la inclusion. Una carta alrededor de p es la proyeccion
en las n — 1 primeras componentes, luego T,,(V) = <8Z1 lps -3 0z s |p>, que se
identifica con su imagen por di|,. Ahora observamos que, si 1 <k,I <n —1,

92

di|p(82k|p)(zl) = 87% = 52;
p

porque i o 2! es la funciéon coordenada z!, pero 2" no es una coordenada de V.
Como f(z1,...,2,) =0 en V, derivando resulta que

>

azk » ’
lo que se reduce a que
ofy ory ot
0z » 0z, » 0z » ’
donde z" es ¢ 0 z™. Por lo tanto
il (0.1, =~ 5.

Asi pues, di|,(0,,|p) se identifica con el vector

0,...,1,...0, 8., flp/d-. fl,) € C",
que satisface la ecuacion

O vy U], o
821 (9an

Como esta ecuaciéon determina un subespacio vectorial de dimensién n — 1
que contiene a T,,(V'), concluimos que se da la igualdad, y T,,(V') esta formado
exactamente por los vectores que cumplen esta ecuaciéon. La ecuacion del enun-
ciado es en realidad la de p 4+ T,,(V), que es otra forma natural de representar
el espacio tangente abstracto. ]

Ejemplo Consideremos el conjunto

{(21,22) € C? | zf + zg =1}
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Si en lugar de C? hubiéramos escrito R?, tendriamos una circunferencia, pero
al considerar las soluciones complejas de la ecuacién estamos anadiendo muchos
més puntos. De hecho, el teorema anterior implica que se trata de una variedad
analitica de dimension 1, luego como variedad diferencial (real) es una super-
ficie. En el ejemplo siguiente la describiremos geométricamente. De momento
senalemos como ilustraciéon que, por ejemplo, su recta tangente en el punto
(v/2/2,/2/2) viene dada por la ecuacion

V2(z1 = V2/2) + V2(z — V2/2) = 0,

que se simplifica hasta z; + 2o = /2. [

Hipersuperficies en P™(C) Veamos otro ejemplo de interés:

Teorema A.53 Sea F : C"' — C una funcion holomorfa homogénea de
grado m € 7, es decir, tal que, para todo z € C"* y todo X € C no nulo, se
cumpla la relacion F(Az) = X"F(z). Sea V. = {[z] € P*(C) | F(2) =0} y
supongamos que, para todo p = [z] € V existe un indice k tal que 0, F|, # 0.
Entonces V' es una subvariedad analitica de P™(C) de dimension n — 1.

DEMOSTRACION: Observemos que si p = [z] € P"(C), cualquier otro sis-
tema de coordenadas homogéneas para p es de la forma Az, con A # 0, por lo
que las condiciones F(z) = 0y F(Az) = A™F(z) = 0 son equivalentes, luego
la pertenencia a V puede determinarse con cualquier elecciéon de coordenadas
homogéneas para un punto dado.

Antes de entrar en la prueba conviene hacer una observaciéon general: si
[2] € V, consideramos la funcion

g(\) =F(\2) =\"F(z) =0,

que es idénticamente nula, pero si la derivamos por la regla de la cadena resulta

que
dg " OF
e D= A}
d\ ]{,‘2::0 azk Az
y en particular, para A = 1, resulta que
n
oF
Z 87 ZE = 0.
k=0 %k 1z

Pasamos ya a la demostracion, para lo cual tomamos un punto p € V. Por
ejemplo, podemos suponer que esta en el abierto coordenado Ay formado por los
puntos con primera coordenada homogénea no nula, sobre el cual esta definida
la carta py : A9 — C™ dada por po(20,-..,2n) = (21/20,--.,2n/20). Basta
probar que V N Aq es analitico alrededor de p, lo cual a su vez equivale a que
Vo = p[V N Ag] sea analitico alrededor de py(p). De hecho, vamos a probar que
lo es alrededor de cualquiera de sus puntos.
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Para ello observamos que Vy = {z € C" | f(z) = 0}, donde f : C* — C
es la funcion holomorfa dada por f(z) = F(1,z). Por el teorema A.52; basta
probar que, para cada punto z = (z1,...,2,) € Vo, existe un indice k = 1,...,n
tal que 9, f|. # 0.

En caso contrario, llamando z = (1, z1,...,2,) € V, es claro que 9,, F|; =0
parak =1,...,ny, por la formula que hemos probado previamente, tendriamos
también que 0,,F|z = 0, en contradiccion con la hipotesis del teorema. L]

En las condiciones del teorema anterior, si p = [a] € A, podemos identificar
el espacio tangente T},(V') con un hiperplano afin de C", el cual, identificado
con un subconjunto de P™*(C) a través de la carta pg, se extiende a un tnico
hiperplano proyectivo. Vamos a probar que su ecuaciéon es

o))

F
2

D

k=0

ZkZO.

n
— a

Q

En efecto, si suponemos, por concretar, que p € Ag, en las condiciones de la
prueba del teorema anterior, el teorema A.52 nos da que T,,(V') se identifica con
la hipersuperficie formada por los puntos z € C™ que cumplen la ecuacion

"0
Y oL (s1— ) =0,
k=1 Zk (al/a()a-*wan/a())
que equivale a
— OF " OF
y o a3 =0,
k=1 9%k (1,01 /a0,....an /o) i1 9%k (a1 /a0,....an /an)

pero también hemos visto en la prueba que el ultimo término del miembro iz-
quierdo es 0., F| (1,4, ag.....an /ao) @0, lu€go, llamando 2o = 1, la ecuacion equivale
a

"\ OF

— zr = 0.
8z;€
k=0

(L,a1/aog,...,an/ao)

De la propia definicion de derivada parcial se sigue que las derivadas de F' son
homogéneas (de grado m — 1), por lo que la ecuacion anterior equivale a la
ecuacion anunciada. Si identificamos z € C™ con el punto [1, z1,...,2,] € Ao,
la ecuacion la cumple cualquier asignacion de coordenadas homogéneas (enten-
diendo que s6lo los puntos con zy # 0 pertenecen al espacio tangente en el
sentido de la geometria diferencial).

Ejemplo: Circunferencias proyectivas Consideremos ahora
V= {[Z07Z13Z2] S P2((C) | Z% + Z% — Z(Q) = 0}

Por el teorema anterior es inmediato que se trata de una curva analitica
(curva porque tiene dimension 1 como subvariedad analitica de P?(C), pero
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topologicamente es una superficie). Ademéas, Vy = V' N Ag es la misma curva
afin del ejemplo precedente. Los tinicos puntos de V' que no estan en V; son los
que cumplen zg = 0, es decir, los que cumplen

(21 + Zgi)(zl - 227:) = 0,
y esta ecuacién solo tiene dos soluciones en P%(C), a saber, los puntos [0, £i, 1].

Veamos un ejemplo del interés de anadir estos puntos a V. Para ello
consideremos la inversa de la proyeccién estereografica, es decir, para cada
punto (wy,0) € C? consideramos la recta que lo une con (0, 1), formada por
los puntos de la forma (0,1) + A(wy, —1) = (Awy,1 — A). Los puntos de esta
recta que estdn sobre la circunferencia compleja cumplen \2wf + (1 — \)? =1,
0, equivalentemente,

(w? 4 1)A* —2) = 0.
La soluciéon A = 0 corresponde al punto (0,1), y la otra es A = 2/(w? + 1), que
corresponde al punto
2wy w? — 1)

wi+1"w?+1

flun) = (

Esta es la formula habitual para la inversa de la proyeccion estereografica,
que es correcta en el caso real, pero si wy varia en C, vemos que no esta definida
en dos puntos, concretamente en w; = +i. Este inconveniente desaparece si
consideramos la curva proyectiva V', pues entonces tenemos f : C — V dada
por

flwy) = [w? +1,2wy, w? —1].

Es claro que f(w;) cumple la ecuacion 27+ 23 — 23 = 0 que define a V, y ahora los
puntos +i no son probleméticos, pues f(+i) = [0, £2i, —2] = [0, £, 1]. Asi, los
dos puntos de C que se quedaban sin imagen por f eran precisamente los puntos
a los que les corresponden como imagen los dos puntos infinitos de V. Ahora,
por construcciéon f biyecta C con V' \ {[1,0,1]}. Esta excepcion desaparece si
extendemos f a una aplicaciéon f : P}(C) — V mediante

f([wo,w1]) = [w% + w%,Zwowl,w% — wz}.

Asi, la imagen de los puntos de la forma [1,w;] es la misma de antes, y el punto
infinito cumple f([0,1]) = [1,0, 1], es decir, el punto infinito se corresponde con
el punto que hemos usado para definir la proyeccion.

Concluimos que f es biyectiva, y como F : C\{(0,0) — C3\{(0,0,0)} dada
por F(wg,w1) = (wE + w?, 2wowy, w? — w3) es obviamente holomorfa, usando
que las proyecciones C2 \ {(0,0)} — PY(C) y C3\ {(0,0,0)} — P2(C) son
localmente biholomorfas, se concluye inmediatamente que f : P}(C) — P?(C)
es holomorfa, y como V es una subvariedad, el teorema A.45 implica que también
loes f:PYC) — V.

Ahora podemos razonar que una biyecciéon holomorfa entre variedades anali-
ticas de dimensién 1 es necesariamente biholomorfa, aunque también podemos
construir explicitamente su inversa, que es simplemente

(20, 21, 22) = [20 — 22, 21] = [—21, 20 + 22],
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donde hemos usado que
[20 — 22, 21] = [(20 — 22) (20 + 22), 21 (20 + 22)] = [—Z%,Zl(Z(H-ZQ)} = [—21,20+22].

Notemos que las dos definiciones de 7 son validas sobre dos abiertos distintos
de V (donde no se anulan simultaneamente las dos coordenadas homogéneas),
los cuales cubren V' y ambas coinciden en la intersecciéon de sus dominios, por
lo que 7 esté bien definida.

Concluimos que la circunferencia proyectiva compleja es biholomorfa (en
particular homeomorfa) a la recta proyectiva compleja (la esfera de Riemann
C=°, luego topologicamente es una esfera, y una aplicacion biholomorfa entre
ambas es la proyeccion estereografica.

En particular, la circunferencia compleja afin es homeomorfa a una esfera
menos dos puntos y biholomorfa, por ejemplo, a C \ {0}.

En [G 9.29] observamos que los puntos de una conica proyectiva (no degene-
rada) pueden biyectarse de forma natural con los de una recta proyectiva. Este
ejemplo puede generalizarse para probar que la biyeccion es biholomorfa. =

Curvas elipticas En 5.30 definimos las curvas elipticas (complejas) como los
conjuntos V de soluciones en el plano proyectivo P?(C) de ecuaciones de la
forma

F(x,y,2) = 423 — gowz® — g32° — 2 = 0,

donde g, g3 € C satisfacen que A = g3 — 27g2 # 0. Alli hemos observado que,
tomando como recta infinita la recta z = 0, una curva eliptica tiene tinicamente
un punto infinito, que es necesariamente [0, 1, 0], y que la parte finita de la curva
se identifica con la curva afin Vj de ecuacion

y? = 42° — gow — gs.

La condicién A # 0 equivale a que el polinomio f(z) = 423 — gox — g3 tiene
tres raices simples e, es, e3. A continuacion demostramos dos resultados que
hemos afirmado alli:

Teorema A.54 Las curvas elipticas son subvariedades analiticas de P%(C) de
dimension 1.

DEMOSTRACION: En lugar de aplicar el teorema A.53, es mas practico apli-
car A.52 a la parte afin Vj, pues si la derivada respecto de y de la ecuacion se
anula en un punto, es que y = 0, pero entonces x es una de las raices e; del poli-
nomio f(z), luego f'(e;) no se anula, porque son raices simples, y ésta es también
la derivada de la ecuacion en (e;,0). Falta entonces estudiar el punto infinito
p, para el cual si que conviene usar A.53: como la ecuacién homogénea cumple
0.F|, = 1, ésta no se anula en un entorno de p, y podemos concluir que V es
analitica en dicho entorno, luego, teniendo en cuenta el caso precedente, lo es
en un entorno de todos sus puntos, luego es una subvariedad analitica de P?(C).

u
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Teorema A.55 Si R C C es un reticulo completo y V es la curva eliptica
definida por la ecuacion del teorema 5.25, la biyeccion m : C/R — V dada por
m([2]) = (p(2), ©'(2)) (entendiendo que la clase [0], que contiene los polos de o
y ', se corresponde con el punto infinito de V') es biholomorfa.

DEMOSTRACION: Por 5.31 sabemos que 7 es biyectiva. Obviamente se cum-
ple que 7 : C\ R — C? es holomorfa, porque lo son p y ¢, luego por A.45
tenemos que también loes 7 : C\R — Vj, yasuvezloesm: C\R — V.
Su expresion en coordenadas homogéneas es

pero, en los puntos finitos donde ' no se anula (es decir, salvo en ey, es, e3), ™
admite la expresion alternativa

m(2) = [p(2)/¢'(2), 1, 1/¢/ (2)]-

Esta segunda definicién es holomorfa incluso en los puntos de R, donde toma
el valor [0,1,0], porque los polos de p son triples y a la vez son polos dobles
de ', luego el cociente de la primera componente tiene un cero simple en cada
punto de R. Esto prueba que m : C — V es holomorfa, luego también lo es
m:C/R— V.

Por el teorema de la funcion inversa (teniendo en cuenta la nota al pie que
justifica que no es necesaria la hipdtesis de que la derivada de f no se anule),
concluimos que 7 es biholomorfa. [






Apéndice B
Funciones harmoénicas

Las funciones harménicas, que estudiamos con detalle en la seccién [An 8.5]
estan muy relacionadas con las funciones holomorfas. En este apéndice ob-
tendremos algunos resultados adicionales sobre ellas que nos permitiran, en la
ultima seccién, demostrar un resultado nada trivial sobre existencia de funciones
meromorfas en superficies de Riemann.

B.1 Propiedades basicas
Recordemos de [An 5.49] la definiciéon de funcion harménica:

Definicion B.1 Si 2 C R" es un abierto no vacio, una funciéon f: Q2 — R es
harmdnica si es de clase C? y cumple la ecuacion de Laplace:

O*f O*f
Af_ﬁixl—'—.“—’_aixn_

0.
Llamamos H () al conjunto de todas las funciones harmonicas en (2.

Segin observamos al principio de la seccion [An 8.5], el conjunto H(2) tiene
estructura natural de espacio vectorial, pero no es un algebra, pues el producto
de dos funciones harmoénicas no es necesariamente una funciéon harmonica.

Uno de los resultados fundamentales sobre funciones harmonicas es que cum-
plen el teorema del valor medio de Gauss [An 8.12]:

Teorema B.2 (Teorema del valor medio de Gauss) Si{) C R" es abierto,
feH),zeQyr >0 cumple que B,.(x) C , entonces

1
1) = @B, @) /aB,,m fdo,

donde o representa la medida de Lebesgue en la esfera.

343
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El teorema [An 8.23| prueba que una funcién continua que cumpla este teo-
rema del valor medio es necesariamente harmonica, lo que en particular implica
que es de clase C?, pero, de hecho, las funciones harmoénicas son funciones de
clase C™ [An 8.22]. Mas aun, enseguida demostraremos que las funciones har-
moénicas son analiticas.

Para probarlo recordemos antes que el valor de una funcion harmoénica en
una bola abierta puede reconstruirse a partir de los valores que toma en la
esfera que la limita. Para ello se define el nicleo de Poisson para esferas como
la funcién ) 5

Pa.g) = 2 = Il
= =yl
y se demuestra [An 8.21] la generalizacion siguiente del teorema del valor medio
de Gauss:

Teorema B.3 Sea ) un abierto en R", sea f € H(Q), sea xg € Q yr >0 tal
que B, (xg) C Q. Entonces si ||z| < r se cumple

1

flw) = 7 (0B, (x0))

/I— " Pz — xo,y — x0) f(y) do(y).

Es esta formula la que permite probar que las funciones harmonicas son de
clase C'*°, y ahora vamos a usarla para demostrar que son analiticas.

Teorema B.4 Sea Q C R™ un abierto no wvacio, sea f € H(Q) una fun-
cion harmdnica y sea a € ). Entonces, para todo x en un entorno de a, se
cumple que

D.f(a
fy =3 Pl e
«

DEMOSTRACION: Soélo hay que probar que f es la suma de una serie de
potencias en un entorno de 0, pues por las observaciones tras la definiciéon 2.8,
una serie de potencias es necesariamente su propia serie de Taylor.

Aplicando una traslaciéon no perdemos generalidad si suponemos que a = 0.
Para todo r > 0, la funcion f,.(z) = f(rz) es también harmoénica (por [An 8.16]),
y es claro que si f,. admite un desarrollo en serie alrededor de 0, lo mismo es
valido para f. Por lo tanto no perdemos generalidad si suponemos que f estéa
definida en una bola abierta de radio mayor que 1.

Existe un § > 0 tal que si z € Bs(0) C C", y € 9B1(0) C R", entonces

|Z(Zl — y,’)z — 1| < 1.
J

En efecto, fijado y* € 9B1(0), por la continuidad de la funcion que hay dentro
del valor absoluto, existe un 6, > 0 tal que todo par (z,y) € Bs,. (0) x Bs,. (y*)
cumple la desigualdad. Las bolas B, . (yo) cubren 0B:(0), luego tomando un
subcubrimiento finito y haciendo ¢ igual al minimo de los J,~ correspondientes
a las bolas del subcubrimiento, se cumple lo requerido.
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Consideramos P : Bs(0) x 9B1(0) — C dada por

172 z]2~

P(Zvy) = ( /7;(23‘—%')2)",

donde la raiz cuadrada es la rama uniforme definida en D(1,1) C C que extiende
a la raiz cuadrada real. Asi P es continua y, para dada y € 9B1(0), la funcion
z + P(z,y) es holomorfa en Bs(0). Por lo tanto, tenemos un desarrollo en serie

Plzy) = L ca(y)2®,

y una ligera modificacién de la prueba del teorema 2.11 muestra que la serie
converge absoluta y uniformemente en cada conjunto de la forma K x 9B;(0),
con K C Bs(0) compacto. Ademas, las funciones ¢, (y) = Do P(0,y)/a! son
continuas en dB1(0). En particular, todo esto vale si restringimos z a la bola
B;s(0) ¢ R™. Notemos que entonces las funciones ¢, (z) toman valores reales,
pues se calculan a partir de las derivadas parciales (en sentido real) de

1 — || 1 — ||
P(z,y) = = .
O =y el
Por lo tanto,
1
f(z) = #(0B1(0)) /Iyl—l P(x,y) f(y)do(y) =

1 N o
0'(831(0))/||y|—1 %:Ca(y)x fy)do(y)

1 [e3
S @) [, I

donde el intercambio del sumatorio y la integral se justifica por el teorema 1.18,
igual que en la prueba de 2.11. [

El teorema anterior afirma tinicamente que la serie de Taylor de una funcién
harmonica f alrededor de un punto a converge a f en un entorno de a, pero
no especifica como de grande es ese entorno. No es trivial, pero puede probarse
que la serie converge en toda bola abierta de centro a contenida en el dominio
de f.

Aparentemente nos encontramos con una asimetria al comparar los desarro-
llos en serie de potencias de las funciones holomorfas con los correspondientes
a funciones harmonicas, y es que las sumas parciales de una serie de potencias
compleja son polinomios, luego son funciones holomorfas, mientras que, en prin-
cipio las sumas parciales del desarrollo en serie de una funcion harmonica son
también polinomios, pero no necesariamente funciones harmoénicas. Vamos a
ver que esto no es exactamente asi.
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Si f:Q — R es una funcion harmonica en un abierto tal que 0 €  C R™,
definimos f( )
Pii(z)= Y Dal(0) yo R[X1,..., X,
ler|=m
La convergencia absoluta de la serie de Taylor de f alrededor de 0 implica que
podemos agrupar sus términos:

f@) = 3 2o = 37 ppio)

«@ m=0

de modo que la convergencia de la tltima serie es también absoluta y casi uni-
forme. Vamos a probar que los polinomios P (z) son harmoénicos, pero antes
conviene probar un resultado de unicidad.

Observemos que si F' = Fy + -+ F, es la descomposicion en formas de un
polinomio F', entonces
AF =AF, +---AF,,

donde cada AF}, es una forma de grado k —2 (o la forma nula), luego AF = 0 si
y s6lo si AFy = 0 para todo k. Equivalentemente, un polinomio es harmonico si
y so6lo si lo son las formas que lo componen. El teorema siguiente nos permitira
extender esta unicidad al caso se series infinitas:

Teorema B.5 Sean {P™(X)}5_o y {Q™(X)}°_, dos sucesiones de polino-

mios en R[X1,..., X,] tales que P™ y Q™ sean formas de grado m (o la forma
nula) y de modo que las series >, P™(x) y > Q™(x) converjan en un entorno
m

de 0. Si existe un r > 0 tal que ambas series coinciden en B(0), entonces
™(X) =Q™(X) para todo m.

DEMOSTRACION: six € 0B1(0), entonces ambas series coinciden en tx, para

[t| < r, luego
2P (@)tm =5 QT (x)tm

m

Por la unicidad en los desarrollos en serie de Taylor de una variable, concluimos
que P (z) = Q™(x) para todo = € 9B1(0), pero si € R™ \ {0}, entonces

P (z) = P (|lzll(z/]lz]])) = llz™P™ (z/llz])) = l[=]" Q™ (z/lz]) = @™ (<),
y trivialmente también vale para x = 0, luego P™(X) = Q™(X). "
Ahora ya podemos probar:

Teorema B.6 Si{) C R"™ es un abierto no vacio, f € H(Q) ya € §, entonces f
se expresa en un entorno de a de forma tnica como suma

f) = & Ppa—a)
donde cada P}, (z) € R[X1,...,X,] es la forma nula o una forma harmdnica

de grado m.
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DEMOSTRACION: La funcion g(z) = f(z + a) es harmonica alrededor de 0,
y sabemos que admite una expresion de la forma

g(z) = > P (a).

m=0

Como la serie converge casi uniformemente, podemos derivarla término a
término, luego

0=Ag(z) = 2_2 AP}%(.%‘),

y cada AP}, es una forma de grado m —2. Por el teorema anterior tiene que ser
APJ?L = 0 para m > 2, y trivialmente para m = 0,1. Por lo tanto, las formas
P}T”a son harmonicas.

La unicidad de la serie es clara, pues P/ (z — a) es necesariamente la suma
de los monomios de grado m de la serie de Taylor de f alrededor de a. m

El teorema [An 8.26] prueba que el espacio H(£2) de las funciones harmonicas
en un abierto 2 C R”, considerado como subespacio de R® es cerrado respecto de
la topologia de la convergencia casi uniforme. En particular es cerrado en C(2),
lo que a su vez implica que es completamente metrizable [An 10.5]. Ademas,
las derivadas parciales son operadores continuos

Ahora probamos el anédlogo al teorema de Montel:

Teorema B.7 Sea Q C R™ un abierto no vacio. Un subconjunto A C H(Q)
es relativamente compacto (es decir, tiene clausura compacta) si y sélo si estd
uniformemente acotado en todo subconjunto compacto de €.

DEMOSTRACION: La acotaciéon uniforme significa que para todo K C €
compacto existe un M > 0 tal que toda f € A cumple que f|x esta acotada
por M (es decir, que |f(x)| < M para todo = € K).

Bajo esta hipotesis basta probar que toda sucesion {fn,}5o_, en A tiene
una subsucesion convergente en H(2) . En tal caso, lo mismo vale para A,
pues si {gm }5°_, es una sucesion en A, podemos tomar f,, € A de manera que
d(fm,gm) < 1/(m+1). Entonces existe f = lim f,,, € A, y es claro entonces que
también hgln gm = [, luego A es compacto.

Para cada z € €2 tomamos una bola K = B,.(x) C Q y vamos a probar que
{fm|x}So_, tiene una subsucesion uniformemente convergente. Por el teorema
de Ascoli-Arzela [An 3.61] basta probar que la sucesion es equicontinua.

Dados dos puntos u,v € B,(z), aplicando el teorema del valor medio a la
funcién f,,((1 — t)u + tv) obtenemos un punto w € B,.(z) tal que

fm(v) - fm(u) = me(w) ’ (U - u)7
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luego, por las desigualdades de Cauchy [An 8.24],
[fin(0) = fm(u)| < Cllo —ul,

para cierta constante C' que depende de r y de la cota uniforme de la sucesion
en K, pero no de m. Esto implica la equicontinuidad.

Si K C Q es un subconjunto compacto arbitrario, podemos cubrirlo por un
ntmero finito de bolas cerradas, By,..., B C €, luego, tomando una subsu-
cesion { [, }m, convergente en Bp, y de ésta una subsucesion {f,,, }m, con-
vergente en B, y asi sucesivamente, llegamos a una subsucesién que converge
uniformemente en cada Bj luego en K.

Finalmente, consideramos la sucesion de compactos compactos
Kp={2z€Q||z| <m, d(z,00) >1/m+1} C Q,

que claramente es creciente y tiene la propiedad de que todo subconjunto com-
pacto de  esté contenido en uno de ellos. Sea {fn,, , }7>, una subsucesion de
la sucesion dada que converja uniformemente en K; a una funcién f! e C (Ky),
a su vez, sea {fm, 72, una subsucesion de ésta que converja uniformemente
en Ky a una funcién f? € C(K3), que necesariamente extiende a f1, y asf
sucesivamente. Entonces, la sucesion { f,,, ,} es una subsucesion de todas las
anteriores, luego converge uniformemente en todo K,, a f™, y, por consiguiente,
converge casi uniformemente en  a una funciéon f, que estara en H(2) por el
teorema [An 8.26].

El reciproco es facil de probar: si A es relativamente compacto y K C )
es compacto, los abiertos basicos {V (0, K, m)}°_; para la topologia de la con-
vergencia uniforme cubren H (2), luego podemos tomar un subcubrimiento finito
que cubra a A. El maximo m que aparezca en el subcubrimiento es una cota
uniforme de A en K. n

En particular, los subconjuntos compactos de H(£2) son los subconjuntos
cerrados y uniformemente acotados en cada compacto de 2. Veamos una con-
secuencia que necesitaremos mas adelante:

Teorema B.8 (Teorema de Harnack) Sea @ C R"™ un abierto conexo no
vacio y sea { fm }oo_ una sucesion mondtona creciente de funciones harmonicas
en Q. Entonces {fm}5o_, converge casi uniformemente en @ a una funcion
harmdnica o bien a 400.

DEMOSTRACION: La convergencia casi uniforme a +o0o hay que entenderla
como que, para todo compacto K C 2 y cada M > 0 existe un myg tal que si
m > mg se cumple |f,(z)] > M para todo =z € K.

Podemos suponer que fy > 0, o de lo contrario razonamos con la sucesién
{fm — fo}55_o- Sea f: Q — [0,+00] la funcién dada por f(x) = sup fin(z) v
m

consideremos los conjuntos

A={z e Q] f(z) = +o0}, B={xe€ Q]| f(x) < +o0}.
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Vamos a probar que ambos son abiertos, con lo que uno de ellos coincidira
con . Sea a € Q y tomemos R > 0 tal que la bola cerrada Br(a) C . Si
|z — al| = r < R, tenemos que

1 R? — 2
fmxzi/ ———fm(y) do(y).

= 5@Ba(@) Syt Ty W)
Claramente R —r < ||z — y|| < R+ r, luego

R—r R? — 2 R% — 2 RZ — 2 R+r

< < = .
(R+r)m=t (R4~ fla—y|* ~ (R—r)*  (R—r)"!
Por lo tanto,

R—r
c(0Br(a))(R+r)»1

/ Fon) do () < fn(2)
ly—all=R

R+r
= @Br(@)(R+ )T /lyal—R fm(y) do(y),

y por la propiedad del valor medio

R—r R+r
me(a) < fm(x) < W

fm(a).

Por consiguiente, si { fi,(a)}2°_ tiende a +00 o converge, lo mismo le sucede
a {fm(x)}X_g, luego Br(a) C A o Br(a) C B segun el caso.

Con esto hemos probado que 2 = A o bien = B. Supongamos en primer
lugar que ©Q = Ay, con la misma notacion precedente tomemos 0 < r < 1/ < R,
de modo que

R—1' R—r
(R + ,r./)n—l - (R + T.)n—l

C:

es decreciente), y asi todo « € B,(a) cumple C f,,(a) < fp,(z), de donde se sigue
que {fm}°_, converge uniformemente a +oo en B, (a). Como cada compacto
K C Q puede cubrirse con un ntimero finito de discos B, (a), concluimos que lo

mismo vale para K, luego la sucesion converge casi uniformemente a +oc.

(porque la derivada de la funcion h(t) = es negativa en |0, R[, por lo que

En el caso Q = B consideramos

R+r R+
(R—r)n1 = (R—r/)n1

=C

y deducimos fi, () < Cfp(a), por lo que {f,}3°_, esta acotada en B, (a).
Como todo compacto K C () puede cubrirse por un nimero finito de discos de
este tipo, resulta que la sucesiéon esta uniformemente acotada en K, luego por el
teorema anterior tiene una subsucesion que converge casi uniformemente a una
funcién f € H(), pero la monotonia de { f,, }5o_, implica que toda la sucesion
converge. =
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Recordemos finalmente que [An 8.18] prueba que si 2 C R™ es un abierto
distinto de @ y de R", cada funcion continua f : 92 — R tiene a lo sumo una

extension continua a {2 que sea harmonica en ). El problema de si existe tal
funcion es lo que se conoce como el problema de Dirichlet para 2 (y f).

El teorema [An 8.20] afirma que el problema de Dirichlet siempre tiene so-
lucién sobre una bola abierta, pero para demostrar el teorema de existencia
de funciones meromorfas que nos proponemos demostrar necesitaremos resol-
ver el problema de Dirichlet en abiertos mas generales, y para ello necesitamos
estudiar las funciones subharmonicas, a lo que dedicamos la seccion siguiente.

B.2 Funciones subharmonicas

En la seccién [An 8.5] vimos que las funciones harmoénicas en dimension
n = 1 no son sino las rectas, y que las propiedades béasicas de las funciones
harmonicas en dimensién n pueden verse como generalizaciones de las propie-
dades elementales de las rectas. En esta misma linea, consideramos ahora el
hecho de que una funciéon de una variable es convexa (resp. concava) si en cual-
quier intervalo en el que esta definida es menor (resp. mayor) que la recta que
coincide con ella en los extremos. Si generalizamos estos conceptos al caso de
funciones de varias variables usando igualmente el concepto de ‘“recta”, obte-
nemos las definiciones usuales de concavidad y convexidad en varias variables,
pero si sustituimos las rectas por funciones harmonicas obtenemos las funciones
subharmonicas y superharmonicas que definimos a continuacion:

Definicion B.9 Sea Q) un abierto en R™. Una funcion continua f : 2 — R
es subharmdnica (superharmdnica) si para toda bola cerrada B C Q se cumple
que f|lg < h (f|g > h), donde h es la solucion del problema de Dirichlet para B
que coincide con f en la frontera.

Es inmediato que una funcién es harmonica si y sblo si es subharmoénica y
superharmonica al mismo tiempo, asi como que una funciéon f es subharmonica
siy s6lo si — f es superharmonica, y viceversa. Esto hace que todo teorema sobre
funciones subharmonicas se traduzca inmediatamente a otro analogo sobre fun-
ciones superharmonicas. Por lo tanto en lo sucesivo consideraremos tinicamente
funciones subharmonicas.

También es inmediato que una funciéon de una variable es subharmonica
(resp. superharmonica) si y s6lo si es convexa (resp. concava).

No exigimos que las funciones subharmonicas y superharmoénicas sean deri-
vables, pero si son al menos de clase C? pueden ser caracterizadas en términos
de su laplaciano (al igual que las funciones convexas pueden caracterizarse en
términos de su segunda derivada):

Teorema B.10 Sea f una funcion real de clase C? en un abierto 0 C R™.
Entonces [ es subharmdnica si y sdlo st Af > 0.
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DEMOSTRACION: Supongamos que Af > 0 y tomemos una bola cerrada B
de centro x( contenida en 2. Sea h la solucion del problema de Dirichlet para B
que coincide con f en OB. Hemos de probar que f < h, equivalentemente, que
flz = h < 0. Por continuidad y compacidad f|p — h ha de tomar un valor
méximo en la clausura de B. Si éste es positivo lo tomara en un punto x; € B
(pues en la frontera f coincide con h). Tomando ¢ > 0 suficientemente pequeno,
la funciéon

¢(x) = clla — zol* + f(z) — h(x)
cumple ¢(z1) > ¢(x) para todo € OB. En efecto, si x € OB se cumple
#(x) = er?, luego basta tomar ¢ > 0 de modo que cr? < f(z1) — h(z1).

De nuevo por continuidad y compacidad, ¢ tomara su valor méximo en un
punto de la clausura de B, pero segtn lo dicho ha de ser en realidad un punto
interior x5 € B. La funcién que resulta de fijar todas las variables de ¢ menos
la i-ésima tiene un maximo en (z2);, luego?

0%
Ox?
Sumando las derivadas obtenemos que

0 > Ad(z2) = 2nc+ Af(xa) — Ah(z2) = 2nc+ Af(xa),

(LL'Q) S 0.

luego A f(x2) < —2nc < 0, en contra de lo supuesto. Por consiguiente el maximo
de fg — h es menor o igual que 0 y asi f es subharmonica.

Reciprocamente, si f es subharmonica en €2 pero Af < 0 en algin punto,
por continuidad existird una bola abierta B en la cual Af < 0, luego por la
parte ya probada —f sera subharmoénica en B, luego f serd subharmonica y
superharmonica en B, luego serd harmoénica y en realidad cumplirda Af = 0
en B, con lo que tenemos una contradiccion. m

Por ejemplo, ahora es inmediato que f(z,y) = 22 + y? es una funciéon sub-
harmoénica en R? (pero no harménica).

La propiedad de ser subharmonica es local, es decir, una funcién es sub-
harmonica si y s6lo si lo es su restriccién a un entorno de cada punto de su
dominio. El teorema anterior lo prueba para funciones de clase C?, pero es
cierto en general, como se desprende del resultado siguiente:?

Teorema B.11 Sea f : Q@ — R subharmdnica en un abierto Q@ C R". Si
x0 € Q y Br(xg) C Q, entonces

1
o) € s /| @

donde 0,1 es la medida de Lebesgue de la esfera unitaria de dimension n — 1.

1Si una funcién real f de clase C? tiene un méaximo en un punto z, entonces f/(z) =0y
f"(x) <0, pues si f"(x) > 0 tendriamos que f’ seria positiva a la derecha de z, con lo que f
seria creciente a la derecha de z y f(x) no podria ser un maximo.

2Como en el caso de las funciones harmoénicas, si n = 1 hay que reinterpretar el valor medio
como la media aritmética de los valores que toma f en los extremos del intervalo al que se
reduce la esfera. En la practica continuaremos con el habito de suponer tacitamente que n > 2
en las demostraciones, pues es el tnico caso que nos va a interesar.
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Reciprocamente, si f es continua y cumple la desigualdad anterior en cada
punto xg para una sucesion de radios r, > 0 convergente a 0, entonces f es
subharmdnica en €.

DEMOSTRACION: Sea h la solucion del problema de Dirichlet en B,.(xg) que
coincide con f en la frontera. Entonces

1
f(l‘O) < h(xo) = m Ax_x0|_r f(:L‘) do.

Veamos el reciproco. Sea zg € Q y sea R > 0 tal que Br(xg) C Q. Sea h
la funcion continua en la bola y harmoénica en su interior que coincide con f en
la frontera. Hemos de probar que f < h. Sea g = f — h y m su supremo en la
bola cerrada. Hemos de ver que es menor o igual que 0. Supongamos, por el
contrario, que m > 0.

Como g es nula en la frontera de la bola, el conjunto

E = {z € Bg(xo) | g(x) = m}

es un subconjunto compacto de Bgr(xp). Sea x1 € E tal que ||x; — z¢|| sea
maximo. De este modo, para todo r suficientemente pequeno, al menos media
esfera de centro z; y radio r esta fuera de E. Tomando como r uno de los
valores para los que se cumple la desigualdad del enunciado obtenemos:

1
mo= ) = o) b S cpes [ (@) - b o

< ! / d
_— mdo = m,
0 (9B (1)) Jja—ay|=r

lo que prueba que m = 0, o sea, f < h en la bola. Asi pues, f es subharmonica.
| |

Ejemplo La funcion ||z| es subharmonica en R™.

En efecto, lo es en R™ \ {0} porque su laplaciano es (n — 1)/||z|| > 0. Esto
implica que la funcién ||z|| cumple la caracterizacion del teorema anterior para
todo g € R™ \ {0}, pero también la cumple trivialmente en 0, pues se reduce
a que 0 < r. Sin embargo, no es harmoénica en 0, porque no es derivable, ni
tampoco en R™ \ {0} salvo si n = 1. n

El teorema siguiente proporciona otra conexion relevante con las funciones
holomorfas:

Teorema B.12 Si Q) C C" es abierto y f : Q@ — C es una funcion holomorfa,
entonces | f| es una funcion subharmdnica.
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DEMOSTRACION: Supongamos primero que n = 1. Tomamos un disco
D(zp,r) C  y aplicamos la formula integral de Cauchy:

1 G
2mi /|<_zo|_r = dC‘ -

2
< %/O 1](20 + re™®) de.

1 2m

f(z0 +re')do

|£1(20)

27 Jo

El teorema anterior garantiza que |f| es subharmonica. En el caso general,
consideremos primero un punto zg € 2 donde f(zp) # 0. Asi |f]| es de clase C*
en zp y podemos calcular su laplaciano. Ahora bien, como la funcion que resulta
de fijar todas las coordenadas de f menos la j-ésima es holomorfa, luego su
modulo es una funcién harmonica por la parte ya probada, tenemos que

OIfl | 9IS
895? +

>0

2 — )

y3

y al sumar para todo j obtenemos que A|f| > 0, luego |f| es subharmonica
en un entorno de zg. Por tdltimo, en los puntos donde f(z9) = 0 se cumple
trivialmente el teorema anterior, luego | f| es subharmonica en todo su dominio.
n

Asi, el principio del médulo maximo para funciones holomorfas puede verse
ahora como un caso particular del teorema siguiente sobre funciones subharmo-
nicas:

Teorema B.13 (Principio del maximo) Sea f una funcion subharmdnica
no constante en un abierto conexo  C R™. Entonces

1. Para todo xg € Q se cumple f(xo) < sup f(z).
z€eQ

2. Si Q estd acotado y f es continua en Q, entonces para todo o € Q se
cumple
To) < max f(x).
(o) < miss f(2)

DEMOSTRACION: Sea m = sup f(x) (quizd m = 400). Descomponemos )
€N
como unién de los conjuntos

M ={zeQ] flx)=m}, Qa={xeQ] flx)<m}.

La continuidad de f implica que €25 es abierto. Si probamos que €2; también
lo es, por conexion uno de los dos seré vacio, pero como f no es constante tendra
que serlo ©; y 1) quedara demostrado. Para probar que §2; es abierto podemos
suponer que es no vacio, lo que implica que m es finito.

Tomemos xg € £21. Al ser f subharmonica, para r suficientemente pequeno
se cumple

0< /|Ho|_r f(x)do — (B, (x0)) f(x0) = /| (f(x) = f(x0)) do.

=0 =r
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Como f(z) — f(zg) = f(x) — m < 0, la desigualdad anterior es una igualdad,

y f(x) = m para todo z tal que || — x| = r, para todo r suficientemente
pequetio, es decir, hay un entorno de xg contenido en ;. Esto prueba 1). El
apartado 2) es una consecuencia inmediata. L]

Obviamente, las funciones superharmoénicas cumplen un “principio del mini-
mo” analogo.

Como primera aplicacién generalizamos la propiedad que define a las fun-
ciones subharmonicas:

Teorema B.14 Sea Q C C" un abierto acotado y sean f,h : Q@ — R funciones
continuas tales que f es subharmdnica en Q, h es harménica y f < h en 0S.
Entonces f < h en Q.

DEMOSTRACION: La funcién f — h es subharmonica en €2, luego, para todo
o € €1, se cumple que

Flwo) = hiwo) < mix(F(z) — b)) <0,

luego f < h en Q. n

Las funciones subharmonicas son necesariamente diferenciables ni cumplen
un principio de prolongacién analitica. Como contrapartida, esto las hace méas
“flexibles”, en el sentido de que hay més manipulaciones que conservan el caracter
subharmoénico, como muestran los dos teoremas siguientes:

Teorema B.15 Si Q C R" es un abierto no vacio, f1, fa son funciones sub-
harmonicas en Q y «, 8 > 0, entonces af) + ffa y max{f1, fa} son también
subharmdnicas en 2.

DEMOSTRACION: Dado un punto 2o € Q y un r > 0 tal que B,(z) C Q,
sean hp, ho las soluciones del problema de Dirichlet en B determinado por f; y
fa, respectivamente. Entonces ahi + Sho es la solucién al problema de Dirichlet
determinado por af; + Bfo. Como fi; y f2 son subharmonicas sabemos que
f1 < hy fo < hsy en toda la bola, luego a.f; + Bf2 < ahy + Bhs, luego afi + Bf
es subharmoénica.

Similarmente, si h es la solucion al problema de Dirichlet asociado a la
funcion continua max{fi, fo}, tenemos que h — hy, h — hy < 0 en la frontera,
luego, por el principio del méximo, las desigualdades se cumplen en toda la bola,
es decir, que f; < hy; < h, fo < hy < h, luego méax{ fi1, fo} < h, lo que prueba
que max{ f1, fo} es subharmonica. "

Teorema B.16 Sea 2 un abierto en R™ y B una bola cerrada contenida en 2.
Sea f una funcion subharmdnica en  y f* la funcion continua que coincide

con f en Q\ B y es harmdnica en el interior de B. Entonces f* es subharmdnica
en €.
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DEMOSTRACION: Aplicaremos el teorema B.11. Basta considerar puntos
xg € OB. Notemos que f < f* en €. Entonces

*(x0) = f(x __ x)do __ *(x) do
10 =160 =m0 |y SO S G Sy O

Tz—xzgo||="r
]

De aqui deducimos a su vez:

Teorema B.17 Si f : Q0 — R es una funcion subharmdnica en un abierto de
R™ y Br(zg) C Q, entonces la funcién valor medio

1
M(f7 ‘TO’T) B U(aBT(xO)) AL—$0|—f(x) do

es creciente en el intervalo |0, R|.

DEMOSTRACION: Tomemos 0 < 11 < 12 < Ry sea f* la modificacion de f
dada por el teorema anterior aplicado a la bola B(xg,r1). Entonces

M(f,z0,71) = f*(z0) < M(f*,20,72) = M(f,70,72).

Aproximacion por funciones diferenciables Finalmente vamos a probar
que toda funcién subharmonica se puede aproximar por una funcién subharmo-
nica de clase C°.

Partimos de una funciéon subharmoénica f : 2 — R en un abierto 2 C R"™.
Si Q # R, fijado € > 0 llamamos Q. = {z € Q | d(z,00) > €}, que es un
subconjunto abierto de Q (pues la distancia a un conjunto es una aplicacion
continua [An 2.59]), v es no vacio para todo e suficientemente pequefio. Si
2 = R” tomamos €2, = €. En cualquier caso, si € €, tenemos que B(x) C €.
Ademas, si 0 < € < € se cumple que Q¢ C Q. y

Q= U Q.
e>0

En [GD 1.25] construimos una funciéon p : R” — R de clase C'™° estric-
tamente positiva en B;(0) y nula fuera de la bola abierta, con la propiedad
adicional de que p(x) = p(||z||). Multiplicindola por una constante podemos
exigir que

/ p(x)dxy - - dx, = 1.

Llamamos p.(x) = ¢ "p(z/€). Esta funcion es de clase C*°, es estrictamente
positiva en B.(0), nula fuera de esta bola, también es radial (es decir, que
cumple p.(z) = p(||z]|)) v sigue teniendo integral igual a 1 (como se comprueba
aplicando el teorema de cambio de variable).
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Definimos f. : Q. — R mediante

fe(y)=/(lf($)pe(y—x)dx1-~-dwn=/ f(@)pe(y — x) day - - - day,.

Be(y)

La integral esta bien definida, porque el integrando solo es no nulo en B.(y),
y es continuo en la bola cerrada. El teorema [An 5.27] nos da que f.(y) es de
clase C* en €.

Teorema B.18 Sea f : Q@ — R una funcidn subharmdnica en un abierto
Q C R™ y, para cada € > 0 tal que Qe # &, sea fe : Qe — R la funcion que
acabamos de definir. Entonces:

1. f. es de clase C*°.
2. fe es subharmdnica en ..
3. Si0<e<é, entonces f < fe < for en Q.

4. Si K C Q es compacto, para todo n > 0 existe un d > 0 tal que si0 < € < §
entonces K C Qe y ||felx — flxllx <.

DEMOSTRACION: Ya tenemos probado que f. es de clase C*°. Ahora obser-
vamos que el cambio de variable z* = y — x nos da la expresion alternativa

fely) = /Be(o) fly — 2)pe(x) day - - - d,.

Probamos que f. es subharmoénica mediante el teorema B.11. Para ello
tomamos g € Q. y r > 0 tal que 0 < r < d(zo,0Q2) — € (o r > 0 arbitrario si
o1 =0). Asi

1

0(0B;(x0)) /lyzol—r fely) do =
1

(0B, (wo)) /|y—w0|_r /BE(O) o~ @pela)dar - dn do =

1
(8B, (z0)) /BS(O) pe() /ly_%”:T fly —z)dodxy - dx,, =

1
(r)——————— dodxq---dx, >
N r e~ e ) AR LUL L

/ pe(@) f(zo — ©) iy -~ i, = [ (o).
B(0)

Para demostrar las propiedades siguientes usamos el cambio de variable des-
crito en el ejemplo final de la secion [GD 4.3], es decir, el cambio ]0, +oo[ x
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Sn=1 — R"\ {0} dado por (r,z) — rz. La relacién entre los elementos de
medida es dm = r"~'dr A do, luego:

fly) = / F(y — 2)pele) day -+ da

_ //| Ty = r2)pe(rz) dordr
= [ /” S dodr

1
= / r"_le"pe(re)/ fly —rez)dodr
0 ll=l=1

! 1
= r z)do dr
G /|Z_y|_mf()
= o0 ' 7‘7‘"7171 2)do dr
= o0BO) [ s s /lzylmﬂ ) dor d

— o(0B.(0)) / p(r)r" LM (f . re) dr

El teorema B.17 implica entonces que si € < € entonces fe < fo. Ademas,
como f es subharmonica, tenemos que

fe(y)20(831(0))/01 () (y) / /z| o) e

~ () /| P = ),

Esto completa la prueba de la tercera propiedad.

Si K C Q es compacto, dado n > 0 podemos tomar § > 0 suficientemente
pequedio para que si 0 < € < § entonces K C Q. ysiy e Ky |z—y| <€
entonces |f(z) — f(y)| < n. Esto implica que

1
o(0Be(y)) /nz,m_re(f(z) — fy))do
1

7(0B,(y)) /”z—y|=1“e 1£(z) = Fw)ldo < .

De aqui se sigue a su vez que

[M(f,y,re) = f(y)| =

<

5:0) = 1)) = @B 0) [ o) My - f<y>]

1 1
(9B, (0)) / p(r)r" M (f,y,r¢) dr — o(By (0)) / PP f () dr
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<o) [ o) M) = )] dr < no@B1(0) [ plretar

1
= 17/ / p(rz)r"tdodr = 77/ plx)dxy - -dx, = .
0 Jlzl=1 =<1

Como aplicacion generalizamos el teorema 3.30 (y también B.12):

Teorema B.19 Consideremos abiertos 21 C C", Qo C C, una funcion ho-
lomorfa f : Q1 — Qo y una funcidn subharmdnica (resp. superharmonica,
harmdnica) g : Qo — R. Entonces la composicion fog es subharmdnica (resp.
superharmdnica, harmdnica) en €.

DEMOSTRACION: Basta probarlo para funciones subharmonicas, pues apli-
cando el resultado a —f tenemos el correspondiente a funciones superharmoéni-
cas, y ambos implican el resultado para funciones harmoénicas.

Sin=1y f es de clase C?, la conclusién se sigue de un céalculo rutinario,
usando la regla de la cadena, las ecuaciones de Cauchy-Riemann y el hecho de
que Re f, Im f son harmoénicas, que nos da la relacion

A(fog)=(foAg)lf.

Basta entonces aplicar el teorema B.10. Si n > 1, el laplaciano de fo g es la
suma de los laplacianos de las funciones que resultan de fijar todas las variables
menos una en f o g o, equivalentemente, en f. Como estos laplacianos parciales
son > 0, el laplaciano total también lo es.

Pasamos ahora al caso general en el que g no es necesariamente de clase C2.
Dado z € Qq, tomamos € > 0 tal que f(z) € Q9. y consideramos la funcion g,
dada por el teorema anterior. Por la parte ya probada, f o g. es subharmoénica
en f~1[Qs], luego, para r suficientemente pequeiio,

1
W) S0 S s [ adr@)as

Aplicando la dltima parte del teorema anterior a K = f[0B,(z)] obtenemos que
el miembro derecho converge a la expresion analoga con g en lugar de g. cuando
€ tiende a 0, luego concluimos que

1
) S9N S s [ ot

y esto prueba que f o g es subharmonica. L]
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B.3 El problema de Dirichlet

Hemos probado que el problema de Dirichlet tiene a lo sumo una solucién en
cada abierto con frontera no vacia, pero sélo hemos probado que tiene soluciéon
en el caso de las bolas abiertas. En esta seccién demostraremos que existe
solucion para una familia muy amplia de abiertos.

Sea 2 C R™ un abierto acotado y sea f : Q) — R una funcién continua.
Llamaremos familia de Perron de f al conjunto P(f,)) de todas las funciones
continuas u : 8 — R, subharmonicas en Q y tales que u|pq < f. Si M es
una cota de f, el principio del méximo prueba que toda funcién u en estas
condiciones cumple u < M en 2. Por consiguiente podemos definir la funcidn
de Perron de f como

Pi(x) = sup{u(z) | u € P(f,Q)}, parazeQ.

Ahora observamos que si el problema de Dirichlet tiene solucién para f en 2,
entonces la solucién ha de ser P;. En efecto, la solucién g estd obviamente en
P(f,Q), luego g < P;. Por otra parte, si u € P(f,Q) la funcién v — g es
subharmonica y en 02 es < 0, luego por el principio del maximo se cumple
u—g<0en,osea, u<g,luego Py <g.

Para probar que Py es realmente solucion del problema de Dirichlet hemos
de ver dos cosas: que es harmonica y que tiende a f en 9. Lo primero podemos
probarlo ya:

Teorema B.20 Sea 2 un abierto acotado en R™ y sea f : 00 — R una
funcion continua. Entonces Pr es harmonica en €.

DEMOSTRACION: Tomemos zg €  y sea r > 0 tal que B,(zo) C Q. Cla-
ramente, podemos tomar una sucesion de funciones uy € P(f,2) tales que
H/lcm ug(xg) = Pf(xo). Sustituyendo cada u, por el maximo de todas las prece-

dentes podemos suponer que uy es creciente.

El teorema B.16 nos da funciones vy € P(f,Q) que son harmonicas en
B, (zo). La sucesion vy también es creciente y, como ug(zo) < vg(zo) < Pr(zo),
la sucesion v (xo) también converge a Pr(xo).

El teorema de Harnack B.8 implica que {v|p, (z,)} converge casi uniforme-
mente a una funcion harmonica v. S6lo hay que probar que v = Py| By (wo)s Y ast
Py serd harmoénica en un entorno de cada uno de los puntos de su dominio.

Fijemos z € B,(zo) y tomemos una sucesion de funciones wy € P(f,)
tales que liin wi(z) = P¢(x). Cambiando wy, por el maximo de las precedentes

y de v podemos suponer que las sucesion es creciente y que v < wy. Més atin,
si cambiamos wj, por la modificaciéon que resulta de aplicar el teorema B.16 a
la bola B,.(x) se conservan todas las propiedades indicadas y ademéas cada wy,
es harmoénica en la bola. Nuevamente, el teorema de Harnack nos da que la
sucesion we| , (z,) converge a una funcion harmonica w.

Como v(xo) < wi(zo) < Pr(xo), tenemos que w(xg) = v(zo) = Pr(zo),
pero v < w, luego v — w < 0 es una funcién harmonica en B,.(zg) que alcanza
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su maximo en xg. Esto sé6lo es posible si es constante, es decir, si v = w, con lo
que v(z) = w(x) = Pr(x). "

Ejemplo En general no es cierto que Py coincida con f en d€). Por ejemplo,
tomemos Q = B1(0) \ {(0,0)} € R? y sea f la funcién que vale 0 en dB;(0) y
F(0) = 1.

Dado u € P(f,Q), por el principio del maximo se cumple que |u| < 1.
Dado 0 < € < 1, la funcion h.(z) = (log||z||)/loge es harmoénica en el anillo
comprendido entre las circunferencias de centro 0 y radios € y 1. Ademaés h,
vale 0 sobre la circunferencia exterior y 1 sobre la interior. En consecuencia
u < h. en la frontera del anillo. Como u — h, es subharménica, de hecho u < h,
en todo el anillo (por el principio del maximo), es decir,

1
(o) < ozl
loge

para 0 < e < ||z|| < 1. Si fijamos z y hacemos tender € a 0 queda u(z) < 0 para
todo z € B1(0)\ {0} y toda u € P(f,). Por consiguiente Py = 0 y no converge
a f en 0. No existe ninguna funcién harmonica en 2 continua en Bj(0) que
tome el valor 0 para ||z|| =1y el valor 1 en z = 0. "

Veamos una condicién necesaria para que las funciones continuas en la
frontera de un abierto acotado §2 se extiendan a funciones harmonicas en ).
Cuando ) tiene esta propiedad se dice que es una region de Dirichlet. Dado un
punto a € 912, podemos considerar la funcién

[z — af
M) = T =l

Claramente se trata de una funcién continua y acotada en R™ (toma valores
en [0,1]) y que se anula tnicamente en a. Si § es una region de Dirichlet existe
una funcién continua h : Q@ — R harmonica en 2 y que coincide con f en 95).
En particular h(a) = 0 y h(xz) > 0 para todo = € 9, x # a. Vamos a probar
que una condicién mas débil que ésta es también suficiente para que €2 sea una
region de Dirichlet.

Definicion B.21 Sea 2 un abierto en R™ distinto de @ y de R™. Para cada
e>0yacdsea Q(a) =Q2N B(a). Una barrera para § en a es una funcion
continua u : Q.(a) — R subharmoénica en Q.(a) tal que u(a) =0y u(z) < 0
para todo x € 08 (a), x # a.

Es claro que si ) es una regiéon de Dirichlet entonces tiene una barrera en
cada punto de su frontera (para cualquier € > 0, restringimos a Q(a) la funcion
—h que hemos construido en el parrafo anterior).

Las regiones de Dirichlet admiten la caracterizaciéon siguiente:

Teorema B.22 Un abierto acotado Q2 C R™ es una region de Dirichlet si y sdlo
si tiene una barrera en cada punto de su frontera.
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DEMOSTRACION: Ya hemos visto que la condicién es necesaria. Veamos que
también es suficiente. Para ello tomamos una funcién continua f : Q) — R.
Basta probar que Py es continua en {2 y que coincide con f en 99.

Fijemos un punto a € 99 y sea v : Q.(a) — R una barrera para () en a.
Por el principio del maximo v < 0 en Q¢(a). Tomando 0 < r < € tenemos que
v < 0 en el compacto Q(a) \ Br(a), luego existe un n > 0 tal que v < —n en
dicho compacto. Sea w : Q.(a) — R el maximo entre —n y v. Entonces w es
también una barrera para €2 en a con la propiedad adicional de que vale —n fuera
de B,(a), luego se puede extender de forma constante a w : Q — R y sigue
cumpliendo las propiedades de una barrera (salvo que su dominio es mayor).

Concretamente, tenemos una, funcién continua w :  — R, subharménica
en €, tal que w(z) < 0 para todo x € 9N,  # a'y w(a) = 0.

Como f es continua en a, dado € > 0, existe un ¢ > 0 tal que
fla) —e< f(z) < fla) +¢

para todo z € Bs(a) N 9. Como w tiene maximo M < 0 en 99Q \ Bs(a),
tomando K > 0 suficientemente grande para que

|f(z) = fla)| <e—= KM
para todo = € 9Q \ Bs(a), tenemos que
fla) — e+ Kw(z) < f(z) < f(a) + e - Kuw(x)
para todo € 9Q. Vamos a probar que
fa) —e+ Kw(z) < Pp(z) < f(a) + € = Kw(z)
para todo x € Q.

La primera desigualdad se cumple porque f(a) — e+ Kw € P(f,§2). Para
probar la segunda tomamos u € P(f,Q), con lo que ulgo < f, luego

u(z) + Kw(z) < f(r) + Kw(z) < f(a) + €
para todo x € 02. Como u + Kw es subharmonica, tenemos
u(z) + Kw(z) < f(a) + ¢

para todo x € Q, luego u < f(a) + € — Kw y, como esto vale para toda funcion
u € P(f,Q), vale también para Py. Asi pues:

1Pp(z) = fla)] < —Kw(x) + e

para todo z € Q) y, como vale para todo € > 0, de hecho tenemos la desigualdad
|P¢(z) — f(a)] £ —Kw(zx). Por altimo, como w es continua y w(a) = 0, esto
implica que existe

lim Py(z) = f(a). -

r—a
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Observemos que la existencia de barreras es una condicion que se cumple
en una gran clase de abiertos. Por ejemplo, si Q \ {a} esta contenido en un
semiespacio abierto determinado por un hiperplano H que pase por a, entonces
una barrera en a es cualquier aplicacién afin que se anule en el hiperplano y sea
negativa en el semiespacio que contiene a Q \ {a}. A partir de aqui se puede
probar que todo abierto convexo y acotado es una regién de Dirichlet.

Mas en general, si existe una bola cerrada B de manera que BN Q = {a}
entonces () tiene una barrera en a. Concretamente, si B = B,.(z(), una barrera
es

() = {logr - log7||x - :z:(i|| sin =2,
lz — xol2™™ — 72" sin>2.

B.4 La transformada de Kelvin

El teorema 3.30 implica en particular que si f : & — R es una funcién
harmoénica en un abierto 2 C C\ {0}, entonces la funciéon f(1/z) también lo
es. Como la conjugacion compleja es una isometria de R?, el teorema [An 8.16]
nos da que g(z) = f(1/z) también es harmoénica en su dominio. Ahora bien, la
funcién )

z
J(z)=-=—
(2) = BE
tiene una interpretaciéon geométrica precisa: es la inversion respecto de la cir-
cunferencia unitaria en el sentido de [G A.5|. La inversion

x

J(2) =
]|

esta definida en cualquier espacio R™, por lo que cabe preguntarse si f(J(x))

es harmonica siempre que f lo es en un abierto de R™ \ {0}. La respuesta es

negativa, pero se vuelve afirmativa con un ligero retoque:

Definiciéon B.23 Si 2 € R™ \ {0}, definimos la transformada de Kelvin como
el operador K : C(Q2) — C(J[Q?]) dado por

K[f)(z) = ll=*"f @/ [l]*).

Notemos que para n = 2 es simplemente K[f](z) = f(z/||z]|?) o, identifi-
cando R? = C, es K[f](z) = f(1/2).

Es claro que K es un operador lineal, y que K o K es la identidad (lo cual
no significa exactamente que KX = K !, pues en realidad se trata de dos funcio-
nes distintas con dominios distintos). También es facil ver que K es continuo
respecto de la topologia de la convergencia casi uniforme.

Vamos a probar que la transformada de Kelvin de una funcién harmonica es
harmonica. Para ello necesitamos algunos resultados previos. Los primeros son
comprobaciones rutinarias que dejamos a cargo del lector:
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e Siu,v son funciones de clase C? en un abierto de R", entonces

A(uwv) = uAv + 2VuVo 4+ vAu.

o Vlz[|* = kl|z]*2z.
o A(||lz||*) = k(k +n —2)||z|*2 (donde n es la dimension del espacio).

e SipeR[Xy,...,X\n] es una forma de grado m, entonces x - Vp = mp.

En efecto, para todo A € R se cumple que p(Az) = \™p(x), y al derivar
respecto de A queda Vp(Ax)x = mA™ !p(z). Basta hacer A = 1.

e SipeR[Xy,...,Xm] es una forma de grado m, entonces
Allz]*p) = llz[|* Ap + k(2m + k +n — 2)[«|**p.
(Se obtiene facilmente aplicando los resultados precedentes.)

e SipeR[Xy,...,Xm] es una forma de grado m, entonces

A(|lz]*772mp) = > Ap.
o Sip€eR[Xy,...,X,] es una forma de grado m, entonces
K[pl(z) = [l«|*7"*"p(2).
Con esto ya podemos calcular el laplaciano de la transformada de Kelvin:

Teorema B.24 Si Q C R"\ {0} es un abierto no vacio y f : & — R, enton-
ces [ es harmdnica en ) si y solo K[f] lo es en J[Q).

DEMOSTRACION: Si p es una forma de grado m, entonces
AK[p) = A(||z]*7"7*"p) = [l2|>~" > Ap = K[|l2||* Ap].

En la tltima igualdad hemos usado la dltima propiedad precedente, teniendo en
cuenta que ||z||*Ap es una forma de grado m + 2.

Como todo polinomio se descompone en suma finita de formas, la linealidad
de A y K implica que la igualdad precedente vale para polinomios cualesquiera.
En particular, si p es un polinomio harménico, K[p| es una funcién harmonica.

Ahora, si f es harmoénica y a € Q, el teorema B.6 nos da (en un entorno

de a) el desarrollo en serie de Taylor f(z) = > P/ (z — a), donde P[' es
m=0

una forma harmoénica de grado m (o la forma nula), luego Pf", (¥ — a) es un
polinomio harmonico.

Como la convergencia es casi uniforme, el teorema [An 8.26] nos da que f es
harmonica en un entorno de a, luego lo es en su dominio €.

Reciprocamente, si K[f] es harmonica, entonces f = K[K|[f]] también lo es,
por la parte ya probada. m

La transformada de Kelvin nos permite definir el concepto de funcién harmo-
nica en oco. Para ello consideramos a R™ como subespacio topolégico de su
compactificacion de Alexandroff R :
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Definicion B.25 Sea 2 C RZ un abierto tal que co € Q y f : Q@ — R.
Diremos que f es harmdnica en Q si flo\ (oo} €s harmoénica y K[f] se extiende
a una funcion harmoénica en 0.

Asi, si extendemos J : R — R mediante J(0) = oo, J(00) = 0, tenemos
definido K : H(Q2) — H(J[Q}]) para abiertos 2 C R . Si f es harmonica en
un entorno de oo tenemos que existe

i (]2~ f e/ 2]2) = L.

Sin = 2 esto se reduce a que lim f(z) = L, mientras que si n > 2 tenemos que

lim, o f(z/||z]|) = 0 y por consiguiente lim f(x) = 0. Vamos a probar que
xr—r0o0

estas condiciones necesarias son, de hecho, suficientes:

Teorema B.26 Sea n > 3, sea Q@ C RZ un abierto tal que oo € Q y sea
f:Q — R una funcion harmonica en Q\ {oco}. Entonces f es harmdnica
en oo siy sdlo si existe lim f(x) = 0.

T—r00

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicaciéon. Si existe el limite,
entonces lirr%) f(z/]|z]|?) = 0 (porque J(c0) =0 y es continua), luego
xT—r
li ¢ =0.
lim 2] K[f](z) = 0
El teorema [An 8.27] nos da que K[f] se extiende a una funcién harmonica en 0,
luego f es harmoénica en oco. n
El caso n = 2 tiene que ser tratado aparte:

Teorema B.27 Sea 2 C R, un abierto tal que oo € Q y sea f: Q2 — R
una funcion harmonica en Q\ {oo}. Entonces las afirmaciones siguientes son
equivalentes:

1. f es harmdnica en oo.

2. Euiste lim f(z) e R.

f(z)

" ameo log [l

4. Eziste R > 0 tal que f estd acotada en {x € R" | ||z| > r}.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que 1) = 2) y claramente 2) = 3). Si se
cumple 3), tenemos que
K(f)(@) o f/l=)?) f(z)

lim ————— = lim —————~ = lim — =
2 Tog [al] ~ 220 logflz]  wo% loga

i

luego el teorema [An 8.27] implica que K[f] se extiende a una funciéon harmonica
en 0, luego se cumple 1). También es obvio que 2) = 4) = 3). "

A su vez esto nos permite resolver el problema de Dirichlet para el comple-
mentario de una bola. Por simplicidad nos restringimos a la bola unitaria, pero
es facil pasar de aqui al caso general:
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Teorema B.28 Sea B* = RZ \ Bi(0) y sea f : 0B1(0) — R una funcion
continua. Entonces existe una unica funcion continuauy : B* — R, harmdnica
en B* que extiende a f.

DEMOSTRACION: Si v : B;(0) — R es la solucién del problema de Dirichlet
asociado a f en la bola unitaria y u = K[v] : B* — R, es obvio queu es una
solucién del problema de Dirichlet en B*. Reciprocamente, si u* es otra solucién,
entonces K [u*] resuelve el problema de Dirichlet de f en la bola unitaria, luego
K[u*] = v, luego u* = K[v] = u. "

Notemos que la unicidad del teorema anterior requiere que la funcién sea
harmonica en oo, pues si a una solucién del problema de Dirichlet le sumamos
|z]|>~™ (para n > 2) o bien log|z| (para n = 2) obtenemos otra solucién
distinta harmoénica en B* \ 0o, pero no en oc.

Podemos encontrar una expresion integral explicita para la solucién del pro-
blema de Dirichlet en el exterior de una bola. Nos apoyamos en la igualdad:

)

Hy
Iyl

X
- ||y||xH _ H”” ~ally

que se prueba sin méas que elevar al cuadrado y desarrollar los productos esca-
lares. En particular, si ||y|| = 1 se reduce a

X
o —yll = H - '”””yH'
B

Ahora, con la notaciéon de la prueba del teorema anterior:

u = v] = ||lz||>™ 1 1 — ||/ |l]1?]> -
Kl = o) /|| ezl =gl @)

1 1-1 2
S / Al —

OB Jiyi=s T = el 11T
= OB fre T TR 0
= U®;®»[m1¢ﬂ1Mj@M0
- m /lyl_lPe(x,y)f(y)do,

donde el nicleo de Poisson para el exterior de una esfera es

]I — llylI*
P.z,y) = "L — Pz ).
(z,y) 7 =gl (z,y)
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B.5 Funciones harmoénicas en superficies de
Riemann

Las variedades analiticas conexas de dimension 1 se conocen como superficies
de Riemann. El proposito de esta seccion es demostrar el teorema siguiente:

Teorema B.29 Si X es una superficie de Riemann y ©1,...,T, son puntos
distintos de X, existe una funcion meromorfa f: X — C* tal que los valores
f(x;) son distintos dos a dos.

La mayoria de las demostraciones conocidas de este hecho usan conceptos
més avanzados que los que hemos estudiado en este libro. Aqui daremos una
prueba basada en las ideas originales de Riemann, para la cual necesitamos
generalizar a superficies de Riemann los resultados elementales sobre funciones
harmonicas en abiertos de C.

Definiciéon B.30 Una funcién f : X — R definida sobre una superficie de
Riemann es harmdnica (subharmonica, superharmonica) si para cada x € X
existe una carta ¢ : U — C alrededor de z tal que ¢! o f es harmonica
(subharmonica, superharmonica) en ¢[U].

El teorema B.19 se generaliza trivialmente a superficies de Riemann sin més
que tener en cuenta que el caracter harmonico, subharménico o superharmoénico
de una aplicacion es una propiedad local. Asi pues, si f es harmonica (subhar-
monica, superharmonica) en el sentido de la definicién anterior, de hecho toda
carta ¢ de f cumple que ¢! o f es harménica (subharmonica, superharménica).

Obviamente las funciones harmonicas (subharmonicas, superharmonicas)
son continuas. Una funcién f es subharmoénica (superharmoénica) si y sélo si
—f es superharmonica (subharmonica), y f es harmonica si y solo si es sub-
harmoénica y superharmonica a la vez. Esto se prueba sin mas que componer
con cartas y aplicar las propiedades correspondientes para funciones en abiertos
de C.

Igualmente, el teorema B.15 nos permite probar a su vez que si f y g son
funciones subharmoénicas en una superficie de Riemann X entonces las funciones
méax{f,g} v af + Bg, donde «, f > 0, son también subharmonicas. Veamos
ahora otros hechos béasicos de caracter global:

Teorema B.31 (Principio del maximo) Sea u: X — R una funcion sub-
harmonica. Si existe un punto a € X tal que u(x) < u(a) para todo v € X,
entonces u es constante.

DEMOSTRACION: Consideramos el conjunto A = {z € X | u(z) = u(a)}.
Como u es continua A es cerrado en X. Basta probar que es abierto, pero si
x € A tomamos una carta ¢ : U — C tal que x € U, con lo que ¢! o u es una
funcion subharmonica en ¢[U] que alcanza un maximo en ¢(a). El principio
del maximo B.31 implica entonces que ¢! o u es constante en ¢[U], luego u
es constante en U y por consiguiente U C A. Concluimos que A = X, lo que
equivale a que u es constante. u
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En particular vemos que en una superficie de Riemann compacta las tnicas
funciones subharmonicas (superharmonicas, harmonicas) son las constantes.

Teorema B.32 Sea X una superficie de Riemann, sea Y un abierto conexo
en X (distinto de X) tal que Y sea compacto. Sean u, v : Y — R dos
funciones continuas tales que u es subharmdnica en'Y, v es harmdnica en'Y y

u<vendY. Entoncesu<venY.

DEMOSTRACION: La hipétesis Y # X equivale a que dY # @, que se
requiere para que la relacion entre v y v no sea vacia. Cambiando u por u — v
podemos suponer que v es la funcién nula. Por compacidad existe a € Y donde
u alcanza su maximo. Sia € Y entonces u es constante y la conclusion es obvia.
Sia € 9Y, entonces todo x € A cumple u(z) < u(a) <0. n

Teorema B.33 (Principio de prolongacién harménica) Si dos funciones
harmdnicas en una superficie de Riemann coinciden en un abierto, entonces son
1guales.

DEMOSTRACION: Basta probar que si una funciéon harmonica f : X — R
se anula en un abierto entonces es nula. Sea {2 la uniéon de todos los abiertos
donde f se anula. Si €2 # X entonces existe un punto z € 9. Una carta
alrededor de X transforma f en una funcion harmoénica en un abierto de C
que es nula en un abierto pero no es constante. Esto contradice al principio de
prolongacion analitica 2.19 (recordemos que, por B.4, toda funcién harménica
es analitica). "

El teorema siguiente es local, por lo que se sigue inmediatamente de su
analogo B.16:

Teorema B.34 Sea u : X — R una funcion subharmdonica, ¢ : U — C una
carta de C y D(a,r) un disco cerrado contenido en ¢[U]. Sea h: D(a,r) — R
la funcion continua que coincide con ¢! owu en OD(a,r) y es harmonica en
D(a,r). Entonces la funcion v: X — R dada por

u(x size X\ ¢ HD(a,r
v@):{” € X\ ¢! [D(a7)

h(¢(x)) siz € ¢! [D(a,r)]
es subharmdnica. La llamaremos modificacion de Poisson de u en ¢~ [D(a,r)].

Definiciéon B.35 Una familia P de funciones subharmoénicas en una superficie
de Riemann X es una familia de Perron si cumple:

1. Siu, v € P, entonces max{u,v} € P.
2. Las modificaciones de Poisson de las funciones de P estan en P.

Se llama envolvente superior de P a la funcion M : X — R U {+oo} dada por

M(z) = sup{u(z) | u € P}.
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El teorema siguiente se prueba sin dificultad a partir de los resultados que
ya tenemos.

Teorema B.36 Sea w: X — R una funcion superharmdnica en una superfi-
cie de Riemann X. Entonces el conjunto

P={u:X — R |u es subharmdnica y u < w}
es una familia de Perron en X.

Teorema B.37 Sea P una familia de Perron en una superficie de Riemann X
y M su envolvente superior. FEntonces M es constante igual a 400 o bien
M : X — R es harmdnica en X.

DEMOSTRACION: Veamos que basta probar el teorema en el caso en que X
es un abierto conexo en C. Admitiendo que esta probado en este caso, es facil
comprobar que si ¢ : U — C es una carta de X, el conjunto

Py={¢p~"oulue?}

es una familia de Perron en ¢[U], asi como que su envolvente superior My verifica
M = ¢oM,. Por lo tanto, M|y es constante igual a +00 o bien harmonica. Esto
prueba que el conjunto de puntos donde M toma el valor 400 y el conjunto de
puntos donde M es harmonica (en un entorno) son dos abiertos disjuntos cuya
unién es X. Por conexién uno de ellos ha de ser igual a X.

Supongamos, pues, que X C C es un abierto conexo. El argumento que
vamos a dar es una ligera generalizacion del usado en B.20. Tomemos un punto
a € X y sea D(a,r) un disco cuya clausura esté contenida en X. Claramente,
existe una sucesion {u,} de funciones en P tales que M(a) = li7rln up(a) (tanto

si M (a) es finito como infinito). Sustituyendo u, por el maximo de las funciones
anteriores podemos suponer que la sucesion {u,} es monotona creciente. Sea vy,
la modificacion de Poisson de u,, en el disco D(a,r). Las funciones v,, también
estan en P, luego u, < v, < M. En particular lirlln vp(a) = M(a). Ademas la

sucesion {v,} es también creciente, pues trivialmente lo es fuera de D(a,r) v,
si n < m, tenemos que vy, — Unlop(a,r) = Um — Un|oD(a,r) = 0, y el minimo
de v, — v, en D(a,r) tiene que alcanzarse en la frontera (pues la funcion es
harmoénica en un entorno del disco cerrado), tiene que ser v, — vn|p(a,r) > 0.

Por el teorema de Harnack B.8 tenemos que {v,} converge casi uniforme-
mente en el disco a una funcion v < M que o bien es harmoénica o bien es
constantemente igual a +oo. Basta probar que v = M en todo D(a,r), pues
entonces tendremos que el conjunto de puntos donde M es finita es abierto, al
igual que el conjunto de puntos donde es +o0o. Por conexiéon uno de los dos
sera vacio y si M es finita tenemos también que es harmoénica. Ciertamente, si
v = 400, tenemos v = M, luego podemos suponer que v es finita.

Ahora bien, si z € D(a,r) podemos construir como antes una sucesion cre-
ciente {w,} de funciones de P harmonicas en D(a,r) con h'TILn wp(z) = M(2).
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Sustituyendo w,, por max{w,,v,} podemos exigir que v, < w,. El teorema de
Harnack nos da que {w, } converge a una funcién w < M harmonica en D(a,r)
(no puede ser infinita porque w(a) < M(a) < +00).

Por otra parte v < w < M, luego la funcion w — v es harmoénica en D(a, )
y tiene un méaximo en w(a) — v(a) = 0, lo que implica que es constante igual
a 0, es decir, w = v, y en particular v(z) = M(z). n

Pasamos ahora a probar el resultado central, del cual deduciremos la exis-
tencia de funciones meromorfas no constantes en superficies de Riemann.

Teorema B.38 Sea X una superficie de Riemann y ¢~! : U — D(0,2) una
carta de X. Entonces existe una funcion harmonica u : X \ {¢(0)} — R tal
que si z € D'(0,2) entonces

u(p(2)) = clog|z| + Re f(2),

donde c e R y f: D'(0,2) — C es una funcion holomorfa con un polo simple
en 0.

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacion llamaremos a = ¢(0) y, para
cada 0 < r < 2, llamaremos D(a,r) = 9[D(0,r)]. Entonces D(a,r) = ¢[D(0,r)]
y 0D(a,r) = ¢[0D(0,7)]. Definimos Q, = X \ D(a,r), con lo que se cumple
Q, = X\ D(a,r) y 0Q, = dD(a,r). Notemos que €2, es un abierto conexo en X.
Distinguimos dos casos:

CASO 1: Para algin nimero real 0 < r < 2 existe w : Q, — R continua,
acotada, harménica en X \ D(a,r) y tal que

w(z) =0 six € 0D(a,r),
w(z) >0 st x € Q.

Para cada ¢ € R definimos u. : X \ {a} — R mediante

_JRe(£—-2) siz=1(z)con0<|z[ <,
ue(z) = {cw(:c) stz e Q.

Vamos a probar que u, y —u_. son subharmoénicas cuando ¢ es positivo y
suficientemente grande.

En primer lugar observamos que la funcién Re (g — f) es harmoénica en
C\ {0} y se anula en la circunferencia |z| = r. Esto prueba que u. es continua
en X \ {a} y harmonica en D(a,r). Obviamente es harmonica en Q,.. (Todo
esto vale para cualquier ¢ € R, en particular para u. y para u_e.)

Falta probar que u. y —u_. son subharmonicas en los puntos de dD(a,r).
Equivalentemente, hemos de ver que u, =¥ ou, y —t_. son subharmoénicas en
los puntos de dD(0, 7). Concretamente,

) Re(Z—2) si0<|z| <,
cw(z) sir<|z| <2,

donde @ = 1 ow. Aplicaremos el teorema B.11.
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Como @ no se anula en la circunferencia |z| = (2+1)/2, si ¢ > 0 es suficien-
temente grande se cumple

r

Re (f - f) < () = i (2),

z r

para todo z tal que |z| = (2 + r)/2 (y trivialmente si |z| = r). Ahora bien,
en el anillo A(0,7, (2+7)/2) los dos términos de esta desigualdad son funciones
harmonicas continuas en la clausura, luego por el principio del maximo podemos
concluir que

247

Re (g — ;) < a.(z), para 0 < |z| < 5

(En principio para |z| > r, pero trivialmente en el caso contrario.)
Asi, si |z| = r entonces, si p > 0 es suficientemente pequeno

ro oz 1 [ r 2+ pe?
e = —— =) == — — do
e(2) Re(z 7‘> 277/0 Re<z+p629 r

1 27

o, ez + pe') db.

Esto prueba que . es subharmonica, y similarmente se razona con —u_.
Fijemos, pues un ¢ > 0 tal que u. y —u_. sean subharmonicas en X \ {a}.

Sea d € R tal que -
d > 2sup{ew(x) | x € Q,}

(recordemos que w esta acotada).
Sea P el conjunto de las funciones subharmonicas v en X \ {a} tales que

v(z) <u_.(z)+d, para todo z € X \ {a}.

Puesto que u_. + d es una funcién superharmoénica, P es una familia de
Perron. Se cumple que u, € P, pues

U—c(x) < U—c(x) +d stz = 1/1(2)7 0< |Z| <r,
ue(w) = 2ew(z) —u_e(z) <d+u_c(x) sizeQ,.

Sea M la envolvente superior de P. Entonces u. < M < u_.+ d. Por
consiguiente

OSM(w(z))fRe(gfg) <d, para 0 < |z]| <.

La funcion del miembro central es harmonica en D’(0,7) y esta acotada.
Segtin el teorema [An 8.27] (véase el comentario precedente) se extiende a una
funcion harmonica en D(0,2), la cual, segin 3.29, serd la parte real de una
funciéon holomorfa g : D(0,2) — C. Asi pues,

M((2)) = Re (= = = 4+ g(2)) = Re f(2),

r z
z r

donde f(z) tiene un polo simple en 0. La funciéon M es, pues, la buscada.
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CASO 2 Si 0 < r < 2, no erxiste ninguna funcion w : Q, — R continua,
acotada, harmdnica en . y tal que

w(z) =0 six € 0D(a,r),
w(z) >0 st x € Q.

Observemos que las funciones cuya existencia se postulaba en el caso 1 son
funciones continuas y acotadas en €,, harmonicas en ), pero que no tienen
méximo. Reciprocamente, bajo las hipétesis del caso 2 vamos a probar que
toda funcién en estas condiciones alcanza su maximo y su minimo:

A) Sio<r<2yu:Q, — R esuna funcion continua, acotada

y harmdnica en )., entonces u alcanza su mdzrimo y su minimo en
dD(a,r).

En efecto, sean
A= inf{u(x) | z € Q,}, B = sup{u(x) | z € Q,}.

Sea hj la solucion del problema de Dirichlet en el anillo A(0,r, (r 4+ 2)/2)
que sobre |z| = r vale u(1)(2)) y sobre |z| = (r +2)/2 vale A.
Sea vy : 2. — R la funcién dada por

_fhi(2) siz=9(z)yr< |z < (r+2)/2,
v (l‘) 1A six e Q(r+2)/2~

Claramente es continua y es facil ver que es subharmonica en €2,.. Los tnicos
puntos donde no es evidente son los de dD(a, (r + 2)/2). Para ellos hemos de
probar que la funcién

() = {hl(z) sir <|z| < (r+2)/2,
A si(r+2)/2<|z] <2

es subharmonica en dD(0, (r + 2)/2), pero esto es inmediato a partir del teo-
rema B.11, teniendo en cuenta que A < h; en todo su dominio.

Definimos anélogamente v cambiando A por B y se prueba que vy es su-
perharmonica en Q.

Sea p = max{u(y(z)) | |2| = r}. Sea Py el conjunto de las funciones w
subharmonicas en €, tales que w(z) < min{u(z), u}, para todo z € §2,. Sea
P, el conjunto de las funciones w subharmonicas en €. tales que w(z) < vo(x)
para todo x € ,.. Tanto P; como P son familias de Perron. Sean M; y M,
sus envolventes superiores.

Se cumple que v1]q, € P1. En efecto, hy < 9 o u sobre los puntos de
0A(0,r, (r+2)/2), luego lo mismo vale sobre todo el anillo. Por lo tanto v; < u
en A(a,r,(r +2)/2. La desigualdad vale obviamente en €, 2y/2. El mismo
razonamiento prueba que vy < p.

Del mismo modo se concluye que ulq, € Pa. Asi pues,

A<vi(z) < Mi(z) < ulz) < Ma(x) < wvg(x) < B, para todo = € Q,.
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Por lo tanto, My — M, es una funcién harmonica y acotada en 2, y

0 < My(9h(2)) — Ma(9(2)) < va((2)) —va(9p(2)),  si0<|z] <2

De aqui se sigue que, si |a|] =7,
tim Ma(w(2)) — Ma(6(=) = 0,

es decir, My — M, se extiende a una funcién continua en €2, que se anula en
0D(a,r). Por la hipotesis del caso 2 la funcion M — M; ha de anularse en algan
punto de ,., pero por el principio del minimo esto obliga a que My — M; = 0.
Por lo tanto u(x) = My(z) < u, que es lo que queriamos probar.

Ahora probaremos que el problema de Dirichlet tiene soluciéon en cada €,

B) Sea 0 < r <2 ysea f:0D(a,r) — R una funcion continua.
Entonces [ se extiende a una unica funcion u : Q. — R continua,
acotada y harmdnica en €.

En efecto, la unicidad se sigue del resultado anterior. La existencia la obten-
dremos de una construcciéon similar a la que acabamos de hacer, que no requiere
las hipotesis del caso 2. Sean

A=mf{f(x) |z e}, B =sup{f(z) | z € Q,}.

Sea h; la solucion del problema de Dirichlet en el anillo A(0,r, (r + 2)/2)
que sobre [z| = r vale f(3(z)) y sobre |z| = (r +2)/2 vale A.
Sea v : ., — R la funcién dada por

_[z) stz=v(z)yr<|z] <(r+2)/2
v (x) 1A six e Q(r+2)/2-

Definimos vo cambiando A por B. Se comprueba que v; es subharmoénica
y v es superharmoénica en §2,.. El conjunto P de las funciones subharmoénicas
w en 2, que cumplen w(x) < vo(x) para todo x € €, es una familia de Perron
que contiene a v1]q,, luego su envolvente superior M es una funciéon harmonica
en 2, que verifica

A <wa(x) < M(z) <wva(z) < B, para todo x € €.
Es claro entonces que la funcién u : Q, — R dada por

[ M(z) suzeQ,
u(w) = { f(z) sixze€dD(a,r)

es acotada, continua y harmonica en (2.

Veamos un tltimo resultado previo antes de probar el teorema:

C) Sea 0 <1 < 2 y {u,} una sucesion de funciones u, : Q, — R
continuas, acotadas y harmdnicas en ). que convergen uniforme-
mente en 0D(a,r). Entonces la sucesidn converge uniformemente
en Q, a una funcién u continua, acotada y harménica en €.
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En efecto, por A) tenemos que, para todo par de naturales m y n se cumple

sup{um (z) —un(z) |z € ?r} < sup{um(z) —un(z) | z € dD(a,r)},
inf {tp, () —un(z) |z € Q) > inf{un(x) —un(z) |z € 0D(a,r)},

de donde
sup{ [um (2) — un ()| | 2 € Q. } < sup{|um(z) — un(z)| | © € dD(a,7)},

de donde se sigue inmediatamente el resultado.

Finalmente, nos encaminamos a construir la funcién que pide el teorema.
Para cada ntmero real 0 < r < 1, la propiedad B) nos proporciona una funcion

U, : Q. — R continua, acotada y harmoénica en €2, que verifica
Up(¥(2)) =Re(1/2),  silz]=r

El valor minimo de U, en D(a,1) ha de ser estrictamente menor que el
maximo, pues de lo contrario A) implicaria que U, seria constante en 2y y, por
prolongacion harmonica, en €2, lo cual es imposible.

Definimos V; : Q, — R mediante

Vi(x) = a(r)Uy + B(r),

donde «(r) y B(r) son ntuneros reales elegidos de manera que el minimo y el
méaximo de V. en D(a, 1) sean 0 y 1 respectivamente. La propiedad A) implica
queOSVTglenﬁl.

Sea v, la restriccion de V; al anillo A(a,1,2). Estas funciones forman un
conjunto acotado en el espacio de funciones harmoénicas en dicho anillo, luego
el teorema de Montel B.7 implica que es relativamente compacto (es claro que
la version del teorema para funciones en A(0,1,2) C C implica su validez en
Ala,1,2) C X).

Por consiguiente, la sucesion {v; /n}n tiene una subsucesién convergente, es
decir, existe una sucesion {r, }, decreciente y convergente a 0 tal que la sucesion
{vr, }n converge uniformemente en los compactos de A(a,1,2) a una funcion
harmoénica.

En particular la sucesion {V,. }, converge uniformemente en cada circun-
ferencia D(a, s), para 1 < s < 2, luego la propiedad C) implica que converge
casi uniformemente en €27 a una funcién harmonica Vg : 0 — R. Obviamente
0 < Vh < 1. Hemos de probar que V; puede extenderse hasta X \ {a}.

Por el teorema 3.31 se cumple

Vi((2)) = c(r)log |z] + Re fr(2),

para r < |z| < 2 (o bien 1 < |z] < 2 si 7 = 0), donde ¢(r) € R y la funcion
+oo

fr(z) = X ax(r)z* es holomorfa en A(0,7,2) (o bien A(0,1,2) si r = 0).
k=—o0

Podemos suponer que ag(r) € R.
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Vamos a analizar el comportamiento de los coeficientes. Fijemos un nimero
real r < s < 2 (o bien 1 < s < 2sir =0). Entonces, segiun 2.35, (tomando
partes reales cuando k = 0):

1 2 . 1 2w .
ao(r) = o [ Re(fu(se))d0 = — | (Va(th(sc™)) = e(r) log|s|)dd
™ Jo 2 0
1 27 "
= — ¢ — 1 .
37 | Ve((se)) a0 —c(r)log]s
ar(r)s® +a_p(r)s 8 = L 27Tf(sew)e_ikafw—&—i 27rf(sei‘g)e_ikng
2 0 " 21 0 "
1 27 X .
= 7/ Re(f,(se?))e=*dg
T Jo
1 27 ) ) 1 27 )
_ = u_(¢(seze))e—lked9_c(r) 0g|s|/ k0 19
T Jo m 0
1 2w ) )
= - Vi ((se'))e %0 ag.
T Jo
Asi pues,
1 2 )
ao(r) +e(r)logs| = o— [ Vi(¥(se™))dd,
2T 0
2m
ar(r)s® +a_p(r)s™* = l/ Vi(¥(se®))e *ap, k>1. (B.1)
T Jo

Si fijamos dos valores de s entre 1 y 2, cada una de las ecuaciones anteriores
se convierte en un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas (ag(r) y c(r)
en el primer caso, ag(r) y a—g(r) en el segundo.) Despejandolas nos quedan
las incoégnitas en funcién de las integrales. Lo aplicamos a 7, y hacemos ten-
der n a infinito. Los integrandos V;. (¢(se?))e™"*? convergen puntualmente a
Vo((se??))e™ 9y estan acotados por 1, luego podemos aplicar el teorema de
la convergencia dominada y concluir que

ar(0) = h'gn ai(rn), c(0) = liTILn c(rp)-

Ahora probaremos que los coeficientes a(0) son nulos para k < —1 esti-
mando los ag(r,). En primer lugar, la ecuacion (B.1), que en principio esta
probada para 0 < r < s < 2, también es valida si s = r. Puesto que los
integrandos estdn acotados por 1, basta aplicar el teorema de la convergencia
dominada. Por lo tanto:

arp(r)yr® +a_p(r)yr=F =

2
/ V, ((rei®))ei*0dg
0

A= A e

/ 7r(oz(r)Ur(z/JT(rew)) + ,B(r))e_ikade

0
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2T 2m
_ (1(7“) / Re (19> e—ikede + B(T) / e—ikGde
Y 0 ret ™ 0

27
= w/ e ™9 cos 6 db.
0

rmw

Ahora un simple calculo muestra que si k > 2 la integral es nula (por ejemplo,
integrando por partes dos veces). En definitiva,

a_i(r) = —ax(r) r2k, para k > 2. (B.2)

Por otro lado, si partimos de (B.1) con s =1 > r obtenemos

- 1 27 ) ) 1 27
() + a0l == | [ vy ™| <2 [T do =2
iy 0 s 0
Sustituyendo (B.2) queda
2 2

< -
R

2 2k

sl = la()l <

Ahora es claro que si k > 2

a_k(0) = 11’7rln a—g(ry) = 0.

Por consiguiente podemos definir u : X \ {a} — R mediante

¢(0)log |2| + Re <<0> + 3 ak(O)zk> siz=1v(2)y0<|z| <1,
k=0
‘/()(I) sixz e Q.

u(x) =

Obviamente es una funcién harmoénica en X \ {a}, pues la primera definicién
coincide con la segunda en A(a, 1,2). El teorema estara probado si justificamos
que a_1(0) # 0. Necesitamos algunos hechos previos.

Veamos que, fijado r1 < s < 1, la sucesiéon {V,. } converge uniformemente a
u en D(a,s). En efecto, si |z| = s, r < sy m € N, entonces

Ve (9(2)) = u(ip(2))] < le(r) - ()\10g + Z jax (r)] s*

k=—o0

+ 35 k) — )]+ S Jar(r) — ax(0)] s*

k=-—1 k=m+1

4 o0
gk k k
< Je(r) - e(0) £ 3 o) — a0l t Do
k=-—1 k=m-+1

4 s7n+1

< 1 - k )

< le(r) = c(0)]log ~ + +kz_jl|ak ar(0)] s + T T—

Notemos que antes de sumar la primera serie hemos acotado (12/s) < r
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Fijado € > 0, existe un m € N tal que

4 gmtl €
< -,
1—-rl—-s 4

para todo r < s.

Fijando ng € N tal que si n > ng

1 € - € 272 €
D elog - < 5 Y —aO) st < L <
|e(rn) — ¢(0)]log 5 < 1 k:7l|ak(7") ar(0)] ¥ < L 1=ry)2 < 4

garantizamos que si n > ng entonces |V,. (z) — u(x)| < € para todo = € D(a, s).

Ahora la propiedad C) implica que V;., converge uniformemente a u en €,
y en particular en ;. Puesto que las funciones V.. toman los valores 0 y 1 en
D(a, 1), es claro que el limite u no es constante en D(a,1).

Por ultimo, veamos que a_1(0) # 0. En caso contrario la funciéon u tendria
limite en a (finito o infinito). Supongamos que el limite es L # oo. Dado € > 0
existe un § > 0 tal que u[D(a,0)] C ]L — €, L + ¢[. Por la propiedad A) tenemos
que u[Q] C u[Qs] C]L — ¢, L + €[, pero esto implica que u es constante en €,
en contradiccion con lo que hemos probado. Si L = oo el razonamiento es
similar. L]

El teorema B.29, cuya prueba tenemos pendiente, afirma la existencia de
funciones meromorfas, y lo que acabamos de probar es un resultado de existencia
de funciones harmonicas. Segun 3.28, una funcién harmonica en un abierto
de C determina una funcién holomorfa, la que hemos llamado su derivada.
Sobre superficies de Riemann, las funciones harmoénicas no determinan funciones
holomorfas, sino formas diferenciales holomorfas. En efecto:

Teorema B.39 Sea f: X — R una funcién harmdnica en una superficie de
Riemann X. Para cada punto p € X, la aplicacion lineal df|, : T,(X) — C

dada por
(z7'of)

0
df'P - 82’ 2(p) dz'l”

donde z es una carta alrededor de p, es independiente de la eleccion de z, y la
forma diferencial® df es holomorfa en X. Es fdcil ver que esto no depende de
la eleccion de la carta (ni tampoco el orden del polo).

DEMOSTRACION: Supongamos que w es otra carta alrededor de p. Entonces,
aplicando el teorema 3.30 (y la observacion posterior):

wl, = I(wtoz)o(z7of)) |
P ow wp)

Ow™"of)

ow w(p)

3Por definicién, una forma diferencial (C-lineal) w en X es una aplicacién que a cada p € X
le asigna wy € T (X). Es claro que, si U C X es el dominio de una carta z, existe una funcion
a: U — C tal que w|y = adz. La forma w es holomorfa si las funciones coordenadas a
son holomorfas, para toda carta z. Diremos que w es una forma diferencial meromorfa en X
si esta definida salvo a lo sumo en un conjunto de puntos aislados y, si z es una carta de X
alrededor de uno de estos puntos, la coordenada de w respecto de z tiene un polo en a.
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z""of) -
= P . w0 2) (w(p)) dw|,
_9(z7tof) dz
N 0z z(p) % dw|p
_9(zTlof)

La forma df es holomorfa porque lo son las funciones

9(z""o f)
el 82; . |
Dada una superficie de Riemann X y un punto a € X, siempre podemos
construir una carta 1! en las condiciones del teorema B.38 tal que (0) = a.
Si la llamamos z, la conclusién del teorema es que existe una funcién harmoénica

u: X \ {a} — R que en un entorno de a es de la forma
u(z) = clog|z(z)| + Re f(z(x)),

donde f es una funcién meromorfa con un polo simple en 0. Por lo tanto

0z71 0

S = 5z (clog Al + Re f(2) = £+ f(2)

tiene un polo doble en 0 y la forma du es meromorfa en X con un polo doble
en a. Con esto hemos probado:

Teorema B.40 Si X es una superficie de Riemann y a € X, existe una forma
diferencial meromorfa en X con un unico polo en a.

Ahora es facil probar:

Teorema B.41 Si z1, x5 son dos puntos distintos en una superficie de Rie-
mann X, existe una funcién meromorfa f: X — C™ tal que f(x1) # f(x2).

DEMOSTRACION: Sea w; una forma diferencial meromorfa con un tnico
polo en x;. Es facil ver que las formas diferenciales verifican el principio de
prolongacion analitica: si una forma se anula en un conjunto con acumulaciéon
entonces es idénticamente nula. En particular el conjunto A C X donde se
anula wo es cerrado y discreto, al igual que A = A U {z1,22}. Sipe X\ A, la
aplicacion lineal ws|, es una base de T,(X)*, luego existe un nimero complejo
£(p) tal que

wilp = f(p) walp-

Asi tenemos definida una aplicacion f : X \ A — C. Vamos a ver que se
extiende a una funcién meromorfa en X. Fijemos p € X y sea z: U — C una
carta alrededor de p tal que UNA C {p}. Existen funciones meromorfas g; tales
que w;|y = g; dz, luego si p ¢ A se cumple

g1
W1|U = — w2|U~
g2
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Esto prueba que f|ly = g1/g2 es holomorfa en p. Si p € A, entonces la
igualdad anterior vale en U\ {p}, y la funcion g, /g es una extension meromorfa
de f a p. Notemos por tltimo que f(z1) = oo, f(x2) = 0. "

Para separar n puntos en vez de dos basta hacer una construccién elemental:

DEMOSTRACION (de B.29): Aplicamos el teorema anterior a los puntos z;
y x;, con lo que obtenemos una funciéon meromorfa g;; : X — C* tal que
9ij(x:) # ¢ij(x;). Tomemos un punto w € C* distinto de todos los puntos
gij(2r). Consideramos la transformacion de Mébius M;; que cumple

Mij(gij(xi)) =1 Mij(gij(x5)) =0, 'y Mi;(w) = oo.
La funcién f;; = g;; o M;; cumple
f”(:vl) =1, f”(l'J) =0, y fij(xk) eC parak=1,...,n.

Ahora definimos f; : X — C* mediante

filx) = 11 fi;(2),

J#i
que claramente es meromorfa y cumple
filw) =1, filz;) =0 sij#i

Por dltimo, si ¢y, ..., ¢, son nameros complejos, la funcién
n
fl@) =2 cifi(x)
i=1

cumple f(z;) = ¢;, luego si los ¢; son distintos dos a dos, la funcién f cumple
lo pedido. L]

Terminamos con una aplicacién interesante del teorema anterior:
Teorema B.42 Toda superficie de Riemann tiene una base numerable.

DEMOSTRACION: Sea S una superficie de Riemann. Por el teorema B.29
existe una funciéon meromorfa no constante f : S — C*°. Fijemos una base
numerable en C*°. Probaremos que las componentes conexas de las antiimagenes
por f de los abiertos basicos de C* forman una base de S, y después veremos
que es numerable.

Sea a € S y sea U un abierto en S que contenga a a. Por el teorema A.13
existen cartas p : Uy — D(0,r) alrededor de a y q : f[Us] — D(0,7F)
alrededor de f(a) de modo que p(a) = q(f(a)) = 0y (p~Lo foq)(z) = 2~
Podemos suponer que a € Uy C U.

Sean V = p~1[D(0,7/2)], W = ¢ }[D(0, (r/2)*)]. Asi fLW]NU, =V,
V C Uy, luego OV N f~1{W] = @, es decir, V es abierto y cerrado en f~1[W].

Si G es un abierto basico de C* tal que f(a) € G C W, entonces f~[G]NV
es abierto y cerrado en f~![G], luego la componente conexa de f~![G] que
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contiene a a estd contenida en V' C U. Esto prueba que tales componentes
conexas son una base de S.

Para probar que esta base es numerable basta ver que cada abierto de S
tiene a lo sumo una cantidad numerable de componentes conexas. A su vez
para ello basta ver que S tiene un subconjunto denso numerable. El conjunto
de puntos donde f es localmente inyectiva es un abierto denso en S, y basta con
que éste tenga un subconjunto denso numerable. Equivalentemente, podemos
suponer que f es localmente inyectiva.

Fijemos un punto p € S tal que Re f(p), Im f(p) € Q. Veamos que si U es
un abierto en S, existe un arco v : [a,b] — S tal que v(a) =p, v(b) € U y yo f
es una poligonal con vértices de coordenadas racionales.

En efecto, existe un arco 6 : [a,b] — S que une p con un punto de U.
Podemos suponer que 6o f no pasa por co. Para cada t € [a, b] existe un abierto
Ui en S tal que 6(t) € Uy, la funcion f es inyectiva en Uy y f[U:] = D(f(0(t)),74).

Por compacidad encontramos ntmeros reales a = tp < t; < --- < t, = b de
modo que cada Uy, corte al abierto anterior y al siguiente.

Escogemos un punto p; € Uy, N Uy, tal que f(p1) tenga coordenadas racio-
nales. La inversa de f|y, transforma el segmento [f(a), f(p1)] en un arco v
que une p con py y tal que 1 o f = [f(a), f(p1)].

Similarmente, tomamos py € U, N U, tal que f(p2) tenga coordenadas
racionales y prolongamos 7; hasta un arco 2. De este modo llegamos hasta
el arco v que buscabamos. Reparametrizando v podemos exigir que si v o f
tiene n + 1 vértices qo, . .., gn, entonces su dominio es [0,n] y (yo f)(k +1¢) =
(1—1t)gx + qgs1, para bk =0,...,ny t €[0,1].

La inyectividad local de f implica que si 1, 72 : [a,b] — S son arcos tales
que y1(a) = v2(a) y 1 0 f = 72 0 f entonces 1 = 7.

Esto implica que s6lo hay una cantidad numerable de arcos v : [0,n] — S
tales que v(0) = p y v o f es una poligonal cuyos vértices tienen coordenadas
racionales y parametrizada como hemos indicado. Los extremos de tales arcos
son un subconjunto denso numerable en S. m

Tenemos, pues, que las superficies de Riemann son espacios topologicos lo-
calmente compactos y con una base numerable. Es conocido que esto implica
que son espacios metrizables.*

4Todo espacio localmente compacto es completamente regular, y todo espacio completa-
mente regular se sumerge en un producto de tantas copias del intervalo [0, 1] como abiertos
tiene una cualquiera de sus bases. El producto de una cantidad numerable de intervalos es un
espacio metrizable.
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