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Introduccion

En mi libro de Introduccion a la teoria algebraica de nimeros [ITAl] ob-
tuvimos numerosos resultados profundos sobre los nimeros naturales y enteros
usando una teoria algebraica minima. En este libro iremos mucho mas lejos apro-
vechando las técnicas mas sofisticadas expuestas principalmente en mi libro de
Algebra [Al] y en mi libro de Andlisis matemdtico [An|, aunque ocasionalmente
usaremos también algunos resultados que aparecen en mi libro de Introduccion
a la teoria analitica de nimeros [ITAn] o Introduccion al cdlculo diferencial [IC].

En una ocasion usaremos un resultado de mi libro de Teoria de grupos [TG]
y mencionaremos algunos resultados de mi libro de Teoria analitica de nimeros
[TAn], aunque sera en comentarios marginales que no se necesitan para seguir
este libro.

Maés precisamente, en los capitulos XI y XII de [ITAl] vimos que el compor-
tamiento de las formas cuadraticas binarias con coeficientes enteros esta inti-
mamente relacionado con la aritmética de (los anillos de enteros de) los cuerpos
cuadraticos, y en el capitulo XVII vimos que el Ultimo Teorema de Fermat esta
relacionado con la aritmética de (los anillos de enteros de) los cuerpos ciclo-
tomicos. En el capitulo XIII de [ITAl] vimos que la aritmética de los cuerpos
cuadréaticos sblo se entiende adecuadamente al tener en cuenta que existe una
“aritmética ideal” que trasciende las deficiencias de la “aritmética real”. Mucho
més en general, en el capitulo VIIT de [Al] probamos que dicha aritmética ideal
es comun a los anillos de enteros algebraicos de todos los cuerpos numéricos (las
extensiones finitas del cuerpo Q de los nameros racionales), y que la existencia
de factorizacion ideal en los cuerpos ciclotomicos extiende sustancialmente el
alcance de los resultados de Kummer sobre el Ultimo Teorema de Fermat.

En el capitulo I del presente libro veremos que el estudio de una clase de
formas que incluye a las formas cuadraticas binarias irreducibles conduce a estu-
diar en cuerpos numeéricos arbitrarios los conceptos que en [ITAl] introdujimos
para cuerpos cuadréticos (anillos de enteros, érdenes, modulos, etc.), y en el
capitulo II llevaremos el estudio de la aritmética ideal de los cuerpos numéricos
méas alla de lo visto en [Al].

En [Al] demostramos que a cada cuerpo numérico K le podemos asignar un
anillo Ok de enteros algebraicos, y que éste es siempre un dominio de Dedekind,
es decir, que en él todo ideal propio se descompone de forma tnica en producto
de ideales primos. En particular, esto hace que cada primo p € Z tenga una
descomposicion en factores primos ideales en Q. Uno de los principales avances
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viii Introducciéon

que plantearemos en el capitulo II es no limitarnos a relacionar la aritmética de
un cuerpo numeérico K (es decir, la aritmética de Ok) con la de Q (la de Z),
sino que trabajaremos con extensiones arbitrarias £//D de dominios de Dedekind
(finitas, en el sentido de que la extension K/k de sus cuerpos de cocientes sea
finita). Asi, veremos que cada ideal p de D se puede identificar con el ideal que
genera en F y, aunque p sea primo en D, puede dejar de serlo en E y admitir
una factorizacion
p=% R

Sucede entonces que cada cuerpo de restos E/SB; puede verse de forma na-
tural como una extension finita del cuerpo de restos D/p, v el grado f; de la
extension correspondiente recibe el nombre de ‘grado de inercia’ de 3; sobre p.
Su importancia se debe a que, si llamamos n = |K : k| al grado de la extension,

n:elf1+"'+€rfra

de modo que los grados de inercia miden la “reticencia” del primo p a descom-
ponerse en factores, pues si, por ejemplo, se cumple f; = n, esto significa que
p =P, se conserva primo en E.

La importancia de admitir dominios de base distintos de Z reside en que,
incluso si estamos interesados en relacionar la aritmética de un anillo de enteros
algebraicos Ok con la de Z, podemos hacerlo fragmentando la extension K/Q en
varias extensiones intermedias. Por ejemplo, limitdndonos por sencillez al caso
de un cuerpo numeérico normal K (es decir, tal que la extension K/Q sea finita
de Galois), en tal caso la factorizacion en O de un primo p € Z es siempre de
la forma

p="%P B
y todos los primos 3; tienen el mismo grado de inercia f, de modo que n = efr,
y veremos que podemos encontrar dos cuerpos intermedios Q C K, C K; C K
de modo que la factorizacion de p en K. es de la forma

P=p1pr,

de modo que p se escinde en el mismo ntmero r de primos que en K, pero
con e = f = 1, luego, cada primo p; se conserva primo en K;, por lo que el
grado de inercia en este tramo es f y, finalmente p;, = P en K. En otras
palabras, la factorizacion de un primo puede descomponerse en tres etapas que
se pueden estudiar por separado: en una primera etapa se produce la escision,
en la segunda se produce la extension de los cuerpos de restos y en la tercera
se produce la ramificacién (un primo p se ramifica respecto a otro P de una
extension si 3¢ | p con exponente e > 1. Dicho exponente se llama indice de
ramificacion de 3 sobre p).

La ramificacién de primos es un fenémeno excepcional, en el sentido de que
veremos que en una extension de cuerpos numéricos s6lo un nimero finito de
primos del (anillo de enteros del) cuerpo base se ramifica. Esto es algo que
comprobamos en [Al] para cuerpos cuadraticos y para cuerpos ciclotémicos de
orden primo, en los que los tinicos primos que se ramifican son los que dividen
al discriminante del cuerpo. No es trivial, pero en el capitulo IX veremos que
esto es cierto en cuerpos numéricos arbitrarios.
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Otra técnica potente que introduciremos en el capitulo II y de la que no
disponfamos en [Al] es la localizacion respecto de primos. Por poner el ejemplo
més simple, sip € Z es primo, llamemos (), al conjunto de los ntimeros racionales
cuyo numerador (en su expresion en fraccion irreducible) no es divisible entre p.
Es facil ver que @, es un anillo en el que p es el tnico primo (salvo unidades).
Al pasar de Z a Q, todos los primos distintos de p se convierten en unidades,
mientras que p se conserva primo. En general veremos que localizar dominios
de Dedekind respecto de ideales primos ayuda a obtener resultados “globales”
sobre la aritmética del dominio de Dedekind.

En el capitulo III introduciremos una teoria analitica debida a Minkowski
conocida como ‘geometria de los ntimeros’, que nos permitira resolver varios
problemas fundamentales que no pudimos abordar en [ITAl] o ni siquiera en [Al].
En [ITAl] probamos la finitud de los grupos de clases de los cuerpos cuadraticos,
y en [Al] definimos el grupo de clases de un cuerpo numérico arbitrario, pero
s6lo demostramos su finitud en el caso de los cuerpos ciclotémicos de orden
primo. La geometria de los niimeros nos permitira probar la finitud del grupo
de clases en general, asi como determinar la estructura del grupo de las unidades
del anillo de enteros algebraicos de un cuerpo numérico.

El conocimiento de las unidades de un anillo es fundamental a la hora de
usar su aritmética. Por ejemplo, en [Al] probamos el teorema de Kummer, segin
el cual el Ultimo Teorema de Fermat es cierto para exponentes regulares, donde
un primo p es regular si cumple dos condiciones:

A) p no divide al namero de clases h del cuerpo ciclotémico Q(w) de orden p.

B) Una unidad e € Z[w] es una potencia p-ésima si y solo si es congruente
modulo p con un entero (racional).

Calcular el ntmero de clases h no es facil en la practica, pero comprobar
si un primo p cumple la condicién B) es impensable sin un buen conocimiento
de las unidades ciclotéomicas. Esto hace que, en los términos enunciados en
[Al], es casi imposible aplicar el teorema de Kummer para comprobar el Ultimo
Teorema de Fermat para un exponente p. A duras penas logramos hacerlo en
el caso p = 5.

En [ITA]] vimos que los cuerpos cuadraticos imaginarios tienen un ntimero
finito de unidades (dos, salvo en unas pocas excepciones), mientras que los cuer-
pos cuadraticos reales tienen infinitas, pero todas son de la forma =+e”, donde
n € Z y € es lo que se llama una unidad fundamental. En el capitulo III proba-
remos el teorema de Dedekind que generaliza estos hechos a cuerpos numéricos
arbitrarios. Veremos que el grupo de unidades de un cuerpo numérico es el
producto de un grupo finito (el grupo de las raices de la unidad contenidas en el
cuerpo) por un grupo libre cuyo rango r es facil de calcular. Esto se traduce en
que existen sistemas de r unidades fundamentales €1, ..., €., de modo que toda
unidad es de la forma

CemMoemr,

donde ( es una raiz de la unidad y los exponentes son enteros. En los cuerpos
cuadréticos imaginarios es r = 0 y en los reales es r = 1.
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Este resultado es s6lo una parte de lo que necesitaremos en el capitulo VIII
para probar que la condiciéon B) de la definicién de primo regular es, en realidad,
consecuencia de la condicion A), por lo que sencillamente puede suprimirse, s6lo
con eso ya simplificamos drasticamente la comprobacion de que un primo es
regular.

Una aplicacién notable de la geometria de los ntimeros es el teorema de
Minkowski que afirma que el discriminante de un cuerpo numérico no puede
ser £1, lo cual, combinado con el hecho de que los primos que se ramifican
dividen al determinante, implica que en todo cuerpo numérico (distinto de Q)
hay primos ramificados. A su vez, esto nos permite dar un ejemplo interesante:

En [Al 9.8] probamos que existen polinomios irreducibles en Z[z] cuyo grupo
de Galois es isomorfo a Y, y la prueba permite construir ejemplos concretos,
pero no sencillos de enunciar. En cambio, en 9.47 probaremos que el polinomio

" —z—1

tiene grupo de Galois X,,. La prueba tiene que esperar hasta el capitulo IX
porque necesitamos el hecho de que todos los primos ramificados dividen al
discriminante. El lector que esté dispuesto a aceptar esto, asi como el teorema
de Minkowski que probamos en el capitulo III, puede leer la prueba tras haber
leido el capitulo II.

El capitulo IV contiene otra aplicaciéon fundamental de la geometria de los
nameros, a saber, la convergencia de la funcion dseta de Dedekind asociada a
un cuerpo numérico arbitrario K. Esta se define como

1
Cr(s) =) NOL

a

donde a recorre los ideales (no nulos) del anillo de enteros algebraicos de K.
Cuando K = Q se trata de la funcion dseta de Riemann clasica. En el capitulo
XI de [ITAn| introdujimos la funcién dseta para el caso de los cuerpos cuadra-
ticos y las técnicas que usamos para probar su convergencia son “geometria de
los niimeros”. De hecho, los argumentos empleados alli son casos particulares
de los que emplearemos en el capitulo IV para tratar con cuerpos numéricos
arbitrarios.

Cuando Kummer descubri6 la aritmética ideal de los cuerpos ciclotémicos,
Dirichlet estudio la generalizacion de la funcion dseta de Riemann a estos cuer-
pos, y para reducirla a lo que hoy se conoce como una serie de Dirichlet “usual”,
es decir, en la que los indices recorren ntimeros naturales y no ideales, introdujo
lo que ahora conocemos como los “caracteres de Dirichlet” y las “funciones L
de Dirichlet”, que estudiamos en el capitulo VIII de [ITAn], y con ello obtuvo
una prueba analitica de lo que hoy se conoce como “teorema de Dirichlet sobre
primos en progresiones aritméticas”. La prueba que dimos en [ITAl 7.24] es una
prueba “elemental” que resulta de despojar el argumento original de Dirichlet de
toda la teoria de funciones de variable compleja y toda la teoria algebraica de
nameros, lo que la hace mucho més sofisticada. En el capitulo IV veremos otra
que sigue mas de cerca el argumento de Dirichlet, y que es mucho mas natural.
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También obtendremos expresiones analiticas para el niimero de clases de un
cuerpo numérico arbitrario analogas a las que obtuvimos en el capitulo VIII
de [ITAn| para cuerpos cuadraticos. Kummer us6 la expresion analitica para
el nimero de clases de un cuerpo ciclotémico para obtener una caracterizaciéon
sencillisima de los primos regulares. Como veremos en 8.14, un primo impar p
es regular si y s6lo si no divide a los denominadores de los niimeros de Bernoulli
By, By, ...,By_3. Con esta caracterizacion ya es facil ver, por ejemplo, que
todos los primos p menores que 100 son regulares salvo 37, 59 y 67.

Para probar esto, Kummer emple6 calculos muy sofisticados sobre los que
arrojoé luz un alumno suyo, Kurt Hensel, cuando en 1897 introdujo los llama-
dos nimeros p-addicos. En cierto sentido, Kummer habia estado operando con
ellos sin saberlo (més precisamente: los calculos de Kummer se simplifican y se
entienden realmente cuando se reinterpretan en términos de niimeros p-adicos).

Trataremos de motivar su definicion mediante un ejemplo. Consideremos
la igualdad 22 = 2. No existe ningin ntmero racional que cumpla esta ecua-
cion, pero podemos encontrar aproximaciones racionales todo lo precisas que

queramaos:
1, 1.4, 141, 1414, 1.4142,

Ahora fijamos un ntimero primo, por ejemplo p = 7, y vamos a buscar apro-
ximaciones enteras “modulo 77. Las soluciones de 2% = 2 (méd 7) son x¢ = +3.
Quedémonos de momento con xg = 3. El cuadrado de 3 no es 2, pero “se pa-
rece” a 2 en el sentido de que 9 y 2 son congruentes moédulo 7. Obtendremos una
aproximacion mejor si hacemos 22 = 2 (méd 72). Puesto que esta congruencia
implica la anterior, una solucién ha de ser de la forma xz; = 3 + 7t. Se ha de
cumplir ademas que

(B+7t)*=2(méd 7*) = 9+6-Tt+ 7t =2 (méd 7°),
7(1+6t) =0 (méd 7?) = (1+6t)=0(mé6d7) = t=1(méd 7).
Asi, 1 = 3+ 1 -7 es una mejor aproximacion a v/2 moédulo 7 en el sentido
de que su cuadrado es congruente con 2, no s6lo médulo 7, sino médulo 72.

El mismo razonamiento nos lleva a 22 =3+ 1.7+ 2. 72, cuyo cuadrado es
congruente con 2 médulo 73. Las aproximaciones se pueden afinar tanto como
se quiera. Los términos siguientes son

341-74+2-7246-T+1-T4+2.7P+1-742. 7447 +...

Nuestra intencién es definir los nimeros heptadicos de modo que esta serie
infinita sea uno de ellos, una raiz cuadrada de 2 heptadica, de modo que cada
suma parcial se parece a v/2 en el sentido de que sus cuadrados son cada vez
congruentes con 2 modulo una potencia de 7 mayor.

Ejercicio: Calcular los primeros términos de una serie de potencias de 7 similar a la
anterior y que converja a la otra raiz cuadrada de 2 heptéadica, la que comienza por 4.

Veremos que estas series de potencias son convergentes respecto de cierta
topologia, la topologia heptadica, respecto a la cual dos ntimeros enteros estan
mas “proximos” cuantas més potencias de 7 dividen a su diferencia.
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Para introducirla llamamos v7(n) al exponente del 7 en la descomposicion
en primos del entero n y, si 7 = m/n es un nimero racional definimos su ‘valor
heptéadico’ como vr(r) = vy(m) — vz(n). En estos términos, queremos que un
nimero racional esté més proximo a 0 cuanto mayor sea su valor heptédico,
para lo cual basta definir el ‘valor absoluto heptadico’ como

|7 = 7707,

No es dificil ver que el valor absoluto asi definido es realmente un valor
absoluto en el sentido de [An 1.17] y, del mismo modo que es posible completar
Q respecto al valor absoluto usual para obtener el cuerpo R de los niimeros
reales, la complecién de Q respecto del valor absoluto heptadico es por definiciéon
el cuerpo Q7 de los numeros heptadicos. Evidentemente, esto puede hacerse
con cualquier primo p, y asi obtenemos el cuerpo de los ntimeros p-adicos, que
es un cuerpo métrico completo en el sentido de [An]. Precisamente, en [An]
trabajamos en la medida de lo posible con cuerpos métricos completos en lugar
de con R o C para que los resultados obtenidos fueran aplicables igualmente a
los cuerpos de ntimeros p-adicos y sus generalizaciones.

Maés en general, si K es cualquier cuerpo numérico y p es cualquier ideal
primo de su anillo de enteros, veremos que podemos definir el cuerpo K, de los
ntimeros p-adicos, y el paso de K a K, es una herramienta atin mas potente que
la localizacion. En efecto, cada cuerpo K, tiene su propio anillo de enteros con
un tnico primo, que podemos identificar con p, aunque en el anillo de enteros
de K, es siempre un ideal principal, cosa que no tiene por qué ser cierta en
el anillo de enteros de K. Los célculos de Kummer involucraban lo que puede
interpretarse como tomar logaritmos p-adicos.

La topologia de los cuerpos de ntimeros p-adicos, aunque presenta ciertas
analogias con la topologia de otros cuerpos métricos completos como R o C,
difiere sustancialmente en muchos aspectos debido a que los valores absolutos
p-adicos son ‘no arquimedianos’, lo que significa que satisfacen una desigualdad
triangular fuerte:

&+ y| < méx{al. |y},

y esto da lugar a algunas propiedades insélitas, como que una serie converge si
y sdlo si su término general tiende a 0. Asi pues, el capitulo V esta dedicado
a exponer los resultados fundamentales sobre cuerpos métricos completos méas
alla de lo visto en [An|, haciendo especial hincapié en el caso no arquimediano.

Como primera aplicaciéon demostraremos en el capitulo VI el teorema de
Hasse-Minkowski, que es un ejemplo paradigmatico de como un problema “glo-
bal” puede reducirse a estudiar sus “versiones locales”. Concretamente, el teo-
rema de Hasse-Minkowski afirma que dos formas cuadraticas con coeficientes
en Q son equivalentes en Q (en el sentido de que una se transforma en otra
mediante un cambio de variables lineal con coeficientes en Q) si y sblo si son
equivalentes en R y en todos los cuerpos p-addicos Qp, con la diferencia de que
estas equivalencias locales se caracterizan con criterios sencillos en términos del
llamado ‘simbolo de Hilbert’, mientras que la equivalencia global (en Q) no tiene
un criterio sencillo mas alla del que proporciona el teorema de Hasse-Minkowski
al reducirla a las equivalencias locales.
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Estos resultados seran cruciales en el capitulo VII, donde profundizaremos
en la teoria de Gauss sobre géneros de formas cuadraticas binarias expuesta
en el capitulo XIV de [ITAl]. Alli definimos que dos formas tienen el mismo
caracter modulo p si y so6lo si representan los mismos enteros modulo p”, para
todo n, y ahora veremos que dos formas son del mismo género (tienen el mismo
caracter modulo todos los primos) si y solo si son equivalentes en Q (si una se
transforma en la otra mediante un cambio de variables lineal con coeficientes
en Q).

Los célculos con simbolos de Hilbert en cuerpos p-adicos nos permitiran de-
mostrar que el hecho de que el namero de géneros de formas de un discriminante
dado sea siempre la mitad del maximo posible a priori es equivalente a la ley de
reciprocidad cuadratica, y mostraremos el calculo que hizo Gauss de este niimero
de géneros, con lo que obtendremos otra prueba de la ley de reciprocidad.

El capitulo VIII esta dedicado, como ya hemos indicado a la caracterizacion
de Kummer de los primos regulares y, finalmente, en el capitulo IX estudiaremos
a fondo la ramificacién en extensiones de dominios de Dedekind, donde usaremos
a menudo las técnicas de localizacién algebraicas y analiticas. En particular,
ello nos llevara a estudiar mas a fondo los discriminantes de las extensiones y un
concepto muy relacionado, el de los ‘diferentes’. Veremos que el discriminante
global de una extension puede calcularse como producto de los discriminantes
de sus localizaciones, y esto nos permitird, por ejemplo, probar en 9.44 que
el anillo de enteros de un cuerpo ciclotémico Q(w) es precisamente Z[w], cosa
que en [Al] sélo pudimos probar para cuerpos ciclotémicos de orden primo, y
calcular su discriminante.

Finalmente, en el apéndice A, demostraremos una version muy general del
conocido como ‘lema de Hensel’, que resulta fundamental en el estudio de la arit-
mética de los cuerpos métricos completos no arquimedianos arbitrarios, aunque
en este libro no ha sido necesario debido a que no hemos trabajado con la maxima
generalidad posible, y tnicamente nos hara falta para eliminar la hipotesis de
separabilidad en ciertos resultados del capitulo V. No obstante, aparte de esto,
le daremos una aplicacién curiosa: Gracias a él probaremos que en cualquier
extension de QQ finitamente generada existe un valor absoluto no arquimediano
con la propiedad de que |2| < 1 (usando el lema de Zorn podriamos eliminar
facilmente la condicion de finitud, pero no nos hara falta), y esto a su vez nos
permitira demostrar el teorema siguiente:

No es posible dividir un cuadrado en un niumero impar de tridngulos
de la misma drea.






Capitulo 1

Cuerpos numeéricos

En este capitulo profundizaremos en el estudio de los cuerpos numéricos que
iniciamos en [ITAl] y en el capitulo VIII de [Al], relacionandolo con la resolucion
de ecuaciones diofanticas asociadas a formas cuadraticas binarias. La primera
seccion estéd dedicada a mostrar la relacion entre los cuerpos numéricos y las
ecuaciones diofanticas definidas por ciertas formas.

1.1 Ecuaciones diofanticas definidas por formas

El teorema [ITAl 2.1] muestra como resolver las ecuaciones diofanticas linea-
les de la forma ax + by = c¢. Las ecuaciones diofanticas mas simples después de
las lineales son las definidas por formas cuadraticas binarias, es decir, las de la
forma

azx® + bry + cy® = d. (1.1)

De entre ellas, las méas sencillas son las reducibles, es decir, las que pueden
descomponerse en la forma

(ra + sy)(tx + uy) = d.

En tal caso las soluciones pueden hallarse resolviendo un nimero finito de
sistemas de ecuaciones diofanticas lineales. En la seccién [ITAl 11.2] vimos
varios ejemplos concretos, pero el método es general.

En [ITAI 11.2] probamos que una forma cuadratica es redudible si y sélo si
su discriminante D = b?> — 4ac es un cuadrado perfecto. El caso no trivial se
da, pues, cuando el discriminante D no es un cuadrado perfecto. En particular,
entonces a # 0 # c. Si factorizamos el polinomio

az® +bx +c = a(z — a)(z — B),

la ecuacion se convierte en

—b++vD

a(x - ay)(x - ﬁy) = da con «, 5 = 24
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de modo que a y 3 son elementos del cuerpo Q(\/ﬁ ) Maés atn, son conjugados

en el sentido de la teoria de Galois. Si llamamos N a la norma en Q(\/E), la
ecuacion se expresa en la forma

N(z — ay) = d/a. (1.2)

Por lo tanto, la soluciéon de una ecuacion diofantica de la forma (1.1) se
reduce (salvo casos triviales) a encontrar elementos de la forma = — ay con
norma igual a d/a.

Pensar en encontrar elementos de un cuerpo con una norma determinada en
lugar de en encontrar pares de enteros que cumplan una ecuacién determinada es
un cambio de perspectiva muy importante. Con todo, el problema no es simple.
Buena muestra de ello es que la menor solucién de la ecuacion 22 — 61y% = 1 es
la dada por (z,y) = (1766 319049, 226 153 980). El caso cuadratico esta tratado
en la seccion [ITAl 12.4], pero aqui nos proponemos presentar una teoria mas
general.

Ecuaciones equivalentes En la secciéon [ITAl 11.1] vimos que un cambio de
variable adecuado puede simplificar considerablemente el tratamiento de una
ecuacion diofantica cuadratica. Més en general:

Definiciéon 1.1 Diremos que dos polinomios F(x1,...,2,), G(y1,...,Yn) son
equivalentes si uno puede obtenerse del otro a partir de un cambio de variables
lineal con coeficientes enteros cuya matriz tiene determinante 1 (con lo que el
cambio de variables inverso también tiene coeficientes enteros).

Ejemplo Si tenemos la ecuacion diofantica 1322 4+ 8xy + y? = 6, el cambio de
variables

r=u—2v, y=-—2u+dv

tiene matriz de determinante 1, luego el cambio inverso también tiene coeficien-
tes enteros:

u=>5x+2y, v=2zr+y.

Al aplicar el cambio a la ecuacion la convertimos en u? —3v? = 6, que es bastante
mas sencilla, y resolver una es equivalente a resolver la otra. Por ejemplo, si
descubrimos que una solucion de la segunda es (u,v) = (3,1), el cambio de
variables nos da la solucién (z,y) = (1, —1) para la ecuacioén original. "

Otra observacién ain més elemental es que podemos transformar una ecua-
cion en otra equivalente multiplicando sus miembros por cualquier nimero no
nulo. Aunque en principio estamos interesados en ecuaciones con coeficientes
enteros, no hay inconveniente en admitir ecuaciones con coeficientes raciona-
les, pues siempre podemos transformarlas en ecuaciones con coeficientes enteros
multiplicando sus miembros por un entero adecuado.
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Moédulos completos Vamos a presentar ya el marco teérico con el que tra-
taremos las ecuaciones diofanticas definidas por formas cuadraticas con discri-
minante no cuadrado perfecto. Para ello introducimos el concepto siguiente:

Definicién 1.2 Sea K un cuerpo numérico de grado n, es decir, [Al 8.4] una
extension finita de Q de grado n. Un mddulo en K es un subgrupo M del grupo
(K,+) generado por un conjunto finito «, ..., «, de elementos de K:

M={o,...,qp); ={a1a1 +-- - +ara, | a1,...,a, € Z}.

Si M es un médulo, es obvio que para todo o € M y todo m € Z, se cumple
ma = 0 siy soélosim=0o0 a=0, pero esto significa que M es libre de torsion
[Al 4.43], luego es libre [Al 4.44], es decir, que tiene base, y todas las bases
tienen el mismo ntimero de elementos [Al 4.27], llamado rango de M.

Es inmediato que un conjunto finito de elementos de K es independiente
sobre Q si y so6lo si es independiente sobre Z (una combinacion lineal en Q se
convierte en una combinacion lineal en Z multiplicando por un entero no nulo).
Consecuentemente, si M es un moédulo en K, se cumple que rang M < n.

Los moédulos de rango n se llaman mddulos completos. Si M es un modulo
completo, entonces una base de M como mddulo es también una Q-base de K.

Por [Al 5.36] existen exactamente n monomorfismos o; : K — C, cuya
imagen estd, de hecho, en la clausura normal L de K/Q en C ([Al 5.24]). Sio es
un automorfismo de L, tenemos que o; o ¢ es uno de los monomorfismos de K,
por lo que la correspondencia o; — 0; o 0 permuta los monomorfismos de K.

Si M es un modulo completo en K con base aq, ..., a,, la funcién definida
en Q" mediante

N(zioq + -+ zpayn) = [[(z10i(an) + - + zpoi(on))
=1

es un producto de n formas lineales (sumas de monomios de grado 1), luego es
una forma de grado n (una suma de monomios de grado n). Sus coeficientes
estan, en principio, en L, pero la forma queda invariante cuando le aplicamos
un automorfismo de L (ya que éste permuta los factores que la definen), luego
todos sus coeficientes son fijados por los automorfismos de L, y esto significa,
por [Al 5.32], que estan en Q.

Una de las aplicaciones de una parte de los resultados que vamos a exponer
en este libro es el estudio de las ecuaciones diofanticas de la forma

aN(zion + -+ zpy) = d, (1.3)

donde ayq,...,q, es una base de un médulo completo M de un cuerpo numé-
rico K y a,d € Q son no nulos (si a # 0, la tnica soluciéon para ¢ = 0 seria
1 =---=xz, =0).

Las soluciones enteras (x1, ..., %,) de (1.3) se corresponden biunivocamente
con los elementos v = z1aq + - - - + zpa, € M de norma N(v) = d/a.
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Hemos probado que las ecuaciones de este tipo incluyen a todas las determi-
nadas por formas cuadraticas binarias no triviales (es decir, con determinante
no cuadrado perfecto). Concretamente, hemos visto que una ecuacion de la
forma (1.1) es equivalente a (1.2), es decir, a la ecuacion (1.3) correspondiente
a la base 1, —a del médulo M = (1, —a), donde « es una raiz del polinomio
ar® +bx +c.

Tal vez el lector objete que, en todo este planteamiento, el médulo M esta
de mas, en el sentido de que cada ecuacion de la forma (1.3) no esta asociada
a ningin modulo, sino a unos numeros algebraicos concretos aq,...,q, € K.
Si cambiamos estos nameros (aunque sea para pasar a otra base del mismo
modulo M), estamos cambiando de ecuacion.

Esto es cierto, pero sucede que si fi,...,08, es otra base del mismo mo-

n

dulo M, entonces podemos expresar 5; = > a;;c;, donde la matriz A = (a;;)
=1

j=
tiene determinante +1, y la ecuacién asociada a la nueva base es

n n
aN(Y yi Y aijoy) =d,
i=1 j=1

o también

s

aN(Y a; > yiai;) =d,

S,
e

=1

n
que resulta de aplicar a (1.3) el cambio de variables z; = > y;a,;.
i=1

Vemos, pues, que cuando recorremos todas las bases de M, las formas que
obtenemos recorren todas las formas equivalentes a (1.3). En suma, a cada
moédulo completo M de un cuerpo numérico le hemos asociado una clase de
equivalencia de formas.

Ejemplo Consideremos de nuevo la ecuacion 13z +8xy+1? = 6, que podemos
expresar como

443
13 )=¢
3N(z+y 3 6
correspondiente al moédulo M = <1, 4"13*/§>. El cambio de variable

r=u—2v, y=-—2u+dv
se corresponde con el cambio de base

523 |, 4+V3 645V3 443
3 13 7 3 13 7

de modo que también podemos expresar M = <%, _‘*{75\/‘3’) y la ecuacion

correspondiente a esta nueva base es
5-2v3  —6+5V3
U +v
13 13

Resolver la ecuacion equivale a encontrar todos los elementos de M que tengan
norma 6/13. n

13N< ):u27302:6.
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Tal vez el lector haya observado que, en el ejemplo anterior, si partimos
directamente de la ecuacion u? —3v? = 6 y tratamos de representarla en la forma
(1.3) por el procedimiento que hemos visto, es decir, resolviendo la ecuacion
u? — 3 = 0, no llegamos a la base que hemos obtenido. Ni siquiera llegamos al

modulo M, sino a
N = <1\/§>

Ciertamente, la ecuacion N(u + vv/3) = 6 es también u? — 30 = 6, pero es

claro que 5’123\/5 ¢ N, luego M # N. Para comprender este fenémeno debemos

introducir un nuevo concepto, que generaliza a [ITAl 12.17]:

Definicién 1.3 Si M es un modulo de un cuerpo numérico K y a € K, a # 0,
definimos
aM = {am|m e M},

que claramente es un modulo del mismo rango. Diremos que dos moédulos M
y N son similares si existe un a € K no nulo tal que N = aM.

La similitud es una relacién de equivalencia entre los modulos de K.

Ahora, si M = (a1, ...,a,) es un modulo completo y, por consiguiente, su
forma asociada a la base indicada es

N(xlal +---+ xnan)a
entonces aM = (aaq, -+, aay) v la forma asociada a esta base es
N(ziaaq + - - + zpaay,) = N(@) N(ziag + -+ + Zpan),

donde N(«) € Q. Por consiguiente, las formas asociadas a bases de M y de
aM pueden usarse para representar la misma ecuacién modificando su término
independiente o, en otros términos, a la hora de estudiar una ecuacion diofantica
asociada a un moédulo M, podemos cambiarlo por otro similar.

Ejemplo Continuando con el ejemplo precedente, se comprueba inmediata-
mente que

(5+2\/§)M:<5+2\/§,2+\/§>:<1,\/§>:N,

de modo que los dos mdédulos que hemos obtenido son similares. Observemos
también que N(5 4 2v/3) = 13, y por eso

1
) = B(u2 —30?), N(u+vV3) =u?— 302,

5—2v3 —6+5
N (u V3  ,Z6+5V3
13 13
de modo que las dos formas que obtenemos no son exactamente la misma, sino

que una determina la ecuacion en la forma N(ua + vf3) = 6/13 y la otra como
N(ua/ +vp’") = 6. "
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Coeficientes Vamos a introducir un ultimo concepto que interviene en la
relaciéon entre las ecuaciones diofanticas definidas por normas y sus modulos
asociados y que generaliza a [ITAl 2.8]. Lo ilustramos primero con un ejemplo:

Ejemplo Consideremos la ecuaciéon z2 + 5zy + 2y? = 2, que podemos expresar

en la forma
-5 — 17

Por lo tanto la ecuacién esté asociada al mdédulo completo

- (2200,

correspondiente al cuerpo numérico Q(\/ﬁ ) Las soluciones de la ecuacién se

corresponden con los elementos de M de norma 2. Por ejemplo, una soluciéon es

evidentemente (z,y) = (0, 1), correspondiente al segundo generador.
Consideremos ahora el nimero

€ =33+ 8V17.

Sencillos calculos nos dan que N(e¢) = 1y que eM C M. Esto implica que los

nimeros
r O+ V1T
€ —

con k € Z, estdn todos en M y tienen norma 2, luego nos proporcionan nuevas
soluciones de nuestra ecuaciéon. Por ejemplo,

V1 1 VA V1
e5+ 7:30 + 73 7:732+735+ 7
2 2 2
nos lleva a la solucion (x,y) = (—32,73). De este modo hemos encontrado
infinitas soluciones de la ecuacion. L]

En general, una solucion de (1.3) esta determinada por un elemento m en
un modulo M tal que N(m) = d/a. Si € es un elemento de K tal que em € M
y N(€) = 1, entonces, para todo k € Z, tenemos que e¥m € M y N(eé*m) = d/a,
luego cada €¥m proporciona una solucién de la ecuacion (y en la mayoria de los
casos —salvo que € sea una raiz de la unidad— las soluciones obtenidas de este
modo seran distintas para distintos valores de k).

Conviene separar los dos requisitos que hemos exigido a €. Los ntmeros
€ € K que cumplen eM C M se llaman coeficientes del moédulo M, de modo
que, en estos términos, los € que permiten generar nuevas soluciones de una
ecuacion a partir de una dada son los coeficientes de norma 1. L]
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1.2 Mobdulos y 6rdenes

Recapitulemos los hechos que hemos presentado en la seccién anterior:

Buscar las soluciones enteras de una ecuaciéon expresable en la forma (1.3)
equivale a encontrar los elementos de norma d/a de un cierto modulo com-
pleto M en un cuerpo numérico K. La soluciéon asociada a un m € M esta
formada por las coordenadas de m en una base prefijada de M. Cambiar de
base equivale a efectuar un cambio de variables lineales en la ecuacion (con
determinante +1) y cambiar el modulo M por otro similar aM equivale a mul-
tiplicar ambos miembros de la ecuacion por N(«). Finalmente hemos visto que
al multiplicar un m € M que corresponda a una solucién de la ecuaciéon por un
coeficiente de norma 1 obtenemos una nueva solucion.

Empezamos aqui estudiando con detalle la nociéon de coeficiente de un mo-
dulo:

Definicion 1.4 Sea M un moédulo completo de un cuerpo numérico K. Diremos
que a € K es un coeficiente de M si aM C M. Llamaremos Oj; al conjunto
de todos los coeficientes de M. Es claro que Op; es un subanillo de K. Lo
llamaremos anillo de coeficientes de M.

Notemos que para que « sea un coeficiente de M basta con que am € M
cuando m recorre una base de M.

Teorema 1.5 Sea M un mddulo completo de K. Entonces Opr es también un
mddulo completo.

DEMOSTRACION: Si v € M es no nulo, entonces YOy C M y claramente
es un subgrupo abeliano de M, luego es un modulo. Asf, Oy = v~ 1(7Oy) es
también un moédulo. Veamos que es de rango méaximo.

Sea myq, ..., m, una base de M. Si a € K es no nulo existen ntimeros racio-
nales a;; tales que am; = Z;‘L=1 a;;m;. Sea c el producto de los denominadores
de los a;;. Entonces c es un entero racional no nulo y cada ca;; € Z, luego

caiym; € M,y asi cam; € M. Como los elementos my, ..., m, son una base
de M podemos concluir que ca € Oy

Ahora aplicamos esto a una Q-base de K, digamos a4, . . . , a;,, y encontramos
nimeros racionales no nulos ¢q, . .., ¢, tales que ciaq, ..., cpa, € O, luego Op

contiene n elementos linealmente independientes, por lo que su rango esn. =

Definicién 1.6 Diremos que O es un orden de un cuerpo numérico K si es un
mobdulo completo de K que ademés es un anillo unitario.

El teorema anterior prueba que el anillo de coeficientes de un médulo com-
pleto de K es un orden de K. Todo orden O es el anillo de coeficientes de un
moédulo completo (ya que, como 1 € O, es su propio anillo de coeficientes).

Los 6rdenes son médulos muy especiales. Por lo pronto su estructura de ani-
llo nos permite argumentar en términos de divisibilidad, unidades, ideales, etc.
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Otra caracteristica muy importante es que los elementos de un orden han de
ser enteros (algebraicos). Recogemos éste y otros hechos notables en el proximo
teorema:

Teorema 1.7 Sea O un orden de un cuerpo numérico K de grado n.

1. Si o € O entonces a es un entero y N(a), Tr(a) son enteros racionales.
Por lo tanto tenemos aplicaciones N : O — Z y Tr: O — Z.

2. Sia,Bfe0yalpB, entonces N(a) | N(B). En particular si o y B son
asociados N(a) = = N(8).

3. Sia yb son enteros racionales, entonces a | b en Z si y sélo sia | b en O.
4. St o € O entonces o | N(a) (en O).

5. Un ndmero € € O es una unidad si y solo si N(e) = 1.

DEMOSTRACION: 1) Si o € O, entonces Z[a] C O (porque O un anillo), luego
Z[a] es finitamente generado (porque O es un modulo y por [Al 7.40]), luego
[Al 8.8] concluimos que « es entero.

Los conjugados de enteros son enteros (porque tienen el mismo polinomio
minimo) y por lo tanto N(«) y Tr(«) son enteros (son el producto o la suma de
los conjugados de ). Ademaés son racionales.

2) Es evidente, por la propiedad multiplicativa de la norma.
3) Sia|ben O, entonces a/b es entero y racional.

4) Supongamos « # 0 y consideremos el polinomio

p(x) = (;E — 01(04)) e (ac — on(a)).

Los automorfismos de la clausura normal de K permutan los factores de p(x),
luego sus coeficientes son nimeros racionales. Como « y sus conjugados son
enteros, también lo seran los coeficientes de p(x), es decir, son enteros racionales.

El polinomio p(z) es monico y su término independiente es +N(«). Por
lo tanto podemos despejar N(«)/a como combinacion de potencias de a con
coeficientes enteros racionales. Consecuentemente N(«)/a € O.

5) Si N(€) = %1 entonces € | N(€) = %1, luego € es una unidad. Si € es una
unidad entonces €1 € O, y N(¢) N(e7!) = N(1) = 1, luego N(¢) = £1 (pues los
dos factores son enteros racionales). "

Profundicemos ahora en la relaciéon entre un modulo y su anillo de coeficien-
tes. En primer lugar tenemos lo siguiente:

Teorema 1.8 Sea K un cuerpo numérico. Entonces:
1. Dos mddulos completos similares tienen el mismo anillo de coeficientes.

2. Si M es un mddulo completo, existe un m € Z no nulo tal que mM C Opy.
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DEMOSTRACION: 1) es evidente.

2) Sea myq,...,m, una base de M y aq,...,q, una base de Q). Existen
nimeros racionales a;; tales que m; = 2?21 aijoj. Sim es el producto de los

denominadores de los a;; se cumple que mm,; € Oy, luego mM C Oy n

Asi pues, todo médulo es similar a otro contenido en su anillo de coeficientes,
pero es claro que si M C Op; entonces M es un ideal de Op;. Por lo tanto desde
un punto de vista teérico podemos limitarnos a trabajar con ideales de érdenes
en lugar de moédulos. El reciproco también es cierto: todos los ideales de un
orden son moédulos completos:

Teorema 1.9 Sea O un orden de un cuerpo numérico K. Los ideales no nulos
de O son mddulos completos (aunque su anillo de coeficientes no es necesaria-
mente O).

DEMOSTRACION: Sea I un ideal no nulo de O. Por [Al 4.42] I es un mo6dulo
finitamente generado. Sea a € I no nulo. Entonces aO C I es un modulo
similar al médulo completo O, luego es un moédulo completo. El rango de I ha
de ser mayor o igual que el de aO, que es el maximo, luego I es un moddulo
completo. [

Ahora podemos decir que los € que nos permiten obtener nuevas soluciones
de una ecuacion (1.3) a partir de otras son las unidades de norma 1 del anillo
de coeficientes del moédulo M asociado a la ecuacion. Reflejamos esto en una
definicion:

Definicion 1.10 Dos elementos x e y de un médulo completo M son asociados
si existe una unidad € € Oy tal que = = ey.

No hemos introducido la exigencia de que la unidad tenga norma 1 porque
asi este concepto de asociacion, cuando se aplica al caso en que M es un orden,
se corresponde con el concepto usual de asociacion en la teoria de anillos: dos
elementos de un anillo son asociados si se diferencian en un factor unitario.

Asi, resolver una ecuacion diofantica de la forma (1.3) se reduce a encontrar
un conjunto maximal de elementos no asociados en M de una norma dada
junto con todas las unidades de Op; de norma 1. El planteamiento es razonable
porque seguidamente demostramos que tal conjunto maximal es siempre finito,
de modo que todos los nimeros de una norma dada se pueden obtener a partir
de un ntmero finito de ellos multiplicando por unidades de norma 1.

Teorema 1.11 Un mddulo completo contiene sélo un nimero finito de elemen-
tos no asociados de una norma dada.

DEMOSTRACION: Lo probamos primero para un orden O. Sea a4, ..., a, una
base de O y sea ¢ > 1 un numero natural. Cada elemento de O es congruente
mobdulo ¢ con un elemento de la forma

Tio + -+ Ty, con 0 <zx; <c.

Por lo tanto |0/(c)| < ™.
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Sia=p(médc) y |[N(a)| = |N(B)| = ¢, entonces a — f = ¢d, para un
d €0, luego a/B8 =1+ (¢/B)d € O, por el teorema 1.7, pues 3 | N(8) = *ec.

Esto significa que 8 | a y analogamente « | 3, luego o y 8 son asociados.
Asi pues, en O hay a lo sumo ¢ elementos no asociados de norma c. Por otra
parte, los elementos de norma 41 son unidades, luego todos son asociados.

Si M es un modulo completo, existe m € Z no nulo tal que mM C Opy. Si

a1, ..., o, son elementos no asociados en M de norma ¢, entonces may, . .., mao,
son elementos no asociados en Oj; de norma m™c, luego no puede haber més
que un numero finito de ellos. [

El primer apartado del teorema 1.7 nos lleva a la definicion siguiente:

Definiciéon 1.12 Llamaremos orden mazximal de un cuerpo numérico K al anillo
O de todos los enteros (algebraicos) de K.

Los teoremas [Al 8.9] y [Al 8.14] prueban que O es ciertamente un orden
de K,y el teorema 1.7 implica que contiene a todos los demas érdenes de K, lo
que justifica el calificativo de “maximal”.

Una de las primeras cuestiones que plantea el estudio de un cuerpo numé-
rico K es determinar su orden maximal, lo que equivale a encontrar una base
de Ok. Recordemos de [Al 8.15] que las bases de O reciben el nombre de bases
enteras de K. Asi, si aq, ..., o, es una base entera de K, tenemos que

K
Ok

{ara1 + -+ anay, | a1, ... ,a, € Q},
{ar0q 4+ -+ anay | a1, ...,a, € Z}.

En otros términos, los enteros de K son los elementos con coordenadas en-
teras en una base entera. FEn la seccién siguiente abordaremos el problema de
determinar bases enteras, pero aqui recordamos el concepto de discriminante,
que es fundamental para este proposito.

Recordemos que en [Al 8.2] definimos el discriminante A[B] de una base B
de una extension finita de cuerpos. Si B y B’ son dos bases de un modulo M,
entonces la matriz de cambio de base tiene coeficientes enteros, al igual que su
inversa, luego su determinante ha de ser +1, y el teorema [Al 8.3] nos da que
A[B] = A[B'], luego podemos definir el discriminante de M como el discrimi-
nante A[M] de cualquiera de sus bases.

En particular, el discriminante de K se define como Ag = A[Ok].
Teorema 1.13 Sea K un cuerpo numérico.
1. 81O es un orden de K, entonces A[O] € Z y A[O] = 0,1 (mdd 4).

2. §5i O C O son dos drdenes de K, entonces A[O] = m?A[O'], para cierto
natural m. Ademds m =1 si y sélo si O = O'.
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DEMOSTRACION: 1) es consecuencia inmediata del teorema [Al 8.13].

2) Los elementos de una base de O se expresan como combinacion lineal
de los elementos de una base de O’ con coeficientes enteros racionales. Por
lo tanto la matriz D de cambio de base tiene coeficientes enteros racionales y
su determinante es un entero racional. Por el teorema [Al 8.3] tenemos que
AJO] = |D|?A[O’]. Ademés los 6rdenes coinciden si y sélo si D es de hecho una
matriz de cambio de base en 0, lo que sucede si y solo si |D| = +1. L]

El mismo argumento que acabamos de emplear prueba que si B es una base
entera de un cuerpo numérico K y C' es una base formada por enteros, entonces
A[C] = m?A[B], para cierto niimero natural m, de manera que C es una base
entera si y s6lo si m = 1. En otras palabras, una base entera es simplemente
una base formada por enteros con discriminante minimo.

Si K = Q(«) es un cuerpo numérico de grado n, entonces 1,,a?, ..., a" "}
es una base de K. Llamaremos Ala] a su discriminante.

Recordemos que el teorema [Al 8.19] nos calcula los discriminantes de la
forma Afa]. Concretamente, nos da que

Ala] = (=1)"" V2N (o),

donde p(z) = polmin« y p’(x) es su derivada formal [Al 5.25].

Ejemplo Si el polinomio f(x) = 23 + ax + b € Q[x] es irreducible y o es una
raiz, entonces Ala] = —27b% — 4a®.

En efecto, si o’ es cualquier conjugado de «, entonces

302 +aa  —2aa’ —3b
(@) =37 4+a= _ﬁ_ p )
@ @
Multiplicamos para los tres conjugados de «, teniendo en cuenta que su
producto es —b. Asi,

1 8a® _ , —3b 8a3 3b
Alal = — ! = —J[(-2ac’ —3b) = —[[(=— — a') = — —— .
o] = = N((@) = § (-2’ = 30) = ST - ) = B 7 (<22
Desde aqui se llega a la formula indicada sin més que operar. (Hemos supuesto
a # 0, pero si a = 0 es mas sencillo.) n

Ejercicio: Probar que si 2° +az +b € Q[z] es irreducible y « es una raiz, entonces
Ala] = 5%b* 4 2845,

El concepto de discriminante nos permite también asociar una norma a cada
mobdulo completo:

Definicién 1.14 Sea M un moédulo completo en un cuerpo numeérico K de
grado n y O su anillo de coeficientes. Sea B una base de M y C una base de O.
Sea Dg la matriz cuyas filas son las coordenadas de B respecto de la base C.
El teorema [Al 8.3] nos da entonces que A[M] = (det D§)2A[0].
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Definimos la norma de M como

N(M) = |det D§| = AA[[J\g]].

De este modo N(M) es un namero racional positivo tal que
A[M] = N(M)?A[0]. (1.4)

Observemos que los 6rdenes tienen todos norma 1. También es obvio que
si M esta contenido en su anillo de coeficientes, entonces la matriz de cambio
de base tiene coeficientes enteros racionales, luego N(M) es un entero racional,
y de hecho todos los términos de la ecuacion (1.4) son enteros racionales. En
este caso la norma tiene una interpretaciéon algebraica importante.

Teorema 1.15 Sea M un mddulo completo contenido en su anillo de coeficien-
tes O. Entonces N(M) =10 : M]|.

DEMOSTRACION: Por [Al 4.53] existe una base C' = {«a1,...,a,} de O tal
que para ciertos enteros racionales a; se tiene que B = {ajaq,...,a,a,} es una
base de M. La matriz D es en este caso particular una matriz diagonal, luego
N(M) = [as -+~ ).

El isomorfismo entre O y Z™ que envia C' a la base canodnica {ej,...,e,}
de Z", envia la base B a la base {ajeq,...,anen}, luego envia M al modulo
ar1Z: X -+ X apZ, y asi

O/M=(Zx - xL)[(Z x - X anZ) = (LjarZ) X - -+ x (L] anZ),

luego |0 : M| = |(Z/a1Z) X -+ x (Z]apZ)| = |a1]| - - |an| = N(M). n

Ahora es inmediato que esta definicion de norma extiende a la definicion
[Al 8.33] de norma de un ideal del orden maximal de un cuerpo numérico.

Todo médulo es similar a uno en las condiciones del teorema anterior, y las
normas de los médulos similares estan relacionadas del modo siguiente:

Teorema 1.16 St M y aM son dos mddulos completos similares, entonces
N(aM) = |N(a)|N(M).

DEMOSTRACION: Sea {f1,..., .} una base de M. Entonces {af1,...,af8,}
es una base de aM. Si 01,...,0, son los monomorfismos de K, tenemos que
2 2
AlaM] = Alapy,...,aB,] = det(oi(aB;))” = det(o;(a)oi(B;))

= N(@)?det(04(8;))° = N(@)?A[By, - .-, Bn] = N(a)2A[M].

Como M y aM son similares, tienen el mismo anillo de coeficientes O, luego
N(aM)2A[0] = AlaM] = N(a)?A[M] = N(a)?N(M)?A[0], y consecuente-
mente N(aM) = |N(a)| N(M). .
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Ejercicio: Sea O el orden de un cuerpo numérico K y o € O no nulo. Probar que
hay exactamente | N(«a)| clases de congruencia médulo a en O.

Terminamos esta seccidén con una observacion sobre la manipulaciéon de en-
teros algebraicos:

Nota Al trabajar con enteros algebraicos podemos permitirnos simplificar los
calculos usando aproximaciones racionales sin més precaucién que vigilar que
los errores de redondeo no lleguen a media unidad, con lo que pueden ser com-
pensados al final tomando el entero més proximo al resultado. Como ilustracion
consideremos una raiz o del polinomio 23 + 4z 4+ 1. Obviamente es un entero,
luego también lo es 2+ 2. Supongamos que queremos conocer el polinomio mi-
nimo de éste tltimo. Una forma de hallarlo es buscar aproximaciones racionales
de los tres conjugados de «, a saber:

a1 = —0.246266, a9 = 0.123133 +2.01134 i, a3 = 0.123133 —2.01134 <,
y después calcular
(z—2—02)(z—2—a)(z—2—a2) = 23+2.000012% — 42 —9.00003 —2.1684-10~ %3

Evidentemente el polinomio buscado es polmin(2 + o?) = 23 + 222 — 4z — 9.
Podriamos haber llegado al mismo resultado mediante un calculo algebraico
exacto, pero si disponemos de un ordenador esta técnica resulta mucho més
rapida y eficiente. Se puede emplear igualmente para calcular normas, trazas,
etc. Por ejemplo, para calcular la matriz (Tr(a;a;)) de la forma bilineal asociada
a la traza en la base 1, a, o calculamos, por ejemplo,

o2 + a3+ ai = —8,00001

con lo que Tr(a - @) = —8. Similarmente se calculan las demas trazas, y el
resultado es
3 0 -8
A= 0 -8 3
-8 3 32
El discriminante es Ala] = —283 y ademas
1 266 24 64
ATl = s | 2 3209
64 9 24

Esto nos da la base dual de la base 1, o, &2, que resulta ser

265 24 64 , 24 32 9 o 64 9 24

283 To83% T 23 233 283 T 2s3® 283 T a3 T a3
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1.3 Determinacion de bases enteras

Nos ocupamos ahora del problema de calcular el orden maximal de un cuerpo
numérico. En [Al 8.17] calculamos los érdenes maximales de los cuerpos cuadra-
ticos. Vamos a recordar dicho calculo a la vez que lo extendemos para determinar
todos los 6rdenes cuadraticos, no necesariamente maximales:

Enteros cuadraticos Sea K = Q(\/E ) un cuerpo cuadratico, donde d es
libre de cuadrados. El elemento primitivo v/d es obviamente un entero, que da
lugar al orden Z[Vd]| = {a + bVd | a,b € Z}, una de cuyas bases es {1,Vd }.

Su discriminante vale
2
1 1 2

El teorema 1.13 nos da que Ak se diferencia de 4d en un cuadrado. Como
d es libre de cuadrados, si Z[\/ﬁ ] no fuera el orden maximal éste tendria que
tener discriminante d. Ahora bien, por el teorema 1.13 esto solo puede ocurrir
sid =1 (mdd 4), pues ciertamente, 4 1 d.

Supongamos, pues, d = 1 (méd 4). Entonces el nimero a = (1 + v/d)/2

cumple
1-d
polmina = 2? — x + € VAER

luego es un entero. El orden, Z[a] tiene discriminante

1 1 2
Al =| 1 va 1va | =(=Vd) =d
2 2

Como d es libre de cuadrados concluimos que Z[a] es en este caso el orden
de K.

Si llamamos o = v/d en el caso en que d # 1 (mé6d 4), hemos probado que
Ok = Z[a] en cualquier caso. Es inmediato que para cada niimero natural m # 0
el conjunto O,, = Z[ma] = {a + bma | a,b € Z} es un orden de K. Ademas
A]O,,] = m?Ak, pues la matriz de cambio de base entre {1,a} y {1, ma} tiene
determinante m. Esto prueba que los 6rdenes O,,, son distintos dos a dos. Vamos
a ver que son todos los 6rdenes de K. Lo probamos en el teorema siguiente,
donde recogemos también los hechos que acabamos de demostrar.

Teorema 1.17 Sea K = (@(\/&) un cuerpo cuadrdtico. Entonces
1. Ok = Z|a], donde

a_{\/ﬁ sid2 1 (méd 4), 15)

LYl i g =1 (méd 4).

2. El discriminante de K es

Ap — 4d  sid# 1 (méd 4),
E71d sid=1(méd 4).
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8. Los ordenes de K son de la forma
Oy, = ZIma] = {a +bma | a,b € Z}
y el discriminante de O, es A[O,,] = m?Ax.

DEMOSTRACION: Solo falta probar que todos los érdenes de K son de la
forma descrita.

Si O es un orden de K, sea m el minimo natural tal que existe un elemento
en O de la forma a 4+ ma, con a € Z. Como Z C O, tenemos que ma € O, luego
0, CO.

Si a4+ ba € O, entonces existen enteros racionales ¢ y r tales que b = me+7r
y 0 <r < m. Claramente (a + ba) — (a + cma) = ra € O, luego por definicion
de m ha de ser r =0, luego a + ba € Oy, y se da la igualdad. m

Una consecuencia del teorema anterior es que los cuerpos cuadraticos defini-
dos por diferentes valores de d son cuerpos distintos, pues tienen discriminantes
distintos.

Ejercicio: Probar que el tnico orden de Q es Z.

Ejercicio: Probar que, en un cuerpo cuadrético, el médulo 20, es un ideal de Oz
cuyo anillo de coeficientes es O1.

Volviendo al caso general, queda planteado el problema de decidir, dada una
base de un cuerpo K formada por enteros, si es una base entera o si por el
contrario existen bases con discriminantes menores. Una condicién suficiente
para el primer caso es, claramente, que el discriminante sea libre de cuadrados,
pero esta condicién no es necesaria, como muestran los cuerpos cuadraticos.
El teorema siguiente proporciona un algoritmo para decidir cuél es el caso y
obtener explicitamente una base con discriminante menor cuando ésta exista.
Asi siempre es posible hallar el orden de un cuerpo en un numero finito de pasos,
si bien hay que advertir que el proceso es demasiado laborioso para llevarlo a
la practica (por lo menos sin la ayuda de un ordenador) en la mayoria de los
casos.

Teorema 1.18 Sea K un cuerpo numérico y M C Ok un mddulo completo
con base {aq,...,an}. Si M # Ok, entonces existe un nidmero primo p tal
que p* | A[M] y existen niimeros naturales 1 <t < n y gi,...,g—1 tales que
0<g; <p—1de modo que

af = (g1 + -+ g1 + o) /p € Ok,
y si oy es un numero cualquiera que cumpla esto, entonces

* *
M* = (on,...,00-1,00, 0041, ...,0n)y

es un mddulo que contiene estrictamente a M y A[M*] = A[M]/p?.
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DEMOSTRACION: Sea {f1,...,8,} una base de Ok. Sea o; = Z?zl mi; 65,
con m;; € Z. Sea m = det(m;;). Entonces A[M] =m?Ak y m # +1. Sea p un
primo que divida a m.

Claramente existen aq,...,a, € Z no todos nulos (méd p) de manera que

> aim;; =0 (méd p). Sea t tal que a; # 0 (méd p) pero a; = 0 (mdd p) para
i=1
1> 1.

t n n
Entonces v = > a;a; = 2221 >aimifB =Y (
£ =

i=1 j=1

t
aimij) ﬁj.
=1
n
¢
Tenemos que p | Y agmg; y p| Y1, 4 aimij, luego p | -;_; agmi; y por lo
i=1
tanto v = pB para cierto 8 € Og.

Sea a* € Z tal que a;a* = 1 (mdd p). Definimos pa; = a*y—pryp, donde g se
elige de modo que el coeficiente de oy se reduzca a 1y los de los «; a sus minimos
(méd p), es decir, o es de la forma indicada en el enunciado y la matriz de cam-

bio de base entre {ay,...,an} v {a1,..., 1,05, Qsq1, ..., a,} esta formada
por una diagonal de unos excepto la fila t-ésima, que es (%, cee gt; , %, 0,...,0).

El determinante es 1/p, luego el discriminante de la segunda base es A[M]/p?.
|

La prueba del teorema anterior muestra que en lugar de 0 < ¢g; < p—1
podemos exigir que los g; varien en cualquier conjunto de representantes de las
clases modulo p. A veces es comodo tomarlos, por ejemplo, entre —(p —1)/2 y

(p—1)/2.

El ejemplo de Dedekind Como aplicacién del teorema anterior veamos un
famoso ejemplo debido a Dedekind (més adelante veremos por qué es famoso).
Es facil ver que el polinomio 23 + 22 — 22 + 8 tiene una tinica raiz real, que no
es entera (racional), y como es ménico concluimos que es irreducible en Qx].
Sea & una de sus raices y consideremos el cuerpo ctbico K = Q(£). Vamos a
calcular el orden y el discriminante de K.

Partimos del orden Z[¢], cuyo discriminante vale, segtn el teorema [Al 8.19],
Al¢] = —N(a), donde o = 3£2 + 2¢ — 2. Podemos hacer todos los cilculos
tomando aproximaciones racionales de los conjugados de &, pero esta vez vamos
a esbozar como se harfa un céalculo algebraico exacto. Facilmente obtenemos
que

a? =T —T46-20 y o =49¢% — 518¢ + 1872.

Asi pues, las coordenadas de los vectores 1, a, a2, a® en la base £2,£,1 son
respectivamente (0,0, 1), (3,2,—-2), (7,—74,—20) y (49, —518,1872).
Por lo tanto todo se reduce a resolver el sistema de ecuaciones

p(7,—74,-20) + ¢(3,2,—2) + (0,0, 1) = (49, —518, 1872),

cuyas soluciones son p = 7, ¢ = 0, r = 2012. Esto significa que o® = 7o +2012,
luego polmin o = 2% — 722 — 2012. EI término independiente es el producto de
los tres conjugados de o cambiados de signo, luego N(«a) = 2012 = 22 - 503.
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Concluimos que A[¢] = —22-503. Segiin el teorema anterior cabe la posibili-
dad de que el 2 pueda ser eliminado. Esto sera asf si alguno de los siete ntimeros
siguientes es entero:

1 & 148 &€ 48 1+& 1+6+8

27 2’ 2 727 2 7 2 7 2 ’

£+e?
2

El lector puede demostrar que § = es entero calculando su polinomio
minimo por el mismo método con que hemos calculado el de a. Concretamente
se obtiene

polmin g = z3 — 222 + 3z — 10.

El teorema anterior nos dice que A [1,5, #} = —503, y como es libre

de cuadrados, ha de ser el discriminante de K, o sea, O = Z [5, #} y
Ag = —503. m

Ejercicio: Calcular el orden maximal y el discriminante del cuerpo Q(¢), donde ¢ es

una raiz del polinomio z® — z — 1.

Ejercicio: Sean K, K> y K3 los cuerpos que resultan de adjuntar a Q una raiz de
los polinomios

22— 182 -6, 2°—36x—78, o z°—b5dx— 150

respectivamente. Probar que los tres tienen discriminante A = 2% .35 . 23.

Cuerpos cubicos puros Introducimos ahora una nueva familia de cuerpos
numeéricos que proporcionan numerosos ejemplos de interés.

Definicion 1.19 Un cuerpo cubico puro es un cuerpo numérico de la forma
Q({”’/m ), donde m es un entero racional que no sea un cubo perfecto (en parti-
cular distinto de 0 y de +1).

Hay que senalar que, al contrario de lo que ocurre con los cuerpos cuadrati-
cos, no todo cuerpo ctbico es de este tipo, el ejemplo de Dedekind que acabamos
de estudiar no lo es.

Tenemos que {/m es un nimero real y polmin /m = x* — m. Si llamamos
w a una raiz ciibica primitiva de la unidad (una raiz de 2% + z + 1) es claro
que las otras raices de 23 — m son los niimeros imaginarios w¢/m y w?ym.
Esto significa que los monomorfismos del cuerpo (@(\S/E ) son la identidad y las
conjugaciones dadas por o1(¥/m) = wym, o2(¢/m) = w?¢m. Observemos
que los conjugados de ¥/m no estan en Q({”/ﬁ), o equivalentemente, que los
monomorfismos no son automorfismos, o que la extension no es de Galois.

Podemos exigir que m no sea divisible entre ningtn cubo perfecto, pues un
factor cubico puede extraerse de la raiz y eliminarse sin que el cuerpo generado
varie. Entonces, si p es un divisor primo de m, el exponente de p en m ha de
ser 1 0 2. Sea a el producto de los primos que dividen a m con exponente 1y b
el producto de los primos que dividen a m con exponente 2. Entonces m = ab?,
(a,b) =1y a, b son libres de cuadrados.
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Notemos también que el signo de m es irrelevante, pues el —1 puede intro-
ducirse y extraerse de la raiz, y al multiplicar el generador por —1 no variamos
el cuerpo. Por ello podriamos exigir que m, a y b fueran todos positivos, pero
no vamos a hacer tal cosa, sino que de momento dejaremos los signos inde-
terminados para escogerlos mas adelante del modo mas conveniente para los
célculos.

Para calcular el orden maximal de un cuerpo ciubico partimos del orden
Z[W}, con base 1, Vab?, (\B/cﬁ)2 = bV/a2b, pero observamos inmediata-
mente que salvo en el caso b = £1 no puede tratarse del orden del cuerpo, ya
que no contiene al entero Va?b.

Por ello pasamos a la base 1,601,605, donde ; = Vab?, 05 = Va?b. Los
célculos se simplifican bastante si observamos la simetria entre 61 y 62, en el
sentido de que se cumple Q(6;) = Q(62), 03 = bbs, 03 = af;. Estas formulas
nos dan la accién de las conjugaciones sobre 0, y 05, a saber

01(91) = w91, 0'1(02) = w292, 0'2(81) = UJ2017 0'2(92) = wGQ.

Con ello y un poco de paciencia podemos calcular

16 6

All,01,0) =| 1 w6 w?hy | = —27a%%
1 w291 LL)GQ

Teorema 1.20 Sea K = Q(01) = Q(02) un cuerpo cibico puro segin la defini-
cion anterior. Entonces una base entera de K la forman 0y, 01,62, donde 6y = 1
sia % +b (méd 9) (y entonces Ax = —27a?b?) y 0y = (1+ 01 +602)/3 sia = +b
(méd 9) (y entonces Ax = —3a?b?). En el sequndo caso hay que escoger los
signos de a y b de manera que a = b (mdd 9) y su resto mddulo 9 sea 1, 4 o 7.

DEMOSTRACION: Vamos a aplicar el teorema 1.18 a la base 1,0¢,60>. En
primer lugar demostraremos que no es posible eliminar ningin primo p que
divida a ab. Supongamos, por ejemplo, que p | a. Si p se pudiera eliminar
existirfa un entero de la forma a = (u + v6; + 62)/p, o bien a = (u + 61)/p,
donde u y v son enteros racionales entre 0 y p — 1. Trataremos la primera
posibilidad. La segunda es mas sencilla.

Seam = ¢/py L = K(m). Tenemos que ab® = pk, para cierto entero racional
k, luego tomando raices #; = 73, donde 3 = V/k € L y es un entero. Asi pues,
7| 6 en Or. El mismo argumento nos da que 72 | 3 en Or, y por otro lado
ma = u~+ vl + 5.

De aqui se sigue que 7 | u en Op. Elevando al cubo, p | u® en Op y el
cociente es entero y racional, o sea, p | u® en Z, de donde p | u y ha de ser u = 0.

Consecuentemente 72 | vf; en Op, y como antes llegamos a que p? | v3ab?
en Z, de donde haciendo uso de que p | a, (a,b) =1y que a y b son libres de
cuadrados, resulta que p | v, luego v = 0.

Ahora concluimos que p | 62 en Or, luego p? | a®b en Z, lo cual es contradic-
torio.
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En consecuencia los primos que dividen a ab no pueden eliminarse. La
tnica posibilidad es eliminar el 3, para lo cual es necesario que no divida a ab.
Supongamoslo asi. Segun el teorema 1.18 hemos de comprobar los siguientes
nameros (para aprovechar la simetria ordenamos la base en la forma 61,05,1):

0, Oy 01+ 06, 1 46,4+1 H£04+1 +60; +605+1
37 3’ 3 3 3 7 3 3 ’
Notemos que hemos tomado como representantes de las clases modulo 3 los
nimeros —1, 0, 1 en lugar de 0, 1, 2 (véase el comentario tras el teorema 1.18).

Haciendo uso de la simetria y de que podemos elegir el signo de a y b sin
cambiar de cuerpo, podemos limitarnos a estudiar los niimeros

01 01 + 05 146, 1461 +6;
3’ 3 7 3 7 3 ’

Por ejemplo, si (—6; + 62)/3 pudiera ser entero, también lo seria (61 + 62)/3
(tomando —a en lugar de a), mientras que vamos a probar que (61 + 62)/3 no
es entero para ningun valor de a y b, luego lo mismo ocurrira con (—6; + 62)/3.
De hecho vamos a ver que 61/3, (61 4+ 602)/3, (1 4+ 61)/3 nunca son enteros.

Claramente polmin(6;/3) = 2® — ab?/3, y ab?/3 no es entero porque supo-
nemos que 31 ab. Con un poco mas de célculo se llega a

polminl—Fg1 = x3—x2+1x—1+ab2
3 3 27
polmin 01 + 02 = 22— a—bx - 7ab2 +a%b
3 3 27

que obviamente no tienen coeficientes enteros.
Asi pues, todo depende de (1 + 61 + 62)/3. Se puede comprobar que

o 1+60,+6- 3 5 1—ab 1+ ab® + a®b — 3ab
polmin ——= =x° —z“ + T — .

3 3 27

Demostraremos que los coeficientes pueden hacerse enteros (escogiendo sig-
nos) exactamente cuando a = £b (méd 9), de donde se concluye inmediatamente
el teorema.

Supongamos que a = £b (mdd 9). Cambiando el signo a b si es preciso,
podemos exigir a = b (méd 9). El resto no puede ser 0 ni £3, pues en tal caso
3 dividirfa a (a,b) = 1. De aqui se sigue que ab = 1,4,7 (méd 9), y por lo tanto
3| (1 — ab).

Cambiando el signo a ambos enteros podemos exigir que su resto médulo 9
sea 1,4 0 7, es decir, que a = 9k + ¢, b = 9r 4 ¢, donde ¢ puede tomar el valor
1, 4 o 7. Sustituyendo en 1 + ab® + a?b — 3ab se obtiene que es multiplo de 27
en cualquiera de los tres casos.

Supongamos ahora que los coeficientes del polinomio minimo son enteros, es
decir, que

3 | (1—ab), (1.6)
27 | (1+ab®+ a®b— 3ab). (1.7)
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De (1.6) se sigue que
a=b= =1 (méd 3). (1.8)

El lector puede comprobar que los inicos valores posibles para los restos médulo
9 de a y b (salvo el orden, que por simetria no importa) que incumplen la
condicion a = +b (mdd 9) pero que cumplen (1.8) son (1,4), (1,7), (2,5), (2,8),
(4,7), (5,8). En ninguno de estos casos se cumple (1.7). "

La tabla siguiente resume el teorema:

Tabla 1.1: Tipos de cuerpos ctbicos puros

Condicién AK 00 (91 92
Tipo I a # +b (méd 9) —27a2b? 1 Vab? | Va2b
Tipo Il | a=b=1+3t (m6d 9) | —3a%? | (1 + 6, +602)/3 | Vab? | Va2b

Ejercicio: Probar que el orden de Q(%) es Z [\‘76]

Ejercicio: Probar que el anillo de coeficientes del moédulo M = (4, V/2, /4 ) es igual
a (1,2V/2,2V4).

Cuerpos ciclotémicos En [Al 8.18] probamos que si p es primo y w es una

raiz p-ésima primitiva de la unidad, entonces el orden maximal del cuerpo ci-

clotémico K = Q(w) es Z[w], y en [Al 8.20] vimos que Ag = (—1)@=1)/2pp=2,
Respecto a los cuerpos ciclotémicos de orden arbitrario, nos ocuparemos de

ellos en 9.44. De momento nos conformaremos con el hecho siguiente:

Teorema 1.21 Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotomico de orden m (donde w es
una raiz m-sima primitiva de la unidad). Si p es un primo que no divide a m,
entonces tampoco divide al discriminante Alw].

DEMOSTRACION: Sea n = ¢(m). Segun se observa tras la definicion [Al 8.2],
se cumple que

Al = J[ (os(w) - o5(w)), (1.9)

1<i<j<n

donde los nameros o;(w) son las raices del polinomio ciclotémico p(x), es decir

(z —04(w)).

—

p(z) =

i=1

Sea O el orden maximal de K y sea p un ideal maximal de O que contenga a p.
Sea L = O/p. Entonces L es un cuerpo de caracteristica p en el que el polinomio
ciclotémico factoriza como

n

p(@) = 1 (z = [oi(w)]),

=1
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donde los corchetes [ | indican clases médulo p. Tomando también clases en
(1.9) tenemos que

[Al= ] (s = lo;(@)])*

1<i<j<n

Ahora bien, como p { m, el polinomio 2™ — 1 tiene derivada ma™~! # 0
en L[x], luego tiene m raices distintas en L, y por consiguiente el polinomio
ciclotémico tiene n raices distintas en L. Consecuentemente [A] # 0, es decir,
que A ¢ p, luego ciertamente p { A. n

Veamos un ejemplo concreto:

El cuerpo ciclotémico octavo Consideremos el cuerpo ciclotémico octavo
Q(w). Su grado es 4 y, de hecho, polminw = z* + 1. El teorema [Al 8.19] nos
da que el discriminante del orden Z[w] es 256. Vamos a probar que no es posible
eliminar ningtn 2.

Segtn el teorema 1.18, aplicado a la base 1,w,w?,w?, hemos de probar que
no son enteros un total de 15 ntimeros. Descartamos inmediatamente 1/2, w/2,
w?/2 y w?/2, que tienen norma 1/4.

Si (w+w?)/2 = w(l +w)/2 fuera entero también lo serfa (1 + w)/2, luego
basta comprobar el segundo. Por este argumento eliminamos cuatro niimeros
maés, y nos quedan

2

14w 14w? 14w? 14w+w? 14w+w? 14w+ 14w+ w?+w?
2 7 2 7 27 2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 '

Notemos que (1+w?)/2 = (1+1i)/2, luego no es entero. Para descartar a los
restantes observamos que z¢ +1 = (z — w)(z — w?)(z —w?)(x —w7), y evaluando
en 1 concluimos que 1 —w y 1 — w? tienen norma, 2.

Ahora, si o = (1 4+ w)/2 fuera entero, también lo serfa —w3a = (1 — w?)/2,
pero tiene norma 1/2. El ntiimero (1 + w?®)/2 es conjugado del anterior, luego
tampoco es entero.

Respecto a
l+w+w?  w-1) l4w+w?+w?  wi-1 2
2 2w-1) 7 2 T2w-1)  2w-1)

vemos que también tienen norma fraccionaria.

Por 1ltimo, si el nimero a = (1 + w + w?®)/2 fuera entero, también lo seria
wa+1=(1+w+w?)/2, que ya ha sido descartado, e igualmente se razona con
W4+ w?+w?)/24+1+w=(1+w+w?)/2. .

Enteros ciclotémicos reales Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotémico de or-
den p. En el estudio de K resulta de gran ayuda considerar el cuerpo intermedio
K’ = KNR. Claramente K’ es el cuerpo fijado por la conjugacion compleja,
que es un automorfismo de orden 2, luego |K : K'| = 2 y por consiguiente el
grado de K’ esm = (p—1)/2. Un entero de K’ es en particular un entero de K,



22 Capitulo 1. Cuerpos numéricos

luego se expresara como combinacion lineal entera de w, . ..,w?~!. Como ha de
quedar fijo por la conjugacién compleja es necesario que el coeficiente de cada
potencia w’ coincida con el de w™%, lo que implica que los enteros de K’ son
combinaciones lineales enteras de los ntimeros 1; = w’ + w™*. El reciproco es

obvio, luego en definitiva el orden maximal de K’ es el anillo Z[n,. .., nm].

Vamos a calcular el discriminante Ag: = Alny,...,0m] = det(Tr(nmj)).
Para ello notamos que

nin = (W +w )W +w ) =w 0T+ + 0T =i+ iy,

donde usamos la notaciéon 7; para todo i, no necesariamente entre 1 y m.

Por otra parte es claro que Tr(n;) = m + ...+ N = —1 si p {4, mientras
que Tr(n;) =Tr(2) =2m =p—1sip|i.

Cuando 4, j varfan entre 1 y m observamos que ¢ + j nunca es divisible
entre p, mientras que p | ¢ — j solo cuando i = j. Por lo tanto

p—2 sii=j,
Tr(ninj>:—1+Tl“("7ij>:{ -2 sii#j.

Hay que calcular el determinante de una matriz de orden (p —1)/2 que tiene
los coeficientes de la diagonal principal iguales a p—2 y los restantes iguales a —2.
Si sumamos todas las columnas a la primera hacemos que todos los coeficientes
de la primera columna valgan 1. Si restamos la primera fila de todas las demés
llegamos a una matriz diagonal cuya diagonal principal contiene los coeficientes

(1,p,...,p). El discriminante es, por lo tanto, Axs = p™~1. n

Como ejemplo concreto consideremos el caso p = 7. Entonces K’ es un
cuerpo cubico, y una base entera la forman los numeros 71, 72, n3. Puesto que
N1 + 12 + n3 = —1 podemos cambiarla por 1, ny, n7o.

Ademss nf = (w+ w®)? = w? + wS +2 = 9y + 2. Por consiguiente, si
llamamos 1 = 7); tenemos que K’ = Q(n) y que una base entera viene dada por
{1,n7,n7? — 2}. (Notemos que no sirve {1,7,7%})

Si tomamos w = cos(2mw/7) + isen(2m/7), entonces n = 2cos(2w/7), y sus
conjugados son 2 cos(47/7) y 2cos(67/7). Aproximadamente valen

m = —1.246979604, ny = —0.4450418670, mn3 = —1.801937736.

Con esto podemos calcular polminn = 3 4+ 22 — 2z — 1, la matriz asociada
a la traza:

3 -1 -1
-1 5 —2
-1 -2 5

y el discriminante de K, que, como ya sabiamos, es Ay = 72. L]
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Cuerpos cubicos ciclicos Segun la teoria de Galois, un cuerpo K = Q(«) es
normal si y sélo si los conjugados de a pertenecen a K. Si K es un cuerpo ciibico
esto implica que su grupo de Galois tiene tres elementos y es, por lo tanto, un
grupo ciclico. En caso contrario la clausura normal de K ha de tener grado 6
sobre Q, y el grupo de Galois ha de ser isomorfo al grupo de permutaciones 3.
Es claro que el cuerpo cubico del ejemplo anterior es ciclico. Aqui probaremos

un resultado general que los caracteriza':

Teorema 1.22 Un cuerpo cubico es ciclico st y solo st su discriminante es un
cuadrado perfecto.

DEMOSTRACION: Sea K = Q(a) un cuerpo ctbico, donde « es un entero,
y sean aq, g, a3 los conjugados de a. Observemos que el discriminante de K
serd un cuadrado perfecto si y solo si lo es A = Ala], pues ambos se diferencian
en un factor cuadrado perfecto. A su vez, éste serd un cuadrado perfecto si y
solo si VA = |o]| es (entero) racional.

Si K es ciclico entonces VA € K, luego Q(\/Z) no puede ser un cuerpo
cuadratico (pues esta contenido en K), y en consecuencia vA € Q.

Si por el contrario K no es ciclico, entonces el grupo de Galois de la clausura
normal de K contiene 6 automorfismos que permutan los conjugados de « de
todos los modos posibles. En particular existe un automorfismo o que deja fijo
a ag e intercambia a; y as. Es claro entonces que U(\/Z) = —VA, pues ¢
permuta dos columnas del determinante, con lo que vA ¢ Q. m

1.4 Indices

Veamos ahora un ultimo concepto de utilidad en el estudio de los cuerpos
numeéricos:

Definicién 1.23 Sea K un cuerpo numérico y sea O su orden maximal. Si O
es cualquier orden de K, llamaremos indice de O al iinico niimero natural ind O
tal que

A[0] = (ind 9)?Ak-. (1.10)

Concretamente ind O es el valor absoluto del determinante de la matriz de
cambio de base entre una base de O y una base entera de K. El mismo argumento
empleado en la prueba del teorema 1.15 nos da que

mdO = |0k : 0.

En particular, si K = Q(«a) y « es entero, definimos ind o = ind Z[a].

Vamos a calcular los indices de los elementos de algunos cuerpos numeéricos.
Para un cuerpo cuadratico Q(\/ﬁ ), cuando d # 1 (mdd 4) tenemos que una base

1En realidad este teorema es un caso particular de [Al 7.12], ya que, para polinomios moni-
cos irreducibles, el discriminante de un polinomio segtin [Al 7.9] coincide con el discriminante
de cualquiera de sus raices (por la féormula previa a [Al 8.3]).
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del anillo Z[a +bVd } es 1,a + bv/d, mientras que una base del orden maximal
es 1,v/d, luego el determinante de la matriz del cambio de base es

1 0

a b ’ =0

Por lo tanto ind(a + bv/d) = [b].
Sid =1 (méd 4) los enteros son de la forma (a—&—b\/(?)/?, con a =b (méd 2),
y el indice vale igualmente

i <M> b
2
2

Ahora consideramos un cuerpo ciibico puro Q(\B/ ab ) Primeramente su-
pongamos que es de tipo I, es decir, a Z b (mdéd 9). Usamos la notaciéon del
teorema 1.20. Una base del orden Z[z + y6; + z605] esta formada por

1 0
a—b
57 b

]= o).

1, z+ybi+20s, (x+ybi+202)% = 22 +2yzab+ (22 a+2xy)01 + (y>b+222)6s.
Asi pues,

1 0 0
ind(z + y61 + 202) = abs x Y z = |by® —az
22 + 2yzab 2%a+2zy y*b+ 22z

3‘_

Si el cuerpo es de tipo II un entero es de la forma (x + y6; + 2z63)/3, donde
x =y =z (méd 3). El lector puede comprobar sin dificultad que ahora

0 % 1
ind (Hygﬁ»ﬁ) — Loy —a).

Los anillos de la forma Z[a] se llaman anillos numéricos (de aqui procede el
uso de la palabra anillo en su sentido algebraico, haciendo referencia a que las
potencias de « se reducen ciclicamente). Los érdenes maximales de los cuerpos
cuadraticos son anillos numéricos, pero no ocurre lo mismo en todos los cuerpos
numéricos. Por ejemplo, en Q(\?’/@ ) el orden maximal seria de la forma Z[a] si
y s6lo si ind o = 1 para algin ntimero o, pero es imposible que 3y® — 723 = +1,
ya que no hay soluciéon moédulo 7.

Finalmente calculamos el indice de los enteros del ejemplo de Dedekind Q(§)
que hemos estudiado en la seccion anterior. El método que usaremos sera el
mismo.

Un entero arbitrario es de la forma o = 2 + y¢€ + 2(& + £2)/2. Un simple
célculo nos da que

a? = 2% — 8yz — 227 + (2ay + w2 — 3272 4+ 2y2)E + (w2 + y? + 22 /2)€2

Tenemos las coordenadas de la base 1,a,a? de Z[a] en la base 1,&,£2 de
Q(¢), al igual que las de la base 1,&, (€ +£2)/2 del orden maximal. Resolviendo
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un sistema de tres ecuaciones lineales obtenemos la matriz del cambio de base,
que resulta ser

1 0 0
T Y z )
2% —8yz — 222 2xy —22° 4+ 2yz —y? 22z + 2% + 22

de donde ind v = |2y + 223 — y22 + 22|

Observamos que el orden maximal de Q(£) no es tampoco un anillo numeérico,
pues el indice de cualquier entero es siempre un ntimero par.
%enddocument






Capitulo 11

Factorizacion ideal

En la seccion [Al 8.4] vimos que los 6rdenes maximales de los cuerpos numé-
ricos, aunque en la mayor parte de los casos no son dominios de factorizacion
unica, tienen factorizacion tnica ideal, y ésta es suficiente para demostrar mu-
chos resultados aritméticos. Los anillos en los que se da esta factorizacion tnica
ideal, es decir, los dominios integros en los que todo ideal no nulo ni unitario se
descompone de forma tnica salvo el orden en producto de ideales primos', son

los llamados dominios de Dedekind [Al 8.26].

Recordemos [Al 8.27] que si D es un dominio integro con cuerpo de cocien-
tes K, los ideales fraccionales de D son los D-submodulos de K de la forma
a = ¢ 'b, donde b es un ideal no nulo de D y ¢ € D también es no nulo. En
particular, todo ideal no nulo de D es un ideal fraccional.

Un resultado fundamental [Al 8.29] es que si D es un dominio de Dedekind,
entonces los ideales fraccionales forman un grupo con el producto dado por

n
ab={>"pigi|neNyp, €a,q €bparai=1,...,n}.
i=1

El inverso de un ideal no nulo viene dado por
a!={re K |zacC D}

Todo ideal fraccional es cociente de ideales, y entonces la unicidad de las des-
composiciones en primos implica que todo ideal fraccional no unitario de un
dominio de Dedekind se expresa de forma tnica salvo el orden como

— N
a_pl

r o

donde los p; son ideales primos distintos y los exponentes n; son enteros no
nulos. Esto equivale a que el grupo de los ideales fraccionales es es Z-mddulo
libre que tiene por base a los ideales primos (aunque la notacion que empleamos
es multiplicativa, de modo que la “suma” del médulo es el producto y el producto
por un entero es la exponenciacion).

LCuando hablemos de ideales primos de un dominio de Dedekind se sobreentendera que
nos referimos a primos no nulos.

27
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En el caso en que D es el orden maximal O de un cuerpo numérico K, es
claro que los ideales fraccionales de Qg son los modulos similares a un ideal de
Ok, o, por el teorema 1.8, los médulos cuyo anillo de coeficientes es O .

El teorema [Al 8.37] se puede aplicar en muchos casos para determinar como
se descomponen en O los primos racionales, pero a la hora de estudiar cuer-
pos numéricos relativamente “grandes”, resulta muy tutil considerar extensiones
intermedias Q C L C K y tener informacién, no sélo de cémo los primos de Z
factorizan en Oy, y en O, sino también de como los primos de Oy, factorizan
en Ok. Sin embargo, con la teoria que conocemos de [Al], ni siquiera esta claro
a qué nos referimos cuando hablamos de la factorizaciéon en Ok de un ideal
primo de Oyp,.

Por ello, en este capitulo vamos a desarrollar una teoria general de extensio-
nes de dominios de Dedekind F/D que nos relacione la aritmética de ambos sin
necesidad de que el dominio base sea precisamente D = Z. Esto es posible en
gran medida porque los dominios de Dedekind admiten una caracterizacion alge-
braica muy simple [Al 8.32]. Un dominio integro D es un dominio de Dedekind
si y s6lo si cumple tres propiedades:

1. es noetheriano,
2. los ideales primos no nulos de D son maximales,

3. si un elemento b del cuerpo de cocientes de D es raiz de un polinomio
monico con coeficientes en D, entonces b € D.

Dedicaremos la primera seccién a estudiar con mas detalle las propiedades 1
y 3, asi como a introducir el concepto de localizacién, con todo lo cual en las
secciones siguientes podremos desarrollar la teoria general de extensiones de
dominios de Dedekind y aplicarla al caso de los cuerpos numéricos.

2.1 Preliminares algebraicos

Anillos y mé6dulos noetherianos Ya conocemos de [Al 3.6] el concepto de
anillo noetheriano, pero conviene extender la definicion a médulos en lugar de
anillos y generalizar a este contexto las propiedades basicas.

Definicion 2.1 Sea A un anillo y M un A-mo6dulo. Se dice que M es noethe-
riano si todos sus submodulos son finitamente generados.

Un anillo A es noetheriano silo es como A-modulo, es decir, si todos sus idea-
les son finitamente generados. En particular todo dominio de ideales principales
es noetheriano.

El teorema siguiente generaliza al caso de modulos el teorema [Al 3.7]:

Teorema 2.2 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:
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1. M es noetheriano.

2. Toda sucesion creciente de submodulos
MyC My C My C MsC---
es finalmente constante.

8. Toda familia no vacia de submddulos de M tiene un elemento maximal
respecto a la inclusion.

DEMOSTRACION: 1) = 2) La union de todos los modulos M; es un submo-
dulo de M, luego tiene un generador finito, que estara contenido en alguno de
los médulos M;,. Entonces M = M,, y por lo tanto M = M, para todo i > ip.

2) = 3) Si existiera una familia de submoédulos sin maximal podriamos
tomar un moédulo cualquiera M, que al no ser maximal estaria estrictamente
contenido en otro moédulo M, de la familia, que estaria contenido en otro Ms y
asi formariamos una cadena ascendente infinita, en contradiccion con 2).

3) = 1) Si N es un submodulo de M que no es finitamente generado entonces
tomamos mg € N y se cumple N # (my), luego existe un my en N \ (mo) y
N # (mo,m1), luego existe un msy en N \ (mg,m1) y N # (mog, m1,mz2). De
este modo construimos una familia de submoédulos

(mo) C (mg,m1) C (mg,my,ma) C ---

que no tiene maximal. [

Los teoremas siguientes justificaran de forma inmediata que todos los anillos
y modulos que consideremos en lo sucesivo seran noetherianos:

Teorema 2.3 Si A es un anillo y M es un A-mddulo noetheriano, entonces
todo submddulo y todo maodulo cociente de M es noetheriano.

DEMOSTRACION: Sea N un submodulo de M. Entonces todo submodulo de
N es también un submoédulo de M, luego es finitamente generado y asi N es
noetheriano. Todo submoédulo de M/N es de la forma R/N, donde N C R C M
y del hecho de que R es finitamente generado se sigue claramente que R/N
también lo es. m

En particular si A es un anillo noetheriano e I es un ideal de A, entonces el
anillo cociente A/I es noetheriano. El teorema anterior afirma en principio que
es noetheriano como A-moédulo, pero los A-submoédulos de A/I son los mismos
que los A/I-submodulos, por lo que también es noetheriano como A/I-médulo,
es decir, como anillo.

También se cumple un reciproco:

Teorema 2.4 Sea A un anillo, M un A-mddulo y N un submddulo de M. Si
tanto N como M /N son noetherianos, entonces M también lo es.
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DEMOSTRACION: A cada submodulo L de M le asociamos el par de médulos
(LN N,(L+ N)/N). Notemos que si E C F son dos submédulos de M y
sus pares asociados son iguales entonces F = F. En efecto, si x € F, como
(E+N)/N =(F+N)/N, existen u € N yv € F tales que © = u+v. Entonces
ue FNN=FENN, luego x € E.

A una sucesion ascendente de submoédulos de M le corresponden dos su-
cesiones ascendentes de submodulos de Ny de M/N respectivamente. Como
éstas han de ser finalmente constantes, la dada también lo ha de ser, luego M
es noetheriano. "

Teorema 2.5 Sea A un anillo y M un A-mddulo. Si E y F son submddulos
noetherianos de M, entonces E 4+ F' también es noetheriano.

DEMOSTRACION: Tenemos que E es noetherianoy (E+F)/E = F/(ENF)
también lo es, luego E + F' es noetheriano. L]

Teorema 2.6 Si A es un anillo noetheriano, entonces todo A-mddulo finita-
mente generado es noetheriano.

DEMOSTRACION: Si M admite un generador con m elementos, entonces
existe un epimorfismo de anillos f : A™ — M (pues A™ es un modulo libre de
rango m y podemos extender a un epimorfismo una biyeccion entre una base de
A™ y un generador de M). Aplicando m veces el teorema anterior concluimos
que A™ es un modulo noetheriano y M es isomorfo a un cociente de A™, luego
M es noetheriano. ]

El teorema de Hilbert [Al 3.8] afirma que si A es un anillo noetheriano, el

anillo de polinomios Az, ..., z,] también lo es. Ahora podemos afirmar, mas
en general:
Teorema 2.7 Si A es un anillo noetheriano y B = Alby,...,b,] es un anillo

finitamente generado sobre A, entonces B es noetheriano.

(Porque B es isomorfo a un cociente de Alzy,...,z,]).

Extensiones enteras La propiedad 3) del teorema de Dedekind esta rela-
cionada con el concepto de “entero algebraico”, que ya conocemos, pero para
precisar dicha relaciéon debemos generalizarlo ligeramente.

Definiciéon 2.8 Diremos que E/D es una extension de dominios integros si E
es un dominio integro y D C E es un subanillo tal que 1 € D (con lo que D
también es un dominio integro).

En tal caso podemos identificar el cuerpo de cocientes K de D con un sub-
cuerpo del cuerpo de cocientes L de E, de modo que L/K es una extension de
cuerpos. Cuando digamos que E/D es una extension finita, normal, separable,
etc. de dominios integros nos referiremos a que lo es la extension L/K de sus
cuerpos de cocientes.

Diremos que un elemento o € E es entero sobre D si es raiz de un polinomio
monico con coeficientes en D.
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Cuando L es un cuerpo numérico y D = Z, los elementos de L enteros
sobre D son precisamente los enteros algebraicos. Todos los resultados que
probaremos aqui son generalizaciones de hechos conocidos en este caso. Para
empezar probaremos que los elementos enteros sobre un dominio integro forman
un anillo, y para ello usaremos la siguiente caracterizaciéon de la integridad:

Teorema 2.9 Sea E/D una extension de dominios integros. Un o € E es
entero sobre D si y sdlo si existe un D-mddulo finitamente generado mo nulo
M C FE tal que oM C M.

DEMOSTRACION: Si « es entero entonces a” +d,,_ 10" 1 +- - -+dja+dy = 0,
para ciertos d; € D. Basta considerar el moédulo M = <17 Q... ,a”_1>

Dado un médulo M = (vy,...,v,)p tal que aM C M, existen elementos d;;
en D tales que

av; = djvy + -+ dipvp, parai=1,...,n.

Esto equivale a la ecuacion vectorial av = vA, donde v = (v;) y A = (dij),
0 sea, que « es un valor propio de la matriz A, luego es raiz de su polinomio
caracteristico, que claramente es monico y con coeficientes en D. ]

Teorema 2.10 Sea E/D una extensidn de dominios integros. Entonces el con-
junto Ey de todos los elementos de E enteros sobre D es un subanillo de E.

DEMOSTRACION: Sean «, f € Ey. Sean M y N dos D-mo6dulos no nulos
finitamente generados tales que aM C M y SN C N. Entonces es facil ver
que M N es un D-modulo no nulo finitamente generado y (o + 8)MN C M N,
afMN C MN. Por lo tanto o« + 8 € FEy y af € Ey. n

Ahora podemos probar que el polinomio minimo de un elemento algebraico
determina si éste es o no entero.

Teorema 2.11 Sea D un dominio integro y K su cuerpo de cocientes. Sea L/ K
una extension de cuerpos. Entonces un elemento o € L es entero sobre D si y
solo si es algebraico sobre K y su polinomio minimo sobre K tiene coeficientes
enteros sobre D. En particular la norma y la traza de un entero sobre D son
enteras sobre D.

DEMOSTRACION: Es obvio que un K-monomorfismo de L en una clausura
algebraica de L envia elementos enteros a elementos enteros, luego los conju-
gados de los enteros son enteros. Los coeficientes del polinomio minimo de «
dependen polinémicamente de los conjugados de «, luego si « es entero dichos
coeficientes también lo son. La norma y la traza son dos de estos coeficientes.

n

Definicion 2.12 Si D es un dominio integro contenido en un cuerpo K, el
conjunto F de todos los elementos de K enteros sobre D se llama la clausura
entera de D en K. El teorema 2.10 prueba que se trata de un dominio integro.
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Un dominio integro D contenido en un cuerpo K es integramente cerrado
en K si todo elemento de K entero sobre D esté en D o, equivalentemente, si D
coincide con su clausura entera en K.

Un dominio integro D es integramente cerrado si es integramente cerrado en
su cuerpo de cocientes. Observemos que ésta es precisamente la condiciéon 3) de
la caracterizacion algebraica de los dominios de Dedekind.

El teorema [Al 3.35] afirma que todo dominio de factorizacion tunica es inte-
gramente cerrado.

Si en el teorema 2.11 suponemos ademéas que D es integramente cerrado,
entonces resulta que un elemento algebraico sobre K es entero si y soélo si su
polinomio minimo sobre K esta en D[], y en particular tenemos que la norma
y la traza de un entero estén en D.

Definiciéon 2.13 Sea E/D una extension de dominios integros. Diremos que
la extension E/D es entera si todo elemento de E es entero sobre D.

Vamos a probar que las extensiones enteras de dominios integros se compor-
tan como las extensiones algebraicas de cuerpos. El teorema 2.10 implica que si
adjuntamos a un anillo un conjunto de elementos enteros obtenemos una exten-
si6n entera. Ahora probamos que si adjuntamos un nimero finito de elementos
obtenemos ademés una extension finitamente generada.

Teorema 2.14 Sean D C E dominios integros tales que E = Dlay, ..., ay,] con
los a; enteros sobre D. Entonces E es un D-maddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Si tenemos una cadena D C F' C E de dominios integros
de modo que E es un F-modulo finitamente generado y F es un D-moédulo
finitamente generado, entonces E es un D-moédulo finitamente generado. Basta
observar que si £ = (e1,...,en)p y F = (f1,..., fm)p entonces E = (e;f;) -

De aqui se sigue que basta probar el teorema para una sola adjuncién. Su-
pongamos que E = Dla] y que a es raiz de un polinomio ménico p(z) € D[z] de
grado n. Todo elemento de E es de la forma g(a) con ¢(z) € D[z].

Podemos dividir ¢(x) = p(x)c(z)+r(x) con grad r(z) < n, y entonces resulta

que ¢(a) = r(a). De aqui se sigue que E = <17 a,..., a"‘1>. "

De aqui deducimos la transitividad de la integridad:

Teorema 2.15 Si F/E y E/D son extensiones enteras la extension F/D tam-
bién lo es.

DEMOSTRACION: Sea « € F. Entonces a” +e,_1a" 1+ +eja+e;=0
para ciertos e; € E. Sea E' = Dleg, ..., e,—1]. Por el teorema anterior E’ es un
D-modulo finitamente generado y E’[a] es un E’-moédulo finitamente generado.
Es facil ver entonces que E'[a] es un D-modulo finitamente generado. Ademas
es obvio que aE'[a] C E'[a], luego a es entero sobre D. u

Esto implica que la clausura entera de un dominio integro D en un cuerpo K
es integramente cerrada en K. De hecho, es la mayor extension entera de D
contenida en K.
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Veamos ahora un resultado técnico elemental que necesitaremos en el teo-
rema siguiente y en otras ocasiones.

Teorema 2.16 Sea D un dominio integro y o un elemento algebraico sobre su
cuerpo de cocientes. Entonces existe un d € D no nulo tal que da es entero
sobre D.

DEMOSTRACION: Por hipétesis d,a” + dp_1a” ' + - +dia+ dg = 0 para
ciertos d; € D con d,, # 0. Multiplicando por d”~! queda

(dpa)™ + dp_1(dpa)" ' 4 -+ dy(dpa) +do = 0,

luego d,« es entero sobre D. n

Un hecho crucial en el estudio de los cuerpos numéricos es que el orden
maximal de un cuerpo numérico de grado n es un Z-moédulo libre de rango n, lo
que nos permite hablar de bases enteras. Fn el caso general, si L es una extension
finita del cuerpo de cocientes de un dominio integro D, no tenemos garantizado
que la clausura entera de D en L esté finitamente generada sobre D como
anillo, y mucho menos como modulo. Para asegurarlo necesitamos imponer
dos hipotesis: que el dominio sea noetheriano y que la extension sea separable.
Conviene tener presente que en los casos de mayor interés a los que se aplica todo
lo que estamos viendo los dominios integros que aparecen son de caracteristica 0,
por lo que la separabilidad es trivial.

Teorema 2.17 Sea D un dominio integro moetheriano integramente cerrado,
sea K su cuerpo de cocientes y L una extension finita separable de K. Entonces
la clausura entera de D en L es un D-mddulo finitamente generado.

DEMOSTRACION: Basta probar que la clausura entera de D en L esté con-
tenida en un D-moédulo finitamente generado, pues tal médulo sera noetheriano
y en consecuencia la clausura entera sera finitamente generada.

Sea w1, ..., w, una K-base de L. Por el teorema anterior podemos suponer
que los w; son enteros sobre D.

Segin [Al 8.1] la traza Tr : L — K determina una forma bilineal regular
en L, por lo que podemos considerar la base dual 21, ..., 2z, € L de wy, ..., wy
en el sentido de [Al 6.44], es decir, la base que cumple

1 sii=j,
ﬁ“Wﬂ{0su¢j
Sea ¢ # 0 un elemento de D tal que cz; es entero sobre D parai=1,...,n.

Si z es cualquier elemento de L entero sobre D, entonces xcz; es entero sobre D,
luego lo mismo le sucede a T'(zcz;) para cada i. Siz =37, bjw;, con b; € K,

entonces
T(ZL‘CZi) = Z ijT(ZﬂUj) = Cbi € K,

Jj=1
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y como D es integramente cerrado, de hecho ¢b; € D y

n

n
= bjw; =Y (cbj)(c wy) € (¢Trwr, ... ¢ wy)
j=1 j=1

Asi pues, el moédulo (¢~ wy, ..., ¢ wy,) , contiene a la clausura entera de D

en L. n

Debemos tener presente que en las hipotesis de este teorema no podemos
garantizar que la clausura entera de D en L sea un D-mddulo libre. Evidente-
mente es libre de torsion, luego, por [Al 4.44], una condicién suficiente para que
sea libre es que D sea un dominio de ideales principales. Este es el caso de Z y
es por ello que podemos asegurar la existencia de bases enteras en los cuerpos
numéricos. No obstante, si D C E son érdenes maximales de cuerpos numéri-
cos, No es necesariamente cierto que F tenga una base como D-moédulo, por lo
que en general nos tendremos que conformar con saber que E es un D-moédulo
finitamente generado, que es lo que afirma el teorema anterior.

Complementos sobre dominios de Dedekind Probamos aqui algunos re-
sultados adicionales sobre dominios de Dedekind que no aparecen en [Al], pero
que necesitaremos més adelante. El primero es un hecho técnico que es facil
usar inadvertidamente, pues en los dominios de factorizaciéon tnica es trivial:

Teorema 2.18 Sea D un dominio de Dedekind, sean p1,...,p, primos de D y
sean a y B € D no nulos tales que la multiplicidad de cada p; en B sea menor
o igual que en o. Entonces o/ = ~/0, para ciertos v, 6 € D, de modo que
ningun p; divide a 0.

DEMOSTRACION: Sea 8 = p7' ---péra, donde a no es divisible entre ningin
primo p;. Por el teorema chino del resto [Al 3.56] existe un 6 € D tal que

0 =0 (méd a), d=1(méd p;), i=1,...,r

Esto implica que a | 4 y no es divisible entre ningtan p;. Teniendo en cuenta
la hipotesis, 8 | ad, es decir, existe un v € D tal que ad = S7. n

El resultado siguiente afirma que, dado un ideal a, es posible multiplicarlo
por otro ¢ primo con cualquier otro ideal prefijado b de modo que el producto
sea principal ac = (o).

Teorema 2.19 Sea D un dominio de Dedekind y a, b dos ideales no nulos
de D. Entonces eziste un o € a tal que aa™! +b = 1.

DEMOSTRACION: Hay que probar que a puede tomarse de modo que ninguno
de los primos que dividen a b divida a aa™!, o equivalentemente, que o ¢ ap
para todo p | b.

Sean pq,...,p, los primos distintos que dividen a b. Si r = 1 basta tomar
a € a—ap;. Parar > 1seaq; = ap;lb. Siap, Ca; = ap;lb entonces p; C p;lly
luego b | p?, luego serfa r = 1.
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Por lo tanto podemos tomar ntumeros «; € a; \ ap; para i = 1,...,r y
a=a + -+ a.. Como cada a; € a; C a, se cumple que o € a. Si se
cumpliera que « € ap; para algun ¢, entonces para j # i tendriamos también
que o € a; C ap;, luego despejando «a; en la definicién de o concluirfamos que
«; € ap;, en contradiccidon con la eleccion que hemos hecho. L]

En general un dominio de Dedekind no tiene por qué ser un dominio de idea-
les principales, pero ahora podemos probar que sus ideales admiten generadores
de a lo sumo dos elementos:

Teorema 2.20 Sea D un dominio de Dedekind, sea a un ideal no nulo de D y
sea B € a no nulo. Entonces existe un o € a tal que a = (a, B).

DEMOSTRACION: Sea b = 3a~!. (como a | 3, se cumple que b es un ideal).
Por el teorema anterior existe un a € a tal que aa™'4b = 1, o equivalentemente
aa~! + Ba~! = 1. Multiplicando por a queda que a = (a) + (8) = (o, 3). =

Las técnicas de localizaciéon que vamos a introducir en el apartado siguiente
nos permitiran reducir algunos problemas sobre dominios de Dedekind al caso
de dominios de Dedekind con un ntmero finito de ideales primos. Eso vuelve
especialmente 1til el teorema siguiente:

Teorema 2.21 Si D es un dominio de Dedekind con un nimero finito de ideales
primos entonces D es un dominio de ideales principales y por lo tanto tiene
factorizacion inica.

DEMOSTRACION: Sean pi,...,p, los ideales primos de D. Tomemos ele-
mentos m; € p; \ p?. Dado un ideal no nulo arbitrario a = pj*---p™ por el
teorema chino del resto [Al 3.56] existe un « € D tal que o = 7% (méd p}i ™).
Es fécil ver que cada primo p; divide a o con multiplicidad exactamente r;, de

donde (o) = pi*---pin = a. .

Localizacién En este apartado veremos como construir anillos a partir de uno
dado de manera que desaparezcan todos los ideales primos salvo uno prefijado, y
que éste conserve sus propiedades aritméticas. Esto supondra una simplificacion
esencial para el tratamiento de muchos problemas.

Definicion 2.22 Sea D un dominio integro. Un subconjunto S de D es mul-
tiplicativo si 1 € S, 0 ¢ S y cuando s, t € S también st € S. Si S es un
subconjunto multiplicativo de D definimos

S™'D ={a/s|ac D,s e S}.

Es facil ver que S™!'D es un subanillo del cuerpo de cocientes de D.
Si M es un D-moédulo contenido en un cuerpo que contenga a D (en parti-
cular si M es un ideal de D), llamaremos

S™TIM ={m/s|me M, se S},

que es un S~!'D-moédulo.
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Notemos que si p es un ideal primo en D, entonces S = D \ p es un subcon-
junto multiplicativo. En este caso el dominio integro S~!D se representa D,y

se llama localizacion de D en p. Del mismo modo, escribiremos M, en lugar de
S—IM.

En definitiva, D, esta formado por todas las fracciones en D cuyo denomina-
dor no esté en p (para un cierto representante a/s de la fraccion). Una fraccion
a/s es una unidad de D, si y solo si a ¢ p, pues si (a/s)(b/t) = 1, entonces
ab=st € D\ p, luego a ¢ p, y si a ¢ p entonces (a/s)(s/a) = 1.

Dicho de otro modo, un elemento a/s € D, no es una unidad si y solo si
a € P, o sea, siy sélo si a/s esta en el ideal m = S~!p. Esto implica que m es
el tinico ideal maximal del anillo D,.

Se dice que un anillo A es local si tiene un tnico ideal maximal. Tenemos,
pues, que cuando localizamos respecto a un ideal primo obtenemos un anillo
local. Pronto veremos que cuando localizamos respecto a un primo p en un
dominio de Dedekind D, el ideal m conserva las propiedades de p, mientras que
los restantes ideales no tienen ningtn reflejo en D).

En general se dice que una propiedad o un teorema es local si involucra a un
Gnico primo, mientras que si involucra a todo el sistema aritmético de un anillo
se dice que la propiedad, o el teorema, es global. En estos términos, veremos
que al localizar respecto a un primo se conservan las propiedades locales y se
pierden las globales.

Hemos introducido la localizacién en términos de conjuntos multiplicativos
arbitrarios porque, como veremos en la seccién siguiente, otras elecciones de S
nos permiten conservar un conjunto finito de primos en lugar de uno solo.

Veamos ahora las propiedades basicas de la localizacion:

Teorema 2.23 Sea D un dominio integro y S C D un subconjunto multiplica-
tivo. Entonces se tienen los hechos siguientes:

1. Si a es un ideal de D, entonces S~'a es un ideal de S~'D, y todos los
ideales de S™'D son de esta forma.

2. Se cumple
S7lab = (S7'a)(S7'b)
S™la=S5"'D siysdlosi anS +#@.
3. Si un dominio E es entero sobre D entonces S™'E es entero sobre S™1D.

4. Si B es la clausura entera de D en un cuerpo K, entonces S™'B es la
clausura entera de S™'D en K.

5. 8i D es integramente cerrado S~'D también lo es.

6. Si D es un dominio de Dedekind entonces S~*D también lo es y la aplica-
cion ST es un epimorfismo del grupo de los ideales fraccionales de D en el
grupo de los ideales fraccionales de S™'D. El niicleo de este epimorfismo
lo forman los ideales que cortan a S.
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DEMOSTRACION: 1) Es inmediato que si a es un ideal de D, entonces S~ 'a
es un ideal de S~™!D. Reciprocamente, si b es un ideal de S~'D entonces
a=bnNDesunideal de D y b = S~'a. En efecto, una inclusién es clara,
y si ¢ € b, entonces © = a/s con a € D, s € S. Por lo tanto tenemos que
st €bND=a,luego x € S la.

2) Se prueba sin dificultad.

3) Sea e/s € STIE, con e € E, s € S. Sea M un D-moédulo finitamente
generado tal que eM C M. Entonces S™'M es un S~!'D-moédulo finitamente
generado y (e/s)S™1M C S71M.

4) Sea a € K entero sobre S~'D. Entonces p(a) = 0, donde p(z) es un
polinomio ménico con coeficientes en S~ D. Si s es el producto de los denomi-
nadores de los coeficientes de p(z) elevado al grado de p(x), es claro que s € S
y que al multiplicar por s la igualdad p(c) = 0 obtenemos que s« es raiz de
un polinomio ménico con coeficientes en D. Consecuentemente sa € E y asi
acSE.

Por el apartado anterior todos los elementos de S™'E son enteros sobre
S7ID, luego S~'E es la clausura entera de S™'D en K.

5) Es consecuencia inmediata de 4).

6) Supongamos que D es un dominio de Dedekind. Por 1) los ideales de
S~1D son de la forma S~ 'a, donde a es un ideal de D. Como a es finitamente
generado S~1a también lo es. Por lo tanto S~1D es noetheriano.

Por el apartado anterior S~ D es integramente cerrado.

Sea S~'p un ideal primo no nulo de S~'D y supongamos que ab € p. En-
tonces uno de los dos factores, digamos a, esta en S~p. Sea a = p/s, con p € p,
s € S. Entonces p = as y no puede ser que s € p, pues entonces S~ 'p = 1,
luego a € p. Asi pues, p es primo.

Como D es un dominio de Dedekind, p es maximal. Si S~'p C S~'a y existe
un a/s en S~la que no estd en S~1p, entonces a ¢ p, luego 1 = p + da, para
cierto p € p y d € D. Esto prueba que 1 € S~'a = S7'D, luego S™'p es un
ideal maximal.

Con esto tenemos que S~!D es un dominio de Dedekind. El resto es facil
de comprobar. n

Centrémonos ahora en la localizacién respecto a un primo p en un dominio
de Dedekind D. Ya hemos visto que el anillo D,, est4 formado por las fracciones
cuyo denominador no es divisible entre p, asi como que D, tiene un tnico ideal
maximal m = S~'p formado por las fracciones cuyo numerador esta en p.

Ademaés el teorema anterior nos da que D, es un dominio de Dedekind,
luego los ideales restantes de D, han de ser las potencias de m, y los ideales
fraccionales de D), son las potencias de m con exponente entero.

Siq # p es cualquier otro ideal primo de D entonces q no puede estar
contenido en p, luego corta a S y por lo tanto S~'q = 1. Esto significa que
el epimorfismo S~! acttia sobre un ideal fraccional cualquiera eliminando todos
sus factores distintos de p y reemplazando a éste por m.
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En resumen, tal y como habiamos anticipado, al localizar en p estamos eli-
minando todos los ideales primos distintos de p, mientras que, como veremos,
las propiedades de p se transmiten muy bien a m. He aqui un primer ejemplo:

Teorema 2.24 Sea D un dominio de Dedekind, sea p un primo en D y sea n
un numero natural. Entonces

1. Todo elemento de D, es congruente con un elemento de D mddulo m"™.
2. Dos elementos de D son congruentes mdd m™ si y sélo si lo son mod p™.
3. Los cocientes D, /m™ y D/p™ son isomorfos.

DEMOSTRACION: 1) Sea d/s un elemento de D,. El ideal (s,p™) es un
divisor de p™, luego es de la forma p” para r < n, pero s ¢ p y por lo tanto
tampoco estd en ninguna potencia de p salvo en p® = 1. Asf pues, (s,p") = 1
y en consecuencia 1 = sb+ k, donde b € D y k € p™. De aqui resulta que
d/s=db+k/s, con k/s €m™ydbeD.

2) Si d € m" entonces d = d'/s, con d’ € p", pero entonces p” | sd y p" es
primo con s, luego p™ | d, es decir, d € p™. El reciproco es obvio. De aqui se
sigue inmediatamente 2).

3) Es claro a partir de 1) y 2). "

Cuando D es un dominio de Dedekind el anillo D, es un dominio de Dedekind
con un tinico primo, luego por el teorema 2.21 resulta ser un dominio de ideales
principales.

En general, si D es un dominio de ideales principales local y m es su ideal
maximal, existe un primo 7 € D tal que m = (7). Este primo esta univocamente
determinado salvo unidades. Todo elemento o € D no nulo se expresa de forma
dnica como « = en™, donde € es una unidad de D y n es un ntimero natural.

2.2 Extensiones de dominios de Dedekind

Ya estamos en condiciones de estudiar las extensiones de dominios de Dede-
kind, en el sentido de la definicién siguiente:

Definicion 2.25 Sean D y E dominios de Dedekind con cuerpos de cocientes
k y K respectivamente (k C K). Diremos que E/D es una extension (finita)
de dominios de Dedekind si E es la clausura entera de D en K y ademas es un
D-moédulo finitamente generado.

Observemos que en estas condiciones la extension K/k ha de ser finita (si F
esta generado sobre D por n elementos, |K : k| < n). Llamaremos grado de
E/D al grado de K/k.

El teorema siguiente afirma que las extensiones separables de un dominio de
Dedekind estdn en correspondencia biunivoca con las extensiones finitas sepa-
rables de su cuerpo de cocientes:
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Teorema 2.26 Sea D un dominio de Dedekind y sea k su cuerpo de cocientes.
Si K es una extension finita separable de k y E es la clausura entera de D en K,
entonces E/D es una extension de dominios de Dedekind.

DEMOSTRACION: Ciertamente E es integramente cerrado. Por 2.17 tenemos
que E es un D-moédulo finitamente generado. En particular E es de la forma
E = DJay,...,ay,] para ciertos elementos a;, luego por el teorema 2.7 el anillo E
es noetheriano. Falta ver que los ideales primos no nulos son maximales.

Sea P # 0 un ideal primo en E. Entonces p = B N D es un ideal primo
en D. Veamos que es no nulo.

Sea a € P no nulo. Sea p(z) el polinomio minimo de « sobre el cuerpo de
cocientes de D. Por el teorema 2.11 (y la observacion posterior) sus coeficientes
estan en D. La ecuacion p(a) = 0 nos da que el término independiente de p(x)
esta en p, y ciertamente es no nulo.

Como D es un dominio de Dedekind p es un ideal maximal y el cociente D/p
es un cuerpo. Tenemos que p C ‘B, lo que nos da la situacion descrita por el
esquema siguiente:

]

D——=D/p

La flecha vertical izquierda es la inclusion, las flechas horizontales son los
epimorfismos candnicos y la flecha izquierda es el monomorfismo que hace con-
mutativo el diagrama, definido de forma natural (a la clase de « le corresponde
la clase de «).

Si E = Dlay,...,ay)] es claro que también E/B = (D/p)[[a1],...,[an]]. El
hecho de que cada a; sea entero sobre D implica que cada [a;] es algebraico
sobre el cuerpo D/p, pero entonces (D/p)[[a1],...,[an]] = (D/p)([a1],- .., [an])
es un cuerpo. Esto implica que B es un ideal maximal. [

En el capitulo XI de [Al] estudiamos como se descomponen en factores pri-
mos del orden maximal O de un cuerpo numérico los primos racionales, pero
esto tiene sentido porque Z es un dominio de ideales principales y los primos
de Z son elementos de Z, que también pueden verse como elementos de O, que a
su vez podemos identificar con ideales principales de O susceptibles de ser des-
compuestos en primos. Sin embargo, si E/D es una extension de dominios de
Dedekind y D no es un dominio de ideales principales, no esté claro en principio
qué significa descomponer en factores primos en F un primo p de D.

Ahora probaremos que la aplicaciéon que a cada ideal fraccional de D le
asigna el ideal fraccional que genera en F es un monomorfismo de grupos, que
nos permitird considerar a los ideales de D como parte de los ideales de E.
En realidad lo dnico que no es trivial es probar que dicha aplicaciéon es un
monomorfismo, o sea, que ideales distintos de (1) generan ideales distintos de (1).
La clave sera el teorema siguiente:
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Teorema 2.27 (Lema de Nakayama) Sea D un dominio integro, a un ideal
de D no nulo contenido en todos los ideales maximales de D y M un D-mddulo
finitamente generado tal que aM = M. Entonces M = 0.

DEMOSTRACION: Sea M = (vq,...,v,). Entonces v, € aM, luego podemos
expresar v, = ajv; + --+ + a,v,, para ciertos ai,...,a, € a. De aqui que
(1 —an)vp =a1v1 + -+ Ap_1Vp—1.

Si 1 — a, no fuera una unidad estaria en un ideal maximal m de D, y por
hipotesis tenemos que a, € a C m, luego 1 € m, lo cual es imposible. Asi
pues 1 — a, es una unidad de D y podemos despejar v,, en la ecuacién anterior
para concluir que M = (vy,...,v,—1). Repitiendo el argumento llegamos a que
M = (v1) y finalmente a que v; = 0. n

Teorema 2.28 Sea D un dominio integro y E una extension entera de D. Sea p
un primo en D. Entonces pE # F.

DEMOSTRACION: Supongamos que pFE = E. Por el teorema 2.23 sabemos
que L, es entero sobre D,. Sillamamos m al ideal maximal de D, es inmediato
comprobar que mE, = E,. Asi pues, el teorema es también falso en Dy, que
ademaés es un anillo local. Esto significa que basta probar el teorema en el caso
en que D es local.

Si pE = FE entonces 1 = piey + -+ + ppe, para ciertos p; € py e; € E.
Sea D' = Dley,...,e,]. Por el teorema 2.14 tenemos que D’ es un D-mddulo
finitamente generado y claramente pD’ = D’. Puesto que p esté contenido en el
dnico ideal maximal de D podemos aplicar el teorema anterior y concluir que
D’ =0, lo cual es absurdo. "

Con esto estamos en condiciones de describir las relaciones béasicas entre los
primos de un dominio de Dedekind y los de una extension.

Teorema 2.29 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind.

1. La aplicacion que a cada ideal fraccional a de D le asigna el ideal fraccional
aF es un monomorfismo de grupos.

2. La correspondencia anterior asigna a ideales primos entre si imdgenes
primas entre si. Si («) es un ideal principal de D entonces su imagen es
el ideal principal (o) generado por a en E.

3. Cada primo de E divide a un inico primo de D.

DEMOSTRACION: Es inmediato comprobar que si a es un ideal fraccional de
D entonces aF es un ideal fraccional de E (ciertamente es un E-modulo, y si
ca C D entonces caE C DE = E). También es claro que si a y b son ideales
fraccionales de D entonces abE = (aE)(bE). Esto prueba que la aplicacion que
estamos considerando es un homomorfismo de grupos.

Si p es un primo de D, el teorema anterior nos da que el ideal pE que genera
en F es un ideal propio (que desde luego ya no tiene por qué ser primo). Si 9P
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es un factor primo de pE en E, entonces p C pE C ‘B, luego p C PN D. Por
otra parte es obvio que 8N D es un ideal propio de D, y como p es maximal ha
deser p =P ND.

En otras palabras, los primos de F que dividen a pE son exactamente los
primos B que cumplen p = P N D, luego si p y q son primos distintos en D,
entonces los primos que dividen a pE son distintos de los primos que dividen
a qF, es decir, pE y qFE son ideales de E primos entre si. En particular son
distintos.

La unicidad de la factorizaciéon nos da ahora que ideales distintos de D gene-
ran ideales distintos de E, luego el homomorfismo es de hecho un monomorfismo.

Con esto queda probado 1) y parte de 2). El resto de 2) es trivial. Respecto
a 3), si P es un primo de E, en la prueba del teorema 2.26 se ve que p =B N D
es un ideal primo no nulo de D, y claramente pE C B, o sea, P | pE. La
unicidad se sigue de 2). "

En lo sucesivo escribiremos a en lugar de aF, es decir, consideraremos a los
ideales fraccionales de D como ideales fraccionales de E. Es importante tener
claro que un ideal primo en D puede no ser primo en E. Ahora ya tiene sentido
estudiar cémo factorizan en E los primos de D.

Definiciéon 2.30 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind. Sea p un
primo en D y 3 un primo en FE tal que P | p. Llamaremos indice de ramificacion
de p en P a la multiplicidad de B en p (el ntmero de veces que aparece 3 en la
descomposicion en factores primos de p) y lo representaremos por e = e(B/p).

De este modo, si los primos que dividen a p en E son Bi,..., B, y e; es
el indice de ramificacion de p en B; entonces la descomposicion de p en E es

b=

En el caso de los cuerpos numéricos, cuando D = Z, sabemos que la norma
impone una restriccién al modo en que pueden factorizar los primos. Concreta-
mente, si el grado del cuerpo es n y N(B;) = p/*, entonces

p" =N(p) = N(B1) - N(B,r) = plrertfrer,

luego ha de ser
n= fie1 +---+ fre,. (2.1)

Para probar algo asi en el caso general nos falta definir los ntmeros f;.
No vamos a definirlos a partir de la norma (no tenemos definida ninguna norma
sobre los ideales de un dominio de Dedekind arbitrario), sino que por el contrario
definiremos la norma a partir de ellos. Observemos que, en el caso de los cuerpos
numéricos, si P es un primo y N(B) = |E/B| = p/, entonces p es el tinico primo
racional al que divide P y f es el grado del cuerpo E /B sobre su cuerpo primo
7 /pZ. Todo esto tiene sentido en el caso general.

Definicion 2.31 Si D es un dominio de Dedekind y p es un primo en D, en-
tonces el cociente D /p es un cuerpo, al que en lo sucesivo llamaremos cuerpo de
restos de p.
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Si E es una extension de D y B es un primo en E que divide a p, razonando
como en el teorema 2.26 podemos considerar al cuerpo de restos E = E /S como
una extension finita de D = D/p de forma natural (la clase de « se identifica
con la clase de «).

_ Llamaremos grado de inercia de p en *B al grado de la extension de cuerpos
E/D. Lo representaremos por f = f(B/p).

Ahora ya tiene sentido la formula (2.1) en el caso general (donde n es el grado
de la extension F/D), si bien todavia no estamos en condiciones de probarla.
Esta férmula indica que cuanto mayor es el grado de inercia de un primo p
sobre un divisor en una extension, el numero de factores en que se descompone
es menor, hasta el extremo de que si f = n entonces p se conserva primo en F.

Para llegar a (2.1) necesitamos estudiar los indices de ramificacion y los
grados de inercia. En primer lugar tenemos la transitividad. La prueba es
inmediata.

Teorema 2.32 Sea D C E C F una cadena de extensiones de dominios de
Dedekind. Sean p un primo en F, q un primo en E y v un primo en D tales
que p | q | t. Entonces

e(p/v) =elp/ae(a/r) vy flp/v) = f(p/a)f(a/v).

Ahora vamos a estudiar la localizacién de la descomposicion de un primo.

Teorema 2.33 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind de grado n,
sea p un primo en D y supongamos que su factorizacion en E esp = P - - - Per,
donde los primos B; son distintos dos a dos. Entonces

1. E,/D, es una extension de dominios de Dedekind de grado n.
2. Ey es un Dy-mdodulo libre de rango n.

3. S71p es el tnico ideal primo de Dy y STYP1,...,STIB, son los inicos
ideales primos de E, (ademds son distintos dos a dos).

4. Los indices de ramificacion y los grados de inercia de S~'p en cada S~;
son los mismos que los de p en cada *P;.

DEMOSTRACION: 1) Estamos localizando respecto a S = D \ p, que es un
subconjunto multiplicativo tanto de D como de E. Por el teorema 2.23 tanto E,
como D, son dominios de Dedekind y E, es una extension entera de D,,. Como
los cuerpos de cocientes son los mismos, la extension tiene también grado n.

2) Es claro que un generador de E como D-moédulo es también un genera-
dor de E, como Dy-médulo, luego E, es un Dp-moédulo finitamente generado,
obviamente libre de torsién, y D, es un dominio de ideales principales. Por lo
tanto E, es libre.

Sean K y k los cuerpos de cocientes de £y D. Un sistema D,-libre es
también k-libre, pues multiplicando una combinacion lineal con coeficientes en k
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por un elemento adecuado (no nulo) de D, obtenemos una combinacion lineal
con coeficientes en D, (teorema 2.16), luego el rango de E, es menor o igual
que n. Por otra parte el teorema 2.16 nos da también que existe una k-base de K
formada por elementos de £y, que obviamente son Dj-libres, luego el rango de
E, es exactamente n.

3) Ya sabemos que S~ !p es el tinico ideal primo de D,. Por el teorema 2.23
los ideales S™19; son todos no triviales, pues ninguno de los ideales 9; corta a
S =D\ p (se cumple p =B, N D).

Notemos que si a/s € S™HB; con s € S, entonces a € PB;, pues a/s = b/t
para cierto b € P;, y asi at = bs € PB; y como t € D \ p no puede ser ¢t € B,
pues entonces t € B; N D = p. Por lo tanto a € ;.

De aqui se sigue inmediatamente que los ideales S~!3; son primos. Ademas
son distintos, pues si S7I; = STIP,; todo a € P, cumpliria a/1 € S™IP;,
luego a € B; y viceversa.

Si 9 es otro ideal de F entonces p # 0Q N D, luego 9 corta a S y es
S0 = 1. Por lo tanto todo ideal de E,, se descompone en producto de ideales
STy, ..., S, luego éstos son los tinicos ideales primos de E,.

4) Aplicando S~! a la factorizacioén de p vemos que los indices de ramificacion
se conservan. Para probar que lo mismo sucede con los grados de inercia fijemos
un primo P = P;. Como P C S~ tenemos la situacion siguiente:

E/B ——E,/S™'P

]

D/p ——=D,/S7'p

Todas las flechas indican monomorfismos de cuerpos definidos de forma na-
tural: a la clase de un « le corresponde la clase de «. Las flechas verticales
determinan extensiones cuyos grados son los grados de inercia que queremos
comparar. La flecha horizontal inferior es un isomorfismo por el teorema 2.24.

Basta probar que la flecha horizontal superior también es un isomorfismo,
lo que equivale a probar que todo elemento de F, es congruente con uno de F
modulo ST, pero si a/s € E, entonces s ¢ P, luego es una unidad en E /B,
es decir, existe un b € E de manera que bs = 1 (méd ), de donde se sigue que
bs =1 (méd S~IP) y a/s = ab (méd S—HR). "

Ahora ya podemos probar la relacion (2.1). Notemos que la prueba se apoya
en que al localizar una extensiéon obtenemos una extension libre, de acuerdo con
el apartado 2) del teorema anterior.

Teorema 2.34 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind de grado n.
Sea p un primo en D, sea p = P --- P& la factorizacion de p en E y para
cada i sea f; el grado de inercia de p en B;. Entonces

n:flel+"'+fr€r-
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DEMOSTRACION: Por el teorema anterior podemos localizar en p y suponer
que D es un anillo local, que F es un D-moédulo libre de rango n y que Py, ..., B,
son los tinicos primos de FE.

Es claro que E/pE es un espacio vectorial sobre D/p. Veamos que su di-
mensioén es n.

Sea {wi,...,wy} una D-base de E. Es claro que {[w1],...,[wy]} es un
generador de E/pE. Basta ver que es libre. Como D es un dominio de Dedekind
con un Unico primo, el ideal p es principal, o sea, p = pD, para cierto p € p,
luego pE = pE.

Si [dy][wi] + - -+ + [dp][wn] = 0, entonces dywy + - - - + dpw, € pE, luego

dywy + -+ dpwy, = plarwy + -+ + cpwy), conc; €D,

y por la unicidad d; = pc;. Asi pues, [d;] =0parai=1,...,n.
Por 2.21 tenemos que F es un dominio de ideales principales, luego el teorema
chino del resto [Al 3.52] nos da un isomorfismo de anillos

E/pE — [1E/%;"

Los factores son también espacios vectoriales sobre D/p y el isomorfismo es
también un isomorfismo de espacios vectoriales. El teorema quedara probado
si vemos que la dimensién de cada factor E/PB;* es exactamente f;e;. Por
simplificar la notacién fijemos P = BP;, e = e;, f = f;, para cierto indice 1.
Claramente B¢ C P 1 C--- C P2 C P C E, luego

1=P°/PeC PP C - PP CB/RC C E/P,

donde cada término es un subespacio vectorial. La dimension de E/B¢ es la
suma de las dimensiones de los espacios cociente.
Es facil ver que

(E/%°) / (B/P) 2 E/B como D /p-espacios vectoriales

(no es el teorema de isomorfia usual porque ni E ni 9 son D/p-espacios vec-
toriales). Del mismo modo los cocientes restantes son isomorfos a los espacios
P/PHL parai=1,...,e— 1.

Basta demostrar que todos estos espacios tienen dimension f. Ciertamente,
la dimension de E/B sobre D/p es f por definicion. Basta probar que todos
los espacios B¢ /B! son isomorfos a E/P. Ahora bien, si B = (), con lo
que P’ = (7), la aplicacion ¢ : E/P — P/PiT! dada por ¢([a]) = [ria]
es claramente un isomorfismo de espacios vectoriales, luego el teorema queda
probado. L]

2.3 Factorizacion ideal en cuerpos numéricos

Antes de seguir desarrollando la teoria general, conviene mostrar ejemplos de
su aplicacién en el caso de los cuerpos numeéricos. Si K es un cuerpo numérico
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y Ok es su orden maximal, es frecuente hablar de K cuando propiamente habria
que nombrar a O, por ejemplo, al hablar de la descomposiciéon en primos
en K de un primo racional p. Realmente la descomposicién es en Og. También
usaremos la notacion K, = O /p para referirnos a los cuerpos de restos.

Recordemos que sobre los ideales de un cuerpo numérico esté definida la
norma [Al 8.33] que es multiplicativa [Al 8.34] y que sobre los primos viene
dada por N(p) = p’, donde p es el Gnico primo racional divisible entre p y f es
precisamente el grado de inercia que hemos definido en la seccion anterior. Esto
hace que en este contexto el teorema 2.34 sea inmediato.

El resultado basico para obtener la factorizacion de un primo racional en un
cuerpo numérico es [Al 8.37], pero aqui vamos a presentar una version ligera-
mente mas general:

Teorema 2.35 Sea K = Q(() un cuerpo numérico, donde { es entero y p
un primo racional tal que p ¥ ind¢. Sea g(x) = polmin¢ y g(z) la imagen
de g(x) por el epimorfismo de Z[x] sobre (Z/pZ)[z]. Sea § = g;'--- g la
descomposicion de g en polinomios monicos irreducibles en (Z/pZ)[x]. Entonces
los ideales p; = (p, gi(C)), para © = 1,...,7 son primos distintos en Ok y la
descomposicion de p en primos es p = p5t -+ per. Ademds N(p;) = peradsi.

DEMOSTRACION: Para cada ¢ = 1,...,r, sea (; una raiz de g;(z) en una
extension de Z/pZ. Entonces (Z/pZ)({;) es una extension finita de Z/pZ y
3i = polmin(Ci, Z/pZ).

Sea ¢; : Z[(] — (Z/pZ)({;) la aplicacion dada por ¢;(q(¢)) = q(¢;). Esta
bien definida, pues si ¢(¢) = r({), entonces (¢ — r)(¢) = 0, luego g|lg — r, de
donde g | ¢ — 7, y también g; | ¢ — 7, luego g(¢;) — 7(¢) = 0.

Obviamente ¢; es un epimorfismo, luego Z[(]/ N(¢:) = (Z/pZ)((;i), y el se-
gundo anillo es un cuerpo, de donde N(¢;) es un ideal maximal de Z[(].

Llamemos q; al ideal generado por py ¢;(¢) en Z[¢]. Claramente q; C N(¢;)
(la imagen de p es [p] = 0). Veamos la otra inclusion. Si g(¢) € N(¢;), entonces
q(¢;) = 0, luego q(z) = h(x)gi(z). El hecho de que g(z) — h(z)gi(z) = 0
significa que todos los coeficientes del polinomio ¢(z) — h(z)g;(x) son multiplos

de p. Consecuentemente ¢(¢) = (q(¢) — h(¢)g:(¢)) + h(¢)gi(¢) € qi. Por lo
tanto, q; = N(¢;) es un ideal maximal de Z[(].

Sea k = ind ( = |0 : Z[(]|. Claramente, si 3 € O, entonces k3 € Z[(].

Veamos ahora que p; # 1. En otro caso existirian enteros 3,7 € O tales

que 1 = pp + 7g;(¢). Entonces k = kBp + kvg:(¢) vy kB,ky € Z[(], luego
k € q; = N(¢i), luego p | k, en contra de la hipotesis.

Tomemos un entero racional x tal que kx = 1 (méd p). Dado cualquier
B € Ok, sea v = kxf3. Entonces v € Z[(] y v = S (mé6d p;). Esto prueba que
la inclusion Z[{] — Ok /p; es suprayectiva, su nticleo contiene a q; y, como
éste es maximal, se da la igualdad, es decir, O /p; = Z[(]/q; = (Z/pZ)(¢;). En
particular, p; es un ideal primo de Ok-.
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Aplicando que, en general, (p,u)(p,v) C (p,uv) concluimos que

pit b C (0,91 (O - 90 () = (.9(0) = (,0) = (p).

Notemos que la primera igualdad se debe a que ¢g(¢) y g1(¢)¢* -+ g-(C)°" se
diferencian en un entero multiplo de p. Asi pues, p | p{* ---pSr. La igualdad la
obtendremos considerando las normas.

Tenemos que N(p;) =[Ok /pi| = [(Z/pZ)((i)| = p&=d9:. En total

e e.\ _ .eigradgi+---+te,.gradg, __ . n
N(Pll"'P,«)fplg g1 g g =p",

donde n es el grado de K. Asi pues N(pi'---p¢) = N(p), lo que nos da que
PR

Los primos p; son distintos, pues si p; = p;, entonces g;(¢) € p;, de donde se
sigue facilmente que kg;(¢) € q,, y a su vez g; ([C]) = 0. Asi pues, los polinomios
Gi y g; tienen la raiz [(] en comun en Z[(]/q;, pero eso es imposible porque ambos
polinomios son irreducibles en Z/pZ[z], luego son primos entre si. n

Asi tenemos un método practico para factorizar cualquier primo de cualquier
cuerpo numérico salvo en un caso: salvo si un primo p divide a los indices de
todos los enteros de un cuerpo numérico K. Entonces se dice que p es un
divisor esencial de K. El ejemplo de Dedekind Q(§) que estudiamos en el
capitulo anterior es precisamente un ejemplo de cuerpo con un divisor esencial:
el 2, segiin se ve en la expresion para el indice de un entero arbitrario que alli
obtuvimos:

£+ &2
2

ind (Jc—l—yf—i—z ) = 2y% + 22 — y2? + 297

Esta es la razon por la que es famoso el ejemplo de Dedekind. Existen métodos
para determinar las descomposiciones en primos de los divisores esenciales, pero
no entraremos en ello. No obstante, en el caso concreto del ejemplo de Dedekind
no es dificil encontrar la factorizacion del 2, gracias a que de hecho se trata de
una factorizacion real (en ideales principales):

El ejemplo de Dedekind Recordemos que el ejemplo de Dedekind es Q(&),
donde ¢ es una raiz del polinomio 2% + 22 — 22 + 8. Si aproximamos las raices
del polinomio minimo de ¢ obtenemos los valores:

& = —2.76734574086197 . ..
& = 0.883672870430983 ... 4 1.4525766646443 . . .1
& = 0.883672870430983 ... — 1.4525766646443 . . .4

Si desarrollamos

<a + b6 + C&—;gf) <a + b6 + 052;5%> <a + b3 + C&s-|-2§§>
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y redondeamos los coeficientes, obtenemos que la norma de un entero arbitrario
2
a+ b& + cHTg vale

a® — 8b% + 10 — b — 2ab® + 2a%¢ — 8b%c + 3ac® + 2bc® + 11abe.

Dando valores a (a,b,c) vemos que los enteros de coordenadas (8,2, —1),
(-7,1,4), (1,-1,1), (3,-3,2), (4,—4, 3) tienen todos norma 2. Calculando los
cocientes respectivos se llega a que (8,2, —1) es asociado a (4,—4,3), y que
(=7,1,4) es asociado a (3, —3,2), en ambos casos a través de la unidad

£+
2 9

€=13+106 +6

mientras que los restantes son no asociados entre si. A partir de aqui es facil
llegar a que

2 2 2
2 — (44§+35+25 ) (7+§+4525 > (1§+525 >

con lo que tenemos la factorizacién del tnico primo racional que no puede ob-
tenerse mediante el teorema anterior. m

rema siguiente, jun n mposicion qu m ner
El teorema siguiente, junto con la descomposicio e acabamos de obtener,
proporciona una prueba alternativa de que el 2 es un divisor esencial:

Teorema 2.36 Sea K un cuerpo numérico de gradon y p < n un primo racio-
nal. Sip se descompone en K como producto de n ideales distintos, entonces p
es un divisor esencial de K.

DEMOSTRACION: En caso contrario existiria un entero a € K tal que
K =Q(a) y ptinda. Si f(z) = polmina el teorema 2.35 implica que f
se descompone en n factores distintos modulo p, lo cual es absurdo, pues los los
grados de inercia tendrian que ser todos iguales a 1, luego los factores tendrian
que ser lineales, pero p < n. L]

Ejercicio: Sean Ki, K» y K3 los cuerpos definidos en la pagina 17. Considerar las
factorizaciones de 5 y 11 en cada uno de ellos para concluir que se trata efectivamente
de tres cuerpos distintos.

Cuerpos cuadraticos El caso méas simple al que podemos aplicar el teo-
rema 2.35 son los cuerpos cuadréticos:

Sea K = Q(\/(j) un cuerpo cuadratico. Sabemos que su orden maximal es
Z[a], donde « es Vd o bien (1+v/d)/2 segtn el resto de d moédulo 4. Segtn el
caso, el polinomio minimo de a sera % —d o bien 22 —z+ 152, Segtin el teorema
2.35, la factorizacion de un primo p en K dependera de la de estos polinomios
en Z/pZ. Evidentemente, para el caso de 2% — d, el polinomio tendra una raiz
doble, dos raices o ninguna segtn si d es 0 modulo p, es un cuadrado no nulo
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moédulo p o no es un cuadrado moédulo p. En el caso del segundo polinomio
llegamos a la misma conclusion estudiando el discriminante (suponiendo p # 2),
que es también (—1)2 — 4(1 — d)/4 = d. El caso p = 2 se analiza por separado
sin dificultad.

La tabla siguiente recoge todos los casos. Los nimeros e y f son los que
aparecen en el teorema 2.35.

Tabla 2.1: Factorizacion en cuerpos cuadraticos

Casos Factorizaciéon
plA p=p 2|1
ptA, 2 =d (mbd p) resoluble p=pip2 1]1
op=2,d=1(mdbd 8)
ptA 2?2 =d (méd p) no resoluble | p=p 112
op=2,d=5(méd 8)

Ejercicio: Probar que la ecuacion 22 — 15y = 13 no tiene soluciones enteras.

Cuerpos cubicos puros Consideremos ahora un cuerpo K = Q(W ) Sa-
bemos que el orden maximal es de la forma Z[0y, 61, 6], donde 6y, 61,02 son los
enteros descritos en el teorema 1.20.
En el capitulo anterior también calculamos el indice de un entero arbitrario,
que resulta ser
ind(z + yb; + 205) = |by® — a2?|

para los cuerpos de tipo I e

. <x+y91+292> by — az?]
ind 3 = 9

para los cuerpos de tipo II, donde = y = z (mdd 3).

En particular el indice de 67 es b para los cuerpos de tipo I y 3b para los de
tipo II. Similarmente el indice de 05 es a o 3a.

Como a y b son primos entre si, para factorizar un primo p podemos aplicar
el teorema 2.35 con ( = 61 o bien { = 65 excepto si p = 3 y el cuerpo es de
tipo I1. Por simetria, podemos suponer que si p divide a m = ab? entonces p | a,
con lo cual podemos trabajar con 6, salvo en el caso exceptuado.

El polinomio minimo de #; es x> — ab®?. Hemos de estudiar sus raices mo-
dulo p. Supongamos primero que p { 3ab.

Sea G = (Z/pZ)*. Hemos de estudiar qué elementos de G tienen raiz ctubica
y cuantas tiene cada uno. El homomorfismo f : G — G dado por [u] — [u]3
tiene por imagen al subgrupo H de todos los cubos. Claramente todos los
elementos de G/H tienen orden 3, luego |G/H| es potencia de 3 y por otra
parte |G/H| divide a |G| = p — 1.
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Sip=—1(mdbd 3) entonces 34 p—1,luego G/H =1, G=H y f es un
isomorfismo. Esto significa que cada elemento de G tiene una tnica raiz ctbica.
Si por el contrario p = 1 (méd 3) entonces G tiene un elemento u de orden 3.
Es claro que 1, u, u? estan en el nicleo de f y de hecho son todo el niicleo, pues
el polinomio 2 — 1 no puede tener més de tres raices en el cuerpo Z/pZ. Por lo

tanto |H| = |G|/3 y asi, solo la tercera parte de elementos tienen raiz cibica, y
cada uno tiene tres distintas.
Esto se traduce en que si p = —1 (méd 3) el polinomio ® — ab? tiene una

unica raiz moédulo p, luego se descompone en un factor de grado 1 y otro de
grado 2. La factorizacion de p es, por lo tanto, p = p1ps, donde N(p1) = p y
N(p2) = p*.

Sip =1 (mdbd 3) hay dos casos, segiin que la congruencia 3 = ab?® (méd p)
tenga o no solucion. Si la tiene, de hecho tiene tres soluciones distintas, y p
se descompone en producto de tres primos distintos p = p1pops3, todos ellos de
norma p. Si no hay solucién p se conserva primo.

Si p | ab (incluyendo p = 3), entonces 2® — ab® = x3 (méd p), luego p = p3,
salvo en el caso en que no podemos aplicar el teorema, es decir, sip =3y K es
de tipo II.

Sip=3faby K es de tipo I entonces 2° —ab?> = 23 +1 = (z£+1)? (mdd 3),
luego p = p3.

Nos falta considerar p = 3 en los cuerpos de tipo II. Necesitamos encontrar
otro entero en K cuyo indice no sea divisible entre 3. Por ejemplo vemos que
ind 0y = |b — al/9, luego si 27 1 b — a podemos usar 6y. En caso contrario

1+16; —26,\  |b+8a
3 9 7

ind(@o — 02) = ind <

y 271 b+ 8a.

Ahora so6lo queda un célculo laborioso que involucra calcular los polinomios
minimos de estos dos enteros, reducirlos modulo 3 y factorizarlos. Por ejemplo,
en la prueba del teorema 1.20 vimos que

1—ab 1+ ab® + a®b — 3ab
x — .
3 27
Para eliminar los denominadores hacemos a =9u+3t+1, b=9 +3t+1y

al tomar clases modulo 3 queda z2 — 22 + to — t? + t3. Sustituyendo t =0, 1, 2,
se ve que siempre hay una raiz doble y otra simple. Igualmente,

polmin @y = 23 — 22 +

1+ 2ab 8ab® — 6ab — a?b — 1
polmin(fy — 63) = 2® — 2 + +3a x+ a a27 a4 ,

y tras el cambio a = 9u+ 3t + 1, b = 9v + 3t + 1 y la reduccién médulo 3
llegamos a o2 — 22 + (t + 1)x + t3 — 2 + ¢, que también tiene exactamente dos
raices modulo 3 para t = 0,1, 2.

Consecuentemente la factorizacion de 3 en este caso es 3 = p1p3.

Notemos que hemos probado que los cuerpos ciibicos puros no tienen divi-
sores esenciales. La tabla siguiente resume los resultados que hemos obtenido:
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Tabla 2.2: Factorizacion en cuerpos ctbicos puros

Casos Factorizacion e f
p13ab 2% = ab? (méd p) resoluble D = p1Pops 1
p=1(méd 3) |23 = ab? (mbd p) no resoluble | p=7p 1 3
pt3ab p =—1(mdd 3) P =pip2 1] 1/2
p | 3ab (excepto p = 3, tipo II) p=p3 3 1
p= tipo II 3=pip3 1/2 1

Cuerpos ciclotomicos El comportamiento de los primos racionales en los
cuerpos ciclotomicos se sigue del siguiente hecho elemental sobre extensiones
ciclotomicas de cuerpos finitos:

Teorema 2.37 Sea k = Z/pZ para un cierto primo p y sea w una raiz m-sima
primitiva de la unidad sobre Z/pZ, donde ptm. Entonces |k(w) : k| es igual al
orden de p mddulo m.

DEMOSTRACION: Sean = |k(w) : k|. Puesto que w tiene orden m en el grupo
multiplicativo de k(w), que tiene p™ — 1 elementos, concluimos que m | p™ — 1,
luego o (p) | n.

Por otra parte, todo elemento de k(w) es de la forma h(w), donde h(z) € k[x].
Si llamamos 7 = 0y, (p) es claro que h(w)?" = h(wP") = h(w), luego todos los

elementos de k(w) son raices del polinomio 2P — x, de donde se sigue que
p" < p", 0 sea, n < 0, (p), y asi tenemos la igualdad. "

Teorema 2.38 Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotémico de orden m y p un primo
racional. Sea m = p*m’, donde ptm'. Entonces la factorizacion de p en K es

de la forma p= (py -+ p,)*, donde f = 0 (p), € = (p*) y r = d(m)/ef.

DEMOSTRACION: Ex rincipio sera = p¥t...por ara ciertos primos i
p p p 1 T p p
con grado de inercia fi-

/ k o .
Sea wy, = w™ y wy =wP , que son raices primitivas de la unidad de orden
p* v m/, respectivamente. Determinaremos primero las factorizaciones de p en

Qwp) v Qwm).
Supongamos que k # 0. Las raices p*-ésimas primitivas de la unidad son las
k 7—
raices de z — 1 que no lo son de xP o 1, luego el polinomio ciclotémico es

k
P —1

|

k—1

= P T L T 0-2) oy P T

Evaluando en 1 queda p = [J(1 — w)) = N(1 — w,), donde j recorre los

J
nimeros menores que p’ no divisibles entre p. Esta es la descomposicion de p
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en factores primos de Q(w,). Veamos que todos los factores son asociados. En
efecto, como (1 —w’)/(1 —wp) = 1+w, + - +w/~! es entero y los dos son

primos, el cociente es una unidad, luego cada factor 1 — wg es asociado a 1 — wy,.

Por consiguiente, la factorizacion de p es de la forma p = €(1 — wp)¢(pk),
donde € es una unidad. El namero 1 — w, no tiene por qué ser primo en Q(w),
pero esto prueba al menos que los indices de ramificacion cumplen e; > ¢(p¥).

Supongamos ahora que m’ # 1. Por el teorema 1.21 sabemos que p { Alwp,/],
luego en particular p { ind w,,/, luego podemos aplicar el teorema 2.35 al or-
den Zlwy,]. El polinomio 2™ — 1 tiene raices simples médulo p, luego p se
descompondra en primos distintos cuyos grados de inercia seran los grados de
los factores irreducibles de polminw,,, médulo p, que a su vez son iguales al
grado de la extension ciclotomica p-ésima de Z/pZ. Por el teorema anterior
dicho grado es o,/ (p).

Por consiguiente, los grados de inercia de los divisores de p en Q(w) cumplen
fi 2 0 (p). Mas atn, el nimero r de factores primos de p en Q(w) tiene que
ser mayor o igual al nmero de factores primos en el cuerpo intermedio Q(wyy, ),
es decir, 7 > ¢(m') /o (p). En definitiva los valores r, f;, e; cumplen

p(m’)

k =N
om () om (P)(p") = n,

oMy =n= firi +---+ fre, >

y concluimos que todas las desigualdades son realmente igualdades. m

Notemos que, gracias a la generalizacion de [Al 8.37] que estamos empleando,
hemos podido calcular la descomposicion en factores primos de cada primo ra-
cional en el orden maximal de Q(w) sin saber exactamente cuél es este orden.
Mas adelante probaremos que es Z[w].

También conviene senalar que si p t m, entonces el tipo de factorizacion
de p en Q(w) (es decir, los valores r, f, e) dependen unicamente del resto de p
modulo m (concretamente en este caso e = 1).

Aunque no lo hemos necesitado, el hecho de que los indices de ramificacion y
los grados de inercia de todos los divisores en Q(w) de un mismo primo racional
debian ser iguales era algo que podiamos saber a priori en virtud del teorema
[Al 8.39], ya que los cuerpos ciclotémicos son extensiones de Galois de Q. Dedi-
camos la seccién siguiente a estudiar las factorizaciones de primos en extensiones
de Galois de dominios de Dedekind arbitrarios. En particular veremos que [Al
8.39] vale en todas ellas.

2.4 Extensiones de Galois

Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind, es decir, tal
que los cuerpos de cocientes formen una extension de Galois K/k. Es claro
que cada o € G(K/k) envia elementos de E a elementos de E (envia raices de
polinomios monicos de Dz] a raices de polinomios ménicos de D[z]), luego o|g
es un automorfismo de F que deja fijos a los elementos de D. Reciprocamente,
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cada automorfismo de E que deja fijos a los elementos de D se extiende de forma
natural a un k-automorfismo de K.

Llamaremos G(E/D) al grupo de los D-automorfismos de E, es decir, al
grupo de los automorfismos de E que dejan fijos a los elementos de D. Segun
lo que acabamos de observar resulta que los grupos G(K/k) y G(E/D) son
isomorfos y no los distinguiremos.

Puesto que ENk = D, los elementos de D son exactamente los elementos
de E fijados por todos los automorfismos de G(E/D).

Ahora, si 0 € G(E/D) y a es un ideal fraccional de F, definimos

o(a) = ola] = {o(a) [ @ € a},

que claramente es un ideal fraccional de F, y es un ideal si a lo es.

Vemos, pues, que cada o € G(E/D) induce de este modo un automorfismo en
el grupo de los ideales fraccionales de E que envia ideales a ideales, ideales primos
a ideales primos, conserva las factorizaciones y la divisibilidad y es compatible
con la acciéon de o sobre K, en el sentido de que o(aE) = o(a)FE para todo
ac K.

Diremos que dos ideales fraccionales a y b de E son conjugados si existe un
automorfismo o € G(E/D) tal que o(a) = b.

Si a es un ideal fraccional de D entonces o(aE) = o(a)E = aFE, o sea, que o
fija a los ideales de D. Por lo tanto, dos primos conjugados en E deben ser
divisores del mismo primo de D. El reciproco también es cierto:

Teorema 2.39 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind.
Entonces dos ideales primos de E son conjugados si y sélo si dividen al mismo
primo de D.

DEMOSTRACION: Sean B y Q primos en F. Si son conjugados por un
automorfismo o y P divide a un primo p de D entonces Q = o(P) | o(p) = p.
Supongamos ahora que B | p y Q | p pero que o(P) # Q para todo au-
tomorfismo o. Por el teorema chino del resto [Al 3.56] existe un « € E tal
que
0 (méd 9Q),
1 (méd o(P)) para todo o € G(E/D).
) =

Pero entonces N(« H (o) =1 (méd PB) y por otra parte o € Q y es uno

de los factores de N(a), luego N(a) € QN D =p C*B, contradiccion. u

Ahora es obvio que en general no es cierto que un ideal fijado por todos los
D-automorfismos de F haya de ser un ideal de D. Por ejemplo, si un primo p
se descompone como p = P¢, el teorema anterior implica que P esta fijado por
todos los D-automorfismos de E, pero si e > 1 no es cierto que 3 sea un primo
de D.

Con esto ya podemos probar [Al 8.39] en el contexto general:
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Teorema 2.40 Sea E/D una extension de Galois de grado n de dominios de
Dedekind, sea p un primo en D y sean Py,..., B, los primos de E que lo
dividen. Entonces todos los indices de ramificacion e(P;/p) son iguales a un
mismo numero e y todos los grados de inercia f(B;/p)) son iguales a un mismo
ndmero f. Por lo tanto la factorizacion de p en E es de la forma

p=PBr-PBr)"
y se cumple la relacion n = efr.

DEMOSTRACION: Dados 4, j, existe un automorfismo o tal que o(;) = B;.
Como o conserva la divisibilidad, es claro que conserva las multiplicidades, luego
¢(F:/p) = ¢(F;/p).

Por otra parte es claro que ¢ induce un isomorfismo E/B; — E/PB; que
deja fijos a los elementos de D/p (las clases con representante en D), luego los

grados de E/B; y E/%B; sobre D /p coinciden, es decir, f(B;/p) = f(B;/p). La
relacién n = efr es la particularizacion a este caso del teorema 2.34. m

Asi pues, la descomposicién de un primo en una extension de Galois esté
determinada por los tres nimeros e, f y r. Veamos ahora que cambiando el
dominio base por otro mayor podemos hacer » = 1 conservando e y f.

Definiciéon 2.41 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind,
sea G = G(E/D) y sea P un primo en E. Llamaremos grupo de descomposicion
de B al grupo

Gp={oeGlo(P) =%} <G

Los grupos de descomposiciéon de dos primos conjugados son conjugados en
el sentido de la teoria de grupos, es decir, G, (p) = G-

En efecto, se cumple 0 € G ¢p) si y solo si o(7(B)) = 7(*B) si y solo si
7o (T(P))) =P, si y solo si 777! € Gop, siy sélosio € 771GpT = G-

En particular, si G es abeliano todos los primos conjugados tienen el mismo
grupo de descomposicion.

Notemos también que o(P) = 7(P) si y solo si 7o~ € Gy, por lo que si
G/Ggq es el conjunto cociente para la congruencia por la derecha médulo Gy

(que no es un grupo en general) y By, . .., B, son los primos conjugados con P,
entonces la aplicacion f : G/Gyp — {P1,...,B,} dada por f([o]) = o(P) es
biyectiva. Consecuentemente |G| = n/r = ef (con la notacion del teorema
anterior).

Llamaremos cuerpo de descomposicion de B al cuerpo L fijado por Gip. El
dominio de descomposicion de B sera la clausura entera F' de D en L, que por
el teorema 2.26 es un dominio de Dedekind tal que D C F C E de modo que el
grado de F/D esryelde E/F esef.

Ahora probamos que, tal y como anuncidbamos, si R divide a p en D y a p’
en F, entonces el indice de ramificacion y el grado de inercia de 9 sobre p’ son
los mismos que sobre p, pero ahora B es el tinico divisor primo de p’:
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Teorema 2.42 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind.
Sea P un primo en E y sea p = PN D. Sea F el dominio de descomposicion
de B y sea p’ = PN F. Entonces

1oe=ePB/p') =ePB/p), f=FB/p)=F(B/p), elo’/p) = f(p'/p) =1.
2. p =pe.

3. F es el menor dominio de Dedekind intermedio T entre D y E tal que B
es el unico primo que divide a PN T.

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que E/F es una extension de
Galois cuyo grupo de Galois es G'3. Esto significa que 3 es su tinico conjugado
en esta extension, luego por el teorema 2.39 tenemos que P es el Gnico primo
de E que divide a p’.

1) Veamos que f(p’/p) = 1. Hemos de probar que el monomorfismo natural
D/p — F/p’ es un isomorfismo, o sea, que todo elemento de F' es congruente
con un elemento de D modulo p'.

Sea G = G(E/D). Si o € G\ Gy entonces o(P) # P, luego o~ (P) # P.
Como P es el tinico primo que divide a p’ resulta que p,, = o= 1(P) N F # p'.

Sea a € F. Por el teorema chino del resto existe un elemento 5 € I tal que

B = a(médp),

B = 1(médpl), para todo o € G\ Gy.
En particular
B8 = a(méd P),
B = 1(méd o *(P)), para todo o € G'\ Gyp.

La segunda congruencia implica que ¢(8) = 1 (méd ) para todo automor-
fismo o € G\ Gip. La norma de (5 en la extension F/D es el producto de 5 por
otros factores de la forma o () con o € G\ G, luego N(8) = o (méd ). Pero
N(B) € Dy asi N(8) —a € FNP =p’, con lo que tenemos N(3) = a (méd p’)
con N(B) € D, que era lo que queriamos probar.

Asi pues, f(p’/p) = 1. Por 2.32 concluimos que f = f(B/p’) = f(B/p).

Ahora, el grado de la extension E/F es el orden de G, que es ef (donde
e = e(B/p)). Por el teorema 2.40 (puesto que r = 1 para la extension E/F)

resulta que e = e(P/p’), v de la igualdad e = e(P/p’) = e(P/p) se sigue, de
nuevo por el teorema 2.32, que e(p’/p) = 1.

2) ya esta probado.

3) Sea T un dominio de Dedekind intermedio tal que 3 sea el tinico primo
que divide a B NT. Esto significa que B no tiene conjugados respecto a la
extension E/T, luego G(E/T) < Gy, luego F C T. n

Un caso especialmente notable se da cuando E//D es una extension abeliana.
Entonces si un primo p en D se descompone en E como p = (P - - - P,.)¢, todos
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los primos conjugados 3; tienen el mismo cuerpo de descomposiciéon F', por lo
que la descomposicion de p en F es de la forma p = p|---pl, con grados de
inercia iguales a 1, y a su vez cada p} factoriza en E como p; = B¢, de modo
que F(B:/pl) = £(Pi/p).

Si la extension no es abeliana no podemos hablar en general de la descom-
posicion intermedia p = p} ---p’., pero al menos tenemos una extension E/F,
distinta para cada primo 3;, donde éste ha perdido a sus conjugados conser-
vando los ntimeros e y f.

Ejemplo Consideremos el cuerpo ciclotémico quinto K = Q(w) y tomemos un
primo racional p =4 (mdd 5). Por el teorema 2.38 sabemos que su descomposi-
cion es p = p1ps2, donde N(p;) = p?. Por lo tanto, su cuerpo de descomposicién
tiene grado r = 2 sobre Q, y, como la extensién es ciclica de orden 4, sélo hay
un cuerpo intermedio, que es L = K NR. Por consiguiente, sabemos que la
factorizacion de p en L es de la forma p = p)p5, con N(p;) = p y a su vez cada p;
es primo en K.

Los primos p = 2,3 (mdd 5) se conservan primos en K, luego r = 1 y su
cuerpo de descomposicion es Q. Lo mismo vale para 5 = p*, pues su factorizacion
también cumple r = 1.

Finalmente, los primos p = 1 (mdéd 5) factorizan en la forma p = p1papspa,
con N(p;) = p, luego r = 4 y su cuerpo de descomposicion es K. m

Ahora veremos que podemos separar e y f en dos extensiones sucesivas.

Si E/D es una extension de Galois de dominios de Dedekind, p es un primo
en D y P es un primo en E que divide a p, entonces cada o € G induce de forma
natural un D/p-automorfismo de E/9 dado por &([a]) = [o(a)] (es biyectivo
porque tiene por inversa a la aplicacion inducida por 0~1). La aplicacion o +— &
es un homomorfismo de grupos.

En general, la extension £/ sobre D/p es normal y el homomorfismo an-
terior es un epimorfismo entre los grupos de Galois, pero la separabilidad puede
perderse. Este problema no aparece en el caso de los cuerpos numéricos, pues
en ellos los ideales primos dan cocientes finitos, luego perfectos. El teorema
siguiente generaliza a [Al 9.5]:

Teorema 2.43 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind
con grupo de Galois G, sea p un primo en D y P un primo en E que divida
ap. Sean E = E/B y D = D/p. Supongamos que la extension E/D es
separable. Entonces E/D es de Galois y la aplicacion o — & descrita arriba es
un epimorfismo de Gy sobre G(E/D).

DEMOSTRACION: Veamos que la extension E/D es normal. Dada una clase
[a] € E, sea p(z) el polinomio minimo de « en la extension E/D. Como la
extension es de Galois, p(z) se escinde en factores lineales y todas las raices son
elementos de F (porque son conjugadas de «). Tomando clases mddulo P en
la factorizacion de p(z) llegamos a que [a] es la raiz de un polinomio de D|x]
que se escinde en E[z], luego el polinomio minimo de [a] también se escinde y
la extension es normal.
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Sea F' el dominio de descomposicion de B. Sea p’ =P N F. Por el teorema
anterior f(p’/p) = 1, lo que significa que D/p = F/p’, o sea, que la extension
E/D coincide con E/F. Por otra parte G(E/F)y = G(E/F) = Gy, y todo
esto nos da que podemos tomar como dominio base a F' en lugar de D, es decir,
podemos suponer que G = Gp.

Sea [a] un elemento primitivo de la extension E/D y sea p(x) el polinomio

minimo de « sobre D. Entonces p(x) se escinde en E[z]. Sean aq,...,a; todas
sus raices. Si p(z) es la imagen de p(x) por el epimorfismo canoénico de D]x]
sobre D[z] entonces p(z) se escinde en E[x] y sus raices son [ay], ..., [o].

Un automorfismo 7 € G(E/D) cumplira 7([a]) = [a;] para algin i, pero
existe un automorfismo o € G tal que o(a) = «;, luego 5([e]) = [ey] ¥, como
[a] es un elemento primitivo, esto implica que & = 7. "

Definiciéon 2.44 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind,
sea p un primo en D y P un primo en E que divida a p de modo que E/p sea
una extension separable de D/p. Llamaremos grupo de inercia de B al nicleo
Tip del epimorfismo descrito en el teorema anterior.

El teorema nos da que G /Ty = G(E/D), y por lo tanto el orden de este
grupo es f. Como |Gy| = ef concluimos que |Ty| = e.

Teorema 2.45 Sea E/D una extension de Galois de grado n de dominios de
Dedekind. Sea p un primo en D y*P un primo en E que divida a p. Supongamos
que E = E/B es una extension separable de D = D/p. Sean F y Z los anillos
de enteros de los cuerpos fijados por el grupo de descomposicion y el grupo de
inercia de p respectivamente. Llamemos e = e(B/p), f = f(B/p) y r al nimero
de primos que dividen a p en E. Sean p’ = PNF, p” =P N Z. Entonces se
tienen los datos contenidos en la tabla siguiente:

Grado r f e
Anillo D F E
Primo p p’ p” B
Ind. de ramificacion 1 1 e
Grado de inercia 1 f 1

DEMOSTRACION: Ya sabemos que los grados son los indicados en la tabla.
Los valores de la extension F'/D estdn dados en el teorema 2.42. Consideremos
los cuerpos D = F C Z C E. Segiin el teorema 2.43 tenemos un epimorfismo
G(E/F) — G(E/D) cuyo nicleo es por definicion Ty = G(E/Z). Asi pues, el
epimorfismo correspondiente a G(E/Z) — G(E/Z) tiene imagen trivial, luego
Z = E. Esto nos da que f(B/p") = 1.

Por otra parte, todos los automorfismos de G(F/Z) fijan a B, luego el grado
e = |E : Z| coincide con el orden del grupo de descomposicion de esta extension,
o sea, con e(P/p”) f(PB/p”). Por consiguiente e(P/p”) = e.

Con esto tenemos comprobados los valores correspondientes a las extensiones
F/Dy E/Z. Los de la extension Z/F se siguen del teorema 2.32. n
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Mas aun, el anillo de enteros Z asociado al grupo de inercia es la menor
extension de D en F tal que p”’/ =P N Z cumple p” =p”¢y f(P/p") = 1.

En efecto, si D € Z' C E cumple lo mismo, el hecho de que p” tenga un
tnico factor primo en E implica que F' C Z’, es decir, que G(E/Z') < Ggp. A
su vez, que el grado de inercia sea trivial se traduce en que Z’'/p” se identifica
con E/P, luego todo o € G(E/Z') induce la identidad ¢ = 1 en E/P (porque
o fija a todos los elementos de Z’ y toda clase de E/B tiene un representante
en Z'). Por lo tanto, G(E/Z") < Ty, luego Z C Z'.

De nuevo la situaciéon descrita por el teorema anterior resulta més clara en
el caso de extensiones abelianas, donde los dominios F'y Z son los mismos para
todos los divisores de un mismo primo p de D. Al pasar a F' la descomposicion
de p es, segun ya sabiamos, de la forma

p=pLep,
con e(pi/p) = f(pi/p) = 1. Al pasar a Z tenemos p; = p//, es decir, cada
primo p} se conserva primo en Z, pero el grado de inercia aumenta todo cuanto
ha de aumentar de D a E. Finalmente, al pasar de Z a E tenemos p = B¢, de

manera que en este tramo se produce toda la ramificacion sin que varie el grado
de inercia.

Ejemplo Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotémico de orden m = p*m’, donde p t m’
y sea P un divisor de p en K. Entonces el cuerpo de inercia de 3 es el cuerpo
ciclotémico K’ = Q(wy, ), donde wy,, = WP es una raiz m’-ésima primitiva de
la unidad.

En efecto, el teorema 2.38 nos da que si p es un divisor de p en K y p’ es el
primo de K’ divisible entre B, entonces

fo/p)=f'/p) =om(p),  elp/p) =0("), e('/p)=1,

luego el namero de factores primos de p en ambas extensiones es el mismo

r=¢(m)/o(p")f = ¢(m')/f.
Por lo tanto, p’ = p©, y la observacion posterior a 2.45 implica que K’ esta

contenido en el cuerpo de inercia. Como ambas extensiones tienen grado ¢(m’)
sobre @, de hecho son iguales. [

Enteros ciclotémicos reales La factorizacion en los anillos de enteros ciclo-
témicos reales de orden primo estd determinada por el teorema siguiente:

Teorema 2.46 Sea K el cuerpo ciclotémico de orden p y sea K/ = K NR, que
es un cuerpo numérico de grado m = (p—1)/2. La factorizacion de p en K’ es
de la forma p = p™, donde N(p) = p. Si q es un primo racional distinto de p,
y f =o0,(q), entonces q factoriza en K' de la forma

a=4dq1--qr,

donde los primos q; son distintos dos a dos y N(q;) = ¢7 si f es impar o bien
N(qi) = ¢7/? si f es par.
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DEMOSTRACION: El teorema 2.38 nos da que la descomposicién de p en K
es p = PP~ luego, si llamamos p =P N K’, tenemos que

p—1=2m=e(B/p) = e(P/p)e(p/p);

donde el primer factor divide a 2 y el segundo a m, luego necesariamente

e(P/p) = 2 y e(p/p) = m. Esto hace a su vez que f(p/p) = 1, luego la
factorizaciéon de p es la indicada.

Supongamos ahora que g # p. Entonces la factorizacion de ¢ en K es de
la forma ¢ = Qi ---Q,, con f(Qi/q) = fyr=(p-1/f Siq=nK,
tenemos que

f=1Qi/q) = f(Qi/a:)f(ai/q),

donde el primer factor divide a 2. Si f es impar, necesariamente f(Q;/q;) = 1,
luego f(q:;/q) = f y, como 2m = rf, r tiene que ser par y la factorizacion de
q es la indicada con r/2 factores (los q; no son distintos entre si, sino que cada
uno divide a dos primos ;).

Supongamos finalmente que f es par. Entonces tenemos un isomorfismo
Ga, — G(Kaq, /@q) (porque el grupo de inercia Ty, es trivial, ya que su orden
es e(;/q) = 1). Como el grupo Ggq, tiene orden par, contiene un elemento de
orden 2, pero G(K/Q) es un grupo ciclico de orden p — 1, que tiene un tnico
elemento o de orden 2 (la conjugacion compleja, cuyo cuerpo fijado es precisa-
mente K'). Asipues, o € Gq,, luego ; esta fijado por todos los automorfismos
de G(K/K') (que son o y 1), luego g; no tiene mas divisor primo en K que Q;,
luego la relacién n = rfe para la extension K/K' (con n = 2, r = e = 1) nos

da que f(Qi/q:) = 2, luego f(qi/q) = f/2. n

2.5 Normas de ideales

Ahora estamos en condiciones de definir una norma sobre los ideales frac-
cionales en cualquier extension de dominios de Dedekind. Como ya habiamos
observado, en el caso de un primo p de un cuerpo numeérico la norma viene dada
por N(p) = p/, donde p es el tinico primo racional divisible entre p y f es el
grado de inercia. La definiciéon general sigue esta linea:

Definicién 2.47 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind. Para cada
primo P de E definimos N5 () = p/, donde p = PN Dy f = f(B/p). Esta
norma se extiende de forma tnica a un homomorfismo del grupo de los ideales
fraccionales de E en el grupo de los ideales fraccionales de D. La norma de un
ideal de E es un ideal de D.

Del teorema 2.32 se sigue que si tenemos dos extensiones F'/E y E/D enton-
ces NE(NZ(a)) = N&(a) para todo ideal fraccional a de E. (Se prueba primero
para ideales primos).

El teorema siguiente recoge otras propiedades bésicas de la norma:
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Teorema 2.48 Sea E/D una exstension de dominios de Dedekind de grado n.
Entonces

1. Sia, b son ideales fraccionales de E, entonces N5 (ab) = NE(a) NE(b).
2. Sia, b son ideales de E y a | b, entonces N&(a) | NE(b).

3. Sia es un ideal de E, entonces a | NE(a). En particular, si NE(a) = 1,
también a = 1.

4. Sia es un ideal de E tal que NE(a) es primo, entonces a es primo.
5. Sia es un ideal fraccional de D se cumple que N5(a) = a™.

6. Si la extension E/D es de Galois y G = G(E/D) entonces

NE(a) = [To().

7. Sia # 0 estd en el cuerpo de cocientes de E entonces N5 (aE) = NE(a)D.

8. Sdlo un ndmero finito de ideales de E pueden tener la misma norma.

DEMOSTRACION: 1) Es consecuencia inmediata de la definicién de norma.
2) Consecuencia inmediata de 1).

3) Basta probarlo cuando a = 3 es primo, pero entonces es trivial, pues si p
es el primo de D divisible entre B, tenemos que B | p | p/ = N5(B).

4) Por 1) y 3), una factorizacion no trivial de a daria lugar a una factorizacion
no trivial de su norma.

5) Basta probarlo cuando a es primo, en cuyo caso basta tener en cuenta el
teorema 2.34.

6) Basta probarlo para un ideal primo 3. Sean i, ..., B, los conjugados
de P y sea q el primo de D al que dividen. Teniendo en cuenta las observaciones
hechas tras la definicion 2.41, es claro que cuando o recorre G la expresion o (3)
toma el valor 3; exactamente |G| = ef veces. Por lo tanto

[Io() =P F) =a’ =NLP).

ceCG

7) Supongamos en primer lugar que E/D es separable y sea F' la menor
extension de Galois sobre D que contiene a E. Por el apartado anterior

Ng(aF) = E[Ga(ozF) = I;IGo(a)F = Ng(a)F = Ng(a)D.

(El ultimo paso se debe a la identificacion entre ideales de F' e ideales de D).
Por lo tanto

NB(Ng(aF)) = Np(Np(a)D,
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pero si m = |F' : E| esto equivale a
NG ((aB)™) = Np(a™)D,

de donde NE (aE)™ = (NE(a) D)™, y por la factorizacion tinica ideal concluimos
que N5(aE) = NE(a)D.

Si E/D no es separable, consideramos la clausura separable K del cuerpo de
cocientes de D en el cuerpo de cocientes de E. Por el teorema 2.26, la clausura
entera F' de D en K es una extension de D y obviamente E/F también es una
extension de dominios de Dedekind (E es finitamente generado sobre D, luego
también sobre F'). La transitividad de las normas y el caso ya probado reducen
el problema a la extension puramente inseparable E/F. Sea m el grado de la
extension. Entonces, todo a € E cumple que o™ € F, luego por el apartado 5)
tenemos que

m

NE(aB)™ = NE(a™E) = o™ F = (NF(a)F)
Como en el caso anterior, podemos eliminar la m de ambos miembros.

8) Por 3), pues un ideal de E sélo tiene un nimero finito de divisores. =

La norma de un ideal de un cuerpo numérico coincide con el nimero de
elementos del anillo cociente que determina. Esto puede usarse para definir una
norma sobre los ideales de cualquier dominio de Dedekind con tal de que los
anillos cociente sean finitos. Como éste sera el caso en todos los dominios de
Dedekind que nos van a interesar, conviene definir esta norma en un contexto
general.

Definicion 2.49 Diremos que un dominio de Dedekind D tiene restos finitos
si para todo ideal primo p de D se cumple que el cuerpo de restos D/p es finito.
En tal caso definimos la norma absoluta de p como Np = |D/p|. La norma
absoluta se extiende multiplicativamente a todos los ideales fraccionales de D,
de modo que, por definicién N(ab) = N(a) N(b).

De este modo, si a es un ideal fraccional, se cumple que N a es un nimero
racional positivo, y es un nimero natural si a es un ideal.

El teorema 2.24 implica que si p es un primo de un dominio de Dedekind D
con restos finitos y Dy es la localizaciéon en p, entonces D, tiene restos finitos
y, si m es su tnico ideal maximal, se cumple Nm” = Np” para todo niimero
entero n.

Teorema 2.50 Sea D un dominio de Dedekind con restos finitos y sea a un
ideal de D. Entonces Na = |D/a|.

DEMOSTRACION: La prueba es una variante de la del teorema 2.34. Supon-
gamos primero que a = p°. Sea p la caracteristica de D/p (que claramente es la
misma que la del anillo D/p¢). Podemos localizar en p y suponer que éste es el
anico ideal primo de D. Entonces

1:pe/peCpe_l/pec~-~cp2/pecp/peCD/pe,
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y cada término es un subespacio vectorial de D/p¢ (considerado como espacio
vectorial sobre Z/pZ). Como en el teorema 2.34 se prueba que cada cociente
entre dos subespacios consecutivos es isomorfo a D/p, con lo que

|D/p°| = |D/p|® = (Np)* = Np°.

T

En general, si a = p{*---p¢r, la aplicacion D — [] E/p{" que a cada
i=1

elemento de D le asigna la r-tupla de sus clases modulo pi* es un homomorfismo

de anillos suprayectivo, por el teorema chino del resto, y su nicleo es obviamente
igual a a. Asi pues tenemos un isomorfismo

D/ax HlE/p:”
de donde concluimos que

|[D/al =11 E/p;'| = Il N#p;* =Na.

En el caso del orden maximal de un cuerpo numeérico, el teorema 1.15 implica
que la norma absoluta coincide con que ya teniamos definida para moédulos vy,
en particular, con la definida en [Al 8.33].

Observemos que si D es un dominio de Dedekind con restos finitos y E es
una extension de D, entonces E también tiene restos finitos, pues si 3 es un
primo en E y p es el primo en D al cual divide, entonces E/P es una extension
finita del cuerpo finito D/p, luego también es un cuerpo finito. Méas atn, se

cumple NP = (Np)/, donde f = f(B/q).

En particular, si aplicamos esto al caso en que F = O es el orden maximal
de un cuerpo numérico K y D = Z, tenemos que para cada primo ‘B de E, si
p € Z es el primo racional divisible entre 3, se cumple que

(NP) = (p)) =NZ“(B),

y esto implica a su vez que la igualdad N9* (a) = (Na) es valida para ideales
fraccionales cualesquiera, de modo que la norma absoluta N es esencialmente
la misma que N(Z9 K con la tnica diferencia de que una estd definida como un
nimero natural y la otra como el ideal que genera. En particular, el teorema 2.48
es valido para la norma absoluta de un cuerpo numérico.

Definicién 2.51 Sea D un dominio de Dedekind con restos finitos. Llamare-
mos funcion de Euler generalizada de D a la funcion que a cada ideal a de D le
hace corresponder el orden ®(a) del grupo (D/a)* de las unidades modulo a.

Es inmediato que (D/a)* esta formado por las clases de los @ € D que
cumplen a + (o) = 1. El teorema siguiente nos permite calcular facilmente la
funcién de Euler:
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Teorema 2.52 Sea D un dominio de Dedekind con restos finitos.

1. Sia yb son ideales de D tales que (a,b) =1 entonces ®(ab) = ®(a)®(b).
2. Sip es un ideal primo de D, entonces ®(p®) = (N(p) — 1) N(p)e_l.

DEMOSTRACION: 1) basta tener en cuenta que el teorema chino del resto
[Al 3.54] nos da un isomorfismo de anillos

D/(ab) — (D/a) x (D/b),

que se restringe a un isomorfismo entre los grupos de unidades, luego concluimos
que (D/(ab))* = (D/a)* x (D/b)".

2) Sea m € p \ p2. Si a recorre un conjunto de representantes de las N(p®)
clases modulo p¢ y 8 recorre un conjunto de representantes de las N(p) clases
modulo p, es claro que los elementos a + 7¢5 son no congruentes dos a dos
moédulo p¢*t, vy como hay N(p)¢*! de ellos, concluimos que forman un conjunto
de representantes de las clases modulo p¢*t. También es claro que p | o + 73
siy solosip| a.

Por lo tanto, para cada unidad [a] médulo p¢ hay N(p) unidades [« + 7]
modulo p¢+L, es decir, se cumple ®(pT1) = N(p)®(p¢). Ahora sélo queda notar
que ®(p) = N(p) — 1 porque Ok /p es un cuerpo. "

2.6 Factorizacion ideal en 6rdenes no maximales

Los 6rdenes no maximales de los cuerpos numéricos comparten algunas pro-
piedades basicas con los maximales:

Teorema 2.53 Sea O un orden de un cuerpo numérico. Entonces:
1. O es un anillo noetheriano.
2. Sia es un ideal no nulo de O, entonces el anillo cociente O/a es finito.

3. Sip es un ideal primo no nulo de O, entonces es maximal.

DEMOSTRACION: 1) Sabemos que O es un Z-mo6dulo libre finitamente gene-
rado. En particular es de la forma Zlay, ..., aq], luego es noetheriano.

2) Por 1.9 sabemos que a es un ideal no nulo, entonces es un moédulo com-
pleto, y todos los elementos de O son coeficientes de a, luego su anillo de co-
eficientes es un orden O’ tal que O C O’. Por 1.15 sabemos que O'/a es finito,
luego O/a también lo es.

3) Si p es primo, entonces O/p es un dominio integro finito, luego es un
cuerpo [Al 3.40], luego p es maximal. "

En particular, vemos que todos los 6rdenes numéricos cumplen dos de las tres
propiedades necesarias para ser dominios de Dedekind, pero los no maximales
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incumplen trivialmente la tercera: no son dominios integros, luego no pueden
ser ni dominios de Dedekind ni dominios de factorizaciéon tinica. Sin embargo
los fallos de la factorizacion ideal son minimos y pueden ser ‘acotados’, como
vamos a ver aqui.

Definicion 2.54 Sea O el orden maximal de un cuerpo numérico K y O’ cual-
quier orden de K. Llamaremos conductor de O’ al conjunto

f={ae0 a0 cC0O}.

La ‘f” proviene del aleman ‘Fiihrer’. El teorema siguiente contiene algunas
propiedades y caracterizaciones sencillas sobre este concepto.

Teorema 2.55 Sea K un cuerpo numérico, sea O su orden mazximal y sea O’
un orden de K de indice m. Sea § el conductor de O'. Entonces:

1. § es un ideal no nulo tanto de O como de O'. Ademds § | m.
2. Para todo a € O, si « =1 (méd §) entonces a € O'.

3. f es el mdzimo comun divisor de todos los ideales a de O que cumplen la
propiedad anterior, y también el de los que cumplen a C O’.

DEMOSTRACION: 1) Es claro que f es un ideal. Ademas, como |0/0'| = m,
tenemos que ma € O’ para todo « € O, luego m € f.

2) Es evidente, al igual que la segunda parte de 3). Respecto a la primera
basta probar que un ideal a de O cumple a C O’ si y sélo si cumple 2). En
efecto, si a cumple 2) y « € a, entonces o + 1 = 1 (méd a), luego a +1 € O,
luego o € O’. La implicacion opuesta es obvia. m

Si O es un orden numérico y f es un ideal de O, definimos I;(O) como el
conjunto de todos los ideales a de O tales que a + = 0.

Teorema 2.56 Sea K un cuerpo numérico, sea O su orden mazimal y sea O’
un orden cualquiera de K de conductor §. Entonces:

1. La aplicacion i : I;(0") — I;(O) dada por i(a) = aO es biyectiva, y su
inversa viene dada por a— an©’.

2. Las correspondencias anteriores conservan productos e inclusiones, y ha-
cen corresponder ideales primos con ideales primos.

3. Todo ideal de I;(0") se descompone de forma tnica salvo el orden como
producto de ideales primos (que de hecho son maximales).

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si a € I;(O’), entonces
0=00=(a+§)O0=0a0+§0 =i(a) +f,

luego i(a) € I;(0). De modo similar se comprueba que el producto de elementos
de I;(0’) esta en I;(O0’) y que i conserva productos.



64 Capitulo 2. Factorizaciéon ideal

Para probar que 4 es inyectiva basta ver que a = i(a) N O’. En efecto:
aCi(a)NO =i(a)N(a+f)=a+ (i(a)Nf) =a+i(a)f=a+af=a.

Hemos usado que i(a) N § = mem(i(a), f) = i(a)f, porque los ideales son primos
entre si, asi como que i(a)f = (a0)f = a(Of) = df.

Para probar que i es suprayectiva y que su inversa es la indicada basta ver
que si a € I;(0) entonces anN O’ € I(0’) y que i(an O’) = a.

En efecto, la primera afirmacion es inmediata, y en cuanto a la segunda
tenemos

a = a0 =a((an0)+f) =a(an®)+af =a(an )+ af
= a(@anO)+(anf)=a(@n )+ (anO)Nf=a(an @)+ (an O')f
= (a+f)(@anO@)=0(@n@)=i(an®’).

En la dltima igualdad de la segunda linea hemos usado un hecho general: si
dos ideales a y b de un dominio A cumplen a4+ b = 1, entonces aNb = ab. En
efecto:

anb=(anb)(a+b)=(anbla+ (aNb)b Cab+ab=abcCanb.

El hecho de que las correspondencias de 1) hagan corresponder los ideales
primos es consecuencia inmediata de que para todo a € I;(0) se cumple

0 /(0" Na) = 0/a. (2.2)

En efecto, el homomorfismo natural @' — O/a dada por a — « + a tiene
nicleo O’ Na, y el hecho de que O = a + f implica que es suprayectivo.
El apartado 3) es consecuencia inmediata de los dos anteriores, ya probados
u

El teorema anterior implica que podemos hablar de divisibilidad, exponente
de un primo en un ideal, maximo comuin divisor, minimo comun multiplo, etc.
siempre y cuando nos restrinjamos a ideales de ;(O"). También podemos sim-
plificar ideales no nulos, etc.

No podemos interpretar el isomorfismo (2.2) como que las correspondencias
entre ideales conservan las normas. Esto solo es cierto sobre ideales de I;(O’)
cuyo anillo de coeficientes sea precisamente O’. El teorema siguiente muestra
un caso particular de esta situacion.

Teorema 2.57 Sea K un cuerpo numérico, sea O su orden mazrimal y sea O’
un orden de K de indice m. Sea § el conductor de O'. Entonces:

1. I,(0') C I;(O").
1,,(0) es el conjunto de los ideales a de O tales que (N(a),m) = 1.

Todos los ideales de I,,(0") tienen anillo de coeficientes O’.

La biyeccion del teorema anterior hace corresponder I,,,(0") con I,,(0) y
COnserva normas.
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DEMOSTRACION: Por I,,,(0) entendemos el conjunto de ideales a de O” tales
que a+mO = O (es importante distinguir entre el ideal generado por m en O’
y en 0). La propiedad 1) es evidente. Para probar 2) consideramos un ideal a
de O tal que a+ (m) = OQ’. Sea O” su anillo de coeficientes. Entonces m es una
unidad de O”/a. Si existiera un primo p que dividiera a N(a) y a m, entonces p
también serfa una unidad de O”/a, pero por otra parte es un divisor de cero.
Asi pues, (N(a),m) = 1. La otra implicaciéon es clara, teniendo en cuenta que
N(a) € a.

3) Sea a es un ideal de O’ tal que (N(a),m) = 1 y sea O” a su anillo de
coeficientes. Tenemos que a C O’ C 0” C O. Llamemos k = [0” : O]
Entonces k divide a N(a) = |0” : al yam = |0 : O], luego &k = 1 y en
consecuencia 0" = 0.

4) El isomorfismo (2.2) implica que la correspondencia i envia ideales de
1,,(0") a ideales de I,,,(0), asi como que conserva normas. Soélo falta anadir
que todo ideal de I,,(O) tiene su antiimagen en I,,(0’). Basta probarlo para
ideales primos, ahora bien, si p es un primo de norma prima con m, entonces la
norma de p N O’ es potencia del tinico primo que contiene, que es el mismo que
contiene p, luego no divide a m. m

En general no es facil determinar el conductor de un orden numérico, pero el
teorema anterior nos determina un conjunto suficientemente grande de ideales
en el que tenemos asegurada la factorizaciéon tinica. Para los cuerpos cuadraticos
esto no supone ninguna restriccion:

Teorema 2.58 Sea K = Q(\/&) un cuerpo cuadrdtico y m un numero natural
no nulo. Entonces el conductor del orden O, definido en 1.17 es §f = mO.

DEMOSTRACION: Segin la definicion de O, es obvio que O,, C Z + (m).
Teniendo en cuenta ademés que (m) C f vemos que

f=FN(Z+(m) C(FNZ)+(m)=(m)+ (m)=(m).
Hemos usado que si u € N Z entonces uO C Oy, (por definicion de f), y esto
solo es posible si m | . "

Asi, los teoremas 2.56 y 2.57 muestran que, en un cuerpo cuadratico, los
ideales de I,,,(O) se corresponden con los ideales de I;(0O,,) y también con los de
1,,(0,), luego ambos conjuntos —que en principio son distintos— coinciden.
Concluimos, pues, que en el orden O,, tenemos factorizacién tnica exactamente
en el conjunto I,,(0,,) de los ideales de norma prima con m.

Ejercicio: Probar que en el orden Z [\/—3} los ideales (2), (1 — \/—3) y (1+ \/—3)
son distintos, tienen norma 4, su anillo de coeficientes es Z[\/—?)] y los tres estén
contenidos en un tnico ideal propio: (2, 1+ \/—3). El cuadrado de éste dltimo tiene

indice 8 en Z[\/TS }, luego ninguno de los tres ideales se descompone en producto de

primos.

Ejercicio: Probar que la ecuacién 22 — 5% = 7 no tiene soluciones enteras.
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2.7 Grupos de clases

Aunque hasta ahora nos hemos preocupado tan s6lo de describir el modo en
que se descomponen los primos racionales en un orden maximal, hemos de recor-
dar que el teorema 2.35 nos da explicitamente los generadores de los primos que
aparecen. Por ejemplo, si queremos conocer los factores primos de 2 en el anillo
de enteros ciclotomicos de orden 7, puesto que 07(2) = 3, el teorema 2.38 nos
da que 2 ha de tener dos factores primos de norma 8. Para encontrarlos hemos
de factorizar modulo 2 el polinomio ciclotomico séptimo. Los tnicos polinomios
de grado 3 que no tienen raices en Z/27 (y que por tanto son irreducibles) son
22 +x+1y a3+ 22+ 1. Como los factores han de ser distintos, la factorizacion
que buscamos es necesariamente (23 + z + 1)(z3 + 22 + 1), y en consecuencia

2=(2,w+w+1)(2,w® +w?+1). (2.3)

Sin embargo hay una pregunta importante que no sabemos resolver, y es si
los ideales que nos han aparecido son o no principales, lo que equivale a pregun-
tarse si el 2 puede descomponerse realmente en el anillo de enteros. Observemos
que un ideal a es principal si y solo si existe un entero a € a tal que N(a) = N(a),
y entonces a = (a). Por lo tanto el problema de determinar si un ideal dado es
principal es de la misma naturaleza que el de determinar si una ecuacion dio-
fantica definida por una forma completa tiene solucion. En el proximo capitulo
los resolveremos conjuntamente.

Ejercicio: Probar que el segundo generador de cada factor de (2.3) tiene norma 8,
por lo que ambos factores son principales.

El interés determinar si un ideal dado es o no principal se debe, entre otras
razones, a que un orden maximal es un dominio de factorizacion tnica si y sélo
si todos sus ideales son principales. En el capitulo siguiente veremos también
que el problema se puede reducir a determinar si un namero finito de ideales
son o no principales.

El primer paso para abordar estos problemas lo presentamos ya en [Al 8.40],
y es definir el grupo de clases de un cuerpo numérico. Recordemos la definicion:

Definicion 2.59 Si K es un cuerpo numérico, definimos su grupo de clases
como el grupo cociente del grupo de ideales fraccionales de K sobre el subgrupo
generado por los ideales principales no nulos.

El subgrupo generado por los ideales principales no nulos esta formado por
los ideales fraccionales de la forma («)/(8), con «,8 € Ok no nulos. Dos
ideales fraccionales a y b son congruentes médulo este subgrupo si y sélo si
b = («)/(B)a, para ciertos o, 8 € Ok no nulos, lo cual equivale a que b = va,
con v = a/f € K no nulo, es decir, a que los ideales fraccionales sean similares.

Asi pues, las clases del grupo de clases de K no son sino las clases de similitud
de ideales fraccionales, que ya conociamos.

Por otra parte, veamos ahora que cada clase del grupo de clases tiene repre-
sentantes que son ideales de O (no meros ideales fraccionales).
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En efecto, basta tener en cuenta que todo ideal fraccional es de la forma
b = B'a, donde a es un ideal no nulo, luego [b] = [1/(8)][a] = [a].

Podemos expresar la relaciéon de similitud en términos exclusivamente de
ideales: Dos ideales a y b son similares (es decir, determinan la misma clase del
grupo de clases) si y solo si existen ideales principales tales que (a)a = (5)b.

Un ideal a de Ok determina la clase trivial si y sélo si es principal.

En efecto, una implicacion es obvia, y si [a] = [1], existen ideales principales
tales que (a)a = (), pero esto implica que (8) C (a), luego a | By asia = (5/«)
es principal.

Asi pues, el problema de si un ideal es o no principal puede reformularse en
términos de si determina o no la clase trivial en el grupo de clases. En particular,
el orden Ok es un dominio de ideales principales si y s6lo si el grupo de clases
de K es trivial.

El interés de este planteamiento se debe en gran parte a que los grupos de
clases de los cuerpos numeéricos son siempre finitos. En [Al 8.41] lo probamos
para el caso de los cuerpos ciclotomicos de orden primo, y en el la secciéon
[ITAl 13.2] lo probamos para los cuerpos cuadraticos. En el capitulo siguiente
probaremos en general la finitud de los grupos de clases.

Sucede que también tiene interés determinar si los ideales de los 6rdenes
no maximales son o0 no principales (aunque de nuestro estudio tendremos que
excluir los “patologicos”).

Concretamente, supongamos que O’ es un orden de un cuerpo numeérico, f es
su conductor y O es el orden maximal. El teorema 2.56 establece una biyeccién
entre los ideales de O’ primos con § y los andlogos en O. Esta correspondencia
conserva todo lo relacionado con la divisibilidad ideal, pero en general no con-
serva el caracter principal de un ideal: si bien es obvio que la imagen en O de
un ideal principal de O’ es un ideal principal (con el mismo generador), bien
puede ocurrir que un ideal principal de O tenga asociado un ideal no principal
de O, debido a que ninguno sus generadores pertenezca a O’. Por ello hemos de
distinguir entre ideales de O’ principales en O’ (luego también en O) de los que
sblo son principales en 0. En particular, el hecho de que todos los ideales de O
sean principales no implica necesariamente que todos los ideales de O’ lo sean.
Ni siquiera los primos con el conductor. Ahora definiremos un grupo de clases
de ideales de O’ (primos con f) de modo que la clase trivial la formen precisa-
mente los ideales principales en O, con lo que O’ tendra factorizacion tnica real
(para nimeros primos con f) si y solo si el grupo de clases es trivial, en completa
analogfa con el caso que acabamos de estudiar para 6rdenes maximales.

Definicion 2.60 Sea K un cuerpo numeérico, sea O su orden maximal y sea O’
un orden cualquiera de K con conductor f. Llamaremos

I;(0) = {ab™" | a,b € I;(0)},
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es decir, I;‘(O) es el subgrupo generado por I;(O) en el grupo de los ideales
fraccionales de K. Segtn el teorema 2.56, el semigrupo I;(0’) puede identificarse
con I;(0), luego podemos considerar a If*(O) como un ‘grupo de cocientes’ de
I;(0'). Similarmente definimos

B(0) = {a€0 |a0+f=1},
PO = {a0B7'0|a,B € P(0O)}.

De este modo Pf*((‘)’ ) es el subgrupo de I ; (0) generado por los ideales prin-
cipales de I;(0’) (identificados con ideales de I;(0)).

Llamaremos grupo de clases de O al grupo cociente H(O') = If*(O)/Pf*(O’).

Todo a € I;(0’) cumple por definicion a + §f = O’, luego existen o € a 'y
¢ € § tales que o + ¢ = 1, es decir, (a) € I;(O"). Por la factorizacion tnica
existe b € I;(O') tal que ab = («). Pasando a I;(O) y tomando clases, esto se
traduce en que [a]~! = [b]. Esto prueba que todas las clases de H(0’) tienen un
representante en I;(O'), luego podemos considerarlas como clases de ideales de
I;(0).

Ademas, si un ideal a € I;(O") cumple [a] = 1, entonces existen ntmeros
B,7 € P;(Q’) tales que (f)a = (7). Existe un a € a tal que v = Sov. El hecho de
que v € P;(0’) implica que lo mismo vale para « y, por la factorizacion tnica,
a = (a). Asi pues, un ideal de I;(O’) es principal si y solo si su clase es trivial.

Con esto hemos probado que el grupo de clases de un orden es exactamente
lo que queriamos que fuera. En estos términos, lo que hemos llamado grupo de
clases de K es el grupo de clases de O (pues el orden maximal tiene conductor
f =1 y la definicién del grupo de clases que acabamos de dar se reduce a la que
hemos dado para K).

Para estudiar los grupos de clases necesitamos las técnicas geométricas que
presentamos en el capitulo siguiente.



Capitulo III

Métodos geométricos

En este capitulo desarrollaremos las técnicas adecuadas para resolver dos
problemas fundamentales de la teoria algebraica de ntimeros: calcular el grupo
de clases de un orden numérico (y, en particular, probaremos que siempre son
finitos) asi como sus grupos de unidades.

Estos problemas, resueltos originalmente por distintos métodos y autores,
pueden reducirse a un teorema general debido a Minkowski, y que pertenece a
una rama de la teoria de nimeros conocida como geometria de los niimeros. A
modo de primera aproximacién podemos pensar en el anillo de los enteros de
Gauss, Z[i]. Hasta aqui hemos considerado a éste y otros anillos desde un punto
de vista puramente algebraico. Ahora nos fijamos en que este anillo esté conte-
nido en el plano complejo y, mas precisamente, sus elementos son los vértices de
una red de cuadrados de lado unidad que cubren todo el plano. Esta ‘represen-
tacion geométrica’, debidamente generalizada, da pie a una serie de argumentos
que aportan informacion valiosa sobre los 6rdenes numeéricos. El primer pro-
blema es que no tenemos una representacion similar para anillos como Z[\/i }
Si vemos este anillo como subconjunto del plano complejo nos encontramos con
un subconjunto denso de la recta real, algo muy distinto al caso anterior y donde
no podemos aplicar directamente las técnicas que vamos a desarrollar. La dife-
rencia basica es que en el primer ejemplo ntimeros linealmente independientes
sobre Q son también linealmente independientes sobre R, mientras que en el
segundo todos los niimeros son linealmente dependientes sobre R. Nuestro pri-
mer paso serd ‘separar’ los elementos de un cuerpo numérico de modo que la
independencia lineal sobre QQ se conserve sobre R.

3.1 La representacién geométrica

Definicién 3.1 Sea K un cuerpo numérico de grado n. Para cada monomor-
fismo ¢ : K — C definimos el conjugado de o como la composiciéon de o con la
conjugacion compleja, es decir, el monomorfismo dado por 7(a) = o(«). Dire-
mos que o es real si 0 = & o, equivalentemente, si o[K] C R. En caso contrario
diremos que o es complejo.

69
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Es evidente que el nimero de monomorfismos complejos de un cuerpo numé-
rico K ha de ser par. Llamaremos s al nimero de monomorfismos reales y 2t al
de complejos, de modo que si n es el grado de K tenemos la relacion n = s+ 2t.
Ademés numeraremos los n monomorfismos de K de modo que o1, ..., 04 seran
los reales ¥ 41,0541, - -, 0s+t, Os4+¢ Seran los complejos.

Por ejemplo en el caso de los cuerpos cuadréticos tenemos s = 2, ¢t = 0 para
los cuerpos reales (de discriminante positivo) y s = 0, t = 1 para los imaginarios
(de discriminante negativo). Para el cuerpo ciclotémico de orden p se tiene
s=0,t=(p—1)/2. En los cuerpos cibicos puros s =1, t = 1, etc.

Ejercicio: Probar que el signo del discriminante de un cuerpo numérico es (—1)%.

La identificacién usual C = R?, como espacios vectoriales, nos da una iden-
tificacion natural R® x Ct = R"™. Por ejemplo, si s = ¢ = 1 identificamos la terna
(1,2,3) con el par (1,2 + 3i).

Definimos R = R* x C! considerado como anillo con el producto definido
componente a componente (obviamente no es un dominio integro). A los ele-
mentos de R los llamaremos vectores.

Llamaremos representacion geométrica del cuerpo K a la aplicacién que a
cada nimero o € K le asigna el vector z(a) = (01(), ..., 054()).

Es claro que esta representacién es inyectiva y conserva sumas y productos.
Ademas si a es un namero racional, z(aa) = az ().
Definimos en R*! la norma dada por

N(1, .., Toqs) =21 - "9Cs|9Cs+1|2 aE |$s+t|2~

Asf N(zy) = N(z) N(y), para 2,y € R*" y N(z(a)) = N(«), para todo a € K.

Ahora probamos que esta representacion geométrica cumple el objetivo que
nos habiamos propuesto:

Teorema 3.2 Sea K un cuerpo numérico. Si los nimeros ay,...,0,, de K
son linealmente independientes sobre Q, entonces los vectores x(ay), ..., x(n)
son linealmente independientes sobre R.

DEMOSTRACION: Completando una base podemos suponer que tenemos n
nameros (donde n es el grado de K. Hemos de probar que el determinante

o1(ar) -+ os(a1) Reosti(a1) Imosyi(ar) -+ Reosyi(ar) Imosie(ar)

o1(an) - os(an) Reosyi(an) Imosyi(an) -+ Reosti(an) Imosii(an)

es no nulo. Ahora bien, sabemos que el determinante

o1(ar) -+ os(a1) osyi1(ar)  Teyi(ar) - ospi(or)  Tsye(an)

o1(an) - os(an) Osiilan) Fssrlan) oo Osit(an) Ferelam)

es no nulo, pues su cuadrado es Afayg, ..., ay,].
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Si a la columna (as+k (041-)) le sumamos la columna siguiente, se convierte en
(2 Reogik (ai)), y si ahora a la columna siguiente le restamos la mitad de ésta,
se convierte en (—i Im as+k(ai)). Después sacamos los coeficientes y queda
el primer determinante multiplicado por (—2i)f. Por consiguiente el primer

determinante es, salvo signo, 4/ ‘A[al, ey O] ‘/2‘5 #0. ]

3.2 Reticulos

El ultimo teorema que acabamos de obtener nos lleva a la definiciéon siguiente:

Definicion 3.3 Un reticulo en R™ es un subgrupo generado por un conjunto
finito de vectores linealmente independientes, es decir, un conjunto de la forma

M= (v1,...,Um)y ={a1v1+ -+ amvm | a1,...,am € L},
donde v1, ..., v, son vectores linealmente independientes en R™.

Obviamente los vectores v1, ..., v, son también linealmente independientes
sobre Z, luego M es un Z-modulo libre de rango m. A este rango lo llamaremos
dimension de M. La dimensiéon de un reticulo de R™ es necesariamente menor o
igual que n. A los reticulos de dimension n los llamaremos reticulos completos.

El teorema 3.2 implica que la imagen de un moédulo a través de la represen-
tacion geométrica es un reticulo, que sera completo si el médulo lo es.

Por ejemplo, he aqui una imagen del reticulo en R? generado por los vectores
(1,2) y (2,1):
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- ’ - ’
#{ ar //# / /#
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A la vista de la figura resulta natural definir el paralelepipedo fundamental
de una base vy, ..., v, de un reticulo M como el conjunto

T ={avi +- 4+ anvy |0 <a; <1}
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El paralelepipedo fundamental no esta determinado por el reticulo, sino que
cada base tiene uno distinto. Por ejemplo, los vectores (1,2) y (1, —1) generan
el mismo reticulo de la figura anterior y su paralelepipedo fundamental es el que
muestra la figura siguiente:

Por ello, cuando digamos que T es un paralelepipedo fundamental de un
reticulo M querremos decir que es el asociado a una cierta base de M. De todos
modos, los paralelepipedos fundamentales tienen una caracteristica invariante:
su volumen. Llamaremos p a la medida de Lebesgue en R™. Se sobrentiende
que todos los conjuntos sobre los que apliquemos p son medibles, por hipdtesis
cuando sea necesario.

Teorema 3.4 Sea M = (v1,...,v,) un reticulo completo en R™, con v; = (a;;).
Sea T el paralelepipedo fundamental asociado. Entonces p(T) = |det(a;;)|, y
este valor es independiente de la base escogida.

DEMOSTRACION: Sea f : R" — R" el isomorfismo que tiene matriz (a;;),
es decir, el isomorfismo que envia la base canénica de R™ a la base vq,...,v,.

Es claro que T = f [[0, 1["], luego por el teorema de cambio de variable
w(T) = | det(ai;)|p([0,1[") = | det(as;)].

Si cambiamos de base la nueva matriz (a;;) se diferencia de la anterior en
una matriz de determinante +1, luego el valor absoluto del determinante sigue
siendo el mismo. "

Cada modulo completo en un cuerpo numérico tiene asociado un reticulo
a través de su representaciéon geométrica. La demostracion del teorema 3.2
contiene el calculo del volumen de su paralelepipedo fundamental:

Teorema 3.5 Sea K un cuerpo numérico y M un mddulo completo en K con
anillo de coeficientes O. La imagen de M por la representacion geométrica es
un reticulo completo y el volumen de su paralelepipedo fundamental es

AlM] Al0]
o = BRIl
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Diremos que un subconjunto de R™ es discreto si no tiene puntos de acumu-
lacién, es decir, si es cerrado y como espacio topolégico es discreto. Equivalen-
temente, un conjunto es discreto si y s6lo si corta a cada bola rB en un niimero
finito de puntos.

Si T es un paralelepipedo fundamental de un reticulo M de R"™ y =z € M,
llamaremos trasladado de T por z al conjunto

T,=x+T={x+t|teT}.

Teorema 3.6 Sea M un reticulo en R™ y sea T un paralelepipedo fundamental
de M. Entonces

1. Si M es completo los conjuntos T, con x € M son disjuntos dos a dos y
cubren todo R™.

2. El conjunto M es discreto.

3. Para cada v > 0 sdlo un nimero finito de conjuntos T, corta a la bola rB.

DEMOSTRACION: 1) Sea wvy,...,v, la base cuyo paralelepipedo es T. Si
z € R", entonces x se expresa de forma tnica como z = ayvy + -+ + apvy,
donde ay,...,a, son nimeros reales. Podemos descomponer de forma tnica
a; =k; +7;,donde k; € Z y 0 < r; < 1. Llamando ahora u = k1v1 + - - - + kv,
yt=rw +--+ 71,0, tenemos que t = u+t, con u € Myt €T, es decir,
veT, SizeT, paraun v € M, entonces x = v+ t', donde ¢’ € T es de la
forma sjv; 4+ -+ + spv, con 0 < s; < 1y v es de la forma myvy + -+ + my,v,
con m; € 7.

La unicidad de las coordenadas da que k; + r; = a; = m; + s;. La unicidad
de la parte entera da que k; = m; y r; = s;, luego u = v. Esto prueba que cada
vector pertenece a un tinico conjunto 7.

2) Puesto que todo reticulo puede sumergirse en un reticulo completo y que
todo subconjunto de un conjunto discreto es discreto, podemos suponer que M
es completo. En tal caso la aplicacion lineal que transforma la base canénica de
R™ en una base de M es un homeomorfismo de R™ en si mismo que transforma
Z™ en M. Como Z" es discreto, lo mismo le sucede a M.

3) Sea v1,..., Uy, la base cuyo paralelepipedo es T'. Sea d = |lvg ||+ - -+ ]|vm]|-
Para todo u = a1v1 4+ - -+ amvm € T tenemos |[ul] < aq|lvi||+- -+ am|lvm| < d.

Si un vector x € M cumple que T, corta a rB, entonces hay un vector de
la forma x +u € rB con u € T. Entonces ||z| < ||z + ul| + || —u| < 7+ d,
y como M es discreto hay s6lo un nimero finito de vectores x € M tales que
llz]| < r+d. "

El resultado siguiente es importante porque da una caracterizacién topolo-
gica del concepto de reticulo, que nosotros hemos introducido algebraicamente.

Teorema 3.7 Un subgrupo de R™ es un reticulo si y sélo si es discreto.
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DEMOSTRACION: Una implicacion esté vista en el teorema anterior. Sea
ahora M un subgrupo discreto de R™, sea V' el subespacio vectorial que genera

en R™, sea m su dimension, sean vq,...,v,, € M linealmente independientes,
sea My C M el reticulo que generan y sea T el paralelepipedo fundamental de
My asociado a {v1,...,Um}-

El mismo argumento del teorema anterior prueba que los conjuntos 7T;, con
u € My constituyen una particion de V. Esto significa en particular que todo
vector x € M se puede expresar en la forma x = u+ 2z, donde u e My y z € T.
Como M es un subgrupo, también z € M, pero T es un conjunto acotado y M es
discreto, luego s6lo hay un nimero finito de vectores z que puedan aparecer en
estas descomposiciones. Esto prueba que el grupo cociente M/Mj es finito. Sea
j =M : Mp|. Entonces jz € My para todo x € M, luego M C (1/5)My, que
claramente es un reticulo, y todo subgrupo de un grupo finitamente generado
es finitamente generado.

Consecuentemente existen vectores ws,...,w, que generan M, y r < m.
Pero como My C M, los vectores linealmente independientes vy, ..., v, son
combinacién lineal de wy,...,w,, luego ha de ser r = m y éstos han de ser
linealmente independientes. Esto prueba que M es un reticulo. L]

Finalmente caracterizamos la completitud de un reticulo.

Teorema 3.8 Sea M un reticulo en R™. Entonces M es completo si y sélo si
eziste un subconjunto acotado U de R™ tal que los trasladados x +U con x € M
cubren todo R™.

DEMOSTRACION: Si M es un reticulo completo el resultado se sigue de 3.6
tomando como U un paralelepipedo fundamental de M. Supongamos que M no
es completo y veamos que no puede existir un conjunto U como el del enunciado.

Sea V el subespacio de R™ generado por M. Como M no es completo V' # R™,
luego existe un vector w € R™ ortogonal a todos los vectores de V. Podemos
tomarlo de norma 1.

Sea r > 0 tal que ||u|| < r para todo vector u € U. Por la hipotesis podemos
descomponer rw =x +u,conx € My ueU.

Como w y « son ortogonales, rww = ww, y aplicando la desigualdad de
Cauchy—Schwarz llegamos a una contradiccion: r < ||ul| |w|| = ||u]|- n

3.3 El teorema de Minkowski

Demostramos ahora el teorema central de este capitulo.Recordemos que un
subconjunto A de R™ es convero si cuando a,b € Ay 0 < A < 1, entonces
(I =Xa+ Xb € A. El conjunto X es absolutamente convezo si es convexo y
cuando a € A, también —a € A.

Teorema 3.9 (Teorema de Minkowski) Sea M un reticulo completo en R™
cuyo paralelepipedo fundamental tenga medida c¢. Sea A un subconjunto abso-
lutamente convexo y acotado de R™. Si p(A) > 2"c, entonces A contiene al
menos un punto no nulo de M.
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DEMOSTRACION: La prueba se basa en el hecho siguiente:

S1Y es un subconjunto acotado de R™ con la propiedad de que los
trasladados Y, para cada x € M son disjuntos dos a dos, entonces
n(Y) <e.

Para probarlo consideramos los conjuntos Y N7T_,, donde T es un paralele-
pipedo fundamental de My T_, = T — x. Como los trasladados de T' cubren
todo el espacio y son disjuntos, es claro que

p(Y)=> p(ynT.,)

zeM

(notemos que s6lo hay un nimero finito de sumandos no nulos).
Claramente  + (Y N7T_,) = Y, NT, y como la medida es invariante por
traslaciones, tenemos que u(Y N7T-,) = pu(Y, NT). Asi pues,

p(V) =Y u(YanT).

zeM

Dado que los conjuntos Y, son disjuntos dos a dos y estan contenidos en T,
concluimos que pu(Y) < u(T) =c.
Consideremos el conjunto (1/2)A. Por las hipotesis del teorema tenemos que

1 p(A)
b <2A) TR
luego, segiin lo que hemos probado, los trasladados de (1/2)A no son disjuntos
dos a dos, sino que existen z,z’ € M tales que z # =’ y

(z+ %A) N (= + %A) #+ .

Existen vectores a,a’ € A tales que = + (1/2)a = 2’ + (1/2)d’, o equiva-
lentemente, z — 2’ = (1/2)a — (1/2)a’. Este vector estd en A porque A es
absolutamente convexo, y por otro lado es un elemento no nulo de M. [

Observamos que una pequena variante en la prueba nos da el siguiente re-
sultado que usaremos después.

Teorema 3.10 Sea M un reticulo completo en R™ cuyo paralelepipedo funda-
mental tenga medida c. Sea' Y un subconjunto acotado de R™ cuyos trasladados
por puntos de M cubran todo R™. Entonces u(Y) > c.

DEMOSTRACION: Razonando como en la primera parte de la prueba del
teorema de Minkowski, ahora los conjuntos Y, N'T cubren todo T (sin ser nece-
sariamente disjuntos), luego

p(V)=> u(YanT)>pu(T) =c.
zeM | ]

Para aplicar el teorema de Minkowski a los cuerpos numeéricos usaremos
el conjunto absolutamente convexo cuyo volumen calculamos a continuacién.
Recordemos la notacién n = s 4+ 2t introducida en 3.1.
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Teorema 3.11 Para cada nimero real ¢ > 0, el conjunto
Xa(e) ={z € R | |wa] + - + |2s| + 2]zeqr| + - + 2]wape| < ¢}

es absolutamente convexo y acotado, y

i) = O (5)

n!

DEMOSTRACION: El conjunto Xs:(c) es una bola para una norma en R™,
luego es absolutamente convexo y acotado. Para calcular su medida conviene
expresarlo como subconjunto de R”, o sea, en la forma

Xsi(c) = {x eR” | |$1|+"'+|$S|+2\/ x§+1 +y§+1+"'+2\/ ‘Ti—i-t +y§+t < C}'

Veamoslo primero para t = 0 por induccién sobre s. Claramente tenemos
que Xio(c) = ]—¢,c[ y su medida es 2¢, como afirma la féormula. Ahora, por el
teorema de Fubini,

IU'(X(S+1)O(C)) = / ,M(XsO(C— |x3+1|)>d$3+1
95 fe S -
- (c = |zsg1]) dosy = ((s—’)—l)'

A continuacién lo probamos para cualquier s, ¢ por induccién sobre t. Lo
tenemos probado parat = 0. Sit =1y s =0 no podemos aplicar la hipotesis
de induccion, pues el teorema no tiene sentido para (s,t) = (0,0), pero es facil
ver que u(Xop1) tiene el valor requerido. En cualquier otro caso calculamos
1(Xst+1)(c)) aplicando de nuevo el teorema de Fubini para separar las dos
altimas variables y cambiamos a coordenadas polares (p, §), para lo cual hemos
de multiplicar por el determinante jacobiano del cambio, que es p. Con todo
esto queda:

#(Xs(er1y(c)) = /00/2/()%<M(Xst(c—2p))pd9)dp

2542t T\ [ s+2t
= Qﬂm(g) /0 (c=2p)" " pdp.

La formula de integracion por partes (u = p, dv = (c — 2p)**2!dp) nos da

2$+2(t+1) N\t c/2 1 (C _ Qp)s-&-Zt-l—l
M(Xs(t+1)(c)) = 47, (*) / 5 o1 9
(s+2t)! \8 o 2 s+2+1
y de aqui se llega sin dificultad al valor indicado por la férmula. L]

He aqui la primera consecuencia del teorema de Minkowski:

Teorema 3.12 Sea M un mddulo completo en un cuerpo numérico K de grado
n = s+ 2t. Entonces existe un numero o € M no nulo tal que

IN(a)] < <4>t”! |A[M]).

T/ n"
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DEMOSTRACION: Sea X (c) segun el teorema anterior. Vamos a aplicarle el
teorema de Minkowski tomando como reticulo la imagen de M por la represen-
tacion geométrica de K, para lo cual se ha de cumplir que ,u(Xst(c)) > 25+
donde k es la medida del paralelepipedo fundamental del reticulo, que por el

teorema 3.5 vale k = /| A[M]|/2".

En definitiva, se ha de cumplir que p(Xy(c)) > 25+, /|A[M]|. Por el teo-
rema anterior esto es
(20)"
n!

T\t :
(5) >2y/lamm),
8
o sea, ¢ > (%)t 1/|A[M]| nl. Si ¢ cumple esta condicion, existe un v € M no
nulo tal que z(a) € X (c).

Usando que la media geométrica es siempre menor o igual que la media
aritmética concluimos que

{los(a)- - ox(@)owsa(@)?- - 0uia(a)?
or(@)] ++ [ou(@)] + 2osia(e)] 4+ o) _ e

{/IN(a)]

3

Asi pues, |N(a)| < ¢”/n".
Dado 0 < € < 1, existe un ¢, > 0 tal que ¢l = (%)tn!, / |A[M]| + €, a partir
del cual obtenemos un a, € M no nulo tal que

Nl < (2) 2 flai+ 5

Ahora bien, el conjunto de todos los z(a) que cumplen esto para algin e
esta acotado (pues todos estan en Xy (c1)) v ademas todos ellos estan en un
reticulo (discreto), por lo que s6lo hay un namero finito de posibles «., luego
un mismo « (en M y no nulo) debe cumplir la desigualdad para todos los €, o

sea, | N(a)| < (%)t"—! |A[M]]. "

nn

He aqui una aplicacion sencilla:

Teorema 3.13 (Minkowski) El discriminante de un cuerpo numérico dis-
tinto de Q no puede ser £1.

DEMOSTRACION: Si Ag = +1, tomando como médulo M el orden maximal
de K, el teorema anterior nos da la existencia de un entero no nulo « tal que

4\ n!

1 < |N(a)] < (W> o

donde n = s+ 2t > 2 es el grado de K. Veamos que esta desigualdad es
imposible.
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Podemos considerar al miembro de la derecha como producto de ¢ factores
4/m y n factores k/n, donde k varia entre 1 y n. Por otro lado ¢t < n/2, luego
podemos agrupar los primeros factores con los primeros del segundo tipo, de
modo que asi nos quedan dos clases de factores: de tipo k/n y de tipo 4k/nm
con k < n/2.

Los primeros son obviamente menores que 1 (salvo n/n). Si probamos que
los del segundo tipo son también menores que 1, todo el producto cumplira lo
mismo, y tendremos una contradiccion.

Ahora bien, como 2 < 7, resulta que n/2 < nw/4, luego k < nw/4 y asi
dk/nm < 1. u

Ejercicio: Usar la formula de Stirling [ITAn 6.7]:
n\" _o_
n! = 27rn(7> el2zn 0<6<1,
e

para probar que si A es el discriminante de un cuerpo numérico de grado n entonces

m\2t 1 2n— L

Al>(§) e
4] 4 2mn

Deducir que el minimo discriminante de un cuerpo de grado n tiende a infinito con n.

Ejercicio: Aplicar el teorema de Minkowski a los conjuntos

lz1] < v/]A] |xi|<1(2§i§5+t)} sis#0

1
|Rex1| < 3 [Imz1| < V/|A] |z <1 (2 Sigt)} sis=0

A

{a: e R

A = {mEfROt

para probar que todo cuerpo numérico contiene un elemento primitivo entero los coefi-
cientes de cuyo polinomio minimo estdn acotados por una cantidad que depende sélo
de n y A. Concluir que hay un ntimero finito de cuerpos numéricos con un mismo
discriminante dado (Teorema de Hermite). Notemos que este argumento nos permite
obtener explicitamente tales cuerpos.

3.4 La finitud del grupo de clases
Ya estamos en condiciones de probar que el grupo de clases de cualquier

orden numeérico es finito. Ello es consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 3.14 Sea K un cuerpo numérico de grado n = s + 2t y discrimi-
nante A. Entonces todo ideal de Ok es similar a otro a tal que

N(a) < (i)t:'\/K

DEMOSTRACION: Sea b un ideal de Q. El ideal fraccional b~! es de la
forma B¢, para cierto entero 3 y cierto ideal ¢. Sea v € ¢ tal que

NG| < (4) LEWONE

™

segin el teorema 3.12.
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Segtin la definicion de norma de un médulo, tenemos /| Afc]| = N(c)\/JA[.

Como 7 € ¢ se cumple que ¢ | 7, luego () = ca para cierto ideal a. Por lo tanto
a=~yc"! =~B71b, luego a es un ideal equivalente a b, y ademas

L
~ /1Al

n’ﬂ

N = XO) _ INDIYIAL (:)

(c) |A[]

Para aplicar este teorema conviene definir las constantes de Minkowski

4\ n!
Mst = (ﬂ') ﬁ
Su céalculo es independiente de los cuerpos numeéricos, y en estos términos el
teorema 3.14 afirma que todo ideal de K es similar a otro de norma a lo sumo
Mgi+/|A|. La tabla siguiente contiene las primeras constantes de Minkowski

redondeadas hacia arriba en la dltima cifra decimal mostrada para que las cotas
que proporcionan sean correctas.

Tabla 3.1: Constantes de Minkowski

n s t Mg
2 2 0105

2 0 1/0.63662
3 3 010.22223
3 1 1/0.28295
4 4 010.09375
4 2 110.11937
4 0 210.15199

Nota El teorema [ITAl 12.5] es similar al teorema anterior para el caso de
cuerpos cuadraticos, y la cota que proporciona, es M = 1/v/3 ~ 0.57736 para
cuerpos imaginarios, que es un poco mejor que My y Moo = 1/2 para cuerpos
reales. m

El interés de esto reside en que, segtn el teorema 2.48 (o [Al 8.36]), solo hay
un namero finito de ideales de una norma dada, luego hemos probado el grupo
de clases del orden maximal de un cuerpo numérico es finito.

Definicion 3.15 Se llama numero de clases de un cuerpo numeérico K al or-
den hx del grupo de clases de su orden maximal. M&s en general, el numero de
clases de un orden numérico es el orden de su grupo de clases.

Acabamos de probar la finitud del namero de clases de los 6rdenes maximales,
y el teorema siguiente extiende la conclusion a 6rdenes numéricos arbitrarios:
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Teorema 3.16 Sea O el orden mazimal de un cuerpo numérico K. Sea O un
orden de K de conductor | y sea h el numero de clases de K. Entonces el grupo
de clases de O’ es finito, y su orden es

donde ®(f) y ®'(f) son, respectivamente, el nimero de unidades de O/f y de
O'/f, mientras que e es el indice del grupo de unidades de O en el grupo de
unidades de O. Ademds el cociente que aparece en la férmula es entero, por lo
que h | h'.

DEMOSTRACION: Sea H el grupo de clases de K. Consideremos el homo-
morfismo I{'(0) — H dado por a + [a].

Dado cualquier ideal a de K, existe un ideal b de manera que [a~!] = [b]. Por
el teorema 2.19 existe un ideal ¢ = ab~! tal que [¢] = [a] y ¢+f = 1. Esto implica
que el homomorfismo anterior es suprayectivo. Su ntucleo es evidentemente
P (0). Asi pues

I{(0)/Pf(0) = K.

Por el teorema de isomorfia podemos concluir que
o= 1Py (0) : P;‘(O’)| h,
supuesto que probemos que el indice es finito.

Sea ahora U el grupo de unidades del anillo O/f y consideremos la aplicacion
U— Pf*((‘))/Pf*(O') dada por [a] — [(@)]. Veamos que est4 bien definida.

Si [a] = [B], entonces o = B (méd f) y por ser unidades existe un v € O tal
que oy = Sy = 1 (méd f). Como f C O esto implica que oy, By € O, luego

[(@)] = [(@)(B7)] = [(B)(en)] = [(B)]-

Evidentemente se trata de un epimorfismo de grupos. Esto prueba ya la
finitud del grupo de clases. Vamos a calcular el ntcleo. Si [(a)] = 1 entonces
(o) € Py (0'), lo que significa que () = (8), donde 3 € F5(0'). A su vez esto
implica que o = €f3, para cierta unidad € de O. Reciprocamente, es claro que si
« es de esta forma entonces () esta en el ntcleo.

Llamemos E al grupo de unidades de © y E al subgrupo de U formado por
las clases con un representante en E. Similarmente, sea P;(0’) el grupo de las
clases de U con representantes en P;(0’). Hemos probado que el niicleo del
epimorfismo que estamos estudiando es E P;(0), de donde

[PF(0): B (0)] = =) __

Claramente,
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Si llamamos E’ al grupo de las unidades de O', es facil comprobar el iso-
morfismo E/E’ = E/(E N P;(0’)). Finalmente, si llamamos U’ al grupo de
las unidades de O'/f, también se ve facilmente que U’ = P;(O’). El teorema es
ahora inmediato. n

Para el caso de 6rdenes cuadraticos la formula admite una ligera simplifica-
cion:

Teorema 3.17 Sea O,, el orden de indice m en un cuerpo cuadrdtico K. Sea h
el numero de clases de K y h,, el numero de clases de O,,. Entonces

®(m)
h,
d’(m)em
donde @ es la funcion de Fuler generalizada, ¢ es la funcion de Fuler usual y

em es el indice del grupo de las unidades de O,, en el grupo de las unidades
de K.

h =

DEMOSTRACION: Solo hay que recordar que el conductor de O, es (m) y
notar que Oy, /(m) = Z/mZ. .

En realidad es posible demostrar la finitud de los grupos de clases de 6rdenes
arbitrarios directamente a partir del teorema 3.12. De hecho, podemos probar
algo ligeramente méas general:

Teorema 3.18 Si O es un orden numérico, existe un nimero finito de clases
de similitud de mddulos cuyo anillo de coeficientes es O.

DEMOSTRACION: El teorema 3.12 (teniendo en cuenta la definicién de norma
de un modulo) proporciona una cota C que sblo depende del cuerpo y de O tal
que todo modulo M con anillo de coeficientes O contiene un elemento a # 0
con |N(a)| < CN(M). Como a® C M, también O C a~*M. Es facil ver que

o™ M - O] = N(a™'M)™! = [N()|/N(M) < C.

Asi tenemos que todo moédulo M es similar a otro M’ tal que O € M’ y
[M’ : O] < C. So6lo hay un numero finito de naturales ¢ tales que 1 <t < C
y, para cada uno de ellos, s6lo hay un nimero finito de moédulos M’ tales que
O C M y|M': 0| =t, pues estos modulos cumplen que M’/O es un grupo finito
de orden ¢, con lo que tM’ C O, y en consecuencia © C M’ C t~1O. Ahora bien,
los modulos intermedios entre O y t~1( estén en correspondencia biunivoca con
los subgrupos del grupo cociente, que es finito porque ambos modulos son libres
del mismo rango. En conclusion, hay un nimero finito de tales médulos M’.

|

En [ITAl] mostramos varios ejemplos de calculo de grupos de clases de 6r-
denes cuadraticos. Veamos aqui otros ejemplos. Recordemos que si el orden
maximal de un cuerpo numérico tiene niimero de clases h = 1 esto equivale
a que es un dominio de ideales principales, luego un dominio de factorizacion
tnica. Més en general, si a es cualquier ideal de O, se cumple que [a]” = 1, es
decir, a” es siempre un ideal principal.
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Cuerpos ciclotémicos de orden primo El cuerpo ciclotémico de orden p
tiene s =0, t = (p — 1)/2. Para p = 3 tenemos que todo ideal es similar a otro
de norma a lo sumo My1v3 < 1,2, o sea, todo ideal es similar a un ideal de
norma 1, o sea, a 1, y por lo tanto el nimero de clases resulta ser h = 1 y el
cuerpo tiene factorizacioén dnica.

Tomemos ahora p = 5. Se cumple que My2v53 < 1.7 y de nuevo tenemos
factorizacién tnica.

Para el caso p = 7 resulta Mo3V/7° < 4.2. Observemos que en realidad
hay factorizacion unica si y solo si todos los ideales primos son principales.
Limitandonos a ideales primos, cuya norma es siempre de la forma ¢ para
un primo racional ¢, sucede que las tnicas normas posibles menores o iguales
que 4 son 2, 3 y 4, es decir, s6lo hemos de examinar los divisores primos de 2
y 3. Ahora bien, sus 6rdenes modulo 7 son 3 y 6 respectivamente, luego 2 se
descompone en dos factores primos de norma 8 y 3 se conserva primo. Por lo
tanto no hay ideales primos de norma menor o igual que 4 y todo ideal es, pues,
similar a 1. También en este caso tenemos factorizacion tnica.

Para p = 11 tenemos My5v11% < 58,97. Vamos a estudiar los primos
menores que 58. La tabla siguiente muestra el resto médulo 11 de cada uno de
ellos, asi como su orden f.

2 3 5 7 11 13 17 19 23 29

2 3 5 7 0 2 6 8 1 7
0 5 5 10 0 10 10 10 1 10
31 37 39 41 43 47 51 53 57

9 4 6 8 10 3 7 9 2

5 5 10 10 2 &5 10 5 10

- IR 3R

Para calcular la tabla rapidamente basta tener en cuenta que una raiz pri-
mitiva médulo 11 es 2, y que sus potencias son 1,2,4,8,5,10,9,7, 3, 6.

Las normas de los divisores primos de un primo racional g son todas iguales
a ¢f. Como 2'° > 58, descartamos los divisores de 2. Igualmente 3° > 58
y 432 > 58, luego los tinicos primos de norma menor que 58 son los divisores
de 11 y los de 23. Los divisores de 11 son los asociados de w — 1, luego son todos
principales.

El 23 se descompone en producto de 10 ideales primos de norma 23. Hemos
de ver si son principales. Segun 2.35 cada factor es de la forma p = (23,w — k),
donde x — k es uno de los diez factores en que el polinomio ciclotémico se
descompone moédulo 23. El ntimero k£ es una raiz moédulo 23 del polinomio
ciclotémico o, equivalentemente, una raiz distinta de 1 de ' —1. Los elementos
de orden 11 modulo 23 son precisamente los cuadrados, como 52 = 2. Asi pues,
podemos tomar p = (23,w—2). Si probamos que es principal el anillo de enteros
ciclotémicos tendré factorizacion unica.

Ejercicio: Probar que N(w — 2) = 2" — 1.

Hemos de encontrar un multiplo de p de norma 23. La técnica que vamos a
emplear es esencialmente una de las que usaba Kummer para encontrar primos
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ciclotémicos. En primer lugar observamos que w = 2 (mdéd p), luego los restos
moédulo p de las potencias de w son

w w w w w w w w

‘w23456789‘
24 8 7 9 5 3 6 11|

Se trata de buscar un polinomio en w cuyo resto médulo p sea nulo y con
coeficientes pequenos para que la norma no aumente demasiado. Una posibilidad
es aprovechar el 8—7 que se ve en la tabla y tomar p(w) = w*+w?—1. Claramente
p | p(w) y un célculo rutinario nos da que N(p(w)) = 23, luego efectivamente
p = (W' +w? — 1) y todos sus conjugados son principales. Esto prueba la
factorizacién tnica del undécimo cuerpo ciclotémico.

Observemos cémo los resultados que hemos desarrollado nos permiten re-
solver de una forma relativamente rapida un problema nada trivial, como es
determinar la factorizacion tnica de un cuerpo numérico. En principio el mismo
proceso es aplicable a los cuerpos ciclotomicos de orden 13, 17 y 19, aunque el
intervalo de primos a estudiar aumenta demasiado para que los calculos sean
viables (para el tercer caso la cota es del orden de 460.000). En [Al] vimos (en
el ejemplo tras [Al 8.38]) que para p = 23 no hay factorizacion tunica. m

Enteros ciclotomicos reales Veremos en la seccion 8.1 que el calculo del
nimero de clases de un cuerpo ciclotémico K de orden primo p se puede reducir
al céalculo del ntmero de clases de K/ = K NR. Vamos a probar que estos
cuerpos tienen factorizacion tnica cuando p =19 y p = 23.

Para p = 19 hemos de estudiar los primos menores que MgoV/198 < 122.1.
Hay un total de 30 de ellos.

Si w es una raiz 19-ésima primitiva de la unidad, evaluando el polinomio
ciclotomico se comprueba que N(w—1) = 19, luego 7 = N?{, (w—1) es un entero
en K’ también de norma 19, lo cual implica que el tnico ideal primo en K’ de
norma 19 (teorema 2.46) es principal.

Si q es cualquier otro primo, dicho teorema afirma que la norma de cualquiera
de sus divisores es ¢, donde f es el orden de ¢ moédulo 19 si es impar o la mitad
de dicho orden si es par. Las posibilidades para f son 1, 3, 9. Ahora bien,
se cumple que /122 < 4.96, lo que implica que cualquier primo ¢ > 3 cuyo
valor de f sea 3 0 9, tiene norma mayor que 122, luego no nos afecta. Por su
parte, 2 y 3 tienen f =9, con lo que la norma de sus divisores excede también
a 122. En resumen, s6lo hemos de estudiar los primos que tienen f = 1, que
se corresponden con primos cuyo orden modulo 19 es 1 o 2, es decir, primos
g = £1 (méd 19). Resulta que sblo hay dos primos en tales condiciones: el 37
y el 113.

Si encontramos enteros ciclotémicos reales de norma 37 y 113, habremos
probado que K’ tiene factorizacion tinica. Con ayuda de un ordenador un simple
tanteo basta para dar con ellos. Si calculamos la expresion

N(ag + a1m + aanz2 + asns + asna + asns + agne + arnr + asns + agno),
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(por ejemplo aproximando 7, = 2 cos(2km/19) y redondeando el resultado) en-
contramos decenas de ejemplos sin dar a las variables més valores que +1 y 0.
Por ejemplo

N +ns —ng) = =37 N(L 472 —n3) = —113.

Encontrarlos manualmente es mas laborioso, pero no excede lo razonable.
Veamos una posibilidad para el 37. Quiza la parte méas laboriosa sea encontrar
un factor irreducible del polinomio ciclotémico moédulo 37. Por ejemplo sirve
22 + 3z + 1. De este modo, si consideramos el ideal q = (37,w? + 3w + 1) en

K, tenemos que —w? — 3w = 1 (méd q), luego w=! = —3 — w (méd q), luego
N =w+w ! =-3(mbd q). Ahora es facil completar la tabla siguiente:
Ll [me| ms [ma| s | ms |nr| ms | |

1
1|37 [-18[10|-12|-11| 8 | -13 | —6 |

En ella se muestran los restos moédulo q de los numeros 7;, pero es claro que
éstos han de coincidir con los restos modulo ¢ N K’ en K’. El resto es analogo
al estudio que hemos hecho antes sobre el cuerpo ciclotémico undécimo.

El analisis para p = 23 es similar. La cota es ahora 900, pero por el mismo
motivo que antes basta estudiar los primos ¢ = +1 (mdd 23) La lista siguiente
contiene todos los primos en estas condiciones junto con un entero de la norma
correspondiente. De nuevo vemos que basta buscar entre los enteros con coefi-
cientes £1 y 0, por lo que no es dificil encontrar ejemplos rapidamente.

N1+ —n3) =47 N(

N+ +n7) =137 N +n3+n5 +n7 —n8 +1m11) = —599
N —n1 +n3) =139 N(1 —n5 +n7 —ng + 110 + 1m11) = 643
Nl —mo+ni+n+m6) =229 N1 —1m1 —na+n5+16+19) = —827
N —m —mn2) = =277 N(1 =95 + 17 — 18 — n10 + N11) = 829
N(l + 15 + N7 — Mo + 1711) = 367

N —n —n2—n3— 14— 15 — N6 — N7 — N8 — N10) = 691

Esto prueba que el anillo de enteros ciclotémicos reales de orden 23 tiene
factorizaciéon tnica. n

Ejercicio: Probar que Q(\‘q’/i ) tiene factorizaciéon unica.

El ejemplo de Dedekind Para el ejemplo de Dedekind Q(), tenemos que
s=t=1y A = —-503, de donde concluimos facilmente que todo ideal es similar
a uno de norma menor o igual que 6. Un primo de norma menor o igual que 6
debe dividir a 2, 3 0 5. Ya vimos en el capitulo anterior (pagina 47) que 2 se
descompone en tres ideales primos principales. Como ind £ = 2, para factorizar
los demas primos podemos considerar el polinomio z® 4+ z? — 2z + 8, que es
irreducible modulo 3, luego 3 es primo en Q(¢), mientras que dicho polinomio
se descompone como (z + 1)(x? + 3) médulo 5. Por lo tanto 5 se descompone
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en producto de un ideal de norma 25 y del ideal p = (5,1 + &), de norma 5. Si
probamos que p es principal entonces todo ideal de norma menor o igual que
6 sera producto de ideales principales, y por lo tanto principal. Ahora bien, es
facil ver que N(14¢) = 10, lo que implica que 1+ ¢ factoriza como producto de
p por un ideal (principal) de norma 2, luego p también es principal, y asi Q(&)
tiene factorizacién tunica. L]

Nota En todos los ejemplos precedentes hemos tenido que buscar por tanteo
enteros algebraicos de ciertas normas prefijadas para probar que determinados
ideales eran principales. Ello se debe a que de momento no tenemos ningtin
método sistematico para estudiar si un ideal dado de un orden numérico es
0 no principal, ni, por consiguiente, para determinar si dos ideales dados son
o no similares.! Para resolver este problema que se nos plantea necesitamos
resolver antes otro de los problemas que habiamos anunciado que fbamos a
resolver: la determinacion de los grupos de unidades de los 6rdenes numeéricos.
Nos ocupamos de ello en la seccién siguiente. m

3.5 Unidades fundamentales

En esta seccién obtendremos la estructura del grupo de unidades de un orden
numérico arbitrario. Este grupo es multiplicativo, mientras que el teorema de
Minkowski se aplica a reticulos, que son grupos aditivos. Para relacionar unos
con otros usaremos logaritmos.

Definicién 3.19 Recordemos que R** = R* x C!. Llamaremos representacion
logaritmica de R*t a la aplicaciéon | cuyo dominio lo forman los vectores = de R*¢
cuyas componentes son todas no nulas (o sea, tales que N(x) # 0) y dado por
l(z) = (I1(x),...,ls4+(x)), donde

e (2) = log|zk| parak=1,...,s,
R loglak? parak=s+1,...,s+t

Es inmediato que si N(z) # 0 # N(y), entonces I(zy) = l(z) +(y). También
es obvio por la definicién de norma en R*¢ que

log|N(z)| =l (@) + - - + loge (). (3.1)

Si K es un cuerpo numérico llamaremos representacion logaritmica de K

a laaplicacion { : K \ {0} — R**' dada por l(a) = I(z(a)), donde z es la
representacion geomeétrica de K. Asi pues:

2

l(a) = (log lo1(@)],...,log|os()|,log|ost1(@)|, ..., log |as+t(a)|2).

1En [ITAI] hemos dado un método para el caso de los cuerpos cuadraticos. Concretamente,
en la seccion [ITAl 11.4] hemos visto como encontrar todas las clases de similitud estricta de
formas cuadréticas de un determinante dado, en la seccién [ITAl 12.2] hemos visto como
biyectar las clases de similitud estricta de médulos de un orden cuadratico con las clases de
equivalencia estricta de formas cuadréticas de su discriminante, de modo que un ideal a es
principal si y sélo si se corresponde con la clase principal o si —en caso de que haya elementos
~v de norma negativa, si ya se corresponde con la clase principal.
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El vector I(«) se llama representacion logaritmica del namero «. El espacio
R+t se llama espacio logaritmico de K.

Es claro que si o y 8 son nameros no nulos, entonces I(af) = I(a) + I(5).
De aqui se sigue que [(a~') = —I(a). Por otro lado

log|N(a)] = log|N(x ()| = li(@) + -+ + lysi(a).
Un primer resultado elemental es el siguiente:

Teorema 3.20 Sea K un cuerpo numérico y O un orden cualquiera de K.
Entonces la restriccion de la representacion logaritmica de K al grupo de las
unidades de O es un homomorfismo de grupos cuyo nicleo estd formado por las
raices de la unidad en O, y es un grupo ciclico finito de orden par.

DEMOSTRACION: Sea W el nicleo indicado en el enunciado. Si v € W
resulta que I (a) = 0, luego |op(«)] =1 para k = 1,...,s+t. Esto implica que
el conjunto {x(a) ’ a € W} esta acotado, y como sus elementos pertenecen a
un reticulo, que es un conjunto discreto, necesariamente ha de ser finito y, como
la representacion geométrica x es biyectiva, concluimos que el subgrupo W es
finito.

En particular los elementos de W tienen orden finito, luego son raices de la
unidad. Reciprocamente si un w € O cumple w™ = 1, entonces todos los conju-
gados de w cumplen lo mismo, luego todos tienen modulo 1, y los logaritmos de
los modulos son 0, luego concluimos I(w) = 0.

Asi pues, W contiene exactamente a las raices de la unidad de O. En parti-
cular contiene al —1, de orden 2, luego W es un grupo abeliano finito de orden
par. Ademas es ciclico porque todo subgrupo finito del grupo multiplicativo de
un cuerpo es un grupo ciclico. "

Ejercicio: Probar que si un cuerpo numérico cumple s > 1 entonces sus unicas raices
de la unidad son +1.

Ahora ya podemos aplicar el teorema de Minkowski al estudio de las unida-
des:

Teorema 3.21 Sea K un cuerpo numérico y O un orden de K. FEntonces la
imagen del grupo de las unidades de O a través de la representacion logaritmica
es un reticulo de dimension s+t — 1.

DEMOSTRACION: Sea M dicha imagen. Obviamente M es un subgrupo del
espacio logaritmico de K. Por el teorema 3.7, para demostrar que es un reticulo
basta ver que es discreto. Sea r > 0 y vamos a probar que s6lo hay un nimero
finito de unidades € tales que |[I(€)|| < r.

Para ello vemos que lx(e) < |lk(e)| < [i(e)]| < 7, luego |ox(e)| < e si
k=1,...,sy ’Uk(6)|2 <e"sik=s+1,...,t. Esto significa que el conjunto
de los z(¢€), cuando € es una unidad con |[i(¢)|| < r, esta acotado, pero los
vectores z(e) forman parte de un reticulo, luego son un nuamero finito. Como
la representacién geométrica es biyectiva, el nimero de unidades € es también
finito.
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Esto demuestra que M es un reticulo en R*™:. Si € es una unidad de O,
sabemos que N(e) = %1, luego 0 = log|N(e)| = l1(€) + - - + Lo+ (e).

Por lo tanto el reticulo M esté contenido en el subespacio
V={xeR"" |z, +- -+ x5 =0},

y su dimensién es a lo sumo s+ ¢ — 1.

Para probar que su dimensién es exactamente ésta basta demostrar que
existe un subconjunto acotado U de V tal que los trasladados de U por los
elementos de M cubren todo el espacio V. Esto puede probarse modificando
levemente la prueba del teorema 3.8 o bien aplicando el teorema 3.8 a la imagen
de M a través de un isomorfismo entre V y Rs+t=1,

Es claro que todo vector de R*T? es la imagen por la representacion loga-
ritmica de un vector de R'. Por (3.1) resulta que un vector z de R*' con
coordenadas no nulas cumple I(z) € V siy solo si N(z) = £1. Sea S el conjunto
de todos los z € R tales que N(z) = +1. Asi[[S] = V. Sea X C S un conjunto
acotado cualquiera.

Se cumple que I[X] esta acotado, pues si un vector (x1,...,Zs4¢) cumple
|ri| < C para k = 1,...,5 y |zx|? < C para k = s+ 1,...,s + t, entonces
lk(z) <logC'y por lo tanto lx(z) = — 2, 4 li(x) > —(s +t —1)C, con lo que
I, (X) esta acotado.

Como la norma es multiplicativa, si € es una unidad de O, se cumple que
z(e)X C S, y si todos los trasladados z(e) X cubren S, entonces los trasladados
I(€) +1[X] cubren V. Asi pues, basta demostrar que existe un conjunto acotado
X C S tal que los trasladados z(e) X cubren S.

Sea y = (71,...,%s,y1 + i21,...,ys +i2) € Sy sea f : R — R la
aplicacion dada por f(z) = yx (el producto se calcula componente a componente
en R%* = R* x C!). Si ahora consideramos R*' = R¥*2 la aplicacion f es lineal
y el determinante de su matriz (por ejemplo en la base canonica) es

Tl

Ts

—Z1 W

Yt 2t
—Zt Yt

Llamemos N C R a la imagen de O por la representacién geométrica.
Las aplicaciones lineales de determinante +1 conservan la medida, luego los
paralelepipedos fundamentales de los reticulos N e yN tienen la misma medida.
Llamémosla k (observemos que k no depende de y).

Sea @ > (%)tk y sea ¢ = “1/Q. Llamemos A al conjunto de los puntos
x € R tales que |x;| < cparai=1,...,s, |7;]>? <cparai=s+1,...,s+t.
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Es facil comprobar que A es absolutamente convexo y acotado, asi como que
pu(A) = 257testt > 252 (pues A es un producto de s intervalos de longitud
2¢ y t circulos de radio /c).

El teorema de Minkowski nos da un punto no nulo p € A N yN, es decir,
un punto de la forma p = yxz(«) para cierto @ € O no nulo y de manera que
IN(p)| < ¢t = Q. Puesto que N(y) = +1 también se cumple que | N(a)| =
2(a)] = IN()| < Q.

Por el teorema 1.11 existe s6lo un nimero finito aq, ..., o, € O de elementos
no asociados dos a dos con norma menor que @ en moédulo. Asi pues, cualquier
otro @ € O con N(«) < @ sera asociado en O a un «;. Notemos que ) no depende
de y, luego ay, ..., a,, tampoco (podriamos haberlos tomado al principio de la
prueba). Ahora el o que habiamos encontrado se expresa como o = eq; para
un cierto 7 y una cierta unidad ¢ de 0. Hemos demostrado que todo y € S se
puede expresar en la forma y = pz(a; ')z (e).

Definimos X = SN U/, #(a; ')A, Se trata claramente de un conjunto
acotado y tenemos que todo y € S cumple y € x(€) X para cierta unidad € de O,
tal y como queriamos probar. L]

Esto determina la estructura del grupo de las unidades de cualquier orden
de cualquier cuerpo numérico.

Teorema 3.22 (Teorema de Dirichlet) Sea O un orden de un cuerpo numé-

rico de grado n = s + 2t. Entonces existen unidades €1,...,¢. en O (donde
r=s+t—1) tales que toda unidad € € O se expresa de forma tnica como
e=Ce" e, donde ¢ € O es una raiz de la unidad y mq, ..., m, son enteros
racionales.

DEMOSTRACION: Sea U el grupo de las unidades de O. Basta tomar unida-
des €1,...,€ € U tales que I(e1),...,I(e-) sean una base de [[U]. "

Definiciéon 3.23 Un conjunto de unidades €, ..., €, en las condiciones de teo-
rema anterior se llama un sistema fundamental de unidades de O.

Los sistemas fundamentales de unidades de un orden pueden ser vacios. Esto
ocurre cuando r = s+t—1 = 0, lo cual sélo es posible si s = 1, t = 0 (y entonces
n=s+2t=10sea, K =0Q), 0o bien s=0,t=1 (y entoncesn =2y K es un
cuerpo cuadratico imaginario).

Esto demuestra que Q y los cuerpos cuadraticos imaginarios son los tni-
cos cuerpos con un nimero finito de unidades. Las unidades de Q son obvia-
mente £1. Las de los cuerpos cuadréaticos imaginarios son las raices de la unidad
que contienen. Ahora bien, los tinicos cuerpos ciclotomicos de grado 2 son Q(3)
(de orden 4) y Q(v/=3) (de orden 3 y 6 a la vez). Asi pues, las unidades de
cualquier otro cuerpo cuadrético imaginario son también {£1}, mientras que
las de Q(i) son {£1,+i} y las de Q(v/=3) son las raices sextas de la unidad
{+1, +w, +w?}, donde w = (=1 4 +/=3) /2. Para oérdenes cuadraticos imagina-
rios no maximales todos los grupos de unidades se reducen claramente a {+1}
(véase el teorema [ITAL 9.4]).
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Los sistemas fundamentales de los cuerpos cuadraticos reales y de los ctibicos
puros tienen un s6lo miembro. En estos casos si € es un sistema fundamental de
unidades se dice simplemente que es una unidad fundamental.

La prueba del teorema de Dirichlet no es constructiva, es decir, no nos per-
mite obtener en la practica un sistema fundamental de unidades. Resolveremos
enseguida este problema, pero antes observemos lo siguiente:

Un sistema fundamental de unidades no es més que una base de un cierto
Z-mdbdulo, luego no es tnico. Sin embargo podemos asociar a cada orden un in-
variante concerniente a sus sistemas fundamentales de unidades de forma similar
a como asociamos el discriminante a las bases de un médulo.

Sea €1,...,€6. un sistema fundamental de unidades de un orden O de un
cuerpo numeérico. Entonces I(e1),...,l(e,) forman una base del reticulo {[U],
donde U es el grupo de las unidades de O. El vector [y = \/%H(l,...,l) es
unitario y ortogonal al subespacio V' formado por los vectores cuyas coordenadas
suman 0.

Los vectores lg,l(€1),...,l(¢.) generan un reticulo completo cuyo paralele-
pipedo fundamental tiene medida independiente de la eleccion del sistema fun-
damental de unidades (pues un cambio de sistema da lugar a un cambio de base
del reticulo).

Sabemos que esta medida k es igual al médulo del determinante de la matriz
que tiene por filas a lo,l(€1),...,I(er). Si sumamos todas las columnas a la
columna i-ésima y tenemos en cuenta que las componentes de I(e1),...,I(€)
suman 0, podemos desarrollar el determinante por dicha columna i-ésima y
concluir que k = v/s +t R, donde R es el modulo de cualquiera de los menores
de orden r de la matriz que tiene por filas a I(e1),...,I(€.).

Este valor R es independiente de la eleccion del sistema fundamental de
unidades y se llama regulador del orden O. El regulador de un cuerpo numérico es
el regulador de su orden maximal. Para Q y los cuerpos cuadraticos imaginarios
se define R = 1.

El calculo de un sistema fundamental de unidades (y por lo tanto del regu-
lador) de un cuerpo numérico dado es, a nivel practico, uno de los problemas
més complicados de la teoria algebraica de nimeros, y conocer tales sistemas re-
sulta ser indispensable para tener un control satisfactorio del cuerpo en cuestion.
Desde un punto de vista tedrico no hay dificultad. Vamos a ver que siempre
es posible encontrar un sistema fundamental en un nimero finito de pasos. Un
hecho clave en esta direcciéon es el teorema siguiente:

Teorema 3.24 Sea M un mddulo completo de un cuerpo numérico K de gra-
don. Sea{ai,...,an} una base de M. Entonces existe una constante A tal que
todos los elementos o € M que cumplen |o1(a)| < c1,...,|on(a)| < cpn, para
ciertos mimeros reales positivos ci,...,cy, tienen sus coordenadas (en la base

dada) acotadas en mddulo por A )" c;.
j=1
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DEMOSTRACION: Si conocemos explicitamente la base dada, entonces la
matriz (Tr(aiaj)) puede ser calculada en la practica y con ella, resolviendo sis-
temas de ecuaciones lineales (o calculando su inversa), podemos calcular la base
dual {$31,. .., Bn} respecto de la forma bilineal determinada por la traza [Al 8.1],
caracterizada por que

1 sii=yj,
Tr{asfly) = {0 si i # 7§,

Sea A > 0 tal que |0;(3;)] < A para todo i,j. En el peor de los casos
podemos obtener A calculando los polinomios minimos de los ; y aproximando
sus raices. Ahora, un nimero de M que cumpla lo pedido es de la forma

a=aia] + -+ apay,, a; €7,

donde

lai| = | Tr(afs)| =

> a(a)a(5)

n n
<AY|oj(a) <A ¢
j=1 j=1 "
El proximo teorema contiene las ideas centrales del algoritmo para obtener
sistemas fundamentales de unidades de cuerpos numeéricos.

Teorema 3.25 Sea M un reticulo en R™ de dimension r > 1, sea V' el subes-
pacio generado por M, sea u € M no nulo, sea V' el subespacio de V ortogonal
au y sea N la proyeccion de M en V'. Entonces:

1. N es un reticulo de dimension r — 1.

2. Supongamos que u # nv para todo v € M y todo nimero natural n. Si
Ug, ..., u. € M y sus proyecciones en V son una base de N, entonces
u, U, ..., U Son una base de M.

3. Todo elemento x' € N es la proyeccion de un x € M tal que

ull2
e < /145
DEMOSTRACION: 1) Obviamente N es un subgrupo. El apartado 3) implica
que es discreto, luego es un reticulo. Las proyecciones de r — 1 elementos de
M linealmente independientes de w son linealmente independientes, luego la
dimension de N es 7 — 1.
2) Sean u; = a;u + uj, donde cada u es ortogonal a w. Similarmente,
dado cualquier v € M, sea v = au + v’, donde v’ es ortogonal a u. Entonces
v = ZLQ biu;7 para ciertos enteros racionales b;. Consecuentemente:

v = (a -3 aibi> u+ Y biu,.
i=2 j

=2

De aqui se sigue que el primer sumando del segundo miembro estd en M y por
la hipotesis sobre u el coeficiente by = a — 2222 a;b; ha de ser un entero (los
elementos de M de la forma au son claramente un reticulo de base u). Esto

prueba lo pedido.
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3) Sea x = au+2a’. Restando el oportuno tu, con ¢ entero racional, podemos
exigir que |a| < 1/2. Entonces

1 = Tallull® + [la”[* < ful®/4 + [l2"]]*. .

Calculo de las unidades fundamentales Veamos ahora cémo podemos
calcular en la practica (jal menos en teoria!) un sistema fundamental de unidades
de un cuerpo numérico K. Por simplificar la notaciéon supondremos que r = 3,
aunque el método es completamente general. En primer lugar calculamos una
base entera de K, su base dual y la constante A del teorema 3.24 para el orden
maximal de K.

Ordenando lexicograficamente las n-tuplas de enteros racionales podemos
enumerar los enteros de K. Eliminamos los que no tengan norma +1 y asf tene-
mos una enumeracion de las unidades de K. Cuando encontramos una unidad
calculamos su representacion logaritmica y, si es nula, pasamos a otra. Segui-
mos hasta hacernos con r unidades cuyas representaciones logaritmicas sean
linealmente independientes, digamos Iy, I3, [3. Llamemos V; al subespacio de R*
formado por las cuadruplas cuyas coordenadas suman 0, sea I} = Iy, sea V5 el
subespacio de V; ortogonal a I}, sea I} la proyeccion de Iy en Vs, sea V el subes-
pacio de V5 ortogonal a I y 4 la proyeccion de I3 en V3. Ademas, llamamos My
a la imagen del grupo de unidades por la representacion logaritmica, Ms a la
proyeccién de My en Vo y Ms a la proyeccion de M3 en V.

Entonces M3 es un reticulo de dimension 1 que contiene al vector l5. Si éste
no fuera una base, existiria un vector x € Ms tal que ||z| < ||l4]|/2. Por el
teorema anterior x seria la proyeccién de un vector de My de norma menor o

igual que %\/ 15112 + [/14]12, que a su vez seré la proyeccion de un vector de My
de norma menor o igual que p = 1/J[I1]2 + [[5]]2 + [[14][2. Similarmente, si I} es
miltiplo de un elemento de My, éste tendra que ser la proyeccion de un elemento
de M; de norma menor o igual que p.

Si una unidad € cumple que ||I(e)|| < p, entonces log |o(€)| < p si o es real
y log|o(€)|> < p si o es complejo. Por lo tanto |o(e)| < e” si o es real y
|o(€)] < e”/? si o es complejo. Continuamos nuestra enumeracion de unidades
hasta que el teorema 3.24 nos garantice que hemos pasado por todas las posibles
unidades e. Cada vez que nos encontremos con una unidad hemos de comprobar
si su representacion logaritmica [ es miltiplo de I} con norma menor, y si es asi
sustituir I} por . En caso contrario comprobamos si la proyeccion sobre V; es
multiplo de 5 con norma menor. En tal caso sustituimos I por [, y en caso
contrario hacemos lo mismo con la proyeccion sobre V3. Al terminar el proceso
tendremos un sistema fundamental de unidades de K.

Naturalmente, el procedimiento que acabamos de describir no es nada efi-
ciente, y lo presentamos tnicamente para mostrar que en teoria el calculo de
las unidades fundamentales es posible. En la practica existen algoritmos mucho
més eficientes, pero no vamos a discutirlos aqui. n

Ejemplo Consideremos el cuerpo K = Q(¢), donde £ es una raiz del polinomio
23 + 22 — 22+ 8, es decir, el ejemplo de Dedekind del que ya hemos hablado en
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otras ocasiones. Sabemos que una base entera de K la forman los nimeros

£+ &

alzla 04226, a3 = 9 .

No es dificil calcular la matriz (Tr(a;c;)), que resulta ser

3 -1 2
-1 5 —13
2 —-13 =2
Su inversa es
1 179 28 -3
=03 28 10 —-37
-3 =37 -14
Esto nos da la base dual
1 £+¢
= — [179+286 -3
“ 503 ( +28¢ 2 )
1 £+¢
5 = — (28 +10€6 —37
2 503 ( +10¢ 2 ) ’
1 £+
= —[-3-37¢£-14>—).
3 503 ( ¢ 2 )

Sustituimos ¢ por aproximaciones complejas de los tres conjugados de £ (estan
dadas en el capitulo anterior) y calculamos el mayor médulo de los nimeros
obtenidos. Este resulta ser A = 0.42 (redondeado hacia arriba).

Si enumeramos los enteros de K y buscamos los de norma 1, el primero que
encontramos (aparte de +1) es la unidad

£+

€=13+10£+6>—.

Su representacion logaritmica es
I(€) = (log |e(&1)],1og |e(&)[?) = (—=7.02735,7.02735),

cuya norma es menor que 9.94, luego si € no fuera una unidad fundamental de K

habria otra unidad cuya representacién logaritmica tendria norma menor que

9.94/2, y sus coordenadas en la base entera que estamos considerando estarian

acotadas por A(€9'94/2 +269'94/4) < 71. Si comprobamos todos los enteros cuyas

coordenadas son menores o iguales que 70 en modulo, veremos que no hay més

unidades, luego € es una unidad fundamental y el regulador es R = 7.02735.
| |

Ejercicio: Comprobar que 1 —6 /6 + 3 v/36 es una unidad fundamental de Q(\?’/é )

A la hora de calcular sistemas fundamentales de unidades cuerpos cicloto-
micos es 1til el teorema siguiente:
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Teorema 3.26 Sea K el cuerpo ciclotémico de grado p y sea K/ = K NR.
Entonces un sistema fundamental de unidades para K' es también un sistema
fundamental de unidades para K. Si R es el requlador de K y R’ el requlador
de K', entonces R =2m"1R’, donde m = (p—1)/2 es el grado de K'.

DEMOSTRACION: Sea €, ..., €, un sistema fundamental de unidades de K.
Si € es una unidad de K, por el lema de Kummer [Al 8.42] € = w'n para una
cierta unidad real, o sea, una unidad de K’.

Entonces n = +e€]"* - - - €], para ciertos enteros racionales mq, ..., m,, luego
tenemos la descomposicion € = tw’e]*! -+ - € tal y como exige el teorema de
Dirichlet.

Falta ver que la expresion es tnica, pero si tenemos dos expresiones
Wl € = TR R

entonces w’™7 es una raiz de la unidad real, luego w'~7 = +1 y por consiguiente
€M e = 4.k Por la unicidad que nos da el teorema de Dirichlet,

el signo ha de ser 4+1 y los exponentes han de coincidir.

Sea ahora {e1,...,€,_1} un sistema fundamental de unidades de K’, luego
de K. Los automorfismos de K’ son todos reales, luego el regulador R’ es el
moédulo del determinante de uno cualquiera de los menores de orden m — 1 de
la matriz (log|oi(e;)|). Por el contrario, los automorfismos de K son todos
complejos, (pero extienden a los de K') luego el regulador de K es un menor de
la matriz (log|o;(e;)|*) = (2log |oi(e;)]). Asi pues, R = 2™ 'R’ n

Ejemplo Vamos a calcular un sistema fundamental de unidades de Q(w), donde
w” =1. Sea n = w + wb. En virtud del teorema anterior podemos trabajar en
el cuerpo Q(n). En la pagina 22 vimos que una base entera de este cuerpo es
{1,m,17? — 2}. Mediante las aproximaciones racionales de n dadas alli también
obtenemos facilmente la norma de un entero arbitrario:

N(a+bn+c(n?—2)) = a®+b*+c® —a’b—2ab® — a®c+ 3b*c — 2ac® — 4bc® + 3abe.

También podemos calcular la constante A = 0.68 del teorema 3.24.
Si comenzamos a enumerar los enteros para buscar unidades enseguida en-
contramos dos independientes, a saber n y 1+ 7. Calculamos:

I(n) = (0.220724,—0.809587,0.58886)
I(14n) = (0.809587,—0.58886, —0.220724)
Calculamos la proyeccion de I(1 4 1) sobre el espacio ortogonal a I(n). Si la

llamamos z, ha de ser de la forma 2 = [(1+n)+ Al(n), donde \ esta determinado
por la ecuacion (I(1 +n) + Al(n))l(n) = 0. Calculando sale A = —0.5 y

x = (0.699225, —0.184069, —0.515156).

Ahora calculamos p = 2+/[i(n)[]>+ [z]|> = 0.68. Por lo tanto hemos de
comprobar todos los enteros cuyas coordenadas no superen en moédulo la cota

A-3-ef =4.03.
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Descartando duplicidades por el signo, hay 40 unidades a considerar. Puede
comprobarse que las representaciones logaritmicas de todas ellas tienen coorde-
nadas enteras respecto a la base [(n) y [(14+7). Por ejemplo, una de las unidades
es 3—2n+ (n? —2), cuya representacion logaritmica resulta ser 21(n) —41(1+7).
Asi llegamos a que un sistema fundamental de unidades de Q(w) es {n, 1+ n},
y por lo tanto cada unidad se expresa de forma tinica como

i (w + W)™ 4+ w + w®)",
donde 4, m, n son enteros racionales (0 < i < 7). El regulador de K es

1 0.220724 —0.809587

R =
0.809587  —0.58886

= 0.53.

El regulador de K es R =4R' = 2.12. "

Terminamos esta seccidon observando que a partir de un sistema fundamen-
tal de unidades podemos obtener una expresiéon para las unidades de norma
positiva.

Sea K un cuerpo numérico y sea €1, ..., €, un sistema fundamental de uni-
dades de K.

Supongamos primero que el grado n de K es impar. Puesto que n = s + 2t,
se ha de cumplir s # 0, luego K tiene un monomorfismo real y por lo tanto
uno de los cuerpos conjugados de K esta formado por nameros reales. Pero las
Gnicas raices de la unidad reales son +1, luego dicho cuerpo conjugado tiene
solo estas dos raices de la unidad, y consecuentemente K también.

Entonces toda unidad de K es de la forma +e]"' --- €. Si alguna de las
unidades €; cumple N(¢;) = —1, entonces N(—¢;) = (—1)" N(e;) = 1. Sustitu-
yendo €; por —¢; tenemos un sistema fundamental de unidades todas ellas con
norma positiva.

Claramente, N(£e]"" - - - ') = £1, luego las unidades de norma 1 de K son

exactamente las de la forma €]"* - - - €.

Supongamos ahora que n es par. Si K contiene una raiz de la unidad distinta
de +1, entonces lo mismo les ocurre a todos sus conjugados, luego ninguno de
ellos puede ser real, o sea, s = 0. Entonces la norma de cualquier elemento de K
se calcula como producto de pares de conjugados complejos, pero el producto de
un par de conjugados complejos es siempre un niimero real positivo y asf todas
las normas son positivas.

Si K no contiene més raices de la unidad que +1, entonces, como el grado
es par, concluimos que N(£1) = 1, y en cualquier caso tenemos que las raices
de la unidad de K tienen norma 1.

Supongamos que €1, . . ., €; tienen norma positiva y que €11, ..., €, la tienen
negativa. Entonces €1,...,€x, €.€x41,...,€6-€6-_1,€ €s un sistema fundamental
de unidades donde so6lo la tdltima tiene norma negativa. En general, podemos
tomar un sistema fundamental de unidades €1, ..., ¢, donde todas tienen norma,
positiva salvo quiza la dltima.
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Si todas tienen norma positiva, entonces todas las unidades de K tienen
norma positiva y el problema esta resuelto. Si N(e,) = —1 entonces es claro que
N(we™ -+~ emr) = (=1)™.

Por lo tanto las unidades de norma positiva son las de la forma we" - - - €2™r
luego las unidades €y, . .., €,._1, €2 generan las unidades de norma positiva (junto
con una raiz primitiva de la unidad). L]

3.6 Calculo de grupos de clases

En esta secciéon veremos cémo puede calcularse el nimero de clases de un
cuerpo numérico. El dltimo problema que nos falta resolver para calcular ni-
meros de clases es determinar si un médulo completo contiene elementos de una
norma dada. Mas en general, vamos a dar un método para encontrar un con-
junto finito de ntimeros con la norma deseada tal que cualquier otro sea asociado
a uno de ellos.

Partimos de un moédulo completo M en un cuerpo numérico K. Sea O su

anillo de coeficientes. Sea €1, ..., €, un sistema fundamental de unidades de O.
Los vectores I(€1), .. .,l(¢) junto con Iy = (1,...,1) forman una base de R,

Si p € M es no nulo, entonces I(p) = alp + >, o;l(e;), donde los coefi-
cientes son ndimeros reales. Usando (3.1) vemos que 10g|N(,u)‘ =(s+t)a, o
sea,

_ log|N(y)]|
o= ——"
s+t

Podemos descomponer «; = k; + (3;, con k; entero racional y |5;| < 1/2. El

nimero py = uel_kl .-~ F es asociado a p y cumple que

T

W) =alg+ > Bil(e:).

i=1

Asi pues, todo nimero de una norma dada en M tiene un asociado cuya
representacion logaritmica se encuentra en un cierto conjunto acotado. Sabemos
enumerar los elementos en estas condiciones y entre ellos obtener un sistema
maximal de nimeros no conjugados. [

Ejemplo Vamos a calcular el namero de clases del cuerpo Q(«), donde « es una
raiz del polinomio 23 + 42 + 1. Los céalculos de la pagina 13 muestran que una
base entera de K es 1, o, o, pues el discriminante de esta base es A = —283,
primo. Es facil ver que la norma viene dada por

N(a +ba + ca?) = a® — b + ¢* + 4ab® — 8a*c + 16ac* — 4bc?® + 3abe.
Segun el teorema 3.14, todo ideal de K es similar a uno de norma menor o

igual que Mj1+/|A] < 80.1. La tabla siguiente contiene todos los primos de K
de norma menor o igual que 80, obtenidos mediante el teorema 2.35.
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p=(p,n) IN()I | p=(p,m) IN()] p=(p,n) IN(n)l
(2,1+a) 22| (19,3 + a) 2.19 | (71,12 + ) 52.71
(2,14 a+a?) — | (3, -T+4+a) | —2%-3-31| (71,26 + ) -
(3,~1+a) 2-3| (37,7 +a) 2-5-37 | (71,33 + @) -
(3, -1+ a+a?) — | (43,-11 +a) 25.43 | (73,214 «) 27.73
(5,24 a) 35| (47,-17+a) | 2-47-53 | (73,16 +«) | 3-19-73
(5,—2 — 2a + a?) — 1 (53,17 + ) — 1 (73,5 + ) 2-73
(17, -2+ @) 17 | (67,—32 + «) — | (79,4 + «) 79

También hemos calculado la norma de los segundos generadores de algunos
de ellos. Llamemos p = (2,1 + «).

Claramente p | 1+ «, y como no hay mas ideales de norma 2, necesariamente
1+a = p2. Esto implica que en el grupo de clases [p?] = 1, luego [p] = [p] . Por
otra parte, si q = (2,1 + a + a?), entonces 2 = pq, con lo que [q] = [p]~* = [p].

Similarmente, —1 4+« = p(3, =1+ «), con lo que [(3,—1 + a)] = [p]~* = [p].
Asf mismo [(3, -1+ a +a?)] =[(3, -1+ a)]~! = [p].

El mismo argumento justifica que los ideales de norma 5 y 25 son similares
a p. El ideal de norma 17 es principal. También son principales los ideales de
norma 53 y 67, pues N(2+3a) = 53 y N(3+2a) = 67. Teniendo esto en cuenta,
todos los ideales de la segunda columna resultan ser similares a 1 o a p.

Respecto a la tercera columna, todos los ideales son claramente similares a
1 o0 a p salvo quiza el segundo y el tercero. Tanteando un poco observamos que
N(—=1+3a?) = —2- 71, luego uno de los tres ideales de norma 71 divide a este
nimero. Para saber cual de los tres, notamos que « es congruente con —12,
—26 v —33 modulo cada uno de ellos, luego —1 + 3a? sélo es congruente con
0 modulo el tercero. Asf pues, —1 + 3a? = p(71,33 + «), luego (71,33 + a) es
similar a p. Como el producto de los tres ideales es 71 y el primero es también
similar a p, concluimos que el segundo es principal.

En resumen, hemos probado que todo primo de norma menor que 80 es
similar a 1 o a p. Todo ideal de norma menor o igual que 80 es producto de
algunos de estos primos, luego es similar a una potencia de p, pero como la clase
de p tiene orden 2, de hecho es similar a 1 0 a p. Por lo tanto el grupo de clases
tiene uno o dos elementos, segin si p es principal o no lo es.

Puesto que p es el tnico ideal de norma 2, sera principal si y s6lo si existe un
entero de norma +2. Vamos a probar que no es asi, con lo que definitivamente,
el numero de clases serd h = 2. La constante del teorema 3.24 es menor que
A=1.

Es féacil ver que a es una unidad fundamental de K, pues se cumple que
l(a) = (—1.40138,1.40138) y su norma es menor que 2, luego si no fuera una
unidad fundamental, habria otra de norma menor que 1, y sus coordenadas
estarian acotadas en modulo por e + 2¢'/?2 = 6.02. Las tnicas unidades que
cumplen estas cotas son +1, +a, +a? v +at.
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Segun hemos razonado antes, si existiera un entero de norma +2, multipli-
cando por una unidad existiria uno & cuya representaciéon logaritmica seria de
la forma log 2

0g
1§) = ——(1,1) + Bl(a),
con |8] < 1/2, lo que lleva a que los conjugados de £ han de estar acotados por
e (el real) y €%5/2 (los imaginarios). Segtin el teorema 3.24, las coordenadas
de ¢ estan acotadas por A(el-? + 261'5/2) < 7.4. Se comprueba sin dificultad que
no hay ntumeros de norma +2 en ese rango. L]

Ejercicio: Mostrar un ejemplo de factorizacion no tnica en el cuerpo anterior.

En general, para saber si dos ideales dados a y b son o no similares factoriza-
mos N(b) en ideales primos y multiplicamos los factores diferentes de b, con lo
que obtenemos un ideal ¢ tal que be = N(b), y por lo tanto [¢] = [b]~'. Entonces
[a] = [b] siy solosi [ab™'] = [ac] = 1, es decir, si y solo si el ideal ac es principal,
si y solo si éste contiene un namero de norma N(ac). Esto nos permite calcular
explicitamente el grupo de clases de un cuerpo numérico dado: se obtiene un
conjunto finito de representantes de las clases, se eliminan los redundantes y
para cada producto ab se calcula el ideal del conjunto de representantes al cual
es similar.

En realidad nos falta algo para poder realizar en la préactica estos calculos,
y es que en los algoritmos que hemos visto hasta ahora siempre hemos supuesto
que conocida una base de los médulos que hemos manejado. Esto es cierto en
general, excepto cuando el modulo es un ideal, en cuyo caso es frecuente que lo
que conozcamos sea un generador como ideal y no una base como médulo. En
lugar de describir en general el método para calcular bases (que serfa engorroso)
lo mostraremos con un ejemplo ilustrativo: Calcularemos una base del ideal
generado por w® 4+ w + 1 en el anillo de enteros ciclotémicos de orden 7.

Un elemento arbitrario de este ideal es de la forma
(aw® +bw* + e +dw® +ew+ W +w+1) = (b—c+d)w’® + (—a+b+e)w?
+(—a+d+ P+ (—a—c+d+e)w? +(—c+e+ flw+ (—a+b—c+ f).
Como so6lo nos interesa la estructura de moédulo conviene escribir simplemente
(b—c+d,—a+b+e,—a+d+ f,—a—c+d+e,—ct+e+ f,—a+b—c+ f).

Si el ideal tuviera dos generadores llegariamos a una expresion similar pero con
el doble niimero de parametros. Llamemos M C ZS a este médulo. Podemos
llegar a una expresion similar si partimos de un médulo dado por un conjunto
de generadores.

Igualamos a 0 la primera componente b —c+d =0, con lo que b = c¢—d. Si
sustituimos llegamos a la expresion general de un elemento del médulo My =
MNOXZXZXZxXZXZ),que es

(0,—a+c—d+e,—a+d+ f,—a—c+d+e,—c+e+ f,—a—d+ f).

Restando ambas expresiones obtenemos (b — ¢+ d,b — ¢+ d,0,0,0,b — ¢ + d),
luego si llamamos v; = (1,1,0,0,0,1) € M, tenemos que M = (v1) + Mo.
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Igualamos a 0 la segunda componente de la expresion general de un elemento
de M y obtenemos a = ¢ — d + e. Sustituyendo obtenemos una expresion de un
elemento genérico de M3 =M N(0x0XZ X Z x Z X Z), que es

(0,0,—c+2d—e+ f,—2c+2d,—c+e+ f,—c—e+ f).
Al restar queda
(0,—a+c—d+e,—a+c—d+e,—a+c—d+e0,—a—c—d+e),

luego llamando v = (0,1,1,1,0,1) € M, resulta que M = (v1,v9) + Ms.
Ahora ¢ = 2d — e + f, la expresion de un elemento de My es

(0,0,0, —2d + 2¢ — 2f, —2d + 2e, —2d),
y al restar queda
(0,0,—c+2d—e+ f,—2c+4d —2e+2f,—c+2d—e+ f,—c+2d— e+ f),

luego haciendo v3 = (0,0,1,2,1,1) € M3 llegamos a que M = (vy,va,v3) + My.
Ahora d = e — f, luego los elementos de My son de la forma

(0,0,0,0,2f, —2¢ + 2f)

y la resta da (0,0,0, —2d+2e —2f, —2d+2e —2f, —2d+2e —2f), luego podemos
tomar vy = (0,0,0,2,2,2) € My y asi M = (v1,v9, v304) + M.

La siguiente ecuacion es f = 0, que da (0,0,0,0,0, —2¢) para los elementos
de Mg y vs = (0,0,0,0,2,2) € Ms. Claramente vg = (0,0,0,0,0,2) € Mg
completa un sistema generador de M, que por ser triangular es obviamente una
base. En resumen, una base del ideal (w3 + w + 1) la forman los enteros

WCHwt+1, w4+ +1, P+ tw+l, W20 +2, w2, 2.

El método que hemos seguido tiene la ventaja de que se justifica a si mismo
cada vez que se emplea, pero si el lector desea algo méas réapido puede probar
que no es necesario restar las nuevas expresiones de las anteriores para obtener
los generadores, sino que basta asignar a los parametros los valores adecuados
para que la primera componente no nula tome valor minimo mayor que 0. Por
ejemplo, para obtener v; basta hacer b = 1 y los demas parametros nulos en la
expresion general de un elemento de M y quedarnos con v; = (1,1,0,0,0,1),
luego hacemos ¢ = 1 en My y sale vo = (0,1,0,—1,—1,0). En la expresion de
M3 hacemos ¢ = —1 y queda vs = (0,0,1,2,1,1). En My hacemos e = 1 y asi
vy = (0,0,0,2,2,0). En M5 tomamos f = 1, con lo que vs = (0,0,0,0,2,2), y
finalmente vg = (0, 0,0,0,0,2).

Es facil ver que estos elementos generan el mismo médulo. De hecho, eli-
giendo adecuadamente los parametros segin este criterio, podriamos haber lle-
gado a la misma base.

El 1nico inconveniente adicional que puede surgir es que no podamos des-
pejar ninguna variable en una ecuacién porque todas tengan los coeficientes
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distintos de £1. En tal caso, puesto que igualamos a 0, tendremos siempre los
coeficientes primos entre si (no necesariamente dos a dos), y no es dificil ver que
siempre es posible hacer un cambio de variables lineal de determinante 1 que
deje una variable con coeficiente 1.

Una aplicacion del calculo de bases es, por ejemplo, decidir si dos modulos
dados son o no el mismo moédulo. Lo seran si la matriz de cambio de base tiene
determinante +1.

Por 1ltimo hemos de notar que en este capitulo hemos proporcionado las téc-
nicas necesarias para resolver, al menos en teoria, cualquier ecuacién diofantica
de la forma (1.3), pues al principio de esta seccion hemos visto como encontrar
un conjunto finito de elementos aq, ..., a,, de una norma dada en un moédulo
completo M de modo que cualquier otro sea asociado a uno de ellos, y por otra
parte sabemos generar todas las unidades de O; de norma 1. Con esto sabemos
generar todos los elementos de M de una norma dada, los cuales determinan a
su vez todas las soluciones enteras de (1.3).






Capitulo IV

La funcion dseta de Dedekind

En la seccion [ITAn 7.6] demostramos el teorema de Dirichlet sobre primos
en progresiones aritméticas. Recordemos su enunciado:

Teorema de Dirichlet Si m y n son nimeros naturales no nulos primos
entre si, la sucesion mk +n, para k =1,2,3,... contiene infinitos primos.

Si llamamos Uy, al grupo de las unidades del anillo Z/mZ, es decir [Al 6.43]
Unm ={[n] € Z/mZ | (m,n) = 1},

el teorema de Dirichlet implica que cada clase de U, contiene infinitos primos.

La prueba que dimos alli es una version “elemental” que resulta de despojar
la prueba original de Dirichlet de todo uso del anélisis complejo. Aqui vamos
a dar una prueba mucho més préxima al argumento original de Dirichlet, que
es conceptualmente mucho méas simple. El punto de partida de Dirichlet fue un
resultado de Euler [ITAn 8.26]:

=1 1
Z;=Hﬁ7
n=1 p p?

donde p recorre los nimeros primos y s > 1.

Esta formula puede considerarse como la primera piedra de la teoria analitica
de nameros. En ella se relacionan una serie y un producto infinito (objetos
analiticos) con la sucesion de los nimeros primos. La demostracion utiliza por
una parte resultados analiticos sobre convergencia de series y por otra el teorema
fundamental de la aritmética.

Gauss estudié mas a fondo la féormula de Euler y defini6 la que hoy se conoce
como funcion dseta de Riemann:

1
¢(s) = Z o5 baras > 1.

101
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En [ITAn 4.9] probamos que la serie converge efectivamente para s > 1, y
ademaés

lim (s —1)¢(s) = 1. (4.1)
s—1t
Euler noté que esto implica la existencia de infinitos niimeros primos. En
efecto, (4.1) implica que el miembro izquierdo de la formula de Euler tiende a
infinito cuando s tiende a 1, pero el miembro derecho estaria acotado si el pro-
ducto fuera finito. Por supuesto la existencia de infinitos primos puede probarse
por medios mucho méas elementales (ya hay una prueba en los Elementos, de
Euclides), sin embargo, tras intentar sin éxito generalizar la prueba de Euclides
para demostrar que toda sucesion aritmética contiene nimeros primos, Dirichlet
se planted la posibilidad de lograrlo mediante el argumento de Euler aplicado
a la teoria de Kummer sobre factorizacion ideal en cuerpos ciclotomicos. A su
vez, luego Kummer us6 los resultados de Dirichlet para dar una caracterizacion
sencilla de los primos regulares [Al 8.44] a los que era aplicable su prueba del
Ultimo Teorema de Fermat.

Aqui expondremos los resultados de Dirichlet sobre la funcion dseta genera-
lizada en el caso més general de cuerpos numeéricos arbitrarios, tal y como fue
desarrollada por Dedekind. Notemos que en la seccion [ITAn 11.1] definimos y
estudiamos las funciones dseta de Dedekind asociadas a los cuerpos cuadraticos.

4.1 Convergencia de la funcién dseta

Definiciéon 4.1 Sea K un cuerpo numérico. Se llama funcion dseta de Dedekind

de K a la funcion )

CK(S) = ZW’

a

donde a recorre todos los ideales no nulos de K y s > 1.

Observemos que la funcién dseta de QQ es precisamente la funcion dseta de
Riemann.

Nuestro primer problema es demostrar que esta serie converge para s > 1.
Notemos que, puesto que los términos de la serie son todos positivos, no importa
que no hayamos prefijado ninguna ordenaciéon en los ideales de K. Si la serie
converge ordenando los sumandos con una ordenacién cualquiera, convergera
con cualquier otra ordenacién, por lo que no es necesario especificar ninguna.

Aunque podriamos trabajar con la serie tal cual la acabamos de definir,
conviene hacerle una manipulacion:

1
Ck(s)=>_ > N(@)*

C aeC

donde C recorre las clases de similitud de ideales de K.
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Por [An 2.88], la convergencia de la serie (x(s) es equivalente a la conver-
gencia de las h series

1
Co(s) = Z W7

acC

donde h es el nimero de clases de K. Mas atin, por ese mismo teorema,

Cols) = Z figk)7
k=1

donde fc(k) es el ntimero de ideales! en C' de norma k. La igualdad hay
que entenderla como que si la segunda serie es convergente, también lo sera la
primera. De este modo hemos reducido el problema a tratar con series “usuales”
de ntmeros reales.

La convergencia la obtendremos a partir de una estimacion de la sucesiéon de
coeficientes. Mas exactamente, estimaremos la funcion jo(r) que da el nimero
de ideales de C de norma menor o igual que 7.

Fijamos un ideal b perteneciente a la clase inversa C~! en el grupo de clases.
Entonces para cada ideal a € C el producto ab esta en la clase principal, es decir,
es un ideal principal ab = («). La aplicacién que a cada ideal a € C le asigna
el ideal ab es una biyeccion entre los ideales de C'y los ideales principales («)
de K divisibles entre b. Ademas N(a) N(b) = | N(«)|, luego jc(r) es el namero de
ideales principales de K divisibles entre b y de norma menor o igual que r N(b).

En lugar de contar ideales principales contaremos enteros oo € b tales que
IN(a)| < rN(b), pero, para no contar varias veces—infinitas, de hecho— el
mismo ideal, hemos de considerar s6lo un representante de cada clase de equi-
valencia respecto a la asociacién.

El proceso de seleccion de los representantes lo llevaremos a cabo con la
ayuda de los métodos geométricos desarrollados en el capitulo anterior. Con-
servamos la notacion que introdujimos alli. Concretamente oy, ..., 0 seran los
monomorfismos reales de K, mientras que 0s41,0541,-.-,0s+t,0s+t Seran los
monomorfismos complejos. Asi, el grado de K sera n = s+2t. La representacion
geométrica de un niimero o € K es

z(a) = (o1(a),...,054¢(a)) € R*.

En R*! se define la norma N(x1,...,Ts4s) = 1+ Ts|wsr1]? -+ |2s1¢]?, de
modo que N(zy) = N(z) N(y) y N(z(a)) = N(a).

Los elementos # € Rt con N(z) # 0 tienen asignada la representacion
logaritmica dada por I(z) = (l1(z),...,ls++(x)), donde

e (z) = log|zx| parak=1,...,s,
P loglak]? parak=s+1,...,5+t

IRecordemos que por 2.48 (o [Al 8.36]) el niimero de ideales de K con una norma dada es
finito.
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Sea €1, ...,€ un sistema fundamental de unidades de K. Sabemos que los
vectores [(€1),...,l(e,) forman una base del subespacio

V={zeR"|z 4+ + 1, =0},

de dimension r = s+t — 1.

Si a estos vectores les anadimos I* = (1, 5.1,2,.0., 2) obtenemos una base
de R*Tt, Asi, la representacion logaritmica de cada vector € R*! de norma no
nula se expresa de forma tnica como I(x) = &* + &1l(er) + -+ - + &-l(€,), donde
&,&1,...,& son numeros reales. Por dltimo, sea m el ntimero de raices de la
unidad contenidas en K.

Definicién 4.2 Con la notacién anterior, un subconjunto X de R*! es un do-
minio fundamental de K si es el conjunto de los puntos x que cumplen las
condiciones siguientes:

1. N(z) #0,
2. Z(I) = ﬁl* +€11(€1) + -+ frl(ﬁr), con O S & < 1.

El dominio fundamental de K est4 univocamente determinado si fijamos un
sistema fundamental de unidades de K. El teorema siguiente prueba que todo
entero de K tiene un tnico asociado en el dominio fundamental salvo raices de la
unidad, es decir, que en realidad tiene m asociados. Podriamos haber dado una
definicion ligeramente maés restrictiva de modo que sé6lo hubiera un asociado,
pero esto complicaria ligeramente las pruebas, y a la hora de contar ideales no
importa que cada uno aparezca repetido m veces, pues basta dividir entre m el
resultado final.

Teorema 4.3 Cada elemento no nulo de K tiene exactamente m asociados
cuya representacion geométrica se encuentra en el dominio fundamental de K.

Para probarlo demostramos primero lo siguiente:

Teorema 4.4 Siy € R y N(y) # 0, entonces y admite exactamente m repre-
sentaciones de la forma y = x x(€), donde x pertenece al dominio fundamental
de K y e es una unidad de K.

DEMOSTRACION: Sea l(y) = yI* +nl(e1) + -+ v l(ey). Paraj=1,...,r
descompongamos 7; = k; + &;, donde k; es un entero racional y 0 < §; < 1.

Sea e = eM ... éhr y o= ya(e!). Entonces y = zx(e), N(z) = N(y) #0 y
(z) = Uy) +i(e") = Uy) —kal(er) = = kpl(er) = W+ &il(er) +- -+ & ler),

luego z esta en el dominio fundamental de K.

Por otra parte, si x z(e) = ' z(€'), entonces I(z) + I(e) = I(z") + I(¢). Las
coordenadas de I(€) y I(¢') en la base (1), ..., I(e,) son enteros racionales, y las
de I(x) y l(2') estan entre 0 y 1. La unicidad de la parte entera de un nimero
real nos da que I(e) = I(¢). Consecuentemente ¢’ = ew, donde w es una raiz m-
sima de la unidad, y por lo tanto las representaciones de y en la forma indicada
son exactamente y = x x(€)x(w), donde x y € son fijos y w recorre las m raices
de la unidad de K. "
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DEMOSTRACION (del teorema 4.3): Si 5 € K es no nulo entonces por el
teorema anterior existen m representaciones distintas z(8) = x z(€) con z € X
y € una unidad de K. Los ntimeros Be~' son m asociados de 3 que cumplen
r(fe ) =z € X.

Reciprocamente, cada asociado de fe tal que © = z(8)z(e) € X da lugar a
una representacion distinta z(3) = z z(e7!), luego hay exactamente m. m

Antes de seguir con el problema de la convergencia de las funciones dseta
senialamos una propiedad importante de los dominios fundamentales:
Si & > 0 es un ntmero real y z € R tiene norma no nula, entonces

~

e

—

Iy
8

~
|

log |€xy| =log& + lk(x), paral <k <s,
lj(éx) = logl|éx;|* = 2log€ + lx(z), paral<j<t.

En consecuencia, I(§x) = log&l* + I(x) y las coordenadas &1, ..., &, de los
vectores [(£x) y I(z) en la base I*,1(€1),...,l(€) son las mismas.

Todo esto implica que si el dominio fundamental de K contiene a un vector z,
también contiene a todos sus multiplos positivos. Los subconjuntos de R*! con
esta propiedad se llaman conos.

Recordemos que estamos buscando una estimacion de la funcion jo(r), que
puede calcularse como el nimero de ideales principales («) tales que o € b
y |N(a)] < rN(b). Si llamamos M a la imagen de b por la representacion
geométrica, que es un reticulo completo de R™, cada ideal tiene exactamente
m generadores en el dominio fundamental X, luego mjc(r) es el namero de
vectores © € M N X que cumplen |N(z)| < rN(b).

Llamemos T = {z € X | |N(z)| < 1}. Teniendo en cuenta que si r > 0 es
un ntmero real entonces N(rz) = r™ N(z) (donde n es el grado de K), asi como
que X es un cono, resulta que

{xeX||N<x>|sT}{w(mem'N(;;)]g} VT,

luego m jo(r) es también el namero de puntos de M N {/N(b)r T, y nuestro
problema se reduce a estimar el nimero de puntos de un reticulo completo
en un determinado conjunto. Para resolverlo daremos un teorema general que
requiere algunos conceptos nuevos:

Definicion 4.5 Un cubo en R* es un producto cartesiano de k intervalos cerra-
dos y acotados. Si todos ellos son iguales a [0, 1] tenemos el cubo unitario.

Si S ¢ R*, una funcién ¢ : S — R™ tiene la propiedad de Lipschitz si existe
una constante C tal que para todo z, y € S se cumple ||¢(x) —d(y)|| < Cllz—yl]|.
(Compaérese con [An 2.52].)
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Usando el teorema del valor medio es facil ver que toda funcion de clase C*
tiene la propiedad de Lipschitz en compactos.?

Un subconjunto D C R" es parametrizable Lipschitz de grado k si existe
un ntmero finito de funciones de Lipschitz con dominio [0, 1]* cuyas imagenes
cubren a D.

Dadas tres funciones f, g, h : |0, +oo[ — R, diremos que
f(r) = g(r) + O(h(r))

si la funcion (f(r) — g(r))/h(r) esta acotada.

Con esto podemos probar el resultado general sobre computo de los puntos
de un reticulo en un recinto:

Teorema 4.6 Sea T un subconjunto acotado de R™ medible Lebesgue cuya fron-
tera sea parametrizable Lipschitz de grado n — 1, sea M un reticulo completo en
R™, sea V la medida de su paralelepipedo fundamental, sea v = p(T) y sea
u € R™. Sin(r) es el numero de puntos de u+ M contenidos en rT, entonces

n(r) = %r” + 0",

donde la cota en O depende solo de M, de n y de las constantes de Lipschitz.

DEMOSTRACION: Sea P el paralelepipedo fundamental de M. Sea m(r) el
ntmero de puntos x € u+ M tales que x + P esta contenido en el interior de 7T’
y sea f(r) el nimero de puntos x € u + M tales que = + P corta a la frontera
de rT. Claramente m(r) < n(r) < m(r) + f(r).

Los m(r) trasladados de P son disjuntos y estan contenidos en r7', que a su
vez esta contenido en la uniéon de los m(r) 4+ f(r) trasladados de P, también
disjuntos. Tomando medidas queda m(r)V < r"v < m(r)V + f(r)V, luego

m(r) < =" <m(r) + f(r).

v
v

Asi pues, |[n(r) — (v/V)r"| < f(r), y solo hay que probar que f(r) < Cr"~1.
Para ello nos apoyaremos en el hecho siguiente: el ntimero de puntos = € u+ M
tales que z + P corta a un conjunto de didmetro dado d esta acotado por una
cantidad que solo depende de M y de d, pero no del conjunto. En efecto,
mediante una traslacién podemos suponer que u = 0 y que uno de tales puntos
es el 0, y entonces dichos puntos estan contenidos en la bola de centro 0 y radio
la suma de d més el didmetro de P, y el conjunto de puntos de M en esta bola
es la constante buscada.

2En [An 5.44] esta probado esencialmente para compactos convexos (con la norma oo, que
puede sustituirse por cualquier otra norma equivalente), pero un compacto arbitrario se puede
cubrir por un namero finito de bolas cerradas convexas, y si una funcién es lipschitziana en
una familia finita de conjuntos es claro que también lo es en su union.
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Sea ¢ : [0,1]""! — R” una funcién de Lipschitz que cubra una porciéon
de la frontera de T'. Entonces r¢ sigue siendo de Lipschitz y cubre la porcion
correspondiente de la frontera de rT. Sea [r] la parte entera de r.

Si dividimos el intervalo [0,1] en [r] segmentos de longitud 1/[r], el cubo
unidad queda dividido en [r]"~! cubos cuyas imégenes por ¢ tienen diametro
a lo sumo Cy/[r], donde Cy depende solo de n y de la constante de ¢, luego
la imagen por r¢ de cada uno de estos cubos tiene didmetro a lo sumo C;
(independiente de ).

El nimero de puntos x € u + M tales que = + P corta a esta imagen esta
acotado por una cantidad C5 que sélo depende de M, de n y de la constante de
¢, luego el nimero de puntos x € u + M tales que z 4+ P corta a la imagen de
r¢ es a lo sumo Ca[r]"~1 < Cyrn—1.

Como toda la frontera esta cubierta por un ntimero finito de tales imagenes,
concluimos que f(r) < Cr"~1, para una cierta constante C. ]

Ahora hemos de aplicar este teorema cuando M es la imagen del ideal b por
la representacion geométrica, u =0y

T={zeX||N@)|<1}.

Ejercicio: Representar graficamente el conjunto 7' para un cuerpo cuadratico real y
para un cuerpo cuadratico imaginario.

Hemos visto que, en términos de la funciéon n(r) la funcion jo es

jotr) = NCD), (42)

Para aplicar el teorema hemos de probar que T satisface las hipotesis. Esto
nos lleva a un calculo bastante largo:

Todo z € R*! de norma no nula cumple
l(x) = fl* + gll(el) +eeet grl(er)a (43)

donde &,&1,...,& son numeros reales. El conjunto T estd formado por los
vectores x que cumplen:

L 0<|N(2)| <1,
2.0<& <L

En la prueba del teorema 3.21 observamos que la aplicacion de R%* en R5¢
que a cada z le asigna yz (para un cierto y € R* fijo) es lineal (considerando a
Rt como espacio vectorial sobre R) y que su determinante es N(y).

Sea T" el conjunto de los puntos de T cuyas s coordenadas reales sean po-
sitivas. Si fijamos un conjunto de s signos d1,...,d0s = +1, entonces la multi-
plicacion por el punto (d1,...,0s,1,...,1) es una aplicaciéon lineal de determi-
nante +1. En total hay 2° aplicaciones de este tipo, que transforman el conjunto
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T’ en 2% conjuntos disjuntos de la misma medida y cuya unién es T'. Basta pro-
bar que T” es acotado, medible y que su frontera es parametrizable Lipschitz de
grado n — 1, pues entonces 7' también sera medible y acotado, u(T) = u(77)2% y
su frontera serd parametrizable Lipschitz de grado n — 1 (ya que esta contenida
en la union de las fronteras de las 2° imagenes de T").

Representemos las coordenadas de un punto 2 € R como

= (21,...,Ts, Y1 + 021, Yt +12¢).
Estamos identificando R con R™, con lo que z se identifica con la n-tupla
(T4, oy Ty Y1y 21y -+ 5 Yty )
Segtn la ecuacion (3.1), las componentes de [(x) suman log{N(x)f, pero su-
mando en el miembro derecho de (4.3) y teniendo en cuenta que las componentes

de I(€;) suman log 1 = 0, tenemos que log|N(z)| = £(s + 2t) = n&.
Por lo tanto (4.3) se convierte en

I(z) = %log]N(x)]l* Fal(e) 4+ El(er). (4.4)

Ahora hacemos el cambio de variables

Ti = Pis i=1,...,s,
Yi = Ps+jC059ja jzla"'at7
Zj = Pstj senﬁj, j: 1,...,t.

Se comprueba facilmente que el determinante jacobiano es ps41 - - - pst¢. Vea-
mos cudl es la expresion de T” en estas coordenadas.

s+t
En primer lugar, si « € T”, entonces N(z) = [] p;* , donde e; = 1 para
i=1

it=1,...,sye =2parait=s+1,...,t,y l;(z) ;logpf’i. La ecuacion (4.4)
equivale al sistema de ecuaciones

s+t r

e; €5 e
logp}? = Zlog [T + > &lj(en)- (4.5)
=1 k=1

Por lo tanto el conjunto 7" est4 formado por los puntos de coordenadas

(plv"'ap8+t7017"'a0t)

tales que
s+t
1. 0 < prlgl, 0§91,...,9t<27r.
i=1

2. En (4.5) se cumple 0 < & < 1.
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Para probar que T’ est4 acotado basta ver que lo estan las coordenadas p;
de todos sus puntos. Ahora observamos que las ecuaciones

€; €4 d
log p = Llog€& + > &klj(ex)- (4.6)
k=1

definen un cambio de variables

(plv"'7p5+ta917"'79t)'_> (fagla"'agrael?"'aet)

y, respecto a éstas ultimas, el conjunto F’ esta definido por las condiciones
0<¢é<1, 0<&g <1, 0<0; <2, (4.7)

En efecto, las ecuaciones (4.6) pueden escribirse también como
1 T
log p; = — logs+;sklog|oj<ek>\7 =18+t

o también

py = €/ exp (Zsk 1og|aj<ek>> L G=lstt (48)

k=1

Estonosda (p1, ..., ps+t,01,-..,0¢) apartirde (§,&1,...,&.,601,...,60;). Para

la transformacion inversa notamos que al sumar las ecuaciones (4.6) queda
s+t

&= 11 p;* y las coordenadas &; estan determinadas por un sistema de r ecuacio-
i=1

nes lineales con determinante no nulo (notemos que la determinacion de £ hace

que se cumpla la suma de las s+t ecuaciones, luego si los ; se escogen de modo

que cumplan las s + ¢ — 1 primeras, la altima se cumple automaticamente).

Ahora ya es claro que T” esta acotado. Para calcular el determinante jaco-
biano comprobamos que

Opi _ pi 9P _ iy
o6 ng G e M

Por consiguiente el jacobiano es

P1 P1 P1
7 Ly =1 (e
nE o 1(€1) o 1(€r)
J = : : :

Ps+t  Ps+t Ps+t

71? 719 r
né Cott s+t(€1) Cort s+t(€r)

€1 51(61) ce ll(ér)
_ P11 Ps+t . .

ng& 2t

Cs+t ls+t(€1) tee ls+t(€r)
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En el ultimo determinante sumamos todas las filas a la primera, con lo que
ésta se convierte en (n,0,...,0). Desarrollando el determinante y recordando la
definicion del regulador R de K dada en 3.23, obtenemos que el determinante
jacobiano vale

J:pl'”pSHR: R .
£2 21 ps11 " Psit

Recordemos que el primer cambio de variables tenia jacobiano psi1 - - - ps+t,
luego el jacobiano de la composicion es R/2¢.

Puesto que T" se obtiene de un cubo mediante un cambio de variables de
clase C'', podemos concluir que 7" es medible y su medida es (R/2%)(27)! = n'R.
Por consiguiente u(T) = 2°7'R.

Falta probar que la frontera de T’ es parametrizable Lipschitz. Ahora bien,
cambiando £%/™ por €, el cambio de coordenadas (4.8) se transforma en

p; =&exp <Z§k10g|aj(ek)|>, j=1,...,8+t,

k=1

que, compuesto con el cambio a polares, nos da una aplicacién h de clase C!
que biyecta el cubo ]0,1] x [0,1[" x [0, 27" con el conjunto T”. Con un cambio
de variables obvio podemos sustituir este cubo por ]0,1] x [0, 1] .

Ahora bien, esta aplicacion esté definida de hecho en todo R™, y la imagen del
cubo [0,1]™ es un compacto que contiene a la clausura de 7. Por consiguiente
los puntos de la frontera de T’ deben ser imagen de puntos de la frontera del
cubo.

Esta frontera es la unién de las 2n caras formadas por las n-tuplas con
una coordenada constante igual a 0 o a 1. Las 2n funciones que resultan de
sumergir R"~! en R fijando una coordenada igual a 0 o a 1 son de clase C' y
las imAgenes del cubo [0,1]"~! cubren la frontera del cubo unitario en R™, por
lo que al componerlas con h obtenemos 2n funciones de clase C' tales que la
frontera de T” esté cubierta por las imagenes del cubo unitario. Como son de
clase C!, las restricciones al cubo unitario tienen la propiedad de Lipschitz.

Recapitulando, podemos aplicar el teorema 4.6, y las constantes que aparecen
son
v=p(T)=2°7'R

y, segin el teorema 3.5, la medida del paralelepipedo fundamental de la imagen
del ideal b por la representacién geométrica es

v = VIAK]

N (),
donde Ak es el discriminante de K. La conclusion es que
25+t tR
n(r) = o TR ng o@r™™1).
|Ak|N(b)

Teniendo en cuenta la relacién (4.2), hemos probado el teorema siguiente
(comparar con [ITAn 11.1, 11.3]):
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Teorema 4.7 Sea K un cuerpo numérico de discriminante A, sea R el requla-
dor de K, sea m el nimero de raices de la unidad contenidas en K y sea C una
clase de similitud de ideales de K. Entonces la funcion jo(r), definida como el
numero de ideales en C de norma menor o igual que r, verifica

_ 25(2n)'R

= 7’—}—0(7"171/").
m/|Ax|

Jje(r)

Observemos que en particular se cumple

) 25(2m)t
o d0() _ ZC0'R
r—4oo T m IAK|

y hay que destacar que este limite no depende de la clase C. De aqui se sigue
precisamente la conexién entre las funciones dseta y el niimero de clases de K:

Teorema 4.8 Con la notacion del teorema anterior, se cumple

1. La funcion (c(s) converge uniformemente en los compactos de |1, +oo] y

existe ( )t
25(2m)'R

lim (s—1 §) = ———,

Jim (s = 1)ols) =

2. La funcion (i (s) converge uniformemente en los compactos de |1,4o00[ y

lim (s — 1)k (s) = M

h, (4.9)
s—1t m |AK|

donde h es el nimero de clases de K.

DEMOSTRACION: El segundo apartado es consecuencia clara del primero.
Para probar éste consideremos la sucesion {x;} que comienza con tantos unos
como ideales tiene C' de norma 1, seguido de tantos doses como ideales tiene C'
de norma 2, etc. Entonces

1 1
0= 2 oy T

acC k=1

Claramente, jo (1) es el nimero de términos de la sucesion menores o iguales
que zy, luego claramente jo(zr — 1) < m < jo(xy). Por lo tanto:

op =1\ jolzx 1) _ k _ jo(zx)
( ) < .

Tk T — 1 T Tk

Es obvio que zj tiende a infinito, luego al tomar limites en k queda

.k 2°(2m)'R
lim— = ———.
kT m |AK|
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Llamemos L a este limite. Entonces, dado € > 0, existe un ng tal que si k > kg
entonces

k
L—e< —<L+e,
Tk
luego
1 1 1
L—¢—< — L S —.
(L0 < g7 < EH g

Todo compacto contenido en |1, 400 esta contenido en un intervalo [so, s1],
donde 1 < sp, y vemos entonces que la serie (¢ (s) estd mayorada en dicho
compacto por la serie convergente

oo

Z(LH)“%,

k=ko
luego converge uniformemente. Mas atn,
=1 =1 = 1
(L —¢)° Z = < Z ey < (L+¢)° Z o
k=kqo k=Ko ~ K k=Fko

Llamemos r1(s) y r2(x) a las sumas de los ng — 1 primeros términos de las
funciones ¢(s) v ¢c(s) (que son funciones continuas en todo R). Asi

(L —€)°C(s) = (L —€)°ri(s) < Cols) —ra(s) < (L+€)°C(s) — (L +€)°ri(s).
Multiplicando por s — 1 y tomando limites cuando s tiende a 1 queda

L — e <liminf(c(s) < limsup(c(s) < L+ e
s—1+t s—1+

Como € es arbitrario concluimos que existe

25(2m)tR
lm (s — 1)Co(s) = L = 20T R
s—1t m |AK| -
Vemos asi que la funcién dseta de Dedekind de un cuerpo K es un objeto
analitico que contiene informacioén algebraica importante sobre K precisamente
donde no esté definida: en el 1.

Notas Aunque no lo vamos a necesitar aqui, se cumple que las funciones (¢ (s)
definen funciones holomorfas en el semiplano Res > 1 que se prolongan a fun-
ciones holomorfas en el semiplano Res > 1 — 1/n salvo en s = 1, donde tienen
un polo simple, y el limite dado por el teorema anterior calcula precisamente el
residuo de dicho polo.

En efecto, esto es consecuencia inmediata del teorema [An 10.34], pues, con
k
la notaciéon de dicho teorema, si a, = fc(n), entonces jo(k) = > an, v el
=1

n=
teorema 4.7 afirma precisamente que existe una constante C' que cumple la
hipotesis de [An 10.34] con g =1 —1/n.

A su vez, esto implica inmediatamente que lo mismo vale para (i (s).
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Aunque para probar el teorema anterior nos ha interesado descomponer la
funcién (k (s) en suma de h series correspondientes a los elementos del grupo de
clases de K (precisamente para que apareciera h en la formula que hemos ob-
tenido), podemos reducir (x(s) a una serie “ordinaria” sin necesidad de tal des-
composicion. Basta definir fx(n) como el ntmero de ideales de K de norma n,
y entonces

Crl(s) =) f;;(sk)
k=1

En términos de [ITAn 7.9], la funcion fx (k) es una funciéon aritmética mul-
tiplicativa, es decir, que cumple fx (k1k2) = fx (k1) fi (k2), cuando (kq, ks) = 1.
Esto no es trivial, sino que es consecuencia de la factorizacion tnica ideal de K,
que garantiza que todo ideal de K de norma kjko se expresa de forma tnica
como producto de un ideal de norma k; por otro de norma k. [

4.2 Productos de Euler

Ahora demostramos la generalizacion de la formula de Euler citada al co-
mienzo del tema. Esta presenta la ventaja de que depende solo de los ideales
primos de K. Los resultados mas importantes que vamos a obtener se basan en
esta igualdad.

Teorema 4.9 Sea K un cuerpo numérico. Para cada s > 1 se cumple

donde p recorre los ideales primos de K. La convergencia del producto es abso-
luta.

DEMOSTRACION: Para probar que el producto converge absolutamente ob-

servamos que
1 1
- 14—
i - 1)

p N(p)* p

y asi, por [ITAn 8.5|, es suficiente probar que la serie

1
ZN(}o)S—l

p

converge (absolutamente). Ahora bien, la convergencia de esta serie se sigue

inmediatamente de la convergencia de ﬁ, que a su vez es consecuencia de
p

la convergencia de ) ﬁ (donde ahora a recorre todos los ideales no nulos
a

de K). Ahora pasamos a probar la igualdad.
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Para cada ideal primo p se cumple que

1 — 1
N

_ 1
N(p)* k=0

Sea N un ntimero natural y sean p1, ..., p, los primos de K de norma menor
o igual que N. Multiplicando las series anteriores para estos primos obtenemos

o0

1 1 1
H 1— 1L - Z N(P’fl"' :ZW’

pi)s
N(p)<N N()®  kyp,ekn=0 r "

donde a recorre los ideales no divisibles entre primos de norma mayor que V.
Asi pues,

%—Q{(s) < Z ! ,

N(p)<N = N(p)® N(a)>N N(a)®

pero esta tltima expresion tiende a 0 con N, luego se tiene la igualdad buscada.
u

Segin explicibamos, la férmula anterior es el punto de partida del argumento
de Dirichlet que le permiti6 demostrar el teorema sobre primos en progresiones
aritméticas. A su vez, la presencia del factor h en el residuo de la funcion
dseta fue aprovechada por Kummer para caracterizar de forma préctica sus
primos regulares. Aun estamos lejos de llegar a estos resultados, pero podemos
probar hechos mas simples igualmente importantes y que dan idea del papel que
representa la férmula de Euler generalizada en los problemas que nos ocupan.

Por ejemplo, Gauss utilizo la formula de Euler para probar que la serie ) %
es divergente [TAn 3.27], donde p recorre los ntumeros primos, lo que no sélo
implica la existencia de infinitos primos, sino que, en cierto sentido, los primos
son relativamente abundantes entre los niimeros naturales. El argumento de
Gauss se generaliza sin dificultad a cuerpos numéricos arbitrarios. Mas atn,
permite probar que existen infinitos primos de norma primas:

Teorema 4.10 Todo cuerpo numérico tiene infinitos primos de norma prima.
De hecho, si p1 recorre los primos de morma prima de un cuerpo numeérico,
entonces

p1

DEMOSTRACION: Si en la formula del teorema anterior tomamos logaritmos
[ITAn 8.3] nos queda

1
lo s) = — log(1— —— ],
g Cr (s) Zp: g( N(p)s)
y usando el desarrollo de Taylor

0o _1ym
log(1+2) = Z ( m) ™, para |z| <1,

m=1
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obtenemos
oo 1
1 = E E _— 4.10
0 Cxe(5) , mN(p)™s (4.10)

(notemos que todas las series convergen absolutamente). Sea

1
) =2 S

P1

donde p; recorre los primos de norma prima de K, y sea G(s) la suma de los
términos restantes de (4.10), es decir,

> 1 = 1
GO =2 2 e 2 2 g

p1 m=2 qg m=1

donde q recorre los primos tales que N(q) = ¢/ con f > 1. Para cada uno de

estos primos
= 1 =1 1 2
Z mN(q)ms < Z q2ms = q2s -1 S ﬁ

m=1 m=1
Por otra parte
> 1 =1 1 2
< =— < .
,,; mN(p1)"* mz:; pms o pi(pt—1) T p

Si el grado de K es n, entonces el niimero de primos que dividen a un mismo
primo racional p es a lo sumo n, luego

G(s) < QnZ ]% <2n Z % = 2n((2s).
D m=1

Esto implica que la funcién G(s) esta acotada en el intervalo |1, 2]. Pero por
otra parte log(x(s) = P(s) + G(s) y el logaritmo tiende a infinito cuando s
tiende a 1, luego la funcion P(s) no puede estar acotada en ]1,2]. Sin embargo,
si la serie del enunciado convergiera, como N(p1) < N(p1)?, llegariamos a que

1 1
Pl =2 N(p1)® ~ <= N(p1)’

P1 p1
para todo s > 1. n

La prueba del teorema de Dirichlet se basa en un argumento similar al an-
terior, pero hay que separar los primos segtin la clase de similitud a la que
pertenecen, y esto requiere un analisis mas fino de la féormula de Euler, lo cual a
su vez requiere considerar lo que ahora se conoce como caracteres de Dirichlet.
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4.3 Caracteres de grupos abelianos

Los caracteres de Dirichlet los estudiamos en las secciones [ITAl 9.8] e
[ITAn 7.5]. Por comodidad recogemos aqui de forma mas concisa los resultados
que necesitamos. Empezamos introduciendo un concepto algo méas general de
caricter de un grupo abeliano, que a su vez es un caso particular del concepto
de caracter de un grupo estudiado en el capitulo VI de [TG]:

Definicion 4.11 Sea G un grupo abeliano finito. Un cardcter de G es un
homomorfismo y : G — C*.

Observemos que si g € G tiene orden n, entonces g" = 1, luego cualquier
caracter de G cumplird que x(g)" = x(¢") = x(1) = 1. Por lo tanto los
caracteres de un grupo de orden n sbélo toman valores en el grupo de las raices
n-simas de la unidad.

Llamaremos G* al conjunto de todos los caracteres de G. Es claro que G*
es un grupo abeliano si definimos el producto de dos caracteres x y 1 como el
caracter determinado por (xv¢)(g) = x(9)¥(g) para todo g € G.

El elemento neutro de G* es el llamado cardcter principal de G, que viene
dado por 1(g) = 1 para todo g € G. El grupo G* se llama grupo dual de G.

Examinemos en primer lugar cémo son los caracteres de los grupos ciclicos.
Sea G un grupo ciclico de orden n. Sea g un generador de G y sea w € C una
raiz n-sima primitiva de la unidad.

Entonces los grupos G = (g) vy (w) son ciclicos de orden n, luego son iso-
morfos. Un isomorfismo entre ellos es, por ejemplo, la aplicacion x : G — (w)
dada por x(¢™) = w™. Claramente x es un caracter de G con la propiedad de
que x(g) = w.

Para cada m =0,...,n — 1 se cumple que x™(g) = x(9)™ = w™, y como w
es una raiz primitiva de la unidad, los caracteres x™ son distintos dos a dos.

Por otro lado, si ¢ € G* se tiene que cumplir que ¥ (g) es una raiz n-sima de
la unidad, o sea, ¥(g) = w™ = x™(g) para un cierto m, y si dos homomorfismos
coinciden sobre un generador, han de ser iguales, es decir, se cumple ©¥» = x™
param =0,...,n— 1.

Esto prueba que G* es un grupo ciclico de orden n generado por x. En
particular tenemos que G* es isomorfo a G.

Vamos a ver que esto es cierto para todo grupo G aunque no sea ciclico.
Para ello nos basaremos en que todo grupo abeliano finito se descompone en
producto cartesiano de grupos ciclicos y aplicaremos el teorema siguiente.

Teorema 4.12 Sean G y H grupos abelianos finitos. FEntonces si x € G* y
Y € H*, la aplicacion x X ¢ : G x H — C dada por (x X ¥)(g,h) = x(g)¥(h)
es un cardcter del grupo G x H y ademds la aplicacion f : G*x H* — (Gx H)*
dada por f(x,v) = x X ¥ es un isomorfismo de grupos.

La prueba es inmediata. La dejamos a cargo del lector.
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Teorema 4.13 Si G es un grupo abeliano finito, G* es isomorfo a G.

DEMOSTRACION: El grupo G se descompone en producto cartesiano de gru-
pos ciclicos y por el teorema anterior G* es isomorfo al producto cartesiano de
los grupos de caracteres de sus factores, que segin hemos visto son ciclicos del
mismo orden. Asi pues G y G* se descomponen en producto de grupos ciclicos
de los mismos 6rdenes, luego son isomorfos. m

Sucede que no existe un isomorfismo canénico entre G y G*, es decir, un
isomorfismo que asigne a cada elemento un caracter construido a partir de él.
El isomorfismo depende de la estructura del grupo G.

Por el contrario si es posible definir un isomorfismo canénico entre G y su
bidual G**, concretamente, si llamamos €(g) : G* — C a la aplicacion dada
por €(g)(x) = x(g) para todo x € G*, se ve facilmente que € : G — G** es un
isomorfismo.

Ahora vamos a relacionar los caracteres de un grupo con los de sus subgrupos.

Teorema 4.14 Sea G un grupo abeliano finito y H un subgrupo de G. Entonces
todo cardcter de H se extiende a un cardcter de G, y el nimero de extensiones
es igual al indice |G : H|.

DEMOSTRACION: La aplicacion G* — H™* que cada caracter de G lo res-
tringe a H es obviamente un homomorfismo de grupos. Sea N el nicleo de este
homomorfismo. Un cardcter x estd en N siy solo si x(h) =1 para todo h € H.
Esto significa que H estéa contenido en el niicleo de y, luego x induce un caracter
x' : G/H — C dado por x'([g]) = x(9)-

La aplicacion N — (G/H)* dada por x — x’ es también un homomorfismo
de grupos. Es facil ver que de hecho es un isomorfismo. En efecto, si x' = 1
entonces obviamente xy = 1, y si tomamos ¢ € (G/H)*, entonces ¢ define el
caracter x(g) = ¥([g]), que claramente estd en N y x' = .

Consecuentemente |N| = |(G/H)*| = |G : H| y por lo tanto la imagen de la

restriccion tiene orden |G* : N| = |H|, por lo que la restriccion es un epimorfismo
y cada caracter de H* tiene exactamente |N| = |G : H| antiimégenes, o sea,
extensiones. L]

El teorema siguiente es fundamental a la hora de trabajar con caracteres.

Teorema 4.15 (relaciones de ortogonalidad) Sea G un grupo abeliano de
orden n. Sea x € G* y g € G. Entonces

n six=1 n six=1
> xl9) = { : > xlg) = { :
1 1
= 0 six# et 0 six#

DEMOSTRACION: La primera relacion es obvia para y = 1. Si x # 1 entonces
existe un = € G tal que x(z) # 1. Por consiguiente

X@) Y x(9) =Y x(xg) =>_ x(9),
geG geG geqG

(pues cuando g recorre G, xg también recorre G).
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Por lo tanto

(x(z)—1)>_ x(9) =0,

geG

> x(g) =0

geG

de donde

La segunda relacion se deduce de la primera aplicandola al grupo G* y al
caracter dado por €(g)(x) = x(9). "

El nombre de relaciones de ortogonalidad proviene de la interpretacion si-
guiente, que nos va a ser util en algunas ocasiones. Sea G un grupo abeliano de
orden n y sea V el conjunto de todas las aplicaciones de G en C. Claramente
V' es un espacio vectorial de dimensién n sobre C. Una biyeccién de G con
{1,...,n} induce de forma natural un isomorfismo entre V' y C". La base ca-
noénica de C” se identifica con la base formada por las funciones { f, },cc dadas

por
1 sit=u
f“(t):{ 0 sit#u
Definimos el producto en V dado por
1 _
(f.9) = = 3 F(0)00),

teG

donde la barra indica la conjugacion compleja. La aplicacion ( , ) es lo que se
llama un producto sesquilineal, es decir, es lineal en la primera componente y
semilineal en la segunda (conserva la suma y ademas (f, ag) = a(f,g)).

Ahora, si x y ¥ son dos caracteres de G, el teorema anterior nos da que

1 — 1 _1 1 six=%
(XW)—nt;X(tW(t)—ntzn:G(w )(t)—{ 0 six#

Esto significa que los caracteres son ortogonales respecto al producto ( , ).
De la ortogonalidad se sigue que los caracteres son linealmente independientes,
pues si C' es una combinacion lineal nula de los caracteres, entonces (C, x) = 0,
y por otro lado es igual al coeficiente de x en C. Esto a su vez implica que los
caracteres forman una base de V, una base ortonormal.

Caracteres modulares Estudiamos ahora con maés detalle los caracteres de
los grupos de unidades moédulo un ntmero natural m. Conviene considerarlos
definidos sobre Z:

Definicién 4.16 Un cardcter médulo m es una aplicacion x : Z — C que
cumple las condiciones siguientes:

1. Para todo a € Z se cumple x(a) = 0 si y solo si (a,m) # 1.
2. Si a = d' (méd m), entonces x(a) = x(a’).

3. Sia,b € Z, entonces x(ab) = x(a)x(b).
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Obviamente todo caracter y modulo m define un caracter x’ del grupo de
unidades U, mediante x’([a]) = x(a) y, reciprocamente, todo caracter de U,
esta inducido por un tnico caracter modulo m. En la practica identificaremos
los caracteres modulo m con los caracteres de U,,. En general, los caracteres
moédulo m para un moédulo cualquiera se llaman caracteres modulares. Por
ejemplo, es claro que el simbolo de Legendre (z/p) es un caracter modulo p.

Notemos que si x es un cardcter modular x(—1)* = x((-1)?) = x(1) =
1, luego x(—1) = £1. Si x(—1) = 1 se dice que x es un caracter par, y si
x(—1) = —1 se dice que x es impar. Los caracteres pares cumplen en general
que x(—n) = x(n), mientras que los impares cumplen x(—n) = —x(n).

Sim | m’ entonces todo caracter x modulo m determina un caracter moédulo
m’' dado por
oy x(a) si(a,m')=1,
X(a){ 0 si(a,m)#L
Llamaremos a X’ el cardcter inducido por x. Observemos que el valor de
X'(a) depende en realidad del resto de @ modulo m y no del resto modulo m/.

En términos de caracteres ordinarios la interpretacion es la siguiente: si
m | m’ entonces existe un homomorfismo f : Uy, — Uy, dado por f([a]) = [a].
Si x es un caracter de U, entonces x’ es la composicion de x con f.

En realidad f es un epimorfismo, pues si (a,m) = 1, por el teorema chino
del resto existe un a’ que cumple a’ = a (méd m) y @’ = 1 (mdd p) para todo
primo p que divida a m’ pero no a m. Entonces (a/,m’) =1y f([d']) = [a]. A
f lo llamaremos epimorfismo canonico de Uy, en Up,.

Visto asi, es claro que el caracter inducido x’ determina a , pues X([a]) se
puede calcular como x’([b]), donde [b] es una antiimagen de [a] por f.

También es claro que si m | n | 7, x es un caracter modulo m y x’ es
el caracter que induce médulo n, entonces x y X’ inducen el mismo caracter
modulo r. En efecto, tenemos

v, v, U, 25,

de modo que ' = goy y los caracteres que x y X’ inducen mo6dulo 7 son (fog)oc
y fo(go c) respectivamente.

Teorema 4.17 Si un cardcter x modulo m estd inducido por un cardcter x1
mddulo my y por un cardcter xo mddulo mo entonces también estd inducido por
un cardcter médulo d = (my, ms).

DEMOSTRACION: Sea m’ el minimo comin multiplo de my y mso. Tenemos
la situaciéon siguiente:
X1
Up, — C
Up — Upy Uqg
N\ e

Un, =2 C

donde todas las flechas sin nombre son los epimorfismos candnicos.
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Por hipétesis x1 y X2 inducen el mismo caracter xy modulo m, pero los
caracteres inducidos por x; y x2 modulo m’ también inducen el caracter ¥,
luego han de coincidir. Sea pues X’ el caracter inducido por x1 y x2 moédulo m/'.

Sean N; y N los ntcleos de los epimorfismos canénicos de U, en Uy, ¥
Unn,, es decir,

Ni={[a] €Upn |a=1(médm1)} y Ny={[a] €Upn |a=1(médmy)}.

Por el teorema de isomorfia sus 6rdenes son ¢p(m’)/¢p(my) y ¢p(m’)/p(ms) respec-
tivamente. Es obvio que ambos estan contenidos en el niicleo N del epimorfismo
canénico de Uy, en Uy, que es N = {[a] € U,y | a =1 (méd d)} y tiene orden
B(m')/6(d).

También es claro que Ny N Ny = 1, luego | N1 Na| = |N1||N2| = |N|, pues la
ultima igualdad equivale a que ¢(m/)é(d) = ¢(m1)d(ms), lo cual se demuestra
sin dificultad para toda funcién aritmética multiplicativa. Como N1Ny < N, de
hecho se tiene la igualdad N = N; N,.

Para todo [a] € Uy, se cumple que x’'(a) = x1(a) = x2(a), luego x'(a) =1
tanto si [a] € N1 como si [a] € Na, luego x'(a) = 1 siempre que [a] € N, es
decir, para todas las clases [a] que cumplen a = 1 (méd d). De aqui se sigue
que si a = a’ (méd d) entonces x'(a) = x/(a').

Dado [a] € Uy existe un [a'] € Uy tal que ¢’ = a (méd d) (por la supra-
yectividad del epimorfismo canénico). Podemos definir ¥(a) = x'(a’) sin que
importe la eleccion de a’ (por lo que acabamos de probar). Claramente ¢ es un
caracter moédulo d que induce a X’ y por lo tanto a x. L]

Si un carécter ¥ esté inducido por un caracter y, entonces v ‘contiene menos
informaciéon’ que x, en el sentido de que ambos coinciden sobre los niimeros
primos con el moédulo de 1, mientras que v se anula sobre algunos ntimeros en
los que x no lo hace. Por eso tiene mucha importancia el concepto siguiente:

Definicién 4.18 Un caracter modular es primitivo si no esta inducido por un
caracter de moédulo menor.

Del teorema anterior se desprende que todo cardcter modular x esta indu-
cido por un tnico caracter primitivo. En efecto, basta tomar un caracter que lo
induzca x’ de m6dulo minimo. Entonces X’ no puede estar inducido por ningtn
caracter de moédulo menor porque tal caracter también induciria a x en contra-
diccion con la eleccion de x. La unicidad se debe a que si x estuviera inducido
por dos caracteres primitivos x1 y x2 de médulos my y mo, entonces por el teo-
rema anterior ambos serian inducidos por un caracter de modulo d = (mq, ma).
Por ser primitivos ha de ser d = m; = ms, y de aqui que x1 = X2.

Dado un caracter x, llamaremos xq al cardcter primitivo que lo induce. El
modulo de g se llama conductor de x.

El teorema siguiente es util para reconocer caracteres primitivos.

Teorema 4.19 Un cardcter x mddulo m es primitivo si y sdlo si para todo
divisor propio d de m existe un entero x tal que (x,m) =1, v = 1 (méd d) y

x(z) # 1.
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DEMOSTRACION: Si x no es primitivo estd inducido por un caracter yq
modulo d, donde d es un divisor propio de m. Si xz = 1 (méd d) entonces
(z,m) =1y x(z) = xo(z) = xo(1) = 1.

Reciprocamente, si existe un divisor d de m tal que para todo z = 1 (méd d),
(x,m) = 1 se cumple x(z) = 1, entonces si x = 2/ (méd d) y x, 2’ son primos
con m se cumple x(x) = x(z'). De aqui que podamos definir un caracter v
moédulo d mediante ¢ (a) = x(z), para cualquier x tal que (z,m) =1y z =a
(méd d). Existe tal x por la suprayectividad del epimorfismo canoénico de U,
en Uy. Claramente 1 induce a y. n

El caracter de un cuerpo cuadratico Si K = (@(\/3 ) es un cuerpo cuadré-
tico de discriminante A, en [ITAl 9.14] definimos xr : Uja;] — {1, -1}, que
es un epimorfismo cuyo nucleo consta de las clases de los primos racionales que
se escinden en K. Segin hemos visto, podemos identificarlo con un caracter
modular

XKIZ—>(C*,

al que llamaremos cardcter del cuerpo cuadratico K. Su propiedad fundamental
es que si p es un primo racional, entonces

0 sip se ramifica en K,
—1 sipse conserva en K.

1 sip se escinde en K,
Xk (p) = {

El teorema de Dirichlet que probaremos en la seccién siguiente implica que
esta relacion determina completamente a x ., pues toda clase de Uja| contiene
primos p con los que podemos calcular su imagen segin este criterio.

Tras [ITAL 9.15] probamos que xx(—1) = A/|A] o, equivalentemente, que
los caracteres de los cuerpos cuadraticos reales son pares, mientras que los de
los cuerpos imaginarios son impares.

La construccion dada en [ITAl] de xx se basa en la ley de reciprocidad
cuadrética expresada en términos del simbolo de Jacobi. En la seccién 7.3
veremos otra construccion alternativa més conceptual.

Ahora vamos a dar una caracterizacion puramente algebraica de los caracte-
res de los cuerpos cuadraticos. Obviamente, una condicién necesaria para que
un caracter modular x sea el caracter de un cuerpo cuadratico es que sélo tome
los valores 1,0, —1. Supuesto esto, la condiciéon necesaria y suficiente para que x
sea realmente el caricter de un cuerpo cuadrético es que sea primitivo.

Definicién 4.20 Un caracter modular x es un cardcter cuadrdtico si y sélo si
no es el caracter principal y sélo toma los valores 0 y £1.

Teorema 4.21 Los caracteres de los cuerpos cuadrdticos son primitivos. Todo
cardcter cuadrdtico primitivo es el cardcter de un unico cuerpo cuadrdtico.
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DEMOSTRACION: Sea K un cuerpo cuadratico de discriminante A y sea p
un divisor primo de A. Para probar que xx es primitivo basta ver que existe
un entero z tal que (x,A) =1,z =1 (mdd |A|/p) y x(x) = —1.

Supongamos primero que p # 2. Sea s un resto no cuadratico modulo p.
Como p tiene exponente 1 en A, existe un entero x tal que

z=s (méd p), x=1(méd 2|Al/p).

Entonces x(z) = (z/p) = (s/p) = —1.

Supongamos ahora que p = 2. Sea K = Q(\/&) Sid = —1 (mdd 4) entonces
A = 4d y basta tomar z tal que x = —1 (méd 4), x = 1 (méd |d|), con lo que
x(z) = —1. Observemos que de hecho se cumple z = 1 (méd 2|d|), tal y como
se requiere.

Si d = 2d’, entonces A = 8d' y tomamos x = 5 (mdd 8), z = 1 (mdéd |d'|).
Entonces z = 1 (méd 4|d'|) v x(z) = —1.

Investiguemos ahora para qué naturales m existen caracteres cuadraticos
primitivos modulo m. Supongamos primero que m = p”, donde p es un primo
impar.

Es claro que un caracter cuadratico de Up» estd determinado por su nticleo
(toma el valor 1 en el nicleo y —1 en el complementario). Pero el grupo Upn
es ciclico [TG 3.8], luego tiene un tinico subgrupo de indice 2, luego un tnico
caracter cuadratico. El caracter cuadrético de U,» ha de coincidir con el caracter
inducido por el caracter cuadratico de Uy, luego el inico caso en que es primitivo
se da cuando n = 1. En tal caso, el caracter en cuestion es claramente el simbolo
de Legendre x(a) = (a/p).

Consideremos ahora m = 2. El grupo Us es trivial, luego no tiene carac-
teres cuadraticos. El grupo Uy es ciclico de orden 2, y tiene un tnico caréacter
cuadratico, que sera primitivo porque no hay moédulos menores que lo puedan
inducir. Claramente se trata del caracter del cuerpo Q[i], es decir:

1 sik= 1 (mdd4),
d(k) = 0 si2]k,
—1 sik=-1(mdd 4).

El grupo Us tiene cuatro caracteres, de los cuales uno es el principal (que
no es cuadratico), otro es el inducido por el caracter cuadratico médulo 4 (que
no es primitivo) y los dos restantes tienen que ser primitivos a falta de modulos
menores que los induzcan. Uno de ellos tiene que ser el caricter del cuerpo
cuadratico @(\/5), que es

1 sik =41 (mdd 8),
e(k) =< —1 si k=45 (mdd 8),
0 si2]k,

y el otro el del cuerpo cuadratico (@(\/—2), que es de.
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En general [TG 3.8] el grupo Us» es el producto de un grupo ciclico de
orden 2 por un grupo ciclico de orden 2"~2. Tomemos a € Us» de orden 2"~ 2.
Si H < Us» tiene indice indice 2 entonces

_HI@] _ s

O ey

b

de donde |H N (a)| > 2"73, luego (a®) < H y asf
H/ <a2> < U2n/<a2> = 02 X 02.

Esto da sélo tres posibilidades para H, con lo que Uz~ tiene exactamente tres
caracteres cuadraticos, que coinciden con los inducidos por los tres caracteres
no principales modulo 8.

Supongamos ahora que m > 1 es cualquier nimero natural y x es un caracter
cuadrético primitivo moédulo m. Descomponemos m en producto de potencias
de primos distintos. Entonces, siempre segin [TG 3.8|, el grupo U, factoriza
en el producto de los grupos de unidades correspondientes a dichas potencias y,
por 4.12, el caracter x factoriza en producto de caracteres de modulos potencias
de primo. Todos los factores son caracteres primitivos, pues basta que uno de
ellos pueda inducirse desde un moédulo menor para que lo mismo le ocurra a .
Ademas, como y tiene orden 2, todos sus factores tienen orden 2 (el orden de x
es el minimo comun multiplo de estos 6rdenes, y ninguno de los factores puede
tener orden 1 porque son primitivos).

Todo esto implica que m ha de ser un ntimero natural impar d libre de
cuadrados, o bien 4d o bien 8d. Mas ain, si m = d o m = 4d hay un tnico
caracter cuadratico primitivo modulo m, a saber, el producto de los tinicos
caracteres cuadréticos primitivos médulo los primos p | m y modulo 4 en su
caso (en realidad hemos probado que hay a lo sumo uno, pero esto basta). Si
m = 8d hay a lo sumo dos caracteres, pues puede variar el cardcter moédulo 8.

En todos estos casos existe un cuerpo cuadratico K de discriminante A
de manera que m = |A|. En efecto, si m = d y d = 1 (mdéd 4), entonces
K = Q(ﬂ), y si d = —1 (méd 4), entonces K = @(\/Td) De hecho hay
un tnico cuerpo K con discriminante £m, y su caracter es primitivo, luego
ciertamente hay un tnico caracter primitivo médulo m en correspondencia con
un tnico cuerpo cuadratico.

Si m = 4d tomamos K = Q(v/—d) si d =1 (méd 4), o bien K = Q(v/d) si
= —1 (méd 4), con lo que la situacion es similar.

Finalmente, si m = 8d, los cuerpos Q(\/i2d) tienen ambos discriminante
+m, pero sus caracteres son distintos, ya que uno es par y el otro impar. Por lo
tanto también, hay exactamente dos caracteres cuadraticos primitivos mddulo
m en correspondencia con dos cuerpos cuadraticos. [

Terminamos esta seccion con una variante de la formula del teorema 3.17 en
la que sustituimos la funcién de Euler por el caracter del cuerpo cuadratico.
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Teorema 4.22 Sea K un cuerpo cuadrdtico, sea h su nimero de clases y hy,
el nimero de clases del orden O,,. Sea e, el indice del grupo de las unidades
de O, en el grupo de las unidades del orden maximal. Entonces

b =" ] (1_ xK(p)) L

€m p

plm

DEMOSTRACION: Por las propiedades de la funcién de Euler generalizada,

®(m) = 1‘_1 P(phr),

donde k,, es el exponente de p en m.
Si xk(p) = 1 entonces p = p1p2, con N(p1) = N(p2) = p, luego

_ 2
D(phr) = B(p)")B(p”) = (P (p— 1))
Si xx (p) = 0 entonces p = p2, con N(p) = p.
D(phr) = @(p*r) = p*r 1 (p—1).
Si x(p) = —1 entonces N(p) = p? y ®(p*v) = p*»~2(p? — 1).

Es facil comprobar que los tres casos se retinen en la férmula

D(p'r) = (p—1) — p* 2 (p — D)xx (p) = ¢(p*)p" (1 — pr(p)> -

Multiplicando sobre p obtenemos ®(m) = m ¢(m) [| (1 - XKT@) Sustitu-
plm
yendo en la féormula del teorema 3.17 obtenemos la expresion buscada. "

Ejercicio: Usar la férmula del teorema anterior para calcular el nimero de clases del

orden O3 de Q(\/TZ)

4.4 Las funciones L de Dirichlet

La relacion entre los caracteres modulares y las funciones dseta se establece
a través de las funciones L:

Definicion 4.23 Si x es un cardcter modular y g es el cardcter primitivo que
lo induce, definimos la funcion L de Dirichlet asociada a x como la funcién

— Xo(n)
ns

L(s, x) =

n=1
Las funciones L son un caso particular de las llamadas series de Dirichlet
(secciones [ITAn 8,4], [An 10.6]), que definen funciones holomorfas, si bien aqui
s6lo nos interesan los valores que toman sobre los nimeros reales. El teorema
siguiente recoge las propiedades bésicas de las funciones L que se deducen in-

mediatamente de la definicién o de la teoria general sobre series de Dirichlet
(véase [ITAn 8.33]):
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Teorema 4.24 Sea x un cardcter modular y sea xo el cardcter primitivo que
lo induce. Entonces:

1. Six =1 es un cardcter principal, entonces L(s,x) = ((s), luego converge
absolutamente para todo s > 1 a una funcion continua y cumple que

lim L(s,x) = 1.

s—1+

2. Six # 1, entonces L(s,x) converge para todo s > 0 a una funcion conti-
nua, y la convergencia es absoluta para s > 1.
8. Para todo s > 1 se cumple la relacion

o0

Lis: ) = %SJ:HAD@

n=1 V4 p'S

> |

b

donde p recorre todos primos racionales, y la convergencia del producto es
absoluta.

En particular, para un caracter no principal x, tenemos que

MLszi%?- (4.11)

n=1

La funcién L de un cuerpo cuadratico La funcién L asociada al caracter
de un cuerpo cuadratico la estudiamos ya en la seccion [ITAn 11.2]. Conside-
ramos la féormula de Euler generalizada para un cuerpo cuadratico K y en ella
agrupamos los primos que dividen a un mismo primo racional, es decir,

Cﬂﬂzrﬂjfféif
P plp N(p)®

Para cada primo p, el producto asociado puede ser de tres tipos:

1 . ind
si p se escinde,
1— - 1—
1 1 1 .
- — = I L si p se conserva,
- 25 s s
? 1 : :
11 si p se ramifica.
e

Ahora observamos que los tres casos se engloban en la formula

1 1

_ L ()"
R

Por lo tanto

o) =T+ 1T — = C(s)L(s, k),

1
p° ps
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donde hemos usado la formula de Euler para la funcién dseta de Riemann (la
funcion dseta de Q). Multiplicamos ambos miembros por (s — 1) y tomamos
limites cuando s tiende a 1. El teorema 4.8 nos da que

25t R
my/|Ak|

Puesto que estamos considerando un cuerpo cuadratico, la expresion de L(1, x k)
se simplifica considerablemente, aunque es mejor presentar la igualdad anterior
como una férmula para calcular el nimero de clases:

Teorema 4.25 Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante A. Entonces el
numero de clases de K viene dado por

VA

L(l,xx) st A>0vye>1 eslaunidad fundamental de K,

h— 2loge
VAN
mT L(l,xk) st A <0 ym es el nimero de unidades de K.
™
En particular vemos que L(1, xx) # 0. "

Ejemplo Veamos ahora una version débil del teorema de Dirichlet cuya prueba
contiene las ideas esenciales de la demostracion general. Vamos a probar que en
un cuerpo cuadratico K hay infinitos primos que se escinden e infinitos primos
que se conservan. El teorema 4.10 ya prueba la existencia de infinitos primos que
se escinden, pero no vamos a usar este hecho para no ocultar la idea principal.

Consideramos los dos factores de la funcién (x(s), es decir, las funciones
C(s) y L(s,xk)- El argumento del teorema 4.10 es aplicable a ambas, lo que
nos da las ecuaciones

log((s) = 3 -+ Gals),

g L) = 35 o)

donde G; y G son funciones acotadas en ]1,2]. Ademads es importante que
log L(s, xx) también esta acotado (porque L(1, xx) # 0).

Llamemos A y B a los conjuntos de primos que se escinden y conservan,
respectivamente. Entonces A y B cubren todos los primos salvo un niimero finito
de ellos. Sien la primera ecuacion separamos los sumandos 1/p correspondientes
a éstos y los incorporamos a G1(s), tenemos

Z$+Z;+G1(s),

pEA peB

1 1
log L(s,xx) = ZE*Z];*GZ(S)'

pEA pEB

log ((s)
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Sumando y restando ambas ecuaciones concluimos ninguna de las dos series
esta acotada cuando s tiende a 1, y por lo tanto las dos series

IEIEED -

pEA p peB

son divergentes.

Si llamamos m al valor absoluto del discriminante de K, el caracter x i divide
las clases de U,, en dos conjuntos. Lo que hemos probado es que hay infinitos
primos en cada uno de los dos grupos de clases. Para probar el teorema de
Dirichlet hemos de refinar el argumento para distinguir cada una de las clases
de U,,. Esto lo lograremos sustituyendo los cuerpos cuadraticos por cuerpos
ciclotémicos. m

La funcién dseta de un cuerpo ciclotémico Consideremos ahora el cuerpo
ciclotémico Q(w) de orden m. En la formula de Euler agrupamos todos los
factores que dividen a un mismo primo racional p:

Cr(s) = HH 1_%

P plp N(p)*

Si p es un primo y m = p'm/, el teorema 2.38 nos da que p tiene ¢(m’)/f,
factores primos, donde f, es el orden de p en U,,/, y la norma de cada factor es
igual a p/». Por lo tanto

CK(S)H(lpj}ps

p

—6(m")/ fy
> . (4.12)

Para simplificar esta expresion consideramos

wp = cos(2m/ fp) + isen(2mw/ fp),

es decir, una raiz fy-ésima primitiva de la unidad. Entonces

fp—1
ale —1="1] (2 —uh),
k=0

de donde, sustituyendo = = p* y dividiendo entre pfr®,
fr—1 k
1 w
11— ——= 1—--21. 4.13
pfps ]]JO < ps > ( )

Entonces el producto
fp—1 wk ¢("Ll)/fp 1 ¢(m’)/ fp
IT(t--% = <1 - fs)
k—0 p p’r

tiene ¢(m) factores, de los cuales ¢(m)/ f, son iguales a 1 — w’;/ps para cada k,
pero el numero total de factores es independiente de p.
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Si ¥ es un caracter modulo m/, puesto que p/r =1 (méd m’), se cumple que

x(p)’* = x(p) = x(1) =1,

luego x(p) = w’;, para un cierto k.

5>
del subgrupo ciclico generado por [p] en U, que cumple w([p}) = w]’,f y, por
el teorema 4.14, este caracter se extiende a exactamente ¢(m’)/f, caracteres
distintos de U/, o sea, existen exactamente ¢(m')/f, caracteres modulo m’

que cumplen x(p) = w’; 0, dicho de otro modo, si x recorre todos los caracteres

modulo m’, entonces x(p) recorre ¢p(m’)/ f, veces cada raiz de la unidad.

Reciprocamente, si partimos de un cierto w;, existe un tnico caracter v

Llamemos xq al caracter primitivo que induce a un caracter dado x. De
nuevo por 4.14, cada cardcter médulo m’ induce ¢(p®) caracteres modulo m,
luego, cuando y recorre los caracteres moédulo m cuyo conductor divide a m/,
la expresion xo(p) recorre ¢(m)/ f, veces cada raiz f,-ésima de la unidad. Los
restantes caracteres moédulo m tienen conductor multiplo de p, luego para ellos
Xo(p) = 0. Estos calculos prueban que

p))

1\ ¢/ 1
1 _ — =
() I
donde x recorre los caracteres modulo m. Asi la formula (4.12) se convierte en
B 1
S) 7HH 1— Xo(p) *
p X p°

Finalmente invertimos el orden de los productos, con lo que obtenemos el
teorema siguiente:

Teorema 4.26 Sea K el cuerpo ciclotomico de orden m. Entonces

= HL(&X), para todo s > 1,

donde x recorre los caracteres mddulo m.

Como consecuencia obtenemos una expresion analitica para el niamero de
clases de un cuerpo ciclotémico:

Teorema 4.27 Sea K el cuerpo ciclotomico de orden 2m, sea A su discrimi-
nante y R su requlador. Entonces, el nimero de clases de K es

b 2m\/\K HL

¢(2m)/2
(2m) R ]

donde x recorre los caracteres no principales modulo m.
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DEMOSTRACION: Notemos que si m es impar, entonces el cuerpo ciclotémico
de orden m es el mismo que el de orden 2m. Asi, el cuerpo ciclotémico de
orden 2m tiene 2m raices de la unidad. Por 4.26 tenemos que

I - = li - .
dim (s = 1)¢re(s) = Mm (s = 1)¢(s) [T Ls.0) = [ L1 )
x#1 x#1
Ahora basta aplicar el teorema 4.8. [

Una consecuencia inmediata es que si x es un caracter modular no principal,
entonces L(1,x) # 0. Esto es exactamente lo que necesitamos para probar el
teorema de Dirichlet:

Teorema 4.28 (Dirichlet) Sim y n son nimeros naturales primos entre s,
entonces la sucesion mk +n, para k = 1,2,3,... contiene infinitos primos.

DEMOSTRACION: Consideremos el logaritmo complejo que extiende al real
alrededor de 1. Su desarrollo de Taylor es

o0 n+1
log(1 + z) :Z ———2" para |z| < 1.

Sea ahora un caracter modular primitivo x. Entonces

para todo primo p y todo s > 1. Por [ITAn 8.3], la convergencia absoluta del
producto del teorema 4.24 implica que la serie

lOgL § X Z Z >r'<1p7lé

p n=1

converge a un logaritmo del producto para s > 1. Observemos que log L(s, 1) es
simplemente la composicion de la funcion real L(s,1) con la funcion logaritmo
real. Descomponemos

log L(s, x) X (8, %)
donde
Z Z X p"s '
p n=2
Ahora observamos que

1 1 1
R(S’X”SE:Z:IDm Z17913—1§2219(17—1)S n(n—l):L

p n=2 P P n=2



130 Capitulo 4. La funcién dseta de Dedekind

Si hacemos variar C' en U, tenemos

log L(s,x) = ZX Z;+R(5 X)-

peC

Podemos ver estas ecuaciones como un sistema de ¢(m) ecuaciones lineales
en el que las incognitas son las series sobre los primos de las clases de U,,.
Vamos a despejar una de ellas, digamos la correspondiente a la clase A, para lo
cual multiplicamos por x(A~!) y sumamos todas las ecuaciones:

Zx )log L(s, x) = Z(Zx (ca? )Z%-‘FRA(S):

donde
|Ra(s)| = ‘ZX A7YR(s, %) ‘ §Z|R(s,x)\ < ¢(m), paratodo s> 1.
X

Por las relaciones de ortogonalidad de los caracteres la ecuacion se reduce a

ZX Dlog L(s, x) = ¢(m) Z is + Ra(s). (4.14)

peEA

Ahora tomaremos limites cuando s — 17. Debemos detenernos en el com-
portamiento de log L(s,x). Puesto que L(1,x) (para x no principal) es un
ndamero complejo no nulo, por [IC 7.29] en un entorno de L(1, x) existe una de-
terminacion continua del logaritmo. Componiéndola con L(s, x) obtenemos una
funcion continua log’ L(s, x) definida en un entorno de 1, digamos |1 — €, 1 + €.
La funcion log L(s, x) — log’ L(s, x) es continua en el intervalo |1,1 + €[ y so6lo
puede tomar los valores 2kmi, para k entero, luego por conexion k ha de ser
constante en |1,1 + €] y consecuentemente existe

lim log L(s,x) = log’ L(1, x) + 2kmi.
s—1t
Agrupamos todos los sumandos acotados en (4.14) junto con R4(s) y queda

log L(s,1) = 9(m) 3 -+ Tas),

pEA

donde T'4(s) es una funcion acotada en un entorno de 1.
Por otro lado L(s,1) tiende a infinito cuando s tiende a 1, luego lo mismo

le ocurre a log L(s,1). Esto implica que la funcion p% no esta acotada en
pEA
un entorno de 1, lo que s6lo es posible si tiene infinitos sumandos. Méas atn, es

claro que esto so6lo es posible si

pEA

Como A es una clase cualquiera de U,,, digamos A = {km+n | k € Z}, con
(m,n) =1, esto prueba el teorema. "
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Nota La prueba precedente consiste simplemente en una manipulacién de series
y logaritmos, en la que el tinico ingrediente no trivial ha sido el hecho de que
L(1,x) # 0 cuando x no es principal. Esto lo hemos probado factorizando
la funcién dseta del cuerpo ciclotémico, pero también es posible obtener una
prueba mediante técnicas de la teoria de funciones holomorfas que no requieren
apenas algebra. Asi lo hacemos en [TAN 3.31]. La prueba del teorema de
Dirichlet que presentamos alli a continuacién es esencialmente la misma que
hemos dado aqui. n

Enteros ciclotémicos reales Por ultimo estudiamos la funcion dseta de los
cuerpos K* = K NR, donde K es el cuerpo ciclotémico de orden p. Razonamos
exactamente igual que como hemos hecho para el cuerpo ciclotémico. En primer
lugar agrupamos los factores del producto de Euler correspondientes a un mismo

primo racional: .
() =TT 7=
qa qlq N(q)®

Ahora tenemos en cuenta el teorema 2.46, que nos da el nimero de divisores
primos de cada primo racional y la norma de cada uno. Separamos el factor
correspondiente a p, para el que tenemos un tnico ideal de norma p. Para los
primos restantes g, hay (p — 1)/2f, ideales de norma gf«, donde f? es o,(q) o
bien 0,(¢)/2. Segin esto

p—1
1 1\ 2
- = qla
P° q#p

Ahora tomamos w, = cos(2m/ f,) +isen(2m/ f,) y usamos la formula (4.13),
en virtud de la cual podemos afirmar

El ntimero total de factores es (p—1)/2 y por otra parte hay p— 1 caracteres
modulo p, de los cuales la mitad son pares y la mitad impares. Veamos que

B0

k=0 x(1)=1

Supongamos primero que o,(g) es impar. Entonces [—1] no pertenece al
subgrupo generado por [¢] en U,. Dado un k, existe un tnico caracter ¢ de ([q])
tal que ¢([q]) = w(’; , que se extiende exactamente a dos caracteres del grupo
([q], [—1]), de los cuales uno sera par y el otro impar (si ambos coincidieran sobre
[—1] coincidirfan en todo el grupo).

El caracter par se extiende a (p — 1)/2f, caracteres pares moédulo p. Por
lo tanto cuando y varia entre los caracteres pares modulo p tenemos que x(q)
toma (p—1)/2f, veces el valor w* para cada k entre 0 y f, — 1. De aqui se sigue
lo pedido en este caso.
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Supongamos ahora que 0,(g) es par y por tanto f; = 0,(¢)/2. En este caso,
el caracter ¢ de ([g]) que cumple ¢ ([q]) = wf;, cumple también que

Y([-1)) =9 ([gf) = (wh)fs =17 =1.

Por lo tanto 1 se extiende a (p—1)/2f, caracteres moédulo p, todos ellos pares, y
de nuevo cuando y varfa entre los caracteres pares modulo p se cumple que x(q)
toma (p — 1)/2f, veces el valor w! para cada k entre 0y f, — 1.

Con esto tenemos que

=1

P a#p x(1)= 1 qs

Ahora observamos que el producto de la derecha para ¢ = p coincide con el
factor de la izquierda, luego en realidad

e =11 T = I 2o

q x(1)= 1 q‘ x(1)=1

Recogemos esto y su consecuencia inmediata sobre el nimero de clases en el
teorema siguiente:

Teorema 4.29 Sea K el cuerpo ciclotdmico de orden p y K* = K NR. Sea
m=(p—1)/2 el grado de K* y R* su regulador. Entonces

1. La funcion dseta de K* factoriza como

(i (s HLsx

x(D)=
donde x recorre los caracteres pares modulo p.

2. El numero de clases h* de K* viene dado por

. \/ﬁm—l
h™ = 2m—1R* H L 1 X
x(1)=1

x#l

4.5 El calculo de L(1,x)

Una vez probado el teorema de Dirichlet, nuestro interés por las funciones L
se centra ahora en encontrar una expresion lo mas simple posible para los nime-
ros L(1, x), de modo que las férmulas de los teoremas 4.25 y 4.27 nos permitan
calcular lo més eficientemente posible el niimero de clases de los cuerpos cua-
draticos y ciclotomicos. Ciertamente, las expresiones que vamos a obtener para
las funciones L seréan completamente satisfactorias, pero en la formula de 4.27
interviene también el regulador del cuerpo, cuyo célculo involucra determinar
un sistema fundamental de unidades, y esto no es sencillo.
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La tnica expresion con que contamos para calcular L(1,x) es (4.11), pues
el producto de Euler diverge en 1. Aunque no es el camino que vamos a seguir,
es interesante notar que en el caso de caracteres cuadraticos las series L(1,x)
pueden calcularse directamente por técnicas elementales en cada caso particular.

Ejemplo Sea K = (@(\/5) Vamos a calcular directamente
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Para ello observamos que
1
L(1, xx) =/ l-—z—a?+a+a®—a® 2" 428+ )de.  (4.16)
0

En efecto: para justificar el cambio de la integral y la suma podemos agrupar
los términos en la forma

1
/ (1—z—2?)+@*+2° -2 —2") + (2® + 2! — 2" —2"2) + ... ) du,
0

con lo que podemos aplicar el teorema de la convergencia mondtona de Lebesgue,
segin el cual la integral coincide con

LR N WS S N NS WS S SR B
1 2 3 4 6 7 8 9 11 12 13

Las sumas parciales de esta serie son una subsucesion de las de (4.15), luego el
limite es el mismo. De (4.16) obtenemos

1
L(l,xx) = /(1_$—$2+l‘3)(1+$5+x10—|—~--)dm
0

1
1
_ 1— 2 3 d
/0( x x+x)1_x5x

! 1— 22
= T4 .31 .2 dx
0o TrH+rP4+at+ax+1
Esta integral puede calcularse por las técnicas habituales. No obstante, el

truco siguiente proporciona un camino mas rapido: hacemos y = z + 1/, con
lo que dy = (1 — 1/2?) dx.

1 _ 2 +o0
L(l,xx) = —/ 11w dx:/ _ Ay
0o 2+x+14+1/x+1/22 s Yr+y-—1
“+o0
B /+o<> dz _ —ilogz+\/g/2
572 22 —5/4 VE T2 —/5/2 5/2

2 1++5
N '

2
El teorema 4.25 nos da que el namero de clases de Q(\/g) esh=1. =




134 Capitulo 4. La funcién dseta de Dedekind

Este método puede emplearse para evaluar cualquier funcién L asociada a
un cuerpo cuadratico. Si en lugar de calcular formalmente la integral usamos
un ordenador que la aproxime con precision suficiente, el resultado es una forma
muy rapida de calcular nameros de clases (los errores de calculo se cancelan al
aplicar el teorema 4.25 porque sabemos que el resultado ha de ser entero).3

Ejercicio: Sea K = Q(¢). Probar que L(1, xx) = 7/4. Se trata de la famosa férmula
de Leibniz para el célculo de 7.

Ejemplo Vamos a calcular el namero de clases del cuerpo ciclotémico octavo
mediante la férmula del teorema 4.27.

Sea w una raiz octava primitiva de la unidad. Tras el teorema 1.21 vimos
que el anillo de enteros de Q(w) es Z[w], y que su discriminante es 256. Mas
delicado es el calculo del regulador. Vamos a probar que Q(w) tiene una unidad
fundamental real, con lo que ésta sera la unidad fundamental de Q(w) "R =

Q(ﬁ), es decir, € = 1 + /2.

En efecto, sea € una unidad fundamental. Si o es cualquier automorfismo
del cuerpo, entonces o(e/€) = a(e)/o(e€), luego |o(e/€)| = 1. Esto significa que
€/€ esta en el nucleo de la representacion logaritmica, luego es una raiz de la
unidad, € = w?**%€, donde i = 0, 1. Si cambiamos € por w¥e tenemos una unidad
fundamental que cumple € = w'é. Basta probar que i = 1 es imposible.

Sea € = a + bw + cw? + dw3. Entonces igualdad ¢ = wé nos da que
a4 bw + cw? + dw® = wla — dw — cw? — bw?) = b+ aw — dw? — cw?,

de donde a = by ¢ = —d, luego € = a(l + w) + c(w? — w?).
Ahora bien, # = w —1 es primo (tiene norma 2) y w = 1 (méd ), por lo que
€ =0 (mdéd 7), lo cual es imposible porque es una unidad.

Segtn lo dicho, esto prueba que una unidad fundamental es € = 1 + /2,
luego el regulador es

R=1log(1+v2)" =2log(1 +v2).

Por ultimo, los caracteres no principales modulo 8 son los tres caracteres
cuadraticos 6, €, de definidos en la prueba del teorema 4.21, y que se correspon-
den respectivamente con los cuerpos Q[i, Q(ﬂ) y Q(\/fQ). Segun 4.27, el
nimero de clases que buscamos es

8-16
h = L(1,6)L(1,€)L(1, de).
(277)2-210g(1+\@) (1)L, ) )

3Puede probarse en general que el cambio de la serie y la integral siempre es licito, aunque
este punto es delicado: una forma de probarlo es integrar entre 0 y ¢ < 1, donde el cambio
es posible por la convergencia uniforme, y después aplicar la continuidad de la integral en un
miembro y el teorema de Fatou en el otro, segiin el cual si una serie de potencias tiene radio
de convergencia 1, sus coeficientes tienden a 0 y converge a una funcién holomorfa definida
en 1, entonces la serie converge también en 1 a dicha funcién.
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Por otra parte, la formula del teorema 4.25 nos permite calcular facilmente

log(l + \/5)
7\/5 )

Concluimos que h = 1. n

L(L§) =7 Lle)= L(1,0¢) =

e

Ejercicio: Llegar al mismo resultado por las técnicas del capitulo anterior.

Veamos ahora una técnica mucho mas eficiente para el célculo de L(1, ).
Dado un caracter modular no principal x, que podemos suponer primitivo, en
primer lugar agrupamos los sumandos de la serie L(s, x) segun las clases de U,,,
donde m es el conductor de x. Trabajamos con s > 1, de modo que la serie
converge absolutamente y las reordenaciones son licitas:

:ix(n

oo

>;X >

n=1

donde

|1 sineC,
=10 sing¢C.

Ahora consideramos el caracter 1 de Z/mZ determinado por 9(1) = w,
donde w = cos(2m/m) + isen(27/m), y notamos que por las relaciones de orto-

gonalidad
m—1
oy 1 |1 sim]mr,
(1/),1)*% @ {O sim1r.
k=0
Por consiguiente
m—1
a, = i (r—mn)k
m )
k=0
donde r € C'y, volviendo a la funcién L,
Sy A s LIS () S
= — — r)w ,
r X =1 k=0 neomg N * =

donde r varfa en un conjunto completo de representantes de las clases de U,,.
Con esto nos hemos encontrado un concepto famoso en la teoria de niumeros:

Definicién 4.30 [ITAl 9.21] Sea m un namero natural y a un namero entero,
sea x un caracter modulo m y w = cos(2m/m) +isen(27/m). Se llama suma de
Gauss de x a la expresion

X) =Y x(rw

donde 7 recorre un conjunto completo de representantes de las clases de U,,.
Escribiremos G(x) en lugar de Gy ().
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En términos de las sumas de Gauss, la expresion que hemos obtenido para
L(1,x) es

—nk

L(s,x) = % Y G0 Y (4.17)
k=1 n=1

nS

Dedicaremos la secciéon siguiente al estudio de estas sumas. Por ejemplo, alli
probaremos de nuevo (teorema 4.35) el teorema [ITAl 9.22], segtn el cual, si x
es un caracter primitivo, se cumple la relacion:

Ga(x) = x(a)G(x)-

Sabiendo esto, la formula (4.17) se simplifica:

—nk

Lis) = X ST L

m ns
k

donde ahora k recorre un conjunto de representantes de las clases de U, (siempre
suponiendo que x es primitivo o, equivalentemente, que m es el conductor del
caracter x).

El paso siguiente es notar que, por las relaciones de ortogonalidad, las sumas

w™™ se anulan cada vez que m | N, y en consecuencia toman un nimero

M=z

n=1
finito de valores. Podemos aplicar el teorema [ITAn 8.31] y concluir que la serie

& w—nk
>
n=1

converge para s > 0 a una funcién continua. Ahora hacemos que s tienda a 1y

resulta que
L) = Sy

k n=1

—nk

La tdltima serie se simplifica si tenemos presente que, por [ITAn 2.33], la serie

de Taylor
OOZTL
—log(l—2) = —
og(1 - z) ;”

converge en realidad siempre que |z| < 1, excepto en z = 1. Con ello tenemos
probado el teorema siguiente:

Teorema 4.31 Sea m un nimero natural, sea x un cardcter primitivo mdédulo
m no principal y sea w = cos(2w/m) + isen(2w/m). Entonces

L(LX) = 7% Z%log(l - wik)a
k

donde k recorre un conjunto de representantes de las clases de Uy, y el logaritmo
tiene parte imaginaria en |—7/2,7/2]|.
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Lo importante de esta formula es que la serie infinita ha sido absorbida por
el logaritmo. Pronto veremos que podemos reducir los logaritmos complejos a
logaritmos reales, pero quiza sea clarificador considerar un caso concreto antes
de seguir:
Ejemplo Vamos a aplicar el teorema anterior al caracter € del cuerpo (@(\/ﬁ )

Para calcular la suma de Gauss consideramos la raiz octava de la unidad

VZ V2
ot

Claramente

Gle)=w—w® =W’ +w =vV2+V2=1V8
Por consiguiente
-1
L(l,e) = % (log(1 —w™") —log(l —w™?) — log(l —w™®) +log(l —w™ "))
- l-w 1, 2+ V2

07— (0]
f SI=w? T VB P22

B 1og(1—|—\f)
= %log(l+\f) T -

Ejercicio: Comprobar que las sumas Gq(€) cumplen el teorema 4.35.

Ejercicio: Calcular las sumas de Gauss correspondientes al caracter de.

Los calculos del ejemplo y los ejercicios anteriores se pueden seguir facilmente
en general. En las condiciones del teorema 4.31 tenemos que

K km m  km _ m  km
1—-w"=2sen— |(cos| = — — | +isen| — — — .
m 2 m 2 m

(basta desarrollar el miembro derecho usando la trigonometria).

Si 0 < k < m entonces —7/2 < 7/2 — kr/m < 7/2, luego

1 k
log(l —w ™) =log|l —w ™ +ir (= — —
og(l—w ™) =log|l —w™"|+1 (2 ),

(recordemos que tomamos el logaritmo con parte imaginaria entre —7 /2y 7/2).

Como 1 —w™" y 1 — w” son conjugados, se cumple también
1k

log(1 —w*) =log|l —wk| —im (= — — ).

og(l —w") =log|l —w"| —im (2 )

Supongamos ahora que el caracter x es par. Segun el teorema 4.31

L(l,x) = Zx )log(1 —w™"),

L) = —% S X los(1 — ).

k



138 Capitulo 4. La funcién dseta de Dedekind

Sumando ambas expresiones

2L(1,x) ZX (log(1 —w™*) +1log(1 — wh))

= —27 log |1 — w*
m 2 X(Rlog 1
G(x) E— km
= 7272 k)log2sen —.
m % x()og Senm

Si el caracter x es impar obtenemos

2L(1,x) = ZX (log(1 —w™*) —log(1 — wk))
G(x) — (1 kK
—QTZX(IG)MT <2 - m) .

k

Finalmente, por las relaciones de ortogonalidad se cumple > x(k) = 0, lo

k
que nos permite simplificar ambas férmulas. Recogemos su forma definitiva en
el teorema siguiente:

Teorema 4.32 Sea x un cardcter primitivo modulo m.

1. Si x es par entonces
G km
L(1 — )1 —.
(1,x) - zk: ogsen —

2. Si x es impar

L1 = TE S
k

En ambos casos k recorre los nimeros 0 < k < m primos con m.

En el caso de los caracteres cuadraticos, estas formulas se simplifican atn
mas gracias al resultado siguiente:

Teorema 4.33 Sea x un cardcter cuadrdtico primitivo modulo m. Entonces:

_f vm osix(-1)= 1,
G(X)_{z‘m sz§E—1§=—1.

Esta demostrado en [ITAl 9.24], pero en la secciéon siguiente daremos una
prueba distinta. Si en las féormulas del teorema 4.25 evaluamos la funcion L
mediante las formulas del teorema 4.32 y en éstas evaluamos la suma de Gauss,
el resultado es [ITAn 11.6]:
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Teorema 4.34 Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante A y sea h su
numero de clases. Entonces

1. Si K esreal y e > 1 es su unidad fundamental,

1 kmr
_72 )1 i
loge & X (k) log sen 7,

h =
donde k recorre los nimeros naturales 0 < k < A/2, (k,A) = 1.

2. S8i K es imaginario y A < —4,

1
h=—1x] ;wc)k,

donde k recorre los nimeros 0 < k < |A|, (k,A) = 1.

Observemos que en el caso real k deberia variar entre 0 y A y faltaria un
factor 1/2, pero claramente el sumando correspondiente a A — k es igual al
sumando correspondiente a k, luego podemos reducir a la mitad el namero de
sumandos y simplificar el 2. En el caso imaginario suponemos A < —4 para
evitar distinguir el nimero de unidades. Los casos exceptuados tienen h = 1.

Nota En el caso real podemos definir

[ sen(wb/A)
_ b
"~ [Isen(ma/A)’

donde a y b recorren los nimeros entre 0 y A/2 primos con A y tales que

0

xr(a) =1, xx(b) = —1. Entonces la formula del teorema anterior equivale a
que
1
h=——1log¥,
loge

de donde § = e"!°8¢ = ¢" En particular # es una unidad de K.

La formula 6 = €” tiene interés entre otros motivos porque no existe ninguna
demostraciéon puramente aritmética de este hecho. Ni siquiera se conoce una
prueba elemental de que 6 > 0. [

4.6 Sumas de Gauss

Terminamos el capitulo estudiando la suma de Gauss asociada a un carac-
ter x médulo m, que hemos definido como

G(x) = ;X(T)WT,

donde r recorre un conjunto completo de representantes de las clases de U, y

w = 6271'2/’!71.

En primer lugar recordamos la prueba de [ITAn 9.22|, que es uno de los
resultados que ya hemos empleado sobre ellas:
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Teorema 4.35 Sea x un cardcter primitivo. Entonces

Ga(x) = x(a)G(x),
donde la barra denota la conjugacion compleja.

DEMOSTRACION: Sea d = (a,m) y sea m = td. Entonces w® es una raiz
t-ésima primitiva de la unidad y w® = w® siempre que u = 1 (mdd t). Sid # 1
entonces t es un divisor propio de m y por el teorema 4.19 existe un entero u
tal que u =1 (mdéd t), (u,m) =1y x(u) # 1.

Cuando r recorre un conjunto completo de representantes de las clases de Uy,
lo mismo le sucede a ur, luego

Ga(x) =D x(ur)w™ = x(u) > x(r)w™ = x(u)Ga(x)-

Puesto que x(u) # 1 ha de ser G,(x) = 0. Asi mismo, x(a) = 0, luego se cumple
la igualdad.

Por el contrario, si (a,m) = 1, cuando r recorre un conjunto completo de
representantes de las clases de U,, lo mismo le sucede a ar, luego

X(@)Ga(x) =Y x(ar)w™ = > x(r)w" = G(x),

y multiplicando por x(a) = x(a)~! obtenemos la igualdad. n

Ejemplo Consideremos el caracter y moédulo 5 dado por
x(1)=1, x(2)=i, x(3)=-i, x(4)=-L

Vamos a calcular G(x). Sea

2m n 2r
w = cos — + i sen —.
5 )
Las relaciones (w + w?) + (w? + w?) = (w + w?)(w? + w?) = —1 implican que

w+ w* v w? 4+ w? son las raices del polinomio 22 4+ 2 — 1, de donde

4:*1+\/5 w2+w3*717\/5.

wtw 2 T

2 —1+V5 2
2

De aqui que w y w* son raices del polinomio x x + 1, mientras que w

y w3 lo son de 962—_1%‘/596—1—17 por lo que

-14+v5 | [5+V5 »_ —1-v56  [5-5
w=—y 7 s Y= F 8

5 —1-Vv5  [5-/5 s —1+VE  [5+45
e L Vs
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Ahora un simple céalculo nos da que

Gx) = w+iw? —iw® —wh = ‘\/5 _2\/5 + \/5 +2\/5 i

Observemos que |G(x)| = V/5. "

Ejercicio: Sea x el caracter definido por el simbolo de Legendre x(n) = (n/5). Probar
que G(x) = V5.

Ejercicio: Usar el ejemplo anterior para sumar las series

P U S S S S S
4 6 9 11 14 16 19
y
L U S R NS NS NN I
2 3 7 8 12 13 17 18

Aunque el valor de una suma de Gauss no es predecible en general, su mo-
dulo esta perfectamente determinado por el teorema [ITAl 9.23], que volvemos
a demostrar aqui con una prueba que contiene una interesante interpretacion
algebraica de las sumas de Gauss:

Teorema 4.36 Todo cardcter primitivo x mddulo m cumple |G(x)| = v/m.

DEMOSTRACION: Consideremos el conjunto V' formado por todas las apli-
caciones f : Z/mZ — C. Segun explicamos en el capitulo anterior, V' es un
espacio vectorial sobre C que tiene como base a los caracteres de Z/mZ. Para
cada k € Z/mZ sea fy, el caracter determinado por fj(1) = w™*. Las aplicacio-
nes fi,..., fm son todos los caracteres de Z/mZ. Es importante notar que no
son caracteres modulares, pues éstos son los caracteres del grupo multiplicativo
U, mientras que aquéllos son los caracteres del grupo aditivo Z/mZ.

También sabemos que en V' esta definido el producto sesquilineal

(f.9) = — > f(k)g(k),
k=1

1
m

respecto al cual los caracteres fj, son una base ortonormal. Puesto que y € V,
podemos expresarlo como combinacién lineal

m
X=Y oxfr, oareC
k=1

Los coeficientes se pueden calcular como

0= (0 fa) = - D0 xR =
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Vemos, pues, que salvo el factor (1/m) las sumas de Gauss de x son las coordena-~
das del caracter multiplicativo x en la base de los caracteres aditivos médulo m.

Explicitamente:
m

= SN S W
k=1

Usando la sesquilinealidad del producto y la ortonormalidad de la base ob-
tenemos

(xx) =
m

m 2
Z P (fio £r) = GO 5y,

pero por otra parte, usando la definicion del producto sesquilineal,

zx X0 = 2 3 (R = - otm)
k=1

Comparando los dos resultados concluimos que |G (x)|* = m. n

Sumas de Gauss y la ley de reciprocidad Para entender como llegd Gauss
al estudio de las sumas que llevan su nombre hemos de remontarnos al trabajo
de Euler en torno a la ley de reciprocidad cuadratica. Euler la descubrié em-
piricamente, pero s6lo pudo probar la primera ley suplementaria y parte de la
segunda. Respecto a la primera se baso en [ITAl 5.8, que afirma que si p es un
primo impar, entonces

(n) = nP=Y/2 (méd p).

p

Haciendo n = —1 se obtiene que (—1/p) = (=1)»=1/2 (méd p), y como
ambos miembros son £1 y 1 # —1 (mdd p), la congruencia ha de ser de hecho
una igualdad, lo que prueba la primera ley suplementaria.

Respecto a la segunda ley suplementaria, Euler sélo probé que si p es un
primo p = 1 (mdd 8), entonces 2 es un resto cuadratico modulo p. Para ello
se basé en la existencia de una raiz primitiva de la unidad médulo p (de lo
cual solo tenia una evidencia empirica y fue demostrado méas tarde por Gauss).
Tomemos una raiz primitiva « modulo p y sea w = [uP~1/8]. Entonces w® = 1,
y 8 es el menor exponente que cumple esto, luego w* = —1, w? = —w™2 y asi
w? +w~2 = 0. Esto implica que

wHw )2 =w?+24+w2=2,
como queriamos probar.

Si p £ 1(mdd 8) el argumento anterior es aparentemente inviable, pero
en realidad la idea puede aprovecharse si contamos con el dlgebra moderna,
concretamente con la teoria de cuerpos finitos. En esencia, lo que nos impide
empezar el razonamiento es que necesitamos una raiz octava de la unidad en
Z/pZ y puede que no la haya, pero podemos obtenerla en un cuerpo mayor.
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Sea p un primo impar cualquiera y sea w una raiz octava primitiva de la
unidad en una extensiéon K de Z/pZ. Si llamamos v = w + w™!, el mismo
argumento de antes prueba que v2 = 2, pero esto no significa que 2 sea un resto
cuadratico modulo p, ya que v no tiene por qué estar en Z/pZ (no hay que
olvidar que al fin y al cabo 2 no tiene por qué ser un resto cuadrético).

Tenemos que (2/p) = 1 siy solo si v € Z/pZ (pues en K no puede haber
mas raices cuadradas de 2 que %y, pero los elementos de Z/pZ son exactamente
los elementos de K que cumplen z? = z. Calculamos, pues, v? = wP + w™P.
Para ello observamos que, como w® = 1, se cumple

WHwP=wt+wl=xy si p=+1 (mdéd 8),
WPHwP=w+w3=—(wt+tw?l)=—y si p = +3 (mdéd 8).
O sea, v7 = (—1)®*=D/8~ con lo que 7P = v si y solo si (—1)72-D/8 =1y,
segun lo visto, esto equivale a que (2/p) = (71)(”2*1)/8. "

Como ya hemos advertido, esta técnica es demasiado moderna, pero Gauss
encontré un argumento intermedio que proporciona una prueba ligeramente
mas larga, pero que da cuenta del caso general, al contrario de lo que ocurre
con el argumento de Euler. No es dificil imaginar de qué se trata: en lugar de
considerar una raiz octava de la unidad en un cuerpo de caracteristica p, Gauss
tomo6 una raiz octava de la unidad en C y considerd congruencias modulo p. Sea

w = cos(2m/8) +isen(27/8) = g + g i.

Entonces es claro que v = w +w~! = v/2, y en particular 72 = 2. Conviene
observar que aunque la prueba de v? = 2 es ahora inmediata, podriamos haber
obtenido esto mismo por medios puramente algebraicos sin mas que repetir el
argumento anterior (esto indica que no se trata de una mera casualidad y hace
plausible que el argumento pueda ser generalizado).

Ahora tomamos congruencias en Z[w] y usamos [ITAl 5.8]:
L 2 (42)0=D/2 Z 9-1)/2 = (2) (mod p).
p

De aqui que 77 = (2/p)y (méd p). Como el cociente modulo p es un anillo
de caracteristica p tenemos que 7* = (w+w™1)P = wP+w P (mbd p) y podemos
concluir como antes que

(- D8y = (Z) 7 (méd p).

Multiplicamos por v ambos miembros y queda

(—1)P*-D/8g = (2) 2 (méd p),
p

luego (—1)®*=D/8 = (2/p) (méd p), y asi (—1)@°~D/8 = (2/p). .
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La clave de la prueba ha sido la formula (y +~71)% = 2. Gauss se planteo
el encontrar relaciones similares para primos impares con las que obtener una
prueba més simple de la ley de reciprocidad cuadratica en toda su generalidad.
Asi es como llego a las sumas de Gauss y, més exactamente, al siguiente caso
particular:

Definicién 4.37 Sea p un primo impar. Llamaremos sumas cuadrdticas de
Gauss modulo p a las sumas

donde w = cos 27 /p + isen 2w /p.

Claramente G,(p) = G4(x), donde x es el caracter moédulo p determinado
por el simbolo de Legendre. En particular llamaremos G(p) = G1(p).

El teorema 4.35 implica que si p{ a entonces G,(p) = (a/p)G(p).

En realidad Gauss definio
Ga(p) = > w™ . (4.18)

Es facil ver que se trata de una definicion equivalente: podemos descomponer
Gu(p) = R— N, donde R y N son las sumas de las potencias de w® con expo-
nentes respectivamente restos y no restos cuadraticos. Entonces 1+ N + R = 0,
pues se trata de la suma de todas las potencias de w (repetidas varias veces si a
no es primo con m), y en consecuencia R — N = 2R+ 1, que coincide con (4.18),
pues 22 recorre dos veces los restos cuadriticos mas el cero. De hecho, Gauss
estudio las sumas G, (b) definidas de este modo para todo b, no necesariamente
primo, pero la sumas asociadas a primos son las tnicas relevantes en el problema

que nos ocupa.

Como consecuencia del teorema 4.36 sabemos que |G(p)| = /p, pero Gauss
probo algo maés fuerte:

Teorema 4.38 Sea p un primo impar. Entonces
G(p)® = (-1)"~172p.

DEMOSTRACION: Aplicando la conjugacion compleja a la definicion de G(p)

resulta
Glp) = 1@2—:1 (T) W =Goa(p) = <1> G(p).

r=1 p
Asi pues, si (—1/p) = 1 tenemos que G(p) = G(p), luego G(p) € Ry
G(p)? > 0. Por el teorema 4.36 ha de ser G(p)? = p.
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Por el contrario, si (—1/p) = —1. entonces G(p) = —G(p), lo que implica
que G(p) es imaginario puro, y asi G(p)?> < 0. El teorema 4.36 nos da que
G(p)? = —p. En resumen queda que G(p)? = (—1/p)p = (—1)P~1/2p, n

Ejercicio: Usar el teorema 4.31 para probar en general que si x es un caracter
cuadrético primitivo médulo m, entonces G(x)? = x(—1)m

Veamos ahora como la relacién que proporciona el teorema anterior permite
probar facilmente la ley de reciprocidad.

Sean p y ¢ primos impares distintos. Sea p’ = (—1)®~1/2p. Consideraremos
congruencias médulo ¢ en el anillo ciclotémico p-ésimo y usamos el teorema de
Euler [Al 12.9]:

G(p)i~' = (G(p)2)(q71)/2 _ p/(qfl)/z = <1;l) (méd g).

Por otra parte, si consideramos la definicion de G(p) tenemos
/r ol q
G = (Z (%) w’”) =3 (£) e =Gt = (£) 6to) (s o)
r=1 r=1

Combinando las dos congruencias queda

(Z;/) G(p) = G(p)? = (i) G(p) (méd q).

Multiplicamos por G(p) y asi (p’/q)p’ = (¢/p)p’ (méd q), de donde concluimos

(-G @) ()

Al igual que ocurre con el caso del 2, la demostracion se simplifica si usamos
cuerpos finitos en lugar de congruencias. El argumento estd expuesto en la
seccion [ITAL 7.3].

El signo de las sumas cuadraticas Una de las caracteristicas de Gauss era
su extremada meticulosidad. En sus trabajos no dejaba de discutir el menor
aspecto de cualquier problema, y asi, a pesar de que la féormula del teorema 4.38
era suficiente para demostrar la ley de reciprocidad cuadratica, quedaba plan-
teado el problema de calcular el valor exacto de G(p). Por 4.38 podemos afirmar
que

Clp) = { VP e et (119)

VPi sip=—1(méd 4).

La cuestion era determinar el signo. El caso es que los célculos explicitos
muestran que siempre aparece el signo positivo, pero Gauss tardo tres anos
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“

en encontrar una prueba de ello. Con sus propias palabras: “...este estudio,
que a primera vista parece muy sencillo, conduce directamente a dificultades
inesperadas, y su desarrollo, que ha llegado hasta aqui sin obstdculos, requiere
métodos completamente nuevos.”. El teorema siguiente es [ITAl 7.10], pero aqui
vamos a dar otra prueba, debida a Schur:

Teorema 4.39 Sea p un primo impar. Entonces

G(p) = { Vpi sip=-1 (méd 4).

DEMOSTRACION: Sea w = cos(2m/p) + i sen(27/p). Consideremos la matriz
A = (w*), donde z, y varian entre 0 y p — 1. La expresion (4.18) para la suma
G(p) prueba que ésta es la traza de la matriz A. Sean Aq,..., A, los valores
propios de A. Entonces G(p) = A1 + -+ + Ap, ¥ todo se reduce a calcular los
valores propios de A. Calculamos ahora A2. El coeficiente z, y de A2 es

Zwt(rﬂ) _ { p siz+y=0(mdd p),

P 0 siz+y#0 (mdd p).

Es obvio que los valores propios de A% son los cuadrados de los valores
propios de A, pero el polinomio caracteristico de A2 es facil de calcular:

polcarA? = (t — p)@+D/2(¢ 4 p)(P=1)/2,

(Esbozamos el calculo: el determinante de tI — A% puede desarrollarse por
la primera fila, de modo que queda (t — p)|B|, donde B es una matriz de orden
p — 1 que tiene a ¢ en toda la diagonal principal y —p en la otra diagonal.
Desarrollando este determinante por la primera fila queda (¢ — p)(¢|C| + p|D]),
y los dos determinantes pueden desarrollarse por la ultima fila para llegar a

(t = p)(#|B'| - p*|B']) = (t = p)(t* = p*)| B,
donde B’ es como B pero con dos filas y columnas menos).

Asi pues, los valores propios de A2 son (p + 1)/2 ntimeros iguales a p y
(p — 1)/2 ntameros iguales a —p, luego cada valor propio de A es de la forma
+,/p o +i,/p. Més atin, si llamamos a, b, ¢, d a las multiplicidades de los valores

propios /p, —+/P; i4/P, —1,/p, ha de cumplirse
a+b=(p+1)/2, c+d=(p—-1)/2. (4.20)

Ademas tenemos
G(p) = (a—b+ (c—d)i)\/p. (4.21)
Comparando con (4.19) concluimos que
a—b==41, c¢c=d cuando p = 1 (méd 4),
c—d==%1, a=b cuando p = —1 (méd 4). (4.22)
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Calculemos por otro lado el determinante de A. Para ello observamos que
|42 = (-1 Drp,

luego |A| = +iP(P=1)/2pp/2  Nos falta determinar el signo. Para ello observamos
que |A] es un determinante de Vandermonde. Sea n = cos(w/p) + isen(w/p).
Entonces

Al = J] w-w)= J[ &*-»")

0<r<s<p—1 0<r<s<p—1

_ r+s/, s—r —(s—r r+s - (S - T)ﬂ-

= I o -a) II <QZsen :
0<r<s<p-1 0<r<s<p—1 p

El primer producto del tltimo término es 7 elevado a 4
—_a i r(r—1) p—1\?
_ _ 2 _
DENGENED SHUEED B R B L
0<r<s<p—1 r=1s=0 r=1

Como el orden de 1 es 2p, dicho producto es 1 y queda

4] = 2@ D2pe2 ] sen (s —m)m

0<r<s<p-—1 p

donde todos los senos son positivos. Comparando las dos expresiones que hemos
obtenido llegamos a que |A| = iP(P=1)/2pp/2,

Por otro lado |A| es el producto de los valores propios de A, o sea,
|A| _ (71)bic(7i)dpp/2 — i2b+cfdpp/2.

De aqui obtenemos que 2b + ¢ —d = p(p — 1)/2 (méd 4). Uniendo esto a
(4.20) y (4.22) resulta que si p =1 (mdd 4) entonces ¢ =d, y

-1 1
c—d=—-(p—-1)/2-2b= _pT —% =—p=1(mdd 4),
luego ¢ — d = 1. En ambos casos (4.21) nos da el resultado. L]

Con esto hemos probado un caso particular del teorema 4.33, que tenemos
pendiente de probar. Para pasar al caso general nos basaremos en el resultado
siguiente, que es [ITAl 9.25]:

m(m+1)(2m+1)
—

m
4Usamos aqui la formula de Bernoulli: > k2 = Esta probada al final de
k=1

la seccién [ITAn 6.5], aunque puede probarse facilmente por induccion.
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Teorema 4.40 Sean x1,...,Xn caracteres modulo my, ..., m, respectivamente,
donde los nimeros m; son primos entre st dos a dos. Sea x = X1 X -+ X Xn ¥
m=mq---Mm,. Entonces

Ga(x) = Galx1) - Galxn) x1(m/ma) - - - Xn(m/my).

DEMOSTRACION: Basta probarlo cuando n = 2 y el caso general se sigue
por induccién. Concretamente hemos de ver que

Ga(x1 X x2) = Ga(x1)Ga(Xx2) Xx1(M2)Xx2(M1).

Para ello observamos que la aplicacion U,,, x U,,, — U, definida como
([u], [v]) = [uma+vmy] es biyectiva (aunque no es un homomorfismo). Ademas,
si w = cos(2m/m) + isen(2mw/m), entonces

w™ =cos(2m/mq) +isen(2wr/my1) y W™ = cos(27w/mgy) + isen(27/ms).

Por lo tanto,
Ga(x1)Galx2) xa (ma)xa(mn) = (5 X () xa)e™ 74 )y () o ()

= Z X1 (mQU)XQ (mlv)wa(m2u+m1v)

u,v

= 3" x1(mau + myv)xa(mau + myv)w(M2uFmiv) = Sy (r)yo (1)w?”
s

= ;X(T)WQT _ Ga(X)7

donde u varfa en U,,,, v varia en Uy, y 7 en U,,. [

DEMOSTRACION (de 4.33): Por el teorema 4.21 sabemos que m ha de ser el
discriminante de un cuerpo cuadratico, es decir, que existe un nimero impar 7
libre de cuadrados de modo que m = r, m = 4r o m = 8r. Digamos que
r=p1---ps. Llamemos r; = 7/p;.

Sea x; el tnico caracter cuadratico médulo p;, es decir, el determinado por
xi(a) = (a/p;) para (a,p;) = 1. Sea 1) = x1 X -+- X xs. Por el teorema anterior

G(W) =G(x1) - G(xs) x1(r/p1) - xs(r/ps).

Sea t el nimero de primos p; congruentes con —1 moédulo 4. Entonces el
teorema 4.39 nos da que

(2) () (E) )

\/r sitespar
i+/r sitesimpar

G¥)

— gt \/,F(_l)t(t—l)/2 :Z-f?\/;z{
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Por otra parte, y;(—1) = —1 si y sélo si p; = —1 (mdd 4), luego ¥(—1) =1
si y s6lo si t es par. Esto prueba el teorema cuando m = r.

Supongamos ahora que m = 4r. Entonces y = § X ¥, donde § es el caracter
primitivo modulo 4. Es facil comprobar que G(§) = i — (—i) = 2i. Por el

teorema anterior G(x) = G(8)G(¢)d(r)p(4) = 2iG()d(r).

Sir =1 (méd 4) entonces t es par y 6(r) =1, luego G(x) = 2i\/r =iv/m, y
por otra parte x(—1) = §(—1)¥(—1) = —1, luego se cumple el teorema.

Sir = —1(méd 4) entonces ¢ es impar y §(r) = —1, de donde llegamos a

que G(x) = 2i - iy/r(—1) = /m, y por otra parte x(—1) = §(—1)y(-1) = L.
Esto completa la prueba para el caso m = 4r.

En el caso m = 8r se razona igualmente, con la tnica diferencia de que ahora
tenemos que considerar dos posibilidades para el caracter médulo 8, a saber, los
caracteres € y de. m

El niimero de clases de un cuerpo cuadratico imaginario Terminamos
mostrando que la férmula que proporciona el teorema 4.34 para el caso de cuer-
pos cuadréticos imaginarios puede simplificarse més todavia. Sea m = |A] y
supongamos primero que m es par.

Observemos que xx(k +m/2) = —xk (k). En efecto, con la notacion de la
prueba del teorema 4.33 es evidente que ©(k+m/2) = (k). Si m = 4r entonces
XK =0 X1, yes claro que 6(k+2) = —0(k). Si m = 8r entonces xx = € X1 0
bien xx = de x ), y también es claro que e(k + 4) = —e(k), de donde se sigue
la relacion.

En las sumas siguientes k recorre solo los nimeros primos con m en los
rangos indicados:

m/2 m/2

= =Y xRk ==Y k=Y xx (k+ 5 ) (k+5) =
& k=1 k=1

m/2 m/2 m/2

=Y Wk + Y xw(k) (k+5) = T D (),
k=1 k=1 k=1

luego
m/2

1
hzﬁéXK(k)-

Si, por el contrario, m es impar, entonces

m/2 m/2
hm = — Xk:XK(k)k =- k; xx (k)k — k; Xk (m —k)(m — k)
m/2 m/2
= - kzzjl xk(k)k + 1;:21 xk(k)(m —k)

m/2 m/2
= 23 xx(®k+m 3 (k). (4.23)



150 Capitulo 4. La funcién dseta de Dedekind

Por otra parte separamos los sumandos pares de los impares:

m/2 m/2
hm = =3 xkx(k)k=— 3> xx(2k)2k — > xx(m — 2k)(m — 2k)
k k=1 k=1
m/2 m/2
= —2xx(2) X0 xx(k)k+ > xx(2k)(m — 2k)
k=1 k=1
m/2 m/2

= —4xk(2) kZ::I xk(k)k +mxk(2) ];::1 xx (k).

Por lo tanto

m/2 m/2
hmxg(2)=—-4 > xx(k)k+m > xx(k). (4.24)
k=1 k=1
Multiplicamos (4.23) por 2 y le restamos (4.24):
m/2
hm(2 — xk(2)) =m kz XK (k).
=1

Finalmente observamos que la ecuacién obtenida en el caso m par es ésta
misma, puesto que entonces y i (2) = 0. En resumen, llegamos a [I[TAn 11.7]:

Teorema 4.41 Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante A < —4. Enton-
ces el numero de clases de K wviene dado por la formula

1 [Al/2

donde k recorre los nimeros primos con /.

Esta formula, ya simple de por si, se simplifica atin mas cuando se aplica a
cuerpos de discriminante primo. Concretamente tendran que ser cuerpos de la
forma K = Q(,/=p), donde p = —1 (mdd 4). Entonces el caracter de K es el
simbolo de Legendre y x(2) depende del resto de p modulo 8. Con esto llegamos
a [ITAn 11.8]:

Teorema 4.42 Sea p = —1 (méd 4) un primo racional y sean respectivamente
R y N el numero de restos cuadrdticos y restos no cuadrdticos médulo p en el
intervalo [0,p/2]. Entonces el numero de clases de Q(\/—p) viene dado por

b R—N sip=7(méd 8)
| {R-N) sip=3(méd8)

Ejercicio: Probar que en las condiciones del teorema anterior A es impar.

El teorema anterior implica en particular que R > N. No se conoce ninguna
prueba elemental de este hecho. Nuestra prueba depende—entre otras cosas—de
la determinacion del signo de las sumas de Gauss cuadréaticas.



Capitulo V

Cuerpos métricos completos

Introducimos ahora las técnicas necesarias para el estudio de los niimeros
p-addicos de Hensel y sus generalizaciones, de los que ya hemos hablado en la
introduccién. Como hemos indicado, éstos fueron introducidos por Hensel en
1897 y, a partir del trabajo de Helmut Hasse, alumno de Hensel, se situaron en
el niicleo de la teorfa algebraica de ntimeros del siglo XX.

5.1 Valores absolutos

Recordemos de [An 1.17] la definicion general de valor absoluto:!

Definicién 5.1 Sea K un cuerpo. Un walor absoluto en K es una aplicacion
| |: K — [0, 400 que cumpla las propiedades siguientes:

1. Ja| =0siysoélosia=0,
2. Ja+ B < laf+ 8],
3. |af] = [alB].

Es obvio que el valor absoluto usual en Q, R o C es un valor absoluto en el
sentido de la definicién anterior. En general, la restriccion de un valor absoluto
a un subcuerpo es un valor absoluto en dicho subcuerpo.

Por otro lado todo cuerpo K admite al menos un valor absoluto: el llamado
valor absoluto trivial, dado por

lalo = 0 sia=0,
71 1 sia#0.

IEn la definicién [An 1.17] se admite que la imagen de un valor absoluto sea cualquier
cuerpo ordenado arquimediano R, porque en ese punto todavia no teniamos definidos los
numeros reales, pero el teorema [An 1.14] prueba que no perdemos generalidad si tomamos
R=R.

151
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Propiedades elementales Tras la definicion [An 1.17] estan demostradas las
propiedades siguientes, aunque, dada su sencillez, repetimos aqui la prueba de
todas ellas menos la ultima:

Las propiedades 1) y 3) de la definicion 5.1 afirman que todo valor absoluto
en un cuerpo K es un homomorfismo entre el grupo multiplicativo K* de K y
el grupo |0, +oo[. En particular esto implica que [1| =1y |a™!| = |a|~!. Por
lo tanto, |—1|? = |(=1)?| = 1, luego |—1| = 1. Mas en general, |—a| = |a|. Por
tltimo, se cumple que |a — 8| > [|a] — |B][.

Ejercicio: Probar que un cuerpo finito no admite mas valor absoluto que el trivial.

Otro hecho elemental es que todo valor absoluto en un cuerpo K induce una
distancia d : K — R dada por d(«, 8) = |a — f|, la cual a su vez define una
topologia en K.

Equivalencia Diremos que dos valores absolutos en un mismo cuerpo K son
equivalentes si inducen la misma topologia en K. El teorema siguiente prueba
que dos valores absolutos equivalentes han de ser muy parecidos:

Teorema 5.2 Sean | |1 y | |2 dos valores absolutos en un mismo cuerpo K.
Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. | 1yl |2 son equivalentes.

2. Para todo a € K, se cumple |a|; <1 si y sdlo si |ala < 1.

3. Para todo o, € K, se cumple |a]1 < |B|1 si y sélo si |a|z < |B)2.
4. Eziste un nimero real p > 0 tal que para todo o € K, |a|; = |-
DEMOSTRACION: 1) = 2), pues |a| < 1 equivale a que liTan o =0.

2) = 3) es evidente. Para probar 3) = 1) observamos que el conjunto de
bolas abiertas

{B(e, |8]) | o, € K, 3 # 0}

forman una base de K. En efecto, si el valora absoluto es trivial es inmediato,
y si no lo es existe un 8 € K no nulo con |8] < 1 (existe un elemento no nulo
que cumple |B| # 1 y si es necesario tomamos su inverso), con lo que los radios
|8™| son arbitrariamente pequenos. La propiedad 3) implica entonces que las
topologias inducidas por los dos valores absolutos tienen una misma base.

4) = 2) es evidente. Solo falta demostrar 4) a partir de las propiedades
anteriores.

Si ambos valores absolutos son el trivial no hay nada que probar. Supon-
gamos que el primero no es trivial, con lo que existe un @ € K no nulo tal
que |a|; < 1. Sea 8 cualquier elemento no nulo de K que cumpla |3]; < 1.
Un par de nimeros naturales (m,n) cumple |a™|; < |8"|1 si y s6lo si cumple
™|y < |B™]2. Pero |a™|; < |B™]1 equivale a |a|f* < |B]T, y a su vez a que

log |aly n
log |8l ~m’
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Como lo mismo vale para | |2 concluimos que todo niimero racional r cumple

log |al; log |al2
log Bl log ]2

La densidad de Q en R implica que los cocientes de logaritmos son iguales, luego
para todo § € K con |B]; < 1 se cumple

siysolosi r>

_ log |a|1 _ log |81
log|als  log|Bl2’

donde p es una constante positiva, ya que |a|; < 1 implica que |a|z < 1. De
aqui se sigue que |[3|; = |3|5 para todo 8 de K con |8]; < 1. Tomando inversos
también vale si |81 > 1, pero la equivalencia implica que si |3]; = 1 también
|Bl2 = 1, luego también se cumple la igualdad. n

Es importante notar que la propiedad 4 del teorema anterior no afirma que
si| | es un valor absoluto en un cuerpo K y p > 0 entonces | |? sea un valor
absoluto equivalente. Lo sera si de hecho es un valor absoluto, pero puede no
serlo. Las propiedades 1) y 3) de la definicion se cumplen sin duda, pero la 2)
puede fallar. A este respecto es ttil el resultado siguiente:

Teorema 5.3 Si| | es un valor absoluto en un cuerpo K y 0 < p <1, entonces
| |? es un valor absoluto equivalente al dado.

DEMOSTRACION: La tnica propiedad no evidente es la desigualdad triangu-
lar, pero si || > |3| > 0, entonces

la+ 87

lal? 11+ B/al” < [al® (1+]8/a])”
la” (1+1B8/al) < lal” (1+|8/al?) =|al” + B8]

IN

Cuerpos métricos En [An 1.8] definimos un cuerpo métrico como un par
ordenado formado por un cuerpo K y un valor absoluto en K. Sin embargo, a
la luz del teorema 5.2, conviene dar una definicion ligeramente distinta:

Definicién 5.4 Un cuerpo métrico es un par (K, T), donde K es un cuerpo y
y 7T es una topologia en K determinada por un valor absoluto.

Dado un cuerpo métrico K, llamaremos valores absolutos de K a los valores
absolutos que inducen la topologia de K.

Esta definicién enfatizaré el hecho de que todos los conceptos que vamos a
introducir dependen exclusivamente de la topologia, y no del valor absoluto que
la induce.

Isometrias e isomorfismos topolégicos Sean K y K’ dos cuerpos dotados
de sendos valores absolutos | |k y | |k/. Una isometria de K en K’ respecto
a los valores absolutos indicados es un monomorfismo de cuerpos ¢ : K — K’

tal que ’¢(a)‘K/ = |a|k, para todo « € K.
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Un isomorfismo topoldgico ¢ : K — K’ entre dos cuerpos métricos es una
aplicacion que es a la vez isomorfismo y homeomorfismo. Dejamos al lector la
prueba del teorema siguiente:

Teorema 5.5 Sea ¢ : K — K’ un isomorfismo topoldgico entre dos cuerpos
métricos. Para cada valor absoluto de K existe un tunico valor absoluto de K’
de modo que ¢ es una isometria entre ambos. Fsta correspondencia define una
biyeccion entre los valores absolutos de K vy los de K'.

La propiedad arquimediana Un principio bésico del calculo infinitesimal
es que si x e y son dos cantidades positivas existe un ntimero natural n tal que
y < nz (o si se prefiere, tal que y/n < z). La primera referencia conocida de
esta propiedad data del siglo IV a.C. y se debe a FEudoxo. Sin embargo, hoy se
la conoce como propiedad arquimediana, por el uso sistemético que Arquimedes
hizo de ella en sus trabajos. La propiedad arquimediana puede expresarse en
términos de valores absolutos arbitrarios:

Un valor absoluto | | en un cuerpo K es arquimediano si para todo a € K
no nulo y todo nimero real r > 0 existe un nimero natural n tal que |na| > 7.

La propiedad 4) del teorema 5.2 implica que un valor absoluto es arquime-
diano si y sélo si lo es cualquier otro equivalente a él. Por ello podemos decir que
un cuerpo métrico es arquimediano si lo es cualquiera de sus valores absolutos.

Al final de este capitulo probamos que los Gnicos cuerpos métricos arquime-
dianos son los subcuerpos de C, por lo que la teoria que estamos desarrollando
s6lo aporta cosas nuevas cuando se aplica a cuerpos no arquimedianos. Aparen-
temente la mera propiedad — puramente negativa — de no ser arquimediano
es muy débil. Sin embargo el teorema siguiente prueba lo errénea que resulta
dicha impresion:

Teorema 5.6 Sea K un cuerpo métrico y | | cualquiera de sus valores absolu-
tos. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. K no es arquimediano.
2. Para todo nimero natural n, se cumple |n| < 1.
3. Para todo o, 8 € K, se cumple | + | < max{|al, ||}

4. Para todo nimero real p > 0 se cumple que | |° es un valor absoluto
(equivalente al dado).

DEMOSTRACION: 1) < 2) Si existe un namero natural n tal que |n| > 1
entonces, para todo a no nulo |[n*a| = |n|*|a| toma valores arbitrariamente
grandes. Reciprocamente, si [n| < 1 para todo natural n, entonces |na| < |of
para todo n, luego K no es arquimediano.
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2) = 3) Para todo natural n se cumple

ar s = X (7)ot < S lapsrt
k=0 k=0
< (n+1)max{|el,|8]}".

Tomando raices n-simas queda |a + 8] < {/n+ 1max{|al, ||}, y tomando
el limite en n obtenemos la desigualdad buscada.

3) = 2) es inmediato por induccion.

3) = 4) Sélo hay que probar que | |? cumple la desigualdad triangular, pero
es facil ver que si | | cumple 3) entonces | |? también cumple 3), asi como que
3) implica la desigualdad triangular.

4) = 3) Para cada p > 0, aplicando la desigualdad triangular de | |? tenemos

1 1 .
ja+ Bl = (Ja+B1)""7 < (jal +|81°) /" < 210 max{|al, 18]},
y haciendo tender p a infinito obtenemos la desigualdad de 3). m

La propiedad 2) del teorema anterior implica, entre otras cosas, que el ca-
racter arquimediano de un valor absoluto en un cuerpo K so6lo depende de su
comportamiento sobre el cuerpo primo de K. En particular todo subcuerpo de
un cuerpo (no) arquimediano es (no) arquimediano. Por otra parte, la propie-
dad 3) — la desigualdad triangular fuerte — es la que confiere a los cuerpos no
arquimedianos sus propiedades mas caracteristicas, como pronto veremos.

Ejercicio: Probar que todo valor absoluto en un cuerpo de caracteristica prima es no
arquimediano.

Ejercicio: Probar que si K es un cuerpo no arquimediano y o, 8 € K, |a| # |B|
entonces |a + 3| = max{|a|, |8]|}.

Compleciones De acuerdo con la topologia general [An 1.29], una sucesion
(ap,) en un cuerpo métrico es de Cauchy si para todo ntmero real € > 0 existe
un namero natural r tal que si m,n > r entonces |a,, — a,| < €. Notemos que
por el apartado 4) del teorema 5.2 esta propiedad no depende del valor absoluto
considerado.?

En particular, podemos definir un cuerpo métrico completo como un cuerpo
métrico en el que toda sucesion de Cauchy es convergente, y la definiciéon es co-
rrecta porque no depende del valor absoluto que induce la topologia del cuerpo.

Las sucesiones de Cauchy tienen una caracterizacion muy simple en los cuer-
pos métricos no arquimedianos:

2La propiedad de que una sucesion sea de Cauchy es métrica y no topolégica, en el sentido
de que dos distancias pueden definir la misma topologia y una sucesién puede ser de Cauchy
para una y no para otra. Lo que acabamos de afirmar es que en un cuerpo métrico depende
s6lo de la topologia, pero a condicién de que hablemos tnicamente de topologias inducidas
por valores absolutos.
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Teorema 5.7 Una sucesion (o) en un cuerpo métrico no arquimediano es de
Cauchy si y sélo silim(a,, — ap—1) = 0.
n

DEMOSTRACION: Supongamos que la sucesion cumple esta propiedad y sea
€ > 0. Por definicion de limite existe un r > 0 tal que si n > r entonces
|a, — ap—1| < €. Si tomamos r < m < n, entonces

|lan — | = ’(O‘n — 1)+t (Cmgr — am)| < méx [a; —a-1] <€,
m<i<n

luego la sucesion es de Cauchy. El reciproco es claro. ]

Como consecuencia inmediata:

o0
Teorema 5.8 En un cuerpo métrico completo no arquimediano, la serie >, T,
es convergente si y solo si limx, = 0. n=1
n

Por [An 1.45] sabemos que todo cuerpo métrico k admite una complecion
K, que es un cuerpo métrico completo que contiene a k como subcuerpo denso,
y dicha complecién es tinica salvo isomorfismo topologico. Més precisamente:

Teorema 5.9 Sik es un cuerpo métrico, existe un cuerpo métrico completo K
tal que k es denso en K. Ademds K es unico salvo isomorfismo topoldgico,
es decir, si K y K' son cuerpos métricos completos que contienen a k como
conjunto denso, entonces existe un isomorfismo topoldgico de K en K' que deja
fijos a los elementos de k.

Maés atn, la construcciéon de la complecion muestra que cada valor absoluto
de k se extiende a K (de forma tnica, pues el valor absoluto es continuo y & es
denso en K).

Por ejemplo, R es la complecion de Q respecto al valor absoluto usual.

Terminamos recordando que en el capitulo IT de [An| demostramos varios
resultados sobre la topologia de los cuerpos métricos y la de los espacios nor-
mados sobre cuerpos métricos (definicion [An 2.1]). Por ejemplo, la observacion
tras [An 2.53] muestra que el valor absoluto | | : K — R es una aplicacién
continua, y en las paginas siguientes se prueba que también lo son la suma y
el producto en K, y la aplicacién 1/ en su dominio, de donde también son
continuos todos los polinomios, etc.

5.2 Cuerpos métricos discretos

Retomemos las ideas con las que comenzabamos el capitulo: Nuestra inten-
cion es definir un valor absoluto sobre los nimeros racionales de forma que dos
numeros enteros estén proximos si su diferencia es divisible muchas veces entre
un primo prefijado p. Més en general:
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Definicion 5.10 Si K es el cuerpo de cocientes de un dominio de Dedekind D
y p es un ideal primo en D, se define el valor p-adico de un elemento o« € D no
nulo como el exponente v, () de p en la factorizacion del ideal (o). Si~vy = o/
es un elemento no nulo de K definimos vy (7) = vp(a) — vp(B).

Notemos que esto no depende de la representaciéon de « como fracciéon, pues,
claramente, si o, § € D, se cumple que vy, (af) = vp(a) +vy(5), luego si tenemos
dos representaciones a/f = o' /', resulta que a8’ = o/, luego

vp(@) +vp(8') = vp () + vy (B),

luego
vp(ar) —vp(B) = vp (o) = Up 8.
A su vez, de aqui se sigue que la relacion v, (af) = vy(a) 4+ vp(B) es valida
de hecho para todos los «, 8 € K no nulos.

Las valoraciones p-adicas son casos particulares de la definicién siguiente:

Definicién 5.11 Si K es un cuerpo, una valoracion en K es una aplicacion
v: K\ {0} — Z que cumpla las propiedades siguientes:

1. v es suprayectiva,
2. v(aB) = v(a) +v(B), para a, B € K \ {0}
3. v(a+B) > min{v(a),v(ﬁ)}, para a, 8 € K\ {0}, a # —0.

Segun indicdbamos, es facil comprobar que las valoraciones p-adicas que he-
mos definido més arriba cumplen realmente estas propiedades. Ya hemos com-
probado la propiedad 2) y la 3) se comprueba analogamente, probandola primero
sobre elementos de D y después sobre elementos de K arbitrarios. Para 1) con-
sideramos un nimero 7 € p \ p?, de modo que v, (7) = 1. Entonces vy (7™) = n.

Si v es una valoracion en un cuerpo K, conviene definir v(0) = +o0. Si
convenimos en que n+ 0o = +00+ 00 = +00, las propiedades 2) y 3) son validas
para todo «, 8 € K. Dejamos al lector la prueba de las siguientes propiedades
adicionales:

2. v(—a) =v(a),
3. v(a/B) = v(a) —v(p),
4. Si v(e) # v(B) entonces v(a + B) = min{v(a),v(B)}.

En estos términos, queremos considerar que dos elementos o y 5 de un
dominio de Dedekind D estan méas proximos respecto a un primo p de D cuanto
mayor sea vp(a — B). Si queremos reducir esta nocién de proximidad a un
valor absoluto, éste deberd ser menor cuanto mayor sea v,. Ademés tenemos
que transformar las propiedades aditivas de las valoraciones en las propiedades
multiplicativas de los valores absolutos. La forma de hacerlo es obvia:



158 Capitulo 5. Cuerpos métricos completos

Si v es una valoracion en un cuerpo K y 0 < p < 1, definimos |a| = p¥(®)
(entendiendo que |0] = p™>° =0).

Es claro que | | asi definido es un valor absoluto no arquimediano en K.
El teorema 5.2 implica que distintos valores de p dan lugar a valores absolutos
equivalentes, por lo que cada valoraciéon dota a K de una tnica estructura de
cuerpo métrico.

Ejercicio: Probar que si un valor absoluto estéd determinado por una valoracién,
entonces todos los valores absolutos equivalentes estan definidos a partir de la misma
valoraciéon tomando distintos valores de p.

Un cuerpo métrico K es discreto si sus valores absolutos vienen inducidos por
una valoraciéon. En particular todo cuerpo métrico discreto es no arquimediano.

Ejercicio: Probar que un cuerpo métrico K no trivial es discreto si y so6lo si la
imagen de K™ por uno cualquiera de sus valores absolutos es un subgrupo discreto
(como espacio topologico) de R*.

Ejercicio: Probar que los valores absolutos de un cuerpo métrico discreto estan
inducidos por una unica valoraciéon (porque p es necesariamente el mayor valor absoluto
menor que 1).

Notemos que una valoraciéon puede ser recuperada a partir de uno cualquiera
de los valores absolutos que induce mediante la relacion v(a) = log|«|/ log p.
Puesto que —log : [0, +00[ — R U {+o0} es una aplicacion continua, al igual
que lo es el valor absoluto, concluimos que v : K — Z U {400} también es
continua.

Teorema 5.12 Sik es un cuerpo métrico discreto, su valoracion se extiende de
forma unica a una valoracion en su complecion K, que es, por tanto, un cuerpo
métrico discreto.

DEMOSTRACION: Dado a € K \ {0}, existe una sucesion (a,) en k conver-
gente a a. Por continuidad (|ay,|) converge a |a| # 0. Por la continuidad del
logaritmo concluimos que (v(an)) ha de converger a log ||/ log p, pero se trata
de una sucesion de nameros enteros, luego el limite ha de ser entero. Asi pues, si
definimos v(«) = log ||/ log p tenemos una aplicacién continua v : K\{0} — Z
que extiende a la valoracion de k. Es facil ver que se trata de una valoracion
en K que induce sus valores absolutos. L]

Definiciéon 5.13 Si p es un ideal primo en un dominio de Dedekind D con
cuerpo de cocientes K, representaremos por | |, a cualquiera de los valores
absolutos inducidos por la valoracién p-adica en K y lo llamaremos valor abso-
luto p-ddico). A su vez, representaremos por K, a la complecion de K respecto
a dicho valor absoluto. Llamaremos también v, y | |, a las extensiones a K,
de la valoracién y el valor absoluto p-ddicos.

Esto se aplica en particular al caso en que p es un ideal primo en un cuerpo
numérico K (es decir, un ideal de su anillo de enteros algebraicos Ok ). En tal
caso la complecién K, recibe el nombre de cuerpo de los nimeros p-ddicos, que
es un cuerpo métrico discreto completo.
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Mas en particular, para cada primo p € Z, tenemos definido el cuerpo Q, de
los numeros p-ddicos.

A lo largo de este capitulo estudiaremos la estructura de estos cuerpos y su
relacion con los cuerpos numéricos.

Ejercicio: Si p es un primo en Z, probar que la sucesiéon (p™) converge a 0 en Qp, y
o0

que > p" =1/(1-p).
n=0

o0
Ejercicio: Si p es un primo en Z, probar que la serie Y 1/n es divergente en Q,,
porque su término general no tiende a 0. n=1

Sea K un cuerpo métrico discreto y sea v su valoracion. Definimos

D = {a€K|v@)>0}={acK||a] <1},
U = {aeK|v()=0t={acK]|l|a =1},
p = {aeK|v(a)>1}

Es inmediato comprobar que D es un anillo, U su grupo de unidades y p un
ideal primo de D. Diremos que D es el anillo de enteros de K y que U es el
grupo de unidades de K.

En particular, si p € Z es primo, el anillo de enteros del cuerpo Q, de los
nimeros p-adicos se representa por Zj, y sus elementos se llaman simplemente
enteros p-ddicos.

Ejercicio: Probar que los conjuntos a + 8D, con «, 3 € K,  # 0 son abiertos y
cerrados y forman una base de K.

Fijemos un elemento m € K tal que v(w) = 1. Para todo @ € K no nulo, si
v(a) = n, entonces € = a/7™ cumple v(e) = 0, luego a = ex™ y € € U. Esta
descomposicion es tnica, pues si en™ = ¢/7™, entonces

n=uv(er") = v(7™) =m,

y simplificando las potencias de 7 llegamos a que € = €.

En particular vemos que p = (), con lo que 7 es primo, y la descomposicion
que acabamos de obtener (cuando « es entero) es de hecho una descomposicion
de « en factores primos. El teorema siguiente recoge todo lo que acabamos de
probar:

Teorema 5.14 Sea K un cuerpo métrico discreto. Entonces su anillo de en-
teros D es un dominio de factorizacion unica. Sus primos son exactamente los
elementos ™ que cumplen v(m) = 1. Todos son asociados, por lo que p es el inico
ideal primo de D, y estd generado por cualquiera de ellos. Fijado un primo ,
todo elemento no nulo de K se expresa de forma inica como o = en™, donde
e € U y, necesariamente, n = v(«). En particular K es el cuerpo de cocientes
de D.
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En realidad el anillo de enteros de un cuerpo discreto es mucho méas que un
dominio de factorizaciéon tnica. Es trivialmente un dominio euclideo, tomando
como norma la propia valoracion. Efectivamente, se cumple que v(a) < v(af),
para « y 8 no nulos, y dados A,§ € D con § # 0, la division euclidea es
simplemente A = §-0+ A si v(A) < v(6) o bien A = £ §+0 en caso contrario.

En particular todos los ideales de D son principales y, teniendo en cuenta la
estructura aritmética de D, son faciles de determinar:

Teorema 5.15 Sea K un cuerpo métrico discreto. Entonces su anillo de ente-
ros es un dominio euclideo, y sus ideales son exactamente

0Oc---cp’cp’cpcl.

En particular, si p € Z es primo, tenemos que p es, salvo unidades, el tnico
primo del anillo Z, de los enteros p-adicos. Todo nimero p-adico no nulo (no
necesariamente entero) se expresa de forma tnica como a = ep”, donde € € U,
es una unidad p-adica y n = v,(a).

El teorema siguiente nos da una primera muestra de la estrecha relacion que
existe entre la aritmética de un dominio de Dedekind y la de sus compleciones:

Teorema 5.16 Sea D un dominio de Dedekind, sea K su cuerpo de cocientes
y sea p un ideal primo en D. Sea D, el anillo de enteros de K, y sea my el
Unico primo de D,. Entonces:

1. Dy es la clausura de D.
2. my es la clausura de p".
8. La aplicacion [a] = [a] determina un isomorfismo D/p™ = Dy /my.

DEMOSTRACION: 1) Como D C D, y D, es cerrado en K, (es la bola
unitaria cerrada), tenemos que la clausura de D est4 contenida en D,,.

Tomemos ahora o € Dy y fijemos un ntmero real 0 < ¢ < 1. Como K es
denso en K, existe un § € K tal que | — 3, < e. Entonces

1Blp = la+ (B —a)l, < méx{|oz|p, |3 — O“p} <1l

Sea 3 = a/b, donde a,b € D. Por el teorema 2.18 podemos exigir que p 1 b. Si
x € D, la desigualdad |z — |, < € equivale a que |bx — al, < ¢, lo que a su vez
equivale a que bz = a (mdd p™) para un n suficientemente grande. Puesto que b
es una unidad médulo p, siempre podemos encontrar un z en estas condiciones,
luego en total

lo — 2], < max{|a— B, [B—z|p} <e

Esto prueba que « esta en la clausura de D.
2) Por el apartado anterior, todo elemento de D, es de la forma a = 1il£n ay,

con aj € D. Por la continuidad de la valoracion, vy(a) = limwv,(ay), luego
n

a € my siy solo si oy € p™ para todo n suficientemente grande.
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3) Es claro que la aplicacion estd bien definida y es un homomorfismo. Ob-
servemos que o = 3 (méd p™) equivale a vy(a — B) > n, y lo mismo es valido
para my, luego la aplicacion es inyectiva. Por ultimo el apartado 1) implica que
para todo a € D, existe un § € D tal que vp(a — ) > n, lo que se traduce en
que todo elemento de D, es congruente médulo m}y con un elemento de D, es

P
decir, que la aplicaciéon es suprayectiva. [

Ejercicio: Sea D un dominio de Dedekind y p un ideal primo de D. Determinar la
clausura en K, de un ideal cualquiera de D.

Enseguida probaremos que todo niimero p-adico se expresa como serie de po-
tencias en p, pero antes conviene probar que los cuerpos p-adicos son localmente
compactos. Mas en general:

Teorema 5.17 Sea K un cuerpo métrico discreto y completo, D su anillo de
enteros y p su ideal primo. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. El cuerpo de restos D/p es finito.
2. Un subconjunto de K es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION: Supongamos que D/p es finito. Sea F' un conjunto de
representantes de las clases de equivalencia. Sea 7 un primo en D, de modo
que p = (m). Basta probar que D es compacto, pues entonces lo seran todas
las bolas cerradas y también todos los conjuntos cerrados y acotados. A su vez
basta ver que toda sucesion de enteros () tiene una subsucesion convergente.

Tiene que haber infinitos términos de la sucesion congruentes médulo 7 con
un mismo x¢ € F. Sea, pues, (al) una subsucesién tal que para todo ntimero
natural n se cumpla o) = 2o (méd 7). Digamos o = zo + L7, con 3! € D.

Similarmente podemos tomar una subsucesion (a2) de (o) tal que los co-
rrespondientes 32 sean todos congruentes con un mismo z; € F moédulo 7. De
este modo a2 = xg + zm + B2 2.

En general podemos ir obteniendo una sucesién de subsucesiones (a*) (cada
cual subsucesion de la anterior) de modo que

k=1
kEo_ i k. k
Q= Z :Eiﬂ—l—i_ﬂnﬂ- )
i=0
con z; € ', B* € D. En particular,
n—1 )
ay =3 mmt 4+ prat.
i=0

Es claro que (') es una subsucesion de la sucesion de partida. Claramente
las sucesiones (z;7") y (B ™) convergen a 0, luego, teniendo en cuenta el
teorema 5.8, existe

(o]
z n __ 7
lim, ol = > x;7*,
i=0

pues la serie es convergente y 8 7" tiende a 0.
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Reciprocamente, si D/p es infinito, las clases de congruencia médulo p son
una particion de D (cerrado y acotado) en conjuntos abiertos, luego D no es
compacto. n

La propiedad 2) del teorema anterior es simplemente la compacidad local.
Hemos visto, pues, que un cuerpo métrico discreto completo es localmente com-
pacto si y so6lo si su cuerpo de restos es finito.

En la prueba del teorema anterior esta contenida la mayor parte del resultado
siguiente:

Teorema 5.18 Sea K un cuerpo métrico discreto. Sea p su ideal primo y sea F'
un conjunto de representantes de las clases mddulo p tal que 0 € F. Sea m un
primo de K. Entonces todo elemento a € K no nulo se expresa de forma tunica
como

o= Z T ", (51)
n==k

donde v, € F, k € Z y x, # 0. Ademds k = v(«). Si K es completo cada serie
de esta forma determina un elemento de K.

DEMOSTRACION: Sea k = v(«). Aplicamos el proceso de la prueba del teo-
rema anterior a la sucesion constante igual al entero 7—F o, con la particularidad
de que, al ser todos los términos iguales, no es necesario tomar subsucesiones ni
suponer que F es finito. El resultado es un desarrollo de tipo (5.1) para 7% o,
y multiplicando por 7% obtenemos otro para .

Observemos que si en (5.1) multiplicamos ambos miembros por 7% obte-
nemos una serie todos cuyos términos son enteros, luego el limite también (el
anillo de enteros de K es claramente cerrado). De hecho, el resto modulo p de
dicho limite es @3, # 0. Por lo tanto v(7~*a) = 0y v(a) = k.

Si un mismo « admite dos desarrollos de tipo (5.1), ambos tendran el mismo
k=v(a):

k+2 k+2 .

k k+1 k k+1
T + zpp T+ mppom o=y Y T Yo

Multiplicamos por 7% y obtenemos una igualdad de enteros:
Tk + T AT+ T2 + -+ = Yo + Y1 T+ Yg2m + o

Claramente entonces xy = yi (méd 7), y como ambos estdn en F', necesaria-
mente z = yi. Restando y dividiendo entre 7 queda

Th1 T Th2T + 0 = Ygt1 + Yppom + -0

Del mismo modo concluimos que xg1 = Yx+1, € inductivamente llegamos a que
todos los coeficientes coinciden. La completitud de K implica la convergencia
de las series. ]

En particular, en las condiciones del teorema anterior, o es entero si y s6lo
si k> 0. Sino es asi, a se descompone como

—1 00
a= > x4+ > xpm,
n=~k n=0
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es decir, que su desarrollo en serie de potencias tiene una parte fraccionaria
finita y una parte entera infinita, al contrario que el desarrollo decimal de los
nimeros reales.

Ejercicio: Sea p un primo racional y consideremos en el cuerpo Q, las representacio-
nes de la forma (5.1) con 7 = p y 0 < z, < p. Probar que los nimeros naturales se
caracterizan por que sus desarrollos son finitos, los nimeros enteros tienen desarrollos
finalmente iguales a p — 1 y los nimeros racionales se corresponden con las series con
coeficientes finalmente peridédicos

Ejercicio: Probar que si K es un cuerpo métrico discreto localmente compacto,
entonces todos los anillos de restos D/p™ son finitos.

Nota Ahora ya podemos ver en la expresion
V2=3+1-7+2-746-7+1-7"+2.7°4+1-74+2. 7 +4. 7+ ...

un ejemplo tipico de ntimero heptadico. .. supuesto que exista, ya que no hemos
garantizado que el proceso que nos va dando los coeficientes de la serie pueda
continuarse indefinidamente. Esto se sigue inmediatamente de un hecho cono-
cido sobre restos cuadréticos: si p es un primo impar, un entero m no divisible
entre p es un resto cuadratico modulo p” si y sélo si m es un resto cuadratico
modulo p. Este hecho puede probarse estudiando con detalle los grupos de uni-
dades moédulo p”, pero més adelante lo deduciremos de las propiedades de los
nimeros p-adicos.

Concretamente, bastard demostrar que si m es un resto cuadratico modulo p,
entonces en Z, existe \/m, pues entonces, dado que Z,/(p™) = Z/(p"), existira
un r € Z tal que /m = r (méd p"), luego m = r? (méd p"), en Z,, luego
también en Z. n

Seguidamente vamos a ver que, en el caso de los cuerpos numéricos, es posible
asociar de forma canénica un valor absoluto a cada ideal primo. Esto sera
inmediato en el caso de QQ, pero para el caso general necesitamos el resultado
siguiente:

Teorema 5.19 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind y
sea K/k la extension de sus cuerpos de cocientes. Sea p un ideal primo en D
y B un ideal primo en E. Entonces P | p si y solo si existe un valor absoluto
asociado a p que se extiende a un valor absoluto asociado a*P. En tal caso cada
valor absoluto asociado a p se extiende a un unico valor absoluto asociado a P
y la restriccion a k de todo wvalor absoluto asociado a B es un valor absoluto
asociado a p.

DEMOSTRACION: Si‘B | p sea e el indice de ramificacion e(J3/p). Entonces P
divide e veces a p, lo que se traduce en que las valoraciones asociadas a ambos
primos satisfacen la relacién vy (o) = evy (), para todo « € k.

Cada valor absoluto asociado a p es de la forma |a| = p”(®), para todo
a € k, y se extiende al valor absoluto asociado a 9P dado por |a| = (p!/¢)v* ()
para todo o € K.
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Reciprocamente, tenemos que todo valor absoluto asociado a B es de la
forma |a| = p*#(®) para todo a € K, y su restriccion a k es de la forma
la| = (p©)v»(*) luego esta asociado a p.

Cada valor absoluto asociado a p tiene una tunica extension asociada a *J3
porque dos extensiones serian equivalentes, luego una seria una potencia de la
otra, y como en k coinciden, el exponente seria 1.

Finalmente, si existe un valor absoluto asociado a p que se extiende a un
valor absoluto asociado a ‘B, entonces p ha de ser el tnico ideal primo de k
al que divide 3, pues ya hemos visto que todas las restricciones de los valores
absolutos de P se corresponden con dicho primo. n

Definiciéon 5.20 Si p es un primo en Z, llamaremos wvalor absoluto candnico
asociado a p al valor absoluto en Q dado por |r|, = (1/p)*»("), para todo r € Q.

Si p es un ideal primo en un cuerpo numérico K y p es el tnico primo
racional al cual divide, llamaremos valor absoluto candnico asociado a p al anico
valor absoluto asociado a p que extiende al valor absoluto canénico de p. Lo
representaremos por | |p.

Teorema 5.21 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos, sea P un ideal
primo en K y p un ideal primo en k. Se cumple que P | p si y solo si el valor
absoluto candnico de B extiende al valor absoluto candnico de p.

DEMOSTRACION: Si 8 | p entonces la restriccion a k del valor absoluto
canoénico de B es un valor absoluto asociado a p que extiende al valor absoluto
canonico del Gnico primo racional p al cual dividen ambos ideales, luego por la
unicidad dicha restriccién ha de ser el valor absoluto canénico de p. El reciproco
es una consecuencia inmediata del teorema 5.19. L]

Recapitulando lo visto hasta ahora, si k es un cuerpo numérico, O es su
anillo de enteros algebraicos y es un ideal primo en O, tenemos definido el
cuerpo k, de los ntimeros p-adicos, su anillo de enteros D, y su tnico ideal
primo my. El teorema 5.16 nos da que D,/m, = O /p. En particular, como el
cuerpo de restos IQP = Op/p es un cuerpo finito, el teorema 5.17 nos da que k,
es localmente compacto.

Si K/k es una extension de cuerpos numéricos y 8 es un divisor primo en K
que divide a p, el teorema anterior nos da que el valor absoluto canénico de B
extiende al de p. El primero se extiende a la complecion Ky, y la clausura de &k
en Ky es una complecion de k respecto de su valor absoluto canénico, luego, por
la unicidad de la complecién, podemos identificarla con k,. Asi pues, podemos
considerar que k, C Ksy. Definimos el grado local

n(P/p) = [Kqg : kyl.

Por otra parte, también tenemos la inclusion O C O entre los anillos de
enteros y sabemos que ésta induce una identificacion /_cp C Ksp entre los cuerpos
de restos. El teorema siguiente muestra, entre otras cosas, que esta identificacion
es consistente con el isomorfismo dado por el teorema 5.16:
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Teorema 5.22 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos, sea E/D la ex-
tension de sus anillos de enteros. Sea p un primo finito en D y sea P un primo
en E que lo divida. Sea e = e(P/p) y f = f(P/p). Sean Ky y ky las complecio-
nes de ambos cuerpos y sean Eqp y D, los correspondientes anillos de enteros.
Entonces

1. La extension Ky /ky es finita y su grado es n(B/p) = ef.

2. Ey es la clausura entera de Dy, en K, luego Eq /D, es una extension de
dominios de Dedekind.

3. Simy ymyp son los ideales mazimales de Dy y Esy, tenemos la situacion
descrita por el diagrama siguiente:

E/B —— Ep/my

]

D/fp ——= Dy/m,

Todas las aplicaciones estdin definidas de forma natural (o] — [a]). Las
flechas horizontales son los isomorfismos descritos en 5.16. Las flechas
verticales son monomorfismos de cuerpos.

4. Se cumple e = e(mp/my) = e(B/p) y [ = f(mp/mp) = f(B/p). En

particular my = m?lg.

DEMOSTRACION: Sea aq,...,q, un generador de £ como D-mo6dulo. Sea
v € Eg. Por 5.16 sabemos que Ey: es la clausura de E/, luego existe una sucesién
{z1} de elementos de E que converge a .

Digamos que y = dg1ovr + - - - + dgn v, para ciertos coeficientes dy; € D.

Como D, es compacto (es la bola unidad cerrada de k), también lo es

Dy, y la sucesion (dk1, - .., dgn) tiene una subsucesion convergente a un cierto
(di,...,dp) € Dy . Entonces es claro que xy converge a diay + - -+ + dpo, = 7.
Esto prueba que oy, ..., a, es también un generador de Fiyy como Dy-médulo.

En particular B = Dylo,...,q,] v, como los «; son enteros sobre D,

también lo son sobre Dy, con lo que Eyp es una extensién entera de D,. Como
E, es integramente cerrado (es DIP), tenemos que Egy es la clausura entera de
D, en Kgp.

Otra consecuencia es que ky(ov,...,a,) es un cuerpo que contiene a Ey, y
como K es el cuerpo de cocientes de Ey, ha de ser Ky = ky(cu, ..., ay). Los
nimeros o1, ...,0, son algebraicos sobre k, luego también sobre £y, luego la
extension Ko /ky es finita.

Con esto tenemos probado 2). En 3) no hay nada que probar, pero de 3) se
deduce que el grado de la extension de la izquierda del diagrama coincide con
el grado de la extension de la derecha, o sea, que f = f(mg/my) = f(B/p).

La relacién entre la valoraciéon inducida por B y la valoracién inducida por p
es que para todo o € k se cumple vp(a) = evy(a). Como las valoracio-
nes definidas por m, y mgp extienden a éstas, se cumple vy, (@) = evy, (@)
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para todo o € k, y por continuidad para todo o € k,. Esto implica que
e = e(mg/my,) = e(P/p), con lo que queda probado 4).

Por ultimo, el grado de la extension K /ky es ef por el teorema 2.34, lo que
prueba 1). "

Hasta aqui hemos distinguido entre p y m,, pero en lo sucesivo representa-
remos por p ambos ideales.

Lo que afirma el teorema anterior es que, si la factorizacion de p en K es
p =P - Por, en las extensiones locales Ko, /ky es p = P, con el mismo
grado de inercia, lo que significa que el indice de ramificacion e(3;/p) y el grado
de inercia f(P;/p) pueden calcularse indistintamente con la factorizacion de p
en la extension K/k y con la extensiéon de los cuerpos de restos K /k calculados
a partir de ella o con la factorizacion de p en la extension local Ky, /k, y con
su extension de cuerpos de restos correspondiente. Ademas, el teorema 2.34 nos

da que el grado global n es la suma de los grados locales:
n=mny, +- -+ ngp,..
Ejemplos Veamos algunas aplicaciones de estos hechos:

Sea p € Z un primo impar y sea m € Z tal que p t m. Entonces m
es un cuadrado en Q, si y solo si es un resto cuadrdtico modulo p.

En efecto, una implicacion es inmediata: si m = 42, entonces § € Z,, pues
es raiz del polinomio X2 —m € Z,[X] y Z, es integramente cerrado. Como
Zy/(p) = Z/pZ, existe un r € Z tal que § = r (mdd p), luego m = r? (méd p),
en principio en Z,, pero el isomorfismo entre los cuerpos de restos implica que
lo mismo vale en Z.

Reciprocamente, si m es un resto cuadratico moédulo p, podemos expresarlo
como m = s2d, donde d es libre de cuadrados (pero es igualmente un resto
cuadratico modulo p). Podemos suponer que d # 1. Consideremos entonces la
extension Q(\/ﬁ ) /Q, en la cual, segtn lo visto en la seccion 2.3 sobre factoriza-
cion ideal en cuerpos cuadraticos, p = PB1Pa, con e(P;/p) = f(P.:/p) = 1, luego
n(%z/P) =1, luego Q[\/&}‘m =Qpy Vm = S\/8 € Qp. u

En particular vemos que existe v/2 € Q7, tal y como habiamos afirmado.

Mas ain, si m es un resto cuadréatico modulo p, tenemos que /m € Qp, y
de hecho /m € Z,, por lo que, para cada natural n > 1, existe un s € Z tal que
vm = s (méd p") (ya que Z,/(p") = Z/p"Z), luego m = s* (mdd p"), y asi
vemos que todo cuadrado moédulo p es un cuadrado médulo p™, como también
habiamos afirmado.

Sip y q son primos distintos, los cuerpos Qp, y Qq no son isomorfos.
En efecto, basta tomar a un resto cuadratico modulo p y b un resto no

cuadratico médulo g. Luego tomamos ¢ = a (méd p), ¢ = b (méd ¢), de modo
que c tiene raiz cuadrada en @, pero no en Q. L]
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Observemos que 2 es un resto cuadratico modulo 7, pero la descomposicion
de 7 en Q(v2) es 2 = p?, por lo que \Q(\ﬁ)p : Q2] = 2. De aqui no podemos
deducir si v/7 € Qs, pues podria ocurrir que Qz[v7] = Qs & Q(\ﬁ)p.

En la seccion siguiente veremos que, en realidad, esto es imposible, pues,
en general, se cumple que si K = Q(A), entonces K, = Q,(A). Para obtener
resultados de este tipo necesitamos estudiar primero las extensiones de cuerpos
métricos completos.

5.3 Extensiones de cuerpos métricos completos

Vamos a abordar aqui parcialmente el problema de cudndo un valor absoluto
en un cuerpo métrico completo se extiende a una extensiéon del cuerpo. En
primer lugar observamos que para extensiones algebraicas la extension, si existe,
es Unica:

Teorema 5.23 Sea k un cuerpo métrico completo y sea K una extension finita
de k. Si un valor absoluto de k admite una extension a K entonces dicha
extension es unica y, concretamente, viene dada por

la] = /| N(a)], para todo o € L,

donde N : K — k es la norma de la extension y n es su grado. Ademds K es
un cuerpo métrico completo con dicho valor absoluto.

DEMOSTRACION: Si| |1y | |2 son dos valores absolutos en K que extienden
al de k entonces podemos considerarlos como dos normas en K como k-espacio
vectorial (definicion [An 2.1]). Por el teorema [An 3.32] son equivalentes y K
es completo con cualquiera de ellas. En particular inducen la misma topologia
en K, luego son equivalentes como valores absolutos, luego uno es una potencia
del otro, pero, como coinciden en k, el exponente ha de ser 1, luego son iguales.

Sea, pues, | | la tinica extension a K del valor absoluto de k. Sea {a1,...,an}
una k-base de K. Si a € K se expresa como

QO =T101 +  + Ty, con x1,...,T, €k,
el teorema [An 2.3] implica que la aplicacion
ol = méx [
1<i<n
es una norma en K, que segin ya hemos senalado, serd equivalente al valor
absoluto de K.

Tomemos un o € K tal que |o| < 1. Entonces la sucesion {a"} tiende a 0
(para el valor absoluto y, por lo tanto, para la norma). Sea

a™ =T+ T O, CON Tyy; € k.

La convergencia en norma implica que las sucesiones {Z,;}m tienden a 0 (res-
pecto al valor absoluto de k).
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Notemos que N(xm1a1 + -+ + Tinay) se calcula como producto de n poli-
nomios homogéneos lineales en las variables z1, ..., z,. No es dificil ver que sus
coeficientes estan en k, luego concluimos® que {N(a™)} converge a 0 en k.

Como N(a™) = N(a)™, concluimos que |N(a)| < 1. Tomando inversos
deducimos que si |a| > 1 entonces | N(a)| > 1. Por lo tanto || = 1 si y sélo si

IN(a)| = 1.
Ahora, si a € k es no nulo, tenemos N(a"/N(«)) =1, luego |a/ N(a)| =1
y asi |a|® = |[N(a)|. Como |a| > 0 podemos tomar raices n-simas. n

Notemos que el teorema anterior no garantiza que |o| = {/|N(«)| defina
realmente un valor absoluto en k. Sélo afirma que si el valor absoluto se puede
extender, la extension tiene que venir dada por esta formula. Es facil probar que
esta funcion cumple las propiedades 1) y 3) de la definicién de valor absoluto,
pero en principio la segunda podria fallar.

En realidad no es asi. En A.6 probaremos que la formula del teorema anterior
siempre define un valor absoluto en K. Aqui, mediante un argumento mucho
mas simple, lo probaremos tinicamente en el caso en que el valor absoluto de
k es discreto y la extension K/k es separable. En primer lugar veamos lo
que podemos anadir al teorema anterior si suponemos que el valor absoluto de
partida es discreto:

Teorema 5.24 Sea k un cuerpo métrico discreto completo y sea K una ex-
tension finita de k tal que un valor absoluto de k admita una extension a K.
Entonces:

1. La extension a K del valor absoluto de k estd inducida por una valoracion v
tal que la valoracion de k es v/e|y~, para cierto nimero natural e > 1. Por
lo tanto, K es un cuerpo métrico discreto completo.

2. La extension de cuerpos de restos K [k es finita.
3. Si |K : k| = f, entonces se cumple la relacion n = ef.

4. 8t D y E son los anillos de enteros de k y K, respectivamente, entonces
FE es un D-mddulo libre de rango n.

5. Si el valor absoluto de k se extiende a la clausura normal de K sobre k,
entonces E es la clausura entera de D, por lo que E/D es una extension
de dominios de Dedekind.

DEMOSTRACION: Sea v* la valoracion de k y sea |a| = 7 (®), con 0 < r < 1,
el valor absoluto en k que admite una extensién a K. Por el teorema anterior
sabemos que dicha extension es |a| = {/|N(a)].

La imagen de k£* por el valor absoluto es el subgrupo ciclico de R* generado
por r. La imagen de K* por la norma es un subgrupo de k£*, y la imagen de éste
por el valor absoluto de k es un subgrupo de (r), luego sera de la forma (r/),

3 Alternativamente, los coeficientes estdn en una extensién finita de k, las sucesiones
{Zm;}m tienden a 0 respecto a la norma en dicha extension, luego la sucesion {N(a™)}
converge a 0 en dicha extensién y, al estar en k, converge a 0 en k.
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para un cierto natural no nulo f. Las raices n-simas de los elementos de este
grupo forman el grupo <rf/">. Asi pues, para cada o € K* existe un tnico

entero v(a) tal que |a| = r(f/™v(®)  Equivalentemente,

v(e) = nlog\a|.

flogr

Es facil ver que v es una valoraciéon en K que induce su valor absoluto.
También es claro que si @ € k* entonces v(a) = ev*(a), donde e = n/f.
Tomando un « € k* tal que v*(a) = 1 concluimos que e es un numero natural.
Maés atn, si 7 es un primo en K y p es un primo en k (es decir, v(7) = 1y
v*(p) = 1), tenemos que |p| = |7|¢. Esto termina la prueba de 1).

Sea m un primo en K y sea {[w1],...,[ws]} un conjunto k-linealmente inde-
pendiente en K (donde f es arbitrario). Veamos que w;n/, parai = 1,..., f,
j =0,...,e — 1 son k-linealmente independientes en K. Consideremos una

combinacién lineal
> cijwi con ¢;; € k.
%,J

Fijado j, supongamos que algtn coeficiente c;; es no nulo. Reordenando-
los podemos suponer que c;; # 0 es el coeficiente con mayor valor absoluto.

Entonces
‘ E Cij Wy
i

Todos los coeficientes de la ultima combinacién lineal son enteros, luego
podemos tomar clases modulo el primo de K. Como el coeficiente de [wy] es 1,
concluimos que toda la combinacién lineal es no nula, es decir, que no esta en el
ideal primo de K (pero es entera), luego es una unidad y tiene valor absoluto 1.
En definitiva (y teniendo en cuenta la reordenacion que hemos hecho)

= ey

C2j Cri
w1+ —we+ -+ wyl.
Clj Clj

Z Cij Wi
i

= méxi |Cij |

Obviamente, si todos los coeficientes fueran nulos esta igualdad se sigue
cumpliendo. Por lo tanto

2 Cij wi 7| = |7 max; |ci;l.
K3

La imagen de K* por el valor absoluto es el subgrupo Gk = (|n|) de R*,
mientras que la imagen de k* es el subgrupo G, = (|x|¢). Claramente, las
potencias |r|’, paraj = 0,...,e—1, son representantes de las e clases del cociente
Gk /Gy, luego los miembros derechos de la igualdad anterior son representantes
de esas mismas clases. En particular son distintos dos a dos, luego la desigualdad
triangular no arquimediana para su suma es de hecho una igualdad:

Z Cij Wi Wj’ = man
4,3

Z Cij W Wj’ = HIE,%XZ'J' |cij| |7T|j. (52)
i
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Ahora es claro que los elementos w; ™ son linealmente independientes (en
particular distintos dos a dos), pues si el miembro izquierdo es nulo el miembro
derecho muestra que todos los ¢;; son nulos.

En particular esto prueba que la extensién de cuerpos de restos K /k es finita
y tenemos probado 2).

Supongamos ahora que [w1],..., [ws] son una k-base de K y veamos que los
elementos w; ™ son una k-base de K. Esto probaré la relacion n = ef.

Aplicaremos 5.18. Para cada entero n sea n = ke+r, con 0 < r < e.
Definimos 7, = p*n". De este modo v*(m,) = n. Sea A un conjunto de repre-
sentantes de las clases de K formado por combinaciones lineales de wi,...,w ¥
con coeficientes en k (enteros). Segun el teorema 5.18 todo o € K se expresa
en la forma

+oo
a= > Ty, conxz, € A, sclZ.
n=s
Equivalentemente®
+oo e—1 f e—1 f +o00
K k
a= E E E apriw; | P = E E E Apri p° | Wi T

n=sr=0 \i=1 r=0i=1 \k=s

Esto prueba que los elementos w; 7/ son ciertamente una k-base de K y asi
tenemos 3).

Maés atin, vamos a ver que los enteros de K son exactamente los elementos con
coordenadas enteras en esta base, lo que probara 4). Obviamente los elementos
con coordenadas enteras son enteros. Supongamos ahora que

a =Y cyw, la] < 1.
4,J

La igualdad (5.2) prueba que |c;;77| < 1, luego
lesj| < || < |m|7¢ =p| .

Equivalentemente, v(c;;) > —v(p) = —1, luego v(c;;) > 0y asi cada ¢;; es
entero.

Veamos finalmente 5). Dado un entero « € K, la clausura normal de K sobre
k contiene a todos los conjugados de «. La unicidad de la extension del valor
absoluto dada por el teorema anterior hace que los k-isomorfismos de L sean
isometrias, por lo que todos los conjugados de « tienen valor absoluto menor
o igual que 1, es decir, son enteros. Por consiguiente lo mismo vale para los
coeficientes del polinomio minimo de «, que son, por tanto, enteros de k. Asi
pues, « es entero sobre el anillo de los enteros de k.

4Véase la seccion 5.6, mas abajo, para la justificacién de estas manipulaciones de series en
cuerpos no arquimedianos.
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Reciprocamente, si & € K es entero sobre el anillo de enteros de k, en
particular es entero sobre el anillo de enteros de K, que es integramente cerrado,
por ser un dominio de ideales principales, luego o es un entero de K. m

Nota Admitiendo 5), los apartados 2) y 3) del teorema anterior son triviales,
pues e y f son simplemente el indice de ramificacién y el grado de inercia de
los (anicos) primos de D y FE, pero lo relevante es que en la prueba hemos
construido explicitamente una base de E sobre D: hemos visto que si 7 es un
primo en K y {[w1],...,[wy]} es una k-base de K entonces los elementos w; m/
son una k-base de K. m

Ahora probamos la existencia de extensiones de valores absolutos a las ex-
tensiones separables:

Teorema 5.25 Sea k un cuerpo métrico discreto completo.

1. Cada valor absoluto de k se extiende de forma unica a cada una de sus
extensiones separables.

2. Si K es una extension finita separable de k, entonces la extension de
cualquier valor absoluto de k estd inducida por una valoracion con la que K
resulta ser un cuerpo métrico discreto completo. Los anillos de enteros
forman una extension separable de dominios de Dedekind.

3. Cualquier k-isomorfismo entre dos extensiones separables de k es una iso-
metria respecto a las extensiones de un mismo valor absoluto de k.

DEMOSTRACION: Sea D el anillo de los enteros de k. Si K es cualquier
extension finita separable de k, entonces la clausura entera E de D en K es un
dominio de Dedekind que extiende a D (teorema 2.26). Si 3 es un primo de E
(que dividira al tnico primo p de D), el teorema 5.19 nos da que cada valor
absoluto de k se extiende a un valor absoluto en K inducido por la valoraciéon
asociada a 3. El teorema anterior nos da que la extensiéon es tnica, de donde
se sigue que P es el tnico primo de E (dos primos distintos darfan lugar a dos
extensiones distintas). Asi pues E es un anillo local, luego es el anillo de enteros
de la valoracién inducida por su dnico primo B. Por el teorema anterior K es
completo, y asi queda probado 2).

Fijemos un valor absoluto | | en k. Si K es una extension separable de k,
entonces sobre cada extension finita intermedia L hay una tnica extensiéon del
valor absoluto de k, llamémosla | |.. Es claro que si k C L C N C K entonces
| | extiende a | |r.

Para cada o € K, la extension k(a)/k es finita separable, y podemos definir
|| = |a|p(a)- Por la unicidad es claro que si L C K es cualquier extension finita
de k y @ € L entonces |a| = |a|r. De aqui se sigue inmediatamente que | | es
un valor absoluto sobre K que extiende al valor absoluto de k. La extension
es Unica pues, si tuviéramos dos, coincidirian sobre todas las extensiones finitas
de k, luego sobre todos los elementos de K. Esto prueba 1).
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Sio: K — L es un k-isomorfismo entre dos extensiones algebraicas de k,
entonces es claro que |a|* = |o(a)| es un valor absoluto en K que extiende al
de k, luego por la unicidad es precisamente el valor absoluto de K, y por tanto
|a| = |o(a)] para todo o € K, es decir, o es una isometria. n

La parte principal de este teorema puede expresarse estrictamente en tér-
minos de cuerpos métricos, es decir, en funcién de sus topologias y no de sus
valores absolutos:

Teorema 5.26 Sea k un cuerpo métrico discreto completo y K una extension
separable de k. Entonces K admite una unica topologia de cuerpo métrico que
induce la topologia de k. Si la extension es finita entonces K es discreto y
completo. Cualquier k-isomorfismo entre dos extensiones separables de k es un
isomorfismo topoldgico.

DEMOSTRACION: Sea D el anillo de enteros de k y p su tnico primo. Si la
extension K/k es finita, y E es la clausura entera de D en K, entonces el teorema
anterior nos da que F es un dominio de Dedekind con un tnico primo 3. Puesto
que obviamente B | p, por el teorema 5.19 cada valor absoluto de k se extiende
a un valor absoluto de K asociado a 3, y por el teorema anterior la extension
es Unica.

Cualquier valor absoluto en K que induzca la topologia de k es extension
de un valor absoluto de p, luego es uno de los valores absolutos de B y por
consiguiente induce la topologia 3-adica. Por el teorema anterior K es discreto
y completo.

Si la extension K /k no es finita basta observar que un valor absoluto en K
estd completamente determinado por su restriccion a las extensiones finitas de k.
La afirmacion sobre los k-isomorfismos se sigue inmediatamente del teorema
anterior. L]

Ahora ya podemos demostrar el resultado que habiamos anticipado al final
de la seccién precedente.

Notemos que los cuerpos numéricos son perfectos, por lo que al aplicarles el
teorema anterior podemos sustituir “extension separable” por “extension alge-
braica”.

Teorema 5.27 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos, sea E/D la ex-
tension de sus anillos de enteros. Sea p un primo en D y sea B un primo en E
que lo divida.

1. 8i K = k(A), para cierto conjunto A C K, entonces Ky = ky(A).
2. En particular Ko = kp K.

3. Sila extension K/k es de Galois, la extension Ko /k, también lo es.

DEMOSTRACION: 1) Podemos suponer que A es finito. Entonces tenemos
ky, C kp(A) C Ky, y la extension ky(A)/k, es finita, luego por el teorema 5.26
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el cuerpo k, (A) es completo, luego es cerrado en Ky Por otra parte K C ky(A)
y K es denso en Ky, luego ha de ser Koy = ky(A).

2) es inmediato a partir de 1).

3) Si K/k es una extension de Galois entonces K = k(A), donde A es el
conjunto de las raices de un polinomio de k[z], y como Ky = kg3 (A) la extension
Ky /ky, también es de Galois. .

Ejemplo Si m es un nimero impar, entonces se cumple que /m € Qg si y sdlo
sim =1 (médd 8).

En efecto, no perdemos generalidad si suponemos que m es libre de cuadra-
dos. Entonces, por el teorema anterior, la condicion /m € Qo equivale a que
Q2(y/m) = (@(\/ﬁ)p = Q2, donde p es un divisor de 2 en Q(\/ﬁ), lo cual equi-
vale a que e(p/2) = f(p/2) = 1y, segtin hemos visto al estudiar la factorizacion
en cuerpos cuadraticos, esto sucede precisamente cuando p =1 (méd 8). =

Definicién 5.28 En lo sucesivo, para cada primo p de un cuerpo numérico k
fijaremos una clausura algebraica K, del cuerpo p-adico k,. Segin 5.25 el valor
absoluto canénico de k, se extiende de forma tnica a K. Representaremos esta
extension por | |, y la llamaremos valor absoluto candnico de K. Dicho teorema
implica también que todo k,-isomorfismo entre dos extensiones algebraicas de k,
(contenidas en K, ) es una isometria respecto al valor absoluto canénico.

Observemos que si p es el primo racional al que divide p, entonces k, es una
extension finita de Q,, luego K, es también una clausura algebraica de Q,, es
decir, K, es topologicamente isomorfo a K, (e isométrico respecto a los valores
absolutos canonicos). De este modo, para cuestiones puramente algebraicas es
suficiente tratar con los cuerpos K,, pero debemos tener presente que si p y
q son dos divisores de p en un mismo cuerpo métrico k, entonces la isometria
entre K, y Ky no es la identidad sobre k, (o de lo contrario | [, y | |4 serfan
el mismo valor absoluto), por lo que no podemos identificar ambos cuerpos a
ciertos efectos. En particular no podemos identificar ambos con K.

Notemos que el criterio de irreducibilidad de Eisenstein es aplicable al ani-
llo de enteros de Q,, lo que nos da polinomios irreducibles en Q,[x] de grado
arbitrariamente grande. Por consiguiente K,, tiene grado infinito sobre Q,.

Ahora probaremos un sencillo resultado técnico que nos sera 1til en varias
ocasiones més adelante. De momento lo usaremos para probar, entre otras cosas,
que la clausura algebraica de Q es densa en K,,.

La prueba de este teorema y los siguientes se basa en el teorema 5.25, que
tenemos probado para cuerpos métricos discretos completos, aunque ya comen-
tamos que vale en realidad para cuerpos métricos completos arbitrarios. Ad-
mitiendo esto, las demostraciones que veremos a continuacién son vélidas para
cuerpos métricos completos no arquimedianos cualesquiera.
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Teorema 5.29 (Lema de Krasnel) Sea k un cuerpo métrico discreto com-
pleto y sean a y 5 dos elementos de su clausura separable K. Supongamos que
para todo k-monomorfismo o : k(o) — K distinto de la identidad se cumple
|8 — a| < |o(a) — a|. Entonces k(a) C k(B).

DEMOSTRACION: Se entiende que el valor absoluto que aparece en el enun-
ciado es la extension a K de cualquier valor absoluto en k (cuya existencia esta
garantizada por el teorema 5.25).

Basta ver que todo k(f8)-monomorfismo 7 : k(a,8) — K fija a o. El
teorema 5.25 nos da que 7 es una isometria, luego |7(8—a)| = |5 —«|. Entonces

[m(a)—al = |r(e) = B+ B—of < max{|r(a—pB)|,|8—al} = [B-a| <|o(a)—al

para todo o : k(a) — K distinto de la identidad, luego 7 ha de ser la identidad
en k(). "

Geométricamente, el teorema anterior afirma que, si « es separable sobre k,
entonces k(o) estd contenido en cualquier extension de k que contenga a un
punto de una bola de centro « en la clausura separable de k que no contenga
a ningtn conjugado de « aparte de a él mismo. Con esto podemos probar una
especie de continuidad de las raices de un polinomio respecto de sus coeficientes.

Si k es un cuerpo métrico discreto completo y fijamos en él un valor absoluto,
para cada polinomio g € k[z] definimos |g|| como el maximo de los valores
absolutos de sus coeficientes. Es claro que esta aplicacion es una norma en k|x].

Teorema 5.30 Sea k un cuerpo métrico discreto completo. Para cada polino-
mio f(x) € k[x] mdnico irreducible separable de grado n, existe un § > 0 tal que
si g(xz) € klx] es mdnico de grado n y ||f — g|| < d, entonces g es irreducible
en k[x] y cada raiz o de f (en una clausura algebraica fija de k) se corresponde
biunivocamente con una raiz § de g de modo que k(a) = k(8).

DEMOSTRACION: Sea C' una clausura separable de k. Entonces sobre C
tenemos definido un tnico valor absoluto que extiende al de k. Si g € k[x] es
un polinomio moénico de grado n, podemos expresarlo en la forma

glx) =21 +an_127 ' + -+ arx]" +agx™ ™).
Asf queda claro que si un & € C' cumple |z| > 2||g|| entonces
|an_1a§_1 +- o tax] " +agr | < 1/2,

1+ ap 127t +- +arx]™ +apz™ " > 1/2,

de donde |g(x)| > 1. En particular toda raiz de g en C ha de cumplir |a| < 2||g]|.

Fijemos un polinomio f € k[x] monico separable de grado n. Para todo
polinomio g monico y de grado n y todo o € C, tomando M tal que M > 1,
M > |af tenemos que |f(a) —g(a)| < |[f —gl[M™.
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De aqui se sigue que si una sucesion de polinomios moénicos de grado n
converge a f en norma, entonces converge puntualmente a f. En particular, si
« es una raiz de g en C, se cumple

[f(@)] = [f(@) =gl <IIf =gl @lgl)™ < 2"1F = gll(lf = gl + 11£1D;

y de aqui deducimos que para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si g es un
polinomio ménico de grado n con ||f — g|| < d, entonces |f(«)| < € para toda
raiz « de g en C.

Descomponiendo f en producto de factores lineales es claro que si un a € C
dista de cada raiz de f mas que ¢, entonces |f(z)| > €. Reuniendo lo dicho
concluimos que para cada ¢ > 0 existe un é > 0 tal que si g es un polinomio
monico de grado n con || f — g|| < ¢ entonces cada raiz de g en C' dista menos
de € de una raiz de f.

Mas aun, tomando § suficientemente pequeno podemos asegurar que, fijada
una raiz 8 de f, todo polinomio g moénico de grado n tal que ||f — g|| < § tiene
una raiz en C que dista de S menos que €. En efecto, en caso contrario existiria
una sucesion de polinomios moénicos de grado n, digamos {g;}, que convergeria a
f ennorma y de modo que las raices de cada g; en C se acercaran a las restantes
raices de f, pero eso implicaria que el valor absoluto de g;(x) estaria acotado
inferiormente en un entorno de (, mientras que por otra parte g;(3) deberia
tender a 0.

Ahora supongamos que f es irreducible. Sea € menor que la distancia entre
dos cualesquiera de sus raices. Sea ¢ > 0 tal que si ||f — g|| < § entonces las
raices de g en C distan menos que € de las raices de f. Por la elecciéon de € una
misma raiz de g en C no puede distar menos que € de dos raices distintas de f,
y como f tiene n raices distintas, lo mismo le sucede a g y cada raiz 8 de g dista
menos que € de una unica raiz « de f. En particular g es separable, y si a y 8
se corresponden en este sentido, |5 — a] < € < |y — «, para cualquier otra raiz
v de f. El teorema anterior implica entonces que k(a) C k(8), pero como « es
raiz de un polinomio irreducible de grado n, tenemos |k(«) : k| = n, y como j3
es raiz de un polinomio de grado n, ha de ser k(a) = k(8), de donde se sigue
que g es irreducible. n

Veamos algunas aplicaciones de estos teoremas. Llamaremos cuerpos p-ddi-
cos a las extensiones finitas de Q,,.

Teorema 5.31 Sea K un cuerpo p-dadico. Entonces existe un cuerpo numérico
kC K tal que |k: Q| =|K :Q,| y k es denso en K.

DEMOSTRACION: Sea K = Q,(c). Basta aplicar el teorema anterior to-
mando como f el polinomio minimo de  y como g un polinomio ménico con
coeficientes racionales lo suficientemente cercano a f. Si 8 es una raiz de éste
altimo (que esta en K por el teorema anterior), definimos k = Q(f). "

En particular, tal y como afirmabamos, la clausura algebraica de QQ es densa
en K. Las observaciones siguientes (hasta el final de la seccién) no seran nece-
sarias en el resto del libro.
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Si k es un cuerpo numérico, su clausura en Q, es kQ,,, luego tiene grado finito
sobre Q. Esto implica que k # K, (pues hemos visto que la extension K, /Q, es
infinita). El teorema anterior implica que K, es la union de las clausuras de los
cuerpos numéricos, que son subcuerpos propios cerrados. Es facil ver que todo
subcuerpo propio de un cuerpo métrico tiene interior vacio,® luego el teorema
de Baire implica que la clausura algebraica K, no es completa. Por otra parte
su complecioén sigue siendo algebraicamente cerrada:

Teorema 5.32 Sea k un cuerpo métrico discreto completo, sea K su clausura
algebraica y K su complecion. Entonces K es algebraicamente cerrado.

DEMOSTRACION: En primer lugar probamos que K es un cuerpo perfecto.
Hemos de ver que si tiene caracteristica prima p, entonces todos sus elementos
tienen raiz p-ésima.

Ahora bien, cada x € K es el limite de una sucesién {z,,} de elementos de
K, cada uno de los cuales tiene una (unica) raiz p-ésima en K, por ser éste
algebraicamente cerrado. La sucesion { ¢/z,} es de Cauchy, pues

/T = m | = ([T = Y )P = | — V7.
Claramente lim ¢/x,, es una raiz p-ésima de z en K.
n

Sea ahora f(z) € K[z] un polinomio ménico irreducible. Segtin acabamos de
probar, f es separable. Podemos aproximar sus coeficientes desde K y obtener
asi un polinomio g(z) € K[z] moénico y del mismo grado al que podemos aplicar
el teorema 5.30. Entonces g(x) es irreducible (en K[z], luego también en K|[z])
luego tiene grado 1 y f también. ]

5.4 Divisores primos

Cada ideal primo en un orden maximal de un cuerpo numérico K induce
una valoraciéon en K que convierte a éste en un cuerpo métrico discreto. Sin
embargo, los cuerpos numéricos tienen otros valores absolutos no inducidos por
primos (p. €j. el valor absoluto usual en Q, que es arquimediano). Sucede que
ciertos resultados se expresan de forma mas simétrica y elegante si a los primos
de un cuerpo numeérico anadimos ciertos “primos infinitos”, definidos por valores
absolutos arquimedianos y los tratamos formalmente como si fueran ideales
primos. Para concretar estas ideas comenzamos dando la siguiente definicion:

Definicion 5.33 Sea k un cuerpo. Llamaremos divisores primos de k a las
clases de equivalencia de valores absolutos en k distintas de la clase del valor
absoluto trivial.

5Si K C L y K no tiene interior vacio, entonces contiene una bola de centro 0, lo cual
significa que todo elemento de L de valor absoluto suficientemente pequetio esta en K, pero
tomando o € K con |a| > 1 vemos que, para todo 3 € L existe un n tal que 8/a™ € K, luego
B€ K, conloque K = L.
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Un divisor primo es arquimediano o no arquimediano si lo son los valores
absolutos que lo componen. Un divisor primo es discreto si sus valores absolutos
estan inducidos por una valoracién. Todo divisor discreto es no arquimediano.

Si K es un cuerpo numérico y D es su orden maximal, cada ideal primo p de
D determina una valoracién v, en K, que a su vez determina un divisor primo
de K que representaremos igualmente por p.

Notemos que si p y q son ideales primos distintos de D y | |,, | |4, son
valores absolutos inducidos por ellos en k, éstos no son equivalentes, pues si
aep\qy B eq\psecumple que vy(a) > 1, v,(B) =0, vq(B) > 1, vg(a) =0,
luego

lalp <1 =18y,  [Blg <1=lalq.

Asi pues, ideales primos distintos inducen divisores primos distintos y po-
demos considerar que el conjunto de los divisores primos de k contiene a los
ideales primos de D.

Segin comentabamos, hemos introducido la nocién de “divisor primo” para
anadir primos infinitos al conjunto de los ideales primos de un cuerpo numérico.
Los primos que nos faltan son los inducidos por los valores absolutos siguientes:

Definicién 5.34 Sea k un cuerpo numérico y ¢ : K — C un monomorfismo.
Definimos el valor absoluto en k dado por

lale = |o(a)],
donde el valor absoluto del segundo miembro es el usual en C.

Obviamente | |, es un valor absoluto arquimediano en k. Ahora hemos de
determinar si dos de ellos pueden ser equivalentes. La respuesta es que si, pero
s6lo en un caso muy concreto:

Teorema 5.35 Sea k un cuerpo numérico y sean o, 7 : k — C dos monomor-
fismos. Entonces o y 7 inducen valores absolutos equivalentes en k si y sdlo si
o =7 o bien o =7 (la composicion de T con la conjugacion compleja).

DEMOSTRACION: Si ¢ y 7 inducen valores absolutos equivalentes, entonces
ambos dan lugar a la misma complecion K de k. Por otro lado, las clausuras
olk] y 7[k] son compleciones de o[k] y T[k] respectivamente. Consecuentemente

oy 7 se extienden a isomorfismos topologicos o : K — olk] y 7 : K — T[k].

Ahora observamos que o[k] y o[k] son subcuerpos cerrados de C que contie-
nen a Q, luego a R. Tienen que ser concretamente R o C, y como 7' oo es un
isomorfismo entre ellos, tienen que ser iguales y 7-! o ¢ es un R-automorfismo
entre ellos (es un automorfismo continuo que fija a Q, luego por continuidad fija
a R).

Por consiguiente, 77" o 0 es la identidad en R, la identidad en C o bien la
conjugacion en C. En cualquier caso ¢ = 7 o bien ¢ = 7. Restringiendo a k

tenemos la conclusién. n

1

Notemos que si ¢ = 7, entonces los valores absolutos que inducen no sélo
son equivalentes, sino que de hecho son iguales.
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Definicion 5.36 Siguiendo la notacion usual introducida en 3.1, si k es un
cuerpo numérico de grado n llamaremos o1,...,05 : K — R a sus mono-
morfismos reales y 0541,0s41,-.-,0s+¢,0s4+¢ : kK —> C a sus monomorfismos
complejos. De este modo n = s + 2t y llamamos r = s + ¢.

Segun el teorema anterior, los r valores absolutos arquimedianos inducidos
por o1,...,0, son no equivalentes dos a dos, luego inducen r divisores primos
arquimedianos distintos en k. Los llamaremos divisores primos infinitos de k.
Por oposicién, los divisores primos inducidos por los ideales primos del orden
maximal de k seran los divisores primos finitos de k. Un primo infinito de un
cuerpo numeérico es real 0 complejo segin si esta inducido por un monomorfismo
real o complejo.

Asi, por ejemplo, Q tiene un tnico primo arquimediano (real), correspon-
diente a la inclusiéon QQ — R, y que representaremos por oc.

En lo sucesivo, cuando hablemos de divisores primos de un cuerpo numé-
rico sobrentenderemos que nos referimos tinicamente a divisores de uno de estos
tipos: o los divisores finitos inducidos por ideales o los divisores infinitos induci-
dos por monomorfismos. Al final de este capitulo (teorema 5.60) probamos que
en realidad éstos son todos los divisores del cuerpo, pero nunca necesitaremos
este hecho, sino que nos bastaré con el convenio de que no hablamos de ningtn
otro posible divisor.

Observemos que en el contexto de los cuerpos numéricos “divisor primo fi-
nito” es sinénimo de “divisor primo no arquimediano” o “divisor primo discreto”,
mientras que “divisor primo infinito” es sinénimo de “divisor primo arquime-
diano”. A menudo diremos Gnicamente “primo”, en vez de “divisor primo”.

Podemos tomar como valor absoluto canonico para un divisor primo arqui-
mediano p de un cuerpo numérico al dado por la definicién 5.34. Lo represen-
taremos por | |,. Observemos que si ¢ es un monomorfismo complejo, entonces
o y @ inducen el mismo valor absoluto, luego no tenemos dos valores absolutos
candnicos para un mismo divisor.

Convertimos el teorema 5.21 en una definiciéon para el caso arquimediano:

Sea K /k una extension de cuerpos numéricos, sea p un primo infinito de k
vy B un primo infinito de K. Diremos que B divide a p si el valor absoluto
canodnico de P extiende al valor absoluto canénico de p. Lo representaremos
con la notacion habitual: B | p.

Resultados elementales de la teoria de cuerpos nos dan que cada primo ar-
quimediano de K divide a un tnico primo de k, asi como que todo primo arqui-
mediano de k es divisible entre al menos un primo de K. Los primos infinitos
de un cuerpo numérico son exactamente los divisores del primo co de Q.

Si k es un cuerpo numérico y p es un divisor primo en k, llamaremos k, a
la complecion de k respecto a los valores absolutos de p. Llamaremos | |, a la
extension a k, del valor absoluto canénico de p en k.

Las compleciones de los primos arquimedianos de un cuerpo numérico son
faciles de calcular:
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Si p es un primo infinito real de un cuerpo numérico k, inducido por un
monomorfismo ¢ : k — R, entonces ¢ es un isomorfismo topologico entre k
con la topologia inducida por | |, y la topologia usual de R, luego se extiende
a un isomorfismo topolégico entre k, y la complecién de o[k], que obviamente
es R. Asi pues, k, = R. Similarmente, si p es un primo infinito complejo de k
entonces k, = C.

En cualquier caso, la clausura algebraica de la complecién de un primo infi-
nito p es C, por lo que, para unificar la notaciéon con el caso finito, convendremos
en llamar K, = C. El valor absoluto canénico en K, lo definimos como el valor
absoluto usual en C.

Conviene tener presente que muchos de los resultados que hemos probado
para compleciones respecto a primos finitos resultan trivialmente ciertas para
primos infinitos. Por ejemplo, si K/k es una extension de cuerpos numéricos, p
es un primo en k y P es un divisor de p en K, la igualdad Ky = kp K, que el
teorema 5.27 prueba en el caso finito, también vale en el caso infinito, pues el
miembro derecho ha de ser R o C, completo en cualquier caso, luego cerrado en
K, y al contener a K es denso.

Si K/k es una extension de cuerpos numéricos, p es un divisor primo en k y
B es un divisor primo en K que divida a p, la definicion de grado local

n(P/p) = [Kq : kyl.
tiene sentido ahora incluso si los divisores son infinitos.

Teorema 5.37 Sea K/k una extension de grado n de cuerpos numéricos y sea p
un primo en k. Entonces
n= > n(P/p).

Blp

DEMOSTRACION: Se entiende que la suma recorre los divisores primos de p en
K. Para primos finitos lo tenemos probado ya (como consecuencia inmediata de
los teoremas 5.22 y 2.34). Supongamos ahora que p es un primo infinito, digamos
que inducido por el monomorfismo o : k — C, y veamos que hay exactamente n
monomorfismos 7 : K — C que extienden a 0. En efecto, fijado uno de ellos,
cualquier otro es de la forma 7 o p, donde p es un o[k]-monomorfismo de 7[K],
y p puede tomar n valores posibles.

Estos n monomorfismos determinan todos los divisores de p en K, pero
hemos de tener presente que cada par de monomorfismos conjugados dan lugar
al mismo divisor. Si p es un primo complejo, entonces todas las extensiones de
o seran monomorfismos complejos y todos los grados locales seran n(/p) = 1.
Por otra parte, la conjugacion de una extensiéon de ¢ ya no serd una extension
de o, luego las n extensiones son no conjugadas dos a dos y dan lugar a n
divisores distintos. La relaciéon buscada es en este cason =14 ---+ 1.

Si p es real, entonces o puede tener s extensiones reales y ¢ pares de exten-
siones conjugadas. Tenemos entonces que n = s + 2t. Las extensiones reales
dan lugar a s primos reales distintos en K para los cuales n(3/p) = 1. Las
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extensiones complejas dan lugar a ¢ primos complejos distintos para los cuales
n(P/p) = 2. Claramente también en este caso se cumple la relacion entre los
grados. L]

La relacion n(P/p) = e(B/p)f(P/p) solo tiene sentido, en principio, para
primos finitos. Podemos extenderla al caso infinito adoptando el convenio de
que si By p son primos infinitos tales que P | p, entonces su grado de inercia

es f(B/p) =1y su indice de ramificacion es e(P/p) = n(B/p).

Para completar la analogia convendremos también en que un primo infinito
factoriza como producto de los primos que lo dividen con las multiplicidades
determinadas por los indices de ramificacién. Por ejemplo, en los cuerpos cua-
draticos reales el primo oo de QQ se escinde en dos factores primos reales distintos:
00 = 0010092, mientras que en los cuerpos cuadraticos imaginarios se ramifica:
00 = 00?.

En el teorema anterior hemos empleado argumentos completamente distintos
para los primos finitos y para los infinitos. Ahora probaremos un resultado que
generaliza la construccién que hemos hecho de los primos arquimedianos de
un cuerpo numérico y la extiende al caso de los primos finitos. Con su ayuda
podremos probar muchos resultados sobre primos sin necesidad de distinguir si
son finitos o no.

Teorema 5.38 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos y p un divisor
primo de k. Entonces:

1. Para cada k-monomorfismo o : K — K, existe un primo P en K divisor
de p tal que o)y = |o(a)|p para todo o € K.

2. Para cada primo B de K que divide a p, los k-monomorfismos que inducen
el primo B segin el apartado 1) son exactamente las restricciones a K de
los ky-monomorfismos o : Ky — K, y hay exactamente n(PB/p) de
ellos.

3. Dos k-monomorfismos o y T inducen el mismo valor absoluto si y sdlo si
existe un ky-automorfismo ¢ : K, — K, tal que c o = 7.

DEMOSTRACION: Si B es un divisor primo de p en K, el teorema 5.23
implica que cada kp-monomorfismo 7 : Koz — K es una isometria, pues el
valor absoluto en Ky dado por |a| = |7(a)|, extiende al valor absoluto canénico
de k,, luego ha de ser el valor absoluto canénico de K.

Por lo tanto, su restriccién a K es un k-monomorfismo o : K — K, que
cumple |a|p = |o(a)ly, para todo o € K, es decir, que induce el primo 9 en el
sentido del apartado 1).

Como K es denso en Ko, las restricciones de dos ky-monomorfismos distintos
han de ser dos k-monomorfismos distintos, luego asi obtenemos n(3/p) de ellos.

Ademas, dos k-monomorfismos obtenidos por restriccion desde dos comple-
ciones correspondientes a primos distintos en K han de ser distintos entre si,
pues cada uno induce en K valor absoluto distinto. Por el teorema anterior,
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si el grado de K/k es n, tenemos n monomorfismos distintos que cumplen el
apartado 1), pero éstos son todos los k-monomorfismos de K, luego a) es cierto
para todos los k-monomorfismos. Este razonamiento prueba también 2).

3) Si o y 7 inducen el mismo valor absoluto en K, digamos | |y, por b)
ambos se extienden a sendos kp-monomorfismos o, 7 : K3 — K. Entonces
ot o7t : o[Ky] — 7[Kg] es un kp-isomorfismo que se extiende a un k-
automorfismo ¢ : K, — K,, (porque K, es la clausura algebraica de los cuerpos
o[K,] y T7[K,]). Claramente entonces o o ¢ = 7.

Reciprocamente, supongamos que oo = 7 para un cierto kp-automorfismo ¢.
Entonces para todo a € K se tiene |7(a)|, = |¢(0(a))|, = |o(a)]p, porque los
ky-automorfismos son isometrias (en el caso infinito son la identidad en R o C
o la conjugacion compleja). Vemos, pues, que ambos monomorfismos inducen
el mismo valor absoluto. L]

De este teorema se siguen relaciones muy importantes entre los primos de
un cuerpo numeérico.

Definicion 5.39 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos. Sea p un primo
en k y P un primo en K que divida a p. Llamaremos norma local Ny y traza
local Trop a la norma y la traza de la extension Ko /ky.

Si @ € K, la norma de « (en la extension K/k) es el producto las imagenes
de « por los k-monomorfismos de K. Sin més que agrupar los factores corres-
pondientes a monomorfismos que inducen un mismo primo B segin el teorema
anterior obtenemos que

Ny (@) = TT Nog(a), (5.3)
Blp
y analogamente para la traza:
Trf (o) = %: Trp (). (5.4)
p

Més aun, en el caso en que k = Q y p = p es un primo racional (finito
0 no), entonces Ny(c) es el producto de todos los conjugados de a por los
monomorfismos que inducen el valor absoluto de 93, o sea por los monomorfismos
que cumplen |a|p = |o(a)|,. Por lo tanto, si llamamos ny = n(PB/p), resulta
que | Ny (a)|p, = |a|$ﬁ. Por consiguiente

K|, = alm®. 5.5
|Ng ()] ql;‘[p\ | (5.5)

De aqui obtenemos:

Teorema 5.40 (Formula del producto) Sea K un cuerpo numérico. Para
cada primo p de K sea p el primo racional divisible entre p y sea n, el grado
local n(p/p). Entonces para todo o € K no nulo se cumple

[laly” =1,
P

donde p recorre todos los primos de K.
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DEMOSTRACION: Notemos en primer lugar que si r es un ntmero racional
no nulo y p recorre todos los primos de QQ se cumple

[Tl =1.
P
En efecto, si ¢ es un ntimero primo entonces

1/q sip=gq,
lglp=94 1 sig#p#oc
q sip=o0

Claramente entonces la formula es cierta para todo primo ¢g. Trivialmente es
cierta para +1 y, como el producto es multiplicativo, la férmula es valida para
todo nimero racional no nulo. Por la formula (5.5) concluimos

1= l;[l N(@)lp = [TTTlals" = l;[\alg"-

P plp

Definicién 5.41 Sea p un primo de un cuerpo numérico K, sea p el primo
racional al cual divide y sea n, el grado local n(p/p). Para cada o € K definimos

ledlp = laf*

Claramente || ||, es un valor absoluto asociado a p excepto cuando p es un
primo complejo, en cuyo caso se trata del cuadrado del valor absoluto canoénico.
En estos términos la formula del producto se expresa como

[Tllelp = 1. (5.6)

p
En el caso de los primos no arquimedianos || ||, es un valor absoluto muy
natural. En efecto, si vy(m) = 1 y p es el primo racional divisible entre p

(digamos p = p®), entonces p = en®, para una cierta unidad e (de K,). Asi,
1/p = |plp = Iply = |7y, luego |7|, = (1/p)}/¢ y, en definitiva,

1\ 1 1
o= () =2 = 6.7

Esto caracteriza a || ||, como el valor absoluto dado por |||, = (1/Np)v»().

Senalemos ahora otra consecuencia del teorema 5.38. En la seccién anterior
hemos visto que, si p es un primo finito, la clausura algebraica K, no es completa,
pero si K C K, es un cuerpo numérico (notemos que K, contiene una clausura
algebraica de Q, y por lo tanto a todos los cuerpos numéricos) entonces la
inclusién de K en K, es un Q-monomorfismo que determina un primo p en K.
Dicha inclusion se extiende a una isometria K, — K,, cuya imagen es la
clausura de K en K,. Asf pues, K es completo aunque K, no lo sea.

Veamos ahora qué podemos anadir para extensiones de Galois. Para empe-
zar, el grupo de Galois actta sobre los primos. Conviene dar una definiciéon en
el caso general:
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Definicion 5.42 Sea o : K — L un isomorfismo de cuerpos numéricos y sea
p un divisor primo en K. Definimos o(p) como el divisor primo de L inducido
por el valor absoluto dado por |al,,) = [0~ (a)|, para todo o € L.

Entonces ¢ es una isometria si en K consideramos el valor absoluto de p y
en L el de o(p), luego o se extiende a una isometria o : Ky — Ly (p)-

Pasemos ya al caso en que K/k es una extension de Galois de cuerpos nu-
méricos y 0 € G(K/k). Entonces si p es un primo de k y B | p se cumple que
a(B) | p (pues el valor absoluto | |,y extiende al valor absoluto de p), o sea,
que o permuta los divisores de p.

Observemos que si el primo P es no arquimediano entonces el primo o (%3)
que acabamos de definir es el definido en la seccion 2.4 pues, considerados como
ideales, o € o(p) si y s6lo si ||y < 1, sl y solo si [0~ ()], < 1, siy solo si
o (a) € p, siysolosia e ofp].

Ahora podemos definir el grupo de descomposicion
Gy ={o € G(K/k) | o(p) = p} < G(K/k),

para cualquier divisor primo de K, incluso si es infinito. El teorema siguiente
generaliza los resultados que probamos en la seccion 2.4 para el caso finito:

Teorema 5.43 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos. Sea p
un divisor primo en k. Entonces

1. SiPB1 y P2 son divisores de p en K existe un automorfismo o € G(K/k)
tal que o(P1) = Pa.

2. 5iB es un divisor de p en K, el grupo de Galois local G(K,/k,) es iso-
morfo al grupo de descomposicion G (el isomorfismo es la restriccidn).

En particular |G| = n(B/p).

3. SiTeG(K/k) y*B es un primo de K, entonces Grpy = Gj.

DEMOSTRACION: 1) Tomamos como K, una clausura algebraica de Ky, y
asi Ky, C K, v el valor absoluto asociado a P, coincide con el de K.

Sea ¢ : K — K, que induce el valor absoluto de B;, es decir, tal que
g, = lo(a)]p = lo(a)[sp,.

Como K/k es de Galois se cumple que o € G(K/k), y asi o(P1) = Po.

2) Si 0 € G(Kyp/kp) entonces 0 : Ky — Ky es una isometria, luego su
restriccion a K es una isometria para el valor absoluto de 93, luego () = *B.

Reciprocamente, si () = P entonces o se extiende a un automorfismo de
K, que fija a k, luego a k, (por continuidad).

La restriccion es inyectiva porque K es denso en Ky, y claramente es un
isomorfismo de grupos.

3) El argumento empleado en el caso finito es valido en general. m
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Observemos que el teorema anterior implica que en las extensiones de Galois
el indice de ramificacién de todos los divisores de un mismo primo es constante
(los grupos tienen todos el mismo ntmero de elementos).

Como aplicacién de los resultados de esta secciéon probaremos un teorema
sobre escision de primos.

Definiciéon 5.44 Sea K/k una extension de grado n de cuerpos numeéricos.
Diremos que un divisor primo p de k se escinde completamente en K si tiene
exactamente n divisores en K. Por el teorema 5.37 esto equivale a que los
grados locales n(3/p) sean 1 para todos los divisores 3 de p en K, lo que a su

vez equivale a que e(P/p) = f(P/p) = 1.
Teorema 5.45 Se cumple:

1. Sik C K C L son cuerpos numéricos, un primo p de k se escinde comple-
tamente en L si y sdlo si se escinde completamente en K y cada divisor
de p en K se escinde completamente en L.

2. Si K/k y L/k son extensiones de cuerpos numéricos, p es un primo de k
que se escinde completamente en K y B es un primo en L que divide a p,
entonces P se escinde completamente en K L.

3. Si K/k y L/k son extensiones de cuerpos numéricos y p es un primo
de k que se escinde completamente en K y en L, entonces p se escinde
completamente en KL.

DEMOSTRACION: 1) es inmediato a partir de la definicion.

3) es consecuencia de 1) y 2): todo divisor de p en L se escinde completamente
en KL, luego p se escinde completamente en K L.

Para probar 2) observemos en general que cada divisor de p en una exten-
sion T de k de grado n viene determinado por uno de los k-monomorfismos
T — K,. Como hay n de ellos, p se escindird completamente si y sélo si no
hay dos k-monomorfismos que determinen el mismo valor absoluto. Pero sabe-
mos que dos k-monomorfismos o y 7 determinan el mismo valor absoluto si y
sélo si 0 = 7 0 ¢, donde ¢ es un ky-monomorfismo de K,. La conclusién es,
pues, que p se escinde en T si y sélo si para todo k-monomorfismo o : T' — K,
se cumple que cualquier k,-monomorfismo de K,, es la identidad en o[T], o sea,
si para todo k-monomorfismo o se cumple que o[T] C ky.

Ahora notamos que, puesto que Kq/k, es una extension finita, la clausura
algebraica Ky es también una clausura algebraica de k;, luego podemos consi-
derar Ky = K.

Para ver que P se escinde completamente en K L consideramos un L-mono-
morfismo o : KL — Ky. Puesto que o se restringe a un k-monomorfismo
o0: K — K, y p se escinde completamente en K, ha de ser o¢[K] C k, y, dado
que o fija a los elementos de L, resulta que o[K L] C kyL = Ly. Por lo tanto
se escinde completamente en K L. L]
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Ejemplo Consideremos un cuerpo ctbico puro Q(</m). Su clausura normal
se obtiene adjuntando una raiz ctubica de la unidad o, equivalentemente, ad-
juntando /=3, pues una raiz ctibica de la unidad es w = (=1 + v/=3)/2 y los
conjugados de ¢/m son wym y w?ym.

Por lo tanto, el cuerpo K = Q(¢/m,/—3) es una extension finita de Galois
sobre Q de grado 6. El teorema anterior nos permite determinar la factorizaciéon
en K de los primos racionales a partir de la factorizacion en Q(¥/m) y en
Q(v/=3), ambas vistas en la seccion 2.3.

La tabla siguiente recoge todos los casos posibles (la notacion es la introdu-
cida en la seccion 2.3):

Casos QW=3) | Q(ym) K el f

p= 1(3) 2*=ab*(p) p1p2 p1paPs | PipaPspapsps [ 1] 1

ptab ® £ ab*(p) | pip2 p p1p2 1|3
p=-1(3) p pip2 p1baps 112

plab p= 1(3) pip2 p (pip2)® |31
p=-1(3) P p p 3|2

p=3 Tipo I p p po 61
Tipo II p? p1p3 (pipops)? |21

La primera fila se obtiene aplicando el teorema anterior: p se escinde comple-
tamente tanto en Q(y/—3) como en Q({/m), luego se escinde completamente en
el producto. Las restantes se deducen elementalmente usando la transitividad
de ey f. Tomemos por ejemplo la tercera fila. Sabemos que f ha de ser miltiplo
de 2 (porque vale 2 en Q(1/—3)) y divisor de 6, pero no puede ser 6 porque el
nimero de primos ha de ser r > 2 (por Q(¥/m)), luego ha de ser f = 2, y la
dnica posibilidad es 7 = 3, f = 2, e = 1. En los demas casos se razona de forma
similar. m

Ejercicio: Factorizar oo en las tres extensiones del ejemplo anterior.

Terminamos la seccién con un teorema muy Ttil sobre valores absolutos que
generaliza al teorema chino del resto:

Teorema 5.46 (Teorema de aproximaciéon (Artin-Whaples)) Sea K un

cuerpo y sean | |1,...,| |n valores absolutos en K no triviales y no equivalentes
dos a dos. Sean x1,...,x, € K ye > 0. Entonces existe un x € K tal que
|v —zi)s <€ parai=1,...,n.

DEMOSTRACION: Notemos en primer lugar que si dos valores absolutos no
triviales cumplen que cuando |af; < 1 también |ajy < 1, entonces ambos son
equivalentes.

En efecto, existe un cierto ¢ € K tal que 0 < |c|o < 1. De este modo |a]; < 1
implica que |a™|; < |c|; para n suficientemente grande, luego |a™/c|; < 1, luego
la™/cla < 1, luego |a™|2 < |c]a < 1, y por lo tanto |a|z < 1. Reciprocamente,
|l > 1 implica que |1/afr <1, luego |1/als <1y |aja > 1.
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Asi pues, |aj; < 1 siy solo si |a|e < 1. De aqui se sigue claramente la
equivalencia.
Ahora las hipotesis del teorema nos dan que existen «, 8 € K tales que

|OZ|1 < la ‘Oé|2 > 1 |B|1 > 1a ‘ﬂlQ <1

Llamando y = 8/« resulta que |y|1 > 1, |y|2 < 1.

Veamos por induccién sobre n que existe un cierto y € K tal que |yl > 1,
lyl; < 1 para i =2,...,n. Lo tenemos probado para n = 2. Supongamos que
existe un y € K tal que |y|; > 1, |y|; < 1 para i = 2,...,n — 1. Tomemos
también un z € K que cumpla |z|; > 1, |z|, < 1.

Si se cumple |y|, < 1 entonces y™z cumple lo pedido cuando m es suficien-
temente grande. Si |y|, > 1 consideramos la sucesion u,, = y™ /(1 + y™), que
claramente tiende a 1 respecto a los valores absolutos | |1 y | |, y tiende a 0
respecto a los restantes. Cuando m es suficientemente grande u,,z cumple lo
pedido.

Sea, pues, y € K tal que |y|1 > 1, |y|; < 1 para i = 2,...,n. Usamos de
nuevo que la sucesion ™ /(1+y™) tiende a 1 respecto al primer valor absoluto y
tiende a 0 respecto a los deméas. MultiplicaAndola por z; y tomando un término
suficientemente lejano obtenemos un elemento y; € K tal que |z; — y1]1 < ¢/n
y ly1li < €¢/n parai=2,... n.

Del mismo modo podemos obtener elementos y; tales que |z; — y;|; < €/n,
lysl; < €/n para j # 4. El teorema se cumple con = y1 + - - + yn. "

5.5 Criterios de existencia de raices

Presentamos ahora unos resultados sobre existencia de raices de polinomios
en cuerpos métricos completos discretos que seran necesarios en capitulos pos-
teriores. Por ejemplo, tras el teorema 5.22 hemos visto que, si p es un primo
impar y p { m, el polinomio 2% — m tiene una raiz en Q, si y solo si tiene una
raiz moédulo p. Eso es un caso particular del teorema siguiente (con k = 0):

Teorema 5.47 Sea K un cuerpo métrico discreto completo. Sea D su anillo de
enteros y p su ideal primo. Sea F(x1,...,x,) € D[x1,...,x,] y sean y1,...,7,
enteros tales que para cierto i (1 <i <n)y cierto k > 0 se cumpla:
F(Vla"'a')/n) =0 (méd p2k+1)7
Fi/(’yh'”a’)/n) = O(méd pk)a
Fl(y1,--5m)  # 0 (mod p**h),
donde F] representa la derivada parcial formal respecto a la indeterminada x;.

Entonces existen enteros d1,...,0, tales que F(d1,...,6,) = 0 y ademds para
cada j se cumple §; = ; (méd pF+l).

DEMOSTRACION: Consideremos el polinomio

f((E) = F(’hw-~>%7179€,%+17~-~ﬁn)~
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Basta encontrar un entero a tal que f(a) = 0y a = v; (méd p*+1). Por
simplificar la notaciéon llamaremos vy = ;.

Vamos a construir una sucesiéon de enteros ag, s, ..., todos congruentes
con v modulo p**! y de modo que f(a,,) = 0 (méd p2:+1+™). Por hipotesis
podemos partir de ay = 7. Dados «y, ..., a,—1 en estas condiciones, tenemos
en particular que

Qo1 =7 (m6d pEY), flam-1) = 0 (mod p2m).
Desarrollemos f(z) en potencias de & — cy,—1:

fx)=Bo+Bi(x —am_1) + Ba(x — 1)+ -,

donde los coeficientes 3; son enteros.

Ast, Bo = f(am—1) = m2*T™ A, para un cierto entero A y un primo 7, y
B = f'(am_1) = f'(7) (méd p**1), luego B; = 7B para un cierto entero B no
divisible entre p.

Esta tltima condicién nos asegura que existe un entero C' de manera que
A+ BC =0 (méd p). Si hacemos a,, = a1 + 7™ tenemos ciertamente
que ay, = a1 = (méd pFHl) y ademas

flay) = 72mA 4L 72k B O + By(ntmC)? 4 .-
w2 (A 4+ BC) 4 Bo(nFT™C)? + .- = 0 (méd p2kTitm),
puesto que para r > 2 se cumple que kr +mr > 2k + 1 + m.
Con esto queda justificada la existencia de la sucesiéon «q, a1, . . ., y de hecho,

segiin la construccion, a,, = q,_1 + T™C, o sea, v(ay — am_1) > k +m,
luego por el teorema 5.7 resulta que existe « = lima,,, € D. Puesto que la
m

sucesion (ay, — ) /7*+! también esta contenida en D, su limite, (o — ) /7% +L,
es un entero, luego se cumple que a = v (méd pF+1).
Ademas por construccion v(f(am)) > 2k + 1+ m, luego lim f(a,,) = 0.
m

Como los polinomios son funciones continuas, f(a) = 0. "

A menudo nos bastaréd aplicar el caso particular £ = 0, que enunciamos a
continuacion:

Teorema 5.48 Sea K un cuerpo métrico discreto completo. Sea D su anillo de

enteros y p su ideal primo. Sea F(x1,...,2,) € D][x1,...,25] y s€an v1,...,Vn
enteros tales que para cierto i (1 <i<n) se cumpla:

F(’Ylv'-wr}/n) = O(méd p)7
Entonces existen enteros d1,...,0, tales que F(d1,...,0,) = 0 y ademds para

cada j se cumple §; = y; (méd p).

El teorema siguiente es menos practico, porque reduce la existencia de raices
de un polinomio en un cuerpo métrico discreto y completo a la solubilidad de
infinitas congruencias, pero muestra de la forma mas clara posible la relacion
entre existencia de raices y congruencias. Dejamos la prueba a cargo del lector.
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Teorema 5.49 Sea K un cuerpo métrico discreto completo. Sea D su anillo

de enteros y p su ideal primo. Sea F(x1,...,z,) € Dlx1,...,2,]. Entonces la
ecuacion F(xq,...,x,) = 0 tiene solucion en D si y sélo si las congruencias
F(z1,...,2,) =0 (méd p™) tienen solucion para todo m.

5.6 Series en cuerpos métricos discretos

En esta seccién mostramos que las series convergentes en cuerpos completos
no arquimedianos se comportan como las series absolutamente convergentes
en los cuerpos completos arquimedianos. Esto es consecuencia del teorema
siguiente:

Teorema 5.50 La convergencia y la suma de una serie en un cuerpo completo
no arquimediano no se altera si se reordenan sus términos.

DEMOSTRACION: Es claro que una sucesiéon de ntimeros reales tiende a cero
si y s6lo si cualquier reordenaciéon suya tiende a cero. Por el teorema 5.8, una
o0

serie Y «, es convergente si y solo si (ay,) tiende a 0, si y s6lo si (|ay,|) tiende
n=0
a 0, y esto no depende de la ordenacion.
oo
Supongamos ahora que > «, converge a S pero una reordenacion suya
n=0
(o]

Br converge a S’ # S. Sea e = |S — S’|. Existe un k tal que si m > k
=0
" m
entonces | Y. «a, — S| < e. También podemos exigir que |a,| < € para n > k.

n=0
Sea k' > k tal que {aq,...,ax} C{B1,.... B}y

< €.

k/
Z ﬂn - S/
n=0

Entonces
55 = ](S— Ekiﬁn) + (iﬂn—S’)
n=0 n=0
- ‘(5 ian) ~R+ (iﬁns’)
0 n=0

n=

Y

donde R es la suma de los elementos de {f1, ..., Sk} \ {a1,...,ar}, todos ellos
con valor absoluto menor que e.

La desigualdad triangular no arquimediana nos da que |S — 5’| < ¢, en
contradiccién con la elecciéon de e. Por lo tanto S = S’. n

De aqui se sigue que (en los cuerpos completos no arquimedianos) podemos
definir series de la forma Y «;, donde I es un conjunto numerable, sin especificar
i€l
el orden de los sumandos. Bajo esta notaciéon se incluyen las sumas finitas.
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Observemos que si la serie es convergente, para todo € > 0 existe un Fy C [

finito tal que para todo Fy C F C I finito se cumple | > a; — > ;| < e. En
i€l i€F
efecto, basta tomar Fy de modo que |o;| < €/2 para i € I\ Fp, pues entonces
todas las sumas parciales de la serie > a; = > «a; — Y. «; tienen valor
iel\F i€l i€k
absoluto menor que €/2, luego el limite cumple | > a; — > | <€/2 < e.
i€l i€F

De hecho esto es una caracterizacion de la convergencia que no depende de
ninguna ordenacién en particular. Esto hace que todas las series convergentes
en un cuerpo métrico completo no arquimediano se comporten como las series
absolutamente convergentes en un cuerpo métrico completo arquimediano. Por
ejemplo, se cumple la asociatividad infinita:

Teorema 5.51 Sea («;)ier una familia de elementos de un cuerpo completo no

oo
arquimediano. Sea I = |J I, una division de I en partes disjuntas. Si Yy, o; es

=0 00 i€l
convergente también lo son las series > a; y >, Y. «;, y ademds entonces
> iel, n=01iel,
diai= 3 )
i€l n=0icl,

DEMOSTRACION: Las series Y. «a; son convergentes porque son finitas o
icl,

bien los sumandos (ordenados de algin modo) forman una subsucesion de una
sucesion convergente a cero.

Dado € > 0, todos los «; salvo un namero finito cumplen que |o;| < e,
luego todas las series Y «; salvo quiza un numero finito de ellas cumplen que

i€,

| > ;] < e (lo cumplen las sumas parciales y por continuidad el limite), lo que
i€l [eS)
significa que el término general de la serie Y. > «; tiende a 0, luego la serie
es convergente. n=01i€l,

o0
Sea ahora € > 0. Existe un namero natural ng tal que | > Y o] <e.
n=no+1i€l,

Para cada n < ng existe un conjunto finito F,, C I, tal que si F;,, C F' C I,,

entonces | > a; — Y. o] <e.
i€, i€F,

Sea F un conjunto finito que contenga a todos los Fj, y de manera que

| > a; — > ay| < e. Entonces

i€l iEF
oo
DRI TR PR
n=04i€l, i€l

o) no
SI(X Ya)+(X Ya-Ya)+(Ta-Ya)<e
n=no+14€Il, n=01€l, ieF i€ F el
Por lo tanto ambas sumas coinciden. =

oo
Ejercicio: Probar que aunque las series o «; converjan, la serie w;
7
no tiene por qué converger. i€ln n=0i€ln =
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Ahora es claro el teorema del producto de series, es decir,

>, fj= (Z Oéz') (Z ,Bj),
(i,5)EIXJT i€l jEJ
donde la serie de la izquierda converge si convergen las dos series de la derecha.
En efecto, la convergencia es obvia, y aplicando el teorema anterior,

S aif= (S ais) = (i S 4)) = (T o) (Z 8).

(i,4)eIxJ i€l NjedJ icl JjE€J icl jE€J

Anillos de series formales de potencias Vamos a estudiar las series de po-
tencias en cuerpos completos no arquimedianos, pero antes conviene introducir
un “marco algebraico”

Definicién 5.52 Si K es un cuerpo, definimos el anillo de las series formales
de potencias en K (de una indeterminada) como el conjunto K[[z]] de todas las
sucesiones en K.

En lugar de representar sus elementos en la forma {a,, }°%,, los representa-
n=0»

remos en la forma

o0

> anz",

n=0
pero hay que entender que la suma es “formal”; es decir, que no hay en realidad
ninguna suma, sino que la “suma” no es mas que la sucesion de los coeficientes.
Es facil ver que K{[z]] se convierte en un anillo conmutativo y unitario con las
operaciones

o0

S apz™ 4+ > bpax™ = > (an +by)a™,
n=0 n=0

n=0

&) o0 &) n
(Z anx”) ( > bnm”) > (Z akbn,k)x”.
n=0 n=0 n=0 k=0
También es claro que podemos considerar al anillo de polinomios K[z] como
subanillo de K[[x]] sin més que identificar los polinomios con las series formales
que tienen nulos sus coeficientes a partir de uno dado.

Notemos que K|[[z]] es un dominio integro, pues si
[ee] o0
F=5 aya", G=> bya"
n=0 n=0

son dos series formales de potencias no nulas, podemos considerar los minimos
indices tales que ap,, 7# 0 # by, , y es claro entonces que a,,b,, 7# 0 es el menor
coeficiente no nulo de F'G, lo que prueba que F'G # 0.

Mas atn, podemos definir v : KJ[z]] \ {0} — N de modo que v(F) sea
el menor indice n tal que el coeficiente a,, de F' es no nulo, y es inmediato
comprobar que v cumple las propiedades de la definicion de valoracion 5.11
salvo por el hecho de que K{[z]] no es un cuerpo.
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Ahora bien, si llamamos K ((z)) al cuerpo de cocientes de K[[z]], también es
inmediato que v se extiende a una valoracion v : K((z)) \ {0} — Z mediante

v(F/G) =v(F) —v(G).

Notemos que la restriccion de v a K () no es sino la valoracion definida por
el primo z del dominio de Dedekind K[z]. Vamos a probar que K((z)), con su
estructura de cuerpo métrico discreto dada por la valoracién v, es precisamente
la complecion del cuerpo K (z). Primero conviene probar lo siguiente:

n

o0
Teorema 5.53 Si K es un cuerpo, una serie F' = > a,x™ es una unidad en

n=0
K{[z]] siy sélo siag # 0 o, equivalentemente, si y solo si v(F) = 0.

o0
DEMOSTRACION: Si F es una unidad y F~' = " b,2", es claro que la
relacién FF~! = 1 implica agby = 1, luego ag # 0. 7=0

Reciprocamente, si ag # 0, podemos definir recurrentemente una sucesion
de coeficientes {b, }52, despejando en las relaciones

apbo =1, apby +aibp =0, apba + a1by + azby = 0,
y es claro que la serie F~! definida por esta sucesién cumple FF~ ! =1. =

[ee]
Como consecuencia, si F' = > a,z™ cumple v(F) = k, eso significa que
n=0

ag =+ aip_1 =0y podemos factorizar

F =2 apa™,
n=0
donde el segundo factor es una unidad, es decir, que todo elemento no nulo de
K|[[z]] se expresa (claramente de forma tinica) como F = z*E, donde E € K|[z]]
es una unidad (es decir, que cumple v(E) = 0) y k = v(F). Por lo tanto, toda
fraccion no nula de K ((z)) se expresa de forma tnica como
F xkEl

m
— = = E
G l’l E2 v ’

donde F € K]|[z]] es una unidad y m = k — [l = v(F) — v(G) = v(F/G).

A partir de aqui adoptamos el convenio de escribir
o0 o0 o0
23 apr” = Y apz"tF = 3 a2
n=0 n=0 n==k

incluso si k es negativo, y asi hemos probado lo siguiente:

Teorema 5.54 Si K es un cuerpo, cada elemento F € K((x)) no nulo se
expresa en forma unica como serie

&)
F=73 a2,

n==k

donde k =v(F) € Z y a, # 0.
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Asi, v(F') es el menor indice de un coeficiente no nulo de la serie F, incluso
si dicho indice es negativo. Ahora es inmediato que K|[[z]] es el anillo de enteros
de K((z)) como cuerpo métrico discreto.

Teorema 5.55 Si K es un cuerpo, K((z)) es la complecion del cuerpo K (x)
respecto de la valoracion inducida por el primo x de K|z].

DEMOSTRACION: Para probar que K((z)) es completo consideramos una
sucesion de Cauchy en K ((x)), digamos

o0
Sk =Y arnx"

n=mig

Esto significa que, para cada namero natural N, existe un kg tal que si
ko < k < K, se cumple que v(Sy — Sk) > N, lo que a su vez significa que
ak,n = Q' n para todo n < N. En otros términos, cada sucesién {akm}iozo es
finalmente igual a un valor constante a,,, con lo que podemos definir una serie

S= 3 ana" € K((x).

n=m

Notemos que tiene que haber un minimo indice m tal que a,, # 0, pues toda
sucesion de Cauchy esta acotada, es decir, |S,| tiene una cota superios, lo que
equivale a que v(S,) tiene una cota inferior m € Z, de modo que si n < m
entonces ay , = 0 para todo k, luego a, = 0. Ahora es facil ver que lilgn S =2S5.

Por otra parte, dado cualquier S € K((z)) es claro que la sucesion de sus
sumas parciales
N
SN = > apz™ € K(x)
n=m
converge a S, luego K(x) es denso en K((x)), y esto implica que K((x)) es la

complecion de K (z). n

Si K es un cuerpo métrico completo, el teorema [An 3.59] prueba que cada
elemento F' € K[[z]] converge absolutamente en una bola abierta B de centro 0
(0o en @ o en todo K), en la cual determina una funciéon F : B — K.

Es evidente que la funciéon asociada a F' 4+ G es la suma de las funciones
asociadas a F'y G, mientras que, por [An 2.86], la funcién asociada a F'G es el
producto de las funciones asociadas a F' y G. Si F' es un polinomio, converge
en todo K y su funcién asociada es la sustitucion usual.

Podemos definir como sigue una sustitucion en K[[z]]: Sean dos series
o0 (e}
fl@)= 3 ana™ y  glx) = 3 bpa™,
n=0

la segunda sin término independiente.
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(o]
Para cada natural n sea a,, g(z)" = Y. c,xz". Entonces definimos
k=n

(g0 P)@) = a0+ 5 32 cmpa™.
k=1n=1

Si f v g son series de C[[z]] de modo que g no tiene término independiente, g
converge en un disco de centro 0 y f converge en la imagen por g de dicho disco,
entonces go f converge en el disco a la composicion de g y f. En efecto, la serie

0o 00 K
ag + Z Z Cnk
n=1k=n

converge a g o f en un entorno de 0, su derivada r-ésima es

i i enkk(k — 1)"'(]@—7“—1-1)@’“_7"’

n=1k=méx{n,r}

y en 0 queda
-
! > cnr,
n=1

luego su serie de Taylor es la que hemos definido como g o f. Ahora vamos a
probar que el mismo resultado es valido en nuestro contexto.

Teorema 5.56 Sea K un cuerpo métrico discreto completo. Sean f y g dos
series de potencias en K tales que f(x) converja para v(z) > r, g(x) tenga
término independiente nulo, converja para un ciertoy € K y v(byny™) > r para
todom > 1 (siendo by, el coeficiente m-simo de g). Entonces (go f)(y) converge

a f(g(y)).

DEMOSTRACION: Siguiendo la notacién que hemos empleado para definir

o f, consideremos la serie »  ¢;;y’. Por definicion de ¢,,, tenemos que
’ . . J
i,

Comy™ =Y anbuy™t by

t1,tn>1
ti4-Ftp=m

Sea N = min{v(bmym)} > r. Entonces
v(camy™) > min{v(anbtlyt1 . 'btnyt")} > v(a,) +nN.

Como N = v(xg) paraun 2oy f(zo) converge, resulta que v(a,)+nN = v(a,zf)
tiende a infinito, luego lo mismo le ocurre a v(cpmy™) (uniformemente en m).
Esto significa que v(c,my™) se hace arbitrariamente grande para todo n > ng

(oo}
y todo m. Para los n < ng usamos que a, g(y)” = > Cumy™ converge, luego
m=n

v(Crmy™) tiende a infinito para cada n. En definitiva, existe un mq tal que si
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n > ng o0 m > my entonces v(cymy™) es arbitrariamente grande. Esto garantiza
la convergencia de la serie doble

(go fly) = a0+ ki i cnkyF

=1n=1

y, como entonces podemos reordenar los sumandos, resulta que

(go fly) = i:)o é cryt = i:)o an(9)" = f(9(v)). .

Fijemos ahora un cuerpo numérico K y sea p un ideal primo de su anillo de
enteros. Sea p el primo racional divisible entre p. Digamos que p = pca, para
cierto ideal a primo con p. Tenemos entonces la relacion v, (r) = evy,(r) para
todo nimero racional r. Vamos a estudiar el comportamiento de las series de
potencias en Ky

[e%s} n o n+1
T -1
expx = E e log(1+z) = E %x"
n=0 : n=1

En primer lugar calcularemos su dominio de convergencia. Claramente
vp(nl) = B(n/p) + E(n/p?) + -,

donde E denota la parte entera (observemos que FE(n/p?) es el ntimero de miil-
tiplos de p* menores que n), luego

vp(nt) = e(E(n/p) + B(n/p?) + ) < eln/p+n/p* ++--) =

con lo que

vy <f;> = nvy () — vp(n)) > n (vp(x) - p:) .

Si vp(x) > e/(p — 1), entonces vy (2" /n!) tiende a infinito y expz converge.
Por el contrario, si vy(x) < e/(p — 1), para n = p" tenemos

n—1
p—1

o, (”L) = (@) — (P e p 1) = nup(z) — e

n!
() e + e < (&
= n| vplx) —
P p—1) p—1-"p-1

luego el término general de exp z no converge a 0 y la serie diverge.

Concluimos que la serie exp x converge exactamente en p”, siendo

sz( € )—i—l.
p—1

La férmula del producto de series nos da sin dificultad que, para todo par
de elementos de p”, se cumple exp(z + y) = exp x expy.
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Nos ocupamos ahora del logaritmo. Si vy(x) < 0 es claro que el término
general de log(1 + x) no converge a 0. Si vp(x) > 1 entonces para cada natural
n = p*m se cumple que p* < ny vy(n) = ea < e(logn/logp). Por lo tanto

:L.’I'L

oy (2] = nep(e) = o) 2 nay(a)

logn
logp’

v la expresion de la derecha tiende a infinito con n, lo que significa que el término
general de log(1 4 z) tiende a 0 y en consecuencia la serie converge.

La conclusién es que log(1 + x) converge exactamente cuando vy,(z) > 1 o,
lo que es lo mismo, log = esta definido en 1+ p. Probemos que si €1,¢e2 € 1+ p,
entonces log e1¢2 = log €1 + log €.

En efecto, sea €1 = 1+, e = 1 + y. Supongamos que v,(y) > vy(z), de
modo que y = tx, con vy(t) > 0 (suponemos x # 0, pues en caso contrario el
resultado es trivial).

Vamos a considerar paralelamente el caso en que t y z son nimeros complejos
de modulo menor que 1. En cualquier caso se cumple

(1+2)1+y) =1+ (t+ 1D+ ta?.
Consideramos (t + 1)z + tz? como una serie de potencias en z. Puesto que
vp(x) > 1, el teorema 5.56 nos da que
o0
logerea = Y cx(t)zh,
k=1

donde ¢ (t) es un cierto polinomio en ¢ con coeficientes racionales. Esto también
es cierto (con el mismo polinomio) en el caso complejo. También en ambos casos
se cumple

e —1)k+1
log ey + loges = log(1l + ) + log(1 + tx) = Z %(1 + tF)zk,
k=1

Pero en el caso complejo sabemos que ambas series son iguales, luego
-1 k+1
att) = T4k

para todo nimero complejo ¢ tal que |t| < 1, pero esto implica que ambos
polinomios son idénticos, luego la igualdad es cierta también cuando t esta
en K,y de aqui se sigue la igualdad de las series en este caso tltimo caso.

Con esto hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 5.57 Sea K un cuerpo métrico discreto completo de caracteristica 0.
Supongamos que v(r) = ev,(r) para todo nimero racional r y sea

H—E(Ez)+L
p—1
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Entonces las funciones
exp : p* — K, log:1+p— K,
son homomorfismos de grupos.

En general no es cierto que estas funciones sean una la inversa de la otra.
No obstante si es cierto cuando restringimos el logaritmo a un dominio menor.

Teorema 5.58 FEn las condiciones del teorema anterior, exp : p¥ — 14+ p~ es
un isomorfismo y su tnversa es log : 1 + p* — p~.

DEMOSTRACION: En primer lugar demostraremos que exp : p* — 1 +p~ y
log : 14+p* — p*. Sil+xz € 1+p” entonces vy(x) > k. Enelcasol <n <p—1
se cumple v, (2" /n) > nk > K, mientras que si 2 < p < n tenemos

. 1
UP(J;L)_K > (n—l)ﬁ—vp(n)>(”_1)pi1_eli))iz
_ e(n—1) (logp logn >0
- log p p—1 n-1)77

(usando que la funcién logt/(t — 1) es monotona decreciente para t > 2).
Asi, todos los términos de la serie log(1+x) cumplen v, (2™ /n) > &, y por la
continuidad de v, podemos concluir que v, (log(1—|—x)) > K, o sea, log(14+z) € A.
Sea ahora z € A. Hemos de probar que vy(z"/n!) > k para n > 1. Sea
p® <n < ptl. Asi

vp(a"/nl) =k = (n—1)s —e(E(n/p) + E(n/p®) + -+ E(n/p"))
(n—1)e enp’—1

> — > 0.
- p-1 pPp-17

Para probar que las dos aplicaciones son mutuamente inversas tomamos
x € A y consideramos logexpx = log(l + (expx — 1)) La serie expx — 1
tiene término independiente nulo y los razonamientos anteriores muestran que
podemos aplicar el teorema 5.56, con lo que logexpx es la serie de potencias
que resulta de componer las series de ambas funciones.

Pero lo mismo es valido para las funciones complejas, y en este caso se cumple
que logexpx = z, es decir, la composiciéon formal de las series de potencias es
simplemente la serie z, por lo que logexpx = x para todo z € A. Igualmente
se razona con la composicién en sentido inverso. n

Para el caso concreto de los nimeros p-adicos, donde p es un primo impar,
se cumple k = 1. Observemos que los nimeros de la forma 1 4+ z tales que
p |  son exactamente las unidades p-adicas congruentes con 1 moédulo p. A
estas unidades se las llama unidades principales de Q,. Asi pues, las funciones
exponencial y logaritmica p-addicas son isomorfismos entre el grupo aditivo de
los enteros p-adicos miiltiplos de p y el grupo multiplicativo de las unidades
principales. Si p = 2 se cumple k£ = 2, y en efecto el logaritmo no es biyectivo
en todo su dominio: log1 = log(—1) = 0.
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5.7 Complementos

Recogemos aqui algunos hechos variados de interés sobre los cuerpos numé-
ricos y sus compleciones. Ninguno de ellos sera necesario después.

Los divisores primos de los cuerpos numéricos Comenzamos probando
que los dnicos divisores primos en un cuerpo numérico k son los que de hecho
estamos considerando, es decir, los inducidos por los monomorfismos k — K,
para cada primo racional p (finito o infinito). Esto se prueba facilmente una vez
lo tenemos para Q:

Teorema 5.59 (Teorema de Ostrowski) Los tnicos divisores primos de Q
son los inducidos por los primos de Z y el divisor co inducido por el valor
absoluto usual.

DEMOSTRACION: Fijemos un valor absoluto no trivial en Q. Supongamos
en primer lugar que existe un nimero natural a tal que |a| > 1. Puesto que,
para todo natural n,

| =1+ + 1 <[+ +[1] =n,

se cumple |a| = a%, con 0 < a < 1.
Cada numero natural N puede expresarse en base a, es decir, en la forma

k—1
N=2xy+x10+ -+ 210" ",

donde cada x; es un namero natural 0 < x; < a 'y xx—1 # 0. De aqui se sigue
que a*~! < N < a¥. Entonces

IN| < Jaol + leulal + -+ + [axi|lal* " < (@ = D)(L+a® +-- - +a®=D?)

ka _ ka _ a
. (a=1)a® (e-na < jeye,
a® —1

= —1 =
(a=1) a* —1 a* —1

donde K es una constante que no depende de N. Cambiando N por N™ ob-
tenemos |N|™ < KN™, luego |[N| < %K N, y haciendo tender m a infinito
llegamos a que |N| < N¢, para todo natural N.

Ahora tomamos N = a* — b, donde 0 < b < a¥ — a*~1. Por la desigualdad
triangular

|N| > ‘ak‘ — |b| = ao‘k _ ‘b| > CLak R > aak: _ (ak; _ ak_l)a

1 «
= (1 - (1 — ) ) a* = K1a®* > K{N?,
a

donde la constante K7 no depende de N.
De nuevo cambiamos N por N™, lo que nos da [N|™ > K;N™* y de aqui
|N| > {/K; N®. Haciendo tender m a infinito queda |N| > N©.
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En resumen, hemos probado que |N| = N% para todo nimero natural N,
y es claro que de aqui se sigue que |r| = |r|% para todo r € Q, luego el valor
absoluto dado induce el primo cc.

Supongamos ahora que |a| < 1 para todo nimero natural a. No puede ser
que |a| = 1 para todo ntumero natural, pues en tal caso el valor absoluto seria
trivial. Claramente ha de haber un primo p tal que |p| < 1. Veamos que es
anico. Si |g| < 1 para otro primo ¢, entonces podemos tomar exponentes k y !
tales que |p*| < 1/2y |¢'| < 1/2. Existen enteros u y v tales que up® +vq! =1,
y esto nos lleva a una contradiccion:

1 1
L= 1] = [up® +vg'| < [ul [P*| + ol ld'| < 5 + 5 < 1.

Asi pues, |g| = 1 para todo primo q # p. Sea |p| = p < 1. Todo ntimero
racional no nulo puede expresarse como r = p™(a/b), donde m € Z y a y b son
ndimeros naturales primos con p. Claramente entonces |r| = p™, luego el valor
absoluto dado es el inducido por p. n

En la prueba del teorema se ve que los tnicos valores absolutos arquime-
dianos de @ son los de la forma | |&, para 0 < o < 1. De aqui se sigue que
cada valor absoluto arquimediano en R ha de ser también de esta forma, luego
cada valor absoluto arquimediano de R se extiende a un valor absoluto en C
equivalente al usual (usando 5.3).

Teorema 5.60 Los tnicos divisores en un cuerpo numeérico k son los inducidos
por los monomorfismos k — K,,, donde p es un primo en Q.

DEMOSTRACION: Fijemos un valor absoluto no trivial en k& y veamos que
su restriccion a Q no puede ser trivial. En efecto, si lo fuera tomamos una
Q-base de k, digamos v1,...,v,, y entonces todo = € k se expresa en la forma
r=rv; + -+ v, con lo que

|z < il |or] + -+ |zal [on] < foi]+ -+ |val,

pero un valor absoluto no trivial no puede estar acotado (existe un = € k con
|z| > 1y sus potencias tienen valor absoluto arbitrariamente grande).

Segun el teorema anterior, la restriccion a Q del valor absoluto dado es el
inducido por un primo p de Q (finito o infinito).

Sea k la complecion de k respecto al valor absoluto dado. Entonces la clau-
sura de Q en k es topologicamente isomorfa a Qp v el cuerpo Q,k es una
extension finita de Q,, luego es completo por el teorema 5.25. En definitiva, es
cerrado y denso en k, luego k = Qp k. Podemos tomar una clausura algebraica
K, de Q, que contenga a k, y entonces la inclusion k — K, induce el valor
absoluto de partida. n

Cuerpos completos arquimedianos Ahora probamos que los tnicos cuer-
pos métricos completos arquimedianos son R y C con sus divisores usuales.
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En efecto, sea K un cuerpo arquimediano completo. Fijado un valor absoluto
en K, su restriccion a QQ ha de corresponder al tinico divisor primo arquimediano
de Q, es decir, a la clase de equivalencia del valor absoluto usual. Por lo tanto,
la clausura de Q en K es un cuerpo isomorfo a R (al que llamaremos R) y la
restriccién a R del valor absoluto de K es equivalente al valor absoluto usual
en R. Basta probar que la extension K/R es algebraica, pues entonces K sera
R o C, y su valor absoluto sera equivalente al usual por el teorema 5.23.

Fijemos £ € K y veamos que es algebraico sobre R. Para cada z € C, los
nimeros z + Z y zZ son reales, luego podemos definir la aplicaciéon f: C — R
dada por f(z) = |2 — (2 + 2)€ + 22|, donde el valor absoluto es el de K.

La aplicacion f es continua, pues

|£(21) = f(22)] < [(22 +Z2) — (21 + Z1)| [€] + 2121 — 2272

<z — 21| €]+ [Z2 — Z1] [€] + |21Z1 — 2272,

considerando en C la extension de la restriccién a R del valor absoluto de K
(véase el comentario tras el teorema de Ostrowski).
Por otra parte, lim f(z) = +o00, pues
Z— 00

F(2) 2 122 = 1€2] = |2 + 2] [€] > |2I* — 1€7] - 2l¢] |z],

(pues la conjugacion es una isometria).

Sea m = inf{f(z) | z € C} > 0. El hecho de que f tienda a infinito en
infinito implica que m es también el infimo de f en un compacto, luego existe
un z € C tal que f(z) = m.

Sea S = {z € C| f(2) = m}. Se trata de un compacto no vacio, luego existe
un namero zg € S tal que |z9| > |z| para todo z € S.

Basta probar que m = 0, pues entonces la ecuacion f(zg) = 0 probara
que & es algebraico sobre R. SI m es positivo tomamos 0 < € < min{m, 1} y
consideramos el polinomio

2

g9(x) = 2® — (20 +Zo)z + 20Z0 + € € R[z].

Sean z1, 2o sus raices en C. Entonces z120 = 20Zg + €, luego |z1| > |z0| o bien
|z2] > |20]- Supongamos por ejemplo la primera desigualdad. Entonces z; ¢ S.
Tomemos un nimero natural n > 1 y definamos

G(x) = (z% — (20 + Z0)x + 20Z0)" — (—€)™.

Entonces G(x) es un polinomio en R[z] de grado 2n. Sean fi,..., B2, sus
raices en C. Como G(z1) = 0 podemos suponer que z; = 1. Se cumple

2n 2n _
G) = (-8 = [ -5y,
luego
2n 2n

G(x)? = [1(z = Bi)(x = B;) = [1 (2® — (Bi + Bi)x + BifB;).-

i=1 i=1
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Como todos los factores son polinomios en R[z] tiene sentido calcular

2n
|G(f)2| = Hlf(ﬂz) > f(z)m* L
Por otra parte
|G| < f(20)" +€" =m" + €.

Uniendo ambas desigualdades resulta que f(z1)m?"~ < (m™ + €)?, luego
f(z1) €\™\?
S\ - =
=1 ()

y haciendo tender n a infinito queda f(z1) < m, luego f(z1) = my 21 € S,
contradiccion. n

Cuerpos ordenados ‘“completos” no arquimedianos Sea K un cuerpo
ordenado y llamemos P C K((x)) al conjunto formado por la serie nula y las
series

(e}
F=73 apa™,
n=~k

tales que a > 0. Es inmediato comprobar que P es un cono positivo en K((x))
[Al 5.63], es decir, que cumple:

1. Si F;G € P, entonces F+G € Py FG € P,
2. Pn(—P)={0},

lo que se traduce en que K((z)) se convierte en un cuerpo ordenado cuando
consideramos en él la relacion F < G siy sélosi G — F € P.

Se trata de un cuerpo ordenado no arquimediano, en el sentido de la defi-
nicion [An 1.6], pues si tomamos M = 1/ > 0y ¢ =1 > 0 no existe ningin
ndimero natural tal que M < ne, es decir, que se cumplen n < 1/z para todo
ndamero natural n, ya que (como n,x > 0) esto equivale a que nz < 1 0 a que
1 —nz > 0, lo cual es cierto, pues 1 — nx € P.

La aplicacion d : K((z)) x K((z)) — K((z)) dada por d(F,G) = |F — G|
es una distancia en K((z)) en el sentido de la definicion [An 1.18] salvo por
el hecho de que el cuerpo ordenado R = K((x)) no es arquimediano. Pese a
ello, tiene sentido hablar de sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy en
K((z)) en el sentido de las definiciones [An 1.20] y [An 1.29], respectivamente.

Veamos que una sucesion {F,}>2, en K((x)) converge a F' € K((z)) en el
sentido de [Am 1.20] si y so6lo si converge a F respecto de la topologia de K ((x))
determinada por la valoraciéon v.

En efecto, si la sucesion converge respecto de v, sea € > 0 en K((x)), de
modo que

[ee]
e= Y apa”, ap > 0.
n=~k
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Entonces existe un 7o € N tal que si r > rg se cumple v(F, — F) > k + 1. Esto
significa que F}. — F tiene nulos sus coeficientes de indice menor o igual que k, y
lo mismo vale para |F,. — F'|, luego el menor coeficiente no nulo de € — |F,. — F|
es ay, > 0, luego € — |F,. — F| € P, luego |F, — F| < € y la sucesion converge en
el sentido de [An 1.20].

Reciprocamente, si la sucesion converge en el sentido de [An 1.20], dado
N € N, tomamos ¢ = 2V y tenemos que existe un ro € N tal que si r > rg
entonces 0 < |F,. — F| < 2V, luego V¥ — |F, — F| € P, y esto requiere que
todos los coeficientes de |F,. — F| de indice menor que N sean nulos (pues en
caso contrario, el de menor indice seria positivo y el coeficiente de menor indice
en 2V — |F. — F| serfa negativo). Por lo tanto, v(F, — F) > N y la sucesion
converge respecto de v.

Maés precisamente, la “distancia” d que toma valores en K ((x)) aunque éste
no sea un cuerpo arquimediano define igualmente una topologia en K ((x)) en el
sentido de [An 2.7] y dicha topologia coincide con la inducida por la valoracion v
(que a su vez esté inducida por una distancia “auténtica” en K ((z))).

En efecto, una base de entornos de F' € K((x)) respecto de la topologia
inducida por d la forman las bolas abiertas B.(F'), con € > 0, pero si

o0
e= Y apa", ap >0,
n=~k

es claro que 0 < ¢t < ¢, luego F € Byii1 (F) C Be(F), luego en realidad una
base de entornos de F' la forman las bolas B, (F'), con k € N.

Ahora basta observar que |F — G| < z* implica que v(F — G) > k y, re-
ciprocamente, v(F — G) > k + 1 implica que |F — G| < 2%, por lo que toda
bola abierta de centro F' respecto de v contiene una bola abierta respecto de d
y viceversa.

Finalmente probamos las sucesiones de Cauchy en K((x)) en el sentido de
[An 1.29] son convergentes.

En efecto, si {F.}22, es una sucesion de Cauchy en K((z)), dado N € N,
tomamos € = ¥ > 0, y por definicién existe un 9 € N tal que si r,s > rg,
entonces 0 < |F, — F,| < 2V, lo que implica que F, — F tiene nulos todos sus
coeficientes de indice menor que N, luego v(F,. — Fs) > N, luego la sucesion
es de Cauchy respecto de v, luego converge respecto de v, luego también en el
sentido de [An 1.20].

Vemos asi que K ((z)) es un cuerpo ordenado “completo” respecto del con-
cepto de sucesion de Cauchy que podemos definir a partir de su relaciéon de orden
(olvidando el requisito de que la “distancia” tome valores en R o, al menos, en
un cuerpo ordenado arquimediano), pero no es completo en el sentido del orden
(definicion [An 1.4]), ya que todo cuerpo ordenado completo en este sentido es
arquimediano (teorema [An 1.7]).
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Este ejemplo muestra que cuando en [An 1.13] definimos R como cualquier
cuerpo ordenado completo, es fundamental entender que hablamos de un cuerpo
completo como conjunto ordenado, es decir, en el sentido de [An 1.4], lo cual
implica ya que es arquimediano, pero no podriamos definir R como “el tnico”
cuerpo ordenado completo en el sentido de [An 1.33], es decir, en el sentido de
que las sucesiones de Cauchy definidas segin [An 1.29] a partir de su relacion de
orden son convergentes en el sentido de [An 1.20], pues cualquier cuerpo K ((z))
(para cualquier cuerpo ordenado K) es un cuerpo ordenado completo en este
sentido y no es isomorfo a R.

Si queremos caracterizar a R en términos de la completitud métrica tenemos
que decir que R es el tnico cuerpo ordenado arquimediano y completo, es decir,
el tinico cuerpo ordenado arquimediano en el que las sucesiones de Cauchy en
el sentido de [An 1.29] son convergentes en el sentido de [An 1.20], pero ahora
no podemos suprimir el requisito de que el cuerpo sea arquimediano pues esta
completitud “métrica” (sin garantias de que la “distancia” tome valores en un
cuerpo ordenado arquimediano) no implica la propiedad arquimediana.



Capitulo VI

Formas cuadraticas

En este capitulo mostraremos coémo usar los cuerpos de ntimeros p-adicos en
el estudio de las formas cuadraticas sobre cuerpos numéricos. Los resultados
que obtendremos nos serviran para presentar con un enfoque moderno la teoria
de Gauss los géneros de las formas cuadraticas binarias.

6.1 Hechos basicos

En todo lo que sigue se entendera que K es un cuerpo, del que tan sélo
supondremos que su caracteristica es distinta de 2.

Definicién 6.1 Una forma cuadrdtica sobre K es un polinomio homogéneo de
grado 2, es decir, una suma de monomios de grado 2.

Por ejemplo: 322 — 2y? + 6xz — 122y + 5yz es una forma cuadratica sobre Q
con tres variables. Observemos que la forma anterior puede escribirse como

327 — 2y + 022 — 6wy — 6yx + 3wz + 322 + (5/2)yz + (5/2) 2y

3 -6 3 T
=(z,y,2) | -6 -2 5/2 y |,
3 5/2 0 2

y que, en general, toda forma cuadratica se puede expresar como
_ t
flxe,... zn) = (21, ..., z0) A1, ..y T0)",

donde A es una matriz simétrica en K univocamente determinada por f.

Se llama determinante de una forma f al determinante de la matriz A. Una
forma cuadréatica es reqular si su determinante es distinto de 0. En caso contrario
se dice que la forma cuadratica es singular.

Diremos que una forma cuadratica f representa un elemento o € K si existe
un cierto X € K™ tal que f(X) = a. En este sentido, toda forma cuadrética
representa a 0. Sin embargo, es tutil convenir en que una forma cuadratica
representa 0 en K siy solo si se tiene f(X) = 0 para un cierto X # 0.

203



204 Capitulo 6. Formas cuadraticas

A la hora de estudiar si un elemento esta representado o no por una forma
cuadratica, resulta de gran ayuda el concepto de equivalencia de formas:

Dos formas cuadraticas f y g son equivalentes si una se obtiene de la otra a
partir de un cambio de variables lineal de determinante no nulo.

Es claro que dos formas cuadraticas equivalentes representan a los mismos
elementos de K.

En otras palabras, si f(X) = X AX?, las formas equivalentes a f son las que
se obtienen haciendo X = Y, donde C' es una matriz cuadrada con determi-
nante no nulo, es decir, son las formas del tipo g(Y) = f(YC) = Y CAC'Y".
En resumen:

Dos formas cuadrdticas f(X) = XAX?, g(X) = XBX?, son equivalentes si
y solo si existe una matriz reqular C tal que B = CACY.

Observemos que si A es una matriz simétrica, una matriz del tipo CAC?
siempre es simétrica. Notemos también que si dos formas cuadraticas son equi-
valentes, una es regular si y solo si lo es la otra. En [ITAl 11.16] exigiamos que
la matriz de cambio de variables tuviera determinante +1. Ello se debia a que
estdbamos considerando formas cuadraticas sobre Z, y al definir la equivalencia
en un anillo hay que exigir que la matriz de cambio tenga inversa en el ani-
llo. Asi pues, al hablar de formas cuadraticas con coeficientes enteros habremos
de distinguir entre equivalencia entera y equivalencia racional. Obviamente la
primera implica la segunda.

Es claro que una condicién necesaria para que dos formas cuadraticas sean
equivalentes sobre un cuerpo K es que sus determinantes difieran en un factor
que sea un cuadrado en K.

Vamos a buscar en cada clase de equivalencia de formas un representante lo
mas sencillo posible. Para ello nos basaremos en el teorema siguiente.

Teorema 6.2 Si una forma cuadrdtica f(x1,...,x,) representa a un o # 0
entonces es equivalente a una forma del tipo ax? + g(xa,...,1,), donde g es
una forma cuadrdtica con n — 1 variables.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz de f. Consideremos el espacio vectorial
K™y seav € K™ de manera que f(v) = a, o sea, vAv' = . Claramente v # 0.

Sea W = {w € K" | vAw' = 0}. Es facil comprobar que se trata de un
subespacio vectorial de K™. Dado cualquier z € K™, la ecuaciéon vA(z—v)t = 0
tiene siempre solucion A = (vAx!)/«, es decir, para este valor de A se cumple
que w = x — Av € W, y asi hemos probado que todo x € K™ se expresa como
r=M+w,con \e KyweW.

Asi pues, K™ = (v) + W, y obviamente la suma es directa, luego podemos
tomar una base de K™ de la forma v{,...,v, con vy =v y va,...,v, € W.

Sea eq,...,e, la base canénica de K™ y C' la matriz de cambio de base, es
decir, tal que para todo i se cumple v; = ¢;C.
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La matriz B = CAC! determina una forma cuadratica g equivalente a la
dada. La primera fila de esta matriz es eCAC? = vAC?, y el coeficiente i-
ésimo de este vector es vAC*el = vAv! = 0sii # 1 (pues entonces v; € W),
mientras que para i = 1 queda vAv? = a. En resumen, la primera fila de B es
(«,0,...,0). Lo mismo ocurre con la primera columna porque la matriz B es
simétrica.

Es claro entonces que la expresién explicita de g como g(X) = XBX? no
contiene mas monomios con x; que ax?, luego g tiene la forma indicada en el
enunciado. m

Aplicando repetidas veces el teorema anterior obtenemos lo siguiente:

Teorema 6.3 Toda forma cuadrdtica f(x1,...,z,) es equivalente a otra del
tipo a1x? + -+ + 2.

A estas formas cuadraticas se les llama formas diagonales, pues son aquellas
cuya matriz asociada es diagonal. Observemos que el determinante de una forma
diagonal es el producto de sus coeficientes (de la diagonal), por lo que es regular
si y s6lo si todos son no nulos.

Nota En [Al 6.43] dimos una definicion mas general de forma cuadrética en un
espacio vectorial. Hemos probado que dos formas cuadraticas son equivalentes
si y solo si sus matrices son congruentes en el sentido de [Al 6.47]. El teorema
anterior es un caso particular de [Al 6.49]. Los teoremas [Al 6.50] y [Al 6.51]
determinan las clases de equivalencia de formas cuadréticas sobre C y sobre R,
respectivamente. En este capitulo obtendremos una clasificaciéon analoga de las
formas cuadréaticas sobre Q. [

El teorema anterior simplifica muchas demostraciones, por ejemplo la si-
guiente:

Teorema 6.4 Si una forma cuadrdtica reqular representa 0 en un cuerpo K,
entonces representa a todos los elementos de K.

DEMOSTRACION: Puesto que las formas equivalentes representan a los mis-
mos elementos, podemos suponer que la dada es del tipo f = a123 +- -+ a, 22,
donde por ser regular todos los coeficientes son no nulos. Supongamos que

2 2
ajay + -+ apa,, =0

es una representacion de 0 en K. Podemos suponer que a; # 0. Sea vy cualquier
elemento de K. Tomemos un cierto ¢t € K que determinaremos después. Si
calculamos

flar(L41),a2(1 = t),...,an(1 — 1))
=aia? + -+ ana? + 2 (aad + -+ apa?)
+2aiatt — 20003t — - - — 20,02t = 4aqait,

vemos que basta hacer t = v/4a a3 para que

flar(T+1),a2(1 = 1),...,a,(1 = t)) =1~.
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De aqui deducimos que el problema de si una forma cuadratica regular re-
presenta a un elemento se puede reducir siempre al problema de si una forma
cuadratica representa 0. En efecto:

Teorema 6.5 Una forma cuadrdtica regular f(x1,...,x,) representa un ele-
mento vy # 0 en un cuerpo K si y sdlo si la forma —yxé + f(x1,...,x,) Tepre-
senta 0.

DEMOSTRACION: Es obvio que si f(ay,...,a,) = 7 para ciertos valores
(a1,...,a,), entonces —y1%2 + f(ay,...,a,) = 0 es una representacién de 0.

Supongamos ahora que —ya3 + f(ay, ..., a,) = 0, donde no todos los a; son
nulos. Si es ag # 0, entonces v = —f(a1/agp,...,an/ap). Si por el contrario
ap = 0 entonces tenemos que la forma f(z1,...,2,) representa 0 en K, luego
por el teorema anterior representa también a ~y. ]

El comportamiento de las formas cuadréticas binarias (que son las que maés
nos van a interesar) es especialmente simple. Los teoremas siguientes lo ponen
de manifiesto:

Teorema 6.6 Todas las formas cuadrdticas binarias requlares que representan
0 en un cuerpo K son equivalentes.

DEMOSTRACION: Si una forma f(z,y) representa 0, por el teorema 6.4 tam-
bién representa a 1, luego por el teorema 6.2 la forma f es equivalente a una
forma del tipo x2 + ay?, donde a # 0. Existen u,v € K tales que u? + av? =0
con u # 0 o v # 0, pero de hecho esto implica que ambos son no nulos. Asi,
a = —(u/v)?. Haciendo el cambio = 2/, y = (v/u)y’ llegamos a que f es
equivalente a la forma z? — y2. .

Teorema 6.7 Una forma cuadrdtica binaria regular f con determinante d re-
presenta 0 en un cuerpo K si y solo si —d es un cuadrado en K.

DEMOSTRACION: Si f representa 0 entonces por el teorema anterior es equi-
valente a la forma 22 — y? de determinante —1, luego los determinantes d y —1
se diferencian en un factor que es un cuadrado en K.

Si el determinante de f (cambiado de signo) es un cuadrado en K, lo mismo
le sucede a los determinantes de todas las formas equivalentes. En particular f
es equivalente a una forma del tipo g(x,y) = az? + by?, donde —ab = a? # 0.

Entonces g(a, a) = —a?b + ba? = 0 es una representacion de 0. n

Teorema 6.8 Dos formas cuadrdticas binarias requlares de K son equivalentes
sty solo si sus determinantes difieren en un factor que es un cuadrado en K y
existe un elemento no nulo de K representado por ambas.

DEMOSTRACION: Las condiciones son claramente necesarias. Si tenemos dos
formas regulares que representan a un mismo elemento « # 0, entonces por el
teorema 6.2 son equivalentes respectivamente a las formas f(z,y) = az? + By?,
g(z,y) = ax? +~yy?. Como los determinantes a8 y ay difieren en un cuadrado,
B = 762, luego el cambio de variables = 2/, y = §y’ transforma g en f, y por
lo tanto las formas son equivalentes. L]
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6.2 Formas cuadraticas sobre cuerpos p-adicos

Nuestro siguiente objetivo es estudiar las formas cuadraticas sobre los cuer-
pos p-adicos. Para estudiar las formas cuadraticas sobre un cuerpo K es im-
portante conocer sus cuadrados. El conjunto K*? = {2? | z € K \ {0}} es
claramente un subgrupo del grupo multiplicativo K* = K \ {0}.

Por ejemplo, en el caso del cuerpo C es claro que C*? = C*, lo cual tiene como
consecuencia que todas las formas cuadraticas regulares (con el mismo nimero
de variables) son equivalentes. En efecto, toda forma regular es equivalente a
una del tipo

2.2 2.2
ayTy + -+ an T,

y haciendo el cambio y; = a;z;, resulta equivalente a la forma x? + --- + 22.

El caso de los ntimeros reales también es sencillo. Aqui R*? = ]0, +o0],
y el grupo cociente R* /R*? tiene orden 2. Un conjunto de representantes de
las clases es +1. En términos méas simples, todo ntimero real no nulo es de la
forma +a?. El mismo razonamiento que en el caso complejo nos lleva ahora a
que toda forma cuadratica regular de n variables es equivalente a una del tipo
+2?2 + ...+ 22. Asi pues, hay a lo sumo n + 1 clases de equivalencia de formas
regulares, segiin el namero de signos negativos que aparezcan. De hecho no es
dificil probar que hay exactamente n + 1 clases.

Los dos resultados precedentes son los teoremas [Al 6.50] y [Al 6.51] que ya
habiamos mencionado antes. Ahora pretendemos obtener resultados similares
para los cuerpos p-adicos Q,. Llamaremos Z, al anillo de los enteros p-adicos.
Hemos de estudiar los grupos Q;‘,z asi como los cocientes Qp / Q;;z.

La primera observacion es que los cuadrados p-adicos no nulos son de la
forma (ep™)? = €*p®", donde € es una unidad de Z, y n es un niimero entero.
Asi pues, caracterizar los cuadrados de Q,, equivale a caracterizar las unidades
de Z, que son cuadrados en Z,. Por el criterio de irreducibilidad de Gauss un
entero p-adico es un cuadrado en Z, si y so6lo si lo es en Q.

Si llamamos U, al grupo de las unidades de Z,, concluimos que estudiar el
grupo Q;‘,z se reduce a estudiar el grupo Ug . Cuando p es un primo impar la
situacién es la siguiente:

Teorema 6.9 Sea p un primo impar. Entonces una unidad € € U, es un cua-
drado si y sdlo si es un cuadrado maodulo p.

DEMOSTRACION: Si € = 72, para una cierta unidad 7, entonces, como
Zy/(p) = Z/pZ, existe un entero racional 0 < d < p tal que n = d (mdd p)
(no es 0 porque 7 es una unidad). Entonces € = d? (méd p).

Reciprocamente, si € = d? (méd p) para un cierto d (no divisible entre p),
consideramos el polinomio F(x) = 2?2 —e. Tenemos que F(d) = 0 (mdd p)
mientras que F'(d) = 2d # 0 (méd p). El teorema 5.48 nos da que existe un
n € Zyp tal que € = n?. n
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Definicion 6.10 Definimos el simbolo de Legendre extendido de una unidad
€ € U, respecto a un primo impar p como

e\ 1 siee Ug,
p) | -1 sie¢UZ
El teorema anterior implica que este simbolo de Legendre extiende al usual.
De hecho (¢/p) depende solo del resto de ¢ modulo p, de donde se concluye
inmediatamente que sigue siendo multiplicativo.

El simbolo de Legendre (extendido) es un epimorfismo del grupo U, en el
grupo {#1} cuyo nicleo es precisamente UZ. Asi pues, |U, : U}| = 2.

Teorema 6.11 Si p es un primo impar, entonces |Qy, : Q;2| =4.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una unidad que no sea un cuadrado. Entonces
Up/U2 = {[1],[€]}, luego toda unidad es de la forma 7* o bien en*. Todo
elemento de Qj es de la forma 7°p*" " o bien en®p®"**
Q;/Q;2 = {[1],[€], [p], [pe] }. Es claro que estas cuatro clases son distintas. m

, con i = 0,1, luego

Ahora nos ocupamos del caso p = 2.
Teorema 6.12 Una unidad € € Us es un cuadrado si y solo si e =1 (méd 8).

DEMOSTRACION: Si e = n? existe un entero racional k tal que n = k (méd 8).
Como 1 = 1 (méd 2), k es impar y ademas € = k? (méd 8). Pero el cuadrado
de un namero impar siempre es congruente con 1 modulo 8 (basta verlo en los
casos 1, 3, 5, 7).

Supongamos ahora que € = 1 (méd 8). Tomamos F(z) = 2% — € y vemos
que F(1) = 0 (mdd 8), F'(1) =2 =0(mdd 2) y F'(1) = 2 £ 0 (méd 4). El
teorema 5.47 nos da que € es un cuadrado. L]

Toda unidad diadica € es congruente médulo 8 con un nimero impar, o sea,
con una de las unidades u = 1, 3,5 0 7. Entonces eu™! = 1 (méd 8), luego es un
cuadrado. Asf pues toda unidad diddica es de la forma e = un?, donde u toma
uno de los cuatro valores citados. Esto significa que U /U3 = {[1], [3], [5], [7]} ¥
todas las clases son distintas, porque ningin cociente entre ellas es congruente
con 1 moédulo 8.

Teorema 6.13 Se cumple que |Q} : Q32| = 8.

DEMOSTRACION: Razonando como en el teorema 6.11 se llega a que

Q;/Q;Z = {[1]7 [3]7 [5]7 [7]5 [2 : 1]) [2 : 3]5 [2 : 5]5 [2 : 7]}
y a que las ocho clases son distintas. ]

Ahora podemos razonar como hemos hecho antes con las formas cuadraticas
sobre R y sobre C (eliminando los cuadrados) hasta concluir que toda forma
cuadrética regular sobre QQ,, es equivalente a una de la forma 12+ a2,
donde cada «; es una unidad de U, o, méas precisamente, un miembro de un
conjunto fijo de representantes de las clases de congruencia de U,/ Ug.
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Agrupando las variables adecuadamente tenemos que toda forma cuadratica
regular es equivalente a una forma F' del tipo

F=Fy+pF = (a2 + -+ e,22) +p(eT+1x$+1 ot eprd), (6.1)

donde €1, ..., €, son unidades.

Para estudiar la representacion de cero por una forma F' podemos suponer
r > n —r, pues pF es claramente equivalente a F + pFy y las formas F' y pF,
aunque no son equivalentes, representan cero ambas o ninguna. Nuestro primer
resultado es el siguiente:

Teorema 6.14 Con la notacion anterior, sea p # 2, 0 < r < n. Entonces la
forma F representa O en Q, si y sélo si lo hace una de las formas Fy o F}.

DEMOSTRACION: Una implicacion es obvia. Supongamos que F' repre-
senta 0, es decir,

(eraf + -+ era}) + plepr1a7,y + -+ €pay,) =0 (6.2)

para ciertos ntimeros p-adicos ai,...,a, no todos nulos. Multiplicando por
la potencia de p adecuada podemos suponer que todos son enteros y que al
menos uno de ellos no es divisible entre p. Supongamos primeramente que entre
ai,...,a, hay alguno no divisible entre p, digamos a;. Entonces

Folar,...,a,) =0 (méd p) y (Fo)ilai,...,a.) = 2¢a; Z0 (méd p).

Por el teorema 5.48 la forma Fj representa 0.

Si por el contrario ay, ..., a, son todos divisibles entre p, entonces podemos
sacar factor comin p en (6.2) y concluir que Fi(ar41,...,a,) = 0 (méd p),
donde alguno de los nimeros a,41,...,a, no es divisible entre p. Razonando
como en el caso anterior concluimos ahora que F} representa 0. n

En realidad en la demostracion anterior no se ha usado la igualdad (6.2),
sino tan s6lo la congruencia

(€107 + -+ €.al) + plepp1ai,y + -+ + €pa2) =0 (méd p?).
Teniendo esto en cuenta podemos afirmar lo siguiente:

Teorema 6.15 Con la notacidn anterior, si p # 2, la forma F representa 0
en Q, siy sdlo si la congruencia F = 0 (méd p?) tiene una solucion en Z, en
la que no todos los niimeros sean divisibles entre p.

Por otra parte el teorema 6.14 reduce el problema de la representaciéon de
0 por una forma arbitraria a la representaciéon de 0 por una forma del tipo
f = ex? 4+ - + 22, donde €,..., ¢ son unidades p-adicas (siempre con
p # 2). Ademaés, aplicando el teorema 5.48 como lo hemos hecho en la prueba
del teorema 6.14, obtenemos el criterio siguiente para este tipo de formas:
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Teorema 6.16 Seaneq,..., €, unidades p-ddicas, conp # 2. Entonces la forma
cuadrdtica f = e1x? + -+ + €22 representa 0 en Qyp si y solo si la congruencia
f =0 (mdéd p) tiene una solucion en la que no todos los nimeros son divisibles

entre p.

Notemos que todo entero p-adico es congruente con un entero racional mo-
dulo p y médulo p?, luego las congruencias f = 0 (méd p) y F = 0 (méd p?)
pueden reducirse a congruencias de formas con coeficientes enteros racionales,
y pueden resolverse en la practica porque las soluciones posibles forman un
conjunto finito. Ahora resolvemos el caso p = 2:

Teorema 6.17 Con la notacion anterior, para p = 2, la forma F representa 0
en Qq si y solo si la congruencia F' = 0 (méd 16) tiene una solucion donde
alguna de las variables toma un valor impar.

DEMOSTRACION: De nuevo, una implicacién es obvia. Supongamos que
F(a1,...,a,) = 0 (méd 16) donde alguno de los enteros a; es impar. Si esto
sucede para ¢ < r, entonces tenemos que

F(ay,...,a,) =0 (méd 8), F/(a1,...,an) = 2¢a; #0 (méd 4),

luego el teorema 5.47 nos da que F' representa 0.
Si los nimeros aq, ..., a, son todos pares, digamos a; = 2b;, entonces tene-
mos que

A(erh + -+ €:b2) +2(,41a7 41 + -+ + €pa2) =0 (méd 16),

luego
2(erb? + -+ €:b2) + (ert102 1, + -+ €nar) =0 (méd 8),

y como en el caso anterior podemos concluir que la forma 2Fj + Fj representa 0
en Qg, luego lo mismo le ocurre a la forma 4Fy + 2F;, que es equivalente a F'.
u

En la prueba anterior hemos obtenido el criterio siguiente:

Teorema 6.18 Con la notacion anterior, si F =0 (méd 8) tiene una solucion
en la que alguna variable x1, ..., x, toma valor impar, entonces F' representa 0

en QQ.

Ahora probamos un hecho elemental sobre congruencias del que sacaremos
muchas aplicaciones al tema que nos ocupa.

Teorema 6.19 Sean a, b, ¢ enteros racionales y p un primo impar. Entonces
la congruencia ax® + by? + cz? = 0 (méd p) tiene una solucion no trivial (es
decir, donde no todas las variables son multiplos de p).

DEMOSTRACION: Si algtn coeficiente es nulo modulo p es evidente. En otro
caso podemos dividir entre uno de ellos y probar que la ecuacién az? + by? = 22
tiene soluciones no nulas. Esto es lo mismo que probar que la forma az? + by?
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representa a un cuadrado no nulo en Z/pZ. Como el nimero de no cuadrados
es (p—1)/2, basta probar que az?+ by? toma mas de (p—1)/2 valores no nulos,
pues entonces alguno de ellos serda un cuadrado. El ntimero de valores no nulos
que toma esta forma (para a, b genéricos) es el mismo que el de los que toma la
forma 22 + ay? (para a genérico). Si a no es un cuadrado modulo p entonces la
forma 22 +ay? representa a todos los elementos de Z/pZ: los cuadrados haciendo
y = 0y los no cuadrados haciendo = = 0. Si a es un cuadrado, entonces la forma
22 + ay? representa a los (p — 1)/2 cuadrados (con y = 0) y basta probar que
también representa a algtin no cuadrado. Como ay? recorre todos los cuadrados,
basta probar que la suma de dos cuadrados (méd p) no siempre es un cuadrado
(mod p), pero esto es obvio, ya que todo elemento de Z/pZ se expresa como
suma de unos, y si la suma de cuadrados fuera siempre un cuadrado, todos los
elementos de Z/pZ serfan cuadrados. L]

Teorema 6.20 Toda forma cuadrdtica con cinco o mds variables representa 0
en cualquier cuerpo p-ddico.

DEMOSTRACION: Las formas singulares siempre representan 0, luego pode-
mos suponer que tenemos una forma regular del tipo Fy + pFi, segin (6.1), y
de acuerdo con la observacion posterior a (6.1) podemos suponer que r > n —r,
luego r > 3.

Supongamos primero p # 2. Basta probar que Fy representa 0, y por el
teorema 6.16 basta probar que la congruencia Fy = 0 (méd p) tiene una solucion
no trivial. La forma Fj es congruente (méd p) a otra del tipo ayz? + - - - + a,.22,
donde los a; son enteros racionales y r > 3. El teorema anterior nos da lo
pedido.

Suponemos ahora que p =2y 3 < r < n. Consideramos la forma

2 2 2 2
[ =ex] + e2x3 + €325 + 2¢,.7;,.

Es claro que si f representa 0 lo mismo le ocurrira a F'. Al ser unidades, los
coeficientes son congruentes con 1 médulo 2, luego €; + €2 = 2« para un cierto
entero diddico «. Entonces

€1+ €2 + 26,07 = 200+ 26,0% = 2a(1 + €,a) = 0 (m6d 4),
y asf €1 + €3 + 26,02 = 43, donde B es un entero diddico. Entonces:
€1-12 46312 4 e3- (26) + 2ep02 = 4B + €3 - 48% = 4B(1 + e36) = 0 (méd 8).

Por el teorema 6.18 resulta que f representa 0.

En el caso en que r = n > 5 tomamos f = €127 + €223 + €323 + €427 + €522
y de nuevo basta probar que f representa 0.

Los cinco coeficientes son congruentes con +1 (mdd 4) y, como hay cinco,
debe haber dos pares congruentes (mod 4), digamos

€1 =€ (m6d4) y e3=¢€4 (méd 4).
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Entonces €1 + €2 = €3 + €4 = 2 (m6d 4), luego €1 + €2 + €3 + €4 = 4, donde
es un entero diddico. Tomando x1 = 22 = x3 = x4 = 1, x5 = 27 resulta que

f(x17x2,$3; CC4,Z5) = 47 + 654/72 = 47(1 + 657) =0 (méd 8)

y se concluye como en el caso anterior. ]

El teorema 6.5 nos da la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 6.21 Toda forma cuadrdtica regular con cuatro o mds variables re-
presenta a todos los nimeros p-ddicos no nulos.

Otra consecuencia importante del teorema 6.19 (junto con el teorema 6.16)
es la siguiente:

Teorema 6.22 Siey,..., €. son unidades p-ddicas con p # 2 yr > 3, entonces

la forma cuadrdtica €123 + - - - + €22 representa 0 en Q.

6.3 Formas binarias en cuerpos p-adicos

Ahora nos ocupamos de las formas cuadraticas binarias. El problema de si
una forma binaria regular representa un nimero p-adico dado se reduce, pasando
a una forma equivalente y dividiendo entre un coeficiente, a si una forma del
tipo 2 — ay? representa a un cierto nimero p-adico, con o # 0. Llamemos N,
al conjunto de los ntmeros p-adicos no nulos representados por esta forma.
Teniendo en cuenta el teorema 6.5

BeN, < z2—ay’representa S < oax?+ By? — 22 representa 0.

Observemos que si a no es un cuadrado en Q, entonces
2’ —ay’ = (z—yva)(z+yva)=N(@z+yva),

donde N es la norma de la extension Qp(\/a) /Qp, con lo que N, es la imagen
por la norma del grupo multiplicativo de Q,, (\/5) En particular es un subgrupo
de Q3. Si por el contrario a es un cuadrado en Q, entonces la forma z* — ay?
representa 0 y en consecuencia a todos los nimeros p-adicos, por lo que N, = Q.
De hecho en este caso la extension Q,(y/a)/Q, es trivial, y N, sigue siendo el
grupo de las normas no nulas de la extension.

Puesto que la forma 2% — ay? representa todos los cuadrados, tenemos las

inclusiones Q;;Z C No C Q. Los teoremas 6.11 y 6.13 prueban que el indice
|Q;, : Nof es finito. Ya hemos dicho que si @ es un cuadrado entonces N, = Q.
En el caso contrario tenemos:

Teorema 6.23 Si o € Q no es un cuadrado, entonces |(@;k7 i N,y = 2.
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DEMOSTRACION: Supongamos primero que p # 2. Veamos que N, # (@;2.
En efecto, como —a € N, esto es cierto si —a no es un cuadrado. Si lo es
entonces la forma 2% — ay2 es equivalente a 22 + yQ, y por el teorema 6.5 esta
forma representa a toda unidad e (incluyendo a las que no son cuadrados), pues
segtin el teorema 6.22 la forma 22 + y? — €22 representa 0. Por lo tanto N,
contiene a todas las unidades y en consecuencia N, # Q;Z.

Ahora probamos que N, # Q). Sea € una unidad que no es un cuadrado.
Hemos de probar que la forma axz? + 3% — 22 no representa a 0 para todo
valor de 3, ahora bien, si multiplicamos « por un cuadrado no nulo, la forma
resultante representa 0 en los mismos casos, luego podemos suponer que « es ¢,
p o pe (por la prueba del teorema 6.11). Ahora bien,sica =ec¢y S =posia=p,
pe vy B =€, el teorema 6.14 implica que la forma az? 4+ By? — 22 no representa
0, luego en cualquier caso existe un 5 que no esta en Ng.

Puesto que |Q} : Q52| = 4, necesariamente |Q} : No| = 2.

Nos queda el caso en que p = 2. Ahora |Q} : Q52| = 8 y como representantes
de las clases podemos tomar 1, 3, 5, 7, 2, 6, 10, 14. Vamos a comprobar que
cuando « y 3 varfan en este conjunto de representantes la forma ax? 4 By? — 22
representa 0 en los casos indicados con un + en la tabla siguiente:

1|3]5|7]2]|6]10]14
LU+ [+ ][+ + [+ ]+
3+ + + -
5 [+ [+ +]+

e + - -
2 |+ + ]+ +
6 |+ |+ 1+
10 | + - |+
U+ [+ |+

Una vez probado esto, la tabla indica que cuando o # 1, o sea, cuando «
no es un cuadrado perfecto, la forma ax? 4+ By? — 22 representa 0 para todos
los 8 que pertenecen a cuatro de las ocho clases posibles, luego | N, : Q;;2| =4.
Puesto que |Q; : Q2| = 8 se concluye que |Q} : No| = 2.

Supongamos primero que a = 2¢, § = 27, donde ¢, n son unidades (1, 3, 5
0 7). Si se cumple que 2ex? + 2ny? — 22 = 0, podemos suponer que z, ¥y, 2 Son
enteros p-addicos no todos pares. Claramente z es par, pero x e y son ambos
impares, pues si uno de ellos fuera par, digamos y, entonces 2ex? seria divisible
entre 4, luego x también seria par.

Haciendo z = 2t la ecuacioén se reduce a ex? 4 ny? — 2t = 0. Tenemos, pues,
que la forma 2ex? + 2ny? — 22 representa 0 si y sélo si la forma ex? + ny? — 2t2
representa 0 (y entonces e y pueden tomarse impares). Por el teorema 6.18
esto equivale a que la congruencia ex?+ny? —2t%> = 0 (mdd 8) tenga soluciéon con
z e y impares. El cuadrado de un impar es siempre congruente con 1 (méd 8),
mientras que 2t? puede ser congruente con 0 o con 2 (méd 8). Consecuentemente
la congruencia tiene solucion si y s6lo si € +71n =2 (méd 8) o e+n =0 (mdd 8).
Esto da los valores del cuadrante inferior derecho de la tabla.
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Ahora sea o = 2¢, f = 1. En la ecuaciéon 2ex? + ny? — 22 = 0 podemos
suponer que x, y, z son enteros p-adicos no todos pares. Pero de hecho y, z han
de ser ambos impares, pues si uno de ellos es par, digamos y, entonces 2 | z,
luego 4 | 2ex? luego los tres serian pares.

Por el argumento anterior esto equivale a que 2ex? + ny? — 22 = 0 (méd 8)
tenga solucion con y, z impares, y a su vez a que 2¢+1n = 1 (méd 8) o bienn =1
(méd 8). Esto nos da el cuadrante superior derecho de la tabla y por simetria
el inferior izquierdo.

Finalmente sea o = ¢, 8 = 1. Ahora en ex? 4+ ny? — 22 = 0 se cumple que
entre x, y, z hay exactamente un par y dos impares.

Si z es par ez +ny? = e+n =0 (mdd 4), luego o bien € = 1 (méd 4) o bien
n =1 (moéd 4).

Si z es impar entonces ez +ny? = 1 (mdd 4), y como entre z, y hay un par
y un impar, llegamos otra vez a que € =1 (méd 4) o bien n =1 (mdéd 4).

Reciprocamente, si se cumple, digamos, € = 1 (mdd 4), entonces ha de ser
€ =1 (méd 8) o bien € = 5 (mdd 8). En el primer caso ex?+ny%—22 = 0 (méd 8)
tiene solucion (1,0,1), en el segundo (1,2,1). Esto implica que ex? + ny? — 22
representa 0. En resumen la condicion es e = 1 (méd 4) o n = 1 (méd 4), o sea,
€ =501 =25, lo que nos da el resto de la tabla. L]

Como consecuencia, si @ no es un cuadrado, el grupo cociente Qj, /Ny es
isomorfo al grupo {£1}. Componiendo la proyeccion en el cociente con este
isomorfismo obtenemos un homomorfismo de Q; en {+1} cuyo niicleo es exac-
tamente N,. Si « es un cuadrado entonces N, = Q; y dicho homomorfismo
también existe trivialmente. En definitiva estamos hablando que la aplicacion
que asigna a cada [ un signo 41 segun si § estd o no en N,. A este homomor-
fismo llegaron independientemente Hasse y Hilbert, el primero siguiendo més o
menos nuestra linea de razonamientos en términos de representacion de ntimeros
p-adicos por formas binarias, el segundo estudiando los grupos de normas de las
extensiones cuadraticas de los cuerpos p-adicos.

Definicion 6.24 Para cada par de nimeros p-addicos no nulos a y 8 se define
el simbolo de Hilbert como

(avﬁ)p:{ 1 sipeN,

-1 sif ¢ N,

Teniendo en cuenta la definicion de N, y el teorema 6.5, tenemos las equi-
valencias siguientes:

1. (e, 8)p =1
2. 2% — ay?® representa a 3 en Q,,
3. az? + By* — 22 representa 0 en Q,

4. az? + By?® representa 1 en Q.
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Si sabemos calcular simbolos de Hilbert, estamos en condiciones de determi-
nar si cualquier forma cuadratica binaria representa o no a un numero p-adico
dado. El célculo del simbolo de Hilbert es muy sencillo a partir de las propie-
dades que recogemos en el teorema siguiente:

Teorema 6.25 Sea p un nimero primo, sean «, 3, o, B nimeros p-ddicos no
nulos y sean €, n unidades p-ddicas. Entonces

1. (a,B)p = (B, a)p.

(aaﬂﬁl)p = (a’ﬂ)p(a76/)p7 (O‘O/’/B);D - (0‘76)1’)(0‘/76)1)'
Sia o es un cuadrado en Q, entonces (o, 5), = 1.
(av, 70‘)1) =1, (a a)p = (a, *1>P'

Sip # 2 entonces (p,€)p, = (¢/p) (simbolo de Legendre), (e,m), = 1.

S v e e

(2,€)2 =1 si y sdlo si e ==+1 (mdd 8),
(e,m)2 =1 siysdlosie=1(mbd 4) o bien n =1 (mébd 4).

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato.

2) Por la observacion previa a la definicién anterior: el simbolo de Hilbert
para un « fijo y como funciéon de § es el homomorfismo de Qj en {£1} con
nucleo N, .

3) Si a = 72 entonces (a, B)p = (7, /3)12) =1.

4) La ecuacién ax? — ay? — 22 = 0 tiene solucién (1,1,0).

Por 2) 1 = (a, —)p = (0, @) p(cr, —1)p, luego (e, ), = (v, —1)p.

5) Por el teorema 6.14, la forma px? + ey? — 22 representa 0 si y solo si la
forma ey? — 22 representa 0, lo cual sucede si y so6lo si € es un cuadrado.
Por el teorema 6.22, la forma ex? 4 ny? — 22 siempre representa 0.

6) En la tabla construida en la prueba del teorema 6.23 vemos que la forma
2ex? + ny? — 22 representa 0 si y sélo si 2 +n =1 (méd 8) o n = 1 (méd 8).
En particular, para € = 1 tenemos que 222 + ny? — 22 representa 0 si y solo si
n = +1 (mdd 8).

También alli hemos probado que la forma ex? + ny? — 22 representa 0 si y
solo si e =1 (mdd 4) o bien n =1 (mdd 4). "

Notemos que una consecuencia de 2) y 3) es que
(O‘_176)p = (avﬁ)p (avﬁ_l)p = (avﬁ)p'

Para calcular un simbolo de Hilbert arbitrario (p*e, p'n), usando el teorema
anterior, en primer lugar 1) y 2) y 3) nos lo reducen a los casos (€,n),, (pe, n)p,
(p,p)p. El tultimo caso se reduce a los anteriores por 4) y éstos se resuelven
mediante 5) y 6).
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Ejemplo Consideremos la forma 2z? — 5y. No es facil a priori determinar
qué niimeros estan representados por ella. Por ejemplo, 53 = 2-72 —5-33 si esta
representado en Q, mientras que 47 no lo esta. Para probarlo basta ver que no
esta representado en Q5. En efecto:

5 47
20° — 5y =4T & 2” — Syt = —
x y @t =5y 5
y la dltima ecuacion tiene solucion en Qs si y solo si (5/2,47/2); = 1. Ahora
bien,

(5/2,47/2)5 = (5,47)2 (2,47)5 (5,2)2 (2,2) = 1-1- (=1) - 1 = —1.

Por otro lado, la forma si representa a 47 en Q5. En efecto, al igual que
antes esto equivale a que (5/2,47/2)5 = 1, y ahora

(5/2,47/2)5 = (5,47)s (2,47)s (5,2)s (2,2)5 = (1) 1- (1) - 1 = L.

Si queremos una representacion concreta observamos que 47 = 2 (méd 5),
luego 47/2 =1 (mé6d 5) (en Q5) y por el teorema 6.9 existe \/47/2 € Q5. Asi

2
47
24/— —5-0%=41.
2 n

Ejercicio: Determinar qué primos p cumplen que la forma anterior representa a 47
en Qp. Determinar también los nimeros representados por dicha forma en Qs.
Ahora veremos como decidir si dos formas cuadraticas dadas son equivalentes

en Q.

Teorema 6.26 Sea f una forma cuadrdtica binaria con coeficientes en Qp, y
determinante d # 0. Entonces (o, —d), toma el mismo valor sobre todos los
numeros p-ddicos o # 0 representados por f.

DEMOSTRACION: Si aex?+ SBy2 es una forma equivalente a f, su determinante
se diferencia del de f en un cuadrado, luego

(a7 _d)P = (a7 _aﬁ)p = (avﬁ)pv

y este simbolo vale 1 si y solo si az?+y? representa 1, si y solo si f representa 1.
Esta condicién no depende de a. L]

Definiciéon 6.27 Sea f una forma cuadratica binaria regular con coeficientes
en Q,. Llamaremos d(f) al determinante de f y ¥,(f) = (a, fd(f))p, donde «
es cualquier nimero p-adico no nulo representado por f.

Segtn hemos visto, ¥, (f) =1 siy s6lo si f representa 1 en Q,,.

Teorema 6.28 Sean f y g dos formas cuadrdticas binarias regulares sobre Q.
Entonces f y g son equivalentes si y solo si d(f)/d(g) € Qi? y ¥p(f) = 1p(g).
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DEMOSTRACION: Las condiciones son claramente necesarias. Suponiendo
estas condiciones vamos a ver que f y g representan los mismos nimeros. Sea
v # 0 un numero representado por g. Podemos suponer que f es del tipo
az? 4+ By?. Entonces

(O‘a *Oéﬂ)p = ¢p(f) = 7/’;0(9) = (% *d('}/))p = (’73 *aﬂ)pv

1 2

luego (ya=',—afB), = 1, y la ecuacion ya~'z? — afy? — 22 = 0 tiene una
solucién no trivial.
Si x = 0 entonces —af3 es un cuadrado, luego por el teorema 6.7 las dos

formas representan 0 y consecuentemente a todos los niimeros p-adicos. Si x # 0

entonces ) )
z @
a3 ()
x x
luego f también representa a ~y. En cualquier caso, las formas f y g son equi-
valentes por el teorema 6.8. L]

Hemos visto como la representacién de ntimeros y la equivalencia de formas
binarias sobre los cuerpos Q, se rigen por reglas sencillas y relativamente faci-
les de obtener. En el niicleo de los resultados que hemos obtenido se halla el
teorema 5.47, que permite encontrar facilmente soluciones de ecuaciones y cuya
prueba es esencialmente topologica. Con los cuerpos p-adicos sucede lo mismo
que con el cuerpo R, que la topologia (més exactamente la completitud) permite
demostrar facilmente que ciertas ecuaciones tienen solucion.

De hecho todos los resultados que hemos obtenido son todavia mas sencillos
en el caso de R: Para cada numero real o no nulo podemos definir N, exac-
tamente igual a como hemos hecho para los numeros p-adicos, y es inmediato
que N, = R* si @ > 0 o bien N, =]0, 400 si @ < 0. Por lo tanto sigue siendo
cierto que el indice |R* : N,| vale siempre 1 o 2 y es posible definir el simbolo
de Hilbert:

Definicién 6.29 Si a y 8 son ntimeros reales no nulos definimos

(0, B = 1 siz? — ay? repesenta a 3 en R,
PP/ 1 —1  en caso contrario.

Las propiedades de (o, 8)s son las mismas que sobre los cuerpos p-adicos,
aunque las comprobaciones son mucho maés sencillas. Respecto al calculo expli-
cito, es facil comprobar que (o, f)oo = 1siysélosia > 00 5> 0.

Ejercicio: Interpretar el invariante 1o (f) y comprobar que determina la equivalencia

de formas cuadraticas binarias en R exactamente igual que en el caso p-adico.

Sucede que la ley de reciprocidad cuadratica (junto con las leyes suplemen-
tarias) admite una formulacion equivalente en términos del simbolo de Hilbert:

Teorema 6.30 La ley de reciprocidad cuadrdtica es equivalente a la siguiente
afirmacion: para todos los niumeros racionales no nulos a y b se cumple

[1(a, ), =1,

P

donde p recorre todos los primos, incluido p = 0.
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DEMOSTRACION: Observemos que el producto es finito, en el sentido de que
casi todos sus factores son iguales a 1. Concretamente, si p # 2 y p no divide
al numerador ni al denominador de ab, entonces de acuerdo con las propiedades
de los simbolos de Hilbert, (a,b), = 1.

Por estas mismas propiedades, todo producto de este tipo se descompone en
un namero finito de productos similares donde a y b estdn en uno de los casos
siguientes:

l.a=b=—-1.
2. a = q (primo), b = —1.
3. a=gq, b= ¢ (primos distintos).

Basta, pues, considerar productos asociados a pares en uno de estos casos.

1) En cualquier caso se cumple

[I(-1,-1), = (-1,-1)2(-1,-1)so = (=1)(—1) = 1.

P

2) Igualmente:

H(27 _1);!7 = (27 _1)2(2, —1)00 =1-1=1.

p

La primera ley suplementaria se cumple si y sélo si

1@ ~1) = (@, ~1)s(g, ~1) = (~1)@ /2 (‘1) 1

» q
3) La segunda ley suplementaria se cumple si y solo si

[12 0 = 2, 0)2(2.0)y = (—1)\"=V/% (2> _

» q

Y la ley de reciprocidad principal se cumple si y s6lo si

It = (0. ofana)y = (000000 (£ () 1,

- q

En el proximo capitulo demostraremos la formula del producto de los sim-
bolos de Hilbert sin apoyarnos en la ley de reciprocidad cuadratica, con lo que
tendremos una prueba alternativa.
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6.4 El teorema de Hasse-Minkowski

El problema de la representacion de ntmeros por formas cuadraticas en Q
se resuelve en virtud del teorema siguiente:

Teorema 6.31 (Teorema de Hasse-Minkowski) Una forma cuadrdtica con
coeficientes racionales representa 0 en Q si y sélo si representa 0 en todos los
cuerpos Q,, para todo primo p, incluido p = oco.

Aplicando el teorema 6.5 tenemos la siguiente consecuencia inmediata:

Teorema 6.32 Una forma cuadrdtica con coeficientes racionales representa a
un nimero racional v en Q si y solo si representa a r en todos los cuerpos Qp,
para todo primo p, incluido p = oco.

Asi pues, el problema de si un ntmero racional esta representado en QQ por
una forma cuadratica se reduce al mismo problema sobre los cuerpos p-adicos,
donde la solucién es mucho mas sencilla gracias esencialmente a la completitud.
De hecho los problemas de representacion de numeros por formas cuadraticas
en cuerpos p-adicos pueden resolverse sisteméaticamente. Nosotros s6lo hemos
expuesto la teoria completa para formas binarias, pero se pueden dar resultados
generales. Un ataque directo del problema en Q es inviable en general y termina
siempre en comprobaciones laboriosas en cada caso particular.

Pero aparte del interés del teorema de Hasse-Minkowski para la teoria de
ecuaciones diofanticas, podemos ver en él un indicio de un principio alrededor
del cual gira la teoria algebraica de niimeros moderna. Vagamente puede ser
enunciado como sigue: Los resultados ‘globales’, referentes a la aritmética de Q
o de un cuerpo numérico, pueden descomponerse en resultados anélogos ‘locales’
en torno a las compleciones del cuerpo respecto todos sus primos (incluyendo los
primos infinitos asociados a valores absolutos arquimedianos), de tal forma que
la totalidad de los resultados locales equivale al correspondiente resultado global.
Este principio de localizacion, conjeturado por Hensel y puesto de manifiesto por
Hasse, se aplica igualmente al célculo de discriminantes, a la determinacién de
las descomposiciones en primos y al trabajo con muchos conceptos adicionales
de la teoria de ntimeros que nosotros no tocaremos. Anadamos tan sélo que
Hensel descubrié los nimeros p-adicos mientras investigaba los exponentes de los
primos que dividen al discriminante de un cuerpo numeérico y, efectivamente, este
problema puede reducirse a estudiar los discriminantes de extensiones locales
asociadas, cada uno de los cuales es divisible inicamente entre un primo.

Empezamos demostrando el teorema de Hasse-Minkowski para formas de
hasta tres variables, con lo que el teorema 6.32 estarad probado para formas
binarias. El resto de la prueba requerira consideraciones adicionales que incluyen
la ley de reciprocidad cuadratica y el teorema de Dirichlet sobre primos en
progresiones aritméticas. Por otra parte, en lo sucesivo s6lo necesitaremos los
casos que vamos a probar ahora.

DEMOSTRACION: (del T® 6.31 para formas de hasta 3 variables):
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Como observacion general podemos suponer que la forma cuadrética con-
siderada es regular, porque las formas singulares representan 0 en todos los
cuerpos. Ademés una implicaciéon es inmediata.

Cuando el nimero n de variables es 1 el teorema es trivial: una forma con
una variable nunca representa 0.

Para n = 2 la prueba es muy sencilla: Sea f una forma cuadréatica binaria con
coeficientes racionales. Sea d su discriminante. Por el teorema 6.7, f representa
0 en un cuerpo K siy solo si —d es un cuadrado en K. Como f representa 0 en R,
tenemos —d > 0. Sea —d = p’fl ---pFr. donde pi,...,p, son primos (naturales)
distintos y k1, ..., k. son enteros racionales. Como —d es un cuadrado en cada
Qp, resulta que cada exponente k; es par, luego —d es un cuadrado en Q.

Observemos que los casos n = 1,2 no aportan nada, pues disponemos de
criterios directos para decidir si una forma con una o dos variables representa 0
ono en Q. En cambio el caso n = 3 si aporta informacion relevante y la prueba
ya no es tan simple.

Pasando a una forma equivalente y multiplicando por un entero racional si
es preciso, podemos suponer que la forma considerada es del tipo ax? + by? + cz?
con coeficientes enteros (esto no modifica la representacion de 0).

Observemos que para aquellos primos p que no dividan a abe los coeficientes
son unidades p-adicas, y por el teorema 6.22 la forma representa 0 en Q,. Esto
significa que las condiciones del teorema para la representaciéon de 0 en Q son en
realidad un ntimero finito (y esto es valido para formas con cualquier ntimero de
variables). El teorema de Hasse-Minkowski nos da, pues, un criterio explicito
y verificable en un ntmero finito de pasos para saber si una forma cuadratica
representa o no 0 en Q. Para el caso n = 3 tal criterio (en otros términos que
no involucran nimeros p-adicos) era ya conocido por Legendre.

Puesto que la forma ax? 4 by? + c2? representa 0 en R, no puede ocurrir que
los tres coeficientes sean del mismo signo. Multiplicando por —1 si es preciso
podemos suponer que dos son positivos y uno negativo. Mediante un cambio de
variables podemos eliminar todos los cuadrados, con lo que podemos suponer
que a, b, c son libres de cuadrados y primos entre si. Més atn, si dos de ellos
tienen un factor comun p, digamos p | a, p | b, entonces multiplicando por p
y eliminando el cuadrado pasamos a una forma con coeficientes a/p, b/p, pc.
Repitiendo este proceso llegamos a una forma ax? + by? — cz? donde a, b, ¢ son
nimeros naturales libres de cuadrados y primos entre si dos a dos.

Sea p un divisor primo impar del coeficiente c. Como f representa 0 en Q,,
por el teorema 6.14 la forma az? +by? también representa 0 en Q,, y, claramente
entonces, la congruencia az? + by? = 0 (méd p) tiene una solucién no trivial,
digamos (g, yo) con yo £ 0 (mdd p). Esto nos da la factorizacion

az® + by® = ayg” (xyo + yxo)(xyo — yao) (méd p).

Como ¢ es 0 modulo p en realidad tenemos una factorizacion de la forma
original:
az® +by® — c2® = LP(x,y,2)MP(z,y, z) (méd p),
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donde LP y MP son formas lineales con coeficientes enteros. Lo mismo vale para
los divisores primos impares de a y b. Para p = 2 también es cierto, aunque no
necesitamos las hipotesis:

ax® + by* — cz? = (ax + by — cz)? (méd p).

Si para cada primo p | abe tomamos r, € Z de modo que 7, = 1 (méd p),
rp = 0 (méd abe/p) y sumamos las formas r,LP(x,y, z), por una parte y por
otra las formas 7, M?(z,y, z), obtenemos formas lineales L(z,y,z), M(z,y, 2)
con coeficientes enteros tales que

L(z,y,z) = LP(z,y,2) (méd p), ~ M(z,y,2) = MP(z,y,2) (méd p)
para todos los divisores primos de abc. Claramente entonces
az® + by® — c2® = L(x,y, 2) M (z,vy, z) (méd abe)

Podemos ignorar el caso a = b = ¢ = 1, pues la forma 2% 4+ y? — 22 representa
0 en Q, luego no hay nada que probar.
Ahora daremos valores enteros a las variables (x,y, z) de modo que

0<z<Vbe, 0<y<+lac, 0<z<Vab. (6.3)

Puesto que a, b, ¢ son libres de cuadrados y primos entre si dos a dos, los
niameros vVbc, y/ac, vVab no son enteros. El ntumero de ternas que cumplen
6.3 es el producto de las partes enteras por exceso de Vbe, y/ac, Vab, que es

estrictamente mayor que
Vber/acVab = abe.

Como L(z,y, z) solo puede tomar abc valores modulo abe, han de existir dos
ternas distintas (z1,y1,21) y (x2,y2, 22) tales que

L(xz1,y1,21) = L(x2,y2, 22) (méd abe).

Llamando (xg, Yo, z0) a la diferencia de ambas ternas, la linealidad de L implica
que L(xg,y0,20) =0 (mdd abc). Asi,

ax% + byg — czg = L(xo, Yo, 20) M (z0, Y0, 20) = 0 (mdd abe).

Ademas tenemos que |zo| < vbe, |yo| < \/(E, |z0| < Vab, de donde se sigue que
—abe < az? + byd — cz@ < 2abe.

Esto solo es posible si axd + by2 — cz2 = 0 o bien ax + by} — ¢z = abe. En
el primer caso ya tenemos que ax? + by? — cz? representa 0 en Q (pues la terna
(20, Y0, 20) no es nula). En el segundo caso se comprueba que

a(IL’oZQ —+ by0)2 —+ b(yozo — az0)2 — C(Z(Q) + (lb)2 = O

Si 22 + ab # 0 tenemos que az? + by? — cz? representa 0 en Q. Si —ab = 232,
entonces la forma ax?+by? representa 0 (por el teorema 6.7), luego az?+by*—cz?
también. -
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Observemos que en la demostracion anterior no hemos usado la hipotesis
de que la forma represente 0 en Q2. Como consecuencia resulta que si una
forma cuadrética de tres variables representa 0 en todos los cuerpos @Q,, incluido
p = o0, salvo quizé para p = 2, entonces representa 0 en Q, y por lo tanto
también en Q,. La causa de este fendémeno se encuentra en la ley de reciprocidad
cuadratica: a efectos de representacion de 0 toda forma f con tres variables
puede expresarse como ax? + by? — 2% (tomando una equivalente diagonal y
dividiendo entre el tercer coeficiente). Entonces, (a,b), = 1 equivale a que f
represente 0 en Qp, y la féormula del producto 6.30 implica que si esto sucede
para todos los primos salvo quiza uno (incluido p = 0o) también ha de cumplirse
para éste ultimo.

El teorema de Hasse-Minkowski también nos permite reducir la equivalencia
de formas cuadraticas en Q a la equivalencia en los cuerpos p-adicos. Para verlo
necesitamos un resultado general:

Definicion 6.33 Si f y g son dos formas cuadraticas sobre un cuerpo K con
m y n variables respectivamente, llamaremos suma directa de f y g a la forma
cuadratica dada por

(f @g)(xh cee 7xm+n) = f(xla s axm) +9($m+1, s a$m+n)~

Claramente la suma directa de formas cuadraticas regulares es de nuevo una
forma cuadratica regular (su determinante es el producto de los determinantes).

Teorema 6.34 (Teorema de Witt) Sean f, g, h formas cuadrdticas regula-

res en un cuerpo K. Si f @ g es equivalente a f @ h, entonces g es equivalente
a h.

DEMOSTRACION: Si cambiamos f por una forma equivalente sigue cum-

pliéndose la hipotesis, luego podemos suponer que f es diagonal. De aqui se

sigue que es suficiente probar el teorema para el caso en que f(x) = ax? con

a # 0. Sean A y B las matrices de g y h. Entonces las matrices de f@ gy f®h

son respectivamente
a O a O
0 A Y 0 B )’

donde 0 representa en cada caso a una fila o a una columna de ceros.
Como az? ® g y ax® @ h son equivalentes, sus matrices verifican la relacién

v T a 0 v S\ [a 0
S Q' 0 A T @) \0 B )’
para una cierta matriz regular. Esto equivale a las ecuaciones
Ya+T'AT = a,
vaS+ T AQ =
S'aS+QAQ = B.

=
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Sea M = @ + kTS para un cierto k € K. Vamos a ver que eligiendo k
adecuadamente se cumplira que M es regular y M'AM = B, conlo que gy h
seran equivalentes. Tenemos

M'AM = (Q'+kS'TYA(Q+kTS) = Q' AQ+kS'T' AQ+kQ ATS+k*S'T' AT S
= Q'AQ—kyaS'S —kvaS'S+k*(a—~%a)S'S = Q' AQ+a((1—~*)k*—2kv) S'S.
Esto sera igual a B si (1 —~2)k? — 2ky = 1, o sea, si k? — (vk + 1)2 = 0.

Basta tomar k& de modo que k = vk + 1, es decir, & = 1/(1 — ) salvo
que 7 = 1, en cuyo caso la ecuacion se reduce a —2k = 1y sirve k = —1/2
(suponemos siempre que la caracteristica de K es impar).

Asi pues, para el k adecuado, tenemos M’'AM = B, y como B es regular, M
también ha de serlo. [

Teorema 6.35 Dos formas cuadrdticas regulares con coeficientes racionales
son racionalmente equivalentes si y solo si son equivalentes en Q, para todo
primo p, incluido p = oco.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el nimero n de variables. Sin = 1 dos
formas az? y bx? son equivalentes en un cuerpo si y solo si a/b es un cuadrado.
Pero, como hemos visto en la prueba del teorema 6.31 para n = 1, si a/b es un
cuadrado en todos los cuerpos @@, entonces es un cuadrado en Q.

Supongamos que n > 1. Sean dos formas f y g segiun las hipotesis. Sea r
un namero racional no nulo representado por f. Como f y g son equivalentes
en los cuerpos Q,, tenemos que g representa a r en todos estos cuerpos, y por
el teorema 6.32 resulta que g representa a r en Q.

Por el teorema 6.2 tenemos que f y g son equivalentes a formas raz? @ f’ y
rz? @ g'. Por el teorema anterior f' y ¢’ son equivalentes en todos los cuerpos
Qp, luego por hipotesis de induccion tenemos que f’ y ¢’ son equivalentes en Q,
con lo que f y g también lo son. m

Observemos que con la prueba del teorema de Hasse-Minkowski para formas
de hasta tres variables tenemos probado el teorema anterior para formas cuadra-
ticas binarias. Para este caso, podemos dar condiciones mucho més simples en
términos de los invariantes definidos en 6.27.

Definicién 6.36 Sea f una forma cuadratica binaria sobre Q. Entonces el
determinante de f se expresa de forma tinica como d(f) = §(f)c?, donde §(f)
es un namero racional libre de cuadrados. Es claro que 0(f) es un invariante,
es decir, que si f y ¢ son formas equivalentes, entonces §(f) = d(g).

Para cada primo p tenemos definido ¥, (f) = (r, —o( f))p, donde r es cual-
quier nimero racional no nulo representado por f (definicion 6.27).
También es obvio que si f y ¢ son (racionalmente) equivalentes también son

equivalentes en Q,,, y entonces ¢, (f) = 1,(g). Todo esto se cumple trivialmente
en el caso p = oo.

Combinando los teoremas 6.28 y 6.35 (junto con sus versiones para oo) ob-
tenemos:
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Teorema 6.37 Dos formas cuadrdticas binarias f y g sobre Q son (racional-
mente) equivalentes si y solo si 6(f) = 6(g) y ¥p(f) = ¥p(g) para todo primo p,
incluido p = oo.

Para calcular ¢,(f) podemos tomar una forma equivalente, luego podemos
suponer que f es del tipo az? 4+ by?. Se cumplird que ¥,(f) = 1 si y solo si
azx? + by? — 22 representa 0 en Qp. Por el teorema 6.22 esto se cumple siempre
que p es impar y no divide a ab. Por lo tanto las condiciones en el teorema
anterior se reducen a un nimero finito y son decidibles en la préctica.

Pasamos ahora a probar el teorema de Hasse-Minkowski en el caso general.
Para ello necesitaremos el siguiente hecho auxiliar:

Teorema 6.38 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y con mds de
cinco elementos. Si una forma cuadrdtica diagonal representa 0 en K, entonces
tiene una representacion de 0 en la que ninguna variable toma el valor 0.

DEMOSTRACION: Primeramente demostramos que si az? = ¢ # 0, entonces

para todo b # 0 existen elementos no nulos a y 3 tales que aa® +b3% = c. Para
ello consideramos la identidad

(t—1)? .
(t+1)2jL (t+1)2 =1

2

Multiplicamos por ax® = ¢ y queda

t—1\7 a2 2
alx—— at| — | =¢
t+1 t+1
Existe un v € K tal que v # 0 y t = by?/a # +1. Esto se debe a que las
ecuaciones by2 = £1 tienen a lo sumo dos soluciones cada una, y K contiene al

menos un sexto elemento, aparte de las posibles cuatro soluciones y el 0.
Para este valor de ¢ se cumple

2 2
t—1 2xy
b —e,
a($t+1> + <t+1> ¢
tal y como queriamos.

Sea ahora ajz? + -+ + a,z2 = 0 una representacién de 0 de una forma
cuadratica diagonal sobre K.

Podemos ordenar las variables de modo que sean todas no nulas hasta x,
mientras que z,41 = --- = x, = 0. Obviamente r > 2. Segin lo probado,
existen o y 3 no nulos en K tales que a,2? = a,a® + a, 413>

Esto nos da una representacion de 0 donde el nimero de variables no nulas ha
aumentado en una unidad. Repitiendo el proceso se llega a una representacion

sin variables nulas. u

CONCLUSION DE LA PRUEBA DE 6.31:
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Consideremos ahora una forma con cuatro variables
aw? + bz? + cy? + d=?,

donde, como en el caso n = 3, podemos suponer que los coeficientes son enteros
libres de cuadrados. Ademas, como la forma representa 0 en R, no todos los
coeficientes tienen el mismo signo. Podemos suponer que a > 0y d < 0.

Consideraremos también las formas g = aw? +bx? y h = —cy® — dz%. Vamos
a demostrar que g y h representan en Q a un mismo entero racional no nulo,
con lo que tendremos una representacion de 0 en QQ de la forma dada.

Sean pq, ..., ps los primos impares distintos que dividen a los coeficientes a,
b, ¢, d. Para cada uno de estos primos, asi como para p = 2, podemos encontrar
una representacion de 0 en Q, de la forma aw? + bz? + cy? + dz? = 0 donde
ninguna de las variables sea nula. Ademas podemos exigir que todas tomen
valores enteros y que uno de ellos no sea divisible entre p.

Sea b, = aw? + ba? = —cy? — dz* € Z,. Podemos exigir que b, # 0, pues si
el asi obtenido es 0, las formas g y h representan 0 en @, luego representan a
todos los ntimeros p-addicos y podemos tomar cualquier otro.

Ademés podemos exigir que p? { by, pues si p?* | b, podemos cambiar b, por
b,/p**, w por w/p*, x por x/p*, ete.

Consideremos el sistema de congruencias

t = by (méd 16),
t = by, (méd p?), (6.4)
t = by, (méd p?).

Podemos sustituir cada b, por un nimero entero congruente respecto al
moédulo indicado y aplicar el teorema chino del resto para obtener un entero ¢
que satisfaga estas ecuaciones, y que estara univocamente determinado médulo
m = 16p} - - p3.

Para cada indice i tenemos que vy, (t) = vy, (bp, ), luego by,t~! es una unidad,
y ademas by,t~! = 1 (méd p;). Por el teorema 6.9 tenemos que b,,t~! es un
cuadrado en Q,,. Igualmente, bot ! es una unidad y bat~! = 1 (méd 8), luego
por el teorema 6.12 también es un cuadrado.

Asf pues, para p = 2,p1,...,ps se cumple que byt~! es un cuadrado en Q,,
luego las formas —tz3 @ g y —taz? @ h representan 0 en Q,. Podemos tomar
t > 0 y entonces, puesto que a > 0y d < 0, tenemos que —tz2 &gy —tzd & h
también representan 0 en R.

Si p es cualquier otro primo que ademés no divida a t, como no divide a
ninguno de los coeficientes de g y de h, todos los coeficientes de las formas
—tx2 @& gy —tz & h son unidades en Q,, luego por el teorema 6.22 ambas
formas representan 0.

Vamos a probar que podemos elegir ¢ de modo que a lo sumo haya un tnico
primo g que divida a t y sea distinto de 2,pq,...,ps. Entonces tendremos que
las formas —tz3@®g y —tz2@®h representan 0 en todos los cuerpos Q,, incluyendo
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p = o0, salvo quiza para el primo ¢. Usando la férmula del teorema 6.30 (atn
no demostrada) resulta que también representan 0 en el caso exceptuado (ver la
observacion tras el teorema). Por el teorema 6.31 para formas de tres variables
resulta que —tz2 @ g y —tx3 @ h representan 0 en Q. Por el teorema 6.5 las
formas g y h representan ambas a t y el teorema quedara probado (para cuatro
variables).

Sea t cualquier entero que cumpla las congruencias (6.4). En su lugar pode-
mos tomar cualquier otro niamero de la forma ¢+ km. Veamos que uno de éstos
nos sirve.

Sea d el maximo comtn divisor de ¢ y m. Sean t' = t/d y m' = m/d.
Entonces t' y m’ son primos entre si. Ahora usamos el teorema de Dirichlet
sobre primos en progresiones aritméticas, que nos garantiza la existencia de un
primo de la forma ¢ = ¢ + km/. Entonces t* = t + km = dq solo es divisible
entre un primo distinto de 2, p1,...,ps, tal y como queriamos.

Probamos ahora el teorema para formas con cinco variables:
av? + bw? + ca® + dy? + ez?.

Como en los casos anteriores podemos suponer que los coeficientes son ente-
ros y libres de cuadrados. Si esta forma representa 0 en R entonces no todos los
coeficientes tienen el mismo signo. Digamos a > 0, e < 0. Sea g = av? + bw?,
h = —cx? — dy? — ez?.

Razonamos exactamente igual como en el caso n = 4 (usando el teorema
de Dirichlet) para probar que existe un nimero natural ¢ representado por las
formas g y h en todos los cuerpos Q,, incluyendo p = oo, salvo quizd para un
primo impar g que no divide a los coeficientes a, b, ¢, d, e.

Igualmente se prueba que la forma g representa a ¢ también en Q,, luego en
Q. Para la forma h usamos otro argumento: por el teorema 6.22 representa 0
en Qg, luego por el teorema 6.4 también representa a ¢t. Con esto concluimos
que g y h representan a t en Q y la prueba termina.

Observemos que por el teorema 6.20 toda forma cuadratica con cinco o mas
variables representa 0 en todos los cuerpos p-adicos, luego lo que hemos probado
es que una forma con cinco variables representa 0 en Q si y so6lo si representa 0
en R, y lo mismo hay que probar para formas de méas de cinco variables. Ahora
bien, toda forma con méas de cinco variables es equivalente a una forma diagonal,
y si representa 0 en R no todos los coeficientes tendrén el mismo signo, luego
podemos ordenar las variables de modo que los dos primeros coeficientes tengan
signos distintos, y asi la forma dada se descompone como f & g, donde f es una
forma diagonal con cinco variables que representa 0 en R y g es cualquier forma.
Por el caso n = 5 tenemos que f representa 0 en Q, luego f @ g también. =

6.5 Sumas de cuadrados

Terminamos este capitulo demostrando a partir del teorema de Hasse-Minkowski
los teoremas [ITAl 7.8], [ITAl 3.5]. Nos apoyaremos en el teorema siguiente:
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Teorema 6.39 Sea f una forma cuadrdtica con coeficientes enteros definida
positiva (es decir, f(x) > 0 para todo z € Q" y f(x) =0 si y sélo siz=0) y
supongamos que para todo x € Q™ existe un &' € Z™ tal que f(x —2') < 1. En-
tonces todos los numeros naturales representados por f en Q son representados
también en Z.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz simétrica asociada a f, es decir, la matriz
que cumple f(z) = zAx! para todo x € Q™. Los coeficientes de A son enteros
0 semienteros.

Para cada par de n-tuplas =,y € Q" definimos g(x,y) = zAy'. La aplicacion
g es una forma bilineal simétrica y f(z) = g(z,z). Ademés g toma valores
enteros o semienteros sobre los ntimeros enteros.

Sea n un ntmero natural representado racionalmente por f. Entonces existe
un x € Z" tal que f(x) = t?n para cierto niimero natural ¢t > 0, que podemos
tomar minimo. Basta probar que t = 1.

Por hipétesis existe un y € Z™ tal que z = 2/t — y cumple g(z,2) < 1.

Si fuera g(z, z) = 0 entonces z = 0 (porque f no representa cero) y asi resulta
que z/t = y + z tiene coeficientes enteros. Como f(z/t) = n la minimalidad de
t implica que t = 1.

Si g(z,z) # 0 sean

a=g(y,y)—n, b=2(nt—g(z,y)), t' =at+b, 2z’ =azx+by.

Entonces a, b, t' son enteros y

tt at® + bt = t2g(y,y) — nt* + 2nt? — 2t g(z,v)

= t*g(y.y) —2tg(z,y) + glz,x) = g((ty — ), (ty — x)) = 1> g(z, 2).

Asi pues, t' = tg(z,z) y, como 0 < g(z,2) < 1, resulta que 0 < ¢’ < ¢t. Por
otra parte,

g(a',a") = a®g(z,2) +2abg(w,y) + b g(y,y)
a’t’n 4 ab(2nt — b) 4+ b*(n + a) = n(a*t? + 2abt + b*) = t"n,

lo que contradice la minimalidad de ¢ [
Teorema 6.40 (Gauss) Un nimero natural es suma de tres cuadrados si y
solo si no es de la forma 4™(8m — 1).

DEMOSTRACION: La forma cuadratica f(z,y,z) = 22 + 3% + 22 esta en
las hipdtesis del teorema anterior, pues sin duda es definida positiva y, dada
una terna (z,y, z) de nimeros racionales, siempre podemos encontrar una terna
(2/,y,2") de ntmeros enteros tales que

o -/l <1/2, Jy—y|<1/2, |2—2|<1/2,

conlo que f(x—a',y—vy',2—2") <1/4+1/4+1/4 = 3/4 < 1. Por lo tanto basta
probar que un namero natural esté representado racionalmente por f siy soélo
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si no es de la forma indicada. Por el teorema 6.32 los ntimeros representados
racionalmente por f son los representados por f en R y en todos los cuerpos
p-adicos.

Obviamente los ntmeros racionales representados por f en R son exacta-
mente los mayores que 0 y por el teorema 6.22 f representa 0 en todos los
cuerpos @, con p # 2, luego también a cualquier nimero racional.

Concluimos que un nimero natural a es suma de tres cuadrados si y solo si
esta representado por f en Qs.

Ahora bien, f representa a a en Qs si y sélo si la forma x2 + y2 + 22 — at?
representa 0 (teorema 6.5) y a su vez esto equivale a que exista un nimero
diadico no nulo u tal que x? + y? represente a u y z? — at? represente a —u (en
principio u podria ser 0, pero en tal caso ambas formas binarias representan 0
y podemos tomar cualquier w.

De nuevo por el teorema 6.5 esto equivale a que exista un niimero diadico u
tal que las formas 22 + 3% — uw? y 22 — at? 4+ vw? representen 0, y en términos
del simbolo de Hilbert esto se expresa como que (—1,u)s = 1 = (a, —u)s.

Esta condicién depende solo de las clases de a y de v modulo Q3. Un
conjunto de representantes de estas clases es 1,3,5,7,2,6,10,14. La condiciéon
(—=1,u)2 = 1 la cumplen los niimeros congruentes con 1,5, 2,10 (observemos que
—1 es congruente con 7 y considerar la tabla calculada en la prueba de 6.23). Los
valores de —u son, pues, 7,3,14,6. La misma tabla nos da que para cualquier
a podemos encontrar un —u entre estos cuatro que haga (a, —u)s = 1 salvo si
a =7 (méd Q32).

Por lo tanto los nameros naturales n representados por f son todos excepto
los que cumplen a = 7 (méd Q32), o equivalentemente, —a = 1 (méd Q3?), o
sea, excepto los que cumplen que —a es un cuadrado en Qs.

Por el teorema 6.12 esto equivale a que —a sea de la forma 4" (8m + 1), o
equivalentemente, a que a sea de la forma 4™ (8m — 1). "

Teorema 6.41 (Lagrange) Todo nimero natural es suma de cuatro cuadra-
dos.

DEMOSTRACION: Todo numero natural a es de la forma a = 4"m, donde m
no es divisible entre 4. Si m es congruente con 1,2,3,5,6, médulo 8 entonces
a es suma de tres cuadrados. En caso contrario m = 7 (méd 8) y por lo tanto
m — 1 =6 (méd 8) si es suma de tres cuadrados.

Asi pues, si m — 1 = 22 + 3% + 22, tenemos que

a=4"m = (2"z)? + (2"y)? + (2"2)* + (2)%

Ejercicio: Probar que un ntimero natural a es suma de dos cuadrados si y s6lo si los
primos impares que lo dividen con exponente impar son congruentes con 1 médulo 4.



Capitulo VII

La teoria de los géneros

Presentamos aqui, con un enfoque moderno, la teoria de Gauss sobre géneros
de formas cuadraticas binarias que expusimos en el capitulo XIV de [ITAl].
En este capitulo, y mientras no se indique lo contrario, la expresiéon ‘forma
cuadratica’ la usaremos exclusivamente en el sentido de la seccion [ITAl 11.1], es
decir, que nos referiremos a formas cuadraticas binarias, con coeficientes enteros,
regulares (es decir, con determinante o discriminante no nulo), primitivas y
definidas positivas en caso de que el discriminante sea negativo.

7.1 Géneros de formas y médulos

El punto de partida de la teoria de géneros es el hecho evidente de que
para que la ecuacién f(xz,y) = m tenga soluciones enteras, donde f es una
forma cuadréatica, es necesario que las congruencias f(z,y) = m (méd n) tengan
solucion para todo niimero natural n. Esto nos lleva al concepto de equivalencia
modular [ITAl 14.1] que recordamos aqui:

Definicion 7.1 Diremos que dos formas cuadraticas f y g son equivalentes
moédulo un natural n > 1 si existen enteros a, b, ¢, d tales que

f(z,y) = glax + by, cx + dy) (mdd n) (ad — be,n) = 1.

Al exigir que el determinante del cambio de variables sea primo con n ga-
rantizamos que tenga inverso modulo n, de modo que dos formas equivalentes
mobdulo n representan los mismos ntimeros médulo n. Es obvio que la equiva-
lencia modulo n es una relaciéon de equivalencia en el sentido usual del término,
asi como que dos formas equivalentes (en Z) son equivalentes modulo cualquier
natural n. El teorema siguiente [ITAl 14.2] nos indica que es suficiente estudiar
la equivalencia médulo potencias de primos:

Teorema 7.2 Sean m y n dos nimeros naturales primos entre si. Entonces
dos formas cuadrdticas son equivalentes mddulo mn si y sélo si son equivalentes
mddulo m y modulo n.

229
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En [ITAI 14.3] probamos que, si p es un primo impar y r es cualquier resto
no cuadratico modulo p prefijado, toda forma cuadratica de discriminante D es
equivalente modulo p™ a una de las formas

> —Dy* o r(z® - Dy?).

Si p 4 D ambas formas resultan ser equivalentes modulo p™, por lo que hay
una tnica clase de equivalencia de formas modulo p™, mientras que si p | D la
primera representa inicamente restos cuadraticos médulo p y la segunda restos
no cuadréaticos, por lo que tenemos dos clases de formas. Para distinguirlas
Gauss introdujo el concepto de ‘caracter modulo p’ [ITAl 14.4]:

Definicién 7.3 Sea f una forma cuadratica de discriminante D y p un primo
impar tal que p | D. Diremos que f tiene cardcter positivo moédulo p si f
representa restos cuadraticos modulo p. En caso contrario se dice que f tiene
cardcter negativo moédulo p. Equivalentemente, definimos el cardcter médulo p
de f como

donde a es cualquier nimero representado por f que sea primo con p. Sipt D
definimos x,(f) = 1.

En estos términos, tenemos que dos f y g de discriminante D son equivalentes
moédulo p™ si y soélo si tienen el mismo caracter modulo p.

Si p = 2, la equivalencia médulo p™ requiere considerar cuatro caracteres
posibles, incluyendo el trivial:

Definicién 7.4 Las funciones § y €, definidas sobre los enteros impares, son las
dadas por

-1 sik=-1(mdd 4

o \(2—1)/8 1 sik==41(mdd 8)
e(k) = (-1) _{ -1 sik =45 (mdd 8)

5(k) = (_1)(k—1)/2:{ 1 sik= 1 (méd 4;

Podemos considerar a § y € como funciones en Ug, y entonces ¢ distingue a
{1,5} de {—1, =5}, mientras que € distingue a {1,—1} de {5,—5} y su producto
€d distingue a {1, -5} de {—1,5}.

Si f es una forma cuadratica de discriminante par D y a es cualquier nimero
impar representado por f, definimos el cardcter médulo 2 de f como

1 si D/4=1,5(méd 8)

€(a) si D/4 =2 (mdd 8)
) =1 5@ s D/d=3.47 (méd 8)

d(a)e(a) si D/4=6 (méd 8)

Si D/4 =0 (mé6d 8) definimos tres caracteres de f modulo 2, dados por
x21(f) =0(a),  x22(f) = €(a),  x23(f) = d(a)e(a).

Finalmente, si D es impar, definimos x2(f) = 1.
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En estos términos, se cumple que dos formas cuadraticas son equivalentes
modulo 2™ (con n > 3) si y sélo si tienen el mismo caracter modulo 2 (o los
mismos caracteres en el caso en que D/4 =0 (mdéd 8)).

En resumen, para cada discriminante D y para cada primo p tenemos defi-
nido un caracter x; : U, — {£1} sip es impar, o x5 : Us — {£1} sip =2 (en
este caso pueden ser tres caracteres), de manera que para cada forma cuadra-
tica f de discriminante D se cumple que x,(f) = X;([a]), donde a es cualquier
nimero primo con p representado por f.

El caracter x;, es constante igual a 1 si p 1 D, es el simbolo de Legendre de p
si p | D es impar y es una de las funciones 1,4, ¢,¢d (o las tres) si p = 2, y se
cumple el teorema [ITAl 14.6]:

Teorema 7.5 Si p es primo, dos formas cuadrdticas de discriminante D son
equivalentes mddulo p™ (para n > 3 si p = 2) si y sélo si tienen el mismo
cardcter mddulo p. Esto ocurre siempre que p1 D.

En particular, si C' es una clase de equivalencia (estricta o no estricta) de
formas cuadraticas de discriminante D, podemos definir x,(C) como el caracter
de cualquiera de sus miembros. Recordamos ahora el concepto de género de una
forma cuadratica, definido en [ITAl 14.8]:

Definicién 7.6 Diremos que dos formas cuadraticas de un mismo discrimi-
nante D son del mismo género si tienen los mismos caracteres.

Segun los teoremas 7.2 y 7.5, dos formas son del mismo género si y solo si
representan los mismos enteros moédulo cualquier nimero natural n > 1.

Maés atn, en [ITAl 12.19] establecimos una biyeccion entre las clases de equi-
valencia estricta de formas cuadraticas de un discriminante dado D y las clases
de similitud estricta de médulos cuyo anillo de coeficientes es el orden cua-
dratico de discriminante D. A través de esta correspondencia podemos definir
[ITAL 14.10] los caracteres y el género de una clase de similitud estricta de mo-
dulos C' como los caracteres y el género de su clase de formas asociada. A su
vez, definimos los caracteres y el género de un modulo en particular como los
de su clase de similitud estricta.

Recordemos ahora el teorema [ITA1 13.27], en virtud del cual si O es un orden
cuadratico, toda clase de similitud estricta de médulos de O admite como repre-
sentante a un ideal de norma prima con cualquier entero prefijado n. Cuando
hablemos de un ideal de un orden cuadratico O, sobrentenderemos siempre que

su norma es prima con el indice de O en su orden maximal. Se cumple el teorema
[ITAI 14.2]:

Teorema 7.7 Sea O un orden cuadrdtico, a un ideal de O y p un primo que no
divida a N(a). Entonces xp(a) = x;;(N(a)).

Este teorema tiene muchas consecuencias. La més importante es que, en
términos de modulos, los caracteres son homomorfismos de grupos, es decir, son
caracteres en el sentido de la teoria de grupos [ITAl 14.3]:
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Teorema 7.8 Si M y N son mddulos de un mismo orden cuadrdtico O y p
es un primo, entonces Xp(MN) = xp(M)xp(N). En términos algebraicos, los
caracteres son homomorfismos del grupo de los mddulos de O (o del grupo de
clases estrictas de O) en el grupo {+1}.

Si O es un orden cuadréatico, xi,---,Xm son sus caracteres, H es su grupo
de clases estrictas y llamamos Cy = {£1}, entonces tenemos un homomorfismo
de grupos

m veces
X:H—Cyx---xCy

que a cada clase le hace corresponder su sistema de caracteres. Dos clases de H
son del mismo género si y sélo si tienen la misma imagen por y. En particular
el nucleo de x es el género formado por las clases cuyos caracteres son todos
positivos. A este género lo llamaremos género principal Gqo. Los géneros son las
clases del grupo cociente H/Gg. A este grupo lo llamaremos grupo de géneros
del orden O. Su orden es potencia de 2 (de hecho, divide a 2™). También
es obvio ahora que todos los géneros contienen el mismo nimero de clases de
similitud estricta.

Hasta aqui nos hemos limitado a citar los hechos probados en [ITAl]. El
aporte de la teoria que hemos desarrollado en los capitulos precedentes tiene
que ver con el teorema [ITAl 14.17]|, que justifica que el ntimero de géneros es
siempre la mitad del que (a priori) podria ser, y que demostramos haciendo
calculos basados en la ley de reciprocidad cuadratica. Ahora vamos a probar
que [ITAl 14.17] es, de hecho, equivalente a la ley de reciprocidad cuadrética y
usaremos esto para demostrarla. Conviene introducir algunas definiciones:

Definicion 7.9 Diremos que un ntmero entero D es un discriminante funda-
mental si es el discriminante del orden maximal de un cuerpo cuadréatico.

Si D es el discriminante de un orden cuadratico arbitrario, entonces D se
descompone de forma tnica como D = m2Dy, donde m es un nimero natural
(el indice del orden) y Dy es un discriminante fundamental.

Llamaremos caracteres fundamentales del orden cuadratico de discriminante
D a los caracteres Y, correspondientes a primos p que dividen al discriminante
fundamental Dy, salvo que haya tres caracteres modulo 2, en cuyo caso soélo
consideraremos fundamental a uno de ellos, al Gnico que cumple el teorema
siguiente, que expresa los caracteres de una forma cuadratica en términos del
simbolo de Hilbert:

Teorema 7.10 Sea O un orden cuadrdtico de discriminante D y sea x, un
cardcter fundamental de O. Entonces

1. Si f es una forma cuadrdtica de discriminante D,

Xp(f) = (a, D)p = ¥p(f),

donde a es cualquier niumero racional representado racionalmente por f y
¥p(f) es el invariante definido en 6.27.

2. 8t M es un médulo de O, entonces x,(M) = (N(M), D),.
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DEMOSTRACION: 1) Supongamos en primer lugar que p es impar y que a es
primo con p. Como Dy es libre de cuadrados (salvo una posible potencia de 2)
se cumple que el exponente de p en D = m2Dy es impar. Asi pues, teniendo en
cuenta las propiedades del simbolo de Hilbert (teorema 6.25)

Wl = (2) =@y = @ D),

Sip =2 (y a es impar) distinguimos casos segun el resto de D/4 modulo 8.
Observemos que en general (a, D)2 = (a, D/4),.

e Si D/4=1 (mébd 4) entonces (a, D/4)s =1 = x2(f).
e Si D/4=—1(mdd 4) entonces (a, D/4)s = §(a) = x=2(a).

Si D/4 =2 (mdd 8) entonces D/4 = 2u, donde u = 1 (méd 4) y asi

(a, D/4)2 = (a,2)2 (a,u)2 = (a,2)2 = €(a) = x2(f).

Si D/4 =6 (mdéd 8) entonces D/4 = 2u, donde u = —1 (méd 4) y

(a, D/4)2 = (a,2)2 (a,u)2 = e(a)d(a) = x2(f)-

Si D/4 =0 (méd 8) entonces tenemos tres caracteres modulo 2. Vamos a
ver que uno de ellos es (a, D/4)s (el mismo para toda forma f y todo a).
Sea D/4 = 2iu, donde u es impar. Entonces (a, D/4) = (a,2%)s (a,u)s. El
primer factor es 1 o €(a), segln si i es par o impar. El segundo factor es
1 0 é(a) segtn el resto de u mddulo 4. No pueden ser ambos iguales a 1,
pues si i es par, entonces Doy = 4d (pues 2 | Dy por definicion de caréacter
fundamental) y como Dy es un discriminante maximal d = —1 (mdd 4).
Asi pues, (a, D)2 es uno de los tres caracteres (a),e(a),d(a)e(a).

Por otra parte, el discriminante D y el determinante d de la forma f satis-
facen la relacién d = —D/4, por lo que ¢,(f) = (a,D/4), = (a,D),. Pero el
teorema 6.26 nos da que ¢ (f) se puede calcular en realidad con cualquier namero
p-adico representado por f. En particular con cualquier ntimero racional.

2) Sea (a, §) una base orientada de M. Una forma asociada a M es

fz,y) = N(az + By)
N(M)

Como («, 8) es una Q-base del cuerpo cuadratico al que pertenece M, existen
nameros racionales «, § tales que ax + By = N(M). Entonces, f(a, ) = N(M),
es decir, f representa racionalmente a N(M), y concluimos por el apartado
anterior. -
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De aqui se siguen muchas consecuencias importantes. Por ejemplo, si H,, es
el grupo de clases de un orden O,,, y H es el grupo de clases del orden maximal O,
tenemos un epimorfismo « entre ellos dado por «([a]) = [a]. Si x,, es un carécter
fundamental de O,,, trivialmente lo es de O también, y por el teorema anterior
se cumple

xo (@([a])) = (N(), Do), = (N(a), m* Do), = xp ([a])-

Esto significa que los caracteres de a([a}) se obtienen sin més que suprimir los
caracteres no fundamentales de [a]. En particular « envia clases del mismo
género a clases del mismo género.

Para érdenes maximales el teorema 7.10 puede mejorarse.

Teorema 7.11 Sea O un orden cuadrdtico mazximal de discriminante D y sea
Xp cualquier cardcter de O. Entonces

1. Si f es una forma cuadrdtica de discriminante D,

Xp(f) = (a, D)p = ¥p(f),

donde a es cualquier nimero racional representado racionalmente por f.

2. 8t M es un médulo de O, entonces x,(M) = (N(M), D),.

DEMOSTRACION: El teorema 7.10 prueba estos hechos en el caso en que
p | D. Sipt D sabemos que x,(f) = 1 para toda forma de discriminante
D. Por otro lado, a puede tomarse primo con p y entonces, si p es impar,
¥p(f) = (a, D), = 1 (pues p divide a D con multiplicidad 1). Si p = 2 enton-
ces podemos tomar a impar, y necesariamente D = 1 (mdd 4), luego también
Yo(f) = (a,D)2 = 1. La version en términos de modulos se deduce de la de
formas como en el teorema 7.10. L]

Ahora podemos comprender por qué el nimero de géneros es siempre la mi-
tad del que podria ser. En un orden maximal, el nimero de caracteres negativos
de un género ha de ser par, como consecuencia del teorema 6.30 (admitiendo la
ley de reciprocidad cuadratica). En efecto, la formula producto que aparece en
dicho teorema tiene como caso particular que

[D(M) = [T, D)y = 1

P

(Falta el factor (N(M), D)oo, pero siempre vale 1, porque N(M) > 0.) De hecho
vamos a probar que esta propiedad equivale a la ley de reciprocidad cuadratica,
y nos basaremos en ello para demostrarla.

Teorema 7.12 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. La ley de reciprocidad cuadrdtica.
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St M es un mddulo de un orden cuadrdtico maximal de discriminante D,
entonces

[Txp(M) =1,
2
es decir, el numero de caracteres negativos de M es par.

Si D es un discriminante fundamental y m es el nimero de primos dis-
tintos que dividen a D, entonces el niumero de géneros g del orden de
discriminante D cumple g < 2m~1,

DEMOSTRACION: Acabamos de probar que 1) implica 2).

2) implica 3) es evidente, pues de los 2™ géneros posibles, la mitad de ellos
tendrian un ndmero impar de caracteres negativos, luego segtiin 2) no se dan.
Vamos a probar que 3) implica la ley de reciprocidad cuadratica.

1.

Si p es un primo p = —1 (mdd 4) entonces (—1/p) = —1.
Consideremos K = Q(H), D = —4, m = 1. Entonces hay un solo
género, el principal. Si fuera (—1/p) = (—4/p) = 1, entonces p se des-
compone como producto de dos primos de norma p. Si p es uno de estos
primos,

x2(p) = (p, —4)2 = (p, —1)2 = —1,
con lo que el género de p no seria el principal, contradiccion.

. Sipesun primo p = 1 (méd 4) entonces (—1/p) = 1.

Consideramos K = Q(\/f)), D=p, m=1,g=1. Como el tnico género
es el principal, aplicando [ITAl 11.14] tenemos que 1 = Xp(—l) = (-1/p).

Las afirmaciones 1) y 2) prueban la primera ley suplementaria.

Si p es un primo p = 1 (mdd 8) entonces (2/p) = 1.

Consideramos K = Q(\/;B)7 D=p, m=1, g=1. Entonces (1 + \/]5)/2
tiene norma par, pero no es divisible entre 2, lo que prueba que 2 se
descompone en producto de dos primos de norma 2. Si q es uno de estos

primos, 1 = Xp(q) = (2;p)p = (2/p)-
Si p es un primo p = 3,5 (méd 8) entonces (2/p) = —1.

Tomamos K = Q(v2), D =8, m =1, g=1. Si (2/p) = 1 entonces p
se descompone en dos factores de norma p. Si p es uno de estos factores
1 =x2(p) = (p,8)2 = (p,2)2 = —1, contradiccion.

Si p =7 (mdéd 8) entonces (—2/p) = —1.

TomamosK = Q(\/fQ), D = -8, m=1, g=1yrazonamos igual que en
el caso anterior.

Si p =7 (méd 8) entonces por 1) y 5)
(2/p) = (=1/p)(=2/p) = (=1)(-1) = 1.

Las afirmaciones 3), 4) y 6) prueban la segunda ley suplementaria.
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Sipy ¢ son primos impares p = 1 (méd 4) y (¢/p) = —1, entonces también
(p/q) = —1.

Tomamos K = @(\/]5), D=p,m=1,g=1. 8i(p/q) =1, entonces ¢
se escinde en dos primos de norma ¢. Si q es uno de ellos, 1 = x,(q) =
(4, p)p = (a/p)-

Si p y ¢ son primos impares p = —1 (méd 4) y (¢/p) = —1, entonces
(—p/q) = —1.

Tomamos K = Q(\/—p), D =—-p, m=1, g=1y razonamos igual que
en el caso anterior.

Por 1) y 2), tenemos (—1/¢) = ¢ (mdd 4), luego 8) implica que (p/q) = —1
sig=1(méd 4)y (p/q) =1si¢g=—1(mdd 4).

Sipy ¢ son primos impares p = 1 (méd 4) y (¢/p) = 1, entonces (p/q) = 1.
Si ¢ =1 (mdd 4), entonces (p/q) = —1 implicaria (¢/p) = —1 por 7).

Si ¢ = —1 (mdd 4), entonces (p/q) = —1 implicaria (¢/p) = —1 por el
comentario posterior a 8).

Los apartados 7) y 9) prueban la mitad de la ley de reciprocidad.

Sipy g son primos p, ¢ = —1 (mdd 4) y (¢/p) = 1, entonces (p/q) = —1.
Tomamos K = Q(\/;Tq), D = pg, m = 2, g < 2. Entonces x,(—1) =
(—1/p) = —1 por 1), e igualmente x,(—1) = —1, luego g = 2 y los géneros
son (++), (——).

Claramente p = p2, ¢ = q2, para ciertos ideales p, g. Como N(y/Pq) = —pq
ha de ser (\/]Tq) = pq, luego [pq] = —1, [p]?> = 1, [q)®> = 1. Esto implica
que [p] = —[q].

Ahora bien, x,(=[a]) = —xp(la]) = —(a/p) = —1y xq(lp]) = (v/a)-
Como ambos caracteres han de ser iguales, x4 ([p]) = —1.

La afirmacion 10) y la observacion tras 8) completan la prueba.

Ejercicio: Admitiendo la ley de reciprocidad cuadrética, probar que el nimero de
b . L. 1 ,
géneros de cualquier orden cuadratico es a lo sumo 2™, donde m es el nimero de

caracteres. Si hay tres caracteres médulo 2, el nimero de géneros es a lo sumo

m=2,

Dedicaremos la seccién siguiente a demostrar la ley de reciprocidad cuadréa-

tica.

Ahora seguiremos extrayendo consecuencias de los teoremas 7.10 y 7.11.

El teorema siguiente es inmediato si tenemos en cuenta 6.37:

Teorema 7.13 St D es un discriminante fundamental, entonces dos formas
cuadrdticas de discriminante D son racionalmente equivalentes si y solo si son
del mismo género. Si D no es fundamental, dos formas del mismo género son
racionalmente equivalentes, pero el reciproco es falso en general.
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Ejercicio: Sea D un discriminante fundamental y f, g dos formas de discriminante
D. Si f representa un nimero a y g representa un namero b’a, entonces f y g son del
mismo género. El reciproco es cierto aunque el orden no sea maximal.

Una consecuencia inmediata del teorema 7.11 es que en un orden maximal, el
género de un médulo depende s6lo de su norma. Méas exactamente, la situaciéon
es ésta:

Teorema 7.14 Si dos médulos M y M’ del orden O, de un cuerpo cuadrdtico
K son del mismo género, entonces existe un v € K de norma positiva tal que
N(M) = N(v)N(M'). Si el orden es el mazimal (m = 1) entonces el reciproco
también es cierto.

DEMOSTRACION: Sea M = (u,v), M’ = (u/,v’). Las formas asociadas a
estos modulos son

N(uz + vy) N(u'z +v'y)

f(%y)zw y g(x,y)zw

Si modulos son del mismo género entonces las formas f y g son racionalmente
equivalentes (y el reciproco es cierto si el orden es maximal). Por el teorema 6.8,
esto ocurre si y so6lo si ambas formas representan racionalmente a un mismo
ntimero, es decir, si y so6lo si existen niimeros racionales no nulos r, s, r’, s’ tales
que N(ur+vs)/N(M) = N(u'r' +v's")/ N(M') o, en otros términos, si y solo si
existen elementos no nulos £ y ¢ en K tales que N(£)/N(M) = N(&)/N(M")
o, equivalentemente N(M) = N(M')N(£/¢'). Entonces v = £/£ cumple el
teorema. n

Ejercicio: Probar que, en un orden cuadratico arbitrario, dos ideales con la misma
norma son del mismo género (tener en cuenta que dos ideales primos con la misma
norma son conjugados, y que dos ideales conjugados son del mismo género).

7.2 El ntimero de géneros

En esta seccion presentamos una prueba de la ley de reciprocidad cuadratica
basada en el computo del ntmero de géneros. De acuerdo con el teorema 7.12
es suficiente probar que en un orden maximal el nimero de géneros g es a lo
sumo 2™~ !, donde m es el nimero de primos que dividen al discriminante.

Para ello nos basaremos en la siguiente observacion trivial: Si C' es una clase
de similitud estricta (no necesariamente de un orden maximal), entonces C?
pertenece al género principal, pues para cualquier cardcter se cumple x,(C?) =
xp(C)? = 1. Asi, si llamamos H al grupo de clases, H? al subgrupo de los
cuadrados y Gy al género principal, tenemos que g = |H : Go| < |H : C?|, luego
basta probar que este tltimo indice es a lo sumo 271,

En realidad el nimero de géneros es exactamente igual a 2™~ !, y este hecho
tiene interés tedrico por si mismo. Para probarlo necesitamos probar a su vez que
el género principal coincide con el grupo de los cuadrados. Esto se conoce como
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teorema de duplicacion de Gauss. Demostramos primero un resultado técnico
que podemos evitar si nos restringimos a érdenes maximales (el tnico caso
necesario para determinar el nimero de géneros y probar la ley de reciprocidad).

Teorema 7.15 Sea K un cuerpo cuadrdtico y m un numero natural. Si existe
un v € K no nulo cuya norma es positiva y se expresa como cociente de enteros
primos con m, entonces vy puede escogerse de la forma v = o/, donde o y 8
son enteros de norma positiva prima con m.

DEMOSTRACION: Sea v = «/f, donde a y [ son enteros en K. Sean
P1s- .-, Pr los primos que dividen a m y que en K se descomponen como p; = p;(;,
donde p; # q;. Sean a; y a} los exponentes de p; y q; en «. Sean b; y b}
los exponentes en 3. Por hipotesis ha de ser a; + a; = b; + b;. Llamemos
¢; = a; — b; = b, — al. Para cada i, sea m; € p; \ p?. Por el teorema chino del
resto existe un entero ( € K tal que

¢ = m'" (méd psithy,

K3
¢ = 1 (méd q&th).

De este modo, p; divide a ¢ con exponente c;, mientras que q; no divide a
¢. Sea ¢’ el conjugado de . Claramente  y ¢’ tienen la misma norma, luego
v* = (¢'a)/(¢B) tiene la misma norma que 7. Ahora, el exponente de p, tanto
en ('a como en (5 es a;, y el exponente de q; en (' y en (S es V.

Asi pues, todo divisor primo de m divide a (' y en (8 con la misma mul-
tiplicidad (para otros divisores distintos de los que hemos tratado —veéase la
tabla 2.1— se sigue inmediatamente de la hipdtesis). Podemos aplicar el teo-
rema 2.18 para concluir que v* = o*/8*, donde ningin primo que divida a m
divide a 5* (luego tampoco a a*). Por consiguiente, a* y 5* tienen norma prima
con m. Sino es positiva los multiplicamos por a*. L]

Teorema 7.16 (Teorema de duplicacion) El género principal de un orden
cuadrdtico O, estd formado por los cuadrados del grupo de clases.

DEMOSTRACION: Consideremos una clase [a] del género principal. Por el
teorema [ITAl 13.27] podemos suponer que a es un ideal de norma prima con m.
El teorema 7.14 nos da que N(a) = N(v) para un cierto v con N(vy) > 0. Por el
teorema anterior podemos tomar v = a/3, donde a, 8 € O tienen norma positiva
prima con m. Entonces [a] = [fa] y N(Ba) = N(«). Esto significa que podemos
suponer que v € 0. Ahora veremos que podemos tomarlo en O,,. En efecto,
existen u y v enteros en K tales que uy+vm = 1. Asiuy € 14+(m) C O, y sigue
siendo primo con m. Lo mismo vale para (u7)?. Ademés N(u*va) = N((u7)?)
y tanto u?y como (u7)? tienen norma positiva. Por consiguiente [a] = [u?va] y
podemos sustituir v por (u7y)?. Descompongamos en ideales primos de O,,:

a=[Ipf a; TIv7, v =IIpi"ai" IIv)7,
K3 j i ;

donde hemos distinguido entre los primos p; de norma p; tales que p; = p;q;
con p; # q; y los primos restantes v; de norma 7";? (t; = 1,2) tales que r; = t?
o bien r; = t;.
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Al igualar las normas y teniendo en cuenta que la factorizaciéon es tunica,
resulta que a; +b; = u; +v; y ¢;j = w;. Tomando clases estrictas tenemos

TTlpa [qa]® [pa] = [qa] %,

i

—14] —

[a] = [y a] =

pero [1] = [p;] = [pi][aa], luego [q:] = [ps] ™" v asi

2
] = TlpiJes bt = T2 = g
i % % n
El grupo de clases de un orden cuadrético se descompone en producto de gru-
pos ciclicos de érdenes potencias de primos (los llamados divisores elementales).
Digamos que
H={c1) X+ x{cp) x (d1) x -+ x (dg), (7.1)
donde cy,...,c, tienen orden 2% y di,...,ds tienen orden impar. Por consi-
guiente el género principal es

Go = () x - x () x (d) x -+ x (d3) .
Pero d; = (d2)" """ donde t es el orden de d;, luego (d2) = (d;), y asi
Go = (ci) x -+ x {e7) x {da) x -+ x (ds)
Esto nos da la siguiente expresion para el grupo de géneros:

G=H/Go= ({c1) /{cD)) x -+ x ({cr) / {c2)) .

Resulta, pues, que el ntimero de géneros es g = 2", donde n es el ntmero de
. Bl .
divisores elementales pares de H. Puesto que cada clase ¢? ' tiene orden 2, el

i
grupo
A= <c%t171> X -0 X <cgtril> <H

es isomorfo al grupo de géneros.

Pero por otro lado A = {C' € H | C? = 1} (teniendo en cuenta (7.1), un
elemento de H tiene orden 2 si y s6lo si todos sus factores tienen orden 2, si y
solo si esta en A).

Definicion 7.17 Una clase C' del grupo de clases estrictas H es ambigua si
cumple C? = 1.

Hemos probado que el grupo de géneros es isomorfo al grupo de clases am-
biguas. Gauss demostré la ley de reciprocidad cuadratica contando el nimero
de clases ambiguas, que es lo que vamos a hacer a continuaciéon. En lo sucesivo
consideraremos tnicamente clases de similitud estricta en un orden cuadratico
maximal (trabajar en el caso general no aprovecharia para nada).

Si C es una clase de H, llamaremos C a la clase conjugada de C, es decir,
la formada por los modulos conjugados de los modulos de C. Si a es un ideal
y @ es su conjugado, entonces ada = (N(a))7 luego para toda clase C' se cumple
que CC = 1. Por lo tanto C es una clase ambigua si y s6lo si C' = C.
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Un ideal a es ambiguo si a = a y no es divisible entre enteros racionales no
unitarios.

Consideremos un ideal ambiguo a # 1 y descompongémoslo en factores pri-
mos. Si p es uno de los primos de a, segtin probamos en el capitulo II (véase
la tabla 2.1) hay tres posibilidades: o bien p = p es un primo racional, o bien
N(p) = p = pg, con q # p (y entonces q = p, por el teorema 2.39), o bien
N(p) =p=9p>.

Descartamos la primera posibilidad por definicion de ideal ambiguo. El
segundo caso tampoco puede darse, pues como p | a, también p | a = a, luego
p =pp | a, en contra de la definicion de ideal ambiguo.

Esto prueba que los tnicos factores primos posibles de los ideales ambiguos
son los primos p tales que N(p) = p?, y éstos son exactamente los que dividen al
discriminante D del orden que estamos considerando. Mas atn, la multiplicidad
de p en a tiene que ser 1, o de lo contrario N(p) = p? dividirfa a a.

Reciprocamente, si a es un ideal formado por productos de divisores primos
de D con multiplicidad 1, es claro que a es un ideal ambiguo. Si llamamos m al
nimero de divisores primos de D, tenemos que el numero de ideales ambiguos
es 2™ (incluyendo al ideal 1, que no tiene factores primos).

Si demostramos que cada clase ambigua contiene exactamente dos ideales
ambiguos habremos demostrado que hay exactamente 2™~ ! clases ambiguas,
luego también 2™~ ! géneros, tal y como queremos demostrar.

La clave de la prueba es un sencillo resultado debido a Gauss y a Kummer,
que Hilbert generalizd6 hasta lo que ahora se conoce como el teorema 90 de
Hilbert.

Teorema 7.18 Sea K = Q(\/&) un cuerpo cuadrdtico y O su orden mazimal.
Sia € K cumple que N(a) = 1, entonces existe un p € O tal que a = p/p.
Ademds p es unico salvo mailtiplos por nimeros racionales.

DEMOSTRACION: Si o = —1 basta tomar p = v/d. En otro caso se cumple
que = (1 + a)/(1 + @&). Multiplicando por un entero racional podemos exigir
que el numerador esté en O, y se cumple lo pedido.

Sip/p = o/d entonces pd = po = r € Q, pues r es invariante por conjuga-

cion. Por lo tanto

T ro r

_ = —— = g = 80,
g o6 N(o)

p:

con s € Q. n

Teorema 7.19 Cada clase ambigua de un orden cuadrdtico mazimal O contiene
exzactamente dos ideales ambiguos. Por lo tanto O tiene eractamente 2!
clases ambiguas, luego también 2™~ géneros, donde m es el nimero de divisores
primos del discriminante de O.
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que toda clase ambigua contiene
al menos un ideal ambiguo. Toda clase ambigua contiene un ideal a. Que la
clase sea ambigua significa que [a] = [a], es decir, que a = «a para un cierto
nimero « de norma positiva. Como a y d tienen la misma norma ha de ser
N(«) = 1, luego por el teorema anterior a = (p/p)a, con p € Q. Por lo tanto
pa = pa.

Si N(p) < 0 hacemos vdpa = —Vdpa = v/dpa y N(v/dp) > 0. De este modo
tenemos un ideal b estrictamente similar a a y tal que b = b. Si b es divisible
entre enteros racionales hacemos b = mc, donde ¢ ya no es divisible entre enteros
racionales. Entonces ¢ es estrictamente similar a a y es claro que se trata de un
ideal ambiguo.

Ahora basta probar que la clase principal contiene exactamente dos idea-
les ambiguos, pues si (1) y («) son los tnicos ideales estrictamente principales
ambiguos, toda clase contiene al menos dos ideales ambiguos: el que ya hemos
probado que existe, digamos a y el ideal aa. Por otro lado, si una clase contu-
viera tres ideales ambiguos, digamos a, Sa y ya, con N(3), N(y) > 0, entonces
los ideales (1), (), () estarian en la clase principal y serian ambiguos.

Supongamos que («) es un ideal ambiguo con N(«) > 0 y veamos qué po-
sibilidades hay. Tenemos que (a) = (&), luego a/& = € es una unidad de O de
norma +1.

Sid# —1,-3,d <0, entonces € = +1, y si &« = a + bv/d (con a, b enteros o
semienteros) la condicion a = & nos da a = a o bien a = bv/d (con lo que a
y b han de ser enteros). Como ademéas (a) no ha de ser divisible entre enteros
racionales, las tinicas posibilidades son (1) y (vVd).

Si d = —1,—3 no es necesario hacer calculos: en ambos casos el niimero de
clases es 1 y m = 1, luego el ntimero de ideales ambiguos es 2 y, efectivamente,
hay dos ideales en la clase principal. Con esto tenemos probado el teorema para
cuerpos imaginarios.

Supongamos ahora que d > 0 y que la unidad fundamental tiene norma
negativa. Como N(e) > 0, necesariamente, +¢ ha de ser una potencia par de
la unidad fundamental, luego € = 4n? para una cierta unidad 1. Tenemos que
a = £n?. Multiplicando por 7 queda af) = +na.

Sea i = a + bv/d. Este namero tiene la propiedad de que su conjugado es
¢l mismo o su simétrico. Esto lleva a que aij = a o bien afj = bv/d, luego ()
ha de ser (a) o (b\/a ) y, como no ha de ser divisible entre enteros, sélo hay dos

posibilidades: (1) y (vVd).

Nos queda el caso en que d > 0 y la unidad fundamental 7 tiene norma
positiva. Por el teorema anterior, n = p/p para un cierto entero p. Podemos
suponer que N(p) > 0, pues en caso contrario cambiamos p por Vdp, y 1 por
—n (que es también una unidad fundamental). También podemos suponer que
p no es divisible entre enteros racionales.

Notemos que p no es una unidad, o de lo contrario = p?, lo cual es imposible
dado que 7 es una unidad fundamental. Por lo tanto los ideales (1) y (p) son
distintos y claramente son ambiguos. Vamos a probar que no hay ninguno mas.
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Si (a) es un ideal ambiguo (con N(«) > 0) tenemos que o = e para una
unidad €, que sera de la forma e = +n' = +p'/pt. Entonces ap’ = +ap'.
Expresando este nimero como a 4 bv/d (con a, b enteros o semienteros), esta
ecuacion conduce a que apt = a o bien apt = bv/d (con a, b enteros). Teniendo
en cuenta los signos de las normas, el segundo caso es imposible, luego ap! = a.

Digamos que t = 2k + u, donde u = 0, 1. Se cumple que p? = N(p)/n, luego
podemos escribir ap"/n* = a/N(p)*. El primer miembro es entero y el segundo
es racional, luego ap®/n* = da’ € Z.

Siu =0 queda () = (a’) = (1), puesto que («) no es divisible entre enteros
racionales. Supongamos finalmente que v = 1, de modo que (a) = (a’/p).

Tenemos que p | a’. El hecho de que (p) sea ambiguo implica que los factores
primos de (p) son todos distintos dos a dos y, si p es uno de ellos, entonces p2 = p
para un cierto primo p tal que p | N(p) | N(a'), luego p | @’ y asi concluimos que

N(p) | a'.
Consecuentemente a'/p = a’p/ N(p) = a”p, para un cierto entero racional
a”’, y nos queda (o) = (a’'p) = (p). "

Con esto queda demostrada la ley de reciprocidad cuadratica. Notemos que,
sin el teorema 7.16, el teorema anterior prueba que |H : H%| = 2™~ 1 lo cual es
suficiente para probar la ley de reciprocidad. Todavia no hemos probado que el
nimero de géneros es exactamente la mitad del nimero de géneros posibles en
o6rdenes no maximales. Esto lo veremos mas tarde. Terminamos la secciéon con
algunas consecuencias inmediatas del teorema anterior:

e Hay cuerpos cuadraticos (tanto reales como imaginarios) con un numero
de clases arbitrariamente grande, pues si llamamos n al nimero de clases
en cada género, tenemos la relacién b’ = gn = 2™ !n, y basta tomar
determinantes divisibles entre muchos primos.

e El numero de clases estrictas b’ es impar si y solo si el discriminante D es
divisible por un tnico primo (pues el nimero de géneros es el nimero de
divisores elementales pares del grupo de clases).

e En particular, una condicién necesaria para que un cuerpo tenga facto-
rizacion tnica (h = 1) es que el discriminante sea divisible por un solo
primo en el caso de los cuerpos imaginarios o cuerpos reales con unidades
de norma negativa, y que el discriminante sea divisible por a lo sumo dos
primos en el caso de cuerpos reales sin unidades de norma negativa.

7.3 El caracter de un cuerpo cuadratico

Al final de la seccién 4.3 hemos introducido el concepto de caracter de un
cuerpo cuadratico K, que en realidad habiamos presentado ya en [ITAl 9.14].
Aqui presentamos una construcciéon alternativa a partir del simbolo de Hilbert.
Concretamente, definimos xx : Z — {—1,0, 1} mediante

[T (@, Ak)p  si(a,Ax) =1,
XK(a) = { plAk
0 si (a, Ax) # 1.
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El teorema siguiente prueba que esta definicion es equivalente a la dada
en [ITA]]. Notemos que la ley de reciprocidad cuadratica interviene a través de
la formula del producto:

Teorema 7.20 Sea K un cuerpo cuadrdtico y q un primo racional. Entonces

0 siq se ramifica en K,
xx(q) = 1 siq se escinde en K,
—1 st q se conserva en K.

DEMOSTRACION: El caso de los primos que se ramifican es claro. Suponga-
mos que ¢ se escinde. Entonces existe un ideal q tal que N(q) = q.

xx(9)= 11 (¢ Ax)p= 11 (N(a),Ax)p= I xp(a) =1.

plAK plAK plAK

Reciprocamente, supongamos que xx(¢) = [] (¢,Ax)p, =1. La formula
del producto 6.30 nos da que PlAK

[1(g, Ak)p =1, (7.2)

p

cuando p recorre todos los primos incluido p = co. Si pt Ak, p # ¢ se cumple
que (q,Ak)p = 1, pues si p es impar es inmediato y si p = 2 entonces tenemos
que Ag = 1 (méd 4), con lo que también se cumple. Ademas (¢, Ax)e = 1,
ya que ¢ > 0. Esto implica que si eliminamos el factor (¢, Ax), en (7.2) el
producto sigue dando 1, luego (¢, Ag), = 1.

Si g es impar (¢, Ax)q = (Ax/q) =1, luego g se escinde en K. Si g =2 la
condicion (2, Ak)s = 1 equivale a que D = +1 (mdd 8), y puesto que entonces
Ak es impar, A = 1 (mé6d 4), luego ha de ser de hecho Ax =1 (mdéd 8), y
esto implica que 2 se escinde. [

Ahora las propiedades de los caracteres de los cuerpos cuadraticos (inclu-
yendo el hecho de que son caracteres modulares) se siguen de las propiedades
del simbolo de Hilbert:

Teorema 7.21 Sea K un cuerpo cuadrdtico de discriminante A y sean m y n
enteros racionales.

1. xg(mn) = xk(m)xx(n).

2. Sim=mn (méd A), entonces xx(m) = xx(n).
3. xk toma los tres valores —1,0, 1.

4. xx(=1) = A/|A].

DEMOSTRACION: 1) Es inmediato a partir de la definicion de xx y de las
propiedades del simbolo de Hilbert.



244 Capitulo 7. La teoria de los géneros

2) Si m y m no son primos con A, entonces xx(m) = xx(n) = 0. En caso
contrario es claro que

xx(m) = 1 x5 (m),
plA

y las funciones X;(m) dependen so6lo del resto de m modulo A.

3) Obviamente xx toma el valor 0y xx (1) = xx(1?) = xx(1)? = 1. Hay
que probar que también toma el valor —1.

El discriminante A sélo es potencia de 2 cuando A = +8, A = —4. En estos
casos podemos encontrar explicitamente un primo que se conserve en el cuerpo
en cuestion. Supongamos, pues que A es divisible entre un primo impar q.

Sea A = gm, donde (¢, m) = 1, puesto que salvo potencias de 2 se cumple
que A es libre de cuadrados. Por el teorema chino del resto existe un entero r
tal que r es un resto no cuadratico modulo ¢ y » = 1 (méd 8m). Entonces, si
p| A, p# q tenemos que (r,A), = (r,p), = (r/p) = 1 si p es impar, y también
si p =2, usando que r =1 (mdd 8). Por consiguiente

Xr(r) = (rA)g = (r/q) = —1.

4) Sea A = 2'm, donde m es impar libre de cuadrados. Para cada primo
p | m tenemos que (—1,A), = (—1,p), = (—1/p) = p (mdd 4).

Por otra parte (—1,A)y = (—1,2)% (=1,m)2 = (—1,m)y = m (méd 4).

Al multiplicar todas las congruencias queda xx(—1) = m|m/| (mdd 4). No-
temos que si A es impar hemos incluido un factor de mas, pero no importa,
pues en tal caso (—1,A)y =m =1 (mdd 4).

Claramente entonces xx(—1) = m/|m| = A/|A]|. "

Definicion 7.22 Sea K un cuerpo cuadratico de discriminante A. Sea Ua el
grupo de las unidades del anillo de restos modulo |A[, esto es, el formado por las
clases [m] tales que (m,A) = 1. El teorema anterior permite considerar a xx
como un caracter yg : Un — {£1}, de Uy, es decir, como un homomorfismo
de grupos, que, de hecho, es suprayectivo.

Llamaremos clases de escision de K a las clases cuya imagen por xx es 1.

Las clases de escision forman el nucleo de xg, luego son un subgrupo de
Ua que contiene exactamente a la mitad de las clases. Teniendo en cuenta que
X% = 1 es evidente que las clases que son cuadrados son de escision.

El apartado 4) del teorema anterior nos dice que si A > 0 entonces [m] es
una clase de escision si y solo si lo es [—m], mientras que si A < 0 entonces [m]
es una clase de escision si y s6lo si [—-m] no lo es.

Estas propiedades permiten determinar facilmente las clases de escision. Se-
gun el teorema 7.20, un primo p 1 A se escinde en K si y solo si [p] es una
clase de escision (y se conserva en caso contrario). Notemos que el teorema de
Dirichlet asegura que todas las clases de Ua contienen infinitos ntimeros primos,
si bien hemos podido definir el concepto de clase de escision sin necesidad de
este hecho.
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Todas estas propiedades de la factorizacion de los primos en cuerpos cuadra-
ticos eran ya conocidas por Euler, aunque fue Gauss el primero en demostrarlas
gracias a la ley de reciprocidad cuadréatica.

Ahora podemos probar calcular el namero de géneros de los ordenes no
maximales. [ITAl 14.19]:

Teorema 7.23 Sea O un orden cuadrdtico. Entonces una combinacion de ca-
racteres (no triviales) se corresponde con un género de O si y sélo si el nimero
de caracteres fundamentales negativos es par y, en caso de que haya tres carac-
teres modulo 2, el nimero de caracteres negativos mdodulo 2 es par.

DEMOSTRACION: Sea K el cuerpo cuadratico al que pertenece O. Puesto
que los valores de x7(z) dependen solo del resto de x modulo p (o modulo 8), el
teorema, chino del resto nos da un entero m primo con el discriminante A de O
tal que x(m) toma cualquier juego de valores prefijado, y m estd determinado
modulo A (aqui se usa la restriccion sobre los caracteres modulo 2). Si probamos
que O tiene un ideal de norma m, evidentemente su género tendré la combinacién
de caracteres prefijada.

No es facil probar la existencia de tal ideal, asi que simplificaremos el pro-
blema haciendo uso del teorema de Dirichlet sobre primos en progresiones arit-
méticas. La sucesion m~+kA contiene un primo ¢, de modo que podemos razonar
con q en lugar de m. Ahora basta observar que

xx(@) = Il x;(9) =1,
plAk

por hipotesis, y esto significa que ¢ se escinde en K, luego existe un primo q
de norma ¢, y como (g, A) = 1, la correspondencia entre los ideales de O y los
de K implica que O también tiene un primo de norma g m

7.4 Representaciones por formas cuadraticas

Hemos iniciado el capitulo explicando que nuestra intencién al estudiar los
géneros era buscar condiciones suficientes para que un entero esté representado
por una forma cuadratica, pero pronto nos hemos desviado hacia considera-
ciones teoricas sobre los géneros. Ahora estudiaremos la parte practica. Como
punto de partida, consideremos el teorema [ITAl 12.29], segtin el cual una forma
representa un nimero natural m si y solo si la clase inversa de su clase de ideales
asociada contiene un ideal de norma m. Usando la factorizaciéon tnica es facil
determinar si existen o no ideales con una norma dada. El problema es deci-
dir a qué clase pertenecen si existen. Si eliminamos esa parte de la conclusion
obtenemos este enunciado mas débil: si O es un orden cuadratico de discrimi-
nante D, un numero natural m esta representado por alguna forma cuadratica
de discriminante D siy solo si O tiene ideales de norma m. Ahora reformulamos
la condicién sobre la existencia de ideales.
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Teorema 7.24 Sea K un cuerpo cuadrdtico con discriminante A y sean m, k
numeros naturales primos entre si. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. k estd representado por una forma cuadrdtica de discriminante m2A.

2. Los primos p que dividen a k y tales que xi(p) = —1 tienen exponente
par.

3. (k,A), =1 para todo primo pt A.

DEMOSTRACION: Sabemos que una forma f de discriminante m2A repre-
senta a k siy solo si el orden O, tiene ideales de norma k. Como k es primo con
m esto equivale a que el orden maximal de K tenga ideales de norma k. Todo
ideal de K se descompone en producto de ideales primos que tendran norma p
(para los primos p tales que x(p) # —1) o p? (cuando xk(p) = —1).

Es claro entonces que K tiene un ideal de norma k si y sélo si los primos que
cumplen y g (p) = —1 aparecen en k con exponente par. Esto nos da primera
equivalencia.

Respecto a la segunda, notemos que si pt A y k = p"n (quiza con r = 0),
entonces para p # 2 se cumple

(k,A)p = (n, A)p (p", A)p = (A/p)" = xx(p)"-
Si p = 2, entonces A es impar, luego A =1 (mdd 4).
(kv A)Q = (n7 A)Q (27‘7 A)Q = (Qv A)g = XK(Q)T'

Asi pues, para todo primo p t A se cumple (k,A), = xx(p)", con lo que la
tercera afirmacion equivale a las anteriores. n

Notemos que la afirmacién 3) impone s6lo un ntmero finito de restricciones,
ya que si p es un primo que no divida a A ni a k, entonces (k, A), = 1.

También es interesante notar que k esta representado por una forma de
discriminante m2A si y sélo si lo esta su parte libre de cuadrados, si y solo si lo
estan los primos que dividen a ésta. Ademaés, si p es primo y p { m, entonces la
representabilidad de p por una forma del determinante considerado sblo depende
de su resto modulo A.

Todo esto es especialmente 1til en los cuerpos cuadréticos con una sola clase
de similitud. Si todas las formas cuadraticas son equivalentes, entonces todas
representan a los mismos numeros, luego un nimero es representado por una
forma cuadratica (cualquiera) de discriminante D si y so6lo si es representado
por una forma cuadratica particular con dicho discriminante, y las condiciones
que proporciona el teorema son condiciones necesarias y suficientes para que
una forma dada represente a un ntmero.

Numeros de la forma 2% +ny? Vamos a aplicar los resultados que conoce-
mos a las formas de tipo 2% +ny?. Tal y como acabamos de sehalar, la situacion
es mas simple cuando el numero de clases de formas con dicho discriminante es
h = 1. Puede probarse que esto sblo sucede para n = 1,2,3,4,7. Veamos en
primer lugar estos casos:
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n =1 Un nimero es de la forma x? + y? si y solo si los primos que dividen a
su parte libre de cuadrados son p=2 o p=1 (méd 4).

En efecto, 22 + y? es la forma principal de discriminante A = —4, que
corresponde al orden maximal del cuerpo Q(4). Como su ntimero de clases
es h = 1, todas las formas de discriminante —4 representan los mismos nu-
metos. El grupo Uy esta formado por las clases {:I:[l]}, y como xx (1) =1,
ha de ser xx(—1) = —1. Por el teorema anterior, los nimeros representa-
dos por la forma son aquellos cuya parte libre de cuadrados no contiene
primos congruentes con —1 modulo 4.

n = 2 Un mimero es de la forma x? + 2y si y sdlo si los primos que dividen
a su parte libre de cuadrados sonp=2 op=1, 3 (méd 8).

Ahora A = =8 y Us = {[1],[3],[5],[7]}. Como [3] es un cuadrado en Us,
tiene que ser xx(3) = 1, luego xx(5) = xx(7) = —1. Concluimos como
en el caso anterior.

n =3 Un nimero es de la forma x2 + 3y? si y sélo si los primos que dividen
a su parte libre de cuadrados esp =3 o p =1 (méd 3).

El discriminante de 2% + 3y es D = —22 - 3, luego la forma est4 asociada
al orden 02 de K = Q(1/—3), cuyo discriminante es A = =3 y m = 2. El
grupo de las unidades es Uz = {+£][1]}.

Por el teorema anterior, un niimero k primo con m, es decir, impar, es de
la, forma 22 4+ 332 si y sélo si los primos que dividen a su parte libre de
cuadrados son p =3 o p =1 (mdéd 3). Vamos a ver que esto vale también
si k es par. Claramente, si k es par y es de esta forma, entonces k = 22"k/,
donde k' es impar y tiene la misma parte libre de cuadrados que k, luego
K =a2+3y*y k= (2"z)% + 3(2"y)*.

Reciprocamente, si k = 22 + 3y?, como 2 es primo en K, tiene que dividir
a los dos conjugados x +y+/—3 con la misma multiplicidad, luego 2 divide
a k= (z+y/=3)(z — yv/=3) con multiplicidad par. Por lo tanto, si
un primo p divide a la parte libre de cuadrados de k, necesariamente es
impar, y tiene que ser la norma de uno de los primos en que se descompone
k, luego p es de la forma 22 + 332 y, por el caso en que k = p es impar, es
de la forma requerida.

n =4 Un nimero es de la forma k = 2% + 4y? si y sélo si los primos que
dividen a su parte libre de cuadrados es p = 2 o p = 1 (mdd 4), con la
condicion adicional de que si p = 2, su multiplicidad en k sea > 1.

La forma 2 + 4y? tiene discriminante D = —16 y est4 asociada al orden
02 de K = Q(i), de discriminante A = —4. El teorema anterior nos da
que un namero impar k es de esta forma si y sblo si su parte libre de
cuadrados consta de primos congruentes con 1 moédulo 4.

Si k = 22 + 4y? es par, necesariamente x es par, luego k = 4x2 + 432,
luego, por el caso n = 1, tenemos que los primos que dividen a la parte
libre de cuadrados de k, que es la misma que la de k/4, son de la forma
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requerida (y el exponente de 2 en k es mayor que 1). Reciprocamente,
si 4 | k y los primos de la parte libre de cuadrados de k son de la forma
requerida, tenemos que k/4 = 2% + y?, luego k = (2x)% + 4y°.

n =T Un mimero es de la forma k = x> + Ty? si y sélo si los primos que
dividen a su parte libre de cuadrados son p = 2,7 o p = 1,2,4 (méd 7),
con la condicion adicional de que si p = 2, su multiplicidad en k sea > 1.

La forma 2 +7y? tiene discriminante D = —28 y esta asociada al orden Oy
de K = Q(v/=T7) con A = =7y m = 2. Ahora U; = {[1],[2], 3], [4], [5], [6]},
y los cuadrados son 1,2,4, luego xx(3) = xx(5) = xx(6) = —1. Por el
teorema anterior, un ntimero impar es de la forma 2 + 7y? si y sélo si los
primos que dividen a su parte libre de cuadrados son de la forma reque-
rida. Supongamos ahora que k es par y que los primos que dividen a su
parte libre de cuadrados son de la forma indicada. Si entre ellos no esta
el 2, por el caso impar tenemos que la parte libre de cuadrados es de la
forma 22 + 7y? y k también. Si 2 divide a la parte libre de cuadrados,
entonces k = 8k’, donde k' tiene parte libre de cuadrados impar. Por el
caso impar k' es la norma de un elemento de Z[v=3] y 8 = N(1 + v/=7)
también, luego k& también y, por consiguiente, tiene la forma requerida.

Reciprocamente, si k = x? + 7y? es par, entonces x e y son ambos pares
o ambos impares. Tomando restos modulo 4 concluimos en ambos casos
que 4 | k. "

Muy diferente es el caso de la forma 22 4 5y2. Se trata de la forma principal
de discriminante —20, asociada a K = Q(v/—5), pero el nimero de clases de
este cuerpo es 2. Esto significa que hay otra forma no equivalente con el mismo
discriminante. Es facil ver que se trata de 222 + 2xy + 3y°.

Asi pues, las condiciones del teorema anterior son necesarias y suficientes
para que un nimero k esté representado por una de las dos formas,

flzy) =2 +5y> o glz,y) =22° + 2y + 3y°.

Mas atn, ningin nimero puede estar representado a la vez por las dos formas,
o de lo contrario ambas serfan del mismo género, pero como —20 es divisible
entre dos primos, K tiene dos géneros y las dos clases son de géneros diferentes.

Por ejemplo, ¢g(1,0) = 2y ¢(0,1) = 3, mientras que f(1,1) = 6. Vemos asi
que f representa a un nimero libre de cuadrados pero no representa a ninguno
de los primos que lo componen (mientras que en los ejemplos anteriores, f
representaba a un numero si y sélo si representaba a todos los primos de su
parte libre de cuadrados).

Veamos de todos modos cuéles son las condiciones del teorema anterior.
Consideramos

Usp = {[1]7 [3]7 [7]7 [9]a [11]a [13]a [17]a [19]}

Los cuadrados son [1] y [9], luego ambos tienen caracter positivo. Calculamos
por ejemplo xx(3) = (—20/3) = (1/3) =1,y 1 = xx (3)xx(9) = xx(7), luego
las clases de escision son {[1], 3], [7], [9] }.
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Sabemos que un namero esta representado por una de las formas f o g siy
s6lo si su parte libre de cuadrados consta de primos congruentes con 1, 3, 7, 9
modulo 20 ademas del 2 y el 5.

Esto lo cumplen ciertamente los ntimeros 2, 3 y 6, pero nada nos dice cémo
distinguir cuando la forma que los representa es f y cuando es g. La respuesta
nos la proporciona la teoria de géneros:

Teorema 7.25 Sea K un cuerpo cuadrdtico con discriminante A, sean m y k
ndmeros naturales primos entre st y sea G un género del orden O,,. Entonces k
estd representado por una forma de género G si y solo si (k,A), = xp(G) para
todo primo p.

DEMOSTRACION: La condicion es necesaria por la propia definicion de x,.
Si un ntmero k cumple esta condicién, en particular cumple que (k,A), =1
para todos los primos p ¥ A, luego por el teorema 7.24 sabemos que k esta
representado por una forma f de discriminante m?A. Entonces

xp(f) = (k, A)p = xp(G),
luego la forma es de género G. L]

Notemos que la representabilidad de un primo que no divide a m por una
forma de género G depende s6lo de su resto moédulo m2A.

Ejercicio: Probar que k esta representado por una forma de género G siy solo si G
(visto como conjunto de ideales) contiene un ideal de norma k.

Con esto podemos resolver el problema que teniamos planteado. Las formas
f v g son de géneros distintos, concretamente f es de género (++) y g es de
género (——) (los caracteres relevantes son y2 y x5)-

Un ntimero k£ que cumpla las condiciones del teorema 7.24 estaréd represen-
tado por la forma f si ademas cumple (k, —20)y = (k, —20)5 = 1. En realidad
sabemos que los dos signos han de coincidir en cualquier caso, luego la condicion
se puede reducir a (k, —20)5 = 1.

Si k = 5'r esto equivale a

(k,—20)5 = (5'r, —5)5 = (5, —=5)5(r, —5)5 = (r, —1)5(r,5)5 = (r/5) = 1.

Asi, si k esta representado por una de las formas f o g, serd representado
concretamente por f si y solo si el nimero r que resulta de eliminar el 5 en la
descomposicion en primos de k cumple r = +1 (mdd 5). Esto confirma que es g
quien representa a 2 y 3, pero es f quien representa a 6. En resumen:

Un nimero es de la forma
k=245 o k=2z%+2zy+ 3>

si y solo si los primos que dividen a su parte libre de cuadrados
sonp=2,50p=1,3,7,9 (méd 20), y serd concretamente de la
primera forma si ademds el nimero que resulta de eliminar el 5 de
su descomposicion en primos cumple r = £1 (méd 5).
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La situacién es més sencilla si la restringimos a primos:
Un primo p # 2,5 cumple
p=x?+5y* siysélosi p=1,9(méd 20),
p=2x? 4 22y + 3y* siy sdlo si p=3,7 (méd 20).

Ejercicio: Probar que un primo p # 2,3 es de la forma p = 22 + 692 si y so6lo si
p=1,7 (méd 24) y es de la forma p = 22 + 3y si y sélo si p = 5,11 (méd 24). Dar
condiciones para que un niamero natural arbitrario sea de una de estas dos formas.

En general, el teorema anterior nos permite separar los ntimeros que son
representados por las distintas formas de un discriminante dado si cada género
contiene una tnica clase de similitud. La tabla 7.1 contiene los primeros dis-
criminantes negativos con esta propiedad junto con los coeficientes (a, b, c) de
formas cuadraticas representantes de cada clase.

Maés en particular, a la hora de estudiar los ntimeros representados por las
formas 22 + ny?, interesan lo que se conoce como nimeros idéneos, que son los
nimeros n tales que cada género de discriminante —4n contiene una tnica clase
de similitud. Véase [ITAl 14.16] y la definicion previa.

Formas de discriminante —56 Las formas reducidas de discriminante —56
(véase [ITAl 11.17, 11.18]) son:

x? 4 1492, 222 + 7y?, 322 4+ 2zy + 5y’

Las dos tltimas son similares, aunque no estrictamente similares, por lo que
representan los mismos niimeros. Como —56 es divisible entre dos primos, tene-
mos dos géneros. Las dos primeras formas son de género (++) y las dos tltimas
son de género (——). Combinando los teoremas 7.24 y 7.25 obtenemos:

Un ndmero es de la forma
k=a>+14y* o k=222+7y> o k=32>+ 2zy+ 5>

sty solo si los primos que dividen a su parte libre de cuadrados son
p=270p=1,3,59,13,15,19,23,25,27,39,45 (mdd 56). Mads
concretamente, estard representado por una de las dos primeras si
ademds el nimero que resulta de eliminar el 7 de su descomposicion
en primos cumple r = 1,2,4 (méd 7).

Para nimeros primos tenemos una condicién mas simple:

Un primo p # 2,7 cumple

p=a?+14y? o p=22%+Ty*> syss p=1,9,15,23,25,39 (méd 56),

p =3z + 22y + 5y* syss p=3,5,13,19,27,45 (méd 56).
Sin embargo, no tenemos ningin criterio para distinguir los nimeros (o los

primos) representados por las dos primeras formas. ]

Ejercicio: Estudiar la representacion de primos por formas de discriminante —44.
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Tabla 7.1: Algunos discriminantes negativos para los que cada género contiene
una unica clase de similitud de ideales.

-D|abec | -D|abec |—-D|abec |—-D]|abec |—-D]|a,bc
311,1,1 521 1,0,13 | 115 | 1,1,29 | 187 | 1,1,47 | 288 | 1,0,72
411,0,1 2,2,7 55,7 7,3,7 4,4,19
711,1,2 60 | 1,0,15| 120 | 1,0,30 | 192 | 1,0,48 8,0,9
811,0,2 3,0,5 2,0,15 3,0,16 8,8,11

111(1,1,3 64| 1,0,16 3,0,10 4,4,13 | 312 | 1,0,78
1211,0,3 4,4,5 5,0,6 7,2,7 2,0,39
1511,1,4 67| 1,1,17 | 123 | 1,1,31 | 195 | 1,1,49 3,0,26
2,1,2 72 11,0,18 3,3,11 3,3,17 6,0,13
16 | 1,0,4 2,0,9 | 1321,0,33 5,5,11 | 315 | 1,1,79
19(1,1,5 751 1,1,19 2,2,17 7,1,7 5,5,17
20| 1,0,5 3,3,7 3,0,11 | 228 | 1,0,57 7,7,13
2,2,3 841 1,0,21 6,6,7 2,2,29 9,9,11
24 11,0,6 2,2,11 | 147 | 1,1,37 3,0,19 | 340 | 1,0,85
2,0,3 3,0,7 3,3,13 6,6,11 2,2,43
27 1 1,1,7 5,4,5 | 148 | 1,0,37 | 232 | 1,0,58 5,0,17
28 | 1,0,7 881 1,0,22 2,2,19 2,0,29 10,10, 11
3211,0,8 2,0,11 | 160 | 1,0,40 | 235 | 1,1,59 | 352 | 1,0,88
3,2,3 91 1,1,23 4,4,11 5,5,13 4,4,23
3511,1,9 5,3,5 5,0,8 | 240 1,0,60 8,0,11
3,1,3 96 | 1,0,24 7,6,7 3,0,20 8,8,13
36 | 1,0,9 3,0,8 | 163 | 1,1,41 4,0,15 | 372 | 1,0,93
2,2,5 4,4,7 | 168 | 1,0,42 5,0,12 2,2,47
401 1,0,10 5,2,5 2,0,21 | 267 | 1,1,67 3,0,31
2,0,5 99 | 1,1,25 3,0,14 3,3,23 6,6,17
431 1,1,11 51,5 6,0,7 | 280 | 1,0,70
48 11,0,12 | 100 | 1,0,25 | 180 | 1,0,45 2,0,35
3,0,4 2,2,13 2,2,23 5,0,14
511 1,1,13 | 112 | 1,0,28 5,0,9 7,0,10
3,3,5 4,0,7 7,4,7

Numeros de la forma x? — ny? Consideramos ahora las formas de tipo
22 — ny?, donde supondremos que n no es un cuadrado perfecto, pues si n = k?
entonces factorizan como(z + ky)(z — ky) y los nimeros que representan pueden
analizarse con técnicas mucho mas elementales (y laboriosas).! Estas formas
estan asociadas a ordenes de los cuerpos cuadraticos reales Q(y/n). Como en el

caso imaginario, la situacion es méas simple cuando el namero de clases es h = 1.

1Por ejemplo, los niimeros de la forma z2 — 32 son los impares y los multiplos de 4. Las
formulas 2k +1 = (k+1)2 — k2, 4k = (k+1)2 — (k—1)? muestran que la condicion es suficiente,
y tomando restos modulo 4 se ve facilmente que la condiciéon es necesaria. En particular, todo
primo impar es diferencia de dos cuadrados.

De aqui se sigue a su vez que los niimeros de la forma 22 — 4y? son los de la forma 4k + 1,
4(2k+1) y 8k.
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n = 2 Un nimero es de la forma 2% — 2y? si y sélo si los primos que dividen

a su parte libre de cuadrados son p =2 o bien p = +1 (mdd 8).

En efecto, la forma x? — 242 es la forma principal de discriminante D = 8,
y corresponde al orden maximal de K = Q(\/ﬁ ), cuyo nimero de clases es
h =1y, como la unidad fundamental tiene norma negativa, este nimero
de clases es también el nimero de clases de similitud estricta de modulo,
que a su vez es igual al nimero de clases de equivalencia estricta de formas
cuadraticas, por lo que todas las formas de discriminante 8 representan
los mismos ntimeros. Aplicamos el teorema 7.24, para lo que observamos
que Us = {[1],3],[5],[7]}. Se cumple xx(—1) = xx(1) = 1 (porque
A > 0 teorema [Al 12.19]), luego el teorema 7.24 nos da la condicion del
enunciado.

n =3 Un primop > 0 es de la forma p = x? — 3y? si y slo si p=1 (méd 12).

Ahora tenemos la forma principal de discriminante D = 12, que corres-
ponde al orden maximal del cuerpo K = Q(\/g ) Su numero de clases es
h =1, pero ahora la unidad fundamental tiene norma positiva, por lo que
hay dos clases de similitud estricta de médulos, que se corresponden con
dos clases de equivalencia estricta de formas cuadréticas. Podemos tomar
como representantes las formas

x? — 3y, 322 — o2

Notemos que no son equivalentes, pues la primera representa a 1 y la
segunda no, ya que no hay unidades de norma —1.

Tenemos que Uyo = {[1], [5], [7], [11]}, y nuevamente xx(—1) = xx (1) = 1,
por lo que el teorema 7.24 nos da que un primo p cumple +p = 22 — 332
siysolosip=2,p=30p==+1(méd 12).

Sin embargo, falta distinguir qué primos son de esta forma con signo po-
sitivo y cuales con signo negativo. Para ello aprovechamos que ambas
formas son de géneros distintos, la principal de género (++) y la opuesta
de género (——), lo que nos permite aplicar el teorema 7.25. Un primo p
estaré representado por la forma principal si y solo si, ademés de cumplir
la condicion precedente, cumple

(p,12)5 = (p,3)3 = 1.

Si p # 3, esto equivale a que (p/3) = 1, lo que a su vez equivale a que
p =1 (méd 3). Para p = 3 sucede que (3,3)3 = (3,—1)5 = (—1/3) = —1,
luego lo descartamos. Las condiciones p = +1 (méd 12) y p = 1 (mdéd 3)
equivalen a p =1 (méd 12).

Ejercicio: Dar una condicién para que un namero arbitrario, no necesariamente
primo, sea de la forma z? — 3y°.

Ejercicio: Probar que un primo p > 0 es de la forma p = 2% — 10y? si y sélo
si p = +1,49 (méd 40), y es de la forma p = 212 — 5y’ siysélosip=2,50
p = £3,+13 (mdd 40).
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Si vamos analizando los casos correspondientes a los valores siguientes de n
(que no sean cuadrados perfectos) nos encontraremos siempre con uno de
los dos casos anteriores (o bien b’ = 1 o bien A’ = 2 y g = 2), por lo
que la teorfa de géneros nos caracteriza los primos (y, afinando mas, los
enteros) de la forma k = 22 — ny? en términos del resto de k modulo el
discriminante del orden cuadratico asociado. El primer caso en el que se
rompe este esquema es el siguiente:

n = 34 La forma 22 — 34y? es la forma principal de discriminante D = 23 -
17, asociada al orden maximal del cuerpo K = (@(\/371) En la seccion
siguiente mostramos que su numero de clases estrictas es h’ = 4, mientras
que g = 2. Concretamente, un sistema de representantes de las cases de
equivalencia estricta de las formas cuadraticas de discriminante D es
2 =34y, 3da® — 92, 322 4 2zy — 11y, —322 + 22y + 1192,

de las cuales las dos primeras formas tienen género (++) y las dos ultimas
(=—). Las dos ultimas son equivalentes, luego representan los mismos
nameros.

El teorema 7.24 nos asegura que un primo p es de una de las formas
p = a2 — 34y°, p = 342% — y?, p = 3z% + 22y — 11y°
si y s6lo si p=2,17 o bien
p = +1,4£3,45 49,411,415, £25, 427, £29,
+33, 437, £45, +47, 49, £55, 61, (md6d 136).
El teorema 7.25 nos permite matizar. Restringiéndonos a la representacion

de primos, por simplicidad, para que un primo p esté representado por una
forma del género principal, un condicién necesaria y suficiente es que

(p7 136)17 = (p72 . 17)17 = (pa2)17(p7 17)17 =1
Si p = 17 tenemos que

(17,2)17(17,17)17 = (2/17)(~1/17) = 1.

Para cualquier otro primo la condicién es (p/17) = 1, lo cual sucede si y
solo si
p= 1,42, 44, +8 (méd 17).

En conclusién, un primo p cumple:
+p =22 —34y% syss p=2,17T0p= 41,49, 415,425,
433, £47, 449, £55 (méd 136),
p =3z + 22y — 11y> syss p=+3,+5, +11,+27,
429, 437, +45, £61 (méd 136),

pero no tenemos ningun criterio para saber si los primos de la primera
forma aparecen con signo positivo o negativo. n
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7.5 Grupos de clases y unidades

Dos de los invariantes mas caéticos en la teoria de cuerpos cuadraticos son
el ntimero de clases y, en el caso de los cuerpos reales, el signo de la unidad
fundamental. A su vez éste tltimo interviene en la relacion entre la similitud
estricta y la no estricta y por lo tanto en la relacion entre el nimero i’ de clases
estrictas y el numero h de clases no estrictas. La teoria de los géneros aporta
algunos datos sobre ambos invariantes. El teorema siguiente nos muestra un
ejemplo sencillo:

Teorema 7.26 Si K es un cuerpo cuadrdtico real y su discriminante es divisible

entre un primo p = —1 (méd 4), entonces la unidad fundamental de K cumple
N(e) = 1.
DEMOSTRACION: Por [ITAl 11.14] sabemos que x,(—1) = (—1/p) = —1,

luego la clase de similitud estricta —1 no coincide con la clase 1, es decir, los
ideales generados por elementos de norma negativa no son estrictamente simi-
lares a los generados por elementos de norma positiva, aunque evidentemente si
son similares. L]

Una forma concisa de expresar la hipotesis del teorema es Ax # 22 + y2.
Ahora estamos en condiciones de precisar la relacion entre la similitud estricta
v la no estricta en un cuerpo cuadratico real. Més en general, conviene clasificar
los cuerpos cuadraticos en los cuatro tipos siguientes:

Tabla 7.2: Clasificacion de los cuerpos cuadréticos

Tipo | Discriminante Xp(—1) N(e) | H’
I Ag <0 — — h H =H
I | Ag =22+ 92 Todos +1| —1 | A H =H
I |0<Ag #22+9y? | Alguno —1 | +1 |2h | H' &2 H x {+1}
IV | Ag = 2% +y? Todos +1| +1 |[2h | H' % H x {£1}

Los cuerpos cuadréaticos de tipo I son los cuerpos imaginarios. Los de tipo II
son los cuerpos reales cuya unidad fundamental tiene norma negativa. Acabamos
de ver que esto implica que Ag = 22 + y? o, equivalentemente, que xp(—1) =1
para todos los caracteres. En ambos casos la similitud estricta coincide con la
no estricta. Los cuerpos reales con unidad fundamental de norma positiva son
de tipo IIT o de tipo IV segin si el discriminante Ay es divisible o no entre
un primo p = —1 (méd 4) o, equivalentemente, si x,(—1) = —1 para algin
primo p. La razéon de esta distincién es que de ella depende que el grupo de
clases no estrictas H se pueda representar como factor directo del grupo de
clases estrictas H', en el sentido preciso indicado en el teorema siguiente:
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Teorema 7.27 Sea K un cuerpo cuadrdtico de tipo III. Entonces existe un
subgrupo H del grupo de clases estrictas H' de K, de modo que la aplicacion
[x] — [x] es un isomorfismo de H en el grupo de clases no estrictas de K, y
H' = H x {£1}. Si K es de tipo IV no existe tal subgrupo.

DEMOSTRACION: Sea p un primo tal que x,(—1) = —1 Como el ntimero
de signos negativos ha de ser par, podemos suponer que p es impar. Sea H
el conjunto de todas las clases z tales que x,(z) = 1, o sea, el nicleo de x,.
Claramente H es un subgrupo de indice 2 en H’'. Basta probar que la aplicacion
[x] — [z] es inyectiva en H, pues ciertamente es un homomorfismo de grupos
y su imagen tiene el mismo nimero de elementos de H. Si [M], [M’] son dos
clases de H con la misma imagen, es decir, si M y M’ son similares, entonces
existe un a € K tal que M = aM’, luego x,(M) = x,((@))xp(M’'), lo que
implica que x,((a)) = 1.

Por lo tanto [(a)] # —1, es decir, N(a) = 1, luego M y M’ son estrictamente
similares y [M] = [M']. Como —1 ¢ H, es claro que H' = H x {£1}.

Si K es de tipo IV entonces —1 esta en el género principal, luego el teorema
7.16 nos da que —1 = z? para cierta clase z € H'. Si H = H x {#1} para
cualquier subgrupo H (sin mas hipotesis) entonces tendriamos que +x € H para
una eleccién adecuada del signo, luego —1 = (£x)? € H, lo cual es imposible.

|

Asi pues, la extension H’/H no es trivial en los cuerpos de tipo IV. El hecho
de que existan tales cuerpos equivale a decir que el reciproco del teorema 7.26
es falso. Sirvan como ejemplos @(\/ﬂ) (el menor de todos) y Q(\/ﬁ)

Un reciproco parcial al teorema 7.26 es que si Ag > 0 es divisible entre un
solo primo, entonces N(¢) = —1. En efecto, en tal caso K tiene un solo género,
luego una sola clase ambigua, pero —1 y 1 son ambiguas, luego 1 = —1.

Ejercicio: Si Ak es divisible entre un solo primo, entonces h es impar

Ejercicio: Si Ax = 22 + y? y cada género contiene un namero impar de clases
estrictas, entonces N(¢) = 1, es decir, K es de tipo IV.

Una consecuencia obvia de la teoria de géneros es que predice la presencia
de potencias de 2 en el nimero de clases. No se conoce nada parecido para
otros primos. El menor cuerpo cuadratico imaginario cuyo namero de clases es
divisible entre un primo impar al cuadrado es Q(\/ —2299 ) El grupo de clases
contiene un factor C'3 x C's. El menor cuerpo cuadratico real en estas condiciones
es Q(\/ 62501 ) (con idéntico factor). Respecto a la presencia de primos impares
en el namero de clases, terminamos el capitulo con un resultado elemental sobre
la cuestion. Notemos que no requiere teoria de géneros.

Teorema 7.28 Supongamos que d = 12 —4gP < 0 es libre de cuadrados, donde
g Yy p son primos y r es impar. Supongamos ademds que |d| > 4g. Entonces p
divide al numero de clases de (@(\/&)

DEMOSTRACION: Notemos que d = 1 (méd 4). Sea

r—1 1+4++d
o= + .
2 2
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Claramente N(a) = gP. Por lo tanto o = p?, donde p | g (no puede haber dos
primos distintos, pues serian los divisores conjugados de g, y entonces g | «,
pero « no es divisible entre enteros racionales).

Basta probar que p no es principal, pues entonces [p] tendra orden p en el
grupo de clases. A su vez, basta probar que no hay nimeros de norma g. En
caso contrario existirian a y b enteros o semienteros de modo que

-x(3+5) -7
pero a? — bd?> = 4g implica (teniendo en cuenta la hipétesis) que b = 0, luego
g = (a/2)?, contradiccion. "

Esta situacién es relativamente frecuente. Por ejemplo:
~15=12-4.22 —23=32-4.23 —31=12-4.23
—47=9%2 4.2, —71=212-4.2T, —79=7%—-4.25

—271 =89 — 4. 2%,

Terminamos este capitulo con tablas con los grupos de clases de los cuerpos
cuadréticos con discriminante |A| < 100. Antes mostramos algunos ejemplos de
como pueden calcularse con las técnicas que hemos expuesto aqui y en [ITAl].

Ejemplo Calculemos el grupo de clases del orden maximal del cuerpo Q(\/ 34 )

Por 7.26 sabemos que la unidad fundamental tiene norma 1. Como se trata
de un orden maximal podemos aplicar el teorema 3.14 y concluir que todo ideal
es semejante a otro de norma a lo sumo 5. Hemos de buscar todos los ideales
de norma menor o igual que 5.

Buscaremos primero los ideales primos. Puesto que x? — 34 = 22 (méd 2),

el teorema 2.35 nos da la factorizacion 2 = (2, V34 )2, luego hay un tnico ideal
de norma 2.

Por otra parte, 22 —34 =122 — 1= (z + 1)(z — 1) (mdd 3), luego
3=(3,V34—1)(3,V34+1)

y por lo tanto hay dos ideales de norma 3. Para el 5 resulta que 22 — 34 =
2?2 — 42 (r —2)(z +2) (méd 5), luego

5= (5,v34—2)(5,V34+2).
En total hemos encontrado los siguientes ideales primos:
p=(2V34), @i=(3V34-1), @=(3V34+1),
v = (5,V34 — 2)(5,V34 + 2).

Con ellos podemos formar estos ideales de norma menor o igual que 5:

17 P, p2’ q1, q2, T, T2,
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pero claramente p? = 2, es principal, luego la lista de representantes de clases

de similitud se reduce a
17 p7 q1, qz, Ty, To,

Para estudiar las relaciones de similitud entre ellos necesitamos conocer ba-
ses. El teorema [ITAl 12.16] nos da que

1:<1,¢3Z>, p:<2,¢32> q1:<3,—1+\/?ﬂ>, q2:<3,1+\/371>,
c1=<5,—2+\/ﬂ>, t2:<5,2+\/ﬁ>.

Consideramos los desarrollos

V34

Vel = LTIl Y - T
_1%\/32 _ I:l,m]? 1+T\/3>4 = [2,m]7

Concluimos que p es similar a 1 y que los otros cuatro ideales son similares
entre si. Por lo tanto, el niimero de clases es h = 2 y hay dos clases similitud de
ideales, la de los ideales principales y la determinada, por ejemplo, por el ideal
q=(3,1+/34).

Como no hay unidades de norma negativa, el grupo de clases de similitud
estricta tiene orden h’ = 4 y para calcularlo tomamos cualquier elemento de
norma negativa, por ejemplo, v/34. Asi, los ideales

1, (V34),  (3,1+V34),  V34(3,1+V34)

son un sistema de representantes de las clases de similitud estricta. Las formas
cuadraticas asociadas son

x? — 342, 3422 — 92, 322 + 2zy — 1132, —322 + 2y + 1132,

luego éstas forman un sistema completo de representantes de las clases de equi-
valencia estricta. Es facil ver que las dos primeras formas tienen género (++)
y las dos altimas (——). En particular, esto implica que la clase de la segunda
forma es un cuadrado en el grupo de clases, luego éste es ciclico generado por
cualquiera de las dos ultimas formas (cosa que también puede comprobarse di-
rectamente en términos de los ideales correspondientes).

Observemos también que las dos primeras formas no son equivalentes, pues
la primera representa al 1 y la segunda no (ya que no hay unidades de norma
negativa), mientras que las dos ultimas formas, aunque sabemos que no son
estrictamente equivalentes, si que son equivalentes. Un cambio de variables que
transforma la tercera en la cuarta es

T — 2z — by, Y= —x+ 2y.

Por lo tanto, hay tres clases de equivalencia no estricta de formas de discrimi-
nante 136. (]
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Ejemplo Calculemos el grupo de clases del orden maximal del cuerpo Q(\/@ )
Se comprueba (por ejemplo, usando [ITAl 10.17]) que una unidad fundamental
es € = 9 + /82, que tiene norma —1, por lo que la similitud coincide con la
similitud estricta. Seguimos los mismos pasos que en el ejemplo precedente. Por
el teorema 3.14, todo ideal es semejante a otro de norma a lo sumo 9. Puesto
que 22 —82 = 2% (mdd 2), el teorema 2.35 nos da la factorizacion 2 = (2, @)2,
luego hay un tnico ideal de norma 2.
Por otra parte, 22 —82 =122 — 1= (z + 1)(z — 1) (méd 3), luego

3=(3,v82—-1)(3,V82+1)

y por lo tanto hay dos ideales de norma 3.

Para el 5 resulta que 22 — 82 = 22 — 2 (mdd 5) es irreducible, luego 5 es
primo y no hay ideales de norma 5. Lo mismo ocurre con el 7.

En total hemos encontrado los siguientes ideales primos:

p=(2,v82), q=(3,V82—1), v=(3,V82+1).

Con ellos se forman los ideales siguientes de norma menor o igual que 9:

L op, p% 9% 9, ¢% v, Y opg, pr, g

Sin embargo sabemos que p? = 2 es principal, asi como qr = 3, luego la lista
de representantes de clases de similitud se reduce a

L, p, g, ¢° v, v} pg pr.

El teorema [ITAl 12.16] nos da que
p= <2J83> q= <3,—1+¢83>, t= <3,1+¢8§>.

Asi pues,

Los desarrollos en fraccion continua son

V82 = [9,18], ve2 [4,1,1,8],

2
—1++/82 1482
3

3

Vemos, pues, que ningtan par es similar. Estudiemos ahora
02 = <9, ~3+ 382,83 — 2\/82> - <9, 1+ \/82> .

Calculamos

= [2,1,2,5], = [3,2,1,5].

—1++82
—= =

[0,1,8,1],

y asi concluimos que [q?] = [p].
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Podriamos seguir estudiando los ideales, pero las reglas elementales de la
teoria de grupos nos permiten acabar sin mas céalculos. En efecto, puesto que
[p] tiene orden 2 y [q])? = [p], concluimos que [q] tiene orden 4. Si eliminamos g2
de la lista de representantes nos quedan siete ideales, luego h < 7, pero como
hay una clase de orden 4 ha de ser 4 | h, lo que obliga a que h = 4. Sabemos que
las cuatro clases [1], [p], [q], [t] son distintas, luego [q]® = [t] y esto ya determina
el producto de cualquier par de clases.

Es facil ver que las clases de similitud estricta de formas cuadraticas de
discriminante 328 son

[2? — 82y7], 222 — 41y7], [322% — 22y — 27y, (322 + 2zy — 27y%].

Las dos primeras tienen género (++) y las dos tltimas (——).

Es claro que las dos dltimas formas son equivalentes, mientras que las dos
primeras no lo son, pues la segunda no representa a 1. En efecto, por el teorema
[ITAl 12.29], para que representara a 1 haria falta que la clase de similitud
estricta [p] contuviera al ideal 1, y no es el caso. Por lo tanto, tenemos tres
clases de equivalencia de formas cuadraticas. [

Ejemplo Vamos a calcular el grupo de clases asociado al orden maximal del
cuerpo Q(\/—161 )

En general conviene observar que si tenemos un ideal en la forma indicada
por el teorema [ITAl 12.16], es decir, a = (a,u + mw), donde a, u son enteros
racionales y N(u + mw) = av, entonces la forma asociada es

N(az + (u + mw)y)

= az? + Tr(u 4+ mw)zy + vy°.

Tenemos D = —644 y por el teorema 3.14 todo ideal es similar a uno de
norma menor o igual que 16. El comportamiento de los primos menores que 16
es el siguiente:

2=22 3=313;, 5=515y, T=75, 11=11;11,.

Los ideales de norma menor o igual que 16 son (eliminando los que obvia-
mente son similares):

17 207 31a 327 517 52a 20 317 20 327 707 3%a 337 20 51a

2052, 111, 112, 2070, 3151, 3152, 3251, 325o.

El ideal 1 corresponde a la forma principal 2 + 161y2.
El ideal 2¢ = <2, 1+ \/—161> se corresponde con

N <2x + (14 V=161 )y)/2 — 222 + 20y + 812,

que ya esta reducida. Como no es la forma principal, el ideal 24 no es principal.
El orden de la clase [2¢] es obviamente 2.
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Consideremos los ideales 3; = <3, 1+ \/7161>, 39 = <3, -1+ \/7161>, cuyas
formas asociadas son, respectivamente, 322 +2xy +54y? y 322 — 2zy + 54y2, que
ya estan reducidas. Como no son la forma principal, ninguno de estos ideales
es principal.

Vamos a calcular el orden de [3;]. Se comprueba facilmente que

37 = (9,3 +3v/—161,-160 + 2v/—161) = (9,1 + v/—161),

luego la forma asociada es 922 + 2xy + 18y2, que ya esta reducida, por lo que el
ideal tampoco es principal.

Ahora 3] = (81,9 + 9v/—161, 160 + 2,/—161) = (81,14 +/—161), y su
forma es 8122 + 2xy + 2y2, que se reduce a 22 + 22y + 81y2. Esta es la forma
asociada a 2, luego [31]* = [2]. Por lo tanto [31]® = [2¢]?> = 1 y el orden de
[31] resulta ser 8.

Como el ntmero de clases es a lo sumo 20, en realidad ha de ser 8 o bien
16. Ahora bien, si estudiamos 7 = <7, \/7161> vemos que su forma asociada
es Tx? + 23y2, distinta de la principal y de la asociada a [20]. Por lo tanto [7]
es una clase de orden 2 que no es potencia de [3;] (la Gnica potencia de orden
2 es [2¢]). Por consiguiente el ntimero de clases es 16 y el grupo de clases esta
generado por [31] v [7o]. n

Ejercicio: Calcular la tabla del grupo de clases del ejemplo anterior.
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Tabla 7.3: Grupos de clases de cuerpos cuadraticos imaginarios
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Los valores de d marcados con un asterisco son los congruentes con 1 médulo 4.

El ntmero a es vd o (1 ++/d)/2.

d A h Clases Relaciones Caracteres
-1 —22 1 (1) 1 +
-2 —28 1 (1) 1 +
—3* -3 1 (1) 1 +
-5 -22.5 2 (1) A? ++

2,1+ @) A ——
—6 -23.3 2 (1) A2 ++
(27 Oé) A -
7t =7 1 (1) 1 +
-10 -23.5 2 (1) A? ++
(2,a) A ——
—11* —11 1 (1) 1 +
-13  —22.13 2 (1) A? ++
2,1+ @) A ——
—14 =23.7 4 (1) 4 ++
(3,2 + ) L3 —
(2,a) L? ++
(3,1+a) L —
—15%* —-3-5 2 (1) A2 ++
2,1+ @) A ——
17 —22.17 4 (1) * ++
3,2+ @) L3 —
(2,14 a) L? ++
(3,1+a) L ——
—19* —19 1 (1) 1 +
—-21 —22.3. 4 (1) A2B? +++
(5,34 ) AB ——+
(3, ) B -+ -
2,1+ ) A +-=
—22  —23.11 2 (1) A? ++
(27 O5) A -
—23% 23 3 (1) L3 +
(2,14 a) L2 +
(2,0) L +
-26 -23.13 6 (1) LS ++
(5,34 ) L —
(3,14 a) 4 ++
(2,a) L3 ——
(3,2 + ) L? ++
(5,24 ) L ——
—29  —22.29 6 (1) LS ++
(3,24 ) L? ——
(5,4 + ) L4 ++
(2,14 a) L3 —
(5,1 + ) L? ++
3,14+ «) L ——
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d A h Clases Relaciones Caracteres
-30 -23.3.5 4 ) A2B? +4++
(2,a) AB - —+
(3, ) B + ——
(5,a) A -+ -
-31* -31 3 (1) L3 +
(2,0) L? +
(2,1+a) L +
-33  —22.3.11 4 (1) A2B? +++
(2,1+a) AB -——+
3,a) B -+ -
(6,3 + ) A +——
—-34 —23.17 4 (1) L4 ++
(5,4 + ) L3 -
(2,) L? ++
5,1+ ) L ——
—35% —5.7 2 (1) A? +4
5,2+ @) A ——
-37  —22.37 2 (1) A? ++
(2,14 ) A ——
—-38 —23.19 6 (1) Ls ++
(3,24 ) L5 ——
(7,2 + @) L4 ++
(2,a) L3 -
(7,5 + ) L? +4
3,1+ ) L ——
—39* —-3-13 4 (1) 4 ++
(2,1+a) L3 -
B 1+a) L? ++
(27(1) L -
—41  —22.41 8 (1) L8 ++
(3,2 + ) L’ -
(5,3 + ) LS ++
(7,6 + ) Lo -
(2,1+ ) L4 ++
(7,14 ) L3 ——
(5,2 + ) L? ++
3,14+ ) L ——
—42  —23.3.7 4 (1) A2B? +++
(7, ) AB -+ -
(3,c) B - —+
(27 a) A + - -
—43*  —43 1 (1) 1 +
—46  —23.23 4 (1) L4 ++
(5,3 + ) L3 —
(2,a) L? ++
(5,24 @) L ——
—4TF 4T 5 (1) L5 +
(2,a) Lt +
(3,2 + ) L3 +
3,a) L? +
(2,1+a) L +
—51*  —3.17 2 (1) A? +4

3,1+ ) A ——



7.5. Grupos de clases y unidades

d A h Clases Relaciones Caracteres
—-53  —22.53 6 (1) LS ++
(3,24 ) L? -
(9,8 + ) L4 ++
(2,14 a) L3 —
9,1+ a) L? ++
3,14+ ) L ——
—55%  —5-11 4 (1) Lt ++
(2,14 a) L3 —
(5,2 + ) L? ++
(2,) L ——
—57 —22.3.19 4 (1) A?pB? +++
(2,1+a) AB -——+
3,14+« B -+ -
6,3+ a) A +—--
-58 —23.29 2 (1) A? ++
(2,a) A ——
—59* —59 3 (1) L3 +
(3,2 + ) L? +
3, ) L +
—61 —22.61 6 (1) L3 ++
(5,3 + ) L? ++
(5,2 +a) L ++
(7,5+a) AL? —
(7,3+a) AL ——
2,1+ @) A ——
—-62  —23.31 8 (1) L8 ++
(3,2 + ) L7 —
(7,1+ ) LS ++
(11,2 + ) L? —
(2,a) L4 ++
(11,94 «) L3 ——
(7,6 + @) L? ++
3,1+ ) L ——
—-65 —22.5-.13 8 (1) L4 +++
(3,24 ) L3 -+ -
9,4+ a) L? +++
3,14+ «) L -+ -
(11,10 + ) AL3 +--
(2,1+a) AL? -—+
(11,14 ) AL +—-
(5,a) A -—+
-66 —23.3.11 8 1) 4 +++
5,3+ @) L3 -+ -
(3, ) L? +++
(5,2 +a) L -+ -
(7,2 + ) AL3 +——
(11, @) AL? - —+
(7,5+a) AL +—-
(2,a) A -—+
—67*  —67 1 (1) 1 +
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d A h Clases Relaciones Caracteres
-69 —22.3.23 8 (1) L4 +++
(7,6 + ) L3 + -
(6,3 + ) L? +++
(7,14 @) L + - =
(5,1 + ) AL3 - —+
(3,a) AL? —4 -
(5,4 +a) AL - —+
(2,1+a) A -+ -
-70 —23.5.7 4 (1) A2B2 + 4+
(7, 0) AB - —+
(57 Oé) B +--
(27 a) A -+ -
-7 =71 7 (1) L’ +
(2,1+ ) LS +
(5,34 ) L +
(3,2+ ) L* +
(3, ) L3 +
(5,14 ) L2 +
(2,a) L +
-73 —22.73 4 (1) Lt ++
(7,5 + @) L3 -
(2,14 a) L? ++
(7,2 +a) L —
-74  —23.37 10 (1) L ++
(11,6 + ) L4 ++
3,1+ a) L3 +4
(3,2 + ) L? ++
(11,5 4 @) L ++
(5,4 + @) AL* -
6,4+ ) AL3 —
(6,2 + ) AL? —_
(5,14 ) AL ——
(2,a) A ——
77 —22.7.11 8 (1) L* + 4+
(3,2 + ) L3 -4 -
(14,74 o) L? +++
(3,14 ) L -+ -
6,5+ ) AL3 ——+
(7, ) AL? + - =
6,1+ ) AL ——+
(2,1+a) A +--
-78 -23.3.13 4 (1) A2B? +++
(2,a) AB - —+
(13, ) B + - -
3,a) A -+ -
—79* =79 5 (1) L +
(2, ) L4 +
(5,4 + ) L3 +
(5,a) L? +
(2,14 ) L +
—82 —23.41 4 (1) Lt ++
(7,44 ) L3 ——
(2, ) L? ++

(7,3 +a) L -
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d A h Clases Relaciones Caracteres
—83* 83 3 (1) L3 +
(3,24 ) L? +
(3, ) L +
-85 —22.5.17 4 (1) A2B? +++
(5, ) AB -—+
(10,5 + ) B +--
(2,14 ) A -+ -
—-86  —23.43 10 (1) L1 ++
(3,24 a) Lo —_
9,2+ ) L8 ++
(5,24 @) L —
(17,13 + ) LS ++
(2, ) L® ——
17,4+ @) Lt ++
(5,3 4+ ) L3 -
9,7+ @) L? ++
3,1+ ) L -
—87*  —3-29 6 (1) LS ++
(2,1+a) L° -
(7,24 ) L4 ++
3,1+ a) L3 —_
(7,44 ) L? ++
(2,a) L ——
-89  —22.89 12 (1) L2 ++
(3,24 a) Lt —
(17,9 + ) Lo ++
(7,34 ) Lo ——
5,4+ ) L8 ++
(6,14 ) L —
2,1+ ) LS ++
(6,54 ) L® -
(5,14 ) Lt ++
(7,4 + @) L3 —
(17,8 + ) L? ++
(3,14 ) L —
—91*  —7-13 2 (1) A? ++
(7,34 @) A —
-93 —22.3.31 4 (1) A2B? +++
(6,3 + ) AB -—+
(3,) B +-—-
2,1+ ) A s
—94  —22.47 8 (1) L8 ++
(5,44 ) L —
(7,5+ ) LS ++
(11,4 + @) L ——
(2,a) L* ++
(11,7 + @) L3 -
(7,2+ @) L? ++
5,1+ ) L ——
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d A h Clases Relaciones Caracteres

—-95* —5.19 1 (1) 8 ++
(2,a) 7 ——

(4, a) LS ++

(3,24 ) L? ——

(5,2 + @) L4 ++

3,a) L3 ——

(4,34 ) L? ++

(2,14 a) L —

97  —22.97 1 (1) L4 ++
(7,6 + @) L3 ——

(2,14 a) L? ++

(7,14 «) L —_

Tabla 7.4: Grupos de clases de cuerpos cuadréticos reales

Los valores de d marcados con un asterisco son los congruentes con 1 médulo 4.
El nimero « es v/d o (14+/d)/2. Se indica también la fraccion continua de /a
y una unidad fundamental e.

d A h Va € N(e) Clases  Caract.
2 28 1 1,5] 1+a 1 (1) +
3 22.3 1 1,1,2] 2+a +1 (1) +
5 5 1T a -1 (1) T
6 2.3 1 2,2,4] 5+ 20 +1 1) ++
7227 1 2,1,1,1,4] 8 + 3a +1 (1) Tt
10 2.5 2 3,6] 3+a -1 (1) ++
: (2,&) -
11 22.11 1 3,3,6] 10 + 3a +1 (1) ++
13* 13 1 2,5] 1+a -1 (1) T
14 22.7 1 3,1,2,1,6] 15 + 4o +1 (1) ++
15 22.3.5 2 3,1,6] 4+a +1 1) T+
] (2,14+a) ——+
7% 17 1 2,1,1,3] 3+ 2a -1 (1) +
19 22.19 1 4,2,1,3,1,2,8} 170 + 390 +1 (1) o
21* 3.7 1 2,173] 2+ a +1 (1) Tt
22 211 1 (4124213 197 + 420 +1 (1) ++
23 22.23 1 4,1,3,1.8] 24 + 5a +1 (1) ++
2 23.13 2 5,17)] 5+ a -1 (1) ot
: (2,&) -
20* 29 1 3,5] 2+ a -1 (1) +
30 28.3.5 2 5,2,10] 11+ 2a +1 1) N
) (2,&) +--

31 22.31 1 [5,1,1,3,5,3,1,1,10] 1.520 + 273 +1 (1) ++
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(6] € N(e ases aract.
d A h Cl C
33* 3.11 1 s, 2,1,2,5] 19 + 8a +1 (1) Tt
34 2317 2 [5T,4,0 10] 35 + 6a +1 (1) Tt
3,14+ ) ——
35 22.5.7 2 [5,1,10] 6+ a +1 (1) T+
~ (27 1+ Oc) -+ -
37* 37 1 s, 1,1,5] 54 2a 1 (1) +
38  23.19 1 |6,6,12 37+ 6a +1 (1) ++
39 22.3.13 2 [6,4,12 25 + 4 +1 (1) +4++
] (2,1+a) ——+
41+ 41 1 [3,1,2,2 1,5] 27 + 10 -1 (1) +
42 23.3.7 2 6,2,12] 13+ 2a +1 1) N
) (2,0) +-—-—
43 22.43 1 [6, 1,1,3,1,5, 3.482 +53la  +1 (1) T+
1,3,1,1, 12]
46 2%.23 1 [6, 1,3,1,1,2,6 24.335 + 3.5880.  +1 1) ++
2.1,1,3,1, 12]
a7 2247 1 [6,1,5,1, 12] 48 + Ta 41 (1) o+
51 22.3.17 2 7,7,14] 50 + 7o +1 1) T+
) (3,a)  —++
53* 53 1 4,7] 3+a -1 (1) +
55 22.5-11 2 7,2,2,2,14] 89+ 12a +1 (1) Tt
i (2,1+a) ——+
57 3-19 1 [4,3711] 1,3,7] 131 + 40ax 41 (1) Tt
58 23.20 2 [7.T,1,L,1,1,1, 14] 99 + 13a -1 (1) St
: (2,()() -
59 22.59 1 [7.1,2,7,2.1, 14] 530 + 69ax +1 (1) T+
61 61 1[4, 2,2,7] 17 + 5a -1 1) +
62 23.31 1 |7,1,6,1, 14] 63 + 8 +1 (1) Tt
65* 5-13 2 |a, 1,1,7] 7+ 2a 1 (1) ++
] (5,2+a)  ——
66 23-3-11 2 [8,8,16] 65 + 8a +1 1) N
(3’ a) +--
67  22.67 1 [8, 5.2,1,1,7,1, 48.842 + 5967 +1 (1) T+
T, 2 5, 16]
69* 3.23 1 |41 10,7 1,7 11+ 3a +1 1) ++
70 23.5.7 2 |8 2,1,2,1,2,16] 251 + 30a 41 (1) o
(27 OL) -—+
1 22.71 1 [8 2,2,1,7,1, 3480 + 4130 +1 (1) ++
16]
73 73 1 [4, 1,3,2,1,1, 943 + 2500 —1 1) T
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d A h NG € N(e) Clases Caract.
74 23.37 2 [8, I,1,1,1, 16] 43 + 50 -1 (1) Tt
(2705) -
7TF 711 1 4,ﬁ] 4+a 11 (1) Tt
78 23.3.13 2 8,1,4,1,16] 53 + 60 +1 (1) T
(27 01) -—+
79 22.79 3 [8, 1,71, 16] 80 + 9a +1 (1) Tt
(37 2+ OZ) -
(37 1+ a) -
82 23.41 4 [Q,E] 9+ a -1 (1) ++
(3» 1+ a) -
(2,) ++
(37 2+ a) -
83 22.83 1 9,9, 18] 82 + 9o +1 (1) ++
85* 5-17 2 575] ita -1 (1) ++
(57 2+ a) -
86 2%.43 1 [9, 3,1,1,1,5, 10.405 + 1.122a +1 (1) ++
1,1,1,3, 18]
87  22.3.29 2 [9,3, 18] 28 + 3a 1 (1) NI
(27 1+ a) - =+
89* 89 1 [5,4, 11,1, 447 + 1060 -1 (1) +
1,4,9]
91  22.7.13 2 [9,1,1,5,1,5, 1.574 + 1650 +1 (1) 4+
1,1,18] 2,1+a) +——
93* 3.31 1 13430 +1 (1) r
94 28.47 1 [9, 1,2,3,1,1,  2.143.205 + 221.064a  +1 (1) ++
571787 1757 17
1,3,2,1, 18]
95 22.5.19 2 [9,1,2,1,18] 39 + 4a +1 (1) NI
(27 1+ a) - =+
97* 97 1 [5,2, 2,1,4 5.035 + 1.138a -1 (1) +

4,1,2,2,9]



Capitulo VIII

Primos regulares

En [Al 8.45] demostramos el teorema de Kummer segin el cual el Ultimo
Teorema de Fermat es cierto para exponentes primos regulares. Sin embargo, la
definicion [Al 8.44] de primo regular no es facil de comprobar. En este capitulo
expondremos una caracterizaciéon muy simple de dichos primos, debida también
a Kummer. Concretamente, veremos que la condicion B) de [Al 8.44] es, de
hecho, consecuencia de la condicion A), de modo que un primo impar p es
regular si y sblo si p no divide al nimero de clases del cuerpo ciclotémico de
orden p. A su vez, encontraremos un criterio sencillo para comprobar si esto
sucede.

8.1 La féormula del niimero de clases

Sea p un primo impar. Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotémico de grado p y
sea K' = KNR. Seam = (p—1)/2 el grado de K’ el subcuerpo de los nimeros
ciclotémicos reales. Partimos de las formulas 4.27 y 4.29 para el numero de
clases de estos cuerpos:

\/I)p , \/ﬁmfl
h= i g | 2GS = om—ig IT zax.
x7#1 x(1)=1

X#1

El teorema 3.26 nos da ademaés la relaciéon R = 2™ 'R’ entre los reguladores,
lo que nos permite expresar h en la forma

h = VP II zaxr.

- 2m717rm
x(H)=-1

Puesto que h y h' son nimeros naturales las formulas no se alteran si sus-
tituimos las funciones L por sus modulos (recordemos que en sus desarrollos
aparecen sumas de Gauss, de las que sblo conocemos los mddulos). Vamos usar

269
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la notaciéon clasica introducida por Kummer, segtin la cual el niimero de clases
se descompone como h = hihs, donde

m—+2 m—1
p p
= Y2 L ool ke =Y T 1RG0
2 T 2 R
x(1)=-1 x(1)=1
x#1

Los ntimeros hy y hs reciben el nombre de primer y segundo factor del ntimero
de clases. Vemos, pues, que el segundo factor es el nimero de clases de K', por
lo que en particular es un ntimero natural. Probaremos que h; también lo es, y
asi los dos factores seran divisores del ntimero de clases.

Ahora conviene hacer unas observaciones generales sobre caracteres de gru-
pos abelianos que nos permitiran simplificar las expresiones de ambos factores.

Sea GG un grupo abeliano finito y V el conjunto de todas las aplicaciones de
G en C. Vimos en la seccién 4.3 que V' es un espacio vectorial que tiene por base
a los caracteres de G. Para cada g € G sea T, : V — V la aplicacién dada por
T, (f)(t) = f(gt). Claramente T, es una aplicacion lineal y si x es un caracter
de G se cumple Ty(x) = x(g)x, es decir, los caracteres son vectores propios de
la aplicacion Tj.

Sea ahora v € V' y consideremos T'= ) v(g)T,. La aplicacion T también

geG

es lineal y tiene a los caracteres por vectores propios. En efecto,

TOO() = Y v(9)T,0)() = D v(9)x(9)x(?),

geG geG

luego

geG

Por lo tanto la matriz de T en la base formada por los caracteres es una
matriz diagonal y su determinante vale

det T =] > v(9)x(9)-

X g€G

Calculemos por otro lado el determinante de T' en la base canénica de V,
esto es, en la base {fs}scq formada por las funciones

1 sit=s
fs(t)_{() sit#s
El coeficiente (s,t) de la matriz es

T(f)(t) = Y o(@)Ty(f)(t) = Y v(9)fultg) = v(st™).

geG geG

Con esto hemos probado el teorema siguiente:
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Teorema 8.1 Sea G un grupo abeliano finito y v : G — C. Entonces la

expresion
11> v(9)x(9).

X g€G

donde x recorre los caracteres de G, es igual al determinante de (v(st‘l))s tea

Notemos que la matriz simétrica (v(st))S req; Se diferencia de la indicada en
el teorema tan solo en el orden de las columnas (alterado segtn la permutacion

t — t~1), luego, salvo signo, los determinantes coinciden.

Fijamos ahora la notacién que seguiremos en todo el anélisis del ntimero de
clases. Sea ( una raiz de la unidad de orden p — 1 y sea g una raiz primitiva
modulo p, es decir, un generador del grupo U,. Sea x el caracter de U, deter-
minado por x(g) = ¢~!. Es claro que 1, x, ..., x?~2 son todos los caracteres
modulo p. Ademéas x* es par si y solo si k es par.

8.2 El primer factor del nimero de clases

Investigamos ahora el factor hy del nimero de clases. Hemos de probar que
es un namero natural, y ademéas daremos una férmula practica para calcularlo.

En la formula de h; intervienen los caracteres impares. Aplicamos el teo-
rema 4.32 evaluando la suma de Gauss mediante 4.36:

r /P
IL(1L, 2| = p\i

> X (k) K|.

p—1 ‘
k=1

Llamemos gj al menor resto positivo médulo p de g". Asi

p—2
IL(1, )| = L\éﬁ ngc(%‘-l-l)k
k=0

p

p—2
_ /P
Zx”“(g’“)gk‘ = —‘2[

k=0 p

Si llamamos
p—2
F(z) = Z grz®,
k=0

tenemos que

L] = D R,

Recordando que en la definiciéon de hy aparecen m = (p—1)/2 factores, conclui-

mos que
# 3y, .. p—2
Gpy |F(QF(C) - F (P (8.1)

Observemos ahora que (" = —1, por lo que

hy =

m—1 m—1

F(C™) = (g = gmew) S5 = " (g — gman)CF

k=0 k=0
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Vamos a aplicar el teorema 8.1 tomando como G = Z/mZ. Sea v el caracter
determinado por (k) = ¢?*. Es claro que las potencias de v recorren todos los
caracteres de G y la expresion anterior es

m—1
P = (g — gmer)CF 0" (R).
k=0

Notemos que la funcion f(k) = (gr — gmix)C* depende solo del resto de k
moédulo m, pues

Fk+m) = (grtm — G2mrw) T = (Gram — gr)(—1)CF = f(k).

Por consiguiente la formula (8.1) se escribe equivale a

o | TS s

r=0 keG

hy =

Aplicando el teorema 8.1 (y la observaciéon posterior)

)

__ - »
hi = (2p)m_1 |det((gs+t gm+s+t)c )‘

donde s, y t varian entre 0 y m — 1. Mas atn, el determinante que aparece en
la férmula anterior es, por definicién,

m—1
Z sig o H (gs+a'(s) - gm—&-s—&-a(s))CSJrU(s).
o€, 5=0
Al agrupar las potencias de ¢ de cada factor obtenemos ( elevado al expo-
nente 2(1+2+---m—1) = m(m — 1), es decir, (—1)™~1. Este signo sale factor
comun de todos los sumandos y se cancela con el valor absoluto que rodea al
determinante. En definitiva hemos probado lo siguiente:

Teorema 8.2 El primer factor del nimero de clases viene dado por la férmula

1
hi = W |det(gs+t - gm+s+t)|a

donde s y t varian entre 0 y m — 1, y g, es el menor resto positivo mddulo p
de g™.

Esta expresion involucra s6lo nimeros enteros y no presenta por tanto ningin
problema para su célculo efectivo. Por ejemplo, si p = 23 una raiz primitiva es
g = 5. Hemos de calcular

n 0 1 2 3 45 678 9101112131415 1617 18 192021
gn 1 5 210 420 81716 11 92218211319 315 6 71214
gn — g114n|—21 -13-19 -3 -1517-711 9-1-5211319 315-17 7-11-9 1 5
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y de aqui

—21-13-19 -3-15 17 -7 11 9 -1 —5
-13-19 —3-15 17 -7 11 9 -1 -5 21
-19 —-3-15 17 -7 11 9 —-1 -5 21 13
-3-15 17 =7 11 9 —1 —5 21 13 19
-15 17 =7 11 9 -1 —5 21 13 19 3
1 17 =7 11 9 -1 =5 21 13 19 3 15
T 4600 =7 11 9 —1 -5 21 13 19 3 15-17
1 9 -1 -5 21 13 19 3 15-17 7
9 -1 -5 21 13 19 3 15-17 7-11
-1 -5 21 13 19 3 15-17 7-11 -9
-5 21 13 19 3 15-17 7-11 —9 1
21 13 19 3 15-17 7-11 -9 1 5

Un ordenador calcula este determinante en fracciones de segundo. El resul-
tado es 127262242448 329 728, de donde h; = 3. La tabla siguiente contiene
el valor de hy para primos p < 100. Vemos que aumenta rapidamente. De
hecho puede probarse que a partir de 23 siempre es mayor que 1, con lo que los
unicos cuerpos ciclotomicos de orden primo con factorizacion tnica son los siete
correspondientes a p < 23.

Tabla 8.1: Primer factor del nimero de clases de los cuerpos ciclotémicos

p |hi|p | p |

3 |1 [29]23 61 | 411861

5 [1 31132 67 | 67-12739

7 |1 3737 71| 7% -79241
111 |41 112 73 | 89 -134 353
131 |43 211 79| 5-53-377911
1711 [47|5-139 83 | 3279405653
19 |1 |53 4.889 89 | 113118401449
233 [59]3-59-233 |97 | 5773457206209

La tabla muestra también que los primos 37, 59 y 67 son irregulares.

Todavia no hemos probado que, como hace ver la tabla, el nimero h; es un
nimero natural. El determinante de la expresién del teorema 8.2 es claramente
un entero racional. Hay que probar que es divisible entre 2™~! y entre p™~ 1.
El caso del 2 es muy simple. Notamos que

Gk + Girm = g" + gFT = gF (1 + ™) = 0 (méd p),

luego gr + gk+m = P y por consiguiente uno de ellos es par y el otro impar.
Por lo tanto, la matriz (gs+¢+ — gm+s+t) tiene todas sus coordenadas impares.
Sumando una fila a todas las restantes obtenemos otra matriz con el mismo

determinante y m — 1 filas formadas por nimeros pares, de donde extraemos un
factor 21,
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Falta probar que este mismo determinante es divisible entre p™~1. Para ello
usaremos la expresion equivalente que aparece en (8.1). Sea

B=F(Q)F(¢) - F(¢P).

El ntimero B es, salvo el signo, el determinante del teorema 8.2, luego es un
entero racional. La clave es que cada factor es una suma geométrica modulo p:

p—2

FIE) =S ¢ =5 (9" moa p)

Para sumarla multiplicamos por la razén menos 1:
F(C")(g¢" = 1) = (9¢")P~ " —1=0 (mdd p),

es decir, p | F(¢")(g¢" — 1).

Ahora hemos de estudiar la posibilidad de que divisores primos de p en Q(¢)
dividan al factor de la derecha. Puesto que p =1 (méd p — 1), el teorema 2.38
nos da que p se descompone en ¢(p — 1) factores primos de norma p.

Si p es uno de estos factores, el polinomio zP~! — 1 tiene todas sus raices
distintas modulo p (es primo con su derivada), luego las potencias de ¢ recorren

—r

las p — 1 clases no nulas moédulo p. En particular existe un r tal que =g
(méd p), luego p | g¢" — 1.

Notemos que como g tiene orden p — 1 médulo p, lo mismo le ha de ocurrir
a (7", para lo cual es necesario que (r,p — 1) = 1. Ademaés p no puede dividir
a otro g¢* — 1, pues entonces g¢* =1 = g¢" (mdd p), luego ¢ = ¢" (méd p) v,
suponiendo 0 < r,s <p — 1, ha de ser r = s.

En resumen, cada uno de los ¢(p — 1) divisores primos de p divide exacta-
mente a uno de los ¢(p — 1) ntumeros g¢" — 1 con (r,p — 1) = 1.

Llamamos p, al tnico divisor primo de p que divide a g{" — 1. Entonces

tenemos que
p= H Pr.
(rp—1)=1

(Convenimos en que la definicion de p,. vale para todo entero primo con p — 1,
de modo que p, = P,4p—1. Sir no es primo con p — 1 tomamos p, = 1).

Sabiendo todo esto, la relacion p | F(¢")(g¢" — 1) implica que pp;-t | F(¢™),
luego multiplicando para todos los r impares hasta p — 2 obtenemos que

PPy syt | FOF(CP) -+ F(¢P?),

luego p™~! | B, como habia que probar.

Esta técnica que hemos empleado para probar que h; es entero puede re-
finarse para obtener un criterio sencillo de cuando p | h1, lo cual tiene interés
porque una de las condiciones de la definiciéon de primo regular es que p{ h, y
en particular ha de ser p{ h;.
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En primer lugar, p dividira a hy si y solo si divide a B/p™~!, y como éste
es un entero racional, esto ocurrira si y sélo si uno cualquiera de los primos p,,
por ejemplo p_1, divide a B/p™~!. Ahora bien, sabemos que

B F(Qp F(Clps  F(CP*)pp—2

pm—1 P P P

donde cada factor de la derecha es un ideal (entero). Por consiguiente p | hy si
y so6lo si p_; divide a uno de los ideales F/(¢")p,p~ !, para r = 1,3,...,p — 2.
Esto equivale a su vez a que p%; | F(¢")p, para algin r.

Ahora bien, p%; en ningtin caso puede dividir a F(¢("!)p_;. En efecto,
tenemos que g¢ ! =1 (méd py), de donde

luego, p_1 ¥ F(¢C™1). Asi pues, p | hy siy solo si p2; | F(¢")p, para algtn
r=1,3,...,p—4, lo que a su vez equivale a que p?, | F(¢").

Hasta aqui todo es valido para cualquier eleccién de la raiz primitiva g. Dada
una raiz primitiva cualquiera h moédulo p, podemos tomar g = h”, con lo que
tenemos una raiz primitiva que ademés cumple g?~1 = pPP—1D =1 (méd p?),
pues ¢(p®) = p(p — 1).

Con esta eleccion de g y teniendo en cuenta la factorizaciéon

PP = (@ —y) (@ — Q) (@ —yPTY),

vemos que
p—2

[T(1—g¢*)=1—gP"1 =0 (méd p?),
r=0

y, dado que p_; no puede dividir a otro factor que no sea 1 — g{~!, concluimos
que p2, | 1 —g¢™ 1, es decir, ( = g (méd p2 ).
Esto nos permite eliminar a ¢ de la condiciéon que hemos obtenido, pues

p—2 p—2
F(C) =3 gkC* = 3 grg® (méd p2,),
k=0 k=0
luego p2, | F(¢") siy solo si
p—2 p—2
P21 | > grg®, siysélosi p?| Y grgt".
k=0 k=0

Con esto tenemos ya una condicién en términos de niimeros enteros, pero se
puede simplificar mucho mas. El razonamiento que sigue es incorrecto, pero se
puede arreglar:

p—2 p—2 p—2 p—2 1 p—1
;;o gyt = kzog’“g’” = kzogk(”l’ = kZ gt =Yt (mod p?). (8.2)

=0 n=1
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El problema es, por supuesto, que en principio las congruencias son ciertas
s6lo modulo p, no p?. Si pese a ello logramos justificarlas, habremos eliminado
los gi de la condicion.

Para arreglarlo expresamos g, = ¢g* + pay, para cierto entero a;. Tomamos
congruencias moédulo p? y elevamos a r + 1:

g£+1 = gk(r—H) + (’I“ + 1)gkrpak = gk(r—H) + (’I“ + 1)gkr(gk _ gk) (méd p2)’

o sea,
gt = (r 4+ Dgrg™ — k"t (méd p?). (8-3)

Si no estuviera el ultimo término y teniendo en cuenta que nos interesa r < p—1,
esta formula nos aseguraria que p? divide al primer término de (8.2) si y sélo si
divide al cuarto, con lo que el problema estaria resuelto. Afortunadamente, el
sumando molesto desaparece al sumar respecto a k:

p-2 (p—1)(r+1) _ 1
3 gt g _ ,

gk:( +1) _ ] =0 (mod p2)’
k=0 9

va que g1 =1 (méd p?) y ptg" ™t — 1 parar+1<p—1.
Por lo tanto al sumar en (8.3) obtenemos
p—2 p—2
ot =0 +1) T grg" (mod p?),
k=0 k=0
y como p 1k + 1, llegamos a que
p—2 p—2 1 p—1
P2 Y grg* siysolosi p?| Y gt = nrth
k=0 E=0 n=1
Hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 8.3 Se cumple que p divide al primer factor de h si y sdlo si p? divide
a alguno de los niumeros

Sm(p) = > n™, param=2,4,...,p—3.

Aunque esta condicion puede parecer completamente satisfactoria, lo cierto
es que admite una reformulacién més simple, que no sélo tiene interés préctico,
sino que es relevante para estudiar cuando p divide al segundo factor de h.

La clave esta en que las sumas S,,(p) pueden calcularse en términos de los
polinomios de Bernoulli (véase la seccion 6.5 de [ITAn]):

B,, —B,,
Sip) = Dot ) = Bmer,
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Aqui By, +1(x) es el polinomio de Bernoulli, dado por [ITAn 6.20]:

m—+1 m+1
Bii(x) = Z ( . >Bkmm+1k,

k=0

donde a su vez los coeficientes By, son los nimeros de Bernoulli [ITAn 6.17], que
pueden calcularse recurrentemente como se muestra en la seccion [ITAn 6.5].
Las dos relaciones precedentes nos dan:

m

B, - B, 1 m+1 bl
Spm(p) = +1(p) +1 :Z < )ka +l-k

m+1 = m+ 1 k
En [ITAn 6.17] se prueba que B; = —1/2, mientras que que Bap1 = 0 para
todo k > 1. Necesitamos algunas propiedades més sobre los nimeros de Ber-
noulli de indice par. Ante todo, es inmediato que son nimeros racionales. En el
teorema siguiente llamamos p-enteros a los niumeros racionales con denominador
no divisible entre p, es decir, la localizacion de Z respecto de Z \ (p), o también
la intersecciéon Q N Z, de Q con el anillo de los enteros p-adicos.

Teorema 8.4 (Teorema de von Staudt) Sea m un nimero par y erprese-
mos By, = Cp /Dy, con (Chy, Dy,) = 1. Entonces

1. D,, es libre de cuadrados.
2. Para cada primo p se cumple que p | Dy, si y solo sip—1]|m.

3. Si un primo p cumple que p | D,,, entonces pB,, = —1 (méd p) en el
anillo de los p-enteros.

DEMOSTRACION: Probaremos el teorema por induccién sobre m. Es claro
que By = 1 cumple el teorema. Sea p un primo cualquiera. La férmula previa
al enunciado puede expresarse en la forma:

1 ml
PBm = Sm(p) = Y ( )pm"“ka- (8.4)
—m +1 k

Vamos a probar que todos los nimeros en el sumatorio son p-enteros mul-
tiplos de p. Por hipoétesis de induccion los nameros pBj, son p-enteros (porque
son nulos o bien p divide al denominador de By, con multiplicidad a lo sumo 1).
Basta probar que los ntimeros

1 m4+1\ &
m+1\ k )P

son p-enteros multiplos de p.
Si p = 2 es inmediato, puesto que m + 1 es impar y el nimero combinatorio
es un entero. Supongamos que p es impar. Entonces

1 m+1\ ,,_p mm—1)---(k+1) .,
mr1\ k )P N (m—Fk+1)! '
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Sir=m — k+ 1, entonces el exponente de p en 7! es a lo sumo

T T r
E(r/p)+E(r/p)+- <-4+ =+ = <
(r/p) (r/p°) 5+ :

<r—-1=m-—k,

N3

donde E denota la parte entera (observemos que E(r/p’) es el niimero de miil-
tiplos de p’ menores que r). De aqui se sigue lo pedido.

Con esto hemos probado que pB,, es p-entero para todo primo p, lo que
prueba que D, es libre de cuadrados. Mas atn, la formula (8.4) implica ahora
que

pBim = Sim(p) (méd p).

Sip—1|m entonces k™ =1 (méd p) para 1 < k < p— 1, luego

p—1

Sm(p) =Y k™ =p—1=-1(méd p),
k=1

mientras que si p — 1{m, tomando una raiz primitiva g médulo p tenemos

pl p—2 g(p_l)m — 1
Sm(p) = ka = ngT =Tt o 0 (méd p),
k=1 r=0

pues p{ g™ — 1 pero p | g™ — 1.
Resulta, pues, que pB;, = —1,0 (méd p) segin si p — 1 divide o no a m. En
el primer caso p { pBy,, luego p | D,,. En el segundo p | pB,,, luego p 1 D,,.

Maés atn, en la prueba hemos visto que todos los términos del sumatorio que
aparece en la formula (8.4) son p-enteros. Si ademéas suponemos que m < p —1
entonces p — 1 { k, para todo k < m, luego p | pBy y todos los términos del
sumatorio son mialtiplos de p?. Por lo tanto tenemos:

Teorema 8.5 Sip es un primo, m es par y m < p — 1, entonces
By, = Sim(p) (méd p?).
Esto nos permite reformular como sigue el teorema 8.3:

Teorema 8.6 Sea p un primo impar. Entonces p no divide al primer factor del
numero de clases del cuerpo ciclotomico p-ésimo si y solo si p no diwvide a los
numeradores de los nimeros de Bernoulli By, By, ..., Bp_3.

DEMOSTRACION: La condicién equivalente que proporciona el teorema 8.3
es que p? no ha de dividir a las sumas S,,(p) para m = 2,4,...,p — 3. Por
el teorema anterior esto equivale a que p? no divida a pB,, en el anillo de los
p-enteros, y como p no divide a los denominadores de los B,,, esto equivale a
que p no divida a los numeradores de los B,,. L]
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8.3 El segundo factor del ntiimero de clases

El segundo factor del ntumero de clases contiene el regulador del cuerpo
ciclotomico, lo que impide encontrar una expresion sencilla para calcularlo. Sin
embargo su relacion con las unidades a través del regulador nos daré informacion
vital para probar que la condicién A de la definicion de primo regular implica
la condicion B.

Para desarrollarlo hemos de evaluar en 1 las funciones L correspondientes a
los caracteres pares x2", para lo que empleamos de nuevo los teoremas 4.32 y
4.36:

|L(1,X2T)| = )ZQT(gk)log\l —w9k| = 2k log |1 —w9k| .

En la ultima serie cada sumando se repite dos veces. En efecto, para cada
0 < k < m se cumple que

¢rm M log 1 —wI™ | = (*Flog [1 — w9 | = (M log 1 - w|

(el altimo paso es porque 1 — w9 y1-— w9 son conjugados).
Asi pues,

m—1
2 k
[L(1,x*")| = 7 > P log |1 —w ||,
k=0

lo que nos lleva a esta expresion para el segundo factor:

m—1|m—

_i/ H ZCQTklogH—wg It

k=0
Al igual que hemos hecho con el primer factor, vamos a aplicar el teorema
8.1 para obtener una expresién mucho mas simple. Por abreviar llamaremos
k m-+k .
ar = log|l — w9 |. Como ya hemos comentado, 1 — w? es el conjugado de

1-—- wgk, por lo que aj s6lo depende del resto de £ moédulo m.
Consideramos de nuevo G = Z/mZ y el caracter ¥(k) = ¢?*, de modo que

m—1

I1 > anvr(h)

r=1 keG

i, (8.5)

No podemos aplicar 8.1 porque falta el caracter principal. El factor que
le corresponderia serfa ag + - -+ + a,,—1. Vamos a calcularlo. Factorizando el
polinomio ciclotéomico obtenemos que p = (1 — w)---(1 — wP~!). Tomando
moédulos y teniendo en cuenta que g* recorre todas las clases de U, cuando k

varfa entre 0y p — 1 resulta que |1 — w9 |---|1 —w?" | = p. Usando una vez
més que |1 —w? | = |1 — w9’ | queda

m—1

[Tn-w'pP=p

k=0
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Por ltimo, tomando logaritmos:

a0+~-~+am71=10g\/2>7-

Ahora multiplicamos y dividimos por log ,/p en (8.5) de modo que ya apa-
recen todos los caracteres de G:

1
R log \/p

1> v

r=0 keG

ha

El teorema 8.1 nos permite concluir que

ha | det(aivj)l,

1
~ R'log\/p
donde ¢, j varian de 0 a m — 1.

La primera fila de la matriz (a;4;) (para ¢ = 0) es (ao,a1,...,0m-1), ¥
las demés son permutaciones ciclicas de ésta. Si sumamos todas las columnas
a una fija obtenemos una columna con todos los coeficientes iguales a log ,/p.
Esta constante se simplifica con la que aparece en el denominador y queda una
columna de unos. Restamos la primera fila a las otras filas y desarrollamos el
determinante por la columna fijada. El resultado es que

Al
h2 = F)

donde A es cualquiera de los menores de orden m—1 de la matriz B = (a;4;—a;),
donde ¢ varia entre 1 y m — 1 y j varfa entre 0 y m — 1.
Vamos a calcular los coeficientes a;4; — a;. En principio tenemos

1—ws™

@itj — aj = log m~
Para simplificar esta expresion consideramos el nimero
p=—wPtV/2 = cos(n/p) +isen(r/p) € K.

Entonces w = p?, de donde

L-wt _1-p Tt sen(kn/p)
l-w  1-p? p—pt sen(r/p)

Siptk entonces 1 —w y 1—w” son asociados, luego el término de la izquierda
es una unidad de K. Obviamente p también lo es, luego los ntiimeros

sen(km/p) el —wF
Op = ——"~ = k .
k Sen(ﬂ'/p) p 1 —w ? pa‘ra‘ p’i’ ? (8 6)

son también unidades de K. De hecho son reales y positivas, luego son unidades
de K'.
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Sea 7 el valor absoluto del menor resto médulo p de g° situado en [—m, m].
Entonces

1-— wgi i_q i_q
T = p? T 04 = £p? "0,

Los nimeros w, w9, ..., w9 son no conjugados dos a dos (el conjugado
de w9 es w51+7'L). Por lo tanto los automorfismos de K dados por o;(w) = w9’
(=0, ..., m—1) son no conjugados dos a dos. Aplicamos o, y queda

1w

1_ oo = %o, (P)ngUj (67).

Tomando moédulos y logaritmos:
itj — a; = log|o;(6;)].

Ahora veamos que cuando ¢ varia entre 1 y m — 1, entonces 7 varia entre 2
y m. Para ello observamos que si ¢ = +¢7 (méd p) con 1 < i < j < m—1
entonces ¢/~ = +1 (mdd p) y 0 < j —i < (p— 3)/2, pero esto solo es posible si
i = j. Por lo tanto los valores de 7 cuando ¢ varia entre 1 y m — 1 son distintos
dos a dos. Por definicion 7 varfa entre 1y m, pero £¢° = 1 (méd p) es imposible
cuando @ varia entre 1 y m — 1 (£1 se obtiene elevando g a 0 y a m). Asi pues, 7
varia entre 2 y m, y como ha de tomar m — 2 valores distintos, los toma todos.

Llamemos C = (log|o;(6;)]), para 2 <i <m, 0 < j <m — 1. Acabamos de
probar que las columnas de C' son salvo el orden las mismas que las de la matriz
B = (a;1+; — aj). Por lo tanto el valor de det A que buscamos es (salvo signo,
que no importa) cualquiera de los menores de orden m — 1 de la matriz C.

Sea ahora €1, . .., €,,—1 un sistema fundamental de unidades de K’. Podemos
tomarlas todas positivas. Cada unidad 6; se expresara como

m—1
— Cik
0:= [T &
k=1

para ciertos enteros ¢;; (no hay que anteponer un signo negativo porque 6; > 0).

Entonces
m—1

log |oj(0:)] = Y cir log|o(ex)|-
k=1
Esto significa que C' es el producto de la matriz (¢;i) por (log |o;(ex)|) o, més
precisamente, que cualquier menor de orden m — 1 de C' es el producto de (c)
por el menor correspondiente de (log|o;(ex)|). Tomando determinantes queda
|det A| = | det(cik)| R, luego hg = | det(cik)|-

Pero (c;;) es la matriz de las coordenadas de las unidades 6; en la base
€1,...,6m—1. Estas altimas son una base del grupo de las unidades reales y
positivas de K, luego las primeras son una base de un cierto subgrupo. Segin
el teorema [Al 6.15], el determinante de la matriz que relaciona ambas bases es
precisamente el indice del subgrupo. En resumen, hemos probado el teorema
siguiente:
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Teorema 8.7 El sequndo factor del nimero de clases coincide con el indice en
el grupo de las unidades reales y positivas de K del subgrupo generado por las
unidades

_sen(km/p)

k=2,...,m.
sen(r/p) ’ para N

En términos equivalentes, podemos hablar del indice del grupo generado por
las unidades 6; en el grupo de las unidades de K’ (con ello anadimos un factor
(s a los dos grupos indicados en el teorema). En particular, si ho = 1 resulta
que las unidades 6; son un sistema fundamental de unidades de K.

Ejemplo Si p = 7 sabemos que h = 1 y por lo tanto también hy = 1. Esto
implica que un sistema fundamental de unidades estéa constituido por

2
1l-w

b = r ﬁ:7w74(1+w):*WS*w4:*773:1+771+772,
_21_W3 -1/, 2 6
s = p T - (W'+w+1l)=w’+w+1=1+mn.

Si llamamos 1 = 1, (y entonces 12 = n? — 2) tenemos que 6 =n?> +n—1y
93 = 1 + 77 | |

Ejercicio: En la seccién 3.5 probamos que un sistema fundamental de unidades para
p=Teran, 1+ n. Calcular la representaciéon logaritmica de 02 y deducir de ella que
b2 =n""(1+n).

El paso siguiente para llegar a la caracterizacién de los primos regulares es
estudiar bajo qué condiciones podemos garantizar que p no divide a hy. El punto
de arranque ser4 el siguiente: si p | ha, entonces el grupo cociente determinado
por los grupos de unidades considerados en el teorema anterior tiene un elemento
de orden p, es decir, existe una unidad ¢ > 0 en K tal que

m

P = H 0.x, (8.7)

k=2

para ciertos enteros ¢, pero tal que € no es de esta forma.

A su vez, que € no sea de esta forma equivale a que algin ¢ no sea divisible
entre p, pues si dos unidades positivas € y ¢ cumplen que e = §P, entonces €/
es una raiz p-ésima de la unidad positiva, lo que sblo es posible si € = 4.

Si logramos probar que cuando € cumple (8.7) todos los exponentes c¢j, son
multiplos de p, tendremos garantizado que p no divide divide a ho. La idea
de la demostracion es tomar logaritmos para convertir la igualdad anterior en
una ecuacion lineal en log ;. y probar una cierta independencia lineal de estos
logaritmos que nos dé las divisibilidades (algo analogo a cuando decimos que si
p|a-+byv2entonces p|ayplb).

Sin embargo este argumento depende fuertemente de propiedades algebrai-
cas y es completamente inviable usando logaritmos habituales. En su lugar
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tendremos que usar logaritmos p-adicos. Kummer no conocia los niimeros p-
adicos cuando realizé estos calculos, pero éstos estaban implicitos en su trabajo
y fueron definidos poco después por Hensel. En realidad Kummer trabaj6é con
derivadas logaritmicas. La idea es que el cuerpo ciclotémico se puede identificar
con el cociente de Q[z] sobre el ideal generado por el polinomio ciclotémico. La
derivada logaritmica de un polinomio p(z) es p'(z)/p(x).

8.4 Numeros p-adicos ciclotémicos

Sea K = Q(w) el cuerpo ciclotémico de grado p. De acuerdo con el teorema
[Al 11.13], la factorizacién de p en Z[w] es p = pP~1. En particular f(p/p) = 1.
El teorema 5.16 nos da el isomorfismo O, /p = Z{w]/p = Z/pZ. En particular
todo entero p-adico es congruente modulo p con un entero racional. Segin 5.22
tenemos que |K, : Q,| =p—1.

Teorema 8.8 Sea m un primo de K. Entonces {1,m,72,..., 7772} es una base
de K, sobre Q, y también una base de O, sobre Z,.

DEMOSTRACION: Veamos que todo a € O, se expresa como combinacién
lineal de estos niimeros con coeficientes en Z,.
Teniendo en cuenta el teorema 5.18, a se puede expresar como

-2 ~1
a=ap0+ apm+ -+ agp_2m’ "+ Bl

donde 0 <aqap; <p—1y S €0,
Puesto que p = erP~!, para cierta unidad e, tenemos de hecho que

2
a=ag+ ap1m+ -+ agp—2m’ " + V1P,

con y; € Q.
Igualmente vy = a10 + a1 17+ -+ a1$p,27rp_2 ~+ ~vop, con lo que

o= (a070 + al,op) + ((Lo,l + al’lp)ﬂ + -+ (ao,pfz =+ al’p,gp)ﬂp_Q + ’ygp2.

Tras n + 1 pasos obtenemos

o= (Z ai,op’> + (Z az‘,lp’)W +-+ (Z ai,p—QpZ> P72 4y p™.
1=0 1=0 i=0

Es obvio que todas las series convergen y v,p" tiende a 0, luego

a= Y aop |+ | X aap |+ + | D aipop’ | 7P
i=0 i=0 i=0

Esto prueba que {1,7,7%, ..., 7772} es un generador de O, sobre Z,, de
donde se sigue que también es un generador de K, sobre QQ,, pero como el grado
de la extension es p — 1, se trata de una base, luego el conjunto es linealmente
independiente sobre @, luego también sobre Z,,. L]
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Como K = Q(w), el teorema 5.27 nos da que K, = Q,(w), luego K, es la
extension ciclotémica de orden p de Q,. Ademas tiene grado p—1, luego el grupo
de Galois es ciclico de orden p — 1, todas las raices de la unidad distintas de 1
son conjugadas y los Q,-automorfismos K, estan determinados por o;(w) = w?,
para i =1,...,p— 1. A su vez esto implica que los Q,-automorfismos de K,
son extensiones de los Q-automorfismos de K, y por consiguiente la norma y la
traza de K,/Q), extienden también a las de K/Q.

Dado un automorfismo o y un a € O, por definicién v, (a(a)) es la multi-
plicidad de 7 en o(«), que coincide con la multiplicidad de o(7) en o(a) (pues
o(m) también es primo y todos los primos de K, son asociados), que a su vez
coincide con la multiplicidad de 7 en . Es decir, v, (0(a)) = vp(a). De aqui
se sigue esto mismo para todo a € K, luego |o(a)|, = ||y, es decir, que los
automorfismos son isometrias. En particular son homeomorfismos.

Esto implica que un Qp-automorfismo de K, deja fijos los elementos de un
subcuerpo L de K si y solo si deja fijos a los elementos de la clausura de L
en K. Teniendo en cuenta el teorema de Galois resulta que la aplicacién que
a cada subcuerpo L de K le asigna su clausura en K, es una biyeccién entre
los subcuerpos de K y los subcuerpos de K, que contienen a Q,. Ademaés esta
biyeccién conserva los grados.

En particular el cuerpo K’ = K NR tiene grado m = (p — 1)/2 sobre Q,. A
los elementos de este cuerpo los llamaremos nimeros p-ddicos reales.

Finalmente notamos que segin el teorema 5.57 tenemos definida una fun-
ciéon logaritmo exactamente sobre los enteros p-adicos de la forma e = 1 + «,
con vy(x) > 1, es decir, en las unidades ¢ = 1 (méd p). A estas unidades las
llamaremos unidades principales. Sin embargo, el logaritmo so6lo es biyectivo
restringido a un dominio menor, a saber, sobre el conjunto de las unidades que
cumplen € = 1 (méd p?). Si € es una unidad de este tipo, entonces el teorema
5.58 garantiza ademds que log(e) es un entero miltiplo de p? (en efecto,con la
notacion de la secciéon anterior, tenemos e =p — 1y k = 2).

Ejercicio: Probar que logw = 0.

Recordemos que nuestra intencion es tomar logaritmos en la ecuacion (8.7),
pero sucede que las unidades involucradas no tienen por qué ser principales.
Ahora bien, puesto que O, /p = Z/pZ, es claro que e?~1 =1 (méd p) para toda
unidad p-adica €, o sea €?P~! es siempre una unidad principal. Podemos, pues,
elevar la ecuacion a p — 1 y tomar logaritmos:

m

ploge?™t = 3" ¢ log V. (8.8)
k=2

Ahora observamos que las unidades que aparecen son enteros ciclotémicos
reales, luego los logaritmos son nimeros p-adicos reales (el logaritmo es una serie
de potencias y cada suma parcial esta en K, luego la suma est4 en la clausura
de este cuerpo). No es evidente, pero también probaremos que son enteros.

Si demostraramos que los nameros log 9£71 forman una Z,-base del anillo
de los enteros p-adicos reales, necesariamente los nimeros ¢ /p serfan enteros
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p-adicos, con lo que todos los ¢; serfan miltiplos de p, que es lo que queremos
probar. No obstante es facil ver que dicho anillo tiene rango m, mientras que
sblo tenemos m — 1 logaritmos log Hi_l. Por lo tanto hemos de refinar nuestro
plan.

Ahora bien, si ¢ es un automorfismo de K, y € es una unidad principal, es
obvio que o(€) es también una unidad principal (pues vy (o (€) — 1) = v, (e — 1)),
y por la continuidad o(loge) = log o (e), luego

Tr(loge) = > o(loge) = > loga(e) = log[[o(e) = logN(e).

o

Si ademaés € es una unidad de K, como es el caso, entonces N(e) = 1, luego
la traza de loge es nula. Sea V el conjunto de los niimeros p-adicos reales de
traza nula. Claramente V' es un espacio vectorial de dimensién m — 1 sobre Q,
y si € es una unidad real de K tenemos que loge?~! € V.

Nuestra intencion es probar que los niimeros log QZ_I forman una Z,-base
del mo6dulo formado por los enteros de V. Para ello buscaremos una base de
este modulo y estudiaremos si el determinante de la matriz de coordenadas de
los logaritmos en dicha base es una unidad de Z,. Esta base la obtendremos a
partir de la que nos proporciona el teorema 8.8, pero primero escogeremos un
primo 7 adecuado.

Veamos que existe un tnico primo m € O, tal que
p=-m""1 y 7=1-w(mdd p?). (8.9)
Factorizando el polinomio ciclotémico y evaluando en 1 tenemos que
p=(1-w)(l—-w?) (1 -wk),

de donde

p

<1+w)(1+w+w2>~-~(1+w+"'“"H):W'

Teniendo en cuenta la expresiéon de la izquierda, este ntimero es un entero
p-addico. Tomamos congruencias médulo p en O,.

a:#z—l?)---(p—l)zl(médp>7

donde hemos usado el teorema de Wilson:! (p —1)! = —1 (méd p).

Aplicamos el teorema 5.48 al polinomio f(x) = 2P~! — . Tenemos que

f1)=0(médp) y f'(1)=p—1#0(médp).

Por consiguiente existe un entero p-adico v tal que 4?~1 = —p/(1 —w)P~1 y
v =1 (méd p).

11.a prueba es elemental: el polinomio 2P~! — 1 tiene por raices a todos los elementos no
nulos de Z/pZ, luego su término independiente —1 es el producto de todos ellos.
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Por la segunda condicion, 7 es una unidad p-adica, luego 7 = v(1 — w) es
un primo. Claramente cumple la primera condicién de (8.9) y m# — (1 — w)
(v — 1)(1 — w) es divisible entre p2, luego también cumple la segunda.

Para probar la unicidad observamos que si un primo p cumple (8.9) entonces
(p/m)P~t = 1, luego p = (m, para una cierta raiz (p — 1)-ésima de la unidad
¢. Puesto que (m = 7 (méd p?), resulta que ¢ = 1 (méd p). Si fuera ¢ # 1
entonces = — ¢ dividirfa al polinomio 2?~2 4 2P~ 3 + ... + 2 + 1, y evaluando en
1 tendriamos 1 — ¢ | p—1, luego p | p— 1, lo cual es imposible. Por consiguiente
(=1lyp=m. L]

Veamos ahora las ventajas del primo que acabamos de construir. Sea o el
automorfismo de K, de orden 2, esto es, el dado por o(w) = w™!. Puesto que
7y o(m) son ambos raices del polinomio 2P~ + p, es claro que o(7) = (, para
cierta raiz (p — 1)-ésima de la unidad (.

Ahora bien, sucede que ¢ € Qp, pues si P es un divisor de p en el cuerpo
ciclotomico Q((), el teorema 2.38 nos da que e(P/p) = f(P/p) = 1, luego los
teoremas 5.22 y 5.27 implican que |Q,(¢) : Qp| = 1.

Por lo tanto, aplicando o de nuevo queda que 7w = (27, con lo que (2 =1,
o sea, ( = £1. No puede ser ( = 1 porque entonces o(m) = 7w y o seria la
identidad (por 8.8). Consecuentemente o(w) = —.

Los numeros p-adicos reales son precisamente los nimeros fijados por o,
pero si expresamos un ndimero arbitrario de K, como combinaciéon lineal de
1,7,...,m™ "2, observamos que los nimeros fijados por ¢ son los que tienen
nulas las coordenadas asociadas a las potencias impares, luego una base del
cuerpo de los niimeros p-adicos reales es {1, 72, 74, ... 7?2}, luego este cuerpo

es Q,(7?).

A su vez de aqui se deriva otra consecuencia notable: Si € es una unidad
principal real, entonces es de la forma € = ag + a2m® + -+ + a,_27P~2, donde
los coeficientes son enteros p-adicos por 8.8. Ademés 1 = € = ag (méd p), luego

1< wp(ao — 1) = (p— Dvylao — 1),

con lo que en realidad 2 < p — 1 < vy(ag — 1) y de aqui que € = 1 (mdéd p?).

Esto significa que las unidades principales reales estan en realidad en el
dominio donde el logaritmo es inyectivo, y en particular el teorema 5.58 implica
que el logaritmo de una unidad principal real es un entero p-adico, que es uno de
los resultados que necesitdbamos. Recojamoslo en un teorema junto con otros
hechos que hemos probado:

Teorema 8.9 Si € es una unidad ciclotémica real, entonces logeP™1 es un en-
tero p-ddico real de traza nula. Mds ain,

loge?™! =0 (méd p?).

Ya tenemos una base para los numeros p-adicos reales. Ahora hemos de
quedarnos con los que tienen traza nula. Para ello calculamos Tr(7*). Observar
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que si ¢ es una raiz de la unidad de orden p — 1 entonces los ntmeros (/7 para
j=0,...,p—2 son todos raices del polinomio 2?~! + p. Por lo tanto cuando o
recorre los Q,-automorfismos de K, tenemos que o(7) recorre los niimeros (77
y o(m?) recorre los ntimeros (Y7, es decir

A e
Tr(n*) = > ¢Yan.
§=0

Ahora las relaciones de ortogonalidad de caracteres implican que Tr(7?) = 0
para i = 1,...,p — 2, mientras que obviamente Tr(1) = p — 1. Por consiguiente
la traza de un ntumero p-adico real arbitrario es

Tr(ag + asm® + -+ + ap_2m? %) = (p — 1)ao.
Con esto tenemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.10 Si 7 es un primo p-ddico que cumple las condiciones (8.9), los
nimeros w2, w4, ..., wP~% son una Q,-base del espacio vectorial V de los niimeros
p-ddicos reales de traza nula, asi como una Zy-base del mddulo de los enteros

de V.

La altima afirmacién es consecuencia inmediata del teorema 8.8.

8.5 La caracterizacion de los primos regulares

Estudiamos ahora la divisibilidad del segundo factor del ntmero de clases
entre el primo p. Por el teorema 8.9 sabemos que los nimeros log 05_1 son
enteros p-adicos de traza nula, luego por 8.10 se pueden expresar en la forma

m—1 .
log0? ™! = 3 b, 2<k<m, (8.10)
i=1

donde los coeficientes by; son enteros p-adicos.

Segun ya hemos explicado, queremos probar que estos ntimeros son una base
del modulo de todos los enteros p-adicos de traza nula, lo cual equivale a que
el determinante de la matriz (by;) sea una unidad de Z,, es decir, que no sea
divisible entre p.

Observemos que si a € V es un entero miltiplo de p, entonces a/p es un
entero p-adico obviamente real y que sigue cumpliendo Tr(a/p) = Tr(«)/p = 0,
luego a/p € V. Esto implica que las coordenadas de « en la base {7%'} serén las
de a/p (que son enteras) multiplicadas por p. En resumen, los enteros de V' son
multiplos de p si y sélo si sus coordenadas son multiplos de p. A su vez de aqui
deducimos que si dos enteros de V' son congruentes moédulo p, sus coordenadas
en la base {72} también lo son.

Como consecuencia, si sustituimos cada log 91,3_1 por otro entero de V' con-
gruente con él modulo p, el determinante de la matriz de coordenadas corres-
pondiente sera congruente modulo p con el de (bg;), luego nos servira igualmente
para determinar si éste es o no multiplo de p. Esto nos permite truncar las series
de potencias que definen los logaritmos.
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Consideremos el polinomio
22 xP~1
L(1 =z — 4 (=P
(14z)== 5+ +(-1) P

Sin>py vy(a) > 2 entonces

a” logn
vp<n> > 2n—vp(n)22n—(p—1)@
—1)1
> pt(np) - LB
n—1 logp
—1)n [ lo logn
> p+(n—p)+(p ) Y
logp p—1 n-1

(donde usamos que la funcién ¢/(t — 1) es monoétona decreciente para t > 2).

Esto significa que la diferencia entre log(1 4+ «) y L(1 + «) es una suma de
miltiplos de 7P, es decir, log(1l + ) = L(1 4+ «) (m6d 7P). Esto es aplicable a
las unidades principales reales, luego

log(82™") = L(B™") (méd =P). (8.11)

Comenzaremos probando que los logaritmos truncados tienen las mismas
propiedades algebraicas que los logaritmos usuales si trabajamos moédulo 7P.
Usaremos también la exponencial truncada

T x? P~ 1

Ez)=1+—=+—+ 4+ —. 8.12

e TR I o sy (8.12)

Notemos que si € = 1 (mdd m) entonces L(e) = 0 (mdd ) y, reciprocamente,

si a = 0 (méd 7) entonces E(a) = 1 (méd m). Veamos ahora otros hechos

elementales:

Teorema 8.11 Se cumplen las propiedades siguientes:
1. Sie=1 (méd 7) entonces E(L(¢)) = € (mé6d «P).
2. Sia=0 (méd m) entonces L(E(a)) = a (méd #P).
3. Sia; =az =0 (mdd ), entonces

E(ay + az) = E(a1)E(az) (méd 7P).

4. Sieg =€y =1 (mbd 7), entonces

L(eres) = L(er) + L(ez) (méd «P).

DEMOSTRACION: Consideramos la igualdad de series de potencias formales
exp(log(l + z)) = 1 + 2. Un examen de la definicién de composiciéon de series
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formales muestra que el coeficiente de z* en la composiciéon depende tnicamente
de los coeficientes de grado menor o igual que k de las series compuestas. Por
lo tanto, el polinomio E(L(1 + z)) coincide con la serie 1 4+ x hasta el término
de grado p—1, es decir, E(L(14+z)) = 1+ + p(x), donde p(x) es un polinomio
de grado mayor o igual que p, y ciertamente tiene coeficientes enteros p-adicos.
Por consiguiente se cumple la primera relacion.

La segunda relacion se prueba razonando del mismo modo con la composicion
de series log(1 + (exp(z) — 1)) = .

Es claro que

r k—r

x + k k x
(k!y)zrl(:—r)!'

r=0

De aqui se sigue que E(x +y) = E(z) + E(y) + G(x,y), donde G(z,y) es el
polinomio formado por la suma de los productos de monomios de E(z) y E(y)
al menos uno de los cuales tiene grado mayor o igual que p. Claramente los
coeficientes de G son enteros p—adicos, luego se tiene la tercera propiedad.

La cuarta propiedad la deducimos de las anteriores:

L(eres) = L(E(L(e1))E(L(e2))) = L(E(L(e1) + L(e2)))
L(e1) + L(e2) (méd 7P).

Ademas de estas propiedades, vamos a necesitar un hecho méas delicado:
Teorema 8.12 Si el primo m cumple (8.9) entonces
E(r)=w (méd 77) y L(w) =7 (mdd =P).
DEMOSTRACION: Probemos en primer lugar que
E(p)? =1 (méd 72~ 1). (8.13)

Sea E(x) = 14 zg(x), donde g(z) es un polinomio con coeficientes enteros
(p-adicos). Entonces

E(z)? = 1+ (’1’) zg(@)+ -+ (p P 1) (zg(@))" " +aPg(a)? = 14ph(z)+ag(x)?,
donde h(x) tiene coeficientes enteros (notar que p divide a los ntumeros combi-
natorios).

En la prueba del teorema 8.11 hemos visto que E(z)E(y) = E(zy)+G(z,y),
donde G(z,y) es un polinomio con coeficientes enteros (p-adicos) con todos los
términos de grado > p. Inductivamente se llega a que E(x)? = E(px)+x? M (z),
donde M tiene coeficientes enteros. Asi pues,

1+ ph(x) + 2Pg(x)" = E(pr) + 2" M (z),
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luego
pz  (px)® (pz)P~!
h(z) = 2= ...

Ph(a) =T St o
donde H(z) = M(x) — g(x)P tiene coeficientes enteros. Despejando 2P H(z) en
(8.14) vemos que los coeficientes de H(x) son todos multiplos de p. Dividimos
entre p y nos queda que

+ 2P H(x), (8.14)

2 -2, p-1
px pP— 2P
h = _— e
(x) =z + o + -+ o=

donde G(x) tiene coeficientes enteros. Hacemos x = 7 y asi vemos que

+ 2P G(x),

h(m) =7 (méd #P).

(tener presente que 7?1 | p). De aqui que ph(r) = pr (méd 72P~1).
Por otro lado g(7) = 1 (mdd ), luego

| a(r) =17 = g = 1+ 3 (1) (-1 gl

de donde g(7)? =1 (méd 7P~ 1) (pues p divide a los ntimeros combinatorios) y
7Pg(m)P = 7P (méd 7P~ 1).
Reuniendo todo esto llegamos a que

E(m)P =1+ ph(r) + 7Pg(m)P =14 pr + 7P = 1 (méd 7P~ 1),

pues pm + 7P = 0 por (8.9).

Por definiciéon de E y por (8.9) se cumple E(r) =1+ 7 = w (méd 72). Sea
w™lE(1) = 1+ 727y, donde 7 es un entero p-adico. Elevando a p y usando (8.13)
obtenemos

P
A+ =147 <Z>v’“w2’“ =1 (méd 72~ 1)
k=1

El niimero que multiplica a v es divisible exactamente entre 77! (pues el
primer sumando es pr?), luego v = 0 (méd 7P~2).

Asi pues, wE(r) = 1 + 72y = 1 (méd 7P), lo que nos da la primera
afirmacion del enunciado. La segunda es consecuencia inmediata del teorema
anterior. L]

Con esto estamos en condiciones de calcular L(Qi_l). Teniendo en cuenta
(8.6) vemos que
O = (1+w+ -+ ) (=1)"

Por (8.9) tenemos que w = 1 (méd 7), luego 1 4+w +--- +wF 1 =k (méd 7), y
usando una vez mas que 7! divide a los ntimeros combinatorios,

(1+w+ -+ P = kP =k (méd «P~1).
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Asi pues,
-1 —1 1-k — w—1 bt
k —1
_ w-l <w k— 1> wF=DEHD/2 (6 7P,
T ™

Notar que todos los factores del ultimo miembro son unidades principales.
Ciertamente w lo es, de 7 = w — 1 (méd 72) se sigue que (w — 1)/ también lo
es, y el factor central lo es también por serlo 9£_1.

Esto nos permite aplicar L y separar los factores por el teorema 8.11:

LY=L (“’ — 1) —L (“’kk; 1) Lk ; 1L(w) (mé6d 7P~ 1.

™

Por el teorema anterior y 8.11, w* = E(kn) (méd 7P), de donde

wk -1 E(kr) -1
= 5d 7P~ L
T = p (méd 7P~+).

Lo mismo es valido para (w — 1)/, con lo que

LY=L (E(”?)Tl) - g ~L (W) + %77 (méd 7P~1).  (8.15)

Esta expresion nos lleva a estudiar el polinomio

I (E(x) - 1> T
x 2
Para ello consideramos la funcion
-1
log (exp(m)) — g = log(exp(z) — 1) —logx — g (8.16)
T

Si la consideramos como funcién de variable compleja, al derivarla se convierte

en
e’ 1 1 1 1 1 1 T 1 1

et —1 =z 2_ez—1+2 x xe$—1+2 x
Hemos multiplicado y dividido entre & porque asi podemos aplicar la definiciéon
de los nameros de Bernoulli [ITAn 6.17] (asi como que los de indice impar son
nulos salvo By = —1/2 y que By = 1):

X Bk k xr Bgi 2i—1
= —_ g 1 _ = ? .
er —1 ];) K 2“61,:1 @i
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e integrando llegamos a que

exp(z) r = By
() 2 S
i=1
(notar que la funcién de la izquierda vale 0 en 0).

Esta igualdad sobre funciones de variable compleja implica esta misma igual-
dad cuando el primer término se interpreta como la composicion en Q[[z]] de la
serie de la funcion (exp(z) — 1)/z — 1 con la serie de la funcion log(1 + x). Por
otra parte, en el calculo del coeficiente de z* de la composicion de dos series,
s6lo usamos sus coeficientes de grado menor o igual que k, y si truncamos la ex-
ponencial segiin (8.12) estamos conservando los coeficientes de (exp(z)—1)/x—1
hasta el de grado p — 2, luego

E( ) ﬁE i B P2 9 p—1

donde R(x) € Q[[x]] tiene coeficientes enteros p-adicos (pues la composicion de
dos polinomios con coeficientes enteros tiene coeficientes enteros).
Ahora llevamos esta expresion a (8.15), que junto con (8.11) nos da

m—1
— k?H7r? (méd 7P~ 1.

p—1y — p— 1
log(67" ") = L(6}, 22)

i=1

Recordemos que, segin hemos razonado al comienzo de la seccion, esto im-
plica que los coeficientes by; que aparecen en (8.10) han de cumplir

BQz
(22)(22)

bri = (1 —k*) (méd p), 2<k<m, 1<i<m-—1,
luego

m— 1 m—1
det(b;) = H 2)2)(2)B21d t(k* — 1) (méd p).

i=1

Observemos que

1 1 1 - 1

1 922 924 ... 9p-3
det(in _ 1) — 1 32 34 3p—3

1 n»'L2 7,%1 ... mz;fi%

(restando la primera columna a todas las demds y desarrollando por la primera
fila se obtiene el determinante de la izquierda).
El determinante de la derecha es de Vandermonde, por lo que en definitiva

m— 1 m 1B
det(by;) = H 2@ N H (s —r?) (mdd p).
i=1 1<r<s<m
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Claramente p { s> — 72 = (s +7)(s — r). Asi mismo p { (2i)(2i)!. Por el
teorema 8.4 p tampoco divide a los denominadores de los ntumeros By;. Por
lo tanto, una condicién suficiente para que p no divida a det(by;) es que p no
divida a los numeradores de los niimeros de bernoulli By, ---, B,_3. Teniendo
en cuenta los teoremas 8.6 y 8.10 llegamos a la conclusién siguiente:

Teorema 8.13 Si p no divide al primer factor hy del numero de clases del
cuerpo ciclotomico p-ésimo, entonces los numeros log 9’,;_1 ,k=2,...,m son
una Zp-base del modulo de los enteros p-ddicos reales de traza nula.

Con esto llegamos finalmente al teorema que perseguiamos:

Teorema 8.14 (Kummer) Sea p un primo impar. Las afirmaciones siguien-
tes son equivalentes:

1. p es reqular.
2. p no divide al nimero de clases h del cuerpo ciclotomico p-ésimo.

8. p no divide al primer factor hy del nimero de clases del cuerpo ciclotémico
P-€simo.

4. p no divide los numeradores de los niimeros de Bernoulli By, By, ..., By_3.

Tabla 8.2: Primos irregulares menores que 1.000.

Se indica también el menor indice 27 tal que p divide al numerador de Bs;.

P 21 P 21 p 21 p 21 p 21 P 21 p 21
3732|257 164 | 379 100 | 491 292 | 613 522 | 683 32 | 811 544
59 441263 100 | 389 200 | 523 400 | 617 20 | 691 12 | 821 744
67 58| 271 841|401 382|541 86| 619 428 | 727 378 | 827 102
101 68| 283 20| 409 126 | 547 270 | 631 80 | 751 290 | 839 66
103 24| 293 156 | 421 240 | 557 222 | 647 236 | 757 514 | 877 868
131 22| 307 88 | 433 366 | 577 52 | 663 48 | 761 260 | 881 162
149 130 | 311 292 | 461 196 | 587 90 | 659 224 | 773 732 | 887 418
157 62| 347 280 | 463 130 | 593 22 | 673 408 | 797 220 | 929 520
233 84 | 353 186 | 467 94 | 607 592 | 677 628 | 809 330 | 963 156
971 166

(Hay un total de 168 primos menores que 1.000. El porcentaje de primos regulares en
este intervalo es del 61,9%).

DEMOSTRACION: La prueba de que 3) implica 2) esta diseminada en los
razonamientos precedentes, pero la repetimos por claridad. Hay que probar que
si pt hy entonces p 1 hs.

El teorema 8.7 nos da que hy es orden del grupo cociente de las unidades
reales positivas del cuerpo ciclotémico p-ésimo sobre el subgrupo generado por
las unidades 0, con k=2,...,m = (p—1)/2.



294 Capitulo 8. Primos regulares

Si p divide a este orden, entonces el grupo cociente tiene un elemento de
orden p, o sea, existe una unidad ciclotémica e > 0 tal que € cumple (8.7) para
ciertos enteros ¢y, pero € no es de esa forma.

Que € no sea de esa forma equivale a que algin c; no sea divisible entre p,
pues en caso contrario seria e? = §P, para una cierta unidad ¢ de la forma (8.7),
pero entonces €/d seria una raiz p-ésima de la unidad positiva, lo que solo es
posible si € = §.

Como 0,/p es el cuerpo de p elementos, se cumple que 1 =1 (méd p)
para toda unidad €, o sea €?~! es una unidad principal y esta definido log eP~*.
Elevamos a p— 1 la ecuacion (8.7) y tomamos logaritmos, con lo que obtenemos
(8.8).

Por el teorema 8.9 tenemos que log e?~! es un entero p-adico de traza nula,
luego por el teorema 8.13 se expresa de forma tnica como combinacion lineal de
log 0‘}2_1 con coeficientes en Z,, pero por (8.8) estos coeficientes han de ser los
nameros ¢ /p, luego son enteros p-adicos, de donde p divide a todos los ¢ en
Zyp, y también en Z.

Con esto tenemos la equivalencia entre 2), 3) y 4), y por la definicion de
primo regular 1) implica 2). Vamos a probar que 2) implica 1). Soélo hay
que ver que si € es una unidad ciclotémica congruente con un entero médulo p
entonces € es una potencia p-ésima.

Digamos que € = a (méd p). Por el lema de Kummer [Al 8.42] ha de ser
€ = whn, para una cierta unidad real 7. Entonces 7 se expresa como combinacion
lineal con coeficientes enteros (p-adicos) de los ntimeros 1, 72, 74, ... 772, luego
existe un entero p-adico b (el coeficiente de 1) tal que n = b (méd 72). Como
todo entero p-addico es congruente con un entero racional moédulo p, podemos
suponer que b € Z.

Por (8.9) tenemos que w = 1 + 7 (méd 72), luego w¥ = 1 + kx (méd 72).
Por lo tanto tenemos que

a =b(1 + kr) (méd 72). (8.17)

De aqui se sigue que a = b (méd ), y como son enteros ha de ser a = b (méd p),
luego @ = b (méd 72). Entonces (8.17) implica que bkm = 0 (méd 72) y asi
7 | bk, pero w1 b, ya que en caso contrario tendriamos 7 | 7. Consecuentemente
7| k, luego p | k y asi w* =1, o sea, e = 1 es una unidad real.

Como (—1)? = —1 podemos suponer que € > 0 (si —e es una potencia p-
ésima también lo es €). Por el teorema 8.9 estd definido loge?~!. Mas atin,
puesto que e~ = aP?~! =1 (méd p), de la definicién de logaritmo se sigue que
logeP~! =0 (mébd p).

También por 8.9 tenemos que loge?~!/p es un entero p-adico real de traza
nula, luego por 8.13 podemos expresar

m
loge?~' = 3 peg log 0771, (8.18)
k=2

para ciertos enteros p-adicos cg.
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Por otra parte, el grupo generado por los nameros 6, tiene indice finito
(teorema 8.7) en el grupo de las unidades reales positivas. En consecuencia
existe un nimero natural a # 0 tal que

m
et =[] o+, (8.19)
k=2
para ciertos enteros dp. Podemos suponer que los ntumeros a,ds,...,d, son

primos entre si, pues si tuvieran un factor comin ¢, tendriamos dos unidades
reales positivas « y 8 tales que o = ¢, luego «/f seria una raiz de la unidad
real y positiva, luego a = 3. Esto significa que ¢ podria ser eliminado de ambos
miembros dando lugar a una ecuacién anéaloga.

Elevamos a p — 1 y tomamos logaritmos:

alogeP=' = 3" dilogfl "
k=2

Comparando con (8.18) concluimos que d = pacg, para k =2,...,m, es decir,
p | di (en Z, y por lo tanto en Z), con lo que ha de ser (a,p) = 1.

Ahora (8.19) implica que €* es la potencia p-ésima de otra unidad, €* = §P.
Sean u y v enteros tales que au + vp = 1. Entonces

€= (e7)"(e")” = (67)"(e")” = (6%€")?,
luego efectivamente es una potencia p-ésima. n

Con esto tenemos el resultado de Kummer sobre el teorema de Fermat en
su forma definitiva. En particular, hemos demostrado que el tltimo teorema
de Fermat es cierto para todos los exponentes menores que 100 salvo quizé
para 37, 59, 67 y 74. Las estadisticas indican que la proporcién de primos
regulares es mayor que la de primos irregulares. Por ejemplo, de los 549 primos
impares menores que 4.000 hay 334 primos regulares, lo que supone un 61%
aproximadamente. Pese a ello no se sabe si el niimero de primos regulares es
finito o infinito. Por el contrario, se puede probar que hay infinitos primos
irregulares.






Capitulo IX

Ramificacion

Dedicamos este ultimo capitulo a profundizar un poco mas en la aritmética
de los cuerpos numéricos. Los resultados que obtendremos aqui estan directa
o indirectamente relacionados con la ramificaciéon de primos. Por ejemplo, pro-
baremos un hecho general del que hemos tenido ocasién de comprobar muchos
casos particulares: los primos racionales que se ramifican en un cuerpo numeérico
son exactamente los divisores de su discriminante.

9.1 Extensiones no ramificadas

Nuestro estudio de la ramificaciéon empieza por estudiar las extensiones de
cuerpos métricos completos en las que no hay ramificacién. Si k es un cuerpo
meétrico discreto completo k y D es su anillo de enteros, sabemos que D es un
dominio de Dedekind con un tnico primo p. En particular D es un dominio
euclideo. Representaremos por k al cuerpo de restos k = D /p.

Las extensiones finitas separables de cuerpos métricos discretos completos
estan descritas en el teorema 5.25: si K es una extensioén separable de grado n de
un cuerpo métrico discreto completo k entonces K también es un cuerpo discreto
completo y sus anillos de enteros forman una extension E/D de dominios de
Dedekind.

La aritmética de E se relaciona con la de D a través del indice de ramificacion
e = e(B/p), dado por p = B¢, y el grado de inercia f = f(B/p) = |K : k|,
donde k se identifica con un subcuerpo de K de forma natural. Sabemos que
se cumple la relacién ef = n. Recordemos, por iltimo, que E es un D-mddulo
finitamente generado libre de torsiéon y, como D es un dominio euclideo, por
[Al 4.44] tenemos que E es de hecho un D-moédulo libre, necesariamente de
rango mn.

Ya hemos senalado que la hipotesis de separabilidad puede eliminarse: todos
los hechos que acabamos de citar son ciertos siempre que K/k es una extension
finita de cuerpos métricos discretos completos. Damos la prueba en el apén-
dice A. Para no anadir hipotesis superfluas, en los resultados de esta seccion

297



298 Capitulo 9. Ramificacion

y la siguiente hemos optado por enunciar los teoremas para extensiones finitas
arbitrarias, con lo cual admiten una doble lectura: o bien se acepta la validez de
los hechos citados para extensiones finitas, o bien se supone que las extensiones
involucradas son separables.

En esta seccion estudiamos con mas detalle la relaciéon entre las extensiones
finitas de un cuerpo métrico discreto k y las extensiones finitas de su cuerpo de
restos k. Fijemos una clausura algebraica K de k y sea [ la clausura entera de D
en K (donde D es el anillo de enteros de k). Cuando hablemos de extensiones
algebraicas de k entenderemos que las tomamos en K. Para cada extension
finita K de k, su anillo de enteros Fj tiene un tnico ideal primo By, y es facil
ver que la unién de todos los ideales P forma un ideal primo B de E. Dos
elementos de E son congruentes modulo B si y s6lo si lo son médulo B, para
cualquier extensién finita K de k que los contenga. Esto permite identificar de
forma natural a cada cuerpo de restos K con un subcuerpo de K = E/%B.

También es facil ver que K es una clausura algebraica de k. En efecto, cada
elemento de K es la clase de un elemento de o € E, cuyo polinomio minimo f
sobre k tiene coeficientes en D, por lo que [« es la raiz de la proyecciéon natural
f de f en k[z]. Esto prueba que K es una extension algebraica de k. Por otra
parte, todo polinomio de k[z] es la proyeccion de un polinomio f € E[z] del
mismo grado. Como las raices de un polinomio con coeficientes enteros son
enteras, f se escinde en E[z], luego f se escinde en K[z].

Asi pues, cuando hablemos de extensiones algebraicas de k entenderemos
que estan contenidas en K. Es claro que la correspondencia K — K es una
aplicacién suprayectiva entre las extensiones finitas de k y las extensiones finitas
de k. Sin embargo no es inyectiva. Lo que haremos en esta secciéon es estudiar
una familia de extensiones finitas de k£ que se corresponden biunivocamente con
las extensiones finitas separables de k.

Definicion 9.1 Sea K/k una extension de grado n de cuerpos métricos discre-
tos completos y sea E/D la extension de sus anillos de enteros. Sea B el ideal
primo de E y p el ideal primo de D. Diremos que P es no ramificado sobre p, o
que la extension K/k es no ramificada si e = 1 (o, equivalentemente, si f = n)
y el cuerpo de restos E/P es una extension separable de D/p.

Asi pues, K/k es no ramificada si K /k es separable y |K : k| = [K : k.
Vamos a comprobar que la relacién entre una extensiéon no ramificada y la
extension de sus cuerpos de restos es mucho mas fuerte que la de tener el mismo
grado. En primer lugar necesitamos un resultado técnico.

Teorema 9.2 Sea E/D una extension de Galois de dominios de Dedekind. Sea
K /k la extension de los cuerpos de cocientes. Sea p un primo en D y supongamos
que p es divisible entre un unico primo P de E. Supongamos también que
E/B es separable sobre D/p. Consideremos un polinomio mdnico irreducible
f(z) € Dlz] con una raiz en E. Entonces la imagen f de f en (D/p)[z] es
potencia de un polinomio irreducible.
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DEMOSTRACION: Puesto que K/k es una extension finita de Galois, tenemos
que f(z) se escinde en K|z] y, como F es la clausura entera de D en K, sabemos
que todas las raices de f(x) estdn en E. Consecuentemente f(z) se escinde en

E[z] y f se escinde en (E/%)[z].

Dos raices cualesquiera de f son las clases de equivalencia de dos raices
de f, que son conjugadas en F por un k-automorfismo que fija a B (por ser
el tnico primo de PB). Segin el teorema 2.43, este automorfismo induce un
D /p-automorfismo de E /B que conjuga las raices dadas, luego las raices de f
son todas conjugadas, con lo que f no puede ser divisible entre dos polinomios

irreducibles distintos. n

Teorema 9.3 Sea K/k una extension finita de cuerpos métricos discretos com-
pletos.

1. Si K/k es no ramificada y K = k([a]) para cierto entero a € K, entonces
la extension K/k es separable, K = k() y el polinomio minimo de o en
k es irreducible en k[z].

2. Si K = k(a) para un cierto entero o € K cuyo polinomio minimo no
tenga raices multiples en K, entonces K/k es no ramificada y K = k([a]).

DEMOSTRACION: 1) Sea f(x) el polinomio minimo de o sobre k. Como «
es entero, se cumple que f(z) tiene coeficientes enteros en k, y su imagen ?
es un polinomio ménico con raiz [a]. Como la extension es no ramificada el
grado de K sobre k coincide con el grado n de K/k. Claramente entonces
n < grad f = grad f < n, luego se da la igualdad y por lo tanto f es el polinomio
minimo de [a]. Esto implica que f es separable, y entonces f también ha de
serlo. La conclusiéon es ahora obvia.

2) Es obvio que K = k([a]), y por hipétesis [a] es separable sobre k. Asi
pues, la extension K /k es separable.

Pero la hipétesis implica también que el polinomio minimo de « no tiene
raices multiples, luego la extension K/k es separable también. Podemos aplicar
el teorema anterior a la menor extension de Galois de k que contiene a K.
Concluimos que la imagen f del polinomio minimo de a es irreducible en k.
Esto prueba que |K : k| > |K : k| y, como la otra desigualdad siempre es cierta,
de hecho tenemos la igualdad. El teorema es ahora inmediato. m

Observemos que si K/k es una extension no ramificada entonces por defini-
cion K /k es separable, luego tiene un elemento primitivo. Por consiguiente el
apartado 1) prueba que las extensiones no ramificadas son siempre separables.

El apartado 2) afirma que la condicién necesaria y suficiente para que al
adjuntarle a k£ un entero separable o obtengamos una extension no ramificada
es que las raices de su polinomio minimo permanezcan distintas en los cuerpos
de restos.

Ahora podemos probar las propiedades basicas de las extensiones no ramifi-
cadas:
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Teorema 9.4 Sea k un cuerpo métrico discreto completo.

1. Sik C K C L es una cadena de extensiones finitas, entonces L/k es no
ramificada si y sdlo si L/K y K/k son no ramificadas.

2. Si K/k es una extension finita no ramificada y L/k es una extension finita,
entonces KL/L es no ramificada.

3. Si K/k y L/k son extensiones finitas no ramificadas entonces K L/k tam-
bién lo es.

DEMOSTRACION: 1) es inmediato a partir de la definicion.

2) Sea K = k([a]) para cierto entero a € K y sea f(x) el polinomio minimo
de « sobre k. Por el teorema anterior sabemos que K = k(a) y que f(z) es
irreducible en k [z] (luego separable). Claramente KL = L(a) y el polinomio
minimo de « sobre L divide a f, luego seréd separable también. Por el teorema
anterior la extension K'L/L es no ramificada.

3) Por 2) la extension K L/L es no ramificada, luego por a) K L/k también
lo es. "

Con estas propiedades ya podemos demostrar que las extensiones no ra-
mificadas de un cuerpo k se corresponden biunivocamente con las extensiones
separables del cuerpo de restos:

Teorema 9.5 Sea k un cuerpo métrico discreto completo.

1. 8i K y L son estensiones finitas de k tales que K/k es no ramificada y
K =L, entonces K C L.

2. La correspondencia K +— K biyecta las _extensiones no ramificadas de k
con las extensiones finitas separables de k.

3. 8i K/k es una extension no ramificada entonces K/k es separable, y K/k
es de Galois si y solo silo es K/k. En tal caso, el epimorfismo descrito
en el teorema 2.43 es un isomorfismo entre G(K/k) y G(K/k).

DEMOSTRACION: 1) Claramente KL = K L = L, y por el teorema anterior
la extension K'L/L es no ramificada. Por consiguiente |[KL: L| = |KL: L| =1,
es decir, KL = L, luego K C L.

2) Toda extension separable de k es de la forma k([a]), donde a es un entero
en una extension de k. El polinomio minimo de [a] en k sera de la forma f, donde
f € k[z] es un polinomio moénico con coeficientes enteros. Descomponiéndolo en
factores lineales y tomando clases, concluimos que existe una raiz 8 de f(z) tal
que [5] = [a]. Equivalentemente, podemos suponer que « es raiz de f(x).

Como el polinomio minimo de « sobre k divide a f, no puede tener raices
miltiples en K, luego el teorema 9.3 nos da que K = k() es una extensién no
ramificada de k, y ciertamente K es la extensién dada. La unicidad se sigue del
apartado anterior.
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3) Ya sabemos que las extensiones no ramificadas son separables. Si K/k es
de Galois el teorema 2.43 nos da que K /k también lo es, y tenemos el epimor-
fismo G(K/k) — G(K /k) descrito alli (observemos que como K tiene un tnico
primo el grupo de descomposicion es todo el grupo de Galois). Por otra parte
los dos grupos de Galois tienen orden n, luego el epimorfismo es en realidad un
isomorfismo.

Supongamos ahora que la extension K /k es de Galois. Sea K = k([a]).
Segun el teorema 9.3 se cumple que K = k(«) y el polinomio minimo f de «
sobre k induce el polinomio minimo de [a] sobre k. Basta probar que todas las
raices de f estdn en K. Ahora bien, si 5 es una raiz de f, entonces [5] es una
raiz de f y, como K /k es de Galois, [3] € K. Mas atn, puesto que [3] tiene el
mismo polinomio minimo que [a], se cumple K = k([3]).

Resulta entonces que el cuerpo L = k() es una extension no ramificada de
k con el mismo cuerpo de restos, luego el apartado a) nos da que L = K, y por
consiguiente g € K. n

Como ya hemos dicho, estos teoremas vamos a aplicarlos al caso de las
compleciones de los cuerpos numéricos, en las cuales los cuerpos de restos son
finitos. Todas las extensiones finitas de los cuerpos finitos son de Galois, ciclicas
de hecho, luego en este caso se cumple:

Teorema 9.6 Toda extension no ramificada de un cuerpo métrico discreto lo-
calmente compacto es finita de Galois con grupo de Galois ciclico.

(Recordemos de 5.17 que la compacidad local en un cuerpo métrico discreto
completo equivale a que el cuerpo de restos sea finito.)

9.2 Extensiones totalmente ramificadas

Estudiamos ahora las extensiones de cuerpos métricos discretos completos
que estan en la situacién opuesta a las que hemos estudiado en la seccién ante-
rior:

Definicién 9.7 Sea k un cuerpo métrico discreto completo. Una extension K/k
de grado n es totalmente ramificada si cumple que e = n (o, equivalentemente,
f=1). Sipes el tnico primo de k y B es el tnico primo de K, también se dice
que P esta totalmente ramificado sobre p.

Observemos que K /k es totalmente ramificada si y solo si K = k. En general
una extension no tiene por qué ser no ramificada o totalmente ramificada, pero
toda extension (cuya extension de cuerpos de restos sea separable) se descom-
pone en dos extensiones de estos tipos:

Teorema 9.8 Sea k un cuerpo métrico discreto completo y sea K una extension
finita de k tal que la extension K [k sea separable. Sea K, el producto de todos
los cuerpos intermedios no ramificados sobre k. Entonces la extension K, /k
es no ramificada y la extension K/K,, es totalmente ramificada.
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DEMOSTRACION: La extension K,,,./k es no ramificada por el teorema 9.4.
Segiin el teorema 9.5 existe una extension no ramificada L de k tal que L = K.
Por el apartado a) de este mismo teorema se cumple de hecho que L C K, luego
k c L ¢ K,,. Consecuentemente, K = L C K,,, C K, luego L = K,,, y, de
nuevo por 9.5, L = K,,,. Asi pues, K,, = K, lo que implica que la extension
K/K,, es totalmente ramificada. n

Recordemos que un polinomio de Eisenstein para un primo 7 en un dominio
de factorizacién tunica es un polinomio moénico cuyos coeficientes sean todos
divisibles entre m excepto el coeficiente director y cuyo término independiente
no sea divisible entre 72. El criterio de irreducibilidad de Eisenstein [Al 3.29]
afirma que los polinomios de Eisenstein son siempre irreducibles.

Teorema 9.9 Sea k un cuerpo métrico discreto completo y K una extension
de k de grado n.

1. Si K/k es totalmente ramificada y B = (m) es el primo de K, entonces
K = k(m) y el polinomio minimo de m en k es un polinomio de Eisenstein
de grado n.

2. Si K =k(n) y7 es la raiz de un polinomio de Eisenstein con coeficientes

en K, entonces la extension es totalmente ramificada y w es primo en K.

DEMOSTRACION: 1) Por la nota tras 5.24 sabemos que 1,7,...,7" ! son
linealmente independientes sobre k, luego K = k().

Extendemos un valor absoluto de k a la clausura normal' de K sobre k.
Como los k-automorfismos son isometrias, todos los conjugados de 7 tienen el
mismo valor absoluto, y éste es menor que 1.

Los coeficientes distintos del director del polinomio minimo de 7 se obtienen
de sumas de productos de los conjugados de 7, y como el valor absoluto es no
arquimediano resulta que todos tienen valor absoluto menor que 1. Esto significa
que todos son divisibles entre el inico primo de k. FEl término independiente
es, concretamente, el producto de todos los conjugados de m, luego su valor
absoluto es |7|™. Como el tnico primo de k es precisamente p = B, es claro
que dicho término independiente no es divisible entre p2.

2) Sea p un primo en k, con lo que p = (p), y supongamos que 7 es una raiz
de un polinomio de Eisenstein de grado n con coeficientes en k.

Entonces el valor absoluto del término independiente es |p|, y por otra parte
dicho término independiente es el producto de los n conjugados de 7 (pues el
polinomio es irreducible, luego |7|" = |p| < 1

Por lo tanto, |7™/p| = 1, o sea, que 7™ /p es una unidad y, como ideal
en K, se tiene p = (m)". De aqui se sigue que 7 es primo, pues el indice de
ramificacion no puede ser mayor que el grado de la extension. Asi pues, P = (7)
v la extension es totalmente ramificada. ]

Veamos una aplicacién de este teorema:

1O bien suponemos que la extension K/k es separable y usamos 5.25 o bien usamos A.6.
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Teorema 9.10 Sea k un cuerpo métrico localmente compacto perfecto y sea n
un numero natural. Entonces k tiene sélo un niumero finito de extensiones de
grado < n.

DEMOSTRACION: Cada extension de grado < n de k se descompone en una
extension no ramificada de grado < n seguida de una extensiéon totalmente
ramificada también de grado < n. (Observemos que k es finito, luego perfecto,
y por consiguiente podemos aplicar el teorema 9.8). El teorema 9.5 nos da que
hay sélo un nimero finito de extensiones no ramificadas de k& de grado < n
(porque un cuerpo finito tiene sélo un ntmero finito de extensiones de grado
< n). Basta ver que cada una de estas extensiones admite s6lo un ndmero
finito de extensiones totalmente ramificadas de grado < m. Puesto que tales
extensiones son localmente compactas (tienen cuerpos de restos finitos), basta
probar que todo cuerpo métrico localmente compacto k tiene s6lo un niimero
finito de extensiones totalmente ramificadas de un grado fijo e.

Sea p = () el primo de k. Cada extension esta determinada por un polino-
mio de Eisenstein de la forma

1

2+ o127 4+ -+ a1 + ugm,

donde los coeficientes «; estan en p y ug es una unidad de k. Si llamamos U
al grupo de las unidades tenemos que cada polinomio de Eisenstein de grado e

estd determinado por un elemento de px 7 x p x U. Reciprocamente, cada
elemento de este espacio determina a lo sumo e extensiones de k.

El teorema 5.30 (y aqui usamos que k es perfecto) afirma que cada punto de
este espacio tiene un entorno (respecto a la topologia producto) cuyos puntos
determinan las mismas extensiones de k. Por compacidad hay tan sélo un
ntmero finito de extensiones. m

La ramificacion de los primos es una de las partes mas delicadas de la teoria
que estamos estudiando. Volveremos sobre ello més adelante, pero de momento
nos conviene dar un paso maés, con el cual aislaremos la situaciéon maés dificil de
manejar. Para ello introducimos los conceptos siguientes:

Definiciéon 9.11 Una extension finita K /k de cuerpos métricos completos dis-
cretos es dominadamente ramificada si la extension K /k es separable y la carac-
teristica de estos cuerpos no divide al indice de ramificacién e. En caso contrario
se dice que la extension es libremente ramificada. Alternativamente, si p es el
primo de k y ‘B el de K, se dice que ‘B est4d dominado o libremente ramificado
sobre p.

Observemos que las extensiones dominadamente ramificadas contienen a las
no ramificadas. Si los cuerpos de restos tienen caracteristica 0 todas las ex-
tensiones son dominadamente ramificadas y lo que diremos a continuacién se
vuelve trivial. Ahora necesitamos un resultado técnico.

Teorema 9.12 Sea K/k una extension totalmente ramificada de cuerpos mé-
tricos discretos completos cuyos cuerpos de restos tengan caracteristica prima p.
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Sea e un nimero natural no divisible entre p, sea p = (p) el ideal primo de k y
sea ™ € K tal que |w|® = |p|. Entonces existe una unidad € en k tal que una de
las raices del polinomio z¢ — €p estd contenida en k().

DEMOSTRACION: Sea § = 7¢/p, que por hipétesis cumple |§] = 1, luego
es una unidad de K. Sea P el ideal primo de K. Como ‘B esta totalmente
ramificado sobre p se cumple que K = k, luego existe una unidad € € k tal que
J = e (méd P).

Asi pues, existe un v € B tal que § = € + v, es decir, ¢ = ep + yp. Como
|7] < 1 resulta que |7 — ep| < |p|-

Sea f(x) = x® —ep y sean ag, ..., q. sus raices (que son distintas porque f
es separable, ya que si K tiene caracteristica prima, ésta ha de ser igual a p y
tenemos que p{e). Entonces

[f(m)] = Im —ai] |7 = ac| = [7° = ep| <p| = [x]",

luego alguna de las raices, digamos aq, ha de cumplir |7 — a1| < |7|.

De la ecuacion f(wo;) = 0 se sigue que |a;|® = ||, luego |a;| = |7| y en
particular tenemos |1 — aq| < |aq].

Como p t e podemos afirmar que e ¢ p, luego |e| = 1. Teniendo esto en
cuenta llegamos a que

[f ()] = |aa |7 = |ag — a| -+ o — al,

pero |a; — a;| < |ai], pues el valor absoluto es no arquimediano y |ag| = |yl
Esto implica que |ay — ;| = || para todo i =2,... €.

En resumen tenemos que |1 — a1| < |a1] = |a; — oy parai = 2,...,e. El

teorema se sigue ahora de 5.29. Notemos que segiin el enunciado de 5.29 haria

falta que 7 fuera separable sobre k, pero si analizamos la prueba vemos que

basta con que « sea separable y que el valor absoluto de k se extienda a una

extension que contenga a  (m en nuestro caso) y a todos los conjugados de .
| |

El teorema siguiente mejora a 9.9 para las extensiones totalmente ramifica-
das con ramificacién dominada. Esencialmente afirma que una extension K/k
totalmente ramificada de grado n no divisible entre la caracteristica de k tiene
ramificacion dominada si y sé6lo si podemos tomar como primo en K a una raiz
n-sima de un primo en k.

Teorema 9.13 Sea k un cuerpo métrico discreto completo y sea K una exten-
sion de k de grado n. Sea p y P los primos de k y K respectivamente. Sea p la
caracteristica de k.

1. Si K/k es total y dominadamente ramificada entonces existen m € K y
p € k de modo que K = k(r), B = (7), p = (p) y el polinomio minimo de
w sobre k es x™ — p.

2. Si K = k(r), donde 7 es una raiz de un polinomio de la forma x—p, con p
entero en k y e un natural no divisible entre p, entonces la extension K/k
es dominadamente ramificada, y serd totalmente ramificada si ademds la
multiplicidad de p en p es prima con e.
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DEMOSTRACION: 1) Sea’P = (7) y p = (p). Como la extension es totalmente
ramificada tenemos que (p) = p = P" = (7"), y por ser dominadamente ramifi-
cada se cumple ademés que p { e = n. El teorema anterior nos dice que podemos
elegir p adecuadamente (multiplicindolo por una unidad) de manera que una
raiz « del polinomio =™ — p esté contenida en k(m). Pero éste es un polinomio
de Eisenstein, luego el teorema 9.9 nos da que « es primo en k(a) C k(r) C K
y, comparando los grados, resulta que K = k(«), luego se cumple a) tomando
7 igual a este a que hemos obtenido.

2) En primer lugar observamos que K = k([r]), y [r] es separable sobre k,
pues el polinomio ¢ — [p] es primo con su derivada. Asi pues, la extension K /k
es separable.

Sea f(x) = ¢ — p. Sea p = er", donde € es una unidad en k y 7 es un
primo. Fijemos una raiz e-ésima primitiva de la unidad { y raices e-ésimas
de € y 7, a las que llamaremos €!/¢ y 71/¢. Entonces €¢!/¢77/¢ es una raiz de
f(x) y dos raices cualesquiera se diferencian en una potencia de ¢. Por lo tanto
K = k(m) C k(¢ €'/, T1/°).

Los polinomios minimos de ( y €'/€ dividen respectivamente a ¢ —1y x¢ —e,
que son primos con sus derivadas (en K y en K ). Podemos aplicar dos veces el
teorema 9.3 y concluir que L = k((, el/ €) es una extension de k no ramificada.
De aqui se sigue que 7 sigue siendo primo en L.

Por otra parte, el teorema 9.9 nos da que la extension L(7/¢)/L es total-
mente ramificada, pues 71/¢ es raiz del polinomio de Eisenstein 2¢ — 7. Ademas
su grado es e, luego también es dominadamente ramificada.

El indice de ramificacion de L(7'/¢)/k es igual a e (pues el de L/k vale 1),
y el indice de ramificacion de K/k divide a éste, luego es primo con p y por lo
tanto K/k es dominadamente ramificada.

Si ademas la multiplicidad de p en p (o sea, r) es prima con e, existen enteros
racionales s y t tales que se+tr = 1. Sea 3 = 7i7°. Entonces 3¢/7 = ntér¢~1 =
(re77 ")t y, como ¢ = p = 7" resulta que 3¢/7 es una unidad. Deducimos que
vy (T) = vp(B°) = evp(B) > e (observemos que de estas igualdades se sigue que
vp(B) > 0, pues vp(7) > 0).

Esto implica que e < e(P/p) < |K : k| < e. En consecuencia la extension es
totalmente ramificada. ]

1/e

La ramificacién dominada se conserva en los mismos casos que la no ramifi-
cacion:

Teorema 9.14 Sea k un cuerpo métrico discreto completo.

1. Sik ¢ K C L es una cadena de extensiones finitas, entonces L/k es
dominadamente ramificada si y sélo si L/ K y K/k son dominadamente
ramificadas.

2. SiK/k y L/k son extensiones finitas y K/k es dominadamente ramificada,
entonces KL/L es dominadamente ramificada.

3. SiK/k y L/k son extensiones dominadamente ramificadas entonces KL/k
también lo es.
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DEMOSTRACION: 1) es evidente y 3) es consecuencia de 1) y 2). Para
probar 2) consideremos el cuerpo K, definido en el teorema 9.8. La situacion
es la siguiente:

KL

La extension K,,,./k es no ramificada y por el teorema 9.4 lo mismo le ocurre
a la extension K, L/L. Sabemos que K/K,, es total y dominadamente ramifi-
cada y usando el teorema anterior en los dos sentidos concluimos que KL/ K,,.L
también es dominadamente ramificada. Como el indice de ramificaciéon de esta
extension es el mismo que el de K L/K, tenemos 2). "

Como en el caso de las extensiones no ramificadas, este teorema nos permite
construir una méaxima extension con ramificaciéon dominada.

Teorema 9.15 Sea K/k una extension de cuerpos métricos discretos comple-
tos. Supongamos que k tiene caracteristica prima p y que la extension F/E es
separable. Sea K4 el producto de todos los cuerpos intermedios dominadamente
ramificados sobre k. Entonces la extension Kg/k es dominadamente ramificada
y K/Ky es totalmente ramificada y el grado |K : Kq4| es potencia de p.

DEMOSTRACION: El teorema anterior garantiza que la extension Ky/k es
dominadamente ramificada. Claramente K, C K, luego la extension K/K,
es totalmente ramificada. Sea e el indice de ramificacion de K/k, que es el mismo
que el de K/K,,. Sea e = mp", donde (m,p) = 1. Sea P el primo de K y p el
primo de K. Entonces p = PB¢. De aqui se sigue que si B = (7) y p = (p),
entonces |7¢| = |p| y si 7 = 7" podemos aplicar el teorema 9.12 tomando e = m
y m =7 (y la extension K/K,,,, que es totalmente ramificada). Concluimos que
K, (T) contiene una raiz « del polinomio ™ — p. Este polinomio es irreducible
en K,,[z] por ser un polinomio de Eisenstein. Si llamamos L = K, («) el
teorema 9.13 nos da que L/K,, es total y dominadamente ramificada, luego el
indice de ramificacion de L/K,, es el grado de la extension, o sea, m.

Obviamente L/k es dominadamente ramificada, también con indice de ra-
mificaciéon m. Por lo tanto la extensiéon K/L tiene indice de ramificacion p” vy,
como es totalmente ramificada (porque K, C L), se cumple |K : L| = p".

En consecuencia L = Ky, pues LK4/L es dominadamente ramificada y tiene
grado potencia de p, lo cual obliga a que |LKy: L| = 1. n
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9.3 Modbdulos complementarios

Ahora necesitamos estudiar un concepto que tocamos superficialmente al
introducir el discriminante de un cuerpo numérico: la dualidad que la traza
induce en una extension separable de cuerpos.

Si K/k es una extension finita de cuerpos, la aplicacion (o, 8) — Tr(af)
es una forma bilineal en K. Su matriz en una k-base de K dada, digamos
Wi, ..., Wy, €s claramente (Tr(wiwj)). En la prueba del teorema 2.17 vimos
que si la extension K /k es separable entonces esta matriz tiene determinante no
nulo, por lo que la forma bilineal es regular e induce un isomorfismo entre K y
su k-espacio vectorial dual (el espacio de las aplicaciones lineales de K en k).
En general, cada base de un espacio vectorial de dimension finita tiene asociada
una base en su espacio dual. En nuestro caso podemos considerar su antiimagen
por el isomorfismo inducido por la traza y obtenemos asi otra k-base de K, a la
que llamamos base dual de la base de partida.

El teorema siguiente recoge los hechos que vamos a necesitar en la préc-
tica sobre todo lo dicho. Notemos que esta probado casi en su totalidad en la
demostracion del teorema 2.17.

Teorema 9.16 Sea K/k una extension de cuerpos finita separable, considere-
mos la traza Tr : K — k y sea w1, ...,w, una k-base de K. Entonces

1. La matriz (Tr(w;w;)) tiene determinante no nulo.

2. Ezisten unos unicos elementos z1,...,2z, en K de modo que

1 sii=j,

Tr(wiz;) = {0 sii# .

Estos elementos forman una k-base de K a la que llamaremos base dual
de la base dada.

DEMOSTRACION: Tal y como indicamos en la demostracion de 2.17, el apar-
tado 1) es consecuencia inmediata de [Al 8.1], y los elementos zi,...,z, son
necesariamente la base dual de wy, ..., w, en el sentido de [Al 6.46]. n

Introducimos ahora un concepto muy relacionado con las bases duales, tal y
como veremos enseguida:

Definicién 9.17 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind
y sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes. Sea Tr : K — k la traza
de la extension. Si L es un subgrupo aditivo de K definimos el complementario
de L como el conjunto L’ de todos los elementos o € K tales que Tr[aL] C D,
o sea, Tr(af) € D para todo 8 € L.

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas de los conjuntos com-
plementarios. El apartado 4) describe los modulos complementarios en el tnico
caso en que nos van a interesar:
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Teorema 9.18 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind y
sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes asociados. Sean L y M sub-
grupos aditivos de K. Entonces

1. L' es un subgrupo aditivo de K.
2. Si L es un D-mddulo (o un E-mddulo) entonces L' también lo es.

3. Si L C M entonces M' C L.

4. Siwy,...,w, es una k-base de K y w},...,w), es su base dual, entonces

el modulo complementario de L = (wy,...,wy,)p es L' = (w],...,w)) .
5. Si L es un ideal fraccional de K entonces L' también lo es.

DEMOSTRACION: 1) Si ay, as € L’ entonces

Tr((a1 — a2)B) = Tr(ay 8) — Tr(azB) € D
para todo 8 € L.

2)Sia e L' yde D (odé€ FE) entonces df € L para todo 8 € L, luego
Tr(daf) = Tr(a(dB)) € D para todo 8 € L.

3) es evidente.

4) Sea « € L'. Entonces o = ajw} + - - - a,,w), para ciertos elementos a; € K.
Pero sucede que a; = Tr(aw;) € D, luego a € (w,...,w;,)p-

Reciprocamente, si & = aqw] + -+ + a,w),, para ciertos elementos a; € D,
entonces Tr(aw;) = a; € D, y por linealidad es claro que Tr(a/3) € D para todo

B € L,luego a e L.

5) Si L es un ideal fraccional de K, por b) sabemos que L' es un E-modulo.
Existe un o € K no nulo tal que aL C E, luego Tr[aL] C Tr[E] C D, luego
a € L’ que, por consiguiente, es no nulo.

Falta probar que existe un a € K no nulo tal que e’ C E. En primer lugar
observamos que L contiene una k-base de K. En efecto, por 2.16 existe una
k-base de K formada por elementos de F. Si la multiplicamos por cualquier

elemento no nulo de L obtenemos la base buscada. Sea, pues, wy,...,w, una k-
base de K contenida en L. Entonces (wi,...,w,), C Ly, por ¢) y d), tenemos
que L' C (wi,...,wh)p.

Como D es noetheriano, el D-modulo (w}, ..., w},) también lo es, luego L’
es un D-modulo finitamente generado. Digamos L' = (x1,...,%,) . Aplicando
el teorema 2.16 encontramos un elemento no nulo a € D tal que ax; € F para
todo 4, con lo que oL’ C E, como habia que probar. L]

En realidad s6lo nos van a interesar los complementarios de los ideales frac-
cionales. Para ellos probamos, en primer lugar, que conmutan con las localiza-
ciones:

Teorema 9.19 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind, sea
S un subconjunto multiplicativo de D y sea a un ideal fraccional de E. Entonces

S(a') = (Sta).
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DEMOSTRACION: Notemos que al localizar los cuerpos de cocientes no va-
rian, luego la traza de la extension S~'E/S~!D es la misma que la de la E/D.

Si a/s € S7Y(d') y a/t € S~'a, entonces Tr(aa/st) = Tr(aa)/st € S71D,
luego tenemos la inclusion S=*(a’) C (S~1a)’.

Por definicion de ideal fraccional existe un a € E no nulo tal que aa C FE.
Puesto que F es un D-mdédulo finitamente generado y D es noetheriano, también
aa es finitamente generado, y de aqui que lo mismo le sucede a a. Sea, pues,
a = {(ar,...,an)p. Si @ € (S7'a) entonces se cumple Tr(aa;) € S~'D para
i=1,...,n. Digamos Tr(aa;) = d;/s;. Sea s =1+ Sn.

Entonces Tr(saa;) = sTr(aa;) € D, de donde por linealidad se cumple
Tr(saf) € D para todo 3 € a. Esto significa que sa € a’ y asf a € S71(a’).

En las condiciones del teorema anterior, si p es un primo en D, sus divisores
primos en E son Py, ..., B, y S = D\p, el teorema 2.33 nos permite identificar
a p con el Gnico primo de Dy y a By, ..., P, con los tnicos primos de E,. Lo
que afirma entonces el teorema es que el complementario local a; esté formado
por las potencias de P1,...,B, que dividen al complementario global a’. Si

identificamos cada a, con un ideal fraccional de £ tenemos
! i
a’ = [[ay,
p

donde p recorre los primos de D. De esta formula se desprende que todos los
factores son iguales a 1 salvo a lo sumo un ntmero finito de ellos.

Veamos un ultimo resultado sobre complementarios de ideales fracionales:

Teorema 9.20 Sea E/D una extension finita de dominios de Dedekind y sea
a un ideal fraccional de E. Entonces ' = E'a™?!.

DEMOSTRACION: Claramente Tr[E'a~'a] C Tr[E'E] C D, de donde se sigue
que E'a™t C o/. Ademas Tr[a’aE] = Tr[a’a] C D, con lo que d'a C E’, y de
aqui que a’ C E'a™1. n

Por lo tanto el calculo de ideales complementarios se reduce al calculo de E’.

9.4 Diferentes

En la seccion siguiente definiremos el concepto de discriminante de una ex-
tension de dominios de Dedekind, que generalizara al concepto que conocemos
de discriminante de un cuerpo numérico. Aqui vamos a presentar primero un
concepto muy relacionado que enlaza mejor con la dualidad que acabamos de
estudiar.

Definiciéon 9.21 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind.
Llamaremos diferente de la extension a ® = (E’)~L. Por la definicién de com-
plementario es obvio que E C E’, de donde ® = (E')~! ¢ E~! = E, es decir,
© es un ideal de E.
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En estos términos el teorema 9.20 afirma que si a es un ideal fraccional
de E entonces o’ = (Da)~!. Ademas, del teorema 9.19 se sigue que si p es un
ideal primo de D, entonces la localizacion D, del diferente es el diferente de la
extension local E,/D,. Por consiguiente podemos factorizar

Ky :HQP’
p

donde p recorre los primos de D. En particular, todos los diferentes locales son
unitarios salvo a lo sumo una cantidad finita de ellos.

El diferente de una extension E/D es muy facil de calcular cuando E es
una extension simple de D, es decir, cuando F es de la forma DJ[«]. Para verlo
necesitamos el resultado siguiente:

Teorema 9.22 Sea K = k(a) una extension de cuerpos separable de grado n.
Sea [ € klx] el polinomio minimo de . Sea

T
& =by+bx+- -+ bnilx”—l'
r—a«
Entonces la base dual de 1,c,...,a" 1 es
bO bn—l
@)’ 7 fa)
DEMOSTRACION: Sean ay,...,a, lasraicesde f. Si0 < r < n—1 se cumple

que
T

- f($> ai I o
i:Zla:fozi f(ay) -

En efecto, la diferencia entre ambos miembros es un polinomio de grado
menor o igual que n — 1 y tiene por raices a todos los «;, luego es idéntica-
mente nulo. Los sumandos del miembro izquierdo son todos los conjugados del
polinomio

flz) o

z—a f'(e)
luego la suma tiene por coeficientes a las trazas de los coeficientes de este ultimo
polinomio.
El coeficiente i-ésimo es f'(a)~1b;a”, luego hemos obtenido que

bi r . 1 Sii:T’7
v (pie) =10 Siz

Teorema 9.23 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind, sea
K/k la extension de sus cuerpos de cocientes, sea ® el diferente de la extensidn,
sea o € E tal que K = k(o) y sea f(x) el polinomio minimo de o sobre k.
Entonces f'(a) € © y si E = D[a] entonces © = (f'(a)).




9.4. Diferentes 311

DEMOSTRACION: Como « es entero sobre D, tenemos que
f@)=ao+arx+ -+ an_12""" + 2" € D[z},

luego L = D[o] = (1,e,...,a"" "), donde n es el grado de la extension.
Por 9.18 y el teorema anterior (con la notacion de éste ultimo),

Y= (G )y

Ahora bien, la igualdad

f(x)=(z—a)(bo+brz+ - +by_1z" ")
nos da las relaciones
ai:bi,l—abi, i=1,...7n—1, bnflzl.

Por recurrencia resulta

b1 = 1
bp2 = an_1+ta

2
bp—s = ap_1+ap—2a+ap_10

bo = ataat+---+ap_1a" " +a”

De aqui se sigue que

! ! wory L
:m <b0,b1,...,bn_1>D:f/(a) <17Oz7...7a 1>D_ f/(a)L

/

Como « € E, tenemos que L C FE, luego E' C L' = L/f'(«) y operando
(f'(@)=LD C D, luego f'(a) €D.

Si E = D[a] = L lo que hemos probado es que E' = E/ f'(«), luego operando
(f'(e)) = 2. .

Este teorema nos permite calcular los diferentes de las extensiones mas sen-

cillas, como son los cuerpos cuadraticos y ciclotomicos (sobre Q). Por ejemplo,
el diferente de Z[V7]/Z es ® = (2V/7).

Un hecho muy importante es la transitividad de los diferentes:

Teorema 9.24 Sea D C E C F una cadena de extensiones separables de do-
minios de Dedekind. Entonces ®Dp/p = Dp/p®p/p (considerdndolos a todos
como ideales en F).

DEMOSTRACION: Hay que probar que F}/?/D = FI/«“/EE};/D' Sean k C K C L
los cuerpos de cocientes correspondientes. Entonces

Trl?[Ff?/EEE/DF] = TrkK [TrlL([Ffr/EEE/DF”
= Try [E;E/D Tr%([ler/EF]] - Tri{[E/E/DE] cD,

luego F}‘/EE;E/D C FI/*“/D'



312 Capitulo 9. Ramificacion

Sea o € FE,/D. Entonces Try [aF] C D, pero como EF = F resulta que
Tef{aF) = T [k aF)] = T [Tk 0 BF] = T [B T faF]] € D,
luego Trk[aF] C Eyp v, en consecuencia, (E;J/D)*1 Tri[aF] € E. Como
( }S/D)_l C K, esto equivale a que Tri[af( }E/D)_lF] C E, luego tenemos que

oz(EjE/D)_1 - F}/E, y asi concluimos que « € F;?/EE}E/D. "

Veamos ahora que los diferentes también se comportan consistentemente con
las compleciones.

Teorema 9.25 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos y sea E/D la
extension de sus anillos de enteros. Sea p un primo en D y sea B un primo
en E que divida a p. Sea Ky /ky la extension de las compleciones y Eyp /D, la
extension de enteros correspondiente. Entonces el diferente local Oy = D gy, /p,
es la mayor potencia de B que divide al diferente global ® = Dg/p. Conse-
cuentemente

D =[]0,
B
donde B recorre los primos de E.

DEMOSTRACION: Sean 1, ..., B, los primos de F que dividen a p. Supon-
gamos por ejemplo que P = P;. Sea Tr: K — k la traza de la extension K/k
y sean Tr; : Ky, — k, las trazas locales.

Sea S = D\ p. Claramente S~'E C Ey. Vamos a probar que (S7'E)’ es
denso en (Eg)’ (el primer complementario respecto a la extension S~'E/S™1D,
el segundo respecto a Egp/Dy).

En primer lugar probamos que (S™'E)’ C (Ey)’. Sea z € (ST'E) y sea
y € Egp. Hemos de comprobar que Try(zy) € D, o sea, que | Tri(zy)| < 1.

Por densidad existe un elemento de K arbitrariamente préoximo a y respecto
al valor absoluto de 31, y aplicdndole el teorema de aproximacién obtenemos un
elemento o € K arbitrariamente proximo a y respecto a B y arbitrariamente
proximo a 0 respecto a los otros primos.

En particular, puesto que |ylp, < 1, podemos exigir que |afp, < 1 para
i=1,...,7, con lo que a € ST'E (pues «a se expresa como una fraccion de
modo que los primos de S™!'E dividen al numerador con multiplicidad mayor o
igual que al denominador y, puesto que S~'E tiene factorizacién tinica, podemos
simplificarlos hasta obtener un elemento de S™'E). Por consiguiente tenemos
que Tr(za) € S7'D C D,,.

Por otro lado, las trazas Tr; son continuas, luego tomando aproximaciones
adecuadas podemos exigir que | Try(zy) — Tri(za)| < 1y |Tri(za)| < 1 para
i=2,...,r. Ahora aplicamos la relacion (5.4):

I
Tr(za) = Tri(za) + Z Tr;(za),
i=2
y vemos que tanto el miembro izquierdo como los términos del sumatorio estan

en D,, luego también Tri(xza) € Dy, es decir, | Tri(za)| < 1y por consiguiente
| Tr1(2y)| < 1, como habia que probar.



9.4. Diferentes 313

Ahora tomemos un = € (Egp)’ y vamos a encontrarle elementos arbitraria-
mente proximos en (S™'E)’. Como K es denso en Ky podemos encontrar un
elemento de K arbitrariamente préximo a x y, aplicando a éste el teorema de
aproximacion, llegamos a un a € K arbitrariamente proximo a x respecto a 31
y arbitrariamente proximo a 0 respecto a los demas valores absolutos.

Veamos que o € (S71E)’. Para ello tomamos y € S™'E y probamos que
Tr(ay) € S71D, es decir, que | Tr(ay)| < 1. Sabemos que | Try (zy)| < 1.

Con aproximaciones adecuadas podemos exigir que | Try(zy) — Tri(ay)| < 1
y | Tri(ay)| <1 parai=2,...,7 (y, de hecho, para i = 1 también).

La relacion entre las trazas nos da ahora que | Tr(ay)| < 1, como queriamos
probar. No obstante esto no justifica que o € (ST1E)’, porque en realidad la
eleccion de o que hemos hecho para que se cumpla Try(ay) € S~1D depende
de y. Ahora bien, podemos encontrar un mismo «a que haga Try(ay) € S™'D
para un conjunto finito fijo de elementos y € S™'E, y como S™'E es un S~ D-
modulo finitamente generado, basta asegurarlo para los elementos de un gene-
rador.

Tenemos, pues, que (S™'E)’ es denso en (Eg)’. Por otra parte es claro que
S~!'E es denso en Ey (pues E C ST'E es denso en Egy).

El anillo S™!'E es un dominio de Dedekind con un ntimero finito de primos,
luego es un dominio de ideales principales. En particular el diferente de la
extension ST'E/ST!D sera de la forma ©, = (a) = aS™'E, luego (ST'E) =
a”'ST'E. Tomando clausuras queda (Eyp)’ = o 'Ey = () !, de donde
Dy = (a) =P, donde n = vyp(a) es el exponente de ‘P en a, o sea, en Dy, y
por el teorema anterior también en el diferente global ©. n

Como consecuencia, si K/k es una extension de cuerpos numeéricos, E/D es
la extensiéon de sus anillos de enteros, p es un primo en D, D, es el diferente de
la extension S~'E/S7ID (donde S = D\ p) y para cada primo P que divida
a p en E llamamos Dy al diferente de la extension de compleciones Ko /Ky, los
teoremas anteriores prueban que

Blp

Asi pues, una forma de calcular diferentes es calcular los diferentes locales.
Una de las razones por las que este planteamiento resulta ventajoso es que los
diferentes locales siempre pueden ser calculados mediante el teorema 9.23. Para
demostrarlo veremos primero un resultado técnico.

Teorema 9.26 Sea E/D una extension finita de dominios de Dedekind. Su-
pongamos que D tiene un unico primo p y que E tiene un unico primo ‘B.
Sea o € E tal que E/B = (D/p)la] y sea © € E tal que P = (w). Entonces
E = Dla, .

DEMOSTRACION: Llamemos F' = D[a,7]. Basta probar que pE + F = E,
pues entonces, considerando a E y F' como D-médulos, p(E/F) = E/F, y el
teorema 2.27 nos da que E/F =0, o sea, E = F.
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Pero pE es simplemente p visto como ideal en E, es decir, pE = B¢ para
cierto natural e. Lo que hay que probar es que todo elemento de E es congruente
modulo B¢ con uno de F. Tenemos

peecPpPeltc--cP P CE.

Es claro que la aplicacion f : B/ — B¢ /PH! definida por f([u]) = [7u]
es un isomorfismo de D /p-espacios vectoriales. Una base de E /P la forman las

clases de los elementos 1, ¢, ...,af ™1, luego una base de P? /P! es n°al, para
j=0,....f—1.

Es claro que la uniéon de estas bases, es decir, el conjunto de elementos de la
forma w'a?, parat =0,...,e—1,j=0,..., f—1, forma un generador de E/B°

como D /p-espacio vectorial. De aqui se sigue inmediatamente lo buscado. =

Teorema 9.27 Sea E/D una extension de dominios de Dedekind. Supongamos
que E tiene un dnico primo B y que D tiene un dnico primo p de modo que E /P
sea una extension separable de D /p. Entonces existe un o € E tal que E = D|a/]
y cualquier B suficientemente proximo a o cumple igualmente E = D[].

DEMOSTRACION: Sea E/P = (D/p)[n]. Sea f(z) € D[z] un polinomio
monico tal que su imagen en (D/p)[z] sea el polinomio minimo de [y]. Sea
B = (p)-

Los dos primeros términos del desarrollo de Taylor de f alrededor de  tienen
coeficientes enteros, luego el resto es un polinomio con coeficientes enteros y
divisible entre (z — «)2. Evaluando en 7 + p queda

f(v+p) = f(0) + F'(7)p (méd ).

Como ~ es separable (mo6d ‘B) tenemos f/(v) £ 0 (méd PB), por lo que
F'(v)p # 0 (méd PB?). Esto significa que o bien f(y + p) o bien f(y) no es
congruente con 0 (m6d PB?). Tomamos a« = v+ p o a = v de modo que
7 = f(a) # 0 (méd 32).

El cualquier caso tenemos a = v (méd B), luego E/P = (D/p)[a] v asi
mismo 7 = f(v) = 0 (méd PB), luego P = (7). Ademas © = f(a) € D]a]. Por
el teorema anterior E = D[a, 7] = D[a].

La ultima afirmacion de sigue de la continuidad de f en « y de que f(a) =
7 € P\ P2, que es un abierto. Si 3 esta cerca de a se cumplird que 7' = f()
estard en P \ P2, luego se cumplird P = (') y podemos concluir igual que con
aym. "

Ahora veremos que localizando y aplicando el teorema anterior y el teo-
rema 9.23 podemos generalizar éste tltimo a extensiones cualesquiera.

Teorema 9.28 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos y sea E/D la
extension de sus anillos de enteros. Entonces el diferente de la extension es
el mdzimo comun divisor de todos los nimeros f'(a), donde a € E cumple
K =k(a) y f € D[z] es el polinomio minimo de «.
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DEMOSTRACION: Sea K = k(«) con a € E y sea f su polinomio minimo.
Entonces D[a] = <1, a,...,a” 1) C E. El mismo razonamiento empleado en
el teorema 9.23 nos da ahora que E' C E/f'(«), luego (f'(a)) C D, es decir,
9| f(a).

Para demostrar que © es el maximo comun divisor de todos estos elementos
basta probar que para todo primo 3 existe un « tal que el orden de multiplicidad
de P en D es el mismo que en f'(a).

Sea p el primo en D divisible entre 3. Tomemos una clausura algebraica K,
de k, que contenga a Kg. De este modo, el valor absoluto de B est4 inducido
por la identidad de K en K.

Por el teorema anterior existe un 5 € E tal que Ep = D,[3]. Veamos que
tomando adecuadamente a = 0, 1 se cumple que |[A(8) — a| = 1 para todo
ky-automorfismo A de K,.

En efecto, sea L la adjuncién a Ky de todos los A(3). Sea £ su tnico primo
y Fiq su anillo de enteros. Entonces las clases [A\(8)] modulo Q son conjugadas
sobre D, /p. Si son todas nulas entonces |[A\(5)| < 1 para todo A, luego sirve
a = 1. Si ninguna es nula entonces |A(3)| = 1 para todo A, luego sirve a = 0.

Sea 01,...,0, : K — K, un conjunto de k-monomorfismos no equivalentes
que induzcan todos los valores absolutos en K correspondientes a divisores de p.
Podemos suponer que o es la identidad y por lo tanto induce el valor absoluto
de B. Sea € > 0. Por el teorema chino del resto existe un « € E tal que

la — Blyp <€, la —alp <e,

para todo primo P’ # P que divida a p (usamos el teorema chino del resto y no
el teorema de aproximacion para garantizar que o € E). Equivalentemente, en
términos del valor absoluto de Ky,

la — 8| <, loi(a) —a| <€, parai=2,...,r (9.1

Sea K = k(vy). Sea m € p. Entonces K = k(n™+) para cualquier m > 0.
Si tomamos m suficientemente grande como para que |7™7| sea menor que
la distancia entre dos conjugados cualesquiera de «, es claro que los ntimeros
o' + ', cuando o varia en los conjugados de a y 7' en los conjugados
de -y, son distintos dos a dos, pero cada conjugado de a + 7™y es de la forma
o +7™~", donde ' recorre todos los conjugados de v y @’ es un conjugado de «
que depende de 7’. Concluimos que a + 7™+ tiene tantos conjugados como 7,
luego K = k(a + ™).

Si exigimos ademas que |7™y| < €, tenemos que « + 7™ cumple también
(9.1), es decir, podemos suponer que K = k(«).

Si tomamos € suficientemente pequeno podemos aplicar el teorema anterior
y concluir que Egp = D, [f] = Dy[al.

Notemos que, en general, si f es un polinomio moénico e irreducible con
raiz «, entonces f se descompone como producto de z — a’, donde o’ recorre los
conjugados de a, y al derivar se obtiene que f’(a) se descompone como producto
de o — o', donde o/ recorre los conjugados de « distintos de él mismo.
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El teorema 9.23 nos da que el diferente local D es el producto de todos los
a — o(a), donde ¢ recorre los k-monomorfismos o : K — K, que se extienden
a K, es decir, que son equivalentes a la identidad oy, pero distintos de ella.

Por otro lado, si f es el polinomio minimo de « sobre K, tenemos también
que f'(a) es el producto de los a — o(a), donde o recorre los k-monomorfismos
o : K — K, distintos de la identidad.

Por el teorema 9.25 sabemos que el exponente de B en el diferente global ®
es el mismo que en Dy, y lo que queremos probar es que coincide con el ex-
ponente de B en f'(«a), luego basta probar que P no divide a ningin factor
a—o(a), donde 0 : K — K, es un k-monomorfismo que no se extiende a K,
es decir, que determina un primo de K distinto de 3.

Un tal o serd equivalente a un cierto o; para ¢ = 2,...,r, o sea, existe un
kyp-automorfismo A de K, tal que o(a) = A(o;(cv)). Asi pues

o = o(a)] = o = Moi(a))] = [A7H(a) = gi(a)| = N (@) —a+a —agi(a)].

Como |A"Ya) —a| =1y |a — 0i(a)| < €, concluimos que |a — o(a)| = 1,
luego el factor no es divisible entre 3. n

Finalmente vamos a mostrar la relacion que existe entre el diferente y la
ramificacion.

Teorema 9.29 Sea K /k una extension finita separable de cuerpos métricos dis-
cretos completos tal que el cuerpo de restos k sea perfecto, sea e = e(K/k), sea ®
el diferente de la extension y B el ideal primo de Ok . Entonces:

1. SiBte, entonces ® = Pt
2. SiP| e, entonces P° | D.
3. En particular e > 1 si y sélo si P | D.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si e = 1 entonces ® = 1
(notemos que esto es un caso particular de 1). Por el teorema del elemento
primitivo, existe o € O tal que K = k(). Si e = 1, el teorema 9.26 nos da
que O = <1,a,...a”_1>ok y 9.23 nos da entonces que ® = (f'(a)), donde
f(z) € Ok[z] es el polinomio minimo de a. Puesto que |K : k| = |K : k|,
la imagen de f en k[z] ha de ser el polinomio minimo de [a], en particular es
irreducible y, por la separabilidad, f'(«) # 0 (méd B), es decir, P 1 D, luego
tiene que ser ©® = 1.

Supongamos ahora que e > 1. Por el teorema 9.8 podemos tomar un cuerpo
intermedio ¥ C L C K de modo que |K : L| = e(K/L) = ey e(L/k) = 1.
Por la parte ya probada sabemos que D/, = 1, luego ® = D/ Asi pues,
basta probar el resto del teorema para la extension K/L o, equivalentemente,
podemos suponer que |K : k| = e. Asi, podemos aplicar el teorema 9.9, segin
el cual K = k(r), donde 7 es un primo en K cuyo polinomio minimo en & es un
polinomio de Eisenstein

flx) =2+ ac_12°"  + - + a1z + ap, 7 | a;.
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El teorema 9.26 nos da que O = <1, m. .. ,7r€*1>ok, luego por 9.23 tenemos
que © = (f'(w)). Ahora basta observar que

fl(m)=er® ' +(e—Dac_ 17 %+ +ai.

Si ‘B t e, entonces todos los términos menos el primero son divisibles entre
¢, luego vy (f(7)) = e—1y D = P!, En cambio, si P | e, entonces todos los
términos son divisibles entre 7¢, luego B¢ | ©. Esto prueba 1) y 2), de donde
3) es inmediato. "

La condicion p | e puede darse exactamente en dos casos: que exista un
primo p | e tal que P | p (lo cual no sucede con los cuerpos que nosotros
estamos manejando, ya que las constantes son unidades) o bien porque K tenga
caracteristica prima p y p | e (en cuyo caso e = 0 como elemento de K).

Pasamos ahora al caso de los cuerpos numeéricos.

Definicion 9.30 Los términos que introdujimos en el capitulo anterior para
extensiones locales tienen sentido globalmente: Sea p un primo en un cuerpo
numérico, sea P un divisor de p en una extensién de grado n, sea p el primo
racional al cual dividen. Diremos que

1. p es no ramificado en P si e(P/p) = 1,
2. p es ramificado en P si e(P/p) > 1,

w

. p es totalmente ramificado en B si e(P/p) = n,
4. p es dominadamente ramificado en P si p { e(P/p),
5. p es libremente ramificado en P si p | e(P/p).

También diremos que P es ramificado, totalmente ramificado, etc. sobre p.

Teorema 9.31 Sea K/k una extension de cuerpos numéricos. Sea p un primo
en k, sea P un divisor de p en K, sea e = e(P/p) y D el diferente de la
extenston. Entonces:

1. Si el primo B es dominadamente ramificado sobre p entonces Pt | D,

pero P 1 D.
2. SiPB es libremente ramificado sobre p entonces P | D.

3. En particular, B es ramificado sobre p si y sélo si P | D. El nimero de
primos ramificados en K es finito.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta que al localizar se conserva el expo-
nente de P en el diferente asi como el grado de ramificaciéon e, es claro que
podemos localizar y suponer que los cuerpos K y k son completos, en cuyo caso
la conclusién se sigue del teorema anterior. m
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9.5 Discriminantes

Hemos definido el discriminante de un cuerpo numérico como el discrimi-
nante de una base entera. Si queremos extender esta definicion a una extension
K /k de cuerpos numéricos nos encontramos con el problema de que el anillo de
enteros de K no es necesariamente un médulo libre sobre el anillo de enteros
de k, es decir, no tenemos necesariamente bases enteras (salvo que k tenga fac-
torizacion unica). Sin embargo, este inconveniente no afecta sustancialmente a
la teoria de los discriminantes. Vamos a definir el discriminante de la extension
como un cierto ideal del cuerpo base k, de modo que si K admite una base
entera sobre k, entonces el discriminante seré el ideal principal generado por el
discriminante de la base.

Definiciéon 9.32 Sea K/k una extension de cuerpos separable de grado n. Sean

01,...,0, los k-monomorfismos de K en una clausura algebraica. Para cada
conjunto de n elementos W = {wy,...,w,} C K se define el discriminante de
W como

A[W] = (det(ori(wj)))2 = det ((o% (wi)) (ok(w;))) = det(Tr(w;w;)) € k.

Los hechos siguientes son generalizaciones naturales de los hechos analogos
que conocemos sobre los discriminantes de los cuerpos numéricos:

Es claro que A[W] no depende del orden de los elementos de W ni del de
los monomorfismos. Si W es un sistema ligado sobre k entonces las columnas
de la matriz (o;(w;)) son linealmente dependientes, luego A[W] = 0.

Si W y W’ son dos k-bases de K y D%/ es la matriz del cambio de base
(cuyas filas son las coordenadas de los elementos de W’ en la base W) es facil
comprobar que

AW'] = [ DI [2AW).

Si K = k(«), entonces una k-base de K es 1, ...,a"

Ny
Ala] = Alla,...,a" 1 = [[ (0;(a) — ai(@))? #0,
i<j
pues el determinante que aparece es del tipo de Vandermonde.
Uniendo todos estos hechos concluimos que A[W] = 0 si y solo si W es
linealmente dependiente.
Otra propiedad facil de comprobar es que

Aloawy, . .., aw,] = N(a)?Afwy, . .., wy).

Si E/D es una extension separable de dominios de Dedekind y K/k es la
extension de los cuerpos de cocientes, es claro que si W C E entonces A[W] € D.

Cuando D = Z todo D-moédulo M C K es libre y podemos definir A[M]
como el discriminante de cualquier base de M (entendiendo que es 0 si el rango
de M es menor que n). Si W y W’ son dos bases de M entonces la matriz de
cambio de base tiene determinante +1, luego A(W) = A(W'), y por lo tanto
A(M) no depende de la elecciéon de la base.
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En el caso general no es cierto que todo D-modulo sea libre, y atin en tal caso
los discriminantes de dos bases de un moédulo libre no tienen por qué coincidir
(se diferencian en el cuadrado de una unidad de D, que ya no tiene por qué
ser igual a +1). Todo esto nos lleva a definir el discriminante de un D-moédulo
como otro D-moédulo.

Definicién 9.33 Sea F/D una extension separable de grado n de dominios de
Dedekind y sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes. Si M C K es un
D-modulo llamaremos discriminante de M al D-modulo A[M] generado por los
discriminantes A[W], donde W recorre los subconjuntos de M con n elementos.

Llamaremos discriminante de la extension a A = A[E]. El teorema siguiente
prueba entre otras cosas que A es un ideal no nulo de D:

Teorema 9.34 Sea E/D una extension separable de grado n de dominios de
Dedekind y sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes. Sea M C K un
D-mddulo. Entonces

1. Si M admite una base W con n elementos, entonces A[M] = (A[W]) .
2. Si M C E entonces A[M] es un ideal de D.

3. Si M es un ideal no nulo (fraccional) de E entonces A[M] es un ideal no
nulo (fraccional) de D.

4. St M C N C E son D-mdédulos libres de rango n entonces A[N] | A[M] y
A[M] = A[N] si y sélo si M = N.

DEMOSTRACION: 1) Una inclusion es obvia. Si W’ es un subconjunto de M
con n elementos, entonces W y W’ son dos k-bases de K y la matriz DVVK, de
cambio de base tiene sus coeficientes en D. Por lo tanto

AW'] = DI PAW] € (AIW]) p

y asi tenemos la igualdad.

2) Si M C E todos los discriminantes A[W] con W C M estan en D, luego
A[M] C D y un D-médulo contenido en D es un ideal de D.

3) Si M es un ideal de E entonces A[M] es un ideal de D por el apartado 2).
Sea W una k-base de K. Por el teorema 2.16 existe un d € D no nulo tal que
dW C E,y dW sigue siendo una k-base de K. Si M # 0 tomamos a« € M N D
no nulo, y entonces adW C M y es una k-base, luego 0 # AladW] € A[M].

El mismo razonamiento prueba que si M es un ideal fraccional (no nulo)
entonces A[M] es un D-modulo no nulo (y esté contenido en k). Sea v € K no
nulo tal que aM C E. Entonces AlaM] = N(«a)?A[M] C D, luego A[M] es un
ideal fraccional de D.

4) Sea W una base de N y W’ una base de M. Entonces la matriz D},
de cambio de base tiene coeficientes en D, luego |DW,,| € D. Tenemos que
A(W') = |DIV|PA(W) y, como A[M] = (A[W']), A[N] = (A[W]), concluimos
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que A[M] C A[N] o, lo que es lo mismo, A[N] | A[M], y que se da la igualdad
si y solo si |D}V,|? es una unidad en D, lo cual equivale a que la matriz DY,
tenga inversa en D y a que W’ sea también una base de N. L]

Aunque tenemos un concepto de discriminante de un moédulo valido en cual-
quier caso, el teorema anterior muestra que su comportamiento es mejor sobre
los modulos libres de rango maximo. Cuando D = Z sabemos que todos los
ideales fraccionales de E son de este tipo. Otro caso importante en el que esto
sucede es cuando D tiene un tnico primo, pues entonces D es un dominio eu-
clideo (ver las observaciones tras el teorema 2.24) y los ideales fraccionales de
E son D-médulos finitamente generados y libres de torsion, luego son libres. El
hecho de que sus discriminantes sean no nulos prueba que tienen rango maximo.
(Respecto al caracter finitamente generado de los ideales fraccionales, observe-
mos que F es finitamente generado por el teorema 2.17 y como D es noetheriano
también lo son los ideales de F, y de aqui que lo mismo vale para los ideales
fraccionales).

En el caso D = Z, la tnica informaciéon que se pierde al considerar los discri-
minantes como moédulos en lugar de como niimeros racionales es el signo, pues
dos nimeros racionales generan el mismo Z-moédulo si y so6lo si se diferencian
tan so6lo en el signo.

Por otra parte, en virtud de la relacién A[W’] = |DW,|2A[W], sucede que
todos los discriminantes de todos los Z-mo6dulos de un cuerpo numérico K tienen
el mismo signo. Veamos que este signo es facil de recuperar, con lo que en
realidad trabajar con médulos no supone ningiin inconveniente.

Teorema 9.35 Sea K un cuerpo numérico y W una Q-base de K. Entonces
el signo de A[W] es (—1), donde t es el niimero de primos infinitos complejos
de K.

DEMOSTRACION: Por los comentarios anteriores basta analizar el signo del
discriminante de una base concreta. Sea K = Q(«) y consideremos

Ala] = 1 (05(e) — ai(a))”.

1<j

Dividamos los pares de indices (7, j) en tres grupos segin que los monomor-
fismos asociados sean ambos reales, uno real y otro complejo o ambos complejos.

Es claro que si 0; y 0 son ambos reales entonces (aj(a) —O’i(a>)2 > 0, luego
los factores del primer grupo no influyen en el signo.

Los factores del segundo tipo pueden ser agrupados en parejas formadas
por un monomorfismo real acompanado por dos monomorfismos complejos con-
jugados. Entonces, si (o;(a) — ori(oz))2 es uno de estos factores, su pareja es
(o) — oi(a))2, y el producto de ambos es |oj(a) — o;(a)|* > 0, luego los
factores de este tipo tampoco contribuyen al signo.

Entre los factores del tercer tipo distingamos a su vez los formados por

pares de monomorfismos conjugados y el resto. Si (aj (o) — ai(oz))2 es uno de
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los factores restantes donde o; no es el conjugado de o, entonces otro de los
. — 2 .
factores de este tipo es (0;(a) — 0;(a))”, y concluimos como antes.

De esta manera, los tnicos factores que influyen en el signo son los de tipo
(oj() — Ui(oz))2 donde o; y o; son conjugados. Entonces o;(a) — o;(a) es
imaginario puro y, por lo tanto, (crj () — crl-(a))2 < 0. El namero de factores de
este tipo es claramente igual a ¢, de donde se concluye el teorema. m

Las propiedades basicas de los discriminantes las deduciremos de su com-
portamiento local, que estudiamos seguidamente.

Teorema 9.36 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind y
S un subconjunto multiplicativo de D. Sea a un ideal fraccional de E. Entonces
S=tAla] = A[S~ta.

En particular si p es un ideal primo de D y A, es el discriminante de la
extension local E,/D,, entonces A, es la mayor potencia de p que divide al
discriminante global A. Consecuentemente

A =TIA,.
P

DEMOSTRACION: Si W C S~ 1a, llamando s al producto de los denominado-
res (en S) de los elementos de W podemos expresar W = W'/s, donde W’ C a.
Entonces AW

A[W] = N(1/s)A[W'] = % € ST'A[d],
luego A[S™1a] ¢ S~1Ald].

Por otra parte S~!Ala] est4 generado como S~!D-moédulo por los elementos
de la forma A[W], con W C a C S~!'a, pero A[W] € A[S™'a], con lo que
S71A(a) c AlS71a]. .

La primera consecuencia es la version general de un resultado que ya cono-
ciamos para el caso D = Z (de hecho lo tomamos como definicion de norma de
un modulo 1.14):

Teorema 9.37 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind, sea
A su discriminante y sea a un ideal fraccional de E. Entonces

Ala] = N(a)?A.

DEMOSTRACION: Para probar esta igualdad de ideales fraccionales basta
tomar un primo arbitrario p de D y ver que su multiplicidad en ambos miembros
es la misma. Para ello podemos localizar tomando S = D \ p y demostrar que
AlS7la] = N(S71a)?A[STLE].

En efecto, por el teorema anterior tenemos que
A[S7'a)=S5"'Ald] y A[ST'E]=ST'A[E]

luego la multiplicidad de p en Ala] y A[E] es la misma que la multiplicidad de
S7lpen A(S7la) y A(STIE).
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Ademas, el exponente de p en N(a) es la suma de los productos de los grados
de inercia de los divisores de p en E por sus multiplicidades en a, y todo esto
se conserva al localizar, luego también el exponente de p en N(a)? es el mismo
que el exponente de S~'p en N(S~1a)2.

Equivalentemente, podemos suponer que p es el tnico primo de D, pero
entonces D es un dominio euclideo y E es un dominio de ideales principales
(teorema 2.21).

Sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes. Sea a = (a) = aF, con
a € K. Toda k-base de K contenida en a es de la forma oW, donde W es una
k-base contenida en F y, reciprocamente, dada W, la base aW esta contenida
en a. De la relacion AlaW] = N(a)2A[W] se sigue que A[aE] = N(a)?A[E], o
sea, A(a) = N(a)2A. .

Ahora estamos en condiciones de demostrar la relacién ya anunciada entre
el diferente y el discriminante de una extension:

Teorema 9.38 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind y
sea K/k la extension de los cuerpos de cocientes. Entonces el discriminante A
y el diferente ® de la extension verifican que A = N(D).

DEMOSTRACION: El mismo argumento que en el teorema anterior nos per-
mite suponer que D tiene un tnico primo. Entonces E es un D-moé6dulo libre de
rango maximo (ver las observaciones tras el teorema 9.34). Sea W = (w;) una
base y sea W' la base dual. Por el teorema 9.18 sabemos que W’ es base de E’.

A[W]AIW'] = det(0s(w;))* det(o;(w}))* = det (Tr(ww}))? =1,
luego A[E]A[E'] = 1. Usando esto y el teorema anterior obtenemos que
ATV =A[E]T = A[E] = A® 7Y = N(®)?A,
con lo que N(D)? = A? y, en consecuencia, N(D) = A. .

De aqui se sigue una versién débil del teorema 9.31 en términos de discrimi-
nantes:

Teorema 9.39 Sea E/D una extension separable de dominios de Dedekind y
sea p un primo en D. Entonces p se ramifica (sobre alguno de sus divisores) en
E siy solo sip | A.

DEMOSTRACION: Si p se ramifica sobre algtin divisor 8 entonces P | D,
luego p | N(B) | N(D) = A.

Sip| A =N(D), entonces algtn divisor P de p cumple P | D, luego p se
ramifica sobre . "

El teorema 3.13 afirma que el discriminante de un cuerpo numeérico distinto
de Q nunca es igual a £1, luego en todo cuerpo numérico existen siempre primos
ramificados sobre Q. Sin embargo el discriminante relativo de un cuerpo numé-
rico respecto de un subcuerpo puede ser 1. Para ver un ejemplo demostraremos
primero dos hechos generales de gran utilidad en la practica. El primero es una
consecuencia inmediata de los teoremas 9.24 y 9.38.
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Teorema 9.40 Sea D C E C F una cadena de extensiones separables de do-
minios de Dedekind de grados m y n respectivamente. Entonces

Ap/p = NE(AF/E) A%/D'

DEMOSTRACION: Sean k C K C L los cuerpos de cocientes. Tomando
normas en la igualdad del teorema 9.24 queda

Ap/p = Né(QF/D):Né(QF/E)Nﬁ(/DE/D):Ng(AF/E)NkK(,DE/D)n
= NpH(Ap/E) E/D-

Teorema 9.41 Sean K y L dos cuerpos numéricos de grados m y n respec-
tivamente cuyos discriminantes sean primos entre si. Entonces sus anillos de
enteros cumplen O = Og0p y ademds Agr = AL AT

DEMOSTRACION: Por la transitividad del diferente tenemos que

Drr/0=Prr/kPr/0=Dkr/1PL/0-

Por hipotesis D /g y D /g tienen normas primas entre si, luego son primos
entre si. Vamos a probar que los dos factores restantes también son primos entre
si, con lo que podremos concluir que

Orr/k =P/ ¥ Pk =9krL/L- (9.2)

Supongamos que existe un primo B en KL tal que P | D1 /x v B | Dxr/L-
Sean p, p y p’ los primos en Q, K y L respectivamente divisibles entre 3.
El teorema 9.31 nos da que e(P/p) y e(P/p’) son ambos mayores que 1. Si
consideramos las compleciones respecto a estos primos resulta que KLy /K, y
KLy /L, son ambas ramificadas, luego por el teorema 9.4 b) llegamos a que
K,/Qp vy Ly /Q, también son ramificadas, pero entonces el teorema 9.31 nos da
que p | Dg/oy v | D /g, luego p | Ak y p | Ar, contradiccion.

Sea W una Z-base de Ox. Sea W’ la base dual. Entonces W' es una Z-base
de (D /Q)_l, luego es también un generador como Oz -moédulo del ideal fraccio-
nal generado por (@K/Q)_l en KL, que por (9.2) es (CDKL/L)_l. Dualizando de
nuevo concluimos que W es un generador de Ok, como Op-modulo. Asi pues,
Okr =0L[W]=0,ZW]=0.,0k.

La relacion entre los discriminantes se obtiene tomando normas en

Okr/o =Pkr/kPk/0 = D1/0PK/Q-

En principio asi obtenemos la igualdad como ideales, pero el signo es también
correcto. Para probarlo observamos que K N L = Q, ya que el discriminante
de K N L da lugar a un factor comun en los discriminantes de K y L (por el
teorema 9.40), luego ha de ser 1 y, en consecuencia (por [4.13]), KNL = Q. De
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aqui que los monomorfismos de K L se expresen de forma tnica como producto
de los monomorfismos de K por los monomorfismos de L (una base de KL
es el producto de una base de K por una base de L). Si K y L tienen t y
t' primos complejos respectivamente, entonces tienen 2¢ y 2t monomorfismos
complejos, y KL tiene 2tn+ 2t'm — 4tt’ monomorfismos complejos (un producto
de monomorfismos es complejo si y sélo si lo es al menos uno de los factores),
luego K L tiene tn + t'm — 2tt’ primos complejos, y el teorema 9.35 nos da que
el signo es correcto. "

9.6 Ejemplos y aplicaciones

Vamos a dar algunos ejemplos que ilustren la potencia de la teoria que he-
mos desarrollado hasta aqui. Comenzamos con dos ejemplos de discriminante
relativo igual a 1.

Ejemplo Consideremos el cuerpo K = Q(v/5,v/—5). Como Q(v/5) es un
cuerpo real y por lo tanto no contiene a /=5, es claro que K es un cuerpo
numérico de grado 4. Ademés K es el cuerpo de escision de (22 + 5)(2? — 5),
luego K es una extension de Galois de Q.

Es claro que el grupo de Galois es producto de dos grupos ciclicos, y sus tres
subgrupos propios se corresponden con los cuerpos intermedios Q(v/5), Q(v/=5)
y Q).

Los discriminantes de estos cuerpos son respectivamente 5, —20 y —4, luego
podemos aplicar el teorema 9.41 a Q(1/5) y a Q() para concluir que el discrimi-
nante de K es A = 400. El teorema 9.40 nos da entonces que el discriminante
de K relativo a Q(y/—5) es 1. n

Ejemplo (Artin) Sea K5 = Q(«), donde « es una raiz del polinomio f(z) =
2% — x4+ 1. Es facil ver que f(z) es irreducible moédulo 3, luego es irreducible en
Q[x] y por consiguiente K5 tiene grado 5 sobre Q. Se cumple que Ala] = 19-151
(ver el ejemplo y el ejercicio siguiente tras el teorema [2.8]). Como es libre de
cuadrados podemos afirmar que el discriminante de K5 es A =19 - 151.

Sea K el cuerpo de escision de f(x) sobre Q. Vamos a probar que tiene
grado 120 o, equivalentemente, que G = %5, donde G = G(K/Q) y 35 es el
grupo de permutaciones de 5 elementos. Si identificamos estos 5 elementos con
las cinco raices de f, entonces G < 35. Ahora consideramos las factorizaciones

f(z)
e

Segun el teorema 2.35, el 19 tiene un divisor en K5 con grado de inercia 3, y
el 23 tiene un divisor con grado de inercia 4. Por lo tanto 60 = 5-4-3 ‘ |G|. Esto
nos deja tnicamente dos posibilidades para G: o bien G = A5 o bien G = ¥5.
De la definicién de discriminante se sigue que VA € K, luego k = Q(\/K) C K.
Asi pues, G contiene a G(K/k) como subgrupo normal de indice 2, lo que implica
que G =Y5y G(K/k) = As.

(x —6)%(z> + 1222 + 132 4+ 9) (méd 19),
(z —9)(x* + 92° + 1222 + 162 + 15) (mdd 23).
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Vamos a probar que ningtn primo de k se ramifica en K. En primer lugar
probaremos que los primos de Q que se ramifican en K son a lo sumo 19 y 151.
Para ello acotaremos el diferente de la extension. Notemos que al adjuntar una
a una las raices de f(z) obtenemos una cadena de cuerpos

QC K5 C Ky C Kgg C K.

Basta probar que el diferente de cada paso es divisible a lo sumo entre divi-
sores primos de 19 y 151. Ahora bien, si K;/K; es uno de los pasos intermedios,
tenemos que K; = Kj(a), donde « es una raiz de f(z). Si llamamos g(x) al
polinomio minimo de a sobre K, entonces g(x) | f(z), por lo que ¢'(a) | f'(a).
Por el teorema 9.28 sabemos que el diferente de K;/K; divide a f'(«) y, por
otra parte, considerando las extensiones Q C Q(«) C K;, podemos calcular

NE* (F(@)) = NG (£'(@)) " = Al

ya que f’(a) es el diferente de Q(«)/Q por el teorema 9.23 (notemos que todo
lo dicho antes para K5 vale Q(«), que es uno de sus conjugados).

Asi pues, todo primo que divide al diferente de K;/K; divide a A, es decir,
a 19 o a 151 y éstos son, pues, los tnicos primos de Q que pueden ramificarse
en K. Vamos a ver que su indice de ramificaciéon vale exactamente 2.

La factorizacion de f(x) modulo 19 que hemos calculado antes nos muestra
que 19 se descompone en K5 como producto de un primo al cuadrado con grado
de inercia 1 por otro primo con grado de inercia 3. Las compleciones de Kj
respecto a estos primos dan lugar a dos extensiones de Q9, una de grado 2 y
otra de grado 3. Llamémoslas Ly y L3. Ambas son de Galois: la primera por ser
de grado 2 y la segunda por ser no ramificada (teorema 9.6). Cada una de ellas
se obtiene adjuntando a Q9 una raiz de f(z), luego Lo contiene a dos raices y
L3 a las otras tres.

Sea ahora 3 un divisor de 19 en K. La compleciéon Ky se obtiene adjuntando
a Q9 las raices de f(x), luego Kq = LoLs. Por consiguiente |Kq : Q19| =6y,
claramente, e = 2, f = 3.

En definitiva, la factorizacion de 19 en K consta de 20 primos al cuadrado
con grado de inercia 3.

El 151 se trata de forma similar, a partir de la factorizacion

f(@) = (z —9)(z — 39)%(2* + 87z + 61) (méd 151).

Ahora vemos que f(x) tiene ya una raiz en Qp51, mientras que las otras
cuatro dan lugar a dos extensiones cuadraticas, una con e = 2 y otra con f = 2.
La conclusién es que 151 se descompone en 30 factores primos al cuadrado con
grado de inercia 2.

Evidentemente 19 y 151 se ramifican en k, es decir, 19 = p? y 151 = 2. Es
claro entonces que p y ¢ son no ramificados en K. El primero se descompone en
20 primos distintos con grado de inercia 3 y el segundo en 30 primos distintos
con grado de inercia 2. Ningin otro primo puede ramificarse, luego no hay
primos ramificados y el diferente es trivial: D/, = 1. m
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Ejercicio: Probar que el cuerpo K5 del ejemplo anterior tiene factorizacién tnica.

Ahora vamos a calcular el discriminante y el anillo de enteros de los cuer-
pos ciclotémicos de orden potencia de primo. Para ello necesitamos el hecho
siguiente:

Teorema 9.42 Sea p un ndmero primo, r un nimero natural no nulo y { una
raiz p"-ésima primitiva de la unidad sobre Q. Entonces ( — 1 es primo en el
anillo de enteros de Q(¢) yp = (¢ —1)2®"),

DEMOSTRACION: Las raices p"-ésimas primitivas de la unidad son las raices
r r—1 . . . 4 . L.
de 2P —1 que no son raices de P —1, luego el polinomio ciclotémico p"-ésimo
es .
P —1
[ |

Evaluando en 1 queda que

— P =) o T2 T

p=TI01-¢",

7

donde ¢ recorre los niimeros menores que p” no divisibles entre p.

Ahora notamos que (1—¢%)/(1—¢) = 1+ +-- -+~ es entero, pero ( y (*
son dos rafces primitivas cualesquiera, luego (1 —¢)/(1 — ¢*) también es entero,
es decir, que 1 — ¢’ es un asociado de 1 — ¢ para todo 7, luego podemos poner

p=e(l-¢)°,

para cierta unidad ciclotomica e. Como p no puede descomponerse en mas de
¢(p") factores podemos afirmar que 1 — ¢ es primo. Es claro entonces que la
factorizacion de p en ideales es la indicada en el enunciado. L]

Teorema 9.43 Sea p un ndmero primo, r un nimero natural no nulo y { una
raiz p"-ésima primitiva de la unidad sobre Q. Entonces el anillo de enteros del
cuerpo ciclotémico Q(C) es Z[(] y el discriminante es

pmﬁ(pr)

— (—1)2(@")/2 __
A=) PPN -1

DEMOSTRACION: El signo es consecuencia del teorema 9.35. Ocupémonos
del valor absoluto. Si llamamos f(z) al polinomio ciclotémico tenemos que

P —1= f(:v)(xpr_1 — 1), luego derivando y sustituyendo en ¢ queda

P = O - 1),

luego f'(¢) | p". Por el teorema 9.28 podemos afirmar que ® | f/(¢) | p”, y al
tomar normas queda que el discriminante A es potencia de p. Asi pues, A = A,,.

Si llamamos E al anillo de enteros ciclotémicos, al localizar en p el teorema
anterior nos da que E, tiene un unico primo (salvo asociados), que es ( — 1.
Maés atin, ¢ — 1 es totalmente ramificado sobre p, luego el grado de inercia es 1
y el teorema 9.26 nos da que

E, = Zp[l,C— 1] = Zp[c - 1] = ZP[C]-
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Por lo tanto A, = A[(], y este discriminante no depende de si se calcula en
la extension local o en la global (pues los cuerpos de cocientes son los mismos,
y los monomorfismos también). Asi pues, A = A(Z[(]) y por el teorema 9.34 4)
concluimos que E = Z[(].

Por el teorema 9.23 resulta que ® = (f'(¢)) y A = £N(f'(¢)). Concreta-
mente tenemos que f'(¢) = p"¢? ~1/(¢P —1).

Es claro que N(p") = p"®®"), N(¢) = 1 y solo queda calcular N(Cpr_1 -1).
Ahora bien, w = (?"~! es una raiz p-ésima primitiva de la unidad, luego el
teorema 26 nos da que w — 1 es primo en Q(w) y p = (w — 1)P~1. De aqui se
sigue que N(w — 1) = p, donde N es ahora la norma de Q(w).

La norma de w—1 en Q(¢) se obtiene por la transitividad elevando la anterior
al grado de Q(¢)/Q(w), es decir, N(CPT'?1 — 1) = p¢@")/(p=1) n

Ahora podemos aplicar el teorema 9.41 para extender el teorema anterior a
cuerpos ciclotomicos arbitrarios.

Teorema 9.44 Sea m un numero natural no nulo y { una raiz m-sima primi-
tiva de la unidad sobre Q. Entonces el anillo de enteros del cuerpo ciclotomico
Q(¢) es Z[C] y el discriminante es

)
] p?/ 1)

plm

A = (71)¢>(m)/2

DEMOSTRACION: Basta observar que si (m,n) = 1, ¢ es una raiz m-sima
primitiva de la unidad y w es una raiz n-sima primitiva de la unidad entonces
(w es una raiz mn-ésima primitiva de la unidad y Q((w) = Q(¢)Q(w). Después
se aplica inductivamente el teorema 9.41. L]

En particular tenemos caracterizados los primos que ramifican en un cuerpo
ciclotémico:

Teorema 9.45 Sea m > 1 un numero natural y K el cuerpo ciclotomico de
orden m. Entonces un primo impar p se ramifica en K si y sélo sip | m. El2
se ramifica en K siy solo si 4 | m.

El teorema 9.39, junto con el teorema de Minkowski 3.13 implica que todo
cuerpo numeérico (distinto de Q) tiene primos ramificados (sobre Q). Esto nos
da el teorema siguiente:

Teorema 9.46 Si K es un cuerpo numérico normal, el grupo de Galois G(K/Q)
estd generado por los grupos de inercia Ty de los primos B de K ramificados
sobre Q.

DEMOSTRACION: Sea G = G(K/Q) y sea H < G el subgrupo generado por
los grupos de inercia Ti. Basta probar que la extension L/Q no tiene primos
ramificados, pues la observacion previa al teorema implica que L = Q, con lo
que G = H.
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Supongamos que p es un primo de L ramificado sobre Q. Sea B | p | p, de
modo que p es el primo racional divisible entre p y P es cualquier divisor primo
de p en K. Entonces 3 estd ramificado sobre Q, luego Tig < H. Si llamamos Z
al cuerpo fijado por Tip, tenemos que Q C L C Z C K. Sea P’ el primo de Z
divisible entre .

El teorema 2.45 nos da que e(P/p) = e(P/P’), pero por otra parte

e(B/p) = e(B/F)e(P'/p)e(p/p),

luego tiene que ser e(p/p) = 1, en contra de lo supuesto. Asi pues, no hay
primos ramificados en L. L]

Esto nos permite probar que el polinomio ™ — x — 1 es un ejemplo de
polinomio con grupo de Galois ¥,,, lo que nos da una prueba explicita mucho
més directa del teorema [Al 9.8].

Teorema 9.47 Sin > 2, el grupo de Galois de " — x — 1 es isomorfo a %,.

DEMOSTRACION: En uno de los ejemplos de la seccion [Al 3.5] probamos
que el polinomio 2™ —x — 1 es irreducible en Q[z]. Si K es su cuerpo de escision
y G = G(K/Q), podemos ver a G considerar a G como grupo de permutaciones
de las n raices del polinomio, con lo que G < ¥,,. La accion de G es claramente
transitiva, luego, en virtud del teorema [TG 2.14], basta probar que G esta
generado por transposiciones para concluir que G = %,,.

Por el teorema anterior G estd generado por los grupos de inercia T,
donde P recorre los primos de K ramificados sobre Q. Vamos a probar que
cualquier grupo de inercia (de primos ramificados o no) es trivial o esta gene-
rado por una dnica transposicién, con lo que ciertamente G esta generado por
transposiciones.

Sea, pues, P un primo en K, sea p el primo racional al cual divide y supon-
gamos que existe o € Ty no trivial. Entonces existe una raiz o del polinomio
tal que o(a) # a. Notemos que el polinomio 2™ — x — 1 es moénico y tiene
coeficientes enteros, luego sus raices estan en el anillo de enteros O de K.

Que o esté en el grupo de inercia significa que induce el automorfismo trivial
en el cuerpo de restos Ko = Ox /P o, explicitamente, que o(5) = § (mdd ‘B)
para todo 8 € Og.

Siz" —z—-1=(@x—a) - (z—a,) € K[z], al tomar clases modulo P
resulta que dos de las raices (a y o(a)) determinan la misma clase, luego [a] es
una raiz doble de 2" — xz — 1 en K, visto como polinomio en Z,[z].

Vamos a probar que si el polinomio ™ — z — 1 € Z,[z] tiene una raiz doble
en una extension, dicha raiz es tnica (es decir, que las demés raices son simples)
y tiene multiplicidad exactamente igual a 2. Admitiendo esto, si § € Ok es
una raiz de ™ — x — 1 distinta de o y de o(e), su clase [§] € Kq tiene que ser
una raiz simple, pero [o(/3)] = [8] también es raiz, luego tiene que ser o(5) =
o, de lo contrario, [(] apareceria dos veces en la factorizacion de z" — z — 1.
Por lo tanto, o fija a todas las raices del polinomio distintas de « y o (), luego
0 = (a,0(a)) es una transposicion, y « estd determinado como la tnica raiz del
polinomio que es raiz multiple moédulo B, luego Ty = {1,0}.
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Supongamos, pues que 7 es una raiz miltiple de 2™ — 2 — 1 € Z,[z] en una
extension. Esto significa que =y es raiz del polinomio y de su derivada, luego

AT —y—=1=0, "l —1=0.

La segunda ecuacioén implica que n # 0 (méd p) y que y*~* = 1/n € Z,. La
primera ecuaciéon implica entonces que v/n = v + 1, de donde (1 —n)y =n, lo
cual a su vez implica que 1 —n # 0 (méd p), y a suvez v = n/(1 —n) € Z,,
luego éste es el tnico valor que puede tomar . Para probar que la multiplicidad
es 2 basta ver que v no es raiz de la segunda derivada, pero esto significa que
n(n —1)y"~1 #£ 0, lo cual es cierto. "

9.7 Grupos y cuerpos de ramificacion

Hemos probado que el diferente y el discriminante de una extension de cuer-
pos numéricos son divisibles exactamente entre los primos ramificados, pero no
sabemos nada sobre los exponentes con que aparecen dichos primos. Sucede
que estos exponentes también estan relacionados con el modo en que los primos
se ramifican en una extension, por lo que ahora estudiaremos més a fondo este
proceso de ramificacion. De este estudio no sblo obtendremos consecuencias
de gran interés teérico, sino también resultados valiosisimos para el calculo de
diferentes y discriminantes en casos concretos.

En el capitulo IT obtuvimos los primeros resultados en torno a la descom-
posicién de un primo p en una extension de Galois K /k. Concretamente, en el
teorema 2.45 vimos que si B es un divisor de p en K, la factorizaciéon de p puede
descomponerse en tres pasos, correspondientes a los cuerpos F'y Z fijados por
los grupos de descomposicién y de inercia de B respectivamente. En el primer
paso el primo p se escinde de sus conjugados sin aumentar el grado de inercia
ni el indice de ramificacién, en el segundo paso aumenta unicamente el grado
de inercia y en el tercero se produce la ramificacién. Es este dltimo tramo el
que ahora vamos a estudiar con mas detalle, descomponiéndolo en mas pasos
intermedios.

Los nuevos pasos intermedios que vamos a considerar entre Z y K los obten-
dremos definiendo una cadena de subgrupos del grupo de inercia. Recordemos
que si E/D es una extension finita de Galois de dominios de Dedekind, P es
un primo en E, p es su divisor en D y la extension E/D de los cuerpos de
restos determinados por ‘B y p es separable, entonces el grupo de inercia Ty es
el nicleo del epimorfismo Gy — G(E/D) dado por &([a]) = [o(a)], luego

Ty ={0 € Gy | o(e) = a (mbéd P) para todo a € E}.
Este sera nuestro punto de partida.

Definiciéon 9.48 Sea E/D una extension finita de Galois de dominios de De-
dekind, sea K/k la extension de sus cuerpos de cocientes, sea 8 un ideal primo
en F y sea p el primo de D divisible entre 3. Supongamos que la extension
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E/D de los cuerpos de restos determinados por 8 y p es separable. Para cada
namero natural ¢ > 0 definimos el i-ésimo grupo de ramificacion de 3 como

G‘iIS = {0 € Gy |o(a) =a (méd P*') para todo a € E},
donde Gg = {0 € G(E/D) | o(B) =P} es el grupo de descomposicion de B.
Claramente tenemos las inclusiones
it1 i 0

Ademés, segiin los comentarios precedentes, el grupo G% no es sino el grupo

de inercia de 3. A veces conviene adoptar el convenio de que Gg = Gq_/jl.
Cuando no haya confusion suprimiremos el subindice .

A la hora de calcular explicitamente los grupos de ramificacion de una exten-
sion F/D resulta util la observacion siguiente: si E = D[ay, ..., a,], entonces

G}13 = {0 € Gy | o(a;) = a; (méd p'*™') para j = 1,...,n}.

Asi reducimos a un nimero finito las condiciones para que un automorfismo
pertenezca a un grupo de ramificacion.

El i-ésimo cuerpo de ramificacion de B seré el cuerpo K; fijado por Gj;.
Entonces K es el cuerpo de inercia y, llamando F al cuerpo de descomposicion,
tenemos las inclusiones

kCFCK()CKlC"'CKiCKi+1C"'CK

Si K/k es una extension de Galois de cuerpos numéricos, P es un primo en
K y p es el primo de k divisible entre 3, sabemos que el grupo de descompo-
sicion Gy es isomorfo al grupo local G(Ky/kp) v es inmediato comprobar que
este isomorfismo hace corresponder los grupos de ramificacion locales y globales
(usando que los automorfismos locales son continuos, que el anillo de enteros
globales es denso en el anillo de enteros locales y que el ideal global es denso
en el local). En consecuencia los cuerpos de descomposicion globales se corres-
ponden también con los locales. Los resultados probados en el caso local y que
se refieran unicamente a propiedades algebraicas de los grupos de ramificacion
seran validos también para cuerpos globales.

El teorema siguiente nos proporcionaré otra reduccién importante en el es-
tudio de los grupos de ramificacién. La demostracion es inmediata.

Teorema 9.49 Consideremos una cadena de extensiones de dominios de De-
dekind D C E C F de modo que F/D sea de Galois. Sea k C L C K la cadena
de cuerpos de cocientes. Sea B un ideal primo en L, sea p el primo de D al cual
divide y supongamos que la extension de cuerpos de restos F /D es separable.
Entonces, para todo indice i > —1 se cumple

% = GruNG(K/L),

%/L = K;(/kL'
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De este modo, si partimos de una extension de Galois K/k de cuerpos nu-
meéricos y B es un primo en K, el teorema anterior nos da que los grupos de
ramificacion de 9 en la extension K/k son los mismos que en la extension K/F,
donde F' es el cuerpo de inercia. Por lo tanto, para estudiar estos grupos pode-
mos suponer que k = F' y asi, si p es el primo de k divisible entre B, se cumple
p =P° y el grado de inercia es f = 1.

Por consiguiente, la extension local Ko /k, es totalmente ramificada y, se-
gun hemos comentado, los grupos de ramificacién de *J3 en esta extension son
isomorfos a los de la extension K/k, con la ventaja de que ahora 9 es el anico
primo de K. Ademas ahora es principal, es decir, 8 = () para cierto entero .
Si llamamos E/D a los anillos de enteros, el teorema 9.26 nos da que E = D[r]
(notemos que como f = 1 se cumple E/P = D/p). Mas atn, observemos que
podemos elegir como 7 a cualquier elemento del cuerpo de partida K que sea
divisible entre 3 pero no entre 2.

Estas consideraciones nos llevan a una expresiéon més sencilla para los grupos
de ramificacion:

Teorema 9.50 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-ddi-
cos. Sea P un ideal primo en K y sea m un elemento de P no divisible entre
B2. Entonces, para cada i > 0,

G?ﬁ = {0 € Gy | o(r) =7 (méd P}

DEMOSTRACION: Supongamos que los cuerpos son numéricos (el caso p-
adico es més sencillo). Por las observaciones previas al teorema podemos su-
poner que k es el grupo de inercia de 3, y entonces tenemos E = D[r], donde
E/D es la extension de enteros de Ko /ky. Por lo tanto

G' = {0 € G(Ky/ky) | o(m) = 7 (méd P}
Ahora basta restringir a K. [

Otra aplicacion de la reducciéon al caso local completamente ramificado es
el apartado 3) del teorema siguiente, que enunciamos junto con otros hechos
elementales:

Teorema 9.51 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-ddi-
cos, sea P un ideal primo en K. Entonces

1. Para todo 0 € G(K/k) y todo i > 0 se cumple (Giy)? = Gfr(‘;})'

2. En particular G?p Gy
8. Existe un indice i tal que Gé3 =1 (y por lo tanto K; = K ).
DEMOSTRACION: 1) Si 7 € G?p entonces, todo entero a de K cumple
(07 () = o7 ) (méd Pith), luego
(07'r0)(a) = o(r(07 () = a (méd o (P)F1),

1

con lo que 0~ '70 € fo(‘ﬁ)' Asi pues, (G%)" < ny(fm. Como o™+ cumple esto

mismo, también es cierta la otra inclusién.
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2) Es consecuencia inmediata de 1).

3) Segun las observaciones previas al teorema 9.50 podemos suponer que
K /k es una extension de cuerpos p-adicos completamente ramificada y, si 7 es
un generador de B, entonces K = k(7). En consecuencia, los valores o(m) para
o € Gy = G(K/k) son todos distintos dos a dos. Asi, si o # 1, se cumple
o(m) —m # 0, y basta tomar i suficientemente grande para que 7 {o(7) — 7
para ningin o € G\ 1. El teorema anterior nos da entonces que G‘iD =1 =

Ahora caracterizamos completamente el primer grupo de ramificacion y par-
cialmente los grupos siguientes.

Teorema 9.52 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-ddi-
cos. Sea P un primo en K, sea p el primo de k divisible entre 5B, sea e el grado
de ramificacion y p la caracteristica de sus cuerpos de restos (en el caso numérico
p es el primo racional al cual dividen). Sea e = p°eq, con (p,ep) = 1. Entonces:

1. G°/G?Y es ciclico de orden ey.

2. Para i > 1 se cumple que G*/G** es producto de grupos ciclicos de or-
den p (sin excluir la posibilidad de que sea trivial).

DEMOSTRACION: Basta demostrarlo en el caso p-adico. Sea P = (w). Si
o € G(K/k) entonces o(m) es primo en K, luego o(m) = €,m para una cierta
unidad e,. Si o, 7 € G° entonces

(o7) () = €grm = 7(0(7)) = T(€om) = T(€)7(7) = (€5 )€r,

luego €, = 7(€y)er = €567 (Mbd ).

Por lo tanto, si llamamos K al cuerpo de restos de K, podemos definir el
homomorfismo G — K, dado por o — [e,].

Su nticleo es claramente G, luego G°/G* es isomorfo a un subgrupo de K,
que es un grupo ciclico, luego G°/G* es ciclico también. Mas atn, E/PB es un
cuerpo finito de orden potencia de p, luego K" tiene orden primo con p y G°/G*
también.

Ahora probaremos 2), con lo que el orden de G' serd potencia de p y, en
consecuencia, el orden de G°/G* tendra que ser exactamente eg.

Sea o € G*. Entonces o(7) = 7 (méd P+1), luego o(m) = 7 + n, 7! para
un cierto 1, € E. Si ahora tomamos o, 7 € G*, tenemos

(o7)(7) = T4 Nerm ™ = 7(1 + nem) = 7(7) + T(ne)7 (7))
= T ()T (0) T = 1 b et r(ng )

luego 1yr = 1r + 7(Ne )€t = 1y + 1, (méd PB) pues, como 7 € G, se cumple
e =1 (méd P).

Con esto tenemos otro homomorfismo G* —s K dado por o — [1,], cuyo
ntcleo es claramente G'T!. Por lo tanto G*/G**! es isomorfo a un subgrupo
del grupo aditivo de K, pero esto es lo mismo que un subespacio vectorial de K
considerado como espacio vectorial sobre el cuerpo de p elementos. Claramente
entonces G*/G**! es producto de grupos ciclicos de orden p. .
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En las condiciones del teorema anterior, si p es el primo de k divisible entre 3
y su norma absoluta (el niimero de clases médulo p) es n, entonces el cuerpo K
tiene nf elementos, donde f = f(B/p), y tenemos que eq | nf — 1, asi como que
|Gt . GPFY ‘ nt.

En términos de la teoria de grupos el teorema nos dice que G' es un p-sub-
grupo de Sylow de G°. EI hecho de que sea normal implica que es, de hecho,
el tnico p-subgrupo de Sylow de G, luego en la practica es facil de identificar.
Esto explica los términos “ramificacion dominada” y “ramificacion libre”: cuando
la ramificacién es dominada la serie de los grupos de ramificacién termina en
G' = 1, luego la ramificacién estd “controlada” gracias al teorema anterior,
pero si la ramificacion es libre no disponemos de ningin resultado general para
determinar el modo en que descienden los grupos G, y para saberlo hay que
analizar separadamente cada caso.

Del teorema anterior se deduce un hecho interesante sobre las extensiones
de cuerpos p-adicos:

Teorema 9.53 Si K/k es una extension de Galois de cuerpos p-ddicos, enton-
ces el grupo de Galois G(K/k) es resoluble.

DEMOSTRACION: Sea G = G(K/k) = G~! y consideremos la sucesion de
subgrupos
1=G"<9---49G'<9G*<G.

La extension K /k es no ramificada y, de acuerdo con 9.6, su grupo de Galois
G/GY es ciclico. Por el teorema anterior G°/G* también es ciclico y los demés
cocientes son abelianos, luego G es resoluble. m

Los teoremas anteriores estdn relacionados con los resultados que hemos
obtenido en las dos primeras secciones: Si K/k es una extension de Galois de
cuerpos p-adicos, tenemos la sucesion de cuerpos k C Ko C K; C K.

La extension Ky/k es no ramificada y K/Kj es totalmente ramificada. Es
facil ver que K es precisamente el cuerpo K, descrito en 9.8. El teorema 9.52
prueba que K;/Kj es también ciclica de grado primo con p, luego es total y
dominadamente ramificada. Es claro que K; es el cuerpo K, descrito en 9.15,
que nos anticipaba también que el grado |K : K| es potencia de p, tal y como
hemos probado.

Del teorema siguiente deduciremos resultados mas precisos sobre la estruc-
tura de los grupos de ramificacion:

Teorema 9.54 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-adi-
cos. Sea P un ideal primo en K, sea 7 € G® y o € G* para i > 1. Entonces
o~ r7lor € G siy sélo sio € G o tt € G

DEMOSTRACION: Basta probarlo en el caso p-adico. Sea P = (m). Sea
7(7) = emr, donde € es una unidad de K. Como por hipétesis 7 € G, tenemos
que 7(€) = € (méd P), luego 7i(7) = elm (méd P?) (por ejemplo, 7(e)m = er
(méd P?), luego 72(7) = 7(e)em = €2m (mdd P?), etc.).
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De aqui que la afirmacion 7° € G' equivale a que ¢ = 1 (méd ). Asi
mismo, si o(7) = m+nriT!, donde 7 es un entero en K, la afirmacién o € G+
equivale a que B | 7.

Hemos de probar, pues, que o~ '7 1or € G siy sélo si ¢t =1 (mdd B) o

bien P | 7.
Calculamos

(ro)(m) = a(r(n)) = o(em) = o(e)m + o (e)nm' .
Como o(€) = e (méd Pit1) tenemos que o(e)m = er (m6d Pit2), luego
(10)(7) = emr + enm (méd PH2) (9.3)
Por otro lado
(o7)(m) = 7(o(m)) = 7(m +r' ™) = 7(m) + () 7(m)F! = em + 7(n)e
y, como 7(n) = 1 (méd P), se cumple 7(n)7"*! = yritt (méd P+?), y ast
(o7)(7) = em + et (méd P?). (9.4)
Restando (9.3) y (9.4) queda
(r0 —o7)(m) = (em) (e — 1) (mod FF2).

Llamemos 7’ = (70)(7), con lo que m = (¢~ tr=1) (7). Sustituyendo llega-
mos a que

7 — (o o) (7)) = (em) (et — 1) (méd PT2).
Puesto que también se cumple 8 = ('), el teorema 9.50 nos permite concluir
que o 77 lor € Gl siy solo si P | plet —1). n

Como primera consecuencia inmediata obtenemos un resultado general sobre
la sucesion de grupos de ramificacién. Recordemos que el centro de un grupo G
es el subgrupo

Z(G) ={g € G| gh = hg para todo h € G}.

Teorema 9.55 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-ddi-
cos. Sea B un ideal primo en K. Sea ¢ > 1. Entonces

GG < Z(GY /G,
DEMOSTRACION: Si tomamos 7 € G' se cumple o~ '77tor € G, luego
[0] € Z(GY/GHY). .

En términos de la teoria de grupos esto significa que la sucesién de grupos
de ramificacién es una serie central del p-grupo G'.
Ahora veamos una consecuencia del teorema 9.54 mucho mas importante.
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Teorema 9.56 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-adi-
cos. Sea P un ideal primo en K tal que G° sea abeliano. Si G* # G entonces
€0 ‘ 7.

DEMOSTRACION: Sea [7] un generador de G°/G'. Por hipétesis podemos
tomar o € G*\ G*1, con lo que el teorema 9.54 nos da que [7]* = 1, luego g | i.
|

Definicién 9.57 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-
adicos. Sea B un ideal primo en K. Los indices i > 0 tales que G* # G**! se
llaman nidmeros de ramificacion de 3. Los representaremos por vy, ..., v;. Asi,
la serie de grupos de ramificacién puede abreviarse a

1=G"" g . aG" ™ 4G <Gy

El teorema anterior afirma que si Gz es abeliano entonces los nimeros v;
han de ser multiplos de eq.

Con los grupos de ramificaciéon podemos mejorar el teorema 9.31 y calcular
exactamente los exponentes de los primos en el diferente de una extension.

Teorema 9.58 Sea K/k una extension de Galois de cuerpos numéricos o p-adi-
cos y sea P un ideal primo en K. Entonces el exponente de P en el diferente
de K/k es

E- §(|Gi| —1).

DEMOSTRACION: Por el teorema 9.25 podemos suponer que la extension es
p-adica. Si Z es el cuerpo de inercia de B, la extension Z/k es no ramificada,
luego su diferente es 1. Por el teorema 9.24 podemos suponer que Z = k.
Entonces G(K/k) = G° y, si llamamos E/D a la extension de los anillos de
enteros, tenemos que E = D[a], para un cierto a € E (por 9.27).

Sea f(x) el polinomio minimo de «. El teorema 9.23 nos da que el diferente

de la extensién es
D= ()= TII (o(a) - ).
oceGO\1

Pero G\ 1= |J (G*\ G**1), la unién es disjunta y, si 0 € G*\ G**1, esto

=0
significa por definicién que (o(a) — a) = P+L. Por lo tanto

E= im 1)(1G1] - [G7+).

Supongamos que G* es el primer grupo de ramificacién trivial. Entonces

E = |G- |G +2(G = |G?]) +3(1G% — |G°) + - + 4G = 1)
t—1 . 00 .
= G+ |G+ + -+ =t = X (G- 1) = 2 (1G] = 1),
i=0 1=0
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9.8 CAlculo de grupos de ramificaciéon

Terminamos examinando algunos ejemplos concretos:

Cuerpos cuadraticos Sea K un cuerpo cuadrético de discriminante A y
consideremos la extension K/Q. Sea p un primo de K y sea p el primo racional
al cual divide. La tabla siguiente indica el cuerpo de descomposicion F' de p
junto con los cuerpos de ramificacion en cada uno de los casos posibles:

F Ky, Ki Ky, Kj

A/p)= 1|K K K K K
pimpar (A/p)=-1|Q K K K K
plA Q Q K K K

p=2 A =4m Q Q Q K K
A =8m Q Q Q@ Q@ K

Las tres primeras columnas se calculan inmediatamente a partir de los valores
r, f, ey eg. Con esto se completan las tres primeras filas.

Para calcular las restantes observamos que una base entera de K es en cual-
quier caso la formada por 1 y w = (A + \/Z)/2 El grupo de ramificacion
i-ésimo serd trivial o no segin si contiene a la conjugacion o, y esto a su vez
equivale a que p'*! | w — o(w) = VA.

Si p = 2 y el discriminante es de tipo A = 4m, con m impar, entonces el
exponente de p en VA es 2, luego G # 1y G? = 1.

Si A = 8m entonces el exponente de p en VA es 3 y concluimos que G2 # 1
y G3=1. ]

Cuerpos ciclotémicos Para calcular los grupos de ramificacion de los cuer-
pos ciclotémicos probamos en primer lugar un resultado que reduce el problema
al caso de extensiones de orden potencia de primo.

Teorema 9.59 Sea K el cuerpo ciclotomico de orden n = p"m, donde p es
primo y (m,p) = 1. Sean k y k' los cuerpos ciclotémicos de orden p™ y m
respectivamente. Sea P un divisor primo de p en K y sea p el primo de k
divisible entre PB. Entonces

1. Los grupos de ramificacion de P respecto a la extension K/Q (a partir de
i =0) coinciden con los de la extension K/k'.

2. El isomorfismo natural G(K/k') = G(k/Q) hace corresponder los grupos
de ramificacion de B con los correspondientes de .

DEMOSTRACION: Es claro que podemos sustituir cada cuerpo por su com-
plecién respecto al primo adecuado, de modo que K sera ahora Ky, k serd ky,
etc.

Segtn el teorema 2.38, el indice de ramificacién de P sobre Q, es el mismo
que sobre k' y a su vez coincide con el de p sobre Q,, (todos ellos valen e = ¢(p")).
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Segtin el teorema 9.49, el grupo de inercia G° para la extension K/k’ es un
subgrupo del correspondiente a K/Q,, pero como ambos tienen orden e, son el
mismo.

La extension K/k es no ramificada, luego podemos identificar p = 3. Mas
precisamente, p y P dividen a los enteros de £ con la misma multiplicidad,
luego las congruencias de enteros de £ médulo p son las mismas que méddulo .
Si fijamos 7 € p \ p? entonces el teorema 9.50 nos da que el i-ésimo grupo de
ramificacion tanto para la extension K /k’ como para K/Q, viene dado por

G'={0e€ G| o(r) =7 (méd P+)},

luego ambas extensiones tienen los mismos grupos de ramificacion. También es
inmediato que los grupos respecto a k/Q, se corresponden con éstos a través
del isomorfismo natural (inducido por la restriccion a k). "

Para las extensiones de orden potencia de primo tenemos:

Teorema 9.60 Sea p un numero primo, ( una raiz p"-ésima primitiva de la
unidad y K = Q(¢). Sea p el uinico primo que divide a p en K. Identificamos
G(K/Q) con el grupo Uy~ de las unidades mddulo p”. Entonces G° = Uyr vy, si
pF <i < pFtl, se cumple

G = {[n] € Upr | n=1 (méd pk+1)}.

DEMOSTRACION: Llamemos Hy, = {[n] € Uy | n =1 (méd p*)} y veamos
que si k > 1 entonces Hj, < GP"~1.

Si o es el automorfismo identificado con una clase [n] tal que n = 1 (méd p*),
para probar que o € GP" 1 basta ver que pi"k | 0(¢) — ¢ =(¢"— (. Pero ¢ es una
unidad y p = ({ — 1), luego esto equivale a que (¢ — 1)T’k | ¢~ — 1. Tomamos

clases modulo (¢ — 1)pk, con lo que trabajamos en un anillo de caracteristica p.
k

Se cumple que (0] = [¢ 17" = ([¢] — [1)"" = [¢]”" ~ [1], 0 sea, [("" = [1] ¥,
como por hipétesis p* | n — 1, también [¢]"~! = [1], luego [¢("~! — 1] = [0], como
queriamos probar.

Cambiando k por k + 1 queda que Hi1q < G”Hl*l, para todo k > 0, luego
también Hy,q < G para p* <i < pFtl,

Considerando el epimorfismo natural Upr — U,k+1 para 0 < k < 7 vemos

k+1 se cumple

que |Hyi1| = p"~*+D. Por lo tanto tenemos que si p* < i < p
|Gi| > prf(k+1).

Vamos a calcular la féormula del teorema 9.58 usando estas cotas inferiores.
Si vemos que el resultado F es exactamente el exponente de p en el diferente
de la extension, entonces todas las desigualdades tendran que ser igualdades y
tendremos el teorema.

Segin el teorema 9.43, el exponente de p en el discriminante de la extensién
es E=r(p—1)p ! —p =1 =p~L(pr —r —1). Como el discriminante es la
norma del diferente y N(p) = p, este nimero E es también el exponente de p en
el diferente. Veamos qué obtenemos con las cotas.
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Las cotas valen 1 a partir del término i = p" ', luego tenemos p” ~! sumandos

no nulos del tipo C; — 1 (para i =0,...,p"~* — 1). Agrupando todos los unos,
hemos de sumar todas las cotas C; y restar p" ' al resultado.

En primer lugar Cy = |Up-| = (p — 1)p"~!, parai = 1,...,p — 1 tenemos
p—1 sumandos iguales a p"~!, parai = p,...,p? — 1 tenemos p(p— 1) sumandos
iguales a p"~2, para i = p?,...,p> — 1 tenemos p?(p — 1) sumandos iguales a
p" 3, ete.

Asf pues, tenemos 7 bloques que suman (p — 1)p"~! cada uno. El total,

4 r—1
después de restar p" -, es

r—1 r—1 _  r—1 _
rp—Lp " —p T =p""(pr—r—1)=FE. .

En particular los ntimeros de ramificacion son 0, p—1, p? —1, ..., p" "t —1,
excepto cuando p = 2, en cuyo caso 0 no es un niamero de ramificacion (tanto
G° como G! tienen 2"~! elementos). El grado entre dos cuerpos de ramificacion
sucesivos es igual a p.

Cuerpos cubicos puros Por tultimo estudiamos la clausura normal de un
cuerpo ciibico puro Q((’/ﬁ), es decir, un cuerpo de la forma K = Q(%, J?3)
Para mayor comodidad del lector reproducimos la tabla .2IT con el tipo de
factorizacién de cada primo:

Casos Q(V=-3) | Q(¥Ym) K el f

p= 1(3) 2®=ab*(p) | Ppip2 | PiPabs | P1p2pspapspe | 1|1

pfab a® #ab*(p) | pip2 P pip2 113
p=-1(3) p p1p2 p1p2ps 12

plab p= 1(3) p1p2 p? (p1p2)? 311
p=-1(3) p p° p® 3]2

p=3 Tipo I p? p3 pb 6|1
Tipo II p° pip3 | (papeps)® [2]1

La tabla siguiente indica los cuerpos de ramificacion en cada caso. Como
de costumbre, F es el cuerpo de descomposicion. Llamaremos Lz = Q(¢/m ) y

Ly = Q(v3).

Casos F |Ky| K1 | Ky | K3 | K4

p= 13) 2*=ab?(p) | K | K | K | K | K | K

ptab > #ab®(p) | Lo | K | K | K | K| K
p=—1(3) Ly | K| K| K| K| K

pl|ab p= 1(3) Ly | Ly | K| K | K| K
p=—1(3) Q|L| K| K| K| K

Tipo I 31 ab Q| Q| | K |K|K
p=3|Tipol 3| ab Q| Q| Ly | Ly | Ly | K
Tipo II Ly | Ly | K | K | K | K
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Notemos que la extension K/Q contiene tres cuerpos intermedios conjugados
de grado 3. Cuando en la tabla aparece L3 hay que entender que los cada uno
de los tres divisores de p en K tiene como cuerpo de ramificacion a uno de estos
tres cuerpos.

Observemos también que el pentltimo caso de la primera tabla se ha desdo-
blado en dos en la segunda. Excepto estos dos casos, todos los demas se razonan
facilmente.

Por ejemplo, tomemos la ultima fila: el nimero de factores en que se des-
compone p es r =3 = |F : Q|, luego F = L. Ahora, f =1 = |Ky : F|, con lo
que Ko = L3. Finalmente tenemos |K; : Ko| = ¢ = 2, luego K; = K.

El tnico caso que tenemos que analizar es p = 3 cuando el cuerpo cubico es
de tipo I, que se corresponde con las filas pentiltima y antepeniltima de la tabla.
En ambos casos es claro que K1 = L. Para determinar los cuerpos siguientes
usaremos el teorema 9.58, para lo cual hemos de calcular el diferente de la
extension. En realidad nos bastaria calcular el diferente local correspondiente
al divisor 3, pero por completitud calcularemos el diferente global tanto para
cuerpos de tipo I como de tipo II. La idea es que si consideramos la cadena
Q C Ly C K tenemos problemas con K/Ls debido a la ramificacion libre, pero
si consideramos Q C L3 C K la ramificacion libre esta en el tramo Ls/Q, pero
aqui podemos calcular el diferente a partir del discriminante, que es conocido.

Llamemos f = 3ab si L3 es de tipo I y f = ab si Ls es de tipo II. Segin el
teorema 1.20, el discriminante de L3 es 3f% (consideramos a f como ideal, por lo
que prescindimos del signo).

Fijemos notacion para la factorizacion del 3: Si L3 es de tipo II tenemos que

3 =pip3 en L3, 3 =q” en Lo, p1 = P, p2 = PoP3, 9 = P1P2Ps en K.

El tipo I también se ajusta a este esquema si convenimos que p; = po,
PB1 =Pz = Ps.

Cada divisor primo (racional) de f tiene un tunico divisor en L3, que lo divide
con multiplicidad 3, luego podemos escribir §1/3 para referirnos al ideal de Ls
que resulta de dividir entre tres los exponentes de los primos de L3 que aparecen
en f.

De los divisores de 3, el tinico que se ramifica en Lz es po, luego es el tinico
que puede aparecer en el diferente de L3/Q. Teniendo esto en cuenta, es claro
que dicho diferente ha de ser D3/, = paf?/.

Respecto a la extension K/Ls, el tnico primo ramificado es B1, con indice
2, luego la ramificacién es dominada, los grupos de ramificacién son G° = Oy,
G' =1, y el teorema 9.58 nos da que el diferente es exactamente Dg/3 = P1.

Con esto tenemos el diferente de toda la extension K/Q, que resulta ser

Dg/1 = PrPaPaf?/? = 3172523,

Por otro lado, el diferente de la extension Lo/Q se calcula inmediatamente
a partir del discriminante, que es —3. Evidentemente D3/, = q = 3172 Asi
llegamos al diferente que nos interesaba, el de la extension K/Ls, que es

;06/2 = f2/3. (95)
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Necesitdbamos el exponente de ‘B = B = P2 = P3 en Dg o cuando L3 es
de tipo I. Como f = 3ab, dicho exponente serda F =4 si ptab o bien E = 8 si
p | ab.

Los grupos G; para K/Ls tienen orden 3 o son triviales, luego aportan
sumandos iguales a 2 en el teorema 9.58. Asi pues, si p t ab hay 2 grupos no
triviales (los correspondientes a i = 0, 1) y si p | ab hay 4 grupos no triviales
(i=0,1, 2, 3). Esto es lo que refleja la tabla anterior.



Apéndice A

El lema de Hensel

En este apéndice probaremos un resultado importante sobre cuerpos com-
pletos no arquimedianos, del cual deduciremos entre otras cosas que la hipétesis
de separabilidad del teorema 5.25 (y de sus consecuencias) puede eliminarse.

En primer lugar observamos que si K es un cuerpo métrico no arquimediano
(no necesariamente discreto), podemos definir su anillo de enteros como

E={aeK||a <1}.

Claramente se trata de un anillo y K es su cuerpo de cocientes. Las unidades
de E son los elementos de K con valor absoluto 1. También es claro que E tiene
un unico ideal maximal, a saber,

p={acK||of <1}.

(Notemos que p esta formado por los elementos no unitarios de £.) También
tenemos definido el cuerpo de restos K = E/p.

Teorema A.1 Sea K un cuerpo métrico no arquimediano. Entonces cualquier
valor absoluto de K se extiende a un wvalor absoluto no arquimediano sobre
el cuerpo de fracciones algebraicas K(x) de manera que para cada polinomio
flz) =apz™ + -+ a1z +ap € K[z] se cumple |f(x)] = Orgiézxnﬂaﬂ}.

DEMOSTRACION: Consideremos la aplicacion definida sobre el anillo de poli-
nomios K [z] como indica el enunciado y vamos a probar que verifica los axiomas
de un valor absoluto no arquimediano.

El tinico que no es inmediato es que esta aplicaciéon conserva los productos. Si
tenemos dos polinomios f y g con coeficientes {a;} y {b;} entonces un coeficiente

k

de su producto es de la forma > a;bg—;, y ciertamente
i=0

k

> aibe

=0
de donde |f(x)g(z)| < |f(x)]|g(z)|. Hemos de probar la igualdad.

< méxi |aibk_i| < méJXZ‘ |az\ HléXj ‘bj|,

341



342 Apéndice A. EI lema de Hensel

Llamemos fi(z) a la suma de los monomios a;z’ tales que |a;| = |f(z)| y
fa(z) a la suma de los monomios restantes. Asi f(z) = fi(x) + fa(x). Des-
componemos igualmente g(z) = g1 () + g2(x). Notemos que |fo(x)| < |f1(z)] vy
192(2)] < |g1(2)]. As

f(@)g(x) = fi(x)g1(z) + fi(z)g2(x) + fa(z)g1(z) + f2(x)g2(7).

Es facil ver que el valor absoluto de los tres tltimos factores es estrictamente
menor que el del primero, luego por la desigualdad triangular no arquimediana
(que ya hemos dicho que se cumple) concluimos que |f(xz)g(x)| = | f1(x)g1(x)].

Por la desigualdad ya probada |f1(x)g1(z)| < |f1(2)] |g1(x)| y, considerando
el coeficiente director, vemos que de hecho se tiene la igualdad. Asi pues
F@9(@)] = 1A 191 (@)] = |£@)lg().

Esta propiedad justifica que |f(x)/g(x)| = |f(x)|/|g(x)| no depende del re-
presentante elegido para la fraccion algebraica y claramente es un valor absoluto
en K(z) (conviene probar la desigualdad triangular usual, y el hecho de que la
restricciéon a K sea el valor absoluto no arquimediano de partida implica que la
extension es no arquimediana). "

Observemos que los distintos valores absolutos de K inducen valores abso-
lutos equivalentes en K (x), por lo que, en definitiva, cada cuerpo métrico no
arquimediano K induce una tnica estructura de cuerpo métrico no arquime-
diano en K (z). Veamos ahora un resultado técnico previo al lema de Hensel.

Teorema A.2 Sea K un cuerpo métrico no arquimediano, sean dos polinomios
g9(x), go(z) € K[z] de modo que go(x) es mdnico y |go(x)| < 1. Consideremos
la division euclidea

g(x) = go(x)e(z) + r(x), gradr(x) < grad go(x), c(z),r(z) € K[z].
Entonces |r(z)| < |g(x)].
DEMOSTRACION: Sean
9(x) = apx™ + -+ + ar1x + ag, go(z) =2a™ + -+ brx + bg.

Entonces
n—m | —

|90(2)anz |90(2)| an] < lan| <g(2)],

luego |g(x) — go(x)anz™ ™| < |g(z)|. Continuando el proceso de la division
llegamos a que |r(z)| < |g(x)]. .

Si K es un cuerpo métrico no arquimediano, F es su anillo de enteros y

p={f(z) € Ela] [ [f(2)] <1},

es claro que p es un ideal primo de E[z] y que el cociente E[z]/p es isomorfo de

forma natural al anillo de polinomios K[z]. Representaremos por f(x) la clase
de f(x) en el cociente.
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Teorema A.3 (Lema de Hensel) Sea K un cuerpo métrico completo no ar-
quimediano y sea E su anillo de enteros. Supongamos que un polinomio de E[z]
factoriza mddulo p como f(z) = Go(z)ho(x), donde go(z) es mdnico y go(x)
y ho(x) son primos entre si. Entonces erxisten polinomios g(z), h(z) € E|x]
tales que f(x) = g(x)h(x), g(x) es mdnico, tiene el mismo grado que go(x) y

9(x) = go(w), h(x) = ho().
DEMOSTRACION: Por hipotesis existe un polinomio p(z) € E[z] tal que
f(@) = go(@)ho(z) +p(x) vy |p(x)| <1. (A1)

El hecho de que go(7) y ho(x) sean primos entre si se traduce en que existen
polinomios a(z), b(x), ¢(x) € E[z] de modo que

a(x)go(x) +b(x)ho(x) =1+c(z) vy le(z)] <1 (A.2)
Multiplicamos por p(x):

a(z)p(x)go(x) + b(x)p(x)ho(x) = p(x) + c(z)p(x). (A.3)

Dividimos b(z)p(z) y c¢(z)p(x) entre go(x):
b(x)p(x) = go(x)q(z) +ur(x),  gradui(z) < gradgo(z), (A.4)
c@)p(x) = golz)q(x) + r(z), gradr(z) < grad go(z). (A.5)

El teorema anterior nos da

|us (2))| b(x)p(x)| = [b(z)| [p(x)] < [p(x)] <1, (A.6)
()] le(2)p(@)] = |e(@)[|p(z)] < [p(z)] < 1. (A7)

Sustituyendo (A.4) y (A.5) en (A.3) obtenemos:
(a(@)p(z) + q(2)ho(z) = q1(2)) go (@) + w1 (2)ho(2) = p(z) + ().
Llamamos v (x) a la expresion entre paréntesis, y asi queda
v1(x)go(x) + ur () ho(z) = p(z) + (). (A-8)
La desigualdad triangular junto con (A.6), (A.7) y (A.8) nos da que
lvi(2)go(x)] < max{[ui(z)ho(z)|, [p(z)|, [r(x)[} = [p()]
y, como |go(z)| = 1, concluimos que

o1 (2)] < [p(z)] < 1. (A.9)

<
<

Definimos

(@) = go(x) +ua(x), (A.10)
hi(z) = ho(x) +vi(x). (A.11)
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Asi g1 (x) es monico y del mismo grado que go(z). Por (A.6) y (A.9) resulta

lg1(@)] = lgo(@)| =1, |hi(z)| <1, gi(z) =go(z), hi(x)= ho(x).

Sea
pi(z) = f(z) — g1(x)ha(2). (A.12)
Usando (A.1) y (A.8) tenemos
pi(z) = f(x)—go(x)ho(z) — go(z)v1(x) — ur(x)ho(x) — ui(w)vi(x)

= px) —p(z) —r(@) —w(z)vi(z) = —r(r) —ui(@)vi(z),

luego por (A.6), (A.7) y (A.9)

p1(z)] < max{[r(@)], lur(@)vr (@)} < max{|e(@)|[p(@)], [p(z)] [p(x)]}

< max{le(@)], lp(x)| }p(2)| = klp(z)], (A-13)

donde k = max{|c(z)|, |p(z)|} < 1. Més atn, (A.2), (A.10) y (A.11) implican
a(x)gi(x) + b(x)hi(x) = a(x)go(x) + a(z)ui(x) + b(z)ho(x) + b(z)vi ()

= 1+c(z)+a(x)ui(z) +b(x)vi(z) =1+ cr(x),
con ¢1(z) = c(z) + a(z)uy (z) + b(z)vi(z) v, en virtud de (A.6), (A.9) y (A.13),
ler(@)] < 1, max{ler(@)], [p1(2)|} < max{|e()], [p(z)[} = &
Por otro lado,

grad(gy(x)h () = grad(go(x)ha (x))
)]

< [(A11)] méax{grad(go(z)ho(x)), grad(go(z)v1(z)) }
< [(A4.1),(A.8) max{gradf x), grad p(x), grad (uy (z)ho(z )),gradr(z)}
< [(A.1),(A4), (A.5)] max{gradf ,grad p(z } m.

En resumen tenemos dos polinomios g1(x), h1(z) que cumplen las hipotesis
del teorema en lugar de go(z) y ho(x) y ademas

Ip1 ()] < k[p(z)], grad(gi(z)hi(z)) < m.

Podemos repetir el proceso indefinidamente, y asi obtenemos polinomios
gn(x), hn(x), pu(x), un(x), va(z) tales que

gn(z) = +Zuz ), Jui(@)] < |piei(2)] < K,

n

+Zvl ) ‘Uz |<|pl ( )lgkza

gn(x)hn<x)+pn( ), |pn(2)] < k"L

>
3
—
&

I

~

—

&
|
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Ademas los polinomios g, (x) son moénicos, todos del mismo grado y
grad h, (z) < m — grad go ().

Definimos
9(x) = go(z) + Z ui(z),  h(zx) = ho(x) + Zvi(x)-

Notemos que la convergencia de las series no se sigue simplemente de que las
sucesiones |u;(z)| y |vi(z)| tiendan a 0, pues K (x) no es completo, pero el grado
de los sumandos esta acotado y, al intercambiar formalmente las series con las
sumas de cada polinomio, obtenemos un polinomio cuyos coeficientes son series
convergentes (pues K si que es completo) y es facil ver que tales polinomios son
realmente las sumas de las series.

Por otro lado es claro que la sucesion p, (x) tiende a 0, luego f(z) = g(z)h(z).
Claramente

92) — go(@)] < mc{Jus() } <1, |h(a) — ho(e)| < max{Juix)[} <1
y ademas g(x) es monico y tiene el mismo grado que go(x). m
Veamos dos casos particulares:
Teorema A.4 Sea K un cuerpo completo no arquimediano y
fl@)=apa"+ -+ a1z +ap

un polinomio con coeficientes enteros (en K), a, # 0. Silay| <1 yla;| =1
para un i # 0 entonces f es reducible.

DEMOSTRACION: Sea 0 < i < n el mayor indice tal que |a;| = 1. Definimos

1 .
2
go(z) = —(a;z" + - + a1z + ap), ho(z) = a;.
i
Claramente ambos polinomios tienen coeficientes enteros, son primos entre
si, go(x) es moénico y

|f(2) = go(@)ho(2)] = lanwn + -+ + azpaa™| < 1.

También es obvio que go(x) y ho(z) son primos entre si. El lema de Hensel
implica que f se descompone en producto de dos polinomios, uno de grado i y
otro de grado n — i, luego es reducible. [

Teorema A.5 Sea K un cuerpo completo no arquimediano y f(x) un polinomio
ménico irreducible en K(z]. Si el término independiente de f(x) es entero,
entonces los coeficientes restantes también lo son.
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DEMOSTRACION: Sea c el coeficiente de f(x) con mayor valor absoluto. He-
mos de probar que |¢| < 1. En caso contrario f(z)/c tiene todos sus coeficientes
enteros y uno de ellos igual a 1. Su coeficiente director es 1/¢, y se cumple
|1/c] < 1, luego por el teorema anterior f(x) seria reducible, en contra de lo
supuesto. [

Ahora podemos probar que la aplicacion definida en el teorema 5.23 es siem-
pre un valor absoluto:

Teorema A.6 Seak un cuerpo métrico completo. Sea K/k una extension finita
de grado n. Entonces cada valor absoluto de k se extiende de forma tnica a un

valor absoluto de K que viene dado por |a| = /| N(a)].

DEMOSTRACION: La tnica extensién no trivial de un cuerpo arquimediano
completo es C/R con la topologia usual, y en tal caso el resultado es evidente
(ver la seccion 5.7). Podemos suponer, pues, que k es no arquimediano.

Es obvio que la aplicacion |a| = {/|N(a)| extiende al valor absoluto de k,
asi como que satisface los axiomas de valor absoluto salvo quizé la desigualdad
triangular.

Hemos de probar que si |a| < |3] entonces |a+ | < |5] o, equivalentemente,
que |a/B+1| < 1, para todo a, 8 € K, 8 # 0. Alternativamente, basta ver que
si |a] < 1 entonces |a+ 1| < 1. En nuestro caso concreto esto equivale a que
si |[N(a)| < 1 entonces |N(a +1)| < 1. Como Ng /(@) = (Nj(ay s () EHF]
podemos suponer que K = k(«).

Sea f(z) el polinomio minimo de « en k[x]. Su término independiente es,
salvo el signo, N/ (), luego es entero en k. El teorema A.5 implica que todos
sus coeficientes son enteros. El polinomio minimo de a4+ 1 es f(z — 1), que
también tiene sus coeficientes enteros, en particular su término independiente,
luego | N(ao+1)| < 1. u

Notemos que dos valores absolutos de k se diferencian en un exponente,
luego lo mismo les sucede a sus extensiones. Asi pues, la estructura métrica que
obtenemos en K no depende del valor absoluto de k del que partamos, y asi K
se convierte en un cuerpo métrico completo de modo que sus valores absolutos
estan en biyeccion con los de k (la completitud la garantiza 5.23).

Combinando los teoremas A.1 y A.6 tenemos lo siguiente:

Teorema A.7 Sea K/k una extension finitamente generada. Entonces todo
valor absoluto en k se extiende a K.

DEMOSTRACION: Por [Al 9.26], podemos tomar una base de trascendencia
Z1,...,%, de K sobre k. Entonces, cada x; es trascendente sobre Q(z1,...,2;-1)
y aplicando sucesivamente el teorema A.1 tenemos que cualquier valor absoluto
prefijado en Q se extiende a Ko = k(z1,...,2,). Ademas, la extension K/K
es algebraica y finitamente generada, luego es finita.

Sea Ky la complecién de Ky respecto de la extensién del valor absoluto
dado. Podemos identificar a K con un subcuerpo de una extensiéon de Ky
(basta expresar K = Ko(a) y adjuntar a K, una raiz del polinomio minimo de
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a sobre Kp). Asf la extension ,KOK /K es finita, luego por A.6 el valor absoluto
de Ky tiene una extension a KoK y la restriccion de ésta a K es una extension
del valor absoluto dado. n

Usando esto podemos demostrar el resultado geométrico que citdbamos en
la introduccion:

Teorema A.8 No es posible dividir un cuadrado en un nimero impar de tridn-
gulos de la misma drea.

DEMOSTRACION: Supongamos que hemos dividido un poligono @ en un
namero finito de tridngulos disjuntos (en el sentido geométrico de que la in-
terseccion de dos cualesquiera de ellos conste a lo sumo de puntos comunes de
sus fronteras). Diremos que dos vértices de los triangulos son adyacentes si es-
tan situados sobre el lado de un mismo triangulo y el segmento que los une no
contiene otros vértices. Llamaremos segmentos a los segmentos que unen dos
vértices adyacentes.

Asi, por ejemplo, la hipotenusa del tridn- o O
gulo rectangulo que hay a la izquierda de la fi-
gura es un lado que se divide en tres segmentos,
mientras que los catetos son lados y segmentos
a la vez. El lector puede buscar en la figura
el inico segmento que no es el lado de ningan
tridangulo.

Supongamos que divisimos los vértices de
los tridngulos en tres clases disjuntas A, B, C,
como las marcadas en la figura con circulos
blancos (A), negros (B) o sin circulos (C).

Diremos que un lado o un segmento es de tipo AB si tiene un extremo de
tipo A y otro de tipo B. Por ejemplo, el cuadrado de la figura tiene un tnico
lado de tipo AB. Vamos a probar lo siguiente:

Si el poligono Q tiene un nimero impar de lados de tipo AB y ningin
lado de ningin tridngulo tiene vértices de los tres tipos, entonces al
menos uno de los tridngulos tiene vértices de los tres tipos.

Observemos que la figura cumple las hipotesis y, ciertamente, los tres trian-
gulos sombreados cumplen la conclusion.

Supongamos que no hay triangulos con vértices de los tres tipos. Dividimos
la prueba en varios pasos:

1. Un lado de un tridngulo de tipo AB contiene un numero impar de seg-
mentos de tipo AB.

En efecto, como no puede contener vértices de los tres tipos, todos los
vértices que contenga tienen que ser de tipo A o B. Si nos movemos desde
el vértice A hasta el vértice B, el tipo de vértice tiene que cambiar un
namero impar de veces, luego tenemos que pasar por un numero impar de
segmentos de tipo AB.
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2. Un lado de un tridngulo que no sea de tipo AB contiene un nimero par
de segmentos de tipo AB.

Si el lado no contiene vértices de tipo A o B, entonces tiene 0 segmentos
de tipo AB, y si sus vértices son de tipo A y B, sus extremos seran ambos
del mismo tipo, luego si nos movemos de uno al otro el tipo de vértice
tiene que cambiar un nimero par de veces, luego tenemos que pasar por
un namero par de segmentos de tipo AB.

3. Cada tridngulo tiene 0 o 2 lados de tipo AB.

Si tiene al menos un lado de tipo AB, como sus vértices no pueden ser de
los tres tipos, el tercer vértice tiene que ser también de tipo A o B, lo que
hace que haya exactamente 2 lados de tipo AB.

4. Cada tridngulo consta de un ndmero par de segmentos de tipo AB.

El ntmero de lados de tipo AB es par, y cada uno de ellos contiene un
ntmero impar de segmentos de tipo AB, luego entre todos los lados de
tipo AB hay un ntimero par de tales segmentos, y a ellos hay que sumar
los segmentos contenidos en los lados que no son de tipo AB, que también
son un numero par, luego el niimero total es par.

5. El poligono Q consta de un nimero impar de segmentos de tipo AB.

Por hipétesis @@ consta de un nimero impar de lados de tipo AB, cada
uno de los cuales consta de un ntmero impar de segmentos de tipo AB,
luego dichos lados contienen en total un ntimero impar de segmentos de
tipo AB. A ellos hay que sumarles los contenidos en los lados que no son
de tipo AB, pero cada lado contiene un ntimero par de ellos, luego el total
es impar.

Ahora observamos que las dos dltimas afirmaciones que hemos probado no
pueden darse a la vez. En efecto, si contamos los segmentos de tipo AB que
hay en cada triangulo, el total es un ntimero par, pero hemos contado dos veces
cada segmento que no esté en @, luego si al resultado le restamos dos veces el
ntumero de segmentos interiores de tipo AB, seguimos teniendo un ndmero par,
que es el numero de segmentos de tipo AB que estdn en @, en contradiccion
con lo que hemos probado.

Pasamos ya a demostrar el teorema. No perdemos generalidad si suponemos
que el cuadrado es el cuadrado unidad Q = [0, 1]2. Lo suponemos dividido en m
triangulos de area 1/m y vamos a probar que m es par.

Sea K el cuerpo que resulta de adjuntarle a Q las coordenadas de los vértices
de los tridngulos. Se trata de una extension de QQ finitamente generada, luego
por el teorema anterior el valor absoluto diadico de Q se extiende a K. De este
modo tenemos un valor absoluto no arquimediano en K con la propiedad de
que |2| < 1. Dividimos los puntos (z,y) € K? en tres tipos mediante el criterio
siguiente:
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o (z,y) esdetipo Asi|z| <1y |yl <1
e (z,y) esdetipo Bsilz|>1y |yl <|z|
e (z,y) esdetipo Csily|>1y |z <|y|

Es obvio que los tres conjuntos de puntos son disjuntos dos a dos. Ademas,
todo punto es de uno de los tres tipos, pues si no es de tipo A, o bien |z]| > 1
o bien |y| > 1. Sisoélo es |z| > 1, es que |y| < 1 < |z| y el punto es de tipo B.
Si sélo es |y| > 1, entonces |z| < 1 < |y| y el punto es de tipo C. Por ultimo, si
|z] > 1y |y| > 1, el punto sera claramente de tipo B o C.

En particular, el punto (0,0) es de tipo A, los puntos (1,0) y (1,1) son de
tipo By el punto (0,1) es de tipo C. Por lo tanto, @ tiene un tnico lado de
tipo AB.

1. St P = (z,y) y P = (2',y') cumplen que P — P’ es de tipo A, es decir,
que |[x —2'| <1 yly—vy'| <1. Entonces P y P’ tienen que ser del mismo
tipo.

En efecto, si P es de tipo A es inmediato, pues
2’| = |2’ =z + 2| < max{|z’ — 2|, |z|} < 1,

e igualmente con v/, luego P’ es de tipo A.

Si P es de tipo B, entonces
1<|z| = |z —2' + 2| <méax{|xz — 2|, |2'|} = |2/,

ly'| =y —y+yl <méax{ly’ —yl, [y} <|z| < 2’|,

luego P’ también es de tipo B. Si P es de tipo C razonamos como antes
que 1 <[y[ <|y]y

2’| = |2’ — z + 2| < max{]a’ — 2|, |z[} < [y| < |¥],
luego P’ también es de tipo C.

2. Tres puntos alineados no pueden ser de tres tipos distintos.

En efecto, si asi fuera, lo mismo sucederia con los tres puntos que resultan
de restar a los tres puntos el que es de tipo A, con lo que tendriamos tres
puntos alineados de tres tipos distintos uno de los cuales (el de tipo A)
serfa (0,0). Sean P = (z,y) el punto de tipo By P’ = (z/,y’) el punto de
tipo C.

Entonces |y| < |z|, |#']| < |[¢'], luego |2'y| < |zy’|, pero el hecho de que am-

bos estén alineados con 0 se traduce en que son linealmente dependientes,
luego zy’ = 2y, y tenemos una contradiccion.
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En particular, los lados de los tridngulos en los que suponemos dividido ) no
pueden tener vértices de los tres tipos, luego, segiin hemos probado antes, existe
al menos un tridngulo 7' con vértices de los tres tipos. Restando a sus vértices
el de tipo A, podemos suponer que el vértice de tipo A es (0,0). Llamemos
P = (z,y) al vértice de tipo By P’ = (2/,y') al vértice de tipo C. Como en la
prueba de 2) esto implica que |2'y| < |zy’|, pero el area de T es

1 1
ii(xy’ —2'y) = pg

luego
[1/m] = [1/2[]ay" — 2y| < [1/2|méx{|xy'|, |2"y[} = [1/2]|2]ly'| > 1,

pues [1/2| > 1, |z| > 1, || > 1, luego |m| < 1, y esto implica que m es par.
| |

Terminamos este apéndice con una aplicacién interesante del lema de Hensel.
Vamos a demostrar que los tinicos cuerpos métricos localmente compactos de
caracteristica prima son los cuerpos de series formales de potencias sobre cuerpos
finitos.

Teorema A.9 Sea K un cuerpo métrico localmente compacto de caracteristica
prima p. Sea w un primo en K. Entonces K contiene un cuerpo k isomorfo a su
cuerpo de restos de modo que la aplicacion k((x)) — K dada por f(x) — f(m)
es un isomorfismo topoldgico.

DEMOSTRACION: Por el teorema 5.17 el cuerpo de restos K de K es finito.
Digamos que tiene p" elementos. El polinomio g(z) = xzP" — x se escinde en
factores lineales distintos en K luego aplicando varias veces el lema de Hensel
vemos que lo mismo le ocurre en K. Més atn, las raices de ¢(x) en K recorren
todas las clases de K. La adjuncién al cuerpo primo de K de estas raices es un
cuerpo finito k de p™ elementos.

El teorema 5.18 implica que la aplicacion descrita en el enunciado es bi-
yectiva. Es facil ver que es un homomorfismo y por lo tanto un isomorfismo.
También es claro v(f(z)) = v(f(n)) para todo f(z) € k((z)), por lo que el
isomorfismo es topologico. n
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