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I ntroduccién

Durante mucho tiempo se ha considerado la resoluciéon de problemas como un
corolario de la ensefianza de las matematicas. Desde mediados de los ochenta, con
los trabajos de Schoenfeld (1985), como sefialan Davis y Hersh (1.989), vuelven a
adquirir actualidad las ideas de Polya (1965) sobre el papel de la heuristica en la
resolucién de problemas. Hoy dia la resolucion de problemas no aparece aislada en el
curriculum, sino integrada en las distintas areas de las matemaéticas.

Desde la perspectiva de la educacion matematica, la incorporacion de los
programas de ordenador, entendemos que ofrece un impulso para ampliar y mejorar
las estrategias heuristicas en la resolucién de problemas. Un ejemplo viene dado por
las posibilidades que brindan los programas basados en la "geometria dinamica", ya
que la herramienta de arrastre posibilita la formulacion/verificacion de conjeturas o la
construccion de contraejemplos que permiten el rechazo/modificacién de las mismas.

En un problema, como ocurre con las matematicas y las ciencias en general,
podemos distinguir dos momentos que son, el de exploracién/descubrimiento, y el de
la justificacion/validacion (Piaget y Garcia, 1982). En el primer momento, el resolutor
utiliza todas aquellas estrategias heuristicas de que dispone para la elaboracion de
una conjetura, que es una afirmacién que le parece plausible, y que puede ser
aceptada o rechazada, en este Ultimo caso puede proceder a modificarla. En el
segundo momento, intenta buscar y dar argumentos para un razonamiento que la
certifique.

En relacion a la clasificacion de problemas de Polya (1965) si el momento
preponderante es el de justificacion, estariamos ante “un problema por demostrar”;
cuando esta presente el momento de exploracion, estamos ante un “problema por
resolver”.

En este trabajo queremos mostrar qué papel juegan los programas de
geometria dinamica para el desarrollo de estrategias de resolucién de problemas. Nos
centraremos esencialmente en el momento de la exploracion/descubrimiento. Aunque
también juegan un papel importante en el segundo momento.

Software dinamico para geometria

Actualmente en el campo de la educacién matematica hay disponible una gran
variedad de programas de ordenador que pueden incorporarse al aula de
matematicas. Si bien este software tiene gran variedad, asi podemos citar los
programas de calculo simbdlico, como Derive, las hojas de calculo, como Excel,
programas de estadistica, como SPSS; nos vamos a centrar en este trabajo en los
programas que se agrupan bajo la denominacion de “programas de geometria
Dindmica”, como Cabiri Il, Cinderella, GEUP, etc. Hemos elegido en este caso Cabri Il.

Los dos aspectos claves de estos programas son:
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- la construccion de figuras geométricas, y
- la posibilidad de arrastre de las mismas.

Una figura se realiza utilizando las propiedades euclideas que el programa
ofrece a través de las herramientas que incorpora el programa o bien que son creadas
por el usuario (normalmente denominadas macroconstrucciones). Por ejemplo, para
trazar una recta perpendicular a un segmento debemos utilizar la herramienta "recta
perpendicular". Cuando se arrastre cualquier punto basico de la construccion, la recta
sigue siendo perpendicular En otro caso tendra solamente la apariencia de ser
perpendicular y al arrastrarse alguno de sus puntos basicos dejard de ser
perpendicular.

Cuando con los programas de geometria dinamica construimos una figura, por
ejemplo un tridngulo equilatero, ésta representa a toda la clase, en nuestro caso, a
todos los triangulos equilateros, sin mas que “arrastrar” los puntos basicos.

Para Goldenberg y Cuoco (1.998) los programas de geometria dinamica
permiten a los usuarios, después de haber hecho una construccion (figura), mover
ciertos elementos arrastrandolos libremente y observando cémo otros elementos
responden dinamicamente al alterar las condiciones.

Consideramos que al utilizar estos programas se establecen relaciones
geomeétricas de tipo explicito del siguiente modo.

-relaciones explicitas del usuario: para hacer una figura el usuario debe indicar al
programa las propiedades euclideas de la misma.

- relaciones explicitas del programa: dada una figura, ademas de las relaciones
establecidas por el usuario, aparecen otras relaciones que se deducen de las
anteriores. Por ejemplo, dado un tridngulo y sus tres medianas, construidos como
figura, se deduce que se cortan en un punto (baricentro). De esta forma el programa
hace explicitas esas relaciones no conocidas, a priori, por el usuario.

Relaciones dadas
por € usuario

Programa

Relaciones dadas
por €l programa

Desarrollo de estrategias heuristicas a través del software

Como hemos sefialado antes los programas de geometria dinamica potencian
el desarrollo de estrategias heuristicas para la resolucion de problemas. Polya (1965)
utiliza el término heuristica para referirse al estudio de las reglas y de los métodos del
descubrimiento y de la invencién, sefialando que desde una perspectiva moderna,
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trata de comprender el método que conduce a la resolucién de problemas, en
particular las operaciones mentales tipicamente Gtiles* en este proceso.

Las estrategias heuristicas no garantizan efectividad para resolver un
problema, a pesar de que en determinadas situaciones hayan tenido éxito, lo que las
diferencia de los algoritmos, que si la garantizan.

Un ejemplo de estrategia heuristica para resolver un problema puede ser
particularizar. Polya (1965) en su “breve diccionario de heuristica” define la
particularizacion en pasar de la consideracién de un conjunto de objetos dados a la
consideracion de un conjunto mas pequefio o incluso de un solo objeto contenido en el
conjunto dado.

Otras estrategias heuristicas que vamos a considerar son, trazar lineas auxiliares y
confeccionar tablas de valores para obtener relaciones de naturaleza numeérica
(patrones).

Para Mason y cols (1989) esta estrategia es una buena manera de empezar a
resolver un problema, es un proceso que permite la transicién entre las fases de
abordaje del problema y la de ataque para su resolucion. Para ellos consiste en
concentrarse en algunos ejemplos, para entre otras cosas, entender mejor el
significado de la pregunta.

Mason y cols (1989) consideran diversas formas de particularizacion, en
funcion del objetivo de dicha particularizacion: aleatoria, sistematica e ingeniosa.

- de forma aleatoria, para entender el significado

- sistematica para preparar el terreno a la generalizacién, e

- ingeniosa, para comprobar la generalizacion.

Y por lo tanto, condicionan la forma de escoger ejemplos concretos.

Veamos a continuacion algunos ejemplos de particularizaciones, en las que
tendremos en cuenta lo anterior para el caso de un problema geométrico. Indicaremos
como realizamos la particularizacion teniendo cuenta los distintos “objetos
matematicos” que intervienen. Veremos que al particularizar aparecen distintos grados
de libertad para realizar la misma.

Dado un tridngulo, ABC, tracemos por su baricentro G, una recta r. Demostrar
gue la suma de distancias de los vértices situados en el mismo semiplano a la recta es
igual a la distancia del tercer vértice a la recta. La figura es la siguiente (llustracion 1):

! Cursivaen el original.
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AN+CC™=BB’

Ilustracion 1

En este problema la particularizacion puede realizarse tanto sobre el triangulo
como sobre la recta, con lo cual podemos decir que tenemos dos grados de libertad
gue son independientes. Veremos que la particularizacion puede considerar los casos
limite para los distintos objetos, Hay que indicar que esos casos limite no son Unicos y
por lo tanto caben diversas particularizaciones.

Particularizacion sistematica.

Para ello consideramos un tridngulo isGsceles no equilatero (primera elecciéon
en grados de libertad) y la recta paralela al lado desigual (segundo grado de libertad).
Con software dinamico obtenemos la siguiente figura (llustracion 2):

Z2:80 cm

1,40 cm 1,40 cm

Ilustracion 2

Por tanto puede obtenerse la siguiente relacion: el baricentro divide a la
mediana en una proporciéon 2::1. Cabe preguntarse sobre la validez de esa relacion
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para otro tipo ce tridngulos. Con este ejemplo de particularizacién sistematica, que
incluye casos limite, observamos que el problema mismo es la relacion.

La posibilidad de “arrastre” en las figuras de Cabri, o de cualquier software de
geometria dinamica, nos permite comprobar que la relacion no depende del triangulo
isésceles concreto ni de la recta paralela especifica elegida.

Puede elegirse en este caso de particularizacion sistematica otro caso limite como es
el del triangulo equilatero.

Particularizacion sistematica-aleatoria

Para responder a la cuestion anterior, vamos a particularizar de manera aleatoria para
el triangulo (uno de los grados de libertad) y manteniendo la recta paralela a uno de
los lados. En este caso concreto la figura resultante es la siguiente (llustracion 3).

Ilustracion 3

Con este caso se pone de manifiesto otra estrategia heuristica importante en el caso
de la geometria: el uso de lineas auxiliares que facilitan la resolucion del problema, o
al menos la obtencion de relaciones. En este caso, trazando la mediana a uno de los
lados (el paralelo a la recta) y un segmento perpendicular al mismo por el baricentro,
se obtienen dos triangulos semejantes de razén 2. Y por tanto la relacion de las
longitudes de los segmentos en que divide el baricentro a la mediana sigue siendo
2:1.

Particularizacion aleatoria.
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Considerando un triangulo cualquiera y una recta cualquiera en nuestro
problema, usando el software, podemos llegar a establecer la relacion entre las
longitudes de los segmentos en que el baricentro divide a la mediana. La relacion es
2:1.

Con esa relaciéon puede abordarse la solucion del problema planteado.

Para el caso de la estrategia basada en la confeccion de tablas, podemos
considerar el mismo problema pero con pregunta abierta de tipo siguiente:

Dado un triangulo, ABC, tracemos por su baricentro G, una recta r. (Qué
relacion guardan las distancias de los vértices situados en el mismo semiplano
a la recta con la distancia del tercer vértice a la recta?

En la siguiente figura (llustracion) podemos comprobar cémo una tabla de valores nos
puede sugerir la relacién pedida.

B BB CC™: AAT
1 2,98 2,24 0,74
2 312 2,51 0,60
3 411 3,01 1,10
4
5

BB™4.11 c

B'G
AAT1,10

CC™3.01 cm

Ilustracion 4

Los programa como Cabri Il puede ademas proporcionar mas herramientas
para la indagacion e investigacion de relaciones geométricas. Algunos ejemplos son
los siguientes:

- La posibilidad de incorporar animaciones a las figuras. Las herramientas que
lo posibilitan son Animacion y Animacion multiple del cuadro de herramientas Ver.

- La posibilidad de visualizar las trazas de un punto.

- La posibilidad de comprobar determinadas relaciones de forma automatica,
tales como paralelismo, equidistancia, etc.
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