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Capitulo 3
Tipos de demostracion de estudiantes
de grado 10° en Santander, Colombia’

Jorge Enrique Fiallo

Universidad Industrial de Santander
Angel Gutiérrez Rodriguez
Universidad de Valencia

Presentamos los resultados cualitativos y cuantitativos de una evalua-
cién diagndstica aplicada a tres grupos de estudiantes de 102 grado de
bachillerato (catorce-dieciséis afios) de tres instituciones de Santander
(Colombia), cuyo objetivo apuntaba a indagary analizar los tipos de demos-
traciones que realizan los estudiantes al inicio del curso. Los datos, ademas,
nos permitieron sacar algunas conclusiones acerca de su comprension de la
demostracion.

Introduccion

El fracaso y bajos niveles de comprension de la demostraciéon han llevado a
que muchos profesores abandonen esta practica (Mariotti, 2006). Sin em-
bargo, existe consenso general entre los didactas de las matematicas con
respecto a que el desarrollo del sentido de la demostracién constituye un
objetivo importante de la educacién matemadtica, sumada a una tendencia
general a incluir el aprendizaje de la demostracién en el curriculo de mate-
maticas, como se puede apreciar por ejemplo en los “principios y estandares”

* Una versién de este texto se publico en Camacho, M., Flores, P y Bolea P. (eds.) (2007). Actas de Investigacion en Educacion

Matematica . Barcelona: Sociedad Espafiola de Investigacion en Educacion Matemtica, SEIEM.
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del National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2003), en los que
se sefiala el razonamiento y la demostracién como estandares fundamen-
tales para las matematicas escolares desde preescolar al nivel 12, inclusive.

En este capitulo se sugiere que los programas de ensefianza de todas las
etapas deberian capacitar a todos los estudiantes para:

+ Reconocer el razonamiento y la demostracion como aspectos funda-
mentales de las matematicas.

+ Formular e investigar conjeturas matematicas.
 Desarrollar y evaluar argumentos matematicos y demostraciones.

+ Elegir y utilizar varios tipos de razonamiento y métodos de demostra-
ciéon (NCTM, 2003, p. 59).

En los lineamientos curriculares de matematicas del Ministerio de Edu-
cacion Nacional de Colombia (MEN, 1998), dentro de los procesos genera-
les, se menciona el razonamiento matemdtico como una actividad que debe
estar presente en todo el trabajo matematico de los estudiantes y que tiene
que ver con:

+ Dar cuenta del cémo y del por qué de los procesos que se siguen para
llegar a conclusiones.

« Justificar las estrategias y los procedimientos puestos en accion en el tra-
tamiento de problemas.

+ Formular hipdtesis, hacer conjeturas y predicciones, encontrar contrae-
jemplos, usar hechos conocidos, propiedades y relaciones para explicar
otros hechos.

+ Encontrar patrones y expresarlos matemdticamente.

+ Utilizar argumentos propios para exponer ideas, comprendiendo que las
matematicas mds que una memorizacion de reglas y algoritmos, son 16-
gicas y potencian la capacidad de pensar. (MEN, 1998, p. 77)

Teniendo en cuenta estas ideas y las de varios investigadores en el tema
de la demostracion en matematicas, se plante6 un proyecto de investigacion
llevado a cabo dentro del programa del Doctorado en Didactica de las Ma-
tematicas de la Universidad de Valencia, cuyos objetivos fueron: 1) disefiar,
implementary evaluar una unidad de ensefianza de las razones trigonomé-
tricas en un entorno de geometria dindmica, enfocandola ademas hacia el
desarrollo de las habilidades de la demostracion; 2) analizar los tipos de de-
mostracion que emergen con el uso de Cabri en el proceso de demostracion
de propiedades trigonométricas de los estudiantes; 3) analizar los procedi-
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mientos, las estrategias de razonamientoy los errores y dificultades detecta-
dos en el desarrollo de las actividades planteadas en la unidad de ensefianza.
Una de las fases de dicho trabajo consistio en la aplicacion y analisis de un
test diagndstico que nos permitio clasificar a cada uno de los estudiantes y
obtener informacion sobre sus ideas y su comprension de la demostracion
en matemadticas antes de iniciar el curso.

Presentamos en este texto el marco teorico, la metodologia, el proceso de
analisis de los datos y algunas conclusiones de esta fase de la investigacion.

Marco teorico

El andlisis de las respuesta de los estudiantes al test diagnostico se hizo con-
siderando la demostracion, desde una perspectiva amplia, como un proceso
que incluye todos los intentos realizados por los estudiantes para explicar,
verificar o justificar, con miras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes
y al profesor, la veracidad de una afirmacion matemadtica.

Para la clasificacion de las respuestas de los estudiantes se utilizaron las
categorias propuestas por Marrades y Gutiérrez (2000), quienes, apoyados
en los trabajos de Balacheff (1988), Bell (1976) y Harel y Sowder (1998),
propusieron la siguiente estructura analitica para analizar, organizar y des-
cribir las respuestas de los estudiantes a problemas de demostracion.

Demostraciones empiricas

Caracterizadas por el uso de ejemplos como elementos de conviccién. Los
tipos de demostracion empirica son:

+  Empirismo ingenuo: cuando en el planteamiento de una conjetura y
en la demostracion se usan solamente ejemplos escogidos sin ningun
criterio especifico. Se identifican dos tipos de empirismo ingenuo:

- Perceptivo: cuando los estudiantes se basan en elementos visuales
o tactiles.

- Inductivo: cuando los estudiantes se basan en elementos mate-
maticos o relaciones detectados en el ejemplo.

+ Experimento crucial: cuando la conjetura es demostrada usando un
ejemplo que se escoge porque se presume que en cualquier otro caso va
a dar el mismo resultado. Se identifican los siguientes tipos de experi-
mentos cruciales:
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- Basado en ejemplo: cuando los estudiantes se basan en la existen-
cia de un unico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos para
su demostracion.

- Constructivo: cuando los estudiantes sustentan sus demostracio-
nes en las construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma
de conseguir el ejemplo.

- Analitico: cuando se usan ejemplos cuidadosamente selecciona-
dos y las demostraciones de los estudiantes estan basadas en pro-
piedades y relaciones observadas en el ejemplo o en elementos
auxiliares.

- Intelectual: cuando las conjeturas o demostraciones de los estu-
diantes estan basadas en observaciones empiricas del ejemplo,
pero usan en la demostracion propiedades matematicas acepta-
das o relaciones entre los ejemplos.

+ Ejemplo genérico: cuando en la demostracién o la conjetura se usa un
ejemplo especifico que es representante de una clase y la demostracion
incluye la produccion de razonamientos abstractos.

Los cuatro tipos de demostracién definidos para el experimento crucial
se presentan en los ejemplos genéricos.

Demostraciones deductivas

Caracterizadas por la descontextualizacion de las discusiones usadas, se ba-
san en aspectos genéricos del problema, operaciones mentales y deduccio-
nes logicas. Los tipos de demostraciones deductivas son:

+ Experimento mental: cuando se usa un ejemplo para ayudar a organizar
la demostracion. Se pueden distinguir dos tipos de experimento mental:

- Experimento mental transformativo: cuando las demostraciones
se basan en operaciones mentales que transforman el problema
inicial en otro equivalente. El papel de los ejemplos es ayudar a
prever cuadles transformaciones son convenientes.

- Experimento mental estructural: cuando las demostraciones es-
tan basadas en secuencias logicas derivadas de los datos del pro-
blema, de los axiomas, las definiciones o teoremas aceptados; si
se usan ejemplos, es para ayudar a organizar o entender los pasos
de las deducciones.
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* Deduccién formal: cuando la demostracion se basa en operaciones
mentales sin la ayuda de ejemplos especificos.

Los dos tipos de demostracion definidos para el experimento mental
también pueden ser encontrados en la demostracion deductiva formal. Asi
mismo, plantean una clase llamada fallida, que incluye los casos de estu-
diantes que no son capaces de seguir un camino de solucion que los lleve a
plantear una conjetura o una demostracion, o aquellos que no hacen nada,
no ven la conjetura o no se puede inferir nada de sus respuestas.

Metodologia

El test diagnostico se aplico el segundo dia del inicio de la experimentacion
de la investigacion, en una sesion de noventa minutos a cien estudiantes del
grado 102 de bachillerato (entre catorce y dieciséis afios de edad) de dos ins-
tituciones privadas y una publica de Santander (Colombia), tomando como
criterio de eleccion la facilidad de establecer contactos con las directivas y
los profesores y que fueran instituciones que contaran con una sala de com-
putadores disponible tres horas semanales durante el periodo que se habia
planteado para la experimentacion.

Al finalizar la prueba se recogieron los originales de los test de todos los
estudiantes. Las actuaciones de los estudiantes se utilizaron para realizar un
analisis cualitativo usando las categorias antes mencionadas y un analisis
cuantitativo del porcentaje de estudiantes clasificados en cada categoria.

Test diagnostico de los tipos de demostracion

Problema 1. En la figura 3.1 los segmentos ABy CD se intersecan en el punto
medio O. Los segmentos pueden variar de posicion o variar su longitud y

siempre se intersecan en el punto medio O formando el cuadrilatero cruza-
do ACDB.

Figura 3.1

Andrea, César, Natalia, Silvia, Oscar y Carlos estan discutiendo si la si-
guiente afirmacion es verdadera: “Los tridngulos ACO y BDO son iguales”.
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R ta de César
Respuesta de Andrea g e

Mido los lados de los triangulos y
encuentro que OC = 0D = 1,5cm, OA =
OB=3cm, AC =DB = 2cm.

Entonces los triAngulos ACO y BDO
son iguales.

Si los dos segmentos son iguales y
forman un angulo de 60° se forman
dos tridngulos equilateros de igual
longitud.

Entonces los tridngulos ACO y BDO
son iguales.

Respuesta de Silvia

Los lados OC = OD, OA = OB, Por ser O
el punto medio de los segmentos.
m~ZCOA = msDOB , Porque son angulos
opuestos.

Entonces los tridngulos ACO y BDO
son iguales.

Respuesta de Natalia
Mido los Angulos y encuentro que
mZLCOA =mZLDOB,

mZLACO = m£LBDO , mZLOCA =mZODB .
Entonces los triangulos ACO y BDO

son iguales.

Respuesta de Oscar

Si se mueve el segmento CD hasta que
quede perpendicular a los lados AC y
BD se forman dos triangulos rectangu-
los iguales.

Entonces los tridngulos ACO 'y BDO
son iguales.

Respuesta de Carlos

Siempre que se muevan los segmentos
ABy CD los triAngulos ACO y BDO
quedan en diferentes posiciones.
Entonces los tridngulos ACO y BDO no
son iguales.

Jorge Enrique Fiallo / Angel Gutiérrez Rodriguez

;Cual de las respuestas se identifica mas con lo que usted haria? ; Por que?
Problema 2. En figura 3.2 PQ // AC. ;Qué relacion hay entre A4BC y
APBQ ?, Demuestra tu conjetura.

Figura 3.2
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Descripcion de las categorias y analisis de los datos del problema 1

En el primer problema de la prueba se daban seis respuestas acerca de la
verdad de una afirmacion. Cada respuesta correspondia a un tipo de de-
mostracion asignado segun las categorias propuestas. El objetivo era que
los estudiantes seleccionaran una de las seis respuestas de acuerdo con lo
que ellos hubieran hecho para responder el problema y que justificaran el
motivo de su seleccion. La comparacién de la respuesta elegida con la jus-
tificaciéon dada determinaria la categoria del tipo de demostracién asignada
al estudiante.

A continuacion se explica la asignacién que se le dio a cada una de las res-
puestas propuestas en el enunciado del problema y se explica la razén para
ubicarla en esta categoria:

* Respuesta de Andrea: corresponde a un empirismo ingenuo inductivo
(EII), puesto que Andrea sustenta su afirmacion en las medidas toma-
das sobre el tinico ejemplo dado y en la relacion de igualdad que surge
al comparar las longitudes de los lados correspondientes de los trian-
gulos del ejemplo.

* Respuesta de César: corresponde a un experimento crucial basado en
ejemplo (ECB), puesto que César construye un tridngulo especifico
(equilatero), describe la figura que se ha inventado y supone que si se
cumple para este ejemplo, se cumple para todos los tridngulos.

* Respuesta de Natalia: corresponde a experimento crucial analitico
(ECA), puesto que Natalia hace mediciones sobre la figura dada y se da
cuenta de la igualdad de los angulos correspondientes; finalmente, se
basa en las propiedades empiricas observadas en el ejemplo para justi-
ficar la verdad de su conjetura.

* Respuesta de Silvia: corresponde a deductivo formal estructural (DFE),
puesto que Silvia no hace uso de ningtin ejemplo para sustentar la ver-
dad de la afirmacion y sus justificaciones estan basadas en secuencias y
propiedades légicas derivadas de los datos del problema y del teorema
LAL de la congruencia de tridangulos.

* Respuesta de Oscar: corresponde a experimento crucial constructivo
(ECC), puesto que Oscar construye un ejemplo especifico (triangulo
rectangulo) y basa su justificacion en la forma de conseguir el ejemplo.

* Respuesta de Carlos: corresponde a una demostracién fallida (F), pues-
to que Carlos no muestra ningun proceso empirico ni deductivo para
afirmar que la afirmacion es falsa (s6lo dice que si se mueven los seg-
mentos los tridngulos cambian).

BIQUIOJO)) IPUBIUES U3 ,()] OPEIS 3P SIUBIPNISI Ip UQILLSOWIp Ip sod)) ¢ ojnyide)
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Al tener en cuenta solamente la respuesta elegida (es decir, con cudl de
las repuestas se identificaban) sali6 la clasificacion que se presenta en la fi-
gura 3.3 (DOS representa a los estudiantes que escogieron dos respuestas).

37%

pEll oDECB ®ECC ©0ECA mDFE BF ®mDOS

Figura 3.3. Tipos de demostracién elegidos por los estudiantes

La figura 3.3 demuestra que un porcentaje significativo de estudiantes
realizaba demostraciones formales estructuradas o demostraciones inge-
nuas inductivas; pero al analizar las justificaciones de su eleccion vimos que
era necesario matizar esta asignacion inicial, pues no representaba con exac-
titud suficiente la forma de pensar de los estudiantes.

De acuerdo con las justificaciones dadas, se decidio utilizar los siguientes
criterios para la clasificacion de los estudiantes:

. Si el estudiante escogia una respuesta demostracion empirica o de-
ductiva, se respet6 esa primera ubicacion; es decir, aceptamos que el
estudiante podria haber razonado de manera empirica o deductiva,
respectivamente. También se respeto la subclase correspondiente a la
demostracion escogida (empirismo ingenuo, experimento crucial, ex-
perimento mental o deduccién formal).

- Si la justificacién dada por el estudiante era coherente con el tipo de
justificacion escogida (perceptiva, inductiva, basada en ejemplo, cons-
tructiva, analitica, intelectual, transformativa o estructural), se asigno
ese tipo; si la justificacién dada por el estudiante apuntaba a otro tipo
de demostracion, pero dentro de la misma subclase, se asigno al estu-
diante a este tipo.

- Sidelajustificacion del estudiante no se podia determinar nada, se cla-
sificaba como empirica fallida (EF) o deductiva fallida (DF) respetando
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que podia haber razonado empiricamente o deductivamente, como se
planted en el primer criterio.

* Si escogian dos respuestas, se analizaba la coherencia o complementa-
riedad entre ellas y se clasificaba en una de las categorias de la estruc-
tura.

Con estos criterios queriamos establecer una categorizacion que permi-
tiera una coherencia entre lo que el estudiante piensa que es una demos-
tracion que se identificaria con lo que él haria y lo que el estudiante hace
cuando tiene que justificar una conjetura. Es decir, si el estudiante escoge
una respuesta es porque se esta identificando con esa forma de razonamien-
to, ya sea porque piensa asi, porque cree en ella, porque le gusta la forma,
porque le parece facil o porque fue la tinica que entendid; por eso se respeta
la subclase de demostracidn escogida y se busca la coherencia con la justifi-
cacion dada.

Al analizar las justificaciones, de los veintidos estudiantes que se inclina-
ron por la respuesta de Andrea (EII), encontramos varias justificaciones que
se basaban en argumentos similares a los de Andrea refiriéndose a los lados
correspondientes de los dos triangulos, por ejemplo:

G35: La de Andrea, porque los tridngulos son iguales cuando los lados son
congruentes, o sea de la mima medida.

(0] 0

En este caso las medidas coinciden, por eso son iguales.

Estos estudiantes permanecieron en EII, aunque se pueden identificar jus-
tificaciones de mas nivel que otras y se podria decir que algunos de ellos po-
drian estar en otra subclase superior —pero no los hemos cambiado de subclase
de acuerdo con los criterios determinados- o son estudiantes en transicion
entre las demostraciones empiricas ingenuas y los experimentos cruciales;
igualmente, pareciera que algunos con su justificacion dan respuestas de me-
nor categoria, pero se dejaron ahi pues de alguna manera son estudiantes que
no tienen entrenamiento previo para responder este tipo de preguntas.

BIQUIOJOD) IIPUBTUES U o] OPEIS P SIIUBIPNISI 3P UQIEIISOWIP 3p sodl] S ojnjide)
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Otras justificaciones se basan en argumentos de convicciéon externa (Ha-
rel y Sowder, 1998), por ejemplo: "G34: La respuesta de Andrea porque las
aclaraciones todas son ciertas, y no dudo en nada de lo que dice."

Estos estudiantes no muestran en sus respuestas un razonamiento ni ex-
ploracion de las relaciones matematicas de los lados de los triangulos en el
problema, ni hacen ninguna alusién a teoremas matemadticos, por lo que se
ubicaron en EF. ,

De los cinco estudiantes que escogieron la respuesta de César (ECB), so-
lamente dos de las justificaciones se refirieron a la relacién de los lados del
triangulo y de los dngulos, por ejemplo: "F35: ...alli no cambia la longitud
de los segmentos ya que siempre va ser la misma, solo cambia su posicién
llegando a ser un tridngulo equildtero y teniendo siempre la misma forma a
los triangulos formados por aquellos segmentos”.

Uno de los cinco se clasificd en ECA, al hacer referencia a las mediciones
que haria. Las otras dos justificaciones se clasificaron en EF.

De los cinco estudiantes que escogieron la respuesta de Oscar (ECC), al-
gunos hicieron referencia al movimiento realizado por Oscar, pero no jus-
tificaron adecuadamente por qué los dos tridangulos rectdngulos formados
eran iguales, por ejemplo: "FO8: Yo pienso que de cualquier forma que se
mueva el segmento CD o también el AB, siempre y cuando la longitud del
segmento AC y DB no cambien la longitud, entonces los triangulos ACO y
BDO son iguales".

Al analizar las justificaciones se concluy6 que para ellos los tridngulos
ya eran iguales por simple percepcién, ninguno compar6 los lados corres-
pondientes a los tridngulos rectangulos formados ni sus angulos rectos, por
tanto, de acuerdo con nuestro criterio de clasificacion, los cinco se ubicaron
en EF.

De los catorce estudiantes que escogieron la respuesta de Natalia (ECA),
nueve de ellos fundamentaron su respuesta argumentando que si los an-
gulos correspondientes eran iguales, entonces los tridngulos eran iguales;
por tanto, estuvimos de acuerdo en dejarlos en esa categoria. Cuatro de los
catorce estudiantes basaron sus justificaciones enunciando propiedades
aceptadas, pero refiriéndose a que era suficiente tener los dngulos iguales
para que los triangulos fueran iguales. Estos estudiantes se reubicaron en
experimento crucial intelectual (ECI) y uno se pasé a EF.

De los treinta y siete que se identificaron con la respuesta de Silvia (DFE),
diez se mantuvieron en esa categoria, por ejemplo: "C15: ...ella dice que
entre los dos tridngulos existe una relacion de angulo, lado, angulo, y con
esas tres cosas se puede saber si 2 triangulos son equivalentes. Cumple con
una de las reglas para saber si dos tridngulos son equivalentes. En la gréfica
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muestran el punto O como la mitad, por lo que seria razonable que A0=0B

y CO=0D ,y como ABse interseca con CD forman angulos opuestos, lo cual
son equivalentes y M£AOC =mZDOB

Solo en este caso se hizo alusion al teorema LAL para justificar la con-
gruencia de los triangulos, ademas de utilizar una notacién adecuada. Los
otros estudiantes mencionaron la relacion de igualdad entre los lados co-
rrespondientes y al angulo opuesto por el vértice, argumentando que eso es
lo que se necesitaba para que los tridangulos fueran iguales. Algunos de ellos
lo hicieron por conviccion en la respuesta de Silvia y porque les pareci6 que
Silvia complet6 de manera general lo que hicieron Andrea y Natalia. Otros,
queriendo argumentar mas sus repuestas, llegaron a conclusiones falsas,
pero dejaron entrever un razonamiento deductivo formal. Doce de estos es-
tudiantes fueron clasificados con el tipo experimento mental estructurado
(EME) al usar el grafico como ejemplo para basar sus justificaciones en se-
cuencias légicas derivadas de los datos del problema. Los quince estudiantes
restantes se reclasificaron en DF.

De los cinco que escogieron la demostracion de Carlos (F), todos coinci-
dieron en que si se movian los segmentos, entonces los tridngulos cambia-
ban. Todos quedaron en la misma categoria.

De los doce que escogieron dos respuestas, ocho seleccionaron la res-
puesta de Andrea combinada con otra, tres la combinaron con la Silvia,
mencionando que se debe conocer las medidas de los lados y los angulos,
por ejemplo: "G10: ...para identificar si dos tridngulos son iguales, debo sa-
ber las medidas de cada uno de sus lados y también saber la de sus angulos".

Suponiendo que de alguna manera aceptaban y entendian los argumen-
tos de Silvia, y por sus justificaciones, estos tres estudiantes se clasificaron
en ECL

Otros tres la combinan con la respuesta de Natalia, refiriéndose todos
a que las dos son complementarias. Estos estudiantes se ubicaron en ECA,
puesto que recurrieron a propiedades aceptadas que consideraban necesa-
rias para justificar la respuesta.

Dos estudiantes combinaron la respuesta de Andrea con la de César o la
de Oscar, haciendo construcciones auxiliares sobre el diagrama dado para
que los tridngulos “quedaran” equildteros y se refirieron a la construcciéon
para su justificacion, por lo que se ubicaron ECC. Un estudiante escogi6 las
respuestas de Oscar y César, y baso su justificacion en el movimiento de los
segmentos, por lo que también se ubicé en ECC.

Dos estudiantes combinaron las respuestas de Natalia con Silvia y Oscar,
pero sus justificaciones los ubicaron en una demostracion EF. Uno escogio
las respuestas contradictorias de Andrea y Carlos, por lo quie se ubicé en F.
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La figura 3.4 resume los resultados de la nueva asignacion de los estu-
diantes.
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Figura 3.4. Tipos de demostracién asignados a las justificaciones
de los estudiantes

La nueva clasificacion permitié ver que muchos de los estudiantes que se
identificaban con una respuesta de tipo deductivo formal estructurado no
tenian realmente ese tipo de razonamiento, dando lugar a la nueva categoria
de demostracion deductiva fallida. Lo mismo ocurri6 con varios estudiantes
que estaban ubicados en las subclases empiricas, cuyas justificaciones no
mostraban un tipo de razonamiento que los mantuviera en esa categoria,
por lo que, de acuerdo con los criterios planteados, hubo necesidad de pa-
sarlos a la nueva categoria de demostracion empirica fallida.

Descripcion de las categorias y analisis de los datos del problema 2

Para el andlisis se considero la asignacion de categoria final dada a cada es-
tudiante en el problema 1 y se examinaron todas las respuestas de los estu-
diantes agrupados en determinada categoria con el fin de ver las conjeturas
que planteaban y las demostraciones que hacian en el problema 2. Esto nos
permitié analizar y contrastar la asignacion final dada al estudiante en el
problema 1 de “escoger una demostraciéon” con el problema 2 de “hacer una
demostracion”. Una consideracion para la clasificacion y diferenciacion de
las demostraciones fallidas y las demostraciones empiricas fallidas que tuvi-
mos en cuenta fue que, si el estudiante enunciaba alguna relacion valida en-
tre los dos tridngulos, aunque no hiciera ninguna demostracion se ubicaba
en EF, pero si la conjetura dada no tenia nada que ver con la relacién entre
los dos tridngulos, se ubicaba en F.

Los estudiantes que fueron clasificados en el problema 1 en empirismo
fallido encontraron relaciones de proporcionalidad, igualdad de angulos, ser
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parte de, o estar incluido en, estar dentro de, semejanza, reduccion, ser el do-
ble de, congruencia, tener en comun el punto B. Ninguno de ellos realizé una
demostracion valida, aunque algunos trataban de justificar con palabras lo
que “veian”y creian. Por ejemplo: "F17: ...son proporcionales, se ve que tienen
el mismo angulo,..., se podria demostrar con regla y transportador midiendo y
finalmente haciendo pruebas para ver que son proporcionales”.

Considerando que la mayoria de estudiantes plantearon conjeturas vali-
das, pero no las demostraron, se pudo ver que existia una gran correlacion
entre la clasificacion de los problemas 1y 2, es decir, casi todos los estu-
diantes estan en la categoria EF. Solamente los casos de los estudiantes que
sefialaron la congruencia y la mitad como relacion entre los triangulos sin
justificar por qué se pasaron a F.

La mayoria de estudiantes que en el problema 1 habian sido clasifica-
dos en empirismo ingenuo inductivo identificaron relaciones (algunas mas
completas que otras), pero no las demostraron, se limitaron a comentar lo
que veian, por lo que los clasificamos en EF. Por ejemplo: "C09:...por medio
del segmento PQ se forma otro tridngulo adentro del AABC...".

Algunos estudiantes quedaron ubicados en EII, al basar sus justificacio-
nes en las propiedades observadas en el diagrama y referirse a medidas he-
chas sobre el dibujo. Por ejemplo: "F31: ... el tridngulo ABC es el doble de
grande que el triangulo PBQ, lo comprobé midiéndolos. Ademas como PQ//
AC si el triangulo PBQ fuera mdas grande, aumentaria sus medidas al doble
seria exactamente igual que el AABC".

El caso de FO2 se consider6 como una demostracién DFE puesto que uti-
liz6 una secuencia logica de teoremas aceptados derivados de los datos del
problema.

"FO2: Equivalencia: Porque siendo paralelas las lineas PQ y AC, los 4ngu-
los formados por la intervencién de la linea PQ en los segmentos BC y BA
serian igual en angulo ACB, es decir <ACB=<PQB, <CAB=<QPB. La igualdad
de 2 angulos en 2 tridngulos distintos garantiza la equivalencia de dichos
triangulos, en este caso PBQ y ABC son equivalentes".

Los dos estudiantes que estaban ubicados en el problema 1 en experi-
mento crucial basado en ejemplo respondieron lo siguiente: "F35: AABC es
una reduccion de APBQ o viceversa... se podria comprobar trasladando PQ
hasta ACy el resultado seria que los dos triangulos son iguales. (ECB)".

G17: La relaciéon que hay entre ABC y PBO es que se cortan en el vértice
B. (EF)

Para F35 fue suficiente tomar un ejemplo para trasladar el segmento y
comprobar su conjetura; no hablé de otros ejemplos ni de contraejemplos;
G17 plantea solamente una conjetura y no la demuestra.
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Uno de los tres estudiantes clasificado en el problema 1 en experimen-
to crucial constructivo, en el problema 2 quedé en ECA, al basar su justifi-
cacién en las propiedades observadas sobre el ejemplo: "F32: ... que AABC
tiene los mismos angulos que el APBQ ya que Py Q estdn paralelamente

organizadas sobre la recta 4B y CBrespectivamente, entonces los angulos
<BPQ y BQP no cambian con respecto a <BACy <BCA". Los otros dos estu-
diantes se ubicaron en EF. :

Varios de los trece estudiantes ubicados en experimento crucial analitic
se limitaron a dar la conjetura sin hacer ninguna demostracién, por lo que
siguié predominando la categoria EF. F29 se ubic6 en ECC, ya que su justifi-
cacion se basé en la construccion realizada sobre el diagrama dado:

F29: En este caso, si se triangula la figura grande, nos damos cuenta que
surgen 4 triangulos de la medida de APBQ. Entonces existe una relacion
de Y4 de APBQ con respectoa AABC. En conclusién el APBQ esta reducido
aescala del AABC.

F30 basé su demostracion en lo observado sobre el diagrama, por lo que
lo ubicamos en empirismo ingenio perceptivo (EIP): "F30: que son triangu-
los semejantes porque si observamos su forma es igual pero las medidas de
PBQ no son iguales porque es el mismo triangulo pero reducido, también se
ve que sus angulos son iguales”.

La mayoria de estudiantes ubicados en el problema 1 en experimento
crucial intelectual identificé la semejanza de los triangulos; pero a la hora
de dar una demostracion, se limitaron a enunciar propiedades y teoremas
aceptados sin usarlos propiamente en ella. No consideramos que sea empi-
rismo ingenuo debido a que no usaron medidas ni propiedades particulares
sino propiedades generales; tampoco correspondia a un ejemplo generico,
porque no refiriéndose refirieron a un representante de una clase, por tanto
los clasificamos en ECI.

F37: Al ser paralelas las lineas PQ y AC lo que los relaciona es la forma
solo que APBQ tiene un drea menor que ABC. Ya que las lineas BC y BA
no cambian su inclinacién y los angulos a simple vista se ven similares,
m<BAC=m<BPQ, m<BCA=m<BPQ, m<ABC=m<PBQ.

Los casos que solo enunciaron la relacion siguen siendo EF.

Con respecto a los doce estudiantes que en el problema 1 se clasificaron
en experimento mental estructural, se noto que, a medida que estaban en
una categoria que requeria mayor razonamiento, identificaban mas la rela-
cion de semejanza entre los dos tridngulos, ademads de tratar de utilizar, o al
menos mencionar, propiedades matematicas aceptadas. También sevio que,
a pesar de que algunos estudiantes se habian mantenido en esta categoria en
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el primer punto, respetando que la eleccion fuera porque habian razonado
de manera similar a la respuesta seleccionada, se evidencié que tal razona-
miento no existia, sino mas bien existian creencias acerca de cémo debe ser
una demostracion de acuerdo con lo estudiado en los afios anteriores, pero
no existia la habilidad como tal. De los doce estudiantes, solo tres tenian un
tipo de demostracién que correspondia a EME; no se ubicaron en DFE o DFT
porque no existia una cadena logica en su argumentacién, sino mas bien
hacian mencién a algunas propiedades que ayudaban a validar la conjetura,
pero no explicaron por qué estas propiedades se cumplian. Por ejemplo:

"C07: ... m<PQB es igual ala m<BCA pues las rectas son paralelasy aunque

el AABC tiene mayor proporcién, la abertura de los 4ngulos se conserva.
Igualmente sucede con m<BPQ y la m<BAC. Los dngulos de los tridngulos
son congruentes por lo que los tridngulos son semejantes”.

Los demas estudiantes fueron ubicados en EF o DF, porque plantearon
una conjetura pero no realizaron su demostracion; para diferenciarlo y po-
der decidir si era empirico o deductivo, se tuvo en cuenta lo que explicaron
para tratar de justificar su conjetura.

Analizando el ndmero de estudiantes (diez) que se clasificaron en de-
ductivo formal estructural en el problema 1 con los del problema 2 (cinco),
concluimos que muchos de ellos fueron capaces de comprender un tipo de
demostracion DFE, pero todavia no tenfan las habilidades suficientes para
realizarlas por su cuenta. Por ejemplo: "C02: Que los dos tridngulos son se-
mejantes ya que sus bases son paralelas. En el tridngulo ABC el segmento
AB es casi la mitad del segmento PQ con lo que sus medidas son semejan-
tes en cuanto a sus lados y angulos".

Los que en el problema 1 estaban en la categoria deductiva fallida se cla-
sificaron en diferentes subclases de demostraciones; se percibié que efecti-
vamente algunos de los que habian escogido la respuesta que en el primer
punto correspondia a DFE lo hicieron porque reconocian que las demostra-
ciones se debian basar en propiedades generales, pero les faltaba habilidad
de demostracion. Todos, a excepcion de uno, dieron respuestas de tipo empi-
rico o fallidas. Los que dieron respuestas erradas o acertadas sin ningtin tipo
de explicacion también confirmaron que existia diferencia entre entender
una demostracién y aceptar su validez a tener las habilidades para realizarla.

Los que en el problema 1 se clasificaron en demostracion fallida reconfir-
man su clasificacién, como pudo concluirse de sus respuestas dadas al pro-
blema 2.

La figura 3.5 muestra los porcentajes de respuestas en cada uno de los
tipos de demostracion asignados en el problema 2. Se evidencia el predo-
mino de las demostraciones fallidas, es decir, estudiantes que no tienen la
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habilidad necesaria para plantear sus propias conjeturas y demostrarlas por
si mismos, pero si la capacidad para entenderlas, como lo vimos en el pro-
blema 1; por tanto, se considera un acierto el hecho de haber propuesto ese
tipo de problema.
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Figura 38.5. Tipos de demostracion de los estudiantes
en el segundo problema

Conclusiones

Los resultados de la comparacion del problema 1, entre lo que los estudian-
tes escogieron y lo que justificaron, dejan ver que la mayoria de estudiantes
tenian un tipo de razonamiento empirico, incluso los clasificados en el de-
ductivo usaban bastante el empirismo. Estos tltimos tienen la idea de que
hay que utilizar argumentos matematicos aceptados para demostrar, pero
al no ser capaces de dar justificaciones deductivas, se apoyaban bastante en
el empirismo. Esto se reconfirmé con el andlisis del problema 2. También
emergieron, de acuerdo con las justificaciones y los criterios, las demos-
traciones de tipo experimento crucial intelectual y experimento mental es-
tructural. Las demostraciones que fueron seleccionadas inicialmente y que
tuvieron mayor coherencia con las justificaciones dadas por los estudiantes
fueron las de tipo experimento crucial analitico y la demostracién fallida, la
de menos coherencia fue la de tipo experimento crucial constructivo. En el
problema 2 hubo maés tipos de demostraciones que en el problema 1 debido
a que no se limitaban a los casos dados; no obstante, se noto la falta de de-
mostraciones tipo experimento genérico y el bajo porcentaje de estudiantes
que plantearon un tipo de demostracion deductiva. Con este analisis se evi-
dencio el predomino de los tipos de demostracion empirica, empirica fallida
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y fallida, lo cual indica que los estudiantes no tienen la habilidad necesaria
para demostrar por si mismos sus propias conjeturas. Es posible que esto se
deba a que los procesos de conjeturar y demostrar no son promovidos en los
cursos anteriores.

Pudimos poner en practica un instrumento valioso de obtencién de infor-
macion inicial de las habilidades de demostracion de nuestros estudiantes
que sirvio de punto de partida para el logro de los objetivos de la investiga-
cion mencionados en la introduccion de este capitulo. El test diagndstico
también sirvié para poner en practica y validar la pertinencia y coherencia
de la estructura de analisis propuesta, la cual permitié aportar informacion
del proceso de demostracion de propiedades de las razones trigonométri-

cas realizado por los estudiantes en el transcurso de la investigacion (Fiallo,
2006).
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