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Capitulo 8
Unidad de ensefianza para las razones
trigonométricas en un ambiente Cabri
para el desarrollo de habilidades

de demostracion”

Jorge Enrique Fiallo

Universidad Industrial de Santander
Angel Gutiérrez Rodriguez
Universidad de Valencia

Presentamos algunos resultados del trabajo de investigacion realizado con
estudiantes de décimo grado de bachillerato de tres instituciones de San-
tander, cuyos objetivos apuntaban a: 1) disefar, implementar y evaluar una
unidad de ensefianza de las razones trigonométricas en un entorno de geo-
metria dindmica enfocandola ademas hacia el desarrollo de las habilidades
de la demostracion en los estudiantes de décimo grado; 2) analizar los tipos
de demostracion que emergen con el uso de Cabri en el proceso de demostra-
cion de propiedades trigonométricas de los estudiantes que inician el grado
décimo y 3) analizar los procedimientos, las estrategias de razonamientoy los
errores y dificultades detectados en el desarrollo de las actividades planteadas
en la unidad de ensefanza. En general, podemos decir que las actividades de
la unidad de ensefianza lograron promover procedimientos, estrategias de ra-
zonamiento y demostraciones que fueron presentando un continuo progreso

¥ Una version anterior de las ideas de este capitulo se presenté en una ponencia del grupo Aprendizaje de la Geometria en el X

Simposio de la SEIEM, Huesca, Espafia, en el 2006.
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desde lo empirico hacia lo deductivo y que contribuyeron al logro de los obje-
tivos de aprendizaje y de investigacion propuestos.

Introduccion

El estudio de la trigonometria puede convertirse en un proceso memoristico,
rutinario y mecdnico, sin ningtin sentido ni utilidad si no se atiende a con-
diciones adecuadas. Por esta razon es importante brindarle al estudiante no
solo una serie de conceptos, sino también las herramientas y estrategias ne-
cesarias para que explore, analice, relacione, conjeture, demuestre y apren-
da con sentido los conceptos y propiedades trigonométricos; que aprenda a
utilizar diferentes procedimientos y estrategias de razonamiento, a producir
distintos tipos de demostracion en la solucién de problemas de conjetura y
demostracion de las propiedades trigonométricas y a relacionar las diferen-
tes representaciones de los conceptos de manera que el aprendizaje sea mas
efectivo y duradero.

Es de amplio conocimiento en la comunidad de investigadores en educa-
cion matematica que el tema de la demostracion en matemadticas es una de
las agendas que reporta un gran numero de investigaciones, agrupandose,
como lo propone Mariotti (2006), en tres lineas de investigacion caracte-
rizadas por tres categorias de asuntos de investigacion, a saber: la demos-
tracion en el curriculo, diferentes aproximaciones a las concepciones de
demostracion de los estudiantes y propuestas para introducir a los estudian-
tes en la demostracion.

Por otra parte, las nuevas tecnologias nos ofrecen herramientas para la
enseflanza que contribuyen a que los estudiantes, por medio de ellas, plan-
teen sus ideas, exploren, analicen, tomen datos, etcétera, y pongan a prueba
sus conjeturas. En geometria existe una variedad de software de geometria
dinamica, como Cabri Géométre, que pone a disposicion del estudiante un
micromundo geométrico en el cual los objetos matematicos pasan de ser
simples dibujos a convertirse en “objetos geométricos” que pueden ser cons-
truidos mediante acciones de una manera muy similar a las construcciones
en lapiz y papel, pero con la posibilidad de tener mas de una representacion
del objeto construido y de la familia de figuras semejantes a la inicial, ade-
mas de poder manipularlas por medio de la opcion de arrastre o animaciéon
que ofrece el programa.

Tomando como base las ideas anteriores, y siguiendo las lineas de investi-
gacion tendientes a obtener una mejor idea de los procesos de demostracion
y del planteamiento de propuestas para introducir a los estudiantes en el
tema de la demostracion, se planteo esta investigacion basada en el disefio,
experimentacion y evaluacion de una unidad de ensefianza que permitiera
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acercar a los estudiantes al estudio de la trigonometria y la demostracion
desde una metodologfa que sustenta que:

1. A partir de un enfoque geométrico en un ambiente de geometria dina-
mica se favorece la formacién de objetos mentales! de los conceptos de las
razones trigonomeétricas.

2. Eluso de Cabri favorece la visualizacion, generalizacién y conjetura de
propiedades de las razones trigonométricas.

3. El uso de Cabri contribuye al desarrollo de habilidades de demostra-
ciones empiricasy deductivas en el estudio de las razones trigonométricas.

La concepcion de la demostracion en nuestra investigacion

Arzarello y otros (1998) consideran cruciales dos componentes para focalizar
el significado de la demostracion, a saber, el cognitivoyy el historico-epistemo-
logico (Barbin, 1988; Balacheff, 1988; Harel, 1996; Mariotti et al., 1997). Por
supuesto, los dos componentes pueden ser separados solamente por razones
de andlisis tedricos o, por el contrario, pueden entrelazarse con profundidad
en larealidad (Hanna, 1996); ambos pueden considerarse para abordar apro-
piadamente lo didéctico de la demostracién.

Hanna (2000) manifiesta que cuando se intenta caracterizar el papel de
la demostracion en educacién matematica se tiende a considerarlo en la ac-
tividad matematica misma, pues se espera que refleje en las clases todo lo
que los matematicos esperan de ella. Pero estas funciones no siempre son
relevantes para el aprendizaje de las matematicas en el mismo grado ni tam-
poco deberian tener el mismo peso en la instruccién (de Villiers, 1990, Her-
sh, 1993). Al comenzar el largo trabajo de preparar a los estudiantes para la
demostracion deberiamos empezar por dos funciones fundamentales: veri-
ficaciény explicacion. En la clase, la pregunta fundamental que lademostra-
cion debe dirigir es: ;por qué? En el dominio educativo es natural, entonces,
valorar las demostraciones que mejor ayuden a explicar.

Teniendo en cuenta las ideas expuestas y las de otros investigadores (Go-
dino y Recio, 2001; Battista y Clements, 1995), consideramos la demostra-
cién, desde una perspectiva amplia, como un proceso que incluye todos los
intentos hechos por el estudiante para explicar, verificar o justificar con mi-

1 Entendido como o plantea Freudenthal (2001), quien afirma que la constitucién de objetos mentales precede a la adqisicion
de conceptos y puede ser altamente efectivo, incluso si no le sigue la adquisicién de conceptos. Siguiendo las ideas de Freu-
denthal acerca de la fenomenologia didactica, consideramos que desde los fenémenos geométricos se favorece la formacién
de objetos mentales de los conceptos de las razones trigonométricas; en este caso, el uso de Cabri se constituye en una
herramienta potente para favorecer y comprender las relaciones entre los objetos mentales de los conceptos de las razones
trigonométricas.
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ras a convencerse a si mismo, a otros estudiantes y al profesor de la veracidad
de una afirmaciéon matematica.

Analisis de conjeturas y demostraciones producidas
por los estudiantes

Marradesy Gutiérrez (2000), apoyados en los trabajos de otros investigado-
res como Balacheff (1988), Bell (1976) y Harel y Sowder (1998), proponen
una estructura analitica para analizar, organizary describir las respuestas de
los estudiantes a problemas de demostracidn. A continuacion presentamos
un resumen de las categorias propuestas y una breve descripcion de cada
una de ellas.

1. Demostraciones empiricas: caracterizadas por el uso de ejemplos como
elementos de conviccion. Los tipos de demostracion empirica son:

* Empirismo ingenuo: cuando en el planteamiento de una conjetura y
en la demostracion se usan solamente ejemplos escogidos sin ningun
criterio especifico. Se identifican dos tipos de empirismo ingenuo:

- Perceptivo: cuando los estudiantes se basan en elementos visuales
o tactiles.

- Inductivo: cuando los estudiantes se basan en elementos mate-
maticos o relaciones detectados en el ejemplo.

* Experimento crucial: cuando la conjetura es demostrada usando un
ejemplo que se escoge porque se presume que en cualquier otro caso va
a dar el mismo resultado. Se identifican los siguientes tipos de experi-
mentos cruciales:

- Basado en ejemplo: cuando los estudiantes se basan en la existen-
cia de un tnico ejemplo o en la ausencia de contraejemplos para
su demostracion.

- Constructivo: cuando los estudiantes sustentan sus demostracio-
nes en las construcciones realizadas sobre el ejemplo o en la forma
de conseguir el ejemplo.

- Analitico: cuando se usan ejemplos cuidadosamente seleccionados
y las demostraciones de los estudiantes estan basadas en propieda-
desy relaciones observadas en el ejemplo o en elementos auxiliares.

- Intelectual: cuando las conjeturas o demostraciones de los estu-
diantes estan basadas en observaciones empiricas del ejemplo,
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pero en la demostracion usan propiedades matemadticas acepta-
das o relaciones entre los ejemplos.

+ Ejemplo genérico: cuando en la demostracioén o en la conjetura se usa
un ejemplo especifico que es representante de una clase y la demostra-
cién incluye la produccién de razonamientos abstractos.

Los cuatro tipos de demostracion definidos en los parrafos anteriores
para el experimento crucial se presentan en los ejemplos genéricos.

2. Demostraciones deductivas: caracterizadas por la descontextua-
lizacién de las discusiones usadas, se basan en aspectos genéricos del
problema, operaciones mentales y deducciones logicas. Los tipos de de-
mostraciones deductivas son:

+ Experimento mental: cuando se usa un ejemplo para ayudar a organi-
zar la demostracion. Se pueden distinguir dos tipos de experimento
mental:

- Experimento mental transformativo: cuando las demostraciones
se basan en operaciones mentales que transforman el problema
inicial en otro equivalente. El papel de los ejemplos es ayudar a
prever cudles transformaciones son convenientes.

- Experimento mental estructural: cuando las demostraciones es-
tan basadas en secuencias logicas derivadas de los datos del pro-
blema, de los axiomas, las definiciones o teoremas aceptados; si se
usan ejemplos, son para ayudar a organizar o entender los pasos
de las deducciones.

* Deduccion formal: cuando la demostracion se basa en operaciones
mentales sin la ayuda de ejemplos especificos.

Metodologia

La figura 8.1 resume la metodologia de investigacidn planteada por fases; en
la que se llevaron a cabo acciones investigativas para dar cuamplimiento a los
objetivos de investigacion planteados.
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Figura 8.1. Secuencia y relacién entre las fases y los objetivos
de investigacién

Los datos se recogieron de las hojas de trabajo de los estudiantes; los ma-
pas conceptuales que debian completar o realizar al finalizar una actividad;
las evaluaciones cortas y acumulativas aplicadas durante el desarrollo de la
experimentacion; los test diagnosticos de los preconceptos y de las habilida-
des de demostracion; de los videos de las discusiones de clase con los com-
paiieros y profesores; de una entrevista final realizada a algunos estudiantes
y a la profesora de una de las instituciones; de registros de sesion de Cabri
y de los cuadernos de apuntes del investigador y de los profesores. Para la
determinacion de conclusiones se utilizaron todos los analisis cualitativos y
cuantitativos realizados sobre todas las actividades, teniendo en cuenta las
categorias de andlisis de Marrades y Gutiérrez (2000), las categorias emer-
gentes, asi como los datos cuantitativos obtenidos.

Durante dos semanas previas al comienzo de las clases, el investigador
trabajo con los profesores, haciendo énfasis en los objetivos de la investiga-
cién y de aprendizaje propuestos en la unidad de ensefianza, en la concep-
cidn de demostraciéon de nuestra investigacion, en el uso de Cabri y en la
revision y correccion de la unidad y de los test diagnosticos. Este trabajo con-
tinud en el transcurso del desarrollo de la experimentacion, periodo durante
el cual los profesores eran los encargados de implementar las actividades y
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orientar la clase segun lo planeado y descrito en cada una de las actividades
para el logro de los objetivos de aprendizaje y de investigacion.

El investigador fue el responsable del disefio de las actividades y de los
correspondientes archivos de Cabri, de participar en el desarrollo de las ac-
tividades en las instituciones, adoptando un papel de observador activo y
colaborador del profesor en las tareas de asesoramiento y orientacion a los
estudiantes, preguntando y registrando las respuestas y conclusiones en el
desarrollo de las tareas propuestas.

Descripcion de la poblacion

La implementacion de la unidad de ensefianza se llevo a cabo con cien es-
tudiantes del grado décimo de bachillerato (entre catorce y dieciséis afios)
de tres instituciones de Santander, tomando como tnico criterio de eleccion
la facilidad de establecer contacto con las directivas y profesores, ademas
de que fueran instituciones que contaran con una sala de computadores
disponible tres horas semanales para trabajar en dos sesiones semanales de
noventa minutos cada una durante el periodo que se habia planeado la ex-
perimentacidn.

Ninguno de los estudiantes habia tenido experiencia previa en el uso
de Cabri, por lo que las dos primeras semanas de febrero se dedicaron a su
aprendizaje. Teniendo en cuenta que los estudiantes participes de la expe-
riencia eran noveles en el uso de Cabri y el tiempo disponible para la capa-
citacion fue de apenas dos semanas, en casi todas las actividades Cabri fue
utilizado mas como una herramienta para obtener construcciones sencillas
y orientada a la visualizacién, exploracion y andlisis de relaciones y propie-
dades trigonométricas que como una herramienta que los estudiantes ma-
nipularan como expertos para la solucién de un problema de demostracion.
Cuando la construccién era compleja se daba a los estudiantes el archivo
correspondiente para que ellos la manipularan y exploraran las propiedades
estudiadas. Solo en los casos en que las construcciones eran sencillas se pidi6
a los estudiantes que intentaran hacerlasy que, de acuerdo con el resultado,
plantearan, verificaran y demostraran las propiedades correspondientes.

De los profesores, solamente uno habia usado Cabri en la calculadora TI
92 plus y Cabri Il en el computador, por lo que se trabajé con ellos durante
las dos tltimas semanas de enero y las dos primeras semanas de febrero.

Para el analisis de los resultados se tomaron cuatro grupos conformados
por dos o tres estudiantes de dos de las institucionesy tres grupos conforma-
dos por dos estudiantes de la institucion restante.
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Planificacion de la experimentacion

La experimentacién de la unidad de ensefianza se llevo a cabo entre la se-
gunda semana de enero y la primera semana de mayo del 2006 en el trans-
curso normal del periodo de clases de las tres instituciones participantes. El
cuadro 8.1 muestra la secuencia cronologica de las acciones de experimen-
tacion realizadas.

Feb Mar Abr May

Acciones de la experimentacion 2006 2006 2006 2006

Aplicacién del test de conocimientos bl
previos ; l
Aplicacion del test diagndstico de los ‘
tipos de demostraciéon

Aplicacién de la unidad de ensefianza

Aplicaciéon de las evaluaciones cortas

Aplicacién de la evaluacién acumulativa

Cuadro 8.1.

Se aplicaron cinco actividades® que abarcaron los siguientes temas de es-
tudio de las razones trigonométricas:

« Actividad 1: razones trigonométricas para tridngulos rectangulos.
« Actividad 2: razones trigonométricas para angulos en posicién normal.

+ Actividad 3: representaciones lineales y visualizacion de las razones
trigonomeétricas.

+ Actividad 4: identidades pitagoricas.

+ Actividad 5: seno de la suma de dos angulos.

Como uno de los objetivos fundamentales de la unidad era el desarrollo
de las habilidades de demostracién, desde la primera actividad se planteo
el analisis y demostracion de conjeturas que involucraban las identidades
trigonométricas. De esta manera, cada actividad era mucho mas extensa de
lo que normalmente se plantea en los textos escolares, puesto que se reque-
ria la realizacién y analisis de construcciones en Cabri, asi como el plan-

2 Las dnco actividades y los archivos de Cabri correspondientes se encuentran publicadas en el trabajo de investigacion Fiallo
(2006).
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teamiento y discusién de las ideas en la hoja de trabajo con el grupoy en la
discusioén con la clase y el profesor.

Algunos resultados

Las actividades planteadas permitieron el uso de diferentes procedimien-
tos de resolucion de actividades cada uno de ellos caracterizados por el tipo
de actividad propuesta, viéndose una evolucién desde el uso inicial de pro-
cedimientos numéricos basados generalmente en los datos observados en
Cabri hacia el uso de procedimientos algebraicos, geométricos y analiticos
que promovieron el uso de razonamientos mas analiticos y deductivos para
mejorar las habilidades de demostracion en el tema de las razones trigo-
nomeétricas. Por ejemplo, al realizar los movimientos que hacian variar el
angulo A en un solo sentido, planteaban que algunas razones aumentaban
y otras disminuian. Al solicitarles propiedades matematicas para justificar,
se basaban en lo observado en Cabri y volvian a dar ejemplos. Este tipo de
procedimiento se clasificaba como numérico basado en los datos de Cabri
(NDC). Para hallar las relaciones entre las razones de los angulos A y A-90,
construyeron en Cabri el angulo A-90 por rotacién y justificaron que cos (A-
90) = sen A porque “cuando el tridngulo rota (A-90) pasa a ser el coseno de A
por lo tanto cos (A-90) = sen A los tridngulos son semejantes, pero diferentes
las posiciones de seno y coseno”. Este tipo de procedimiento se clasificaba
geométrico basado en propiedades geométricas (GP).

Por la insistencia en el uso de propiedades matematicas para las justifica-
ciones, a medida que los estudiantes avanzaban en las actividades, empeza-
ban a utilizar procedimientos mas analiticos que tendian a ser mas generales
y no tan numéricos. En este caso Cabri les servia como una herramienta
exploratoria para analizar las variantes e invariantes y deducir propiedades
geomeétricas y analiticas.

Se detectaron cinco estrategias de razonamiento muy relacionadas con
los procedimientos de resolucion de actividades y con los tipos de demos-
tracion realizados por los estudiantes. Estas estrategias emergian por el tipo
de actividad propuesta. Por ejemplo, la estrategia de razonamiento usada al
principio se basé en el analisis empirico de los datos de Cabri al realizar el
movimiento del punto P sobre la circunferencia; para hallar las relaciones de
las razones entre los dngulos A y -A los estudiantes hicieron construcciones
y analizaron los valores de las coordenadas de los puntos sobre el lado fi-
nal de cada dngulo, no utilizaron argumentos geométricos para justificar las
relaciones. Este tipo de razonamiento se clasificé como empirico inductivo
apoyado en los datos de Cabri (EIC-AD).
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A medida que fueron explorando otras relaciones se fue dando una tran-
sicion desde un razonamiento empirico inductivo hacia un razonamiento
deductivo ayudado por una transicion entre las representaciones numeéricas
hacia representaciones algebraicas apoyadas por un enfoque geométrico.
Los estudiantes sustentaban sus afirmaciones en deducciones de los datos
del problema o propiedades recordadas y utilizaban Cabri para su valida-
cion. Por ejemplo, para hallar el rango de variacion de la tangente utilizan la

identidad tan4 = £24 v explican comparando los valores del cociente cuando
senoy coseno varian: “Al acercarse a 90° aumenta mas rapidamente, pues la
proporcién entre senA y el cosA son mayores y el cosA disminuye y el senA
aumenta por lo que su division va a ser un numero mayor”. Este tipo de razo-
namiento se clasificé como deductivo apoyado en el uso de Cabri (D).

La mayoria de errores surgieron en el transcurso del desarrollo de deter-
minada actividad, algunos de ellos muy propios de esta por el tipo de activi-
dad planteada. Sin embargo, un error constante en casi todas las primeras
actividades fue considerar una variable positiva si no tenia ningun signoy ne-
gativa si tenia el signo menos. Por ejemplo, asumian que el angulo A siempre
es negativoy el angulo A siempre es positivo o que la variable real x siempre es
positiva y la variable real -x siempre es negativa. Un error caracteristico y
cometido por casi todos los grupos en la actividad 2 fue considerar el angu-
lo siempre positivo y en el primer cuadrante, consideracion que los inducia
al analisis de las conjeturas solamente en el primer cuadrante. Por ejemplo,
“sen A = -sen (-A) porque sen A es positivo, sen (-A) es negativo y al multipli-
carlo por -1 queda positivo”.

Las mayores dificultades encontradas, especialmente al inicio de la ex-
perimentacion, fueron las relacionadas con establecer las relaciones que se
daban entre los diferentes elementos o conceptos involucrados en el estudio
de las razones trigonométricas y la incapacidad inicial de justificar matema-
ticamente; relacionada con estas, la dificultad de expresar las relaciones y las
propiedades en un lenguaje y notacién adecuadas. Por ejemplo, quienes no
escribieron en Cabri las razones en forma de fraccion, indicando los valores
de los lados en el numerador y denominador, no veian la relacion numérica
de estos lados cuando varia el dangulo y no eran capaces de justificar con ar-
gumentos basados en las definiciones de las razones dadas por qué al variar
el angulo varian las razones.

En cuanto a los tipos de demostracion, vimos como a medida que desa-
rrollaban las actividades, se dio una transicion de demostraciones de tipo
inductivo hacia demostraciones de tipo deductivo (tabla 8.1) y desaparecie-
ron las demostraciones fallidas, empiricas fallidas o deductivas fallidas. Este
hecho no se puede tomar como un indicador rotundo de éxito e interpretar
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que en las actividades finales todos los estudiantes tenian habilidades para
producir demostraciones deductivas. También se evidencio que, de acuerdo
con la actividad propuesta, se promovi6 determinado tipo de demostracion.

E E
A A A E |EC| E E E | EG E E |DF| D
F |EF| I I DF
CT p Y CB|cC|CA| I |GB|GC|GA]| I MT|ME| T | FE

Cédigos: F = fallido; EF = empirismo fallido; EIP = empirismo ingenuo
perceptivo; EII = empirismo ingenuo inductivo; ECB = experimento crucial
basado en ejemplo; ECC = experimento crucial constructivo; ECA = experi-
mento crucial analitico; ECI = experimento crucial intelectual; EGB = ejem-

plo genérico basado; EGC = ejemplo genérico constructivo; EGA = ejemplo
genérico analitico; EGI = ejemplo genérico intelectual; EMT = experimento
mental transformativo; EME = experimento mental estructural; DFT =

deductivo formal transformativo; DFE = deductivo formal estructural; DF =

deductivo fallido.

Tabla 8.1. Tipos de demostracién producidas por los estudiantes

En la primera actividad prevalecieron las demostraciones empiricas, espe-
cialmente las cruciales, sobresaliendo el tipo experimento crucial intelectual.
No se produjeron demostraciones genéricas porque el tipo de actividadesy de
problemas de demostracion propuestos no lo permitieron. Las demostracio-
nes deductivas fueron producidas por estudiantes que desde el inicio mos-
traron un tipo de razonamiento deductivo y un buen dominio de conceptos
previos. En la segunda actividad se presenté mayor variedad de demostra-
ciones porque, ademas de la actividad, se aplicé una evaluacion individual
de cinco problemas de demostracién. Destaco la presencia de todos los tipos
de demostracién a excepcion del experimento crucial basado, el experimento
crucial constructivo y el ejemplo genérico constructivo, predominando los ti-
pos fallido, experimento crucial intelectual y el empirismo ingenuo inductivo,
con una buena cantidad de demostraciones deductivas. En la actividad 3 se
destacaron las demostraciones tipo deductivo formal transformativo debido
al tipo de problema y a la gran ayuda de visualizacién que se ofrecié la cual
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los estudiantes supieron aplicar incluso en la evaluacién de lapiz y papel que
se hizo. Las demostraciones empiricas corresponden a uno de los grupos que
logré menos avances hacia el logro de habilidades de demostracion de tipo
deductivo. Las actividades 4 y 5 muestran un avance hacia las demostraciones
deductivas basadas en propiedades geométricasy algebraicas generales con la
ayuda de las demostraciones visuales propuestas en Cabri.

A continuacion presentamos ejemplos de algunos de los tipos de demos-
tracion mas frecuentes analizadas en las actuaciones de los estudiantes de
los siete grupos, incluyendo las evaluaciones cortas y acumulativas que se
practicaron en el desarrollo de la unidad.

Ejemplo 1. Actividad 1.2.3: se pregunta sobre la verdad de la relacién
sen(A) =cos (90 - A).

Respuesta de G27:
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Usa las definiciones de seno y coseno estudiadas para reemplazar por los
valores de los catetos e hipotenusa del tridngulo rectangulo que en esos mo-
mentos tenia en la pantalla del computador, y se basa en este tnico ejemplo,
escogido sin ningun criterio, para justificar que la conjetura es verdadera.
Por el uso exclusivo de un ejemplo escogido sin ningun criterio, y basadndose
en esta percepcion (los cocientes son iguales) y en su afirmacion de que la
conjetura es verdadera porque este es igual, decimos que este tipo de demos-
tracion corresponde a un empirismo ingenuo inductivo (EII).
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Ejemplo 2. Actividad 3.4.2. Explorando y demostrando: ;Es verdad que
cos (180 - A) = cos A? Si la igualdad es cierta, demuéstrala; si es falsa,
refutala y encuentra una verdadera y demuéstrala.

Respuesta de C23:
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Después de haber representado en Cabri los dangulos Ay 180 - A (tenien-
do en cuenta que A es agudo y por tanto solo toma valores entre 02y 902), el
estudiante toma el ejemplo que estd en ese momento sobre la pantalla del
computador y observa que los valores absolutos de las razones son iguales,
pero los signos son diferentes. Con base en esto, utiliza la férmula de seno
y coseno para reemplazar por los valores de esas coordenadas y justificar el
signo positivo del angulo A; pero, para el angulo A (el estudiante lo represen-
ta con un simbolo parecido a un cero o0 a la vocal mayuscula o), simplemente
se refiere a los signos en la razén determinando que es negativo. Esto y lo
que esta viendo en el computador le permiten concluir que las razones son
opuestas. Luego se refiere a otra propiedad observada en la representaciéon
de los lados trigonométricos en la figura (los vectores rosados que dibujé en
la hoja y nombro6 como rcos) para reafirmar que los signos son contrarios y
decir cudles serian las conjeturas verdaderas, pero sin demostrarla, como se
habia pedido en la actividad. Por el uso exclusivo de un ejemplo y las demos-

1SOWAP 3P SIPEPIIGRY 3P 0fjoLIESIP |2 eied [1QE) JUIIQUIE UN UI SEILAWOUOS|L] Sauozel sg| esed ezueuasus ap pepiun‘g onyde)

uomel



guez

Rodri

crrez

Jorge Enrique Fiallo / Angel Guti

186 FC

traciones basadas en propiedades observadas en el ejemplo, se concluye que
este tipo de demostracion corresponde a un Experimento crucial analitico.

Ejemplo 3. Actividad 2.3.1: explorando, conjeturando y aprendiendo Usa

Cabri como ayuda para encontrar relaciones entre: cos (A) y cos (-A)

10.
11.

1i25

El grupo G2C utiliza un ejemplo de un angulo A cualquiera sin tener en
cuenta el valor del angulo sino las propiedades observadas en él, al ubicar-
lo inicialmente en el primer cuadrante. Con esta primera exploracion del

Respuesta del grupo G2C:

[: ;Como son coseno de A y coseno de -A?
G2C: iguales.
[: iguales, ;como argumentaria matematicamente eso?, ;por qué?

G2C: porque el coseno de A es x sobre el radio, entonces, al depender
de x, las dos tienen el mismo valor de x, y x siempre va a ser positivo,
x positivo para este [sefiala la coordenada x del dngulo A en el primer
cuadrante], como para este [sefiala la coordenada x del angulo -A en
el cuarto cuadrante], y como el radio siempre va ser positivo, tienen la
misma distancia y el mismo dngulo [senala los lados de los triangulos
que forman los dangulo A y -A]

I: si, pero ahi estd mirando un dngulo particular A en el primer cua-
drante; ;sucede lo mismo si el angulo esta en cualquier otro cuadrante?

G2C: si [mueve el punto P hacia el segundo cuadrante].
I: jqué pasa ahi, por ejemplo?

G2C: son negativos.

I: ;y entonces?

G2C: porque...es que estan dependiendo de la misma x.
I: jah!

G2C: Como dependen de la misma x, como dependen solo de x y no
de y, entonces las dos x, como el tridngulo se pinta hacia x [sefiala los
triangulos congruentes que se forman entre las semirrectas de los an-
gulos A y -A, el eje x y la perpendicular por P al eje x], siempre la x de
Ay -Avaaserla misma.
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ejemplo aseguran que cos (A) y cos (-A) son iguales porque en ese caso la x
es positiva y el radio siempre es positivo (no utilizan el valor especifico de
x), por tanto, las distancias son positivas. Posteriormente, ante la interven-
cion de investigador, analizan la relacién en otro cuadrante y verifican que
la relacion sigue siendo verdadera y utilizan propiedades generales para su
justificacion. Este ejemplo se diferencia de un experimento crucial porque
no utilizan valores especificos, sino que se refieren a generalidades observa-
das en los ejemplos explorados en Cabri; por tanto, se considera un ejemplo
genérico analitico.

Ejemplo 4. Actividad 4.2.2 Demostrando. Utiliza lo que acabas de aprender
para demostrar, visualmente (en Cabri), geométricamente (con propiedades
geométricas) y analiticamente (utilizando las definiciones de las razones
para un angulo en posicién normal, las propiedades encontradas en esta
actividad y en las anteriores) que: (rtan8)* + 7> = (rsec6)’.

Respuesta de C23:
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C23 representa el “lado tangente” y el “lado secante” de un angulo cual-
quiera. Esto le recuerda el Teorema de Pitagoras, segun lo visto en la ac-
tividad 4.1.1, y le da confianza para ver que la conjetura es valida. Luego
reemplaza en la identidad planteada por las definiciones de tangente y se-
cante en la circunferencia de radio r, utiliza las propiedades de las operacio-
nes de los numeros reales (producto, cociente, potenciacion, simplificacion,
factor comun) y propiedades de una igualdad para llegar a otra igualdad co-
nociday aceptada en el punto 4.1.1 que identificaba con el Teorema de Pita-
goras (los estudiantes, cuando llegaban a esta igualdad, manifestaban que ia
igualdad x*+y*=r? era valida porque ese es el Teorema de Pitagoras). Vale la
pena aclarar que esta respuesta se acepta como una demostracion deductiva
estructural formal, de acuerdo con el temay la secuencia de actividades que
se desarrollaron y al tiempo que durd la experiencia, en la que fue bastante
notorio el paso que se dio de un tratamiento geométrico con la ayuda de
Cabri a un tratamiento analitico y algebraico que, de una u otra manera, son
indispensables en la demostraciones trigonométricas.

Conclusiones

El andlisis de los procedimientos de resolucion de las actividades, de las estra-
tegias de razonamiento, de los errores y dificultades, asi como de los tipos de
demostraciones producidas por los grupos de estudiantes desde el inicio de la
experimentacién, nos permiten afirmar que la unidad de ensefianza contri-
buyo a mejorar el nivel de las habilidades de demostracion de los estudiantes,
destacandose una tendencia hacia la producciéon de demostraciones de mejor
nivel al que se habian ubicado en la evaluacion diagnostica. Los que menos
progreso alcanzaron pasaron del empirismo ingenuo a la consideracion del
experimento crucial intelectual, recurriendo al uso de propiedades generales
de las razones trigonomeétricas estudiadas y aprendidas en el transcurro de la
experimentacion. Los que lograron mayores avances llegaron a la produccién
de demostraciones deductivas.

El analisis cualitativo de las producciones de los estudiantes, fruto del
desarrollo de las actividades propuestas, permitio el planteamiento de ca-
tegorias emergentes de andlisis con las que pudimos detectar doce procedi-
mientos de resolucion de actividades, observandose una transicion de los
procedimientos numeéricos hacia los analiticos. También se detectaron cinco
estrategias de razonamiento, notandose en la mayoria de los grupos analiza-
dos una transicion desde un razonamiento empirico inductivo, basado en el
analisis de los datos de Cabri, hacia el uso de un razonamiento mas deduc-
tivo apoyado fuertemente en la visualizacion de propiedades geométricas y
analiticas.




Fe 189

Los errores y dificultades en su mayoria surgieron en el transcurso del
desarrollo de determinada actividad y algunos de ellos muy propios de esta
por el tipo de actividad planteada.

Los estudiantes comprendieron la importancia de la demostracion en
matematicas y fueron conscientes de sus capacidades y habilidades para la
demostracion. Igualmente, se dieron cuenta de que mediante la exploracion
y el andlisis de variantes e invariantes en Cabri podian producir sus propias
conjeturas y demostrarlas. En este sentido, vimos que nuestra experimen-
tacion logro conectar la exploracion con la demostracion, como lo expresa
Hanna (2000), quien reconoce que lo que debemos hacer no es reemplazar
la exploracion por la demostracion, sino hacer uso de ambas, pues son dos
actividades independientes que se complementan y refuerzan entre si: “La
exploracion conduce al descubrimiento, mientras que la demostracion lleva
a su confirmacion”.

Dentro del disefio e implementacion de nuestra unidad de ensefianza se
tuvo el proposito de incluir la demostracion en la clase de matematicas para
la promocion de la comprension matematica (Hanna, 2000), por lo que las
actividades apuntaban también a unos objetivos de aprendizaje que fueron
tenidos en cuenta a la hora de su implementacidn, de las discusiones y de
las evaluaciones realizadas -alli se indagaba acerca de los conceptos y pro-
piedades estudiados, ademas de los problemas de demostracion en los que
los conceptos también debian estar aprendidos a la hora de la produccion de
una demostracion correcta-. Al revisar la evaluacién acumulativa aplicada
al final de la segunda actividad se evidencié que la mayoria de estudiantes
resolvio bien los problemas de aplicacion de los conceptos de las razones
trigonomeétricas.

También se procuro que, en las discusiones con el profesor, los conceptos
y propiedades quedaran bien definidos a partir de los descubrimientos que
habian realizado los estudiantes en las diferentes exploraciones y analisis
de variantes e invariantes en Cabri. Los errores y dificultades detectados se
retomaron y se insistio en la necesidad de su correccion. Esto ayud¢ a la
formacion de diferentes objetos mentales referidos a los conceptos de las
razones trigonométricas estudiadas y de su necesidad de comprension para
la demostracidn.

Asi mismo, se aprovecharon los momentos de discusion para insistir en
las diferentes funciones de la demostracion y en la necesidad de la compren-
sion de los conceptos y propiedades para la produccion de demostraciones
mas deductivas. En este sentido, como lo afirman varios investigadores, en-
tre otros Arzarello, Olivero, Paola, y Robutti (2002), Laborde (2000) y Ma-
rrades y Gutiérrez (2000), el profesor desempeiié un papel muy importante
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en la insistencia de conectar las diferentes interacciones y relaciones que
se dieron entre los procesos de construccion y demostracion, entre las ac-
tuaciones con el computador y las justificaciones por medio de argumentos
tedricos.

En cuanto al uso de Cabri, nuestra experimentacion ratificé lo que ya
varias investigaciones han comprobado en cuanto a que los ambientes de
geometria dinamica favorecen la interaccion entre construir y demostrar,
entre actuar con el ordenador y justificar por medio de argumentos tedricos
(Laborde, 2000). Vimos que las construcciones en Cabri permitieron conec-
tar las representaciones aritmeéticas, geomeétricas, algebraicas y analiticas de
los conceptos y propiedades de las razones trigonométricas, siendo evidente
una transiciéon de lo numérico hacia lo algebraico y de lo empirico a lo de-
ductivo, con apoyo en la visualizacion y analisis de propiedades geométricas
y analiticas producto de la exploracion.
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