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Resum

El treball de tesis doctoral Analisi de les actuacions d’estudiants amb bons resultats en la
resolucio de problemes amb mdultiples opcions de resposta i temps limitat contribueix a la
recerca en Didactica de les Matematiques en I'ambit de la resolucié de problemes. Aquest
estudi es va iniciar per la inquietud de coneixer millor com actuen els estudiants bons
resolutors de problemes quant aquests presenten les caracteristiques propies del concurs
matematic Proves Cangur, on es presenten 30 problemes amb 5 possibles opcions de
resposta i 75 minuts per resoldre’n el maxim nombre possible. En particular, es pretén

establir models de comportament propis de les condicions del concurs.

El marc teoric s’organitza en sis apartats. Els dos primers fan un repas de I'evolucié de
I’ambit de recerca en el camp de la resolucid de problemes. Els capitol seglient aborda
guestions rellevants de factors clau que cal establir per a situar la nostra recerca, com sén la
estrategia, la resolucid i I'heuristica. Els darrers tres apartats tracten els aspectes més
rellevants dels conceptes de visualitzacid, intuicid i certesa, que senten les bases de I'analisi

de les dades que s’ha fet.

Per a de caracteritzar millor el grup de poblacio objectiu de la recerca, s’han definit dos
subgrups de poblacio, per tal de distingir entre els bons resolutors de problemes i els millors
resolutors de problemes. L'objectiu global de I'estudi és establir les diferencies entre aquests
dos grups de poblacié per comprovar si els resultats obtinguts sén aplicables al conjunt
general dels alumnes que obtenen bons resultats a les proves, o si per contra hi ha prou
diferencies entre ells com per justificar una caracteritzacié diferenciada. Per aconseguir
aquest objectiu s’ha presentat un recull de problemes als dos subgrups de poblacié, uns amb
opcions de resposta i temps limitat i els altres sense aquestes caracteristiques, i s’han

analitzat els resultats obtinguts pels dos grups per separat.

Una primera exploracié de les produccions dels alumnes s’ha utilitzat per establir els

parametres amb els quals s’han analitzat després totes les resolucions presentades pels
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estudiants. Aquests parametres s’han dividit en primer lloc en I'analisi de les intuicions que
utilitzen els alumnes en les seves resolucions, i com aquestes intuicions completen processos
de resolucio que matematicament no podem considerar com a prou justificats. En segon lloc
s’ha analitzat I’'Gs que fan els estudiants de les opcions de resposta. | per ultim s’han analitzat
dues de les heuristiques que han aparegut amb més freqliencia en les resolucions dels

alumnes, com sén I'Us de casos particulars i I'Us d’aproximacions en el procés de resolucio.

Es conclou que els dos subgrups de poblacié mostren comportaments prou diferents com
per constatar que el grup general de poblacid dels estudiants que obtenen bons resultats a
les Proves Cangur no és prou homogeni com per extreure’n conclusions aplicables a tot el
grup. Els alumnes considerats els millors resolutors de problemes en aquest context obtenen
resultats substancialment superiors (més del que hauriem esperat per la poca diferencia en
la classificacio d’uns i altres) als considerats bons resolutors, i aquests millors resultats van
acompanyats de diferencies importants en el comportament a |I'hora de resoldre els
problemes. Els alumnes millors resolutors plantegen els problemes de la mateixa manera
disposin o no d’opcions de resposta, i mostren una preferencia per les resolucions completes
que deixin poc marge a la incertesa, utilitzant sovint les opcions de resposta com a simple
comprovacié del resultat obtingut en la seva resolucio, obtenint millors resultats quan
disposen de més temps per a resoldre els problemes encara que no disposin d’opcions de
resposta. Els alumnes que no estan entre els millors resolutors, en canvi, mostren una
predisposicio més gran a utilitzar les opcions de resposta com a part del seu procés de
resolucid, i els seus resultats empitjoren bastant quan no disposen d’opcions de resposta,

tot i disposar de més temps.



Summary

The doctoral thesis Analysis of the behavior of students with good results in problem
solving with multiple choice options and limited time contributes to the research in Didactics
of Mathematics in the field of problem solving. This study was initiated by the concern to
know better how good problem solver students behave when these problems present the
characteristics of the Math Kangaroo competition, where 30 problems are presented with 5
possible answer options and 75 minutes to solve the maximum number of them. In
particular, the aim is to establish models of behavior specific to the conditions of the

competition.

The theoretical framework is organized into six sections. The first two review the
evolution of the field of research in problem solving. The following section address relevant
issues involved in key factors that need to be established to position our research, such as
strategy, resolution, and heuristics. The last three sections deal with the most relevant
aspects of the concepts of visualization, intuition and certainty, which lay the foundations

for the analysis of the data that has been done.

In order to better characterize the target population of the research, two subgroups of
the population have been defined, in order to distinguish between the good problem solvers
and the best problem solvers. The overall aim of the study is to establish the differences
between these two population groups to see if the results obtained are applicable to the
general set of students who get good results in the tests, or if on the contrary there are
enough differences between them as to justify a differentiated characterization. To achieve
this goal, a collection of problems was presented to the two population subgroups, one with
limited time and answer options and the other without these characteristics, and the results

obtained by the two groups were analyzed separately.
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An initial exploration of the student productions has been used to establish the
parameters with which all the resolutions presented by the students have been analyzed
afterwards. These parameters have been divided primarily in the analysis of the intuitions
that students use in their resolutions, and how these intuitions complete resolution
processes that mathematically cannot be considered sufficiently justified. Second, we
analyzed students' use of answer options. Finally, two of the heuristics that have appeared
most frequently in student resolutions have been analyzed, such as the use of particular

cases and the use of approximations in the resolution process.

It is concluded that the two population subgroups behave differently enough to find that
the general population group of students who get good results in the Math Kangaroo
competition is not homogeneous enough to draw conclusions applicable to the whole group.
Students considered the best problem solvers in this context get substantially higher results
(more than we would have expected due to the small difference in the classification between
them) than those considered good solvers, and these better results are accompanied by
significant differences in the problem-solving behavior. Top solving students pose problems
in the same way whether or not they have answer options, and show a preference for
complete resolutions that leave little room for uncertainty, often using answer options as a
simple check of the result obtained in their resolution, getting better results when they have
more time to solve problems even if they do not have answer options. Students who are not
among the best solvers, on the other hand, show a greater predisposition to use answer
options as part of their solving process, and their results get much worse when they do not

have answer options even when have more time to solve them.



Capitol 1. Introduccio

El 1991 va néixer a Franca la competicid matematica Proves Cangur. A partir de 1994,
altres paisos es van afegir a I'organitzacié d'aquest concurs, creant-se al juny d'aquest any
I'associacid internacional Le Kangourou Sans Frontiéres (KSF) amb 10 membres fundadors
representant entitats organitzadores dels seus paisos. El creixement de la popularitat
d’aquest concurs ha estat molt important durant el segle XXI, en els anys que van de 2015 a

2020 s’hi ha afegit una mitjana de 4 nous paisos cada any.

El 2019 aquesta associacido comptava amb 91 paisos membres de ple dret, i van participar
en les Proves Cangur aproximadament sis milions d'estudiants d'Europa, Asia, Africa,
Australia, America del Nord i del Sud (Figura 1). Les dades estadistiques del 2020 i 2021 no
son representatives de I'abast del concurs degut a les condicions especials que hi va haver a

nivell mundial a causa de la pandémia ocasionada pel virus SARS-CoV-2.

Figura 1 Participacio mundial a les Proves Cangur

A Catalunya, Pais Valencia i Balears s'organitza aquest concurs sota el nom Proves Cangur

des de 1994, sota la organitzacié general de la Societat Catalana de Matematiques i amb
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col-laboracio de la Comissié Cangur al Pais Valencia i la Societat Balear de Matematiques La
participacié el 2019 va ser de 157.218 estudiants de més de 1000 centres de primaria i
secundaria (Figura 2). A l'estat espanyol organitza les proves la Asociacién Canguro

Matematico, que el 2019 va reunir a més de 20.000 estudiants.

Figura 2 Participacio a les Proves Cangur a Catalunya

Les Proves Cangur és un concurs amb un gran seguiment (Moliner, 2016), i és el concurs
matematic més popular a nivell escolar de tot el mdn, i a nivell catala també. | no només
aixo0, sind que també és la prova matematica que més alumnes fan de manera simultania al

nostre territori, superant les proves de selectivitat i les de competéncies basiques.

Les Proves Cangur consisteixen en donar la major quantitat possible de respostes
correctes a una llista de 30 problemes, en ordre de dificultat creixent, en un temps maxim
de 75 minuts (son molt pocs els estudiants que aconsegueixen respondre tots els
problemes). Els problemes es presenten en el format de "problema amb resposta d'eleccié
multiple", ja que cada problema ofereix cinc opcions de resposta després de |'enunciat, on
una i només una d'elles és correcta. Els concursants han de marcar una sola de les cinc
respostes o deixar la resposta en blanc. No se'ls demana escriure cap justificacid o
desenvolupament de la resolucid, tot i que disposen de paper per poder dibuixar, fer calculs,
etc. No es permet |'Us de cap dispositiu electronic (incloent calculadores), pero si

d'instruments de dibuix.



Les llistes de problemes que es plantegen en cada competicio s'elaboren en el si d'una
comissié internacional formada per professors pertanyents a totes les organitzacions
membres de KSF. Aixi s'aconsegueix que les proves siguin les mateixes per als estudiants de
tots els paisos membres de I'organitzacid. Els participants a nivell mundial s’organitzen en 6
categories diferents que abasten les edats de 6 a 18 anys. Els coneixements matematics
necessaris per resoldre els problemes son adequats per a I'edat a la qual va dirigida la prova.
Al no haver-hi uniformitat de curriculums de matematiques a tots els paisos participants, i
tenint en compte que no es pretén avaluar el coneixement del curriculum escolar, sind la
capacitat de raonament i I'habilitat per resoldre problemes dels concursants, les eines
tedriques que es necessiten per resoldre aquests problemes es corresponen amb els
continguts estudiats a la classe de matematiques en cursos anteriors. A tal efecte s’han
desenvolupat uns curriculums propis de les Proves Cangur, elaborats amb consens de tots
els membres participants i que volen reflectir els continguts comuns en tots els curriculums

estatals dels paisos participants, per prevenir que un alumne pugui .

Un repte a que s'enfronta la comissié internacional és la decisid del nivell de dificultat de
cada problema. Aquesta decisié es pren per la intuicié dels propis membres de la comissio
després d'analitzar les possibles resolucions que pot admetre un problema, pero no tenen
en compte les estrategies que els estudiants puguin usar en el context del concurs. Aquest
fet ha estat una de les motivacions per a portar a terme la investigacié que presentem. Els
problemes proposats a la comissid els resolen els seus membres pero no en les condicions
especifiques del concurs, sind d’'una manera més “classica”, com el resoldrien ells si fessin el
problema pero sense les opcions de resposta ni amb el temps limitat. Sovint després de
discutir sobre la idoneitat d’un problema durant una llarga estona, analitzar les diferents
resolucions presentades per diferents membres de la comissid, el problema s’acaba
descartant quan algu planteja la pregunta de quant de temps s’estima que pot necessitar un
estudiant de I'edat que pertoqui per a resoldre aquell problema. La situacié plantejada pot
ser molt original, el problema molt interessant, la resolucié molt elegant... pero és tant o
més important que aquest encaixi amb el context de les Proves Cangur, tant pel que fa a la
limitacié de temps que tenen els estudiants com a I'Gs que poden fer de les opcions de
resposta. La comissio té en compte les opcions de resposta sobretot pel seu paper com a
“distractors”, és a dir, que les opcions continguin resultats que puguin concordar amb els
errors més comuns que es preveu que puguin fer els estudiants en cada problema. Pero no
es té en compte I'Us que aquests estudiants poden fer de les opcions de resposta com a

instrument actiu del procés de resolucid, i com poden afectar aquestes opcions a les
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resolucions previstes per la mateixa comissid. Els resultats que presentem esperem que
puguin contribuir a entendre millor el comportament dels estudiants en el context del
concurs, si més no els dels estudiants més talentosos, i que aix0 ajudi a poder establir amb
més fiabilitat el nivell de dificultat d’un problema i a preveure vies alternatives de resolucio

que fins ara no es contemplen.

La investigacié sobre resolucido de problemes ha donat lloc a una gran quantitat de
publicacions. En elles s'estudien diferents elements que tenen a veure amb el procés de
resolucié o amb I'éxit dels resolutors, com elements dels enunciats, estratégies de resolucid,
coneixements dels resolutors, processos metacognitius, influéncia de factors afectius com
I'ansietat o la confianca, etc. No obstant aix0, no hem trobat cap estudi que informi sobre
com actuen els estudiants amb més talent matematic i més expertesa en resolucié de
problemes a l'enfrontar-se a problemes en les condicions particulars del concurs Proves
Cangur, és a dir, amb respostes d'elecciéo multiple i amb temps limitat. Conjecturem com a

punt de partida que motiva la nostra recerca, respecte d'aquest tipus d'estudiants, que:

e A l'incloure en I'enunciat opcions de resposta, es pot induir I'Us d'estratégies de

resolucid o d'heuristiques especifiques basades en elles.
e Disposar o no de temps limitat per a resoldre els problemes pot provocar:

o Diferéncies en I'Us de la intuicidé (en el sentit de Fischbein, 1987) i les
conjectures, amb menor rigor matematic en els processos de resolucid

quan el temps és limitat.

o Diferéncies en la confianca (seguint de manera inicial el model de Foster,
2016) dels estudiants en les seves respostes, amb menor confian¢a quan

el temps és limitat.

e Els estudiants amb bons resultats a les Proves Cangur basen el seu exit en un Us
habil de les opcions de resposta que els permet trobar respostes correctes sense

desenvolupar un procés de resolucié complet.

Per descriure adequadament el context de la nostra investigacid, cal introduir unes

precisions terminologiques:



- Seguint a Kantowski (1977), distingirem entre un problema, la forma de resolucié del
qual no és evident i on es requereix utilitzar la informacié de manera no rutinaria i un cert
nivell de raonament de l'alumne, i un exercici, quan per a la resolucio només es necessita
utilitzar dades recordades o aplicar directament un algoritme conegut, sense més processos

de raonament.

- A més, seguint el model de Puig (1996), distingirem entre resultat (o resposta), solucio i
resolucio d'un problema. Acceptem "el terme resultat per indicar el que contesta a la
pregunta del problema, ja sigui un nidmero, una féormula, una expressié algebraica, una
construccio geometrica, una derivacio logica, etc. El terme solucio el farem servir per indicar
la presentacié final del conjunt de passos que condueixen de les dades a la incognita [...].
Finalment, farem servir el terme resolucié per indicar el conjunt de les accions del resolutor

durant el procés, que poden conduir a obtenir la solucié o no" (Puig, 1996, pag. 34).

No coneixem resultats anteriors que puguin confirmar o rebatre aquestes conjectures, de
manera que l'estudi experimental que presentem en aquest estudi és de tipus exploratori i
el seu objectiu és recollirinformacié que ens permeti donar resposta, encara que sigui parcial
i limitada, a les conjectures anteriors i assentar unes bases inicials de dades empiriques sobre
les quals avancar en la formulacié de respostes a qliestions concretes. Els resultats del nostre
estudi poden ser d'especial interes tant per a la comissié internacional encarregada de
dissenyar les Proves Cangur, com per al professorat que utilitzi aquest tipus de problemes a
les classes de matematiques, propiciant un millor coneixent del comportament que cal
esperar dels seus alumnes en aquest context, com també als investigadors en educacio
matematica interessats en la resolucié de problemes dels estudiants amb altes capacitats

matematiques.

1.1 Objectiu general

L'objectiu general d’aquest estudi és caracteritzar les diferencies de comportament entre
els estudiants amb bons resultats i millors resultats en les Proves Cangur a I’'hora de resoldre

problemes d’opcio multiple i temps limitat.
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1.2 Objectius especifics

Com a objectius especifics destaguem:

e Establir uns nivells de certesa, basats en I'is que fan els estudiants de la intuicid

al resoldre els problemes, que ens permetin classificar les seves produccions.

e Analitzar I'is de conjectures en les resolucions dels estudiants que obtenen bons

resultats en el context de les Proves Cangur.

e Analitzar I'Gs de les opcions de resposta dels estudiants que obtenen bons
resultats en les Proves Cangur en el procés de resolucid de problemes en el

context del concurs.

e Analitzar I'Us de les aproximacions en els calculs i I'Us de casos particulars en la
resolucié de problemes per part dels estudiants que obtenen bons resultats a les

Proves Cangur.

e Establir les diferéencies més rellevants entre les resolucions de problemes amb i
sense les condicions especifiques de les Proves Cangur dels estudiants que

obtenen bons resultats en el concurs.

Per a treballar en aquests objectius hem dissenyat un experiment en que diversos
estudiants han resolt problemes en condicions similars a les de les Proves Cangur i també els
mateixos problemes sense aquestes condicions especials. Aquesta recollida de dades s’ha
fet en dues fases diferenciades, en la primera hi han participat 10 estudiants classificats a les
Proves Cangur del 2012 entre els percentils 99,75% i 100% (grup A), i en la segona 10
estudiants classificats el 2015 entre els percentils 95% i 96% (grup B). D’aquesta manera es
vol també estudiar les diferéncies existents entre estudiants amb bons resultats per
comprovar si s’observen grans diferéncies dins del grup d’estudiants classificats en els

percentils 95%-100%.

L'analisi de les dades obtingudes ens ha permeés identificar eines heuristiques (Puig, 1996),
gue apareixen en la resolucid dels problemes, avaluar el nivell de confianca que tenen els
estudiants respecte de les seves respostes i estudiar el paper de les intuicions descrites per
Fischbein (1987) en el desenvolupament de les resolucions dels problemes. A partir

d'aquesta informacid, hem comparat les dades corresponents als problemes de cada tipus.
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1.3 Estructura de la memoria

Aquesta memoria consta de vuit capitols i quatre annexos. En el primer capitol introduim
el context de la recerca i la motivacidé que ens ha portat a la recerca que presentem. En ell
parlem de les Proves Cangur i el tipus de problemes que presenten aquestes proves als

estudiants i presentem els objectius que pretenem aconseguir.

En el segon capitol presentem una revisié de la literatura existent que considerem més
rellevant en referéncia a dos dels pilars on es basa la nostra investigacid: la resolucié de

problemes i els alumnes amb talent matematic.

En el tercer capitol desenvolupem el marc tedric que hem elaborat per fixar les idees que
guien la recerca. Iniciem aquest capitol amb dos apartats dedicats a la resolucié de
problemes, el primer per estudiar I'’evolucid de la recerca en aquest ambit i el segon per
presentar les principals idees expressades per Pélya (1945) i Schoenfeld (1985) referents als
factors que intervenen en la resolucié d’un problema. El tercer apartat d’aquest capitol versa
sobre les definicions d’estratégia, resolucio i heuristica basades en les idees de Puig (1996)
qgue utilitzarem en aquest treball. Els tres ultims apartats aborden els conceptes de

visualitzacio, intuicid i certesa que ens ajudaran a interpretar les produccions dels alumnes.

En el quart capitol descrivim els aspectes metodologics de la recerca. S’hi descriu la
poblacié objecte d’estudi, es presenta el qliestionari que s’ha utilitzat per recollir les dades i

els diferents aspectes que s’han valorat per tal d’analitzar-les.

En el cinqué capitol presentem l|’analisi de les respostes dels alumnes segons les

categories descrites en el capitol anterior.

En el sisé capitol mostrem els resultats de la recerca relacionant I'analisi de dades del

capitol cinque amb els resultats que ens seran Utils per a I’elaboracié de les conclusions.

En el sete capitol presentem les conclusions del nostre estudi, responent als objectius
plantejats al primer capitol. Reflexionem també sobre les implicacions didactiques
d’aquestes conclusions i exposem les limitacions de la recerca i possibles perspectives de

futur en el camp en qué hem treballat.

11
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Per ultim llistem al capitol vuit les referencies bibliografigues que hem utilitzat en la

nostra investigacio.
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Capitol 2. Revisio de |a literatura
existent

2.1 Enrelacio als concursos matematics

Els concursos de resolucié de problemes de matematiques han estat estudiats des del
punt de vista de la recerca des de fa anys. Una gran part dels textos escrits en les ultimes
decades del segle XX parteixen de les bases que va proposar Pdlya en els seus llibre “How to
solve it” (Pdlya 1945), “Mathematics and plausible reasoning” (Pélya 1954) i “Mathematical
discovery” (Pdlya 1962). En particular s’han estudiat les estrategies de resolucido de
problemes en el context de concursos com I’'Olimpiada Matematica Internacional (IMO per

les seves sigles en anglés).

Pak-Hong Cheung en el seu article “Problem solving Strategies: Research findings from
Mathematics Olympiads” (Cheung, 1992) identifica una série d’estratégies de resolucié que
identifica amb les heuristiques de Pdlya (1945), exemplificant cadascuna d’aquestes
estrategies amb problemes concrets de la IMO pero sense entrar a analitzar produccions dels

participants.

En aquest sentit, la International Mathematical Olympiad concentra gairebé tota la
literatura referent als concursos de matematiques del segle XX, i no és fins els primers anys
del segle XXI que es comencen a escriure de manera més freqiient articles sobre concursos

matematics que no siguin la IMO.

La literatura sobre els alumnes matematicament talentosos és molt amplia, pero és poca
la que fa referencia directa al comportament d’aquests alumnes en la resolucido de
problemes en el context de concursos matematics. Tot i aix0, s’han escrit articles

interessants, com “When do gifted high school students use geometry to solve geometry
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problems?” de Boris Koichu i Abraham Berman (2005), on s’analitzen les produccions de
diversos estudiants que han destacat en la IMO, amb una metodologia semblant en alguns
punts amb la seguida en el nostre estudi. S’analitza el comportament dels estudiants en la
resolucié de problemes de geometria amb entrevistes pre i post resolucié per mirar

d’establir patrons de comportament.

Pel que fa al context especific de les Proves Cangur, trobem una de les primeres referéncia
de I'any 2006 als Proceedings of the Twenty Eight Annual Meeting of the North American
Chapter of the International Group for the Psychology of Mathematics Education en una
referencia a un poster presentat per Stefan Halverscheid (2006), “Problems that make a
difference to Kangaroos” on es fa un estudi de la seleccié de problemes que porta a terme
la Comissid Internacional del KSF i els resultats de la prova a Alemanya, i apunta a uns
resultats parcials que indiquen que davant dels problemes amb multiples opcions de
resposta, els estudiants més joves son menys propensos a donar respostes en blanc, i a mida
gue passen cursos cada vegades son més previnguts i opten amb més frequliéncia per
abstenir-se de respondre per prevenir una penalitzacio si no tenen un minim de certesa en

la seva resposta.

Altres autors com Jiang i Xiong (2021) en el seu recent article de 2021 “Analyze the quality
of Math Kangaroo Problems with a content analysis” també fan un estudi de la seleccio i dels
problemes en si que s’utilitzen a les Proves Cangur, pero tampoc s’analitza el comportament
dels estudiants a I’"hora de resoldre problemes. Els autors conclouen que els problemes
presentats al concurs no requereixen un coneixement extens del curriculum de
matematiques escolars pero si un coneixement profund de les eines basiques, aixi com una
bona capacitat per analitzar els problemes, i que la resolucié d’aquest tipus de problemes

ajuden a millorar la capacitat dels estudiants per raonar logicament

Un autor que els darrers anys ha publicat articles amb referéncies especifiques a les
Proves Cangur i el comportament dels estudiants en aquest concurs des de diferents punts
de vista és Mark Applebaum, amb el seu article de 2017 titulat “Spatial Abilities as a predictor
to success in the Kangaroo contest” (Applebaum 2017) i el de 2019 publicat juntament amb
Roza Leikin, “Girl’s performance in the Kangaroo contest” (Applebaum i Leikin, 2019) on
s’enfoca amb una perspectiva de genere el comportament de nens i nenes en el context de
les competicions matematiques. En el primer d’aquests articles Applebaum conclou que la
visualitzacié espacial és un factor clau en I'éxit dels alumnes a I’'hora de resoldre aquest tipus

de problemes, i que els estudiants que mostren habilitat per aquest tipus de visualitzacio des
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d’edats primerenques tenen més probabilitats de ser en el futur bons resolutors de

problemes de matematiques.

Cap d’aquests articles aborda directament |'objectiu de la nostra recerca, i els més
propers s’han publicat els darrers anys, amb posterioritat a la recollida i analisi de dades que
mostrem en aquest text. En particular, no hem trobat literatura directament relacionada
amb la resolucié de problemes matematics amb opcions multiples de resposta en un context
de concurs, ni hem trobat literatura existent que estudii quins comportaments particulars
desenvolupen els estudiants talentosos en aquest tipus de situacions. Aquest fet ha
comportat que s’hagi hagut d’establir les diferents categories per a analitzar les produccions

dels estudiants, fet que en si mateix és un dels resultats d’aquest estudi.

2.2 Enrelacio als alumnes talentosos en
matematiques

Les matematiques tenen un ampli ambit d'Us que va des del disseny de les maquines més
senzilles fins als dispositius electronics més complexos, des de la construccié d'una petita
joguina fins a un transbordador espacial. La qualitat de la millora de la ciéncia i la tecnologia
d'una societat depen de la formacid i el suport de la seva gent. En aquest sentit, la formacid
i el suport als estudiants dotats és especialment important. Se sap que els estudiants
talentosos tenen habilitats especials per a les matematiques i tenen un major potencial per
convertir-se en cientifics (Assouline i Lupkowski-Shoplik, 2005). Els individus i les societats
que puguin utilitzar les matematiques de manera eficag podrien trobar més oportunitats per
donar forma al seu futur (NCTM, 2000). Segons Gagne (2005) la intel-ligéncia és innata, pero
només pot ser una habilitat si es millora. Per aquest motiu, cal definir i desenvolupar
sistematicament les variables que prediuen les habilitats matematiques dels alumnes
talentosos. D’aquesta forma, les caracteristiques cognitivo-afectives que afecten
I'assoliment de les matematiques esdevenen el centre de les investigacions en aquest camp

en els darrers anys (Bilican, Demirtasli i Kilmen, 2011).

A la literatura s’han tractat diversos fenomens que tenen a veure amb |’alt rendiment en
matematiques. Durant decades, la superdotacié es va equiparar amb el concepte

d'intel-ligéncia o coeficient intel-lectual (Renzulli, 2005; Brown, Renzulli, Gubbins, Siegle,
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Zhang, i Chen, 2005; Coleman i Cross 2005). Terman (1925) va afirmar que els individus
dotats sén aquells que puntuen entre 1'1% més alt de la poblacié a la prova de Stanford-
Binet. Aquesta comprensio de la superdotacid ha sobreviscut fins als nostres dies en algunes
concepcions. Tanmateix, la majoria dels investigadors veuen ara la superdotacié com un
concepte més polifacétic en que la intel-ligencia només és un dels diversos aspectes
(Renzulli, 2005). Un exemple és el model de superdotacio de tres anells de Renzulli (1986).
En un intent de capturar les multiples facetes de la superdotacio, Renzulli va presentar la
superdotacié com una interaccié entre la capacitat superior a la mitjana, la creativitat i el
compromis amb la tasca. Va passar a separar la superdotacié en dues categories: la
superdotacio escolarila superdotacié productiva creativa. El primer fa referéncia a la facilitat
per adquirir coneixements i fer proves estandarditzades. El segon implica la creacié de nous
productes i processos, que Renzulli pensava que sovint es passava per alt a I'escola. Molts
investigadors donen suport a aquesta idea que la creativitat s'ha d'incloure en la concepcid

de la superdotacié en qualsevol area (Miller, 2012).

Csikszentmihalyi (2000) va assenyalar el caracter dependent del camp del concepte de
superdotacié. A causa de la manca de claredat conceptual sobre la superdotacio i
I'heterogeneitat de la poblacié superdotada, tant en general com en matematiques, la
identificacido dels estudiants superdotats ha variat (Kontoyianni, Kattou, Pitta-Pantazi i
Christou, 2011). En canvi, a la literatura de recerca es troben caracteristiques destacades de
la superdotacid en matematiques. Krutetskii (1976) en la seva investigacido sobre els
estudiants de matematiques talentosos va trobar una série de trets caracteristics: capacitat
de pensament logic respecte a les relacions quantitatives i espacials, els simbols de nombres
i lletres; la capacitat de generalitzaciéo rapida i amplia de relacions i operacions
matematiques; flexibilitat dels processos mentals; i la memoria matematica. Altres
investigadors han proposat caracteristiques similars de la superdotacié matematica (vegeu

per exemple Sriraman, 2005).

Un altre aspecte relacionat amb el talent matematic és la creativitat. Tot i aixi, un dels
principals reptes a I'hora d'investigar la creativitat matematica és la manca d'una definicid
claraiacceptada del terme creativitat matematica i de la propia creativitat. Revisions previes
de la literatura han conclos que no hi ha una definicié universalment acceptada ni de
creativitat ni de creativitat matematica (Sriraman, 2005; Mann, 2005). Treffinger, Young,
Selby i Shepardson (2002) observen que hi ha més de 100 definicions contemporanies de la

creativitat matematica. No obstant aix0, hi ha certs parametres consensuats a la literatura
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gue ajuden a acotar el concepte de creativitat. La majoria de les investigacions de la
creativitat prenen una de dues direccions: la creativitat extraordinaria o la creativitat
qguotidiana (Kaufman i Beghetto 2009). Mirar la creativitat com a construccio6 tant social com
personal obre una distincié entre diferents tipus de creativitat (Leikin i Pitta-Pantazi, 2013).
Jaime i Gutiérrez (2017) atribueixen als estudiants amb altes capacitats matematiques
caracteristiques tipiques com la originalitat dels procediments i el seguiment de camins no
estandard per a la resolucié d’un problema. A més de la creativitat i la originalitat, aquests
estudiants amb altes capacitats matematiques poden mostrar una gran varietat d’habilitats
de resolucio de problemes (Gutiérrez i Jaime, 2013), recolzant la hipotesis que els estudiants
amb altes capacitats matematiques mostren uns comportaments davant la resolucié de
problemes clarament diferents al de la resta d’estudiants que no mostren quest talent

especial.

Tant si la creativitat és especifica d'un domini com si és general, o si ens fixem en la
creativitat ordinaria o extraordinaria, la majoria de les definicions de creativitat inclouen
algun aspecte d'utilitat i novetat (Sternberg, 1999; Plucker i Beghetto, 2004; Mayer, 1999).
El que és util i nou depen del context del procés creatiu d'un individu, en especial en
contextos escolars on I'estudiant interpreta segons el coneixement que té el que per a ell
pot ser util i nou. Els criteris d'utilitat i novetat en les arts professionals diferirien
significativament del que es considera util i nou en una classe de matematiques de primaria
o secundaria. Hi ha, doncs, un factor relatiu a la creativitat que mereix ser tingut molt en
compte. Per a un artista professional, una técnica, producte o procés nou i innovador que
canvii el seu camp d'alguna manera significativa seria creatiu, perd per a un estudiant de
matematiques de secundaria una solucié inusual a un problema podria ser creativa. La
creativitat matematica en un entorn escolar es pot definir com el procés que dona lloc a una
solucié o idea nova, a un problema matematic o la formulacié de noves preguntes (Sriraman,

2005).

Sovint, la capacitat matematica s'ha vist com I'equivalent a l'assoliment matematic; i fins
a cert punt hi ha certa veritat en aquesta nocié. Hi ha una relacid estadistica entre el
rendiment académic en matematiques i I'alta capacitat matematica (Benbow i Arjmand,
1990). En canvi, Ching (1997) va descobrir que el talent ocult passa molt desapercebut a les
aules convencionals i Kim et al. (2003) afirmen que les proves tradicionals poques vegades
identifiquen la creativitat matematica. Hong i Aqui (2004) van comparar les caracteristiques

cognitives i motivacionals dels estudiants de secundaria que tenien un talent academic en
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matematiques, un talent creatiu en matematiques i un no dotat. Els autors van trobar que
els estudiants amb talent creatiu utilitzaven més estrategies cognitives que els estudiants
dotats académicament. Aquestes troballes indiquen que la capacitat matematica i
I'assoliment matematic en un entorn d’ensenyament obligatori no son necessariament

sinonims.
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Capitol 3. Marc Teoric

La resolucid de problemes és un dels camps centrals en la recerca en Educacid
Matematica. En aquest document no pretenem elaborar un recull exhaustiu de la literatura
existent, sind recollir els conceptes clau que intervenen en la resolucido de problemes.
Primerament, presentem un breu resum de la recerca efectuada en les darreres decades
sobre resolucido de problemes i, posteriorment, abordem els diferents aspectes teorics
relacionats amb el nostre estudi. En concret, ens interessa tot allo relacionat amb els
processos de resolucié d'un problema, aixi com establir quines tasques de caire matematic

entenem com a problemes.

Per altra banda, presentem també el que indiquen estudis recents que ens serviran de
referencia per a explicar alguns dels comportaments observats en els estudiants, sobretot

mitjangant la intuicié i la visualitzacio.

3.1 Evolucié de 'ambit de recerca en resolucio
de problemes

La resolucié de problemes és un camp estretament lligat a la practica matematica i un
dels aspectes centrals en la recerca en Educaciéo Matematica. Un dels autors més importants
en aquest camp i precursor de gran part de les investigacions posteriors en aquest camp és
George Pdlya, que en el seu llibre How to solve it (Pdlya, 1945) proposa els passos a seguir
en la resoluci6 de problemes. Aquests quatre passos que descriu Descartes soén,
essencialment, els mateixos que recull Pélya (1945) i sén els seglients: la comprensié del
problema, I'elaboracié d'un pla, I'execucid d'aquest pla i una mirada retrospectiva final. Pélya
(1945) és la primera gran referéncia per entendre |'evolucid de la recerca contemporania en

resolucié de problemes. A partir de la publicacid dels seus llibres sobre resolucié de
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problemes, altres autors han portat a terme un gran nombre d'estudis que han fet avancar

|'area.

La resolucio de problemes és un camp que va despertar un gran interés en les decades de
19701 1980, en les que es van produir una gran quantitat de recerques al respecte, perd que
va veure com aquest interés minvava a mitjans de la década de 1990 (Lester, 1994), en la
que l'atencio es va desplagar a altres arees de I'Educacié matematica. A partir de 1990, es
van introduir nous curriculums escolars als Estats Units, que tenen una gran rellevancia sobre
els continguts que inclouen els curriculums a nivell internacional. El debat sobre la
conveniencia d’incloure la resolucié de problemes i la forma en la que es concreta resta

obert, tal i com es recull a Schoenfeld (2007).

La resolucid de problemes és un camp que ha generat molta literatura i que encara és de
plena rellevancia. Els estudis més rellevants entre 1970 i 1994 es troben al recull elaborat
per Lester (1994) sobre I'estat de la recerca existent en resolucié de problemes en aquest
periode. L'autor del recull planteja les quatre arees especifiques en les que hi ha hagut un
major progrés per a aquest periode. En primer lloc, destaca les recerques dirigides a
identificar els elements que fan que un problema sigui dificil per als estudiants. Inicialment
es van estudiar aquelles variables que feien que un problema fos dificil, com ara el seu
context, I'estructura, la sintaxi utilitzada i les heuristiques necessaries. Posteriorment es va
considerar que la dificultat d'un problema no es troba en les tasques que cal desenvolupar,
sind en les caracteristiques del propi resolutor (Kilpatrick, 1985), tals com la capacitat de

visualitzaci6 o la seva disposicio enfront la tasca a realitzar.

En segon lloc, Lester (1994) destaca els estudis que miren de diferenciar els bons dels mals
resolutors, i observa un fet rellevant per a qualsevol aproximacio didactica a la resolucié de
problemes: que és possible caracteritzar els processos de resolucié que utilitzen els bons
resolutors (Charles i Silver, 1989) pero es posa de manifest que comprimir aquestes formes
de treballar i aplicar-les als mals resolutors o resolutors novells no proporciona, en general,

els resultats esperats (Lesh, 1985).

En tercer lloc, Lester (1994) identifica determinats progressos sobre I'ensenyament de la
resolucié de problemes. Inicialment, la recerca es va centrar en la instruccid per adquirir i
utilitzar destreses i estrategies heuristiques, tot i que posteriorment es va centrar en la
practica de la resolucid, I'adquisici6 de metodes generals i la reflexido sobre les tasques.
Finalment, Lester (1994) posa un gran émfasi en la rellevancia de la metacognicié com a forga
directriu de la resolucié de problemes. Lester (1994) afirma que el procés de resolucié
compta amb aspectes metacognitius i un ampli espectre d'altres aspectes no-cognitius, com

les creences i actituds del resolutor (Lester, Garofalo i Kroll, 1989; Schoenfeld 1987).
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En el mateix document, Lester (1994) afirma que la recerca sobre resolucié de problemes
va ser molt productiva durant la década de 1970 i la primera part de la década de 1980, pero
gue a partir de finals de la decada de 1980 es va anar perdent interes per aquest camp. El
motiu que destaca per explicar aquesta disminucid en l'interés per la recerca sobre resolucio
de problemes és s’observa que la resolucié de problemes és molt més complexa del que es
pensava inicialment i és necessari obrir I'espectre de recerques en en aspectes també

rellevants, com ara 'avaluacid o aspectes socio-culturals.

Schoenfeld (2007) presenta un nou recull a partir de la recerca ressenyada per Lester
(1994) i actualitza I'estat de la recerca en resolucié de problemes i les seves conseqiiencies
sobre el sistema educatiu als Estats Units. En aquest article es centra en la influéncia de
diferents recerques portades a terme en el camp de I'Educaci6 Matematica sobre els
curriculums de 1990 i en les consequiencies de I'aplicacié d'aquests. Destaca el fet que el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 1980) va proposar que el “problem
solving must be the focus of school mathematics in the 1980s” (pag. 1) i que aquesta
associacio va elaborar una llista amb diverses recomanacions sobre resolucié de problemes,
gue encara avui serien apropiades, perd que no es van portar a terme amb éxit. De fet,
Schoenfeld (2007) afirma que els llibres de text van canviar poc tot i les reformes curriculars

i que no havien incorporat els nous coneixements obtinguts provinents de la recerca.

Schoenfeld comparteix la visié de Lester sobre la disminucid de l'interes de la recerca en
la resolucio de problemes a partir del final de la década de 1980, donant mostres dels camins
gue es van prendre en recerques posteriors en el camp de I'Educacié Matematica. A la
decada del 2000, es comenca a interpretar I'aprenentatge de les matematiques com a un
instrument per dotar de significat el nostre entorn. A partir d'aquest moment es realitzen
aportacions al camp basades en els fonaments de la resolucié de problemes amb |'objectiu
d'aprofundir en fets com la comprensié dels conceptes per part dels alumnes, la seva
competéencia en resolucié de problemes, el desenvolupament de la seva propia autonomia
com a estudiants o el creixement personal de I'alumne (Lampert, 2001; Boaler, 2002; Senk i
Thompson, 2003).

La resolucié de problemes ha seguit com a un dels camps de recerca més rellevants a
I’Educaciéo Matematica fons a I'actualitat. A I'lCME d’"Hamburg del 2016 es va donar lloc a un
dels darrers reculls més rellevants al respecte. El llibre de Liljedahl i Santos-Trigo (2019)
destaca els aspectes més destacats a |'actualitat. En primer lloc, es constaten encara esforgos
en refinar el marc el marc de Pdlya (Tjoe, 2019), caracteritzant de nou les fases de resolucié
de problemes que apareixen en els intents de resolucid dels estudiants i es centra a buscar

nous enfocs per fomentar entre els alumnes diferents formes de resoldre problemes.
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Tjoe (2019) observa que els estudiants mostren poc interés per trobar resolucions
alternatives a les que han desenvolupat en primera instancia. D’aquesta forma, la
recomanacié que es deriva és que els estudiants discuteixin explicitament al llarg de la
instruccié la importancia de trobar multiples metodes de solucio per abordar qualsevol tipus
de problema. Sera, doncs, tasca del professorat promoure que els seus alumnes es centrin
en la fase de retrospectiva i trobar diferents aproximacions per resoldre el mateix problema.
Maciejewski (2019) amplia aquesta visié i proposa reconceptualitzar els processos de
resolucié de problemes matematics per incloure nous elements, els que ell anomena previsid
matematica i la importancia del pensament futur a I'hora d'abordar una situacié de resolucié

de problemes.

Respecte a I'Gs de tecnologia, Carreira i Jacinto (2019) conclouen que la inclusié
d’elements tecnologics digitals a la resolucié de problemes ofereix a I'estudiant la possibilitat
de participar en diferents formes de raonament, incloent I'exploracio, la manipulacid,
I'observacio, la conjectura, la formulacid, I'explicacié i la validacid. Santos-Trigo (2019)
presenta un marc per caracteritzar el raonament que podria desenvolupar un resolutor de
problemes com a resultat de I'Us de la tecnologia digital per resoldre problemes matematics.
En fer-ho, il-lustra com les possibilitats de la tecnologia poden donar forma a la reconstruccio
de figures que sovint estan incrustades en el problema. Aquest Us de la tecnologia és clau
també en el desenvolupament d’habilitats de visualitzacid com les descrites per Presmeg
(1986) que els estudiants apliquen més tard en la resolucié de problemes encara que no

disposin d’aquests elements tecnologics en el moment de la resolucié.

Finalment, al Departament de Didactica de la Matematica i les Ciencies Experimentals
s’han desenvolupat també en els darrers anys recerques relacionades amb la resolucié de
problemes, seguint algunes d’aquestes vessants actuals. Com la metacognicié (Deulofeu i
Vilallonga, 2018; Torregrosa, Deulofeu i Albarracin, 2020), la resolucié grupal de problemes
de geometria (Garcia-Honrado, Fortuny, Ferrer i Morera, 2016) o la modelitzacié matematica
com a branca de la resolucié de problemes en les que els contextos reals sén rellevants
(Ortega, Puig i Albarracin, 2019; Carcamo, Fortuny i Gdmez, 2017). Aquesta tesi s’emmarca
en aquesta tradicio i continua investigant sobre la resolucié de problemes, afegint més
coneixement sobre un tipus de resolucié poc estudiat, el dels problemes de resposta tancada

en el context de concurs Cangur.
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3.2 Factors que intervenen en la resolucio d’un
problema

Si ens centrem en les darreres decades, veiem que s'han elaborat diversos estudis sobre
diferents aspectes relacionats amb la forma en que es pot resoldre un problema. La primera
referencia en I'ambit de I'Educacid Matematica sén els llibres publicats per Pdlya sobre

resolucié de problemes, en els que es centra en les estrategies a seguir per un resolutor.

Pélya (1945) estableix un model dividit en quatre fases per a la resolucid d'un problema.
Aquestes fases soén les seglients: a) Comprensié del problema; b) Elaboracié d'un pla; c)
Execucio del pla, d) Mirada retrospectiva. A partir de la introspeccié, Pélya examina el
comportament d'un resolutor que podriem anomenar ideal, i que és capag d'autogestionar
la seva tasca. Aquest recorre linealment les quatre fases descrites i passa a la seglient només
guan l'anterior ha estat finalitzada. El model presentat per Pélya (1945) va acompanyat d'un
conjunt de preguntes que el resolutor es pot plantejar per avancar en la seva tasca. La gran
majoria d'aquestes preguntes son variacions de la pregunta coneixes un problema
relacionat? amb el que I'experiéncia previa en resolucié de problemes sembla ser el motor

de la resolucio de problemes per a Pdlya.

El detall sobre la naturalesa de cadascuna d’aquestes fases de resolucid (Pdlya, 1945) és
el seglient. La primera fase consisteix en la identificacio, definicié i comprensié del problema.
En aquesta fase es reconeix I'existencia d'un problema per part del resolutor, aixi com i la
necessitat de resoldre'l. La definicié del problema consisteix en la conversio de I'enunciat a
una representaciéo mental en forma d'un esquema coherent que pugui ser util al resolutor.
La segona fase de la resolucié es centra en la planificacido de la resolucid. Es tracta de
dissenyar l'actuacié a seguir i identificar els objectius a complir després d'examinar les
possibles estratégies generals que es poden aplicar al problema. La tercera fase és |'execucié
real del pla que dissenyat préviament, portant a terme les accions particulars que s'han
planificat i regulant I'actuacié amb I'objectiu que aquesta s'ajusti al pla fixat inicialment. La
quarta fase de la resolucio és la retrospeccié final, en la que es porta a terme una verificacio
de la tasca i de les decisions preses anteriorment, aixi com la validacié de la solucié i dels

resultats obtinguts a partir del pla inicial.

Schoenfeld continua l'obra de Pdlya sobre meétodes heuristics. Schoenfeld (1985)

considera insuficients les estratégies que considera Pdlya i sosté que el procés de resolucid
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d'un problema és encara més complex i que inclou altres elements no considerats, com ara
aspectes de caracter emocional i afectiu propis de cada resolutor. En la seva recerca,
Schoenfeld va afegint diferents components a cada estudi que implementa, i podem
entendre que cada element que introdueix és el resultat d'intentar explicar per que els
elements anteriors no sén suficients, també per explicar per que els resolutors tenen
dificultats per resoldre problemes. A partir de les dificultats i mancances dels resolutors,
considera aspectes cognitius com les heuristiques, la gestido de I'activitat de resolucié de
problemes (metacognicid), els recursos i els sistemes de creences propis. Schoenfeld (1985)
considera les creences un aspecte transversal de la resolucié de problemes, enteses com un
conjunt d'idees o percepcions que els estudiants tenen sobre les matematiques, I'activitat
matematica i els processos relacionats amb el seu ensenyament i aprenentatge. Les creences
gue documenta en el seu treball son: i) les matematiques sén de caracter abstracte i no es
relacionen amb la vida quotidiana o la realitat; ii) els problemes de matematiques s'han de
resoldre rapidament, si no es pot, és que no tenen solucio; iii) només els genis poden

descobrir o crear matematiques per ells mateixos.

3.3 Estrategia, resolucio i heuristica

Es consideraran en aquest estudi les estratégies de resolucidé dels estudiants, és a dir
aquelles actuacions que els permeten establir un pla d'accié per aconseguir un objectiu clar.
Aquestes estrategies sorgeixen quan |'alumne es veu davant la situacio d'haver de prendre
decisions i prendre un o altre cami en la resolucié del problema. En el context dels problemes
amb resposta d'elecciéo multiple, un exemple d'estrategia és I'Us de les opcions de resposta:
es poden utilitzar aquestes respostes per comprendre millor I'enunciat, per comprovar la

validesa d'un resultat obtingut, per trobar la resposta per eliminacié, etc.

D'altra banda, com hem indicat en la introduccio, distingim entre resolucid, solucio i

resultat (o resposta) en el sentit de Puig (1996).

Pel que fa a les heuristiques, farem servir aquest terme per referir-nos a les preguntes
generals que I'estudiant pot fer-se per dur endavant la seva resolucié del problema segons

I'estrategia que hagi decidit seguir. Distingirem (Puig, 1996) entre
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e Suggerencia heuristica - buscar un problema analeg, amb la mateixa incognita o

premissa per demostrar, introduir una figura auxiliar, entre d'altres-.

e FEina heuristica, entesa com a element per transformar la situacio inicial, com pot

ser considerar un cas.

e Destresa amb potencial heuristic, que difereix principalment de I'eina heuristica

amb el fet de no tenir el caracter de transformadora del problema.

3.4 Visualitzacio

Les matematiques requereixen un tipus de pensament abstracte i general (Krutetskii,
1976), on un espera que I'habilitat per a percebre imatges mentals clares sigui un avantatge,
ja que sén I'element basic central en totes les concepcions de la percepcio visual (Gutiérrez,
1991), no necessariament lligades a figures geometriques siné també a patrons o férmules
(Presmeg 1986). Al resoldre problemes, aquesta habilitat pot resultar decisiva per a la presa
de decisions i estrategies que un alumne utilitzara en el seu desenvolupament. Segons
Giardino (2010), I'apel-lacié a aquest tipus de visualitzacid no és directa, ja que depén en

gran mesura de |'experiéncia previa.
Prendrem les seglients definicions derivades de Presmeg (1986):

e |matge visual: Una imatge visual és un esquema mental que descriu informacio

visual o espacial.

e Meétodes visuals de resolucié de problemes matematics: Aquells métodes en que
intervenen imatges visuals com a part essencial del métode de resolucid, encara
que apareguin també metodes algebraics o de raonament, els considerarem

meétodes visuals.

La visualitzacid matematica d'un individu es refereix a la preferéncia que aquest mostra
cap als metodes visuals sobre els no visuals quan resol un problema que es pot abordar amb

tots dos métodes (Presmeg 1986).
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3.5 Intuicio

Com hem mostrat al capitol 2, la definicid del terme intuicid és discutida per molts autors,
pero nosaltres adoptem la donada per Fischbein (1987) quan parla d'intuicié en termes de
coneixement intuitiu: "El coneixement intuitiu és coneixement immediat; és a dir, una forma
de cognicid que sembla presentar-se com evident per si mateixa". Fischbein estableix una
diferéncia clara entre intuicio i percepcid. Encara que les dues sén cognicions immediates, la
intuicid va més enlla dels fets, implica una extrapolacio a partir de la simple observacié. Per
exemple, podem percebre que hi ha dos objectes sobre la taula, i podem intuir que un d'ells
és més pesat que l'altre. El primer cas és una simple observacié de fets, en el segon hi ha un

raonament més enlla del que perceptible.

Quan el coneixement matematic no es completa amb coneixement intuitiu, I'alumne no
sera capac d'aplicar aquest coneixement a situacions similars, ni de veure la relacioé existent
entre coneixements que ja formen part del seu conjunt de recursos. Un alumne pot conéixer
un teorema, fins i tot estar convengut que és cert i comprendre la seva demostracid, pero
aixo no vol dir automaticament que sigui capa¢ de comprendre el seu significat més enlla del
formalisme. Afegint, per exemple, algun tipus de visualitzaci6 a aquest coneixement,
I'alumne pot crear-se una imatge mental que l'ajudi a comprendre d'una manera més
intuitiva aquest resultat, facilitant la seva adaptacid a altres situacions on pot "veure"
reflectit aquest patrd. Per entendre millor la relacié entre la visualitzacid i les intuicions que
es generen en la resolucio de problemes, és important abordar la perspectiva semiotica en

la caracteritzacio d'aquestes intuicions (Andra, Santi, 2011).

Per altra banda Hersch (1997), usant la concepcié d’intuicié de Fischbein, descriu la
intuicid com un substitut “il-legitim” de la demostracid rigorosa, i considera diversos

contextos on s’usa la paraula intuicié en matematiques:

e Intuitiu com el contrari de rigords, tot i que el que és o no rigords és dificil

d’establir.

e [ntuitiu és visual, quan prescindim de conceptes generals o abstractes i ens

centrem en aspectes com els descrits en I'apartat anterior.

e [Intuitiu com a convincent en abséncia d’una demostracio, és a dir el que

considerem raonable basant-nos en la propia experiencia en situacions similars.
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Intuitiu com a incomplet, on alguns buits en la cadena logica de raonament

s’ometen, o s"omplen amb arguments no rigorosos.

Intuitiu com a basat en models fisics o en exemples concrets que s’extrapolen

sense demostracio formal previa.
En aquest estudi, seguint a Fischbein (1987), caracteritzem les intuicions en:

Intuicions d'afirmacio, que son representacions o interpretacions de certs fets

acceptades com certes, evidents per si mateixes i consistents.

Intuicions conjecturals, associades a la sensacié de certesa, per exemple "Estic

segur que seras un gran arquitecte".

Intuicions d'anticipacid, que també soén conjectures perd0 que pertanyen
explicitament a la resolucié de problemes. Una intuicié d'anticipacio és la visio
preliminar de la resposta a un problema, que antecedeix a l'analisi i al
desenvolupament complet del problema. No totes les hipotesis son intuicions,
només aquelles que s'associin des de l'inici amb alguna sensacié de certesa o

evidencia.

Intuicions de conclusio, que resumeixen les idees essencials de la solucié d'un
problema préeviament resolt. Aixo afegeix a la construccié formal i analitica una

sensacio de certesa directa i intrinseca.

Excés de confianga: Els indicis favorables a la intuicid es prenen com a més

rellevants o importants que aquells contraris a aquesta intuicio.

3.6 Certesa

Per tal d’establir el nivell de rigor en la resolucié d’un problema, ens hem de referir al que

en matematiques anomenem prova o demostracio. Hersh (1997) diferencia dos significats

del terme demostracid. Per una banda estableix un significat practic, informal, imprecis, on

entenem per demostracié allo que fem per convencer-nos els uns als altres que les nostres

afirmacions o teoremes son certs. Per altra banda, una demostracio matematica teorica és

més formal. Es la transformacié de certes seqiiencies de simbols (frases formals) d’acord

amb unes certes normes logiques. Una seqliencia de passos, on cadascun és una deduccio
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estrictament logica. Aixd dona una idea de formalitzacio, idealitzacid, reconstruccio racional

de la idea de demostracio.

Segons el mateix treball de Hersh (1997) sobre intuicid i certesa, la certesa és la creenca
sense dubtes en la veritat d'una afirmacid. Estar absolutament segur d’alguna cosa és no
acceptar que el contrari pot ser cert. En matematiques professionals, aquesta idea de certesa
s’associa a demostracions amb el segon sentit que hem establert en el paragraf anterior, els
matematics només accepten una afirmacié com a certa una vegada que s’ha demostrat. No
obstant aix0, en contextos no matematics o d’acord amb les creences d’alguns estudiants,
algunes afirmacions poden acceptar-se amb certesa sense la necessitat d’aquesta prova
matematica, en un sentit de demostracié més proper al primer descrit en el paragraf
anterior. Els alumnes amb bones aptituds matematiques seguiran un procés que els portara
de proves empiriques basiques a la comprensié de demostracions deductives més complexes

(Fiallo i Gutiérrez, 2017).

Quan els estudiants de secundaria resolen problemes de matematiques, encara no se’ls
ha format en el concepte formal de demostracid, no és un concepte que tinguin clar des d’un
punt de vista matematicament rigords, i per tant es mouen en el terreny de la certesa, és a
dir de I'autoconvenciment, a partir d’experiéncies previes o de la informacid proporcionada

per I'enunciat del problema, de que un fet o resultat és prou evident.
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Capitol 4. Metodologia

Aquest és un estudi exploratori, ja que no coneixem cap publicacid que informi sobre el
comportament dels estudiants en competicions similars a les Proves Cangur. Per aixo, la
nostra metodologia d'investigacio s'ajusta al tipus de recollida d'informacié (Gutiérrez, 1991)
gualitativa basada en un estudi de casos. La informacio recollida sera organitzada en un

conjunt de categories emergents suggerides per les propies dades.

4.1 Poblacio

Hem ordenat els estudiants que van participar a les Proves Cangur de Catalunya segons
la puntuacié obtinguda en el concurs. La poblacio objecte de I’experiment son els estudiants

de dos segments de percentils, identificats en aquest estudi com a grups A i B.

El grup A el formen 10 estudiants escollits d’entre els 15 que van obtenir millors resultats
en els nivells 1 i 2, corresponents a 3r i 4t d’ESO respectivament I'lany 2012. El total
d'estudiants que es van presentar a Catalunya al concurs va ser de 7256 en el nivell 1 i de
6164 en el nivell 2, i per tant estan entre el 0,25% d’estudiants millor classificats. Aixi doncs,
entre els percentils 99,75% i 100%, considerats experts resolutors en el context propi del
concurs. Tots els estudiants havien estat entrenats d'alguna manera en la resolucié de
problemes amb resposta d'eleccié multiple mitjancant problemes d'edicions anteriors del
concurs. La majoria d'ells havien rebut formacidé en resolucié de problemes en els seus
centres o en centres externs fora de I'horari escolar, preparant-se no només per a les Proves
Cangur sind també per a altres concursos matematics com les Olimpiades Matematiques.
Aquesta formacid la van rebre professors experts fora de les seves escoles i inclouen
formacié especifica en estrategies de resolucié de problemes que altres estudiants no

coneixen.
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El grup B esta format per estudiants que van obtenir bons resultats, pero no tan bons com
el grup A, aixo és, els estudiants entre els percentils 95% i 96% en la prova del 2015, també
en els nivells 1i 2 del Cangur, per tant d’edats similars als estudiants del grup A. Els estudiants
que formen aquest grup havien practicat la resolucio de problemes d’edicions anteriors del
MKC amb I'ajut d’alguns professors de la seva escola, pero no van rebre formacié especifica
per preparar la seva participacio. Cap d’ells no va assistir a cap curs fora de I'escola ni tenia
previst participar a I’'Olimpiada Matematica Internacional, de manera que suposem que no

tenen cap coneixement més enlla del que s’inclou al curriculum escolar estandard.

Creiem que haver observat estudiants que van participar a les Proves Cangur en dos anys
diferents no suposa una perdua de validesa, ja que els problemes plantejats cada any es
poden considerar similars, atés que estan elaborats per la mateixa comissio i seguint els
mateixos criteris de dificultat (vegeu I'annex 1). Les dades es van recollir el mateix any que
els estudiants van participar a les Proves Cangur en els dos casos, per tant ambdds grups
d’estudiants tenien la mateixa edat en el moment de recollir les dades. En el periode 2012 a
2015 tampoc no hi ha hagut cap canvi en el curriculum oficial ni en les lleis educatives que

facin pensar que la formacio rebuda pels dos grups pugui ser diferent.

4.2 Instrument de recollida de dades

L'instrument dissenyat per a la recollida de dades esta basat en 16 problemes, cadascun
dels quals esta redactat en dos formats, com a problema amb resposta d'eleccié multiple i
com a problema obert (sense proposar resultats possibles). Tots dos formats de problemes
son identics llevat que un inclou les opcions de resposta i l'altre no les inclou. A cada
estudiant se li van plantejar els 16 problemes, la meitat en cada format. La distribucid dels
problemes entre tots dos formats es va fer de manera que fos diferent per a cada estudiant,
pero que tots els problemes haguessin estat plantejats la mateixa quantitat de vegades amb
cada format. Atés que els problemes plantejats a tots els estudiants van ser els mateixos, la

seva dificultat per a cada estudiant va ser la mateixa.
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4.2.1 Disseny del gquestionari

Els problemes s'han extret d'una col-leccié de problemes descartats en |'elaboracio final
de les Proves Cangur d'edicions anteriors. D'aquesta forma s'aconsegueix ser fidel als tipus
de problemes que es plantegen en el concurs perd, al mateix temps, es minimitza la
possibilitat que algun problema hagi estat resolt pels estudiants en algun moment del seu
entrenament. D'aquests 16 problemes, 8 sén de geometria i 8 d’aritmetica. Aquestes dues
tematiques son les més habituals en totes les anteriors edicions de les Proves Cangur. Pel
que fa a la dificultat dels problemes, s'han triat d'un nivell mitja o mitja alt respecte a la
dificultat mitjana de la prova, evitant aquells que requereixen de coneixements especifics
del curriculum d'un determinat curs, tenint en compte que participen en I'estudi alumnes de
diferents cursos. La dificultat d'un problema no és mesurable en una escala exacta pero, al
seleccionar-los, s'ha tingut en compte el criteri que va establir la comissio internacional per

a cada un dels problemes.

4.2.2 Analisi dels problemes seleccionats

A continuacid presentem els problemes que es van seleccionar per al qlestionari de
recollida de dades (que es pot consultar a I'annex 2), amb I'analisi que se’n va fer préviament
per tal d’estudiar les diferents estratégies de resolucié que podiem esperar dels estudiants.
A banda de les possibles resolucions, s’ha analitzat cada problema per tal d’establir quins
d’ells eren susceptibles de presentar resolucions on es mostressin alguns dels
comportaments que poden ajudar a respondre els objectius de la recerca. Aquesta
classificacio dels problemes es va fer de manera previa a recollir les produccions dels
alumnes, pero s’ha revisat posteriorment per comprovar que s’ajustava a les resolucions
obtingudes. Cal remarcar que aquesta no és la classificaci6 amb la qué s’han analitzat les
produccions dels alumnes, sind que només s’ha usat per tal de seleccionar els problemes
que formen part de I'instrument de recollida de dades. Es una valoracié personal basada en
la propia experiencia dels investigadors i per tant subjectiva, pero cal remarcar que no ha
estat necessari replantejar la classificacio dels problemes segons els items que presentarem

ja que les dades es van ajustar correctament a la valoracio feta a priori.
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Els aspectes que s’han valorat en cada problema sén els segiients:

Algunes de les respostes proposades es poden descartar comprovant-ne la seva
validesa directament? En aquest punt valorem si hi ha alguna opcié de resposta
gue es pugui comprovar per tal de determinar si és la correcta o no sense necessitat
de resoldre el problema. L’etiqueta que posarem en aquest punt és Comprovacio

de respostes.

El problema admet diverses estratégies de resolucié? Mirem si el problema es pot
resoldre utilitzant més d’una estratégia amb les eines que preveiem que tenen els
estudiants, sense comptar possibles estrategies basades en I'Gs opcions de

resposta. L'etiqueta que posarem en aquest punt és Diferents estrategies.

Es possible utilitzar les respostes per a la resolucié del problema? Tractem de
preveure tots els possibles usos de les opcions de resposta per identificar aquells
problemes en que el fet de disposar d’aquestes opcions no suposa a priori un
avantatge per poder resoldre el problema. L’etiqueta que posarem en aquest punt

és Us de respostes.

Es possible deduir quina ha de ser aproximadament la resposta correcta? Notem si
I'enunciat del problema conté prou elements per poder restringir la resposta
correcta a un interval possible. L’etiqueta que posarem en aquest punt és Resposta

aproximada.

Es possible intuir una resposta al problema? Analitzem si és possible fer-se una idea
de quina pot ser la resposta correcta abans de resoldre el problema. L’etiqueta que

posarem en aquest punt és Intuir resposta.

Es possible donar una resposta al problema basada en la prova de casos
particulars? Estudiem si el problema admet la comprovacié de casos particulars
gue puguin anticipar una resposta a un problema més general. L'etiqueta que

posarem en aquest punt és Casos particulars.

El problema admet estratégies diferents en la resolucio segons si es presenta amb
o0 sense opcions de resposta? Les opcions de resposta es poden utilitzar de diverses
maneres, pero no totes fan variar 'estrategia de resolucié. En aquest punt hi
incloem els problemes on aix0 si és possible. L'etiqueta que posarem en aquest

punt és Canvi d’estrategia amb opcions.



Presentem a continuacio els problemes seleccionats, recordant que la classificacio segons
els criteris anteriors s’ha fet sense una justificacié formal i basant-se en I'experiéncia dels
propis investigadors, sense que aixo tingui cap efecte en I’analisi posterior de les produccions

dels estudiants. Les possibles resolucions als problemes es poden consultar a I’'annex 3:

e Comprovacio de respostes: Si (totes)

e Diferents estrategies: Si. Es pot resoldre factoritzant 2009 i traient factor comu de

I’'expressid, pel metode de Ruffini, provant possibles solucions.
e Us de respostes: Si. El problema es pot resoldre comprovant les respostes.
* Resposta aproximada: No
e Intuir resposta: No

e Casos particulars: No (es poden provar nombres, perd no ajuden a trobar una

estratégia de resolucio ni a inferir una resposta correcta)

e Canvid’estrategia amb opcions: Si

e Comprovacio de respostes: No

e Diferents estrategies: Si. Es pot resoldre fent les operacions sense descomposar el
guadrat com a la solucié proposada, pero el temps de calcul necessari només ho fa

possible en el cas de temps no limitat.

e Us de respostes: Si (amb les respostes podem veure que només cal saber quantes

xifres té el nombre)
® Resposta aproximada: Si
¢ Intuir resposta: Si el problema presenta opcions de resposta.
e Casos particulars: No

e Canvi d’estrategia amb opcions: Si
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Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si. Aquest és un problema admet diferents resolucions
algebraiques completes, I'equacié que en resulta es resol de manera diferent

segons |'aproximacid escollida. També es pot arribar a la resposta per encert i error.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: No

Intuir resposta: No

Casos particulars: Si (provant alguns casos es pot veure per exemple que la resposta

no pot tenir més d’una xifra)

Canvi d’estrategia amb opcions: No
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Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si. Apart de la solucié proposada, es pot resoldre
representant graficament els possibles conjunts de caramels i equilibrant les

guantitats sense recérrer a I'algebra.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: No

Intuir resposta: No.

Casos particulars: Si (es poden provar diferents configuracions del nombre de
caramels i aixd pot portar a trobar un patré que porti a la resolucié completa del

problema)

Canvi d’estrategia amb opcions: No




Comprovacio de respostes: No (I’Unica resposta que es pot comprovar és D, pero

com que per p=5 és valid, no es pot descartar que no sigui I’nic)

Diferents estratégies: Si. Admet una resolucié completa raonant sobre els divisors
de (p+1) i (p-1), i també es pot arribar a la resposta correcta provant casos

particulars de manera ordenada.

Us de respostes: No

Resposta aproximada: No

Intuir resposta: Si (a partir de la prova de casos particulars)

Casos particulars: Si (tot i que no porten a una estrategia completa de resolucid,

permeten fer-se una idea del resultat que s’ha de buscar.

Canvi d’estrategia amb opcions: No

Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si. Admet una resolucié algebraica completa i també es pot

arribar a la resposta correcta provant casos de manera ordenada.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: No

Intuir resposta: Si

Casos particulars: Si

Canvi d’estrategia amb opcions: No
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Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si. Hi ha diferents maneres de plantejar el problema
algebraicament, es pot deduir el valor de les restes sense necessitat d’algebra, i es

pot generalitzar a partir d’un cas particular.

Us de respostes: Si (el fet que no hi hagi una resposta del tipus “hi ha diverses

respostes possibles” fa que n’hi hagi prou trobant-ne una)
Resposta aproximada: No
Intuir resposta: No

Casos particulars: Si (aquest problema es pot resoldre directament provant
gualsevol cas particular en el cas de tenir opcions, en cas contrari cal comprovar si
hi ha diferents respostes possibles, pero la prova de casos ens pot portar a inferir

gue el resultat sempre és el mateix)

Canvi d’estrategia amb opcions: Si
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Comprovacio de respostes: No

Diferents estrateégies: Si. Es pot plantejar el problema algebraicament i també fent

una representacioé grafica per arribar al repartiment.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: No

Intuir resposta: No

Casos particulars: Si (hi ha diferents configuracions possibles que porten a la

mateixa resposta)

Canvi d’estrategia amb opcions: No




Comprovacio de respostes: Si

Diferents estrategies: Si. Aquest problema s’ha seleccionat basicament per la
possibilitat de resoldre’l visualment. Admet també una solucié completa com la

proposada a I'annex utilitzant algebra.

Us de respostes: Si

Resposta aproximada: Si, utilitzant eines de visualitzacid.
Intuir resposta: Si

Casos particulars: No

Canvi d’estrategia amb opcions: Si

Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si. Assignant un valor variable a I'altura del trapezi, o
generalitzant a partir d’'un cas concret. També s’arriben a plantejaments diferents
convertint el trapezi en trapezi rectangle desplagant el costat superior mantenint

les arees constants.

Us de respostes: No
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Resposta aproximada: Si

Intuir resposta: Si (alguns factors d’intuiciéd poden portar a pensar que la resposta

és un 50%)
Casos particulars: Si (es pot provar amb diferents altures del trapezi)

Canvi d’estrategia amb opcions: No
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Comprovacio de respostes: No
Diferents estratégies: No

Us de respostes: Si (el fet que les respostes siguin enteres pot condicionar el

plantejament del problema)
Resposta aproximada: No
Intuir resposta: No

Casos particulars: Si (es pot plantejar el problema invers, donat un cub d’aresta

coneguda trobar I'area del rectangle)

Canvi d’estrategia amb opcions: Si




Comprovacio de respostes: No

Diferents estratégies: Si. Per proporcid de quadrats blancs i grisos, plantejant la

suma infinita d’una serie i per recursivitat.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: Si, calculant I'area dels quadrats més grans es té una suma

cada vegada més aproximada al valor real.
Intuir resposta: Si
Casos particulars: Si (el resultat no depén de I'area del quadrat)

Canvi d’estratégia amb opcions: Si, les estrategies d’aproximacio son més adients

en aquest cas si tenim les opcions de resposta.

Comprovacio de respostes: Si (prenent el dibuix com a representacidé a escala

correcta, algunes respostes es poden comprovar visualment)

Diferents estrategies: Si, hi ha diferents maneres d’arribar a I'angle en questid,
utilitzant diferents propietats com els angles oposats pel vertex, suma d’angles

d’un triangle, etc.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: Si
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Intuir resposta: Si
Casos particulars: No

Canvi d’estrategia amb opcions: No

Comprovacio de respostes: Si (algunes es poden descartar, no totes)

Diferents estratégies: No

Us de respostes: Si (es pot convertir el temps a metres i passar a trobar el perimetre
minim)

Resposta aproximada: Si

Intuir resposta: No

Casos particulars: No

Canvi d’estrategia amb opcions: Si

40

Comprovacio de respostes: Si

Diferents estrategies: Si, es pot resoldre visualment completant mig quadrat, i es

pot resoldre algebraicament fent el calcul de I'area de les diferents parts.




Us de respostes: No
Resposta aproximada: Si

Intuir resposta: Si

Casos particulars: Si (provant amb diferents mides de costat del quadrat per

calcular I'area ombrejada analiticament)

Canvi d’estrategia amb opcions: No

Comprovacio de respostes: No

Diferents estrategies: Si, depenent de les eines que tinguin disponibles els alumnes.

Es pot resoldre senzillament visualitzant el triangle descrit a les solucions

proposades (annex 3) pero també trigonomeétricament.
Us de respostes: No

Resposta aproximada: Si

Intuir resposta: No

Casos particulars: Si

Canvi d’estrategia amb opcions: No
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En la taula segiient presentem un resum de |'analisi previ que va ajudar a seleccionar els

problemes:
Comprovacié Diferents Us de Resposta Intuir resposta | Casos Canvi
de respostes estrategies respostes aproximada particulars d’estrategia
amb opcions
NA (1) Si Si Si No No No Si
NB (2) No Si Si Si Si No Si
NC (3) No Si No No No Si No
ND (4) No Si No No No Si No
NJ (5) No Si No No Si Si No
NK (6) No Si No No Si Si No
NH (7) No Si Si No No Si Si
NE (8) No Si No No No Si No
GA (1) Si Si Si Si Si No Si
GB (2) No Si No Si Si Si No
GC(3) No No Si No No Si Si
GD (4) No Si No Si Si Si Si
GE (5) Si Si No Si Si No No
GF (6) Si No Si Si No No Si
GG (7) Si Si No Si Si Si No
GH (8) No Si No Si No Si No

Taula 1 Resum de I'analisi dels problemes seleccionats.

4.3 Procés de recollida de dades

Les dades recollides en aquest estudi son resolucions escrites de problemes i entrevistes
orals a I'acabar com s’explica amb més detall més endavant. Aquestes dades es van obtenir
en els mateixos centres on estudiaven els alumnes en el moment de la recollida, per tant en
un entorn familiar per a ells. Aixo va ser possible gracies a la col-laboracioé de la direccid i al
professorat de matematiques de tots els centres on es va sol-licitar portar I'estudi. Els
estudiants van accedir voluntariament a participar en I’estudi, i no es va haver de recdrrer a

cap suplent ja que tots els estudiants seleccionats en primera opcid van acceptar la invitacié.

Els estudiants participants van respondre els gliestionaris per escrit. Cada estudiant va
respondre dos qliestionaris, incloent entre tots dos els setze problemes, un amb el format
de les Proves Cangur i un altre sense les opcions de resposta. Els gliestionaris es van distribuir
als estudiants de manera que cada problema ha estat resolt la mateixa quantitat de vegades

en cada format.

En primer lloc es va presentar un questionari amb vuit problemes en el format d'eleccid
multiple i un maxim de 30 minuts per resoldre'ls (temps similar a que tindrien en el concurs

real per aquesta quantitat de problemes i la seva dificultat).
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Després dels 30 minuts, es va realitzar una entrevista amb cada estudiant centrada en el
questionari que acabaven de respondre, perque I'estudiant comentés els aspectes que en
cada problema puguin no quedar clars només amb el que han escrit, o per corroborar que la

interpretacio de l'investigador del que ha fet I'estudiant és correcta.

A continuacio els vam presentar un altre qliestionari amb els restants 8 problemes en el
format sense opcions de resposta i temps il-limitat. Per tal d'alterar el minim el
comportament que tindrien els estudiants en un context real de competicid, es van donar
indicacions als estudiants perque resolguessin els problemes sense tenir en compte aspectes
formals. En particular se'ls va indicar que no havien de preocupar-se de la presentacio de les
seves produccions, ni d'escriure explicacions o justificacions per al corrector, sind Unicament
d'escriure el que necessitessin per arribar a un resultat, com farien amb els seus esborranys

durant el concurs real.

Després d'acabar el segon questionari es va realitzar una altra entrevista amb cada

estudiant amb objectius i estructura similars als de |'entrevista anterior.

Les produccions escrites dels alumnes es van enregistrar amb un aparell de gravacié de
text en forma de boligraf, que permet a |'estudiant realitzar la prova en paper pero que al
mateix temps enregistra un document en format pdf que permet als investigadors reproduir
en temps real el que els estudiants han anat escrivint. D’aquesta manera es facilita I'analisi
del comportament d’aquests estudiants per part dels investigadors, podent observar I'ordre
en que s’ha escrit la resolucio, el temps dedicat a cada problema i a cada pas del problema,

etcetera.
Aixi doncs, les produccions de cada estudiant a analitzar consten de:

e Produccions escrites en paper mitjancant els esborranys que van utilitzar per

resoldre els problemes.
e Registre en format pdf de les produccions escrites pels alumnes en temps real.

e Anotacions de l'investigador amb els comentaris que els estudiants han volgut fer
durant I'entrevista (immediatament després de resoldre cada qliestionari) per

millorar la comprensié dels seus esborranys.

e Registre d'audio de les entrevistes realitzades als estudiants a I'acabar cada
questionari, per aclarir aspectes del seu raonament que no hagin quedat per

escrit.
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4.4 Classificacio de conductes relacionades amb
la intuicio i la certesa

Basant-nos en les definicions donades per Fischbein (1987) i Hersh (1997), hem establert
una classificacio que ens permet identificar certs tipus de comportaments relacionats amb
la intuicid que mostren els estudiants en resoldre problemes, i la certesa que aquests

estudiants mostren sobre la veritat de les seves afirmacions basades en la intuicio:

Les intuicions d’afirmacioé sén representacions o interpretacions de certs fets acceptats

com a veritables, evidents per si mateixos i coherents.

Les intuicions conjecturals s’associen al sentiment de certesa; per exemple, "Estic segur

que la figura és un triangle equilater".

Les intuicions d’anticipacio sén conjectures que pertanyen explicitament a la resolucié de
problemes. S6n una vista preliminar de la resposta a un problema, que precedeix I’analisi i
el desenvolupament complet de la resolucid. No totes les hipotesis son intuitives, sind només

aquelles associades des del principi a cert sentiment de certesa o evidencia.

Les intuicions de conclusio resumeixen les idees essencials de la resolucio d’un problema
resolt anteriorment. Afegeixen una sensacid de certesa directa i intrinseca a la construccid

formal i analitica.

Hi ha una relacié entre I’Us d’intuicions per part dels estudiants i la certesa dels estudiants
sobre la veracitat de les seves intuicions. Fischbein (1987) va etiquetar com a confianca
excessiva un cas particular d’aquesta relacié en que les indicacions a favor una intuicié es

consideren més rellevants o importants que les contraries a aquesta intuicid.

4.5 Categoritzacio de les dades obtingudes

Per analitzar les dades, s'ha fet una primera analisi exploratoria de totes les resolucions i
respostes dels estudiants, identificant diversos indicadors que apareixen un nombre

representatiu de vegades en les nostres dades i que han donat lloc a les categories. Per
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caracteritzar alguns d'aquests elements s'han tingut en compte les estratégies i heuristiques
de resolucié (Schoenfeld, 1985 i Puig, 1996), el concepte d'intuicié (Fischbein, 1987) i el
concepte de visualitzacio (Presmeg, 1986). Els aspectes analitzats, junt amb les subcategories

de cada un, son:

e Tipus de resultats donats
o Correctes
o Incorrectes
o No es respon (en blanc o resultats no valids)
e Us d'aproximacions en els calculs
o Esrealitzen calculs aproximats
o Esrealitza una aproximacié del resultat obtingut a una de les opcions ofertes
o Esrealitzen calculs exactes
e Prova de casos particulars
o S'usen casos particulars
o No s'usen casos particulars
e Completesa de les solucions donades
o Elresultat es deriva de solucions completes
o Elresultat es deriva de solucions incompletes o de conjectures, amb
diferents nivells de certesa i confianca dels estudiants
e Us de les opcions de resposta (en els problemes del tipus Proves Cangur)
o Rebuig d’opcions
o Eliminacié o descart d'opcions
o Altres procediments

A les pagines seglients presentem i analitzem exemples de respostes dels estudiants

corresponents a les diferents categories.

4.5.1 Tipus de resultats

En aquest capitol només es valora si el resultat és correcte o no, amb independéncia del

procés seguit per arribar a la resposta, i el percentatge de respostes en blanc.

4.5.2 Us d’aproximacions en els calculs

Hem considerat que un estudiant utilitza aproximacions en la resolucié del problema si
ho fa en qualsevol moment del seu raonament com a part de la solucid, no només en el
resultat final. D'aquesta manera, s'identifiquen les resolucions on s'és fidel a I'exactitud del
resultat, encara que sigui complicant els calculs (Figura 5) i aquelles resolucions on s'opta pel
calcul amb aproximacions (Figura 3). Altres resolucions que s'inclouen en aquesta categoria

son aquelles on el resultat no coincideix amb cap de les opcions de resposta donades, pero
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I'estudiant atribueix aquest fet a un possible error menor de calcul, prenent com a resposta

I'opcid el valor s'aproxima més al seu (Figura 4) .

El resultat exacte del
calcul és 35,9375%. Al no
disposar de calculadora,
I'estudiant calcula una
aproximacié del resultat i
la dona com a resposta.
El fet que els resultats
enters es considerin més
plausibles forma part del
sistema de creences de
I'estudiant descrit per
Schoenfeld (1985).

Figura 3 Calculs aproximats

L’estudiant fa un seguit de
calculs temptatius, s’adona
que la suma és infinita pero
el que fa és sumar les
primeres tres fraccions. A
I’entrevista posterior
explica que al no tenir
temps de fer més
comprovacions i a la vista
de I'aproximacié obtinguda,
estava dubtant entre dues
respostes (no especifica
quines) i tria 'opcid D.

També esmenta que en el
Cangur, si es dubta entre
dues opcions el millor és
arriscar-se (la penalitzacié
és % del valor de la
pregunta).

Figura 4 Aproximacio a una de les respostes donades
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L’estudiant troba una
estrategia que li permet
resoldre el problema sense
recorrer a la suma d’una
série infinita com en la
majoria de les resolucions, i
d’aquesta manera evita
recérrer a aproximacions
en els calculs.

La resposta no és del tot
correcta perqué I'enunciat
demana un percentatge i
no el valor de I'area, pero la
resolucié és valida i
completa.

Figura 5 Resolucio sense aproximacid en els calculs

4.5.3 Prova de casos particulars

En aquesta categoria incloem els problemes en que I'estudiant ha utilitzat I'heuristica de
provar casos particulars per trobar un cami cap a la solucié del problema (Figura 6). Es
classifiquen res resolucions en aquesta categoria si aquesta prova de casos particulars forma
part de la resolucid, i no quan per exemple I'alumne ho utilitza per comprovar una resposta,

o com a fase exploratoria quan la resolucid posterior no contempla aquestes proves.
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L'estratégia utilitzada en
aquest cas consisteix a
provar possibles solucions
a I'equacio fins a trobar-
ne una de correcta. No hi
ha un plantejament
algebraic ni un intent de
generalitzacid o de
plantejament de solucions
alternatives.

Figura 6 Prova de casos particulars.

En aquest cas es
presenta un exemple de
resolucié al mateix
problema que el de la
Figura 6 amb una
resolucié completa
sense necessitat de
provar casos particulars
per trobar la resposta
correcta.

Figura 7 Resolucié sense prova de casos particulars

4.5.4 Completesa de les solucions donades i certesa dels estudiants

Es considera que un estudiant dona una solucié completa quan en la resolucié del

problema no hi ha llacunes de raonament i, per tant, la resposta s'obté necessariament del

procés seguit. En cas contrari, quan l'estudiant ha formulat afirmacions no justificades o
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basades parcial o purament en la seva intuicio, considerem que en aquest problema ha
realitzat algun tipus de conjectura, i direm que es tracta d'una solucié incompleta, amb un

grau que caldra determinar.

Quan la resolucio d'un problema té llacunes o inclou conjectures, és interessant avaluar
el grau de certesa que l'estudiant té de la seva resolucid. D'altra banda, quan els estudiants
acaben de resoldre un problema, tant si han donat una solucié completa com incompleta,
mostren un determinat nivell de confianca en que la seva resposta és correcta. Els conceptes
de certesa i confianga estan relacionats, perd no son equivalents, ja que fan referencia a
aspectes diferents del comportament de |'estudiant. La certesa avalua fins a quin punt
I'estudiant esta segur que la resposta obtinguda és una conclusié necessaria de la informacio
gue ha utilitzat, mentre que la confianca és el grau de seguretat que té l'estudiant que la
resposta que ha donat és correcta. Per exemple, un estudiant pot fer una afirmacié que no
es sustenta en dades objectives sind en una intuicidé (baixa certesa) pero, a el mateix temps,

I'estudiant pot estar molt segur que el que ha dit és cert (alta confianca).

Hem dissenyat una escala de cinc nivells per poder agrupar els diferents casos en que
apareix una conjectura. A causa de la diversitat de problemes i tematiques, no hem establert
criteris uniformes i aplicables a tot problema, sind que hem agrupat els diferents criteris que
han fet que un problema estigui classificat en un o altre nivell. Aquesta classificacio es deriva
de l'analisi detallada de I'argumentacié seguida en cadascuna de les resolucions, de la
caracteritzacié de la intuicio i dels mecanismes que han participat en la generacid d'aquestes
intuicions segons el descrit per Fischbein (1987), i considerant també els aspectes de
visualitzacié (Presmeg, 1986) que hagin estat rellevants en la generacid d'aquestes
intuicions. Un cop identificats tots els casos en quée I'estudiant ha utilitzat algun tipus de
conjectura, s'han agrupat en diferents nivells amb la intencié de descriure un major o menor
grau de certesa que tenen les afirmacions que fa I'estudiant. A la seccié de resultats mostrem
com aquesta graduacio es correspon amb el nivell d'encerts que obtenen els estudiants: Com
més gran és el grau de certesa en la nostra escala, major és la probabilitat que la resolucié

sigui correcta. ldentifiquem els seglients nivells de certesa dels estudiants:

* Nivell 1: Certesa molt baixa. Hi ha un minim nivell d'evidéncia, i I'estudiant ni tan sols
mostra tenir certesa. Es mostren intuicions d'anticipacié que no sén comprovades
amb un minim d'analisi ni desenvolupament (Figura 8). Apareixen factors
d'immediatesa com la visualitzacié o la disponibilitat (Fischbein, 1987). No es tracta
de meétodes visuals de resolucid del problema, sind de simples imatges visuals,
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generades intuitivament, que no s'acompanyen de raonament, ni escrit ni expressat

durant I'entrevista.

Resultat sense justificacid
escrita.

Visualitzacié mental del
problema i la seva solucié.

En I'entrevista manifesta no
tenir cap justificacio per al seu
resultat.

Es una clara intuicié
d'anticipacio segons la
classificacio de Fischbein,
generat per un excés de
confianga amb clausura
prematura.
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Figura 8 Resposta sense certesa.

Nivell 2: Certesa baixa. Encara que amb un nivell baix d'evidencia, |'estudiant

expressa una certa certesa intrinseca en el seu resultat. Apareixen mecanismes de

cloenda molt prematura i apareixen factors d'immediatesa com la disponibilitat,

I'ancoratge i la representativitat. La visualitzacié apareix mitjangant metodes visuals

de resolucid molt senzills. Els casos que s'han agrupat en aquest nivell son:

o Fa algun raonament de caracter aproximatiu i respon segons aquesta

aproximacio (Figura 9).




Un seguit d’estimacions
visuals molt simplistes
donen lloc a uns calculs
amb dades obtingudes
per aproximacié que
porten a un resultat
igualment aproximat

Figura 9 Resolucid basada en aproximacions que no justifiquen la resposta.

o Obté una resposta diferent a totes les opcions que se li ofereixen com a

possibles i tria la que més s'assembla a la seva (Figura 10).

Davant d'una série infinita,
I'estudiant calcula la suma
dels primers termes per
obtenir una aproximacio
del resultat.

Tot i que I'opcid B també
s'aproxima al seu resultat,
tria I'opcio C perque,
segons el seu sistema de
creences, li sembla una
opcié més plausible.

Que la solucié sigui un
nombre racional simple
com 1/3 constitueix un
factor d'ancoratge i
representativitat que preval
sobre I'altre resultat
aproximat.

Figura 10 Us de factors d'ancoratge i representativitat.
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o Planteja una equacié pero no la resol, suposa una solucié pero tampoc la
comprova (Figura 11).

Segueix un raonament
correcte per arribar a una
equacié que hauria de
donar la resposta
correcta, pero suposa que
hi haura tres solucions
perque I'equacio és de
tercer grau. Es un
exemple de cas
d’anticipacié per
disponibilitat.

Figura 11 Equacid sense resolucio.

o Intenta trobar la resposta per tempteig i, com que no la troba, conjectura que
no hi haura solucié (Figura 12).

L’estudiant no troba més
solucions i respon que
només hi ha un cas. En la
seva resposta queda
palées el baix nivell de
certesa, ja que no respon
“només n’hi ha un” siné
“només n’he trobat un”.

Figura 12 Conjectura que no hi ha més solucions.

* Nivell 3: Certesa mitjana. L'estudiant no només mostra un nivell acceptable de
certesa, sind que també mostra una mica d'evidéencia, és a dir, que les seves intuicions
li apareixen com a certes per si mateixes, de manera que no veu la necessitat de
justificar la seva resposta més enlla del que s'ha fet. Apareixen aqui intuicions com
les descrites per Fischbein (1987) d'anticipacid, i mecanismes com l'excés de
confianca i I'efecte de primacia. La representativitat és el factor d'immediatesa més
comu en aquesta categoria. Aqui hem inclos els seglients casos:

o Prova casos inconnexos (o un Unic cas) i conjectura una solucio general que
s'adapti a aquests casos(Figura 13).

52




L’estudiant agafa un
Unic exemple i

N conjectura que sera la
solucié general, sense
plantejar-se si hi ha

més opcions
possibles.

Figura 13 Conjectura de la solucid a partir d'un unic cas particular.

o Prova casos de manera bastant aleatoria perd no busca un patré per raonar
inductivament (Figura 14).

L'estudiant prova casos
amb nombres petits
que compleixen les
condicions del
problema.

Prova un cas amb
nombres grans, veu que
no compleixen les
condicions de I'enunciat
i conjectura a partir
d'aquest resultat que ja
no hi pot haver més
solucions possibles.

Figura 14 Prova de casos sense patro inductiu.

Nivell 4: Certesa alta. La solucid plantejada per I'estudiant apareix amb un alt grau
d'evidéncia. Esta convencut que el seu resultat és correcte i que la seva resolucié no
necessita més justificacio perque és evident per si mateixa. Les intuicions mostrades
apareixen com estables i resistents a interpretacions alternatives. Apareixen factors
de globalitat en les intuicions. La solucié aconseguida basicament amb arguments
visuals (conjectures basades en una imatge mental del problema, visualitzacié de
casos particulars) no té un paper rellevant en la resolucié d'aquests problemes. Els
casos que han respost a aquesta descripcioé s'agrupen en:

o Prova casos seguint un cert ordre per obtenir un patré i conjectura un
comportament inductiu (Figura 15).
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L'estudiant prova
casos provant els
nombres primers més
grans que cinc en
ordre i conjectura un
comportament
inductiu.

La manca de temps fa
que no es plantegi la

recerca d'una solucié
completa, anticipant

el resultat.

Figura 15 Us de certesa alta.

o Resol el problema de manera completa restringint-ho a un Unic cas particular
i conjectura que la solucio obtinguda per a aquest cas sera general (Figura 16).

L’estudiant resol el
problema de manera
completa per al cas
on 'algada del trapezi
és 1, i conjectura que
es mantindra la
proporcionalitat per
als altres casos.
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Figura 16 Solucié completa per a un cas particular.

Nivell 5: Certesa molt alta. L'estudiant mostra una certesa gran no només en la seva
resposta siné també en la seva resolucié. No deixa marge a les intuicions de manera
conscient, perd pot presentar algun mecanisme com la clausura prematura que el

porta a anticipar el resultat (Figura 17 i 18).



En aquest cas es donen factors de disponibilitat i globalitat, I'anticipacié que
fa I'estudiant es correspon amb la seva facilitat per detectar que es troba davant
d'una equacio de primer grau i és capag d'anticipar la seva solucié. Aquest
problema procedeix d’una fase previa a la seleccio final de problemes, pero serveix
com a exemple de la categoria que volem mostrar.

L'estudiant planteja
una equacio que
condueix a la solucié
correcta

S’adona de quina és la
solucié abans de
resoldre-la sense
considerar si hi ha
més solucions

Figura 17 Us de certesa molt alta.

Presentem aquest
exemple com a
contraposicio a
I’'exemple de la figura
11 . Es una situacié
semblant, pero en
aquest cas I'alumne
fa un raonament
complet per poder
afirmar que I'equacio
de tercer grau només
té una solucio.

La resposta és
incorrecta perque fa
un error a I’hora de
posar els coeficients
per aplicar el métode
de Ruffini.

Figura 18 Us de certesa molt alta (2)

Aixi doncs, treballarem amb aquests 5 nivells de certesa definits en aquesta seccio, que

de manera resumida podem expressar de la seglient manera :

e Certesa molt baixa: L’ estudiant veu molt possible que la seva resposta sigui erronia

e Certesa baixa: L’estudiant creu que la seva resposta pot ser correcta tot i no tenir un

raonament que ho suporti.

e Certesa mitjana: L'estudiant creu que la seva resposta és correcta i no veu la

necessitat de justificar-ho, tot i que des d’un punt de vista professional el raonament

és incomplet.

55



Marc Guinjoan Francisco

e Certesa alta: L'estudiant esta convencut que el seu resultat és correcte i creu que el

resultat es deriva directament de la resolucié tot i entendre que el procediment pot
ser incomplet.

Certesa molt alta: L'estudiant esta convencut no només de la validesa de la resposta
siné també d’haver fet una resolucié completa.

4.5.5 Us de les opcions de resposta

En els problemes resolts en les condicions de les Proves Cangur, considerem que un
problema pertany a aquesta categoria si, en qualsevol moment del procés de resolucio,

I'estudiant utilitza les opcions de resposta d'alguna manera. En aquesta categoria general

s'inclouen les seglients subcategories:

e Rebuig d’opcions: L'estudiant analitza les opcions de resposta del problema i
en descarta algunes d'elles per considerar-les impossibles sense comprovar que
realment no sén respostes al problema. L'estudiant es basa per a aixd en algun
raonament que no escriu o en alguna imatge mental (Figura 19).

L'estudiant
descarta tres
de les opcions

sense cap
calcul que ho
justifiqui, es
basa només

en la seva
visualitzacio
mental del

problema.

Figura 19 Us de rebuig d'opcions.

e Eliminacid o descart d'opcions: L'estudiant resol el problema comprovant les

possibles respostes fins que troba una resposta correcta. A diferencia de la categoria
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anterior, en aquest cas no hi ha un raonament previ per descartar una resposta,
I'estudiant no pressuposa si una opcid és correcta o no fins que la comprova (Figura
20).

L'estudiant comprova
totes les opcions
fixant-se en I'tltima
xifra de cada sumand,
veu que només n'hi
ha una que acabi en
9.

Figura 20 Us de I'eliminacid o descart d'opcions

e Altres usos: En aquesta categoria agrupem altres situacions on I'estudiant
utilitza les opcions de resposta d’alguna manera diferent a les descrites
anteriorment. Aquests usos sén utilitzar les opcions per comprovar si la resposta
obtinguda és correcta, i en cas de detectar algun error revisar els calculs, observar
alguna regularitat en les opcions que permeti obtenir alguna pista util per al
plantejament del problema, descartar una resoluciéo a mig cami per creure que no
pot acabar en cap de les respostes disponibles, rebutjar 'opcié de respondre que un
problema no es pot resoldre amb les dades proporcionades degut a que no es troba
entre les possibles opcions correctes, prendre com a resposta la opcio intermedia
entre les mostrades. Aquests usos apareixen molt poques vegades cadascun i per
aixd no creiem convenient analitzar-ne de manera individual I'aparicié en cadascun
dels grups de poblacio i han estat agrupades en aquesta categoria d’altres usos
(Figura 21).
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En I'entrevista
posterior I'alumne
explica que prova un
exemple i veu que li
dona 2. Com que no
hi ha cap opcio de
resposta del tipus “hi
ha diversos resultats
possibles”, conclou
que la resposta
només pot ser 2. Fa
un segon exemple per
comprovar que
efectivament també li
dona 2.
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Figura 21 Altres usos de les opcions de resposta



Capitol 5. Analisi de dades

En aquest capitol analitzem les resolucions dels estudiants segons els parametres
establerts en els capitols anteriors. Cadascuna de les resolucions dels alumnes ha estat
classificada segons cadascuna de les variables, i els resultats d’aquesta classificacid s’han
estudiat segons el grup de poblacid dels resolutors, posant en relleu les diferéncies més
importants que s’han observat. Les resolucions dels alumnes i les gravacions de les

entrevistes es poden consultar a shorturl.at/ghxzN.

5.1 GrupA

5.1.1 Sobre encerts i errors

Al comparar les respostes als problemes en condicions de Prova Cangur i en condicions
de temps il-limitat, ens trobem davant d'uns resultats poc esperats. En el primer bloc de
problemes (amb respostes d'elecciéd multiple i amb temps limitat), els estudiants van tenir el
temps molt limitat pero, d'altra banda, tenien cinc opcions possibles de resposta per triar, el
que els donava un avantatge per les possibles estratégies que es poden utilitzar en aquest
context, i més tenint en compte que sén estudiants amb experiéncia en aquest tipus de
problemes. En el segon bloc (sense opcions de resposta i amb temps il-limitat), els estudiants
gaudien de més temps per resoldre els problemes tot i que no tenien |'avantatge de les
opcions de resposta. Mentre que en el primer bloc el nivell d'encert es troba al 57%, en el
segon el nivell d'encert esta en el 63% (Figura 22). En tots dos casos el nombre de respostes
en blanc esta al voltant del 5%. Aquests resultats suggereixen que tenir temps limitat per
resoldre els problemes és un obstacle més gran que el fet de no disposar d'opcions de
resposta, ja que els estudiants han tret més profit de tenir el temps suficient per resoldre

adequadament el problema que de les opcions de resposta ofertes.
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Grup A
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%
0% mmm N
Correctes Incorrectes En blanc

HBloc 1 (Opcions) M Bloc 2 (sense opcions)

Figura 22 Respostes correctes i incorrectes (grup A).

5.1.2 Completesa de les solucions, Us de conjectures i intuicions

Un aspecte important en aquest estudi és observar el comportament dels estudiants a
I'hora de prendre riscos o assumir una resposta com a correcta sense una prova completa
d'aixo, recollit en la categoria de completesa de les solucions. Un 40% dels problemes han
presentat una solucié completa, un 55% han presentat una solucid incompleta i el 5% restant
correspon a respostes en blanc. Totes les solucions completes menys una han estat correctes
(I'erronia és per un lleu error de calcul), mentre que la quantitat de solucions incompletes

correctes es redueix a gairebé un 36% (Figura 23).

Grup A

70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%

0% .

Resultat deriva de solucié  Resultat deriva de solucié En blanc

completa incompleta

Figura 23 Solucions completes / incompletes (grup A).

60



En els problemes geomeétrics hi ha una clara tendéncia a utilitzar conjectures, mentre que

en els problemes aritmetics la quantitat de solucions completes és més gran. En els

problemes geometrics, la possibilitat de visualitzar mentalment o mitjangcant un dibuix la

informacié durant la resolucié fa que l'estudiant se senti més confiat a aventurar una

resposta. D'altra banda hem constatat que les eines geometriques que els estudiants

apliguen sén molt senzilles comparades amb les eines aritmetiques. Aixo es tradueix en una

major proporcio de solucions completes en els problemes aritmeétics (Figura 24).
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Aquesta figura mostra
una resolucié completa
d’un problema
aritmetic. L'estudiant
fa un plantejament
general, arriba a una
equacidé de tercer grau,
troba tres solucions i
per tant totes les
possibles. En
I'entrevista posterior
declara que coneix
aquest fet, i que prova
el cas a=3 per si de cas
s’hagués equivocat en
algun calcul.

Figura 24 Exemple de resolucié completa d'un problema aritmétic

A més,

en els casos on apareixen conjectures durant la resolucid, el grau de

desenvolupament de la solucié del problema també és més gran en els problemes aritmeétics

gue en els geometrics (Figura 25). En els problemes geomeétrics es dona sovint la resposta

basada Unicament en suposicions o estimacions visuals sense fonament.
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Grup A

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10%

0% o -
Completa Incompleta En blanc Completa Incompleta En blanc

Geometria Aritmetica

Figura 25 Completesa de les solucions segons tematica del problema (grup A).

L'analisi de les solucions indica que, a major grau de certesa de la conjectura, major
guantitat de respostes correctes s'obtenen, amb una lleu desviacié entre els nivells molt baix
i baix. Aix0 ens porta a interpretar que els nivells de conjectura en qué hem classificat les

solucions representen bé el risc que assumeixen els estudiants en cadascuna d'elles.

Hem analitzat amb quina fregliencia s'utilitzen conjectures durant la resolucié dels
problemes i amb quina freqiiencia es donen els diferents nivells de certesa. S'observa que
les conjectures amb nivell de certesa molt alt apareixen molt poques vegades, en un
percentatge lleugerament inferior al 3%, mentre que les conjectures dels altres nivells
apareixen totes un nombre destacat de vegades. En particular, hem analitzat les diferencies
observades en aquest aspecte quan els estudiants han realitzat els problemes del primer

bloc i els del segon bloc.

Els estudiants han utilitzat en general el recurs de conjecturar un resultat més sovint en
els problemes del primer bloc, amb opcions de resposta, que en el segon bloc (amb més
temps) Analitzant el grau d'aquestes conjectures hem observat doncs que resulta molt més
facil per a un estudiant triar una resposta entre les cinc possibles sense tenir una certesa
suficient del seu resultat; per tant al disposar de temps i no tenir les opcions de resposta, els
estudiants tendeixen a no aventurar possibles resultats amb tanta freqliencia i, quan ho fan,

mostren un major grau de raonament.

Els nivells de certesa mostrats pels estudiants a I’hora de respondre ens indica fins a quin

punt conjecturen una resposta sense tenir prou arguments per justificar-la. Al grafic de la
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figura 26 podem observar el percentatge de respostes que corresponen a cada nivell, segons

si els problemes resolts eren del primer o del segon bloc.

Grup A
70%
60%
50%
40%
30%
20%
. | al .l
0% . —
Nivell 1 Nivell 2 Nivell 3 Nivell 4 Nivell 5

W Bloc 1 (opcions) M Bloc 2 (temps)

Figura 26 Nivells de certesa mostrats pels estudiants (grup A).

5.1.3 Us de les opcions de resposta

La presencia de les opcions de resposta combinada amb la limitacié del temps a 30 minuts

dona com a resultat un major percentatge de problemes sense una solucié completa i també

un menor grau d'encert (Figura 27), de manera que l'avantatge de coneixer aquestes opcions

no compensa l'inconvenient la limitacio del temps per als estudiants del grup A.

Grup A
70%
60%
50%
40%
30%
20%
10%
0% e N
Resultat deriva de solucié  Resultat deriva de solucid En blanc
completa incompleta

H Bloc 1 (Opcions) M Bloc 2 (sense opcions)

Figura 27 Completesa de les solucions amb / sense opcions de resposta (grup A).
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D'altra banda, les respostes d'eleccid multiple brinden als estudiants la possibilitat
d'utilitzar eines heuristiques partint de I'is de les mateixes per poder trobar la resposta
correcta al problema. Algunes de les eines heuristiques descrites per Puig (1996), com la
consideracié de casos particulars, I'analisi de possibilitats o la utilitzacié de figures auxiliars
poden aplicar-se de manera diferent en un mateix problema segons es disposi o no d'opcions
de resposta. Si ens cenyim a el conjunt de problemes del primer bloc, observem que els
estudiants del grup A han utilitzat les opcions de resposta en el procés de resolucié només
en un 23% de les seves resolucions (Figura 28). S'exclouen d'aquest recompte els problemes
on l'estudiant ha utilitzat les opcions simplement per aventurar una resposta, sense haver

desenvolupat un procés de resolucié raonada.

Grup A

50%
45%
40%
35%
30%
25%

20%

15%

10%

E =
|

0%
Descarten opcions Comproven opcions Altres usus de les Total
opcions

Figura 28 Us de les opcions de resposta (grup A).

Constatem aixi que, en contra de la nostra conjectura inicial, aquests estudiants no basen
el seu exit en la competicio de les Proves Cangur a un Us habitual d'estrategies basades en
les opcions de resposta (Figura 29). De forma més detallada, hem analitzat I'aparicié de les
estrategies de resolucio per eliminacio d'opcions i per comprovacié d'opcions, obtenint que,
en els problemes del bloc 1, els estudiants han descartat opcions en un 3% dels casos i han
comprovat opcions en I' 11% dels problemes. En ambdds casos el percentatge d'us d'aquest
tipus d'estratégies és massa baix com per poder justificar que el seu Us té una influéncia

rellevant en I'alt rendiment d'aquests estudiants en les Proves Cangur.
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Figura 29 Exemple de resolucio completa sense us de les opcions de resposta

5.1.4 Heuristiques utilitzades

Les dades obtingudes indiquen, d'una banda, que els estudiants fan servir amb molta més
freqgliencia les heuristiques de prova de casos que les d'aproximacions (Figura 30). D'altra
banda, s'observa que no hi ha diferencies importants en I'Us d'aquestes heuristiques entre
els dos tipus de problemes, sind que els estudiants les utilitzen d'una manera gairebé
identica. El fet de tenir opcions de resposta facilita una mica més tant les aproximacions en
el resultat com les proves de casos particulars, especialment quan la resolucié no ha portat
a l'estudiant a cap de les respostes proposades, de manera que, en comptes de revisar els
seus calculs i raonaments, ha decidit seleccionar per aproximacié el resultat proposat pel
problema que més s'acosta al seu, cosa que no és possible en els problemes sense opcions
de resposta. Tot i aix0, alguns estudiants aproximen les seves respostes per factors com la
creenga que uns resultats (com els nombres enters) sén més plausibles que altres (com

nombres decimals) (Figura 31)
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Grup A
50%
40%
30%
20%
- -
Bloc 1 (Opcions) Bloc 2 (sense opcions)

B Utilitza aproximacions en els calculs

B Aproxima el resultat per fer-lo coincidir amb una de les opcions

Figura 30 Us de les aproximacions (grup A).

En aquesta
resolucio
I’estudiant calcula
la proporcié d’area
dels primers
quadrats,
desestima els més
petits i calcula el
percentatge que
representen.
Troba un nombre
proper a 30, i dona
aquesta resposta.
Fins i tot anota en
una cantonada
que el resultat és
aproximat pero el
dona per bo.

Figura 31 Exemple d'us de les aproximacions en la resolucio d'un problema.

Finalment, I'heuristica de provar casos particulars és molt habitual en qualsevol de les

condicions de resolucio, ja que s'utilitza en al voltant del 40% del total de les resolucions de
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cada bloc (Figura 32). Aquest percentatge resulta més significatiu si tenim en compte que no

en tots els problemes es pot aplicar aquesta heuristica.

Grup A

50%
45%
40%
35%
30%
25%
20%
15%
10%

5%

0%

Bloc 1 (Opcions) Bloc 2 (sense opcions)

Figura 32 Us de casos particulars (grup A).
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5.2 GrupB

Les dades obtingudes de la poblacié del grup B s’han analitzat utilitzant els mateixos

criteris que s’han seguit pel grup A.

5.2.1 Sobre encerts i errors

A l'analitzar les respostes correctes i incorrectes donades als problemes en les dues
condicions de resolucioé (temps limitat i opcions de resposta, temps no limitat i sense opcions
de resposta) els resultats indiguen que no s’observa una gran diferéncia entre les resolucions
en les diferents condicions. En el primer bloc de problemes (amb respostes d’eleccié multiple
i temps limitat) el nivell d’encert de la resposta correcta va ser d’un 42%, mentre que en el
segon bloc (sense opcions de resposta i temps il-limitat) el nivell d’encert va ser del 26%. Les
respostes en blanc van suposar un 6% del total en el primer bloci un 18% en el segon (Figura
33). Aquests resultats indiquen que el fet de disposar d’opcions de resposta sembla que sigui

un avantatge més gran que el fet de disposar més temps per resoldre els problemes.

Crida I'atencio la diferéencia de respostes en blanc, en cas de disposar d’opcions de
resposta els estudiants tendeixen a donar alguna de les opcions com a resposta tot i que la
seva resolucid no sigui concloent. En condicions reals de concurs aquestes respostes
incorrectes comporten una penalitzacié a la puntuacid, pero amb les dades de que disposem
no podem discernir si aquest comportament s’hagués donat també en una situacié de
concurs o si en aquest cas els estudiants haguessin optat per una estratégia més

conservadora abans de donar respostes incorrectes.

Grup B
60%
50%
40%
30%
20%
10% .
0% [ |
Correctes Incorrectes En blanc

H Bloc 1 (Opcions)  mBloc 2 (no opcions)

Figura 33 Respostes correctes i incorrectes (grup B).
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5.2.2 Us de conjectures i intuicions

Al’hora d’analitzar I'Us de conjectures i intuicions en les resolucions dels estudiants, s’han
utilitzat els mateixos parametres que al grup A. Les resolucions dels estudiants s’han
considerat com a completes si d’aquesta resolucié se’n deriva directament una resposta
(sigui aquesta correcta o incorrecta) i el procés seguit en la resolucié també té una estructura
Idgica coherent. En els casos en que els estudiants fan alguna assumpcié no justificada, tant
en el procediment com en I'eleccié de la resposta (sigui amb opcions o sense) es considera
que la solucid és incompleta i per tant I'estudiant ha utilitzat algun tipus de conjectura o ha
fet Us de la seva intuicid per completar el procés de resolucio. En aquest grup B, les solucions
completes representen tan sols un 13% del total, mentre que les incompletes en representen
un 75% (la resta son respostes en blanc). De les solucions completes practicament totes
porten a respostes correctes (totes excepte dues) mentre que les solucions incompletes
porten només a un 28% de respostes correctes i a un 72% de respostes incorrectes (Figura

34).

Grup B
90%
80%
70%
60%
50%
40%
30%
20%
0%
Resultat deriva de solucié  Resultat deriva de solucié En blanc
completa incompleta

Figura 34 Solucions completes / incompletes (grup B).

Pel que fa a I'estudi dels problemes aritmétics i geometrics per separat, s’observa una
gran diferéncia entre les resolucions dels dos grups de problemes. En els problemes

geometrics hi ha molt poques solucions completes, al voltant d’'un 2% de les solucions fetes
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pels estudiants ho sén, mentre que en els aritmetics aquest percentatge, tot i ser baix, és
major, un 26% (en aquests percentatges no es tenen en compte les respostes en blang, ja
gue no es consideren solucions completes ni incompletes). Les eines geomeétriques que
utilitzen els estudiants sdn molt basiques, i és on el mecanismes de visualitzacio s’utilitzen
amb més freqliencia per conjecturar fets que no es deriven necessariament del procés logic
de la resolucié (Figura 35). En els problemes aritmétics el major nombre de solucions
completes porten a un major nombre de respostes correctes. Les conjectures son de nivell
més baix en els problemes geometrics que en els aritmetics, en part perquée els mecanismes

de visualitzacio no actuen de la mateixa manera en un i altre cas.

En la reva resolucié
I'alumne fa un seguit de
conjectures sobre les
relacions angulars del
triangle. Utilitza la
intuicié per assignar
valors (incorrectes) que
li permeten avangar en
la resolucié del
problema

(5 2 e Gy o+ Lic
et 2o 8¢ b+ b (ae

1T — 138 - ] =

(}Stlj“ sdo. - QS‘ ©

Figura 35Exemple d'Us d'intuicid en un problema geométric

En els problemes aritmétics gairebé sempre hi ha un intent (correcte o incorrecte, més o
menys desenvolupat) de trobar una justificacid a la resposta, encara que no es faci explicita
al moment de donar aquesta resposta, mentre que en els geometrics és habitual que es doni

una resposta basada Unicament en intuicions (Figura 36).
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Figura 36 Completesa de les solucions segons tematica del problema (grup B).

A l'analitzar els nivells de certesa en les resolucions dels estudiants s’observa un nivell
baix en general. Les conjectures amb nivell de certesa molt alt (5 en la nostra escala)
apareixen de manera testimonial en un 0,4% de les resolucions, les de nivell alt (4) en un 3%
i les corresponents als tres nivells més baixos de certesa apareixen tots de manera
destacada. També és rellevant la diferéncia de I'Us de conjectures i intuicions entre els dos
blocs de problemes. En els problemes resolts en condicions Cangur s’utilitzen conjectures
del resultat en un 86% de les respostes, mentre que en el segon bloc, sense opcions de

resposta, el percentatge és del 63% (Figura 37).

Grup B

90%
70%

50%

o I I I
H -
-10% Nivell-1 Nivell-2 Nivell3 Nivell-4 Nivell 5

H Bloc 1 (Opcions)  HBloc 2 (sense opcions)

Figura 37 Nivells de certesa mostrats pels estudiants (grup B).

71



Marc Guinjoan Francisco

Com veurem en I'analisi de les heuristiques utilitzades, I'Us de les opcions de resposta
porta a que els estudiants tinguin més eines per aventurar possibles respostes encara que el
procés de resolucié mostri poca certesa, i també condiciona el mateix procés de resolucio,
fent que I'estudiant utilitzi aquestes opcions de resposta per omplir buits en la cadena logica

de raonaments que conformen la seva resolucié (Figura 38).

L’estudiant prova alguns
casos, p=6 i p=7. En p=6
comet un error de calcul i
no es compleix la
condicié de 'enunciat, i

— per p=7 si que es
- s 3 compleix. Observant les
S L"I:‘_: L S22 “.-- opcions de resposta tria
I-:' - =) ,-“J{‘:.jl L - 2L e [ B quan la opcié E també
] podria explicar els seus

C’F* L':____,- S’E"Hﬂ\' . i resultats anteriors.

E-::-P::L J'."Eg . t%

Figura 38 Exemple de conjectura d'eleccid resposta sense justificacié matematica

5.2.3 Us de les opcions de resposta

Pel que fa a I'encert en la resposta, ja hem vist que el disposar de les opcions suposa als

estudiants d’aquest grup un avantatge a I’hora de donar respostes correctes.

Quan analitzem com afecta I'Us de les opcions de resposta a I'hora de plantejar una
resolucié, veiem que les solucions completes (portin o no a una resposta correcta) son
aproximadament les mateixes en un i altre cas (Figura 39), una mica més en la resolucié de
problemes sense opcions de resposta, com podriem esperar, pero el fet que quan es tenen
opcions de resposta es donin moltes menys respostes en blanc ens fa pensar que, com
veurem més endavant, els estudiants utilitzen molt sovint aquestes opcions per donar
respostes sense un procés més o menys complet de resolucid. Aixi doncs, el 85% de les
respostes en condicions de Proves Cangur provenen de solucions incompletes mentre que
només el 65% de les respostes en condicions ordinaries provenen d’aquestes solucions

incompletes amb només un 17% de respostes completes en aquest ultim cas.
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Figura 39 Completesa de les solucions amb / sense opcions de resposta (grup B).

Els estudiants del grup B per tant, a I’hora de plantejar un problema amb les condicions
de les Proves Cangur, utilitzen molt sovint estratégies propies de la resolucié de problemes
basada en major o menor grau en les opcions de resposta (Figura 40). En total, aquests
estudiants han utilitzat les opcions en un 40% de les seves resolucions, sense tenir en compte
les respostes que es donen simplement escollint una de les opcions sense cap procés raonat
que les justifiqui (correcte o incorrecte). Aquest percentatge és alt si tenim en compte que
no tots els problemes proposats admeten estrategies basades en les opcions, en alguns d’ells
només es pot arribar a la resposta correcta amb una resolucié del problema, deixant les
opcions només per a comprovar si la resposta obtinguda forma part del conjunt d’opcions
possibles, i en cas contrari, revisar el procediment per detectar els errors que s’hagin pogut

cometre.
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Grup B
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Figura 40 Us de les opcions de resposta (grup B).

L’estratégia més comuna és la de comprovacio de les opcions que s’ofereixen, que apareix
en un 26% de les resolucions de problemes amb opcié multiple de resposta (Figura 41). En
aquests problemes els estudiants miren de comprovar una a una les opcions per veure si
alguna pot ser resposta del problema, sense desenvolupar una resolucié completa que pugui
justificar-ne la resposta. A vegades aquesta comprovacio de les opcions es fa com a punt de
partida per intentar localitzar la resposta correcta, i a vegades es fa després d’iniciar un
procés de resolucié que es tanca prematurament comprovant quina de les opcions pot

encaixar amb els resultats parcials obtinguts fins aleshores.

L’estudiant va descartant
les opcions una a una, fins i
tot comet un error que el
porta a descartar-les totes,
en una segona repassada
troba la resposta correcta.

Figura 41 Exemple de comprovacid de les opcions

Altres estratégies com descartar opcions abans de comencar a resoldre el problema per

fer-se unaidea de quin pot ser el resultat (i per exemple donar una resposta per aproximacio
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com veurem més endavant) apareixen en un 8% de les resolucions, i en un percentatge
similar apareixen altres tipus d’estrategies basades en I'Gs de les opcions. Amb aquestes
dades podem intuir que els estudiants del grup B usen de manera habitual les opcions
sempre que el problema ho permeti, i amb aixo milloren els indexs de respostes correctes,
encara que el nivell de certesa mostrat sigui baix. Aixo pot indicar que aquests estudiants
obtenen els seus bons resultats en les Proves Cangur gracies a un Us efica¢ de les opcions de

resposta.

5.2.4 Heuristiques utilitzades

De les heuristiques descrites al capitol de metodologia respecte la resolucié de
problemes, en el grup B s’observa que els estudiants utilitzen tant la prova de casos
particulars (Figura 42) com les aproximacions en la resolucio de problemes (Figura 44). Tot i
que en un 24% de les resolucions fan servir casos particulars, el nombre de problemes on es
pot trobar alguna estrategia que impliqui la prova de casos és major, per tant no sempre

veuen aquesta heuristica com una opcid.
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Figura 42 Us de casos particulars (grup B).

En canvi, I'Gs d’aproximacions durant el procés de resolucio apareix també en un 25% dels
casos (Figura 43), tot i que en aquest cas els problemes on aquesta heuristica pot ser util és

menor que en el cas anterior.
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Figura 43 Exemple de prova de casos particulars

Quan mirem les diferencies observades entre els problemes amb opcions de resposta i
temps limitat i les comparem amb els problemes que no oferien opcions de resposta ni limit
de temps, el que veiem és que la major part de les aproximacions es fan en els problemes

sense opcions de resposta (Figura 44).

Grup B
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40%
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Bloc 1 (Opcions) Bloc 2 (sense opcions)

H Utilitza aproximacions en els calculs

M Aproxima el resultat per fer-lo coincidir amb una de les opcions

Figura 44 Us de les aproximacions (grup B).
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En el cas de problemes d’eleccié multiple, crida I'atencié que en un 8% dels casos
I’estudiant tria una resposta per aproximacié a la obtinguda en el seu procés de resolucio
sense refer els seus calculs en busca del perqué no obté exactament cap de les respostes

proposades.
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Capitol 6. Resultats

En aquest capitol farem una analisi comparatiu dels resultats obtinguts pels grups A i B
per tal de veure si els dos grups de poblacié estudiats, tot i estar en ambdds casos formats
per estudiants que obtenen bons resultats en les Proves Cangur, mostren diferencies
rellevants. Recordem que el grup A esta format per alumnes amb resultats entre els
percentils 99,75% i 100%, mentre que els del grup B esta format per alumnes entre els
percentils 95% i 96%. Estem per tant davant d’alumnes tots ells classificats entre el 5% dels
millors de I'Gltima edicid del concurs que s’havia celebrat en el moment de la recollida de
dades. Les diferéncies en la classificacid per tant son minses entre els dos grups, i en aquest
capitol veurem si les diferencies entre els comportaments mostrats per uns i altres son

importants i en quins aspectes ho sén més.

6.1.1 Sobre encerts i errors

Com era d’esperar, els alumnes del grup A obtenen un millor resultat quan mirem les

respostes correctes obtingudes per a la col-leccié de problemes en el seu conjunt (Figura 45).

70%

60%

50%

40%

30%

20%

10% .
0% I

Correctes Incorrectes En blanc

EGrupA mGrupB

Figura 45 Respostes correctes / incorrectes segons grup.
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Els estudiants del grup A obtenen gairebé el doble de respostes correctes que els del grup
B. Aquesta diferencia és major que la diferencia en les puntuacions obtingudes en el concurs
real, i una possible explicacié és que, tal i com s’ha explicat en la metodologia utilitzada, els
problemes seleccionats sén de nivell mitja-alt per a les edats i nivells dels participants a
I'estudi. Aquests resultats per tant suggereixen que la diferéncia que es podria haver

obtingut amb problemes de dificultat baixa hauria estat molt menor.

Si mirem el grau d’encert entre els problemes amb opcions de resposta i temps limitat
(bloc 1) i els que no oferien opcié multiple de resposta ni limitaven el temps, veiem que les
majors diferencies s’observen en els problemes que no ofereixen opcions de resposta. En els
problemes del primer bloc la diferéncia entre un i altre grup és d’un 23%, mentre que en els

problemes del segon bloc aquesta diferéncia augmenta fins al 37% (Figura 46) .
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Figura 46 Respostes correctes / incorrectes segons condicions de resolucio i grup.

En els estudiants del grup A fins i tot les respostes correctes obtingudes sense opcions de
resposta son lleugerament superiors a les obtingudes sense agquestes opcions, per tant les
dades semblen indicar que els resultats obtinguts per aquests alumnes no depenen del fet
de disposar d’aquestes opcions, i en canvi treuen més profit del temps addicional del que
disposen per a resoldre els problemes del segon bloc. En canvi, els estudiants del grup B

mostren clarament un menor encert quan no disposen d’opcions de resposta.
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Es també destacable la diferéncia observada de respostes en blanc en un i altre grup. En
el grup A sén poques les respostes en blanc, i tot i que sén una mica més freqlients quan no
hi ha opcions de resposta, la diferéncia no és gran. En canvi, els estudiants del grup B opten
per no donar cap resposta als problemes del segon bloc amb molta més freqiiencia. Aixo es
pot relacionar amb les respostes correctes i incorrectes donades en cada cas, ja que és
possible que davant un problema on I'estudiant no sap obtenir una resposta, el fet de
disposar de les opcions proposades desencadena algun tipus d’estrategia basada en
aquestes opcions que li permet avancar i aventurar una possible resposta. Aquesta hipotesi
concorda amb I'analisi que veure més endavant sobre I'Us que fan els alumnes d’un i altre

grup de les opcions de resposta.

6.1.2 Us de conjectures i intuicions

Els estudiants del grup A es mostren molt més propensos a resoldre els problemes de
manera completa que els del grup B (Figura 47). En general i comptant la totalitat dels
problemes resolts, els primers resolen completament un 40% dels problemes abans de donar

una resposta, mentre que els del grup B ho fan només en un 13% de les ocasions.
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Figura 47 Solucions completes / incompletes segons grup.

Si analitzem aquestes dades segons les condicions de resolucié del problema (Figura 48),

observem que la distribucié de les respostes completes o incompletes és similar ens els dos
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grups respecte les condicions de resolucid, respecte el total de cada cas. Es a dir, les

respostes completes es reparteixen entre els dos blocs de manera semblant.
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Figura 48 Solucions completes / incompletes segons grup i condicions de resolucio

Els dos grups donen més respostes completes quan no es disposa d’opcions de resposta,
per tant aquestes opcions desencadenen en els estudiants comportaments intuitius que no
es donen quan no disposen d’aquestes opcions. Es més rellevant la diferéncia de respostes
derivades de solucions completes en el cas dels problemes amb opcions de resposta que en

els que no en tenen.

Si volem analitzar més en detall aquests aspectes hem de mirar el nivell de certesa
mostrats per cada grup d’estudiants a I’hora de donar resposta als problemes quan aquesta
resposta deriva d’una resolucié incompleta (Figura 49). Ja hem vist que els estudiants del
grup A es basen en resolucions completes molt més sovint que els del grup B, pero si
comparem els nivells de certesa mostrats en els problemes amb resolucié incompleta,

observem també diferéncies destacables.
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Figura 49 Nivells de certesa mostrats pels estudiants segons grup

Els alumnes del grup B rarament mostren una certesa alta o molt alta en les seves
respostes, mentre que les respostes donades amb certesa baixa o molt baixa representen
gairebé el 80% de les respostes incompletes, mentre que els alumnes del grup A només

mostres certes baixa o molt baixa en aproximadament un 60% dels casos.

Si comparem els nivells de certesa de cada grup perd segmentats per blocs de problemes
segons les condicions de resolucié (Figures 50 i 51) veiem que les diferencies no depenen tan

del grup siné de les condicions de resolucié.
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Figura 50 Nivells de certesa en el bloc 1 segons grup
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Bloc 2 (sense opcions de resposta, sense limit

de temps)
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Figura 51 Nivells de certesa en el bloc 2 segons grup.

En general veiem que els dos grups generen respostes basades en nivells de certesa més
baixos quan disposen d’opcions de resposta que quan no les tenen, perd no es veu un
comportament diferent entre els dos grups, sobretot pel que fa a les respostes amb nivells

baix o molt baix de certesa.

6.1.3 Us de les opcions de resposta

Els estudiants del grup B mostren clarament una major tendéncia a utilitzar les opcions
de resposta en les seves resolucions quan en disposen. Aquests ho fan en un 40% dels
problemes amb opcié multiple de resposta, mentre que els del grup A només ho fan en un

23% (Figura 52).
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Figura 52 Us de les opcions de resposta segons grup.
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Les dades indiquen que els estudiants del grup A basen molt poc la seva estratégia de
resolucié en les opcions de resposta, mentre que els del grup B utilitzen sobretot I'estratégia
de comprovar les respostes proposades una per una per anar-les descartant fins a obtenir
una Unica resposta possible. A més, en els estudiants del grup A, aquesta opcid s’ha utilitzat
en diversos casos després de provar una resolucié completa que no es basa en les opcions,
mentre que en els del grup B gairebé sempre s’utilitza la comprovacié de les opcions com a
estrategia principal de resolucié de certs problemes. Cal tornar a indicar que no tots els
problemes eren susceptibles de ser resolts (o intentar ser resolts) mitjancant la comprovacio

de les opcions de resposta.

6.1.4 Heuristiques utilitzades

Les heuristiques que hem analitzat en les resolucions dels estudiants sén |'Us de casos
particulars per a donar resposta a una pregunta més general, i I'Us de les aproximacions en

el procés de resolucid.

Pel que fa a I'Gs de casos particulars, veiem que és un comportament molt freqlient en

els estudiants del grup A i no tant en els estudiants del grup B (Figura 53).
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Figura 53 Us de casos particulars segons grup.
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Aquesta prova de casos particulars no s’ha de confondre amb la comprovacid de les
opcions de resposta. En aquesta categoria s’hi inclouen les resolucions on I'estudiant prova

casos més o menys inconnexos com a part del seu procés de resolucid.

Si analitzem I’Us dels casos particulars segons les condicions de resolucid, no s’observa
una preferéncia per aquesta heuristica condicionada per la disposicid o no d’opcions de
resposta en el grup A, mentre que en el grup B si que el seu Us baixa del 29% al 18% (Figura
54). Aix0 s’explica en part pel més alt nombre de respostes en blanc donades pels alumnes

del grup B en els problemes on no disposen d’opcions de resposta.
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Figura 54 Us de casos particulars segons grup i condicions de resolucio.

Pel que fa a I’'Gs d’aproximacions, observem comportaments totalment diferents en els
dos grups (Figura 55). El grup A utilitza aquest recurs en un 11% de les seves resolucions i el
grup B ho fa en un 25% de les ocasions. L’estrategia de donar una resposta per aproximacio
del resultat obtingut a una de les opcions de resposta apareix de manera testimonial en les

produccions dels estudiants de grup A, mentre que en els del grup B és forca més habitual.
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Figura 55 Us de les aproximacions segons grup

Si mirem aquest Us de les aproximacions segons les condicions de resolucid, veiem que

els estudiants del grup A ho fan practicament de la mateixa manera, és a dir que les

condicions del concurs no semblen determinar I'aparicié d’aquestes aproximacions, mentre

que en el grup B el comportament és molt diferent (Figura 56).
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Figura 56 Us de les aproximacions segons grup i condicions de resolucié
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Els estudiants del grup B recorren al recurs d’aproximar calculs en molt major mesura
quan no disposen d’opcions de resposta. En els problemes on disposen d’aquestes opcions
mostren preferéncia per altres tipus d’estratégies, sobretot les basades en les propies
opcions de resposta, mentre que quan no tenen aquest suport sovint mostren incapacitat
per treballar amb calculs exactes i opten per I'Gs d’aproximacions que simplifiquin aquests

calculs o que donin més sentit a una resposta.
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Capitol 7. Conclusions

En aquest treball hem analitzat algunes caracteristiques del comportament d’estudiants
gue obtenen bons resultats en el concurs matematic de les Proves Cangur, i per tant
considerats experts resolutors de problemes de matematiques en el context d’aquestes
proves. Els aspectes més caracteristics dels problemes plantejats son, per una banda, que
ofereixen opcions multiples de resposta, on I'estudiant sap que una i només una d’elles és
correcta, i per altra, la limitaciod del temps que tenen els estudiants per resoldre la col-leccié

de problemes proposats.

Hem definit uns objectius especifics per tal d’identificar comportaments en la resolucié
que puguin ser propis de les condicions del concurs, seleccionant un conjunt de 20 estudiants
gue han obtingut bons resultats en les Proves Cangur, a qui s’ha demanat que resolguin un
conjunt de 16 problemes, la meitat en les condicions especifiques de la prova (opcions de
resposta i temps limitat) i I'altra meitat sense aquestes condicions (sense opcions de

resposta i sense limitar el temps per a la resolucio).

Per tal de donar resposta a I'objectiu general d’establir les principals diferencies de
comportament envers la resolucié de problemes entre els alumnes que obtenen bons
resultats i els millors, hem dividit la poblacié de I'estudi en dos subgrups, 10 alumnes que
havien obtingut les millors posicions en la classificacié de les Proves Cangur (posicié entre
els percentils 99,75% i 100% dels millors classificats) a qui hem anomenat grup A i un altre
grup format per estudiants que avien obtingut bons resultats en el concurs (posicions que
estan entre els percentils 95% i 96%), identificats com a grup B per tal d’observar les
diferencies de comportament entre els dos, que donen lloc a I'objectiu general d’aquest

estudi.
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Les resolucions dels alumnes s’han analitzat amb detall per tal d’establir en primer lloc
unes categories que fossin Utils per a la recerca, i posteriorment s’han classificat totes

aquestes produccions seguint les categories establertes.

Les hipotesis inicials que van motivar la recerca suposaven que aquests estudiants
basaven el seu exit en les Proves Cangur en un domini important d’estratégies de resolucié
basades en les opcions de resposta, i en una alta capacitat per intuir la resposta correcta
sense necessitat d’una resolucié completa del problema. Veurem que aquestes hipotesis

inicials no s’han confirmat del tot en la recerca que presentem.

Per tal d’extreure conclusions de la recerca ens plantejavem, com deiem, diversos
objectius, que es revisaran en detall en els seglients apartats. Els resultats obtinguts en la
persecucié d’aquests objectius ens permetran extreure conclusions referents a I'objectiu
general, que és caracteritzar les diferéncies de comportament entre els estudiants amb bons
resultats i millors resultats en les Proves Cangur a I’hora de resoldre problemes d’opcid

multiple i temps limitat.

7.1 Establiment dels nivells de certesa

El primer objectiu pretenia establir uns nivells de certesa basats en s de la intuicié dels
estudiants per tal de classificar les seves produccions. Hem analitzat les intuicions i
conjectures que apareixen en les resolucions d'aquests estudiants i hem establert una
categoritzacio en cinc nivells que ens permet valorar el grau de certesa que mostren els
estudiants respecte a les seves solucions dels problemes. Aquesta certesa esta lligada a la
completesa de la resolucié obtinguda per I'estudiant, considerant que una resolucidé és
completa quan l'estudiant no mostra llacunes en el raonament i per tant la resposta
obtinguda és una conseqliéncia necessaria i justificada del procés seguit. La resta de
resolucions es consideren incompletes. Es en aquestes resolucions incompletes on hem

identificat la necessitat de classificar-les per tal de mesurar-ne el grau d’”incompletitut”.

Hem identificat cadascun dels cinc nivells amb els mecanismes que participen en la
generacioé de les intuicions que apareixen en la resolucié diferenciant graus de certesa i
evidencia (Fischbein, 1987), i explorant també els tipus de visualitzacié que s'associen a cada

nivell (Presmeg, 1986). Aquesta categoritzacié proposada per nivells concorda amb la
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guantitat d'encerts que obtenen els estudiants, de manera que a major nivell de certesa al
proposar un resultat, major és la probabilitat que el resultat sigui correcte. Considerem que
els nivells establerts son una aportacid innovadora d’aquesta investigacid, que ha resultat

un element util i efectiu per a la classificacié de les resolucions dels alumnes.

7.2 Us de la intuicid

Quan observem els tipus d'intuicions que apareixen en cada un dels blocs de problemes i
els mecanismes que generen aquestes intuicions, veiem diferencies substancials en les
resolucions a problemes amb o sense opcions de resposta. En les condicions del concurs, és
molt freqlient que els estudiants no desenvolupin de manera completa les seves resolucions,
cosa esperable donat el poc temps de que disposen per a la seva realitzacid. En el segon bloc
(sense opcions de resposta i tems no limitat) hem trobat un major percentatge de problemes
resolts completament, tot i que les diferéncies més significatives amb els problemes del bloc
1 (amb opcions de resposta i temps no limitat) no les trobem en el percentatge de
resolucions que utilitzen conjectures sin6 en el nivell de certesa d'aquestes conjectures. En
el primer bloc els estudiants han utilitzat preferentment conjectures amb un nivell baix o
molt baix de certesa, mentre que en el segon bloc, tot i que en el problema no s’arribi a una
solucié completa, els nivells de certesa utilitzats han estat habitualment més grans (Figura

57).
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Figura 57 Nivells de certesa en les resolucions dels problemes segons condicions de resolucio
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Aixi doncs, aquests resultats indiquen que els alumnes que obtenen bons resultats en les
Proves Cangur tendeixen a deixar incompletes resolucions que podrien desenvolupar més al
disposar de més temps, o bé que la disposicid d’opcions de resposta afavoreix elements de

clausura prematura de la resolucié en forma d’intuicions d’anticipacio.

Ara bé, quan estudiem en detall els resultats obtinguts per cadascun dels dos grups
d’estudiants hi observem diferéncies importants. Els estudiants del grup A obtenen
resolucions completes en molta major proporcio que els estudiants del grup B, i utilitzen una
certesa en general més alta. Aixi doncs, els estudiants del grup B fan un Us més habitual de

mecanismes de visualitzacio i d’intuicio.

7.3 Us de les opcions de resposta

Analitzant les resolucions fetes pels estudiants en cada bloc, es constata que I'Gs que
aquests fan de les opcions de resposta canvia molt en els dos grups de poblacid. En el grup
A observem que el fet de disposar d'opcions de resposta no afecta d'una manera important
a les decisions que prenen aquests estudiants a I'hora de triar les seves estrategies.
Observem que els estudiants han utilitzat les opcions de respostes dels problemes del bloc
1 en un 22% dels problemes (encara que en ocasions les opcions s'utilitzen per triar una
resposta quan l'estudiant no troba cap cami raonable cap a la resolucié del problema).
L’estratégia de resoldre per eliminacié apareix en al voltant del 10% dels problemes. Aixo
concorda amb el que s'ha exposat anteriorment, en el sentit que els resultats dels estudiants
son més favorables quan poden desenvolupar el problema al complet, donada la seva poca

tendéncia a utilitzar les opcions de resposta.

En el grup B la situacié ha estat molt diferent. Els estudiants d’aquest grup han basat la
seva resolucio dels problemes en les opcions de resposta en un 40% dels problemes resolts
en les condicions de les Proves Cangur. Estratégies com descartar opcions que no veuen
plausibles per tal de fer-se una millor idea de quina ha de ser la resposta final, i sobretot
I'estrategia de resoldre (o intentar resoldre) un problema comprovant si les respostes
proposades poden o no ser la resposta correcta apareixen molt freqlientment en les seves

resolucions.
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7.4 Us d’heuristiques especifiques

D’entre totes les heuristiques que els estudiants poden posar en joc a I’hora de resoldre
problemes matematics n"hem escollit dues que sdn les que apareixen en major freqiiencia

en la mostra de dades recollides.

En primer lloc hem analitzat I'Us de casos particulars per tal d’ajudar a la resolucié del
problema. En general hem vist que aquesta heuristica, que no és propia de la resolucié de
problemes amb opcié multiple, és un recurs bastant habitual, sobretot per als alumnes del
grup A. Aguests estudiants es mostren habils utilitzant aquests casos particulars per a
desencadenar raonaments més generals que portin a la resolucié d'un problema. Els
estudiants del grup B utilitzen aquest recurs en menor proporcio. El fet que els estudiants
del grup A hagin rebut entrenament molt més especific en la resolucié de problemes pot
explicar en bona part el fet que aquests disposin de més mecanismes heuristics que els
faciliten la resolucié. Els estudiants del grup B es mostren més ingenus en la utilitzacio
d’aquest recurs, no només perque ho fen amb menys freqiiéncia sind que sovint aquesta
prova de casos particulars no comporta necessariament un aveng significatiu cap a I’obtencid

de la solucid del problema.

L'altre aspecte que hem analitzat per caracteritzar les resolucions dels estudiants és I'Us
que aquests fan de les aproximacions en el seu procés de resolucié. L'Us d’aquestes
aproximacions en general no és molt freqlient, pero els estudiants del grup A en particular
son molt reticents a acceptar resultats que no siguin iguals als obtinguts en el procés de
resolucio. Els del grup B mostren menys varietat de recursos heuristics i menys habilitat en

el calcul, pel que sdon menys rigorosos en els seus procediments.

7.5 Diferencies observades en la resolucio de
problemes amb i sense opcions de resposta

L’Us que els estudiants fan de les opcions de resposta és molt diferent en els dos grups
d’estudiants que hem analitzat, com hem exposat a I'apartat 7.3. Aixi doncs, no ens és
possible extreure conclusions sobre aquest aspecte que descriguin una tendéncia general

dels estudiants que hem analitzat en aquest sentit. Els estudiants considerats els millors
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resolutors de problemes en el context de la recerca no mostren diferéncies importants en el
plantejament i resolucid dels problemes, contradient la nostra hipotesi inicial. Per contra els
estudiants del grup B format per estudiants que obtenen bons resultats en la resolucié de
problemes en el context de les Proves Cangur si que mostren un comportament com el que
preveiem en la nostra hipotesi, i enfoquen els problemes de manera diferent, mostrant una
clara preferencia per I'Gs de les opcions de resposta. Utilitzen preferentment la comprovacié
de la validesa de les respostes obtingudes per tal d’identificar-ne la correcta sempre que aixo
és possible, i quan no ho és, mostren una tendéncia marcada a escollir una de les respostes

proposades amb nivells baixos de certesa en la validesa del resultat.

7.6 Conclusions finals

L'objectiu principal d’aquesta recerca és fer-nos una idea de com es comporten els
estudiants que mostren bons resultats al concurs matematic Proves Cangur davant la
resolucié de problemes en aquest context, i caracteritzar les principals diferéncies que
s’observen entre estudiants que obtenen bons resultats i aquells que obtenen els millors

resultats.

Després d’analitzar alguns aspectes que s’han identificat com a representatius i d’haver
arribat a les conclusions dels objectius especifics, la nostra principal conclusié és que els dos
grups de poblacio estudiats, tot i estar entre el primer 5% de classificats a les Proves Cangur,
mostren un comportament molt diferent davant la resolucio de problemes, i per tant no es
poden treure conclusions genériques sobre el conjunt d’alumnes que obtenen bons
resultats. L'experiéncia personal com a professor de matematiques i com a membre de la
Comissid Cangur, i per tant com a persona directament implicada en el procés d’elaboracid,
implementacid i analisi dels resultats del concurs, porta a conjecturar que les diferencies
observades entre aquests dos grups de poblacio d’aquest estudi sGn més grans de les que hi
podria haver entre els estudiants que formen la mostra del grup B i altres estudiants amb

pitjors resultats, pero aixo caldra estudiar-ho en futures investigacions.

Tots els resultats d’aquest estudi ens indiquen que el grup dels millors resolutors de
problemes en les condicions estudiades tenen unes caracteristiques excepcionals, no només
respecte el conjunt general de la poblacié d’estudiants de la mateixa edat, sind que també

respecte el grup que hem caracteritzat com bons resolutors de problemes. Hi ha diversos

94



motius que poden justificar una diferéncia tant destacable, com poden ser les altes
capacitats matematiques que es manifesten en un grup molt reduit de la poblacio, com
també I'entrenament especific que aquests alumnes etiquetats com a grup A han rebut
especificament en resolucio de problemes i la preparacio de concursos, tant el més populars
com les Proves Cangur com d’altres de major exigéncia matematica com la Olimpiada

Internacional de Matematiques.

En el context del concurs matematic Proves Cangur, els estudiants que obtenen millors
puntuacions no modifiquen de manera apreciable els seus patrons de resolucid ni les seves
actuacions pel fet que els problemes ofereixin opcions de resposta. Sén bons resolutors de
problemes amb recursos apropiats i els apliquen per dissenyar plans de resolucié que
parteixen de |'esséncia del problema i no de I'Us d'estratégies basades en les opcions de
resposta donades pels problemes. La seva habilitat no resideix en trobar dreceres mitjancant
la utilitzacié de les opcions de resposta, sind en ser capagos d'intuir i avancgar resultats que
els evitin haver de resoldre els problemes amb tot detall, pero basant-se en enfocaments de
la resolucié dels problemes que no varien substancialment dels que utilitzen quan no tenen

les opcions de resposta disponibles.

Els estudiants que obtenen bones puntuacions sense arribar a les millors posicions
mostren un comportament molt diferent als anteriors. Aquests estudiants per una banda es
mostren menys experts en les heuristiques propies de la resolucio de problemes, i arriben a
la resposta correcta en molta menor proporcid que els primers. Haver-los posat davant d’un
conjunt de problemes tots ells de nivell mitja-alt ha posat de relleu les mancances
metodologiques d’aquest grup d’estudiants, o I'excepcionalitat dels primers. Aixo es tradueix
en resolucions menys completes i en I'acceptacié de resultats basats en intuicions propies,
fonamentades sovint en elements de visualitzacié. Aixi com hem vist que els estudiants del
grup A tenen una aproximacio al problema que no esta influit per les opcions de resposta,
els estudiants del grup B mostren una predileccié especial per utilitzar aquestes opcions com
a suport de la seva resolucid. En molts casos aquesta resolucié esta basada directament en

les opcions proposades.

Es especialment significatiu el fet que els alumnes del grup A milloren els seus resultats
guan han resolt problemes sense opcié de resposta, gracies al fet de disposar de més temps
per a trobar una resolucié completa i aixi augmentar sensiblement la probabilitat d’obtenir
una resposta completa. En canvi els alumnes del grup B mostren uns resultats contraris.

Aquests alumnes aconsegueixen gairebé el doble d’encerts en les condicions del concurs
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gracies a les opcions de resposta del que ho fan quan no disposen d’aquestes opcions, encara
que se’ls doni més temps per resoldre el problema. Els recursos heuristics que mostren sén
limitats, i els substitueixen per un Us de la intuicid efectiu que els permet obtenir respostes

correctes sense disposar de resolucions prou completes.

7.7 Implicacions didactiques

La resolucio de problemes és un camp de recerca amb resultats que comporten profundes
implicacions didactiques. El coneixement que anem obtenint sobre els mecanismes que
activen els alumnes en el moment d’enfrontar la resolucié d’un problema matematic és molt
valuds per a la didactica de les matematiques. A les aules de matematiques d’avui en dia,
almenys en el context catala, és molt habitual que s’utilitzin recursos com els problemes
proposats en les Proves Cangur per a treballar precisament la dimensié de resolucié de
problemes. Una preocupacié habitual entre el professorat que utilitza aquests recursos és el
dubte de com la presentacié d’opcions de resposta afecta |'estrategia de resolucié del
problema i si aixo pot fer que I’'entrenament en aquesta disciplina (la resolucié de problemes)
sigui menys eficac. Els resultats del nostre estudi semblen indicar que aixd no passa amb els
estudiants que tenen altes capacitats matematiques i que son experts resolutors de
problemes, pero si ho fa en els bons alumnes no excepcionals. Per tant, les nostres
conclusions ens porten a aconsellar la presentacié d’aquest tipus de problemes sense les
opcions de resposta per a una practica més efectiva de la resolucié de problemes. Podem
també treballar estrategies basades en aquestes opcions com a raonaments matematics
interessants, com la comprovacio de respostes, que ens pot ajudar a entendre el raonament
gue s’amaga darrere el plantejament d’'un problema, o una discussié de quines opcions
poden ser descartades perque sén manifestament incompatibles amb el plantejament del
problema. Aquestes estrategies poden complementar la formacié en resolucié de

problemes, perd no en son un substitut.

La diferéncia de comportament i de resultats correctes entre els dos subgrups de poblacié
gue hem estudiat ens fa reflexionar també sobre la importancia de I'entrenament especific
gue alguns dels alumnes més talentosos reben per tal de preparar-se per a concursos de
matematiques. Fa anys aquest tipus d’entrenaments era poc frequent als centres de

Catalunya, pero avui en dia diverses universitats i altres institucions tenen programes
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especifics per aquest fi. Existeixen sessions de preparacido per a les Proves Cangur i
I’Olimpiada Matematica en universitats com la Universitat Autonoma de Barcelona, la
Universitat de Barcelona, la Universitat Politécnica de Catalunya, la Universitat de Lleida i la
Universitat Rovira i Virgili. El fet que els estudiants que obtenen les millors puntuacions que
han format part del nostre estudi hagin rebut aquest tipus de formacions en tots els casos, i
que cap dels estudiants que formaven la mostra d’estudiants amb bons resultats pero no els
millors hi hagin participat, dificilment pot ser casual. Caldria veure com poden millorar el seu
rendiment aquests bons alumnes si tinguessin accés a aquest tipus d’entrenament especific,
per tal de veure fins a quin punt el talent matematic mostrat per aquests millors alumnes és

fruit d’un talent innat o d’un entrenament adequat.

També pot ser interessant el que apunta aquest estudi en relacid al canvi de
comportament dels alumnes envers els problemes matematics quan disposen de temps
limitat per a resoldre’ls. El nostre treball no ha estudiat de manera independent el factor de
la limitacié de temps, perd sembla indicar que als estudiants (excepte als més talentosos) els
condiciona en el moment de plantejar la resolucié d’un problema. Aquest fet és rellevant en
els examens a que es sotmeten els alumnes a les aules de matematiques i en situacions com

les Proves d’Accés a la Universitat.

Un altre actor que es pot beneficiar dels resultats d’aquest estudi és la Comissio Cangur
encarregada d’organitzar el concurs a nivell mundial. A la introduccié ja parlavem del
desconeixement general que sembla haver-hi entre els membres d’aquesta comissié dels
mecanismes que posen en marxa els alumnes quan s’enfronten a problemes en les
condicions especifiques del concurs. L’aproximacio que es fa a cada problema sovint es fa
des del punt de vista d’un expert resolutor com els propis membres de la comissio, i posant
en marxa processos com els que hem observat per al nostre grup de poblacio A, el dels
millors estudiants. Pero aquest estudi indica que ja des d’un segon nivell d’expertesa els
alumnes tendeixen a desenvolupar estrategies de resolucié basades en les opcions de

resposta, i per tant aquest fet cal tenir-lo en compte a I’hora de dissenyar les proves.
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7.8 Limitacions de |la recerca i perspectives de
futur

La recerca presentada en aquest treball és de tipus exploratori, un primer intent
d’aproximacio a I'analisi de resolucié de problemes en un context marcat sobretot per la
disponibilitat d’opcions de resposta i la forta limitacié del temps per a trobar una resposta
correcta. Al no disposar de referéncies previes en aquesta situacio, les categories que hem
establert per tal d’analitzar les produccions dels alumnes sén poques i encara no validades
per altres autors, pero aixod obre la porta a noves investigacions que aportin altres punts de
vista sobre la resolucié de problemes en condicions especials com les del concurs que hem

analitzat.

Un altre punt que és interessant investigar amb més deteniment és quines son les
conseqiiencies de limitar el temps de resposta per als estudiants quan resolen un problema,
més enlla de si tenen o no opcions de resposta. El nostre estudi suggereix que aquesta
limitacio de temps desencadena ens els estudiants factors d’intuicid i visualitzaciéo que
substitueixen resolucions més completes. En el nostre cas, aix0 s’ha vist reflectit en una cerca
d’estrategies basades en les opcions de resposta, pero seria convenient estudiar que passa

amb els usos d’aquestes opcions de resposta si el temps no és limitat.

En el nostre instrument de recerca hem utilitzat problemes aritmetics i geometrics, i
aquest primer estudi indica que els mecanismes d’intuicid i visualitzacié actuen de manera
bastant diferent en uns i altres. No hem aprofundit més en la caracteritzacié d’aquests
factors relacionats amb la tematica del problema, pero I'estudi parcial que hem fet sembla
indicar que seria molt interessant analitzar com actuen els mecanismes d’intuicio i sobretot
de visualitzacido en problemes aritmetics o geometrics. Hi ha estudis com el de Presmeg
(1986) que analitzen aspectes rellevants de la visualitzacié aplicada a problemes geomeétrics,
i podria ser interessant desenvolupar aquest camp de recerca amb problemes aritmeétics dels

estudiants amb altes capacitats matematiques en el context de concursos matematics.

Per ultim, volem que aquest estudi contribueixi al creixement del camp de la recerca de
gliestions relacionades amb els concursos matematics. Competicions com les Proves Cangur
continuen guanyant popularitat, i cada cop més alumnes de tot el mén hi participen.
Mellroth (2015) ja apunta en la direccié que questionaris no estandard com els problemes

de les Proves Cangur son importants en el procés d’avaluacié dels estudiants per tal
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d’identificar aquells que tenen bones aptituds envers les matematiques, ja que a vegades
aquests estudiants no mostren tan bons resultats en altres proves més estandard. Creiem
gue és necessaria una recerca més exhaustiva sobre les implicacions didactiques que aquest
tipus d’activitats tenen en els estudiants. Camps com la resolucié de problemes, el
desenvolupament del talent matematic, I'’elaboraciéo de materials didactics de suport per a
mestres i professors i altres aspectes més transversals com els estudis de genere en relacid
al comportament dels estudiants davant les competicions matematiques encara tenen ujn

cami llarg per endavant.
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Annex 1: Enunciats de les Proves Cangur dels anys
2012 i 2015 dels nivells de 3r i 4t d’ESO
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Annex 2: Uistat de problemes utilitzats a I'estudi,

amb opcions de resposta visibles

Els problemes utilitzats en I'estudi es mostren a continuacid, recordem que els mateixos

problemes s’han utilitzat amb i sense opcions de resposta.

Problemes geometrics
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Problemes aritmetics
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Annex 3: Possibles resolucions
dels problemes seleccionats
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8. wmyABCD és un estel amb AB = BC =4em 1 CD = DA =

8cm. Quina és I'area maxima que pot tenir lestel en em?? A c
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tant, n € {—2,0,2} que corresponen a les tripletes (-3, -2, —1),(—1,0-1),(1,2,3).

12. (xo) Cinc nenes tenen una certa quantitat de caramels cadascuna. Sabem que no n’hi
ha dues que tinguin la mateixa quantitat de caramels 1 que qualsevol grup de tres té
més caramels que les altres dues juntes. Quin és el minim nombre de caramels que
poden tenir entre les cinc?
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Annex 4: Exemple de questionari lliurat als

estudiants
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Annex 5; Exemples de produccions dels

estudiants

Grup A (sense opcions de resposta)
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Grup A (amb opcions de resposta)
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Grup B (sense opcions de resposta)
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Grup B (amb opcions de resposta
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