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Resumen
Enestearticulo hagoun recorrido por los principales temas de la geometria euclidiana escolar, re-
flexionando sobre resultados de la investigacion didactica y presentando a los profesores de Se-
cundaria sugerencias y ejemplos para aplicar dichos resultados a la ensefianza de la geometria
euclidiana en sus clases. En primer lugar, a modo de marco tedrico de referencia para el resto del
articulo, presento los Niveles de razonamiento matemdtico de Van Hieley describo las lineas maes-
tras que caracterizan la capacidad de visualizacién y de razonamiento espacial de los estudiantes,
Después abordo la ensenanza y el aprendizaje de las figuras geométricas planas y espaciales, de la
congruencia (isometrias) y de la semejanza (proporcionalidad geométrica). Por dltimo, doy un
ejemplo de aplicacién de la geometria euclidiana a otras dreas de las matematicas, concretamente
al andlisis matematico.
Abstract
In this paper I analyze the main topics of school Euclidean geo-
metry from the viewpoint of mathematics education research,
with the aim of providing Secondary school teachers with sugges-
tions and examples to apply such research results to their classes.
First, I characterize the theoretical framework of the paper by
describing both Van Hiele Levels of mathematical reasoning and
the main components of students” capability fof visualization
and spatial reasoning. Then, the paper deals with teaching and
learning of plane and space figures, congruence (isometries)
and geometric similarity. Finally, I provide an example of appli-
cation of Euclidean geometry to other areas of mathematics,
namely to calculus.
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Introduccién

Histéricamente, la geometria (en particularla eu-
clidiana) ha tenido siempre un papel destacado
en la aplicacion de las matemdticas a otros cam-
pos de la actividad humana. Durante siglos, la
geometria euclidiana fue el niicleo central de las
matematicas. En la actualidad, la geometria ya
no juega ese papel tan destacado, pero sigue
siendo una herramienta muy (til para el desa-
rrollo de otras dreas de las matematicas, para el
desarrollo de otras ciencias y para la aplicacién
de las matemdticas en otros campos del saber.
Essabido que hasta mediados del siglo XX la geo-
metria ocupaba en los curriculos de los diferen-
tes niveles educativos un lugar como minimo tan
relevante como la aritmética, elalgebra o elana-
lisis matematico. Sin embargo, en las décadas de
los 60 a los 80, el auge del movimiento de las
“matematicas modernas” y sus propuestas de
curriculos centrados en las estructuras algebrai-
cas produjo una decadencia de la ensefianza de
la geometria euclidiana en todos los niveles edu-
cativos. En algunos pafses (entre ellos Espafia)
s6lo se estudiaba geometria euclidiana en Prima-
ra, donde se abordaban unos pocos contenidos
hésicos, como reconocimiento de las figuras pla-
nas y espaciales més elementales y aprendizaje
memoristico de sus nombres, definiciones, algu-
na propiedad basica y las formulas de calculo de
perfmetros, dreas y volimenes. En otros paises
(entre ellos EE.UU.) la geometria escolar se es-
tudiaba casi exclusivamente en Secundaria, con
un enfoque muy formalya que era el contexto en
el que se pretendfa ensefiar a los estudiantes los
métodos de trabajo de tipo l6gico-deductivoya
realizar demostraciones matematicas.
Lainvestigacién didactica ha demostrado clara-
mente que ambas tendencias curriculares, junto
a ciertas ventajas, tienen serias deficiencias que
impiden a ambas alcanzar el objetivo de propor-
cionar a los estudiantes una formacién geomé-
trica adecuada y una comprension profunda de
los conceptos estudiados. Como consecuencia de
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esta evidencia, a finales de la década de los 80
comienzan a aparecer numerosos movimientos,
desde locales a internacionales, que trabajan
para reformar los curriculos de matematicas y,
en particular, para que los nuevos curriculos re-
conozcan laimportancia de una buena formacion
geométrica de los estudiantes de los diferentes
niveles educativos. Estos movimientos no propo-
nen lavuelta a los antiguos métodos de ensefian-
za memoristicos y formalistas, sino que plantean
diversos modelos de ensefianza y aprendizaje, la
mayoria de los cuales coinciden en que la ense-
fianza de las matematicas (y de la geometria en
particular) debe basarse en la actividad de los
estudiantesy en suadquisicién de experiencias.
Elobjetivo de este articulo es ofrecera los profe-
sores de matemdticas de Secundaria algunas re-
flexiones, basadas en resultados recientes de la
investigacién en didactica de las matematicas,
sobre la ensefianza y el aprendizaje de la geo-
metrfa euclidiana en este nivel educativo.

Identificacion de

un marco de referencia:

Los niveles de Van Hiele
La investigacién en diddctica de las matemati-
cas proporciona diferentes modelos tedricos que
aportan pticas y pautas para interpretar la en-
sefianza o elaprendizaje de las matematicas. Uno
de estos modelos teéricos, que ha demostrado
ser especialmente adecuado para la ensefianza
de la geometria, son los “niveles de razonamien-
to matematico de Van Hiele”. En el resto delarti-
culo tomaré este modelo como marco de refe-
rencia para organizar y explicar las propuestas
de ensefianza y aprendizaje que presento, por lo
que primero hago una descripcién, necesaria-
mente breve, de los niveles de Van Hiele.
El modelo de Van Hiele ofrece una detallada ca-
racterizacién de los diferentes tipos de razona-
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miento matemdtico que podemos encontrar en
los estudiantes de geometria de los sucesivos ni-
veles educativos, asi como de los cambios con-
ceptuales asociados al paso de un nivel de razo-
namiento al siguiente. Existen numerosas refe-
rencias en las que se pueden encontrar descrip-
ciones detalladas de los niveles de Van Hiele
(Burger, Shaughnessy, 1986; Clements, Battista,
1992; Fuys et al., 1988; Gutiérrez, Jaime, 1998;
Jaime, Gutiérrez, 1990, 1996; Van Hiele 1986).
Brevemente, las caracteristicas de cada nivel son:
- Nivel 1: Los estudiantes describen, identifican
y clasifican las figuras geométricas como un todo
y, al describirlas, se basan preferentemente en
sus propiedades fisicas (posicién, forma, etc.).
Los estudiantes de Secundaria suelen utilizar tér-
minos matemadticos, pero se trata de elementos
o propiedades elementales o bien usan esos tér-
minosincorrectamente, pues los estudiantes del
nivel 1 sélo son capaces de comprender las pro-
piedades matematicas mds elementales de las
figuras geométricas.

- Nivel 2: Los estudiantes describen, identifican

y clasifican las figuras geométricas basandose en.

sus propiedades matemadticas, pero no encuen-
tran relacion entre unas propiedades y otras.
También pueden realizar actividades de descu-
brimiento empirico y generalizacién de nuevas
propiedades al observar dichas propiedades en
uno o varios ejemplos. Las justificaciones (de-
mostraciones) elaboradas por los estudiantes de
este nivel consisten en la verificacidn en uno o
mds ejemplos concretos.

- Nivel 3: Los estudiantes perciben las relaciones
entre propiedades de las figuras geométricas y
pueden realizar clasificaciones basadas en dichas
propiedades y relaciones. También pueden reali-
zarrazonamientos deductivos o demostraciones de
tipo informal. En estas demostraciones los estu-
diantes todavia no pueden realizar razonamientos
puramente abstractos, por lo que los ejemplos si-
guen teniendo un papeldestacado, perosélo como
ayuday ya no como demostracion por si mismos.
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- Nivel 4: Los estudiantes son capaces de realizar
razonamientos puramente abstractos, compren-
den las caracteristicas de un sistema axiomdtico
(en particulardeleuclidiano; el Libro I de los Ele-
mentos de Euclides es un buen ejemplo), saben
utilizar axiomas, definiciones, teoremas, etc., y
pueden realizar demostraciones formales usan-
do diferentes procedimientos.

Segtn el modelo de Van Hiele, el progreso en el
nivelde razonamiento de un estudiante no es re-
sultado de su desarrollo biolégico, sino de la ad-
quisicion de suficiente experiencia en el uso de
las nuevas formas de razonamiento. Por lo tan-
to, los contextos de aprendizaje adecuados ayu-
dan a los estudiantes, mientras que los contex-
tos que no les proporcionan dicha experiencia
frenan su progreso. Elmodelo de Van Hiele no se
alinea con ninguna metodologia de ensefianza
en particular, sino que es compatible con cual-
quiera que propicie la adquisicién de experien-
cia por los estudiantes. Para ayudar a los profe-
sores a crear entornos de ensefianza adecuados,
el modelo de Van Hiele propone la organizacidn
de la ensefanza sobre la base de cinco “fases de
aprendizaje”:informacién, orientacién dirigida,
explicitacion, orientacion libre e integracién. No
entraré aquf en la descripcidn de las fases, pues
no son necesarias para el resto del capitulo; en
Jaime, Gutiérrez (1990) puede leerse una des-
cripcién detallada de las fases de aprendizaje.

En unas condiciones éptimas deaprendizaje, con
un curricule adecuado y profesores bhien forma-
dos, un estudiante de capacidad normal puede
alcanzar el nivel 2 en los tltimos cursos de Pri-
maria (a los 9-11 afos) y el nivel 3 en los cursos
intermedios de Secundaria (a los 15-16 afios).
Un estudiante inteligente puede alcanzar estos
niveles un curso antes que sus compaferos y,
ademds, iniciar el acceso al nivel 4 antes de ter-
minar la Secundaria. Sin embargo, las condicio-
nes reales pocas veces son asi pues, como mues-
tran diversos estudios longitudinales, al acabar
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la Primaria la mayora de los estudiantes no han
completado la adquisicién del razonamiento de
nivel 2, y s6lo una cantidad reducida de ellos ter-
minan la Secundaria habiendo alcanzado el ni-
vel 3 (Gutiérrez, Jaime, 1998 se refiere a estu-
diantes espafioles).

Un aspecto muyimportante en los cursos de geo-
metria de Secundaria es aprender a realizar de-
mostraciones. Como hemos visto, los estudian-
tes que razonan en el nivel 2 demuestran la ve-
racidad de una propiedad mostrando ejemplos en
los que se cumple (estrategia de sobra conocida
por todos los profesores de matematicas de Se-
cundaria). El paso alnivel 3 supone, en este com-
ponente del razonamiento, comprender por qué
la verificacién en casos particulares no es sufi-
ciente como demostracién y la necesidad de rea-
lizar razonamientos deductivos que, aunque es-
tén apoyados en ejemplos, sélo utilicen propie-
dades generales. En el nivel 3, los estudiantes
pueden empezara tomar contacto con demostra-
ciones formales sencillas guiados por el profe-
sor, pero s6lo podrdn realizar demostraciones
formales sison muy simples (de uno o pocos pa-
sos) y tienen algdn tipo de gufa. Finalmente, el
paso al nivel 4 se logra cuando los estudiantes
consiguen que los ejemplos dejen de ser un apo-
yo necesario y empiezan a realizar deducciones
puramente abstractas, al mismo tiempo que em-
piezan a desarrollarsu habilidad para usar el len-
guaje matemadtico formal.

Desarrollo de la visualizacion

y el razonamiento espacial
Las capacidades de visualizacion y razonamien-
to espacial son herramientas imprescindibles
para el correcto aprendizaje comprensivo de las
matemd ticas. Al mencionar estos dos términos,
nos encontramos ante un conjunto de elemen-
tos de caracterfsticas diversas, que resumiré a
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continuacién, necesarios para que los estudian-
tes de Secundaria puedan realizar con eficacia
diversas acciones mentales necesarias en nume-
rosas actividades matematicas, especialmente en

el drea de la geometria, como calcular dreas y

vollimenes, dibujar einterpretar representacio-
nes planas de cuerpos espaciales, identificar mo-
vimientos en el plano o el espacio, analizar es-
tructuras graficamente complejas, identificar
posiciones relativas de puntos, rectas y planos
en el espacio, etc.

La investigacién diddctica viene aportando des-
de hace bastantes afios pruebas de que la ense-
fianza especifica aumenta la capacidad de los
estudiantes para aplicar la visualizacién y el ra-
zonamiento espacial al resolver problemas de
matematicas. Dicha ensefianza debeiniciarse en
Primaria y completarse y afianzarse en los pri-
meros cursos de Secundaria, obteniéndose me-
jores resultados cuando la ensefianza se basa en
el uso de materiales manipulativos (Bishop,
1980; Clements, Battista, 1992; Gutiérrez, 1998).
Diversas investigaciones diddcticas han identi-
ficado tres tipos de elementos como componen-
tes centrales de la visualizacidn y del razona-
miento espacial. El elemento bdsico en toda ac-
tividad son las imdgenes mentales, es decir las
representaciones mentales que las personas po-
demos hacer de objetos fisicos, relaciones, con-
ceptos, etc. En el contexto de las matemdticas,
Presmeg (1986) ha encontrado diversos tipos de
imdgenes mentales:

1) Imdgenes concretas pictéricas. Se trata deimd-
genes figurativas de objetos fisicos. Con frecuen-
cia se las denomina “fotografias en la mente”.
2) Imdgenes de formulas. Consisten en la visua-
lizacion mental de férmulas o relaciones esque-
maticas tal como se las ve, por ejemplo, en el li-
bro de texto.

3) Imdgenes de patrones. Son imdgenes de es-
quemas visuales correspondientes a relaciones
abstractas. A diferencia del tipo anterior, no se
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visualiza la relacion propiamente dicha (una fér-
mula generalmente), sino alguna representacién
" gréfica de su significado.

4) Imdgenes cinéticas. Se trata de imdgenes en
parte fisicas y en parte mentales, ya que en ellas
tiene un papelimportante el movimiento de ma-
nos, cabeza, etc.

5) Imdgenes dindmicas. Son imdgenes exclusi-
vamente mentales en las que los objetos imagi-
nados o algunos de sus elementos se desplazan
o transforman.

Las actividades que se realizan con lasimdgenes
mentales se pueden encuadrar, segdn Bishop
(1989), en dos tipos de procesos de visualizacién,
cuyas caracteristicas son:

1) Procesamiento visual. Este es el proceso de
conversién de informacién abstracta o no figu-
rativa enimdgenes mentalesy también el proce-
so de transformacion de una imagen mental ya
formada en otra diferente.

2) Interpretacion de informacion figurativa. Este
es el proceso de comprensién einterpretacién de
imdgenes mentales para extraer la informacidn,
generalmente abstracta, que contienen. Por lo
tanto, este proceso puede verse como elinverso
delanterior.

El tercer componente de la visualizacidn y el ra-
zonamiento espacialson las habilidades de visua-
lizacidn utilizadas por los individuos para la rea-
lizacion de los procesos mencionados antes. Del
Grande (1990), a partir de las propuestas de di-
versos autores, describe las siguientes habilida-
des, cuyo dmbito de aplicacion trasciende el cam-
po de las matematicas:

1) Coordinacion motriz de los ojos. Es la habili-
dad para sequir con los ojos el movimiento de los
objetos de forma dgil y eficaz. Normalmente, se
desarrolla completamente en los primeros afios
de vida de los nifios.

2) Identificacion visual. Es la habilidad para re-
conocer una figura aislandola de su contexto. Se
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utiliza, por ejemplo, cuando la figura estd for-
mada por varias partes, como en los mosaicos, 0
cuando hay varias figuras superpuestas.

3) Conservacidn de la percepcidn. Es la habilidad
para reconocer que un objeto mantiene suforma
y otras caracteristicas aunque deje de verse to-
tal o parcialmente, por ejemplo porque haya gi-
rado o se haya ocultado.

4) Reconocimiento de posiciones en el espacio. Es
la habilidad para relacionar la posicién de un
objeto con uno mismo (el observador) o con otro
objeto que actta como punto de referencia.

5) Reconocimiento de las relaciones espaciales.
Es la habilidad que permite identificar correcta-
mente las relaciones entre diversos objetos si-
tuados en el espacio. Por ejemplo, que estan gi-
rados, son perpendiculares, simétricos, etc.

6) Discriminacion visual. Es la habilidad que per-
mite comparar varios objetos identificando sus
semejanzas y diferencias visuales. Un ejemplo es
el cldsico pasatiempo de los diarios de encontrar
las diferencias entre dos figuras.

7) Memoria visual. Es la habilidad para recordar
las caracteristicas visuales y de posicién que te-
nian en un momento dado un conjunto de obje-
tos que estaban a la vista pero queyanoseveno
que han sido cambiados de posicién.

Se pueden definir otras habilidades interesantes,
pero casi siempre se trata de combinaciones de
las habilidades indicadas antes. Por ejemplo, la
habilidad de “conservacidn de las relaciones es-
paciales”, que nos permite reconocer que las
posiciones relativas de varios objetos no varian
cuando se les somete al mismo movimiento (giro
o traslacion), es una combinacidn de las habili-
dades de reconocimiento de las relaciones espa-
cialesy de conservacion de la percepcidn.

Es evidente que al estudiar geometria espacial
es particularmente necesario el uso de la visua-
lizacién y el razonamiento espacial. Las habili-
dades de estudiantes y profesores para producir
representaciones planas adecuadas de cuerpos
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espaciales y para interpretarlas correctamente
son elementos necesarios para lograr el éxito en
este campo. En este sentido, resulta particular-
mente interesante el planteamiento de Parzysz
(1988) que alerta sobre las consecuencias de la
pérdida deinformacién que, inevitablemente se
produce al representar un cuerpo espacial en el
plano. Por tanto, es necesario que los profeso-
res y autores de libros de texto desarrollen uni-
dades de ensenanza para que los estudiantes
puedan practicar las habilidades necesarias para
establecer la conexién bidireccional entre el pla-
noyelespacio. Veamos algunos ejemplos de ac-
tividades dirigidas al aprendizaje de representa-
ciones planas de poliedros (Guillén, 1991):

1) Elprofesor proporciona a los estudiantes po-
liedros hechos con poligonos encajables (por
ejemplo piezas de Polydron o poligonos de car-
tulina como los de la figura 1, que se enganchan
mediante gomas eldsticas). El profesor pidea los
estudiantes que desmonten los poliedros de ma-
nera que todas las caras se mantengan conecta-
dasy formen una estructura plana.

Figura 1.

Poligonos para construir poliedros.

2) Dados algunos examinés (figuras formadas
por 6 cuadrados unidos poralgtn lado), los estu-
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diantes deben identificar los que son desarrollos
del cubo (figura 2).

I ] [ | [
I i [
il [

Figura 2.

¢ Qué examinds son desarrollos del cubo?

3) Los estudiantes disponen de cubos encajables
(por ejemplo Centicubos o Multilink) para cons-
truir los sélidos representados en la figura 3.
Como actividad inversa, el profesor da a los es-
tudiantes un médulo hecho con cubos y una ho-
jacon latrama isométrica impresa y ellos deben
dibujar las proyecciones ortogonales e isométri-
ca del médulo.

q -
L]

Izquierda

Frente Arriba

Figura 3.

Proyecciones planas de sélidos:
Ortogonal e isométrica.

Es conveniente tener en cuenta que aprender a
dibujar una proyeccién isométrica es bastante
mas dificil de lo que cabria esperar. Por ejemplo,
las figuras 4b y 4c muestran dos intentos conse-
cutivos de un estudiante de copiar en una hoja
con la trama isométrica la figura 4a, que estaba
dibujada en la misma hoja. Se puede observar
cémo la principal dificultad viene de laincapaci-
dad del estudiante para coordinar las direccio-
nes de las distintas aristas y caras.
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Figura 4,

Por otra parte, dibujar las proyecciones orto-
gonales de un sélido es bastante facil, pero cons-
truir un sélido a partir de sus proyecciones or-
togonales puede resultar complicado (Gutiérrez,
1998).

Ensefianza y aprendizaje

de la geometria euclidiana

en Secundaria
A pesar del titulo de esta seccién, no es razona-
ble hacer propuestas metodoldgicas ni de con-
tenidos para este nivel educativo de manera glo-
bal, pues en los seis cursos que incluye la Secun-
daria argentina (también la espafiola) hay enor-
mes diferencias entre los estudiantes de los pri-
meros y de los tltimos cursos. Ademds, una ca-
racteristica de la geometria que se estudia en este
nivel educativo es que la mayoria de los temas se
pueden estudiar con varios grados de sofistica-
cion matemdticay, por tanto, en diversos cursos
o con alumnos de diferentes habilidades. Por lo
general, los alumnos de los primeros cursos de
Secundaria necesitan estudiar geometria en con-
textos practicos y manipulativos, propios del ni-
vel 2 de razonamiento, pero con un enfoque ten-
dente, siesnecesario, a completar la adquisicién
del razonamiento de nivel 2 y, después, ainiciar
elprogreso hacia el razonamiento del nivel 3. Por
el contrario, en los dltimos cursos de Secundaria
el estilo de ensefianza debe ser mds abstracto
(aungue no formalista), para completar la adqui-
sicion del nivel 3y, si los estudiantes estdn pre-
parados, iniciar el progreso hacia el razonamien-
to del nivel 4.
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Los profesores y autores de libros de texto de-
ben considerar como componente central de sus
materiales de ensefianza laidea de curriculum en
espiral: los temas principales se estudian duran-
te varios cursos (no necesariamente consecuti-
vos) a lo largo de la Secundaria, de manera que
en cada curso se enlaza con los contenidos apren-
didos antes y se desarrollan estudiando nuevos
conceptos, propiedades y estrategias de resolu-
cién de problemas, basando los nuevos conteni-
dos en los anteriores. Otra caracteristica del cu-
rriculum en espiral es que en cada curso se tra-
baja segtin el nivel de razonamiento de los estu-
diantes, por lo que también es conveniente re-
tomar contenidos va estudiados en cursos ante-
riores para analizarlos desde un punto de vista
superior; por ejemplo, con los estudiantes que
estdn en elnivel 3, propiedadesimportantes que
se habfan demostrado mediante ejemplos (nivel
2), como pueden ser los teoremas de Pitdgoraso
Tales, sevuelven a demostrar mediante un razo-
namiento deductivo (nivel 3).

Estudio de las figuras

planas y espaciales
El estudio de las figuras planas (poligonos y cir-
cunferencia) y espaciales (poliedrosy cuerpos de
revolucién) comienza en Primariay se completa
en los primeros cursos de Secundaria. El foco de
atencion estard en el aprendizaje y la compren-
sion de las definiciones, clasificaciones, propie-
dades métricasy relaciones entre diferentes pro-
piedades de una misma familia. La metodologia
de ensefianza de estos contenidos deberd variar
seqglin el nivel de razonamiento de los estudian-
tes: mientras estén en el nivel 2, su actividad serd
manipulativa, induciendo las nuevas propieda-
desa partirde la experimentaciony los ejemplos;
cuando pasen al nivel 3, podrdn trabajar en el
aprendizaje de propiedades mds complejas, cuya
comprension requiere usar razonamiento deduc-
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tivo, asi como en buscar relaciones de dependen-
cia entre unas propiedadesy otras (implicaciones
l6gicas). Por ejemplo, una actividad muy frecuen-
te es contar el nimero de caras, aristas y vérti-
ces de diversos poliedros para obtener la férmu-
la de Euler (V + C = A + 2). Los estudiantes de
nivel 2 resuelven esta actividad contando de for-
ma ordenada los elementos de cada tipo en los
poliedros. Estos recuentos son faciles en los pris-
mas y pirdamides, pero pueden resultar compli-
cados en otros poliedros, como el dodecaedro o
elicosaedro. A los estudiantes del nivel 3 se les
debe pedir que, en vez de contar, analicen la es-
tructura de cada poliedro para obtener procedi-
mientos mds eficaces de recuento.

Clasificar las familias de cuadrildteros y triangu-
los es una actividad importante, necesaria para
comprender la estructura interna de estas fami-
lias de poligonos y que tiene trascendencia en
otras dreas de las matematicas. Desde la pers-
pectiva de las matemdticas, el problema de a cla-
sificacién de cuadrildteros y triangulos surge
porque en los libros de texto se utilizan dos defi-
niciones diferentes, no equivalentes, de rectdn-
gulo, rombo, trapecio o tridngulo isésceles. Esto
se traduce en que, segdn qué definiciones se
usen, las familias de los cuadrildteros o los tridn-
gulos quedan clasificadas de formas diferentes.
Por ejemplo, definiendo el rectdngulo como el
“cuadrildtero que tiene los dngulos rectos”, los
cuadrados son una subfamilia de los rectangu-
los; por el contrario, definiendo el rectangulo
como el “cuadrilatero que tiene los dngulos rec-
tosy lados de diferentes longitudes”, los cuadra-
dos y los rectdngulos son familias disjuntas.

En algunas de las primeras publicaciones sobre
los niveles de Van Hiele se dice que una caracte-
ristica de los estudiantes del nivel 2 es que no son
capaces de hacer clasificaciones inclusivas de
poligonos, mientras que los estudiantes del ni-
vel 3 se caracterizan porque si son capaces de ha-
cerlas. Investigaciones mds recientes han pues-
to en evidencia que esta distincidn entre los ni-
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veles 2 y 3 no se puede hacer de manera tan
taxativa pues, por ejemplo, cualquier estudiante
del nivel 2 rechaza que los cuadrados sean rec-
tangulos, pero admite sin dificultad que los cua-
drados son paralelogramos. La diferencia entre
los estudiantes de los niveles 2 y 3 no estd en
aceptar una clasificacién u otra, sino en aceptar
o no la existencia de varias clasificaciones dife-
rentes dependiendo de las definiciones acepta-
das. Es decir que una evidencia de que los estu-
diantes estdn razonando en el nivel 3 es que son
capaces de entender y utilizar las diferentes cla-
sificaciones de tridngulos y cuadrilateros, pasan-
do de una a otra cuando cambia alguna definicién,
mientras que los estudiantes del nivel 2 s6lo acep-
tan una definicién para cada poligonoy, por tan-
to, una clasificacién (Corberdn y otros, 1994).
En los libros de texto, el trabajo en el mundo de
los sélidos queda generalmente reducido a estu-
diar memoristicamente las definiciones de las
principales familias (prismas, pirdmides, polie-
dros regularesy cuerpos de revolucién), algunas
propiedades bésicas y férmulas de dreas y vo-
lamenes. Los profesores deberfan dedicar mds
tiempo a este tema, pues se trata de un entorno
de extraordinaria riqueza, en el que se combinan
numerosos conceptos y propiedades estudiados
de manera aislada en geometria plana con los
conceptosy propiedades especificos de los cuer-
pos espaciales. El estudio de los sélidos puede
iniciarse en Primaria, con actividades de recono-
cimiento propias de los niveles de razonamiento
1y 2, para continuar en Secundaria con activi-
dades cada vez mds sofisticadas propias de los
niveles de razonamiento 2, 3 y 4, planteadas a
medida que los estudiantes progresan en su ca-
pacidad de razonamiento matemdtico.

Ya he comentado la necesidad de desarrollarade-
cuadamente la visualizacién y el razonamiento
espacial para estudiar geometria espacial, basan-
dose, entre otras cosas, en la utilizacién por los
estudiantes de materiales manipulativos. Existen
en el mercado conjuntos de sélidos de madera,
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pldstico o cartulina que, si son suficientemente
variados, facilitan el desarrollo de la ensefianza
practica de este tema, pues permiten que todos
los alumnos tengan acceso a los sélidos reales.
Por otra parte, también existen programas de
ordenador (algunos comerciales y otros gratui-
tos; una bdsqueda en internet suele dar buenos
resultados) que permiten realizar diversas ma-
nipulaciones con los sdlidos. Una caracteristica
com(n a la mayoria de estos programas es que
permiten girar los s6lidos en la pantalla en cual-
quier direccidn, lo cual imita suficientemente
bien la actividad manipulativa que se puede ha-
cer con sélidos reales. Ademas, cada programa
tiene algunas caracteristicas que lo diferencian
de los otros. Asi, hay programas que permiten
representar innumerables sélidos diferentes y
transformar unos en otros. También hay progra-
mas que permiten obtener los desarrollos planos
de los poliedros representados. Otros programas
permiten realizar calculos métricos. En algunos
programas, los poliedros que se pueden repre-
sentar son sélo los que incluye el programa,
mientras que en otros el usuario puede definir
nuevos poliedros, generalmente dando al pro-
grama un listado con las coordenadas (x, y, z) de
los vértices y las secuencias de vértices que for-
man las caras.

Un trabajo muy interesante para los estudiantes
de Secundaria es el relacionado con las seccio-
nes planas de sélidos, tanto de poliedros co-mo
de cuerpos de revolucién (cénicas). También hay
programas de ordenador que permiten realizar
secciones planas de sélidos (figura 5) marcando
tres puntos en la superficie del sélido para defi-
nirelplano de corte; a continuacién se elige una
de las partes en que ha quedado dividido el s6li-
doysesiguetrabajando conella para analizarla,
hacer nuevas secciones, obtener su desarrollo
plano, etc. (Schumann, 2000).
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Figura 5.

Proceso de seccion de un cubo y creacion
del desarrollo plano de una de las partes

Silos estudiantes empiezan haciendo diferentes
secciones de un cubo de manera libre, el profe-
sor puede seguir plantedndoles algunas pregun-
tas para queinvestiguen, enuncien conjeturasy
las demuestren (de manera adecuada a su nivel
de razonamiento). Por ejemplo:

- Se pueden obtener secciones triangulares de un
cubo? ;Y cuadrangulares? ;Y pentagonales? ;Y
...2 ;Cudl es el mayor nimero de lados gue puede
tener una seccién de un cubo?

- ;Se pueden obtener secciones de un cubo que
sean poligonos requlares?

- Dado un poliedro, se obtiene, por una parte, su
desarrollo plano y, por otra parte, una seccién
del poliedro. Dibujar en el desarrollo plano las
aristas del poligono de la seccién (figura 6).
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Figura 6.

Dibujar sobre el desarrollo los lados
de la seccidn EFGH del tetraedro

- Inversamente, dado el desarrollo plano de un
~ poliedro en el que estén dibujados los lados de
una seccién suya, obtener dicha seccién del
poliedro (figura 7).

Figura 7.

Obtener la seccion representada
en el desarrollo del cubo
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En resumen, tanto los sélidos reales como los
virtuales del ordenador tienen sus ventajasy sus
inconvenientes, por lo que lo mds interesante, si
los medios disponibles lo permiten, es dar a los
estudiantes la oportunidad de manejar ambos
entornos, lo cual redundara en una mayor rique-
zayen unaprendizaje mas completoy profundo.

Estudio de la congruencia
y la semejanza en el plano
En los primeros cursos de Secundaria se debeini-
ciar la ensefianza de las isometrias y semejanza
en el plano (o continuarla si este tema esta in-
cluido también en el curriculo de Primaria). Res-
pecto de las isometrias, un objetivo para la Se-
cundaria puede ser llegar a profundizar en el co-
nocimiento de la estructura algebraica de este
conjunto. Para ello, después de estudiar las pro-
piedades caracteristicas de cada isometria por se-
parado en los primeros cursos y trabajando en el
nivel 2 de Van Hiele, el aprendizaje continda ex-
plorando los diferentes productos de isometras.
La comprensidn de los productos y descomposi-
ciones deisometrias es esencial, pues son el nd-
cleode lared derelaciones entreisometriasy es-
tdn en la base de las demostraciones de la mayo-
ria de los teoremas. Pero hay que tener en cuen-
ta que entre unos productos o descomposiciones
y otros hay notables diferencias conceptuales y
matematicas, lo cual hace necesario planificar la
ensefianza con cuidado, ordenando los conteni-
dos para adecuarlosa los niveles de razonamien-
to de los estudiantes. Asi, mientras cualquier es-
tudiante que razone en el nivel 2 puede compren-
deryusarel producto de dos traslaciones, de dos
giros del mismo centro o de dos simetrias, para
comprender y justificar el resultado del produc-
to de dos giros de distinto centro o las descom-
posiciones de unaisometriaen producto de otras,
en particular de una simetria en producto de dos
giros o dos traslaciones, hace falta desarrollarar-
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gumentos deductivos propios, como minimo, del
nivel 3 (Jaime, Gutiérrez, 1995, 1996).

Lo habitual en las matemdticas escolares de Pri-
maria y Secundaria es que las propiedades estu-
diadas sean siempre ciertas, lo cual crea implici-
tamente en los estudiantes una imagen distor-
sionada de las matematicas como formadas por
verdades absolutas. Por ejemplo, los estudian-
tes de Secundaria estdn acostumbrado a usar la
conmutatividad de la suma y el producto de na-
meros. Estudiar la conmutatividad del producto
deisometrias es un excelente contexto para ayu-
dar a los estudiantes a que progresen del razo-
namiento de nivel 2 alde nivel 3 y para que prac-
tiquen técnicas de demostracién, ya que esta pro-
piedad es cierta en determinados casos y falsa
en otros, por lo que los estudiantes deberdn bus-
car una demostracién en algunos casos y un
contraejemplo en otros.

Finalmente, en los cursos superiores de Secun-
daria se puede ampliar el estudio de las isome-
trias iniciando la construccidn de la estructura
algebraica de este conjunto. Si en los primeros
cursos de Secundaria los estudiantes han adqui-
rido suficiente destreza en el manejo de los pro-
ductos de dosisometriasy de las descomposicio-
nes de una isometria en producto de otras, el
enunciado de diversas propiedades (algunas ya
conocidas) y su demostracién siguiendo méto-
dos del nivel 3 6 del 4, segtin los estudiantes,
puede servir de toma de contacto con dicha es-
tructura. Los principales teoremas que caracte-
rizan el grupo de las isometrias del plano son:
-Traslacién, giro, simetria y simetria en desliza-
miento son isometrias.

- Cualquier isometria se puede descomponer en
producto de, a lo sumo, tres simetrias.

- Existen exactamente cuatro tipos de isometri-
as del plano: traslaciones, giros, simetrias y si-
metrias en deslizamiento (teorema de clasi-
ficacion).

- La aplicacién identidad, caracterizada como
traslacién de vector nulo o como giro de 0 gra-
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dos, es el elemento neutro del conjunto de las
jsometrias con la operacidn producto de aplica-
ciones. Cadaisometria tiene suinversa (elemen-
o simétrico).

El enfoque que propongo para el estudio de las
jsometrias no es el (nico posible pues, depen-
diendo del conjunto del curriculo de matemati-
cas de Secundaria, puede ser mas interesante
completar el estudio de lasisometrias pasandoa
surepresentacion analitica (matricial y median-
te ecuaciones). No obstante, este enfoque no es
mi objetivo en este texto.

La ensefianza de la semejanza (proporcionalidad
geométrica) es muy compleja, pues intervienen
numerosos conceptos procedentes de diversas
dreas de las matemdticas, como la aritmética de
los niimeros decimalesy las fracciones, la propor-
cionalidad aritmética (numérica) y geométrica
(grdfica), lavisualizacién espacial, etc. Plantear
el estudio de la semejanza como una extensién
del de lasisometrias (combinandoisometrias con
homotecias) es una manera de proporcionara los
estudiantes herramientas para resolver los pro-
blemas de manera gréfica que ademas, en los ni-
veles superiores de razonamiento, les ayuda a
encontrarargumentos que les permitan resolver
los problemas deductivamente.

Un ejemplo lo tenemos en el estudio de los crite-
rios de congruencia y semejanza de tridngulos,
que generalmente se reduce a hacer que los es-
tudiantes memoricen los diferentes criterios y los
apliguen para decidir si dos triangulos son con-
gruentes (o semejantes). En vez de esto, es mu-
cho mdsinteresante, ameno einstructivo que los
profesores preparen entornos de descubrimien-
toguiado en los cuales los estudiantes tengan la
oportunidad de descubrir por si mismos dichos
criterios yjustificar su validez de acuerdo con su
nivel de razonamiento. Estos entornos pueden
sertanto de papely ldpiz como informdticos con
software de geometria dindmica (SGD) como
Cabri, Cinderella o Sketchpad entre otros. Por
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ejemplo, la figura 8 muestra las claves para de-
mostrar que dos tridngulos son semejantes cuan-
do tienen dos lados proporcionales y el dngulo
comprendido entre ellos igual: el producto SeGeT
transforma el tridngulo ABCen el A""B”P, que es-
ta colocado sobre el tridngulo MNP; después la
homotecia de centro Py razén r=NP/BC=MP/AC
transforma el tridngulo A"'B"’P en el MNP.

B H=SG T

Figura 8.

Demostracién de un criterio de
semejanza de tridngulos

Una forma de resolver este problema, utilizando
razonamiento deductivo informal del nivel 3, es
desarrollando la solucién gréfica en la que sevan
dibujando los sucesivos movimientos y la ho-
motecia final del tridgngulo ABC hasta llegar a ha-
cerlo coincidir con el tridngulo MNP. La otra for-
ma de resolver el problema, utilizando razona-
miento légico deductivo del nivel 4, es desarro-
llando la aproximacién abstracta que permite
definir las isometrias algebraicamente (presen-
to sGlo un esquema de la demostracién, que ha-
bria que completar con las demostraciones for-
males detalladas de que las isometrias y la
homotecia definidas realizan las transformacio-
nes indicadas):

1. Dados los tridngulos ABCy MNP tales que

£ C=£Pyque MP/AC=NP/BC,si C#P, latrasla-
cién T de vector CP transforma ABC en A'B’P.

2. Sielsegmento PB’ no estd contenido en elseg-
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mento PN, el giro G de centro Py angulo ZB'PN
transforma A’B'Pen A”’B"P de manera que el seg-
mento PB” estd contenido en el segmento PN.
3. Si el segmento PA” no estd contenido en el
segmento PM, la simetria cuyo eje es la recta que
contiene a PN transforma A”B"”P en A"’B”P de
manera que el segmento PA” estd contenido en
el segmento PM.

4, Como PA"" estd sobre PM, PB” estéd sobre PN, y
MP/PA"" = MP/CA = NP/BC = NP/PB" =r, la ho-
motecia de centro Py razén rtransforma el tridn-
gulo A""B"P en el MNP.

Del mismo modo, combinaciones adecuadas de
traslaciones, giros y simetrias permiten descu-
briry demostrar los criterios de congruencia de
tridngulos. Una ventaja didactica de esta forma
de trabajo es que los problemas tienen numero-
sas soluciones diferentes (es decir, caminos di-
ferentes para llegar desde el tridngulo ABC al
MNP, en el caso de la figura 8).

Los estudiantes que dominan suficientemente el
razonamiento de nivel 3 6 superior, pueden re-
solver problemas de aplicacién de la semejanza
geométrica en otras dreas de las matemdticas u
otras ciencias. Un ejemplo lo tenemos en los pan-
tégrafos, usados en matematicas y también en
mecdnica. Los estudiantes pueden analizar la es-
tructura de diversos pantdgrafos para descubrir
sus reglas de funcionamiento y calcular su razén
de semejanza (Bartolini-Bussi, 1993). Aunque es
posible construir modelos reales de distintos
pantégrafos, resulta mds facily practico utilizar
SGD (figura 9), ya que este contexto permite a
los estudiantes experimentar realizando modifi-
caciones en el pantégrafo que no podrian hacer
en un aparato real.
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P
Q

Figura 9.

Pantdgrafos de Sylvester (arriba) y
ordinario (abajo). El punto O es fijo.

Entre geometria
y analisis matematico

Las diferentes dreas de las matematicas escola-
res (aritmética, geometria, dlgebra, andlisis ma-
tematico, etc.) no son compartimentos estan-
cos, sino que tienen estrechas relaciones. Estas
relaciones tienen que ver, por lo general, con el
usodeundreacomo herramienta en otra. Por e-
jemplo, manipulamos ecuaciones para resolver
un problema de geometria o anélisis, dibujamos
estructuras geométricas para comprender un
problema de dlgebra, etc. Veamos un caso con
mds detalle:

Al estudiar perimetros y dreas de figuras planas
(poligonosy circula), los estudiantes suelen caer
en el importante error conceptual de creer que
el area y el perimetro de una figura estdn rela-
cionadas, es decir que si una de estas magnitu-
des cambia, debe cambiar también la otra. Para
prevenir este error, ademds de los tipicos ejer-
cicios para practicar con las férmulas de dreas o
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perimetros, es muy conveniente plantear proble-
mas que ayuden a los estudiantes a comprender
que no hay ninguna relacién que ligue el drea y
el perimetro de una figura. Uno de estos proble-
mas es el de las “figuras isoperimétricas”: De to-
das las figuras de una determinada clase que ten-
gan el mismo perimetro, ;cudl de ellas tiene el drea
mdxima? Podemos plantear este problema (re-
ferido a los rectdngulos) a los estudiantes del
primer curso de Secundaria:

1. ;Es posible dibujarvarios rectangulos que ten-
gan el mismo perimetro pero diferentes formas
(es decir, dimensiones)? Conviene usar papel
cuadriculado y negociar con los estudiantes si el
rectdngulo axb tiene o no la misma forma que el
rectdngulo bxa.

2. (Los estudiantes no suelen tener dificultad en
dibujar varios pares de rectdngulos que dan una
respuesta afirmativa a la pregunta 1) Dibujarva-
rios rectangulos que tengan el perimetro de ...
unidades pero diferentes formas. ;Tienen todos
estos rectdngulos la misma drea?

3. (Los estudiantes realizan los célculos pertinen-
tes y ven qgue hay rectdngulos con dreas diferen-
tes) ;Es posible dibujar otros rectangulos diferen-
tes de los de la pregunta 2 que tengan también el
perimetro de ... unidades? ;Cudntos rectangulos
diferentes hay que tengan el perimetro de... uni-
dades? ;Cudl de ellos tiene mayor drea?

Para resolver la tercera parte del problema es muy
conveniente que los estudiantes puedan utilizar
SGD. En la construccién correspondiente (figura
10), elsegmento superior representa el perimetro
fijo de los rectdngulos. Los estudiantes desplazan
el punto V entre el centro y el extremo izquierdo
delsegmento perimetro. Portanteo, los estudian-
tes del primer curso de Secundaria enuncian rdpi-
damente la conjetura de que el drea maxima se ab-
tiene cuando el recténgulo tiene los lados iguales
(cuadrado). Puesto que estos estudiantes razonan
enelnivel 2 deVan Hiele, esta verificacion median-
te ejemplos es suficiente demostracién para con-
vencerlos de la veracidad general de la conjetura.

23]




Perimeter=3.87 cm
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=
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v
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Perimeter=3.87 cm

)

0.97 cm

0.97 cm

Area=0.934 cm?

Figura 10.

Solucién razonando
en el nivel 2 de Van Hiele

Cuando en algunos cursos mds adelante los es-
tudiantes hayan aprendido los elementos basi-
cos de las funciones y sus representaciones grd-
ficas, y estén adquiriendo el razonamiento del
nivel 3, se les puede plantear de nuevo este mis-
mo problema. Ahora los estudiantes ya no acep-
tan los ejemplos como demostracion de la con-
jetura, sino que deben buscar un argumento de-
ductivo abstracto. Usar el SGD les ayudard a com-
prender el problema y entrever la via de demos-
tracion. EL profesor puede guiar a sus alumnos
para hacer una conexion entre geometria y fun-
ciones, mediante una version mds sofisticada de
la construccién anterior a la que se ha afadido
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una grafica que, para un perimetro fijo, repre-
senta cartesianamente el drea del rectdngulo en
funcién de su base (figura 11).

Perimeter = 3.87 cm

v Area

1.33em

0.60 cm

Area = 0.800 cm 2 Base

Figura 11.

Solucién razonando
en el nivel 3 de Van Hiele

Los estudiantes que conocen la pardbola laiden-
tifican rdpidamente en la figuray esto les permi-
te elaborar una justificacién de la veracidad de
la conjetura basdndose en la simetria de la pard-
bola. Esta demostracidn es tipica del nivel 3 ya
que se basa en el ejemplo que han manipulado
pero es deductiva y usa propiedades generales
de las parabolas.

En los dltimos cursos de Secundaria se puede
plantear de nuevo este problema a aquellos es-
tudiantes que estén iniciando la adquisicion del
nivel 4 y que sepan calcular mdximos y minimos
de funciones. Ahora la manipulacién en el orde-
nador y la justificacidn anterior ya no son sufi-
cientes, sino que el profesor debe guiar a los es-
tudiantes para hacerles ver los defectos de la de-
mostracién anterior (desde la éptica de la mate-
matica formal) y parainducirles a buscar una de-
mostracién formal completa propia del razona-
miento de nivel 4. Esta demostracién se puede
obtener algebrizando el problema:

Para un perimetro fijo p, la relacién entre la ba-
sey laaltura de un recténgulo es h=(p - 2b)/2,
y la relacion representada en la grdfica de la fi-
gura 11, entre la base y el drea del rectdngulo,
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esA=f(b)=b. (p-2h)/2. Los cdlculos corres-
pondientes sobre A=f(h) dan como resultado que
el méximo de esta funcidn estd en b = p/4, que
es el lado del cuadrado de perimetro p.

Este problema no es mds que uno entre muchos
ejemplos de como el SGD puede ayudar a los es-
tudiantes de geometria euclidiana de los diferen-
tes niveles educativos a consequir un aprendiza-
je comprensivo mds profundo, a progresar en su
nivel de razonamiento y a desarrollar sus habili-
dades de demostracién (Jones, Gutiérrez, Ma-
riotti, 2000). La inmediatez con que se pueden
obtener unainfinidad de ejemplos en un SGD es
un potencial para los estudiantes de los niveles
de razonamiento 1 a 3, pero el poder de convic-
cion de un SGD es tal que puede ser un obstaculo
para que los estudiantes del nivel 3 entiendany
admitan la necesidad de las demostraciones for-
males, lo cual paralizaria su progreso hacia el
nivel 4. Diversas investigaciones recientes mues-
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