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RESUMEN

El creciente uso de aplicaciones informdticas de geometria dindmica 3-dimensional en las clases de
matemdticas de los niveles de primaria y secundaria estd mostrando que pueden ser una valiosa ayuda
para facilitar el aprendizaje de la geometria espacial pero también que hay diversos aspectos importantes
que influyen en el mayor o menor éxito de la ensenanza. Fsto plantea a los investigadores en educacion
matemdtica y a los profesores de matemdticas cuestiones interesantes que es necesario explorar.

En esta conferencia me centraré en analizar algunos problemas que se plantean a los estudiantes, incluso
cuando son estudiantes con un alto talento matemdtico, al iniciarse en el uso de una aplicacion de
geometria dindmica 3-dimensional. Estos problemas pueden ser de dos tipos: Problemas relacionados
con la propia aplicacion, como son el uso de sus comandos o la interpretacion de la informacion
ofrecida en la pantalla del computador. Problemas relacionados con el aprendizaje de los estudiantes,
como son las concepciones primitivas que estos desarrollan a partir de sus interacciones con el entorno
de geometria dinamica 3-dimensional. Mostraré algunos ejemplos de actuaciones de estudiantes en las
que queda claro que la aplicacion puede ser una ayuda pero también un obstdculo.

ABSTRACT

The increasing use of computer applications of 3-dimensional dynamic geometry in the primary and
secondary mathematics classes is showing that they can be a valuable aid to facilitate the learning of
space geometry but also that there are several important aspects that influence the greater or lesser
success of teaching. This poses to researchers in mathematics education and mathematics teachers
interesting questions that need to be explored.
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In this lecture I will focus on analyzing some problems faced by students, even those mathematically
gifted, when they are introduced to the use of a 3-dimensional dynamic geometry software. These
problems may be of two types: problems related to the software itself, such as the use of its
commands or the interpretation made by students of the information provided on the computer screen.
Problems related to students’ learning, such as the primitive conceptions that they develop after their
interactions with the 3-dimensional dynamic geometry software. I will show some examples of students’
performances clearly demonstrating that the software can be a help but also an obstacle.

PALABRAS CLAVE: Entornos de geometria dindmica, Geometria espacial, Dificultades de
aprendizaje, Génesis instrumental, Talento matematico

KEYWORDS Dynamic geometry environments, Space geometry, Learning difficulties, Instrumental
genesis, Mathematical giftedness.

INTRODUCCION

Desde hace varias décadas, los profesores de matemaéticas y los investigadores en educacién matemaética
vienen publicando numerosos ejemplos de entornos de geometria dindmica que prestan una ayuda
importante a los estudiantes en su aprendizaje de la geometria plana. Por una parte, los profesores
crean conjuntos de actividades para ensenar diferentes contenidos geométricos en todos los niveles
educativos basandose en la manipulacion de los entornos de geometria dinamica. Por otra parte, los
investigadores han analizado la utilidad y eficacia de dichos entornos para la ensefianza y el aprendizaje
de la geometria plana y han definido diferentes marcos teoéricos que permiten analizar e interpretar
la actividad de profesores y estudiantes (Laborde y otros, 2006; Battista, 2007). La conclusion de
la mayoria de investigadores y profesores es que los entornos de geometria dindmica pueden ser
un instrumento eficaz para facilitar el aprendizaje de la geometria plana, aunque es necesario ser
conscientes de que su utilizacién no es simple y que los estudiantes deben hacer frente a algunas
dificultades propias de las caracteristicas del entorno. Todo lo dicho antes se refiere a geometria plana y
a entornos de geometria din4dmica en el plano (EGD2d). Més recientemente, la aparicion de aplicaciones
informéticas de geometria dindmica 3-dimensional ha permitido ampliar el campo de aplicacién de
los entornos de geometria dindmica al estudio de la geometria espacial. Los entornos de geometria
dindmica 3-dimensional (EDG3d) comparten algunas caracteristicas de uso con los EGD2d, pero
también incorporan caracteristicas diferenciadas respecto de los EGD2d derivadas de las peculiaridades
de la geometria espacial respecto de la geometria plana. Buena parte de la probleméatica docente
e investigadora del los EGD2d es comin a los EGD3d pero estos, ademaés, tienen una problematica
propia derivada, por una parte, de las caracteristicas técnicas de las propias aplicaciones, especialmente
de la necesidad de arrastrar tridimensionalmente objetos (puntos, rectas, solidos, etc.) mediante un
instrumento bidimensional (raton, pad, etc.) y también derivada, por otra parte, de las caracteristicas
diferenciadoras de la geometria espacial, especialmente de la complejidad de representar en el plano
objetos espaciales (no olvidemos que la pantalla del computador es una superficie plana) y de la
necesidad de uso intensivo de habilidades de visualizaciéon e imaginacién espacial por estudiantes y
profesores. En la actualidad no resulta dificil encontrar propuestas de ensenanza de geometria espacial
(principalmente en relacion con los poliedros) apoyadas en EGD3d, si bien su niimero es todavia escaso.
En la década de 1990, investigadores en educacion matemaética franceses empezaron a utilizar la teoria
de la génesis instrumental para analizar y entender las dificultades que experimentaban los estudiantes
de educacion secundaria al utilizar calculadoras graficas o simbolicas para aprender algebra (Guin,
Ruthven y Trouche, 2005). El éxito de los investigadores franceses en algebra ha propiciado que, en la
altima década, se hayan llevado a cabo investigaciones que toman la teoria de la génesis instrumental
como marco de referencia para analizar y entender las interacciones entre estudiante y maquinas en
EGD2d (Restrepo, 2008) y también que, actualmente, se estén iniciando investigaciones usando este
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marco teorico para analizar los problemas generados por los EGD3d para la ensenanza de la geometria
espacial (Alba, 2012; Hugot, 2005; Mackrell, 2006; Salazar, 2009).

En la actualidad, una de las lineas de investigacién®En la actualidad, una de las lineas de investigacion
que esta desarrollando el equipo de investigacién del que formo parte en la Universidad de Valencia
se centra en la atencion diferenciada a estudiantes de altas capacidades matemaéticas (o con talento
matematico). Los estudiantes de altas capacidades matematicas requieren una atencion especial por
parte de sus profesores, ya que su ritmo de aprendizaje suele ser muy superior al de sus compaifieros
de grupo y sus intereses de aprendizaje de las matemaéticas suelen ser bastante diferentes de los de sus
companeros. El uso de Tics facilita a los profesores la tarea de diversificar sus programaciones de las
clases para que estudiantes de diferentes intereses o capacidades matemaéticas sigan ritmos de trabajo
distintos. En experimentaciones que hemos llevado a cabo hemos observado como estudiantes con altas
capacidades matematicas resuelven problemas en un EGD3d. Hemos identificado formas de resolver
los problemas peculiares de estos estudiantes y también hemos observado que sufren dificultades de
aprendizaje que solo pueden superar con la ayuda del profesor.

Como sintesis e integracion de lo dicho en los parrafos anteriores, en esta conferencia reflexionaré sobre
el uso de un EGD3d basado en Cabri-3d por estudiantes de Educacién Secundaria con capacidades
mateméaticas medias y altas, tomando como base la experiencia de estudiantes espafioles de 2° y
4% cursos de Educacion Secundaria Obligatoria (equivalente a los grados 82 y 10° de Colombia).
Presentaré diversas actividades de ensenanza de geometria espacial y reflexionaremos sobre las formas
de resolverlas diferentes estudiantes y sobre cémo dicho EGD3d proporciona ayuda al aprendizaje de
los estudiantes pero también les pone obstéculos.

MARCO DE REFERENCIA

El analisis de los procesos de ensenanza y aprendizaje que presento se basa en la observacion de tres
elementos: La interaccion de los sujetos (estudiantes de geometria espacial) con el computador, la
interpretacion y uso que los sujetos hacen de las representaciones planas de objetos espaciales (puntos,
rectas, planos, poliedros, etc.) y la identificacion de formas de razonamiento y resolucion de problemas
diferenciadoras de los estudiantes de altas capacidades mateméticas respecto de sus companeros de
capacidades matematicas medias. Por ello, el marco de referencia que utilizaré esta formado por tres
componentes.

La teoria de la génesis instrumental. Rabardel (1999) analiza la evolucion de la relacion entre un
sujeto y un artefacto. Un artefacto puede ser fisico (p. €j., una méaquina de coser, una sierra o un
computador), simbolico (p. €j., un diagrama, un abaco o un lenguaje de programacion) o combinacion
de ambos (p. €j., un programa informatico y el computador que lo ejecuta con sus periféricos). Ademas,
Rabardel introduce el concepto de instrumento para identificar el resultado de la asimilacién por
el sujeto de algunas caracteristicas del artefacto cuyo dominio le permite alcanzar el objetivo de
aprendizaje planteado. Para Rabardel, el instrumento esta formado por la combinacién de un artefacto
y de esquemas de uso en la mente del sujeto resultantes de la interaccion del sujeto con el artefacto.

La génesis instrumental es el proceso de formacion de un instrumento por un sujeto a partir de
un artefacto. Describe las variaciones en las interacciones entre el sujeto y el artefacto a lo largo
del tiempo, a medida que el sujeto va adquiriendo experiencia y la practica le va haciendo mas
eficaz usando el artefacto (Rabardel, 2002). Dichas interacciones entre sujeto y artefacto tienen un

2Este texto presenta parte de las actividades del proyecto de investigacion Analisis de procesos de aprendizaje
de estudiantes de altas capacidades mateméticas de E. Primaria y ESO en contextos de realizacion de actividades
matematicas ricas (EDU2012-37259), subvencionado por el Ministerio de Economia y Competitividad de Espafia en el
Programa Nacional de I4+D+i.
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componente fisico (manipulacion de la méaquina de coser, del 4dbaco, del computador, etc.) y otro
psicologico (interpretacion de la informacion recibida por el sujeto y toma de decisiones respecto de
como actuar sobre el artefacto).

En el aprendizaje de las mateméaticas mediado por un EGD, el sujeto es el estudiante y el artefacto
estd formado por el teclado, raton o pad, pantalla, etc. del ordenador mas la parte del programa
informatico que necesita utilizar el estudiante (por ejemplo, para hacer una construccion geométrica
en Geogebra normalmente no es necesario utilizar su hoja de calculo, por lo que al estudiante no
le hace falta saber usarla). Las interacciones del estudiante con el ordenador (manejo del teclado,
raton o pad, uso de los menis, observacion de la pantalla, etc.) tienen como objetivo resolver unos
problemas matematicos y aprender unos contenidos mediante la interpretacion en clave matematica
por el estudiante de la informacion ofrecida por la pantalla y la transformaciéon de su razonamiento
mateméatico en decisiones de actuacion sobre el ordenador (eleccion de un comando, acciéon de arrastre,
etc.). La génesis instrumental tiene dos componentes:

= La instrumentalizacién concierne al surgimiento y evolucion de los componentes del artefacto que
forman parte del instrumento: seleccion, reagrupamiento, produccion e institucion de funciones,
transformacion del artefacto (estructura, funcionamiento, ...) que prolongan la concepcion inicial
de los artefactos.

= La instrumentacion se refiere al surgimiento y la evolucion de los esquemas de uso: su constitucion,
su funcionamiento, su evoluciéon asi como la asimilacién de nuevos artefactos a esquemas ya
constituidos, etc. (Rabardel, 1999, p. 9)

Dicho con otras palabras, la instrumentacion es el proceso de creacion de esquemas de uso que permiten
al usuario adaptarse a las particularidades impuestas por el artefacto; por ejemplo, los estudiantes
deben realizar las construcciones de objetos geométricos utilizando los comandos ofrecidos por el
EGD3d y dando pasos en un orden permitido por la aplicacién. La instrumentalizacion es el proceso
de creacion de esquemas de uso que permiten al usuario utilizar el artefacto de manera lo mas eficaz
posible, incluso de maneras no previstas por los creadores del artefacto; por ejemplo, en un EGD3d,
los estudiantes pueden construir un cubo paso a paso, pero, si no lo pide asi el profesor, es méas eficaz
utilizar el comando que construye automéaticamente un cubo a partir de dos o tres puntos.

Asi pues, mediante los procesos de instrumentalizacion el sujeto aprende a utilizar de manera mas eficaz
la parte del artefacto que necesita, hasta llegar a un nivel de perfeccién en su uso suficiente para poder
resolver los problemas planteados. Y, mediante los procesos de instrumentacion el sujeto crea esquemas
de accion instrumentada (es decir, de accion mediante el uso del instrumento) orientados a permitirle
resolver las tareas planteadas. Ambos procesos evolucionan generalmente de manera simultanea.

En el contexto de los EGD3d basados en Cabri 3d, los procesos de génesis instrumental incluyen una
variedad de elementos, entre los que destacamos:

= Manejo de los comandos: algunos comandos realizan una tdnica accién, pero otros acttian de
maneras diferentes dependiendo de los objetos seleccionados o de si se pulsa o no determinada
tecla. Por ejemplo, el comando “Perpendicular” permite hacer cuatro construcciones diferentes.

= Manejo de la opcién “bola de cristal”’, que permite cambiar la ubicacién del observador alrededor
del espacio para ver los objetos construidos desde cualquier posicion.

= Idiosincrasias de Cabri 3d, en especial la referente a la movilidad de los puntos construidos
sobre el “plano base” (el plano XY): un punto construido en la parte visible del plano base (el




1. Los entornos de geometria dindmica 3d y la ensenanza de la geometria espacial.
Claros y sombras 15

cuadrilatero que lo representa en la pantalla) no puede moverse fuera del plano, mientras que un
punto construido en el plano base fuera de su parte visible si puede sacarse del plano.

La teoria de la visualizacion espacial en matematicas. Parzysz (1988) nos avisa de la inevitable pérdida
de informacién que se produce cuando se representa un objeto espacial sobre un plano, incluso cuando
se trata de la imagen generada por un EGD3d y proyectada en la pantalla de un ordenador. Parzysz
sugiere que, para ser eficaz y 1util, cualquier forma de representacion necesita compensar dicha pérdida
de informaciéon mediante la utilizacion de determinados codigos, implicitos o explicitos, que aporten
informacion complementaria a la contenida en la proyeccion grafica. Para facilitar el aprendizaje a los
estudiantes, los profesores deben ensenarles a entender y manejar esos cédigos y deben ser conscientes
de las dificultades que en ocasiones conlleva dicho aprendizaje, en particular en los EGD3d.

Asi, Cabri 3d ofrece al usuario diversos codigos para ayudarle a visualizar e interpretar correctamente
la imagen presentada en la pantalla. Por ejemplo, en la Figura 1.1 vemos que la aplicaciéon utiliza el
codigo de la vision en perspectiva que hace aparecer méas pequenos los objetos mas lejanos: la recta
AB es aproximadamente paralela a la pantalla, y la recta CD forma un angulo mayor con la pantalla,
siendo su parte derecha la que se acerca al observador; este c6digo nos permite saber, ademas, que el
punto C es el mas alejado del usuario y el punto B el mas cercano a éste.

Figura 1.1: Dos rectas en la pantalla de Cabri 3d

Diversos autores han reconocido que la complejidad de la geometria espacial hace que s6lo sea
posible adquirir destreza en el uso de los EDG3d si paralelamente se van adquiriendo determinados
conocimientos geomeétricos. Asi, Mackrell (2006) describe un experimento de ensefianza basado en la
manipulaciéon de Cabri 3d e indica que los procesos de génesis instrumental deben incluir tanto la
adquisiciéon de destrezas en el uso de la aplicaciéon como el aumento de la comprension de la geometria
espacial. Salazar (2009) confirma esta afirmacion al notar que sus alumnos s6lo eran capaces de
desarrollar estrategias de uso de Cabri 3d al mismo tiempo que creaban conexiones entre la aplicacion y
sus conocimientos matematicos. En los ejemplos de actividades de estudiantes que presentaré podremos
observar también esta relacion de aprendizaje paralelo de uso de Cabri 3d y de conocimientos de
geometria espacial implicados en los problemas planteados.

Rasgos de los estudiantes de altas capacidades matemaéticas. Existen diversas teorias
psicoldgicas que tratan de explicar los rasgos de los individuos superdotados, si bien estas teorias,
por lo general, son poco tutiles para explicar las caracteristicas especificas del talento matematico,
debido principalmente a las muchas peculiaridades que tienen las Mateméticas respecto de otras
actividades cientificas o artisticas. Sin embargo, hay estudios centrados en analizar las formas de
operar en matematicas de estudiantes talentosos y superdotados que han dado lugar a descripciones
ajustadas de rasgos de comportamiento especificos de estudiantes de diversas edades cuya caracteristica
comun es poseer un talento mateméatico muy superior a la media de estudiantes de su edad o grado
escolar. Autores como Freiman (2006), Greenes (1981), Krutetskii (1976), Miller (1990) y Ramirez
(2012) ofrecen listas de descripciones del talento matematico, que podemos sintetizar y resumir en este
conjunto de rasgos (Jaime, Gutiérrez, 2014):
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Formulacién espontanea de preguntas que van mas alla de la tarea matematica propuesta.
Flexibilidad: Cambian facilmente de estructura y de estrategia, segiin les convenga.
Produccion de ideas originales, valiosas y extensas.

Localizacién de la clave de los problemas.

Identificaciéon de patrones y relaciones.

Construcciéon de nexos y estructuras matematicas.

Mantenimiento de los problemas y su resoluciéon bajo control.

Atencion a los detalles.

Desarrollo de estrategias eficientes.

Rapidez en la resoluciéon de problemas y en el aprendizaje de contenidos matemaéticos.

. Originalidad de los caminos empleados para la resoluciéon de problemas.
. Pensamiento critico y persistente en la consecucién de los objetivos propuestos.
. Mostrar abreviacion de los procesos al resolver problemas de tipo similar.

. No estar sujetos a técnicas de resoluciéon que han tenido éxito en el pasado y poder hacer reajustes

cuando éstas fallan.

Tendencia a recordar las estructuras generales, abreviadas, de los problemas y sus soluciones.
Menores muestras de cansancio trabajando en matematicas que en otras materias.
Capacidad de generalizacion y transferencia.

Capacidad de abstraccion.

Reduccién del proceso de razonamiento matemético. Lo simplifican para obtener soluciones
racionales y econdmicas.

Gran capacidad de utilizacion de pensamiento logico usando simbolos matematicos.
Habilidad para la inversion de procesos mentales en el razonamiento matemaético.

Memoria matematica. No se trata de una memorizacién de datos inconexos, sino de recuperacion
de ideas, principios u operaciones significativas.

Es necesario aclarar que un estudiante con talento matematico no tiene necesariamente que mostrar
todos los rasgos incluidos en la relacién anterior. Que muestre o no un rasgo depende tanto de las
peculiaridades del estudiante como del problema que se le proponga resolver.

EJEMPLOS DE RESOLUCION DE TAREAS DE GEOMETRIA ESPACIAL EN UN EGD3D

En los siguientes péarrafos voy a presentar brevemente dos casos que sirven como ejemplos
paradigmaticos de los tipos de beneficios y dificultades que pueden encontrar los estudiantes al aprender
geometria espacial en un EGD3d.

El primer ejemplo, tomado de Alba (2012), es un caso que muestra una forma tipica de interactuar de
los estudiantes de Educacién Secundaria cuando tiene lugar su primera toma de contacto con Cabridd
en un entorno en el que la metodologia de ensenanza elegida da al profesor el rol de guia poco activo,
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pues deja que los estudiantes resuelvan las tareas planteadas por sus propios medios y que decidan
como proseguir cuando se dan cuenta de que han resuelto mal una tarea.

Los estudiantes estaban en 4° curso de Educacion Secundaria Obligatoria espafiola (equivalente al
10° grado de Colombia). Estaban empezando el tema de geometria espacial y el profesor inici6 una
secuencia de actividades orientadas a ensenar a los estudiante el manejo de Cabri 3d, que no habian
utilizado nunca, para luego usar este EGD3d para la ensenanza de dicho tema. Trabajaban por parejas,
salvo una alumna que trabajaba sola.

Una actividad, que se planted varias horas después de haber empezado el experimento, se inicié abriendo
un archivo en el que se ven (Figura 1.2a) el plano base (gris) y dos planos (verde y rosa) que se cortan.
También se ven los puntos utilizados para la construcciéon de los dos planos. Se pedia a los estudiantes
mover los planos verde y rosa hasta superponerlos y explicar el procedimiento seguido.

a) b)

Figura 1.2: Mover los planos verde y rosa hasta superponerlos.

Una pareja de estudiantes empezo6 la actividad arrastrando horizontalmente uno de los puntos de
construccién del plano rosa, con la intencién de hacer girar al plano. Como no obtuvieron ninguna
rotacién apreciable, a continuacién arrastraron el plano rosa también horizontalmente, lo cual tampoco
les dio ningtin resultado util. Después, las estudiantes decidieron arrastrar alguno de los puntos del
plano rosa, pero no fueron capaces de encontralos, pues se habian salido de la ventana, por lo que
pensaron en usar la bola de cristal, pero una de ellas tampoco estaba segura de para qué servia:

S: {Coémo era eso de la bola de cristal?
C: Con la bola de cristal so6lo podias cambiar de perspectiva.
S: Si, si. Pues eso.

No obstante, basto el recordatorio de su companera para que recordara la utilidad de la bola de
cristal. Al usar la bola de cristal, no lograron encontrar algunos de los puntos de construcciéon de
los planos, por lo que desistieron. En vista de su bloqueo, decidieron llamar al profesor y éste optd
por cerrarles el archivo y abrirselo de nuevo en la posicion inicial. Ahora, las estudiantes arrastraron
horizontalmente un punto de construcciéon del plano verde y lograron girarlo. Cuando pensaron que
este plano estaba situado paralelo al plano rosa, decidieron arrastrar este plano. No consiguieron
superponerlos correctamente, pero se conformaron con el resultado (Figura 1.2b) y dieron la actividad
por terminada.

En este resumen podemos darnos cuenta de que las estudiantes tenian dificultades para manejar
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adecuadamente el arrastre y de que no distinguian la diferencia entre los efectos de arrastrar un punto
o un plano. Las estudiantes no se dieron cuenta de que, al arrastrar el plano, arrastraban también
indirectamente sus puntos de construccion, ni de que estos puntos quedaban fuera de la parte visible
de dicho plano, incluso algunos de ellos también fuera de la pantalla del ordenador. A pesar de que
las estudiantes ya habian resuelto con anterioridad actividades en las que habian tenido que girar
planos, todavia no habian logrado desarrollar unos procesos de instrumentacién e instrumentalizacién
que les ayudaran a resolver tareas como esta, pues el problema que sufrian esta ligado a los tipos de
movimientos que se pueden hacer con los planos y a las condiciones impuestas por el EGD3d de cémo
realizarlos.

Por lo tanto, podemos observar que las alumnas necesitaban, desde un punto de vista de su génesis
instrumental, elaborar esquemas apropiados sobre las formas de girar y trasladar planos y sobre el uso
de la bola de cristal. En este sentido les seria til asimilar, como minimo, que:

= Cuando se arrastra un punto de construccién de un plano, el plano gira alrededor de la recta que
pasa por los otros dos puntos de construccion.

= La posicién e inclinacion de un plano sélo dependen de las posiciones de sus puntos de
construccion.

El segundo ejemplo, tomado de Gutiérrez, Jaime y Alba (2014), es un caso que muestra la actuacion
de un estudiante de altas capacidades mateméticas de 2° curso de Educacién Secundaria Obligatoria
espanola (equivalente al 8° grado de Colombia) cuando empieza a interactuar con el EGD3d para
estudiar los conceptos de punto, recta y plano en el espacio 3-dimensional, asi como las relaciones de
corte, cruce, pertenencia, paralelismo, perpendicularidad, etc. entre ellos.

El estudiante no habfa estudiado nunca estos conceptos en el espacio, pero si habia estudiado los
conceptos de puntos y rectas, asi como las propiedades correspondientes, en geometria plana. Por otra
parte, el estudiante tenia bastante experiencia en el uso de EGD2d y una experiencia muy bésica en el
uso de Cabri 3d, limitada a la construccién de poliedros mediate los comandos que ofrece la aplicacion.

El experimento de ensenanza empezd con un cuestionario escrito para identificar los conocimientos y
concepciones previos del estudiante. Las siguientes respuestas tuvieron lugar durante la primera sesion.
Se le pidi6 dibujar una plano y dos rectas que estuvieran en el plano y que a) sean paralelas, b) que
se corten y c¢) sean perpendiculares. La Figura 1.3 muestra los dibujos hechos por el estudiante.

Figura 1.3: Dibujo de un plano y de dos rectas en el plano que (a) sean paralelas, (b) se corten, (c)
sean perpendiculares.

Se observa que la concepcién de plano en el espacio del estudiante era de una superficie acotada,
limitada por el perimetro rectangular dibujado. Creemos que esta concepcién errénea de plano en
el espacio 3-dimensional puede ser inducida por el propio software y la forma como representa los
planos. En otras palabras, la génesis instrumental que este estudiante necesita para poder utilizar
correctamente el EGD3d y para adquirir una concepcién correcta de plano en geometria espacial esta
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sin iniciar. El estudiante necesita desarrollar los procesos de instrumentacion (que le permita entender
las limitaciones impuestas por Cabri 3d en su forma de representar los planos y adaptarse a ellas) y
de instrumentalizacion (que le permita aprender a utilizar mejor los comandos de construcciéon de la
aplicacion).

Sin embargo, el estudiante si tenia una concepcion correcta de recta como linea indefinida, como se ve
en la Figura 1.4 y la respuesta que dio después de dibujar las rectas de la Figura 1.4a:

K

o, P, i
a) b)

—

Figura 1.4: Dibujo de dos rectas (a) paralelas, (b) que se cortan

Profesor: s Por qué dibujas esos puntitos sueltos a los lados [los guiones|?
Estudiante: Porque [las rectas] siguen y siguen.

Al mismo tiempo, este estudiante mostraba rasgos propios de su alto talento matematico al tratar de
resolver los problemas planteados de manera coherente. Asi, en la Figura 1.5 se ve el dibujo hecho por
el estudiante al pedirle el profesor que dibujara un plano y una recta paralela al plano. El estudiante
explicé por qué la recta superior es paralela al plano:

Estudiante: Porque nunca lo tocan. ... Y, ademas, porque la distancia de aqui a aqui es la misma que
de aqui a aqui y de aqui a aqui, etc

Figura 1.5: Dibujo de un plano y de rectas paralelas al plano.

En esta respuesta se observa que el estudiante ha recordado su conocimiento de la caracterizaciéon
de dos rectas paralelas en la geometria plana y lo ha transformado para justificar coherentemente
(aunque incorrectamente desde el punto de vista matematico) el paralelismo entre la recta y el plano
que habia dibujado. En concreto, en esta respuesta aparecen rasgos de capacidad de generalizaciéon y
transferencia de conocimientos de la geometria plana a la geometria espacial y de habilidad para la
construccion de nexos y estructuras matematicas nuevos.

A lo largo de las sesiones de la unidad de ensenanza, el profesor le explicaba cuando era oportuno que
los planos en el espacio 3-dimensional son ilimitados y que el EGD3d soélo representa de forma visible
una pequena parte de los planos. Estas explicaciones més la resoluciéon de los problemas planteados y
la practica en el uso hicieron que la génesis instrumental se desarrollara rapida y satisfactoriamente en
los dos componentes de uso del EGD3d y del aprendizaje de los contenidos geométricos (concepcion
correcta de plano como superficie ilimitada). La Figura 1.6 muestra el dibujo hecho por el estudiante
al final del experimento de ensenanza cuando el profesor le volvié a pedir que dibujara un plano y
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una recta paralela al plano. Comparando las Figuras 1.5 y 1.6, observamos que las habilidades de
dibujo del estudiante han mejorado pues es capaza de representar la recta y el plano tanto desde una
posicion superior (dibujo de la izquierda) como desde una posicion en la que el plano esta situado
ortogonalmente a la hoja de papel, imitando la imagen que se ve en la pantalla del computador cuando
se usa la bola de cristal para situar un plano ortogonalmente a la pantalla. Podemos considerar que la
génesis instrumental inducida por la unidad de ensenianza se ha completado.

Figura 1.6: Dibujo de un plano y de una recta paralela al plano.

CONCLUSIONES

La ensenanza de la geometria espacial presenta importantes retos para profesores y estudiantes. El
uso de materiales didacticos como apoyo para facilitar el aprendizaje y la comprension es siempre
necesario. En la actualidad, ademas de los tradicionales materiales manipulativos, disponemos de
recursos electronicos que pueden cubrir parte de las carencias de los materiales manipulativos.

Hemos analizado uno de estos recursos electronicos, los entornos de geometria dindmica 3-dimensional.
Como conclusion del analisis realizado, podemos afirmar que el uso de los EGD3d no es facil, sino que
requiere de los profesores un esfuerzo para controlar las diversas fuentes de dificultades que presentan.
Creo que un uso combinado y complementarios de EGD3d y materiales manipulativos, que aproveche
las virtudes de cada contexto y trate de evitar las deficiencias de cada uno, puede ser la forma de
ensenanza de la geometria espacial mas fructifera en los grados de Educaciéon Primaria y de Educaciéon
Secundaria.
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