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9. La Visualizacion en la Geometria de la

Educacion Primaria

Angel Gutiérrez y Adela Jaime. Dpto. de Didéctica de la Matematica. Universidad de

Valencia (Valencia, Espana).

Una de las caracteristicas de la metodologia de ensefianza en Primaria es la necesidad de evitar
la abstraccion presentando a los estudiantes los contenidos apoyados con actividades practicas y
elementos visuales y manipulativos. Este principio general tiene la mdxima importancia en la
asignatura de matematicas y los libros de texto lo aplican de manera sistematica, ya que, para
todos los contenidos curriculares desde el primer hasta el Gltimo curso de Primaria, presentan la
informacion acompafiada de dibujos, fotografias, etc. y proponen realizar actividades practicas
para introducir o afianzar los conocimientos que se estan estudiando.

En el contexto de la ensefianza de la geometria, este principio metodoldgico cobra, si cabe,
mayor importancia, pues la geometria es la rama de las matematicas que estudia las
caracteristicas y propiedades de los objetos planos y espaciales. Por lo tanto, la actividad en
las clases de geometria de Primaria necesariamente tiene que basarse en el analisis de tales
objetos, el cual se puede hacer mediante acciones de observacion (de figuras, fotografias u
objetos reales), manipulacion o construccion (de objetos reales o virtuales en la pantalla de un
ordenador) y dibujo (de representaciones planas de esos objetos).

Al ensefiar a los nifios de Primaria a leer, los profesores prestan atencion a si los
estudiantes entienden o no lo que estan leyendo, siendo la lectura comprensiva un objetivo
explicito de ensefianza en este nivel educativo. Sin embargo, los autores de libros de texto y
profesores de Primaria suelen ser menos conscientes de que, en las clases de geometria, los
estudiantes tienen que aprender a “leer” los objetos geométricos reales, tanto planos como

espaciales, y sus representaciones dibujadas. Cuando los estudiantes estan leyendo un texto,
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encuentran palabras que tienen varios significados y deben deducir cudl es el significado
apropiado en ese momento, que depende del contexto. Del mismo modo, en clase de
geometria, los estudiantes encuentran figuras que pueden tener varios significados, pues
pueden representar diferentes objetos, y deben aprender a identificar el correcto; por ejemplo,
en los libros de texto encontramos actividades en las que se pregunta cuantos cubos hay en

torres similares a las de la Figura 9.1. Piensa una respuesta antes de seguir leyendo.

Figura 9.1. ; Cuantos cubos hay en cada torre?

La mayoria de lectores, para contar, se han imaginado la forma que tienen las partes que
quedan ocultas en cada torre de cubos. Si nos basamos sélo en la informacidon que transmiten
las figuras de las torres, la pregunta puede tener varias respuestas, pues no hay manera de
saber cuantos cubos quedan ocultos en cada torre, si todos los cubos son iguales o si hay
huecos. Los lectores que han calculado que cada torre tiene 14 cubos (que es la respuesta dada
por el libro de texto) han supuesto que la parte de cada torre que no se ve esta bien ordenada,
de manera que debajo de los cubos visibles hay cubos iguales bien alineados, sin huecos, y
que no hay mas cubos fuera de las columnas que se ven en las figuras. Si se tratara de una
situacion real, podriamos dar una vuelta alrededor de las torres, o levantar algun cubo para ver
qué hay debajo, y contar con certeza la cantidad de cubos. Pero, al tratarse de un dibujo,
tenemos que afnadir informacion por nuestra cuenta para encontrar una respuesta razonable; en
este caso, la informacion afiadida es que los cubos estan bien apilados y que las paredes
ocultas de las torres son planas, sin escalones.

En este capitulo vamos a estudiar la problematica del analisis visual de las
representaciones de objetos geométricos, planos y espaciales. Presentamos un recorrido por
diversos componentes de la visualizacion, tanto cognitivos como practicos, que influyen tanto
en la manera en como los estudiantes de Primaria observan, imaginan y analizan figuras u
objetos en las clases de geometria, como en las conclusiones que obtienen a partir de dicho
analisis. La importancia de la visualizacion y la imaginacion espacial en el aprendizaje de la

geometria se debe a que su uso deficiente tiene como consecuencia dificultades para percibir
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y comprender las estructuras geométricas y para entender y aprender los conceptos y
propiedades geométricos que poseen esas estructuras.

En primer lugar, hacemos un recorrido por los elementos tedricos que permiten analizar y
entender el uso de la visualizacion por los estudiantes de matematicas. Después
presentaremos varias propuestas de actividades de clase cuyo objetivo comun es ayudar a los
estudiantes de Primaria a desarrollar adecuadamente sus destrezas de visualizacion e

imaginacion espacial.

9.1. Una aproximacion a los componentes de la visualizacion en geometria

Siguiendo a Gutiérrez (1996: 9), entendemos por visualizacion, o razonamiento visual, al tipo
de razonamiento matematico basado en el uso de elementos visuales o espaciales, tanto
mentales como fisicos, realizado para comprender y aprender conceptos o propiedades y para
resolver problemas (de geometria).

Segtin lo estudiado en el capitulo 8, en los estudiantes de Primaria, y también en la
mayoria de adultos, las imagenes conceptuales dominan sobre sus definiciones conceptuales.
Asi, al leer la palabra piramide y pararse a pensar en ella un momento (hazlo ahora, antes de
seguir leyendo), la mayoria de lectores han reaccionado representando en su mente la figura
de una piramide. En el momento en que ocurre esto, empieza a operar el razonamiento visual.

La resolucion de un problema de geometria empieza leyendo el enunciado. Durante la
lectura, o inmediatamente después, los estudiantes tratan de entender el significado del
enunciado, qué datos se dan y qué se pide. Para ello, la mayoria de estudiantes hacen dibujos
en los que representan la informacion geométrica y de los que obtienen nuevos datos o ideas
para avanzar en la resolucion. Esta actividad pone en marcha unos procesos cognitivos que
regulan las interacciones de los estudiantes con el mundo exterior, en las cuales juega un
papel fundamental la representacion grafica de la informacion, fisica y mentalmente. En estos
procesos, son partes fundamentales la generacion de imagenes mentales que representan las
figuras o relaciones geométricas del problema y el uso de esas imagenes para avanzar en la
resolucion. La mayor o menor eficacia de un estudiante resolviendo problemas de geometria
esta estrechamente relacionada con la complejidad de su actividad de visualizacion y con su
destreza en el uso de determinadas habilidades de visualizacion, que se pueden aprender y
desarrollar con la practica.

La resolucion de problemas de geometria también incluye procesos mentales relacionados

con informacidn de tipo verbal (escuchar lo que dice el profesor, recordar una definicion o
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formula, explicar, oralmente o por escrito, como se ha encontrado un resultado, etc.), pero en
este capitulo nos centramos solamente en analizar el manejo de la informacion grafica.

La funcion principal del razonamiento visual es ayudar a resolver problemas estableciendo
relaciones adecuadas entre representaciones visuales mentales y representaciones externas
(graficas o verbales). Para ello, es necesario que intervengan los tres elementos principales
que integran la visualizacion: procesos de visualizacion, imdgenes mentales y habilidades de

visualizacion.

9.1.1. Los procesos de visualizacion

Los procesos de visualizacion se encargan de regular y gestionar la conexion entre la
informacion externa que percibe el estudiante y la informacion grafica interna que genera como
consecuencia de su actividad mental (Figura 9.2). Simplificando el contexto, la informacion
externa puede ser de tipo grafico (esquemas, figuras, objetos reales o virtuales, etc.) o verbal
(texto escrito, informacion oral, etc.). En geometria, ambos tipos de informacion se pueden

convertir en informacion grafica, en particular en representaciones graficas mentales.

N r N
REPRESENTACIONES

% INTERNAS
REPRESENTACIONES

PROCESOS DE
EXTERNAS VISUALIZACION IMAGENES

< MENTALES

. Y G

.

Figura 9.2. Conexiones entre representaciones externas y representaciones visuales internas.

La conexion entre las representaciones externas y las visuales internas es bidireccional,
por lo que hay dos procesos que la gestionan, uno inverso del otro, que son (Bishop, 1989;
Gutiérrez, 1992):

e Procesamiento visual de la informacion: Es el proceso que convierte informacion
abstracta o no figurativa en imagenes mentales y que convierte unas imagenes
mentales ya formadas en otras diferentes.

Este proceso, por ejemplo, convierte (Figura 9.3) la primera parte del enunciado de un
problema de geometria que esta siendo leido por un estudiante en una imagen mental
que representa la informacion leida. Cuando el estudiante ha terminado de leer el texto,
este proceso también convierte su primera imagen mental en otra imagen mas detallada

que representa el enunciado completo.
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REPRESENT. EXTERNAS IMAGENES MENTALES
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Figura 9.3. Imagenes mentales inducidas al leer el enunciado de un problema.

e [Interpretacion de informacion figurativa: Es el proceso que permite analizar una
imagen mental y extraer informacion de ella. Esta informacion puede expresarse tanto
externamente como internamente, en particular mediante una nueva imagen mental.
Siguiendo con el problema del rectdngulo, nuestro estudiante convierte (Figura 9.4) su
segunda imagen mental en un dibujo en papel y, a continuacidon, en una nueva imagen
mental que le ayuda a identificar el proceso de resolucidon, cosa que hace mediante

calculos apropiados en papel.

REPRESENT. EXTERNAS IMAGENES MENTALES

3 cm \
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rDaa’a un rectangulo
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del rectangulo y sus
vertices.
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Figura 9.4. Dado un rectangulo cuyos lados miden 3 cm y 8 cm, calcular la distancia entre el centro
del rectangulo y sus vértices.

La Figura 9.5 muestra un modelo (adaptado de Gutiérrez, 1996) que esquematiza las
posibles relaciones entre las representaciones externas y las imagenes mentales gestionadas
por los dos procesos de visualizacién durante la resolucion de un problema de geometria: Al
leer el enunciado de un problema de geometria, el estudiante puede crear una imagen mental
(P.V.I.) que represente la informacion leida (o parte de ella). Después, puede utilizar esta

imagen de varias formas (I.I.F.), analizdndola y transformandola en otra imagen mental o en
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una produccion externa en forma de dibujo, texto, operaciones, etc. Este proceso de
formacion de iméagenes y de andlisis, transformacion y generacion de informacion se puede

repetir varias veces hasta que, finalmente, el estudiante da el problema por resuelto.

ENUNCIADO
DEL PROBLEMA

DIBUJOS
OPERACIONES IMAGENES
EXPLICACIONES VER- MENTALES
BALES O ESCRITAS ;

l .LF. P.V.L

RESPUESTA
AL PROBLEMA

Figura 9.5. Relaciones entre representaciones externas e imagenes mentales mediante los procesos de
procesamiento visual de la informacion (P.V.1.) e interpretacion de informacion figurativa (I.LLF.).

9.1.2. Las imagenes mentales

Hemos visto en los parrafos anteriores que el elemento central de las actividades de
visualizacion son las imagenes mentales, es decir las imagenes que cualquier persona crea en su
mente cuando quiere representar mentalmente de forma grafica determinada informacion.
Presmeg (1986) identificd diversos tipos de imagenes mentales que se forman cuando los
estudiantes, de cualquier nivel educativo, trabajan con contenidos geométricos:

e [magenes pictoricas: Son imagenes figurativas de objetos fisicos de cualquier tipo, que
los representan con fidelidad y realismo. Son como imagenes fotograficas de objetos
tal como los recordamos después de haberlos manipulado o visto. Igual que podemos
visualizar fielmente la cara de una persona conocida, también podemos visualizar
fielmente objetos geométricos conocidos, tanto planos como espaciales.

e [magenes de formulas: Son imagenes que reproducen férmulas u otros tipos de
informacion matematica mostrandolas como se ven en sitios tales como el libro de
texto o los apuntes (Figura 9.6). A pesar de su nombre, este tipo de imagenes incluye

también representaciones de fragmentos de texto, diagramas, dibujos, etc.
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Figura 9.6. Imagen de una formula relacionada con la proporcionalidad.

Todos tenemos la experiencia de recordar el contenido de una definicion, férmula,
figura, etc. porque visualizamos donde esta ubicada en nuestro material de estudio y
también detalles como su tamafo, color, si hay un subrayado, etc. Estos elementos
secundarios ayudan a recordar el elemento principal.

e [magenes de patrones: Son imagenes que representan visualmente relaciones
abstractas. A diferencia de los tipos anteriores de imagenes, en este caso lo que el
estudiante visualiza no es un objeto concreto o un fragmento de texto, sino una
representacion visual de su significado. Por ejemplo, un estudiante que esta estudiando
giros en el plano puede visualizar el concepto de giro mediante una imagen que
represente el movimiento circular de forma abstracta (Figura 9.7), es decir, sin que

estén presentes explicitamente elementos como el centro o el angulo de giro.

]

Figura 9.7. Imagen de un patrén de giro.

e [magenes cinéticas: Son imagenes parcialmente mentales y parcialmente fisicas, pues
combinan la imaginacion espacial con acciones que refuerzan o representan la imagen
creada en la mente.

Actividad 9.1. Explica a otra persona que esté contigo como se sale del edifico desde
el lugar donde estais.

(Has movido las manos para indicar las direcciones o los giros del camino que hay que
seguir? Una situacion tipica en la que se usan imagenes cinéticas es la de explicar
como se va a cierto lugar.

Otra situacion tipica, ésta en el contexto de una clase de geometria, es la de un
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estudiante o profesor describiendo como es fisicamente un determinado poliedro, por
ejemplo una piramide. Esta descripcion estd basada en la imagen mental (pictorica)
que se ha formado de la pirdmide que, en ciertos momentos, se refuerza con
movimientos de las manos, por ejemplo al referirse al vértice de la piramide.

e [magenes dinamicas: Son imagenes totalmente mentales, pero que representan objetos

en movimiento dentro de nuestra mente.

Actividad 9.2. Imagina un cono y detente unos segundos a fijarte en la posicion del
cono en tu imagen mental (hazlo ahora, antes de seguir leyendo). Lo normal es que lo
hayas visualizado con la base horizontal debajo y el vértice arriba. Ahora visualiza el
cono girando poco a poco hasta colocarse con el vértice debajo, como un cucurucho de
helado. Si lo logras, has creado una imagen dindmica.

Los estudiantes y profesores de Primaria utilizan todos los tipos de imagenes durante las
clases de geometria. Probablemente las imdgenes mas frecuentes son las pictoricas, aunque
las cinéticas son también muy frecuentes en las clases de geometria espacial. Las imagenes
dinamicas son muy importantes en geometria, tanto plana como espacial, pues son la base
para resolver cualquier problema en el que haya que hacer movimientos o transformaciones

de objetos, especialmente si se usa una aplicacion de geometria dindmica.

9.1.3. Las habilidades de visualizacion

Hemos analizado los procesos de visualizacion y las imagenes mentales, es decir las acciones
mentales necesarias para resolver un problema y los objetos mentales con los que hay que llevar
a término las acciones. Falta reflexionar sobre coémo utilizar los objetos para realizar las
acciones adecuadas, es decir qué habilidades son necesarias para llevar a cabo esas acciones. La
Figura 9.8 completa el esquema que mostrabamos en la Figura 9.2 incorporando este nuevo

elemento y conectandolo con los demas.

CREACIONY H CREACIONY

ANALISIS DE PROCESOS DE ANALISIS DE
REPRESENTACIONES | VISUALIZACION IMAGENES
EXTERNAS MENTALES
i
AN
=
HABILIDADES DE
VISUALIZACION

Figura 9.8. Conexiones entre procesos, imagenes y habilidades de visualizacion.
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Para entender mejor la funcion de los procesos de visualizacion, de las imagenes mentales
y de las habilidades de visualizacion, podemos usar la metafora de una carpinteria, en la que
un aprendiz debe construir una caja. Tiene clavos, piezas de madera y un martillo: los
procesos que debe realizar son poner y quitar clavos para unir o separar piezas de madera (que
equivalen a los procesos de visualizacion). Los objetos que se manipulan son las piezas de
madera y los clavos (que equivalen a las imagenes mentales). El aprendiz sabe que tiene que
elegir las piezas de madera adecuadas y clavar varios clavos para fijar unas a otras. Pero saber
lo que tiene que hacer no es suficiente para terminar con €xito la caja (es decir, para resolver
el problema de geometria planteado). Debe saber donde poner los clavos y cémo usar el
martillo para clavarlos sin que se doblen ni entren en la madera en una direccion incorrecta,
para lo cual debe adquirir habilidades como las de sujetar el clavo, coger el martillo, mover el
brazo en la direccion adecuada, etc. Para adquirir estas habilidades, el aprendiz puede leer un
manual, pero, sobre todo, tiene que practicar lo que dice el manual.

Del mismo modo, para poder realizar correctamente los procesos de visualizacién y poder
crear, analizar y transformar imagenes mentales adecuadas, los estudiantes deben adquirir
determinadas habilidades de visualizacion, cosa que no lograran so6lo escuchando a su
profesor, sino mediante una practica adecuada en la realizacion de actividades geométricas.

Existen numerosas habilidades que influyen en el perfeccionamiento de las capacidades de
visualizacién de los nifios de Primaria. Siguiendo a Del Grande (1990), algunas son
habilidades de tipo fisioldgico o de caracter general, como la coordinacion motriz de los ojos,
la conservacion de la percepcion o la memoria visual. En este texto nos centramos en
describir las habilidades mas especificamente relacionadas con el uso de la visualizacion para
resolver problemas de geometria. Estas habilidades son (Del Grande, 1990):

e Identificacion visual: Es la habilidad que permite identificar estructuras o propiedades

geométricas ocultas en contextos visualmente complejos.

Por ejemplo, no es igual de facil identificar las caras de todos los dodecaedros
representados en la Figura 9.9. El dodecaedro a es el mas facil, debido a que es opaco,
mientras que los demas son transparentes. Para identificar una cara en los dodecaedros
b a d, es necesario fijarse so6lo en algunos de los segmentos que se entrecruzan e
ignorar otros, para lo cual hace falta desarrollar la habilidad de identificacion visual.
En el dodecaedro b, las aristas del fondo estan trazadas con lineas discontinuas, lo cual

facilita un poco la identificacion de las caras, cosa que no ocurre en los casos ¢y d.
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Figura 9.9. Uso de la habilidad de identificacion visual para diferenciar las caras.

Actividad 9.3. En la Figura 9.9 hay dos dodecaedros colocados en la misma posicion.

Antes de seguir leyendo, ;cuales son?

Los dodecaedros que estan en la misma posicion son a y d. Para verlo es necesario usar la

habilidad de identificacion visual, para aislar en los dodecaedros b a d los segmentos que

forman las caras del frente y darse cuenta de que solo en el sélido d coinciden exactamente

con las caras visibles del a.

Reconocimiento de posiciones en el espacio: Es la habilidad para relacionar las
posiciones de diversos objetos (en el plano o en el espacio) con un punto de referencia
fijo, que generalmente, sobre todo en Primaria, es el propio estudiante.

Esta habilidad esta relacionada con la orientacion y es necesaria para describir las
posiciones de objetos geométricos, o de sus elementos, en una hoja de papel o en el
espacio. Indicaciones como “estd a la derecha”, “esta mas lejos”, “es vertical”, etc.
aluden siempre a un determinado punto de vista, que suele ser el de quien las hace.

Por ejemplo, un estudiante de Primaria que tenga que describir el sélido de la Figura
9.10 dira que hay 5 cubitos sobre la mesa y que encima del cubito de la izquierda hay
otro. Si un compafiero suyo estd sentado frente a ¢€l, para el segundo estudiante, el
ultimo cubito estd encima del cubito de la derecha, por lo que las referencias del
primer estudiante s6lo son validas si el segundo estudiante tiene suficientemente
desarrollada la habilidad de reconocimiento de posiciones en el espacio y puede asumir
el punto de vista del primer estudiante. Esta situacion se da con mucha frecuencia en
las aulas cuando el profesor alude a objetos situados “a la derecha” o “a la izquierda”
(es decir, a su derecha e izquierda), pero la orientacion desde la posicion de sus

alumnos es la contraria.
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Figura 9.10. Uso de la habilidad de reconocimiento de posiciones en el espacio.

e Reconocimiento de relaciones espaciales: Es la habilidad para caracterizar las
posiciones de unos objetos respecto de otros (en el plano o en el espacio) mediante
relaciones internas y directas, sin utilizar ningin punto de referencia externo.

Por ejemplo, la Figura 9.11 muestra la respuesta de un estudiante que debia dibujar
todos los desarrollos planos diferentes del cubo. Para asegurarse de que la solucion es
correcta, el estudiante debe identificar posibles repeticiones, si ha dibujado un
desarrollo varias veces en posiciones diferentes, comparando unos desarrollos con
otros para saber si son el mismo o no. Es necesario utilizar eficazmente la habilidad de
reconocimiento de relaciones espaciales, junto con imagenes dindmicas, para darse
cuenta de que entre los desarrollos dibujados hay repeticiones: Los desarrollos 1 y 3

son el mismo y los desarrollos 2 y 6 también son el mismo.
1 2 3
Il“l His \Esé)
L )
e .
SR R
4 5 6 7

Figura 9.11. Uso de la habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales.

Las habilidades de reconocimiento de relaciones espaciales y de reconocimiento de
posiciones en el espacio analizan y describen las posiciones de objetos para mostrar
relaciones entre ellos. La diferencia principal entre ambas habilidades es que el
reconocimiento de posiciones se centra en relacionar indirectamente unos objetos con
otros relacionando cada objeto con un punto de referencia externo y comun a todos,
mientras que la habilidad de reconocimiento de relaciones se centra en relacionar
directamente unos objetos con otros, sin recurrir al punto de referencia externo.
Actividad 9.4. Buscar una pagina web que muestre los 35 hexaminos diferentes que hay
(figuras formadas por 6 cuadrados iguales unidos unos a otros por uno de sus lados).
Identifica los hexaminos que son desarrollos planos de un cubo, es decir que pueden plegarse

para formar un cubo cerrado.
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Para resolver esta actividad, resultan muy ftiles la capacidad de creacion de imagenes

dinamicas y la habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales, por los mismos motivos

que hemos explicado a propdsito de la actividad de la Figura 9.11. La habilidad de

reconocimiento de relaciones espaciales nos ayudara a identificar los desarrollos falsos

porque nos daremos cuenta, por ejemplo, de que dos caras se superponen.

Discriminacion visual: Es la habilidad que ayuda a comparar varios objetos
identificando visualmente sus similitudes y diferencias locales. La discriminacion
visual no consiste en una comparacion de los aspectos globales.

Por ejemplo, la respuesta a la actividad 9.3 (basado en la Figura 9.9) es que los
dodecaedros a y d estan en la misma posicion. Para verificarlo, podemos recorrer las
aristas que vemos en el poliedro a identificando cada una de ellas en el d y dandonos
cuenta de que estan situadas en la misma posicion. Esta identificacion de los elementos
del poliedro a en el d se puede hacer gracias a la habilidad de discriminacion visual.
Un entorno que ayuda a desarrollar la habilidad de discriminacion visual es el basado
en alguna aplicacion informdatica que represente solidos en la pantalla y permita
girarlos libremente. Existen diversas aplicaciones disponibles, como Geogebra,
SketchUp o Cabri 3d. En todas es facil crear diferentes sélidos, variar su aspecto (con
caras opacas o transparentes) y girarlos en la pantalla en cualquier direccion.

Un ejercicio interesante en este entorno consiste en dar a los estudiantes una copia en
papel de una posicion especifica de un poliedro (haciendo una captura de pantalla) y
pedirles que muevan el poliedro del ordenador hasta ponerlo en la misma posicion que
el poliedro de la hoja de papel.

Cuando los estudiantes carecen de la habilidad de discriminacién visual, pueden dar
respuestas como la de un nifio de 6° de Primaria que debia girar en la pantalla del
ordenador un tetraedro para colocarlo en la posicion de la Figura 9.12a. Su primera
respuesta fue la Figura 9.12b. Al decirle la profesora que ella no veia las dos imagenes
iguales, el nifio observd y dijo que “este tridngulo es mas grueso que ese” sefialando el
triangulito formado a la derecha en la Figura 9.12a y el que estd en la misma posicion
en la Figura 9.12b. El nifio sigui6 moviendo el tetraedro de la pantalla hasta que llegd
a la posicion de la Figura 9.12c¢, que fue su segunda respuesta. De nuevo, la profesora
le preguntd si veia iguales las dos posiciones del tetraedro, a lo que contesto: “Si... No,
no estd bien.” A continuacion sefiald el segmento marcado en la Figura 9.12d y dijo

que “ese segmento no deberia estar ahi.”
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Figura 9.12. Carencia de la habilidad de discriminacion visual.

Estas respuestas muestran que el estudiante comparaba los dos tetraedros basandose en
su aspecto global pero no era capaz de identificar y comparar detalles como segmentos
o regiones especificas, careciendo, por tanto, del necesario desarrollo de la habilidad
de discriminacion visual.

Los ejemplos que hemos mostrado corresponden a actividades que se pueden realizar en
las clases de Primaria. Por lo tanto, es necesario que los profesores planteen en sus clases de
geometria tareas en las que sus alumnos tengan que usar sus habilidades de visualizacioén para
que las vayan desarrollando y mejorando. También es necesario que los profesores presten

atencion a las respuestas de sus alumnos para identificar las carencias que puedan tener.

9.2. Ensefianza de la visualizacion en Primaria

El aprendizaje de la geometria en Primaria se basa en el uso de elementos graficos. En las clases
de geometria, los estudiantes continuamente dibujan o manipulan figuras geométricas, observan
figuras mostradas por el profesor o el libro de texto y analizan figuras, tanto reales como
dibujadas, para identificar elementos necesarios para responder a las preguntas planteadas. Por
lo tanto, los estudiantes deben hacer un uso intensivo de imagenes mentales y de sus habilidades
de visualizacion. La Figura 9.13 muestra el enunciado de un problema que se puede plantear en
4° de Primaria, en el que se pregunta por propiedades de las diagonales como cuales sos iguales,
cuales perpendiculares o cuales se cortan en los puntos medios. Los estudiantes normalmente

responderan basdndose en su apreciacion visual de la relacion por la que les preguntan.

Figura 9.13. Problema de geometria de 4° de Primaria.
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Para resolver el problema, los estudiantes deben empezar centrandose en identificar los
segmentos que forman las diagonales (usando imégenes pictoricas y la habilidad de
identificacion visual). En la pregunta a), deben comparar visualmente sus longitudes, para lo
cual les serian de gran ayuda una imagen dinamica y la habilidad de discriminacion visual. En
la pregunta b), los estudiantes tendran que analizar la posicion relativa de cada par de
diagonales para decidir si son o no perpendiculares, para lo cual necesitan utilizar sus
imagenes mentales y la habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales.

Los profesores deben incluir en sus programaciones actividades cuyo objetivo sea ayudar
a los estudiantes a desarrollar su capacidad de visualizacion (creacion, analisis y modificacion
de iméagenes mentales y representacion externa de esas imagenes). La mejor manera de
hacerlo es planteandoles actividades y problemas en los que se combinen dos o mas de los
contextos mostrados en la Figura 9.14: dibujo; descripcion verbal;, construccion y
manipulacion; y observacion y transformacion en el ordenador. En las paginas siguientes
presentamos algunos ejemplos de actividades para implementar esta propuesta. En Guillén y
otros (1992) y Gutiérrez (1992, 1998) se desarrolla esta propuesta, con informacion detallada

y numerosas actividades.

DIBUJO | - ORDENADOR
(papel, pizarra) /,‘ (geometria dindmica) /
2 \ 2
VERBALIZACION ) MANIPULACION
(oral, escrita) o (objetos reales) -

Figura 9.14. Contextos de representacion para el desarrollo de la visualizacion en geometria.

9.2.1. Desarrollo de la habilidad de dibujo de cuerpos espaciales

Si la geometria es el estudio de formas, posiciones, medidas y propiedades de objetos planos o
espaciales, la mejor manera de ensefar y aprender geometria en Primaria es utilizando objetos
reales. Sin embargo, esto es imposible en la practica diaria y tanto profesores como estudiantes
combinan la utilizacion de unos pocos objetos reales con una mayoria de objetos dibujados (en
papel, la pizarra o la pantalla del ordenador). En este contexto, la precision de los dibujos es

importante pues, por ejemplo, dificilmente reconoceran los estudiantes la igualdad de las
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diagonales de un rectangulo si esta mal dibujado. Aprender a dibujar no es s6lo asunto de la
asignatura de plastica. También en la de matematicas hay numerosas oportunidades para que los
estudiantes desarrollen su capacidad de dibujo de objetos geométricos. En particular, el dibujo
de cuerpos espaciales como prismas, piramides, cilindros, etc. es un contexto al que los
profesores de matematicas deben prestar atencién ya que en ¢l los estudiantes pondran de
relieve no solo sus destrezas de dibujo sino también las de visualizacion espacial.

Se han realizado diversas investigaciones en el campo de la didactica de las matematicas
para analizar el progreso en las destrezas de dibujo de objetos geométricos. Una de las mas
interesantes es la presentada por Mitchelmore (1976, 1980), que hizo unos experimentos en
los que pedia a estudiantes de diferentes edades dibujar unos cuerpos geométricos que tenian
delante, concretamente paralelepipedo, cilindro, piramide de base cuadrada, cubo y prisma de
base tridngulo equildtero. Segun este investigador, los nifios pasan por cuatro etapas de
desarrollo de su destreza de dibujo de objetos espaciales (Figura 9.15):

e FEtapa 1: Esquematica plana. Los dibujos muestran solo una cara significativa del
solido desde un punto de vista frontal (ortogonalmente). No dan sensacion de
tridimensionalidad.

e FEtapa 2: Esquematica espacial. Los dibujos muestran varias caras del solido desde un
punto de vista frontal (ortogonalmente), pudiendo incluir caras que no es posible ver al
mismo tiempo en el solido real. No dan sensacion de tridimensionalidad.

e FEtapa 3: Pre-realista. Los dibujos empiezan a mostrar caras con formas y posiciones
que responden a intentos de hacer dibujos realistas. Intentan dar sensacién de
tridimensionalidad, aunque s6lo se logra parcialmente. Esta etapa se divide en dos
subetapas cuya diferencia es la perfeccion en la sensacion de tridimensionalidad de los
dibujos.

e FEtapa 4: Realista. Se caracteriza por dibujos que tienen un alto grado de perfeccion y
representan de manera suficientemente fiel los so6lidos. Ademas, aplican, aunque sea
parcialmente, las reglas del dibujo en perspectiva, en especial la convergencia de las

lineas que van hacia el horizonte.
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Figura 9.15. Etapas de desarrollo de la habilidad de dibujo de cuerpos espaciales.

Estudios posteriores han confirmado los resultados de Mitchelmore. La Figura 9.16
muestra algunos dibujos de cubos, pirdmides de base cuadrada, paralelepipedos y octaedros

regulares hechos por estudiantes espafioles de Primaria en nuestras propias investigaciones.

Figura 9.16. Etapas 1 a 4 de dibujo de cuerpos espaciales.

9.2.2. Desarrollo de la habilidad de andlisis visual de objetos geométricos

Saber analizar figuras geométricas para identificar relaciones o propiedades es crucial para el
aprendizaje de la geometria. Para ser eficaces en estos analisis, los estudiantes deben desarrollar
su capacidad de manejo de iméagenes mentales y de habilidades de visualizacion.

Unas actividades muy utiles, usadas en todo el mundo, para desarrollar la capacidad de
visualizacidon se basan en modulos construidos con cubos encajables (por ejemplo, los cubitos
Multilink®). Para trabajar las diferentes relaciones mostradas en la Figura 9.14, se plantean
varios tipos de actividades (Figura 9.17): Dibujar en papel representaciones de un modulo,
tanto en perspectiva como sus proyecciones ortogonales; construir un médulo a partir de una

representacion en papel; contar la cantidad de cubitos que forman un moédulo; construir un
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modulo con alguna aplicacion informatica apropiada. En Guillén y otros (1992) mostramos un

completo y variado conjunto de actividades de estos tipos.

Frontal Derecha Superior

Figura 9.17. Proyecciones ortogonales del modulo de la izquierda

Actividades de estos tipos resultaran muy utiles, por ejemplo, para que los estudiantes
puedan resolver correctamente problemas como el recogido en la Figura 9.18, en el que se
plantea el descubrimiento de la formula de célculo del volumen de los paralelepipedos. Del
mismo modo que, en el plano, el célculo mediante conteo de areas de rectangulos
cuadriculados permite descubrir la formula del area del rectdngulo, en el espacio, el calculo
mediante conteo de volumenes de paralelepipedos formados por cubos unidad permite

descubrir la férmula de célculo del volumen del paralelepipedo.

Figura 9.18. Descubrimiento de la formula del volumen.

Los estudiantes deben identificar correctamente la cantidad de cubos que hay en estos
prismas pero, con mucha frecuencia, son incapaces de distinguir visualmente los diferentes
planos y tampoco diferencian correctamente los cubos situados en las aristas, que tienen dos o
tres caras visibles, de los cubos que s6lo muestra una cara, con lo que cometen un error tipico
consistente en contar la cantidad de cuadraditos en vez de la cantidad de cubos unidad que
forman el s6lido (Battista, 2010).

Otro interesante tipo de tareas que se puede plantear en Primaria para poner en practica
esta capacidad es la descripcion de determinados objetos geométricos, tanto planos como
espaciales. Por ejemplo, el profesor pide a un estudiante que describa verbalmente un

determinado solido (prisma, poliedro regular, cilindro, etc.) que sus compaferos no ven, para
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que estos descubran de qué solido se trata. La forma mas facil de la actividad es usando
solidos reales, pero la actividad se complica si el estudiante debe describir el solido a partir de
una representacion en papel, siendo la variante mas dificil cuando el solido es transparente
(hecho con varillas).

Las actividades del parrafo anterior obligan a los estudiantes a producir e interpretar
descripciones verbales de los solidos, pero también se pueden plantear actividades parecidas
pidiendo a los estudiantes que hagan descripciones en papel. Esta forma de actividad da a los
estudiantes mas libertad para elaborar diferentes estilos de descripciones, grafica, verbal o
mixta (parte grafica y parte verbal). La Figura9.19 muestra tres modulos de cubos y
descripciones hechas por estudiantes de Primaria en cada uno de los estilos. En Gutiérrez
(1998) se hace un analisis mas detallado de los diferentes estilos de descripciones. La segunda
parte de estas actividades consiste en intercambiar las descripciones escritas hechas por los
estudiantes, para que cada uno construya con cubitos un modulo a partir de la descripcion que
le ha correspondido y, después, compare su construccion con la original y discutan las

diferencias, que generalmente se deben a errores o inconsistencias en las descripciones.

S < |/£ Pon 6 [cubos] asi.
| | 1 = Otro aqui
Haz 3 filas de 3 [cubos]. a%% e
Junta de esas 3 filas 2. ;
En el cuadrado [cubo] del ..) %
medio de cualquiera de las /
2 filas pon uno en medio.
En la otra fila junta la fila Ahora ponlo esto apoyado en la
de tres pero vertical y en mesa. Contando por arriba en el
el 1°6 el 3°en el que cinco con dos [cubos] mas
quieras. (encima) y al lado o seaenel 6
uno mas (encima).

Figura 9.19. Estilos grafico, verbal y mixto de descripciones de objetos geométricos

9.2.3. Entornos informdticos para el aprendizaje de la geometria

Para terminar el capitulo, vamos a presentar diversas aplicaciones informaticas que se
estan usando en la ensefianza y el aprendizaje de la geometria en Primaria y Secundaria.
Constituyen un contexto muy interesante para propiciar el desarrollo de las habilidades de

visualizacién al mismo tiempo que se induce un aprendizaje por descubrimiento guiado. Las
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hemos organizado en varios grupos, de acuerdo con sus caracteristicas de uso. Estas
descripciones no tienen mas remedio que ser verbales y estéticas, por lo que aconsejamos a
los lectores que acompaiien la lectura con la experimentacion real en las aplicaciones. En la
seccion 9.4 incluimos las paginas web de sus desarrolladores.

El grupo mas importante lo forman las aplicaciones de geometria dinamica. En la
actualidad son las mas usadas en las clases de geometria, por su polivalencia y porque son las
que mas éxito estan teniendo en lograr una mejor comprension de los conceptos geométricos
por los estudiantes de cualquier nivel educativo. Las siguientes aplicaciones de geometria
dinamica son muy usadas en Primaria: Cabri [I+ (para geometria plana), Cabri 3d (para
geometria espacial) y Geogebra (que integra geometria plana y espacial).

En las aplicaciones de geometria dinamica, el usuario puede construir figuras geométricas
escogiendo en un menu puntos, segmentos, rectas, circunferencias, etc. asi como mediatrices,
perpendiculares, paralelas, etc. y simetrias, traslaciones, etc. También puede medir angulos,
longitudes, superficies o volumenes. La caracteristica diferenciadora de las aplicaciones de
geometria dindmica es que permiten construir figuras geométricas aplicando relaciones
matematicas y modificar las figuras arrastrando con el cursor elementos de éstas (puntos,
segmentos, poligonos, etc.), de manera que la aplicacion conserva dichas relaciones
matematicas. Por ejemplo, si se construye un rectdngulo (Figura 9.20a) y se arrastra alguno de
sus vértices, la aplicacion modificara los tamafios y posiciones de los lados para que la figura

siga siendo un rectangulo (Figura 9.20b y c).

a) b) ¢)

Figura 9.20. Al arrastrar los vértices, la construccion se transforma para seguir siendo un rectangulo.

Este dinamismo las hace también interesantes como potenciadoras de las destrezas de
visualizacidn, pues, cuando arrastren un objeto sobre la pantalla, los estudiantes tendran que
seguir con la vista las modificaciones de la construccion que se van produciendo,
identificarlas y asociarlas a propiedades geométricas, para lo cual tendrdn que poner en juego
distintas habilidades de visualizacion de entre las mencionadas antes. Para resolver problemas
de geometria dinamica, también es importante utilizar imagenes mentales, que ayudaran a los

estudiantes a prever los resultados de sus acciones y a tomar decisiones operativas.
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El segundo grupo de aplicaciones lo forman aquéllas que permiten manipular objetos
geométricos en la pantalla realizando con ellos construcciones o determinadas
transformaciones, pero que no permiten hacer deformaciones de las figuras tan libremente
como las aplicaciones de geometria dindmica. En este grupo se incluyen aplicaciones como
Cubos y Cubos o Building with Blocks, que son muy interesantes para desarrollar las destrezas
de visualizacion espacial, pues plantean problemas consistentes en crear las proyecciones
ortogonales de estructuras formadas por cubos apilados y en construir modulos de cubos a
partir de proyecciones ortogonales dadas. La Figura 9.21a muestra una actividad similar a las
propuestas por algunos libros de texto, en los que se da un ejemplo de un solido y sus
proyecciones ortogonales y, a continuacion, se pide dibujar las proyecciones ortogonales de
otro solido parecido. La Figura 9.21b muestra una actividad equivalente planteada en el
contexto equivalente en una de estas aplicaciones, en la que los estudiantes pueden girar el

solido y pueden afiadir o quitar cubitos para ver el efecto que producen estas acciones.

i
\F 8

figure 4 Build
figure
* Remove

Fill up.

a b | E—] Cwe]]

Figura 9.21. Actividad en los libros de texto y de la aplicacion Building with Blocks.

Merece una mencion especial la web de la Biblioteca Nacional de Manipuladores
Virtuales. Ofrece una gran diversidad de applets interactivos para todos los contenidos de las
matematicas escolares desde Infantil hasta el final de Bachillerato. Los applets estan
organizados por cursos y por temas matematicos, por lo que es muy facil encontrar un applet
que sea util como complemento a las clases de cualquier tema de geometria de Primaria. En la
pagina del applet se plantean varios problemas, pero resulta mucho mas interesante cuando es
el propio profesor quien elige los problemas que le interesa presentar a sus alumnos.

Otro grupo de aplicaciones lo constituyen las que solo permiten mover objetos en la
pantalla y, como mucho, hacer algunas transformaciones prefijadas en ellos. Hay
aplicaciones, como Small Stella (Figura 9.22), que representan en la pantalla una amplia

diversidad de poliedros, que pueden girar en cualquier direccion, y pueden abrirse para
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mostrar su desarrollo plano. Por su parte, KaleidoTile permite observar como se modifica un
poliedro cuando se realizan manipulaciones de truncamiento de sus vértices o biselado de sus

aristas.
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Figura 9.22. La aplicacion Small Stella.

Estas aplicaciones son interesantes porque permiten ver los objetos geométricos, sean
planos o espaciales, en diversidad de posiciones, lo cual induce imagenes conceptuales mas
ricas y mejora las habilidades de visualizacion y de generacidon de imagenes mentales de esos
objetos.

La mayoria de las publicaciones mencionadas en las paginas anteriores incluyen mas
informacion que la utilizada en este texto y son documentos adecuados para una lectura de
profundizacién en los temas tratados. Ademas de esos, Battista (2007) ofrece una vision
global y profunda de la didactica de la geometria, con una seccidon dedicada a la visualizacion.
Por su parte, Presmeg (2006) estd dedicado a analizar los resultados de investigacion en

educacidén matematica relativos a la visualizacion.
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