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La proporcionaiidad,en sus diversas facetas,estd presente a lo
largo de las enseflanzas elemental y media; asimismo,constituye un aspec-
to importante de la actividad matemdtica que cualquier persona realiza -
en su vida cotidiana. No obstante,es fdcil observar un desajuste entre -
estos dos ambientes,el docente y el cotidiano,debido,bdsicamente,a que -
en el primero el razonamiento proporcional de tipo cuantitativo domina -~
por completo las actividades que se proponen,mientras que en el segundo-
estdn también presentes con frecuencia situaciones que requieren un razg
namiento proporcional cualitativo.

Existe numerosa literatura,tanto nacional como extranjera,refs
rente al tema de la proporcionalidad aritmética; lo que es una sefial de-
1a importancia de este tema en la formacidn matemdtica de los individuos
y de las dificultades que encuentran los profesores de todo el mundo pa-
ra conseguir un aprendizaje eficaz. Con este articulo pretendemos dar un
pequefio toque de atencidén sobre el tema. Recogemos en é1 los resultados-
de una experiencia gue refleja con toda nitidez que nos encontramos ante
un problema sobre el cual los profesores de Matemdticas de todos los ni-
veles educativos deberiamos reflexionar.

El experimento se desarrollé durante el curso 87-88 en la Es -
cuela de Magisterio de Valencia y en &1 participaron 56 estudiantes de -

22 de 1a especialidad de Ciencias. Estd basado en otro realizado en los

.
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Estados Unidos de América por HAREL y BEHR en 1987,con nifios de 72 cur-
s0,en cuyo material y test realizamos algunas modificaciones. En base a~
un material que describiremos a continuacién,propusiﬁgs a nuestros alunm-
nos una serie de 12 problemas,debiendo contestar cada uno a 4 de ellos,~
previamente seleccionados por nosotros.

La experiencia tenfa un doble objetivo : Por una pante,nos in-
teresaba observar las diferencias entre los alumnos de la enseflanza eleg-
mental,que empiezan a estudiar la proporcionalidad,y otros con una formg
cién matemdtica mds amplia ( comparando los resultados obtenidos por los-
autores citados con los nuestros). Por otra,que las respuestas de los es
tudiantes nos sirvieran de base para elaborar una unidad diddctica de la
proporcicnalidad en la que los futuros maestros han reflexionado,a par -
tir de sus propios esquemas de razonamiento,y se han dado cuenta de algu
nos nos errores que deberdn combatir en sus alumnos.

El material aludido estd formado por

. Dos bloques, A y C, construidos,respectivamente,con 15y 18
cubos de stinofoam,de aproximadamente tem de arista.

. Seis bloques,que denotaremos Bi y Di,hechos con diversas -
cantidades (de 15 a 19) de cubos de unifix de 2 cm de arista. Los valo <
res dél subindice,—1,0,1.de B y D,indican rspectivaménte,la diferencia -

de unidades con los bloques A y C.




En los problemas se ofrece informacidn sobre la relacidn(cuali
tativa) de pesos entre el bloque A y un bloque B,y se pide deducir lare
lacidn existente entre los pesos del bloque C y un blogue D. Por ejem: -
plo : &€ bloque A pesa Lo mismo que el B_7 o ¢ Cudl pesa més,el blogue C
o el Dy ?

N1 no haber valores numéricos para los pesos de los diferen -
tes bloques,se evita la resolucidn puramente algorf{tmica del problema. -
Los estudiantes deben ignorar la relacidn real de pesos entre los blo -
ques,lo cual no supones dificultad tras la explicacidn inicial del obje-
tivo de los problemas.

Como hay 3 posibles relaciones de peso-entre A y cada uno de ~
los 3 bloques Bi,y se pueden combinar estos 9 datos con 3 pares de blo -
ques Cy Di ,es posible plantear 27 problemas diferentes. De ellos,hemos
seleccionado los doce siguientes. El signo ? indica que la relacién en -

tre C y Di es indeterminada.

Si Apesa ... que Bjentonces Cpesa ... que Dy

1) = Ba = Do
2) = Bo > Doy
3 = B-4 < Do
4) > By > Dy
S) > B»‘ > D]
6) > By 7 Do
7) < Eﬂo ? D_1
8) < By ? Do
9) < B4 < D4
10) < By < Dy
IR} = B4 4 Dy
12) > B-: ? Dy

Los 9 primeros son los utilizados por Harel y Behr. Nosotros -
hemos afiadido los otros tres para completar la secuencia y facilitar el

andlisis de los resultados,pues ofrecen algunos contrastes interesantes

con los anteriores.

El objetivo con el que hemos realizado la experiencia no es -
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obse;var los resultados de los problemas, sino los procesos de resolucidn
es decir,los tipos y niveles de razonamiento proporcional empleados por-
los estudiantes,

A la vista de las 224 respuestas de nuestros alumnos,podemos -
distinguir cuatro tipos bdsicos de estrategias. La tabla que se adjunta-
nds adelante muestra el nfmero de respuestas para cada tipo,

Con el fin de facilitar la lectura,denotaremos por n(A,B) a 1a
relacion entre el nfimero de unidades del bloque A y el nimero de unida -
des del bloque B. Andlogamente,p(4,B) representa la relacidn entre los -
pesos del bloque A y los del B. En consecuencia,n{4,B) y p(4,B) pueden
tomar los valores < , = » > » El mismo significado tienén los simbolos -
n(¢,D) y p(c,D).

Los tipos de estrategia seguidos por nuestros alumnos son,de -
acuerdo a la nomenclatura de Harel y Behr,los siguientes :

1. Estrategia de conteo,- Es la mds simplista,pues los esty -
diantes obtienen la relacidn p(C,D) comparando la cantidad de unidades -
de estos bloques,sin tener en cuenta para nada los datos relativos a -
los bloques A y B, Por ejemplo,esto es lo que respondid uno de los estu
diantes al problema 2:

E¢ blogue D_1 pesard menos porgue se compone de una unidad nee
nosé que el blogue C,

2, Estrnategias de emparejamiento, - Utilizan las relaciones -
n(4,B) y n(c,D) para deducir la relacidn p(C,D),mediante 1a extrapola -
eidén de p(4,B), Un ejemplo muy claro lo tenemos en la siguiente respuesta
al problema 5:

&L Llogue C pesand més que el D1,deﬁido @ fa nelacibn anterion
(del enunciado del problema) que nos dice que ef blogue A pesa mds gue -
el B1 aungue tiene un culo menos: entonces of C, como tiene un cufo me -
nos que el DT' también pesand méas,

Un razonamiento idéntico lo encontramos en estudiantes que, en~
el problema 11,contestan que el bloque D1 pesa lo mismo que el C.

Cuande los {ndices de los bloques B y D no coinciden,los alum-
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nos que utilizan esta estrategia se ven obligados a modificarla,mediante
el uso de un nuevo bloque (del tipo B o D),cuyo fndice permita dar el -
salto con la ayuda de la transitividad de la relacidn de pesos. Veamos un
ejemplo con el problema 3:

&L blogue Do o Para llegan a esa eleccibn he pensado que si el
blogque A pesa Lo mismo que el flogue B_1.entonc24 el flogue C dele pesarn
lo mismo que el fLloque D_1. Con Zo que D0 pesa mbs que C, pues tiene una
unidad més que el D_1.

Este tipo de razonamiento viene acompafiado en bastantes casos-
por la suposicidn errdnea de que si el bloque A pesa,por ejemplo,menos -
que el bloque B1 » entonces pesa lo mismo que el Bo'

3. Estrategia de falanza.- La caracteristica de esta estrate
gia es que los estudiantes se basan en las cantidades de unidades que -
hay que afladir a los bloques A y B para obtener los bloques C y D,respec
‘tivamente. Asi,un estudiante responde lo siguiente al problema 5:

C pesa més que D1 porque 15 unidades de A > 16 unidades deB1

una gnidad de A pesa més que una de B1. Si sumamos 3 en cada lado,como -
3 u. de A > 3 u. de B1, la desigualdad se mantiecne : 75+3 u. de A> 76+3
u. de Bi78 u. de C > 79 u. de Dy

Vamos a denominar a esta estrategia "de balanza completa™,si-
guiendo la notacidn de Harel,Behr,para distinguirla de la seguida por -
aquellos estudiantes que no tienen en cuenta la relacidn entre las unida
des,que llamaremos "de balanza incompleta". En la siguiente respuesta al
problema 1 se aplica esta variante:

Si A pesa Lo mismo que B0 y A tiene 15 unidades igual que Bo’
entonces,como C . es igual a A mbs 3 unidades y D° es igual a B° més 3 uni
dades,entonces pesan lo mismo.

Aunque en este ejemplo el estudiante llega a la respuesta co-
rrecta,aplicando el mismo razonamiento en el problema 11 se llegaria a -
que los bloques C y D1 pesan lo mismo,lo cual no es cierto.

4. Estrategia constructiva.- Esta es la estrategia correcta -

mis usada por nuestros alumnos. Consiste en deducir la relacién entre los
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pesos de las unidades grandes y pequefias a partir de n(A,B) vy p(4,B),pa
ra deducir la solueidn p(C,D),usando esta relacidn junto a n{C,D). Con-
esta estrategia,un alumno responde as{ al problema 10:

EL Llogue D1. Si A pesa menos que B-1 » cada cubo de A pesa ne
nos o igual que uno de B_1 s con Lo que se explica que D1 pese més que C

Y esta es la respuesta de otro estudiante al problema 7:

Cada culito del pesa menos que cada uno deqapeao no sabemos -
cudnto menos., Si en genenal fa difenencia de peso entre pA yp%)zé neno.s-
que uno de flos cubitos deBo s que son {guales que os deD0 spodala sen-
que pC&pDV rero en cualquien caso no se puede deteaminan.

He aqui la tabla de distribucidn de respuestas :

Problems
Estrategia "
Conteo} - 2 - - 1 1 - - - - - -
Emparejamiento | 6 15 16 19 14 11 9 11 14 19 13 8
Balanza incompl. { 1 - - 1 1 - - - - 1 -
Balanzecompl.{ - - - - i
Constrctiva; 2 2 1
Noclssificaiey T - 2
Mocontstam | - - -
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Si queremos ordenar las diferentes estrategias,los resultados
de la tabla corroboran que la estrategia de conteo es la tipica de los-
estudiantes que todavia no han empezado a desarrollar el razonamiento -
proporcional y que,por lo tanto,no ven la necesidad de tener en cuenta-
simultdneamente los cuatro blogues. Por este motivo,la cantidad de estu
diantes de Magisterio que emplearon dicha estrategia es irrevelante, -
mientras que en el informe de Harel,Behr se puede observar que,después-

‘de la estrategia de balanza incompleta,la de conteo es la mds usada por
los nifios.

En el otro extremo de la jerarquia se encuentra la estrategia
constructiva,que parece la mds sofisticada de las gue hemos visto,y al-

mismo tiempo parece la forma mids razonable de resolver correctamente eg
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tos problemas. Con ella ocurre lo contrario de lo que hemos comentado reg
pecto a la estrategia de conteo,ya que ninguno de los nifios que particim
ron en la investigacidn de Harel,Behr la utilizé,mientras que entre nues-
tros alumnos es,relativamente,bastante frecuente.

Las estrategias de emparejamiento y de balanza se encuentranen
posiciones intermedias de la ordenacidn,pues representan etapas de tran <
sicién hacia la de balanza completa y la constructive,lnicas formas co -
rrectas de resolver estos problemas que han estado presentes en el estu -
dio. No obstdnte,no entraremos en el tema de la jerarquizacidn,que es my
amplio y queda fuera de nuestras pretensiones. Algunos estudios importap
tes sobre el proceso de adquisicidén del razonamiento proporcional estdn -
expuestos en Piaget(1986),Hart(1981) o Noelting(1980a y 1980 b).

Es interesante extraer alguna conclusidn del hecho de que lamg
yoria de nuestros alumnos utilizan en algdn caso la estrategia de emparg~
jamiento (mds del 69% de respuestas y del 87% de alumnos); por ello,vamos
a analizarla desde el punto de vista matemdtico. La respuesta dada en la -
primera cita delapartado2‘,que es un caso tipico,revela que el estudian
te basa su razonamiento en la relacién p{A) - p(B) en vez de basarse en-
p(A) / p(B). Debido a esto,realiza una transformacidn de tipo aditivo de -
la razén entre p(A) y P(B),seglin la cual p(A)/ p(B) =[?(A) +3_l/ [ﬁ(B){ﬂ,
en vez de realizar una transformacidn de tipo multiplicativo:éue es laicg
rrecta.

Este es el principal error que hay que combatir en la construe
cidn por los nifiocs del concepto de proporcionalidad,pues se adquiere con
gran facilidad y degenera en una estrategia errdnea,cuyo peligro mayor -
es que en muchos casos proporciona la solucidn correcta. En este sentidq
nuestros resultados coinciden con los obtenidos por Karplus{(1983) y por -
los autores citados dos pdrrafos mids arriba (todos-ello§ obtienen un im -
portante porcentaje de respuestas de este tipo),aungue sus investigacig -
nes,excepto, la de Harel,Behr,estidn basadas en ejercicios cuantitativos. -
También coincidimos con ellos al extraer conclusiones sobre la necesidad

de darle un tratamiento especifico y detallado a este error.
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Al comenzar este articulo aludfamos a la falta de atencidn ha
cia la prdctica de razonamiento proporcional cualitativo. Vamos a termi
narlo haciendo un comentario acerca de la relacidn entre las activida -
des en las que interviene la proporcionalidad cuantitativa y aquellas -
en las que se utiliza la proporcionalidad cualitativa.

Con un grupo formado por 18 de los 56 alumnos que respondie -
ron al test que hemos descrito,continuamos planteando ejercicios del migs
mo estilo,pero con mayor informacién numérica,para que tuvieran que en~
contrar soluciones cuantitativas; ahora los datos no indicaban que un-
bloque pesaba mds que otro,sino que indicaban,por ejemplo,que pesaba 30
unidades més.

Aunque esperdbamos que nuestros estudiantes empezaran a utili-
zar las proporciones numéricas (igualar fracciones,despejar,etc),no ocu
rridé asf{,sino que mantuvieron los mismos tipos de estrategias que hemos
comentado y,naturalmente,los mismos tipos de errores ; sobre todo,el de
rivado de la estrategia de emparejamiento. Esto nos confirma en la cre-
encia de que el estudio de la proporcionalidad debe realizarse simultd-
neamente en los aspectos cuantitativo y cualitativo,ya que ambos se com
plementan y son necesarios para una adecuada comprensién y adquisicidn-

del concepto.
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