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Resumen de la memoria. 1

RESUMEN

Una de las preocupaciones centrales de los investigadores en Didactica de las
Matematicas es tratar de describir y explicar los procesos cognitivos de los estudiantes de
Matematicas. En las ultimas décadas ha destacado de manera especial dentro de este terreno el
Modelo de Razonamiento Matematico de Van Hiele, que ha sido estudiado con intensidad y

utilizado con éxito como marco de referencia para el disefio curricular.

La memoria que presentamos tiene como objetivo analizar algunas componentes del
Modelo de Van Hiele, aportando varias sugerencias, tanto metodologicas como de aplicacion,
que ayuden a conocer mejor dicho modelo y a utilizar todo su potencial de manera més eficaz

para mejorar la ensefianza de las Matematicas.

El primer capitulo es una introduccion y esta dedicado a una revision de las principales
componentes del Modelo de Van Hiele (los niveles de razonamiento, las fases de aprendizaje
y las caracteristicas centrales del modelo). Ademas, hacemos una revision de las principales
aportaciones de las publicaciones realizadas sobre el modelo y resumimos nuestra postura en
relacion con algunas cuestiones criticas que se han suscitado a raiz de los resultados de

investigacion.

En el capitulo 2 hacemos una aportacion a la utilizacion del Modelo de Van Hiele como
marco teorico para el disefio curricular, mediante la presentacion de una unidad de ensefianza
delasisometrias del plano que ha sido elaborada de acuerdo con los niveles de razonamiento
y las fases de aprendizaje de Van Hiele. Esta unidad de ensefianza es valida para las
Ensenanzas Primaria y Secundaria, asi como para la formacion de profesores de Primaria. La
unidad es el resultado de numerosas experimentaciones realizadas con estudiantes de los

cursos 1°a 8° de E.G.B. y estudiantes de la Escuela de Magisterio.

En las primeras secciones de este capitulo planteamos el objetivo y el desarrollo de
nuestra investigacion y analizamos las publicaciones mas interesantes relacionadas con el
tema. Después, en las secciones posteriores, presentamos la unidad de ensefianza dividida en
tres partes, dirigidas a la ensefanza de las traslaciones, los giros y las simetrias del plano. Para
cada isometria, enunciamos los objetivos generales (tanto de habilidades de razonamiento
como de conocimientos) a conseguir para alcanzar cada uno de los niveles primero a tercero
de Van Hiele, afinamos dichos objetivos especificando los correspondientes a cada fase de
aprendizaje de ese nivel y enunciamos los tipos de actividades, organizadas para las diferentes

fases de aprendizaje de cada nivel de razonamiento.
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En el capitulo 3, apoyando la idea de la continuidad en la adquisicion de los niveles de
razonamiento de Van Hiele, planteamos una interpretacion del proceso seguido por los
estudiantes en su avance a través de los sucesivos niveles y proponemos una técnica para
determinar el nivel de razonamiento de los estudiantes coherente con dicha interpretacion.
Diferentes secciones del capitulo estan dedicadas a los elementos claves de nuestra

investigacion:

- Describimos el proceso de adquisicion de los niveles mediante la definicion del
concepto de grado de adquisicion de los niveles de Van Hiele. Aunque son bastantes las
investigaciones que, al determinar el nivel de razonamiento de estudiantes, reconocen la
existencia de numerosos estudiantes que se encuentran en transicion de un nivel al siguiente,
hasta ahora ninguna investigacion ha planteado una manera de evaluar con detalle ese periodo

de transicion.

- Utilizamos operativamente los grados de adquisicion de los niveles mencionados en el
parrafo precedente, para lo cual, y como complemento a dicha definicion, presentamos un
método de evaluacion de los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele por los
estudiantes, que nos permite analizar e interpretar las contestaciones a items de respuesta
libre.

- Hemos usado los dos elementos anteriores en un estudio longitudinal realizado con
estudiantes desde 6° de E.G.B. hasta C.O.U. Para ello hemos desarrollado un conjunto de tests
escritos de respuesta libre y hemos utilizado este método para evaluar las respuestas a los tests
y determinar los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele por los estudiantes. En

esta memoria presentamos los tests y comentamos los resultados de dicha administracion.

- Junto a estas tres aportaciones, que consideramos mas destacables, en el capitulo 3
presentamos otra contribucion, también original, que puede constituir un avance en la
utilizacion del Modelo de Van Hiele: La elaboracion de un tipo de items escritos de respuesta
libre que ayude a romper la actual escasez de tests fiables para la determinacion del nivel de
razonamiento de los estudiantes. Estos items estan concebidos con el objetivo de superar
algunos de los inconvenientes que suelen tener los tests escritos, para lo cual tratamos que se
acerquen en lo posible al formato de las entrevistas clinicas. Consideramos esta ultima
componente de la memoria de menor relieve en comparacioén con las anteriores porque es un
tema de investigacion que estamos iniciando y del cual sdélo planteamos los principios

basicos, que seguiremos desarrollando en el futuro.
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La memoria termina con unas conclusiones generales y varios anexos que contienen
informacion complementaria sobre las experimentaciones que hemos realizado para las

investigaciones recogidas en los capitulos 2 y 3 de la memoria.
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Introduccion. 1

CAPITULO 1: INTRODUCCION

Este capitulo esta dedicado a hacer un rapido recorrido por el Modelo de Van Hiele,
describiendo los elementos y caracteristicas principales de los niveles de razonamiento y de
las fases de aprendizaje. Esta descripcion no intenta ser exhaustiva, pues hay diversas
publicaciones en las que se pueden encontrar andlisis detallados, por ejemplo Hershkowitz
(1990) y Clements, Battista (1992), sino que s6lo pretendemos dar una vision general de las
caracteristicas del modelo, centrandonos con mas detalle en aquellos elementos que estan
directamente relacionados con las investigaciones que presentamos en los siguientes capitulos

de esta memoria.

1.1. Origen vy difusion del Modelo de VVan Hiele.

El modelo en el que se centran las investigaciones recogidas en esta memoria tiene su
origen en los trabajos de dos profesores holandeses de Matematicas de Ensefianza Secundaria,
Pierre M. van Hiele y Dina van Hiele-Geldof, quienes, en sus tesis doctorales, presentaron,
respectivamente, un modelo de ensefianza y aprendizaje de la Geometria (Van Hiele, 1957) y
un ejemplo concreto de aplicacion de ese modelo en unos cursos de Geometria (Van Hiele-
Geldof, 1957).

El Modelo de Van Hiele ha tenido una difusion relativamente reciente en el mundo
occidental si observamos la fecha de las primeras publicaciones de los Van Hiele. En la Union
Soviética se supo muy pronto del Modelo de Van Hiele y se tom6 como base para el disefio
de un nuevo curriculum de Matematicas implementado en la primera mitad de los afios 60
(ver Pyskalo, 1968). También se utilizé el Modelo de Van Hiele en Holanda en el proyecto
Wiskobas de desarrollo curricular, que se empez6 a desarrollar en 1971 (Treffers, 1987). Pero
hasta mediados de la década de los 70 no se le empezo6 a prestar atencion en los EE.UU., a
raiz de la publicacion de una conferencia de I. Wirszup (Wirszup, 1976), y a continuacién se

difundi6 también por los demas paises occidentales.
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Sin embargo, el interés despertado fue tal que se ha convertido en el modelo teoérico de
referencia mas frecuente en las investigaciones y disefios curriculares relacionados con la
ensefianza y el aprendizaje de la Geometria. Esta referencia es muchas veces explicita, aunque
otras lo es implicita, como en N.C.T.M. (1989). En Espaia el proceso comenz6 una década
mas tarde y en la actualidad se encuentra en periodo de difusion, reflejandose ello en la
existencia de varios equipos de investigacion, en la publicacion de trabajos basados en el
Modelo de Van Hiele o en los que se le cita y en su presencia como tema de trabajo en

diversas conferencias, cursos y congresos de Didactica de las Matematicas.

En los capitulos siguientes de esta memoria haremos unas recopilaciones y
descripciones de las investigaciones mas interesantes sobre el Modelo de Van Hiele que
tienen que ver directamente con los contenidos de cada capitulo. No obstante, es necesario
mencionar aqui tres proyectos de investigacion que, en cierto modo, han sido los impulsores
del Modelo de Van Hiele y que han marcado profundamente las pautas del trabajo de
investigacion realizado después de la publicacion de los resultados de dichos proyectos.
Todos se desarrollaron en EE.UU. en el periodo de 1979 a 1982 y se les denominan en
ocasiones los proyectos de Brooklyn (Fuys, Geddes, Tischler, 1988), de Chicago (Usiskin,
1982) y de Oregén (Burger, Shaughnessy, 1990 y 1986). En las memorias de estas tres
investigaciones se aporta informacion detallada sobre el modelo de Van Hiele que todo

estudioso del tema deberia conocer.

Los objetivos del Proyecto de Brooklyn, segun se menciona en Fuys, Geddes, Tischler
(1988), eran:

- Desarrollar y documentar un modelo de trabajo sobre los niveles de Van Hiele,

basandose en diversos documentos traducidos del holandés al inglés para este proyecto.

- Evaluar el nivel de razonamiento de los estudiantes de los grados 6° a 9° (equivalentes
a 6°de E.G.B. y 1° de B.U.P., respectivamente).

- Analizar el nivel en el que se plantea la ensefianza de la Geometria en esos grados, a

partir de los libros de texto de diversas editoriales.

- Determinar si se puede instruir a los profesores de esos grados para que sean capaces

de identificar los niveles de Van Hiele de sus alumnos y en los materiales curriculares.

Gracias a este trabajo disponemos de la version inglesa de algunos escritos interesantes
de los propios Pierre y Dina van Hiele que, de otra manera, quizd hoy todavia serian

accesibles s6lo en holandés. También es destacable mencionar el disefio de tres unidades de
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ensefianza, organizadas segln los niveles de razonamiento, que se emplearon en entrevistas

dirigidas a evaluar el razonamiento de los estudiantes.

Ademas de los resultados en si mismos sobre el nivel de los estudiantes, hay que
mencionar: 1) el trabajo llevado a cabo en relacioén con la identificacion de comportamientos
especificos de cada nivel (1 a 5) para las tareas propuestas, obteniendo una relacion de
descriptores para cada nivel, ii) la propuesta, original, de identificar un nivel "actual" y un
nivel "potencial" de razonamiento en cada alumno, correspondientes, respectivamente, al
nivel que muestra el estudiante cuando se le presenta una serie de tareas y las intenta resolver
y el nivel que puede llegar a utilizar cuando recibe instruccion vy iii) la elaboracion de unos
formularios para facilitar la evaluacion de los alumnos en las entrevistas, los cuales no se
limitaban a la identificacion del nivel o bondad de la respuesta, sino que incluian otros datos

de interés para la evaluacion posterior del nivel del estudiante.

En el Proyecto de Chicago (Usiskin, 1982) se evaluo a 2700 estudiantes de Ensefianza
Secundaria en EE.UU. mediante diversos tests, realizados antes y después de un curso de
Geometria. Con ello se pudo: 1) Observar el nivel de Van Hiele de razonamiento de los
estudiantes, antes y después del curso de Geometria, ii) determinar si el nivel de Van Hiele es
un buen predictor del éxito de los estudiantes en los cursos de Geometria y iii) comentar la
relacion/diferencia entre el nivel de razonamiento empleado en la ensefianza y el exhibido por

los alumnos.

Al margen de los resultados obtenidos en el proyecto sobre los aspectos indicados
anteriormente, el resultado de esta investigacion que ha logrado mayor divulgacion ha sido el
test disefiado para la evaluacion de los alumnos. Se trata de un test para medir los niveles de
razonamiento 1 a 5 mediante 5 items de eleccion multiple para cada nivel, lo cual lo convierte
en un instrumento tentador para administrarlo rapidamente y/o a grandes poblaciones. A pesar
de la amplia difusion de dicho test, provocada por su facilidad de uso y la falta de alternativas,
un problema de fondo que presenta es el interrogante existente sobre la posibilidad de evaluar
los niveles de razonamiento mediante items de eleccion multiple (Crowley, 1989). De manera
mas particular, se han presentado criticas directas a este test (ver, por ejemplo, Wilson, 1990 y

Crowley, 1990) que han sido contestadas por el propio Z. Usiskin (Usiskin, Senk, 1990).

En la memoria de este proyecto también se da una relacion de descriptores generales

para cada nivel (1 a 5), extraida de los escritos de Pierre y Dina van Hiele.

Por lo que respecta al Proyecto de Oregon (Burger, Shaughnessy, 1990), sus autores
estudian la adecuacion del modelo de Van Hiele para describir el razonamiento de los

estudiantes en Geometria. Para ello se entrevistd oralmente a 48 estudiantes de los grados K a
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12 (su equivalente en Espafia es Pre-escolar a C.0.U.), de los cuales se analiz6 en detalle a 14.
Ademas de las conclusiones relativas al modelo de Van Hiele, ha tenido amplia difusion la
bateria de problemas empleados en las entrevistas clinicas de evaluacidon, que se centran en

tridngulos y cuadrilateros.

Al igual que hemos comentado anteriormente para el proyecto de Brooklyn, en el de
Oregdn también: 1) se elabora una relacion de descriptores, en este caso para los niveles 1 a 4,
extraidos de los comportamientos de los alumnos ante los problemas propuestos y ii) se
redacta un formulario con indicaciones concretas sobre las preguntas a plantearle al alumno,

segun las respuestas que éste vaya dando, y para su evaluacion.

Hay diversas publicaciones que narran de forma detallada las componentes del Modelo
de Van Hiele y las aportaciones e investigaciones mas destacadas. Por esa razon, no haremos
aqui una descripcion exhaustiva del mismo, sino que solo presentaremos sus elementos
fundamentales y sus caracteristicas relacionadas directamente con los contenidos de esta
memoria. Unas buenas descripciones del modelo aparecen en Hoffer (1983), Crowley (1987),
Burger, Shaughnessy (1986). En castellano, Corberan y otros (1989) y Jaime, Gutiérrez (1990
b). Ademas, en Gutiérrez, Jaime (1989) se ofrece una relacion detallada de referencias
comentadas en relacion con el Modelo de Van Hiele. Por otra parte, el propio Van Hiele
(1986) explica sus ideas sobre el modelo 29 afios después de su primera publicacion, lo cual
permite observar la evolucion que sufrid en los primeros afos, hasta llegar a la forma

generalmente aceptada en la actualidad.

1.2. Descripcion del Modelo de VVan Hiele.

El Modelo de Van Hiele abarca dos aspectos:

- Descriptivo, mediante el cual se identifican diferentes formas de razonamiento

geométrico de los individuos y se puede valorar el progreso de éstos.

- Instructivo, que marca unas pautas a seguir por los profesores para favorecer el avance

de los estudiantes en su nivel de razonamiento geométrico.

El nucleo central del Modelo de Van Hiele esta constituido por la idea de que, a lo largo
del proceso de aprendizaje de la Geometria, el razonamiento de los estudiantes pasa por una

serie de niveles de razonamiento, que son secuenciales, ordenados y tales que no se puede

saltar ninguno. Cada nivel supone la comprension y utilizacion de los conceptos geométricos
de una manera distinta, lo cual se refleja en una manera diferente de interpretarlos, definirlos,

clasificarlos, y hacer demostraciones.
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La componente instructiva del modelo se basa en las fases de aprendizaje. Estas

constituyen unas directrices para fomentar el desarrollo de la capacidad de razonamiento
matematico de los estudiantes y su paso de un nivel de razonamiento al siguiente, mediante

unos tipos de actividades y de problemas particulares para cada fase.

Los niveles de razonamiento.

La descripcion de los niveles de Van Hiele hecha en Wirszup (1976) plantea la
existencia de cinco niveles de razonamiento. Esta es la caracterizacion mas extendida y
aceptada actualmente, en la que se centran todas las investigaciones referentes al modelo y a
partir de la cual se ha trabajado para conseguir descripciones mas finas de los niveles. No

obstante, el proceso de evolucion historico del modelo ha sido més variable.

La cantidad de niveles de razonamiento contemplados por el propio Van Hiele en sus
descripciones del modelo ha sido modificada en varias ocasiones, como consecuencia del
proceso de evolucion de sus ideas, del contraste con las ideas de otros expertos y de una
mayor cantidad de resultados de investigaciones. Asi, en Van Hiele (1986, cap. 8) se recuerda
que la primera descripcion, publicada en 1955, planteaba la existencia de tres niveles, que
corresponden a los niveles 2° a 4° actuales. Sin embargo, otros especialistas plantearon la
ausencia de un nivel inferior que recogiera el tipo de razonamiento visual tan frecuente entre
los estudiantes; este nivel echado en falta es el actual primer nivel de razonamiento. Asi pues,
a raiz de los primeros analisis hechos, Van Hiele perfecciond su propuesta definiendo cuatro
niveles, que corresponden a los niveles 1° a 4° actuales. En Van Hiele (1986, p. 47) el autor
habla de la posible existencia de niveles superiores al cuarto, de la dificultad de diferenciarlos

y del peligro de sobrevalorarlos.

Mas recientemente, en la "Conference on learning and teaching geometry: Issues for
research and practice", que tuvo lugar en junio de 1987 en la Universidad de Siracusa
(EE.UU.), Van Hiele plante6 una nueva propuesta de definicion de los niveles de
razonamiento, en la cual contemplaba la existencia de tres niveles. Esta propuesta, en
realidad, supone la eliminacion del 5° nivel y la reorganizacion de las caracteristicas de los
niveles 2° a 4° actuales para refundirlos en los niveles 2° y 3° de la nueva propuesta. No
obstante, esta propuesta de P.M. van Hiele no ha tenido ninguna trascendencia y, como
deciamos antes, los investigadores siguen considerando actualmente la descripcion bdasica de

cinco niveles hecha en Wirszup (1976).

Aunque, en su forma mas general, el Modelo de Van Hiele considera la existencia de
cinco niveles de razonamiento, que describiremos mas adelante, también se utiliza con

frecuencia una restriccion de ésta, que ignora el quinto nivel. Precisamente esta ultima
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organizacion, que consta de cuatro niveles, es la que utilizamos en esta memoria, por motivos
que sefialaremos mds adelante. Asi mismo, alguna investigacion ha incluido un nivel anterior
al primero de Van Hiele (Clements, 1988).

Es necesario comentar que no hay unanimidad en cuanto a la numeracion de los niveles,
pues algunas publicaciones hablan de los niveles 0 a 4, mientras que otras hablan de los
niveles 1 a 5. Nosotros adoptamos la segunda opcion, pues creemos que es mas comoda y
evita confusiones, al hacer coincidir las etiquetas con los valores ordinales de cada nivel.
Seguidamente presentamos las caracteristicas generales de los cinco niveles de razonamiento.
Estan extraidas de diversas publicaciones, pero principalmente de Burger, Shaughnessy
(1986), Hoffer (1981) y Jaime, Gutiérrez (1990 b):

Nivel 1 (Reconocimiento)

* Percepcion global de las figuras: Se suelen incluir atributos irrelevantes en las descripciones,
especialmente referidos a la posicion en el plano.

* Percepcion individual de las figuras: Cada figura es considerada como un objeto,
independiente de otras figuras de la misma clase. No se generalizan las caracteristicas de
una figura a otras de su misma clase.

* Descripcion de las figuras basada principalmente en su aspecto fisico y posicion en el
espacio. Los reconocimientos, distinciones o clasificaciones se basan en semejanzas fisicas
globales.

* Frecuentemente hay descripciones por semejanza con otros objetos, no necesariamente

matematicos: "Se parece a ...", "tiene forma de ...".

* Uso de propiedades imprecisas para identificar, comparar, ordenar, caracterizar figuras, con
frecuentes referencias a prototipos visuales.

» Aprendizaje de un vocabulario basico para hablar de las figuras, escribirlas, etc.

* No se suelen reconocer explicitamente las partes de que se componen las figuras ni sus
propiedades matematicas. Cuando si se hace dicho reconocimiento, estos elementos o

propiedades no tienen un papel central y, frecuentemente, reflejan contradicciones.

Nivel 2 (Analisis)

* Reconocimiento de que las figuras geométricas estan formadas por partes o elementos y
estan dotadas de propiedades matematicas. Se describen las partes que integran una figura y
se enuncian sus propiedades. Se es capaz de analizar las propiedades matematicas de las

figuras.
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* Deduccion de propiedades mediante experimentacion. Capacidad de generalizacion de

dichas propiedades a todas las figuras de la misma familia.

La definicion de un concepto consiste en el recitado de una lista de propiedades, lo mas
exhaustiva posible, pero en la que puede haber omisiones de caracteristicas necesarias. Asi
mismo, se rechazan las definiciones dadas por el profesor o el libro de texto en favor de la
del estudiante cuando aquéllas entran en conflicto con la propia.

* No se relacionan diferentes propiedades de una figura entre si o con las de otras figuras. No
se establecen clasificaciones a partir de las relaciones entre las propiedades. No se realizan

clasificaciones inclusivas!.

La demostracion de una propiedad se realiza mediante su comprobacién en uno o pocos

Casos.

Nivel 3 (Clasificacion)

 Si se pueden relacionar propiedades de una figura entre si o con las de otras figuras: Se
comprende la existencia de relaciones y se descubren, de manera experimental, nuevas
relaciones.

* Comprension de lo que es una definicion matematica y sus requisitos. Se definen
correctamente conceptos y tipos de figuras. También se hacen referencias explicitas a las
definiciones cuando se realizan razonamientos o demostraciones.

* Si se pueden realizar clasificaciones inclusivas.

* La demostracion de una propiedad ya no se basa en la comprobacion de casos, pues hay una
necesidad de justificar de manera general la veracidad de dicha propiedad, para lo cual se
usan razonamientos deductivos informales.

* Comprension y realizacion de implicaciones simples en un razonamiento formal.
Comprension de una demostracion realizada por el profesor. Capacidad para repetir tal
demostracion y adaptarla a otra situacion analoga.

* Incapacidad para llevar a cabo una demostracion formal completa, en la que haya que
encadenar varias implicaciones, pues no se logra una vision global de las demostraciones y

no se comprende su estructura.

1 Nos referimos a la clasificacion consciente realizada por el propio individuo, basada en la relacion logica entre
el concepto mas general y su subclase. No negamos la posibilidad de asignarle a un ejemplo concreto el nombre

de la clase y de la subclase si se ha introducido con ambas designaciones.
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Nivel 4 (Deduccion Formal)

Se pueden reformular enunciados de problemas o teoremas, trasladdndolos a un lenguaje
mas preciso.
» Realizacion de las demostraciones (de varios pasos) mediante razonamientos deductivos

formales.

Capacidad para comprender y desarrollar demostraciones formales. Capacidad para adquirir
una vision global de las demostraciones y para comprender la mision de cada implicacion

simple en el conjunto.

Capacidad para comprender la estructura axiomatica de las matematicas: Sentido de
axiomas, definiciones, teoremas, términos no definidos, ...
» Aceptacion de la posibilidad de llegar al mismo resultado desde distintas premisas o

mediante diferentes formas de demostracion.

Nivel 5 (Rigor)

Posibilidad de trabajar en sistemas axiomaticos distintos del usual (de la geometria

euclidea).

Capacidad para realizar deducciones abstractas basandose en un sistema de axiomas

determinado.

Capacidad para establecer la consistencia de un sistema de axiomas. Capacidad para
comparar sistemas axiomaticos diferentes y decidir sobre su equivalencia.
» Comprension de la importancia de la precision al tratar los fundamentos y las relaciones

entre estructuras matematicas.

Ya hemos comentado anteriormente que en las investigaciones que integran esta
memoria hemos trabajado s6lo con los cuatro primeros niveles de Van Hiele. El no considerar

el quinto nivel se debe a los siguientes motivos:

1) La unidad de ensefnanza de isometrias del plano que hemos disenado es 1til para la
Ensenanza Primaria, la Secundaria y la formacion de profesores de Primaria. Todas las
investigaciones llevadas a cabo en estos niveles educativos, tanto en Espafia como en otros
paises, coinciden en sefalar que son pocos los alumnos que tienen una adquisicion alta del
cuarto nivel de razonamiento, y éstos solo surgen al final de la E. Secundaria. De hecho, la
unidad de ensefianza de isometrias propuesta aqui no contempla actividades para el cuarto
nivel de Van Hiele, ya que no ha habido oportunidad, dentro de nuestras posibilidades y
limitaciones, de trabajar con estudiantes que razonaran en el cuarto nivel, o que estuvieran en
condiciones de avanzar hasta la adquisicion completa de ese nivel, como consecuencia de

nuestra instruccion.
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2) La propuesta de evaluacion del razonamiento de los estudiantes que formulamos en
esta memoria es valida para cualquier nivel de razonamiento, pero la aplicacion practica de la
misma que mostramos se ha llevado a cabo con alumnos del Ciclo Superior de E.G.B., B.U.P.
y C.0.U. Como acabamos de sefialar, a priori esperabamos que apenas hubiera estudiantes en
el cuarto nivel, cosa que se ha ratificado en la realidad. Por eso, tampoco hemos considerado

el quinto nivel de Van Hiele en el disefio de los tests usados en esta experimentacion.

3) Un analisis teorico de las caracteristicas del quinto nivel publicadas y utilizadas por
diversos autores (por ejemplo, Usiskin (1982, p. 79) concluye que "El nivel 5, tal como lo
describen los Van Hiele, o no existe o no se puede evaluar. Todos los demas niveles si se
pueden evaluar"), junto a los resultados de nuestras propias investigaciones, nos han llevado a
una posicion de escepticismo respecto a las validez de dichas caracteristicas del quinto nivel y
a la posibilidad de testarlas. Desde esta postura, creemos que lo razonable es restringir el uso
de este nivel hasta que se hayan realizado investigaciones especificas orientadas a dar

respuesta a estos interrogantes, lo cual, por lo que sabemos, todavia no ha ocurrido.

Las fases de aprendizaje.

Las cinco fases de aprendizaje pretenden presentar una organizacion de las actividades
que permita pasar de un nivel de razonamiento al siguiente. Las fases no estdn por tanto
asociadas a un nivel determinado, sino que en cada nivel la instrucciéon comienza con
actividades de la fase primera y contintia con actividades de las siguientes fases. Al finalizar
la fase quinta, los alumnos deben haber alcanzado el nivel de razonamiento siguiente. Las

caracteristicas principales de las fases de aprendizaje son las siguientes:

Fase 1 (Informacidn)

* En esta fase se procede a tomar contacto con el nuevo tema objeto de estudio. El profesor
debe identificar los conocimientos previos que puedan tener sus alumnos sobre este nuevo
campo de trabajo y su nivel de razonamiento en el mismo.

* Los alumnos deben recibir informacion para conocer el campo de estudio que van a iniciar,

los tipos de problemas que van a resolver, los métodos y materiales que utilizaran, etc.

La primera fase se puede obviar en algunos casos pues, dado que su finalidad es que el
profesor obtenga informacion sobre los conocimientos y el nivel de razonamiento de sus
alumnos y que éstos la obtengan sobre el campo de estudio, cuando existe con anterioridad
esa informacion no es necesario realizar el trabajo especifico de esa fase. Ello sucede
generalmente cuando se produce una ensefianza continua que incluye el paso de un nivel al

siguiente. Por ejemplo, una situacion bastante frecuente en los centros de E.G.B. es que un
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grupo de estudiantes tiene el mismo profesor de Matematicas en todos los cursos del Ciclo,
pues el profesor va subiendo de curso junto a sus alumnos. Otra situacion posible es que,
dentro del mismo curso, y sin que haya ruptura en la continuidad de las clases dedicadas a un
tema de Matematicas, se produzca el paso de los estudiantes de un nivel al siguiente; es
relativamente facil que ocurra esto al pasar del nivel 1 al 2 6 del nivel 2 al 3. En ambos casos,

puede ocurrir que la primera fase sea innecesaria.

Ese es el motivo por el que, en la secuencia de ensefianza de las isometrias del plano
que proponemos, soOlo incluimos un conjunto completo de actividades de la fase de
informacion en el primer nivel de razonamiento de cada movimiento, limitindonos en los
bloques de actividades de los siguientes niveles a dar algunas orientaciones o actividades
aisladas. En caso de que la instruccion no comience en el primer nivel, se pueden seleccionar
tareas de distintos niveles para saber hasta qué punto los alumnos estan familiarizados con las

estructuras propias del nivel correspondiente.

Fase 2 (Orientacion Dirigida)

* Se guia a los alumnos mediante actividades y problemas (dados por el profesor o planteados
por los mismos estudiantes) para que éstos descubran y aprendan las diversas relaciones o
componentes basicas de la red de conocimientos que deben formar.

* Los problemas propuestos han de llevar directamente a los resultados y propiedades que los
estudiantes deben entender y aprender. El profesor tiene que seleccionar cuidadosamente
estos problemas y actividades y debe orientar a sus alumnos hacia la solucion cuando lo

necesiten.

Esta fase es fundamental, ya que en ella se construyen los elementos basicos de la red de
relaciones del nivel correspondiente. Van Hiele (1986, p. 97) sefiala que "las actividades (de
la segunda fase), si se seleccionan cuidadosamente, constituyen la base adecuada del
pensamiento de nivel superior". El trabajo se ha de presentar a los alumnos de manera que los
conceptos y las estructuras a alcanzar aparezcan de manera progresiva. El papel del profesor
es, por tanto, basico en esta fase, ya que debe guiar a sus alumnos para que adquieran
correctamente las estructuras basicas del nivel. El profesor debe seleccionar los problemas
para que planteen situaciones en cuya resolucion aparezca alguno de los elementos
(conceptos, propiedades, definiciones, relaciones entre propiedades, etc.) que los alumnos

tienen que aprender y en los que deben basar su nueva forma de razonamiento.
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Fase 3 (Explicitacion)

* Los alumnos deben intentar expresar en palabras o por escrito los resultados que han
obtenido, intercambiar sus experiencias y discutir sobre ellas con el profesor y los demas
estudiantes, con el fin de que lleguen a ser plenamente conscientes de las caracteristicas y
relaciones descubiertas y afiancen el lenguaje técnico que corresponde al tema objeto de

estudio.

Los estudiantes tienen que utilizar el vocabulario adecuado para describir la estructura
sobre la que han estado trabajando. Se debe aprender y afianzar el vocabulario propio del
nivel. En esta fase no se produce un aprendizaje de conocimientos nuevos, en cuanto a
estructuras o contenidos, sino una revision del trabajo llevado a cabo con anterioridad, de
puesta a punto de conclusiones y de practica y perfeccionamiento de la forma de expresarse,

todo lo cual origina un afianzamiento de la nueva red de conocimientos que se estd formando.

El tipo de trabajo que de debe realizar en esta fase es de discusion y comentarios sobre
la forma de resolver los ejercicios anteriores, elementos, propiedades, relaciones, ... que se

han observado o utilizado.

La tercera fase no debe interpretarse como fijada temporalmente después de la segunda
fase y antes de la cuarta, sino mas bien como una actitud permanente de didlogo y discusion
en todas las actividades que lo permitan de las diferentes fases de aprendizaje. Por tanto, en la
secuencia de ensefianza de las isometrias que proponemos no hay actividades disenadas
expresamente para esta fase, entendiendo que si se debe exigir la justificacion y discusion en

todo momento entre los alumnos o entre profesor y alumnos.

Fase 4 (Orientacion Libre)

* En esta fase se debe producir la consolidacion del aprendizaje realizado en las fases
anteriores. Los estudiantes deberan utilizar los conocimientos adquiridos para resolver
actividades y problemas diferentes de los anteriores y, probablemente, mas complejos.

* El profesor debe proponer a sus alumnos problemas que no sean una simple aplicacion
directa de un dato o algoritmo conocido, sino que planteen nuevas relaciones o propiedades,
que sean mas abiertos, preferiblemente con varias vias de resolucion, con varias soluciones
o con ninguna. Por otra parte, el profesor debe limitar al méximo su ayuda a los estudiantes
en la resolucion de los problemas.

* En palabras de Van Hiele (1986, p. 54), los estudiantes aprenden a encontrar su camino en la

red de relaciones por si mismos, mediante actividades generales.
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Los alumnos deberdn aplicar los conocimientos y lenguaje que acaban de adquirir en
otras situaciones nuevas. Los problemas planteados en esta fase deben obligar a los
estudiantes a combinar sus conocimientos y aplicarlos a situaciones diferentes de las
propuestas anteriormente. La intervencion del profesor en la resolucion de las tareas debe ser
minima, pues son los alumnos quienes tienen que encontrar el camino adecuado a partir de lo

aprendido en la segunda fase.

Fase 5 (Integracion)

* Los estudiantes establecen una vision global de todo lo aprendido sobre el tema y de la red
de relaciones que estan terminando de formar, integrando estos nuevos conocimientos,
métodos de trabajo y formas de razonamiento con los que tenian anteriormente.

* El profesor debe dirigir resimenes o recopilaciones de la informacidén que ayuden a los
estudiantes a lograr esta integracion. Las actividades que les proponga no deben implicar la

aparicion de nuevos conocimientos, sino sélo la organizacion de los ya adquiridos.

Se trata de adquirir una vision general de los contenidos del tema objeto de estudio,
integrada por los nuevos conocimientos adquiridos en este nivel y los que ya tenian los
estudiantes anteriormente. No hay un aprendizaje de elementos nuevos, sino una fusion de los
nuevos conocimientos, algoritmos y formas de razonar con los anteriores. Las actividades de
esta fase deben favorecer dicha integracion y permitirle al profesor comprobar si se ha
conseguido ya. Parte del trabajo que debe realizar el profesor en la quinta fase es la
confeccion y presentacion a los alumnos de resimenes de los contenidos estudiados. En
cuanto a los estudiantes, es importante memorizar los resultados mas importantes y adquirir
destreza y agilidad en el uso de los nuevos algoritmos, procedimientos de resolucion de

problemas o métodos de trabajo.

Por lo que respecta a las experimentaciones de nuestras unidades de ensefianza de las
isometrias, no hemos disefiado actividades especificas para la quinta fase, si bien a ella
corresponden el resumen por el profesor de la red de relaciones de la isometria objeto de
estudio y la memorizacion por los alumnos de los nuevos resultados, definiciones, relaciones,

etc., asi como la comprension e interiorizacion de las nuevas relaciones.

Sin embargo, es necesario tener presente que la quinta fase de aprendizaje es
importante. Una debilidad de nuestras experimentaciones ha sido que hemos prestado a esta
fase poca atencion pues, aunque periddicamente hemos hecho con nuestros estudiantes
resumenes de lo estudiado hasta ese momento, han sido pocos y posteriormente se ha notado
su falta ya que a veces los estudiantes no recordaban algin resultado que habian estudiado

algunas semanas antes y que debian utilizar.
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Es posible que, después de analizar los contenidos de las unidades de ensefanza de las
isometrias, los cuales presentamos en el capitulo 2, al lector le parezca demasiado libre la
aplicacion de las fases de aprendizaje de Van Hiele que hemos hecho. Sobre ello deseamos
puntualizar que, desde nuestro punto de vista, las fases de aprendizaje son una pauta util a
tener en cuenta para llevar a cabo la ensefianza de manera apropiada, pero que no es facil, ni
posible en bastantes ocasiones, encontrar tipos de actividades que coincidan exactamente con
los que tedricamente se proponen en el modelo, o hacer un recorrido total por cada fase antes

de pasar a la siguiente.

También pensamos que ningun modelo tedrico de ensefianza o aprendizaje puede ni
debe ser aplicado de manera rigurosa, sino que su estructura debe permitir adaptarlo a las
particularidades de cada caso. La formulacion de un modelo o una teoria serd tanto mas util
cuanto mas facil sea aplicarlo a la gran diversidad de situaciones que se presentan en las
matematicas escolares, tanto por las diferentes areas de las Matematicas como por los

distintos tipos de estudiantes.

Probablemente, esta dificultad sea el motivo por el que apenas hay trabajos en los que se
presentan unidades de ensefianza con una especificacion clara y explicita de la fase de
aprendizaje para la que estan disefiadas las distintas actividades de la unidad. Més aun, las
pocas investigaciones que si lo hacen se limitan a trabajar en uno o dos niveles y a veces
presentan variaciones en la aplicacion de las fases de aprendizaje respecto de lo que sefiala su

formulacion teorica analogas a algunas de las que hemos hecho aqui (por ¢j., Bobango, 1987).

Para concluir esta seccion de andlisis de las fases de aprendizaje de Van Hiele, creemos
importante destacar que una actividad por si misma no corresponde en general a un nivel de
razonamiento y una fase de aprendizaje concretos. No es posible analizar una actividad
aislada, sino que hay que hacerlo dentro del contexto en el que se encuentre y teniendo en
cuenta el trabajo realizado previamente y el que se planea realizar con posterioridad. Por
ejemplo, se puede dar el caso siguiente: Una actividad A, propuesta en la fase 2 de un cierto
nivel, permite descubrir una propiedad P1 que se empleara como base para la resolucion, en la
fase 4, de la actividad B, cuyo objetivo es descubrir la propiedad P2 basandose en el uso de
P1. Pero si modificamos la organizacion de la unidad de ensefianza, podemos hacer que la
actividad B pertenezca a la fase 2 y la actividad A a la fase 4, de manera que la propiedad P1

surgira de la aplicacion de la propiedad P2.

Del mismo modo, una actividad no tiene por qué corresponder a un nivel de
razonamiento determinado, pues generalmente las actividades propuestas se pueden resolver
utilizando métodos de trabajo y formas de razonamiento propias de distintos niveles.

Loégicamente, si una actividad estd incluida entre las correspondientes a cierto nivel N, el

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Introduccion. 14

profesor debe exigir a los estudiantes respuestas coherentes con las caracteristicas de dicho

nivel N.

Propiedades del Modelo de Van Hiele.

Junto a las caracteristicas particulares de cada nivel de razonamiento o fase de
aprendizaje, es necesario mencionar algunas propiedades globales del Modelo de Van Hiele
cuya consideracion y analisis es imprescindible para una adecuada comprension y utilizacion
del modelo. A continuacidén presentamos las principales de estas propiedades, algunas de las

cuales estan intimamente relacionadas con las investigaciones descritas en esta memoria.

Jerarquizacion y Secuencialidad de los niveles de razonamiento.

Para alcanzar un nivel de razonamiento, es necesario haber adquirido previamente los
niveles anteriores. Van Hiele (1986, p. 51) afirma que "el pensamiento del segundo nivel no
es posible sin el del nivel basico; el pensamiento del tercer nivel no es posible sin el

pensamiento del segundo nivel".

Todos los estudios que conocemos realizados hasta la fecha que han analizado esta
propiedad confirman su veracidad. Por ejemplo, Denis (1987), Burger, Shaughnessy (1986),
Fuys, Geddes, Tischler (1988), Mayberry (1981) y (1983), Soon (1989) o Usiskin (1982). No
obstante, también es frecuente encontrar estudiantes cuyo comportamiento no se ajusta a esta
propiedad, si bien su proporcidn suele ser poco significativa y, generalmente, su presencia es
un sintoma de algln tipo de problema o deficiencia en la metodologia de asignacion de

niveles empleada.

La aceptacion de esta propiedad puede ser importante cuando llega el momento de la
practica de la determinacion del nivel de razonamiento de los estudiantes. Como veremos en
su momento en el capitulo 3, tanto el método para evaluar las respuestas a los tests como el
procedimiento de determinacion de los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele que
hemos desarrollado nosotros se basan en la idea de que si un problema puede ser resuelto
segin los niveles N-1 y N, la resolucion correcta del problema por métodos del nivel N

supone tener adquirido el nivel N-1.

Relacion entre el Lenguaje y los niveles de razonamiento.

Cada nivel tiene un lenguaje propio, entendiendo por ello no sélo las palabras o
construcciones gramaticales empleadas, sino también el significado que se les da. Por

ejemplo, para un estudiante del segundo nivel de razonamiento, "demostrar" una propiedad
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consiste en comprobar su veracidad en uno o pocos casos, para un estudiante del tercer nivel
consiste en buscar alglin tipo de justificacion logica intuitiva de la propiedad, mientras que
para un estudiante del cuarto nivel consiste en aplicar el razonamiento logico formal para
obtener una demostracion matematicamente correcta y aceptable. Otro ejemplo lo da Van
Hiele (1986, p. 51) en el campo de la aritmética, cuando dice que "la diferencia entre los
objetos del segundo y el tercer niveles se puede observar también por diferentes formas de
escritura. En el segundo nivel, los célculos se basan en relaciones entre nimeros concretos:
4x3=12,6 + 8= 14. En el tercer nivel de pensamiento, se basan en la generalizacion de
resultados: ax (b+c)=(axb)+(axc)"

Esta caracteristica explica la incomprension entre dos personas que empleen lenguajes
de distintos niveles. Este es un fendmeno que se produce con frecuencia en las aulas de
Ensefnanza Secundaria o la Universidad entre profesor y alumno cuando el profesor plantea un
problema del cual espera una respuesta correspondiente al cuarto nivel (es decir un desarrollo
riguroso y formal del problema) pero el estudiante esta todavia en el segundo o tercer nivel de

razonamiento y resuelve el problema mediante un ejemplo o un razonamiento intuitivo.

Localidad de los niveles de razonamiento.

Por localidad de los niveles se entiende que un individuo puede razonar en diferentes
niveles al trabajar en distintos campos de la Geometria. Por el contrario, la idea de globalidad
de los niveles plantea que el nivel de razonamiento de un individuo es el mismo en cualquier

campo de la Geometria.

La falta de informacion valida sobre esta disyuntiva en un primer momento hizo que
varias investigaciones intentaran poner luz en esta cuestion, entre ellas Gutiérrez, Jaime (1987
b) y Mayberry (1981). Segtn los resultados obtenidos, la localidad es la situacion real,
postura que compartimos. El propio Van Hiele acepta la localidad de los niveles pues sugiere
que, una vez que se ha alcanzado un nivel para un concepto, o area de la Geometria, requiere
menos tiempo y esfuerzo alcanzar ese mismo nivel para otros conceptos o areas. Esta postura
es también apoyada por Freudenthal (1973) cuando plantea la idea de las organizaciones

locales de la Geometria.

Al elaborar la unidad de ensefianza de las isometrias hemos tenido en cuenta esta
caracteristica: En primer lugar, hemos disefiado unidades de ensefianza para los niveles 1 y 2
independientes para cada isometria (traslaciones, giros, simetrias). Posteriormente, al llegar al
nivel 3 surgen las propiedades que relacionan unas isometrias con otras, por lo que se produce
la necesaria integracion de conocimientos de las distintas isometrias. Esto supone, en términos

practicos, que, por ejemplo, para poder trabajar correctamente en el tercer nivel de las
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simetrias, es necesario haber adquirido en las traslaciones y los giros, como minimo, el nivel
2.

Discretitud o Continuidad de los niveles de razonamiento.

Esta propiedad hace referencia a la manera como se produce el paso de un nivel a otro.
La formulacion inicial del modelo hecha por el propio Van Hiele establecia que el paso de un
nivel al siguiente se produce de manera brusca, como un salto. Este concepto lo podemos

representar graficamente mediante una escalera, como en la figura 1.1.

-
t

Figura 1.1. Discretitud de la adquisicion de los niveles de Van Hiele.

Sin embargo, las investigaciones recientes, por ejemplo Fuys, Geddes, Tischler (1988),
Burger, Shaughnessy (1990), Gutiérrez y otros (1991) y Shaughnessy y otros (1991), han
mostrado que la interpretacion discontinua de los niveles no puede explicar ciertas
situaciones, bastante frecuentes, de alumnos que razonan simultdnea o alternativamente en
dos niveles consecutivos. En algunas de estas investigaciones, aunque los autores iniciaron la
investigacion basandose en la concepcion discreta de los niveles de Van Hiele, los resultados
obtenidos les obligaron, a plantear la existencia de contradicciones entre sus resultados y esa
idea de discretitud (Usiskin, 1982), cuando no a reconocer que el paso de un nivel al siguiente
se producia de manera continua (Burger, Shaughnessy, 1990).
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Por ello, actualmente tiene mas fuerza y produce mejores resultados en los analisis del
comportamiento de los estudiantes la consideracion de la continuidad en la adquisicion de los
niveles. Nuestros trabajos de los ultimos afios y los presentados en esta memoria se basan en
el caracter continuo de la transicién entre los niveles: Creemos que el paso de un nivel al
siguiente no se produce de forma brusca, sino que hay un periodo de transicion, durante el

cual se entremezclan momentos de razonamiento de los dos niveles consecutivos.

Una representacion de la continuidad, a la que se ajusta la interpretacion de adquisicion
de los niveles de razonamiento en términos de "grados de adquisicion" que proponemos en el
capitulo 3, es la esquematizada en la figura 1.2, que es una variaciéon del propuesto en
Clements (1992).

-
t

Figura 1.2. Continuidad de la adquisicion de los niveles de Van Hiele.

La Instruccion como herramienta de avance en el nivel de razonamiento.

Frente a teorias, como la de Piaget, que ligan el desarrollo intelectual al biolégico, Van
Hiele afirma que la instruccion es un factor basico para avanzar en el nivel de razonamiento.
Por una parte, Van Hiele dice que "la maduraciéon que lleva a un nivel superior ... debe
considerarse, por encima de todo, como un proceso de aprendizaje y no como una maduracioén
de tipo biologico" (Fuys, Geddes, Tischler, 1984). Ademas, senala que "la transicion de un
nivel al siguiente no es un proceso natural; tiene lugar bajo la influencia de un programa de

ensefanza-aprendizaje. La transicion no es posible sin el aprendizaje de un nuevo lenguaje"
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(Van Hiele, 1986, p. 50), aunque también nos previene de que, "sin embargo, es posible que
ciertas formas de ensefianza no permitan alcanzar los niveles superiores, pues los métodos de
pensamiento usados en esos niveles permanecen inaccesibles a los estudiantes" (Fuys,
Geddes, Tischler, 1984).
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CAPITULO 2: DISENO DE UNA UNIDAD DE ENSENANZA DE
LAS ISOMETRIAS DEL PLANO BASADA EN EL MODELO DE
VAN HIELE

Este capitulo tiene como objetivo presentar una propuesta de ensefianza de las
Isometrias del Plano, que est4 organizada teniendo en cuenta los niveles de razonamiento y las

fases de aprendizaje del Modelo de Van Hiele.

En primer lugar explicamos los motivos por los que iniciamos hace algunos afos esta
investigacion y el interés que tienen sus resultados. A continuacion, hacemos una revision de
las publicaciones interesantes relacionadas con el tema de nuestro trabajo, con el fin de
permitir situarlo en el contexto de las otras investigaciones realizadas que tienen puntos en
comun con ¢l. También es importante identificar los contenidos matematicos de la unidad de
ensefianza, por lo que hacemos un rapido resumen de los conceptos y propiedades

matematicos que son los objetivos de ensefianza de la unidad.

La parte mas importante de este capitulo empieza en la seccion 2.4, en la cual se hace
una presentacion general de la investigacion que ha dado lugar a la unidad de ensenanza de
las Isometrias del Plano. Las cuatro secciones restantes contienen nuestra aportacion a la
aplicacion del Modelo de Van Hiele en el campo de las Isometrias: En la seccion 2.5
enunciamos descriptores de los niveles de Van Hiele especificos para las Isometrias del Plano
y en las secciones siguientes presentamos y comentamos de manera detallada los objetivos y

actividades de la unidad de ensefianza.

2.1. Interés y motivos de la investigacion.

Hay dos puntos que se deben tener en cuenta al valorar el interés de esta parte de la
memoria y que, al mismo tiempo, son las razones por las que nos decidimos, hace algunos

afios, a iniciar esta investigacion:
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1) La escasez de materiales curriculares disefiados teniendo en cuenta explicitamente los

niveles de razonamiento y, sobre todo, las fases de aprendizaje de Van Hiele.

2) El interés de ampliar el campo de aplicacion del Modelo de Van Hiele a otras areas

de la Geometria diferentes de los poligonos y los conceptos relacionados con éstos.

Tanto en Espafia como en otros paises en los que se estd investigando sobre el Modelo
de Van Hiele, se aprecia una falta de materiales curriculares disefiados teniendo en cuenta las
propuestas de dicho modelo y en los que se presenten de manera explicita no s6lo los niveles
de razonamiento, sino también las fases de aprendizaje. Ademas, en la mayoria de los casos
en que los autores afirman que si han prestado atencion a esta componente del modelo, no

especifican claramente cual es la parte de la unidad que corresponde a cada una de las fases.

El proyecto de investigacion Gutiérrez y otros (1991) es uno de los escasos trabajos en
los que si se hace esa identificacion: Esta investigacion incluye una unidad de ensefianza de
tridngulos, cuadrilateros y poligonos en general centrada en los niveles segundo y tercero de
Van Hiele; para cada uno de dichos temas de Geometria, se presentan los ejercicios

organizados siguiendo las fases de cada nivel.

Bobango (1987) presenta una propuesta para la enseianza de tridngulos y cuadrilateros
centrada en un contexto informatico que utiliza principalmente el programa Geometric
Supposer. En dicha unidad se incluye una especificacion de las actividades para las fases de
aprendizaje, si bien se limita al segundo nivel de razonamiento. Es interesante anotar que en la
secuencializacion de las fases de aprendizaje utilizada en esta investigacion hay algunas
modificaciones respecto a la propuesta teorica de Van Hiele, parte de las cuales coinciden con
las introducidas en la secuencia que proponemos en esta memoria, que ya hemos comentado
en el capitulo 1. En particular, en la unidad de Bobango, la fase 3 no se situa secuencialmente
tras las fases 1 y 2, sino que perdura a lo largo de toda la instruccion. En cuanto a la fase 5, se
limita a realizar un resumen de los aspectos generales estudiados sobre tridngulos y

cuadrilateros.

Ludwig (1986) plantea la ensefianza de las Isometrias del Plano en un entorno
informatico a través del lenguaje Logo, pero lo hace de una manera confusa: El andlisis en
términos del Modelo de Van Hiele del progreso de los estudiantes en el aprendizaje de las
Isometrias se combina con un analisis del aprendizaje del lenguaje Logo, tal como proponen
Olson, Kieren, Ludwig (1987). El resultado final es una propuesta de unidad para la
ensefianza de las Isometrias que estd organizada haciendo mds énfasis en el aprendizaje del
Logo, pues se propone una distribucion segiin los niveles de razonamiento y segun las fases

de aprendizaje del Logo.
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Aparte de los trabajos que acabamos de mencionar, no conocemos ningin otro en el
que, para cada actividad propuesta en la unidad de instruccion, se especifiquen el nivel y la
fase dentro del nivel en los que debe situarse. No obstante, por su interés especial,
comentaremos ademas otras dos investigaciones. La primera de ellas es la tesis doctoral de
Dina van Hiele-Geldof (Van Hiele-Geldof, 1957), en la cual presenta la aplicacion del modelo
propuesto por P.M. van Hiele (Van Hiele, 1957) a unos temas de Geometria. No obstante,
Dina van Hiele no especifica qué tareas de las que propone a sus alumnos corresponden a

cada fase de aprendizaje de cada nivel.

La segunda investigacion es el proyecto de Brooklyn, en el cual se disefiaron tres
modulos de ensefianza basados en el Modelo de Van Hiele. En la memoria de este proyecto
(Fuys, Geddes, Tischler, 1988) se realiza una descripcion detallada de la organizacion de las
actividades segin los niveles de razonamiento, pero solo se hacen alusiones generales y vagas
a su distribucion en fases. En Jaime, Gutiérrez (1990 b) mostramos un desglose del segundo
de esos modulos, el titulado "Estudio de relaciones angulares de los poligonos", indicando
concretamente los niveles y, dentro de cada nivel, las fases a las que, segiin nuestro parecer,

puede corresponder cada una de las actividades propuestas.

Mencionabamos al comienzo de esta seccion el interés de aplicar el Modelo de Van
Hiele a las diversas areas de la Geometria escolar. El hecho de que en las primeras
descripciones de los niveles presentadas se emplearan los poligonos para ilustrar la forma de
razonar en cada nivel, especialmente en Van Hiele (1959) y Wirszup (1976), origind que la
mayoria de los estudios posteriores sobre el Modelo de Van Hiele se centraran en dicha parte
de la Geometria. Ello no quiere decir que no se haya trabajado en otras areas de la Geometria,

pero si que se ha hecho poco y de manera dispersa.

En otra publicacion clasica, Hoffer (1983), su autor reproduce la descripcion de los
niveles de razonamiento basada en los poligonos, pero también propone caracterizaciones de
los niveles de Van Hiele para las areas de 16gica matematica, isometrias y niimeros reales. No
obstante, A. Hoffer nos ha comentado personalmente que dichas caracterizaciones no tenian
su origen en investigaciones experimentales, sino que eran el fruto de una extrapolacion

teorica desde el campo de los poligonos.

Probablemente, uno de los motivos para que existan pocas investigaciones basadas en
los niveles de Van Hiele en otros campos es la dificultad de iniciar el estudio ya que, en
primer lugar, hay que realizar una caracterizacion especifica y detallada de cada nivel de
razonamiento en ese campo concreto. De todas formas, el uso de los niveles de Van Hiele esta

dando muy buenos resultados, por lo que, aunque resulta dificil, es interesante abrir nuevas
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lineas de investigacion en 4reas de la Geometria como la Proporcionalidad Geométrica

(Semejanza), la Geometria Espacial o las Isometrias del Plano.

2.2. Resumen de la literatura sobre la enseflanza de las Isometrias del

Plano.

Trabajos de otros autores

Los primeros trabajos importantes que conocemos en los que se analizan las dificultades
del aprendizaje de las Isometrias del Plano son los de Moyer (1974) y (1978) y Schultz (1977)
y (1978). Se trata de dos investigaciones de corte piagetiano que reflejan los métodos de
investigacion habituales en ese momento. En ellas se estudia la influencia de diversos factores
de tipo perceptivo en la habilidad para realizar traslaciones, giros o simetrias, mediante la
manipulaciéon de unas figuras con las que los estudiantes deben realizar determinados
movimientos. Entre otros factores que influyen en la dificultad para realizar correctamente el
movimiento, se identifican la direccion del movimiento (vertical, horizontal, inclinada), la

distancia entre el objeto y su imagen y, para las simetrias, la posicion del eje.

Entre los trabajos més recientes que no estan directamente relacionados con el Modelo
de Van Hiele hay que sefialar los trabajos de D. Kiichemann y D. Grenier. Kiichemann
(1981), como parte del proyecto C.S.M.S., llevo a cabo un analisis de los errores cometidos al
dibujar giros y simetrias. Esta investigacion se basé en la administraciéon de un test a una
muestra significativa en una region de Gran Bretafia y en entrevistas posteriores a parte de la
muestra, por lo que sus resultados se han tenido en cuenta en gran parte de las investigaciones
posteriores en las que intervenian esos movimientos. En concreto, determina unas variables
que influyen en la dificultad de la realizacion de los giros y las simetrias y determina los tipos
de errores cometidos. Con estos resultados establece una jerarquia de niveles de comprension

del movimiento correspondiente, que no tiene relacion con el Modelo de Van Hiele.

Grenier (1988) es un estudio muy completo, organizado segun la metodologia de la
escuela francesa de Didactica de las Matematicas, que intenta dilucidar dos puntos: 1) Si es
posible elaborar una serie de situaciones-problema, susceptible de cuestionar las concepciones
erroneas sobre la simetria axial que persisten en los alumnos después de la ensefanza, y ii)
cudles son los medios didacticos y pedagdgicos de los que dispone el ensefiante que le
permiten la devolucion del problema al alumno y una gestion de las fases de
institucionalizacion adaptada a los objetivos de aprendizaje. Entre los trabajos llevados a cabo

para responder a esas cuestiones, incluye un estudio pormenorizado de cada una de las
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variables que influyen en la aplicacion de una simetria axial y la secuencia de situaciones que

se disefid como propuesta de ensefianza en 6° grado (11-12 afos de edad).

En cuanto a investigaciones publicadas sobre isometrias, basadas en el Modelo de Van

Hiele, merece la pena resefiar las tres siguientes:

Como hemos comentado en la seccion anterior, Ludwig (1986) disefia una unidad de
ensefianza de las Isometrias del Plano en un entorno de lenguaje Logo. Para cada uno de los
sub-temas (congruencia, traslaciones, simetrias y giros), Ludwig enuncia descriptores de los
niveles de Van Hiele obtenidos a partir de la observacion de las intervenciones de los
alumnos. Pero, como hemos sefialado previamente, se produce un solapamiento entre el
analisis de las Isometrias y el del Logo que da lugar a una mezcla de descriptores de ambos

campos, en la que predomina éste ultimo.

Uno de los objetivos de Soon (1989) es investigar si en el aprendizaje de las
transformaciones del plano (traslaciones, giros, simetrias y homotecias) se verifica la jerarquia
de los niveles de Van Hiele. Su conclusion es afirmativa. En su trabajo, Soon incluye una
caracterizacion de los niveles de Van Hiele 1 a 5 para las transformaciones del plano y disefia
un test en forma de entrevista clinica, que administra a 20 estudiantes de Ensefanza

Secundaria de 15 y 16 anos de edad.

En Johnson-Gentile (1990) se estudian los efectos de entornos informaticos y no
informaticos en el aprendizaje, niveles de razonamiento y precision del lenguaje geométrico
de los estudiantes, asi como la relacion entre el sexo de los estudiantes y su capacidad de
visualizacion espacial, todo ello en los grados 5° y 6°. Esta investigacion utiliza como
material de trabajo la seccion dedicada a los movimientos del plano en el disefio curricular de
Clements y Battista (1988), el cual esta basado en el uso de Logo y uno de cuyos objetivos es

facilitar el progreso a lo largo de los sucesivos niveles de razonamiento de Van Hiele.

Trabajos previos propios

Nuestra actividad de ensefianza de las Isometrias del Plano comenzo en 1980, en la E.U.
del Profesorado de E.G.B. de Valencia. Los contenidos de la asignatura en la que impartiamos
el tema de las Isometrias eran fundamentalmente matematicos y la presentacion de la
asignatura correspondia al esquema clasico de exposicion formal en la pizarra y ejercicios de
aplicacion. En aquel momento desconociamos la existencia de los niveles de Van Hiele. Un
analisis de aquellas clases desde la perspectiva actual nos permite reconocer el problema de

incomprension de lenguaje a que hace referencia el Modelo de Van Hiele, puesto que los
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alumnos mayoritariamente razonaban en el segundo nivel, mientras que para gran parte del

tema se exigia razonamiento formal, esto es, de cuarto nivel.

La incomprensiéon que mostraban los alumnos nos hizo modificar la metodologia
llevada a cabo e invertir el proceso de desarrollo del tema a partir del curso 1983-84: Una
cadena de actividades, en las que era basica la manipulacion de figuras, iba conduciendo a los
alumnos al descubrimiento de las caracteristicas de los diversos movimientos y las relaciones
entre ellos. En Gutiérrez, Jaime (1986) esté el nucleo central de actividades propuestas. Esta
forma de introducir los conceptos resultd6 mucho mas efectiva, si bien, en momentos
determinados, se podian detectar dificultades de comprension, que correspondian a la
exigencia de un nivel superior de razonamiento para resolver las tareas propuestas. En
Gutiérrez, Jaime (1987 a) y (1988) presentamos los resultados de unas pruebas que realizamos

para evaluar este cambio en la metodologia de ensefianza.

Por otra parte, en el afio 1986 comenzamos a trabajar con un grupo de profesores de
diversos colegios publicos de E.G.B. en el disefio e implementaciéon de unidades para la
ensefanza de las Isometrias del Plano en E.G.B. Durante varios afios, a partir de la aprobacion
de un proyecto de investigacion por la Generalitat Valenciana, se realizaron
experimentaciones de ensefianza de las simetrias en Preescolar, 4°, 6°, 7° y 8° de E.G.B, todas
ellas con los grupos completos de alumnos, en sus horas habituales de clase y dirigidas por los
respectivos profesores. También se amplié la investigacion a la ensefanza de giros y

traslaciones, mediante la elaboracion de las secuencias de actividades correspondientes.

Tras las experimentaciones piloto en clases ordinarias de E.G.B. y en Magisterio que
acabamos de mencionar, las tres unidades de ensefianza fueron modificadas y experimentadas
de una manera mas controlada, en condiciones de laboratorio, con estudiantes de los cursos
1°, 3° y 6° de E.G.B. Estas experimentaciones, junto con otra llevada a cabo posteriormente
con estudiantes de la Escuela de Magisterio, también con metodologia de laboratorio, son las
que han formado la base de la propuesta que presentamos en esta memoria y a las cuales
pertenecen las referencias concretas a comportamientos de alumnos que haremos en otras

secciones de este capitulo.

La consideracion del Modelo de Van Hiele en relacion con la ensenanza de las
Isometrias comenzamos a hacerla al empezar a preparar estas experimentaciones de
laboratorio mencionadas en el parrafo anterior. En diversas publicaciones hemos presentado
algunos resultados preliminares. En Jaime, Gutiérrez (1989 a) se puede ver una descripcion
general de las caracteristicas de los niveles de Van Hiele para las Isometrias del Plano. En
Jaime, Gutiérrez (1990 b) incluimos una descripciéon de los niveles de Van Hiele

particularizados para las traslaciones del plano y proponemos una unidad de ensefianza de este
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tema que abarca desde el primero hasta el cuarto nivel de razonamiento, estando las
actividades distribuidas seguin los niveles. En Gutiérrez, Jaime (1991) presentamos un trabajo
sobre los giros con una organizacion semejante al anterior, pero con las actividades de cada
nivel distribuidas también de acuerdo con las fases de aprendizaje. Por ultimo, en Jaime
(1992) hacemos algo similar en relacion con las simetrias; en esta ultima publicacion,
hacemos una descripcion de todos los niveles de razonamiento en el area de las simetrias y
ofrecemos una relaciéon de los objetivos de ensefianza a conseguir, pero s6lo enunciamos

actividades para las fases del primer nivel de razonamiento.

2.3. Bases matematicas: El grupo de las Isometrias del Plano.

En esta seccion presentamos un resumen de los principales elementos (definiciones y
propiedades) de la estructura matematica del conjunto de las Isometrias del Plano que tienen

que ver con los objetivos de ensefianza de la unidad que hemos disefado.

No hemos pretendido dar una vision completa del tema desde el punto de vista
matematico, sino que nos hemos limitado a enunciar aquellas propiedades que son
explicitamente objeto de estudio en algin momento o que, aunque no aparecen enunciadas
directamente en ninguna actividad, la unidad de ensefanza si contiene todos los elementos
necesarios para su estudio. Este es el caso de la estructura de grupo (los distintos grupos de
isometrias y sus subgrupos) y de las propiedades relacionadas directamente con ella

(elementos neutro y simétricos).

Por otra parte, la organizacion de esta seccion es mas tematica que logico-deductiva.
Para un estudio matematico detallado de las Isometrias del Plano, se puede recurrir a

numerosas publicaciones, por ejemplo Martin (1982).

Definiciones.

Definicion 1. Una isometria del plano es una aplicacion del plano en si mismo f: IT—>

IT que mantiene las distancias entre los puntos:
d(f(p).flQ)) =d(p.q), Vpelly Vqell

Definicion 2. Sea a un vector del plano. La P

ol

., - . ., ;
traslacion de vector a es una aplicacion del plano en si

w ),

mismo Ty IT—>1IT tal que:
Ta(p) =p' siy solo si F =a, V pe IL
El vector a es el vector de traslacion. P
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Definicién 3. Sean un punto O del plano y un dngulo orientado
A . , AN . .y ’
o. El giro de centro O y dngulo o es una aplicacion del plano en si
mismo G(O, a ): IT—>1IT tal que:

GO, & )p) = p siy solosi dOp) = dOp) y
ApOp'Za, Vpe Il

El punto O es el centrodegiro y Q esel angulo degiro.

Definicién 4. Sea una recta e del plano. La simetria axial (o

simplemente simetria) de eje la recta e es una aplicacion del plano  F .

en si mismo Se: [T—>TIT tal que:

Se(p) =p' siysolosi e eslamediatriz del segmento pp',
Vpell

La recta e es el ge de simetria.

Definicidon 5. Sean una recta del plano e y un vector
del plano a paralelo a la recta e. La simetria en

. . . - . .y
deslizamiento de eje e y vector a es una aplicacion del plano

en si mismo S(e,a): [ —> 11 tal que: T
S(e,a) = TooSe . ..

Definicién 6. Dos isometrias del plano f y g son
equivalentes si y solosi f(p)=g(p), Vpe IL

Propiedades basicas de las isometrias.
Traslaciones.

1) Toda traslacién es una isometria.

.., . -> ., —
2) La composicion de dos traslaciones de vectores a y b es otra traslacion de vector a+b :
TpoTa = Ta+b.

3) Toda traslacion se puede descomponer (de infinitas formas) en un producto de dos

traslaciones.

4) Las traslaciones conservan el sentido de los angulos.
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Giros.

1) Todo giro es una isometria.

A AN °
2) Dos giros del mismo centro G(O, a )y G(O, B) son equivalentes si y solo si Q- B =360°

3) El centro de un giro (distinto de la aplicacion identidad) es el inico punto que se mantiene
invariante por ese giro: Sean pe Il y "0s 360° Entonces, se tiene que G(O, o )(p)=p
siysolosi p=0.

4) a) La composicion de dos giros del mismo centro es otro giro del mismo centro cuyo
sngulo es la suma de los angulos: G(O, )°G(O, &) = G(O, 6.+ B).
b) La composicion de dos giros de distinto centro G(O', [/3\)0G(O, &) es:
_Ungiro GO", &+ B)  si &+p #3600
- Una traslacion Ty si a4+ [/3\ = 360°
5) a) Todo giro se puede descomponer (de infinitas maneras) en un producto de dos giros
con su mismo centro.

b) Todo giro se puede descomponer (de infinitas maneras) en un producto de dos giros de

distintos centros.

6) Toda traslacion se puede descomponer (de infinitas maneras) en un producto de dos giros

de distintos centros.

7) Los giros conservan el sentido de los angulos.

Simetrias.
1) Toda simetria es una isometria.
2) Sip' = Se(p), entonces el segmento pp' es perpendicular al eje e.

3)Sip'=Se(p) y qE€ e, entonces d(p,q) = d(p',q).

4) Los puntos del eje de una simetria son los inicos puntos que se mantienen invariantes por
esa simetria: Sea p € I1. Entonces, Se(p)=p siysolosi pe e.

5) a) La composicion de dos simetrias SCIOSez de ejes paralelos es la traslacion T, tal

que: al e, 1=1,2, _\)dr =2d(e,.e,) y el sentido del vector a es desde el eje e, hacia el

eje e;.
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b) La composicion de dos simetrias SeIOSe2 de ejes que se cortan en el punto O es el giro
G(O, &) tal que: =27 e,e, y el sentido del angulo a es igual al del angulo que va

desde el eje e, hasta el eje e,

6) a) Toda traslacion se puede descomponer (de infinitas maneras) en un producto de dos
simetrias de de ejes perpendiculares al vector de traslacion.
b) Todo giro se puede descomponer (de infinitas maneras) en un producto de dos simetrias

que se cortan en el centro de giro.

7) Las simetrias invierten el sentido de los angulos.

Simetrias en deslizamiento.
1) Toda simetria en deslizamiento es una isometria.

2) El orden de actuacion de la simetria y la traslacion que definen una simetria en
deslizamiento es indiferente: S(e,a) = Ta0Se = Se°Ta.

3) Las simetrias en deslizamiento invierten el sentido de los angulos.

Teoremas de clasificacion de las Isometrias del Plano.
1) Toda isometria, o conserva la orientacion de los dangulos o la invierte.
2) Toda isometria que conserve la orientacion de los angulos o es una traslacion o es un giro.

3) Toda isometria que invierta la orientacion de los angulos o es una simetria axial o es una

simetria en deslizamiento.

4) Toda isometria del plano se puede descomponer como producto de tres o menos simetrias

axiales.

La estructura algebraica del conjunto de las Isometrias del Plano.

1) La composicion de una traslacion y un giro es otro giro del mismo angulo: G(O, &)OT(G1 =
G(O, &) y TpoG(C, &) = G(C, &). Esta composicion no es conmutativa.

2) Cualquier giro se puede descomponer (de infinitas maneras) en producto de un giro y una

traslacion.
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3) Para todo p € II, Sc(p) =p' siy solosi Se(p') = p. Por lo tanto, las simetrias son
aplicaciones idempotentes: Se°Se = I, siendo I la aplicacion identidad.

4) El conjunto de las traslaciones del plano es un grupo abeliano con la ley composicion de
aplicaciones. El elemento neutro es la traslacion de vector nulo T, la aplicacion identidad.
El elemento simétrico de la traslacion T, es la traslacion T.,, donde ~a es el vector del

. , . .y - . .
mismo moédulo y direccidon que a pero de sentido contrario.

5) Para cada punto O € II, el conjunto de los giros del plano con centro en O es un grupo

abeliano con la ley composicion de aplicaciones. El elemento neutro es el giro G(O, 0°), la
aplicacion identidad. El elemento simétrico del giro G(O, &) es el giro G(O, - a ).

6) El conjunto de las traslaciones y los giros del plano es un grupo, no abeliano, con la ley
composicion de aplicaciones. El subconjunto de las traslaciones es un subgrupo abeliano.
El subconjunto de los giros del mismo centro es un subgrupo abeliano, para cada punto del

plano.

7) El conjunto de las Isometrias del Plano es un grupo, no abeliano, con la ley composicion de

aplicaciones. El elemento neutro es la aplicacion identidad. Los elementos simétricos son:
Tyl = Ta; G(O, 8)-1 = G(O, - d); S¢'l =S¢ ; S(e,a)"! = S(e.-a).

2.4. Desarrollo y organizacion de la investigacion.

Cronologia de la investigacion.

Tal como hemos sefialado en la seccién 2.2, previamente a la consideracion de los
niveles de Van Hiele como marco de referencia para la organizacion de la ensefianza,
disponiamos ya de informacion relativa a la problematica de la ensefianza y el aprendizaje de

este tema. En concreto, contdbamos con la informacion aportada por:
- Nuestro conocimiento de las Isometrias del Plano desde el punto de vista matematico.

- Los resultados de investigaciones previas sobre aprendizaje de las Isometrias del
Plano, mencionadas en la seccion 2.2, en particular las llevadas a cabo por Kiichemann
(1981), Grenier (1988) y nosotros mismos: Gutiérrez, Jaime (1987 a), (1988) y Jaime,
Gutiérrez (1989 b).
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- Nuestra experiencia de ensefianza de este tema en la E.U. del Profesorado de E.G.B.
de Valencia siguiendo varias metodologias, unas veces mediante ensefianza formal y otras

mediante una ensefianza por descubrimiento.

- Los resultados de la experimentacion piloto, en grupos completos de E.G.B., de una

unidad de ensefianza de las simetrias disefiada por nosotros!.

Toda esta experiencia previa ha influido, obviamente, en los resultados de nuestra
investigacion actual. El trabajo de disefio de las unidades de ensefianza basadas en el Modelo

de Van Hiele presentado en esta memoria se ha llevado a cabo mediante las siguientes etapas:

- Consideracion y analisis de toda la informacién y experiencia detalladas en los

parrafos precedentes.

- Identificacion teodrica de las caracteristicas de los niveles de Van Hiele en el area de las

Isometrias del Plano, a partir de las caracteristicas generales del modelo.

- Modificacion de la unidad de ensefianza de las simetrias, ya experimentada con
anterioridad, y disefio de unidades de traslaciones y giros para los dos primeros niveles de
Van Hiele.

- Experimentacion en laboratorio de las unidades anteriores, con grupos de dos a cuatro

alumnos, todos ellos del Colegio Publico de Practicas de Valencia, en los siguientes cursos:
Traslaciones y Giros: 3°y 6° de E.G.B.; Simetrias: 1°y 3° de E.G.B.

- Ampliacion de las unidades de ensefanza anteriores para los niveles de razonamiento

tercero e inicio del cuarto.

- Experimentacion de estas unidades de ensefanza con dos alumnas de 2° curso de la
especialidad de Ciencias de la E.U. del Profesorado de E.G.B. de Valencia.

- Caracterizacion definitiva de los niveles de Van Hiele en el area de las Isometrias del

Plano, como consecuencia del analisis de las experimentaciones mencionadas.

- Modificacion de las unidades de ensefanza experimentadas y elaboracion de las

unidades que presentamos como propuesta final en esta memoria.

Los grupos reducidos de estudiantes de E.G.B. a los que nos acabamos de referir han

sido diferentes para la experimentacion de cada movimiento, excepto en el caso de 6° de

I Las primeras actividades de esa unidad estan extraidas de o basadas en Walter (1973).
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E.G.B., cuyas alumnas siguieron las unidades de traslaciones y giros, y en el de Magisterio,
cuyas alumnas siguieron, en este orden, las unidades de traslaciones, giros y simetrias. De las
dos alumnas de Magisterio, una realiz9 las tres unidades de ensefianza, mientras que la otra no

asistid a la de simetrias.

Todas las sesiones de estas experimentaciones se llevaron a cabo en el laboratorio del
Departamento de Didactica de la Matematica, fuera de las horas habituales de clase y se
grabaron en video. Posteriormente, las cintas de video fueron transcritas y analizadas. Como
resultado de este andlisis preparamos unos resimenes que recogen, con algunos comentarios,
las partes mas interesantes de las experimentaciones. Estos resimenes estan incluidos en los

anexos 1, 2 y 3 de esta memoria.

La duracion habitual de las sesiones de experimentacion oscild entre 45 y 60 minutos
para los alumnos de E.G.B. y entre 1 y 3 horas para las alumnas de Magisterio. La cantidad de

sesiones con cada grupo puede verse en la tabla 2.1.

La unidad de ensenanza fue disefada por la autora de esta tesis doctoral, la cual
proporcion6 personalmente la instruccion en la mayoria de los cursos (traslaciones y giros en
6° de E.G.B. y Magisterio; simetrias en Magisterio) y dirigié a profesores o futuros profesores

en los restantes.

n° de n° de n° de
Traslaciones | sesiones Giros sesiones Simetrias sesiones
3°de E.G.B. 8 3°de E.G.B. 20 1°de E.G.B. 3
6° de E.G.B. 5 6° de E.G.B. 9 3°de E.G.B. 6
Magisterio 5 Magisterio 6 Magisterio 13

Tabla 2.1. Cursos de la experimentacion y cantidad de sesiones de cada uno.

El contexto de la unidad de ensefianza.

Uno de nuestros objetivos al abordar la elaboracion de este material de ensefianza fue
preparar unas actividades en las que la comprension de los conceptos basicos estudiados se
basara en la realizacion fisica de los movimientos correspondientes, mas que en el dibujo de
las imagenes. Esto es particularmente importante cuando nos encontramos con estudiantes de

los dos primeros niveles de Van Hiele.
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Otro objetivo, de distinto tipo, fue conseguir la viabilidad de su implementaciéon en
cualquier Centro, con un coste minimo. Ello descartaba el uso de materiales costosos o de

actividades que requiriesen una infraestructura especial, en particular un entorno informatico.

El resultado ha sido un
entorno de aprendizaje en el que el
material basico para manipular son

unas pequefias figuras de papel (ver
e

dibujo 2.1). Es muy facil y barato

disponer de la cantidad necesaria de

figuras, pues so6lo hay que conseguir
la cantidad suficiente de fotocopias

y recortar las figuras. Los v

enunciados de las actividades estan

planteados en hojas de papel de Dibujo 2.1. Figuras para las actividades.
forma que los alumnos utilicen estas

piezas sobre ellas en la realizacion de los movimientos correspondientes.

Una vez encontrada la solucion (generalmente la imagen de una figura por determinado
movimiento), los alumnos pegardn una pieza sobre la ldmina, en vez de dibujarla. Esta
reduccion de la necesidad de dibujar es interesante por varios motivos: Evita errores
producidos por una destreza insuficiente de dibujo, garantizando la congruencia real (no s6lo
formal) de las figuras y sus imagenes. Este procedimiento resulta especialmente eficaz para
los niflos pequefios. Asi mismo, para cualquier tipo de alumnos supone un ahorro bastante

importante de tiempo.

Ademas de las laminas y las figuras mencionadas, los materiales complementarios que
necesita cada estudiante para todas las unidades de ensefanza son hojas de papel y los
instrumentos habituales de dibujo (regla, escuadra y compas). Para las actividades de giros,
necesitan, ademads, un transportador, un disco de plastico transparente (acetato, por ejemplo)
de aproximadamente 15 cm. de didmetro y una varilla de cartulina, madera, etc. de unos 10
cm. de longitud. Para las actividades de simetrias necesitan, ademas de los materiales
generales, un mira (metacrilato coloreado, que permite ver la figura simétrica a su través, en

el lugar donde le corresponde) y un espejo, ambos de unos 10x15 cm.

En la unidad de ensefianza que hemos elaborado, prescindimos casi por completo del
uso de coordenadas. EI motivo de ello es que hemos puesto el énfasis en la consideracion de
los movimientos en si mismos, evitando situaciones que implicaran el conocimiento o

dominio de conceptos o relaciones matematicas no imprescindibles para lograr nuestros
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objetivos y que muy probablemente no serian comprendidas por los alumnos de los niveles en
los que debiamos trabajar, o necesitarian un proceso de instruccion largo. En concreto, eso se
produce en el caso de las simetrias axiales cuyos ejes no estdn en posicion horizontal o
vertical y en los giros. Sin embargo, en las traslaciones, las relaciones implicadas en el uso de
coordenadas para calcular las imagenes de los puntos son mucho mas simples, por lo que se
pueden introducir en la secuencia de ensefianza como un objetivo mas de aprendizaje en los
niveles de razonamiento apropiados, pero siempre manteniendo el objetivo de mostrar qué es
este movimiento fisico, evitando la reduccion del estudio de las isometrias al aprendizaje de

unas reglas de manejo de numeros.

Desde hace bastantes afios, tras unas someras ideas presentadas en Ensefianza Primaria,
que normalmente se reducen al plegado para las simetrias y a una vision intuitiva de los giros,
en Ensefianza Media y en la Universidad las isometrias se contemplan casi exclusivamente
desde el punto de vista matricial. De esta manera, el estudio de las isometrias se convierte en
operaciones con matrices y, para la mayoria de los estudiantes, se pierde el significado real de
lo que son esos movimientos. A partir de la secuencia de ensefianza que proponemos, el
enfoque matricial se podria introducir una vez que los estudiantes hayan alcanzado el cuarto
nivel. En ese momento seran capaces de trabajar en un contexto abstracto y las matrices y sus
operaciones podran adquirir sentido como representaciones de los movimientos

correspondientes y las composiciones entre ellos.

En los nuevos Disefios Curriculares Base para la Educacion Secundaria Obligatoria
(M.E.C., 1989 y Generalitat Valenciana, 1990), se propone el estudio de las isometrias del
plano en este periodo escolar, sugiriéndose métodos manipulativos para su estudio. En este
caso si se presentan las condiciones idoneas para poder realizar un estudio de las isometrias a
lo largo de la E.S.O. que empiece en el primer nivel de razonamiento de Van Hiele y llegue
hasta el tercero, pudiendo continuarlo en la Educacion Secundaria Post-obligatoria, para

intentar alcanzar el cuarto nivel de razonamiento.

Organizacion de la unidad de ensefianza.

La secuencia de ensefianza que proponemos pretende conseguir un progreso desde el
primer nivel de razonamiento hasta el cuarto. Por los motivos que explicamos al describir los
niveles de razonamiento en la seccion 1.2, s6lo hemos disefiado actividades para los tres

primeros niveles.

Es importante tener presente que la adquisicion de un nivel de razonamiento no obedece
a una madurez estrictamente bioldgica ni a una cantidad de horas de ensefianza. Incluso con

ensefianza adecuada, la forma de razonamiento de algunos estudiantes no llegara al tercer o
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cuarto nivel. Por lo general, la adquisiciéon de un nivel de razonamiento requiere bastante

tiempo, incluso afos en el caso de los niveles 3 y 4, con una experiencia adecuada.

Tal como indicamos en la Gltima parte de la seccion 1.2, la opinion mas generalizada es
que los niveles de Van Hiele son locales. En caso de que una persona no haya alcanzado
todavia el nivel n en ningin area de la Geometria, el dominio de ese nivel en cualquier
concepto sera una labor lenta en el tiempo. Pero si posee el nivel n en varios campos, es
probable que la adquisicion de ese mismo nivel en otros sea mas rapida, siendo esto mas
evidente cuanto mas alto sea ese nivel n. Asi, una persona que razone en el cuarto nivel en
poligonos, por ejemplo, es probable que adquiera deprisa los primeros niveles en cualquier

otro concepto geométrico.

Con lo anterior queda claro que, generalmente, una secuencia de unas pocas actividades
u horas de clase no sera suficiente para pasar de un nivel al siguiente si los alumnos no tienen

adquirido ese nivel en ningun otro concepto.

Al entender y valorar la propuesta de unidad de ensefianza que presentamos en esta
memoria, €s necesario tener en cuenta que no se trata de una unidad totalmente desarrollada,
preparada para llevar a un aula. Los bloques de actividades que la componen estan formados

por tipos de actividades, adecuados para alcanzar los objetivos de aprendizaje propuestos y

para ayudar a los estudiantes a alcanzar cierto nivel de razonamiento. Pero en ningtin caso se
debe interpretar que la realizacion de dichos bloques de actividades, tal como aparecen aqui,
hara que un estudiante interiorice por completo las caracteristicas de los conceptos implicados

y de ese nivel de razonamiento.

Analogamente, las ldminas que acompanan a las actividades, son tipos de situaciones

sobre las que hay que resolver los problemas planteados en la actividad. En algunos casos, las
laminas contienen todas las variedades de situaciones convenientes para esa actividad, pero en
otros casos se deben plantear mas situaciones, modificando las caracteristicas de las figuras o
las isometrias. Por ultimo, queremos sefialar que en muchas actividades no hemos incluido
ejemplos de las ldminas que las acompafian porque el contenido de estas laminas se desprende
de manera evidente del texto de la actividad, luego incluir las ldminas no aportaria

informacion a la lectura y comprension de la unidad de ensefianza.

Aunque nos estamos refiriendo en este capitulo al conjunto de las Isometrias del Plano,
las actividades que hemos disefiado estan divididas en tres mddulos, dirigidas a la ensefianza
de traslaciones, giros y simetrias. Las simetrias en deslizamiento se introducen en las
actividades del segundo nivel y se estudian en las del tercer nivel del modulo dedicado a las

simetrias, desde la perspectiva de una composicion de movimientos, ya que los resultados y
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propiedades de las composiciones de movimientos forman parte del trabajo basico de ese
nivel. Los motivos de que dicha isometria tenga un papel secundario en esta unidad son que
este movimiento no se puede caracterizar de manera independiente de las otras isometrias y
que su definicion y utilizacion tiene una fuerte componente formal. Para comprender las
simetrias en deslizamiento hace falta, como minimo, un alto grado de adquisicion del tercer
nivel, por lo que en esta unidad nos hemos limitado a introducir el concepto y a procurar el
aprendizaje de sus propiedades bdsicas. Un desarrollo de la unidad de ensefianza que
incluyera actividades para el cuarto nivel de Van Hiele si deberia abordar el estudio detallado

de las simetrias en deslizamiento.

En las secciones siguientes de este capitulo abordamos la unidad de ensefianza de las

Isometrias del Plano. El trabajo que presentamos estd desglosado en tres partes:

1) Caracterizacion operativa de los niveles de Van Hiele de forma especifica para cada
isometria (traslaciones, giros y simetrias), la cual se concreta posteriormente en la definicion

de objetivos de ensefianza para cada movimiento en cada nivel de razonamiento.

2) Enunciado de los objetivos y las actividades. La unidad de ensefanza de las
Isometrias esta dividida en tres partes, una por cada isometria. Cada una de ellas, a su vez,
esta dividida en bloques de actividades correspondientes a los niveles 1 a 3 de Van Hiele. Para
cada nivel de razonamiento, enunciamos los objetivos de la ensefianza en ese nivel y en cada

fase de aprendizaje, seguidos por los enunciados de los tipos de actividades propuestas.

3) Comentarios sobre los objetivos y las secuencias de actividades de cada nivel de
razonamiento y fase de aprendizaje. Estos comentarios tienen como finalidad explicar y
justificar la organizacion de las actividades y dar ejemplos, extraidos de las

experimentaciones realizadas, que ayuden a entender su forma de organizacion.

2.5. Los niveles de VVan Hiele en las Isometrias del Plano.

A partir del estudio tedrico de las caracteristicas de los niveles de razonamiento, tanto
generales como particularizadas a las Isometrias del Plano, y de las posteriores
modificaciones ocasionadas por las experimentaciones que hemos llevado a cabo con
estudiantes, proponemos la descripcion siguiente, que muestra las destrezas que corresponden
a la adquisicion de cada nivel de razonamiento en esta area de la Geometria. Son
complemento y particularizacion de las destrezas generales expuestas en el capitulo 1. En las
secciones posteriores de este capitulo describiremos los objetivos a conseguir en cada nivel
para cada una de las isometrias simples (traslaciones, giros y simetrias), lo cual estd

estrechamente vinculado con las caracteristicas de los niveles enunciadas aqui.
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Nivel 1 (Reconocimiento)
La consideracion global de los movimientos se refleja en:

* El reconocimiento de la conservacion del tamafio y la forma de las figuras.

* La posibilidad de reconocer los movimientos y realizarlos sirviéndose de materiales
auxiliares.

» La utilizaciéon de propiedades fuertemente visuales para identificar isometrias, como la
"colocacion igual" de las figuras en las traslaciones, la disposicion circular de las figuras en
los giros y la vision del eje de simetria como separador "por la mitad" de las dos figuras
simétricas, junto con el cambio de orientacion en éstas.

* El empleo del vocabulario elemental de las isometrias: Traslacion, giro, simetria, centro de

giro, eje de simetria, ...

Nivel 2 (Analisis)
La consideracion de los movimientos a través de sus elementos permite:

» Hacer uso de forma intencionada y explicita de los elementos que caracterizan cada una de
las isometrias: Modulo, direccion y sentido del vector en las traslaciones, centro y angulo en
los giros y eje en las simetrias.

* Determinar los elementos que caracterizan una isometria concreta en las traslaciones
(componentes del vector) y las simetrias (eje), a partir de propiedades de estos
movimientos. En los giros (centro y angulo) s6lo en situaciones particulares, que no
requieran recurrir a relaciones de propiedades propias del tercer nivel.

* Descubrir y utilizar nuevas propiedades de las isometrias, a partir de su verificacién en casos
concretos. En particular:

- Las asociadas directamente a la definicion de cada movimiento: Igualdad de los vectores
que unen puntos y sus respectivas imagenes por una traslacion, equidistancia al centro e
invarianza del angulo en un giro y equidistancia y perpendicularidad al eje en una
simetria.

- La determinacion de la inclinaciéon de la imagen de una figura por un giro, segin el
angulo del giro efectuado.

- La determinacion de la mediatriz de un segmento PQ como el lugar geométrico de los
centros de los giros que transforman P en Q.

- La existencia siempre de un giro o una traslacion entre dos figuras congruentes, de la
misma orientacion en sus angulos.

» Utilizar la definicién de cada movimiento en tareas de reconocimiento y de aplicacion

directa del movimiento en cuestion.
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* Aplicar composiciones de isometrias, realizando sucesivamente los movimientos
correspondientes, sobre figuras concretas. En particular, se puede realizar una simetria en
deslizamiento.

* Tras la realizacion sucesiva de las isometrias correspondientes, identificar el movimiento
resultante de una composicion de isometrias y sus caracteristicas, cuando ello no suponga
utilizar técnicas basadas en el empleo de relaciones correspondiente al tercer nivel. En
particular, se puede trabajar con las composiciones de traslaciones, de giros del mismo
centro y de dos simetrias.

* Descubrir la conmutatividad de la composicion de traslaciones y de giros del mismo centro.

« Utilizar las coordenadas del vector de traslacion en situaciones concretas.

» Utilizar notacién y vocabulario matematicos asociados a las isometrias: p, p', Ta, Se,

G(0,a°), perpendicularidad, mediatriz, médulo, direccion, sentido, ...

Nivel 3 (Clasificacion)

Al establecer relaciones entre las propiedades y comprender planteamientos generales,

se consigue:

* Comprender y utilizar el corte de mediatrices de segmentos que unen puntos homologos
para determinar el centro de un giro.

» Completar el estudio experimental de los casos basicos de composiciones de dos isometrias
con la composiciéon de dos giros de distinto centro, generalizando las situaciones que
conducen a un giro y las que llevan a una traslacion.

* Comprender y utilizar la posibilidad de descomposicion, de infinitas formas, de una
traslacion y de un giro en producto de dos simetrias. Comprender y utilizar la posibilidad de
descomposicidn, de infinitas formas, de un giro y de una traslacion en producto de dos giros
de distinto centro.

» Utilizar las propiedades de las composiciones basicas de isometrias, de determinacion de la
inclinacion de una figura por un giro y de la existencia de giro o traslacion entre figuras
congruentes no inversas, para justificar:

- Qué caracteristicas se puedan conocer del resultado de una composicion de isometrias.
- La posibilidad de transformar una figura en otra por una composicion de isometrias.
 Simplificar adecuadamente composiciones de isometrias: Utilizacion de la conmutatividad
en los casos posibles, de la idempotencia de las simetrias, de la asociatividad y de las
relaciones conocidas entre las distintas isometrias.
» Establecer relaciones generales, sin soporte de figuras o traslaciones concretas, entre las

coordenadas de un punto, de su imagen y del vector de la traslacion aplicada.
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* Comprender la definicion de cada isometria, en términos de un conjunto minimo, suficiente,
de condiciones, asi como su enunciado formal.

» Comprender demostraciones formales, sencillas, cuando se presentan hechas. Por ejemplo,
la demostracion de que la composicion de dos simetrias cuyos ejes se cortan es un giro.

* Completar alguna implicacion en una demostracion formal. Hacer demostraciones simple,
que soOlo supongan la adaptacion de una demostracion formal o la aplicacion de una
propiedad ya conocidas a la situacién que se presenta. Por ejemplo, a partir de la definicion
formal de giro, demostrar que la composicion de giros del mismo centro es un giro con
angulo la suma de los dngulos de los giros que se componen.

* Pasar de una situacion concreta a una general, completando algunas implicaciones en una

demostracion particular cuya organizacion es analoga a la demostracion formal general.

Nivel 4 (Deduccién Formal)
Se puede razonar prescindiendo de todo soporte concreto, por lo que:

* Se comprende y utiliza la estructura algebraica de las isometrias del plano.
» Se hacen demostraciones formales completas: Se identifican la hipotesis, la tesis y la red de
implicaciones logicas que llevan al resultado. En particular, es de especial interés:
- El teorema de clasificacion de las isometrias: Toda isometria es uno de los siguiente

movimientos: Traslacion, giro, simetria o simetria en deslizamiento.
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2.6. Propuesta de ensefianza de las Traslaciones.

TRASLACIONES: NIVEL 1

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

1- Reconocimiento de la caracteristica de iSometria de la traslacion (el tamafo y la forma de

las figuras se conservan).

2- Reconocimiento y realizacion de traslaciones de manera directa sirviéndose de materiales
auxiliares (por ejemplo, una regla). Identificacion del tipo de desplazamiento (en linea
recta).

3- Descubrimiento y empleo de caracteristicas visuales de las traslaciones: Mantenimiento de

la inclinacion de la figura, ausencia de inversion.

4- Reconocimiento y realizacion de traslaciones en diferentes direcciones sin ayuda de

material auxiliar.

5- Utilizaciéon de vocabulario apropiado relacionado con las traslaciones: Traslacion,
direccion, figura trasladada, imagen, distancia, ...

-0-0-0-0-0-0-

En el primer nivel de razonamiento se entra en contacto con el objeto de estudio, en este
caso las traslaciones, y el razonamiento se basa en la consideracion global de las figuras y sus
movimientos, siendo éste fundamentalmente visual. Por lo tanto, todas las propiedades que se

pongan de relieve deberan estar basadas en atributos manipulativos o visuales.

Algunas de las propiedades de las traslaciones que tienen que ver con la forma de
movimiento (en linea recta) pueden ser percibidas por los estudiantes como similares a las de
otras transformaciones, como las homotecias o las simetrias, por lo que una parte del trabajo
inicial de introduccion de las traslaciones en el nivel 1 debe centrarse en diferenciar las

traslaciones de éstas.

La necesidad de un razonamiento de tipo visual motiva que la realizacion fisica de

movimientos por los estudiantes se convierta en el mejor medio de comprension de las
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traslaciones, lo cual conlleva la consideracion de dos aspectos: Dinamico (realizacion del
movimiento) y estatico (observacion de las figuras inicial y final). Por tanto, la realizacion
fisica del movimiento y las caracteristicas visuales de la colocacion de las figuras constituyen

la base de juicio en este nivel, y de ahi los objetivos 2 y 3.

Durante algun tiempo, muchos estudiantes requieren la ayuda de algiin material o medio
mecanico que les permita realizar de manera automadtica las traslaciones. Esta forma de
trabajo es necesaria para que puedan observar las caracteristicas de las traslaciones y, en las
experimentaciones que hemos realizado, ha consistido en trasladar figuras a lo largo de una

regla en cuyo borde estaban apoyadas.

El cuarto objetivo presenta la necesidad de explotar la componente fuertemente visual
de igualdad de inclinacion entre figuras trasladadas, consiguiendo un avance hacia la
adquisicion del nivel 2 de razonamiento, para lo cual es necesario que los estudiantes
empiecen a ser capaces de realizar movimientos de traslacion sin la ayuda de ningun material
auxiliar, lo cual podran comenzar a hacer una vez que hayan comprendido suficientemente el

significado de las propiedades fisicas de las traslaciones.

El objetivo 5 incide en la caracteristica del modelo de Van Hiele referente a que cada
nivel de razonamiento posee un lenguaje especifico. Ello incluye en este caso el aprendizaje
de términos nuevos y la unificacion de los significados atribuidos por el profesor y los
alumnos en torno a las traslaciones. Esto ultimo quiere decir que el profesor debera adaptar su
vocabulario (es decir, el vocabulario matematico usual) a las capacidades y posibilidades de
sus alumnos, pues en ocasiones, sobre todo con los mas pequefios, serd mas conveniente
emplear vocablos distintos, con el mismo significado, mas familiares para los nifos.
Asimismo, los alumnos modificaran o ampliaran algunas de las acepciones atribuidas a una

palabra o expresion.
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Fase 1 del Nivel 1

Objetivos:
1- Toma de contacto con el concepto de traslacion.

2- Informacién sobre los conocimientos previos elementales que puedan tener los alumnos

acerca de las traslaciones.

3- Toma de contacto con materiales de ayuda (la regla) y métodos informales empleados para

la realizacion de traslaciones (desplazamiento sobre la regla).

4- Informacién sobre el vocabulario que poseen los estudiantes al hablar de traslaciones,
unificacion de términos y significados entre profesor y alumnos e introduccion de

vocabulario especifico nuevo (direccion, linea recta, ...).

Actividades:

Al- Presentar ejemplos y contra-ejemplos de figuras trasladadas. En primer lugar se muestran
pares de figuras. Después se muestran grupos de mas de dos figuras. Pedir que los

alumnos expresen lo que entienden por traslacion.
A2- Dar y pedir ejemplos de traslaciones del entorno escolar y ajenos a la escuela.

A3- Utilizar una regla u otro tipo de soporte equivalente para deslizar una figura a lo largo de
su borde (utilizando figuras con alguno de sus lados totalmente apoyado sobre el

soporte). Pedir que los alumnos expresen como es el desplazamiento.
-0-0-0-0-0-0-

Una de las misiones de esta primera fase es permitirle al profesor obtener informacion
acerca del conocimiento que poseen sus alumnos sobre las traslaciones. Para ello, si éstos ya
las habian estudiado con anterioridad, el profesor, ademés de proponer las actividades que
acabamos de enunciar para la fase 1, puede ir seleccionando actividades de los sucesivos
niveles de razonamiento y formulando preguntas a los alumnos sobre los resultados que
esperan obtener o por qué han dado cierta respuesta, con el fin de averiguar donde empiezan

las carencias de sus alumnos.

A diferencia de lo que sucede en el caso de las simetrias o los giros, para las traslaciones

no hay ninglin material que, por si mismo o manipulandolo, produzca traslaciones de figuras y
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pueda servir como medio de verificacion de ese movimiento. Por ello, en la actividad Al
hemos optado por utilizar el método de ejemplos y contra-ejemplos, que se ajusta a la forma
visual de razonar en el primer nivel de Van Hiele. Si se trabaja con nifios pequefios, en la
presentacion deben aparecer no solo dibujos, sino también contornos de figuras que
correspondan a objetos o figuras recortadas en cartulina o papel, de manera que se puedan
situar encima de las de la lamina. Ademas de ello, es importante incluir casos en las mas
diversas posiciones, evitando limitarse a las estdndar, y con una separacion entre las figuras

diferente en casos distintos.

La secuencia de ejemplos y contragjemplos se ha mostrado eficaz en todas las
experimentaciones que hemos llevado a cabo. De hecho, todos los alumnos con lo que hemos
trabajado extrajeron la idea de que dos figuras trasladadas son las que "estan igual”, teniendo
esa expresion el significado de que no varia nada en la figura y de que se encuentran con la
misma inclinacién, idea correcta, puesto que ningin alumno presentd problemas

posteriormente en la identificacion de figuras trasladadas.

Los ejemplos del entorno real por parte de los alumnos (actividad A2), y la expresion de
lo que entienden por traslacion (actividades Al y A3) le han permitido al profesor, en las
experiencias realizadas, darse cuenta de la idea que se han forjado los alumnos sobre lo que es
una traslacion, asi como de unificar significados asignados por el profesor y por los alumnos.
Tal es, por ejemplo, el caso citado anteriormente, de "figura igual", con el significado de
figura con la misma inclinacion. Estas actividades son también utiles para ir perfeccionando
las expresiones empleadas por los alumnos, bien en esta fase o en las posteriores pues, como
todo intento de expresar verbalmente un concepto, obligan a los alumnos a prestar atencion a

las caracteristicas que consideran fundamentales.

En la actividad A3 se introduce el deslizamiento de figuras como método que permite
realizar traslaciones de forma ajustada. Este procedimiento lo han empleado todos los
alumnos que han participado en nuestras experimentaciones sobre traslaciones, no solamente
en las actividades de esta fase, sino también con posterioridad. De hecho, para algunos
alumnos ése método fue basicamente el utilizado durante varias sesiones, tanto en tareas de
reconocimiento como de realizacion de traslaciones. Por ello, es importante su aprendizaje y

utilizacion desde el primer momento, lo cual constituye el objetivo de la actividad A3.
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Fase 2 del Nivel 1

Objetivos:

1- Reconocimiento de las caracteristicas de las traslaciones de ser isometrias (no cambia el

tamafo ni la forma) y de conservar la orientacion.

2- Introduccién y utilizacioén correcta de vocabulario basico: Figura trasladada, traslacion,

linea recta, ...

3- Empleo correcto de un soporte para deslizar una figura por una traslacion o para identificar

figuras trasladadas. Obtencion de lineas alternativas de deslizamiento.

4- Identificacion visual de grupos de figuras trasladadas o no trasladadas. Justificaciones

visuales y manipulativas.

5- Identificacion de elementos homologos de dos figuras trasladadas (vértices, lados, otros

puntos con caracteristicas visuales concretas).

Actividades:

A1l- Trasladar una figura sobre la linea marcada utilizando un soporte para el deslizamiento.

Dibujar otras lineas validas para el desplazamiento.

Vs e B e

B
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A2- Dado un conjunto de figuras, reconocer las figuras que se corresponden mediante una
traslacion, sirviéndose y sin servirse del deslizamiento de la figura (se incluyen figuras
de diferente tamafio, forma y orientacion de sus angulos).

A3- Dadas dos figuras trasladadas, deslizar una hasta la otra (con o sin ayuda de un soporte).
Marcar un punto o lado sobre la figura original. Marcar el correspondiente en la figura
trasladada. Unirlos por una linea que represente el recorrido de ese elemento.

S0-0-0-0-0-0-

En las tres actividades de esta fase se realizan deslizamientos de figuras, cuya finalidad
es doble: Ayudar a que los estudiantes lleguen a asimilar las caracteristicas dinamicas y
visuales de las traslaciones y proporcionarles destreza en esta técnica que les permitira, desde

el primer momento, realizar fisicamente las traslaciones.

En todas las experimentaciones realizadas, incluso en Magisterio, hay constancia del
arrastre de las piezas para efectuar o verificar traslaciones; en ocasiones se utilizaba un
soporte para ello -regla- pero en las mayoria de los casos no. En 3° de E.G.B. ese método del
arrastre prevalecio sobre los demas, en 6° de E.G.B. su uso se fue haciendo menos frecuente y
en Magisterio casi desaparecio, siendo las alumnas de este ultimo curso conscientes, tras las

primeras actividades, de su imprecision.

Cabe destacar que en la experimentacion de Magisterio fueron las propias alumnas las
que propusieron en las primeras actividades (la segunda, concretamente) el empleo de un
soporte para identificar figuras trasladadas. En concreto, la profesora pide un método que
asegure que las identificaciones que han realizado las alumnas sobre figuras trasladadas son

correctas. Las propuestas de las alumnas son:

Merche: Yo cogeria la regla la coloca como soporte entre las figuras correspondientes. S
hay una linea que ... [no acaba la frase]. S un punto estd sobre la regla, pero
trasladado [entonces si hay traslacion].

Ara: Yo pondria asi la regla, formando dos
paralelas [situa dos reglas paralelas, de
manera que las figuras quedan entre
ellas, tocandolas, como se aprecia en el
dibujo].

Como la tendencia natural de los
estudiantes (sobre todo de los mas pequefios)

es apoyar un lado completo de las figuras

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 45

sobre la linea soporte para deslizarlas, tanto en la actividad A1 como en las actividades
siguientes, se han incluido pares de figuras con las que es factible efectuar la traslacion de esta

manera y otros pares en los que solo se puede apoyar un punto en la guia.

Entre las figuras empleadas en la actividad A2 se incluyen algunas de diferente tamaio,
forma y orientacion, con lo cual se trabaja el primer objetivo. La variacion de forma no se
incluyo en las experimentaciones realizadas, pero en esta propuesta si se tiene en cuenta esa
caracteristica para cubrir por completo este aspecto del concepto de traslacion, que es

reconocible mediante un analisis visual.

Después de haber realizado las actividades de la fase 1 y la actividad A1l de esta fase,
los estudiantes de todos los cursos con los que hemos experimentado han resuelto con
facilidad la actividad A2. Las explicaciones dadas por los nifios de 3° y 6° de E.G.B. para
justificar su eleccion de los pares de figuras trasladadas o no trasladadas fueron anélogas y
siempre se referian a atributos de posiciones o de movimientos: Que se repiten igual, No esta
igual, Son dos figuras iguales y miran hacia el mismo lado, Esta mira hacia aca y esa hacia
alla, Estan cada uno de una forma [quiere decir en una posicion]. Que todos los dibujos
miran hacia el mismo sitio, ... Las estudiantes de Magisterio resolvieron esta actividad sin
ninguna dificultad y en sus explicaciones utilizaban términos matematicos como: Estan sobre
unalinea [recta]. Forman paralelas, No esta girada, ...

El segundo objetivo no es especifico de ninguna actividad concreta, sino de todas ellas.
A lo largo de las sucesivas actividades, el profesor debe ir modificando el vocabulario de los
estudiantes para sustituir los términos imprecisos que suelen utilizar por otros mas correctos.
Esto es especialmente importante con los nifios de los cursos inferiores, ya que son los que
tienen menos desarrollados el vocabulario matematico. Un comentario andlogo sobre este
objetivo se puede hacer para los otros niveles de razonamiento, asi como para las simetrias y

los giros.

En la experimentacion de 3° de E.G.B., se pone claramente de manifiesto la
conveniencia de trabajar en la identificacién de puntos y lados homologos (actividad 3) como
paso previo a la realizacion de algunas de las actividades propuestas en la fase 4: En el caso
de algunas figuras en ejercicios de la fase 4, con las que algunos nifios han tenido problemas,
la identificacion indicada anteriormente permite realizar correctamente las traslaciones
pedidas (los ejercicios consisten en trasladar una figura, de manera que un lado o punto
prefijados se situen sobre otro dado). El proceso de ensehanza para que los alumnos hagan
corresponder correctamente los elementos homologos incluye el deslizamiento de la figura

siempre que sea necesario.
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La identificacion de varias lineas para el
deslizamiento también tiene que ser objeto de
ensefanza en esta fase del primer nivel. Ello se
puede comprobar en el caso de Fernando,
alumno de 3° de E.G.B.: Algunas situaciones
las resuelve bien, pero no todas. En el dibujo
de la derecha se aprecian varias de sus
soluciones para un par de figuras. Sin
embargo, la orientacion dirigida, en la que el
profesor hace que Fernando deslice la figura
tantas veces como quiera, parece resultar

efectiva.

La identificacion como homologos de los puntos iguales de las figuras original y
trasladada no es inmediata. También ahora se puede apreciar como Fernando sélo descubre
esta propiedad después de una instruccion dirigida en la que el profesor marca, y hace que el
nifio marque también, pares de puntos homologos (vértices, 0jo, boca, ...) y que verbalice lo
que observa. No obstante, cuando ya asocia correctamente los pares de puntos, Fernando

sigue necesitando desplazar una figura antes de unir los puntos mediante una recta.
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Fase 4 del Nivel 1

Objetivos:

1- Utilizar las caracteristicas visuales y los procedimientos de realizacion de traslaciones que
se pusieron de manifiesto en la fase 2, en otras situaciones en las que los estudiantes
deban emplear, aunque sea implicitamente, algunas propiedades matematicas que se
haran explicitas en el nivel 2, tales como el paralelismo de segmentos de las figuras

trasladadas o la asociacion de un vector al desplazamiento la traslacion.

Actividades:
Al- Trasladar una figura de manera que un lado concreto de la figura se sitlie sobre un
segmento dado de la misma longitud (siempre hay solucién).

Realizar otro ejercicio analogo al anterior, pero siendo ahora los propios alumnos

quienes elijan y dibujen dicho segmento.

Proponerles a los alumnos un ejercicio analogo al primero, pero en el que no exista

siempre solucion.

s

Y
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A2- Trasladar una figura de manera que el punto marcado se sitiie sobre un punto dado.

S |t

A

A3- Colocar piezas continuando un friso cuyo inicio se da.
Construir varios frisos diferentes, creados libremente por los estudiantes.
Identificar piezas que claramente (es decir, que se aprecia visualmente) estdn mal

situadas en un friso.
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Al comentar las actividades correspondientes a la fase 2 ya indicamos la conveniencia
de que los alumnos identificaran elementos homologos, para que fueran conscientes de esa
propiedad y la pudieran emplear en situaciones como las planteadas en las actividades Al y
A2 de la fase 4. Estas actividades no son tan sencillas como pudieran parecer, pues incluso en
6° de E.G.B. y Magisterio hubo estudiantes que cometieron errores al no ser capaces de
asociar el punto marcado en la lamina con el punto correcto de la figura imagen. Ademas, hay
ejercicios de estas actividades en los que algunos estudiantes de cada curso sitian la figura
imagen girada respecto de la original, si bien se dan cuenta de estos errores en cuanto el

profesor hace algiin comentario, y los corrigen por si mismos.

El reconocimiento del paralelismo de segmentos que se corresponden por una
traslacion, en especial de los lados de las figuras que hemos empleado, corresponde al primer
nivel de razonamiento, ya que es una de las caracteristicas visuales de ese movimiento. De
hecho, todos los alumnos muestran desde el principio que han observado y asumido esa
propiedad cuando insisten en que las figuras deben estar "igual", refiriéndose con ello a que
deben tener la misma inclinacion, es decir que sus lados deben ser paralelos. No obstante,
puntualmente cometen errores al respecto, ocasionados por general por prestar atencion a
otras caracteristicas, pero que se resuelven en cuanto se fijan, tal como hemos sefialado en el

parrafo anterior.

Como ejemplo de la forma de actuar de los estudiantes de los diferentes grupos de las
experimentaciones, podemos describir al de 6° de E.G.B., cuyas las alumnas resolvieron bien
la mayoria de los casos de las actividades A1 y A2, pero no todos. Los mas destacados son
(actividad 6 de la experimentaciéon) una incorreccion en la inclinacidon (por parte de
Inmaculada, que es la alumna de este grupo que requeria mas ensefianza) y no situar el vértice
correspondiente sobre el punto indicado (por parte de Iciar); en los dibujos que incluimos tras
este parrafo mostramos los errores de Iciar. Posiblemente, si se hubiera incluido previamente
una actividad como la A3 de la fase 2, este ultimo error, no relacionar correctamente los
puntos homologos, se habria evitado. En cuanto al error de inclinacion, so6lo lo comete
Inmaculada en una figura, lo cual hace pensar que en general si tiene asumida la permanencia
de inclinacion, pero también muestra la necesidad de incluir suficiente cantidad de ejercicios
anteriormente, en la fase 2, para que los estudiantes asimilen completamente esta

caracteristica y la tengan siempre en cuenta.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 51

LE

Los casos mdas problematicos para los
estudiantes son aquéllos en los que la figura
original y la imagen se superponen. Esta u '
dificultad, que se encuentra presente también
al hacer giros y simetrias, la hemos podido %

e

observar en todos los grupos de estudiantes

con los que hemos trabajado, con mas o menos
frecuencia segun los cursos de E.G.B. en los
que se encontraban. Creemos que se debe a
una tendencia generalizada a evitar la
colocacion de una figura sobre otra, lo cual se ha puesto claramente de manifiesto en el grupo
de 3° de E.G.B., donde Lorena resuelve sin dificultad los casos de traslaciones en los que la
imagen no toca la figura original, pero comete errores cuando la imagen debe superponerse a
la original (ver dibujo). Una vez bien resuelto el ejercicio, con la ayuda del profesor, Lorena
comenta: Queda mal porque se queda una encima de la otra.

La realizacion o continuacion de frisos de la actividad A3 se experimentd en 3° de
E.G.B. y en Magisterio. Los alumnos de ambos grupos construyeron bien todos los ejemplos
(trabajando con una apreciacion plenamente visual los estudiantes de 3° y mas matematica los
de Magisterio). El ejercicio de identificacion de piezas mal colocadas en frisos so6lo se utilizo
en la experimentacion de Magisterio, pero en este caso se exigieron justificaciones de nivel 2.
Sin embargo, tras analizar las grabaciones de las experimentaciones, hemos considerado mas
adecuado incluirlo entre las actividades correspondientes a la cuarta fase del nivel 1, para

permitir una ejecucion basada en las caracteristicas visuales del nivel 1 y, al mismo tiempo,
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propiciar el uso de componentes y propiedades matematicas por parte de los estudiantes que

hayan iniciado la adquisicion del nivel 2.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 53

TRASLACIONES: NIVEL 2

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:
1- Descubrimiento, reconocimiento y utilizacién adecuada de:

a) Las propiedades que caracterizan las traslaciones: Direccion, sentido y longitud del

movimiento. Representar esas caracteristicas mediante un vector.
b) Las tres componentes de un vector para realizar la traslacion asociada.

c) El paralelismo y la igualdad de longitudes de los segmentos que unen cada punto de una

figura y su imagen.

2- Utilizacion de la notacidon y el vocabulario matematicos para identificar o referirse a

puntos, traslaciones, vectores, etc. (P, P', a, Ty, ...).
3- Utilizacion explicita de la definicion de traslacion en las explicaciones.

4- Identificacion de las traslaciones mediante mediante las coordenadas del vector libre
asociado. Realizar traslaciones de figuras a partir de las coordenadas del vector de

traslacion.

5- Realizacion de composiciones de traslaciones y generalizacion del resultado. Utilizacion de
la traslacion resultante de una composicion. Descubrimiento de la conmutatividad de la

composicion de traslaciones.

6- Descubrimiento y verificacion, a partir de ejemplos, de otras propiedades de las

traslaciones.
-0-0-0-0-0-0-

La caracteristica basica del razonamiento de nivel 2 consiste en el descubrimiento y
utilizacion explicita de los elementos y propiedades matematicos de las diferentes isometrias
como base de los juicios que desarrollan los estudiantes. Si nos centramos en las traslaciones,
los elementos que constituyen su caracterizacion matematica son la longitud recorrida, la

direccion del desplazamiento y el sentido en que se realiza el desplazamiento. Por ello, estos
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elementos deben ser los primeros objetos de estudio (objetivo 1), tanto su descubrimiento
como su utilizacion. Con el fin de que los estudiantes identifiquen claramente cada una de las
tres componentes de los vectores de traslacion, en primer lugar se trabaja sobre cada uno de
ellos independientemente (objetivo 1a). S6lo después de que los estudiantes sean capaces de
reconocer y usar las tres componentes, se introducira el concepto de vector de traslacion
(objetivo 1b).

Este tipo de actividad es adecuado para el nivel 2 de razonamiento, ya que se basa en
establecer una relacion directa entre las propiedades matematicas representadas graficamente
por el vector y las propiedades matematicas que caracterizan las traslaciones. Ademas, aunque
es necesario que los estudiantes utilicen simultaneamente las tres componentes de un vector
de traslacion, no hay ninguna relacion de dependencia ldgica entre ellas, por lo que su

consideracion no requiere el razonamiento 16gico propio del nivel 3 de Van Hiele.

La adquisicion del segundo nivel de razonamiento se basa, en buena parte, en el uso por
los estudiantes del vocabulario matematico para expresar sus resultados o conclusiones y para
comunicarse con el profesor y los demds estudiantes. Por este motivo, el objetivo 2 nos
recuerda que debemos prestar atencion a la forma de expresion de los estudiantes durante
todas las actividades de las sucesivas fases de este nivel, procurando que vayan abandonando
el vocabulario informal propio del nivel 1, si bien tratando de evitar que la adquisicion del
nuevo vocabulario les cree dificultades adicionales. El vocabulario adecuado al nivel 2
incluye la identificacion matematica, oral y escrita, de los elementos que intervienen en la
realizaciébn y representacion simbolica de las traslaciones: Puntos, traslaciones,

composiciones, vectores, ...

El aprendizaje y uso por los estudiantes del vocabulario matematico relativo a las
traslaciones se complementa con la capacidad para definir en estos términos la traslacion
(objetivo 3), dando una lista de propiedades suyas, y para utilizar la definicion como elemento
de sus justificaciones. La utilizacion explicita de la definicion de traslacion sirve también para
que los estudiantes aprendan a diferenciar mas claramente las propiedades generales de las

traslaciones de aquéllas que sélo lo son de una traslacion concreta.

Ademas de la vision directa de una traslacion, que conduce a la consideracion del vector
asociado, se puede interpretar ese movimiento mediante su descomposicion en un
desplazamiento horizontal y otro vertical, lo cual estd directamente asociado a las
coordenadas del vector de traslacion. Este tratamiento encuentra un contexto natural cuando
se trabaja sobre cuadricula y permite obtener propiedades de las traslaciones a partir de las
relaciones numéricas correspondientes. Ambos enfoques estan estrechamente vinculados vy,

aunque es posible prescindir del ultimo, pensamos que tiene interés su inclusion como
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objetivo de ensefianza (objetivo 4), ya que permite descubrir y analizar propiedades y

relaciones desde una perspectiva analitica.

Estas dos perspectivas estan claramente influidas por los conocimientos que tengan los
alumnos sobre vectores y sobre el conjunto de los nimeros enteros. En particular, los alumnos
que comprendan y utilicen adecuadamente los sistemas de coordenadas y los vectores libres,
su suma y las relaciones entre las coordenadas de los vectores, solo tendran que hacer una
transferencia de sus conocimientos al campo de las traslaciones, mientras que los alumnos que

no hayan recibido ensefianza sobre vectores tendran que ir descubriendo cada relacion.

En lo que concierne a la influencia de los conocimientos de los estudiantes en el campo
de los nimeros enteros, hay que tener en cuenta que varia la forma de instruccion a realizar
seglin que conozcan 0 no los nimeros negativos y sepan o no sumarlos y restarlos. De las
experimentaciones que hemos realizado se desprende que los estudiantes de E.G.B. que no
conocian previamente el sistema de coordenadas cartesianas eran capaces de generar
espontaneamente sistemas de coordenadas alternativos, formados por numeros naturales
acompanados de referencias a la direccion del desplazamiento (a la derecha/izquierda y hacia

arriba/abajo).

Uno de los objetivos del nivel 2 de razonamiento es desarrollar las dos perspectivas
indicadas anteriormente, por lo cual en las unidades de ensefianza se propondran actividades
en las cuales no se utilicen coordenadas, mientras que en otras (o en las mismas) el trabajo se

efectia a través de las coordenadas.

Conocido un tipo de movimiento, los alumnos pueden pasar a su aplicacion reiterada,
esto es, a realizar composiciones en las que intervenga ese movimiento. En el caso de las
traslaciones, uno de los objetivos del nivel 2 debe ser observar experimentalmente el resultado
de mover una figura sucesivamente mediante varias traslaciones y encontrar el movimiento
resultante de dicha composicion (objetivo 5). Los resultados obtenidos en varios ejemplos les
permiten, a los estudiantes que estdn iniciando el razonamiento de nivel 2, generalizar los
resultados y enunciar de forma abstracta la propiedad subyacente. Por ello, también se puede
obtener la regla de calculo de las coordenadas de la traslacion resultante de una composicion y

aplicarla directamente.

Analogamente, la generalizacion de resultados experimentales les permite a los alumnos

darse cuenta de la conmutatividad de la composicion de traslaciones (objetivo 5).

El objetivo 6 hace referencia a una de las finalidades del nivel 2 de razonamiento:

Procurar que los estudiantes aprendan una variedad de propiedades matematicas que formaran
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la base para su aprendizaje en la cuarta fase del nivel 2 y en los niveles siguientes. Est4 claro
que, ademas de propiedades directamente encaminadas a la construccion y caracterizacion del
concepto de traslacion, como las especificadas en algunos de los objetivos de este nivel,
interesa que los estudiantes descubran otras y se familiaricen con ellas, para profundizar de
esa manera su conocimiento de tipo analitico y algebraico de las traslaciones. Un ejemplo es

la obtencion de las coordenadas de la traslacion inversa a una dada.
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Fase 1 del Nivel 2

Objetivos:

1- Obtener informacién de los conocimientos que tienen los alumnos sobre traslaciones, y en
particular sobre vectores, suma de vectores, coordenadas, nlimeros enteros y suma y resta

de nimeros enteros.

2- Obtener informacion de los conocimientos que tienen los alumnos rectas paralelas, sus

propiedades y el trazado de estas lineas.

3- Proporcionar una unidad complementaria de ensefianza sobre rectas paralelas y su trazado,

si fuera necesario.

Actividades:

A1- Dadas varias rectas, de diversas inclinaciones, dibujar rectas paralelas a ésas, utilizando
herramientas adecuadas: Regla, escuadra y cartabon. Si los alumnos saben usar el

compas, utilizar también este material.
-0-0-0-0-0-0-

La utilidad de esta primera fase del nivel 2 y su forma de desarrollo dependen en gran
medida de si se trata de estudiantes con los que se empieza a trabajar en este momento en las
traslaciones o, por el contrario, son estudiantes que han llegado al nivel 2 como consecuencia
del trabajo previo con las unidades de ensefianza del nivel 1. En el primer caso, el profesor
debe comprobar qué conocimientos previos tienen sus alumnos y cudl es su nivel de
razonamiento, por lo que el bloque de actividades de esta fase debe estar formado por la
actividad Al enunciada aqui junto a otras actividades de las diferentes fases del nivel 1y
algunas de los niveles 2 y 3. De esta manera, el profesor puede conocer el nivel de
razonamiento de sus alumnos y, al mismo tiempo, éstos van tomando contacto con los

diferentes elementos y materiales de trabajo.

En el segundo caso, que es la situacion que ha tenido lugar en todas nuestras
experimentaciones, el trabajo en esta fase se puede limitar al tema planteado en la actividad
A1, sobre el concepto de paralelismo y el trazado de rectas paralelas. En todos los cursos en
los que hemos experimentado isometrias, se ha puesto de manifiesto la necesidad de disponer
de un método eficaz par trazar paralelas. Siempre hemos utilizado regla y escuadra, pero estos

materiales presentan problemas, pues se requiere bastante tiempo hasta que los alumnos de
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E.G.B. y algunos universitarios los dominan, por lo que, en nuestras experimentaciones, se
convirtieron en una fuente de errores para los nifilos que no sabian usarlos bien antes de
empezar las actividades de la fase 2. Por ello, es conveniente dotarles a los estudiantes de la
destreza suficiente para poder trazar paralelas antes de comenzar los ejercicios de traslaciones

en los que se deba aplicar.

Para estudiantes que tengan especiales dificultades en el manejo de los instrumentos
citados anteriormente, seria interesante disponer de algin material alternativo. Existe en el
mercado un instrumento especialmente disefiado para trazar paralelas y perpendiculares,
formado por una regla y un rodillo que le permite desplazarse perpendicularmente, pero cuyo
uso estd poco extendido. También se puede pensar en el disefio de algiin material facil de
construir y barato; por ejemplo, se podria emplear una hoja de plastico transparente,
cuadriculada, suficientemente rigida como para que su borde sirviera de regla. Ese material no
lo hemos experimentado, pero creemos que su manejo seria bastante sencillo para los
estudiantes de E.G.B.
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Fase 2 del Nivel 2

Objetivos:

1- Descubrir y utilizar el paralelismo y la igualdad de longitudes de todos los segmentos que

unen puntos homodlogos mediante una traslacion.

2- Descubrir y utilizar como caracteristicas de una traslacion la longitud, la direccion y el

sentido del desplazamiento mediante la traslacion. Introducir el vector de traslacion.

3- Comprender el significado del concepto de vector libre correspondiente a una traslacion.

Utilizar vectores libres para aplicar y determinar traslaciones.

4- Aprender a aplicar una traslaciéon concreta a un punto por procedimientos exactos.
Comprender la independencia del punto elegido para aplicar el vector de una traslacion y

calcular la imagen.

5- Descubrir y utilizar las coordenadas del vector de una traslacion. Identificar y aplicar

traslaciones mediante las coordenadas de sus vectores.

6- Comprender y utilizar la notacién estandar de las traslaciones, Tyector, ¥ €l vocabulario

basico asociado.

Actividades:

Al- (La lamina consiste en pares de figuras trasladadas; en algunos pares la traslacion es la
misma; entre otros la diferencia estd sélo en la longitud, direccion o sentido; entre otros
la diferencia son 2 6 3 caracteristicas). Marcar varios puntos de la figura A y unirlos
mediante segmentos con sus respectivas imagenes en la figura A' mediante la traslacion.
Marcar en todos los segmentos, mediante una flecha en el extremo correspondiente, el
sentido del movimiento de la traslacion. (Abrir un didlogo sobre las regularidades y
propiedades observadas. Introducir el concepto de vector asociado a la traslacion).

Copiar, en lugar separado de las figuras, el vector que indica cudl ha sido la
traslacion.

Repetir el ejercicio con otros pares de figuras trasladadas. Pedir a los estudiantes una
prevision de lo que va a suceder. ;En qué se diferencian los vectores de los pares de
figuras ... y ...? {Son iguales algunos vectores de distintos pares de figuras?

(Pedir a los estudiantes que especifiquen los datos que necesitan para determinar una

traslacion).
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A2- El vector vV que hay en la ldmina se ha obtenido copiando, en un lugar separado de las
figuras, los vectores que unen puntos correspondientes de la figura A y de su imagen,
pero la figura imagen se ha borrado. Tratar de colocar la imagen de A por esa traslacion.

Trasladar la figura B de forma que el vector de la traslacion sea también V.

Repetir el ejercicio con otros vectores y figuras dados en la lamina.

A \/\

E

A3- Para trasladar la figura A, José ha elegido el vértice P, a partir del cual ha situado el
vector de la traslacion. Ara va a realizar la misma traslacion, pero utilizando el vértice

Q. ;| Doénde situara la imagen de la figura? ;Por qué? Justificalo.
8 g g Lrorq

A4- Aplicar a las figuras de la lamina las traslaciones cuyos vectores se dan.
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e R

| 7 4

AS- Marcar un punto de la figura A y su homoélogo de la figura B. Indicar cuanto hay que
mover la figura A (en horizontal y en vertical) para trasladarla hasta la figura B.
Repetir el ejercicio con otros puntos de la figura A. Comparar los resultados y extraer
consecuencias.
Dibujar el vector de la traslacion y anotar la cantidad de cuadrados que hay, en

horizontal y en vertical, desde el origen hasta el final del vector.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.




Ensefianza de las Isometrias del Plano. 62

nz)

e

Ex

7

=

A6- Aplicar a la figura A la traslacion que la mueve 3 cuadros hacia la derecha y 5 cuadros
hacia abajo, usando el vértice P como punto de partida. Conjeturar y verificar donde se
situard la imagen de A si se cuenta desde el vértice Q. ;Y si se cuenta desde el punto R?
(R esta situado el interior de la figura). Dibujar después el vector de esta traslacion.

Dibujar los vectores de las traslaciones!: (2 a la izquierda, 5 abajo); (4 a la derecha,
nada en vertical); (nada en horizontal, 6 abajo); (6 a la derecha, 2 arriba). Aplicar cada

una de estas traslaciones a alguna de las figuras de la lamina.

A7- Dar las coordenadas de cada uno de los vectores que hay en la lamina. Decir cuéles
corresponden a la misma traslacion y explicar por qué. (Introducir el concepto de

vectores equivalentes).

1 Sj 1os estudiantes saben trabajar con nimeros enteros, se sustituira lo antes posible la notacion de direcciones

por los nimeros positivos y negativos, presentando este cambio como un convenio para economizar esfuerzo.
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B

A8- Dar las coordenadas de los vectores de las traslaciones que llevan la figura A hasta cada

una de las otras figuras de la lamina.

b AR

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.




Ensefianza de las Isometrias del Plano. 64

A9- Colocar una figura A sobre una hoja cuadriculada y colocar su imagen por medio de la
traslacion de vector! (3, -1). Colocar en otro lugar de la misma ldmina otra figura B y su
imagen por esa misma traslacion. Repetir el ejercicio con las traslaciones de vectores

(-4, -4), (0, 5) y (-3, 0). Observar los resultados y plantear conclusiones.
-0-0-0-0-0-0-

El anélisis de los resultados obtenidos en los cursos en que hemos experimentado la
unidad de ensefianza de las traslaciones es la base sobre la que descansa la propuesta de
actividades de la fase 2 que hacemos aqui. Esta propuesta va encaminada a conseguir la
comprension por los estudiantes de las traslaciones en términos de sus caracteristicas y sus
coordenadas, asi como a procurar que comprendan y utilicen el vector libre como resumen de

las caracteristicas de la traslacion.

Con las actividades propuestas a los estudiantes a lo largo de la fase 2 del segundo nivel
de razonamiento se pretende que éstos adquieran la vision de las traslaciones en términos de
sus elementos matematicos caracteristicos y que desarrollen las destrezas basicas para su
aplicacion desde ese punto de vista: Utilizaciéon del vector libre y consideracion de las
coordenadas. Estas destrezas son las que les deben permitir posteriormente a los estudiantes,
en las actividades de la fase 4, realizar por si mismos actividades que les conduciran al
descubrimiento de otras propiedades mas complejas (composicion de traslaciones,

conmutatividad, etc.).

Como se desprende de los resumenes de las experimentaciones que hemos realizado, las
cuales presentamos en el anexo I de esta memoria, la introduccion del vector libre como
representante de la traslacion requiere que los alumnos hayan asimilado con anterioridad la
propiedad inversa: Realizada una traslacion, existe un vector que representa esa traslacion; la
comprension de esta propiedad por los estudiantes supone, ademas, que sean capaces de
dibujar el vector a partir de diferentes puntos de la figura original y también en una posicion
alejada de dicha figura. También hemos podido comprobar en las experimentaciones que es
necesario disefiar actividades expresamente dirigidas a desvincular las traslaciones de las
figuras concretas sobre las que se aplican. Por eso, una parte de la actividad Al consiste en
dibujar los vectores de las traslaciones en varios puntos diferentes y en lugares separados de

las figuras correspondientes.

1 Con alumnos que no utilizan niimeros negativos, el profesor debe modificar el enunciado convirtiendo los

vectores a la notacion de direcciones.
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La idea de que unas traslaciones pueden diferenciarse de otras por la longitud recorrida,
la direccion o el sentido del movimiento se introduce también en la actividad A1, mediante la
comparacion de las caracteristicas comunes y diferentes de los vectores de diversas
traslaciones, ya que estas propiedades forman la base sobre la que se apoyan los conceptos
matematicos de traslacion y de vector. En los diversos ejercicios propuestos, algunas veces las
traslaciones se diferencian s6lo en una caracteristica, mientras que otras se diferencian en dos

o las tres caracteristicas.

Es evidente que, previamente a la comparacion de esas caracteristicas, los estudiantes
tienen que asumir el hecho de que, cuando se hace una traslacion, los segmentos que se
forman al unir puntos con sus respectivas imagenes son todos paralelos y de la misma

longitud. Por esta razon, la primera parte de la actividad A1 consiste precisamente en eso.

La experimentacion llevada a cabo en 3° de E.G.B. contemplaba en la secuencia de
actividades, entre otras, a) unir puntos homologos, b) reconocer que los segmentos obtenidos
en a) son paralelos y de igual longitud, c) dibujar, separado de las figuras, un segmento igual a
los que unen puntos homologos, y d) utilizar el segmento (sin sentido) que define una
traslacion para mover algunas figuras. Pero los alumnos se encontraban todavia en el nivel 1
de Van Hiele y por ello resultd imposible que trabajaran basdndose en las caracteristicas de
paralelismo e igualdad de segmentos entre puntos homologos. Solamente uno de los alumnos,
que comenzaba a razonar en el nivel 2, fue capaz de utilizar esas propiedades y algunas
caracteristicas del vector libre después de que se le mostrara mediante un ejemplo cémo

hacerlo.

En la experimentaciéon de 6° de E.G.B., la introducciéon a la idea de igualdad de
traslaciones se presentd de otra manera: Tras realizar una traslacion sobre una figura, se pedia
a los alumnos que aplicaran "la misma" traslacion sobre otra figura. No se habian realizado
con anterioridad ejercicios, consistente en comparar segmentos que unieran puntos con sus
imagenes por traslaciones diferentes, por lo que los alumnos no interpretaron el significado de
la pregunta en los términos deseados. No obstante, todos ellos, mediante instruccion guiada de
la profesora, llegaron a entender lo que se les pedia y mostraron comprender correctamente el

significado del vector libre cuando se les presentd por primera vez en la sesion siguiente.

En este curso se pudo ver con claridad, ademas, que la comprension de la idea de
independencia del punto elegido para aplicar la traslacion (estudiada en la actividad A3) es
otra de las propiedades basicas de las traslaciones, que no es evidente ni intuitiva para los
estudiantes y que requiere una instruccion dirigida especifica, quiza debido a que visualmente
produce una idea erronea. Por lo tanto, hay que presentar a los estudiantes esta propiedad

mediante métodos adecuados al comienzo del razonamiento de nivel 2, los principales de los
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cuales son la realizacion de ejemplos por los estudiantes y la verificacion de los resultados.
Entre los alumnos de 6° se puede ver que Rebeca (que tenia un nivel de razonamiento mas
alto, avanzando por el nivel 2) enseguida comprendi6é y empezo a utilizar la independencia,
mientras que sus compaferas mostraron practicamente hasta el final de la experiencia una
tendencia a usar con cierta frecuencia la concepcion visual (propia del nivel 1 y errénea en el
nivel 2) de dependencia del punto elegido. Por ejemplo, al realizar una actividad de
composicion de traslaciones algun tiempo después (actividad 12 de la experimentacion de 6°

de E.G.B.), la profesora plantea el tema de la independencia de los puntos elegidos:

Prof. [a Marta]: YO veo que Siempre marcais un punto [un vértice] para empezar en ese
punto. ¢Y qué pasa Si N0 marcais un punto?

Marta: Pues que |o podemos hacer desde otro vérticey no saleigual.

Prof.: Probad ahora. T [a Inmaculada] prueba haciéndolo [la misma traslacion] desde este
punto y ti [a Marta] desde éste.

Inmaculada [tras hacer la traslacion]: Sale en e mismo sitio.

Marta: Nos saleigual.

Prof.: ¢Y S cogierais otro veértice?

Marta: Seguramente saldria igual.

Prof.: ¢Seguramente? ¢No estais seguras? A ver, probad.

Marta: S, saldra lo mismo. Espera, vamos a hacerlo.

En la experimentacion de Magisterio si hubo ejercicios consistentes en unir puntos
homologos y comparar los segmentos, pero no se les pidi6 a las alumnas que copiaran el
vector en un lugar separado de las figuras. Poco después, cuando se les pidio por primera vez
que realizaran una traslacion representada por un segmento libre, separado de la figura a
trasladar, las alumnas no supieron utilizar sus caracteristicas y de las respuestas que dieron en
esta actividad se desprendi6 claramente que la actividad de copiar el segmento de la traslacion

distante de la figura habria sido efectiva.

En efecto, el primer intento de Merche y Ara en esta actividad fue resolverla como otra
actividad anterior (Al de la fase 4 del nivel 1) en la que debian mover la figura hasta situar
uno de sus lados sobre el segmento dado. En este caso su respuesta fue que no habia solucion
porque el segmento dado no era paralelo a ninglin lado de la figura. También pensaron que
habria que trasladar un vértice de la figura hasta un extremo del segmento, por semejanza con
la actividad A2 de la fase 4 del nivel 1. En vista de las respuestas, la profesora les present6 a
las alumnas una lamina de alguna actividad anterior en la que se veia como son los segmentos
que unen puntos homdlogos y, a partir de ella, realizaron la actividad de dibujar un segmento

representando la traslacion separado de las figuras. Desde ese momento, Merche entendi6 el
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significado del segmento libre, que utilizdo bien salvo algliin error puntual, pero Ara tuvo

dificultades durante algin tiempo para utilizar correctamente la direccion de la traslacion.

En Magisterio no se puso de manifiesto el error de la dependencia del punto elegido
para realizar o definir una traslacion. Esto se pudo deber, en parte, a que en esta
experimentacion la profesora solo realizé preguntas directas sobre esa propiedad cuando ya se
habian resuelto numerosas actividades de nivel 2. Otro posible motivo es que el método
empleado usualmente por estas alumnas para trasladar las figuras consistia en obtener las
imagenes de dos vértices, en vez de la imagen de un solo vértice y colocar la figura imagen

paralela visualmente a la original.

Por todo ello, como hemos indicado antes, los ejercicios incluidos en las actividades Al
y A2 son importantes para facilitar la comprension del vector libre, cuyo aprendizaje se
completa mediante las actividades A3 y A4. Las actividades A2 y A3 son dos pasos
intermedios entre la obtencion directa del segmento o vector de la traslacion (realizada en A1)
y la aplicacion a una figura de una traslacion definida por su vector (actividad A4). También
hemos considerado necesario incluir como objetivo directo en algunas actividades la
propiedad de independencia del punto elegido en la realizacion de traslaciones, tanto cuando

se realizan graficamente (A3), como cuando se realizan mediante las coordenadas (A6).

La introduccion de las coordenadas de una traslacion también requiere ensefianza
dirigida especifica, aunque deberd ser distinta segiin los conocimientos que tengan los
estudiantes sobre nimeros enteros y sobre vectores. Este es el objetivo de la segunda parte de
las actividades, desde la A6. En las experimentaciones llevadas a cabo en 6° de E.G.B. y en
Magisterio, hemos tenido las dos situaciones opuestas de no conocer y conocer bien,

respectivamente, ambos conceptos.

Hemos podido comprobar que los estudiantes que no conocen los niimeros enteros ni
los vectores si son capaces de generar y utilizar un sistema de coordenadas cartesianas, en el
que se mantiene la idea de par de datos, pero donde los signos +/- deben sustituirse por
indicaciones de desplazamientos hacia la derecha/izquierda y hacia arriba/abajo. Aunque la
ordenacion (abcisa, ordenada) no es imprescindible cuando se utilizan los sentidos de
desplazamiento, es conveniente habituar a los estudiantes a mantener el orden (horizontal,
vertical) para facilitar el paso a las coordenadas estandar. Por otra parte, las alumnas de
Magisterio tuvieron que adaptar sus conocimientos sobre vectores al campo actual de trabajo,
asi como recordar y afianzar los conocimientos que poseian en relacion con los nimeros
enteros. Tales resultados nos han llevado a incluir en la secuencia que proponemos aqui
actividades encaminadas directamente al descubrimiento y utilizacion de las coordenadas, si

bien la forma concreta de estas actividades hay que adaptarla a los conocimientos de cada
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considerando durante cierto tiempo como
ordenada del vector la distancia entre el vector
(que era horizontal) y la cuadricula (ver
dibujo).

En la actividad A7, ademas de afianzar
la comprension de la identificacion de las
traslaciones mediante las coordenadas de su

vector, se trabaja sobre la idea de la

equivalencia de vectores caracterizada por la igualdad de sus coordenadas. Con esto
intentamos que los estudiantes diferencien ain mejor el concepto de vector libre de la
posicion concreta de su representante sobre una hoja de papel. En las experimentaciones de 6°
de E.G.B. y de Magisterio, los estudiantes no necesitaron realizar traslaciones con vectores
equivalentes para darse cuenta de que producian la misma traslacion. De todas maneras, es
importante que los estudiantes asuman por completo la traduccion de la equivalencia visual a
la igualdad de coordenadas y, aunque en las experiencias llevadas a cabo no hubo problemas
en este aspecto, pensamos que es una propiedad que se debe presentar explicitamente, sobre

todo si se desea continuar usando las coordenadas en las actividades de la cuarta fase y de los

niveles posteriores.
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Fase 4 del Nivel 2

Objetivos:
1- Componer traslaciones a partir del dibujo de sus vectores y obtener la traslacion resultante.

2- Componer traslaciones a partir de las coordenadas de sus vectores y obtener las

coordenadas de la traslacion resultante.

3- Comprender y utilizar el vocabulario y la notacion formales asociados a las traslaciones y

su composicion.
4- Verificar la conmutatividad de la composicion de traslaciones.

5- Descubrir experimentalmente y utilizar otras propiedades relacionadas con las traslaciones.

Actividades:

Al- Sin utilizar coordenadas, aplicar a una figura de la lamina la traslacién de vector ...
(especificar alguno de la lamina). Sobre la figura imagen, hacer actuar la traslacion de
vector ... (especificar otro de la 1amina). Determinar el movimiento que permite pasar
directamente desde la figura original hasta la tltima imagen obtenida, dando las
caracteristicas de ese movimiento.

Repetir el ejercicio componiendo otras traslaciones y moviendo otras figuras.

Generalizar el resultado de la composicion de traslaciones.
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A2- (Lamina sin cuadricula). Sin utilizar coordenadas, aplicar a una figura la traslacion Ty,
(especificar algun vector de la lamina). Aplicarle a la figura imagen la traslacion T;.
Copiar los vectores de las traslaciones de la composicion y el de la traslacion resultante.

Repetir el ejercicio, con la misma figura y las mismas traslaciones, pero tomando el
mismo punto del dibujo para calcular las sucesivas imagenes. Dibujar luego el vector de
la traslacion resultante poniendo su origen en el punto elegido.

Repetir el ejercicio con otras figuras y otros vectores.

A3- (Lamina sin cuadricula). Sin utilizar coordenadas, obtener directamente la imagen final
de la figura por medio de la composicion Ty° Ty, sin colocar la imagen intermedia.

Repetir el ejercicio calculando la composicion de otros pares de vectores.

A4- (Lamina con cuadricula). Obtener las coordenadas de los vectores a y b. Aplicarle a una
figura de la lamina la composicion TyoT,. Obtener el vector de la traslacion resultante y

calcular sus coordenadas.
Repetir el ejercicio con las composiciones T0Ty, Tao Ty, etc.

AS5- (Lamina con cuadricula). Hacer la composicion ToTyoT, sobre la figura de la lamina.
Dibujar el vector de la traslacion resultante. Escribir las coordenadas de cada uno de los
vectores de la composicion y las del vector de la traslacion resultante.

Repetir el ejercicio con otros grupos de tres traslaciones.
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A6- Realizar varias de las composiciones de traslaciones de las actividades anteriores, pero
cambiando el orden de las traslaciones; usar las mismas figuras que antes y elegir
algunas composiciones de laminas sin cuadricula y otras con cuadricula. En cada caso,
obtener el vector resultante de la composicion y, cuando se utilice cuadricula, calcular
las coordenadas de dichos vectores.

Comparar los resultados de esta actividad con los de las actividades anteriores y
extraer conclusiones. Generalizar el resultado de la composicidon de varias traslaciones y

su conmutatividad.

A7- Se ha utilizado la composicion de dos traslaciones para llevar la figura A hasta la B. Una

de las traslaciones es Ty. Dibujar el vector de la otra traslacion.

A=)
§ a | a

A8- Queremos pasar de la figura A a la B mediante la composicion de dos traslaciones.
Dibujar los vectores de dos traslaciones cuya composicion produzca ese movimiento.
Si es posible, encontrar otra solucion diferente de la anterior, es decir con dos

traslaciones diferentes. ;Cudntas soluciones distintas se pueden encontrar?
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A9- Si se mueve la figura A hasta la B mediante la traslacion de vector (3, 5), ;cudles son las
coordenadas del vector! de la traslacién que permite llevar la figura B hasta A?
Introducir el concepto de traslacion inversa de una dada.

Repetir el ejercicio con la traslacion de vector (-4, -7) y con la de vector (-2, 6).

A10- Si se le aplica a la figura de la ldmina una traslacion, a su imagen se le vuelve a aplicar
la misma traslacion, y asi sucesivamente, ;como tiene que ser el vector para que se
forme una banda que no deje huecos entre las figuras y que tampoco se solapen?
Construir dos bandas distintas con la misma figura.

Para conseguir que las bandas anteriores se prolonguen igual en sentido contrario,

[qué otra traslacion es necesario usar?

A11- Definir las traslaciones imprescindibles que hay que utilizar repetidamente para cubrir
todo el plano, y no solamente un friso, con imagenes de la figura de la lamina, sin que

quede ningiin hueco ni se monten las figuras.
-0-0-0-0-0-0-

Las actividades propuestas en esta cuarta fase del nivel 2 se basan en los conocimientos
basicos que los estudiantes deben haber asimilado y aprendido mediante las actividades
realizadas en la fase 2 de este nivel. La secuencia empieza con varias actividades (de la Al a
la AS) dedicadas al aprendizaje de la composicion de traslaciones desde las dos perspectivas
trabajadas con anterioridad: Utilizacion grafica de los vectores de traslacion y consideracion

de las coordenadas de dichos vectores.

La pertinencia de la introduccion de la composicion de traslaciones en esta fase viene
avalada por las experimentaciones realizadas. Tanto en 6° de E.G.B. como en Magisterio, la
comprension previa que tenian los estudiantes de las caracteristicas de las traslaciones en
términos de sus vectores, permitio que los estudiantes fueran capaces, desde el principio, de

realizar por si mismos las composiciones sin necesitar ayuda del profesor.

En cuanto al descubrimiento de la relacion entre las coordenadas de los vectores de
traslacion que se componen y el de la traslacion resultante, se trata de una interesante
actividad para investigar libremente, pues ayuda a consolidar los conocimientos acerca de las
traslaciones y a obtener estrategias cuando los estudiantes no conocen las operaciones de
suma y resta de numeros enteros. En la experimentacion de 6° de E.G.B., todos los nifios

fueron capaces de obtener dichas relaciones por si mismos, excepto una alumna, que fue

1 Con alumnos que no utilizan niimeros negativos, el profesor debe modificar el enunciado, convirtiendo los

vectores a la notacion de direcciones.
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ayudada en el primer ejercicio por una compaiiera y entonces ya supo generar su método de
trabajo. En caso de estudiantes que ya saben operar en Z, la generalizacion del resultado
mediante la experimentacion en casos concretos, trabajo propio del nivel 2, resulté sencilla y

no presento dificultades particulares.

Debido a que nos encontramos trabajando el nivel 2 de razonamiento, en todas las
actividades se utilizan figuras y vectores concretos, a partir de los cuales se experimenta, se
generaliza y se enuncian las propiedades estudiadas, dejando para los niveles 3 y 4 de
razonamiento el trabajo de estudiar la composicion de traslaciones de manera abstracta y la

obtencion de demostraciones generales de estas propiedades.

Las actividades de composicion de traslaciones que presentamos en esta propuesta son
muy similares a las utilizadas en las experimentaciones de 6° de E.G.B. y Magisterio, aunque
con algunas modificaciones o ampliaciones. Por ejemplo, la segunda parte de la actividad A2,
en la que se pide utilizar siempre el mismo punto para dibujar desde €l los vectores de las
sucesivas traslaciones de la composicion y el de la traslacion resultante, ayuda a establecer un
método de obtencion de la imagen final: Bien mediante la suma de vectores (procedimiento
que probablemente usaran los estudiantes que hayan trabajado anteriormente con vectores,
como sucedio con las alumnas de Magisterio), o bien obteniendo la imagen final de un punto
(generalmente un vértice) mediante la aplicacion sucesiva en ese punto de los vectores de las

traslaciones que se componen.

Tanto en lo referente al uso de nimeros enteros y su aritmética, como al uso de vectores
libres y su suma, los conocimientos previos que posean los estudiantes pueden modificar el
planteamiento de este grupo de actividades, ya que en un caso los estudiantes deberan
transferir propiedades o procedimientos ya conocidos a este nuevo campo de trabajo y en el
otro tendran que ir descubriendo las propiedades y técnicas correspondientes, aunque en este

caso lo haran limitandose al campo de las traslaciones.

Un segundo grupo de actividades (de la A6 a la A9) esta centrado en el aprendizaje de
varias propiedades basicas de las traslaciones: La conmutatividad de la composicion, la
descomposicion de una traslacion en producto de varias y la traslacion inversa de otra. En la
actividad A6 se plantea la conmutatividad; ésta es una propiedad importante que, segun
hemos observado en todas las experimentaciones realizadas, los estudiantes del nivel 2 de
Van Hiele pueden descubrir y generalizar sin dificultad a partir de su comprobacién en

algunos casos.

La descomposicion de traslaciones surge como el proceso contrario a la composicion y

su presentacion comienza con el planteamiento, en la actividad A7, de situaciones concretas, a
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partir de las cuales se pueda comprender la existencia de diversas soluciones (actividad AS).
Este trabajo sigue la metodologia propia del nivel 2, pero debe continuarse en el nivel 3,
cuando los estudiantes tengan suficiente capacidad de razonamiento para asumir la
generalidad de la descomposicion, sin necesidad de soporte concreto de figuras, y para
relacionar las traslaciones con las otras simetrias. Esto tltimo no se puede hacer en el nivel 2,
por lo que en los ejercicios de estas actividades las situaciones se limitan a la descomposicion

de una traslacion en dos traslaciones.

En las experimentaciones llevadas a

cabo en 6° de E.G.B. y en Magisterio se ! |
puede apreciar el estilo de trabajo tipico de

nivel 2. Al resolver la primera parte de la

actividad A8, una estudiante de 6° solo veia

la descomposicion horizontal + vertical

(ver el dibujo) y, cuando se le pidieron

otras posibilidades, empez6 a tantear con

una figura de papel, pero no se daba cuenta

de que cualquiera de las posiciones en las |} /\,\
que estaba situando esa figura era valida /

como primera traslacion de la composicion. [

Tras un tiempo de busqueda por tanteo reconocié uno de los lugares donde habia situado la
figura como posible solucidn, seguramente porque la segunda traslacion en ese caso era
horizontal. Seguidamente, una compafiera le mostrd otras variantes y la alumna poco a poco,
tanteando por si misma mas opciones, se di6 cuenta de que si habia mas soluciones. La otra
alumna de 6° a la que se le propuso la actividad (que es la que razonaba a un nivel mas alto)
también también dio como primera solucion la descomposicion horizontal + vertical pero, a
diferencia de la estudiante anterior, al pedirle mas, enseguida se did cuenta de la infinidad de

posibilidades.

Respecto a las alumnas de Magisterio, desde el principio reconocieron la existencia de
infinitas posibilidades. Sélo les planteamos actividades analogas a la A7. Sin embargo, en 6°
de E.G.B. se plante6 directamente la descomposicion en dos traslaciones (actividad AS).
Después de analizar los resultados obtenidos, creemos que se facilita y se hace mas completo
el proceso de aprendizaje si los estudiantes realizan las dos actividades, por lo que en la

unidad de ensefianza que proponemos aqui hemos incluido ambas.

La nomenclatura y el vocabulario matematicos correctos también se deben ir

introduciendo en estos ejercicios a medida que surgen los conceptos o términos
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correspondientes, siempre que no sean origen de errores y no seas innecesarios. Por ejemplo,
para la composicion de aplicaciones si hemos empleado la notacion matematica Ty Ty,

mientras que para la traslacion inversa no se utilizo el simbolo matematico T;! .

Las actividades de la fase 4 terminan con dos (A10 y Al1) dedicadas a trabajar en la
construccion de frisos y mosaicos. Este tipo de actividades, cuando el sistema generador esta
formado por un solo tipo de isometrias, son muy apropiadas para concluir la fase 4, ya que en
ellas los estudiantes pueden experimentar por si mismos (objetivo de la fase de orientacion
libre) en el nuevo contexto de frisos y mosaicos y deben emplear la mayoria de las
propiedades de las traslaciones que han aprendido hasta el momento. Por otra parte, la
construccion de frisos y mosaicos se puede plantear con todas las isometrias y con diversos

grados de dificultad, abstraccion y formalismo.

Al realizar estas actividades por primera vez, el profesor debe dirigir a sus alumnos para
mostrarles las peculiares "reglas de juego" de la construccion de frisos y mosaicos derivadas
de su estructura algebraica, aunque dicha estructura debe quedar oculta por el momento. La
primera de las reglas es que se pueden utilizar tanto las isometrias dadas en el enunciado de la
actividad como sus inversas. La segunda regla, que en el caso de las traslaciones carece de
significado y no es necesario mencionar, es que los giros y las simetrias se pueden aplicar
basando su centro de giro o eje de simetria en cualquier celda de la malla, y no sélo en la
inicial, siempre que se mantengan las posiciones relativas entre la celda y el centro o el eje,

respectivamente.

Este contexto de los frisos y mosaicos no fue explotado en las experimentaciones
realizadas; en todos los cursos empleamos bandas de figuras, que en ocasiones eran frisos,
pero con otros objetivos (recordar las actividades del nivel 1); en Magisterio, al final de la
experimentacion de simetrias, también se introdujo el concepto de sistema generador de un
friso o mosaico, a través de la construccion del friso y el mosaico mas sencillos (celda

rectangular, con sistema generador de traslaciones), pero se le dedico poco tiempo.
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TRASLACIONES: NIVEL 3

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

1- Trabajar con traslaciones expresando los datos y resultados (puntos, imagenes y vectores)
mediante coordenadas.

2- Descubrir y justificar que siempre existe una isometria (giro o traslacion) relacionando dos

figuras congruentes de la misma orientacion.

3- Demostrar el resultado de la composicion de traslaciones y el resultado de la
descomposicion de una traslacion en traslaciones. Comprender y saber utilizar la
infinidad de soluciones de la descomposicion y las relaciones graficas y aritméticas de los
vectores implicados y de sus coordenadas.

4- Obtener, utilizar y analizar la definicion formal de traslacion. Caracterizar las traslaciones

mediante conjuntos de condiciones necesarias y suficientes.

5- Demostrar informalmente, mediante razonamiento deductivo, propiedades de las

traslaciones descubiertas en este nivel o en los anteriores.

6- Comprender el planteamiento y desarrollo de algunas demostraciones formales

relacionadas con las traslaciones.

7- Realizar algunas implicaciones simples en una demostracion y demostraciones de pocos

pasos relacionadas con las traslaciones.
-0-0-0-0-0-0-

Antes de entrar a justificar los objetivos especificados para el estudio de las traslaciones
en este nivel, es imprescindible sefalar que un desarrollo completo del tercer nivel de
razonamiento requiere comprender las relaciones existentes entre las traslaciones y los otros
tipos de isometrias estudiados (giros y simetrias). Esto lo hemos tenido en cuenta al plantear
los objetivos de las unidades de ensenanza de los giros y las simetrias correspondientes al
tercer nivel, donde, ademas del estudio especifico del movimiento correspondiente, se hace un

estudio conjunto de todas las isometrias.
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Por lo tanto, especificamos los objetivos a alcanzar en esta unidad de ensefianza de las
traslaciones para el tercer nivel de razonamiento, aunque no todos ellos se puedan conseguir
por medio de actividades exclusivas de esa isometria. Tal es el caso, por ejemplo, del objetivo
2, aunque es importante ya que se refiere a una parte del teorema fundamental de las
isometrias y es clave para entender globalmente la estructura de este conjunto, no puede ser
abordado en este momento. La consecucion de este objetivo se llevard a cabo en la unidad de
ensefianza de los giros. Por el contrario, el objetivo 3 y los ultimos objetivos enunciados para
el tercer nivel de las traslaciones si los desarrollamos en esta unidad, puesto que se pueden

alcanzar centrandose solo en ese movimiento.

Otra consecuencia importante de esta interrelacion entre las distintas isometrias es que
conviene que los estudiantes hayan desarrollado simultdneamente un aprendizaje de giros y de
simetrias y se encuentren en el mismo nivel de razonamiento en esos conceptos que en

traslaciones.

Los primeros objetivos plantean la necesidad de que los estudiantes lleguen a razonar de
manera abstracta, utilizando representantes genéricos de las traslaciones y plasmando sus
argumentos en los simbolos matematicos correspondientes. De acuerdo con las caracteristicas
del modelo de Van Hiele, ese trabajo de generalizacion y abstraccion es propio del tercer
nivel de razonamiento pues, ademads, se basa en la utilizacion y combinacion de diversas

propiedades de las traslaciones.

El primer objetivo se refiere al interés de que los estudiantes trabajen en la obtencion de
las coordenadas (v, v5) del vector de una traslacion a partir de las coordenadas de un punto P
=(p1, pp) y de suimagen P' = (p';, p'5) 0 viceversa. Para el desarrollo correcto de la unidad de
ensefianza que proponemos en esta memoria, no es imprescindible lograr este primer objetivo,
pues en el entorno que hemos creado para el estudio de las isometrias s6lo hemos empleado
las coordenadas con las traslaciones, y esto de forma no generalizada. En las
experimentaciones realizadas, hemos comprobado que incluso estudiantes de E.G.B. pueden
resolver correctamente actividades de traslaciones basadas en coordenadas, por lo que hemos
incluido, tanto en las actividades de este nivel como del segundo, algunas sugerencias al
respecto. Somos conscientes de que se trata solamente de una primera aproximacion, pues un
tratamiento detallado basado en el uso de coordenadas (que, probablemente, deberia incluir
los giros y las simetrias) llevaria a la elaboracion de otras unidades de ensefanza

completamente diferentes, lo cual se aleja de los objetivos de nuestra investigacion.

El desarrollo del objetivo 3 difiere de la vision de la composicion de traslaciones que
hemos proporcionado con las actividades del segundo nivel, en cuanto que ahora pretendemos

que los estudiantes lleguen a una consideracion general y abstracta de la composicion de
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traslaciones, mientras que en las actividades del segundo nivel se utilizaban s6lo situaciones
concretas. Por una parte, los estudiantes deben comprender y utilizar la suma de vectores sin
necesidad de recurrir a ejemplos concretos. Por otra parte, respecto del uso de coordenadas,
deben generalizar por si mismos y justificar la formula (v, vp) = (r+s;+..., nptsy+...),
siendo (v}, vo) el vector de la traslacion resultante de una composicion de traslaciones y

(ry, 1), (81, 82), ... los vectores de las traslaciones que intervienen en esa composicion: Ty =
...0TgoT,.

Por lo que respecta a la descomposicion de traslaciones, como ya indicamos en los
comentarios de las actividades de la fase 4 del segundo nivel, la vision general de la
descomposicion, la infinidad de posibilidades y las relaciones numéricas de las coordenadas,
asi como la descomposicion de una traslacion en movimientos que no son traslaciones,
corresponden al tercer nivel de razonamiento. En unos casos, esto se debe al elemento
abstracto que interviene cuando se establecen afirmaciones trabajando sobre isometrias
abstractas y en otros a las relaciones que hay que establecer entre los diversos movimientos,

relaciones que se construyen sobre propiedades de los movimientos correspondientes.

Los objetivos 4 a 7 se refieren a las otras dos componentes basicas del razonamiento del
tercer nivel de Van Hiele, la capacidad de definir y la de demostrar de manera logico-
deductiva, aunque informal, propiedades nuevas o ya conocidas. Los diferentes objetivos dan
una vision mas puntual del proceso de iniciacion al razonamiento matematico, que debe
hacerse poco a poco y empezando con situaciones sencillas al alcance de los estudiantes, para
permitirles tener la experiencia necesaria para progresar en su adquisicion del razonamiento

del tercer nivel.
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Fase 1 del Nivel 3

Objetivos:

En la presentacion de las actividades de los niveles anteriores ha quedado
suficientemente explicada la finalidad que debe tener la fase 1 de cada nivel, por lo que no
creemos necesario repetir esas consideraciones respecto a la fase 1 del tercer nivel. En este
caso, tampoco proponemos ninguna actividad especifica para dicha fase, si bien los profesores
deben centrar su actividad en determinar el nivel de razonamiento de sus alumnos en relacion

con las traslaciones y sus conocimientos sobre:

- Los nimeros enteros y las operaciones de suma y resta en este conjunto.
- Utilizacién de los vectores graficamente y mediante coordenadas.
- Manipulacion y propiedades de las traslaciones.

- Los elementos necesarios de las otras isometrias.

En relaciéon con estos puntos, si los alumnos conocen el tema pero tienen alguna
carencia concreta, es conveniente darles una instruccion especifica adecuada antes de empezar

a trabajar con las traslaciones.
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Fase 2 del Nivel 3

Objetivos:

1- Obtener la relacion general entre coordenadas de un punto y su imagen por una traslacion y

las coordenadas del vector de la traslacion.

2- Obtener y justificar de manera general, sin el soporte de figuras, la resultante de una
composicion de traslaciones, tanto a partir de la suma grafica de los vectores de las

traslaciones que se componen como de la suma de sus coordenadas.

3- Obtener y justificar de manera general, sin el soporte de figuras, la descomposicion de una
traslacion en producto de varias traslaciones mediante la utilizacion grafica de los

vectores y a partir de sus coordenadas.

4- Justificar si determinados conjuntos de condiciones son suficientes para determinar una

traslacion.

5- Comprender y realizar demostraciones, dirigidas por el profesor, mediante justificaciones

deductivas generales y no s6lo comprobando casos particulares.

Actividades:

Al- A) Las coordenadas de un punto P son (2, 3). Si se le aplica a P la traslacion de vector
(5, 2), jcudles son las coordenadas de su imagen P'? ;Y las coordenadas de la imagen

de Q=(-1,5)? ;Y las coordenadas de la imagen de R = (20, -30)?
Repetir el ejercicio con las imagenes de los puntos anteriores cuando la traslacion que

se aplica tiene como vector (-40, 50).

B) Las coordenadas de P', imagen de P, por la traslacion T, de vector (5, 6) son
(10, 14). ;Cudles son las coordenadas de P? Si las coordenadas de Q' son (0, -7),
(cudles son las de Q?

Repetir el ejercicio con P' = (-10, 70), Q' = (50, -80) y la traslacion de vector r =
(8, -10).

C) Las coordenadas de un punto P son (3, 9) y las de su imagen P' por una traslacion
son (5, 7). (Cuales son las coordenadas del vector de la traslacion?

Repetir el ejercicio con el punto Q = (30, -40) y su imagen Q' = (-20, 60).
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A2- Si P' es la imagen de P por una traslacion T,, y los puntos P y P' tienen de coordenadas

A3-

(p1>P2) Y (p'1, p'p) respectivamente, ¢cuales son las coordenadas del vector a? Justificar
la respuesta sin recurrir a los ejemplos de la actividad A1 u otros analogos.

Si conocemos las coordenadas de P' = (p'}, p'»), que es la imagen del punto P por
medio de una traslacion T g, ;qué otros datos necesitamos conocer para saber cuales son
las coordenadas de P? Expresar en términos matematicos la forma de obtener las

coordenadas de P.

A) A la figura F hay que aplicarle la composicion TaoTpoTeTgoTe . (Se puede
simplificar esta expresion? Sin aplicar los vectores para mover la figura F y sus
imagenes, ;como se puede determinar graficamente, sin recurrir a las coordenadas de
los vectores, el movimiento equivalente a esta composicion?

Repetir el ejercicio con otras composiciones de traslaciones, aplicandole directamente

a una figura de la lamina el vector de la traslacion resultante de la composicion.

Describir de manera general el procedimiento grafico que permite obtener el vector
resultante de una composicion de traslaciones cuando se conocen los vectores de las

traslaciones que forman parte de dicha composicion.

B) A una figura F hay que aplicarle la composicion TaoTpoToTgoTe , cuyos vectores
tienen las coordenadas a = (a, ap), b = (b, by), etc. ;Se puede simplificar esta
expresion? Sin aplicar los vectores para mover la figura F y sus imdgenes, ;como se
puede determinar el movimiento equivalente a esta composicion?

Describir de manera general el procedimiento para obtener las coordenadas del vector
resultante de una composicion de traslaciones cuando se conocen las coordenadas de los

vectores de las traslaciones que forman parte de dicha composicion.
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A4- (Planteamiento general del problema, por lo que no se proporciona ningun vector
concreto). Dada una traslacion Ty, ;es posible descomponerla en un producto de dos
traslaciones? En caso afirmativo, ;cuantas soluciones hay? Justificar los resultados de
manera general, graficamente, sin limitarse a la comprobacion de algunos casos.

(Es posible descomponer Ty en producto de tres, cuatro, ... traslaciones?

AS5- A) Dada una traslacion T, de vector a = (3, 1), ;es posible descomponer esta traslacion
en un producto de dos traslaciones? En caso afirmativo, ;qué coordenadas tienen los
vectores de estas dos traslaciones? Si ello es posible, proporcionar cuatro soluciones
particulares diferentes.

(Es posible que el vector de una traslacion de la descomposicion de T, sea el de
coordenadas (5, 2)? ;Y el de coordenadas (-7, 6)?

B) Dada una traslacion T, de vector b = (by, by), (de cuantas formas se puede
descomponer esta traslacion en producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones
deben cumplir las coordenadas de las traslaciones de la descomposicion: Sir=(r, 1)y
s = (81, Sp) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la descomposicion
(Ty = T°Ty), expresar la relacion entre (by, by), (r1, 12) y (S1, Sp).

Si Ty se descompone en producto de tres, cuatro, ... traslaciones, justificar cuantas
soluciones hay en cada caso. Proporcionar ejemplos concretos descomponiendo la

traslacion de vector b = (1, 0) en producto de tres y cuatro traslaciones.
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En general, dado el vector b = (by,b,), (qué condiciones deben cumplir las
coordenadas de los vectores r = (rq, 17), s = (51, Sp) Y t = (1], tp) para que sea cierto que

Ty = ToTsoTy? Justificar las respuestas deductivamente, sin limitarse a comprobar

algunos ejemplos concretos.

A6- Enunciar propiedades de las traslaciones para que los alumnos demuestren si son ciertas o
falsas y si caracterizan a las traslaciones. Un ejemplo es el siguiente:

- La imagen de un punto P por cierto movimiento es P' y la imagen de otro punto Q

por ese mismo movimiento es Q'. ;jPodemos dar algunas condiciones que aseguren que

este movimiento es una traslacion? O sea, ;qué relaciones debe haber entre P, P', Q y Q'

para que estemos seguros de que el movimiento ha sido una traslacion?
-0-0-0-0-0-0-

En el tercer nivel de razonamiento se deben enlazar las tres isometrias (traslaciones,
giros y simetrias), por lo que es conveniente realizar también las actividades incluidas en las
unidades correspondientes a giros y simetrias, en particular las que relacionan estos
movimientos con las traslaciones. La necesaria secuenciacion y linealidad de la presentacion
escrita de esta unidad de ensefianza de las isometrias nos ha aconsejado limitar las actividades
propuestas para las fases 2 y 4 de la ensefianza de las traslaciones a aquéllas en las que so6lo se
requieren conocimientos de traslaciones. Por lo tanto, en ninguna de las dos fases hemos
incluido actividades que relacionen traslaciones con giros o simetrias, que estan planteadas en

las unidades correspondientes al tercer nivel de Van Hiele de dichos movimientos.

Respecto a las experimentaciones llevadas a cabo, practicamente la totalidad de las
actividades que se proponen para el nivel 3 se han utilizado solo en la de Magisterio, puesto
que en las experimentaciones de 3° y 6° de E.G.B. s6lo se planted la instruccion para los dos
primeros niveles de razonamiento. A las alumnas de 6° les planteamos algunas actividades de
iniciacion al tercer nivel de razonamiento, pertenecientes a la secuencia propuesta para esta
fase, pero detuvimos la experimentacion al observar que, en el poco tiempo disponible, estas
alumnas no podrian realizar un avance significativo. En algunos de los parrafos siguientes se

pueden leer algunas respuestas de estas nifias que confirman nuestra afirmacién anterior.

Segiin hemos indicado al comentar los objetivos de la fase 1 de este nivel de
razonamiento, sugerimos que las actividades Al y A2, que estdn disefiadas para cubrir el
objetivo 1 de esta fase, solo se propongan a estudiantes que tengan fluidez en el manejo de la
aritmética en Z. Estas actividades marcan un tipo de trabajo tipico del inicio de la fase 2, pues
inicialmente corresponde al segundo nivel de razonamiento, ya que la actividad Al plantea

situaciones concretas, con puntos y vectores de coordenadas concretas, pero después la
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actividad A2 plantea la generalizacion y la demostracion abstracta, mediante argumentos

logicos correspondientes al tipo de razonamiento del tercer nivel.

Las actividades Al y A2 so6lo se han utilizado en la experimentacion de Magisterio.
Estas alumnas necesitaron hacer muy pocos ejercicios concretos (A1) para deducir la relacion
general; unicamente hubo algin pequefio problema ocasionado por su olvido o falta de
dominio de las operaciones aritméticas con los nimeros negativos. Estas alumnas si llegaron a
establecer por si mismas las relaciones generales entre las coordenadas de los puntos origen e
imagen y las del vector de traslacion, expresando las relaciones correspondientes en términos

matematicos abstractos (A2).

La actividad A3 esté dirigida a cubrir el objetivo 2 de esta fase. En A3-A el énfasis esta
en la utilizacion grafica de los vectores, para obtener el vector de la traslacion resultante
mediante la suma de los vectores de las traslaciones que se componen. El interés radica en que
los alumnos deduzcan el procedimiento general, a partir de los conocimientos que poseen
sobre la composicion de traslaciones adquiridos en la fase 4 del segundo nivel. El objetivo de
esta parte de la actividad es que los estudiantes establezcan la relacion entre la suma de
vectores y la composicion de traslaciones de manera general y que lleguen a describir y
justificar dicha relacion sin referirse a ejemplos concretos. En la actividad A3-B el
planteamiento es similar al anterior, pero referido a las coordenadas del vector de la traslacion

resultante de la composicion.

En las actividades que propusimos en las experimentaciones de 6° de E.G.B. y en
Magisterio, las alumnas hicieron las simplificaciones oportunas por si mismas, sin necesidad

de que lo pidiera la profesora, si bien en 6° de E.G.B. no lo hicieron todas las alumnas.

Respecto a la actividad A3-B, recordemos que las estudiantes de 6° no sabian manejar
los nimeros negativos, por lo que el sistema de coordenadas que utilizaron se basaba en los
términos derecha-izquierda y arriba-abajo. Ademas, dos de las nifias, Marta e Inmaculada, a
veces calculaban las coordenadas de los vectores inclinados midiendo en la direccion del
vector; esto provocd algunas descripciones ambiguas, tal vez porque todas las alumnas veian
los vectores y no necesitaban especificar todos los datos (actividad 13 de la experimentacion,
lamina 6-T-13.2):

Marta [refiriéndose al vector (2, -2)]: El vector 1 es dos cuadros en diagonal hacia la
derecha, pero pasando por €l medio [le falta afiadir que el movimiento es hacia abajo].

Inmaculada [refiriéndose al vector (3, -1)]: Tres.

Prof.: ¢Tres hacia abajo?
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Inmaculada: No. Es quelo lleva en la misma linea.

De todas formas, las alumnas de 6° fueron capaces de obtener las coordenadas del
vector resultante de una composicion de hasta 4 traslaciones después de que haber aplicado
paso a paso las traslaciones de la composicion a un punto o una figura. A continuacion la
profesora les pidid6 que calcularan las coordenadas del vector resultante sin realizar los
movimientos; al poco tiempo consiguieron resolver el problema, trabajando por separado con
la primera y segunda coordenadas de los vectores. No obstante, su desconocimiento de los

numeros negativos hizo este proceso laborioso y lento.

En la experimentacion de 6° propusimos la actividad A3-A después de la A3-B. Por este
motivo, parte de las nifias la resolvieron por un procedimiento mixto: Calculaban las
coordenadas de un vector con una regla para luego dibujar dicho vector a partir de un vértice
de la figura a trasladar, no suponiendo ninguna dificultad adicional el uso de papel no

cuadriculado. Sélo una de las cuatro nifas utilizo el trazado de paralelas en esta actividad.

En la experimentacion de Magisterio la Unica dificultad especial en la actividad A3 se
debid a los conocimientos previos que tenian las estudiantes del uso de vectores en Fisica,
fundamentalmente Ara (ella misma dice: Esto es Fisica, en la actividad 21 de la
experimentacion), lo cual ocasiona la aplicacion incorrecta de algunas formulas. Por ejemplo,
en la actividad 24 de la experimentacion, equivalente a la A3-A, Ara recuerda la relacion
"extremo menos origen" para determinar el sentido del vector resultante, pero al aplicarla

obtiene el sentido inverso al correcto.

Posteriormente, en la misma actividad, al trabajar con una composicion de mas de dos
traslaciones, Ara calcula el vector resultante de las dos primeras traslaciones, después el
resultante del anterior y la tercera traslacion, etc. El procedimiento es correcto (propiedad
asociativa) pero mas largo de lo necesario. En cuanto la profesora le hace ver que obtener las
imagenes sucesivas de un punto de la figura por las traslaciones lleva a la imagen final, Ara se

da cuenta de que no es necesario el proceso que ella empleaba; ella misma lo dice:
Ara: Hay que unir €l origen del primer vector con el extremo del Ultimo vector.

Las estudiantes de Magisterio resolvieron correctamente la actividad equivalente a la
A3-B, en la cual, ademas, se les pidié que calcularan las coordenadas de la imagen de un
punto M = (mj, mp) por una composicion de traslaciones. Al principio utilizaron dos
estrategias diferentes (actividad 26 de la experimentacion): Mientras una calculaba el vector
resultante (sumando las coordenadas de los vectores de la composicion) y después sumaba

esas coordenadas a las del punto M, la otra alumna sumaba directamente las coordenadas de
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los vectores y de M. Pero al pedirles la profesora que generalizaran los resultados, ambas
enunciaron la misma foérmula, (m'y, m%) = (mj+vi+t;, mpy+vy+ty), la cual después la

empleaban siempre.

Las actividades A4 y A5 estan relacionadas con el objetivo 3 de esta fase. Igual que para
la composicion de traslaciones, ahora, para la descomposicion, primero se plantea el problema
basado en la representacion grafica de los vectores de las traslaciones (actividad A4) y

después basado en las coordenadas de los vectores (actividad AS).

En la experimentacion de 6°, esta actividad solo se les plante6 a dos de las cuatro nifias
y se puede ver claramente en sus respuestas que razonaban en el segundo nivel de Van Hiele,
por lo que termind aqui la experimentacion de la unidad de ensefanza de las traslaciones en

este curso.

Influidas por el uso de las coordenadas, la primera solucion de descomposicion de una
traslacion en producto de otras dos que dan estas nifias es siempre el par de vectores vertical y
horizontal. Al poco tiempo Rebeca se dié cuenta de la existencia de "muchas" posibilidades,
de que podia obtener tantas descomposiciones como deseara. Por el contrario, Marta solo
podia ver siempre los dos mismos vectores, después de un rato de tanteo, fue capaz de
encontrar algunas soluciones mads, pero siempre las percibia como casos concretos, sin
conexion entre ellas. En el siguiente didlogo se nota que Marta no tuvo la capacidad de

generalizacion de Rebeca (actividad 14 de la experimentacion):

Prof. [después de que Marta haya encontrado una descomposicion de una traslacion]: ¢Y otra
solucion?
Marta: No sé. Espera que piense.

La profesora le pidi6 a Rebeca que indicara otras posibilidades. Rebeca dio tres
ejemplos (con anterioridad ya se habia puesto de manifiesto que Rebeca habia comprendido la
generalizacion del resultado). Marta también encontrd otras soluciones y descubrid6 cémo

conseguir distintas soluciones.

Prof.: ¢Cuantas soluciones puedes encontrar?

Rebeca: Muchas.

Marta [empieza a contar]: 1, 2, ... muchas.

Prof.: ¢Muchisimas?

Marta: Pues no sé. No me voy a pasar toda la vida comprobando.
Prof.: ¢ Tienes queirlo comprobando?

Marta: S.
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Las alumnas de Magisterio realizaron estas actividades siguiendo pasos andlogos a los
que se plantean en la secuencia propuesta en esta memoria. Esto resulté adecuado, obteniendo
las alumnas las descomposiciones y justificaciones pedidas en las actividades y utilizando la
notacion matematica correcta para vectores, coordenadas y relaciones, notacion en la que no
fue necesario insistir, pues la emplearon por su propia iniciativa, sin que la profesora tuviera
que pedirla explicitamente. En cuanto a la infinidad de descomposiciones de una traslacion,
veamos el didlogo entre estas alumnas, ante una situacion analoga a la planteada a las alumnas

de 6°, la cual hemos transcrito arriba:

Merche: Se pueden hacer muchas.
Prof.: ¢Muchas cuantas son?
Ara: Bastantes.
Merche: Una infinidad ... Podemos coger todas las coordenadas de todos 10s ... [no termina
la frase].
Ara: Podemos coger un segmento muy largo. No sé. Muchas.
Merche: Yo diria que infinitas. Porgue puedes coger |o que quieras. Puedes coger uno asi de
largo [coloca las manos separadas] u otro.
Ara: Claro. Puedes coger uno pequefiito y otro
muy largo; puedes coger dos largos,
iguales o grandes; éste muy pequefiito y
éste muy grande [Ara dibuja dos
vectores (ver dibujo) y hace referencia a
variaciones sobre ellos].
Prof.: ¢Y cuantos pequefiitos y grandes hay?
Ara: Muchos. Yo creo que infinitos.
Merche: Yo creo que si hay infinitas. Porque
hay infinitos vectores que al sumarlos den ése.

Finalmente, la propiedad que planteamos en A6 tiene relacion con el objetivo 4 de esta
fase y parcialmente con el objetivo 5. Por la actuacion de las alumnas se puede ver que este
ejercicio si resultd adecuado para empezar a modificar su comprension de la demostracion
matematica desde una perspectiva del nivel 2 de razonamiento a una del nivel 3: Por una
parte, cambi6 su consideracion de la propiedad enunciada, pasando de verla como condicion
necesaria a condicion suficiente. Por otra parte, cambié su tipo de confianza en de la
veracidad de dicha propiedad, pasando de una base experimental del razonamiento a otra de

demostracion general deductiva.
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Al plantear esta propiedad a las estudiantes de Magisterio y analizar sus respuestas,
podemos ver que Merche si se did cuenta desde el principio de que lo que se pedia era una
condicion suficiente, y su forma de razonar mostraba que tenia clara la diferencia entre
condiciones necesarias y suficientes. Sin embargo, Ara se mantuvo en la busqueda de una
condicion necesaria, justificando que eso se tiene que cumplir, sin darse cuenta de que no era
lo que se pedia. Después de que la profesora leyera el enunciado de la propiedad, se establecio

el siguiente didlogo (ultima actividad, 28, de la experimentacion):

Ara: S porque a P le habremos sumado el mismo vector que a Q; la misma longitud, por asi
decirlo.

Merche: Pero con dos solo vimos que no se podia. En €l pez ... [no acabé la frase porque
intervino Ara. Merche hacia referencia a la lamina M-T-9.1 en la que habia visto, en la
sesion correspondiente, que en dos peces simétricos, dos vértices y sus correspondientes
imagenes se podian unir mediante vectores iguales en direccion, modulo y sentido. La
lamina no se pone a la vista hasta un poco después].

Ara: Pero da igual. La longitud tiene que ser
la misma.

Merche: Ahi [en la lamina M-T-9.1] era la D@ @Q
mismay no era una traslacion.

Ara: Esa es una condicion que yo digo. No
digo que sea la Unica. Hay mas
condiciones.

Merche: Pero hay [movimientos] que la
cumplen 'y no son trasaciones.

[Sacamos la lamina M-T-9.1, de los

peces simétricos] Que éste fuera el Py
éste el Q [Merche senalo los vértices marcados en el primer dibujo]. Ahi hay la misma
distanciay no esunatraslacion. S los vértices fueran opuestos, si.

[La profesora dibujé un contraejemplo (ver el segundo dibujo) a la situacién planteada por
Merche].

Merche: Deberian ser los cuatro [vértices los que tuvieran la misma distancia a sus
imagenes].

Prof.: ¢Por qué?

Merche: El nimero de vértices. No. Con tres ya seria [suficiente]. S. Ese es mas
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largo [senala el segmento que une otro de los vértices y su correspondiente en la figura
anterior].

Prof.: TU tefijas en ese dibujo, ¢no? [el dibujo hecho por la profesora]

Merche: Si.

Ara: Contindo pensando lo que he dicho antes: Que sumandole un mismo vector nos dara
siempre un P', un Q' y nos dara todos los vértices.

Prof.: Pero lo que te dicen es que te dan las coordenadas de un punto Py de P, deQy de Q'.
¢QUué tiene que pasar para que estés segura de que se trata de una traslacion?

Ara: Que tengan la misma longitud, pero los veértices que se corresponden.

Prof.: En esta figura que yo he hecho, en estos dos puntos hay la misma longitud [la
profesora senala los vértices opuestos, paralelos al eje de simetria, y sus
correspondientes imagenes].

Ara: ESos puntos no se corresponden.

Prof.: Si se corresponden, pero es una simetria. La longitud es la misma. Entonces, el hecho
de que la longitud ésta, para pasar de aqui a aqui, sea la misma que para pasar de aqui
a aqui [sefala unos puntos P, P', Q y Q' que Ara habia marcado al principio de la
actividad y que no pertenecen a ninguna figura], incluso la misma direccion y el mismo
sentido, ¢eso te garantiza gque sea una traslacion o no?

Ara: No.

Como se ve, este proceso de cambio en las concepciones de las alumnas requirio la
orientacién constante por parte de la profesora, por lo que es necesario realizar varias

actividades con esta finalidad en la fase 2.
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Fase 4 del Nivel 3

Objetivos:

1- Comprender el planteamiento y desarrollo de algunas demostraciones formales sencillas.

Demostrar algunas propiedades ya conocidas.

2- Entender la concatenacion de los pasos de una demostracion que se haya estudiado
anteriormente y adaptarla a otro teorema cuando la variaciébn de planteamiento y

desarrollo sea pequeiia.

3- Completar demostraciones formales, presentadas por el profesor, realizando algunas

implicaciones simples que no aparecen explicitamente.

Actividades:

Al- Demostrar que la composicion de traslaciones es conmutativa, basandose en la
representacion grafica de los vectores de traslacion. Demostrar esta propiedad también

mediante el uso de coordenadas.

A2- Demostrar que las traslaciones son isometrias, es decir: Dado un segmento PQ,
demostrar, aplicando la definicion de traslacion, que su imagen P'Q' por la traslacion Ty
tiene su misma longitud.

Como introduccion a las demostraciones formales, los estudiantes deben:

- identificar las partes del enunciado del teorema,

- demostrar este teorema informalmente,

- repetir una demostracion formal desarrollada por el profesor, identificando el

argumento general de razonamiento y justificando cada uno de los pasos.

A3- Dar a los estudiantes los enunciados de varias propiedades de las traslaciones para que
verifiquen si son verdaderas o falsas y hagan las demostraciones correspondientes.

Algunos enunciados pueden ser los siguientes:

- La imagen de una linea recta por una traslacion es una linea recta. Ademas, cada
recta y su imagen son paralelas.

- Dada Ty, para todo punto P del plano, si P' = Ty(P), se cumple que P # P'.

- Basta comprobar que los segmentos que unen dos puntos y sus respectivas
imagenes son de la misma longitud para saber que el movimiento realizado es una

traslacion.
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- Dada Ty, para todo par de puntos P y Q del plano, si P' y Q' son sus imdgenes por la
traslacion, se cumple: 1) d(P,P') = d(Q,Q"). 11) d(P,Q) = d(P',Q"). ii1) d(P,Q") = d(P',Q).

20-0-0-0-0-0-

Ya hemos comentado con anterioridad que, en la propuesta de actividades de
traslaciones para las fases 2 y 4 de este nivel, s6lo incluimos actividades que tengan que ver
exclusivamente con las traslaciones, dejando para las unidades dedicadas a los giros y las
simetrias la ampliacion del estudio de las traslaciones. Este motivo por el cual, no se plantean

ciertas propiedades importantes de las traslaciones.

En la experimentacion de Magisterio la actividad A1 se propuso algo prematuramente,
pues los estudiantes no habian recibido instruccion suficiente del segundo nivel, por lo cual la
alumna que intent6 hacer una demostracion general actud intuitivamente. De todas maneras,
en los comentarios que hacemos un poco mas adelante se puede ver el razonamiento de nivel

3 al intentar analizar los casos posibles segun las direcciones de los vectores.

En la experimentacion con ese mismo grupo, la introduccion a la conmutatividad de la
composicion de traslaciones tuvo lugar mediante un ejercicio en el que las alumnas aplicaron
a la misma figura las dos composiciones asociadas. Como era de esperar, estas alumnas
generalizaron inmediatamente la propiedad, por lo que la profesora les planted que
demostraran su validez general. Ara se basd en la analogia (y tal vez en la interpretacion

cartesiana de las traslaciones) para su justificacion (actividad 24 de la experimentacion):

Ara: Porquedalomismosumar 4+ 5 que 5+ 4.
Prof.: Pero ahora son vectores, no niimeros.
Ara: Pero dalo mismo. Yo creo que da lo mismo.

Al pedirles una demostracion mas rigurosa, Merche inicid un andlisis de casos, segun
las posiciones de los vectores: los dos vectores horizontales (Ara planted que si eran verticales
seria igual) e inclinados (en realidad su clasificacion deberia haber sido en vectores con la
misma direccion y con direcciones diferentes, pero Merche no fue capaz de identificarla
explicitamente). En el didlogo que presentamos a continuacion se ve que Merche no organiza
bien los pasos de su justificacion, pues los vectores que traza sucesivamente (y que
mostramos en los dibujos) no son los adecuados en el momento que los dibuja. Un poco mas
adelante, al afirmar que no comprende por qué se produce la conmutatividad, se pone de
manifiesto que el razonamiento que sigue no es de nivel 4, puesto que no intenta establecer

una cadena hipotesis - demostracion - conclusion para demostrar la propiedad.
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Merche: S estan torcidos, da o mismo hacer uno después del otro. Esto mismo [traza un
vector inclinado, que mostramos en el dibujo de la izquierda] sera lo mismo que si hago
asi [Merche traza el vector inferior horizontal y el inclinado de la derecha. Ver el

dibujo del centro] y después asi [Merche traza el vector superior del dibujo de la

derecha].
/
// //
/
/ //
J__J
-a- -b- -c-

Prof.: Esta figura que estas dibujando ahi, ¢qué serd? Tu has hecho este dibujo para
explicarlo. En ese dibujo, ¢qué ves? Tu dices: S compongo éstey luego éste [izquierdo
y superior] da lo mismo que si compongo éstey luego éste [inferior y derecho].

Merche: Si.

Prof.: ¢Por qué?

Merche: No lo se.

Prof.: TU te has basado en este dibujo ... Explica €l razonamiento: Has puesto ay b. La
composicion deay b es ésta. Luego [has puesto] by a. La traslacion resultante es ésta.
¢Por qué salelo mismo? ¢Qué eslo quete lo asegura? ¢Esta figura qué es?

Merche: Un paralelogramo.

Prof.: ¢Por qué?

Merche: Porque tiene los lados paralelos dos a dos.

Prof.: Entonces es la misma diagonal. S poneis |os vectores, éste es paralelo a éste y éste
paralelo a éste. Entonces tenemos la diagonal del paralelogramo.

Esto hace pensar que una organizacion de la ensefianza que cubra los objetivos de la
fase 2 del tercer nivel antes de plantear la actividad Al si les permitira a los estudiantes tener
los conocimientos y la capacidad de razonamiento necesarios para resolver la cuestion
propuesta, reduciendo la componente intuitiva y las imprecisiones que se produjeron con las

alumnas de la experimentacion.

Respecto a las actividades A2 y A3, su planteamiento y el tipo de respuesta que se debe
pedir a los estudiantes corresponde al tercer nivel, por la consideracion matematica de unas
propiedades con un marcado caracter visual y ya conocidas con anterioridad. Este tipo de

propiedades tan evidentes tienen la peculiaridad de que los estudiantes que razonan en el
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segundo nivel de Van Hiele no comprenden qué hay que demostrar, o por qué hay que
demostrar algo tan obvio. Con la actividad A2 tratamos precisamente de mejorar la

compresion por los estudiantes de esta necesidad de demostracion.

La actividad A3 plantea la verificacion de propiedades de las traslaciones y su
demostracion. También surge al papel de los contraejemplos como demostracion de la
falsedad de una propiedad. Generalmente, las demostraciones tendran que ser guiadas por el
profesor, para lograr que los estudiantes afiancen su convencimiento de la necesidad de las
demostraciones deductivas y vayan mas alld de la simple comprobacion de algin ejemplo.
Como en otras actividades similares a ésta, no proponemos ningtin conjunto de propiedades
que los alumnos deban estudiar necesariamente, sino que planteamos una actividad abierta
que cada profesor puede organizar segiin su propio criterio e intereses. Nosotros planteamos

cuatro propiedades a modo de ejemplo.

En la experimentacion de Magisterio se pudo comprobar, una vez mas, algo conocido
por cualquier profesor de matematicas: Que los estudiantes aprenden a demostrar la falsedad
(mediante contraejemplos) mucho antes que la veracidad (sin poder recurrir a los ejemplos) de
las propiedades. Asi, al plantear el tercer enunciado de la actividad A3, se gener6 el siguiente
dialogo:

Merche: Con dos sélo no. Porque me acuerdo del otro dia. Eran dos peces [busca la lamina
M-T-9.1 resuelta en una sesion anterior; ver el dibujo de la pagina siguiente]. Son dos
segmentos de la misma longitud y no son paralelos.

Prof.: Exactamente. Con dos solo no es suficiente. Ara, ¢estas de acuerdo?

Ara: S.

Prof.: Y si con dos no es suficiente, ¢qué pasa?

Merche: Tendria que ser con cuatro por lo N
menos ... [posteriormente se ve que @Q
Merche estd pensando en los cuatro
vértices] No. Con 4 no porque ... [se @5
pone a mirar los peces de la lamina]. QQ

Ara: Pruebas con todos los vértices. S no te

da la misma longitud, entonces es que
no es traslacion.

Prof. [a Merche]: Y tU que decias con 4 puntos, mira: ¢Este punto no estambién de la figura?
Pues la distancia es la misma. Y con este punto también [la profesora le muestra a
Merche un contragjemplo a su afirmacion anterior: Sefiala, en los peces simétricos,
varios puntos situados sobre el lado paralelo al eje de simetria, con lo cual todos los

segmentos correspondientes son de la misma longitud].

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 94

Merche: Yo decia 4 vértices.

Como se ve, en el tercer nivel de razonamiento en Geometria, todavia tienen mucha
influencia la representacion grafica y los dibujos, pues los estudiantes utilizan a menudo
propiedades implicitas de las que no llegan a ser conscientes. En este caso, Merche planteaba
que si los cuatro vértices de un rectdngulo verifican la hipotesis del enunciado (los segmentos
que unen cada punto y su imagen tienen la misma longitud), entonces el movimiento es una
traslacion. En realidad, lo que planteaba era un caso particular de la utilizacion de cuatro

puntos no alineados.
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2.7. Propuesta de ensefianza de los Giros.

GIROS: NIVEL 1

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

1- Reconocimiento de la caracteristica que poseen los giros de ser iSometrias (el tamafio y la

forma de las figuras se conservan).

2- Reconocimiento y realizaciéon de giros de manera directa sirviéndose de materiales
auxiliares (por ejemplo, discos, palillos, ruedas). Identificacion del tipo de

desplazamiento (circular).

3- Descubrimiento y empleo de caracteristicas visuales de los giros: Desplazamiento circular,

cambio de posicion, equidistancia al centro, no inversion de la figura.

4- Utilizacion de vocabulario apropiado relacionado con los giros: Giro, centro, distancia,

recorrido circular, inclinacion, imagen, ...
-0-0-0-0-0-0-

El enfoque global, en el cual se basa el razonamiento del primer nivel, se centra, en el
caso de los giros, en la consideracion de un desplazamiento alrededor de un punto u objeto
fijo. En este nivel de razonamiento, hay que fomentar también la consideracion del cambio de

inclinacion que va experimentando una figura a lo largo de su recorrido (objetivo 2).

La manipulaciéon con materiales adecuados debe facilitarles a los estudiantes la vision
senalada anteriormente, tanto cuando el centro de giro es interior a la figura objeto del

movimiento como cuando es exterior.

A diferencia de lo que ocurre con las simetrias y el espejo o el mira, no hay ningiin
material estandarizado que produzca giros de manera automadtica, sin necesidad de
manipulacion. Por este motivo, como parte de esta investigacion, hemos experimentado con
varios materiales. En particular, hemos empleado discos transparentes y palillos (Jaime y
otros, 1989).
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Los discos transparentes son circulos de hojas de acetato con su centro marcado. Para
girar una figura, se coloca el disco con su centro sobre el de giro, se calca o pega una figura
como la que hay que girar, se pincha por el centro del disco con algin objeto punzante y se le
dan vueltas (ver dibujo). Para obtener una copia sobre el papel, se pinchan los vértices o

puntos extremos de la pieza o dibujo, se retira el disco y se ajusta la imagen a las marcas.

Los palillos son palitos o tiras de cartulina. En este caso debe haber piezas recortadas
como la que que es objeto del giro. Para girar una figura, se situa el palillo de manera que
pase por el centro de giro y por la figura. Se pega sobre el palillo una pieza igual a la que hay
que girar, en su mismo lugar y con la misma inclinacidn; se sujeta o pincha el palillo por el
centro del giro y se le dan vueltas (ver dibujo). Para obtener una copia sobre el papel, se
pinchan los vértices o puntos extremos de la pieza, se quita el palillo y se ajusta la imagen a

las marcas.

En las actividades se utilizaran estos materiales para efectuar giros de figuras, para
permitir a los estudiantes observar el desplazamiento de las figuras y para comprobar la

exactitud de las respuestas obtenidas.

No hemos considerado el compas como herramienta de apoyo en las actividades del
nivel 1, ya que en este nivel se debe conseguir una familiaridad con el efecto visual (cambios
de posicion y de inclinacidon) producido al girar figuras, lo cual no se puede observar al girar
puntos aislados. No obstante, cuando los estudiantes saben manejarlo, el compas puede
resultar 1til en algunas actividades para dibujar circunferencias, en lugar de trazarlas a mano

alzada.
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La vision primaria de giro, como algo que da vueltas, incluye las caracteristicas a las
que hacemos alusion en los objetivos 1 y 3: Conservacion del tamafo y forma de las figuras
(primer objetivo) y desplazamiento circular, cambio de posicion y equidistancia al centro de
giro (tercer objetivo). Respecto a estas ultimas, no pretendemos desarrollar una consideracion
puntual y precisa, sino global y aproximada; en particular, la equidistancia se entiende como

recorrido circular.

El ultimo objetivo se refiere al aprendizaje necesario del vocabulario asociado a los
giros. La concrecion de este objetivo depende de la edad de los estudiantes y sus
conocimientos geométricos. Con frecuencia los nifios de los cursos inferiores de Primaria
conocen algunos elementos relacionados con los giros (por ejemplo los sentidos de giro), pero
no han aprendido a referirse a ellos con propiedad. Por lo tanto, el profesor debera
proporcionar oportunidades para que los alumnos reconozcan la necesidad de usar un

vocabulario mas exacto y lo practiquen.
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Fase 1 del Nivel 1

Objetivos:
1- Toma de contacto con el concepto de giro.

2- Informacion sobre los conocimientos previos elementales que tienen los alumnos acerca de

los giros.

3- Introduccidn de herramientas de ayuda y métodos informales empleados para la realizacion

de giros (palillo, disco).

4- Informacion sobre el vocabulario que poseen los estudiantes al hablar de giros, unificacion
de términos y significados entre profesor y alumnos e introducciéon de vocabulario

especifico nuevo (centro, movimiento circular, ...).

Actividades:

Al- Dar y pedir ejemplos de giros del entorno escolar y externos a la escuela. Pedir a los

alumnos que expresen lo que entienden por giro o por girar un objeto.

A2- Pinchar, sucesivamente, por un vértice, otro punto del contorno y un punto interior una
figura con algun dibujo y darle vueltas en cada uno de esos casos, pardndola en diversas

posiciones a lo largo del recorrido y pegando piezas iguales en el lugar correspondiente.

A3- Sobre un disco transparente, en el que estd marcado el centro, pegar una figura. Colocar
el disco sobre una hoja de papel en blanco y darle vueltas, pinchando por su centro.
Situar varias piezas a lo largo del recorrido. Pedir a los alumnos que describan el

desplazamiento.
-0-0-0-0-0-0-

La informacion que el profesor debe obtener en esta primera fase, sobre los
conocimientos que poseen sus alumnos en relacion con los giros, se pueden conseguir
observando como resuelven los estudiantes determinadas actividades y formuldndoles
preguntas sobre qué resultado creen que obtendran o por qué han dado cierta respuesta. Si los
alumnos ya han estudiado con anterioridad los giros, el profesor puede plantear problemas
para los que se necesiten niveles de razonamiento cada vez mas elevados, con el fin de

averiguar donde empiezan las carencias de sus alumnos.
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La actividad A1 revela en términos generales lo que los alumnos entienden por girar,
giro, ... y le proporciona al profesor la primera informacion sobre los conocimientos y
familiarizacion de los alumnos en relacion a los giros. En todas las experiencias que hemos
llevado a cabo, los ejemplos de giro espontaneos que proporcionaron los alumnos fueron casi
exclusivamente tridimensionales: La Tierra, € Sol, una noria, las aspas de un molino, ...
fueron los principales ejemplos dados por los nifios de 3° de E.G.B. En cuanto a los
estudiantes de 6° de E.G.B., los ejemplos que propusieron fueron la Tierra y Los discos de
musica. En Magisterio, los ejemplos espontaneos correspondieron también al espacio, por lo
que después se les pidio a las alumnas expresamente que dieran ejemplos de giros en el plano.

Una de ellas si proporcion6 uno, un disco, pero la otra no supo dar ninguno.

Las explicaciones de esta ultima alumna eran confusas, con una terminologia que
denotaba claramente que en su experiencia escolar habia trabajado en algin momento con
giros en el espacio, pues siempre se referia a rotaciones alrededor de un eje: ESto [un tubo
cilindrico de pegamento] gira sobre su gje central ... En un giro la distancia al ge de todos
los puntos es constante.

Las actividades A2 y A3 sirven de toma de contacto con la vision dindmica de los giros
en el plano y sus efectos sobre una figura, introduciendo a los estudiantes en el entorno en el
que se desarrollara esta propuesta de aprendizaje. Las dos actividades son complementarias,
ya que en la primera se trata el caso de las figuras que contienen el centro de giro (que

manipulativamente es el mas facil) y en la segunda el caso de las figuras que no lo contienen.

En este par de actividades se debe poner el énfasis en la observacion global del
movimiento de giro, sin entrar en analizar en detalle las propiedades de mantenimiento de la
distancia de las figuras al centro o variacion de su inclinacion. Salvo que los estudiantes ya

conozcan estas propiedades, su empleo riguroso son objetivos de la fase 2 de este nivel.

Los medios y métodos propuestos en estas actividades (dar vueltas a la figura, tras
pincharla o situarla sobre un disco transparente o un palillo) les permiten a los alumnos
percibir qué es un giro y disponer de herramientas para el trabajo que se realizard
posteriormente. En todas las experiencias llevadas a cabo, esos instrumentos mostraron su
eficacia, pues los alumnos se sirvieron de ellos para diversas tareas de realizacion,

verificacion y correccion de giros.

Desde los primeros ejercicios el profesor puede hacer uso de vocabulario matematico
(giro, centro, ...) para ir familiarizando a sus alumnos con esos términos. En las experiencias
efectuadas se aprecia que la simple mencion de esos vocablos por parte del profesor provoca

su utilizacidon, o al menos la posibilidad de empleo, por parte de todos los alumnos. En
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ocasiones, generalmente en los primeros cursos de E.G.B., los estudiantes tardan en empezar
a usar espontaneamente estos términos, aunque los comprenden sin dificultad cuando los

utilizan el profesor u otros estudiantes.
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Fase 2 del Nivel 1

Objetivos:

1- Reconocimiento de la caracteristica de los giros de ser isometrias (no cambia el tamafio ni

la forma) y de la conservacion de la orientacion.
2- Introduccién y utilizacioén de vocabulario basico: Giro, girar, centro de giro, imagen, ...

3- Empleo correcto de métodos y materiales adecuados para realizar o identificar un giro:
Pinchar sobre el centro de giro si estd en la figura; usar un disco, palillo, ... cuando el

centro de giro es exterior a la figura.

4- Identificacion visual de grupos de figuras giradas o no giradas, en situaciones claramente

distinguibles visualmente.

Actividades:

Al- Dados una figura y un punto, realizar giros sirviéndose de algin material auxiliar,
tomando como centro el punto especificado (incluir casos con el centro de giro en el

interior, en el contorno y en el exterior de las figuras).

A2- Dadas varias lineas, algunas de las cuales son circunferencias y otras no, reconocer cuales

corresponden a recorridos de giros y cudles no.
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)] O
O

A3- Dados un punto y un conjunto de figuras, identificar las que se corresponden mediante un
giro con centro en el punto especificado (los casos negativos deben corresponder a
variaciones claras de tamafio o forma, a inversion de la figura y a diferencias acusadas

en la distancia al centro de las figuras no giradas respecto a las giradas).
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A4- Dados un punto y un conjunto de figuras, identificar las que se corresponden mediante un
giro con centro en el punto especificado (los casos negativos deben corresponder a
diferencias muy acusadas en la inclinacion de las figuras no giradas respecto de las

giradas).

g P
&7

@

20-0-0-0-0-0-

En las actividades A3 y A4, los alumnos deben servirse del arrastre manual de las
figuras a lo largo de la circunferencia y de los métodos y herramientas ya conocidos (pinchar,
disco o palillo) para resolver el ejercicio. Ademas, después de resolver los primeros casos de
esta manera, el profesor les pedira en los ejercicios siguientes que, antes de llevar a cabo las

comprobaciones, conjeturen la respuesta a partir de su juicio visual.

Mediante las actividades A1l y A2 se pretende afianzar la base manipulativa necesaria
para el trabajo de nivel 1. Una parte de los objetivos de la fase 2 del primer nivel es la
utilizacion correcta de los medios manipulativos, la cual se fomenta en la actividad Al, ya
que, por una parte, su manejo es necesario para poder desarrollar y utilizar el razonamiento
del primer nivel y, por otra parte, esas herramientas se utilizaran a lo largo de las actividades
que se proponen en los distintos niveles en la realizacioén de giros y en su comprobacion.

En unos casos el centro de giro esta sobre la figura, en un vértice, un lado o su interior;

otras veces es exterior a la figura. Los estudiantes deben seleccionar un método adecuado:
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Pinchar sobre el centro y empujar la figura cuando el centro estd sobre ella, y emplear un

disco, palillo, u otro material valido, cuando el centro se encuentra fuera de la figura.

La vision del desplazamiento circular con cambio continuo de inclinacion de la figura se
potencia en las actividades Al y A2 mediante el arrastre de figuras a lo largo de la
circunferencia formada en el giro. Este sistema de arrastre, junto con los medios
manipulativos, constituyen los elementos sobre los que apoyar el razonamiento del nivel 1, y

también seran utiles posteriormente en otros niveles.

La finalidad de la actividad A2 es trabajar explicitamente sobre la idea mdas primaria
relacionada con el giro, que es la vision circular del desplazamiento. Para ello el profesor debe
propiciar explicaciones o justificaciones de los estudiantes basadas en la forma circular (o
"redonda", en su terminologia) de los recorridos de los giros, frente a variacion de la distancia
al centro o la existencia de tramos rectos en los recorridos que no lo son. En esta actividad,
todos los alumnos con los que hemos trabajado identificaron de inmediato la circunferencia
como la unica linea posible de desplazamiento al efectuar un giro. En 3° de E.G.B., la
justificacion espontanea de los alumnos fue Porque es/no es redondo vy, ante la peticion del
profesor de otras razones, para los casos negativos indicaron que Es ovalado o No escirculo
entero. Cuando, poco después, el profesor hizo referencia a la existencia de tramos rectos, los

nifios también emplearon esa caracteristica para justificar movimientos que no eran giros.

La utilizacion explicita de la equidistancia al centro de giro no es una caracteristica a
desarrollar en el primer nivel de razonamiento, ya que se trata de una propiedad de caracter
puntual propia de un nivel de razonamiento superior. Si lo es el desplazamiento circular, tal
como hemos indicado en ocasiones anteriores, pues ésta es una propiedad global visual que
contiene de manera implicita la idea de equidistancia. Los estudiantes que utilizaron la
equidistancia al centro en las actividades del primer nivel de razonamiento lo hicieron porque
tenian asociada esa propiedad a la circunferencia; pero en tal caso, la relacion no se origina en
el proceso de aprendizaje de los giros, sino que ha sido tiene adquirida con anterioridad. En la
experimentacion llevada a cabo en 3° de E.G.B., el profesor introdujo la equidistancia al
centro de giro como factor a considerar en los giros y se aprecido que los nifios no fueron
capaces de interiorizar esa propiedad; la repitieron en algin momento, debido a que se les
indicé que la tuvieran en cuenta, pero a lo que recurrieron espontaineamente fue a la vision de
recorrido circular. Por ejemplo, cuando el profesor pidi6 una segunda caracteristica de los
giros, Sandra hizo referencia a la necesidad en general de emplear la equidistancia, pero de

manera poco precisa:

Sandra: Medirlo con la regla.
Prof.: ¢Desde donde hasta donde?
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Sandra: Desde el punto de giro ...
Prof.: ¢Hasta donde?
Sandra: Hasta €l final.

Hay, no obstante, una nifa de 3° de E.G.B., cuyo razonamiento es superior al de los

demas nifios, que si utiliza esa propiedad:

Gloria: S lo mides con la regla, por gjemplo, desde aqui ... Teda 2; sempretehadedar 2y
S no es [giro], avecesno [no mide 2].

Esta nifia es la Uinica que posteriormente, en otras actividades, hizo uso a veces de la

equidistancia al centro de giro, tanto en la ejecucion como en la verificacion de giros.

En 6° de E.G.B. algunas alumnas indican por si mismas la relacion de equidistancia al
centro, vinculada a la circunferencia, como propiedad de ésta. Asi, cuando la profesora pide
que las alumnas tracen el recorrido seguido por un punto en un giro, todas dibujan una

circunferencia y sus justificaciones son:

Inmaculada: Porque es asi.

Rebeca: Porque al mover una figura en una rotacion se convierte e movimiento en una
circunferencia.

Marta [corrige una circunferencia con un trazado no exacto]: Porque no guardaba la
distancia.

Tras esa intervencion, la profesora pregunta si saben qué propiedad posee la circunferencia.
La respuesta de Marte es:

Marta: Que hay la misma distancia desde €l punto centro hasta todos sus puntos.

En Magisterio las alumnas si emplean y hacen referencia desde el primer momento a la
equidistancia al centro, si bien al principio Ara tiene alguna idea erronea.

Respecto al uso de materiales manipulativos, en las experiencias de 3° y 6° algunos
alumnos necesitaron la ayuda del profesor para emplearlos adecuadamente o para transferir el

modo de utilizacion de un material al del otro (disco-palillo).

En la actividad A3, ademés de presentar la caracteristica de isometria de los giros,
expresada por el hecho de reconocer que las figuras no cambian su tamafio ni forma, se
analizan las propiedades de conservacion de distancia y de ausencia de inversion de

orientacion en los giros, propiedades visuales abordables en el primer nivel de razonamiento.

La percepcion de la variacion de la inclinacion de una figura cuando se mueve por un

giro no es tan inmediata como la idea de movimiento circular. Los primeros ejercicios de
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toma de contacto con los giros provocan a veces la vision de cambio continuo uniforme, pero
es necesario trabajar sobre ello para asimilar correctamente esa caracteristica. En todas las
experimentaciones que hemos llevado a cabo se produjeron errores en varias ocasiones, no
solamente al principio de la instruccidn, sino también en ejercicios mas avanzados. Por ello
ahora insistimos mas, con la actividad A4, en la realizacion de ejercicios orientados
directamente a desarrollar en el primer nivel de razonamiento esa idea de cambio de
inclinacion, para lo cual es eficaz el arrastre de la figura a lo largo del recorrido y la

comprobacion con herramientas manipulativas.

En ninguna de las experimentaciones efectuadas se hizo hincapié en el arrastre de la
pieza, pero los alumnos de todos los cursos lo utilizaron espontdneamente. Por ejemplo, en 3°
de E.G.B., Gloria empled esa técnica desde los primeros ejercicios en los que se le daba una
figura y el centro de giro, y lo hacia para formarse una idea de como se situaria la figura
girada. Mucho mas adelante, en la sesion 15%, a Gloria se le presentd un dilema al ver que la
posicion en la que habia situado la figura mediante arrastre (erronea por no haber mantenido
la distancia al centro de giro) y la posicion que habia obtenido con el compas (correcta) eran
diferentes. Gloria se sorprendid por este resultado y su primera reaccion fue considerar
correcta su estimacion mediante arrastre. Pero podria haberse dado el caso contrario, de

correccion en la colocacion manipulativa y error en el método mas técnico.

Describimos a continuacion dos casos, correspondientes a la actuacion de Inmaculada,
en la experimentacion de 6° de E.G.B., en los cuales se observa la ausencia de consolidacion
de la idea de cambio de inclinacion: En la actividad 7 de la experimentacion, Inmaculada da
como resultado de un giro la figura de la izquierda de las que mostramos a continuacion, a
pesar de haberse servido del procedimiento que estaba aprendiendo, basado en propiedades
matematicas. Inmaculada no se da cuenta de la necesidad de variar la inclinaciéon. Mas
adelante, en la actividad 9 de la experimentacion, se puede observar de nuevo una traslacion

de la figura imagen, cuando se habia pedido un giro de 80° (dibujo de la derecha).
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Insistimos, por tanto, en la conveniencia de desarrollar la vision intuitiva en primer
lugar, que comprende tanto la idea de desplazamiento circular como la de cambio uniforme y
continuo de la inclinacion de una figura a lo largo del recorrido del giro. Para ello, en la
secuencia de actividades que proponemos, el arrastre manual de las figuras es uno de los
medios de reconocimiento de giros en esta fase, y de realizacion de giros en la fase de

orientacion libre de este primer nivel de razonamiento.

Aunque la ausencia de variacion de los dngulos girados por distintos puntos de una
figura y la conservacion del tamafo de las figuras han resultado evidentes para los estudiantes
que participaron en las experimentaciones que hemos realizado, ya desde el principio del
trabajo con giros, conviene ponerlas de manifiesto. Por ejemplo, en 3° de E.G.B., en un
ejercicio se acepta como valida una figura inversa de la dada simplemente porque no se les
habia presentado a los nifios la existencia de tales figuras hasta el momento, por lo que sélo
prestaban atencion a su colocacion sobre la circunferencia de giro. No obstante, cuando los
niflos probaron con medios manipulativos lo que sucedia, se dieron cuenta de la existencia de
piezas diferentes (de orientacién inversa en sus angulos!) y en lo sucesivo si prestaron
atencion la caracteristica de inversion. De todas maneras, esta propiedad de inversion es
menos visual que la conservacion de distancias, y es posible que si hubiéramos experimentado
con niflos de menos experiencia (cursos inferiores), eso se habria convertido en objetivo de
instruccion. De hecho, en los comentarios relativos a la experimentacion de simetrias,

indicamos que los nifios de 1° de E.G.B. necesitaban frecuentemente situar las piezas

1 La consideracién de esta caracteristica se hace de manera visual, mediante una apreciacion de que las figuras

"miran hacia el otro lado", o comprensiones parecidas, y de que al superponer las piezas no pueden coincidir.
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correspondientes una encima de la otra o alineadas para compararlas y decidir si eran la

misma o no.

Por tanto, creemos conveniente manifestar explicitamente en las actividades del primer
nivel esa caracteristica de los giros. Tampoco hay que descartar la posibilidad de que en
alumnos con menos experiencia la conservacion de distancias tenga que ser objeto de
ensefianza, pues en el caso de simetrias, en diversas experiencias sobre giros llevadas a cabo
con alumnos de 4° a 8° de E.G.B., las cuales no se incluyen entre las comentadas en esta tesis,
y en la de simetrias de 1° de E.G.B. (actividad 9), hemos constatado que, en tareas de dibujo,
siempre hay varios alumnos que disminuyen o aumentan considerablemente el tamafio de las

imagenes, si bien es probable que en esos errores influya la falta de destreza de dibujo.
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Fase 4 del Nivel 1

Objetivos:

1- Utilizar las caracteristicas visuales de los giros (desplazamiento circular y variacion de la
inclinacion) y las técnicas de realizacion de giros, desarrolladas en la fase 2, para

reconocer figuras giradas y efectuar giros en situaciones mas complejas.

Actividades:

Al- Dado un grupo de tres figuras que se corresponden mediante giros cuyo centro es el
sefalado, coger una figura igual a las dadas y moverla con la mano siguiendo el
recorrido completo del giro a lo largo de toda la circunferencia. Pegar piezas como esta
en algunos lugares del recorrido y comprobar posteriormente, sirviéndose de algun

material auxiliar, la exactitud de la solucion.

A2- Dados varios grupos de figuras que se corresponden mediante giros con el mismo centro,
marcar el recorrido seguido por algunos puntos. Conjeturar primero y comprobar

después el recorrido de otros puntos.
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A3- Dados una figura y un centro de giro, marcar el recorrido seguido por varios puntos al
girar la figura. Hacerlo sin mover la figura y después comprobar la solucion aportada,
mediante el desplazamiento de la figura y también sirviéndose de alguna herramienta
auxiliar.

Disponiendo de las circunferencias trazadas en la primera parte de la actividad, ya
corregidas, colocar varias imagenes de la figura a lo largo del recorrido del giro.
Hacerlo arrastrando las piezas, sin material auxiliar. Comprobar después el resultado

con la ayuda de alguna herramienta.

A4- Dado un grupo de varias figuras que se corresponden mediante un giro y que cubren gran
parte de la circunferencia correspondiente, sefialar aproximadamente donde se
encuentra el centro de giro. Determinarlo sin servirse de materiales auxiliares, pero

utilizarlos luego para la comprobacion.

S0-0-0-0-0-0-

Las actividades que proponemos en la fase 4 incluyen tareas que exigen la aplicacion de

las caracteristicas de los giros y de los métodos de movimiento desarrollados en la fase 2.

Con la actividad A1 se intenta afianzar la comprension de las dos propiedades visuales y

globales basicas de los giros: Equidistancia al centro y variacioén continua de la inclinacion de
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los segmentos. La equidistancia es comprendida y asimilada con bastante facilidad por la
mayoria de los estudiantes, pero no ocurre lo mismo con la variacion de inclinacion. Existe
una fuerte tendencia, que hemos detectado en estudiantes de todas las edades, desde E.G.B.
hasta Magisterio, a pensar que las figuras se mantienen paralelas a si mismas cuando estan

girando (Jaime y otros, 1989).

Tal como pone de manifiesto la
experimentacion de 3° de E.G.B., el
conocimiento de que el desplazamiento en
un giro es circular (vision de tipo global) no
implica que se haya asimilado su
particularizacion a cada punto de una figura.
Entender esta particularizacion es el primer
paso necesario para iniciar la adquisicion del

segundo nivel de razonamiento. Por ejemplo,

en el dibujo se ve la respuesta de Jorge
acerca del recorrido seguido por un punto. Es
evidente que no intenta dibujar una
circunferencia. Por ello, en las actividades A2 y A3 se incide sobre esa caracteristica. Una vez
contestada A3, aparece planteada explicitamente la propiedad de la situacion concéntrica de
las diversas circunferencias correspondientes a los recorridos de diversos puntos de la misma

figura.

La segunda parte de la actividad A3 no se planted en nuestras experimentaciones del
mismo modo que se propone aqui. Su inclusion se es consecuencia de la forma de actuacion
de los estudiantes en otras actividades: Cuando saben manejar el compds y se les pide que
ajusten la posicion de la figura imagen (esperando el profesor que obtengan las imagenes de
varios puntos), la actitud espontanea que se produce en varios alumnos de 6° de E.G.B. y de
Magisterio es ajustar la figura de manera que encajen en varias circunferencias, es decir
situando simultdneamente varios puntos de la figura (generalmente sus vértices) sobre las
circunferencias correspondientes. Ello se debe a que la vision de ajuste por circunferencias se
puede adquirir en una fase avanzada del primer nivel, aunque haya que esperar hasta las
actividades del nivel 2 para estudiar los aspectos matematicos y metodologicos relacionados

con la obtencidn de las imagenes de varios puntos.

En nuestras experimentaciones no se plante6 ninguna actividad como la A4. No
obstante, la vision global de movimiento circular, desarrollada en este primer nivel, incluye la

existencia del "punto central" (centro de giro), reconocido incluso por los alumnos de 3° de
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E.G.B. La actividad A4 pretende centrar la atencion en dicho elemento, ya que juega un papel
fundamental en el trabajo que se realiza en niveles superiores de razonamiento. La
experiencia adquirida en las fases previas del primer nivel debe permitirles a los estudiantes
reconocer la posicion aproximada del centro de giro y servirse correctamente de los

instrumentos empleados con anterioridad, para situarlo con un grado de exactitud aceptable.
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GIROS: NIVEL 2

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:
1- Descubrimiento, reconocimiento y utilizacién adecuada de:

a) Las propiedades que caracterizan los giros: La equidistancia al centro de giro y la

invarianza del angulo de giro entre cualquier punto y su imagen.

b) La equivalencia de giros del mismo centro y angulos oy B tales que o - B es multiplo de
360°.

2- Utilizacion de la notacidon y el vocabulario matematicos para identificar o referirse a
puntos, centros de giro, a&ngulos, etc. (p, p', G(0,60°), ...).

3- Utilizacion explicita de la definicion de giro en las argumentaciones.
4- Determinacion del angulo o el centro de un giro a partir de otros datos.

5- Realizacion de composiciones de giros del mismo centro y generalizacion del resultado de

la composicion de varios de tales giros. Descubrimiento de la conmutatividad.

6- Descubrimiento y verificacion, a partir de ejemplos, de otras propiedades de los giros.
-0-0-0-0-0-0-

En el segundo nivel de razonamiento se empiezan a poner de manifiesto y a utilizar
explicitamente los elementos matematicos que caracterizan los giros y sus propiedades. Por
ese motivo, el primer objetivo de este nivel debe ser el aprendizaje comprensivo de las

propiedades bésicas de los giros.

Se utiliza la equidistancia de un punto y su imagen al centro de giro, relacionandola con
la circunferencia correspondiente, lo cual es la formalizacion de la interpretacion de giro

desarrollada en el primer nivel de razonamiento debido a su fuerte componente visual.

La medida del desplazamiento realizado mediante un giro se plasma en el angulo de
giro. Pero para utilizarla hace falta comprender su invarianza, por lo que ésta constituye otro

de los primeros objetivos de este nivel de razonamiento. El empleo de los grados en los giros
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(no necesariamente a través del transportador!) permite descubrir experimentalmente

propiedades de los giros, propiedades que posteriormente se generalizan y aplican.

Casi la totalidad de los objetivos propuestos para este nivel de razonamiento lleva
asociada la medida de angulos. En particular, destacan la equivalencia de giros, la

composicion de giros del mismo centro y la determinacion del angulo o el centro de giro.

El paso del primer al segundo nivel de razonamiento supone el inicio de la actividad
realmente matematica de los estudiantes, por lo que en este nivel deben también empezar el
aprendizaje del vocabulario matematico usual, asi como de las notaciones correspondientes a
los conceptos u operaciones implicados. Por este motivo, uno de los objetivos importantes del
nivel 2 debe ser el desarrollo de la capacidad de los estudiantes para entender la terminologia
matematica y utilizarla en sus explicaciones. No obstante, es conveniente evitar aquellos
casos en los que dichos vocablos o notaciones puedan crear dificultad a los estudiantes,

retrasando su uso hasta el momento adecuado.

Una vez que los estudiantes han entendido qué es un giro y cudles son sus caracteristicas
matematicas, ya estan en condiciones de entender la definicion y usarla en sus explicaciones,
por lo que un objetivo del nivel 2 debe ser fomentar el uso de la definicion de giro. No
obstante, no se debe olvidar que, para los estudiantes del segundo nivel, una definicién es una
relacion de las propiedades destacadas de ese concepto, mas que un conjunto minimo de tales

propiedades (condiciones necesarias y suficientes).

Los estudiantes que se encuentran en el segundo nivel de razonamiento pueden trabajar
en la determinacion del centro de un giro, lo cual hacen mediante procedimientos de
aproximacion. Sin embargo, para que entiendan correctamente el procedimiento técnico de
calculo del centro de giro, que es una destreza necesaria para lograr una vision completa de
los giros, es necesario previamente el descubrimiento y la generalizacion de la propiedad de
que la mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los centros de los giros que
transforman uno de los extremos del segmento en el otro. El afianzamiento de esa propiedad
permitira posteriormente, en el tercer nivel de razonamiento, efectuar composiciones de giros
de distinto centro y justificar la obtencion del centro del giro resultante. Por lo tanto, en las
actividades del nivel 2 se trabajara en las ideas bésicas (calculo aproximado del centro de giro
y asimilacion de la propiedad de la mediatriz) y en las actividades del nivel 3 se utilizaran

estos conocimientos en un contexto mas formalizado y mas apropiado para su uso general.

lsjel empleo del transportador presenta problemas, se pueden utilizar otros medios que, aunque posiblemente
sean de menor exactitud, permiten obtener algunas propiedades. En particular, disponer de sectores de carton

de diversas amplitudes ha demostrado resultar util en otras investigaciones (Fuys, Geddes, Tischler, 1988).
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Pero también hay otras propiedades que pueden descubrir y utilizar directamente los
estudiantes y a las que no aludimos ahora. No obstante, para que avance el nivel de
razonamiento de los estudiantes, es necesario que éstos practiquen sus destrezas y hagan

nuevos descubrimientos. Son de especial importancia, por diversos motivos, los siguientes:

- Las particularidades de los giros de 180°, pues este movimiento tiene suficiente
entidad por si mismo como para que con frecuencia reciba un nombre propio: Simetria
central. Por una parte, posee gran contenido visual, al quedar la figura imagen "al revés", y,
por otra parte, el método mas sencillo para obtener la imagen por un giro de 180° difiere del
usual, pues solo precisa alinear el punto imagen con el punto original y el centro de giro y

mantener la distancia al centro de giro.

- La determinacion de la inclinacion de las imagenes por el angulo del giro: Las
imagenes de una figura por varios giros del mismo angulo y centros distintos son trasladadas
unas de otras. Pretendemos que esta propiedad sirva posteriormente, en las actividades del
tercer nivel de Van Hiele, para establecer relaciones entre giros, traslaciones y su
composicion, y que sea un elemento basico para la justificacion general de ciertos resultados
de composiciones de movimientos o para la obtencion de técnicas generales de composicion y

descomposicion de isometrias.
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Fase 1 del Nivel 2

Objetivos:

1- Obtener informacidn de los conocimientos que tienen los alumnos sobre dngulos, manejo

de transportador y empleo del compas para trazar mediatrices, medir distancias, ...

2- Proporcionar una unidad complementaria de ensenanza sobre dngulos, su medida y forma

de uso del transportador, si ello fuera necesario.

Actividades:

A1l- Dados un punto P y su imagen P' mediante un giro con centro O, marcar el angulo que se

forma (en los primeros casos, pintar su interior). Medir el angulo.

A2- Dados un centro de giro y un segmento con un extremo en dicho centro, girar el
segmento aproximadamente, sin servirse de material de medida, un angulo de ... (se da
un valor). Comprobar luego el resultado con un instrumento de medida (transportador o

cufias angulares, segun las posibilidades de los alumnos).
-0-0-0-0-0-0-

Cuando se inicie la ensefianza con estudiantes que demuestren haber superado ya el
nivel 1 de razonamiento en el area de los giros, pero no el nivel 2, las actividades a realizar en
esta primera fase deberian ser las propuestas aqui precedidas de algunas actividades de las
distintas fases del nivel 1, que servirdn para que los estudiantes recuerden determinados
conocimientos necesarios y para que el profesor detecte posibles carencias de sus alumnos.
Por el contrario, si durante un curso los estudiantes pasan del nivel 1 al 2, el profesor ya tiene
informacion sobre el nivel de razonamiento de sus alumnos y €stos ya conocen el tema objeto
de estudio, por lo que en esta fase 1 el profesor se puede limitar a obtener y proporcionar
informacion sobre aspectos concretos, como los conocimientos de angulos y el uso de compas

y transportador.

Para progresar a lo largo del segundo nivel de razonamiento es necesario recurrir al
dibujo y medicion de angulos, por lo que resulta imprescindible que los estudiantes posean
esos conocimientos antes de empezar a trabajar en las actividades de la fase 2. Por este
motivo, en la experimentacion que llevamos a cabo con los alumnos de 3° de E.G.B. fue

necesario incluir un modulo de instruccion sobre angulos.
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Si se intenta un aprendizaje demasiado rapido o superficial de los dngulos, los alumnos
aprenden de memoria algunas propiedades, a veces contrarias a su intuicién (por ejemplo,
muchos estudiantes de E.G.B. relacionan la amplitud de los angulos centrales de las
circunferencias con sus radios, por lo que consideran mayor el angulo de la circunferencia con
radio mas largo, aunque matematicamente los angulos tengan la misma amplitud). Esto puede
provocar que los estudiantes memoricen algoritmos de obtencion de la imagen de puntos o de
figuras, aunque no entiendan realmente por qué deben hacerlo asi. En la experimentacion
realizada en 3° de E.G.B., se puede observar que éste es el caso de Sandra y Jorge, los cuales
dan respuestas contradictorias porque en unos casos se guian por sus concepciones y en otros
por las explicaciones del profesor. Respecto a Gloria, le cuesta al principio asimilar que todas
las circunferencias midan 360°, pero su problema estd en que desearia una explicacion con
fundamento mas matematico que la simple justificacion de "porque es asi". Veamos a
continuacion un extracto de las actuaciones de los nifios durante una de las sesiones dedicadas
a la unidad complementaria dirigida al aprendizaje de angulos (en la transcripcion siguiente,
cuando se indica "nifa" la que habla es Gloria o Sandra; no se distingue en el video cual de

las dos interviene):

Nifa: ¢ Todos los circulos miden 3607?

Prof.: Todos.

Nifas: ¢Todos?

Prof.: Todos. Aungue € circulo sea inmenso, lo Unico que tenemos que hacer ¢qué es?

Nifa: ¢Y toda la bola del mundo también?

(Gloria?: ¢Y por qué miden todas igual ?

Jorge: Un duro no porgue no tiene centro de giro.

Nifia: La nariz del duro.

Prof.: Un duro es redondo como esto.

Jorge: Si, pero no mide 360.

Prof.: ¢COmMo que no? ¢Esto cuanto mide? [el transportador, que es un circulo completo].

Nina: Deberian medir unos menos que otros.

Prof. [a Jorge]: Segun ta, ¢cuanto deberia medir, mas o menos?

Jorge: Menos.

Gloria: Pero esmuy raro. ¢Por qué tienen que medir todos |o mismo?.

Prof.: Porque lo miden. ¢L.o comprobamos?

Prof.: Sandra, ¢cuanto mide cada uno de éstos? [el profesor se refiere a una serie de arcos
concéntricos que acaba de dibujar. Los nifios acaban de medir el valor del angulo].

Sandra no lo sabe.
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Prof.: Gloria, explicaselo.

Gloria: Lo mismo que ése [sefala el arco que estaba dibujado antes de que el profesor
dibujara los demas concéntricos].

Prof.: Sandra, ¢entonces cuanto miden?

Sandra: 100 todos.

Casi inmediatamente después, el profesor hace que Jorge diga los valores de dos arcos
complementarios que acababan de medir y luego sefiala arcos de la misma amplitud, pero

sobre circunferencias de mayor tamafio. La contestacion de Jorge, correcta, es:
Jorge: Mediran igual, solo que mas ampliado.

Sin embargo, un poco después el profesor le pide a Jorge que indique el valor de un
angulo (de 260°) y a continuacion le pide el valor de un arco concéntrico, sobre una

circunferencia, mayor. La respuesta de Jorge es: Mas de 260.

En el desarrollo de la experimentacion se observa como los nifios fueron mejorando su
comprension de esta propiedad de los angulos con el tiempo, de manera que después de
realizadas varias actividades ya habian asimilado la independencia entre la amplitud de los
angulos y la longitud de sus lados. Por ejemplo, Jorge, en la quinta sesion dedicada a dngulos,
tras resolver las medidas de los angulos de una lamina, todos rectos, explica que todos son
iguales porque todos miden 90 y da igual que € circulo sea mas grande o mas pequefio para
medir o mismo.

Por lo tanto, para el progreso en el segundo nivel de razonamiento en los giros es
imprescindible haber adquirido previamente este nivel en el uso de los dngulos y su medida.
Esto no significa que una comprension perfecta de los dngulos implique entender facilmente
el método de obtencion de las imagenes de puntos o figuras mediante giros, pero si es un

requisito previo necesario.

Por otra parte, también es deseable que los estudiantes desarrollen su capacidad de
estimacion de las medidas de los angulos, en términos de identificacion aproximada de su
valor a partir de fracciones de la circunferencia (por ejemplo, 90° es la mitad de 180° y la

cuarta parte de la circunferencia, 170° es casi media circunferencia, etc.).

En caso de que el empleo del transportador resulte complicado para los alumnos, es
posible recurrir a otros medios. Por ejemplo, se pueden utilizar "cufias", es decir sectores
circulares de un radio fijo hechos con cartulina, cartdon, etc., de diversas amplitudes (por
ejemplo, 15°, 45° y 90°, cuya suma permite obtener una gran variedad de angulos). Este

material no lo hemos utilizado en nuestras experimentaciones, pero su uso por Fuys, Geddes,
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Tischler (1988) en un mddulo de reconocimiento de dngulos y la dificultad que supone para
muchos alumnos de todas las edades el empleo del transportador, nos inclinan a considerar las
cufias como un medio efectivo para el descubrimiento de propiedades de los giros, evitando el
deslizamiento de convertir el empleo del transportador en el objeto de atencion principal,
cuando sélo debe ser un instrumento auxiliar. En la experimentaciéon de Magisterio podemos
observar como Ara tenia ciertas dificultades en el empleo de buena parte de los materiales
manipulativos, siendo sin embargo capaz de obtener, generalizar y aplicar propiedades

matematicas de las isometrias.

En la propuesta que hacemos para esta primera fase, hemos planteado algunas
actividades orientadas directamente a vincular los angulos y los giros de un punto, con el fin
de introducir a los estudiantes en lo que constituira uno de los aspectos basicos de la vision
del giro desde la perspectiva del segundo nivel de razonamiento, desde la cual la aplicacion de
un giro estd determinada por la equidistancia al centro y el angulo de giro concreto. Estos
ejercicios les presentan a los estudiantes unos elementos bésicos en el trabajo del segundo
nivel y, al mismo tiempo, permiten comprobar su destreza en el uso de los angulos y sus
instrumentos de medida, siendo, por tanto, su planteamiento coherente con las finalidades de

la primera fase de aprendizaje del nivel 2.

Al realizar estas actividades, se debe tener en cuenta que el trabajo realizado en el
primer nivel ha sido eminentemente manipulativo, especialmente por los estudiantes mas
pequefios, por lo que en los primeros ejercicios de cada actividad habrd que continuar con los
mismos métodos, permitiendo a los estudiantes que usen un disco transparente para realizar
los giros, y haciendo que en los siguientes ejercicios utilicen regla, transportador o compas si

es posible.
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En las experimentaciones llevadas a
cabo se ha podido comprobar que siempre hay
algin momento en el cual los alumnos dejan
de lado como foco de atencion principal la
equidistancia de un punto y su imagen al
centro de giro, o bien el desplazamiento
seguido, centrdndose en el trazado de un

angulo y/o de la circunferencia. Como

ejemplo, presentamos a continuacidon un

dibujo de cada uno de los cursos en los que

Dibujo 1.

hemos realizado las experimentaciones de

giros:

Sandra, en la actividad 12 de la
experimentacion de 3° de E.G.B., para efectuar
un giro de 60°, marco un punto U, interior a la
figura, trazd el éangulo de 60° y situ6 U,
imagen de U, en el mismo lado del angulo que

U, como muestra el dibujo 1.

En 6° de E.G.B., para resolver la
actividad 10, Inmaculada tenia que girar 90° la o
pipa. Su explicacion fue:
Inmaculada: Yo he puesto e punto [que Dibujo 2.
quiero girar] aqui [en la interseccion de
la pipa con la circunferencia exterior del transportador; ver dibujo 2] y aqui, de 90°
hasta éste [extremo del arco que traza, que es de una amplitud de 90° y mostramos en

el dibujo 2] ¢O tendria que ser este punto? [extremo inferior de la pipa].
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En la experimentacion de
Magisterio, en la actividad 8 Ara debia
girar el rombo 57°. Trazo6 circunferencias
para los vértices inferior y superior; midio
el angulo girado por el vértice inferior y
dibuj6 los lados de ese angulo; después
intento ajustar la figura imagen, de manera
que los vértices inferior y superior se
situaran en las intersecciones de las cir-
cunferencias con el lado del angulo de 57°
dibujado antes. Por lo tanto, la imagen del
vértice superior era incorrecta, puesto que Dibujo 3.
no habia medido 57° para ese vértice (ver
dibujo 3).
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Fase 2 del Nivel 2

Objetivos:

1- Descubrir y utilizar la equidistancia de cada punto y su imagen al centro de giro como

caracteristica de los giros.

2- Descubrir y utilizar como caracteristica de los giros la invarianza del angulo de giro para

todos los puntos de una figura.

3- Descubrir y utilizar como caracteristica de los giros el centro y el angulo de giro. Saber

determinar el 4ngulo de un giro.

4- Comprender y utilizar la notacion estandar de giro, G(centro,angulo), el vocabulario basico

asociado y los sentidos de giro.
5- Aprender a aplicar un giro determinado a un punto por procedimientos exactos.

6- Obtener la imagen de una figura por un giro dado usando varios procedimientos apropiados
para diferentes situaciones. Reconocer y utilizar las propiedades particulares de las

situaciones segun que el centro de giro esté sobre la figura a girar o fuera de ella.

Actividades:

Al- Dadas varias figuras que se corresponden mediante un giro, con centro sobre ellas,
determinar la posicion exacta del centro de giro. Hacer explicita y generalizar la idea de

la invarianza del centro de giro (la imagen del centro es él mismo).

A2- Dadas dos figuras, A y B, que se corresponden mediante un giro (unas veces con el
centro exterior a ellas y otras con el centro en su interior o contorno), marcar varios
puntos de A y sus imagenes en B. Dibujar el arco de circunferencia recorrido en cada
caso y marcar el angulo correspondiente (trazando los respectivos radios). Medir los
angulos formados por los distintos puntos marcados de A y sus imagenes en B.

Generalizar la invarianza del angulo de giro para todos los puntos de una figura.

A3- Dados un punto P, su imagen P' y el centro de un giro, determinar el angulo de dicho
giro. Escribir el giro con la nomenclatura estandar G(centro,angulo) u otra que se

considere adecuada.
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Utilizando un disco transparente, obtener la imagen de otros puntos al aplicar el giro
anterior. Medir el angulo del giro que ha pasado cada uno de los puntos a su imagen.
Generalizar la idea de invarianza del d&ngulo de giro para todos los puntos del plano.

Ahora sin utilizar el disco transparente, obtener la imagen de otros puntos por ese

mismo giro.

A4- Dados un punto P, un centro de giro O y otros puntos, determinar con rigor y sin trazar
circunferencias (midiendo con una regla la distancia al centro de giro) cuéles de esos
puntos pueden ser imagenes de P cuando este punto va girando alrededor del centro de

giro dado. Marcar y medir el 4ngulo del giro en los casos que si haya giro.

AS- Dados una figura, el centro, exterior a ella, de un giro y la imagen de un punto de la
figura por medio de ese giro, tratar de colocar la figura imagen.
Discutir los procedimientos empleados por los estudiantes y resolver otros casos
empleandolos. Si no ha surgido, introducir el método consistente en trazar
circunferencias para otros puntos y situar la imagen ajustando sobre ellas los puntos

correspondientes.
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a0

r

A6- Dados una figura, el centro de un giro exterior a ella y la imagen de un punto de la figura
por medio de ese giro, tratar de determinar el angulo de giro. Obtener las imagenes de

otros puntos de la figura y después colocar la figura imagen.

A7- Resolver actividades andlogas a A5 y A6, pero con giros cuyo centro esté sobre la figura
(en su contorno en los primeros casos y en un punto interior después). Discutir las

formas de determinar la imagen utilizadas por los estudiantes.

A8- Dados el centro de un giro, un punto P y su imagen P' por ese giro, calcular el valor del
angulo de giro y marcar el recorrido seguido por el punto P a lo largo del giro. Hacer

fisicamente ese recorrido.

Repetir el ejercicio con otros giros y pares de puntos. Introducir los sentidos del

angulo de giro.

A9- Dados una figura y el giro G(O, ...) (dar un valor para el angulo. El centro de giro es

exterior a la figura), determinar la figura imagen.

A10- Dados una figura y el giro G(O, ...) (dar un valor para el angulo. El centro de giro esta
sobre la figura, primero en su contorno y luego en el interior), determinar la figura

imagen.
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Al1l- Dados una figura y tres puntos suyos, P, Q y R, determinar si los puntos P', Q' y R’
pueden ser sus imagenes por medio de un giro de centro O. Explicar en cada caso si es

posible o no y qué falla en los casos negativos.

E's ,
L QR
[ L
- Q_'
D [ ]
0 * P
P
]
] F "
K

20-0-0-0-0-0-

La necesidad de la equidistancia de un punto y su imagen al centro de giro ya se
establecid en las actividades del nivel 1, en situaciones en las que la influencia visual era muy
fuerte. Tal es, por ejemplo, el reconocimiento de las circunferencias como las tnicas lineas
que marcan el desplazamiento seguido por puntos o figuras al girar. No obstante, para poder
resolver otras actividades basadas en esa propiedad se requiere un progreso de los alumnos
hacia el segundo nivel de razonamiento, por lo que el primer objetivo que hemos planteado en

esta fase es construir esos conocimientos basicos sobre la equidistancia.

En la experimentacion de 3° de E.G.B., el profesor hacia referencia a la equidistancia al
centro de giro pero, excepto Gloria, ningin alumno la consideraba al fundamentar sus
explicaciones; todos centraban su atencion preferentemente en la componente grafica del
desplazamiento circular. Gloria, que progresaba a lo largo del segundo nivel, si asimil6o bien
esa propiedad, a la que recurri6 varias veces en sus construcciones y justificaciones, pues,
aunque también determinaba sus respuestas a partir de la simple observacion; después era

capaz de referirse espontaineamente en su explicacion a la equidistancia al centro de giro. Asi,
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mientras los otros niflos explican que cuando es giro todo es redondo, pase por donde pase,
...; s0lo con un poco que no sea redondo ya no es [un giro], Gloria explicaba que Si |0 mides
con unaregla, por ejemplo desde aqui [el centro de giro], te da dos; siempre te ha de dar dos
y s ho es [giro], avecesno [mide dos]. (Actividad 6 de la experimentacion).

En 6° de E.G.B., las alumnas superaron

pronto el primer nivel de razonamiento y '

empezaron a utilizar esta propiedad en sus

justificaciones. En el caso de Inmaculada, el X

progreso hacia el segundo nivel fue més lento

(de hecho, su adquisicion del nivel 2 no llegé a X

ser completa), por lo que se detectd en ella un ot

menor empleo de la propiedad matematica de

la equidistancia al centro de giro. Por ejemplo,

en la actividad 12 de la experimentacion, para obtener entre los puntos que se ven en el dibujo

los posibles centros de giro que transforman R en R', Inmaculada recurria al compas -real o

colocando los dedos a modo de compas- y no pensaba por si misma directamente en términos

de equidistancia (aunque si podia hacer referencia a ella cuando sus compaieras se lo

indicaban):

Inmaculada [a Marta]: Tienes que poner la punta [del compas] en cada estréellita [los puntos
que debia indicar si eran centros de giro] y S te pasa por las dos partes, entonces esta
bien.

En Magisterio, las alumnas si empleaban consciente y voluntariamente la equidistancia
de una manera sistematica, acompafiada de otras propiedades matematicas particulares de
cada caso, como la tangencia de un lado de la figura a la circunferencia de uno de sus vértices.
En particular, Ara recordaba de su experiencia escolar una definicion de giro basada en la
equidistancia, pero incorrecta, que intentaba aplicar. En este caso, la primera funcion de las

actividades de la fase 2 del segundo nivel fue la de hacerle rectificar esta concepcion erronea:
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En la actividad 3 de la experimentacion,
Ara debe colocar la imagen de una figura por
medio de un giro con centro exterior a la
figura. Ara mide la distancia desde dos
vértices de la figura inicial al centro de giro
(ver el dibujo de la derecha), que cree que han
de ser iguales, pues segun ella, todos los
puntos se encuentran a la misma distancia del
gje (Ara usa la palabra eje en vez de centro
pues, seguramente, ha estudiado giros en el
espacio. La propiedad que enuncia ahora es exactamente la que dio con anterioridad como

definicion de giro).

Prof.: O sea, que has medido dos [cm.] deaqui [un vértice de la figura inicial] al centroy
dicesque deaqui [el otro vértice] al centro ha de medir dos [cm.]. ¢Y mide eso?

Ara: No.

Prof.: No se cumple. ¢Coémo se te ocurre que lo puedes hacer? Todavia no |0 he explicado.

Ara: Trazar la circunferencia externa y tomar ese punto como referencia [Ara hace con la
mano la circunferencia que pasa por uno de los vértices (ver el dibujo de la pagina
siguiente), aunque no la dibuja].

Entonces Ara dice que no le sale, que no entiende por qué las distancias de cada vértice al
centro de giro son distintas. Merche le explica el error:

Merche: Esa distancia no es la misma que
ésa de ahi [Merche sefiala,
correctamente, de un vértice y de su
imagen al centro de giro].

Prof.: O sea, que ahi hay una distancia que
falla.

Ara: ¢Entonces tenia razon yo con lo de la

distancia? ‘\,\ )
Prof.: ¢Pero qué distancia era igual ? ' /
Ara: Esa. La distancia de ese vértice [el N 7
inferior del rombo] al ge [quiere decir T~a L .
centro]. Ttme--ntT

Prof.: ¢Qué vértice? [Ara sefiala el inferior

del rombo].
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Prof.: Al centro. ¢Y con ese otro veértice qué pasa? [la profesora sefiala el vértice de la
derecha].

Ara: Que ésta tendra que ser también la misma [ahora Ara sefala las distancias correctas:
Del vértice y de su imagen al centro de giro].

Prof.: ¢Era eso lo que tu decias antes?

Ara: Claro. Eso eslo que yo decia; por eso yo ... [la profesora le interrumpe]

Prof.: ¢TU no decias que la distancia desde este vértice al centro y desde este vértice al centro
tenian que ser iguales? [la profesora sefala los vértices inferior y derecho de la figura
inicial].

Ara: §. Estaba equivocada. Es que sabia que habia una distancia. Pero luego creia ...
Bueno, como en todas las rotaciones que habia visto la distancia era la misma, pues mi
idea era ésa.

Desde el punto de vista matematico, estd claro que es equivalente dibujar
circunferencias y situar los puntos sobre ellas que medir directamente la distancia de cada
punto al centro de giro, pero no ocurre lo mismo desde la perspectiva del progreso en el nivel
de razonamiento, pues es conveniente que en el segundo nivel la circunferencia tenga el
significado de la equidistancia y no simplemente el significado grafico del nivel 1, de linea
sobre la que se desplaza un punto al girar. Por ello, en las actividades propuestas para la
segunda fase del nivel 2, se debe conseguir que los alumnos utilicen explicitamente el
concepto de equidistancia en sus argumentaciones (aqui vemos una clara interrelacion entre
los objetivos de la fase 2 y los de la fase 3).

La primera actividad de esta fase (actividad A1) esta dirigida expresamente a considerar
la invarianza del centro de giro, a través de su identificacion en figuras giradas en las que el
centro de giro se encuentra sobre ellas. El énfasis en esta propiedad obedece a que influye
directamente en el método de obtencion de la imagen de figuras con centro de giro sobre ellas.
La identificacion del centro de giro en el nivel 1 es visual; por ejemplo, en la experiencia de
6° de E.G.B., las alumnas se basaron en una vision global de las figuras para diferenciar casos
correspondientes o no a giros, cuando el profesor situaba una pieza en distintos lugares.
Posteriormente, la orientacion de los ejercicios que realizaron en esta fase del nivel 2 hizo que
las estudiantes expresaran claramente la invarianza del centro de giro (actividad 15 de la

experimentacion):

Las nifias habian estado haciendo giros con centros exteriores a las figuras que mueven,
y se habia planteado la cuestion de saber cudntos puntos imagen se necesitan para poder
colocar la figura imagen. Aunque en un primer momento Inmaculada dice que 1 imagen,
porque usaba el disco transparente, Rebeca se da cuenta de que con las imagenes de dos

puntos se puede determinar siempre la posicion de la figura imagen. A continuacion tienen
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que hacer un giro cuyo centro esta sobre la figura. Rebeca se da cuenta de que uno de los dos

puntos puede ser el centro de giro porque su imagen es ¢l mismo:

Iciar: ¢Lo hacemos con todos |os puntos?

Prof.: Como quieras. ¢Cuantos hacen falta?

Rebeca: Con uno si haces todas las circunferencias [se refiere al método de trazar las
circunferencias de los recorridos de los vértices de la figura, calcular la imagen de uno
de ellos y ajustar los otros vértices de la figura de papel sobre sus respectivas
circunferencias].

Prof. [a Rebeca e Iciar]: ¢No tenéisahi [en la figura] € centro? Pues, ¢cuantos hacen falta?

Rebeca: jClaro! Puesya hay dos.

Prof.: ¢Con cuantas circunferencias habriais tenido bastante?

Rebeca: Con una. jClaro!

Prof.: ¢Y con €l centro de giro qué pasa?

Iciar: Que siempre esta en el mismo sitio.

En la experimentacion de Magisterio se observa que no es inmediata la identificacion
del centro de giro y su invarianza cuando éste se encuentra sobre la figura, como se puede ver
en la solucion de Ara a una de las actividades que se le plantearon, andloga a las actuales A2 y
A3.

Algo parecido ocurri6 en la experimentacion de 3° de E.G.B., pues habria hecho falta
mas instruccion para que los estudiantes superaran por completo el nivel 1 de Van Hiele y
progresaran al ritmo requerido en el nivel 2, sobre todo por parte de Sandra. Una de las
consecuencias de la presentacion antes de tiempo de las actividades de esta fase es que Sandra
memorizaba los distintos algoritmos de obtencion de la imagen de un punto o de una figura y
por eso no los relacionaba con la posicion del centro de giro sobre la figura o exterior a ella.
Resulta significativo el comentario de Sandra tras girar, con ayuda del profesor, algunas
figuras mediante el algoritmo propuesto por el profesor: A mi me da igual [elegir] un punto
facil que uno dificil [para aplicar el giro]. Todo eslo mismo. Y si es mas facil o mas dificil 1o
comprendesigual.

Para comprender las formas de obtencion de la imagen de una figura por un giro se
requiere necesariamente haber asimilado la idea de que todos los puntos giran el mismo
angulo (es decir, la invarianza del angulo de giro). Esta propiedad fue totalmente asumida por
las alumnas de Magisterio, pero no asi por algunos estudiantes de otros cursos. Por ejemplo,

en la actividad 11 de la experimentacion en 3° de E.G.B., Gloria no tiene dudas y sus
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respuestas son siempre rapidas y seguras. Cuando el profesor le pregunta por qué hay siempre

los mismos grados responde:

Gloria: Porque siempre es lo mismo. Porque €l 0jo [del pez, que es la figura con la que
trabajaban en ese momento] esta mas hacia alli y ahora esta mas haciaahiy ...

Prof. [interrumpiéndole]: ¢Toda la figura se ha movido lo mismo?

Gloria: S.

Sin embargo, su compafiera Sandra tenia serias dificultades, pues al principio no era
capaz de coordinar las imagenes de los diversos puntos y sus respuestas eran lentas e
inseguras. Con el tiempo, Sandra fue dando mas respuestas correctas, pero no estaba claro si
ello se debia a la repeticion o comprendia realmente la propiedad, pues con frecuencia era

incapaz de aplicarla para calcular la imagen de una figura.

En la secuencia de actividades propuesta aqui, esta propiedad es el objetivo de la
actividad A2, que junto a la Al abordan estos conocimientos que son necesarios antes de
proceder a la obtencidon por procedimientos matematicamente correctos de la imagen de una

figura.

La obtencién de la imagen de una figura de modo correcto se pueden realizar de varias
maneras y en situaciones particulares existen variantes que incorporan propiedades especiales
del caso en cuestion. Una vez adquiridas las ideas basicas de equidistancia al centro y de
invarianza del dngulo de giro, es conveniente que los estudiantes aprendan varios métodos de
trabajo que, si bien son matematicamente equivalentes, pueden aparecer como diferentes ante
estudiantes del segundo nivel de razonamiento a causa de los distintos elementos que se
utilizan y las formas de trabajo. Por otra parte, también es importante en este nivel que los
estudiantes adquieran destrezas en el empleo de herramientas auxiliares como parte del
algoritmo seguido. Las actividades de la A4 a la A7 estdn orientadas a conseguir estos
objetivos, pues en A4 se pide usar una regla en vez del compdas, en A5 y A6 se puede
empezar, si es necesario, usando el disco transparente, para pasar después, en A5, a dibujar
varias circunferencias y ajustar la figura imagen sobre ellas, mientras que en A6 se debe llegar
al célculo de las imagenes de varios puntos para fijar la figura imagen. Asi mismo, se debe
tener en cuenta en este grupo de actividades la diferencia, ya comentada, entre los giros de
figuras que contienen o no el centro de giro. A continuacion, en las actividades A9 a All, se
plantean problemas mas libres, con el fin de que los estudiantes afiancen los diferentes

algoritmos y profundicen en la comprension de las propiedades matematicas subyacentes.

En relaciéon con los métodos usados por los estudiantes, en las experiencias realizadas

hemos encontrado que las dos alumnas de Magisterio y casi todas las de 6° de E.G.B. se
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encontraban coémodas usando el método de ajuste de la figura imagen sobre las
circunferencias correspondientes, si bien algunos estudiantes, como Inmaculada (alumna de

6°) se decantaron por la utilizacion del disco transparente.

En la experimentacion de 3° de E.G.B., el profesor dirigié siempre la instruccion hacia
la obtencion de las imagenes de dos vértices midiendo los angulos correspondientes, por lo
que no se dejo practicamente opcidn a la aparicion de otros métodos. Quizé ello influy6 en la
gran dificultad que tuvo Sandra para asimilar ese método. De todas maneras, incluso bajo esas
condiciones, se puede observar la tendencia de Gloria a servirse del ajuste sobre

circunferencias mediante el desplazamiento manual de la figura sobre ellas.

En consecuencia, dado que la mayor parte de los estudiantes se inclinaba mas por el
empleo del disco transparente y por el ajuste sobre circunferencias, hemos incluido
explicitamente el estudio de ambos métodos en la propuesta de actividades contenida en esta
memoria para que, con su utilizacion, los estudiantes afiancen su comprension del resultado
de aplicar un giro a una figura. No obstante, el profesor no debe anular la posibilidad de
aparicion de otros métodos correctos, propuestos por los alumnos. Probablemente, algunos de
los que se produzcan de manera espontanea seran particularizaciones de los dos mencionados

antes, pero no por ello son desechables.

Tal es el caso, por ejemplo, de Gloria (3° de E.G.B.), en la actividad 11 de la
experimentacion, al aplicar G(O,-90°) a un rectangulo. En la sesion anterior, Gloria habia
girado alguna figura usando el método propuesto por el profesor, el consistente en obtener las
imagenes de dos puntos, pero en esta ocasion se basé en sus propias ideas sobre los giros:
Gloria hizo el angulo recto indicado en el dibujo de la izquierda y después midi6 con la regla
las distancias marcadas en la figura mediante una llave (las marcas son nuestras). Con el
compas, midiendo su abertura en la figura original, trazo sobre la linea horizontal una marca
(asi aseguro la equidistancia al centro). Después, colocd en vertical la pieza imagen (en la
posicion correcta) y, para ajustarla en el lugar exacto, midi6 sobre el lado correspondiente las
dos distancias a las que la linea horizontal ha de cortar a uno de los lados (medidas que ya
habia obtenido antes). Finalmente, para asegurarse de que estaba bien hecho, midi6 el angulo

girado por otro vértice de la figura (ver el dibujo de la derecha).
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Matematicamente, el método de Gloria es correcto, pues se basa en la equidistancia al
centro de cada punto y su imagen, pero Gloria actuaba de un modo intuitivo y en esta sesion
el profesor no analizé con ella su método. Después, Gloria intentd aplicarlo también al
ejercicio siguiente, cuyo angulo de giro era de 100°, pero esta vez se desorientd y lo abandond
en favor del empleado por el profesor.

En la fase 4 de este segundo nivel de razonamiento el profesor puede aprovechar la
existencia de esta variedad de métodos de trabajo para proponer su andlisis y discutir sobre las

propiedades empleadas en cada uno de ellos.

En las experimentaciones pediamos a menudo a los estudiantes que determinaran la
cantidad de puntos-imagen que es necesario obtener para poder determinar la figura imagen.
La reflexion se centraba en el método propuesto por el profesor, el consistente en determinar
el arco recorrido por cada punto, con el objetivo de poner de relieve la informacion que se
necesita para realizar cada paso del algoritmo y hacer desaparecer poco a poco las formas de
resolucion basadas en la simple apreciacion visual. Aunque los estudiantes progresaban en
ello, con frecuencia hacian referencia a otros métodos empleados o ideados por ellos. Por este
motivo, creemos que el profesor debe tratar también de comprender los métodos de
realizacion de giros empleados por sus alumnos, cosa que se plantea explicitamente en las
actividades A5 y A7 de la secuencia propuesta aqui, e implicitamente en la actividad A9. En
todas ellas se debe dejar a los estudiantes libertad para que elijan el método a seguir,
analizando después entre todos los estudiantes y el profesor los diferentes métodos, en
particular, los tres que se han planteado en las actividades: Disco transparente, ajuste por

circunferencias y calculo de la imagen de varios puntos.
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El objetivo final de este trabajo debe ser fomentar una maduracion progresiva de los
estudiantes, para que sean capaces de razonar basandose en cualquiera de los métodos y de

elegir el més apropiado para cada situacion.

Al analizar las grabaciones de las sesiones de trabajo que hemos realizado, se observa
como no es trivial lograr que los estudiantes comprendan qué informacién necesitan para
poder girar una figura y cuando tienen suficientes datos para fijar la figura imagen. Entre los
alumnos de 3° de E.G.B., Gloria si lleg6 a entenderlo, pero parece que Sandra memorizaba las
propiedades y los métodos de trabajo sin llegar a entenderlos. Los dos fragmentos de

transcripciones siguientes resultan significativos:

Tras haber resuelto varias actividades en las que las nifias habian obtenido las imagenes
de figuras por giros con centros exteriores a ellas, el profesor les formul6 preguntas a las nifias
con el fin de recordar la propiedad de la cantidad minima de puntos-imagen necesarios para
situar correctamente la figura imagen. Se produjo el didlogo siguiente, en el que se aprecia
que Gloria tiene muy claro el resultado, pero Sandra parece que no comprende la contribucion

de cada nueva imagen (actividad 11 de la experimentacion de 3° de E.G.B.):

Prof. [a Gloria]: ¢Con un solo punto podemos saber como queda la figura?

Gloria: No. Bueno, si |0 haces de casualidad si.

Prof.: Bueno, de casualidad si, pero ¢con dos o podrias asegurar?

Gloria: S.

Prof.: (Y contres?

Gloria: También.

Prof.: M&s seguro. ¢Y con cuatro?

Gloria: Mgjor.

Prof.: El nimero minimo para saber cuantos puntos hay que coger cual es?

Gloria: Dos.

Prof. [a Sandra]: ¢Cuantos puntos hay que coger como minimo?

Sandra: Dos.

Prof.: ¢Y S cogemos tres?

Sandra: No. No puedo coger tres.

Prof.: Imaginate que a este punto lo llamo K. ¢Podria coger € punto K?

Sandra: S.

Prof.: ¢Y a este punto lo puedo llamar B? Puedo coger 10s puntos que quiera. Lo que pasa es
gue como minimo hay que coger ...

Sandra: Dos.

Gloria: ¢Y como maximo?
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Sandra: 1200.
Gloria: No. Mas. 4000.

Al dia siguiente, al resolver algunos casos con los centros de giro sobre la figura, se

produjo este didlogo (actividad 12 de la experimentacion):

Prof.: ¢Qué diferencia hay [de cuando el centro de giro esta dentro de la figura] a cuando el
centro de giro esta fuera de la figura?

Gloria: Que habia que coger dos puntos ... Y aqui hay uno.

Prof.: ¢Con uno es suficiente?

Gloria: Si. Puedes coger mas.

Sandra: Si. Pero lo minimo son dos.

Prof.: ¢S coges mas qué pasaria?

Gloria: Mgjor.

Prof.: Mg or. Te asegurarias mas puntos.

En 6° de E.G.B., Rebeca fue la primera que espontaneamente pudo razonar utilizando
las propiedades de los giros. La primera aproximacion de las alumnas de 6° a estas actividades
consistio en obtener la imagen de un punto y ajustar la inclinacion de la figura visualmente.
La llamada de atencion del profesor hizo que Rebeca justificara correctamente por qué no era

suficiente con esos datos (actividad 4 de la experimentacion):

Prof.: Con un vértice no es bastante.

Marta: Pues|o hacemos con otro.

Rebeca: Con un vértice podria estar asi, o asi, 0 asi, ... La figura la podemos poner de todas
las maneras que queramos, siempre que el vértice esté aqui.

Después, en una actividad en la que se les pedia verificar si dos figuras se correspondian
mediante un giro de centro dado exterior a las figuras, las alumnas comprobaron s6lo con un
punto. Ante una pregunta del profesor, las nifas recuerdan lo hablado en la sesion anterior y
Rebeca justifica la indeterminacion colocando una figura en varias posiciones de la imagen
posibles si solo se fija un vértice (actividad 6 de la experimentacion). En los resumenes de las
sesiones siguientes hay referencias a otros comentarios, relacionados con esta propiedad, en
los que se aprecia que las alumnas han comprendido los motivos por los que no es suficiente
el empleo de un solo punto imagen para determinar la imagen de una figura por un giro con
centro exterior a ella. Por ejemplo, en la ultima sesion, Inmaculada decia que habia obtenido
la imagen de un punto y, sin que el profesor indicase nada, afiadi6 que no habia colocado la

imagen a ojo porque se habia servido del disco transparente.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 135

Varias sesiones mas tarde, cuando estaban trabajando en una actividad andloga a la
actual A13 de la fase 4 del nivel 2, el profesor provoco un dialogo en el que se ve que Rebeca
e Iciar comprendian la relacion entre la cantidad de puntos-imagen necesarios y la posicion

del centro de giro, exterior o interior a la figura (actividad 15 de la experimentacion):

[Rebeca e Iciar estaban trabajando con un centro de giro sobre la figura]

Iciar: ¢Lo hacemos con todos |os puntos?

Prof.: Como quieras. ¢Cuantos hacen falta?

Rebeca: Con uno [es suficiente] Si haces todas las circunferencias [Marta corrobora la
contestacion anterior de Rebeca].

Prof. [a Rebeca e Iciar]: ¢No tenéis ahi [sobre la figura] €l centro? Pues, ¢cuantos hacen
falta?

Rebeca: jClaro!, puesya hay dos.

Prof.: ¢Con cuantas circunferencias habriais tenido bastante?

Rebeca: Con una. jClaro!

Prof. [después de que Rebeca e Iciar terminaran el ejercicio]: Vosotras habeis cogido €l
centro ahi [sobre la figura]. ¢Cuantos puntos hacia falta mirar?

Rebeca e Iciar: Uno.

Prof.: ¢Por qué?

Rebeca: Porque uno [el punto cuya imagen ha obtenido] y uno [el centro de giro], dos.

Prof.: ¢Y con € centro de giro qué pasa?

Rebeca: Que esun punto [de los dos necesarios].

Iciar: Que siempre esta en el mismo sitio.

En cuanto a las alumnas de Magisterio, al principio también tuvieron algunas
vacilaciones sobre la determinacion de la figura, principalmente Ara, si bien las resolvieron
pronto y ya comprendian la propiedad desde casi el principio de la experimentacion, si bien
fue necesario consolidarla para afianzar el razonamiento del segundo nivel y eliminar las
justificaciones intuitivas basadas en caracteristicas visuales. Asi, en la primera sesion, al
resolver una actividad consistente en determinar si dos figuras (A y C) se correspondian
mediante un giro, se produjo el siguiente dialogo, que refleja dichas vacilaciones (actividad 5

de la experimentacion):

Ara: La C se corresponde con la A porque este vértice [de A] mide lo mismo que éste [su
imagen de C]. Bueno, la distancia al centro esla misma.

Prof.: ¢Y con ese vértice que has probado seguro que esta girada?

Merche: Tienen que estar en la misma posicion respecto al centro.

Prof.: ¢Qué quiere decir en la misma posicion?
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Merche: Que éste también mediria lo mismo que éste [Merche senala la distancia de otro
vértice de A y de su imagen en C al centro de giro].

Prof.: Pero eso no o has hecho.

Merche: No, pero se ve. Hago otra circunferencia.

Prof.: O sea, has probado € otro [vértice] con una circunferenciay entonces ...

Ara: S que es, porque he medido la distancia a otro vértice y mide 3'9 [se refiere a la
distancia desde otro vértice y desde su imagen al centro de giro].

Prof.: Entonces, ¢con medir la distancia a un vértice es bastante?

Ara: En principio parece que si.

Prof.: ¢Uno solo?

Ara: Yo he cogido otro para asegurarme.

Prof.: ¢Pero con uno solo seria suficiente o no?

Merche: No. Depende de la posicion de la figura.

Ara: Se necesitaran dos.

Prof.: S miramos esta de antes [perros B y C de la lamina M-G-5.1], ¢la distancia de este
vértice al centroy la de éste al centro como son?

Alumnas: Igual.

Prof.: Y los perros no son girados. ¢S comprobamos con un vértice es suficiente?

Alumnas: No.

Prof.: ¢Y s probamos con dos?

Alumnas: S.

Algo después, en esa misma sesion, tras girar una figura con centro en un vértice,
Merche justificaba que era suficiente con dibujar una circunferencia porque €l otro [punto

necesario] ya esta pintado [aludiendo al centro de giro].

La actividad A8 tiene como objetivo la introduccion de los sentidos positivo y negativo
de los angulos de giro. Esta actividad aparece después de otras en las que los estudiantes han
tenido que realizar giros (siempre con angulos sin signo), por lo que es probable que en
alguna de esas actividades surja la cuestion de los dos sentidos de movimiento posibles.
Naturalmente, el profesor debe aprovechar la primera oportunidad que le proporcionen sus
alumnos de un contexto apropiado para introducir este concepto, con lo que la actividad A8
pasaria a tener una mision de afianzamiento. No obstante, si en las siete primeras actividades
no surgiera espontdneamente la cuestion, la actividad A8 la provocara. En las experiencias
realizadas no hemos tenido nunca ninguna dificultad en relacion con los sentidos de giro, una
vez que los estudiantes memorizaban la regla mnemotécnica que asocia los sentidos al giro de

las agujas del relo;j.
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En la unidad de ensefianza de la fase 2 que presentamos en esta memoria, hemos
incluido varias actividades (A5, A6 y A7) en las que explicitamente se hace incidencia en la
indeterminacion de la imagen de una figura cuando solamente se conoce la imagen de un
punto. Con ello pretendemos llegar a que los estudiantes sean capaces de determinar cuantos
elementos necesitan para relacionar las figuras original e imagen. No obstante, una tendencia
que se presenta con bastante frecuencia en estudiantes de todas las edades es la de pasar de
calcular la imagen de un solo punto a calcular las imagenes de més puntos de los necesarios,
por ejemplo de los cuatro vértices de un rectangulo. Esta forma de razonar es coherente con
las caracteristicas del nivel 2 de Van Hiele, pues los estudiantes de este nivel actuan bajo la
creencia de que una buena descripcion es aquélla que incluye la mayor cantidad posible de
caracteristicas, bien sean imagenes de puntos para hacer movimientos o propiedades de un

concepto para dar su definicion.

La ultima actividad de esta fase, All, sirve como resumen de las propiedades mas
importantes estudiadas en las actividades precedentes. Los distintos ejercicios que la
componen son variados, de forma que algunos casos si corresponden a giros, mientras que
otros no lo son por diversos motivos: En unos el angulo del giro no es el mismo para todos los
puntos; en otros la distancia al centro no es correcta, ... La actividad puede también servir de
resumen de métodos de realizacion de giros, si se fomenta que los estudiantes usen distintos
procedimientos en unos y otros casos: Trazado de circunferencias, medicion de las distancias
al centro de giro, medida del angulo de giro, uso del disco transparente, del compas y el

transportador, ...
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Fase 4 del Nivel 2

Objetivos:

1- Componer giros del mismo centro y determinar el giro resultante. Verificar la

conmutatividad de la composicion de giros del mismo centro.
2- Descubrir y utilizar la equivalencia de giros.

3- Descubrir y utilizar la propiedad de la mediatriz de un par de puntos como el lugar

geométrico de los centros de giros que transforman un punto en el otro.

4- Comprender y utilizar el vocabulario y la notacion formales asociados a los giros y su

composicion.

5- Descubrir experimentalmente y utilizar otras propiedades relacionadas con los giros. En
particular, la determinacion de la inclinacion de la imagen de una figura por el angulo del

giro efectuado y propiedades particulares de los giros de 180°.

Actividades:

A1l- Dados una figura y el giro G(O, ...) (se dan el centro y el angulo), determinar, para cada
uno de los métodos empleados con anterioridad, la cantidad minima de puntos-imagen
necesarios para poder situar con exactitud la figura imagen. Estudiar las diferencias

segun que el centro de giro se encuentre sobre la figura o sea exterior a ella.

A2- Dados el centro de un giro, un punto P y su imagen P', marcar el recorrido de ese giro.
Medir el angulo orientado del giro. Marcar también el recorrido del giro de sentido
contrario al anterior que va desde P hasta P'. Medir también el angulo orientado de este
giro.

Aplicar esos dos mismos giros al punto Q. Repetir el ejercicio con otros centros de

giro y otros conjuntos de puntos. Enunciar los resultados que se observan y justificarlos.

(Introducir el concepto de giros equivalentes). Generalizar la relacién entre los
angulos de los giros equivalentes. Identificar algunos giros que sean equivalentes a los
siguientes: G(A, ...), G(B, ...), G(C, ...) (dar los valores de los dngulos).

A3- Dados una figura, su imagen por un giro cuyo centro es exterior a la figura y el centro de
ese giro, determinar el angulo del giro utilizado y realizar el recorrido seguido por la

figura. Hacer también el recorrido del giro equivalente.
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Seleccionar un punto de la figura y marcar los recorridos seguidos por ese punto
mediante cada uno de los dos giros equivalentes. Hacer lo mismo con otros puntos de la

figura. Repetir el ejercicio con el mismo centro de giro y otra figura de la lamina.

A4- Dada una figura, obtener su imagen mediante cada uno de los giros siguientes: ...
(especificar giros concretos, entre los cuales algunos pares sean equivalentes. Incluir
angulos de +180° y -180°).

AS- Dado el punto P, obtener su imagen mediante cada uno de los giros siguientes: ...
(especificar varios pares de giros equivalentes, uno de cada par con angulo inferior a
360° y el otro del par con dngulo mayor que 360°). Hacer el recorrido con un disco o
con compas y justificar por qué en algunos casos se obtiene el mismo resultado.
Identificar otros giros equivalentes a cada uno de los anteriores. Repetir el ejercicio,

aplicando los giros a una figura.

A6- Dada una figura y un centro de giro (en unos casos sobre la figura y en otros exterior a
ella), aplicar giros de +180° 6 de -180° con el centro indicado. Observar las
regularidades que se producen en las soluciones y generalizar el resultado.

Dado el punto P, aplicarle el giro G(O,180°). Repetir varias veces el ejercicio con
otros puntos y centros de giro, intentando hacerlo sin usar herramientas auxiliares
(compas, transportador, disco transparente, etc.).

Dados un punto A y su imagen A' por medio de G(C,180°), encontrar el centro del

giro.

A7- Dada una figura, aplicarle el giro G(O, ...) (indicar un angulo). A la figura imagen,
aplicarle el giro G(O, ...) (indicar otro angulo). (Introducir la idea de composicion de
giros). Identificar un movimiento que permita pasar directamente desde la figura inicial

hasta la ultima imagen obtenida, indicando las caracteristicas de dicho movimiento.

Repetir el ejercicio con las otras figuras de la lamina y los pares de giros siguientes:
GP, ...)y G(P, ...); G(S, ...) y G(S, ...) (se dan los valores de los angulos). Comparar
los resultados de los distintos ejercicios y obtener algunas conclusiones. Generalizar

esas conclusiones y justificarlas.

A8- Aplicarle a la figura la siguiente composicion de giros: G(O, ...)°G(O, ...)°G(O, ...) (dar
los valores de los angulos). ;Cémo se puede simplificar el trabajo? O sea, ;como se
puede resolver el ejercicio sin realizar todos los giros?

Hacer algunas composiciones utilizando las mismas figuras y giros de las actividades

A7 y A8, pero cambiando el orden de los giros orden. Comparar los resultados
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obtenidos y generalizar la propiedad de la conmutatividad en la composicion de giros

del mismo centro.

A9- Presentar a los estudiantes varios rosetones generados por giros. Pedirles que, en cada
caso, identifiquen el centro y el dngulo de giro que permite pasar de una celda a la
siguiente. Pedirles también que identifiquen el d&ngulo que permite pasar de una celda a
otra no contigua a la primera.

Dada una pieza, determinar el dngulo del giro que permite generar un roseton e
indicar, ademas, la cantidad de celdas que tendra el roseton.

Determinar el angulo de giro necesario para que un roseton esté formado por ...
celdas (indicar el nimero de celdas). Generalizar los resultados de esta actividad,
referentes a la relacion entre el nimero de celdas del roseton y el valor del angulo del

giro que lo genera. Indicar algunos casos en los que no sea posible construir un roseton.

A10- Dados los puntos P y P', y varios puntos mas, indicar cudles de éstos pueden ser centros
de giros que transformen P en P'. Buscar otros puntos, no dibujados en la lamina, que
también puedan ser centros de giro. ;Hay mads posibilidades? Determinar el angulo de
giro para algunos de los centros de giro encontrados. ;Cual es el mayor/menor? ;Qué
giros son positivos/negativos? Si se quiere realizar un giro con un dangulo
pequeio/grande, positivo/negativo, ;donde estara el centro?

Buscar el centro de un giro de ... (especificar el angulo) que transforme P en P'.
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Al1- Dados dos puntos A y A', buscar centros de giros que lleven A en A'.
Dados dos puntos X y X' y varias rectas, justificar cual o cudles de las rectas
contienen los centros de los giros que transforman X en X'.
(Una vez obtenida la propiedad de que la mediatriz es la recta que contiene los
centros de giro, explicar el procedimiento para trazar la mediatriz con compads, si esto

no supone gran dificultad para los estudiantes).

- »
s
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A12- Proporcionar a los estudiantes el enunciado de alguna propiedad relacionada con los
giros y pedirles que la verifiquen y justifiquen si es cierta siempre, en algunos casos
concretos o nunca. Por ejemplo: 1) Si P' es la imagen de P por un giro, entonces P' # P.

i1) Si Q' es la imagen de Q por un giro de centro O, entonces AQQ'O es equilatero.

A13- Dados una figura y varios puntos, aplicar a la figura, siempre a la misma, giros de ...
(especificar un angulo) con centro en cada uno de los puntos dados. Analizar los

resultados, enunciar la propiedad observada.

Repetir el ejercicio anterior con otra figura y varios puntos distintos como centros de
giro, siendo el dngulo del giro ... (dar un valor). Generalizar el resultado y su forma de

utilizacion.

Al4- Dadas una figura F, varias imagenes suyas (F1, F», ...) mediante giros cuyos angulos se
indican junto a las respectivas imagenes, y otro grupo de figuras (G, G,, ...), decir,

cuando sea posible, simplemente observando las figuras, el dangulo del giro que permite
pasar desde F hasta cada figura G;. Comprobar en algunos casos el resultado obteniendo

el centro y el angulo del giro.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.




Ensefnanza de las Isometrias del Plano.

143

A15- Se dan una figura F y varias imagenes suyas (F;, F,, ...) mediante giros cuyos angulos

se indican junto a las respectivas imagenes. Obtener la imagen de la figura F mediante

un giro de ... (indicar uno de los dngulos escritos junto a las figuras), sabiendo que el

punto P de F gira hasta P'.

Repetir el ejercicio en otros casos, variando la posicion de P', el angulo del giro,

eligiendo otro punto de F, ...

F, -110°
Fy F,
-45° . P
. 160°
T
F Fy
7R

- PIII

" PII

Adela Jaime.
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A16- Construir un friso a partir del rectdngulo dado, tomando como sistema generador
G(0,180°) y T, (el centro O esta en el punto medio del lado menor del rectangulo y el
vector @ mide el doble que el lado mayor).

Después de construido el friso, fijar una celda y explicar donde y como se situara la
imagen de esa celda al aplicarle el giro G(O,180°).
Fijar una celda y sefialar las celdas desde las cuales alguno de los movimientos

generadores permite llegar hasta ella.

A17- Determinar el vector a para que se pueda construir un friso a partir del rectangulo dado,
tomando como sistema generador G(0O,180°) y T, (el centro O estd en el punto medio

del lado mayor).

-0-0-0-0-0-0-

En las actividades del nivel 1 y las fases anteriores del nivel 2, tuvimos en cuenta la
diferencia que hay entre la realizacion de un giro cuyo centro estd dentro de la figura a girar, o
en su perimetro, y de uno cuyo centro estd fuera de dicha figura, para lo cual planteamos
actividades diferentes basadas en una y otra situacion. En las actividades de esta fase también
hemos tenido en cuenta dicha diferencia, que sigue siendo importante, si bien ahora nos
limitaremos a plantear en una misma actividad ejercicios matematicamente analogos pero con
figuras en posiciones diferentes respecto al centro de giro. No obstante, en los comentarios de
los parrafos siguientes no haremos referencia a dicha distincion salvo que, en algin momento,

pueda ser relevante.

Andlogamente, en las actividades de niveles y fases anteriores se trabajo para lograr que
los estudiantes adquiriesen destreza en el uso de los diferentes materiales y métodos de
realizacion de giros, por lo que en las actividades de esta cuarta fase del nivel 2, los
estudiantes tuvieron libertad para utilizar los materiales y métodos que prefirieran, salvo que
se indicara explicitamente lo contrario. No obstante siempre se exigid que los resultados
tuvieran un minimo de exactitud y rigor matematicos. El material usado por los estudiantes de
nuestras experimentaciones dependio, principalmente, de la edad y destreza de cada
estudiante, si bien el objetivo final debe ser que todos lleguen a usar correctamente los

materiales usuales de dibujo técnico (regla, compas y transportador).

En los comentarios sobre de las actividades planteadas para la segunda fase de este
nivel, ya hemos explicado la finalidad de la actividad Al de la fase 4. La necesidad de
determinar la imagen de mas de un punto de una figura para obtener correctamente la figura
resultante, afianzada a través de los ejercicios de la fase 2, se matiza mas en la fase 4, donde
se pide a los alumnos que actien con precision respecto al empleo de la cantidad minima de

puntos e imagenes, llegando a diferenciar los procedimientos de obtencion de la figura
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imagen, segun que el centro de giro sea interior o exterior a la figura girada. En los
comentarios de la fase 2 incluimos algunos ejemplos de actuaciones de estudiantes que

corresponderian a la situacion deseada en la fase 4.

Las ideas sobre giros adquiridas en la segunda fase les permiten a los estudiantes
comprender y explorar el concepto de giros equivalentes, estableciendo la relacion visual y
numérica entre ellos. Las actividades A2 hasta A6 estan dirigidas a la ensefianza de la
equivalencia de giros y a hacer que los estudiantes descubran algunas propiedades
particulares, como las relativas a los giros de 180°. Todos los alumnos con los que se ha
llevado a cabo la experiencia visualizaron la equivalencia, en términos de los dos caminos
posibles de las figuras, si bien el grado de utilizacion de esta propiedad poco después de su
introduccion varié significativamente de unos a otros. Gloria (3°), Rebeca (6°) y Merche
(Magisterio) emplearon espontdneamente en tareas posteriores el giro equivalente al dado,
cuando ello facilitaba su trabajo, aunque no se hiciera mencion en el enunciado de la actividad
a la conveniencia de recurrir a la equivalencia. No ocurrié asi siempre con los demas

estudiantes, si bien si podian utilizarlo cuando se les pedia.

En todos los cursos podemos encontrar referencias incorrectas por parte de algiin
estudiante al valor numérico del dngulo del giro resultante o a su signo, aunque graficamente
si sefialaba el recorrido correctamente. Los errores se debian casi siempre a la rapidez de la
experimentacion llevada a cabo, que no permitia memorizar por completo algunos aspectos.
También se produjeron algunos errores en las justificaciones de los estudiantes debidos a un
intento de aplicar propiedades de otro campo de las matematicas, pero que no eran adecuadas
aqui. Por ejemplo, Ara (Magisterio) en una ocasion di6 como valor del angulo del giro
equivalente la suma del que se indicaba y 360° porque Menos por menos es mas, pero si

marco6 bien el recorrido de dicho giro.

Por ello, las actividades A2, A3 y A4 abordan el concepto de giros equivalentes a partir
del recorrido de los puntos o las figuras en sentidos contrarios, hasta completar la
circunferencia, preparando el camino para que los estudiantes, observando los resultados
obtenidos, puedan plantear la relaciéon numérica de los dngulos equivalentes y la constatacion

y aplicacion de la equivalencia de giros al aplicar pares de giros a un mismo punto o figura.

En la actividad A5 hemos planteado también la equivalencia de giros con angulos
mayores que 360°, dado que en las composiciones de giros pueden aparecer estos valores
como resultado de la suma de los angulos. En las actividades planteadas en las
experimentaciones se vid claramente la conveniencia de su tratamiento al estudiar la
composicion de giros, si bien no se dedico ninguna actividad especifica a la equivalencia de

giros en si misma.
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Las actividades que planteamos en la propuesta de esta memoria para introducir y
entender la composicion de giros del mismo centro (A7 y A8) son andlogas a las utilizadas en
las experimentaciones, si bien algunas no se emplearon en todos los cursos. La forma de
organizar estas dos actividades intenta que los estudiantes consigan, en primer lugar, una
comprension visual de la composicion de giros y, después, que obtengan las relaciones

numéricas, teniendo siempre en mente las equivalencias de giros.

En la experimentacion de 3° de E.G.B. se aprecia la carencia de vision global de la
composicion por parte de Sandra. Por ejemplo, tras la solucion de varios ejercicios sobre el
valor numérico del angulo del giro resultante de una composicion de giros, la primera
actividad en la que se le planted la composicion sobre una figura, los valores de los dngulos
de giro fueron -180°, -180°, -90°, -90°. Sandra realiz6 la composicion por pasos pero no supo
reconocer el movimiento resultante. A lo largo de todos los ejercicios que se le plantean, se
aprecia claramente que Sandra no entiende la finalidad de una simplificacion de giros. Ante
un ejercicio concreto solia optar por ejecutar todos los movimientos, salvo que se le indicara
expresamente lo contrario. Asimismo, las simplificaciones previas a la realizacion del giro
resultante que hacia Sandra eran muy pobres, pues practicamente se limitaba a simplificar los
angulos de valores numéricos opuestos. Por ello en esta propuesta insistimos mas en la
comprension previa visual, tanto del significado de los giros equivalentes como de la idea de

composicion de giros del mismo centro.

No sucedia lo mismo con Gloria (3° de E.G.B.), la cual se habia construido unas
estrategias mentales de interpretacion de los dngulos y de célculo que le permitian resolver los
ejercicios y comprender lo que hacia. Desde ese punto de vista, los distintos signos de los
angulos no impidieron llegar a la solucion de los ejercicios, aunque estd claro que el manejo

de los numeros enteros habria agilizado y facilitado el proceso.

En un momento dado, el profesor introdujo en ese curso, 3° de E.G.B., la regla usual
para simplificar los angulos de los giros de una composicion: Sumar los positivos, sumar los
negativos y restar, de los dos valores obtenidos, el menor del mayor. El profesor no la expuso
directamente, sino que dejé que las nifias indicasen la operacion aritmética a efectuar cada vez
en el paso siguiente. Gloria intervino eficazmente, adelantando correctamente en varias
ocasiones la operacion. Eso pone de manifiesto la comprension por su parte de lo que hace y,
en particular, del significado del valor del d&ngulo de giro, signo incluido. Como contrapartida,
Silvia no comprendi6é la justificacion de ese método y, de haberlo exigido en ejercicios
posteriores, su estrategia habria consistido en intentar su memorizacion, como de hecho se vio

en algun ejercicio en el que se le pidi6 la simplificacion.
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En 3° de E.G.B., la composicion de giros de distinto centro so6lo se le planted a Gloria,
pero con muy poco tiempo, ya al final de la experimentacion. No obstante, se aprecia un
intento de generalizaciéon de los trabajos y métodos validos para otras situaciones,

desarrollando un razonamiento correcto de nivel 2.

En 6° de E.G.B. la introduccion de los sentidos de giro no supuso ninguna dificultad,
surgiendo en primer lugar, como es habitual con cualquier tipo de estudiantes, los adjetivos de
"izquierda" y "derecha". En cuanto a las combinaciones de nimeros positivos y negativos o
de numeros negativos, aparece muy poco, pues sOlo se proponen dos ejercicios de
composicion de giros, uno con dos giros del mismo centro y otro con dos giros de distinto
centro. Parece desprenderse que, razonando en términos del sentido del giro, las alumnas si
pueden trabajar correctamente con valores positivos y negativos (aunque en las grabaciones
no hemos podido seguir el trabajo efectuado por todas las alumnas). No obstante, en el
ejercicio de composicion de giros de distinto centro, no queda clara la justificacion de las
alumnas sobre la operacion realizada con los valores de los angulos (actividad 16 de la

experimentacion):

Los valores de los angulos de los giros que se componen son + 90° y -60°.

Inmaculada escribe en la pizarra: 90 P [positivos] - 60 N [negativos] = 30 y pregunta: ¢P
[positivos] o N [negativos]?

Prof.: ¢TU qué crees?

Inmaculada: P.

Prof. [sefiala la pizarra]: ¢90 positivosy 60 negativos no seréa 30 positivos?

Marta: Si.

Prof.: ¢Por qué?

Marta: Porque hemos restado los angulos.

Prof.: ¢Por gué has restado los angulos?

Inmaculada: Porque es asi.

Rebeca, sin embargo, basa su justificacion sobre el angulo del giro resultante en una
propiedad que se acababa de descubrir: la determinacion de la inclinacidén de la imagen de una
figura segun el angulo del giro aplicado o, lo que es equivalente, y es en los términos en los
que se expresa Rebeca, la traslacion existente entre todas las imagenes de una misma figura
por giros del mismo angulo. Esto muestra inicio del razonamiento de nivel 3 y est4 en la linea

del modo de razonar que pretendemos con la secuencia de ensefianza que proponemos ahora.

Obviamente, la composicion de giros de distinto centro es mas compleja que la de giros
del mismo centro. Si bien su introduccion puede hacerse en el nivel 2, ya que los estudiantes

de este nivel tienen capacidad suficiente para realizar estas composiciones e identificar el tipo
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de movimiento resultante, para entender bien este caso de composiciones hace falta una
capacidad de relacionar diferentes conceptos e isometrias que es mas propia del nivel 3. Por
este motivo, con las actividades del nivel 2 no pretendemos llevar a cabo un descubrimiento
exhaustivo de propiedades importantes de los giros, sino que intentamos que los estudiantes
tengan las bases de conocimientos y relaciones que les permitan tener éxito en las actividades

del nivel 3.

La introduccion en las actividades A10 y A11 de la mediatriz como el lugar geométrico
de los posibles centros de giros que transforman un punto en otro se planted por primera vez
en las experimentaciones de dos maneras diferentes, segiin el curso: Los estudiantes de 6°
debian seleccionar los puntos que servian como centros de giro de entre un conjunto de
puntos que se les daba, mientras que los de 3° y Magisterio debian buscar centros de giro, sin

mas datos.

En el primer caso (6° de E.G.B.), la soluciéon se obtuvo, simplemente, probando punto
por punto con el compas o la regla. En el segundo caso, la solucion inmediata fue el punto
medio del segmento (giro de 180°), e hizo falta insistir en la busqueda de mas puntos para que
los estudiantes reconocieran la existencia de otras soluciones, que fueron consiguiendo por
tanteo, probando con el compas y/o midiendo los radios. Hay, no obstante, una excepcion en
Magisterio, Merche, que traza enseguida la mediatriz, quiz4 de manera algo intuitiva, influida

por sus conocimientos previos.

En la propuesta final que hacemos aqui hemos optado por introducir la vision del lugar
de los centros de giros de forma analoga a como se plante6 en la experimentacion con 6°
(actividad actual A10): Proporcionar una serie de puntos para que los alumnos identifiquen
los que son centros de giros. De esta forma se facilita de una manera bastante rdpida la
generalizacion de la alineacion de los centros de giro. El otro tratamiento también es valido,
pero consume mas tiempo; en la secuencia que proponemos, ese tipo de actividad aparece
después de que los estudiantes hayan descubierto la existencia de una linea recta que contiene

los centros de giro (actividad A11).

En nuestras experimentaciones no hubo dificultad en que los estudiantes de los
diferentes cursos llegaran a discriminar los puntos que son centros de giro de los puntos que
no lo son basandose en la equidistancia, si bien en algunos casos al principio no se hizo
referencia explicita a ella. La tnica excepcion fue Sandra (3° de E.G.B.), que avanzaba con

dificultad y requeria mas instruccion de la fase 2.
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La interpretacion de los centros de giro
como puntos de una recta se afianza cuando se + ~ Solucion
establece la relacion entre los valores de los A
angulos y la mayor o menor distancia entre el

centro de giro y el segmento que une el punto

y su imagen. En las experimentaciones
llevadas a cabo soélo les propusimos esta
actividad a los estudiantes de 6° de E.G.B. y de
Magisterio. En este ultimo curso se vio Al

claramente la wutilidad de esta actividad

(actividad 16 de la experimentacion), pues mientras que Merche aplicaba correctamente la
idea de mediatriz y el valor del angulo, Ara tard6 en establecer las relaciones necesarias para
resolver la actividad. En el dibujo se muestra la solucion obtenida por Ara cuando, tras haber
construido la recta de los centros de giro, se le pidi6 que encontrara el centro del giro cuyo
angulo es de -30°. Obsérvese que traza un angulo de 30°, con vértice en el punto medio del

segmento AA', siendo este segmento uno de los lados del angulo.

Una de las finalidades generales del segundo nivel de razonamiento es que los
estudiantes descubran experimentalmente, apliquen y justifiquen propiedades matematicas.
Por ello es necesario que, ademas de las propiedades basicas de los giros, que forman el hilo
conductor de la organizacion del tema, los estudiantes trabajen en algunas otras propiedades
mas especificas. Dado que no tienen por qué ser unas propiedades concretas y cada profesor
puede tener sus preferencias, presentamos una actividad abierta (A12), en la que no se
especifican las propiedades a estudiar, sino solo dos ejemplos. No obstante, cualquier
propiedad estudiada en esta actividad debe basarse en los fundamentos de los giros aprendidos
en las actividades de la segunda fase de este nivel de razonamiento. Magisterio fue el Uinico
curso en el que planteamos la actividad A12, que resulto util porque impulsé la reflexion de
las alumnas y les hizo profundizar mas en los giros, pero que fue demasiado corta debido a la

limitacion de tiempo que teniamos.

Las actividades A13, A14 y Al15 se dedican al descubrimiento y aplicacion, para su
afianzamiento, de la propiedad de determinacion por el d&ngulo del giro, de la inclinacién de la
imagen de una figura por ese tipo de movimiento. Con ellas continuamos la linea de ejercicios
contemplados en el objetivo 5 y que iniciamos en A12. El tratamiento es mas extenso ahora,
puesto que esta propiedad constituira uno de los pilares sobre los que sustentar las

justificaciones de relaciones en el nivel 3.
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En las experimentaciones llevadas a cabo, se present6 en 6° de E.G.B. y en Magisterio.
En el primero de estos cursos se produjo rapidamente la vision de la traslacion entre todas las
imagenes de una misma figura por giros del mismo &ngulo, excepto en el caso de una
estudiante, Iciar, quiza por falta de tiempo. En la aplicacion directa de la propiedad, dos
estudiantes cometieron errores, mas propios de descuidos que de incomprension de la
propiedad; alguno de esos errores fue también cometido por Ara, una de las estudiantes de
Magisterio. El trabajo llevado a cabo en 6° de E.G.B. (actividad 15 de la experimentacion) fue
mas breve de lo que proponemos ahora en la nueva secuencia, a pesar de lo cual Rebeca
consolidé suficientemente la propiedad como para servirse de ella en un ejercicio planteado
inmediatamente después, para justificar el valor del angulo de giro resultante de una

composicion:

Se trata de la actividad 16 de la experimentacion de 6° de E.G.B. Hay que efectuar la
composicion de dos giros de distinto centro y angulos, 90° y 180°, respectivamente. Tras
realizarla, por pasos, Rebeca dice que el dngulo del giro resultante es de 90°. Su justificacion
es: Sehace 90 [gira 90° la pieza original] y entonces ya sale trasladada [de la figura final].

No indica el signo, que es negativo.

En Magisterio, la secuencia de ejercicios propuestos (actividades 21, 22 y 23 de la
experimentacion) resulto eficaz, puesto que los primeros errores, quiza debidos a descuidos, y
los titubeos sobre la aplicacion de la propiedad fueron subsanados por completo. Por ello, la
secuencia que presentamos ahora contiene tres actividades, A13, Al4 y Al5, iguales a las

experimentadas en Magisterio.

Algunas actividades de esta fase estdn dedicadas a estudiar las caracteristicas
particulares de los giros de 180°, tanto explicitamente (actividad A6), como implicitamente
(actividad A16 y A17). Las experimentaciones han mostrado que los estudiantes son capaces
de descubrir por sus propios medios las caracteristicas de los giros de 180°, si bien no siempre
se llegaron a poner de relieve estas propiedades, ya que en algun curso no se habian planteado
las actividades con esta finalidad concreta. Por ello en esta propuesta si incluimos las

propiedades basicas de los giros de 180° en la secuencia de actividades.

En las experimentaciones llevadas a cabo se planted la alineacion de cada punto, su
imagen y el centro de giro (utilizando sdlo la regla para obtener la imagen). También surgio la
caracteristica visual de estos giros de que la figura imagen se sittia "al revés" de la original.
Rebeca (6° de E.G.B.) y Merche (Magisterio) hicieron explicito que cada segmento y su
imagen por un giro de 180° son paralelos, propiedad que no se habia comentado antes y que
después utilizaron para resolver otras actividades. Por lo inusual, merece la pena destacar el

método seguido por Merche para girar una figura 180° con centro exterior a la figura
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(actividad 12 de la experimentacion): Merche eligié un lado de la figura, traz6 las rectas que
pasan por los vértices de sus extremos y el centro de giro y, por ultimo, coloco la figura
imagen en el lugar en que la separacion entre las dos rectas era exactamente igual al lado de la
figura, teniendo cuidado de mantener el lado de la figura imagen paralelo al correspondiente
de la original (aunque Merche no mencioné explicitamente esta propiedad, en la grabacion se
ve que si se preocupa de ella). Algo mas tarde, la profesora le pidié a Merche que usara otro
método de obtencidon de imagenes por giros de 180° y Merche emple6 el método usual, pero

comentando que |0 que pasa es que [con mi procedimiento] gano tiempo.

Las dos estudiantes de los cursos de 3° y 6° de E.G.B. con un nivel de razonamiento
inferior no intuyeron alguna de estas propiedades. Por ejemplo, Sandra (3° E.G.B.) asimil6
bien la caracteristica del centro como punto medio de los segmentos que unen cada punto y su
imagen; asi, en la actividad 17 de la experimentacion, Sandra justificd que el angulo de giro
entre dos figuras era de 180° porque si hacemos la raya es la mitad. Pero, al mismo tiempo,
con frecuencia colocaba la figura imagen en posicion trasladada de la original (actividad 13
de la experimentaciéon) y mantenia durante cierto tiempo este error, aunque en otras

actividades si giraba la figura.

Por otra parte, Inmaculada (6° E.G.B.) situaba la figura imagen con una inclinacion
incorrecta (actividad 15 de la experimentacion), error que le corregia Rebeca y se lo explicaba
basandose en la ausencia de paralelismo entre los lados de la figura inicial y los

correspondientes de la imagen.

Para finalizar, queremos mencionar un grupo de actividades (A9, A16 y A17) que, con
motivo de la construccion de rosetones y frisos, sirven para aplicar en un contexto diferente
propiedades de los giros aprendidas con anterioridad: La composicion de giros y las
caracteristicas de los giros de 180°. La unica de estas actividades que hemos experimentado
es la A9, usada s6lo en Magisterio, y no presentd problemas. Tanto los rosetones como los
frisos son un buen contexto para investigar dentro del segundo nivel de razonamiento, pues
obligan a los estudiantes a combinar propiedades de los giros y las traslaciones y sirven como
preparacion para el trabajo del nivel 3, en el que se iniciard el estudio conjunto de las tres

isometrias.

La primera vez que un grupo de estudiantes trabaje con frisos, sera necesario explicarles
que se pueden emplear las traslaciones Ty, T-3 y que el giro G(O,180°) puede tener su centro
sobre cualquiera de las baldosas que van apareciendo, pero siempre sobre el mismo punto de
la baldosa. En estas actividades hemos optado por una introduccion gradual, manteniendo al

principio el centro del giro fijo, sobre la baldosa inicial, para hacerles ver, cuando hayan
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construido algunos frisos de esa manera, que se obtiene el mismo resultado aunque se cambie

el centro del giro a los puntos homologos de otras baldosas.
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GIROS: NIVEL 3

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

Los objetivos y actividades de este nivel se complementan con los correspondientes de

los otros movimientos.

1- Comprender la obtencion del centro de giro a partir de determinada informacion sobre una

figura y su imagen.

2- Descubrir y justificar que siempre existe una isometria (giro o traslacion) relacionando dos

figuras congruentes de la misma orientacion.

3- Realizar composiciones de giros de distinto centro, generalizar el resultado de la
composicion de varios de tales giros y utilizar estos resultados en otros problemas.
Andlisis de la conmutatividad.

4- Realizar composiciones y descomposiciones de giros y/o traslaciones. Simplificar

composiciones de estas isometrias.

5- Demostrar el resultado de la composicion de giros y el resultado de la descomposicion en

giros de un giro o una traslacion. Comprender y saber utilizar la infinidad de soluciones.

6- Relacionar propiedades conocidas para obtener nuevas propiedades de los giros o métodos

para la aplicacion de este movimiento.

7- Obtener, utilizar y analizar la definicién formal de giro. Caracterizar los giros mediante

conjuntos de condiciones necesarias y suficientes.

8- Demostrar informalmente, mediante razonamiento deductivo, propiedades de los giros

descubiertas en este nivel o en los anteriores.

9- Comprender el planteamiento y desarrollo de algunas demostraciones formales

relacionadas con los giros.

10- Realizar algunas implicaciones simples en una demostracion y demostraciones de pocos

pasos relacionadas con los giros.
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20-0-0-0-0-0-

Para completar adecuadamente el desarrollo del tercer nivel de razonamiento, hay que
estudiar y utilizar las relaciones existentes entre las distintas isometrias, traslaciones, giros y
simetrias, ya que tanto al componer giros como simetrias se producen traslaciones y giros. Por
lo tanto, al iniciar el trabajo con los bloques de actividades para la adquisicion del tercer nivel
de Van Hiele, conviene que los estudiantes hayan realizado previamente el aprendizaje de las
traslaciones, los giros y las simetrias y que se encuentren, como minimo, en el segundo nivel

de razonamiento en cada uno de estos conceptos.

En este nivel el descubrimiento de propiedades va mas alla de la simple
experimentacion en algunos casos, puesto que se plantea la necesidad de una demostracion
(justificacion) general. No obstante, los ejemplos concretos siguen teniendo importancia pues,
en bastantes ocasiones seran la base sobre la que se apoyen las demostraciones elaboradas por

los estudiantes o el profesor.

Desde la perspectiva en la que hemos planteado la secuencia de ensefianza propuesta,
uno de los objetivos importantes del tercer nivel de razonamiento debe consistir en lograr que
los estudiantes adquieran una vision general y global de las relaciones existentes entre las tres
isometrias, y en particular entre los giros y los movimientos a que dan lugar en sus

composiciones, las traslaciones.

Ello se consigue mediante el empleo de dos propiedades basicas: La determinacion de la
inclinacion relativa entre una figura y su imagen, es decir del dngulo formado por ambas
figuras (propiedad descubierta en el nivel anterior), y la existencia siempre de una traslacion o
un giro que permite pasar de una figura a otra congruente de la misma orientacion.
Desafortunadamente, para estas dos propiedades no se puede hacer una demostracion general
informal basada en otras propiedades conocidas, por lo que los estudiantes las generalizan a
partir de la consideracion y andlisis de varios casos, método propio del segundo nivel de
razonamiento. Sin embargo, el descubrimiento y justificacion de la existencia siempre de un
giro o una traslacién entre dos figuras congruentes, de la misma orientacion, no se ha
planteado hasta el tercer nivel porque, en los casos en que las dos figuras estan giradas, se
requiere la obtencion del centro de giro y la combinacion de algunas propiedades para poder

realizar la demostracion de la veracidad de esta propiedad.

Esta vision general permite conocer y justificar el movimiento resultante de una
composicion de giros y traslaciones, incluyendo la determinacion del angulo entre las figuras
original y final. Asimismo, permite estudiar las posibilidades de descomposicion de una

traslacion o de un giro en varias de estas isometrias y aplicarlas a situaciones concretas.
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Casi todas las propiedades que acabamos de mencionar requieren saber determinar el
centro del giro que transforma una figura en otra. La comprension y asimilacion del
procedimiento que permite obtenerlo con precision, corte de mediatrices, es propia del tercer
nivel de razonamiento, ya que para ello se requiere que los estudiantes consideren de forma
simultanea los giros de cada punto de una figura, estableciendo la relacion entre las diferentes
mediatrices. Por ello, uno de los objetivos incluidos en el tercer nivel es descubrir este método

de obtencion del centro de giro y su comprension.

Otra caracteristica del tercer nivel de Van Hiele es que los estudiantes empiezan a poder
obtener y emplear definiciones matematicas, asi como a comprender y utilizar demostraciones
formales. A ello obedece el planteamiento de los tltimos objetivos de este nivel, en los cuales
se propone el estudio de la definicion formal de giro y la demostraciéon de algunas
propiedades importantes de los giros (algunas ya conocidas por los estudiantes y otras
nuevas). En cuanto a las demostraciones, los profesores no deben olvidar que se trata de la
primera aproximacion de sus alumnos a las demostraciones formales, por lo que no deben
pretender que ellos las obtengan por si mismos, sino que los profesores deben guiar y explicar
el desarrollo de estas demostraciones que, en todo caso, deben ser sencillas y admitir un

tratamiento informal pero riguroso.
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Fase 1 del Nivel 3

Objetivos:

En la presentacion de las actividades de los niveles anteriores ha quedado
suficientemente explicada la finalidad que debe tener la fase 1 de cada nivel, por lo que no
creemos necesario repetir esas consideraciones respecto de la fase 1 del tercer nivel. En este
caso, tampoco proponemos ninguna actividad especifica para dicha fase, si bien los profesores
deben centrar su actividad en determinar el nivel de razonamiento de sus alumnos en relacion

con los giros y sus conocimientos sobre:

- Los nimeros enteros y las operaciones de suma y resta en este conjunto.
- Utilizacién de la circunferencia, los angulos orientados y los grados.
- Manipulacion y propiedades de los giros.

- Los elementos necesarios de las otras isometrias.

En relaciéon con estos puntos, si los alumnos conocen el tema pero tienen alguna
carencia concreta, es conveniente darles una instruccion especifica adecuada antes de empezar

a trabajar con los giros.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 157

Fase 2 del Nivel 3

Objetivos:
1- Obtener el centro de giro, mediante el corte de mediatrices.

2- Descubrir experimentalmente que, dadas dos figuras congruentes con la misma orientacion,
siempre hay un giro -si su inclinacion es distinta- o una traslacion -si su inclinacion es la

misma- que permite pasar de una a la otra.

3- Componer giros de distinto centro y generalizar el resultado en funcion del valor de la

suma de los angulos de los giros que se componen.

4- Demostrar informalmente el resultado de la composicion de dos giros de distinto centro
(basando el argumento en la relacion de las inclinaciones relativas de las diferentes
figuras).

5- Descomponer una traslacion o un giro en producto de dos giros de distinto centro.

Comprender, justificar y emplear la infinidad de soluciones.

6- Entender la definicién formal de giro e identificarla adecuadamente en situaciones

concretas.

~J
1

Relacionar propiedades conocidas para resolver situaciones y desarrollar métodos de

realizacion y reconocimiento de giros.

8- Comprender el desarrollo de algunas demostraciones, dirigidas por el profesor, y

proporcionar la justificacion de algunas implicaciones que formen parte de las mismas.

Actividades:

A1l- Dadas una figura y su imagen por medio de un giro, obtener el centro y el angulo de ese
giro (recordar que los centros de los giros que relacionan un par de puntos son los
puntos de la mediatriz del segmento que los une).

(Es seguro que todas las mediatrices se cortan en el mismo punto? ;Puede haber
algun giro para el cual no se corten todas las mediatrices en el mismo punto? Justificar

las respuestas.

A2- El alumno coloca sobre una hoja de papel dos figuras congruentes de la misma

orientacion, de forma que tengan distinta inclinacién. Averiguar si existe algun giro que

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 158

permita pasar de una figura a la otra (determinando su centro y su angulo). Repetir el

ejercicio con otros pares de figuras.

Generalizar el resultado anterior: Dadas dos figuras congruentes de la misma
orientacion y con distinta inclinacion, ...
(Puede existir algiin caso para el cual no sea cierta la afirmacién que se acaba de

hacer? ;Por qué?

A3- Se dan varias figuras congruentes de la misma orientacidén, algunas con la misma
inclinacion entre ellas y otras con inclinaciones diferentes. Determinar cudndo es
posible pasar de una figura a otra mediante una isometria simple (traslacion, giro o
simetria). Comprobar cada caso positivo determinando por completo la isometria

correspondiente. Repetir el ejercicio con otros conjuntos de figuras.

Generalizar el resultado anterior: Dadas dos figuras congruentes de la misma

orientacion, ...

V T
A Y

94w e

2

A4- Dada la figura F, marcar un punto sobre ella y obtener su imagen mediante G(O,-90°) (O
esta en la lamina). Sin hallar la imagen de mas puntos, determinar la imagen de F por el
giro anterior. Recordar para ello la propiedad de que la inclinacién de la girada de una

figura est4 de terminada por el angulo del giro.
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Si a la figura A de la lamina se le aplica un giro de -75°, colocar una figura con la
inclinacion de la imagen de A. Luego, sefialar un punto de A y obtener su imagen por
G(P,-75°). Después, sin obtener la imagen de mdas puntos, determinar la imagen de A
por el giro G(P,-75°).

Repetir el ejercicio anterior con la figura B y el giro G(R,120°).

Describir y generalizar el método seguido para obtener la imagen de las figuras.

Aplicarlo a otras figuras y otros giros.

AS- Colocar en la lamina una figura con la inclinacion que tendré la imagen de la figura F de
la lamina si se le aplica un giro de 40° (no se especifica el centro de giro). Comprobar el
resultado aplicando a F el giro G(C,40°) (se da C).

Colocar en la ldmina una figura con la inclinacién que tendré la imagen final de la
figura A de la ldmina si se le aplica un giro de 125° y a la imagen resultante se le aplica

un giro de -235° (no se especifican los centros de giro). Comprobar el resultado
aplicando a la figura A la composicion G(P,-235°)°G(Q,125°) (se dan P y Q).

Repetir este ejercicio, efectuando la misma composicion de giros pero invirtiendo su
orden. ;Qué semejanzas y diferencias hay entre ambos resultados?
Repetir el ejercicio haciendo la composicion de mas de dos giros, modificando cada

vez el orden de actuacion.

A6- Aplicar a la figura F (se da) la composicion G(0,235°)°G(R,175°) (se especifican los

centros de los giros). ;Qué informacion sobre la imagen final se puede tener antes de
empezar a realizar la composicion?

Repetir el ejercicio aplicando a la figura A la composicion G(P,-70°)°G(Q,70°) (se
dan G, Py Q).

Repetir el ejercicio haciendo composiciones de mas de dos giros.

A7- Generalizar los resultados de las actividades anteriores: ;Qué movimiento resulta de la
composicion de giros de distinto centro? ;Por qué se obtiene unas veces un giro y otras
una traslacion? ;Qué sucede si los giros que se componen tienen el mismo centro?

Completar los enunciados:
El movimiento resultante de la composicion G(B,3°)°G(A,a°) es ...

El movimiento resultante de la composicion G(C,3°)°G(C,a°) es ...

A8- A) Para pasar la figura F a la F' (se dan ambas) se ha aplicado el giro G(0O,80°) (se da el
centro) pero, en lugar de hacer este giro directamente, se tienen que utilizar dos giros,

también con centro en O, para obtener el mismo resultado.
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Si el primer giro empleado es G(0,50°), ;cudl es el segundo giro? Y si el segundo
giro es G(0O,-60°), ;cual es el primero?
Si el primer giro efectuado es G(O,n°), (cual es el segundo? Y si el segundo giro es

G(0,°), (cual es el primero?

B) Repetir el ejercicio anterior pero con giros de distintos centros. Si el primer giro
que se aplica es G(P,20°) (se da P), ;qué caracteristicas se conocen del segundo giro?
Obtener el segundo giro.

Repetir el ejercicio, pero siendo G(Q,-65°) el primer giro que se aplica (se da Q).

Generalizar los resultados y métodos de trabajo anteriores expresando la relacion
verbalmente y por escrito: Si se quiere descomponer G(R,0°) en producto de dos giros

de distinto centro, ;qué se puede decir de sus angulos de giro? ;Y de sus centros?

C) Descomponer el giro G(0,80°) en producto de dos giros de distinto centro, pero
ahora no se fija previamente ningun dato de estos giros (ni sus centros ni sus angulos).
(Donde se puede situar el centro del primer giro de la composicion? ;Qué angulo puede
tener? ;Cudntas posibilidades hay para elegir el primer giro?

Una vez fijado el primer giro de la composicion, ;donde se puede situar el centro del
segundo giro? ;Qué angulo puede tener? ;Cudntas posibilidades hay para elegir el

segundo giro?

A9- A) Para pasar la figura F a la F' (se dan ambas) se ha aplicado la traslacion T, (se da el
vector) pero, en lugar de hacer esta traslacion directamente, se tienen que utilizar dos
giros para obtener el mismo resultado.

Si el primer giro utilizado es G(0O,120°) (se da O), ;/qué caracteristicas se conocen del
segundo giro? Obtener el segundo giro.

Si el segundo giro es G(P,-60°) (se da P), ;qué caracteristicas se conocen del primer
giro? Obtener el primer giro.

Generalizar los resultados y métodos de trabajo anteriores expresando la relacion
verbalmente y por escrito: Si se quiere descomponer T, en producto de dos giros, ;qué

se puede decir de sus angulos de giro? ;Y de sus centros?

B) Ahora también se pide descomponer la traslacion T, en producto de dos giros de
distinto centro, pero no se fija previamente ningtn dato (ni sus centros ni sus angulos).
(Donde se puede situar el centro del primer giro de la composicion? ;Qué angulo puede
tener? ;Cudntas posibilidades hay para elegir el primer giro?

Una vez fijado el primer giro de la composicion, ;donde se puede situar el centro del
segundo giro? ;Qué angulo puede tener? ;Cudntas posibilidades hay para elegir el

segundo giro?
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A10- El giro G(O,a°) se define como la aplicacién del plano en si mismo que a cada punto P
del plano le hace corresponder el punto P' del plano, de manera que se cumplen las dos

condiciones siguientes (ver la figura):

1. d(O,P) =d(O,P"). P
2. ZPOP'=0°. e
Recordar cual es el resultado de la composicion "
bl
G(0,B°)°G(0,0°). Demostrar esta propiedad verificando que i
se cumplen las dos condiciones de la definicion de giro. o |
o ‘P

0-0-0-0-0-0-

En la experimentacion realizada en 3° de E.G.B. no llegamos a trabajar en todas las
actividades correspondientes al tercer nivel de razonamiento. En este curso, incluso para
Gloria, que era la alumna mas avanzada, resultd imposible razonar en el tercer nivel. Por
ejemplo, al proponerle una actividad similar a la A1, en la que tenia que obtener el centro de
giro por corte de mediatrices, Gloria determin6 el punto medio del segmento entre un punto y
su imagen (seguramente recordando el método usado con los giros de 180°) y trazo la
circunferencia que pasa por esos puntos. A continuacion, el profesor le pidié que comprobara
si el centro que habia elegido era valido para otros puntos de la figura; Gloria se asombro
cuando comprobd que ese punto no servia. Tras experimentar, se did cuenta de que Hay que
hallar €l centro de giro, pero de todo. Gloria si comprendia claramente que, para que un
punto sea centro de giro, debe ser valido para todos los puntos de la figura, pero con este
comentario mostraba que estaba razonando en el nivel 2, pues no era capaz de relacionar las
condiciones de unos puntos y otros de las figuras. A partir de las explicaciones del profesor,
Gloria aprendio que el corte de dos mediatrices da la solucidn, pero no pudo establecer las
relaciones logicas necesarias para que podamos considerar que estuviera utilizando el tercer

nivel de razonamiento.

Respecto a la composicion de giros de distinto centro, en 3° de E.G.B. s6lo se hizo de
manera rapida y poco profunda, y no se incluyeron actividades conducentes a demostrar las
propiedades o los resultados obtenidos. Como en otras ocasiones anteriores, parece que
Sandra ha asimilado las propiedades puntuales y es capaz de aplicar las sucesivas
instrucciones del profesor, pero no el proceso general de la actividad. En cuanto a Gloria, sus
respuestas eran correctas pero la profesora no logréo que la nifia diera ninguna justificacion
para las afirmaciones que habia hecho. En la actividad 18 de la experimentacion, al
proponerle la composicion de dos giros de -60° y -130° con distinto centro, y después de que

Gloria los hubiera aplicado a una figura, la profesora le pregunt6:
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Prof.: Desde este pez [la figura inicial] hasta éste [la imagen final], ¢cuanto hemos movido?
Gloria: -190.

Prof.: ¢Seguro?

Gloria: S.

Prof.: ¢Habria un centro de giro que desde la figura 1 pasara a la 3?

Gloria: S.

Prof.: ¢Seguro o es posible?

Gloria: Seguro.

Prof.: ¢Por qué?

Gloria: Porgue se puede hacer.

En cuando a 6° de E.G.B., las limitaciones de tiempo hicieron que la experimentacion
de las actividades correspondientes al tercer nivel fuera mas corta de lo debido. Creemos que
una instruccion adecuada, con suficientes actividades como las propuestas en esta memoria,
habria logrado desarrollar, al menos parcialmente, el tercer nivel de razonamiento de varias de
las alumnas. No es el caso de Inmaculada, pues ya comentamos anteriormente que esta nifa
habria requerido mas actividades para afianzar el segundo nivel de razonamiento. Sin
embargo, Rebeca si mostr6 un razonamiento de tercer nivel, por ejemplo al resolver la
actividad Al, de obtencion del centro de giro mediante corte de mediatrices. Las demas
alumnas de 6° se sentian satisfechas con el procedimiento consistente en obtener una
mediatriz y probar puntos sobre ella, que es lo que habian hecho hasta el momento, pero
Rebeca no se conformaba con eso y, al cabo de un rato, se di6 cuenta de la solucion: S
hacemos las mediatrices de todos |os segmentos de todos |os vértices podemos sacar un punto
[en el] que coinciden todos. j Pues claro!

También se aprecia comienzo del razonamiento de nivel 3 cuando Rebeca se sirve de la
propiedad de que la inclinacion de la figura imagen depende del dngulo de giro para justificar
informalmente el resultado de la composicion de giros de distinto centro, situaciéon que ya

presentamos en los comentarios del nivel 2.

En la experimentacion de Magisterio si se incluyeron todos los aspectos fundamentales
que proponemos ahora para el tercer nivel, por lo que nos referiremos casi siempre a este
curso al comentar las actividades de giros propuestas para las distintas fases del ese nivel. En
el resumen que presentamos de dicha experimentacion, se aprecia coémo las alumnas

progresaban en su comprension de las relaciones entre los movimientos.
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A lo largo de la experimentacion de las actividades de esta fase, las justificaciones de
las alumnas eran a veces imprecisas y requerian la orientacion de la profesora para establecer
algunas relaciones. Asi, por ejemplo, la primera vez que se plantea la obtencion del centro de
giro de un par de figuras (actividad A1 actual, 17 de la experimentacion), Merche justifica el
que sea el corte de las mediatrices porque se desplaza toda la figura. No se desplaza un sélo
punto. ... O sea, un punto se desplaza y €l centro tiene que estar a la mitad; entonces para
todos los demas puntos tambi én tiene que estar a la mitad.

Ara, después de trazar dos mediatrices, dice (actividad 17 de la experimentacion): Lo
gue hemos hecho antes de trazar la mediatriz respecto dos puntos, para la figura no nos sirve
porque, s da muchas mediatrices, ¢donde esta el centro? ¢en una o en la otra? vy, al
indicarle que el corte de todas las mediatrices es la solucion, dice: Smplemente no lo veo. No
sé decir por qué [es ésa la solucion].

En la experimentacion de Magisterio, la profesora dio la justificacion correcta de por
qué el centro de giro es el punto de corte de las mediatrices, pero se puede conseguir que los
estudiantes lo razonen por si mismos mediante preguntas mas o menos dirigidas, segin los
requerimientos de los estudiantes, lo cual es el objetivo de la actividad Al tal como la

planteamos en esta memoria.

Ya hemos sefialado al comentar los objetivos del tercer nivel, que la propiedad de que
toda isometria directa es una traslacion o un giro es una de las propiedades bésicas para lograr
que los estudiantes realicen y entiendan las demostraciones siguiendo la metodologia propia
del tercer nivel de razonamiento. En las experimentaciones llevadas a cabo con alumnos de
E.G.B. y de Magisterio, dicha propiedad no fue un objetivo especifico de ninguna actividad,
si bien en algin momento se vio en Magisterio la necesidad de conocer esta propiedad para
poder avanzar. Hemos tratado de corregir esa laguna en la secuencia propuesta en esta
memoria, pues es una de las primeras propiedades que se desarrollan en la fase 2 del tercer
nivel, mediante las actividades A2 y A3. En estas actividades, si los estudiantes deciden
buscar contragjemplos, para demostrar que la propiedad es falsa, el profesor debe dejarles que

lo intenten y, tras la bisqueda infructuosa, justificar que no existe tal contraejemplo.

Otra habilidad importante que deben conseguir los estudiantes al progresar en la
adquisicion del tercer nivel de razonamiento es la de diferenciar condiciones necesarias y
condiciones suficientes. El siguiente didlogo es un ejemplo de razonamiento, correcto, de Ara
(Magisterio) que muestra su consciencia de la diferencia entre condicion necesaria y
suficiente. Téngase en cuenta al analizar esta transcripcion que no se les habia presentado a

las alumnas la propiedad, que hemos mencionado en el parrafo anterior, de que siempre existe
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una traslacion o un giro que permite relacionar dos figuras congruentes de la misma

orientacion.

En esta actividad (nimero 20 en la experimentacion), similar a la A2 actual, se daban a
las estudiantes pares de figuras congruentes y se les pedia averiguar cudndo habia un giro que

permitiera mover una figura del par hasta la otra y, si existia, determinarlo.

Ara indica que, para ver si es giro, hay que encontrar el centro de giro o, si te lo daban,
comprobar que era.

Merche: Con dos mediatrices bastara, ¢no? Porque viendo donde se cortan dos ya sabes
donde esté e centro.

Ara: S sabesqueesun giro si, pero si no, tendras que comprobar primero.

Merche: Ya, pero lo he comprobado mirando el otro veértice, si pasa por la circunferencia.

Un signo del progreso de las estudiantes de Magisterio en la adquisicion del
razonamiento de tercer nivel es que eran capaces de identificar y justificar situaciones nuevas
para ellas basando sus demostraciones en dos propiedades basicas: La posibilidad de
determinar la inclinacion de la figura imagen a partir del dngulo de giro (introducida en las
actividades A4 y A5 de esta fase) y la determinacion del movimiento resultante de una
composicion de giros (introducida en las actividades A6 y A7). Las actividades A4 a A6
conectan con las A13 a A15 de la fase 4 del nivel 2, pues las actividades del nivel 3 plantean
la relacion entre una figura y su imagen en sentido inverso a las actividades del nivel 2 y

sirven para completar y generalizar estos resultados.

Analizando la experimentacion vemos como, al plantearles por primera vez en la
actividad 28 de la experimentacion, semejante a la A6 actual la composicion de dos giros
cuyos angulos suman 360°, las estudiantes supieron avanzar el resultado, antes de resolver

manipulativamente la composicion:

Prof.: Cogéis una lamina. Pegar una figura. Poner un centro de giro en un vértice y haceis
primero un giro de +70° y luego, al resultado, le aplicais un giro de -70° con otro
centro. Este otro centro, si queréis, o podéis poner en un vértice de laimagen.

Ara [casi inmediatamente]: Se va a quedar como esta. Una paralela a ésta [la figura inicial].
Con este lado paralelo, este también y éste también.

Prof.: ¢Y vaasalir donde esta ésa [la figura original]?

Alumnas: Segun donde esté €l centro de giro.
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Prof.: Vamos a modificar e angulo. El primero es de +70° y el segundo lo cambiamos a
+290°.

Ara: Pues daré la suma. Es que esto es igual que s la figura la trasadamos [quiere decir
giramos] 290+ 70. Entonces, si hago una sola rotacion, equivale a las dos. No tengo por
gué hacer todo € rollo ese. Hago una de 360.

Merche [mientras Ara esta girando la figura 360°]: Da lo mismo.

Prof.: Entonces, ¢qué pasa?

Ara: Se sobrepone. Se pone encima.

Prof.: ¢Y ta, qué dices, Merche?

Merche: Lo mismo.

Prof.: ¢Eso poniendo los centros de giro donde?

Merche: En el mismo vértice.

Prof.: ¢Y s ponéislos centros de giro en distintos vértices?

Merche: No tiene por qué [coincidir con la figura inicial].

Ara: No tiene por qué, pero daria una traslacion de ésta.

Prof.: ¢Por qué?

Ara: Por lo mismo de antes [el caso de los giros de +70° y -70°].

Prof.: ¢Y estais seguras de que va a dar una traslacion?

Merche: S, porque el angulo es el mismo.

Prof.: ¢Cuando va a dar una traslacion?

Merche: Cuando € angulo sea el mismo ... Tiene que dar 360. O sea, que la suma de los dos
tiene que ser 360. Pero para que quedeigual [que la figura inicial].

Prof.: Entonces |o que tiene que pasar es que la suma de los angulos sea 360°.. Y en el primer
caso que os habia puesto, ¢qué pasaba con +70y -70?

Merche: Que daba cero. Que eslo mismo por ... [no se entiende lo que dice].

Prof.: ¢Y va a dar igual si hacemos primero 290 y luego 70 que si hacemos primero 70 y
luego 2907

Ara: S.

Merche: El sitio puede gque no.

Ara: Bueno, pero e angulo serd € mismo. El lugar exacto no tiene por qué, porque S
tomamos distintos centros ...

La rapidez de las experimentaciones llevadas a cabo impide que se hagan con frecuencia
resumenes de los resultados obtenidos. Ello, junto al hecho de que el unico tiempo que las
alumnas dedicaban al tema de la isometrias era el de estas sesiones, provocaba en ocasiones el

olvido de algunas relaciones o propiedades necesarias para avanzar. Tal es, por ejemplo, el
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caso de la composicion de giros del mismo centro (actividad semejante a la A7) o, mas
adelante, otras composiciones que las alumnas asimilaron, justificaron y aplicaron
correctamente en su momento, pero que luego no las recordaban. Por ello, como metodologia
de trabajo si se utiliza esta unidad de ensefianza en una clase real, es necesario que ademas de
descubrir y aplicar las propiedades que corresponden a las diversas actividades propuestas
explicitamente, se repasan algunos resultados clave y su demostracion general. Tal como
hemos organizado las actividades de esta fase y de la fase 4 del tercer nivel, las
demostraciones de las relaciones fundamentales no son complejas, sino que solo hace falta
tener presentes y combinar unas pocas propiedades. Estas propiedades permiten conocer de
inmediato el movimiento resultante de una composicion de giros, asi como algunas

caracteristicas de la descomposicion de un giro o traslacion en producto de giros.

A veces, el planteamiento de las actividades hace pensar que la solucion se pueda
obtener directamente a partir de los datos, mediante alguna relacion simple matematica. Ello
provoca en ocasiones respuestas incorrectas. Tal es el caso, por ejemplo, del célculo del
centro del giro resultante de la composicion de dos giros (actividad A1), para el cual una
respuesta, incorrecta, muy habitual es que corresponde al punto medio de los dos centros de

los giros que se componen.

Entre las caracteristicas generales del tercer nivel de razonamiento estd el comienzo de
la exigencia de demostracion general rigurosa, aunque informal, incluyendo la comprension
de lo que es una demostracion, pues los alumnos son capaces de seguir una demostracion
realizada por otra persona, siempre que las implicaciones que requiera correspondan a
relaciones simples entre propiedades conocidas. En la actividad A10 se propone demostrar un
resultado ya conocido, que G(O,3°)°G(0,0°) = G(O,0°+f3°). Utilizar propiedades o resultados
conocidos y aceptados como ciertos por los estudiantes antes de iniciar el acceso a la idea de
demostraciéon matemadtica rigurosa, tiene la ventaja de que se pone el énfasis en la
demostracion en si, separandola del proceso de busqueda y elaboracion de una conjetura que,
dentro de las caracteristicas de la forma de pensar en el tercer nivel, es generalmente una
etapa previa del trabajo de los estudiantes. Por otra parte, usar propiedades ya aceptadas como
ciertas permite discriminar a aquellos estudiantes que todavia estan en el segundo nivel, pues
¢éstos no suelen aceptar la necesidad de que haya que demostrar estos resultados. Por lo tanto,
con las actividades del tercer nivel de razonamiento se debe romper la idea, caracteristica del
segundo nivel, de que los ejemplos (unos pocos por lo general) demuestran la propiedad y
convertirla en la idea de que los ejemplos so6lo dan confianza en la validez del resultado, pero

no seguridad.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Ensefianza de las Isometrias del Plano. 167

También es propio del tercer nivel la comprension de las definiciones matematicas, en
este caso la de giro, por lo que en la fase 2 se debe empezar a trabajar en este tema. Siguiendo
con la actividad A10, para plantear el objetivo de la demostracion, en ella se pide a los
estudiantes que identifiquen las condiciones de un giro. Las alumnas de Magisterio no
tuvieron problemas en ese caso, si bien la profesora gui6 la actividad mediante preguntas. En
este tipo de actividad probablemente sea imprescindible la orientacion guiada del profesor
para enfocar el proceso a seguir, aunque se presente de manera explicita en el enunciado de la
actividad, pues en la secuencia de actividades que proponemos en esta memoria, al igual que
sucedi6 en la experimentacion de Magisterio, es la primera vez que se plantea una actividad
de este tipo a los estudiantes y, por lo tanto, es muy conveniente seguir la metodologia de

orientacion dirigida propia de la segunda fase de ensefianza.

En respuesta a las preguntas de la profesora, las estudiantes de Magisterio identificaron
correctamente las dos caracteristicas de los giros (equidistancia al centro e invarianza del
angulo de giro). Entre las dos estudiantes fueron respondiendo correctamente a las preguntas
de la profesora sobre la identificacion de estos datos en el caso de la composicion de giros del
mismo centro, preguntas que, en realidad, planteaban los sucesivos pasos de la demostracion

formal.

Después de haber estudiado las diferentes posibilidades de composiciones de giros, las
actividades A8 y A9 plantean las mismas propiedades pero en sentido contrario:
Descomposicion de giros o traslaciones en producto de giros. Estas dos actividades, junto a
otras andlogas relativas a descomposicion en producto de simetrias, planteadas en su
momento, son un elemento clave para lograr que los estudiantes comprendan realmente las
relaciones entre las diferentes isometrias y puedan llegar a tener una vision global del

conjunto de las isometrias del plano.

Estas actividades suelen ser dificiles y nuestra experiencia con numerosos grupos
normales de estudiantes de Magisterio nos ha mostrado que la mayor dificultad se encuentra
en comprender la existencia de infinitas soluciones (actividades A8C y A9C). En la
experimentacion con las dos estudiantes de Magisterio, éstas las resolvieron bien, con algunas
dificultades o equivocaciones debidas, generalmente, a la novedad de la situacion. Asi, en la
actividad 30 de la experimentacion, (actual A8), Merche relacion6 sin dificultad los dngulos
del giro dado y los giros de la descomposicion, pero en A8B, al determinar el centro del
segundo factor, Merche calculd el centro del giro que lleva directamente de la figura A

(inicial) a la B (imagen). Cuando termind se did cuenta del error:
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Merche: Lo que he hecho es ver € centro de ésta [figura A] a ésta [figura B], pero no sé
como sacar €l otro [el que se pide en la actividad].

Prof.: Has obtenido el centro del giro que pasa directamente de A a B, y eso seria un giro con
centro ése [punto] y angulo ¢cuanto?

Merche: 100.

Prof.: 100°. Pero ahora, ése [giro] lo hemos descompuesto en dos, el primero con centro
aquél [senala el punto dado en la actividad], en O, y ahora hay que hallar €l segundo.

A continuacion Merche situé una figura sobre la A y la movié con la mano segun
G(0, 30°). Al poco tiempo ya se di6 cuenta de que, para calcular el centro del segundo giro de
la descomposicion, debia considerar esta imagen y la figura B. La comprobacion de que habia
asimilado correctamente esta actividad la tuvimos mas tarde, al trabajar en la actividad A9,

pues Merche ya obtuvo los centros de los dos giros sin equivocarse.
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Fase 4 del Nivel 3

Objetivos:
1- Servirse de propiedades conocidas de los giros para:

- Simplificar movimientos en una composicion de giros o de giros y traslaciones y conocer
todas las caracteristicas posibles del movimiento resultante. Resolver situaciones

generales y casos particulares.

- Descomponer un giro o una traslacion en una composicion de giros o de giros y

traslaciones. Resolver situaciones generales y casos particulares.

- Descubrir, aprender y utilizar técnicas para pasar de una figura a otra mediante una

composicion de giros o de giros y traslaciones.
2- Comprender el planteamiento y desarrollo de demostraciones formales sencillas.

3- Adaptar demostraciones que se hayan presentado anteriormente, cuando la variaciéon de

planteamiento y desarrollo es pequeiia.

4- Completar demostraciones, realizando algunas implicaciones simples omitidas.

Actividades:

Al- Aplicar a la figura F (se da la figura) la composicion G(O,-145°)°T, (se dan O y a). ;Qué
informacion sobre la imagen final se puede tener antes de empezar a realizar la
composicion? ;Qué se puede decir acerca de la inclinacién de la imagen final? ;Qué
tipo de isometria permite pasar directamente de la figura F a su imagen por la
composicion? ;Qué caracteristicas se pueden conocer de esa isometria antes de realizar

los movimientos?
Comprobar las respuestas anteriores aplicando a F la composicion G(O,-145°)0T,.

Repetir el ejercicio aplicando a la figura G la composicion Ty G(Q,75°) (se dan Q y
b). Repetir el ejercicio aplicando a la figura G la composicion G(Q,75°)°Ty. (Qué hay
de comun y qué de diferente en los resultados de estas dos composiciones? (Es

conmutativa la composicion de un giro y una traslacion?

Generalizar los resultados de los ejercicios anteriores: El movimiento resultante de la

composicion de un giro y una traslacién es ...
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A2- Dada la composicion G(0O,60°)°G(0,-50°)°G(P,80°)°G(P,-100°), sin aplicar las
isometrias de la composicion a ninguna figura concreta, simplificar al méximo la
composicion, decir qué tipo de isometria equivale a la composicion y dar todas las
caracteristicas posibles del movimiento resultante. Para responder, recordar las
propiedades conocidas sobre la inclinacion de la imagen de una figura por un giro.

Comprobar después el resultado marcando en una hoja de papel los centros de giro,
obteniendo la imagen de una figura F, y determinando por completo la isometria
equivalente a la composicion.

Repetir el ejercicio con las siguientes composiciones: G(P,60°)°G(R,30°)°Ty;
G(R,30°)°TooG(P,60°); G(P,60°)°G(R,-40°)°T40G(S,-20°). Marcar también el vector

de traslacion para realizar la segunda parte del ejercicio.

A3- Dadas dos figuras F y F' congruentes de la misma orientacion y dados los tipos y la
cantidad de isometrias que deben formar parte de una composicion que permita pasar de
F a F', se pide justificar si el ejercicio tendrd solucion o no y, en caso afirmativo,
obtener varias soluciones, generando técnicas eficaces no sélo para este caso concreto

sino para todos los casos analogos.
Ejemplo: Se dan dos figuras giradas y hay que resolver el ejercicio mediante una

composicion de dos giros y una traslacion.

(Al plantear los ejercicios, proponer algunos en los que no esté prefijada ninguna de
las isometrias de manera concreta, y en otros en los que si lo estén. Proponer unos casos

con solucidén y otros que no la tengan).

A4- A partir de la figura F, construir un friso cuyo sistema generador sean los giros
G(0,180°) y G(P,180°). Repetir el ejercicio con la figura G.

Una vez construido el friso, seleccionar dos celdas A y B y encontrar una isometria

simple que permita pasar de A a B. Encontrar también varias composiciones de

movimientos que permitan pasar de A a B. Repetir el ejercicio con varios pares de

celdas.

Repetir el ejercicio construyendo otros frisos y mosaicos cuyos sistemas generadores

estén formados sélo por giros y/o traslaciones.
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AS5- Introduccioén a las demostraciones formales: Los estudiantes deben

- completar alguna implicacion,

- repetir una demostracion que se da, identificando el argumento general de
razonamiento y justificando cada uno de los pasos,

- modificar una demostracion ya conocida adaptandola a otro enunciado analogo al
anterior.

Ejemplo: Desarrollar la demostracion de que los giros son isometrias, enunciando
este teorema de la forma siguiente: Dado un segmento PQ, demostrar, aplicando la
definicion de giro, que su imagen por e giro G(O,a°) tiene su misma longitud. El
trabajo de los alumnos consistird en resumir el planteamiento general de la
demostracion, una vez realizada bajo la direccion del profesor, justificar algiin paso de
la demostracion, identificar algun elemento de la misma, y repetirla con un
planteamiento grafico distinto.

A6- Dados varios enunciados de propiedades de los giros, decir si son verdaderos o falsos y
hacer las demostraciones correspondientes. Algunos enunciados pueden ser:
- La imagen de una linea recta por un giro es una linea recta.
- Dado G(O,a®), para todo punto P # O, si P' es su imagen por el giro, se cumple que
P#P'.
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- Dado G(O,0°), para todo par de puntos P y Q, si P' y Q' son sus iméagenes por el
giro, se cumple: i) d(P,P") = d(Q,Q"). ii) d(P,Q) = d(P',Q"). iii) d(P,Q") = d(P',Q).

S0-0-0-0-0-0-

Las actividades de la fase 4 del tercer nivel tienen como objetivos principales conseguir
un aprendizaje mas completo y profundo de los giros y sus relaciones con las otras isometrias
e iniciar el camino de los estudiantes hacia el razonamiento matematico formal. Ninguno de
estos objetivos se pueden lograr por completo solo con las actividades de la unidad de giros
que proponemos para este nivel, sino que necesita del complemento de las actividades de

traslaciones y simetrias.

De hecho, en la experimentacion llevada a cabo en Magisterio, las actividades de
composicion y descomposicion correspondientes a esta fase de la unidad de giros se llevaron
a cabo conjuntamente con las correspondientes a las simetrias; ello pone de manifiesto una
posibilidad de relacion, por parte de las alumnas, de las diferentes isometrias y sus
propiedades, que es posible y deseable como objetivo a conseguir para el tercer nivel de Van
Hiele, ya que una de las habilidades que deben desarrollar los estudiantes para alcanzar este
nivel de razonamiento es la capacidad de relacionar diferentes familias de objetos
matematicos y sus propiedades. Por lo tanto, el hecho de que hayamos organizado la unidad
de ensefianza que presentamos en esta memoria en tres partes disjuntas, una para cada
isometria, no quiere decir que propongamos la ensefianza lineal, de cada isometria

independiente de las demas.

En esta fase, mas que una secuencia completa de actividades, hemos planteado diversos
tipos, pues la variedad de posibilidades es grande, tanto en enunciados como en dificultad.
Por lo tanto, creemos que en cada momento el profesor debe seleccionar aquellas actividades
concretas que se ajusten mejor a la marcha de su clase y a la adquisicion del tercer nivel que

tengan sus alumnos.

Las actividades Al a A4 se orientan al primer objetivo y todas ellas piden a los

estudiantes realizar composiciones o descomposiciones de giros y traslaciones.

La actividad A1 fue una de las ultimas actividades de composicién que se presentaron
en la experimentacion de giros realizada en Magisterio. En concreto, las alumnas debian
aplicar Ty0G(0,90°) a una figura y determinar la isometria equivalente (actividad 31 de la
experimentacion). En las actividades de las fases y niveles anteriores no habia aparecido esta
composicion explicitamente, por lo que esta actividad se enmarca correctamente dentro del

objetivo de la fase 4 de plantear problemas en los que se deban aplicar conocimientos
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adquiridos previamente a situaciones nuevas. En la siguiente transcripcion se observa que las
alumnas (en particular Merche, que es la que interviene) ya tienen un dominio correcto de la

influencia de cada isometria en la posicion de las imagenes:

Prof.: Sin hacer nada, ¢sabes algo dela figura final?

Merche: S. Que sera asi [Merche coloca una pieza girada 90° respecto a la original] Porque
la traslacion no cambia su inclinacion.

Después de que Merche haya efectuado la composicion, la profesora le dice:

Prof.: Haz la misma composicién, pero al revés. ¢Que crees que va a pasar?

Merche: Serd una trasladada de ésta [de la imagen anterior].

Prof.: ¢Saldra en el mismo sitio o no?

Merche: No, porque hay que aplicar la traslacion desde aqui [sefiala la figura inicial].

La actividad A2 es una extension de las actividades A5 a A7 de la fase 2 y de la Al de
esta fase, pues plantea el mismo tipo de ejercicios, pero en un contexto abstracto, sin el
soporte de las figuras concretas. La segunda parte de cada ejercicio debe ser una
comprobacion de las respuestas que acaban de dar los alumnos, por lo que las figuras, los
centros de giro y los vectores se les daran solo después de que los estudiantes hayan
contestado a las preguntas anteriores. De esta manera, planteamos explicitamente el cambio
del papel de los ejemplos en el nivel 2 (los ejemplos son la demostracion) al que tienen en los
niveles 3 y 4 (simples comprobaciones, antes o después de hacer la demostracion, y

contraejemplos).

Dentro de una serie de ejercicios en los que debian determinar el resultado de
composiciones de giros, la profesora propuso la composicion G(Q,-10°)°G(P,-50°)°
G(0,150°) (actividad 29 de la experimentacion). Antes de realizar en el papel ningun giro,

Merche hizo esta reflexion:

Merche: Serd 90 positivos, que serd una traslacion de ésta, ¢no? [Merche ha girado 90° la
pieza original, tomando un vértice como centro].

Prof.: Para saber donde esta la figura, ¢cuantos puntos necesitas conocer?

Merche: Dos, ¢no?

Prof.: ¢Y s sabes que tiene que estar paralela a ésa [la pieza girada 90°].

Merche: Uno.

En el ejercicio siguiente se plantea la composicion G(Q,140°)°G(P,180°)°G(0,40°), en

la que la suma de los angulos es 360°:
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Merche: Se quedaigual lafigura, en e mismo sitio.
Prof.: ¢En & mismo sitio?
Merche: Claro. Da 360. Bueno, se quedaria igual la figura, no en el mismo sitio.

Merche utiliza de manera efectiva lo que aprendio6 en actividades anteriores, como se ve
en el procedimiento que emplea para resolver el ejercicio. En concreto, especifica que toma
como punto para obtener la imagen O, que es un vértice de la figura original y el primer

centro de giro:

Merche: Ya sé que G(0,40°) va a degjar O igual. La figura hay que girarla 40°, pero eso me
daigual, porque yo sé que O esta ahi.

Respecto a las demostraciones, en las actividades A5 y A6 sb6lo presentamos unos
ejemplos, en los que se conjuga la definicion de giro, estudiada en la fase 2, con la
comprension inicial de una demostracion formal, también introducida en la fase 2, y el papel
de los ejemplo y contragjemplos en las demostraciones, ello dentro de la vision de las

demostraciones propia del tercer nivel.

En la actividad A5 proponemos demostrar que los giros son isometrias. Al redactar el
enunciado de este teorema, hemos tenido en cuenta las caracteristicas del tipo de
razonamiento del tercer nivel, lo cual nos ha llevado a no proponer el enunciado formal
"demostrar que los giros son isometrias" ya que, para los estudiantes que estan progresando en
la adquisicion del tercer nivel, esta formulacion general puede resultar demasiado evidente
para que sientan la necesidad de convertirla en objeto de demostracion, pues la utilizacion de
piezas de papel como material basico en la experimentacion lleva implicita la existencia de
esa propiedad. En efecto, los resimenes de las sesiones desarrolladas en la experimentacion
de Magisterio muestran que las estudiantes no veian la necesidad de demostrar esta propiedad

u otras del mismo estilo.
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En la experimentaciéon de Magisterio,
propusimos la demostracion grafica de que
G(0,0°) G(0O,B°) = G(0O,0°+B°) (actividad 26

de la experimentacion). Las estudiantes

identificaron correctamente las dos b - q
componentes de la definicién de giro que se \__/

tenian que usar para determinar el giro VA\
G(0O,0°+B°) y contestaban correctamente a las P"

preguntas que les iba formulando la profesora
como guién de la demostracion. Por ejemplo,
Merche justifico la igualdad de distancias al
centro de giro de un punto y su imagen final
porque estan en la misma circunferencia. El
dibujo que realizaron las alumnas en el

transcurso de ese proceso es el que mostramos.

La actividad A6 se planted en Magisterio a través de una serie de 10 enunciados
(actividad 25 de la experimentacion); los resimenes de la experimentacion de Magisterio que
presentamos en el anexo II describen la actuacion de las estudiantes en cinco de esos
enunciados. Para demostrar la certeza de un enunciado, en ocasiones, las alumnas se basaban
en ejemplos concretos, hechos en ese momento o recordados de sesiones anteriores; sin
embargo, en otras ocasiones hacian referencia a la definicion de giro, como base para su
demostracion. Esto muestra que las estudiantes se encontraban en transicion del segundo al

tercer nivel de razonamiento. Uno de los enunciados propuestos fue:

Prof.: La distancia de un punto a su imagen siempre esla misma. O sea, la distanciade P a P!
eslamisma queladeQ a Q', sean cuales sean los puntos P y Q.

En un primer momento, las estudiantes dijeron que si era cierta la propiedad, pero al
tratar de justificarlo quedo claro que habian entendido mal el enunciado. Tras una aclaracion

por la profesora, empezaron de nuevo:

Merche: En un giro no [no es cierta la propiedad]. S no, las circunferencias tendrian que
estar alamisma ... Todo tendria que estar ala misma linea, ¢no?
Ara: Tendrian que estar todos |los puntos sobre la misma circunferencia.

En otro momento del didlogo, Merche se sirvid6 de dos dibujos para demostrar su
respuesta de que dichas distancias no siempre eran iguales. Vemos, por lo tanto, que para una

correcta adquisicion de la idea de demostracion logica es necesario plantear tanto propiedades
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verdaderas como otras total o parcialmente falsas, para asi trabajar en el papel de los ejemplos

como método valido de demostracion de la falsedad pero no de la veracidad de un enunciado.
Otro enunciado incluido en esa actividad fue:

Prof.: El angulo POP', siendo O el centro del giro, es siempre el mismo, sea cual sea €l punto
P.

La extrema evidencia de esta propiedad para las estudiantes hizo que trataran de buscar
algo oculto y que creyeran que habia algo en el enunciado que no entendian. Merche, con una
expresion de convencimiento total y de semi-incredulidad de que ésa pudiera ser la pregunta

planteada, contesto:

Merche: El angulo si.
Prof.: ¢Por qué?
Merche: jPorque es un giro!

Para terminar los comentarios sobre la unidad de ensefianza de los giros, queremos
recalcar que, en las experimentaciones, especialmente en la de Magisterio, que ha sido la mas
larga y densa, se ha hecho patente la necesidad de resumir y recordar de tiempo en tiempo las
propiedades fundamentales, de manera que los alumnos puedan recordar o rehacer
rapidamente la propiedad necesaria para utilizarla en un momento determinado. Esto es
especialmente necesario cuando se alcanza el tercer nivel y se empieza a trabajar en la

realizacion de demostraciones informales.

Como hemos sefialado anteriormente en esta memoria, en las experimentaciones
llevadas a cabo no incidimos suficientemente en este aspecto, lo cual provocaba en ocasiones
olvidos que no facilitaban el progreso del razonamiento e impedian la vision completa de las

relaciones entre las isometrias necesaria para resolver una situacion concreta.

Por ejemplo, incluso al final de la Ultima sesion dedicada a los giros, cuando estaba
trabajando en la composicion Ty0G(0,90°) que hemos comentado con anterioridad, Merche
(Magisterio) se olvidaba en algin momento de que la composicion de giros del mismo centro

es conmutativa (actividad 31 de la experimentacion):

Prof.: Entonces, ¢la composicion de traslacion con giro es conmutativa o no?

Merche: [Silencio]

Prof.: O sea, S compones un giro con centro en O y angulo 30° y luego un giro con centro en
Oy angulo 40°, ¢daba igual € giro que actuaba primero? Con giros del mismo centro.
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Merche: No me acuerdo.

Generalmente, cuando la profesora le orientaba de alguna manera, mediante alguna
pregunta dirigida o un dato, Merche recordaba el resultado o la deducia con rapidez, dando la

solucion correcta.
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2.8. Propuesta de ensefanza de las Simetrias.

SIMETRIAS: NIVEL 1

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

1- Reconocimiento de la caracteristica que poseen las simetrias de ser iSometrias (el tamafio y

la forma de las figuras se conservan).

2- Reconocimiento y realizacion de simetrias de manera directa sirviéndose de materiales

auxiliares (plegado y calcado, plegado y recorte, mira, espejo).

3- Descubrimiento y empleo de caracteristicas visuales de las simetrias: Cambio de

semiplano, inversion de la figura, equidistancia al eje.

4- Reconocimiento y realizacion de simetrias con diferentes posiciones de los ejes y de las

figuras, con y sin ayuda de material auxiliar.

5- Utilizacion de vocabulario adecuado relacionado con las simetrias: Nombres de los

instrumentos usados, simetria, eje, figura simétrica, imagen, distancia, ...
-0-0-0-0-0-0-

Dado que el razonamiento del primer nivel se basa en la consideracion visual y global
de los objetos matematicos, las propiedades indicadas en los objetivos tendran una fuerte
componente grafica o manipulativa y para utilizarlas no serd necesaria la descomposicion o el
analisis local de las figuras, por lo que los estudiantes que razonen en el nivel 1 podran

identificar y usar dichas propiedades.

Por ejemplo, en el primer nivel, el reconocimiento de que las figuras no se hacen mas
grandes ni mas pequefias ni modifican su forma (primer objetivo) se puede llevar a cabo

mediante la observacion de reflejos en espejos o miras.

En las actividades de la secuencia propuesta para el nivel 1 se emplean las técnicas de
reflejo (mediante el mira o el espejo) y plegado, seguido de dibujo o recorte para colocar
piezas en determinadas posiciones, dibujar figuras simétricas y obtener figuras con siluetas

simétricas.
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El segundo de los objetivos especificados es esencial en el primer nivel de
razonamiento, pues los alumnos empiezan a descubrir las simetrias y para ello se hace
necesario utilizar medios que las produzcan de forma automatica. Al mismo tiempo, esos
medios se pueden emplear como correctores, aunque no solo en este nivel, por lo que los
alumnos deben comprender bien sus caracteristicas y posibilidades y adquirir destreza en su

manejo.

En este nivel de razonamiento no se han incluido ejercicios de obtencion de las
simétricas de figuras que corten al eje, pues para resolverlos no es suficiente con la
comprension visual global propia del nivel 1, sino que es necesario considerar la

descomposicidn de las figuras en partes y la recomposicion de las imagenes correspondientes.

Respecto al reconocimiento y utilizacion de las propiedades indicadas en el objetivo 3,

conviene hacer algunas puntualizaciones:

El cambio de semiplano es una caracteristica de apreciacion global, y por lo tanto de
nivel 1. Las actividades se orientaran a poner de relieve la funcion del eje de simetria como

separador de una figura y su imagen.

En este nivel los estudiantes pueden apreciar algunos aspectos de la inversion de la
figura, pero por lo general no se llega a producir una comprension completa de esta
propiedad. Los estudiantes poseen cierta idea grafica de que la figura se coloca "al revés",
pero no diferencian siempre las simetrias de ciertos giros (especialmente los de 180°) de la
figura que también la colocan "al revés". Sera en el segundo nivel de razonamiento cuando se
comprenda por completo la propiedad de inversion, al ser capaces los estudiantes de centrar la

atencion en las caracteristicas matematicas de los movimientos.

Algo parecido sucede con la equidistancia: Al incluirla como objetivo en el nivel 1, no
se pretende conseguir que los alumnos la empleen como objeto de estudio en si misma, sino
mas bien que, en su consideracion global de la figura dada y su imagen mediante una simetria,
los alumnos sean capaces de tener en cuenta si la imagen debe tocar o no al eje, segln la
colocacion de la figura original, y, en segundo término, que también puedan prestar atencion a
la separacion correcta (o con bastante aproximacion) del eje cuando se trate de figuras
sencillas (tridngulos equilateros, circulos, cuadrados, etc.) las cuales, al igual que los ejes,
estén situadas en posiciones familiares para los estudiantes. Esto es especialmente importante
con los nifios de los primeros cursos de Ensefianza Primaria, cuyas concepciones de estas
figuras estan ligadas en ocasiones a determinadas posiciones prototipicas, por ejemplo con
una base horizontal (Hershkowitz, 1990; Vinner, Hershkowitz, 1983).
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De todas maneras, es importante tener en cuenta que los estudiantes prestan atencion
global a la figura, por lo que alguna de estas caracteristicas puede dejar de ser tenida en
cuenta, y si el profesor hace mencion explicita de ella, al intentar arreglar la figura imagen se

puede perder alguna de las otras caracteristicas de las simetrias.

La perpendicularidad, respecto al eje de simetria, del segmento que une un punto con su
imagen no es una propiedad que pueda ser estudiada por alumnos en el primer nivel de
razonamiento, pues no se trata de una propiedad global de las figuras, sino que su
reconocimiento requiere un analisis exacto de las figuras y los puntos que las componen. En
el nivel 1 s6lo se puede llegar a una identificacion difusa de la perpendicularidad, mediante la
idea de que las imagenes estan "en frente de" las figuras originales. En cualquier caso, los
estudiantes del primer nivel deben ser capaces de identificar como no simétricos aquellos
pares de figuras con una acusada desviacion respecto de la perpendicular. Con esto se sentara
la base para el estudio detallado de esta propiedad en las actividades del segundo nivel de

razonamiento.

El objetivo 4 se refiere a situaciones que usualmente corresponden a la vision primaria
de simetria que, bien por la experiencia cotidiana o por su mayor sencillez, se pueden resolver

mediante una concepcion global de simetria.

El quinto objetivo corresponde a la introduccion de vocabulario especifico de las
simetrias, adecuado al de los alumnos. La concrecion de este objetivo en una lista especifica
de términos debe depender de la edad y los conocimientos previos geométricos de los
estudiantes con los que se vaya a trabajar, pues en algunos casos habrd que sustituir ciertos
términos matemadticos usuales por otros mas significativos para ellos y, por lo tanto, mas

faciles de usar por su parte.
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Fase 1 del Nivel 1

Objetivos:
1- Toma de contacto con el concepto de simetria.

2- Informacion sobre los conocimientos previos elementales que tienen los alumnos acerca de

las simetrias.

3- Toma de contacto con materiales de ayuda (mira, espejo) y métodos informales para la
realizaciéon de simetrias u obtencion de figuras simétricas (reflejo, plegado y calcado,
plegado y recorte).

4- Informacion sobre el vocabulario que poseen los estudiantes al hablar de simetrias,
unificacion de términos y significados entre profesor y alumnos e introduccion de

vocabulario especifico nuevo (mira, espejo, eje, ...).

Actividades:

Al- Los alumnos juegan con espejos y con miras. Los colocan en distintos lugares, observan

las imagenes reflejadas y copian lo que se ve a través del mira.

A2- Por parejas, los estudiantes hacen de figura y de imagen, respectivamente, en un espejo
imaginario. El estudiante que actia de persona real realiza movimientos y el que actia
de persona reflejo los debe reproducir. En caso de que haya un espejo suficientemente

grande en el aula, utilizarlo previamente.

A3- Obtener las figuras completas plegando por la linea sefialada y recortando.
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A4- En un conjunto de figuras recortadas que se les dan, los alumnos deben observar la
existencia de dos tipos de figuras diferentes (inversas entre si). Después, emplear el

mira para colocar una figura como imagen de la otra.
-0-0-0-0-0-0-

El profesor debe obtener informacion sobre los conocimientos de sus alumnos en
relacion con las simetrias, a través de los ejercicios de esta fase, observando lo que hacen los
estudiantes y formulandoles preguntas sobre qué creen que va a salir o por qué se ha obtenido
cierto resultado. Si los alumnos ya han estudiado con anterioridad este movimiento, el
profesor puede plantear ejercicios de niveles de razonamiento cada vez mas elevados para

averiguar donde empiezan las carencias de los estudiantes.

Una de las ventajas de la simetria es que hay diversos materiales (espejo y mira en
nuestro caso) que permiten su introduccion facilmente. A través del empleo libre de esos
materiales en la actividad Al, los alumnos empiezan a familiarizarse con las figuras
simétricas. Los alumnos de todos los cursos en los que hemos experimentado con el espejo y
el mira descubrieron pronto las posibilidades de estos materiales para obtener ciertas figuras y
exploraron con interés diversas posibilidades de estos materiales, que explicitan diferentes
aspectos de las simetrias. En esta actividad no es necesario usar unas laminas especialmente

estructuradas, preparadas por el profesor, sino que se pueden emplear figuras planas y objetos
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3-dimensionales; los estudiantes deben tener libertad para colocar las figuras y los espejos o

miras en posiciones muy variadas.

Asimismo, la interpretacion de imagen a través de un espejo que se presenta en la
actividad A2 conecta una experiencia usual (peinarse, por ejemplo) con el objetivo de estudio.
Esta actividad se ha utilizado en cursos, desde 4° hasta 8° de E.G.B., en experiencias no
presentadas en esta tesis, y resultd efectiva, pues el conjunto de la clase reconocid
inmediatamente los errores cometidos por el alumno "imagen" y éste al poco tiempo actuo sin

equivocarse.

Las técnicas de plegar y recortar o plegar y calcar son estrategias empleadas en la
mayoria de los colegios desde los primeros cursos de Ensefianza Primaria, ¢ incluso de
Preescolar, donde se recurre con frecuencia al plegado y picado. En ese caso, los ejercicios de
A3 le dan un nuevo enfoque a algo ya conocido por los nifios, pues con frecuencia estas
actividades tienen lugar en las clases de expresion plastica y no estdn conectadas con las

matematicas.

En las experiencias que hemos llevado a cabo, todos los alumnos tenian cierta
familiaridad con el plegado y recorte, por lo que con alumnos de 1° y 3° de E.G.B. estos
ejercicios resultaron mas sencillos que otros que les habiamos propuesto con anterioridad. Por
lo tanto, esas primeras actividades que utilizamos entonces son mas apropiadas para una fase
posterior. En nuestras experiencias quedo clara la conveniencia de utilizar el plegado y recorte
y/o plegado y dibujo en esta primera fase de toma de contacto de los alumnos con las

simetrias.

Dentro de lo que es una introduccion al trabajo del primer nivel, en la actividad A4
destaca la existencia de una diferencia (la inversion) entre las figuras original e imagen. En las
experimentaciones realizadas, en 1° de E.G.B. se cometen algunas equivocaciones en la
seleccion de la pieza inversa; en el dibujo de la izquierda de la pagina siguiente mostramos la
solucion de Javier a un ejercicio de la actividad 8. De todos modos, cuando las dos figuras
inversas (o sea, con distinta orientacion en sus angulos) estan colocadas una al lado de la otra,
con la misma inclinacién (ver dibujo de la derecha), si los nifios se fijan entonces si son
capaces de distinguirlas sin excesiva dificultad, usando explicaciones como: Que unos miran
para acay otros para alla.
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a: ha:

1
Pieza original

La primera actividad de la experiencia que realizaron los alumnos de 3° fue la
identificacion de piezas inversas entre si e inmediatamente supieron distinguirlas. También la

expresion que emplearon los nifios de 3° fue: Una mira hacia un sitio y otra hacia otro.

Por ello nos parece acertado plantear en la fase de informacion la distincion entre
figuras inversas cuyo contorno exterior sean siluetas irregulares, en lugar de poligonos, pues

asi se sugiere la inversion de manera mas acusada.
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Fase 2 del Nivel 1

Objetivos:

1- Reconocimiento de la caracteristica de las simetrias de ser isometrias (no cambia el tamafio

ni la forma de las figuras).
2- Introduccién y utilizacion de vocabulario basico: Figura simétrica, simetria, eje, imagen, ...

3- Empleo correcto, en cualquier posicion de eje y figura, de los materiales y técnicas de

realizacion de simetrias: Espejo, mira, plegado y recorte, plegado y dibujo.

4- Reconocimiento del cambio de semiplano y seleccion del semiplano adecuado sin recurrir a

instrumentos auxiliares, en cualquier posicion de eje y figura.
5- Afianzamiento y utilizacion de la inversion de las figuras simétricas.

6- Descubrimiento, reconocimiento y utilizacion de la equidistancia de manera visual

primaria: Tocando al eje / separadas del eje.

7- Reconocimiento de pares de figuras simétricas / no simétricas. Los pares no simétricos
deben corresponder a ausencia de equidistancia (cambio de tocar el eje a no tocarlo),

carencia de inversion o ausencia de cambio de semiplano.
8- Obtencion aproximada del eje de simetria de dos figuras con el mira.

9- Realizacion aproximada de simetrias, con ayuda puntual de materiales auxiliares, cuando

los ejes y las figuras se encuentran en posiciones sencillas.

Actividades:

Al- Reconocer las figuras que se corresponden mediante una simetria, en un conjunto de
figuras en las que los casos afirmativos no presentan dificultades en cuanto a posiciones
de eje y de figuras y los negativos corresponden a modificaciones de la figura, ya sea en

forma o en tamaiio.
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A21- A) Colocando el espejo o el mira sobre una figura de la lamina, conseguir que la figura
se vea completa.

B) Colocando el espejo o el mira sobre la lamina, conseguir que se vean dos coches /
hombres. Hacer que los dos coches / hombres se acerquen y se alejen. En el caso del
hombre, conseguir también algunas imagenes no usuales, como, por ejemplo, un
hombre sin pluma o con dos plumas.

C) Colocando el espejo o el mira sobre la lamina, conseguir algunas transformaciones
de las figuras, como, por ejemplo, un palo més / menos largo o grueso.

D) Colocando el espejo o el mira sobre la ldmina, conseguir que se vean 1, 2, 3, ...
canicas en cada configuracion. Averiguar cudl es el nimero maximo de canicas que se

pueden obtener en cada caso.

1 Las laminas que presentamos para la actividad A2 estan inspiradas en o extraidas de Walter (1973).
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Ensefnanza de las Isometrias del Plano.

A3- Se proporcionan el dibujo de figuras completas o medias figuras y un eje de simetria. El

alumno debe utilizar plegado y dibujo o el mira para obtener la figura imagen o

completarla.

A4- Se proporcionan una pieza poligonal o un circulo (sin dibujo interior para no romper la
simetria) y un eje de simetria. El profesor sitia la pieza en la hoja y dirige a los alumnos
para que realicen la simetria situando una pieza igual:

a) En el semiplano correcto y
b) En una posicion concreta, teniendo en cuenta si toca o no toca al eje.

AS- Se presenta el dibujo o la silueta de una figura no simétrica y un eje de simetria. Los
alumnos disponen de piezas recortadas, cuyo dibujo o silueta es como el de la ldmina y
también tienen otras piezas iguales, pero con distinta orientacion de sus angulos (o sea,
piezas simétricas). El profesor dirige a los alumnos para que:

a) Seleccionen la pieza imagen adecuada,

b) La sitlien en el semiplano correcto y
c¢) La coloquen en una posicidn concreta, teniendo en cuenta si toca o no toca al eje.
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A6- Completar figuras simétricas formadas por piezas. Se proporciona la figura original, el
eje de simetria y parte de la figura simétrica. Los ejes de simetria estan en posiciones
estandar. Las herramientas auxiliares (mira, espejo, plegado) pueden usarse

puntualmente.
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A7- Obtener, con la ayuda del mira, el eje de simetria de cada par de figuras. (Todos los casos

que se presenten deben tener solucion y en ninguno el eje de simetria corta las figuras).

& @
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El primer objetivo (caracteristica de isometria de las simetrias) se logra mediante la
realizacion de simetrias por procedimientos automdticos (mira, espejo o plegado) y la

observacion de los resultados.

El segundo objetivo de esta fase puede estar también presente en fases o niveles
posteriores, pues, cuando la secuencia se utiliza con nifios de los primeros cursos de
Ensefianza Primaria o que tienen alguna dificultad especial con alglin término, éste debe ser
sustituido por otro mas conveniente, dejando para mas adelante el aprendizaje del vocablo

matematico correcto.

Ya se ha comentado anteriormente la problematica referente a las dificultades de
aprendizaje de las simetrias asociadas a determinadas posiciones de los ejes y/o las figuras
(corte de la figuras por el eje o ciertas combinaciones de inclinaciones entre la figura y el eje).
Por ello, en la propuesta de ensefianza que planteamos ahora hemos omitido esas situaciones

en las actividades de esta fase.

En las experimentaciones de la unidad de ensefianza de las simetrias que hemos
realizado, no se utilizo la actividad Al. No obstante, las experiencias llevadas a cabo con
traslaciones y giros han mostrado que los alumnos si reconocen con rapidez la caracteristica
alli exigida (conservacion de la forma y el tamafio), que es, evidentemente, de tipo visual y

debe formar parte de la primera toma de contacto con cualquier isometria.

Para hacer esta actividad, los estudiantes podran usar las herramientas auxiliares

(espejo, mira o plegado), pero al avanzar la actividad deben prescindir de dicha ayuda.

La actividad A2 se ha experimentado en los diversos cursos de E.G.B. y ha resultado
eficaz en cuanto a la consideracion por los estudiantes de las caracteristicas generales de la
simetria propias del nivel 1. En concreto, una vision de la inversion y la equidistancia de una
figura y su imagen al eje se pusieron de relieve mediante las ldminas usadas para esta

actividad.

El plegado y el reflejo son las dos bases sobre las que fundamentar la concepcion visual
global de simetria. Ambos procedimientos proporcionan dos visiones del concepto de simetria
y son los procedimientos primarios que sirven para realizar automaticamente y comprobar
simetrias; por lo tanto, su conocimiento y utilizacidon es un objetivo importante a lograr en el
primer nivel. Por ser métodos basicos de trabajo, su empleo para la obtencion de simetrias
debe ser objetivo de aprendizaje en la fase 2. En la actividad A3 se inicia a los estudiantes en

el manejo de estas herramientas, que seguiran utilizando en adelante siempre que lo necesiten.
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La secuencia seguida en las experimentaciones realizadas relegaba a un segundo plano
el plegado en favor del mira. Pero hemos podido constatar que todos los alumnos con
experiencia escolar tienen cierta familiaridad con el plegado y, en caso de haber estudiado
simetrias con anterioridad, éste es el recurso mas utilizado, incluso mentalmente a veces, para

razonar sobre simetrias.

En las actividades A4 y A5 se dirige a los alumnos hacia la consideracion de tres
caracteristicas de las simetrias (inversion, cambio de semiplano y equidistancia), aunque
desde la vision global de la simetria indicada con anterioridad en la justificacion de los
objetivos de nivel 1. Se pretende que los estudiantes empiecen a realizar simetrias por sus
propios medios, aplicando las concepciones que tengan de ese movimiento, por lo que, si bien
al principio pueden servirse de las herramientas auxiliares (espejo, mira) directamente, luego

las emplearan s6lo para comprobar sus respuestas, hasta obtener una valida.

El énfasis de las actividades se pone por separado en cada una de las tres caracteristicas
de las simetrias mencionadas antes (inversion, cambio de semiplano y equidistancia al eje),
con lo cual se dirige al alumno hacia lo que debe tener en cuenta, a diferencia de la actividad
A1l de la fase 4, en la cual no se especifica cada una de las caracteristicas y el alumno debe
aplicarlas por si mismo. La perpendicularidad respecto al eje no es un objetivo de este nivel,
como hemos explicado con anterioridad, y en cuanto a la equidistancia, s6lo se debe exigir

una solucién aproximada.

En las experiencias llevadas a cabo se puede ver, de manera muy clara en los alumnos
de 1° de E.G.B. y menos acusada en los de 3° de E.G.B., que, en algunas de sus
justificaciones, los estudiantes hacen referencia a la distancia al eje y en otras a que la figura
"esta al revés", pero siempre aluden s6lo a una de las caracteristicas, que no tienen en cuenta
en otros ejercicios similares posteriores. Por ejemplo, en la actividad 7 de la experimentacion,
Sonila sitiia bien las figuras imagen de la ldmina 1-S-7.1. Tras ello, la profesora le pregunta

sobre el punto de la figura que toca el eje:

Prof.: ¢Por qué has puesto las dos puntas juntas?

Sonila: Porque esta junto a la raya.

Prof.: Y cuando estd junto a la raya sale junto a la raya, ¢verdad? y S esta separado sale
separado.
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Sin embargo, en la lamina inmediatamente posterior, la 1-S-7.2, Sonila da como
solucion lo que muestro en el dibujo 1 (la figura original es la del semiplano superior), tras lo

cual el proceso de modificaciones sucesivas de Sonila transcurre del modo siguiente:

Dibujo 1. Dibujo 2.

Prof.: Antes has dicho que lo que tocaba € espegjo, ¢tocaba € espejo 0 no? ... [Sonila
asiente] ... Ahi, ¢quétoca el espejo? Esto toca el espgjo, ¢no? [el segmento inferior de
la figura] Entonces, ¢cémo hay que ponerlo?

Sonila no lo sabe, por lo que la profesora hace que mire a través del espejo. Luego

Sonila retira el espejo y vuelve a intentarlo. En esta ocasion si tiene en cuenta al inversion de

la figura, pero la distancia al eje no la modifica (ver el dibujo 2).

Sonila coloca el mira, gira la hoja 180°, quita el mira y ya resuelve bien el ejercicio.

Se requiere la direccion del profesor hacia esas propiedades para que los estudiantes les
presten atencion, aunque no lo haran aplicandolas a cada punto de la figura, sino desde una

perspectiva global de la colocacion de la imagen en el plano.

Algo semejante sucede con el cambio de semiplano, que los estudiantes en nuestras
experimentaciones utilizaban, salvo en alguna actuaciéon puntual en 1° de E.G.B., pero no

aparecia nunca en las justificaciones espontaneas.

En la secuencia experimentada no habia ninguna actividad anéloga a la A6. Su inclusion
en la secuencia propuesta aqui esta justificada porque, al proporcionar parte de la figura que

los estudiantes deben completar, se incide en el uso de un enfoque visual para su resolucion.
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De hecho, es una de las formas que pueden facilitar la consideracion de la inversion en el

nivel 1.

Al igual que en las actividades A4 y AS, el uso del mira, del espejo o de otro medio
auxiliar debe decrecer progresivamente, si bien en esta fase los estudiantes pueden servirse de

ellos repetidas veces en un mismo ejercicio para mejorar la solucion aportada.

En la actividad A6 los ejes se encuentran en posiciones estandar, mientras que en la
fase 4 se ha propuesto una actividad similar (A2) en la que se trabaja con ejes en posiciones

no estandar y el uso de los materiales auxiliares esta mas limitado.

La obtencion aproximada del eje de simetria, que se propone en la actividad A7,
corresponde al primer nivel de razonamiento, pues la vision global de la simetria incluye las
ideas de las dos figuras y el espejo o la linea de plegado entre ellas. También se fomenta la
consideracion del eje como linea situada "por la mitad" de las dos figuras desde una
apreciacion global, sin la consideracion puntual de cada elemento de las figuras. El profesor
dirigira a los estudiantes, observando su forma de resolver el ejercicio y perfeccionando su
técnica de doblado o colocacion del mira si es necesario. Junto con la apreciacion visual, esos

seran los medios empleados en esta actividad para resolver los ejercicios.

En las experiencias llevadas a cabo no se experiment6 esta actividad en 1° de E.G.B.,
aunque si una parecida en todos los demas cursos, a partir de 3° de E.G.B. En estos casos, a
diferencia de la actividad A7 que proponemos, no todas las situaciones planteadas tenian
solucion y la justificacion de la existencia o no del eje de simetria y su obtencion se planted
en Magisterio con exigencias de razonamiento de nivel superior al que planteamos ahora. En
3° de E.G.B,, el tanteo con el mira les permitié a los alumnos identificar los ejes de simetria

de los pares de figuras.
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Fase 4 del Nivel 1

Objetivos:

1- Utilizar las caracteristicas y técnicas que se pusieron de manifiesto en la fase 2 en
situaciones distintas o en las que aumenta la complejidad. Las diferencias entre las
actividades de las fases 2 y 4 estan originadas por:

- La posicion de los ejes: Actividades que en la fase 2 se restringian a ejes en posiciones
estandar, ahora se presentan también con ejes de otras inclinaciones o con posiciones

relativas figura-eje mas complejas.

- El planteamiento general de la tarea: Actividades que en la fase 2 se enfocaban hacia una
sola caracteristica visual, en la fase 4 se plantean en general, debiendo tenerse en cuenta

simultaneamente las diferentes propiedades de las simetrias estudiadas en la fase 2.

Actividades:

Al- Se proporcionan una pieza, poligonal o circulo (con un dibujo interior para romper la
simetria) o con silueta no simétrica, y un eje de simetria. Los alumnos deben colocar la

figura imagen.

A2- Completar figuras simétricas formadas por piezas. Se proporcionan la figura original, el
eje de simetria y parte de la figura simétrica. Los ejes de simetria no estdn en posiciones
estandar y las herramientas auxiliares (mira, espejo, plegado) pueden usarse solo para

verificar o corregir el resultado.

A3- Obtener con la ayuda del mira el eje de simetria de un par de figuras (los ejes de simetria

no se encuentran necesariamente en posiciones estandar).

A4- Dados varios pares de figuras, reconocer las que se corresponden mediante la simetria
cuyo eje se da. Si es necesario, se pueden utilizar las herramientas auxiliares para

resolver el ejercicio.
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AS- Completar, dibujandola, una figura simétrica de la cual se proporciona la mitad.
-0-0-0-0-0-0-

Las actividades A1, A2 y A3 son ampliaciones de las actividades A4, A5, A6y A7 de la
fase 2. Un elemento basico del proceso de aprendizaje de las simetrias es la posicion del eje.
Como hemos comentado con anterioridad, la ausencia de perpendicularidad es uno de los
errores mas frecuentes en la realizacion de simetrias, cuyo origen esta, generalmente, en que
los estudiantes ignoran la influencia del eje de simetria en la determinacion de la direccion del
movimiento y aceptan solamente las posibilidades de movimientos verticales y horizontales.
Por este motivo, en las actividades de la fase 2 se limitaron las posiciones de los ejes de
simetria a los casos mas féciles y en la fase 4 se profundiza en esta componente de la simetria,

proponiendo la realizacién y observacion de simetrias con ejes de otras inclinaciones.

Los casos negativos de la actividad A4 corresponden a falta de equidistancia (de tocar a
no tocar el eje), a colocacion de las dos figuras en el mismo semiplano o a no inversion de la
figura. La vision global de la simetria debe permitirles a los estudiantes distinguir en esta
actividad si los pares de figuras son simétricas o no respecto a un eje aunque, como se trata
del nivel 1, los casos negativos que se presentan deben ser reconocibles a simple vista, sin

necesidad de recurrir a técnicas de medicion de distancias o perpendicularidad.
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En las experimentaciones de la actividad A4, a partir de 3° de E.G.B. las principales
dificultades para los estudiantes se plantearon en situaciones de ausencia de inversion de las
figuras y de ausencia de perpendicularidad al eje. Esta actividad no es la extension de ninguna
otra de la fase 2, pues lo que requiere de los estudiantes es que utilicen de manera conjunta los

diferentes elementos caracteristicos de las simetrias que han aprendido a lo largo de las

actividades de la fase 2.

En las experimentaciones
realizadas hemos  propuesto
pocas actividades de dibujo,
como la A5, pero hemos
comprobado que, desde 1° de
E.G.B., los ejercicios basados en
el dibujo de figuras si resultan
adecuados para integrarlos en la
secuencia de ensefianza, pues

requieren que los estudiantes

apliquen la vision adquirida de simetria con mas cuidado que cuando solo deben colocar una
pieza de papel en su sitio. De hecho, los alumnos de 1° de E.G.B mostraron al final de la fase
4 una vision global correcta de la simetria, con deformaciones originadas por su poca
habilidad de dibujo, lo cual repercutia sobre todo en el grosor de la figura (ver dibujo) y, en

una nifia, en la conversion de algunos angulos en partes curvas, en concreto en la silla de la

lamina 1-S-9.3.
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SIMETRIAS: NIVEL 2

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:
1- Descubrimiento, reconocimiento y utilizacién adecuada de:

a) Las propiedades que caracterizan las simetrias: Perpendicularidad y equidistancia respecto
del eje de simetria.

b) El paralelismo de los segmentos que unen puntos simétricos.

c) El eje de simetria como mediatriz de los segmentos que unen puntos simétricos,

aplicandolo en particular para encontrar ejes de simetria.

2- Utilizacion de la notacidon y el vocabulario matematicos para identificar o referirse a

puntos, ejes simetrias, etc. (P, P', S, Se, ...).
3- Utilizacion explicita de la definicion de simetria en las argumentaciones.

4- Realizacion de composiciones de simetrias y generalizacion de los resultados de la

composicion de dos simetrias.
5- Comprensioén de la idempotencia de las simetrias.

6- Descubrimiento y verificacion, a partir de ejemplos, de otras propiedades de las simetrias.
-0-0-0-0-0-0-

La descripcion de nivel 2 indica como caracteristico de este nivel la utilizacién de las
propiedades y elementos matematicos de los objetos de estudio como base del razonamiento.
Por lo tanto, descubrirlas y aprender a utilizarlas deben formar parte de los objetivos a
conseguir en este nivel. Asi, el objetivo 1 se refiere a los elementos que habitualmente forman
parte de la definicion o caracterizacion de una simetria (equidistancia y perpendicularidad
respecto del eje) y a las propiedades basicas que resulta necesario usar en la identificacion y

caracterizacion de simetrias en la mayor parte de las situaciones.

Hay un cambio importante en la forma de razonamiento entre los niveles 1 y 2, pues los

estudiantes pues los estudiantes pasan de una interpretacion global de las simetrias a ser
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capaces de diferenciar los diversos elementos y propiedades matematicos que intervienen en
la realizacion de una simetria. Por lo tanto, debe haber también un cambio importante en la
forma de expresion usada por los estudiantes cuando comunican sus pensamientos, las formas
de resolver las actividades, los tipos de soluciones que son admitidas como correctas, etc.
Toda esta problemadtica queda recogida en el objetivo 2, que indica la necesidad de lograr que
los estudiantes terminen de aprender el vocabulario matematico relacionado con las simetrias

y que sean capaces de leer y escribir los simbolos matematicos mas usuales en este contexto.

Una vez descubiertas y comprendidas las propiedades caracteristicas que identifican las
simetrias, los alumnos estaran en condiciones de entender y emplear la definicion de simetria
como parte de sus argumentos para explicar o demostrar resultados, conjeturas o
afirmaciones. El tercer objetivo de las actividades del nivel 2 no plantea que los estudiantes
obtengan la definicion formal de simetria por si mismos, ya que en este nivel, mas que una
definicion matematica (como conjunto de propiedades necesarias y suficientes), los
estudiantes organizaran, analizardn y utilizardn listas amplias de propiedades de las

isometrias.

La composicion de simetrias es fundamental en el aprendizaje de las isometrias del
plano, por ser uno de los pilares en los que sustentar la relacion entre las distintas isometrias.
De ahi que su aprendizaje esté recogido explicitamente en los objetivos 4 y 5 de este nivel. No
obstante, no podemos pretender que los estudiantes del nivel 2 lleguen a dominar la
composicion de simetrias en sus diferentes casos y las caracteristicas de los distintos
resultados, sino solo que descubran y aprendan la relacion de causa-efecto entre la
composicion de simetrias y las traslaciones o giros. La actividad propia del tipo de
razonamiento del nivel 2 es la aplicacion de movimientos sucesivos sobre figuras concretas y
la comprobacion de las caracteristicas del movimiento resultante, pues se trata de la
realizacion directa de simetrias y de mediciones sobre situaciones concretas. Mas tarde,
cuando los estudiantes hayan alcanzado el razonamiento del nivel 3, volveran a estudiar este
tema especifico, para trabajar sobre las relaciones obtenidas de una manera general y mas
abstracta que en el nivel 2. De esta manera, se hace patente la caracteristica del Modelo de

Van Hiele de promover una ensefianza en espiral.

El ultimo objetivo global del nivel 2 que planteamos nos recuerda que para desarrollar
correctamente el razonamiento de este nivel no hay que limitarse a estudiar las propiedades
usuales o basicas de las simetrias, sino que los estudiantes debe descubrir por si mismo otras
propiedades o verificar la certeza de algunas que hayan sido planteadas por el profesor. Entre
estas propiedades se encuentran, por ejemplo, la invarianza de puntos o figuras por una

simetria o las relaciones entre puntos del plano, sus iméagenes y los puntos del eje de simetria.
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Fase 1 del Nivel 2

Objetivos:

1- Obtener informacion de los conocimientos que tienen los alumnos sobre mediatrices,

paralelas y perpendiculares, las propiedades de estas lineas y su dibujo.

2- Proporcionar una unidad complementaria de ensefianza sobre rectas paralelas y

perpendiculares y su trazado, si ello fuera necesario.

Actividades:

Al- Los alumnos han de trazar rectas paralelas o perpendiculares a otras con diversas
inclinaciones y emplear instrumentos adecuados para ello: Regla, escuadra y cartabon,

compas.
-0-0-0-0-0-0-

Si se utiliza la unidad de ensefianza que proponemos en esta memoria con estudiantes
que demuestren haber superado ya el nivel 1 de razonamiento en las simetrias, pero no el
nivel 2, el profesor deberd iniciar el trabajo con las actividades del nivel 2. En este caso, la
fase 1 del nivel 2 deberia estar integrada por la actividad que proponemos aqui precedida de
algunas actividades de las distintas fases del nivel 1, que sirvan, al profesor, para verificar los
conocimientos y el nivel de razonamiento de sus alumnos y, a éstos, para recordar
determinados conocimientos previos necesarios y para entrar en contacto con el tema de las

simetrias.

Asi, en la experimentacion realizada en Magisterio, las primeras actividades que
propusimos fueron una seleccion de actividades del nivel 1: Colocar las imagenes de figuras
respecto de un eje dado de manera visual, sin usar ningin material, con diversos grados de
complejidad; dibujar las iméagenes de algunas figuras a mano alzada; identificar qué pares de
figuras son simétricas respecto del eje dado; aprendizaje de utilizacion del mira y el espejo;
identificar qué pares de figuras son simétricas y dibujar el eje de simetria de estos pares; etc.
(en el resumen de esta experimentacion incluido en el anexo III de esta memoria se puede ver

la relacion completa de estas actividades).

Desde el primer momento, se pudo observar con claridad que Merche, la estudiante de
Magisterio (de las dos alumnas que iniciaron la experimentacién sobre isometrias, Ara tuvo

que abandonarla) razonaba en el nivel 2, pues hacia continuas referencias a la equidistancia y
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la perpendicularidad al explicar sus respuestas. Al mismo tiempo, se pudo observar también
que tenia algunas lagunas y confusiones. Por ejemplo, en su respuesta a la primera actividad
(colocar visualmente las figuras simétricas respecto de un eje dado) Merche confundia la
simetria axial con el giro de 180° pues, para situar la imagen de un punto o figura,
seleccionaba aleatoriamente un punto del eje de simetria y colocaba la imagen girada 180°

tomando ese punto como centro de giro. Asi explico su forma de encontrar las iméagenes:

Merche: No me acuerdo mucho, pero creo que tiene que haber en el ge un punto y entonces
la distancia de este punto [uno de la figura inicial] al ge tiene que ser la misma que del
geaeste punto [su homologo en la figura imagen], pero enla mismarecta [la que une

los puntos senalados y pasa por el centro de giro].

Esta respuesta, independientemente del error conceptual, refleja claramente un
razonamiento de nivel 2. Pero, por otra parte, Merche recordaba también la caracterizacion de
la simetria como plegado, por lo que al plegar la ldmina por el eje de simetria se dio cuenta de
que habia situado mal las iméagenes y las corrigid, aplicando la equidistancia y

perpendicularidad al eje de manera consciente. Asi explico ahora su forma de proceder:

Prof.: ¢En quétefijas [para hacer la simetria]?
Merche: En la distancia de cada punto al gje.
Prof.: ¢La distancia solo?

Merche: Perpendicular.

Por lo tanto, estas actividades sirvieron también para que la alumna recordara los
conceptos y aclarara sus ideas. Argumentos analogos a éste se pueden encontrar en las
actividades siguientes, aunque buena parte de ellas estaban planteadas para permitir un

razonamiento puramente visual, de nivel 1.

Si la unidad de ensefianza se utiliza con estudiantes que han realizado previamente las
actividades de la unidad del nivel 1 de simetrias, es evidente que la finalidad de informar al
profesor y a los estudiantes que tiene la fase 1 del nivel 2 estd, en gran parte, superada, pues el
trabajo que se inicia es la continuacion natural del anterior. Por lo tanto la funcion de las
actividades a realizar en esta fase se limita a hacer que el profesor verifique si sus alumnos
conocen o no los nuevos elementos de las simetrias en los que se van a basar las actividades
del nivel 2, la perpendicularidad y el paralelismo, y a hacer que los estudiantes tomen

contacto con esos nuevos elementos.

En caso de que el profesor detecte alguna carencia importante en sus alumnos, tanto de

tipo conceptual como técnico, debera proponerles algunas actividades (que no hemos incluido
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en nuestra propuesta por no estar relacionadas directamente con la ensefianza de las simetrias)
para que afiancen sus concepciones y aprendan a dibujar correctamente rectas perpendiculares

y paralelas con regla y escuadra o compas.

En los parrafos anteriores hemos insistido en los conceptos de perpendicularidad y
paralelismo como conocimientos previos necesarios para iniciar el trabajo con las actividades
de la fase 2, pero no hemos aludido a otros conceptos geométricos relacionados con las
simetrias, principalmente el de mediatriz. Dentro del disefio que hemos elaborado, no es
necesario conocer previamente la idea de mediatriz para llevar a cabo las actividades de nivel
2, por lo que, en caso de no conocerlo los alumnos, no es necesario introducirlo en la fase 1,

sino s6lo en el momento en que sea oportuno.
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Fase 2 del Nivel 2

Objetivos:

1- Descubrir y utilizar la equidistancia al eje de simetria de cada punto y su imagen, y la

perpendicularidad respecto al eje de los segmentos que unen dichos pares de puntos.

2- Descubrir y utilizar el paralelismo de todos los segmentos que unen puntos que se

corresponden.

3- Caracterizar el eje de simetria como la mediatriz de los segmentos que unen puntos

simétricos.

4- Comprender y utilizar la notacién estandar de las simetrias, Se, y el vocablo basico

asociado.

5- Descubrir la idempotencia de las simetrias y generalizar el resultado de la composicion de

una simetria consigo misma una cantidad par/impar de veces.

6- Aprender a aplicar una simetria determinada a un punto por procedimientos exactos.

Actividades:

A1l- Dados un par de figuras simétricas y el eje de la simetria, marcar dos puntos homdlogos
de las figuras, P y P', y unirlos por un segmento. Hacer lo mismo con varios pares de
puntos (Q y Q', etc.). Repetir el ejercicio con varios ejes de simetria y pares de figuras
simétricas.

Obtener los simétricos de varios puntos respecto un eje de simetria dado (se puede
usar el mira o plegado). Unir, mediante segmentos, cada punto y su imagen. Repetir el
ejercicio con varios ejes de simetria y conjuntos de puntos.

Observar los resultados de los ejercicios anteriores y deducir propiedades de las

simetrias.

A2- Se dan un eje de simetria, varios puntos y sus posibles imagenes. Identificar los pares de
puntos que se corresponden mediante esa simetria sin utilizar procedimientos

automaticos (mira, plegado, ...).
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A3- Obtener las imagenes de las figuras de las ldminas por la simetria cuyo eje aparece
dibujado, sin utilizar procedimientos automaticos (mira, plegado, ...).
Obtener las imédgenes de los segmentos y puntos marcados respecto del eje de la

lamina.

gﬁ
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A4- Pedir a los estudiantes que definan lo que es una simetria. Analizar las diferentes
definiciones propuestas. Plantear la definicion usual de simetria a partir del
procedimiento de obtencion de figuras simétricas (consideracion de Ia
perpendicularidad y la equidistancia al eje) en caso de que no haya surgido

espontaneamente.
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AS5- Obtener las imagenes de las figuras y los segmentos de las laminas por la simetria cuyo
eje aparece dibujado (el eje debe cortar las figuras y segmentos). Explicar como
proceder con el mira. Los alumnos deben explicar como obtener la imagen mediante

equidistancia y perpendicularidad.

y

B
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A6- Dados un punto y su imagen mediante una simetria, obtener el eje de dicha simetria (No
se incluyen casos en los que el eje corte las figuras).
Dadas dos figuras simétricas, obtener el eje de simetria:
- Mediante la mediatriz de un punto y su imagen.

- Uniendo los puntos medios de dos segmentos.

A7- Aplicar a una figura la misma simetria dos veces consecutivas. Aplicar a otra figura la

misma simetria tres veces consecutivas.

Repetir el ejercicio con otras figuras y ejes, aplicando las simetria 2, 3, 4, 5, ... veces

consecutivas. Observar los resultados y enunciar la propiedad general descubierta.
-0-0-0-0-0-0-

Varias de las actividades anteriores no se incluyeron en las experimentaciones descritas
en esta memoria. Parte de ellas han sido afiadidas como consecuencia de las
experimentaciones, para completar y mejorar la unidad de ensefianza. Las otras si se utilizaron
en varias unidades disefiadas para el aprendizaje de las simetrias, puestas en practica en clases
ordinarias completas, de 4° a 8° de E.G.B. y en Magisterio, durante el horario normal de
clases, impartidas por los profesores habituales y formando parte de los contenidos del curso

oficial. De estas experimentaciones no fue posible realizar un seguimiento detallado dia a dia
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que pueda ser incluido en esta memoria, pero los profesores de E.G.B. nos hacian resumenes
periodicos, mas o menos minuciosos, del desarrollo e incidencias de las clases; en cuanto a
Magisterio, nosotros hemos impartido durante varios afios esos cursos, por lo que la

informacion que poseemos es amplia.

El descubrimiento de la perpendicularidad y la equidistancia al eje es una de las
actividades que no se han incluido en ninguna de las experimentaciones realizadas, tal como
se plantean en la actividad Al. En los grupos del Ciclo Superior de E.G.B., el profesor hizo
alusion directa a estas propiedades después de que los estudiantes realizaran algunos
ejercicios de obtencion de figuras simétricas, mientras que en Magisterio ya eran conocidas

por la mayor parte de los alumnos, por lo que se procedi6 a recordarlas.

En las experimentaciones de 3° de E.G.B. se utilizaron actividades equivalentes a la Al
para traslaciones y giros, que produjeron buenos resultados para la introduccion de las
propiedades caracteristicas de dichas isometrias. Este tipo de actividad también se reveld
como un buen método de observacion para el descubrimiento por los estudiantes de otras
propiedades. Por ello creemos que resulta acertado comenzar la segunda fase del nivel 2 de
las simetrias con la actividad A1 e iniciar asi a los alumnos en las propiedades caracteristicas
de las simetrias. Aunque en el enunciado de esta actividad se indica que los estudiantes
pueden emplear materiales que permiten obtener las imagenes de manera automatica (mira o
plegado), es conveniente que se sirvan de la regla, la escuadra y el compas cuando sean
capaces. Aunque esto pueda suponer algo mas de tiempo para realizar la actividad, su
realizacion serd mas rica, ya que estos materiales obligan a utilizar conscientemente unas

propiedades matematicas de la simetria que, de otra manera quedan mas ocultas.

La actividad A2 tiene como objetivo reforzar las ideas de equidistancia y
perpendicularidad al eje y es un complemento de la anterior, pues al tener que reconocer y
justificar las situaciones correctas se resaltan las caracteristicas objeto de interés. La
limitacion en el uso de materiales manipulativos se hace con el fin de impulsar a los
estudiantes a usar estas caracteristicas matematicas de las simetrias, pues es necesario reducir
al minimo el uso de los materiales propios del nivel 1 (mira, plegado y espejo). Esta actividad
tampoco estuvo incluida en las unidades de ensefianza de las experimentaciones resumidas en
esta memoria, pero si se utiliz6 en la Escuela de Magisterio y result6 util para alumnos de

Magisterio con conocimientos escasos o nulos sobre las isometrias del plano.

La actividad A3 supone un paso mas hacia la utilizacion explicita de la definicion de
simetria axial, propia del razonamiento del nivel 2, por lo que se debe forzar a los estudiantes
a usar los instrumentos de dibujo. En la experimentacion llevada a cabo en Magisterio se pudo

observar que éste fue el método seguido por Merche. También fue el método utilizado por la
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mayor parte de los estudiantes del Ciclo Superior de E.G.B. y de Magisterio, una vez que
habian descubierto y comprendido la concepcion de la simetria basada en sus caracteristicas

de perpendicularidad y equidistancia al eje.

Las tres primeras actividades presentan a los estudiantes las propiedades bésicas de las
simetrias desde diferentes puntos de vista. Asi pues, al realizar la actividad A4 los estudiantes
ya deben disponer de la informacion y la experiencia suficientes para poder dar una definicion
de simetria axial, entender el significado de otras definiciones diferentes y juzgarlas. Por lo
tanto, con esta actividad se pretende, en primer lugar, que los estudiantes proporcionen sus
propias definiciones de simetria axial (entendiendo la palabra "definicion" de acuerdo con las
caracteristicas del nivel 2 de Van Hiele). Aunque, posiblemente, los estudiantes incluyan
algunas propiedades irrelevantes en sus definiciones, el profesor no debe rechazarlas, salvo
que sean erroneas, pero si debe procurar que siempre aparezcan explicitamente las
caracteristicas fundamentales (perpendicularidad y equidistancia del eje). En una clase
normal, generalmente los estudiantes propondran varias definiciones diferentes, por lo que la
actividad debe continuar con una discusion, orientada y controlada por el profesor, sobre la

validez de las diferentes definiciones.

En la experimentacion de Magisterio se produjo una situacion usual: Merche, a lo largo
de las primeras sesiones, resolvido diversas actividades en las que tuvo que utilizar las
propiedades caracteristicas de las simetrias para resolver la actividad o para justificar su
respuesta. Esto hizo que fuera creando su propia definiciéon de simetria, a pesar de que en
dichas actividades no se le pidié que definiera explicitamente las simetrias. Pero al llegar, en
la cuarta sesion, a la actividad 19 de la experimentacion en la que la profesora le presentod
varios enunciados, para que Merche dijera si eran ciertos o no, reconocié en uno de ellos la
definicion de simetria. El enunciado era: Al unir un punto de una figura con su imagen, €l ge
de simetria pasa siempre por € punto medio de ese segmento. La respuesta de Merche fue:

Merche: Esa es la definicion de simetria, ¢no? ... O sea, un punto y su imagen, la mediatriz
siempretiene que estar a ... Siempre tiene que ser € ge, ¢no?

La obtencion de la imagen de una figura cortada por el eje de simetria, se ha revelado
problematica si se propone a estudiantes que todavia no han alcanzado el segundo nivel de
razonamiento, ya que no aparece directamente por ninguna de las técnicas auxiliares propias
del primer nivel de razonamiento (espejo, mira o plegado), sino que requiere la division de la
figura en dos partes (a ambos lados del eje) y la consideracion independiente de cada una de
ellas. Los estudiantes de E.G.B. y de Magisterio que se enfrentan a la actividad A5 por
primera vez, generalmente no son capaces de resolverla de inmediato y necesitan con

frecuencia la direccion del profesor para descomponer la figura en dos partes y prestar
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atencion a cada una de ellas por separado, pero sin perder la coordinacion del segmento que
las une. No obstante, una vez que se les sugiere tal descomposicion, centrada la situacion en la
obtencion de puntos imagen, mediante la perpendicularidad y la equidistancia, les permite

obtener la imagen requerida.

En la experimentaciéon de Magisterio se aprecia que, al encontrarse la estudiante ya
desde el principio en el nivel 2, resolvid la situacion sin dificultad. En las laminas usadas en la
primera sesion, como parte de las actividades de la fase 1, aparecian algunas figuras situadas
encima del eje de simetria y en otras actividades posteriores, de esta segunda fase, también
tuvo la estudiante que colocar o dibujar las imégenes de figuras o segmentos situados sobre el
eje. En ninglin momento se aprecido ninguna dificultad por el hecho de que las figuras
estuvieran sobre el eje; los errores que cometid no fueron particulares de estos casos, sino que
se debian a falsas concepciones o despistes y correspondian, casi siempre, a algunos de los
errores tipicos de las simetrias detectados por diversas investigaciones (Grenier, 1988; Jaime,
Gutiérrez, 1989 b; Kiichemann, 1981).

Un requisito para poder adquirir completamente el segundo nivel de razonamiento en
cualquiera de las isometrias es haber adquirido previamente el segundo nivel en el campo de
las figuras geométricas planas, ya que la realizacion de cualquiera de los movimientos obliga
a seleccionar partes de las figuras (puntos o segmentos generalmente), a relacionarlas con las
correspondientes partes de la figura imagen y también a considerar algunas propiedades como
igualdad de longitudes o angulos, paralelismo, perpendicularidad, etc., todo lo cual son
destrezas propias del nivel 2. En el aprendizaje de las simetrias es donde se puede reconocer
mas claramente dicha necesidad previa, ya que é€sta es la Uinica de las tres isometrias que
estamos tratando que obliga a dividir una figura en dos partes y a considerarlas como dos

figuras relacionadas pero independientes.

La comprension de las caracteristicas de las simetrias permite, en la actividad A6, la
obtencion de manera precisa del eje de simetria a partir de un par de figuras simétricas. Es
importante que los estudiantes practiquen con una variedad de ejercicios en los que haya
casos de diferentes posiciones de ejes y de figuras, con el fin de evitar la generacion de
concepciones errdneas o parciales y de estrategias particulares que soélo sirvan para

determinadas situaciones.

En las experimentaciones de los diversos cursos tuvimos cuidado de proporcionar a los
estudiantes tal variedad de situaciones en las actividades de los diferentes niveles y fases y, en
particular, en los ejercicios directamente vinculados a los que ahora comentamos (ejercicios
del mismo tipo que la actividad A7 de la fase 2 del nivel 1 la A6 de la fase que estamos

comentando ahora). En la experimentacion de 3° de E.G.B., los estudiantes resolvieron estas
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actividades (u otras similares) de manera visual, ya que se encontraban en el nivel 1, usando
el mira o plegado para encontrar el eje de simetria, mientras que en la experimentacion de
Magisterio las actividades de este tipo se resolvieron mediante trazado de segmentos y
determinacion de mediatrices o de puntos medios, métodos que corresponden al nivel 2. Hay
que destacar que, en esas actividades, omitimos situaciones en las que el eje cortaba las

figuras, situacion que en la propuesta actual no hemos descuidado, al incluirlas en la fase 4.

La actividad A6 estd dividida en dos partes, que corresponden a dos grados de
complejidad de las situaciones planteadas. En primer lugar se trabaja con la herramienta
basica de determinacion del eje de simetria, su interpretacion como mediatriz del segmento
que une cada punto y su imagen. Las dos técnicas de obtencion de ejes de simetria
presentadas en la segunda parte de la actividad completan la aplicacion de este método,
ofreciendo una interpretacion alternativa, practicamente mas sencilla (pues es mas facil trazar
dos segmentos y unir sus puntos medios que trazar la mediatriz de un segmento) pero
conceptualmente més compleja (pues se basa en dos propiedades del eje de simetria,
mediatriz comun a todos los segmentos, en vez de en una sola propiedad, mediatriz del
segmento). Esta doble vision es interesante, pues con posterioridad, en el nivel 3, se puede
discutir sobre la necesidad o la suficiencia de considerar todas las propiedades en cada

método.

Las dos técnicas presentadas en la segunda parte de la actividad A6 surgieron en la
experimentacion de Magisterio. La primera actividad de este tipo que se presentd a la
estudiante de Magisterio consistio en dibujar el eje de simetria de un par de figuras simétricas
y no le proporcionaba ninguna indicacion sobre la forma de resolver el problema. La
estudiante seguia justificando sus soluciones mediante propiedades matematicas de las
simetrias, aunque algunas veces incluia explicaciones de tipo visual. En este caso (actividad
12 de la experimentacion), Merche situd la regla aproximadamente en la posicion del eje y

dijo:

Merche: Seria perpendicular, ¢no?

Prof.: Ahora te lo pido exacto. Tu has dicho que [el eje] es perpendicular y has colocado la
regla aproximadamente por en medio.

Merche: De un punto a su imagen y pasaria por la mitad. Mediria 2 [Merche usa dos puntos
y sus respectivas imagenes y une los puntos medios de los dos segmentos].

Prof.: ¢Dos puntos?

Merche: O sea, 4. Dos de cada figura [dos puntos de la figura original y sus respectivas

imagenes].
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Prof.: Y s midieras uno y su imagen, ¢quedaria determinado e ee? En vez de dos, ¢s
cogieras uno quedaria determinada la imagen?
Merche: No, porque no sabes por donde va la recta.

La idempotencia de las simetrias es una propiedad facil de descubrir y de generalizar
por los estudiantes que se encuentran accediendo al nivel 2 de razonamiento, por lo que la
actividad A7 no debe presentar especial dificultad una vez comprendido que se debe aplicar la

misma simetria varias veces seguidas a las sucesivas iméagenes.

Es importante aprovechar las actividades de esta fase para promover en los estudiantes
la necesidad de comprobar la validez de los resultados mediante la utilizacién de todas las
propiedades contenidas en la definicion del concepto o, si ello no es posible, de las que se
hayan establecido como suficientes, y comprender que la limitacion a la verificacion de una
propiedad puede producir resultados incorrectos. De esta manera, gradualmente se va
incrementando el grado de exigencia en el razonamiento del individuo que con posterioridad,
en el nivel 3, desembocara en demostraciones informales y en el inicio de la demostracion
formal. La actividad A6, por ejemplo, se presta a ello, pues es relativamente facil que los
estudiantes identifiquen como si/no simétricas dos figuras que realmente no/si lo son. Las
propias respuestas de los estudiantes deben servir para hacerles ver que, ademas de poder
trazar la mediatriz de un segmento o la recta que pasa por los puntos medios de dos
segmentos, se necesitan determinados requisitos para que dos figuras sean simétricas. En la
experimentacion de Magisterio, Merche identificé como simétricos el par de zapatos de la
figura lamina M-S-12 (para los que hay una simetria en deslizamiento), pero al intentar trazar
el eje, uniendo dos puntos con sus respectivas imagenes, se dio cuenta de su error ya que sabia

que esos segmentos deberian ser paralelos.
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Fase 4 del Nivel 2

Objetivos:
1- Utilizar propiedades de las simetrias descubiertas anteriormente.

2- Componer dos simetrias y determinar la isometria resultante. Verificar la ausencia de

conmutatividad de la composicion de simetrias.

3- Comprender y utilizar el vocabulario y la notacion formales asociados a las simetrias y su

composicion.
4- Introducir la simetria en deslizamiento y sus caracteristicas basicas.

5- Descubrir experimentalmente y utilizar otras propiedades de las isometrias relacionadas

con las simetrias.

Actividades:

Al- Dados varios pares de figuras, identificar los que corresponden a dos figuras simétricas
(incluir casos en los que las figuras se corten). En cada situacion, dibujar el eje de

simetria o justificar por qué las figuras no son simétricas.
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A2- Dadas una figura y la simetria Se, determinar la cantidad minima de puntos-imagen
necesarios para poder situar con exactitud la figura imagen. Estudiar las diferencias

segun que el eje de simetria toque la figura o sea exterior a ella.

A3- Dados una figura y los ejes de simetrias paralelos e y e, aplicarle a la figura la simetria
S1 y a su imagen la simetria Sy (introducir el concepto de composicion de simetrias).
Determinar el movimiento que permite pasar directamente de la desde la figura inicial
hasta la ultima imagen obtenida, indicando las caracteristicas de dicho movimiento.

Repetir el ejercicio con otras figuras y pares de ejes paralelos. Generalizar el

resultado.

A4- Dados una figura y dos ejes de simetrias que se cortan, €1 y e, aplicarle a la figura la
simetria S y a su imagen la simetria Sp. Determinar el movimiento que permite pasar
directamente desde la figura inicial hasta la ultima imagen obtenida, indicando las
caracteristicas de dicho movimiento.

Repetir el ejercicio con otras figuras y pares de ejes que se corten. Generalizar el

resultado.
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AS5- En la ldmina se dan algunas caracteristicas de las simetrias S; y Sy y del movimiento
(traslacion o giro) resultante de la composicion S»°S1. Completar las caracteristicas que
faltan de dichos movimientos, para que cada uno de ellos quede completamente
identificado.

Una vez obtenidas todas las caracteristicas de cada isometria, verificarlas aplicando a
una figura la composicion S»°S1 y el movimiento equivalente.
Repetir el ejercicio con los otros pares de simetrias de la lamina y el movimiento

equivalente a su composicion.
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A6- Proporcionar a los estudiantes el enunciado de alguna propiedad relacionada con las
simetrias y pedirles que la verifiquen y justifiquen si es cierta siempre, en algunos casos
concretos o nunca. Por ejemplo:

1) Sea R' la imagen de R por la simetria S y sea P un punto del eje e. a) ;Qué tipo de
tridngulo, segun sus lados y segun sus angulos, es APRR'? b) Si se coloca P en otro
lugar del eje de simetria, ;sera el triangulo APRR' siempre del mismo tipo? c) Si se
colocan R en otro lugar de la figura y R' en la posicion correspondiente, ;serd el
tridngulo APRR' siempre del mismo tipo?

i1) S1 Q' es la imagen de Q por una simetria, entonces Q' # Q.

A7- Dados varios segmentos y un eje de simetria, dibujar las imagenes de los segmentos por
dicha simetria. Generalizar los resultados referentes a las posibles posiciones relativas

de un segmento y su imagen.

A8- Se dan varios pares de figuras congruentes. Determinar cuando es posible pasar de una
figura a la otra mediante una isometria simple (traslacion, giro o simetria). Estudiar, en
particular, los casos de pares de figuras con la misma o diferente orientacion y aquellos
pares en los que coinciden un punto y su homoélogo, o en los que coinciden varios

puntos y sus respectivos homologos.
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et

A9- Introducir el concepto de simetria en deslizamiento y mostrar varios ejemplos a los
estudiantes. Dadas una figura y una simetria en deslizamiento, aplicar dicho

movimiento a la figura.

A10- Obtener todos los ejes de simetria de las figuras dadas.

;‘-.I.-’,-l
IT TI

O o <
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A11- Presentar a los estudiantes varios rosetones generados por simetrias. Dados una parte de

una figura y los ejes de simetria de dicha figura, dibujar la figura completa.

YA
N/
A

A12- Para cada figura, obtener el motivo minimo que, mediante la aplicacion de simetrias,

permita la reproduccion de la figura completa.

(4
&

e
o B
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A13- Dibujar o construir figuras que tengan 1, 2, 3 6 4 ejes de simetria. Explicar algiun

procedimiento para obtener figuras con mas ejes de simetria.

Al4- Averiguar si puede generar un roseton mediante las simetrias que pasen por los dos
lados del tridngulo marcados en la ldmina. Cuando sea posible generarlo, indicar la
cantidad de celdas que tendra el roseton.

Determinar el &ngulo que debe haber entre dos ejes de simetria consecutivos para que
generen un roseton formado por ... (indicar el numero de celdas). Generalizar los
resultados de esta actividad, referentes a la relacion entre el numero de celdas del
roseton y el valor del dngulo entre los ejes de simetria que lo generan. Indicar algunos

casos en los que no sea posible construir un roseton.

fBO® 72"

A15- Construir un friso a partir del rectangulo dado, tomando como sistema generador S¢ y
Ta. El lado mayor del rectdngulo mide la mitad que el vector a (el rectangulo debe
tener un dibujo no simétrico).

Después de construido el friso, fijar una celda y explicar donde y como se situara la
imagen de esa celda al aplicarle la simetria Se.
Fijar una celda y sefialar las celdas desde las cuales alguno de los movimientos

generadores permite llegar hasta ella.
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A16- Construir un friso a partir del rectangulo dado, tomando como sistema generador S; y
S» (el rectangulo debe tener un dibujo no simétrico).
Después de construido el friso, fijar una celda y explicar donde y como se situara la
imagen de esa celda al aplicarle la simetria Sj.
Fijar una celda y sefalar las celdas desde las cuales alguno de los movimientos
generadores permite llegar hasta ella.
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A17- Construir un mosaico a partir del tridngulo (equilatero) dado, tomando como sistema
generador S1, Sy y S3 (el tridngulo debe tener un dibujo no simétrico).
Determinar la cantidad de ejes de simetria necesarios y sus posiciones para generar

un mosaico a partir de un rectangulo en vez de un triangulo.

20-0-0-0-0-0-

En la actividad A6 de la fase 2 se introdujeron los procedimientos para la obtencion del
eje de simetria entre dos figura simétricas. En la actividad Al de esta fase los estudiantes
deben aplicar esos y otros conocimientos, primero para identificar los pares de figuras que se
corresponden mediante una simetria, debiendo realizar las verificaciones y justificaciones
oportunas, y después para encontrar los ejes de simetria de los pares que si sean simétricos. Se
incluyen casos en los que el eje corte a las figuras, situacion que no se presentd en la actividad

semejante de la fase 2 de este mismo nivel.

Las actividades A3 y A4 tienen como objetivo estudiar la composicion de simetrias,
para que los estudiantes descubran por sus propios medios el resultado de cada caso y la
relacion existente entre las simetrias que intervienen en la composicion y el movimiento
resultante. Estas van seguidas por la actividad A5, que plantea algunos problemas de
aplicacion de los resultados anteriores y que, en la practica, se puede dividir en dos partes, una

correspondiente a simetrias de ejes paralelos y la otra a simetrias de ejes que se cortan. Es
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necesario esperar a la fase 4 para plantear estas actividades porque, a diferencia de lo que
ocurre con las traslaciones y los giros del mismo centro, para la realizacion de composiciones
de simetrias y el analisis de los resultados, no solo se necesita aplicar los conocimientos sobre
simetrias adquiridos en la segunda fase, sino coordinar estos conocimientos con los referentes

a traslaciones y giros.

En la experimentacion de Magisterio propusimos estas actividades seguidas de algunas
de aplicacion directa del resultado para afianzarlo. La estudiante no tuvo ninguna dificultad en

reconocer que, con los ejes paralelos, el resultado es una traslacion, ni que su vector es
perpendicular a los ejes de simetria. A continuacion, al realizar las composiciones S1°S; y

S»>0S1 con los mismos ejes y la misma figura, la estudiante, antes de empezar a calcular la

segunda composicion, dijo (actividad 21 de la experimentacion) que esperaba que saliera
hacia el lado contrario, pero el vector sera el mismo. Difiere en €l sentido, tras lo cual dedujo
facilmente la relacion de los ejes de simetria con el moédulo y sentido del vector de la

traslacion.

En el caso de los ejes que se cortan, la relacion entre la figura inicial y la imagen final
no es tan evidente, por lo que la estudiante de Magisterio, al principio, no la reconocid. Sin
embargo, al preguntarle la profesora directamente por el movimiento que relacionaba dichas
figuras, si lo identificd como un giro. A continuacion, al calcular el centro del giro y ver que
coincidia con el punto de corte de los ejes, ya relaciono el giro con las simetrias. No obstante,
la estudiante no observd la similitud entre el resultado que habia obtenido en el caso de
composicion de simetrias con ejes paralelos y el que estaba obteniendo con simetrias cuyos
ejes se cortan. Esto es una sefial de que la estudiante todavia no razona en el nivel 3, si bien ya
tiene una buena adquisicion del nivel 2 pues, una vez obtenida la relacion completa entre los
ejes de simetria y el giro resultante de la composicion, la estudiante si fue capaz de relacionar
los dos casos y resolver inmediata y correctamente actividades similares a otras realizadas

antes con simetrias de ejes paralelos.

La forma de trabajar de esta alumna, al resolver las actividades de composicion de
simetrias durante las experimentaciones, es un ejemplo tipico de los estudiantes de
Magisterio, pues el comportamiento mayoritario de los estudiantes de grupos ordinarios de
Magisterio que han trabajado con estas actividades, u otras similares, es analogo al de ella en
cuanto a la forma de reaccionar, las respuestas tipicas, las partes mas faciles o mas dificiles,

etc.

El descubrimiento y la verificacion de propiedades matematicas de cada isometria es un
objetivo central del nivel 2 de razonamiento, por lo que en la segunda fase se guia a los

estudiantes para que comprendan y aprendan las propiedades bésicas y en la cuarta fase se les
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proponen actividades en las que, aplicando de modo directo los conocimientos obtenidos en la
fase 2, deben descubrir otras propiedades importantes de los movimientos. En la actividad A6
hemos planteado dos de estas propiedades de las simetrias. Al igual que en los bloques de
actividades de giros o traslaciones, estas propiedades hay que entenderlas s6lo como ejemplos
de lo que sugerimos a los profesores como contenido de esta actividad y pueden ser

sustituidas o complementadas con otras propiedades.

La actividad A7 tiene una finalidad similar a la anterior. La experiencia que han
adquirido anteriormente en el uso de las simetrias debe permitirles a los estudiantes resolver
el problema planteado en dicha actividad, estudiando cuéndo la imagen de un segmento es €l
mismo, cuando se solapan parcialmente, cuando son disjuntos, etc. En las experimentaciones
de 3° de E.G.B. y de Magisterio se plante6 una actividad analoga a la A7 (actividad 15 de la

experimentacion de 3° y actividad 11 de la experimentacion de Magisterio).

Los estudiantes de 3° la resolvieron correctamente, si bien so6lo se les planted simetrizar
segmentos concretos. Ello nos sorprendio, ya que esta actividad resulta dificil para estudiantes
que no comprenden bien el concepto de simetria, 0 que comienzan la adquisicion del nivel 2.
En las diversas experiencias que hemos realizado con grupos ordinarios de diversos cursos de
los Ciclos Medio y Superior de E.G.B., numerosos estudiantes han cometido errores en esta
actividad, siendo dichos errores muy sistematicos y caracteristicos de cada posicion relativa
de los segmentos y el eje de simetria (Jaime, Gutiérrez, 1989 b). En cuanto a la
experimentacion de Magisterio, si se presentd una actividad andloga a la A7, incluyendo el
planteamiento general antes de la solucién de segmentos concretos. También nuestra alumna
la resolvid, distinguiendo en el enfoque de la solucidon general, entre las situaciones de
perpendicularidad, paralelismo y otra inclinacién de los segmentos respecto del eje de

simetria.

A la actividad A8 hay que darle un enfoque experimental: Los alumnos observaran que,
en los casos que se les presentan, siempre hay un giro o una traslacion entre las figuras no son
inversas y que cuando las figuras son inversas no siempre existe una isometria simple que
transforme una figura en la otra, tratindose de una simetria en caso de que si haya. En la
experimentacion de Magisterio se observo la necesidad de incluir en la secuencia de
ensefianza un actividad anéloga a la A8 puesto que, desde el enfoque de razonamiento general
que pretendiamos conseguir en el nivel 3, andlogo al que ahora deseamos, se utilizaba

directamente la propiedad desarrollada en esa actividad como base de muchas justificaciones.

La justificacion informal de la propiedad anterior corresponde al nivel 3, donde se
puede ademés ampliar a la situacion de figuras inversas entre las cuales no hay una simetria

axial, pero si la composicion de una simetria con cualquiera de las isometrias directas. En la
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unidad de ensefanza que proponemos, la existencia de traslacion o giro entre figuras directas,
estd contemplada como objetivo en el tercer nivel de los giros, completandola ahora, en el
apartado de las simetrias, para las figuras inversas. Sin embargo, si se desea plantear el hecho
de que siempre hay una isometria simple que permite pasar de una figura a otra congruente,
y/o trabajar con al estructura algebraica completa de las isometrias del plano, es necesario
introducir previamente la sSimetria en deslizamiento. Por otra parte, dado que la propuesta
que hacemos tiene como objetivo conseguir que los estudiantes adquieran una vision global
completa de las isometrias cuando alcancen los niveles superiores de razonamiento, y en el
mundo matemadtico la simetria en deslizamiento es bdsica, consideramos aconsejable su
conocimiento y consideracion como movimiento con entidad propia por los alumnos del

tercer nivel y necesario por los estudiantes del cuarto nivel.

En la actividad A9 se introduce la simetria en deslizamiento. El trabajo que se hace en el
nivel 2 sobre ese movimiento es solamente de introduccion. Hemos elegido este momento
para presentar la cuarta isometria del plano porque es ahora cuando los estudiantes acaban de
iniciar la integracion de todos los movimientos, sus relaciones y sus caracteristicas comunes.
En la experimentacion de Magisterio se introdujo al final de la Gltima sesion, por lo que la
alumna poseia en ese momento un dominio de relaciones entre los movimientos superior al
que normalmente tendrdn los alumnos que sigan la secuencia que ahora proponemos en el

momento en que se introduce la simetria en deslizamiento.

Una vez que los estudiantes saben discriminar si dos figuras son o no simétricas y
obtener el eje de simetria de un par de figuras simétricas, la actividad A10 plantea encontrar
los ejes de simetria de una figura, lo cual supone realizar un trabajo semejante al anterior pero
en una situacion nueva, motivo por el cual esta actividad es apropiada para la cuarta fase. La
novedad principal radica en el hecho de que, en este caso, los estudiantes deben descomponer
mentalmente la figura en una cantidad variable de formas. Es evidente que los estudiantes
pueden resolver la actividad simplemente mediante la observacion global de la figura, usando
razonamiento de nivel 1, pero eligiendo adecuadamente la complejidad de las figuras y
pidiendo a los estudiantes justificaciones mas detalladas y precisas, se puede hacer que la
resuelvan usando razonamiento de nivel 2. Por este motivo, en la secuencia que proponemos

hemos incluido esta actividad en la cuarta fase del nivel 2.
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En las experimentaciones realizadas
utilizamos este tipo de actividad en 3° de
E.G.B. y en Magisterio, surgiendo en cada
curso razonamientos de diferentes niveles: En
3 de E.G.B. (actividad 13 de Ila
experimentacion) los estudiantes utilizaron
razonamiento de nivel 1, pues su forma de - -

resolver la actividad era dibujar los ejes de

simetria que creian que tenia cada figura y
comprobar después con el mira si sus
respuestas eran correctas o no. Por el
contrario, en Magisterio (actividad 13 de la
experimentacion), Merche di6 otro tipo de
justificaciones para sus respuestas, a pesar de que en algunos casos cometié los mismos
errores que sus compafieros de 3°; por ejemplo, al decidir si la linea marcada en el dibujo es
eje de simetria de la figura, la desechd porque si 1o fuera, este punto [el vértice central

superior] iriaaqui [senala aproximadamente la posicion de su imagen].

Incluir un circulo en esta actividad es muy interesante, pues sirve para darse cuenta de la
concepcidn de infinito que tienen los estudiantes; esta concepcion juega un papel importante
en actividades en las que se realizan procesos iterativos, como la construccion de mosaicos, o
hay infinitas soluciones, como la descomposicion de una traslacion o un giro en dos simetrias.
Ante la pregunta de cudntos ejes de simetria tiene un circulo, los estudiantes de 3° de E.G.B.
dieron respuestas diversas, como: Muchisimos, Todos los que quieras, o Millonesy millones
y millones. La estudiante de Magisterio contesto directamente: Infinitos, todos los diametros.

Las experiencias que hemos realizado mostraron que, a diferencia de la actividad A10,
la actividad A1l requiere que los estudiantes recurran a razonamiento de nivel 2, pues deben
usar la perpendicularidad y la equidistancia al eje de simetria para dibujar la figura completa,
mientras que un tratamiento solamente visual de la simetria no permite su realizacion, salvo
que el profesor dirija muy estrechamente la actividad de los alumnos. En realidad, tanto la
actividad A11 como las dos que le siguen, adquieren todo el sentido cuando se proponen
después de que se haya estudiado la composicion de simetrias de ejes no paralelos, pues estas
actividades permiten contextualizar dicha operacion y, por lo tanto, para los estudiantes de
nivel 2 suponen una aplicacion de propiedades ya conocidas a una situacion distinta y nueva.
De todas maneras, hasta el nivel 3 no se establecen de manera espontanea las relaciones

implicadas.
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El tipo de analisis que deben hacer los estudiantes para resolver la actividad A12 es
analogo al de la A10, aunque el planteamiento no lo pone de manifiesto ya que centra la
atencion en la obtencion de una parte de la figura y no en el dibujo de los ejes, por lo que los
estudiantes no se suelen dar cuenta de la similitud entre ambas actividades hasta después de
haber resuelto algunos ejercicios concretos. No obstante, como esta actividad plantea la
situacion inversa de la actividad All, los estudiantes que han entendido bien la actividad

anterior pueden resolver ésta sin especial dificultad.

La actividad A13 también esta relacionada estrechamente con las anteriores y refuerza
los conocimientos adquiridos en la fase 2, al ser necesario usarlos en un planteamiento
distinto. Esta actividad se planted en la experimentacion realizada en Magisterio (actividad 34
de la experimentacion), y la solucion dada por la estudiante, de nivel 2, se basod en la
utilizaciéon de situaciones anteriores. La actividad planteada en la experimentacion de
Magisterio tuvo una segunda parte en la que se pidié a la estudiante construir figuras en las
que los ejes de simetria fueran paralelos. La resolucion de esta parte de la actividad condujo a
una discusion, propia del nivel 3, sobre la justificacion de que los ejes deben cortarse siempre.
En primer lugar, Merche, tras pensar un poco, dibujé algunas figuras, intentando que tuvieran
dos ejes de simetrias paralelos, pero esta experimentacion le llevo a la conclusion de que no
existe solucion porque si en la figura hay dos ejes, el proceso de completar la figura no
finaliza nunca (en realidad se genera un friso). Asi pues, en este caso los ejemplos no han
servido como "demostracion" de la respuesta (el estilo de razonamiento del nivel 2 de Van
Hiele), sino que han generado una justificacion general que se sirve de los ejemplos como
complemento para facilitar las explicaciones (el estilo de razonamiento del nivel 3). No
obstante, este episodio de trabajo en el nivel 3 esta aislado porque la estudiante no es capaz de
establecer las relaciones completas entre este resultado y las propiedades de la composicion
simetrias y, por lo tanto, no entiende claramente la generalizacion formal al caso de una figura

con tres ejes paralelos:

Prof.: ¢Vaaser posible contres [ejes de simetria paralelos] 0 no?

Merche: No.

Prof.: ¢Y el porqué lo tienes claro?

Merche: No. Con dos si que lo he visto, pero con tres no. Pero sera por la misma razon. La
figura se quedard ... Al poner el tercero siempre le faltaria algo para que sea simétrica
ala primera. Al poner ese algo sale uno ... [no se entiende lo que dice] y €se ya no es
detoda la figura, sino de una parte.

Este bloque de actividades termina con un grupo de ellas (A14 hasta A17) en las que se

plantean la construccion y el analisis de rosetones, frisos y mosaicos. Se trata de actividades
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analogas a otras presentadas en los bloques de actividades de giros y traslaciones
correspondientes a la misma fase de aprendizaje. En estas actividades los estudiantes deberan
combinar todos sus conocimientos relativos a la composicion de simetrias para aplicarlos a
una variedad de situaciones diferentes. Excepto en la actividad A15, hemos planteado sélo
situaciones en las que los sistemas generadores estan formados inicamente por simetrias, pero
es posible plantear otros cubrimientos, con sistemas generadores mas complejos (evitando las
simetrias en deslizamiento), para comprobar si los estudiantes han comprendido bien los tres

movimientos y son capaces de relacionar las propiedades de unos y otros.

La primera vez que un estudiante trabaje con frisos o mosaicos, sera necesario
explicarle que, si utiliza una traslacién o un giro, puede emplear también la traslacion o el giro
inversos y que las simetrias y los giros pueden tener su eje/centro sobre cualquiera de las
baldosas que van apareciendo, pero siempre sobre el mismo lado/punto de la baldosa. En las
actividades A15 y A16 hemos planteado varias partes para hacer ver a los estudiantes, cuando
hayan construido algunos frisos o mosaicos a partir de las posiciones iniciales de las
isometrias generadoras, que se obtiene el mismo resultado aunque se cambie la posicion de

los ejes de simetria a los lados homologos de otras baldosas.
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SIMETRIAS: NIVEL 3

Objetivos:

Las actividades que planteamos para este nivel pretenden lograr los objetivos generales

siguientes, que mas adelante desglosaremos en las diferentes fases de aprendizaje:

1- Utilizar el movimiento resultante de la composicion de varias simetrias. Comprender y
utilizar la equivalencia de composiciones de simetrias. Comprender y saber utilizar la

infinidad de soluciones equivalentes

2- Comprender y saber utilizar la infinidad de posibilidades equivalentes para la

descomposicion de de una traslacion y de un giro en dos simetrias.

(8]
1

Simplificar composiciones de isometrias mediante la descomposicion en simetrias de los

movimientos integrantes del producto.

4- Descubrir, justificar y utilizar técnicas para pasar de una figura a otra mediante una

composicion de isometrias. Reconocer y justificar casos posibles e imposibles.

(9]
1

Obtener, utilizar y analizar la definiciéon formal de simetria. Caracterizar las simetrias

mediante conjuntos de condiciones necesarias y suficientes.

6- Demostrar informalmente, mediante razonamiento deductivo abstracto, propiedades de las

simetrias descubiertas en este nivel o en los anteriores.

7- Comprender el planteamiento y desarrollo de algunas demostraciones formales

relacionadas con las simetrias.

8- Realizar algunas implicaciones simples en una demostraciéon y demostraciones de pocos

pasos relacionadas con las simetrias.

9- Afianzar las caracteristicas de la simetria en deslizamiento, su relacién con las otras

isometrias y su empleo adecuado.
-0-0-0-0-0-0-

Ya hemos dicho, al comentar los objetivos generales del tercer nivel para las
traslaciones y los giros, que en este nivel se debe conseguir una globalizacion de los

conocimientos adquiridos previamente de las diferentes isometrias, por lo que es conveniente
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que los alumnos hayan estudiado simultaneamente traslaciones y giros, y que no sélo hayan
superado el segundo nivel de razonamiento en las simetrias, sino también en esos otros
movimientos. En realidad, la lectura de las actividades que proponemos en este bloque para
alcanzar el tercer nivel de razonamiento en las simetrias, pone en evidencia que le resultara
muy dificil, por no decir imposible, realizar correctamente dichas actividades a un alumno que

no tenga esa base de conocimientos sobre traslaciones y giros.

Los tres primeros objetivos inciden en las relaciones bésicas entre las tres isometrias
simples: La composicion de dos simetrias equivale a una traslacion o un giro. Estas relaciones
ya han sido descubiertas y aprendidas en las actividades del segundo nivel, por lo que en el
tercer nivel se debe buscar la consolidacion, profundizacion, integracion, demostracion y
formalizacion de dichas relaciones, tanto en sentido directo (simetria = traslacidén o giro)

como en sentido inverso (traslacioén o giro = simetria).

Asi, el objetivo 1 plantea el tema de la infinidad de composiciones equivalentes de
simetrias o, inversamente, la infinidad de descomposiciones equivalentes de una traslacion o
de un giro en producto de dos simetrias. El objetivo 2 dirige la atencion a la demostracion
informal de dichas relaciones y el objetivo 3 plantea la necesidad de saber utilizar estas

propiedades en diferentes contextos para completar su comprension.

El cuarto objetivo es, en cierta forma, complementario del tercero, pues ambos hacen
énfasis en la conveniencia de que los estudiantes aprendan a manejar conjuntos de isometrias
en vez de isometrias aisladas, ya que de esa forma se podran resolver diversos tipos de
problemas que, en otro caso, no tendrian solucioén. En estos dos objetivos subyace el teorema
fundamental de las isometrias, seglin el cual cualquier isometria se puede descomponer en un
producto de, a lo mas, tres simetrias. Con el objetivo 4 planteamos la utilidad de llevar al
plano operativo este teorema, para conseguir que los estudiantes aprendan a razonar mediante

la transformacion agil de unas isometrias en otras, segun el interés de cada situacion.

La comprension de qué es una definicion matematica y la capacidad para obtener
definiciones son uno de los elementos que caracterizan el razonamiento del tercer nivel de
Van Hiele. Asi pues, cualquier unidad de ensefianza que pretenda promover la adquisicion del
tercer nivel de razonamiento por los estudiantes debe prestar atencion a este tema. En nuestro
caso, el objetivo 5 cubre esta componente. En €l planteamos la conveniencia de trabajar en la
comprension de la definicion usual de simetria axial, pero también la conveniencia de que los
estudiantes analicen otros conjuntos de condiciones que puedan caracterizar este movimiento.
Por ejemplo, ya que en el entorno que hemos creado para realizar las actividades que
proponemos en esta memoria, la técnica mas usual para calcular las imagenes de las figuras es

mover puntos, es razonable que planteemos a los estudiantes la pregunta de cudntos puntos
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necesitan mover para tener plenamente identificada la imagen de cualquier figura por un
determinado tipo de isometria. En el caso de las simetrias, esto lleva a la propiedad de que la
simetria es el nico movimiento tal que las mediatrices de tres puntos no alineados y sus

correspondientes imagenes coinciden.

Los objetivos 6, 7 y 8 se orientan a procurar que los estudiantes desarrollen su
capacidad de demostrar. Ello pasa por varias etapas. La primera es lograr que los estudiantes
entiendan la insuficiencia de los ejemplos como forma de demostracién (usada como vélida
en el segundo nivel de razonamiento). Otra etapa es el desarrollo de su habilidad para realizar
demostraciones, que debe empezar enfrentando a los estudiantes con casos sencillos y cortos,
de uno o pocos pasos, guiados por el profesor. La tltima etapa, que se debe cubrir con el paso
del tercer al cuarto nivel de razonamiento, es la de formalizacion y abstraccion, para lograr el

rigor y la exactitud propios del razonamiento matematico formal.

Por ultimo, el objetivo 9 tiene en cuenta el movimiento mas complejo de las simetrias,
que en este nivel se puede comprender por completo, ya que en el tercer nivel se desarrolla un
conocimiento amplio sobre las composiciones y descomposiciones de movimientos, sus
caracteristicas y posibilidad de utilizacion, con lo cual, la composicion de una traslacion con
una simetria con ciertas caracteristicas (la simetria en deslizamiento) es tan sélo una situacion

particular entre las usuales en el trabajo del tercer nivel.

Los profesores deben tener presente que aprender a hacer demostraciones es un proceso
largo y costoso, por lo que no deben pretender que, desde el principio, los estudiantes realicen
las demostraciones por si mismos, ni que las realicen de manera formal, sino que deben
conformarse con justificaciones informales de caracter general, aunque probablemente
basadas en ejemplos particulares. Un elemento importante es, por ejemplo, aprender a
diferenciar las diversas partes de los enunciados de los teoremas y a distinguir las condiciones

necesarias de las suficientes.
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Fase 1 del Nivel 3

Objetivos:

En la presentacion de las actividades de los niveles anteriores hemos explicado
suficientemente cudl debe ser la finalidad de la fase 1 de cada nivel, por lo que no creemos
necesario repetir esas consideraciones respecto de la fase 1 del tercer nivel. En este caso,
tampoco proponemos ninguna actividad especifica para dicha fase, si bien los profesores
deben centrar su actividad en determinar el nivel de razonamiento de sus alumnos en relacion

con las simetrias y sus conocimientos sobre:

- Utilizacién de los instrumentos de dibujo para trazar mediatrices y perpendiculares.
- Manipulacién y propiedades de las simetrias.
- Conocimiento de la simetria en deslizamiento.

- Las propiedades basicas de las traslaciones y los giros y de sus composiciones.

En relaciéon con estos puntos, si los alumnos conocen el tema pero tienen alguna
carencia concreta, es conveniente darles una instruccion especifica adecuada antes de empezar

a trabajar con las simetrias.

Fase 2 del Nivel 3

Objetivos:

1- Obtener y aplicar directamente el movimiento resultante de la composicion de dos
simetrias. Comprender y utilizar la equivalencia de todas las composiciones que producen

el mismo resultado.

2- Descomponer una traslaciéon o un giro en producto de dos simetrias. Comprender la

infinidad de posibilidades.

3- Extender la relacion directa entre las simetrias, los giros y las traslaciones a situaciones de
composicion y descomposicion cualesquiera de estas isometrias. Emplear esas relaciones

en composiciones de esos movimientos con la simetria en deslizamiento

4- Entender la definicion formal de simetria, identificandola y utilizdndola adecuadamente en

situaciones concretas.
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5- Justificar si ciertos conjuntos de condiciones determinan una simetria, tanto en casos

concretos como abstractos.

6- Comprender el desarrollo de algunas demostraciones, dirigidas por el profesor, y

proporcionar la justificacion de algunas implicaciones que formen parte de las mismas.

Actividades:

Al- Dados varios pares de simetrias de ejes paralelos, cuyas composiciones producen la
misma traslacion (Sp°0S; = S40S3 = Se°S5 = T,), y dadas varias figuras, aplicar
directamente el movimiento resultante de cada composicion a algunas figuras.
Comprobar el resultado mediante la realizacion de las composiciones. Justificar la
equivalencia de las composiciones.

Dibujar otros pares de simetrias cuya composicion sea equivalente a las anteriores.
Justificar la equivalencia.
Dibujar otros pares de simetrias cuya composicion no sea equivalente a las anteriores.

Justificar la no equivalencia.

@

A2- Dadas una figura F y su imagen F' por una traslacion, dibujar un par de ejes de simetria
cuya composicion transforme la figura F en la F'. Después dibujar otros pares de ejes de
simetria que produzcan el mismo resultado. Discutir y justificar el namero de
soluciones posibles.
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A3- Dadas una figura F y su imagen F' por una traslacion, y dado un eje de simetria, dibujar
otro eje de simetria tal que la composicion de estas dos simetrias transforme la figura F
en la F'. Discutir y justificar el nimero de soluciones posibles. (Los primeros ejercicios

deben tener solucion, pero también se deben plantear después otros sin solucion).

=

A4- Dados varios pares de simetrias cuyos ejes se cortan, cuyas composiciones producen el
mismo giro (Sp0S] = S4°S3 = S¢°S5 = G(0O,0°)), y dadas varias figuras, aplicar
directamente el movimiento resultante de cada composicion a algunas figuras.
Comprobar el resultado mediante la realizacion de las composiciones. Justificar la

equivalencia de las composiciones.
Dibujar otros pares de simetrias cuya composicion sea equivalente a las anteriores.

Justificar la equivalencia.
Dibujar otros pares de simetrias cuya composicion no sea equivalente a las anteriores.

Justificar la no equivalencia.
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AS5- Dadas una figura F y su imagen F' por un giro, dibujar un par de ejes de simetria cuya
composicion transforme la figura F en la F'. Después dibujar otros pares de ejes de
simetria que produzcan el mismo resultado. Discutir y justificar el namero de

soluciones posibles.

A6- Dadas una figura F y su imagen F' por un giro, y dado un eje de simetria, dibujar otro eje
de simetria tal que la composicion de estas dos simetrias transforme la figura F en la F'.
Discutir y justificar el nimero de soluciones posibles. (Los primeros ejercicios deben

solucion, pero también se deben proponer después otros sin solucion).
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e

vl

A7- Recordar la propiedad de que, dadas dos figuras congruentes de la misma orientacion,
siempre existe una traslacion o un giro que permite pasar de una figura a la otra.
Estudiar el caso de dos figuras congruentes de orientacion inversa: ;Existe siempre
una isometria simple (traslacion, giro o simetria) que transforme una figura en la otra?
(Qué sucede si las figuras estdn situadas de forma que coinciden un punto y su
imagen? ;Y si coinciden dos/tres/infinitos puntos y sus respectivas imagenes? ;Y si las
figuras no tienen ningin punto en comun?
Enunciar unas conclusiones generales que resuman los resultados obtenidos en esta
actividad.
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AS8- En la actividad anterior se ha visto que entre dos figuras iguales, pero inversas, no existe
siempre una simetria axial. Utilizar los pares de aquella actividad en los que no hay
simetria axial y otros pares en los que tampoco haya, con el fin de descubrir si, en esos
casos, se puede pasar siempre de una figura a la otra mediante la composicién de una
traslacion y una simetria. ;Y mediante la composicion de un giro y una simetria?

Generar técnicas generales de resolucion en esos casos. En particular, para el caso de
traslacion y simetria, hacer coincidir un punto con su homoélogo de la otra figura por la

traslacion.

A9- Analizar composiciones de isometrias. Para ello:
1) Indicar si la orientacion de la imagen final serd igual o inversa de la orientacion de
la figura inicial.
2) Determinar el mayor nimero posible de caracteristicas del movimiento resultante
de la composicion.
3) Cuando sea posible, especificar cudl serd la inclinacion relativa de la imagen final

respecto de la figura inicial.
Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

Analizar las siguientes composiciones (los elementos que definen cada una de las
isometrias se dan, o sea, en la ldmina estan dibujados los vectores de las traslaciones,

los centros de los giros y los ejes de las simetrias):
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A10-

All-

S10S72°G(0,50°) (siendo los ejes de ambas simetrias paralelos / secantes con punto de

corte en O / distinto de O).
S12S7°S3 (con ejes en posiciones diversas).
S10S720Ty; S10Te0S2; Sp0S1°T, (con simetrias de ejes paralelos / secantes).
S10S7053°S4 (con ejes en posiciones diversas).

S(v,e1)°eT.y; S(v,e1)°Sy, siendo e y ey paralelos; etc.

Identificar cierta composiciéon de movimientos para pasar de una figura a otra: Dadas
dos figuras congruentes, los tipos de isometrias y la cantidad de ellas que deben formar
parte de una composicion para pasar de una figura a la otra, identificar por completo
dichas isometrias, proporcionando varias soluciones cuando sea posible o justificando
cuando no hay solucion. Generar y explicar técnicas utiles no sélo para esta actividad
concreta, sino también para todos los casos que correspondan a figuras a las que se les
ha aplicado el mismo tipo de isometria que el propuesto.

Ejemplo de ejercicios de esta actividad:

Se dan dos figuras giradas. Hay que determinar las isometrias concretas que integran
una composicion que permita pasar de la primera figura a la segunda, siendo esas
isometrias: Dos traslaciones; tres traslaciones; dos simetrias y una traslacion; una

simetria y dos traslaciones; dos giros; etc.

Distinguir conjuntos suficientes de condiciones para caracterizar una isometria y

aprender a seleccionar conjuntos minimos de condiciones para determinar isometrias.
Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

1) Se conoce la mediatriz del segmento que une un punto P y su imagen P' por cierta
isometria. ;Se puede saber de qué isometria se trata?

Si se sabe que esa isometria es una traslacion, ;se puede determinar dicha isometria?
(otros casos: un giro, una simetria)

Se conocen las mediatrices de los segmentos que unen dos puntos y sus respectiva
imagenes por cierta isometria. ;/Se puede saber de qué isometria se trata? ;Qué
relaciones debe haber entre estas mediatrices para que la isometria sea una traslacion, o

una simetria, o un giro? (otros casos: tres, cuatro puntos)

2) Si las mediatrices de dos (otros casos: tres, infinitos) segmentos con extremos en
puntos y sus respectivas imagenes por una determinada isometria coinciden (otros
casos: son paralelas, se cortan en un mismo punto), ;se puede determinar el tipo de

isometria de que se trata? ;Se puede determinar por completo dicha isometria? ;Hay
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que imponer alguna condicion a los puntos y sus imagenes para que el tipo de isometria

quede determinado por completo?

A12- Actividad de aplicacion de las relaciones entre isometrias en diferentes contextos.
Ejemplos de ejercicios de esta actividad centrados en los cubrimientos del plano:

1) Dados varios ejes de simetria y un motivo, dibujar, cuando sea posible, una figura
completa cuyos ejes de simetria sean exactamente los dibujados. Los alumnos han de
identificar, antes de resolver manipulativamente el ejercicio, si hay solucion y describir
la figura que se obtendrd, justificando sus conclusiones haciendo referencia a las

isometrias presentes.

2) Rosetones, frisos y mosaicos: Construir cubrimientos aplicando al motivo minimo
un sistema generador dado y justificar qué movimientos apareceran en el cubrimiento.
Basandose en las relaciones entre las isometrias del sistema generador, proporcionar
otros sistemas generadores del mismo cubrimiento.

Realizar deformaciones en los lados de los motivos minimos, segin el sistema

generador, y crear disefios propios.

¥ .
A

S0-0-0-0-0-0-
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El primer grupo de actividades propuestas (Al a A6) desarrollan de manera directa las
relaciones, descubiertas en las actividades del segundo nivel, entre la composicion de dos
simetrias cuyos ejes son paralelos y las traslaciones (actividades Al a A3) o entre la

composicion de dos simetrias cuyos ejes se cortan y los giros (actividades A4 a A6).

La transformacion de una composicion en el movimiento equivalente es siempre mas
sencilla que la descomposicion de una traslacion o un giro en producto de dos simetrias, pues
esto ultimo requiere una comprension e integracion mayores de todos los elementos

implicados en las relaciones que se consideran.

Esta afirmaciéon la hemos comprobado tanto con diversos grupos normales de
estudiantes de Magisterio con los que hemos trabajado este tema durante varios afos, como en
la experimentacion llevada a cabo en Magisterio. En este ultimo caso, las actividades dirigidas
explicitamente a estudiar la descomposicion en pares de simetrias se plantearon sélo para las
traslaciones. En primer lugar planteamos una actividad en la que se daban una figura, su
imagen y un eje de simetria y pediamos dibujar el otro eje. Las soluciones de Merche (la
estudiante que participé en la experimentacion) pasaban siempre por la obtencion de la
imagen de la figura por la simetria dada, obteniendo el eje pedido a partir de esta imagen y la
imagen final. Fue necesaria la orientacion muy directa de la profesora y la realizacion de
varios ejercicios similares para que Merche lograra entender la relacion general existente y la
empleara como base del razonamiento que realizoé para la resolucion de la actividad. Algo
analogo sucedid en la actividad propuesta a continuacion, en la que los datos eran solo las
figuras inicial y final (las mismas de la actividad que acabamos de comentar) y se pedia
dibujar dos ejes de simetria que movieran la primera figura hasta la segunda. Esta vez Merche
solo fue capaz de dibujar los mismos ejes que habia utilizado en la actividad anterior. En
algin momento si hizo referencia a la relacion entre la traslacion y las simetrias (ejes
perpendiculares al vector, etc.), pero no supo aplicarla para resolver el problema. De nuevo la
orientacion de la profesora posibilitdé que nuestra alumna progresara y comprendiera el

proceso de obtencion de los ejes de simetria y la existencia de infinitas soluciones.

Para consolidar las propiedades de la relacion entre simetrias y giros o traslaciones, son
muy adecuados los problemas en los que los estudiantes se enfrentan a casos sin solucion,
pues la justificacion de la inexistencia de pares de ejes que cumplan las condiciones precisa
una coordinacion entre las caracteristicas implicadas mas cuidadosa que en los casos con

solucion, en los que basta con utilizar dichas caracteristicas de manera secuencial.

En la experimentacion de Magisterio tenemos un ejemplo de esta situacion en la
actividad 24: Dadas una figura, su imagen por una traslaciéon y un eje de simetria no

perpendicular al vector de traslacion, Merche debia dibujar otro eje de simetria tal que,
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compuesto con el que se daba, transformara la figura inicial en la final. Merche indico,
correctamente, que no habia solucion, pero para ello realizd la simetria dada en el
planteamiento de la actividad. Su justificacion incluia el recitado de alguna propiedad, pero
siguié meditando y, tras algiin tiempo, comprendio el motivo: jClaro! No puede ser. Porque
los ges no eran perpendiculares a la unién de un punto con su imagen. Entonces éstos no
pueden ser.

En la secuencia de actividades que proponemos en esta memoria se han tenido en cuenta
las observaciones anteriores, pues planteamos en primer lugar actividades (Al y A4) para la
aplicacion directa de la composicion de simetrias en una variedad de situaciones que producen
el mismo resultado. Estas actividades deben facilitar la resolucion, por parte de los
estudiantes, de las actividades de descomposicion, inversas de las anteriores propuestas a
continuacion. Las actividades A2 y A5 plantean la descomposicion de una traslacion o un
giro, respectivamente, en producto de dos simetrias, con la diferencia respecto a las
actividades anteriores de que ahora los alumnos no disponen de ninguna descomposicion
equivalente ya realizada para basarse en ella al resolver los casos propuestos. Finalmente, en
las actividades A3 y A6 se plantean situaciones de descomposicion en las que solo hay que
determinar uno de los dos ejes de simetria. Estas actividades sirven para afianzar las
relaciones entre los movimientos correspondientes y para poner mas de relieve la diferencia

entre la infinitud y unicidad de soluciones, dependiendo de la cantidad de datos disponibles.

Con las actividades A7 y A8 se completa el estudio del teorema fundamental de las
isometrias iniciado en el bloque de actividades del tercer nivel de la unidad de giros,
prescindiendo de la simetria en deslizamiento. Este teorema es una de las bases en las que se
debe fundamentar gran parte del razonamiento del tercer nivel que deberdn realizar los
estudiantes para resolver las actividades planteadas a continuacion, utilizando la propiedad de
la existencia o no de isometrias simples que permitan pasar de una figura a otra congruente.
Este teorema se emplea, por ejemplo, para justificar la posibilidad o no de pasar de una figura
a otra mediante determinada combinacion de isometrias y para generar métodos de resolucion
de ese tipo de problemas, para asegurar la presencia de determinado tipo de isometria en

algunas composiciones, etc.

Como sefialamos en los comentarios de la fase 4 del nivel 2, en la experimentacion
llevada a cabo en Magisterio, la propiedad se enuncid a partir de los resultados de actividades
anteriores, pero no se insistié en ella, al menos de manera explicita, tanto como habria sido
deseable para lograr que la estudiante centrara sus justificaciones de algunas de las
actividades propias del tercer nivel de razonamiento, tales como las propuestas ahora en las

actividades A9 a A12. En una de las ultimas sesiones de la experimentacion, la profesora
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plante6 por separado las dos partes de la demostracion formal de este teorema: El caso de dos

figuras de la misma orientacion y el caso de dos figuras de distinta orientacion.

La actuacion de la estudiante puede considerarse tipica de las etapas intermedias de
adquisicion del tercer nivel de razonamiento, pues al principio, durante un tiempo, basaba sus
respuestas y justificaciones en lo que veia en las laminas, en vez de en las propiedades de las
figuras o las isometrias, evidenciando por lo tanto un razonamiento de segundo nivel.
Posteriormente, ya volvio a trabajar basdndose en propiedades matemadticas y en relaciones o
deducciones a partir de dichas propiedades, es decir razonando en el tercer nivel. Esta forma
de comportamiento, de cambio de nivel, se puede observar generalmente en los estudiantes en
transicion entre un nivel de razonamiento y el siguiente cuando se enfrentan a un problema

dificil que no saben resolver.

En las actividades A9 y A10 se extiende la equivalencia de las composiciones de
simetrias con traslaciones y giros a situaciones en las que no se presentan las isometrias de
manera aislada, sino en el contexto de composiciones formadas, ademas, por otras isometrias.
En estas actividades se plantean en primer lugar situaciones de composicion (A9) y en
segundo lugar de descomposicion (A10). Pretendemos con estas actividades que los
estudiantes basen la resolucion de los problemas en el uso explicito de propiedades y
relaciones matematicas ya conocidas, tales como la propiedad objetivo de las actividades A7
y A8, y otras propiedades basicas de cada isometria estudiada en las unidades dedicadas a

traslaciones y a giros, y en las actividades de simetrias del segundo nivel.

En la experimentacion de Magisterio, se aprecidé como nuestra alumna progresaba en su
dominio de las relaciones, si bien buena parte de los ejercicios que corresponderian a los
propuestos actualmente en las actividades A9 y A10 fueron mas limitados, pues no se le
exigio la aplicacion explicita de las propiedades a las que hemos hecho referencia en el
parrafo anterior ni se incluyo la simetria en deslizamiento. La alumna progresé rapidamente,
de resolver las situaciones paso a paso a seguir un razonamiento basado en las caracteristicas
de las isometrias concretas implicadas en la composicion o descomposicion, hasta llegar a la
consideracion de los tipos de isometrias con los que debia trabajar y de las relaciones

generales existentes entre sos tipos de movimientos.

Las actividades que proponemos en esta memoria son mas completas y permiten un
progreso mejor en la adquisicion del tercer nivel de razonamiento, ya que en ellas se exige de
los estudiantes la reflexion sobre las propiedades que constituyen la base matematica del
grupo de las isometrias del plano y, por lo tanto, del tipo de razonamiento del tercer nivel. Por
otra parte, el progreso en ese modo de trabajo requiere una orientacion del profesor (fase 2 del

nivel) hasta su comprension, debiendo ser después los estudiantes capaces de trabajar
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basandose principalmente en las relaciones matematicas, con menor necesidad de soporte
concreto (figuras o elementos de un movimiento determinado), en tareas de ese mismo estilo

(ver las actividades A1 y A2 de la fase 4 de este tercer nivel de razonamiento).

Veamos un ejemplo del desarrollo de este tipo de actividades en la experimentacion de
Magisterio. La actividad (37%) consiste en pasar de una figura a otra congruente de la misma
orientacion, que no es trasladada de la primera, mediante una composicion de cuatro simetrias
(en otras palabras, descomponer un giro en producto de cuatro simetrias). Un poco antes
Merche habia obtenido, para las mismas figuras, una descomposicion en producto de una

traslacion y un giro. Merche relaciond ambos casos:

Merche: Podrias aplicar dos que fueran una traslacion y dos que fueran un giro.

Prof.: ¢Y podrias aplicar dos que fueran un giro y dos que fueran un giro también?

Merche: ... El primer [centro de giro] medarialo mismo [donde situarlo]. Luego, respecto a
ése, e otro punto de corte [quiere decir que el segundo centro de giro lo obtendria a
partir de las mediatrices entre puntos de la imagen de la figura inicial por el primer giro,

y los puntos correspondientes de la figura final].

A lo largo de toda la experimentacion, como ya hemos comentado en ocasiones
anteriores, se aprecid la necesidad de recordar y resumir con frecuencia los conocimientos y
relaciones fundamentales estudiados hasta ese momento, cosa que en la experimentacion de
Magisterio, debido principalmente a la escasez de tiempo disponible, hicimos pocas veces.
Esto provocod que, por ejemplo, cuando se estaban realizando actividades de la fase 2, la
alumna no recordara en algiin momento las relaciones entre dos giros de distinto centro y el

movimiento resultante de su composicion.

Una de las caracteristicas del tercer nivel de razonamiento es la capacidad para entender
el concepto matematico de definicion y, por lo tanto, para identificar conjuntos minimos de
condiciones suficientes que determinen algiin concepto. Pero este trabajo requiere, al
principio, la orientacion del profesor y por ello hay que empezar a desarrollarlo en la segunda

fase.

En la experimentacion de Magisterio propusimos una actividad andloga a la All
(actividad 16 de la experimentacion), aunque menos completa que los ejemplos que
proponemos ahora. El planteamiento de la actividad se centrd, en primer lugar, en la
coincidencia de las mediatrices entre dos puntos y sus respectivas imagenes como condicioén
suficiente para caracterizar una simetria. El proceso seguido por Merche se puede ver al final

de los comentarios que hemos hecho para la fase 2 del nivel 2.
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Prof.: Tienes una figura y trazas la mediatriz de un punto y su imagen y te sale una recta 'y
ésa es la perpendicular en e punto medio. Coges otro punto y su imagen y trazas su
mediatriz, y es la misma. ¢Entonces estas segura de que e movimiento ha sido una
simetria o no?

Merche dibujo un contraejemplo correcto (ver
dibujo 1) y mencion6 los dos puntos que

hemos marcado en el dibujo 1.
Prof.: Muy bien. O sea, que no sirve si dos

puntos y sus imagenes tienen la misma A A

mediatriz. ¢Y s infinitos puntos y sus

imagenes tienen la misma mediatriz?

Merche contestd varias veces que entonces es

seguro que si se trata de una simetria.
Prof.: ¢Cuantos puntos hay ahi [en el dibujo
del contracjemplo] que tengan la misma
mediatriz?
Merche: Infinitos.

Dibujo 1.

La profesora y Merche se rieron ante la
contradiccion que suponian las dos ultimas respuestas de Merche.
Prof.: ¢Entonces qué pasa? ¢Podrias dar algunas condiciones de puntos y mediatrices que
aseguraran que el movimiento que has hecho ha sido una simetria?
Merche: Mirando los vértices.
Prof.: ¢Cuantos vértices tienes que mirar? ¢O como?
Merche: 4 6 5.
La profesora ampli6 el par de triangulos que
antes habia dibujado Merche, para dar el
contracjemplo que mostramos en el
dibujo 2.
Prof.: S dibujo esta figura y su trasladada y
Cojo estos cuatro vértices [los que

hemos marcado en el dibujo 2], sus A

mediatrices serian la misma.

Merche: Cogeriamos 4 que no estén en la
misma linea.

Prof.: Cuatro que no estén en linea recta. ¢Por
qué serviria entonces?

Merche: Porque asi ya son perpendiculares y Dibujo 2.
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las mediatrices coinciden. Ya tiene que ser simétrico.
Prof.: ¢Cuantos te hacen falta exactamente? Ahora que estas afinando la condicion, ¢con
cuantos seria suficiente probar y como tendrias que elegir |os puntos ésos?
Merche: Tresy que fueran opuestos.
Prof.: ¢Opuestos qué quiere decir?
Merche: Vértices opuestos son éste y éste
[sefialando los dos vértices marcados en
el dibujo 3].
Prof.: ¢Y s no hay vértice enfrente justo?
Merche: Un punto que ta sitdas en la figura,
gue esta enfrente.
Prof.: ¢COmMo?

Dibujo 3.

Merche: Enfrente.

A continuacion la profesora enuncid correctamente la propiedad aludida:

Prof.: Tres puntos no alineados. Con 3 puntos no alineados ya estas segura de que si al trazar
las mediatrices siempre es la misma, las figuras van a ser simétricas.

Asi pues, vemos como el trabajo sobre estas y otras actividades y la direccion de la
profesora hizo que la estudiante descubriera varias de las propiedades que permiten asegurar
que dos figuras son simétricas. La profesora no planteo la cuestion de la necesidad ya que en

estos problemas es evidente.

Una secuencia de actividades como la anterior plantea a los estudiantes la
caracterizacion de las diferentes isometrias estudiadas en términos de condiciones suficientes
y si, como proponemos en la secuencia descrita en esta memoria se trabaja al mismo tiempo
en la eliminacion de caracteristicas redundantes, se completan las componentes basicas de la

comprension de las definiciones matematicas.

La actividad A12, que completa el bloque de actividades de la fase 2, pretende hacer uso
de todas las relaciones y propiedades que se han estudiado hasta ahora de las diferentes
isometrias en situaciones cuyo planteamiento no se limite a la ejecucion de un movimiento, a

aplicar directamente alguna propiedad, o a analizar determinados puntos, rectas o figuras.

Hemos recurrido a los ejemplos de disefio y andlisis de cubrimientos, en el primer lugar,
porque es muy rico en variedad de situaciones y grados de dificultad, lo cual permite hacer un
analisis completo de las relaciones si se fomenta la discusion sobre la existencia o no de
solucion, la cantidad de repeticiones, los tipos de isometrias y su determinacion, etc. Ademas,

algunas experimentaciones que hemos realizado con grupos de alumnos y profesores de
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diversos niveles educativos han mostrado que este tipo de problemas resulta atractivo para los

estudiantes.

Respecto a la construccion y andlisis de mosaicos, en la experimentacion de Magisterio
se trabajo s6lo un poco al final de la experimentacion, introduciendo la idea de sistema
generador, pero Unicamente se empled el formado por dos traslaciones y, como celda, un
rectangulo. En la propuesta de unidad de ensefianza que presentamos en esta memoria
pretendemos que haya un empleo mas amplio de las posibilidades de los cubrimientos del
plano, de manera que el trabajo con cubrimientos esté presente en los bloques de actividades
de los distintos movimientos y que se retome en los diversos niveles de razonamiento,
mediante una organizacion del trabajo en espiral, tipica de la ensefianza basada en el modelo
de Van Hiele.
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Fase 4 del Nivel 3

Objetivos:

1- Utilizacién de la idea de conjunto de condiciones necesarias y suficientes para caracterizar

una isometria.

2- Predecir la mayor cantidad posible de caracteristicas de la isometria equivalente a la
composicion de varias isometrias y de la imagen final por dicha composicién de una

figura dada.

3- Simplificar composiciones de isometrias. Descomponer isometrias en productos de otras

isometrias.

4- Descubrir, aprender, utilizar y justificar técnicas para pasar de una figura a otra mediante

una composicion de isometrias. Reconocer y justificar casos posibles e imposibles.
5- Comprender el planteamiento y desarrollo de demostraciones formales sencillas.

6- Adaptar demostraciones que se hayan presentado anteriormente, cuando la variaciéon de

planteamiento y desarrollo es pequeiia.

7- Completar demostraciones realizando algunas implicaciones simples omitidas.

Actividades:

A1- Realizar las simplificaciones posibles en las composiciones que se presentan. Especificar
el mayor nimero posible de caracteristicas de la isometria resultante. En los casos en
que sea posible, realizar las simplificaciones de diversas formas. (No dar ninguna figura
ni fijar isometrias concretas, sino sélo el tipo de isometria y ciertas relaciones entre sus

caracteristicas).

Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

1) Simplificar S10S70T,oTy, siendo los ejes e y ey paralelos (otros casos: que se
cortan; coincidentes) y los vectores a y b de igual mddulo y direccion, pero sentidos
opuestos.

2) Simplificar S1°S,0S30T,, siendo: 1) e] y ez perpendiculares a e3. ii) Los tres ejes
se cortan en un punto. iii) Los tres ejes son paralelos. iv) S = S, y paralelo a S3.v) S| =

S3 y paralelo a S». ...
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3) Simplificar las composiciones: G(O,0°)°Ty.  G(0,0°)°S1°G(R,B°)°S2;
G(0,0°)°S1°0S20S3°G(0,B°).

A2- Descomponer una isometria en un producto de isometrias, del cual se conocen los tipos
de isometrias que lo integran, la cantidad de cada tipo, el orden de operacion y algunas
relaciones entre dichas isometrias. Los alumnos se deben basar en relaciones generales
y proporcionar, cuando sea posible, varias soluciones (Nota: No todos los casos deben

tener solucion).
Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

1) Descomponer una simetria en un producto de: i) Tres simetrias. ii) Dos simetrias y

dos giros de distinto centro. iii) Una traslacion y una simetria. iv) Una simetria. ...
2) Descomponer un giro en el producto de: 1) Un giro de 90° y una traslacion. ii) Un
giro y dos simetrias. ii1) Una simetria y un giro. ...
A3- Relacionar composiciones de isometrias.
Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

Transformar una simetria en deslizamiento en 1) Un giro y una simetria. ii) Un giro de

180° y una simetria.

Descomponer el producto de un giro de 90° y una traslacion en: 1) Un giro y dos

simetrias. i1) Una simetria y un giro. ...

A4- Aplicacion de relaciones entre las isometrias que forman parte de una composicion.
Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

Dado un roseton, friso 0 mosaico, obtener un sistema generador suyo.

AS5- Introduccion a las demostraciones formales mediante teoremas relativos a la composicion

y descomposicion de isometrias.

Ejemplos de ejercicios de esta actividad:

1) Demostrar que la composicion de giros de distinto centro G(R,60°)°G(0,90°)

equivale al giro G(S,150°). Para ello descomponer cada uno de los giros en dos
simetrias: G(0O,90°) = S7°S1, G(R,60°) = S4°8S3, pero de tal forma que Sy = S3.

Repetir la demostracion con otros pares de giros variando los valores de los angulos,
pero de forma que su suma no sea multiplo de 360°.

Demostrar la propiedad general: G(O,3°)°G(P,a°) = G(Q,0°+B°) siempre que
o °+P° # 360°.
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2) Repetir el proceso de 1) para demostrar que G(O,B°)°G(P,0°) = T, siempre que
o°+f° = 360°.

3) Repetir el proceso de 1) para demostrar que T,20G(O,0°) = G(P,a°).

4) Demostrar que la simetria S¢ se puede descomponer en producto de otra simetria y
del giro G(0,60°) (Se da una lamina con el eje e y, sobre esa recta, el centro O del giro).
Repetir la demostracion con el giro G(P,180°) (el punto P pertenece al eje e).

(Se puede descomponer cualquier simetria como producto de otra simetria y un giro

de cualquier amplitud dada?

A6- Realizar demostraciones formales poco complejas basadas en la igualdad de las imagenes

de un punto por varias isometrias.

Ejemplo de ejercicios de esta actividad:

Dada la simetria en deslizamiento D = Ty°Se, (qué relacion tiene con la composicion

SeoT,? Demostrar la respuesta.

A7- Proporcionar a los estudiantes una demostracion formal poco compleja para que la
analicen y la repitan en una situacion idéntica y en casos con pequefias modificaciones,
o bien para que los estudiantes realicen por si mismos alguna de las implicaciones de la

demostracion.
Ejemplo de ejercicios de esta actividad:

Proporcionar la demostracion de que la composicion de dos simetrias de ejes
paralelos (que se cortan) es una traslacion (un giro) con determinadas caracteristicas,
basada en el andlisis de la relacion entre un punto y su imagen por la composicion.

Una variacion en la demostracion presentada puede consistir en que los estudiantes la
repitan basandose en un esquema grafico en el que el punto del que se obtiene la imagen
est¢ situado en una posicion distinta respecto a los ejes. Por ejemplo, con los ejes
paralelos, situar dicho punto entre los dos ejes si en la demostracion primitiva se
encontraba a la derecha o izquierda de ambos. O, con los ejes no paralelos, situarlo mas

0 menos cerca del punto de corte.
-0-0-0-0-0-0-

Las dos primeras actividades son anédlogas, en cuanto a los contenidos, a otras realizadas
en la fase 2 de este nivel. En la segunda fase, con el apoyo de figuras e isometrias concretas y
bajo la direccidon del profesor, los alumnos aprendieron a establecer y utilizar las relaciones

entre las diversas isometrias, mediante problemas de composicién y descomposicion de
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isometrias. Ahora, en la fase 4, el planteamiento de los problemas es mas abstracto, ya que se
establecen las relaciones generales entre las caracteristicas de los diversos tipos de
movimientos, sin plantearlas con isometrias concretas, determinadas sobre una lamina.
Respecto al grado de abstraccion de estas actividades, dado que se esta trabajando en el tercer
nivel, los estudiantes se pueden servir de dibujos concretos para conjeturar sobre los
resultados o la forma de demostrarlos y recurrir a calcular las imagenes de puntos en
actividades en las que ello pueda ayudarles a abordar de manera efectiva las situaciones
planteadas. Pongamos, por ejemplo, el caso de la descomposicion de una simetria en producto
de un giro y una simetria. En la linea de la justificacion informal que fomentamos en el tercer

nivel de razonamiento, una solucién adecuada es la siguiente:

Pensemos en una figura A y su imagen, B por una simetria S (el razonamiento se
produce sin la concrecion de dibujos). Ambas figuras han de ser inversas entre si. Lo que se
pide es pasar de A a B mediante la composicion de un giro y una simetria. Para ello, a A le
aplico una simetria, S, distinta a Se. La imagen de A por esa simetria, A', ya no serd inversa
respecto a B y, por lo tanto, seguro que existe una traslacién o un giro que transforme A' en B.
Como lo que se pide es un giro, si por casualidad A' y B fueran trasladadas entre si, entonces
modificaria un poco la inclinacién del eje ey, con lo que A' saldria girada respecto a B. El
centro del giro, O, se obtiene mediante el corte de mediatrices (de puntos de A'y sus
correspondientes de B; el angulo o del giro se determina midiendo el angulo POP', siendo P
un punto de A"y P' el punto homologo en B. Asi, Se = G(O,01)°S5.

Ante una sugerencia por parte del profesor sobre la posibilidad de utilizar s6lo puntos en
la demostracion anterior y no figuras completas, el estudiante deberia rehacer el

razonamiento, con las modificaciones pertinentes.

Lo que, evidentemente, no es admisible en el tercer nivel de razonamiento es el uso de
los ejemplos como evidencia ultima que demuestre la veracidad de una afirmacién. Que un
estudiante intente esta forma de "demostracion" significa que su progreso en la adquisicion
del tercer nivel de razonamiento es insuficiente y que todavia sigue entendiendo las

demostraciones segun los parametros del segundo nivel.

En la experimentacion de Magisterio se pudo constatar que la realizacion de diversas
actividades basadas en isometrias concretas le proporcion6 a nuestra alumna una comprension
de las relaciones entre las isometrias suficiente para lograr el grado de abstraccion requerido
para las actividades A1 y A2 de la fase 4. No obstante, le propusimos pocos problemas de este
estilo y en algunos de ellos nuestra alumna tuvo intervenciones incorrectas, no por
imposibilidad de razonar en el nivel que se requeria en los problemas propuestos, sino porque,

como hemos comentado en otras ocasiones, los estudiantes recurren a un nivel de
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razonamiento inferior cuando el problema planteado les resulta dificil o, en otras ocasiones,

sufren el olvido de algunas propiedades importantes que deben utilizar en ese momento.

Veamos algunos ejemplos en los que se resumen las diferentes formas de actuacion
mencionadas. La profesora le habia propuesto a Merche una serie de ejercicios de
simplificacion de composiciones de isometrias (actividad 44). Veamos, en primer lugar, la

influencia de dos fallos de memoria:

Prof.: En una composicién de dos giros y dos simetrias, ¢hay algunas condiciones con las
cuales el resultado final sea una traslacion?

Merche [seguramente intentd recordar y dié una relacion incorrecta]: No porque giro y
simetriaesgiro.

La profesora le preguntd sobre la orientacion de las figuras original y final segin la
composicion de giro con simetria y por la aplicacion de un giro (inversas en el primer
caso, pero no en el segundo); asi Merche se di6 cuenta de su error. Después Merche

razond a partir de la escritura algebraica de la composicion, GoGoSeS:

Prof.: ¢Y puede ser una traslacion?

Merche: A ver. Seria o bien tresgiros, GeG°G, o bien dos girosy una traslacion GeGeT. Dos
giros no pueden ser una traslacion. Y tres giros tampoco.

Prof.: ¢(NO?

Merche: S lo que ha girado eslo mismo y tiene la misma inclinacion que la figura original si
que seria.

Prof.: ¢Y qué tendria que pasar?

Merche: Quelostres [angulos] sumaran 360 0 0.

Prof.: Entonces, ¢puede darse o no puede darse?

Merche: S. En dos casos: Cuando dieran 0 los angulos entre ellos 6 360.

En el ejercicio siguiente Merche relaciondé correctamente los movimientos que

formaban la composicion que debia simplificar:

Prof.: ¢Un giroy dos simetrias pueden dar una traslacion?

Merche: S se cortan [los ejes de simetria] dan un giro. [En este caso tendria] giroy giro. S
los dos suman 360 0 0 si. S son paralelos [los ejes de las simetrias], Seria traslacion.
Tendria giroy traslacion, que no [no puede ser].

Sin embargo, en el ejercicio siguiente se produjo un retroceso en el nivel de
razonamiento de la estudiante, bastante alejado de su forma usual de trabajo hasta ese

momento. En concreto, el error consisti6 en pensar que se puede originar un cambio de
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inclinacion de una figura moviéndola mediante una composicion de traslaciones cuyos

vectores tienen distintas inclinaciones:

Prof.: S compones tres traslaciones, ¢puede
salir un giro?

Merche: Si, porque los vectores pueden hacer
que la figura cambie de inclinacién

[Merche habia trazado los vectores del
dibujo].

Prof.: ¢Los vectores pueden hacer que la
figura cambie de inclinacion? ¢Entonces
trestraslaciones si pueden dar un giro?

Merche: S ... Va a ocurrir cuando tengan
distinta direccion, porque entonces la
direccion cambiard y sera un giro. S
tuvieran la misma, seria una traslacion junta.

Este error no fue momentaneo, sino que lo mantuvo durante cierto tiempo, pues necesitd
realizar la composicion en dos casos distintos para cambiar de respuesta. Es decir, que nuestra
alumna pasé a utilizar razonamiento del segundo nivel para convencerse convencerse de que
la composicion de traslaciones no cambiaba la inclinacion de las figuras. Posteriormente,

cuando se convenci6 de ello, ya reaccioné normalmente.

La actividad A3 es una combinacion de las dos actividades anteriores, pues se deben
realizar simultdneamente simplificaciones y descomposiciones, en la que se amplia la
cantidad de relaciones entre movimientos a tener en cuenta, por lo que consolida mas el

razonamiento del tercer nivel.

En la experimentacion de Magisterio esta actividad cumplié su papel correctamente,
pues la estudiante supo resolverla adecuadamente, usando el método de trabajo y el tipo de
razonamiento apropiados para esta fase del tercer nivel de Van Hiele. En la experimentacion

solo se planted un ejercicio de este tipo (actividad 44):

Prof.: S tienes una simetria y una traglacion, ¢puedes dar siempre una simetria y un giro
Cuya composiciodn sea equivalente a la anterior?

Merche propuso descomponer la traslacion en producto de dos simetrias y proporciono

una solucidn correcta, en la cual se sirvid de la descomposicion de un giro en dos simetrias.
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Ademas, Merche di6 correctamente las caracteristicas que deben cumplir los ejes para que el

resultado sea el pedido:

Merche: Como €l giro son dos [simetrias de €es que se cortan, tendra que cortarse uno que

sea paralelo [se refiere a uno de los ejes de las simetrias en que se descompone la
traslacion] y €l otro quetienes [el de la composicion inicial SoT].

Hay actividades, como la A4, cuyo objetivo no es estudiar directamente alguna
propiedad o técnica de trabajo con las isometrias, sino que tienen como objetivo el uso de
dichas propiedades o técnicas en otros contextos. Este trabajo de aplicaciéon de los
conocimientos es una de las caracteristicas de la fase 4 de ensefianza y es necesario para
alcanzar el razonamiento del nivel correspondiente. En este caso, al situarnos en el contexto
de la construccidn y analisis de los cubrimientos del plano, se aplica todo lo estudiado antes
sobre composiciones y descomposiciones, seleccion de conjuntos minimos y realizacion de

demostraciones.

Los ejercicios propuestos como ejemplo de la actividad A4 contintian el trabajo de
actividades propuestas en la fase 2 y de otras actividades de los niveles segundo y tercero de
los distintos movimientos. Resolverlos ahora requiere identificar los movimientos que se
aprecian visualmente en el cubrimiento y, teniendo en cuenta las relaciones entre ellos,
identificar los otros movimientos que pueda haber en el cubrimiento y extraer un conjunto
minimo de isometrias que lo generen. Este tipo de actividad, planteada dentro de la fase 4 del
tercer nivel de razonamiento, no se experimentd en Magisterio, pero consideramos acertado el
empleo de esa aplicacion artistica a lo largo de la secuencia de ensefianza. El analisis que
deben efectuar los estudiantes para resolver la actividad requiere del tercer nivel de
razonamiento, siendo una tarea adecuada para que los alumnos investiguen por si mismos y

apliquen la base proporcionada por los ejercicios llevados a cabo en la fase 2 de este nivel.

El afianzamiento de la necesidad de demostrar rigurosamente las afirmaciones o
respuestas y la introduccion de las demostraciones formales son dos de los principales
objetivos de las actividades del tercer nivel de razonamiento, finalidad a la cual se dedican de
manera explicita las tres ultimas actividades de este bloque (A5, A6 y A7), como conclusion
de las actividades del tercer nivel y preparacion para el cuarto nivel. En las actividades AS y
A6 los estudiantes son los encargados de realizar las demostraciones, que son lo
suficientemente simples como para que su trabajo se pueda completar aplicando directamente
propiedades y relaciones conocidas. En la actividad A7 se les presenta a los estudiantes una
demostraciéon completa, con la finalidad de que la comprendan y la repitan con alguna
modificacion debida al cambio de alguna condicion secundaria, como puede ser la

organizacion de la figura en la que se basen los estudiantes para hacer la nueva demostracion.
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Desde la perspectiva con la cual se ha enfocado la secuencia de ensefianza que
proponemos en esta memoria, el razonamiento que se fomenta en el tercer nivel se basa en las
definiciones y propiedades basicas de cada isometria, las relaciones de descomposicion y
composicion de movimientos y en algunas otras propiedades. En la actividad AS, las
demostraciones formales propuestas siguen esta linea. En esta actividad se hace una
introduccion a las demostraciones formales mediante el planteamiento, en primer lugar, de
casos particulares, basados en isometrias concretas pero cuya forma de demostracion es
idéntica a la del caso general. Al mismo tiempo, el profesor debe proporcionar algunas
indicaciones a los estudiantes para que puedan superar los puntos clave. Tal es, por ejemplo,
en la primera demostracion propuesta en AS, la idea de descomponer cada uno de los dos
giros en producto de dos simetrias de manera que ambas descomposiciones tengan una
simetria en comun que permita simplificar la descomposicion. La parte importante de la
actividad es lograr que los estudiantes sepan utilizar esta idea en otras demostraciones, incluso
cuando se trata de descomposiciones de isometrias distintas de los giros. También hay que
tener en cuenta la destreza algebraica de los alumnos y su conocimiento de las propiedades
geométricas que puedan estar implicadas en el desarrollo de las demostraciones. Hay que
tener en cuenta, no obstante, que, en el tercer nivel de razonamiento los estudiantes se limitan
a adaptar demostraciones a situaciones similares, siendo en el cuarto nivel cuando las

transferencias de los métodos de demostracion a situaciones distintas son mas amplias.

Pero el desarrollo de la capacidad de razonamiento formal se basa también en otro tipo
de estrategias, en el cual la idea fundamental es que dos isometrias (0o composiciones) son
equivalentes si ambas producen la misma imagen para cada punto del plano. Por ello

proponemos una actividad, la A6, dedicada a ese tipo de formulacion.

En la experimentacion de Magisterio, propusimos algunos problemas iguales o
parecidos a los incluidos en las actividades que estamos comentando (A5 a A7). Se puede
comprobar que nuestra alumna si pudo realizar los pasos de las demostraciones, aunque no
tenia desarrollado por completo el sentido de cudndo una demostracion era general o s6lo un
caso particular. Respecto a ello hay que insistir en la escasez de tiempo para la
experimentacion, que impidié afianzar adecuadamente los diversos pasos que ahora se
proponen para alcanzar el nivel correspondiente de razonamiento. Hay que tener también en
cuenta que el proceso de familiarizacion y adquisicion de destreza en la realizacion de
demostraciones logico-deductivas (no necesariamente formales segiin los estandares de las
Matematicas) puede ser largo, por lo que en una experimentacion de laboratorio como la

realizada es dificil conseguir plenamente este objetivo.
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En la experimentacion de Magisterio planteamos, en la actividad 32 de la
experimentacion, la actividad A5, mediante la composicion G(R,60°)°G(0,90°). La profesora

le presentd6 a la estudiante, por escrito, la expresion algebraica G(R,60°)°G(0,90°) =

S4°S3°5,0S1 y en una ldmina en la que estaban dibujados los centros de giro O y R, Merche

debia dibujar los ejes de las simetrias de manera que Sy = S3.

Merche realizé rapidamente y de manera correcta la descomposicion de cada giro en dos
simetrias, explicando la infinidad de posibilidades existentes. La profesora le pidi6 que hiciera

S, = S3 y, también rapidamente, Merche situd bien los ejes, explicandolo:

Merche: Que pase un ge por los dos centros. Porque un ge siempre tiene que pasar por €l
centroy, s tiene que servir paralosdosgiros ... [debera pasar por los dos centros].

Al pedirle que simplificara la expresion, Merche eliminé las dos simetrias centrales, por
ser la misma. Respecto al valor del angulo resultante, lo midi6 con transportador. Cuando la
profesora le dijo a Merche que la finalidad de este ejercicio era llegar a una demostracion
general de que la composicion de giros de distinto centro es un giro, se produjo el didlogo

siguiente:

Merche: ¢Pero siempre se pueden quitar dos gjes?

Prof.: Yo simplemente te he preguntado: ¢Puedes dar siempre las simetrias de manera que
una sea igual ala otra? ¢Eso lo puedes hacer siempre o0 no?

Merche: S no te dan ninguna [simetria], Si.

A continuacidon la profesora le propuso un ejercicio andlogo, con la composicion
G(8S,40°)°G(0,80°), que Merche hizo bien sin ayuda.

Posteriormente, la profesora le pidié una demostracion general y Merche construy6 un
diagrama de descomposicion en simetrias anadlogo a los anteriores, colocando letras en los
angulos correspondientes y escribiendo unas ecuaciones algebraicas correctas, pero con las
que se desorientd. La profesora intervino para centrar la atenciéon de Merche en los angulos

apropiados, tras lo cual ésta consiguio llegar al resultado requerido (actividad 32):

Prof.: ¢Para hacerlo en general, ¢como lo harias?

Merche: Donde se corten los dos ges seria otro punto [diferente de O y S]y € angulo de
giroseriaa + f.

Hay que hacer notar que la profesora no habia mencionado los angulos en términos generales.
La profesora le pidié la demostracion general, a lo que Merche, que tenia delante el

dibujo del ejercicio anterior, contesto:
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Merche: Puede ser fijandote en los angulos de este triangulo. o puede ser este angulo y
éste. [ademas, Merche marco con 7 el tercer angulo del triangulo y escribi6]:

o B Y _ane
5 + 5 + 5 =180
y =180- (o + B)

Después de un rato, la profesora intervino,
para hacer referencia al sentido de los
angulos y a las dos posibilidades que

producen giros equivalentes. Después, le

sugiridé a Merche que calculara x, angulo
exterior, a partir de o + B (ver dibujo).
Merche  escribi6  las  siguientes

ecuaciones, intentando despejar x:

) X _ Y
Merche: 5 = 180 5
vy = 180 - X

a + f + 180 - x = 180
[simplifica 180 y despeja x]

X=oa+f

Obsérvese que los dos errores cometidos al quitar denominadores se compensaron en la

simplificacion posterior, por lo que, a pesar de ellos, la igualdad final fue correcta.

Este fragmento de la experimentacion que acabamos de mostrar es un ejemplo en el que
se ve la necesidad de proporcionar la informacidon adecuada para que los estudiantes puedan
superar las partes de la demostracion que sean mas complejas. Ademads, es necesario organizar
la secuencia de actividades de manera que los alumnos entiendan el paso de la demostracion
particular a la general. También es un ejemplo en el que se puede apreciar la diferencia entre
un razonamiento abstracto informal (basado, generalmente en deducciones intuitivas o poco
rigurosas, propio del tercer nivel de Van Hiele) y uno abstracto formal (propio del cuarto
nivel). En ocasiones, el razonamiento informal se refleja en el hecho de que los estudiantes
formalizan algunas partes de la demostracion que son mas simples, desde el punto de vista de
la abstraccion o complejidad de las deducciones involucradas, y resuelven por procedimientos

experimentales (observando, midiendo, etc.) las partes que son mas complejas.

Por ejemplo, cuando Merche estaba demostrando el resultado de la composicion de dos

giros de distinto centro con angulos concretos, que acabamos de describir en los parrafos
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anteriores, representaba algebraicamente las descomposiciones de los giros en simetrias y las
justificaba de manera abstracta, pero media con un transportador el angulo formado por los
ejes de simetria para determinar el dngulo del giro resultante, porque la deduccion abstracta
del valor de este dngulo le resultaba dificil, como qued6 plenamente demostrado al pedirle la

demostracion general.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacién de los niveles de razonamiento. 258

CAPITULO 3: INTERPRETACION DE LA CONTINUIDAD DE LOS
NIVELES DE VAN HIELE Y DESCRIPCION DE UN METODO DE
EVALUACION

Este tercer capitulo de la memoria estd dedicado a reflexionar sobre una de las
caracteristicas centrales del Modelo de Van Hiele: La forma como se produce el paso desde
un nivel de razonamiento al siguiente. En primer lugar, planteamos el problema, que se centra
en la necesidad de describir el proceso de adquisicion de un nuevo nivel de razonamiento por
los estudiantes. Para ello, hacemos una revision de la informacion obtenida a partir de varias
investigaciones destacadas y enunciamos nuestra postura al respecto. A continuacion,

proponemos una solucion, que se basa en varios puntos:

- Planteamiento de una interpretacion de la continuidad, que se traduce en un proceso de

adquisicion gradual de los niveles de razonamiento por los estudiantes.

- Descripcion de una metodologia de trabajo para evaluar el grado de adquisicion de los
niveles de Van Hiele por los estudiantes. Esa metodologia no se basa en un tipo especifico de
test o prueba.

- Presentacion de un ejemplo de aplicacion de los conceptos y métodos de los dos
puntos anteriores, consistente en un estudio longitudinal de estudiantes espafioles de los
cursos 6° de E.G.B. a C.O.U. (con edades entre 11 y 18 afios). En las ultimas secciones de este

capitulo describimos dicho estudio y comentamos y analizamos sus resultados.

3.1. Interés y motivos de la investigacion.

Como se desprende de los comentarios y la revision bibliografica hechos en el capitulo
1 y que completamos en la seccion 3.2, la continuidad (adquisicion gradual) o discretitud
(salto brusco) en el paso de un nivel de Van Hiele al siguiente ha sido una de las propiedades
objeto de investigacion desde los primeros trabajos sobre este modelo, ya que se trata de una

de sus caracteristicas centrales. Los resultados de las investigaciones han mostrado numerosas
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discrepancias con la propuesta de discretitud que se hace en el trabajo original de Van Hiele,
pero, si bien se ha admitido en la mayoria de dichas investigaciones la necesidad de
reconsiderar esta idea, los instrumentos utilizados en las evaluaciones de estudiantes o la
forma de interpretar la informacion proporcionada por dichos instrumentos no habian
producido hasta el momento unos resultados que hicieran algo més que senalar la presencia de
este problema. En este capitulo, asumiendo plenamente la caracteristica de continuidad de los
niveles de Van Hiele, hacemos una propuesta radical que abre una linea de investigacion que
permite analizar el paso de un nivel de razonamiento al siguiente con detalle y desde una

nueva perspectiva.

Bien sea directa o indirectamente, cualquier estudio relacionado con el Modelo de Van
Hiele, que no sea estrictamente teérico, incluye una identificacion de la forma de razonar de
los estudiantes implicados. En términos del Modelo de Van Hiele, eso se traduce en la
asignacion de un nivel de razonamiento. Tal asignacion se ha de llevar a cabo necesariamente
proponiendo una serie de tareas o items que los estudiantes deben contestar o resolver. Se
plantean, por tanto, dos cuestiones a tener en cuenta para llevar a cabo una evaluacion

adecuada:

- (Qué tipo test emplear? (Escrito u oral, con items de elecciéon multiple o respuesta
libre, ...)

- Como evaluar las respuestas al test?

Otro de nuestros objetivos en este capitulo es dar una respuesta a la segunda de las
preguntas anteriores, esto es, proponer una forma de evaluacion de las respuestas de los
estudiantes independiente del formato (escrito u oral) de test empleado, pero utilizable con

items de respuesta libre sdlamente.

Existe consenso generalizado en que la forma de evaluar los niveles de razonamiento
que proporciona mas informacion es la entrevista. Pero las condiciones requeridas para
poderlas realizar (cantidad de tiempo, coincidencia de horarios, ...) limitan en gran medida las
posibilidades de emplearlas y las hacen casi inviables para la observacion de grandes
colectivos de estudiantes. En el terreno del Modelo de Van Hiele, por el momento no hay
alternativas validas a las entrevistas, lo cual hace que una aportacion al disefio de tests escritos
como la que presentamos en este capitulo, que suponga una aproximacion a la cantidad de
informacion obtenida en las entrevistas, constituya un avance interesante en las herramientas a

disposicion de los investigadores para evaluar los niveles de Van Hiele.
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3.2. Resumen de la literatura sobre evaluacion de los niveles de VVan Hiele.

En lo referente a la discretitud o continuidad de los niveles de Van Hiele, a modo de
resumen general, podemos decir que las investigaciones en las que se ha intentado identificar
el nivel de razonamiento de los estudiantes han encontrado con frecuencia comportamientos

que rebaten la discretitud.

Asi, en Burger, Shaughnessy (1990) se observo que algunos estudiantes oscilaban en
sus respuestas entre dos niveles consecutivos de razonamiento, empleando a veces uno de los
niveles y a veces el otro. Esta oscilacion se hacia patente porque, al analizar una respuesta de
un estudiante, diferentes investigadores identificaban caracteristicas de comportamiento
pertenecientes a dos niveles consecutivos. Estos alumnos fueron clasificados como alumnos
"en transicion" entre los dos niveles. En la practica, para evaluar el nivel del alumno en
cuestion, se recurrio a la asignacion de un cédigo diferenciador; por ejemplo, el vector (1, 1-2,
1, 1-2, 1-2) significa que los investigadores habian observado predominante el nivel 1 de Van
Hiele (segundo nivel en la notacion de 0 a 4) en las respuestas a los problemas 1°y 3°, pero
que "no pudieron decidir entre los dos niveles" 1 y 2 en las respuestas a los otros problemas
(Burger, Shaughnessy, 1990, pg. 20).

En Fuys, Geddes, Tischler (1988) también se observé el empleo de estrategias de dos
niveles consecutivos por parte de algunos alumnos, los cuales se servian por lo general del
nivel inferior ante una situacion en la que no se sentian seguros. La conclusién de los
investigadores fue que no esta claro que el paso de un nivel a otro sea discreto, aunque segiin
ellos si se producen momentos de salto o avance brusco. En lugar de la forma de escalera
propuesta por la formulacion original del Modelo de Van Hiele (ver pg. C1-18), se sugiere
una transicion de un nivel al siguiente en pequefios escalones. La asignacion del nivel de
razonamiento mostrado por los estudiantes en cada tarea también la resumen estos
investigadores mediante la indicacion de un nivel o dos niveles consecutivos. Asi, utilizan el
simbolo 1-2 para indicar la transicion entre los niveles 1 y 2 (también en la escala de 0 a 4) ya
que "los estudiantes formularon propiedades y dieron algunos argumentos deductivos simples
(usualmente con la guia del entrevistador), pero no fueron capaces de hacer demostraciones
por si mismos" (Fuys, Geddes, Tischler, 1988, pg. 82).

También Usiskin (1982) se ve inducido por sus datos a mencionar la posibilidad de que
exista un proceso de transicion entre dos niveles. El problema principal que debia resolver
este investigador a proposito de la forma de asignar niveles a los estudiantes era la decision
(con efectos estadisticos basicos) del criterio referente al nimero minimo de respuestas

correctas que se exigia para considerar que un estudiante habia alcanzado un cierto nivel de
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Van Hiele. A pesar de la pobreza de este tipo de criterio, en esta investigacion se plantea que
"la transicion, por ejemplo, del nivel 2 al 3 podria estar caracterizada por alcanzar un criterio
alto en los niveles 1 y 2 y algln criterio intermedio en el nivel 3" (Usiskin, 1982, pg. 33). En

esta investigacion se utiliza la numeracion de 1 a 5 para los niveles de Van Hiele.

Esta situacion de oscilacion entre dos niveles se ha encontrado practicamente en la
totalidad de las investigaciones en las que se ha examinado el razonamiento de los estudiantes
desde el punto de vista del Modelo de Van Hiele. No obstante, ninguno de los investigadores
ha profundizado en el andlisis de la cuestion de la transicion que habia identificado,
limitandose alguno de ellos a apuntar la necesidad de investigarla. Por ejemplo, poco después
de presentar nuestros primeros estudios considerando la idea de la adquisicion gradual de un
nivel de razonamiento (Fortuny, Gutiérrez, Jaime, 1988), Crowley (1989) plantea que el
disefio de items para un test de evaluacion del nivel de razonamiento podria tener que ser
diferente segin que se contemple el paso de un nivel al siguiente como discreto o como
continuo. En este ultimo caso, indica que "eso querria decir que un estudiante debe demostrar
una proporcion mucho mayor de la actividad asociada con un nivel antes de que se considere
que lo domina. De hecho, la cantidad de esa 'proporcion mayor' -100%, 90%, etc.- deberia ser

también un tema de investigacion" (Crowley, 1989, pg. 212).

Nosotros también detectamos estos problemas en las primeras experimentaciones que
hicimos sobre el Modelo de Van Hiele (Gutiérrez, Jaime, 1987 b), lo cual origin6 un cambio
por nuestra parte en la forma de obtener informacion sobre el nivel de razonamiento: Pasamos
de trabajar con tests de eleccion multiple a hacerlo con entrevistas y tests escritos de respuesta
libre. También, la toma de contacto con el trabajo que estaba realizando J.M. Fortuny sobre
evaluacion del nivel de razonamiento y la percepcion 3-dimensional (Fortuny, 1988) y nuestra
colaboracion con €l generd el inicio de las ideas que presentamos en este capitulo, los grados
de adquisicion de los niveles de Van Hiele y el método de evaluacion, cuyas versiones previas

pueden verse en Fortuny, Gutiérrez, Jaime (1988) y Gutiérrez, Jaime, Fortuny (1991).

Ademas de su utilizaciéon en geometria 3-dimensional mencionada en el parrafo
anterior, hemos experimentado en geometria plana con diversos tipos de individuos
(estudiantes de E.G.B., de Ensefanza Media y de Magisterio), lo cual ha servido para
perfeccionar la propuesta. Resultados de estas investigaciones estdn recogidos en Jaime,

Gutiérrez (1990 a), Gutiérrez, Jaime, Shaughnessy, Burger (1991) y Gutiérrez y otros (1991).

La eleccion del instrumento para evaluar el nivel de razonamiento de los estudiantes es
un elemento importante en este tipo de investigaciones, y se pueden encontrar las mas
variadas opciones: Tests escritos con items de eleccion multiple, de respuesta libre, o parte de

cada clase; entrevistas clinicas; tests escritos seguidos de entrevistas complementarias. En
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Shaughnessy y otros (1991) se discutio sobre la utilidad y validez de varias de estas

posibilidades.

Hay acuerdo generalizado en que las entrevistas clinicas son las que proporcionan mas
informacion. En el contexto del Modelo de Van Hiele, tenemos dos excelentes ejemplos en el
test utilizado en Burger, Shaughnessy (1990) y las unidades de ensefianza disefiadas por Fuys,
Geddes, Tischler (1988). No obstante, por el tiempo que consumen, las entrevistas clinicas
solo se pueden emplear en determinadas investigaciones, con pocos estudiantes implicados,

por lo que la mayoria de las investigaciones han utilizado tests escritos.

Respecto a los items de eleccion multiple, poseen las ventajas de que se pueden
administrar ficilmente a colectivos amplios y su correccion es muy rapida. El test de Usiskin
(1982) constituye el ejemplo obligado para este tipo de tests en el contexto del Modelo de
Van Hiele y ha sido, y sigue siendo, empleado por numerosos investigadores. Nosotros
disefiamos tests con items de eleccion multiple en nuestros trabajos iniciales sobre el Modelo

de Van Hiele (Gutiérrez, Jaime, 1987 b), aunque pronto cambiamos a items de respuesta libre.

Un inconveniente importante que presenta el empleo de los items de eleccion multiple
es que no reflejan la razén por la cual un estudiante selecciona una de las opciones que se le
presentan. Dado que los items deben estar asignados previamente a un nivel de razonamiento,
surgen con frecuencia casos de estudiantes que eligen la respuesta correcta pero empleando un
tipo de razonamiento que no corresponde al nivel establecido previamente para ese item. D.
Fuys ponia de relieve este hecho con el siguiente comentario a un item de elecciéon multiple,
parecido a alguno de los empleados por Usiskin (1982), del test que habiamos elaborado en
(Gutiérrez, Jaime, 1987 b). En dicho item, asignado al nivel 1, se pedia identificar los

rectangulos entre los siguientes cuadrilateros:

P S T U

Fuys (1987) comentaba que "un estudiante podria elegir la respuesta C [los rectangulos

son P, S y U] porque:

a) T no tiene forma de rectangulo (nivel 1), o

b) T no es porque no tiene todos los dngulos rectos (nivel 2), o
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c) T es un trapecio y los trapecios no son rectangulos porque no tienen todas las

propiedades necesarias de los rectangulos (nivel 3, un razonamiento informal)."

Esta ha sido una de las razones por las que se ha puesto en duda la fiabilidad de los test
de eleccion multiple para evaluar el nivel de Van Hiele de razonamiento. Mayberry (1981)
analiza la posibilidad de disefiar un test escrito para identificar el nivel de razonamiento de un
estudiante y afiade que seria muy dificil disefar y analizar un test de eleccion multiple. Por su
parte, Crowley (1989), en una investigacion enfocada a disefiar un test de eleccion multiple
para evaluar los niveles de Van Hiele, no tiene éxito en su objetivo y concluye poniendo en

duda la posibilidad de obtener resultados positivos en el disefio de este tipo de tests.

Un ejemplo de test escrito en el que se combinan items de eleccion multiple y de
respuesta libre es el de Mayberry (1981) y (1983). Por otra parte, nosotros hemos empleado
items de respuesta libre (solos o acompafiados de entrevistas clinicas) en nuestras
investigaciones mas recientes, como Gutiérrez, Jaime, Fortuny (1991), Gutiérrez y otros
(1991) y en los tests utilizados en la seccion 3.5 (los items de estos tests aparecen en el anexo
V).

3.3. Cuestiones objeto de esta investigacion.

En este capitulo presentamos algunas contribuciones a la resolucion de los problemas,
planteados en la seccion 3.1, relativos a la evaluacion de los niveles de razonamiento de los
estudiantes. Las formas de abordarlos tienen una estrecha relacion con la postura que se
adopte respecto de la cuestion de la continuidad o discretitud de los niveles de Van Hiele. Ya
hemos explicado con anterioridad los motivos por los que apoyamos la opcion de la
continuidad en la transicion de un nivel de razonamiento al siguiente. Asi pues, desde esta
postura, hay tres cuestiones de investigacion a las cuales proponemos soluciones en este

capitulo:

1- Asumida la continuidad del progreso de un nivel de Van Hiele al siguiente, se plantea
el problema de describir ese proceso de adquisicion de un nuevo nivel de razonamiento por un

estudiante.

Ofrecemos una interpretacion de la continuidad en la adquisiciéon de un nivel de

razonamiento definiendo el concepto de Grado de Adquisicién de un nivel de Van Hiele. Esta

visién proporciona mayor informacion sobre la forma de razonamiento de los estudiantes y
mayor precision en su evaluacion que la asignacion de un simple y Unico nivel de
razonamiento, empleada en todos los trabajos anteriores sobre el Modelo de Van Hiele que

CoOnocemos.
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2- Aceptada la descripcion anterior del proceso de adquisicion de los niveles de Van
Hiele, el problema siguiente que se plantea es el de encontrar un procedimiento para evaluar a
los estudiantes de manera que se pueda discriminar su progreso en la adquisicion de un nuevo

nivel de razonamiento.

Para dar respuesta a este segundo problema, hemos construido un método de
interpretacion de las respuestas de los estudiantes que permite identificar su mayor o menor
dominio de determinado nivel de razonamiento. En concreto, hemos definido unos Tipos de
Respuesta en los que se tienen en cuenta, dentro de los parametros del nivel de razonamiento
en el que se contesta el ejercicio propuesto, la veracidad y exactitud de la respuesta desde el
punto de vista matematico asi como la consolidacion en el uso de las caracteristicas propias de
ese nivel de razonamiento. A partir del conjunto de respuestas a un test o a una unidad de
ensefianza, a cada estudiante se le pueden asignar los grados de adquisicién que muestra de

cada uno de los niveles de Van Hiele.

3- Entrando en el terreno practico de la investigacion sobre el Modelo de Van Hiele,
esta planteado desde hace afos el problema de construir un test valido y fiable para medir el
nivel de razonamiento de los estudiantes. Particularizandolo, el problema es construir un test

compatible con las bases tedricas marcadas en los parrafos anteriores de esta seccion.

Cuando una investigacion utiliza una muestra grande de estudiantes, es evidente la
conveniencia de los tests escritos frente a las entrevistas clinicas. Por ello hemos trabajado en
la linea de conseguir items escritos de respuesta libre que produzcan el maximo de
informacion sobre el razonamiento de los estudiantes. Sucesivas experimentaciones
simultdneas con tests y entrevistas nos han llevado a utilizar la estructura de super-item, que
aproxima los tests escritos a las entrevistas orales. Hemos elaborado unos tests escritos para
analizar el progreso en el nivel de razonamiento, que hemos administrado a grupos de
estudiantes de los cursos entre 6° de E.G.B. y C.0.U,, inclusives. Al mismo tiempo, esta
experiencia sirve para mostrar la aplicacion practica de las respuestas dadas a los problemas 1

y 2 anteriores por medio de un ejemplo real.

En resumen, pensamos que la consideracion de los niveles de Van Hiele en términos del
Grado de Adquisicion de cada nivel es interesante porque proporciona mas informaciéon que la
de los métodos anteriores, en los que sélo se asigna un nivel o se menciona la transicion entre
dos niveles consecutivos, y que los Tipos de Respuesta que hemos disenado para valorar las
contestaciones a cuestiones de respuesta libre (tanto orales como escritas) se convierten en
una directriz practica para la evaluacion de un mayor o menor dominio de los niveles de
razonamiento. Estos elementos, combinados con un tipo de items que den a los estudiantes la

posibilidad de responder de acuerdo con su propia forma de razonamiento, suponen un
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instrumento util para la comprension del Modelo de Van Hiele y para la realizacion de

investigaciones futuras.

3.4. Definicidon y método de evaluacion de los Grados de Adquisicion de los

niveles de Van Hiele.

A continuacion presentamos de manera detallada las respuestas que proponemos a los

problemas planteados en la seccion anterior.

Definicion de los Grados de Adquisicidn de un nivel de razonamiento

En los tests de eleccion multiple para determinar el nivel de Van Hiele, cada item esta
asignado a un nivel prefijado de razonamiento y a cada respuesta se le asigna el valor "bien" o
"mal". Por el contrario, en un item de respuesta libre, el evaluador debe interpretar la
contestacion del estudiante en términos de un nivel de razonamiento, pudiendo, por tanto,
identificar la presencia de uno u otro nivel y graduar la calidad de la respuesta. Esta forma de
evaluar amplia en gran medida la informacion obtenida sobre el razonamiento mostrado por el

estudiante, en cuanto que de ella se desprende la confianza del estudiante en cada nivel.

Si pensamos en la adquisicion progresiva de un nivel de razonamiento, podemos hablar,
en términos cualitativos, de un proceso de dominio cada vez mayor del nivel, que va desde el
dominio nulo (al comienzo del proceso) hasta el completo (al final del proceso), con una serie
de situaciones intermedias con caracteristicas propias. Cada uno de estos Grados de

Adquisicion de un nivel de Van Hiele viene determinado por las siguientes caracteristicas:

Adquisicion Nula: No se emplean las caracteristicas de este nivel de razonamiento.

Adquisicion Baja: Empieza la consciencia de las caracteristicas, métodos y exigencias

propios del nivel, pero es muy pobre la utilizacion que se hace de ellos. Es frecuente el

abandono del trabajo en este nivel para recurrir al razonamiento de nivel inferior.

Adquisicion Intermedia: El empleo de los métodos de este nivel es mas frecuente y

preciso. No obstante, todavia no se domina, por lo que, ante situaciones que resultan
complicadas, se produce un retroceso de nivel, con un intento posterior de retorno al nivel
superior. Hay, por tanto, saltos frecuentes entre dos niveles consecutivos de razonamiento, lo

cual corresponde a las situaciones descritas en la seccion 3.2.
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Adquisicion Alta: El nivel habitual de trabajo es éste y se produce con muy poca

frecuencia el retroceso de nivel, aunque sucede alguna vez. Asimismo, en ocasiones se hace

un uso inadecuado de las herramientas propias de este nivel de razonamiento.

Adquisicion Completa: Hay un dominio total de las herramientas y métodos de trabajo

propios de este nivel de razonamiento.

Si cuantificamos la division anterior mediante porcentajes, unos limites razonables para

los diferentes grados de adquisicion de un nivel de razonamiento son los siguientes:

12 :: Adquisicion nula: 0% < Gr(n) £ 15%.
Adquisicion baja: 15% < Gr(n) < 40%.

;Lg 1 Adquisicion intermedia: 40% < Gr(n) < 60%.
Adquisicion alta: 60% < Gr(n) < 85%.

133 :: Adquisicion completa: 85% < Gr(n) < 100%.

Tabla 3.1. Valores cualitativos y cuantitativos de los grados de adquisicion de un nivel de Van
Hiele.

Es importante sefialar que la cantidad de divisiones y los valores porcentuales asignados
para los limites son subjetivos y no afectan al concepto central de los grados de adquisicion
del nivel propuesto. Nos hemos decantado por las cinco divisiones sefaladas anteriormente
porque, a partir de nuestras experimentaciones en diferentes contextos matematicos y con
estudiantes de diferentes cursos y paises, pensamos que hay caracteristicas diferenciadoras
claras para cada una de ellas. Por otra parte, los porcentajes asignados son razonables a partir

del significado de cada division.

Evaluacion de las respuestas a un test: Definicion de los Tipos de

Respuestas

Para no inducir a confusion al relacionar este trabajo con la propuesta sobre la
definicion de los tipos planteada en algunas de nuestras publicaciones anteriores,
mencionadas en la seccion 3.2, sefialaremos antes de empezar que la que presentamos ahora
difiere algo de la que hemos divulgado anteriormente. La variacion afecta a los tipos 0 y 1
anteriores, fusionados en el que actualmente designamos como tipo 1, lo cual es fruto de

nuestra experiencia en el uso de este método de evaluacion en los ultimos afios.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacién de los niveles de razonamiento. 267

Los tipos de respuestas que proponemos son aplicables a items de respuesta libre, tanto
orales como escritos, pero no a items de eleccion multiple. Por lo general, un item de
respuesta libre puede ser contestado en distintos niveles de Van Hiele. Por tanto, no sera el
enunciado del item, sino la respuesta del estudiante lo que determine el nivel que se asigne al
estudiante. Ejemplos de esta diversidad de formas posibles de responder a una misma
pregunta pueden verse en el anexo V, en el cual presentamos ejemplos de toda la gama de

respuestas a los items (anexo IV) de los tests administrados que hemos encontrado.

Esta variedad de posibilidades hace que, a la hora de evaluar una respuesta, primero se
deba determinar el nivel de razonamiento en el que se ha respondido y después se deba
analizar la calidad de la respuesta desde la perspectiva del nivel que se considera, teniendo en

cuenta tanto su precision matematica como el empleo del nivel de razonamiento en cuestion.

Este doble andlisis de las respuestas (de nivel de razonamiento y de correccion
matematica) lleva a establecer una variedad de Tipos de Respuestas, que tienen las

caracteristicas siguientes:

Tipo 1: Items sin respuesta, con respuestas no codificables o con respuestas que indican que el
estudiante no estd en un determinado nivel de razonamiento pero que no proporcionan

ninguna informacion sobre su forma de utilizar los niveles de razonamiento inferiores.

Tipo 2: Respuestas matematicamente incorrectas y muy incompletas, pero en las que se
reconocen indicios de utilizaciéon de cierto nivel de razonamiento. Se trata, por lo
general, de respuestas muy breves y pobres que, ademads, contienen errores matematicos

0 que no contestan directamente a la pregunta planteada.

Tipo 3: Respuestas matematicamente correctas pero muy incompletas, en las que se
reconocen indicios de utilizaciéon de cierto nivel de razonamiento. Se trata, por lo

general, de respuestas muy breves y pobres, aunque no contienen errores matematicos.

Tipo 4: Respuestas que reflejan claramente caracteristicas de dos niveles de razonamiento
consecutivos. Esta es la situacion mas tipica de los alumnos en transicion entre niveles,
pues entremezclan dos niveles de razonamiento consecutivos en sus respuestas a un
item (generalmente en funcion de la dificultad de las preguntas). Las respuestas pueden

ser matematicamente correctas o incorrectas, pero deben ser bastante completas.

Tipo 5: Respuestas bastante completas pero matematicamente incorrectas, que reflejan
claramente la utilizacion predominante de un nivel de razonamiento determinado. La

incorreccion de las respuestas puede deberse a errores matematicos o a que siguen una
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linea de trabajo que no lleva a la solucion del problema planteado, pero cuyos procesos

de razonamiento son validos.

Tipo 6: Respuestas bastante completas y matematicamente correctas que reflejan claramente
la utilizacion predominante de un nivel de razonamiento determinado. Se trata de
respuestas claras y correctas, pero que no estan completas porque no llegan a resolver el
problema totalmente, porque hay "saltos" en el razonamiento deductivo seguido, porque

tienen pequefios errores, etc.

Tipo 7: Respuestas matemdaticamente correctas y completas que reflejan claramente la

utilizacion de un nivel de razonamiento determinado.

En el anexo V describimos con detalle los criterios que hemos utilizado para la
asignacion de nivel de razonamiento y Tipo a las respuestas de los estudiantes testados. En
particular, pueden verse, para cada item, ejemplos de respuestas de los diferentes Tipos

(excepto para el Tipo 1).

El esquema siguiente resume la relacion entre la correccion matematica, la

consolidacién del nivel de razonamiento y los distintos Tipos de respuestas:
Correccién Matematica

Incorrecta Correcta

Alto 5 6, 7

Medio 4

Bajo 2 3

Uso del Nivel de V.H.

Tabla 3.2. Caracteristicas de los Tipos de respuestas.

Asignacion de los Grados de Adquisicion de los niveles de Van Hiele a los

estudiantes

La parte final del proceso, una vez que un estudiante ha contestado a un test o un
cuestionario, es la determinacion de sus grados de adquisicion de los diferentes niveles de

Van Hiele. Para ello, se deben tener en cuenta varios elementos y pasos:
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A) La ponderacion de cada tipo de respuesta. Esta guarda relacion con los intervalos del
segmento [0, 100] fijados para los grados de adquisicion de los niveles, y estd recogida en la

tabla siguiente:

Tipo 1 2 3 4 5 6 7

Ponderacion (%) 0 20 25 50 75 80 100

Tabla 3.3. Ponderacion de los diferentes Tipos de respuestas.

Al igual que en el caso de los valores cuantitativos de los grados de adquisicion, se trata
de unos valores subjetivos. En las experimentaciones que hemos realizado no hemos

detectado ningun problema en estos valores, por lo que los consideramos validos.

B) La codificacion que se ha hecho de las respuestas del estudiante al test, esto es, el

nivel de razonamiento y el tipo que se le ha asignado a cada respuesta.

C) El rango de niveles de Van Hiele en los que se puede contestar cada item del test. Ya
hemos comentado al comienzo de la seccion 3.4 que la mayoria de los items admiten
respuestas de diferentes niveles de razonamiento, siendo por lo general posibles respuestas de
2 6 3 niveles, por lo que se debe ponderar la respuesta en todos los niveles de razonamiento
que el estudiante podria haber utilizado. En aplicacion de la organizacion jerarquica de los
niveles de Van Hiele, consideramos que si un item puede ser contestado en un rango de
niveles N1 a Ny y es contestado en el nivel N (N1 £ N < Nj), este item tendra una ponderacion
de:

- 100% en los niveles de ese rango que son inferiores al N.
- 0% en los niveles de ese rango que son superiores al N.

- el valor correspondiente al tipo de la respuesta en el nivel N.

Por ejemplo, si un item se puede contestar en los niveles 2, 3 y 4 y a una respuesta se le
han asignado el nivel 3 y el tipo 5, la ponderacion correspondiente a esa respuesta sera:
nivel 2 -->100% , nivel3-->75%, nivel4-->0%.

D) Los items que pueden contestarse en cada nivel de razonamiento, para calcular el
grado de adquisicion de ese nivel por los estudiantes. Este valor se obtiene calculando la
media aritmética de las ponderaciones asignadas a todos los items que pueden ser contestados

en ese nivel.
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Por ejemplo, si hay tres items que pueden ser contestados en el nivel 2 y las
ponderaciones de esos items en dicho nivel son 0%, 20% y 50%, el grado de adquisicion del

+20+ .
nivel 2 por el estudiante es Gr(2) =%350 = 23'3%, que corresponde a una adquisicion

baja de este nivel.

Este célculo se debe hacer para cada nivel de razonamiento, con lo que el resultado final
de la evaluacion de un estudiante es un conjunto de cuatro valores correspondientes a los

grados de adquisicion de cada nivel de Van Hiele 1 a 4.

Por ejemplo, un estudiante puede mostrar en un test grados de adquisicion del 100%
(completa), 80% (alta), 20% (baja) y 0% (nula) de los niveles 1 a 4, respectivamente. Estos
valores nos dan a entender que el estudiante estd terminando la adquisicion del segundo nivel
de razonamiento, que es su nivel de trabajo habitual, aunque al mismo tiempo esta iniciando
la adquisicion del tercer nivel, que sabe utilizar en problemas faciles. En la seccion 3.5,
tomando como base los resultados del estudio longitudinal realizado, explicamos el
significado de este grupo de cuatro valores y la informacion o consecuencias que se pueden

extraer de ellos.

Con los métodos de asignacion de niveles de Van Hiele utilizados hasta el momento en
las restantes investigaciones, el razonamiento de este estudiante habria sido identificado como
de nivel 1, de transicion entre los niveles 1y 2, 6 de nivel 2, dependiendo del criterio para la

superacion de niveles adoptado.

En Gutiérrez, Jaime, Shaughnessy, Burger (1991) hicimos un estudio comparativo de
los métodos de evaluacion utilizados en Burger, Shaughnessy (1990) y en Gutiérrez y otros
(1991) (el método seguido en esta ultima publicacion es casi idéntico al que proponemos
aqui), aplicando ambos métodos a un grupo de estudiantes formado por parte de los
entrevistados en el proyecto de investigacion americano y parte de los testados en el proyecto

de investigacion espafiol.

Tipos de tests para evaluar el nivel de razonamiento

Existen dos aspectos a tener en cuenta en relacion con el test a emplear en la evaluacion

del nivel de Van Hiele de razonamiento de los estudiantes:

- Eleccion del tipo de test: Oral o escrito. Con items de respuesta libre o de eleccion

multiple.
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- Eleccion de los items que deben formar el test: Los niveles de razonamiento a los que
estaran asociados. El numero de items en el test y la cantidad de ellos asociados a cada nivel

de razonamiento.

Tras analizar las investigaciones realizadas hasta el momento sobre el Modelo de Van
Hiele, mencionadas en la seccion 3.2, pensamos que los items o problemas de respuesta libre
son los que permiten identificar con mayor precision el razonamiento de los estudiantes. Con
este tipo de items, las entrevistas son la forma de obtener informacién mas amplia; con tests
escritos se puede obtener también bastante informacion sobre el razonamiento de los
estudiantes, aunque hay una pérdida de informacidn respecto a las entrevistas. La ventaja de
los tests escritos respecto a las entrevistas es que permiten evaluar colectivos mas numerosos

de estudiantes.

Respecto a los items concretos que deben integrar un test (cantidad, contenidos,
objetivos, etc.), siempre existe el problema de proceder a una seleccion adecuada, pues incluir
uno u otro item puede suponer sobre o infravalorar un tipo de razonamiento de los
estudiantes. Pero esta dificultad existe siempre, en cualquier test y no solamente en los
relacionados con el Modelo de Van Hiele. En lo que se refiere al disefio de tests para medir el
nivel de razonamiento geométrico, €ste es un tema abierto, que deberia ser investigado con
detalle en el futuro, en el que es necesario considerar, ademads, la influencia de los
conocimientos previos de los estudiantes y la ponderacion de las distintas destrezas
diferenciadas que integran cada nivel de Van Hiele; en Jaime, Gutiérrez (1990 c) hacemos una
sugerencia en esta linea.

3.5. Aplicacién a un estudio longitudinal de alumnos desde 6° de E.G.B.
hasta C.O.U.

En esta seccion presentamos un ejemplo de utilizacion del método que hemos descrito
en las secciones precedentes para identificar el grado de adquisicion de los niveles de
razonamiento de los estudiantes. Lo haremos empleando un test cuyos items hemos disefiado
teniendo en cuenta las ideas expresadas en la seccion anterior. Dichos items forman parte de
una bateria mas amplia, disefiada por nosotros para evaluar el nivel de razonamiento de Van
Hiele y que, desde 1988, ha experimentado mejoras sucesivas. El andlisis de los resultados
obtenidos mediante la administracion de este test lo centraremos en dos aspectos:

1) Analisis de la evolucion del nivel razonamiento de los estudiantes desde 6° de E.G.B.
hasta C.O.U. (con edades entre 11 y 18 afios). Los alumnos de 3° de B.U.P. y de C.O.U. eran
de la especialidad de Ciencias. La comparacion de los resultados obtenidos en los diversos
cursos puede dar una idea de como evoluciona el razonamiento geométrico de los estudiantes
a lo largo del Ciclo Superior de E.G.B. y la Ensefianza Media.
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2) Seguimiento de la variacion experimentada en el nivel de razonamiento de dos de
estos grupos de estudiantes a lo largo de varios afos: Los estudiantes de 6° de E.G.B.
evaluados en 1990 fueron evaluados de nuevo en 1991 y 1992, cuando estaban en 7°y 8° de
E.G.B., respectivamente. Analogamente, los estudiantes de 7° de E.G.B. evaluados en 1990
fueron evaluados de nuevo en 1991, cuando estaban en 8° de E.G.B. La comparacion de los
resultados obtenidos por los mismos estudiantes durante varios afios puede servir para
contrastar la validez de los resultados de 1).

Es necesario sefialar que no pretendemos considerar los resultados obtenidos como
generalizables o significativos para colectivos analogos de estudiantes, pues no era éste un
objetivo del estudio, ya que no hemos llevado a cabo la necesaria seleccion previa de los
Centros y los alumnos, en funcidén del campo de validez deseado, que hubiera garantizado la
validez de tal generalizacion.

El contexto de la experimentacion

Descripcion de los grupos evaluados

Como hemos dicho, los cursos en los que se llevo a cabo el estudio abarcan desde 6° de
E.G.B. hasta C.O.U. La tabla siguiente resume la informacion sobre los estudiantes a los que
hemos evaluado.

N° de
Curso estud. Centro y afio

6° E.G.B. 34" Amadeo Tortajada (Mislata, Valencia), 1990.

7°E.G.B. | 33f Amadeo Tortajada, 1990.

29* Amadeo Tortajada, 1991.

8° E.G.B. 31 Amadeo Tortajada, 1990.

25 Amadeo Tortajada, 1991.

27" Amadeo Tortajada, 1992.

1° B.U.P. 35 San Vicente Ferrer (Valencia), 1990.

2°B.U.P. 36 San Vicente Ferrer, 1990.

3°B.U.P. 28 I.B. de Villajoyosa (Villajoyosa, Alicante), 1991.
C.0.U. 31 I.B. de Mislata (Mislata, Valencia), 1990.

*) Estos 3 grupos estan formados por los mismos estudiantes, testados en 3 afios consecutivos.

1) Estos 2 grupos estan formados por los mismos estudiantes, testados en 2 afios consecutivos.

Tabla 3.4. Caracteristicas de los estudiantes testados.
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En relacion con la diversidad de Centros, cabe destacar que para E.G.B. se ha utilizado
siempre el mismo y que muchos de los alumnos de este Colegio que contintian sus estudios lo
hacen en el 1.B. de Mislata, por ser el instituto de bachillerato de la misma poblaciéon. Este
instituto es el que se ha empleado en la evaluacion de alumnos de C.O.U. Para la evaluacion
de alumnos de B.U.P. no nos result6 facil recurrir a [.B. de Mislata, por lo que, en una primera
administracion, testamos a estudiantes de 1°, 2° y 3° de B.U.P. del [.B. San Vicente Ferrer de
Valencia. Sin embargo, los estudiantes de 3° de B.U.P. no dispusieron de tiempo suficiente
para contestar al test completo, lo cual nos obligd a anular este grupo y repetir la prueba en
otro grupo de ese curso. Esto no pudo hacerse en el mismo Instituto, sino que tuvo lugar en el
[.B. de Villajoyosa (Alicante).

Para efectuar el analisis comparativo de los resultados de los grupos de E.G.B., se
administré siempre el mismo test, a cada estudiante le hemos asignado el mismo nimero de
orden en los afios sucesivos y hemos procedido a eliminar a los estudiantes que no han

contestado los tests todos los afios.

La administracion de los tests tuvo lugar siempre durante el mes de mayo o primeros
dias de junio. Aunque el test fue el mismo durante los 2 ¢ 3 afios consecutivos, la posible
desviacion producida por el aprendizaje de los items en las administraciones es despreciable,

pues el tiempo transcurrido entre una administracion y la siguiente fue suficientemente largo.

Descripcion de los tests disefiados

En la busqueda durante varios afios de un método que permitiera aproximar los tests
escritos a las entrevistas clinicas, hemos avanzado respecto a los items usuales de respuesta
abierta. La idea central consiste en el planteamiento sucesivo del enunciado inicial y de
nuevos enunciados planteando la misma cuestion, después de proporcionar mas informacion,
u otras cuestiones relacionadas, de manera que cada vez se requiera un dominio inferior de un
nivel determinado de razonamiento o que se pueda resolver con niveles cada vez mas bajos.
Lo que construimos en realidad son super-items (aunque seguiremos llamandolos,
simplemente, items), que se pueden desglosar para su evaluacion y codificacion en varias
partes cuando se crea conveniente. Por lo tanto, que el proceso de organizacion y

administracion de uno de estos items es el siguiente:

- Primero se presenta el enunciado del ejercicio, sin dar ayudas complementarias,
excepto en el caso de que se pretenda que alguna propiedad figure desde el principio como
indicacion. La respuesta del alumno ante esta situacion, a veces muestra el nivel en el que
razona, pero en muchas ocasiones no se produce informaciéon debido a que el alumno no sabe

como enfocar la propiedad o demostracion pedida.
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- A continuaciéon se le plantea al estudiante el mismo ejercicio, con algin tipo de
informacion adicional, de manera que, si se encuentra en cierto nivel de Van Hiele, pueda
contestar. Se intenta eliminar la posibilidad de falta de respuesta originada por una
desorientacion total sobre el camino a seguir o por la necesidad de que se ocurra una "idea

feliz".

- Siguiendo este proceso, se puede proceder a presentar el ejercicio con exigencias de

razonamiento menor, del mismo nivel o de niveles inferiores.

- En esta secuencia los estudiantes no pueden retroceder, esto es, una vez que un
estudiante ha pasado a la parte siguiente del item, no puede volver atrds para contestar o
corregir las respuestas anteriores. Ello es porque de esta manera el evaluador puede conocer
mejor el proceso de respuesta seguido por los estudiantes y saber si han contestado por si

mismos o gracias a la ayuda proporcionada.

Por ejemplo, el super-item 17 de los tests que utilizamos para la evaluacion de
estudiantes llevada a cabo para esta tesis (ver anexo V), primero pide la demostracion de una
propiedad (demostrar que la suma de los dngulos de cualquier tridngulo acutangulo es 180°),
sin dar indicaciones. En la segunda parte del item se presenta una propiedad (las igualdades
de los angulos formados al cortar dos rectas paralelas por una transversal), que se deberia
haber estudiar en el Ciclo Superior de E.G.B. y que permite completar la demostracion. Las
respuestas de los estudiantes a estas dos partes las evaluamos conjuntamente, asignandoles un
tipo de respuesta en alguno de los niveles 2 a 4. Finalmente, en la Gltima parte del item, se
muestra con todo detalle la demostracion formal, representandola graficamente en un
tridngulo acutangulo, y se pregunta si se cumple la propiedad en otros casos (triangulos
rectangulos y tridngulos obtusangulos), pidiendo la justificacion o demostracion
correspondiente. Este apartado lo evaluamos en el nivel 2 6 3, seglin la respuesta del alumno;
no se puede responder en el cuarto nivel porque los estudiantes ya tienen un modelo de la

demostracion y lo que deben hacer es entenderla y adaptarla a otras situaciones parecidas.

Al preparar los tests para este estudio, hemos tenido en cuenta que las condiciones
usuales de trabajo exigen que el tiempo total necesario para responder al test no supere cierto
limite. En concreto, en este caso, la administracion se debia realizar durante las horas usuales
de clase de Matematicas, a los grupos completos de alumnos, en el Centro correspondiente, y
por sus profesores habituales, a los cuales habiamos dado previamente instrucciones sobre la
forma de proceder. Por todo ello, no se podian superar los 60 minutos, que es el tiempo

maximo dedicado usualmente a la clase de Matematicas en los Centro escolares.
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Segun el método de evaluacion descrito en la seccion 3.4, el grado de adquisicion de un
nivel se obtiene a partir de la media de las ponderaciones de todos los items que se pueden
contestar en ese nivel. Por tanto, cuantos mas niveles de respuesta admita cada item, mas
oportunidades habra de observar cada nivel de razonamiento y cuantos mas items incluyan en
su rango de posibles contestaciones un nivel concreto, mas fiable serd la evaluacion

correspondiente a ese nivel.

Para ajustarnos a estas limitaciones, en cierto modo contradictorias, disefiamos tres tests
diferentes, en funcion del nivel de razonamiento esperado de los estudiantes de los diferentes
cursos. La diferencia entre los tests estd en el cambio de algunos de los items, manteniendo

otros fijos y permaneciendo también constante el nimero de items.

Nuestra experiencia previa, y la de otros investigadores, con alumnos de esos niveles
educativos, nos permitio intuir a priori los niveles de razonamiento mas probables de los
alumnos de cada curso, por lo que incrementamos la cantidad de items que podian ser
respondidos en esos niveles y disminuimos el nimero de item orientados a los niveles mas
improbables, aunque manteniendo un minimo de dos items asociados a cada nivel de Van
Hiele. Esto, junto con la adecuacion de los contenidos de los items a los conocimientos
geométricos previsibles de los estudiantes, condujo a tres tests, que hemos denominado A, B
y C, con los items que indicamos a continuacion. Por otra parte, los niveles en los que

evaluamos cada uno de los items aparecen en la tabla que presento con posterioridad.

Los items utilizados en los tres tests son: P3, P5, P7.1, P12A, P15 (.1, .2), P17 (A.1,
A.1, B), P19 y P24. En el anexo IV presentamos estos items, manteniendo el formato en que
fueron administrados. Los items que componen cada test, ordenados segin su colocacion en

el test, son los siguientes:

TEST A (administrado a 6°, 7° y 8° de E.G.B.): P3, P12A, P17A.1, P17A.2, P17B, P7.1
y P19.

TEST B (administrado a 1° y 2° de B.U.P.): P3, P15.1, P15.2, P17A.1, P17A.2, P17B,
P5y P7.1.

TEST C (administrado a 3° de B.U.P. y C.0.U.): P7.1, P15.1, P15.2, P17A.1, P17A.2,
P17B, P3 y P24.

La tabla 3.5 resume los items de cada test y los niveles posibles (¢) de las respuestas a
cada item. Estan subrayados los items comunes a los 3 tests. Los items de cada test estan

ordenados segun su orden de administracion.
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Test A Test B Test C
Niveles Niveles Niveles

ftem |1 2 3 4fltem|1 2 3 4| ftem|1 2 3 4

§ . . § . . u . . .
12A . . 15 . . . 15 . . .
M . . . M . . . M . . .
17_B . . 17_B . . 17_B . .

7.1 . . . 5 . . 3 . .

19 . . . 7.1 . . - 24 . .

Tabla 3.5. Organizacion de los tests administrados.

A priori cabia suponer que los niveles de razonamiento predominantes en los
estudiantes desde 6° de E.G.B. a 2° de B.U.P. estarian entre el 1 y el 3, mientras que los
estudiantes de 3° y C.O.U. estarian entre el nivel 2 y el 4. Como puede verse en la tabla, todos
los tests pueden evaluar los 4 niveles de Van Hiele, si bien los tests A y B dedican mas
atencion a los niveles 1 y 2, mientras que el test C dedica mas atencion a los niveles 3 y 4. La
diferencia principal entre los tests A y B se encuentra en los contenidos matematicos de los
problemas planteados.

Asignacion de nivel y tipo a las respuesta de los estudiantes

Para la asignacion de nivel de Van Hiele a las respuestas de los estudiantes hemos

tenido en cuenta:

- Los descriptores generales de los niveles de Van Hiele y los particulares para
poligonos, triangulos y cuadrilateros (en el capitulo 1 hemos enunciado los primeros y hemos
dado referencias en las que aparecen los segundos).

- Los descriptores particulares de los niveles de razonamiento en los diferentes items
empleados. Estos descriptores son particularizaciones de los descriptores anteriores,
ampliados y modificados tras experimentaciones piloto, a las preguntas o problemas concretos
planteados en los items. Se trata de modelos de respuestas que cubren la mayoria de las
respuestas realmente dadas por los estudiantes testados. El anexo V contiene la lista completa

de estos descriptores junto a su asignacion de nivel y tipo de respuesta.

Todos estos descriptores permiten disponer de unos criterios unificadores y objetivos en

los que basarse para asignar nivel y tipo, aunque no cubren todas las posibilidades con detalle,
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por lo que siempre existe un factor subjetivo que origina discrepancias en las evaluaciones

llevadas a cabo por diferentes investigadores.

Para la correccion de los tests, dos evaluadores, conocedores del Modelo de Van Hiele y
de los tests, asignamos, de forma independiente, los niveles y tipos de respuesta a cada
respuesta de cada estudiante, basandonos en las listas de descriptores mencionadas antes. Los
evaluadores fuimos quien presenta esta tesis y Angel Gutiérrez, director de la misma. Una vez
corregidos los tests por cada uno, procedimos a la comparacion de los resultados, analizando
de manera especial los casos de discrepancia, con el objetivo de llegar a un acuerdo para
producir una Unica asignacion de niveles y tipos de respuesta para cada estudiante.

En algunos casos, este proceso nos obligd a modificar la lista de descriptores, para
introducir uno nuevo o para mejorar alguno de los ya existentes. Cada vez que se producia
una de estas modificaciones en la lista de descriptores de un item, procediamos a revisar todas
las respuestas previamente evaluadas que pudieran estar influidas por dicha modificacién, con
el fin de salvaguardar la unidad de criterios y la fiabilidad de los resultados.

Un criterio de fiabilidad de tests que se emplea a veces consiste en comparar las
correcciones hechas por varios expertos de forma independiente, para medir las discrepancias
entre ellas. Cuanto menos discrepancias haya, mas fiable es el test o el criterio de correccion
analizado. En nuestro caso, dicha técnica, que no hemos aplicado en estos tests, habria
permitido mejorar la lista de descriptores, detectando ambigiiedades y limitando la inevitable
componente subjetiva del evaluador.

En lo que respecta al calculo de los valores de los grados de adquisicion de los niveles
de Van Hiele, hemos aplicado el procedimiento descrito en la seccion 3.4. La tabla 3.5.
permite identificar qué items han determinado el grado de adquisicion de cada nivel, pues son
los marcados en cada columna con ¢ los que admiten respuestas de ese nivel. Veamos un
ejemplo:

Las respuestas de un estudiante al test B han sido asignadas a los siguientes niveles de
razonamiento y tipos de respuesta:

Nivel Tipo
item 3 2 5
item 15 3 3
item 17A - 1
item 17B 3 2
item 5 3
item 7.1 2 2
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Por lo tanto, a sus respuestas le corresponden las ponderaciones en cada nivel de
razonamiento (de acuerdo con la tabla 3.3) y los grados de adquisicion de los niveles (segun la

tabla 3.1) siguientes:

Nv. 1 Nv. 2 Nv. 3 Nv. 4
item 3 100 75 -- --
item 15 - 100 25
item 17A -- 0 0
item 17B - 100 20 --
item 5 100 25 -- --
item 7.1 100 20 0 --
Gr(n) 100 53'33 1125 0

Compl. | Interm. Nula Nula

Es decir, que este estudiante tiene una adquisicion completa del primer nivel de Van

Hiele, intermedia del segundo y nula del tercer y cuarto niveles.

Validacion de los items y los tests

Los items utilizados en este estudio forman parte de una bateria mas amplia que es el
resultado de varios afios de investigacion previa, en la que hemos trabajado en la elaboracion
de items escritos de respuesta libre, con el objetivo de acercar el estilo de los tests escritos a la
forma como se suelen desarrollar las entrevistas clinicas, en las que el entrevistador puede ir
variando progresivamente las preguntas planteadas en funcidén de las respuestas previas del
entrevistado (o de sus silencios) y del nivel de razonamiento que refleje, o puede dar alguna
ayuda adicional que sirva para desbloquear al estudiante. Dicha bateria de items ha sufrido
modificaciones en varias ocasiones, como resultado de las numerosas experimentaciones
realizadas con estudiantes de todos los niveles educativos y también de consultas con
especialistas, en particular D. Fuys, M. Shaughnessy y A. Hoffer, con quienes hemos
discutido en varias ocasiones los contenidos, estructura y resultados de administraciones de la
mayor parte de los items de la bateria, y en particular los que hemos utilizado en el trabajo
objeto de este capitulo. Otras veces hemos variado los items a raiz de las respuestas que

hemos obtenido en alguna administracion.

La validacion global de cada test se puede hacer de dos maneras: Analizando el proceso

de creacion de los items y analizando la coherencia interna de cada test.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacién de los niveles de razonamiento. 279

Ya hemos explicado en el apartado anterior el proceso de construccion de los items y el
tipo de validacion a que los hemos sometido. La coherencia interna de los tests es importante
para asegurarnos de que los items han sido elegidos correctamente, pues podria ocurrir que,
aunque cada item por si mismo sea valido, el conjunto fuera desequilibrado. Un parametro
para medir esta coherencia interna es el Coeficiente de Escalabilidad de Guttman, que mide la
jerarquizacion de los items de un test. En nuestro caso, puesto que asumimos como cierta la
estructura jerarquica de los niveles de Van Hiele (un estudiante no puede adquirir un nivel de
razonamiento sin haber adquirido antes el nivel anterior), el coeficiente de Guttman nos
permitira determinar si es correcta la relacion entre los items asociados a unos niveles y los
asociados a los otros, es decir, si los estudiantes que contestan bien los items asociados a un

nivel de razonamiento también contestan bien los items asociados al nivel inferior.

El coeficiente de Guttman, por si solo, nada mas nos permitiria validar los items
relacionados con los niveles 1 a 3, ya que la jerarquia termina con el nivel 4: Un defecto en el
disefio de los items asociados, por ejemplo, al nivel 2 se reflejaria en unos grados de
adquisicion del nivel 2 inferiores a los del nivel 3, pero un defecto de este tipo en los items
asociados al nivel 4 no se podria identificar, salvo que se utilice otro procedimiento de

validacion diferente.

Para calcular el coeficiente de Guttman, se consideran los vectores formados por los
grados de adquisicion de los cuatro niveles de razonamiento de cada estudiante (g, g, 23,

g4)- Puesto que la situacion deseable es que g 2 g, 2 g5 2 gy, se considera que hay un "error"
cuando g < g_para al menos un n > m. Por ejemplo, el vector (90, 10, 30, 15) tiene 1 errory
el vector (40, 50, 60, 20) tiene 2 errores. Es decir, que el numero de errores de un vector (g,
gy, 23, &) es igual al nimero de valores g; que hay que incrementar para que el vector
verifique la relacion g, > g, > g5 > g,4; en los ejemplos anteriores, los valores subrayados son
los que hay que incrementar. El coeficiente de escalabilidad de Guttman viene dado por la
férmula:

G=1- n° total de errores  — ,  n°total de errores
n° total de respuestas 4 x n° de estudiantes

De forma anéloga se puede utilizar el coeficiente de Guttman para analizar los items de
los tests, considerando los vectores formados por las ponderaciones de las respuestas de cada
estudiante a los diferentes items asociados a cada nivel de razonamiento (luego este vector
tiene 15 componentes, tantas como puntos * hay en la tabla 3.5 para cada test). Ahora se
compara el peso de cada item de un nivel con los pesos de todos los items de niveles

superiores, pero no se compara con los pesos de los otros items de su mismo nivel. En la

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacién de los niveles de razonamiento. 280

situacion deseable, la ponderacién de un item en el nivel n debe ser mayor o igual que la

ponderacion de cualquier otro item en los niveles n+1, ... En este caso la formula es:

G=1- n° total de errores  _— ;  n° total de errores
n° total de respuestas 15 x n° de estudiantes

Cuando no hay ninglin error se obtiene G = 1. En investigaciones anteriores en
Didéactica de las Matematicas que han utilizado el coeficiente de Guttman, se ha considerado
como limite inferior para aceptar la jerarquizacion el valor G = 0'90 (Mayberry, 1983; Hart,
1980). La tabla siguiente resume los coeficientes de escalabilidad de Guttman para los

diferentes cursos.

Coef. de Guttman
Curso entre niveles entre items
6° E.G.B. 1'00 0'96
Test A T7°E.G.B. 1'00 0'96
8° E.G.B. 1'00 0'96
Test B 1°B.U.P. 0'99 0'85
2°B.U.P. 0'98 0'81
Test C  3°B.U.P. 0'99 0'88
C.0.U. 0'98 0'86

Tabla 3.6. Valores del coeficiente de escalabilidad de Guttman.

Se observa que los valores del coeficiente de Guttman son muy altos al comparar los
grados de adquisicion de los niveles, lo cual confirma la fiabilidad de los tests. Cuando se
comparan las ponderaciones de las respuestas individuales a los items, los valores obtenidos
son, logicamente, inferiores. Destacan en particular los de los cursos de Ensefianza Media,
correspondientes a los tests B y C. Un analisis detenido de las respuestas de cada estudiante

pone de manifiesto:

1) Que los errores no proceden de pocos estudiantes, sino que afectan a la mayoria de
los estudiantes de cada curso (desde un 68% en 3° de B.U.P. hasta un 86% en 1° de B.U.P.).

2) Que los items con mayor nimero de errores corresponden al nivel 2 (el 16'5% de los
errores son en el item P3, el 14% en el P5, el 15'8% en el P7.1 y el 11'4% en el P17A), con la
unica excepcion significativa del item PS5 asociado al nivel 1 (con un 1622% de los errores).
Las diversas fuentes posibles de estos errores (defecto de los items, falta de tiempo para

contestar el test completo, carencia de conocimientos geométricos necesarios, etc.) deberan
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ser estudiadas con detalle en una investigacion posterior, con el fin de determinar los cambios

necesarios para mejorar los tests.

Asi pues, consideramos los tests globalmente fiables, si bien hay en ellos algunos items
que son los principales causantes de los errores producidos y que, por lo tanto, deben ser

analizados para su posible revision.

Resultados de la administracion de los tests. Analisis y conclusiones

Con la consideracion, formulada con anterioridad, de que no pretendemos que los datos
y los resultados que mostramos aqui sean generalizables a la totalidad de alumnos de los
niveles educativos con los que hemos trabajado, vamos a hacer algunos andlisis de la
informacion obtenida sobre los niveles de razonamiento de los estudiantes. Vamos a

centrarnos en los dos aspectos enunciados al comienzo de esta seccion 3.5:

1- Comparar los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele mostrados por
estudiantes de los diferentes cursos desde 6° de E.G.B. hasta C.O.U.

2- Estudiar el progreso a lo largo del Ciclo Superior de E.G.B. del nivel de

razonamiento de los estudiantes evaluados varias veces en afios consecutivos.

Comparacion de los cursos 6° de E.G.B. a C.O.U.

Para el primero de los objetivos, en el anexo VI incluimos unas tablas con los grados de
adquisicion de los niveles de razonamiento por los estudiantes de cada curso. A continuacion
presentamos algunas tablas descriptivas que resumen, desde diversos puntos de vista, los

resultados obtenidos.

Las tablas de las paginas siguientes (tabla 3.7) informan, para cada nivel de Van Hiele y
curso, de las cantidades absolutas (y porcentuales) de alumnos que han obtenido los diferentes
grados de adquisicion de dicho nivel. En las tablas de 7° y 8° de E.G.B. se recogen los dos

(respectivamente, tres) grupos de alumnos de esos cursos testados.
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6° de E.G.B. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa | 9  (26'47) | O (0'00) | O (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 7 (2059)] 0 (0'00) | O (0'00) | 0 (0'00)
Adg. Intermedia 10 (2941 | 0 (0'00) | O (0'00) | O (0'00)
Adquis. Baja 7 (2059 7 (2059 0 (0'00) | O (0'00)
Adquis. Nula 1 (2'94) | 27 (79'41) | 34 (100) | 34 (100)
Media 60'39 7'55 0'33 0'00
alta nula nula nula
Desv. Tipica 26"26 8'54 1'33 0'00
7°de E.G.B. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa | 32 (51'61) | O (0'00) | 0 (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 6 9'68) | 3 4'84)| 0 (0'00) | O (0'00)
Adq. Intermedia | 5 (8'06) | 2 (323)] 0 (0'00) | 0 (0'00)
Adquis. Baja 16 (2581 | 18 (2903) | 2 (323)] 0 (0'00)
Adquis. Nula 3 (4'84) [ 39 (62'90) | 60 (96'77) | 62 (100)
Media 69'92 15'56 1'05 0'00
alta baja nula nula
Desv. Tipica 32'18 16'52 5'50 0'00
8°de E.G.B. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa | 63  (75'90) | 1 (120) | 0 0'00) | 0 (0'00)
Adquis. Alta 10 (12'05) | 4 4'82) | 0 0'00) | 0 (0'00)
Adg. Intermedia | 7 (843) | 9 (10'84) | 1 (120) | 0 (0'00)
Adquis. Baja 2 (2'41) | 47 (56'63) | 4 4'82) | 0 (0'00)
Adquis. Nula 1 (120) | 22 (26'51)| 78 (9398) | 83  (100)
Media 87'95 2623 2'55 0'00
completa baja nula nula
Desv. Tipica 20128 17'41 9'03 0'00

Tabla 3.7.1. Resultados de la administracion de los tests.
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1°deB.U.P. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa 12 (3429)| 0 (0'00) | O (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 10 (28'57)| 2 5'71) ] 1 (2'86) | O (0'00)
Adg. Intermedia 1 (2'86) (20'00) [ O (0'00) | 2 (5'71)
Adquis. Baja 12 (3429)| 16 (45'71) | 4 (11'43) [ o (0'00)
Adquis. Nula 0 (0'00) | 10 (28'57) | 30 (85'71) | 33 (94'29)
Media 6524 27'05 6'00 2'86
alta baja nula nula
Desv. Tipica 26'33 1827 13'43 11'61
2°de B.U.P. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa | 22 (61'11) | 2 (5'56) | 0 (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 10 (2778) | 2 (5'56) | 1 2'78) | 0 (0'00)
Adg. Intermedia 0 (0'00) | 8 (22722) | 4 (arin) | 2 (5'56)
Adquis. Baja 4 (111 | 19 (52'78) | 9 (25'00) [ O (0'00)
Adquis. Nula 0 (0'00) | 5 (13'89) | 22 (61'11) | 34 (94'44)
Media 83'10 36'S0 1528 2'50
alta baja baja nula
Desv. Tipica 22'78 20'10 19'48 9'24
3°deB.U.P. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
Adquis. Completa | 24 (85'71) | 1 357 | 0 (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 0 (0'00) | 9 (32'14) | O (0'00) | O (0'00)
Adg. Intermedia 4 (1429) | 2 (7'14) | 2 (7'14) | 0 (0'00)
Adquis. Baja 0 (0'00) | 9 (32'14) | 9 (32'14) | 2 (7'14)
Adquis. Nula 0 (0'00) | 7 (25'00) | 17  (60'71) | 26  (92'86)
Media 92'41 43'32 12'93 2'32
completa intermedia nula nula
Desv. Tipica 17'47 28'42 15'13 7'63

Tabla 3.7.2. Resultados de la administracion de los tests.
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C.0.U. Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

Adquis. Completa | 28 (9032) | 5 (16'13) | O (0'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 0 (0'00) | 8 (25'81) | 2 (6'45) | 0 (0'00)
Adg. Intermedia 2 (6'45) | 9 (29'03) [ 6 (19'35) | 1 (323)
Adquis. Baja 0 (0'00) | 7 (22'58) | 8 (25'81) | O (0'00)
Adquis. Nula 1 (323)| 2 (6'45) | 15 (48'39) | 30 (96'77)

Media 93'55 5529 21'65 2'85

completa intermedia baja nula

Desv. Tipica 21'03 25'26 21'89 7'96

Tabla 3.7.3. Resultados de la administracion de los tests.

Las tablas anteriores nos muestran el perfil medio de los estudiantes de cada curso, asi
como el progreso a lo largo de los cursos. En E.G.B. se observa un incremento en el grado de
adquisicion del primer nivel de Van Hiele, que se completa en 8°, junto a un inicio en la
adquisicion del segundo nivel a partir de 7°. Ademads, como cabia esperar, en E.G.B. no hay
muestras significativas de razonamiento de tercer nivel (s6lo unos pocos estudiantes de 7° y 8°

que han respondido algun item) y hay una ausencia total de razonamiento del cuarto nivel.

Por lo que se refiere a Ensefianza Media, resulta llamativo el descenso en los grados de
adquisicion del primer nivel en 1°y 2° de B.U.P., dato que comentaremos mas adelante. A lo
largo de estos cuatro cursos continua el incremento en la adquisicion del segundo nivel y se
inicia la adquisiciébn, muy baja, del tercer nivel. Esto Gltimo es, seguramente, fruto de la
ensefanza formalizada propia de estos cursos, en los que se hace énfasis en las
demostraciones. No obstante, a pesar de este tipo de ensefianza, ni siquiera en C.O.U. se
aprecia la presencia significativa de razonamiento de cuarto nivel. Desde el punto de vista
didéctico, esto es una confirmacion de la incomunicacion que se produce cuando profesor y
alumnos se expresan utilizando diferentes niveles de razonamiento. La ensefianza de las
Matematicas de estudiantes con habilidades de razonamiento como los de esta muestra
deberia empezar en 1° de B.U.P. basandose en los métodos de trabajo del segundo nivel, para
progresar a partir de ahi hasta el tercer nivel y, cuando sea posible, iniciar la adquisicion del

cuarto nivel.

Sin embargo, de estas tablas no es posible obtener informacion detallada sobre cada
estudiante y sobre los diferentes perfiles de grados de adquisicion presentes en cada curso. Tal
informacion es igual o mas rica que la anterior, pues nos permite conocer mejor la diversidad

de formas de razonar de los estudiantes dentro de un mismo grupo.
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A la vista de los vectores con los grados de adquisiciéon de todos los estudiantes
evaluados, hemos identificado una serie de perfiles, descritos en la tabla 3.8, que aparecen de
manera significativa en nuestro estudio, y que son el reflejo de diferentes estilos de
razonamiento matematico. Los perfiles de esta tabla estan ordenados desde el n® 1, que
corresponde al razonamiento de mayor nivel (estudiantes que han adquirido plenamente los
niveles 1 y 2 y estan en proceso de adquisicion del nivel 3), hasta el perfil n® 12, que
corresponde a estudiantes que ni siquiera muestran una adquisicion baja del primer nivel de

razonamiento.

La tabla 3.9 muestra, de una forma mas sintética, la misma informacion. Aqui es mas
facil darse cuenta de la evolucion de los niveles de razonamiento de los estudiantes a lo largo
de los cursos, pues, con la excepcion de 1° de B.U.P., cuanto mas alto es el curso, mayor es la
cantidad de estudiantes que tienen perfiles correspondientes a formas de razonamiento de mas
calidad.

Perfil |6°E.G.B.| 7°E.G.B.| 8 E.G.B.| 1°B.U.P.| 2°B.UP.| 3°B.U.P.| C.O.U.
CC(AD<I 1 6 4 13
CAI<B 6 4 10
CA<BN 5 5 25 13
CI<BN 3 11 11 6 7 26
CBBN 1 8

C<BNN 26 44 58 17 36 43 23
AI<BN 9 11

A<BNN 21 10 12 20 17

INNN 29 8 7 3 14

BBNN 1 14 3

BNNN 21 24 1 20

NNNN 3 5 1

Tabla 3.9. Porcentajes (redondeados) de estudiantes de cada curso en cada perfil.
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La observacion de las tablas anteriores permite deducir que, de manera global, se ha
producido un incremento progresivo en los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele
a lo largo de los cursos, con una excepcion que comentaremos mas adelante. Efectivamente,
al aplicar el test! de Kruskal-Wallis (que analiza 3 6 mas muestras independientes, basandose
en una anova de 1 factor) al conjunto de los estudiantes desde 6° a C.O.U., se obtiene una

diferencia entre los cursos altamente significativa para cada nivel de razonamiento
(p=0'00005 de una cola).

En la tabla 3.10 se comparan las medias de los grados de adquisicion de cada curso y
del siguiente (6°y 7°, 7°y 8°, 8° y 1°, etc.) mediante el test de Mann-Whitney (basado en un
analisis de las medias de dos muestras independientes). Al igual que en la tabla 3.7, aqui
también llama la atencion el retroceso en el grado de adquisicion del nivel 1 que se observa al
pasar de 8° de E.G.B. a 1° de B.U.P. Creemos que esto se puede deber a que los estudiantes de
1° de B.U.P. no tuvieron bastante tiempo para contestar el test, pues 8 de los 35 estudiantes
del grupo dejaron en blanco el ultimo item (item 7.1) y 4 de ellos dejaron en blanco también
el pentltimo (item 5), que son 2 de los 3 items que miden el grado de adquisicion del nivel 1;
ademas, otros estudiantes contestaron solo parcialmente el ultimo item. La influencia de este
defecto en el nivel 2 es menor, ya que todos los items del test median dicho nivel, y no se
aprecia influencia en los niveles 3 y 4. En 2° de B.U.P. se ha producido el mismo fenomeno,

si bien bastante mas atenuado, cuyas causas son probablemente las mismas que en 1°.

La gréfica 3.10 representa la misma informacion que la tabla que la acompafia. Uno de
los datos que esta gréfica refleja con claridad es la variacion de los grados de adquisicion de
cada nivel a lo largo de los cursos. Vemos que el nivel de razonamiento en el que mas
progresan los estudiantes es el segundo, pero que por término medio no llegan a obtener una
adquisicion alta de este nivel. lo cual quiere decir que los estudiantes de estos cursos deberian
recibir una instruccion que les ayudara a adquirir completamente el segundo nivel de Van

Hiele lo antes posible, para poder empezar a desarrollar la adquisicion del tercer nivel.

1 Para los andlisis estadisticos que vamos a hacer en las paginas siguientes, hemos utilizado estadisticos no
paramétricos, ya que no tenemos certeza de que los grados de adquisicion de cada nivel por los diferentes

cursos sigan distribuciones normales. Mas bien, la observacion de los datos nos hace sospechar lo contrario.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacién de los niveles de razonamiento. 288

Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4

6° E.G.B. 60'39 7'55 0'33 0'00
7° E.G.B. 69'92+ 15'56+ 1'05 0'00
8° E.G.B. 87'95+ 2623+ 2'55 0'00
1°B.U.P. 6524+ 27'05 6'007 2'86*
2°B.U.P. 83'10+ 36'50%* 1528+ 2'50
3°B.U.P. 92'41* 43'32 12'93 2'32

C.0.U. 93'55 55'29% 21'65 2'85

*) Diferencia significativa (p<0'05 de una cola) con el curso anterior.

1) Diferencia significativa (p<0'01 de una cola) con el curso anterior.

100,00

—8—— go EGB
%

80,00
—L—— 70 EGB
60,00 4 - - -K —— 80 EGB
40,00 —<—— 1° BUP
20,00 —aA—— 20 BUP
0,00 A, 3° BUP

1 2 3 4
—&—— Ccou
Niveles

Tabla y grafica 3.10. Medias de los grados de adquisicion de cada nivel de Van Hiele por los

estudiantes de los diferentes cursos.

Aunque el Modelo de Van Hiele tiene entre sus caracteristicas centrales la jerarquia de
los niveles de razonamiento, es decir que un estudiante progresard en su capacidad de
razonamiento pasando de un nivel al siguiente e iniciando la adquisicion del segundo nivel
cuando haya adquirido completamente el primero, la realidad de la ensefianza hace que con
cierta frecuencia aparezcan situaciones diferentes. En los parrafos anteriores hemos visto los

perfiles de adquisicion de los niveles mas frecuentes entre los estudiantes testados, la mayoria
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de los cuales se ajustan completamente a la jerarquizacion propuesta por el modelo. De estos
perfiles, aquéllos en los que como maximo hay un nivel con una adquisicion incompleta (por
ejemplo CCAN, CANN, INNN, etc.) corresponden a 228 estudiantes (73'8%).

Vamos a centrar ahora la atencion en los perfiles que contradicen este enunciado de la

secuencialidad de los niveles. Hay dos tipos de situaciones claramente diferentes:

1) Estudiantes que muestran una adquisicion incompleta de varios niveles de
razonamiento, pero siendo el grado de adquisicion de cada nivel mayor que el del nivel
siguiente. Ejemplos de este tipo son los perfiles CCAI, CAIB, CAIN, AIBN, IBNN, etc. En
esta situacion se encuentran 59 estudiantes (19'1%). Entre éstos, destacan los perfiles ABNN
(con 18 estudiantes), CABN y CIBN (con 12 estudiantes cada uno).

2) Estudiantes que muestran una adquisicion incompleta de varios niveles de
razonamiento, pero siendo el grado de adquisicion de un nivel igual o menor que el del nivel
siguiente. Ejemplos de este tipo son los perfiles CCIL, CAAI, CABI, CIIN, IANN, BIIN, etc.
En esta situacion se encuentran 22 estudiantes (7'1%). Entre éstos perfiles destacan BBNN
(con 8 estudiantes) y CBBN (con 4 estudiantes).

Los perfiles més atipicos de este grupo son aquéllos en los que el grado de adquisicion
de un nivel es inferior al del nivel siguiente. En nuestra muestra han aparecido CABI, IANN,
BIIN, BIBN y NBNN, con 1 estudiante en cada uno de ellos (1'6% en total), por lo que no
suponen una cantidad relevante y podemos considerar que se trata de las anomalias

inevitables cuando se trabaja con personas.

Los demas perfiles de este grupo son aquéllos en los que el grado de adquisicion de un
nivel es igual al del nivel siguiente. Han aparecido 7 de estos perfiles, entre los que destacan
BBNN (con 8 estudiantes) y CBBN (con 4); los 5 perfiles restantes tienen 1 estudiante cada

uno.

Estudio longitudinal en el Ciclo Superior de E.G.B.

Los estudiantes de cada grupo evaluado han tenido el mismo profesor de Matematicas
en los 3 cursos del Ciclo Superior, por lo que la ensefianza ha sido continua a lo largo del
Ciclo, sin los desajustes (omisiones o repeticiones de contenidos) usuales debidos al cambio
de profesor. El profesor del grupo evaluado en 6°, 7° y 8° ha sido diferente del profesor del

grupo evaluado en 7°y 8°.

Para realizar el segundo de los objetivos planteados en esta seccion, hay que observar la

adquisicion de los niveles de razonamiento por cada alumno en los distintos cursos en los que
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se le ha evaluado: En 6° 7°y 8° en un caso y en 7° y 8° en el otro. Las graficas del anexo VII

muestran esas comparaciones.

Como hemos visto en el apartado anterior, en los cursos de E.G.B. no hay presencia
significativa del tercer ni el cuarto nivel de razonamiento, por lo que centraremos nuestro
analisis de los resultados en los niveles 1 y 2. Las tablas 3.11 y 3.12 presentan un resumen

numérico de los resultados en estos cursos.

Nivel 1 Nivel 2
Adquis. Completa  7° | 17 5152) | 0 (0'00)
g8 | 19  (76'00) | O (0'00)
Adquis. Alta 713 (9'09) | 3 (9'09)
8 | 5 (20'00) | 1 (4'00)
Adquis. Intermedia  7° | 3 909) | O (0'00)
8 | 1 (4'00) | 5 (20'00)
Adquis. Baja 7| 10 (3030) | 11 (33'33)
g | o (0'00) | 13 (52'00)
Adquis. Nula 710 (0'00) | 19  (57'58)
g | o (0'00) | 6 (24'00)
Media 7° | 71'92 alta [ 18'96  baja
8° | 89'80 compl. | 28'23 baja
Desv. Tipica 7° 29'94 18'41
8° 16'44 1522

Tabla 3.11. Resultados de la administracion del test en 7° y 8° de E.G.B.
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Tabla 3.12. Resultados de la administracion del test en 6°, 7° y 8° de E.G.B.

En cuanto a los perfiles de los estudiantes de estos cursos, estdn recogidos en la tabla
3.13. Si comparamos esta tabla con la 3.9, podemos apreciar que en E.G.B. no estan presentes
los perfiles correspondientes a las mejores formas de razonamiento. También se aprecia una
mejora en el nivel de razonamiento de los estudiantes a lo largo de los afios, como lo prueba

que el porcentaje de estudiantes con los perfiles de razonamiento superiores va creciendo al ir

Nivel 1 Nivel 2
6° 19 (26'47) | O (0'00)
Adquis. Completa  7° | 15 51'72) | 0 (0'00)
8 | 17  (62'96) | 0 (0'00)
6° (20'59) | O (0'00)
Adquis. Alta 713 (10'34) | O (0'00)
8° (7741) | 0 (0'00)
6| 10 (2941) | 0O (0'00)
Adquis. Intermedia  7° | 2 (6'90) | 2 (6'90)
8 | 6 (22'22) | 2 (7'41)
6° | 7 (20'59) | 7 (20'59)
Adquis. Baja 7° 1 6 (20'69) | 7 (24'14)
8 |1 (3'70) | 12 (44'44)
6° |1 (2'94) | 27 (79'41)
Adquis. Nula 7° 1 3 (10'34) | 20 (68'97)
8 |1 (3'70) | 13 (48'15)
6° | 60'39 alta | 7'55 nula
Media 7° | 67'64 alta | 11'69  nula
8 | 78'83 alta | 1821 baja
6° 2626 8'54
Desv. Tipica 7° 34'41 13'03
8° 20'01 14'46

subiendo de curso.

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.



Continuidad y evaluacion de los niveles de razonamiento.

292

Grupo de 6°, 7°y 8° Grupo de 7°y 8°
Perfil 6° E.G.B.| 7°E.G.B.| 8° E.G.B.|| 7° E.G.B.| 8° E.G.B.

CA<BN 9 4
CISBN 7 7 20
C<BNN 26 45 56 42 52
A<BNN 21 10 7 9 20
I<BNN 29 7 22 9 4
B<BNN 21 21 4 27

NNNN 3 10 4

Tabla 3.13. Porcentajes (redondeados) de estudiantes de E.G.B. en cada perfil.

La cuestion principal que hay que analizar es si ha habido progreso en los niveles de
razonamiento de los estudiantes a lo largo de los 3 (2) afios observados. Para ello hemos
utilizado el test de Friedman (que analiza 3 6 mas! muestras emparejadas basandose en una
anova de 2 factores) para el grupo de 6°, 7°y 8°y el test de Wilcoxon (basado en un analisis
de las medias de 2 muestras emparejadas) para el grupo de 7° y 8°. Aunque al hacer analisis
globales de los cursos hemos utilizado todos los alumnos disponibles, en estos dos analisis se
eliminan los estudiantes que han dejado de contestar el test en alguno de los cursos (el
programa de ordenador utilizado hace esta eliminacién automaticamente), por lo que las

muestras validas han sido de 25 estudiantes en cada grupo.

En ambos grupos se obtiene una diferencia global entre los cursos significativa para los
niveles de Van Hiele 1 (p<0'01 de una cola) y 2 (p<0'0005 de una cola). En cuanto a los
niveles 3 y 4, los grados de adquisicion de casi todos los estudiantes son cero, por lo que no
tiene sentido hacer ningin andlisis estadistico. Por lo tanto, a lo largo de los 3 (2) afios de 6°,
7°y 8° (7°y 8°) si ha habido un progreso significativo en la adquisicion de los niveles 1 y 2

pero no ha habido progreso significativo en la adquisicion de los niveles 3 y 4.

El andlisis de las correlaciones entre los grados de adquisicion obtenidos por los
estudiantes en los cursos sucesivos corrobora la conclusion anterior pues, como se observa en
la tabla siguiente, se obtienen en casi todos los casos valores altos del coeficiente de
correlacion de Spearman (tabla 3.14). Los valores mas bajos de este coeficiente corresponden

al primer nivel de razonamiento, cosa razonable ya que la mayoria de los estudiantes tienen

1 En Systat se puede usar el test de Friedman s6lo con 2 muestras. En el caso de 7°y 8°, el resultado es analogo

al del test de Wilcoxon.
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una adquisicion alta o completa de este nivel, por lo que el incremento a lo largo de los cursos

€S menor.
6° E.G.B. 7°E.G.B. 8° E.G.B.

Niv.1 Niv. 2 Niv.1 Niv. 2 Niv.1 Niv. 2
6° E.G.B. 1'000 1'000
7° E.G.B. 0'546 0'596 1'000 1'000
8° E.G.B. 0'455 0'693 0'329 0'634 1'000 1'000

7°E.G.B. 8°E.G.B.
Niv.1 Niv.2 Niv.3 Niv.1 Niv.2 Niv.3

7° E.G.B. 1'000 1'000 1'000
8° E.G.B. 0'691 0'755 0'834 1'000 1'000 1'000

Tabla 3.14. Matrices de coeficientes de correlacion de Spearman entre los grados de

adquisicion de cada nivel en afios sucesivos.

Otra cuestion que es util analizar es si hay diferencias significativas entre los distintos
grupos de cada curso (los 2 grupos de 7° 6 los 3 grupos de 8°); de existir, se puede pensar en
una diferencia de conocimientos o capacidad matematica entre los estudiantes de los
diferentes grupos, en una metodologia diferente de ensenanza, debido a que los profesores son

distintos, o a ambos factores.

En nuestro estudio no hemos podido llevar a cabo una comprobacién sobre posibles
diferencias iniciales en cuanto a conocimientos o capacidad matematica entre los estudiantes
de los diferentes grupos. Claramente, el andlisis que presentamos seria mas fiable si se
dispusiera de tal informacion. De todas maneras, tal como sefialamos en algin momento,
pretendemos mostrar un ejemplo de aplicaciones del método de evaluacion que proponemos,
y no generalizar los resultados que obtengamos de este andlisis a todo el colectivo de
estudiantes. Asi pues, asumimos la hipdtesis de que el conocimiento y las capacidades
iniciales de los alumnos son los mismos en todos los grupos. Ello conduce a que, en caso de
aparecer diferencias, éstas se deberian fundamentalmente a los diferentes profesores y, por lo

tanto, métodos de ensefianza.
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Para analizar la existencia de diferencias entre los grados de adquisicion de los niveles
de Van Hiele por los estudiantes de los 2 grupos de 7° de E.G.B. o de los 3 grupos de 8° de
E.G.B. que hemos testado, por tratarse ahora de muestras independientes hemos utilizado el
test de Mann-Whitney en 7° y el test de Kruskal-Wallis, extension del anterior, en 8°. Los

resultados obtenidos son los siguientes:

- No hay diferencia significativa (p>0'05 de dos colas) entre los 2 grupos de estudiantes

de 7° de E.G.B. en ningun nivel de razonamiento.

- Si hay diferencia significativa entre los 3 grupos de estudiantes de 8° de E.G.B. en los
niveles 1 (p<0'0005 de dos colas) y 2 (p<0'05), pero no la hay en los niveles 3 ni 4 (p>0'1).
Estas diferencias se deben al grupo testado en 1992, cuyas medias de los grados de
adquisicion de dichos niveles son significativamente inferiores a las de los grupos de 8° de los
anos 1990 y 1991.
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CAPITULO 4: RESUMEN FINAL Y CONCLUSIONES

En esta memoria hemos presentado varias contribuciones originales que afectan al
modelo de razonamiento de Van Hiele. Las podemos dividir en dos partes, que corresponden
a los contenidos de los capitulos 2 y 3, respectivamente: A) Una contribucion a la aplicacion
del Modelo de Van Hiele a la ensefianza de la Geometria, mediante el disenio de una unidad
de ensefianza de las Isometrias del Plano, y B) una contribucion al desarrollo de la
metodologia de investigacion sobre el Modelo de Van Hiele, mediante la caracterizacion del
proceso continuo de adquisicion de un nivel de razonamiento y la definicion de un método

para determinar el grado de adquisicion de los niveles de Van Hiele por los estudiantes.

A) Como aportaciones practicas, en esta memoria hemos dedicado un capitulo a
desarrollar una propuesta concreta de ensefianza de las Isometrias del Plano, basada en el
Modelo de Van Hiele y siguiendo las secuencias de los niveles de razonamiento y las fases de

aprendizaje propuestas en este modelo.

En el capitulo 2 hemos expuesto nuestra vision particular sobre la forma de considerar
las fases de aprendizaje de Van Hiele, que facilitan la organizacion de secuencias concretas de
ensefianza. Hemos traducido a la realidad escolar las ideas expuestas en el modelo, puestas en
practica mediante la presentacion detallada de una unidad de ensefianza formada por tres
partes, centrada cada una de ellas en la ensefanza de las traslaciones, los giros y las simetrias,

respectivamente.

Cada una de estas partes esta dividida en bloques de actividades correspondientes a los
niveles 1, 2 y 3 de Van Hiele y, a su vez, organizados de acuerdo con la secuencia de fases de
aprendizaje. El resultado final son conjuntos de actividades, cada uno de los cuales tiene
planteados sus objetivos especificos, que guardan una estrecha relaciéon con el nivel de
razonamiento y la fase de aprendizaje correspondiente para los que estan disefiadas las

actividades.
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Otro aspecto de esta unidad en el que se refleja la influencia del Modelo de Van Hiele es
la relacion entre las diferentes isometrias durante su ensefianza: En las actividades del primer
nivel de razonamiento, traslaciones, giros y simetrias se presentan como movimientos
completamente independientes de los demads. Pero en las actividades del segundo nivel se
presentan las relaciones bésicas entre los tres movimientos, trabajo que se completa en las
actividades del tercer nivel, que estudian con detalle las relaciones 16gicas entre las isometrias
0 sus composiciones. De esta manera se sientan las bases para poder construir y entender la
estructura algebraica del conjunto de las [sometrias del Plano, trabajo que, por su complejidad
y abstraccion, se debe completar cuando los estudiantes estén avanzando en la adquisicion del

cuarto nivel de razonamiento.

B) Como aportaciones mas tedricas, en el capitulo 3 hemos presentado algunas

reflexiones sobre diversas componentes centrales del Modelo de Van Hiele:

- Sobre la continuidad en la adquisicion de los niveles de razonamiento, hemos partido
de la idea de que la adquisicion de un nivel de razonamiento es un proceso continuo que se
prolonga en el tiempo y nuestra aportacion ha consistido en proporcionar una interpretacion
de dicho proceso en términos del Grado de Adquisicion de cada uno de los niveles. Esto
supone un gran giro respecto a las visiones anteriores, en las que sélo se tenian en cuenta los
estudiantes que mostraban un razonamiento homogéneo y uniforme, coherente con un

determinado nivel de Van Hiele.

- Por lo que respecta a la evaluacion del nivel de razonamiento de los estudiantes, la
propuesta que formulamos permite traducir las actuaciones de los estudiantes en términos de
consolidacion de los niveles de razonamiento. A través de los Tipos de Respuesta, podemos
analizar las respuestas de los estudiantes a cualquier test (oral o escrito) de respuesta libre, lo
cual incrementa en gran medida la objetividad y la precision de la evaluacion respecto a los
métodos anteriores, los cuales tenian como unico objetivo asignar el nivel al que

correspondiera el razonamiento predominante de los estudiantes.

- Como complemento a las propuestas anteriores, la forma de disefiar items escritos que
sugerimos es también una idea original, que consigue acercar la estructura escrita a la oral,
con el consiguiente incremento de informacidon que se puede obtener sobre el razonamiento de

los estudiantes a partir de sus respuestas.

- Finalmente, hemos aplicado las ideas resumidas en los parrafos precedentes mediante
su utilizacion en dos situaciones en las que se muestran de forma practica dicha ideas: El
analisis de la evolucion del razonamiento de estudiantes desde 6° de E.G.B. hasta C.O.U. y el

seguimiento del razonamiento de dos grupos de estudiantes durante varios cursos del Ciclo
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Superior de E.G.B.; en concreto hemos evaluado el nivel de razonamiento de un grupo al
finalizar 6°, 7° y 8° de E.G.B. y del otro grupo al finalizar 7° y 8° de E.G.B. Los datos
obtenidos indican que los estudiantes mejoran en su nivel de razonamiento a lo largo del
Ciclo Superior de E.G.B. y la Ensefianza Media, pero que esta mejora es mucho menor de lo
que seria deseable, pues al terminar C.O.U. son pocos los estudiantes que han adquirido
completamente el segundo nivel de Van Hiele y muchos menos los que muestran siquiera una
adquisicion baja del tercer nivel. No obstante, no hemos pretendido generalizar los resultados

obtenidos a los niveles educativos correspondientes, puesto que la finalidad no era ésta.

Resumiendo lo anterior, pensamos que en esta tesis doctoral se contemplan ideas
originales que pueden afectar positivamente a la comprension del Modelo de Van Hiele y a su
aplicacion, las cuales suponen un paso hacia adelante en las herramientas de que se disponen

como material para mejorar la educacion matematica.

Trabajo futuro

No obstante, somos conscientes del trabajo que queda por hacer y de las carencias o

defectos de las propuestas que presentamos. Algunas propuestas para un trabajo futuro son:

- Implementar suficientes actividades para la ensefianza de las Isometrias del Plano, a
partir de los modelos de ejercicios que se proponen en esta tesis, de manera que constituyan la

unidad de ensefianza para aplicar en las aulas de Ensefianza Primaria y Secundaria.

- Disefiar unidades de ensefianza sobre otros temas tomando como fundamento el los

niveles de razonamiento y las fases de ensefianza del Modelo de Van Hiele.

- Usar el método de evaluacion que proponemos para hacer estudios sobre el nivel de
razonamiento matematico de colectivos de estudiantes (comparaciones entre distintos
colectivos, progreso de los mismos individuos, ...). Esto, de hecho, ya ha empezado a
realizarse, pues sabemos de estudiantes de doctorado de varios paises que han utilizado o

estan utilizando dicho método de evaluacidn en sus investigaciones.

- Estudiar la conveniencia o no de modificar alguno de los Tipos de respuesta definidos
en el capitulo 2. Asimismo, analizar qué valores de porcentaje son los mas adecuados para la

ponderacion de los diferentes Tipos de respuesta.

- Disefiar tests escritos de respuesta libre para evaluar el nivel de razonamiento de los
estudiantes en distintos campos o conceptos geométricos. Estos tests deben cumplir los

requisitos de fiabilidad y validez y deben ser comodos de administrar a colectivos grandes.
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ANEXO 1V: ITEMS USADOS PARA EVALUAR EL GRADO DE
ADQUISICION DE LOS NIVELES DE VAN HIELE (6° DE E.G.B.

A C.0.U.).



ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlV -1

Polig. Item P3 (1-2)

En las siguientes figuras,
pon una P dentro de las que son poligonos,

pon una X dentro de las que no son poligonos,

ponuna T dentro de las que son tridngulos, y
pon una C dentro de las que son cuadrilateros.

Si es necesario, puedes escribir varias letras en cada figura.

AR N

Escribe los nimeros de las figuras que no son poligonos y explica, para cada una de ellas, por

qué no son poligonos.

Escribe los numeros de las figuras que son tridngulos y explica, para cada una de ellas, por

qué son tridngulos.

Escribe los niimeros de las figuras que son cuadrilateros y explica, para cada una de ellas, por

qué son cuadrilateros.

(Es un poligono la figura 8? ;Por qué?

(Es un triangulo la figura 2? ;Por qué?
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlIV -2

Polig. Item P5 (1-2)

En los siguientes poligonos pon una R dentro de los regulares, una | dentro de los irregulares,
una V dentro de los concavos y una X dentro de los convexos. Si es necesario, puedes

poner varias letras en cada figura.

Explica para cada una de las figuras numeros 2, 4, 5 y 7 por qué le has puesto esas letras (o

por qué no has escrito ninguna):

Figura 2:

Figura 4:

Figura 5:

Figura 7:
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AIV -3

Polig. Item P7.1 (1-3)

A) Escribe todas las propiedades importantes comunes a los cuadrados y los rombos:

Escribe todas las propiedades importantes que cumplen los cuadrados pero no los

rombos:

Escribe todas las propiedades importantes que cumplen los rombos pero no los cuadrados

B) Escribe todas las propiedades importantes comunes a los tridngulos equilateros y los

triangulos acutangulos:

Escribe todas las propiedades importantes que cumplen los triangulos equiléteros pero no

los triangulos acutangulos:

Escribe todas las propiedades importantes que cumplen los tridngulos acutdngulos pero no

los triangulos equilateros:
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlV -4

Polig. Item P12 A (1-2)

Aqui ves una figura (un rombo). Haz una lista con todas las propiedades de la figura que

puedas encontrar (si quieres, puedes dibujar para explicar las propiedades).

Aqui ves otra figura. Haz una lista con todas las propiedades de la figura que puedas encontrar

(si quieres, puedes dibujar para explicar las propiedades).
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AIV -5

Polig. Item P15.1 (2-4)

Recuerda que una diagonal de un poligono es un segmento que une dos vértices no

consecutivos del poligono.

(Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados? Demuéstralo.

(Habias estudiado ya ese resultado con anterioridad?
En caso afirmativo, ;te acordabas de la forma de realizar la demostracion? (contesta so6lo si o

no).
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlIV -6

Polig. Item P15.2 (2-4)

Completa estos enunciados:

En un poligono de 5 lados la cantidad de diagonales que se pueden
trazar desde cada vértice es . . . . .y la cantidad total de
diagonaleses . . . . .

En un poligono de 6 lados la cantidad de diagonales que se pueden
trazar desde cada vértice es . . . . .y la cantidad total de
diagonaleses . . . . .

En un poligono de n lados la cantidad de diagonales que se pueden trazar desde cada vértice

Justifica tu respuesta.

Utilizando la respuesta a la pregunta anterior, calcula la cantidad de diagonales que tiene un
poligono de n lados. Demuestra tu respuesta.
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlIV -7

Polig. Item P17 A.1 (2-4)

Trata de demostrar que la suma de los angulos de cualquier tridangulo acutangulo es 180°.
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlIV -8

Polig. Item P17 A.2 (2-3)

Propiedad: Cuando hay dos rectas paralelas cortadas por una

transversal, H/"/< A
Los angulos alternos internos son iguales entre si (En la figura, G B
B=F; G=C). P AL
Los angulos alternos externos son iguales entre si (En la figura, E %
A=E; D=H).

Los angulos opuestos por el vértice son iguales (En la figura, A
=G, B=H,C=EyF=D).

~/ r

Teniendo en cuenta la figura de la derecha (la recta r es paralela a la /\

base del triangulo) y las propiedades anteriores, demuestra

que la suma de los angulos de cualquier triangulo acutangulo
es 180°.
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AlIV -9

Polig. Item P17 B (2-3)

Aqui tienes una demostracion completa de que la suma de los angulos de cualquier triangulo
acutangulo es 180°; leela y trata de entenderla:

~ A

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

* La suma que debemos calculares R+ M + T (figura 1).

* Trazamos una paralela a la base del tridngulo por el vértice opuesto R (figura 1).
Prolongando uno de los lados, tenemos dos rectas paralelas cortadas por una transversal,
por lo que T =t (angulos alternos internos; figura 2).

* Prolongando el otro lado, tenemos de nuevo dos lineas paralelas cortadas por una
transversal, por lo que M =m (4ngulos alternos internos; figura 3).

* Por lo tanto, R+ M+T=R+m+t=180° ya que forman un angulo llano (figura 4).

Acabas de ver una demostracion de que la suma de los angulos de un triangulo acutangulo es
180°.
(Es cierta la propiedad de que la suma de los angulos de un triangulo rectdngulo es 180°?

Demuestra tu respuesta (puedes seguir escribiendo por detras de la hoja).

Di cuanto vale la suma de los angulos de un triangulo obtusangulo: Exactamente 180°, mas

de 180°, o menos de 180°. Demuestra tu respuesta.
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ftems para la evaluacién de los estudiantes de 6° de E.G.B. a C.0.U. AIV - 10

Polig. Item P19 (2-4)

1) Demuestra que las dos diagonales de cualquier rectangulo tienen la misma longitud.

2) La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al

segmento que pasa por el punto medio de ese segmento (en la

& B

figura ves la mediatriz del segmento AB).

Demuestra que cualquier punto de la mediatriz equidista (esta a la

misma distancia) de los dos extremos del segmento.
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Polig. Item P24 (3-4)

Se suele definir paralelogramo como un cuadrildtero convexo con los lados paralelos dos a

dos.

(Se puede definir también paralelogramo como un cuadrilatero convexo en el que la suma de

cualquier par de angulos consecutivos es 180°?

Justifica tu respuesta (en caso de que tu respuesta sea afirmativa, demuestra que las dos

definiciones son equivalentes).

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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ANEXO V: DESCRIPTORES DE LOS ITEMS

En las paginas siguientes incluimos, para cada item de los tests administrados en el
estudio longitudinal, la relacion completa de los descriptores utilizados en la asignacion de

nivel de razonamiento y tipo de respuesta a las contestaciones de los estudiantes.

Las columnas de la derecha ("justificacion" y "ejemplo") tienen como finalidad facilitar
la lectura, explicando los motivos por los que hemos hecho tal asignacion de nivel y tipo y
presentando ejemplos reales de respuestas extraidas de los grupos de estudiantes analizados

en esta memoria.

En algunos casos, el motivo de la asignacion esta suficientemente claro, por lo que

hemos dejado en blanco la correspondiente celda de la columna de justificaciones.

En otros casos, no hemos encontrado ninguna respuesta de los estudiantes testados que
corresponda a un descriptor, por lo que hemos dejado en blanco la correspondiente celda de la
columna de ejemplos. No obstante, hemos incluido estos descriptores en la lista con el fin de

dar una vision completa de las posibilidades de evaluacion de las respuestas.

Cuando a un descriptor se le asocian varios tipos de respuesta, la eleccion entre uno u
otro debe hacerse teniendo en cuenta la tabla 3.2, dependiendo de la calidad matematica de la
respuesta (por ejemplo si la asignacion de tipos es "5, 6, 7"), de la perfeccion en el uso del
nivel de razonamiento asignado (por ejemplo si la asignacion de tipos es "2, 5"), o de ambos

factores (por ejemplo si la asignacion de tipos es "<6").
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I TEM P3 (niveles 1 y2)

Descriptor Nivel [ Tipo Justificacion Ejemplo
A1) Hace una sola clasifica- 2 2,3 Identifica asi las figuras: 1 — T; 2 — C;
cion de cada figura, acompaiia- 3-C4—-X5—-X6—=>X7—->C; 8—>P;
da de justificaciones de nivel 2. 9 — T. Y justifica que 2 no es tridngulo porque
tiene cuatro angulos y cuatro lados y para ser
triangulo deberia tener tresladosy tres angulos.
A2) Hace dos clasificacio- 2 5,6,7 Identifica asi las figuras: 1 — P,T;, 2 = P;
nes de cada figura, acompafia- 3—-PC4—->X5—>X6—>X 7—=PC
das de justificaciones de nivel 8 — P; 9 — P,T. El criterio para la seleccion de
2. los triangulos es que tengan tres lados y tres
angulos.
B) Contesta s6lo a la -- 1 La respuesta puede haberse El ejemplo esta contenido en el descriptor.

primera parte del item, o sea,
realiza las asignaciones a las
figuras, pero no da

explicaciones.

basado en la forma de las
figuras (nivel 1) o en sus
propiedades matematicas

(nivel 2).

Adela Jaime.
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C) Dominan las explicacio-
nes visuales. Si hay alguna jus-
tificacion ~ matematica, es

puntual e incorrecta.

2,3

Identifica asi las figuras: 1—T; 2 —=T,;
3—C; 4 — X [P esta tachado]; 5—P; 6 =T,
7— C; 8 = C [C esta tachado]; 9 — T. Explica
que no son poligonos 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9 porque
son de distinta forma. Son triangulos 1, 2, 6, 9
porguetienen treslados. Son cuadrilateros 3, 7,
4 porque tienen cuatro lados. La 8 no es
poligono porque no se pareceanada. La 2 sies
triangulo porque se parece a algo.

D) Explicacion de nivel 2 y
no se identifica la figura 2
como cuadrilatero, o se
identifica la figura 6 como

triangulo.

2,5

Identifica asi las figuras: 1 — T,P; 2 — P;
3—-PC 4—-X,5—-P;6 =X 7—P,C
8 = X; 9 — P,T. El criterio de seleccion de los
cuadrilateros es: 3 — linea cerrada, cuatro lados
y cuatro angulos iguales (cuadrado); 7 — linea
cerrada, cuatro lados y cuatro angulos (rombo).
La justificacion de que 2 no es tridngulo es que
tiene cuatro lados.

Adela Jaime.
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E) Justificaciones de tipo 1 5,7 La utilizacion de vocabula- Hace una clasificacion doble correcta. La
matematico,  referentes a rio matematico obedece a que | justificacion de que las figuras 4, 5, 6 y 8 no son
numero e igualdad de lados y/o se ha oido en ¢l aula, pero no a | poligonos es porgue no tienen todos los lados.
angulos, existiendo claras su comprension o aplicacion. | La justificacion de que 1 y 9 son triangulos es
inconsistencias entre lo que se El criterio real de clasificacion | porque tienen los tres angulos iguales. Los
afirma y la realidad. del alumno se basa en la visién | cuadrilateros no los justifica.

A veces se incluye en algin global de la figura.
apartado una justificacion
visual.

ITEM P5 (niveles 1y 2)
Descriptor Nivel [ Tipo Justificacion Ejemplo
Al) Se hace una sola 2 2,3 Marca asi los poligonos: 1—1; 2 = R;

clasificacion de las figuras y se
utiliza un solo atributo de la

regularidad (lados o angulos).

3-R4—-R 5—1,6—1; 7— R Justifica
los poligonos regulares porque todos los lados

son iguales y los irregulares porque los lados
son desiguales.

Adela Jaime.
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A2) Se hace una sola clasi-
ficaciones de las figuras y se
utilizan los dos atributos de la

regularidad.

4,5,6

Marca asi los poligonos: 1—1; 2 = R;
3 R4—-=R5—=R 6—1; 7—=R Justifica
que los poligonos 2 y 4 son regulares porque sus
lados son iguales y sus angulos también.
Justifica que el poligono 5 es regular porque sus
lados no son iguales, pero sus angulos si.

A3) Se hacen dos clasifica-
ciones de las figuras y se
utiliza un solo atributo de la

regularidad.

4,5,6

Marca asi los poligonos: 1 — |,X; 2 = R)V;
3—-=RX;4—=RX;5—=1,X;6—=1,V; 7—= X\V.
Justifica siempre la regularidad o irregularidad
porque tiene/no tiene todos los lados igual es.

A4) Se hacen dos clasifica-
ciones de las figuras y se

utilizan los dos atributos de la

4,5,
6,7

Se hace una clasificacion doble, correcta, en
las figuras y las justificaciones son: 2 — L,V

porque tiene angul os obtusos, luego es irregular

regularidad. y céncavo. 4 — R, X porqgue todos los angulosy
lados son iguales. 5 — LX porque no son
iguales los lados. 7 — LV porque no son
iguales los angulos ni los lados.
Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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B) Justificacion de la conca- | 1,2 Esta respuesta, por si sola, El ejemplo esta contenido en el descriptor.
vidad o convexidad basada en podria ser indicadora del nivel
el aspecto fisico del poligono I, pero se trata de una
(tiene lados, o vértices, "hacia propiedad especial. Por lo
dentro" o "hacia fuera"). tanto, hay que evaluar ésta
respuesta junto con las otras
del item, dependiendo el nivel
asignado de si el resto de
respuestas reflejan el nivel 1 6
2.
C) Se hace la clasificacion -- 1 La respuesta puede haberse El ejemplo esta contenido en el descriptor.
de las figuras pero no se basado en la forma de las
justifica. figuras (nivel 1) o en sus
propiedades matematicas
(nivel 2).
D) Respuesta del tipo "la 1 2a7 Se pone de manifiesto un El ejemplo esta contenido en el descriptor.

figura n° 3 es regular porque
los hexagonos son (suelen ser)

poligonos regulares".

conocimiento superficial de los
poligonos, pues las propieda-
des estan asociadas al nombre
de la familia. Por lo tanto la

vision del poligono es global.

Observaciones al item P5:

Adela Jaime.
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A veces los estudiantes confunden los términos "concavo" y "convexo". No se debe tener en cuenta este error ya que solo es una
cuestion de memoria.
Los alumnos de nivel 1 no podran justificar la regularidad, pues este concepto requiere manejar elementos de los poligonos (igualdad

de lados y/o angulos).
ITEM P7.1 (niveles 1 a 3)
Descriptor Nivel | Tipo Justificacion Ejemplo

Al) Hay un predominio de 1 5,6,7 Como propiedades comunes a cuadrados y
las  propiedades  visuales, rombos se dan: Tiene cuatro lados; los lados son
aunque también hay referencia agudos, cambiando de sentido parecen un
al nimero de lados y/o angulos cuadrado. Como propiedades de los cuadrados,
y, puntualmente, a la igualdad pero no de los rombos: Su forma no es igual
o desigualdad de lados y/o hasta que no lo cambiamos. El resto del item no
angulos. se contesta.

no Se Ca%tﬂ_
00 &
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A2) Ademéas de hacer 2 4,5, Como propiedades comunes a cuadrados y
referencia a (des)igualdades de 6,7 rombos se dan: Lados paralelos, los lados
lados y/o angulos, se incluyen opuestos; 4 lados. Como propiedades de los
otras propiedades matematicas, cuadrados, pero no de los rombos: Lados
como paralelismo, diagonales, perpendiculares y paralelos los lados opuestos,
perpendicularidad,  simetria, perpendiculares los lados contiguos. Como
etc. propiedades de los rombos, pero no de los

cuadrados: Lados opuestos paralelos, los
angulos de los lados contiguos son suplementa-
rios.
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A3) Las propiedades enun- 2 2,3 Como propiedades comunes a cuadrados y
ciadas se refieren solo a (des)i- rombos, el estudiante da: 4 angulos, 4 lados.
gualdades y nimero de lados Como propiedades de los cuadrados, pero no de
y/o angulos. También puede los rombos, da: Todos los angulos son iguales,
que se enuncie alguna de 90°. Como propiedades de los rombos, pero
propiedad matematica, no de los cuadrados, da: [Angulos] iguales 2 a 2.
referente a diagonales, perpen-
dicularidad, paralelismo,
simetria, etc., pero
predominando las pimeras.

B) Las propiedades que | <3 2a7 Propiedades de los cuadrados, pero no de los

diferencian unas figuras de
otras indican una clasificacion
disjunta (lados, angulos o

diagonales desiguales).

rombos: 4 lados iguales; los 4 angulos iguales
(de 90°). Propiedades de los rombos, pero no de
los cuadrados: 2 angulos agudos y 2 obtusos; los
lados paralelos han de ser iguales.

Propiedades de los tridngulos equilateros,
pero no de los acutangulos: 3 lados iguales;, 3
angulos iguales. Propiedades de los triangulos
acutangulos, pero no de los equilateros: Lados
desiguales; 3 angulos desiguales.

Adela Jaime.
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C) Se enuncian so6lo propie-
dades comunes a los dos
poligonos, que se repiten en los
distintos apartados. Las

propiedades son matematicas.

2,3

Inicio de la comprension de
que las propiedades
matematicas son importantes
en la descripcion de los

poligonos.

En el apartado de propiedades comunes a
cuadrados y rombos, el alumno dibuja un
cuadrado y un rombo y escribe 2 veces, junto a
cada figura: Tienen 4 lados; sus lados son
iguales; sus lados se juntan. En los apartados de
propiedades de los cuadrados pero no de los
rombos y de propiedades de los rombos pero no
de los cuadrados, escribe lo anterior y, ademas:
La suma de los angulos no esla misma.

D) Analogo a C, pero las

propiedades empleadas son

visuales.

2,3

Adela Jaime.
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Descriptor

Nivel

Tipo

Justificacion

ITEM P12A (niveles 1y 2)

Ejemplo

Al) La lista de propiedades
matematicas sélo se refiere al
niumero de lados y/o angulos;
si hay madas propiedades, se
de la

observacion de

derivan simple

las figuras
(puede que descomponiéndo-
las) y son visuales, o hacen
referencia a igualdad de lados
y/o angulos, utilizada en algun
de

momento manecra

incorrecta.

Hay estudiantes que dicen
que el rombo tiene los angulos
iguales. Si ésta es el unica
propiedad incorrecta, asignar el

tipo 6.

5,6,7

Es

estudiantes que dicen que el

probable que Id

rombo tiene los angulos
iguales se fijen solamente en la
igualdad de los angulos
opuestos, que es mas visual,
pero no comparen los angulos

contiguos.

S

Un alumno dice del rombo: ES un poligono;
es un cuadrilatero; tiene todos sus lados iguales.
Y del octogono dice: Es un poligono; no tiene
sus lados iguales.

Otro ejemplo:

Un alumno dice del rombo: ES un poligono;
es un cuadrilatero; tiene 4 lados;, tiene 4
angulos; los lados miden lo mismo; los angulos
miden lo mismo. Y del octdégono dice: Es un
poligono; es un octdgono; tiene 8 lados; tiene 8
angulos; los lados miden lo mismo; los angulos
miden o mismo.

Adela Jaime.
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A2) La lista de propiedades
matematicas es corta pero
incluye alguna  propiedad
importante (igualdad, paralelis-
mo, perpendicularidad,
simetria, ...). La lista suele
estar formada por el numero de
lados y/o angulos y alguna

propiedad mas.

2,3

Esto refleja el paso del nivel
1 al 2: El estudiante ya es
consciente de que las propieda-
des visuales no sirven, pero no
es capaz de  encontrar
propiedades matematicas no
mostradas explicitamente por

la figura.

Un alumno dice del rombo: ES un
cuadrilatero; sus lados son iguales; es un
poligono; sus angulos dos a dos tienen los
mismos grados. Y del octégono dice: ES un
octégono; es un poligono; sus lados dos a dos
miden lo mismo [en el dibujo indica las medidas

de los lados].

A3) La lista de propiedades
matematicas incluye las pro-
piedades importantes (igual-
dad, paralelismo, perpendicula-

ridad, simetria, etc.).

5,6,7

Un alumno dice del rombo: angulo a =
angulo b; angulo ¢ = angulo d; los cuatro lados
miden lo mismo; €l lado 1 es paralelo al lado 2;
el lado 3 es paralelo al lado 4; tiene dos gjes de
simetria. Para el octdgono da una lista con

referencia al mismo tipo de propiedades.

Adela Jaime.
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I TEM P15 (niveles 2 a4)

Descriptor Nivel | Tipo Justificacion Ejemplo
Al) Se cuenta el numero de 2 2,3 En P15.1 hace los dibujos y en P15.2 solo
diagonales en algunos contesta a los dos primeros parrafos, sin genera-
ejemplos, pero sin llegar a lizar.
ninguna generalizacion. "\
4raN
X $ P E
b 20 5D
A2) Se cuenta el nimero de 2 5,6,7 En P15.2 obtiene la cantidad correcta de

diagonales en algunos

ejemplos, generalizando el

nimero de diagonales que

salen de cada vértice, pero sin
justificar el resultado o
basdndose en la relacion

numérica de los  casos

considerados.

diagonales desde cada vértice y el nimero total
de diagonales para el pentagono y el hexdgono.
Para un poligono de n lados afirma que la
cantidad de diagonales desde cada vértice es n-3,

siendo la justificacion: 5—-3 = 2; 9-3.

Adela Jaime.
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B1) Se cuenta el nimero de
diagonales en algunos
ejemplos, generalizando el
numero de diagonales que
salen de cada vértice, pero no
se generaliza o no se justifica
el nimero total de diagonales

de un poligono.

2,3

En P15.1 el alumno traza bien las diagonales
de uno de cada uno de los poligonos de 4 a 9
lados. Hace una tabla, pero no encuentra la

relacién numeérica.

En P15.2 responde bien a las preguntas
formuladas, escribe la formula correcta del
numero total de diagonales, pero no la justifica.
La justificacion que da para el ntimero de
diagonales desde un vértice es: Un poligono den
lados tiene n &ngulos. S tomamos un angulo
como punto de partida, los dos angulos que le
rodean no tendran diagonal con é. Entonces
serian - 2, pero como el angulo que tomamos no
tiene diagonal consigo mismo, seran - 3.

Adela Jaime.
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B2) Se cuenta el nimero de 3 5,6,7 En P15.1 dibuja todas las diagonales en un
diagonales en algunos poligono de 4 lados, uno de 5 y uno de 6, y
ejemplos, llegando a generali- escribe la férmula
zar el numero de diagonales n _ nin-1)(n-2)
del poligono, justificandola en (-1t~ (n-1)!

P15.2. En P15.2 generaliza el nimero de diagonales

desde cada vértice (n - 3) porque para cada
poligono e nuimero de diagonales que sale de
cada vertice es tres veces menos al nimero de
lados:

4-->1;, 5-->2;, 6-->3; 7--> 4,

Y generaliza: El numero total de diagonales
es n(n - 3) porque s para cada poligono salen
tres veces menos, para un poligono de n lados
saldréan n(n - 3) diagonales.

n lados; cada vértice (n - 3) diagonales. Total
diagonales n(n - 3).
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B3) Se cuenta el nimero de 2,5 No se cuenta bien y general- A partir de los dibujos deduce la formula n
diagonales en algunos mente algunos casos contradi- | lados= g diagonales, pero no la justifica.
ejemplos, llegando a generali- cen la formula propuesta.
zar mal el nimero de Tampoco se sabe qué es la
diagonales del poligono, pero diagonal o no se aplica la
se hacen mal los dibujos y/o no definicion correctamente. v
se justifica el resultado erroneo .
obtenido. Zdi

Qo :
vt = 4 din
4 lade g Lados
C) En PI5.1 se da un 2a7 En P15.1 dibuja poligonos de 3, 4, 5, 6 y 7

argumento formal para la
formula del namero total de

diagonales.

lados, dibuja sus diagonales y las cuenta. Escribe

n(n - 3)

la formula 5

y la justifica diciendo que
cada lado va a todos los vértices menos 2
consecutivos y a si mismo (n(n-3)). Luego como
los vértices se repiten, hay que dividirlo por 2.

En P15.2 también contesta bien, repitiendo la

demostracion anterior.

Adela Jaime.
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[ TEM P17A (niveles 2 a 4)

Descriptor Nivel | Tipo Justificacion Ejemplo

Al) En P17A.1, el estudian- 2 2,3
te dibuja un tridngulo
acutangulo, mide los angulos 6[0
interiores y los suma para

comprobar si suman 180°; en

P17A.2 hace lo mismo con el £0 &0
triangulo dado o con uno suyo.
El (los) triangulo(s) que El estudiante escribe al lado del dibujo: 60° +
dibuja puede(n) ser equilate- 60° + 60° = 180°
ro(s).

Si alguno de los triangulos

no es acutangulo, asignar el

tipo 2.
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A2) En P17A.1, el estudian- 2 5,6,7 60° 45 @
o . . 45°
te dibuja varios triangulos acu- 750
tangulos, en cada uno mide los 180° 1g°
angulos interiores y los suma %)
para comprobar si suman 180°. o
L 42 42°
Si deja P17A.2 en blanco, 88°
. . , 4 SC’ . 45°
asignar los tipos 5 6 6. 58 780°
Si alguno de los triangulos
no es acutangulo, asignar el El estudiante explica en P17A.1 que Siempre
tipo 5. gue se sumen todos los angulos de un triangulo

acutangulo resultara 180°.

En P17A.2 da explicaciones parecidas.

A3) En PI7A.1 el 2 2 El ejemplo esta contenido en el descriptor.
estudiante dice que los angulos
interiores de los triangulos
acutangulos miden 60° (o
dibuja un tridngulo no
equilatero y marca los angulos
con 60°). En P17A.2 hace lo

mismo o la deja en blanco.
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B) Respuesta del tipo "cada
angulo del tridngulo puede
medir lo que quiera, luego la
suma de sus angulos no sera
180°".

No es capaz de relacionar
unas propiedades con otras
(tamafio de un angulo y de
otro), luego no esta en el nivel
3. Tampoco aprovecha la
posibilidad de comprobar la
validez dibujando un ejemplo,
luego estd empezando a

adquirir el nivel 2.

El ejemplo esta contenido en el descriptor.

Adela Jaime.
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C) En P17A.1 se da una
respuesta del nivel 2 (se miden alo 30
uno o mas triangulos) y en B@O
PI7A.2 se hace una 130 P 67 ap
demostracion (la sugerida u
otra). En P17A.1 escribe junto al primer dibujo:
Acutangulo = lados agudos. No podra ser
ningun angulo = 90°, por lo que los 3 angulos
seran < 90°. Y junto al segundo dibujo: S un
[tri]angulo acutangulo lo divido en 2 de manera
gue me queden 2 triangulos rectangulos,
seguiran sumando 180°.
A <
<
o -
- A
/ N
En P17A.2 completa el dibujo dado y explica:
A + B + C + 180° por ser angulos
complementarios, por 1o que queda demostrado.
Adela Jaime.
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D) En P17A.1 se hace una 3 6,7
demostracion incorrecta de
nivel 3 6 4 y en PI7A.2 se
hace bien la demostracion

sugerida.

E) En P17A.1 no se hace 3 <6
nada coherente (o se deja en
blanco) y en P17A.2 se hace

una demostracion de nivel 3.

/

En P17A.1 hace el dibujo superior y en
P17A.2 completa el dibujo dado (inferior).

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Descriptor

Nivel

Tipo

[ TEM P17B (niveles2y 3)

Justificacion

Ejemplo

Al) El estudiante dibuja un
triangulo rectangulo y otro
obtusangulo, mide sus angulos
y los suma para comprobar si

suman 180°.

Si alguno de los triangulos
no es de la clase adecuada,

asignar el tipo 2.

2,3

90° 35

El estudiante escribe al lado del dibujo:56° +
90° + 34° = 180°

El estudiante escribe al lado del dibujo:20° +
20° + 140° = 180°

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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A2) El estudiante dibuja
varios triangulos rectangulos y
obtusangulos, mide sus
angulos y los suma para

comprobar si suman 180°.

Si alguno de los tridngulos
no es de la clase adecuada,

asignar el tipo 5.

5,6,7

Un ejemplo similar al del descriptor Al pero
con varios  triangulos  rectangulos vy
obtusangulos.

A3) El estudiante dice que
los angulos interiores de los
triangulos rectdngulos miden
90° y 45° (o dice algo parecido

para los obtusangulos).

q90°

El estudiante, junto al dibujo, explica que la
propiedad Si se cierta porque como siempre tiene
un angulo de 90°, los otros dos son de 45°.

A4) El estudiante dibuja un
tridngulo rectangulo y otro
obtusangulo e indica los grados
de cada angulo, pero no hace
mencion explicita de la suma

ni da ninguna explicacion.

El ejemplo esta contenido en el descriptor.

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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B) Se afirma que todos los
angulos de un triangulo rectan-
gulo (obtusangulo) miden (mas
de) 90°.

El estudiante conoce 13
propiedad caracteristica de
esos triangulos pero no la
aplica bien (posiblemente se
confunde porque los acutdngu-
los tienen todos los angulos
menores que 90°) ni considera
otras propiedades, como que,
al dibujar tridngulos, siempre

hay angulos agudos.

Para los triangulos rectangulos, un estudiante
dice: S cada lado de un triangulo mide 60° y
entre los tres suman 180° y s fuera un angulo
recto, cada lado 90° y entre los tres 270° (No

hace ningtn dibujo).

C) Respuesta basada en que
el aumento del valor de un
angulo produce un aumento en
la suma total.

O bien lo contrario: El
aumento del valor de un
angulo produce una disminu-
cion en el valor de la suma
total, "ya que los otros angulos

seran muy pequefios".

2,3

No aprovecha la posibilidad
de comprobar la validez
dibujando un ejemplo, luego
estd empezando a adquirir el

segundo nivel.

El estudiante, junto al dibujo, dice: No es
cierta, ya que en un tridngulo rectangulo
siempre la suma de sus angulos es menos de
180°, porque tiene menos grados que el
acutangulo. (90°)

En el caso del tridngulo obtusangulo, hace un
dibujo de un obtusangulo analogo al anterior y
dice: Vale mas de 180°, ya que tiene mas grados
en sus angulos que el acutangulo.

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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D) En P17A ha hecho su 2a7 El estudiante sabe que su
propia demostracion de nivel 3 demostracion es valida para
y ahora adapta esa todos los triangulos y sigue
demostracién a los triangulos usandola.
rectangulo y obtusangulo. El estudiante explica: Por la misma
demostracion anterior, A= C y D = 90°.
LasumadelostresD + B+ C = 180°
[
90° + B+ A= 180°
Para los tridngulos obtusdngulos da una
contestacion analoga.
E) Se adapta la demostra- 2,3 Esto indica que se es capaz El ejemplo esta contenido en el descriptor.

cion dada a una de las dos
clases de triangulo (rectangulo
u obtusangulo) pero no a la

otra clase.

de generalizar a una figura con
forma parecida a la dada pero

no a una bastante diferente.

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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ITEM P19 (niveles 2 a4)

Descriptor Nivel | Tipo Justificacion Ejemplo

Al) El estudiante dibuja una 2 2,3

figura apropiada en cada caso

y mide longitudes para A 9114
comprobar si es cierta la 55 55
propiedad.

El estudiante mide las diagonales del
rectdngulo que ha dibujado y los segmentos

desde A y B hasta la mediatriz.

A2) El estudiante dibuja 2 2,3 Las respuestas son andlogas al ejemplo del
varias figuras apropiadas en descriptor Al pero midiendo varios casos
cada caso y mide longitudes diferentes.

para comprobar si es cierta la

propiedad.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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contestada en el nivel N, con
tipo 5, 6 6 7, y la otra parte
esta contestada en el nivel
N+1, con tipo 5, 6 0O 7.

Evaluacion global.

B) Se justifica la igualdad a 3 2a7 I
partir de alguna propiedad de|{  ( } | o _ T ! - _ _ ]
la figura, pero de forma verbal. !
El estudiante hace el dibujo y explica: Al ser
los lados paralelos iguales y tener 2 ges de
simetria, tienen por fuerza que ser las 2
diagonalesiguales.
Su respuesta a la segunda parte del item es el
ejemplo del descriptor D2.
C) Se contesta bien una de | 2,3,4| 2,3 El ejemplo esta contenido en el descriptor.
las partes y la otra se contesta
mal o se deja en blanco.
D1) Una de las partes esta | N+1 4 El ejemplo esta contenido en el descriptor.

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Descriptores de los items.

D2) Una de las partes esta N 5,6 La respuesta del estudiante a la primera parte
contestada en el nivel N, con del item es el ejemplo del descriptor B.
tipo 5, 6 6 7, y la otra parte
estd contestada en el nivel
N+1, con tipo 2 6 3.

“\//

El estudiante hace el dibujo y explica: Para
poder formar el triangulo equilétero tienen que
ser iguales todos los lados, por lo tanto la
distancia esigual.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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ITEM P24 (niveles 3 a4)

Descriptor Nivel | Tipo Justificacion Ejemplo

A) Se demuestra formal- 4 2,3

mente s6lo una implicacion. £ A B

La demostracion del estudiante es: Los lados
son paralelosdosados. A=C; B=D

Por la regla del triangulo, D = E. Por lo
tanto A+ E = 180°, A+ D = 180° etc,
cualquier serie de angulos.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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B) Se particulariza a los 3
rectangulos. —
Z
La demostracion de este estudiante es: Puesto
gue son paralelos 2 a 2, los lados son
perpendiculares entre si y forman 90°, luego las
dos definiciones son equivalentes y verdaderas,
luego la suma de 2 angulos de 90 es siempre
180.
C) Se demuestra o se intenta 4 2a7
demostrar formalmente la
doble implicacion.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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ANEXO VI: TABLAS DE LOS GRADOS DE ADQUISICION DE
LOS ESTUDIANTES (6° A C.0.U.)

Curso: 6° de E.G.B.; Ano: 1990.

NOTA: Estos son los mismos estudiantes de los cursos de 7° de 1991 y 8° de 1992.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGB6- 1 16'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-2 26'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 3 65 Alta 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 4 100 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB6- 5 91'67 Completa 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 6 26'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-7 35 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- & 66'67 Alta 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-9 85 Completa 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 10 | 66'67 Alta 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB6- 11 | 66'67 Alta 16'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB6- 12 | 100 Completa 11'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 13 | 46'67 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 14 | 60 Intermedia | 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 15 | 3833 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 16 | 41'67 Intermedia | 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-17 | 5167 Intermedia | O Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 18 | 21'67 Baja 13'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 19 |83'33 Alta 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-20 | 26'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 21 | 46'67 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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EGB6-22 |91'67 Completa 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 23 | 66'67 Alta 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-24 | 5833 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-25 |50 Intermedia | 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-26 |60 Intermedia | 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6- 27 | 4833 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-28 | 100 Completa 20'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB6-29 | 66'67 Alta 32's  Baja 625  Nula 0 Nula
EGB6- 30 | 5833 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-31 |91'67 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB6-32 | 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB6-33 | 91'67 Completa 23'33  Baja 5 Nula 0 Nula
EGB6-34 | 100  Completa 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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AVI-3

Curso: 7°de E.G.B.; Ano: 1990.

NOTA: Estos son los mismos estudiantes del curso de 8° de 1991.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGB7-1 66'67 Alta 36'67 Baja 625  Nula 0 Nula
EGB7-2 100 Completa 21'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-3 100 Completa 10'83 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-4 93'33  Completa 11'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-5 100 Completa 38'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7- 6 33'33 Baja 333 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-7 100 Completa 17'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7- & 66'67 Alta 13'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-9 50 Intermedia | 7'5 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-10 | 9333 Completa 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-11 | 100 Completa 29'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-12 | 100 Completa 32'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-13 | 100 Completa 63'33  Alta 20 Baja 0 Nula
EGB7-14 |60 Intermedia | 10 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7- 15 3333 Baja 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-16 | 100 Completa 22'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7- 17 | 5833 Intermedia | 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7- 18 | 3333 Baja 333 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-19 | 100 Completa 75'83  Alta 0 Nula 0 Nula
EGB7-20 | 3333 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-21 |26'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-22 |100  Completa 61'67 Alta 3875 Baja 0 Nula
EGB7-23 |31'67 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-24 |75 Alta 14'17  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-25 | 9333 Completa 10'83 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-26 | 3333 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-27 | 100 Completa 13'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-28 | 100 Completa 10 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-29 |33'33 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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EGB7-30 |25 Baja 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB7-31 | 3333 Baja 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-32 | 100 Completa 28'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB7-33 | 100 Completa 20'83 Baja 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 7°de E.G.B.; Ano: 1991.

NOTA: Estos son los mismos estudiantes de los cursos de 6° de 1990 y 8° de 1992.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGB67-1 [3333 Baja 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-2 |3333 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-3 |9333 Completa 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-4 | 100 Completa | 4833 Intermedia |0 Nula 0 Nula
EGB67-5 | 66'67 Alta 20 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67- 6 |26'67 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-7

EGB67-8 | 100 Completa 11'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-9 | 100 Completa 14'17  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 10| 100 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67-11] 100 Completa 20'83  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67-12] 100 Completa 35 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67-13] 100 Completa 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 14] 100 Completa 40'83  Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB67- 15| 26'67 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 16| 33'33 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-17] 85 Completa 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 18] 40 Intermedia | 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 19

EGB67-20]91'67 Completa 7'5 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-21] 5833 Intermedia | 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 22

EGB67-23] 100 Completa 22'5 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67- 24125 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-25]66'67  Alta 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-26] 100 Completa 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-27] 15 Nula 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 28] 100 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67- 29

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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EGB67- 30

EGB67-31]66'67 Alta 24'17  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB67-32]6'67  Nula 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67-33|0 Nula 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB67- 3419333 Completa | 7'5 Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 8°de E.G.B.; Ano: 1990.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGBS8-1 100 Completa 35'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-2 100 Completa 66'67 Alta 12'5  Nula 0 Nula
EGBS- 3 100 Completa 20'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-4 100 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS- 5 100 Completa 13'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGBS- 6 100  Completa 65'83  Alta 375  Baja 0 Nula
EGBS8-7 100 Completa 88'33  Completa 57'5  Intermedia |0 Nula
EGBS8- & 100 Completa 25'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB8-9 [66'67 Alta 10'83  Nula 0 Nula 0 Nula
EGBS8-10 | 100 Completa 24'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-11 | 3333 Baja 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS&- 12 | 100 Completa 24'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-13 | 100 Completa 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8- 14 | 100 Completa 25'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-15 | 100 Completa 24'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-16 | 100 Completa 38'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8- 17 | 66'67 Alta 22'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS&- 18 | 100 Completa 24'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-19 | 100 Completa 31'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-20 | 100 Completa 26'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB8-21 | 100  Completa 45 Intermedia | 31'25 Baja 0 Nula
EGBS§-22 | 100 Completa 56'67 Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB8-23 | 66'67 Alta 10 Nula 0 Nula 0 Nula
EGBS8-24 | 100 Completa 17'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-25 | 100 Completa 32'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-26 | 100 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-27 | 100 Completa 27'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-28 | 100 Completa 15'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGBS8-29 | 100 Completa 71'67  Alta 25 Baja 0 Nula
EGBS&- 30 | 9333 Completa 32'5  Baja 25 Baja 0 Nula
EGBS8-31 | 100 Completa 15'83 Baja 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 8°de E.G.B.; Ano: 1991.

NOTA: Estos son los mismos estudiantes del curso de 7° de 1990.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGB78-1 | 100 Completa 35'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-2

EGB78-3 | 100 Completa 15 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78-4 9333 Completa 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78-5 | 100 Completa 27'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 6

EGB78-7 | 100 Completa 29'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 8

EGB78-9 |66'67 Alta 12’5 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78-10] 100 Completa 18'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-11] 100 Completa 28'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 121 100 Completa 41'67 Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB78-13] 100 Completa 55 Intermedia | 5 Nula 0 Nula
EGB78- 1419333 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 15] 66'67 Alta 22'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-16] 100 Completa 45 Intermedia | O Nula 0 Nula
EGB78- 17

EGB78- 18] 100 Completa 26'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 19

EGB78- 20

EGB78-21]66'67 Alta 23'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-22]100  Completa 66'67 Alta 12’5 Nula 0 Nula
EGB78-23]66'67 Alta 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-24]9333 Completa 27'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78-25] 100 Completa 17’5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB78- 26| 66'67 Alta 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78- 27

EGB78-28]91'67 Completa 10 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78- 29

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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EGB78- 301 40 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB78-31] 100 Completa 54'17 Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB78- 321 100 Completa 42'5 Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB78-33] 100 Completa 31'67 Baja 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 8°de E.G.B.; Aino: 1992.

NOTA: Estos son los mismos estudiantes de los cursos de 6° de 1990 y 7° de 1991.
Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
EGB678- 1
EGB678-2 | 5833 Intermedia |3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678-3 |91'67 Completa 13'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678-4 | 100 Completa 5833 Intermedia | 5 Nula 0 Nula
EGB678-5 | 100 Completa 40 Intermedia | 0 Nula 0 Nula
EGB678- 6 | 5833 Intermedia | 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678-7
EGB678-8 | 100 Completa 31'67 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678-9 19333 Completa 22'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 101 100 Completa 27'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678-11]100  Completa 10 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 121100  Completa 32'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 13
EGB678- 14| 66'67 Alta 33'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 1519167 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678-16]93'33 Completa 10'83 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678-17] 60 Intermedia | 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 1819333 Completa 15'83 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 191 86'67 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678-20]93'33 Completa 7'5 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 21
EGB678-22|41'67 Intermedia | 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678-23]0 Nula 333 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 24| 3333 Baja 0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 25
EGB678- 2619333 Completa 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 2719333 Completa 7'5 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 28] 60 Intermedia | 24'17 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 29

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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EGB678- 30

EGB678- 311 100 Completa 37'5  Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 32| 5833 Intermedia |0 Nula 0 Nula 0 Nula
EGB678- 3319333 Completa 33'33 Baja 0 Nula 0 Nula
EGB678- 34| 68'33 Alta 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 1° de B.U.P.: Afo: 1990.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
BUPI1-1 93'33  Completa 23'33  Baja 6'25  Nula 0 Nula
BUPI1-2 100 Completa 53'33 Intermedia | 1125 Nula 0 Nula
BUPI1-3 100 Completa 79'17 Alta 70 Alta 50 Intermedia
BUP1-4 33'33 Baja 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI-5 66'67 Alta 30 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-6 33'33 Baja 35'83 Baja 625  Nula 0 Nula
BUP1-7 100 Completa 50 Intermedia | 25 Baja 0 Nula
BUPI1- 8 66'67 Alta 18'33 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-9 66'67 Alta 36'67 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-10 | 66'67 Alta 4833 Intermedia |5 Nula 0 Nula
BUPI1-11 |66'67 Alta 59'17 Intermedia | 1125 Nula 0 Nula
BUPI1-12 | 3333 Baja 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI1- 13

BUPI- 14 | 100 Completa 40 Intermedia | 6'25 Nula 0 Nula
BUP1- 15 |33'33 Baja 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI1-16 | 100 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-17 |9333 Completa 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1- 18 | 66'67 Alta 10'83  Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI1-19 | 3333 Baja 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-20 |9333 Completa 27'5  Baja 0 Nula 0 Nula
BUP1-21 |86'67 Completa 28'33 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-22 |33'33 Baja 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-23 | 66'67 Alta 29'17 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-24 |66'67 Alta 45 Intermedia | 18'75 Baja 0 Nula
BUPI1-25 |33'33 Baja 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI1-26 | 3333 Baja 12'5  Nula 0 Nula 0 Nula
BUP1-27 [|66'67 Alta 15'83 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-28 | 3333 Baja 15'83 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP1-29 | 3333 Baja 3'33 Nula 0 Nula 0 Nula
BUPI1-30 |33'33 Baja 333 Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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BUP1-31 [ 100  Completa 62'5  Alta 30 Baja 50 Intermedia
BUPI1-32 | 3333 Baja 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUPI1-33 |91'67 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP1-34 |66'67 Alta 10 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP1-35 | 100 Completa 41'67 Intermedia | 20 Baja 0 Nula
BUP1-36 | 5833 Intermedia | 6'67 Nula 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 2° de B.U.P.: Afo: 1990.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
BUP2- 1 66'67 Alta 33'33 Baja 625  Nula 0 Nula
BUP2-2 66'67 Alta 46'67 Intermedia | 25 Baja 10 Nula
BUP2- 3 66'67 Alta 40'83 Intermedia | 12'5  Nula 0 Nula
BUP2-4 100 Completa 67'5S  Alta 43'75 Intermedia | 0 Nula
BUP2- 5 66'67 Alta 45 Intermedia | 625  Nula 0 Nula
BUP2- 6 100 Completa 25 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-7 66'67 Alta 10'83  Nula 0 Nula 0 Nula
BUP2- 8 66'67 Alta 60 Intermedia | 32'S  Baja 0 Nula
BUP2-9 66'67 Alta 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2- 10 | 100 Completa 92'S  Completa 80 Alta 40 Intermedia
BUP2-11 | 100 Completa 35'83 Baja 6'25  Nula 0 Nula
BUP2-12 | 100  Completa 43'33  Intermedia | 31'25 Baja 0 Nula
BUP2- 13 | 100 Completa 26'67 Baja 6'25  Nula 0 Nula
BUP2- 14 | 100 Completa 69'17 Alta 50 Intermedia | 0 Nula
BUP2- 15 |3333 Baja 33'33 Baja 25 Baja 0 Nula
BUP2-16 |66'67 Alta 15 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP2- 17 |33'33 Baja 45'83 Intermedia | 18'75 Baja 0 Nula
BUP2- 18 | 100 Completa 88'33  Completa 50 Intermedia | 40 Intermedia
BUP2-19 | 100 Completa 3'33  Nula 0 Nula 0 Nula
BUP2-20 | 100 Completa 32'S  Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-21 | 100 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-22 | 100 Completa 20'83 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-23 | 100 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-24 | 100 Completa 34'17 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-25 |91'67 Completa 23'33  Baja 0 Nula 0 Nula
BUP2-26 | 100 Completa 36'67 Baja 625  Nula 0 Nula
BUP2-27 | 100  Completa 375 Baja 25 Baja 0 Nula
BUP2- 28 | 100 Completa 38'33 Baja 25 Baja 0 Nula
BUP2-29 | 100 Completa 54'17 Intermedia | 25 Baja 0 Nula
BUP2-30 | 100 Completa 31'67 Baja 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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BUP2-31 | 100  Completa 36'67 Baja 18'75 Baja 0 Nula
BUP2- 32 | 66'67 Alta 6'67  Nula 0 Nula 0 Nula
BUP2- 33 | 3333 Baja 45'83 Intermedia | 50 Intermedia | 0 Nula
BUP2- 34 |66'67 Alta 15 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP2- 35 | 100 Completa 39'l17 Baja 625  Nula 0 Nula
BUP2- 36 | 3333 Baja 19'17 Baja 0 Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: 3°de B.U.P.;: Afo: 1991.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
BUP3-1 50 Intermedia | 4 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-2 100 Completa 12 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-3 50 Intermedia | 8 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-4 100 Completa 23 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-5 100 Completa 8 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-6 87'5  Completa 48 Intermedia | 21 Baja 0 Nula
BUP3-7 100 Completa 80 Alta 20 Baja 0 Nula
BUP3- 8 50 Intermedia | 14 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-9 100 Completa 32 Baja 10 Nula 0 Nula
BUP3- 10 | 100 Completa 38 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-11 | 100 Completa 75 Alta 25 Baja 0 Nula
BUP3-12 | 100  Completa 80 Alta 20 Baja 0 Nula
BUP3-13 | 100 Completa 76 Alta 36 Baja 0 Nula
BUP3-14 | 100  Completa 80 Alta 35 Baja 0 Nula
BUP3- 15 | 100 Completa 25 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-16 | 100  Completa 81 Alta 56 Intermedia | 25 Baja
BUP3-17 | 100 Completa 20 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-18 | 100  Completa 76 Alta 25 Baja 0 Nula
BUP3-19 |50 Intermedia | 13 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-20 | 100 Completa 36 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-21 | 100 Completa 71 Alta 9 Nula 0 Nula
BUP3-22 | 100  Completa 39 Baja 10 Nula 0 Nula
BUP3-23 | 100 Completa 53 Intermedia | 16 Baja 0 Nula
BUP3-24 | 100 Completa 28 Baja 15 Nula 0 Nula
BUP3-25 | 100  Completa | 76 Alta 24 Baja 33'33 Baja
BUP3-26 | 100 Completa 13 Nula 0 Nula 0 Nula
BUP3-27 | 100 Completa 17 Baja 0 Nula 0 Nula
BUP3-28 | 100 Completa 87 Completa 40 Intermedia | 6'67  Nula

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Curso: C.0.U.; Ano: 1990.

Alumno Nivel 1 Nivel 2 Nivel 3 Nivel 4
COU-1 100 Completa 65 Alta 15 Nula 0 Nula
COu-2 50 Intermedia 31 Baja 0 Nula 0 Nula
COU-3 100 Completa 96 Completa 45 Intermedia | 8'33  Nula
COU-4 100 Completa 26 Baja 0 Nula 0 Nula
COU-5 50 Intermedia | 76 Alta 13 Nula 0 Nula
COU-6 100 Completa 49 Intermedia 10 Nula 0 Nula
COoOu-7 100 Completa 59 Intermedia | 40 Intermedia 0 Nula
COU-8 100 Completa 67 Alta 5 Nula 0 Nula
COU-9 100 Completa 96 Completa 70 Alta 41'67 Intermedia
COU-10 | 100 Completa 44 Intermedia | 19 Baja 0 Nula
COU-11 100 Completa 90 Completa 51 Intermedia | 8'33  Nula
COU- 12 100 Completa 48 Intermedia | 4 Nula 0 Nula
COU- 13 100 Completa 13 Nula 0 Nula 0 Nula
COU-14 |100  Completa 65 Alta 24 Baja 0 Nula
COU- 15 100 Completa 95 Completa 68 Alta 15 Nula
COU- 16 100 Completa 80 Alta 45 Intermedia | 0 Nula
COU- 17 100 Completa 37 Baja 5 Nula 0 Nula
COU-18 |100  Completa 91 Completa 34 Baja 0 Nula
COU-19 |100  Completa 59 Intermedia | 20 Baja 0 Nula
COU-20 100 Completa 80 Alta 56 Intermedia | O Nula
COU- 21 100 Completa 81 Alta 55 Intermedia | 0 Nula
COU-22 |100  Completa 55 Intermedia | 24 Baja 6'67  Nula
COU-23 100 Completa 66 Alta 16 Baja 0 Nula
COU-24 |100  Completa 44 Intermedia | 16 Baja 0 Nula
COU- 25 100 Completa 23 Baja 0 Nula 0 Nula
COU-26 |100  Completa 41 Intermedia | 36 Baja 833  Nula
COU-27 100 Completa 14 Nula 0 Nula 0 Nula
COU- 28 0 Nula 36 Baja 0 Nula 0 Nula
COU- 29 100 Completa 30 Baja 0 Nula 0 Nula
COU-30 100 Completa 16 Baja 0 Nula 0 Nula
COU- 31 100 Completa 41 Intermedia | O Nula 0 Nula

Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.




ANEXO VII: GRAFICAS DEL ESTUDIO LONGITUDINAL DE 6° A
8° DE E.G.B.




Graficas del Estudio Longitudinal de 6° a 8° de E.G.B. AVII -1

Graficas de los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele por los
estudiantes en 6° (afo 1990), 7° (afio 1991) y 8° (afo 1992) de E.G.B.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.
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Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.
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Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.
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Graficas de los grados de adquisicion de los niveles de Van Hiele por los
estudiantes en 7° (afio 1990) y 8° (afio 1991) de E.G.B.

Adela Jaime. El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del Razonamiento.
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Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.
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El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.
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Adela Jaime.

El Modelo de Van Hiele: Ensefianza de las Isometrias. Evaluacion del razonamiento.






