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Resumen

Como parte de una investigacion doctoral, cuyo objetivo es analizar el aprendizaje de la
demostracion en el contexto de la geometria tridimensional a través de problemas de construccion
resueltos en un ambiente de geometria dinamica, queremos estudiar el apoyo e impacto de las
intervenciones del profesor al conversar con un estudiante sobre las demostraciones elaboradas
por él. En este documento ilustramos la relevancia de las intervenciones dirigidas a profundizar en
las ideas del estudiante y guiar su trabajo cuando se presentan bloqueos. De esta forma resaltamos
la importancia de la gestion y participacion del profesor en el aprendizaje de la elaboracion de
demostraciones.
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Abstract

As part of a doctoral research, whose objective is to analyze the learning of proof in the context of
three-dimensional geometry through construction problems in a dynamic geometry environment, we
want to study the support and impact of the teacher’s interventions when he talks to the students
about the proofs elaborated by them. In this document we illustrate the relevance of interventions
aimed at deepening students’ ideas and guiding their work when blockages occur. We highlight the
importance of teacher’s management and participation in the learning of elaboration of the proofs.

Keywords: learning of proof, teacher support, 3-dimensional geometry, dynamic geometry,
construction problems

INTRODUCCION

Uno de los campos mas interesantes y desafiantes en didactica de las matematicas es el que tiene
que ver con aprender a demostrar (Marrades y Gutiérrez, 2000). De acuerdo con estos autores,
alcanzar este objetivo toma tiempo e involucra hacer frente a distintas problematicas de los
estudiantes al involucrarse en esta practica matematica. Esto ha hecho que la investigacion en esta
area se mantenga vigente, siendo una de sus lineas de trabajo la que estudia el apoyo de los
ambientes de geometria dinamica (AGD, en adelante) en el aprendizaje de la demostracion (en este
texto usaremos como equivalentes las expresiones aprender a demostrar y aprendizaje de la
demostracion).

Ya se ha documentado como los AGD influyen positivamente en aspectos de la demostracion como
la exploracion inicial, la formulacion de una conjetura y la validacion de esta (Sinclair y Robutti,
2013; Gutiérrez, 2005). La mayoria de los estudios en esta direccion han sido realizados en
contextos de geometria bidimensional, pero es muy diferente el trabajo en contextos de geometria
tridimensional (Gutiérrez y Jaime, 2015). Bajo esta premisa, hemos elaborado una propuesta para
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facilitar el aprendizaje de la demostracion con el apoyo de un AGD, en el contexto de la geometria
tridimensional y los problemas de construccion. Nuestro interés por conocer el impacto de este
recurso en el aprendizaje de la demostracion nos ha llevado a analizar la influencia de las
representaciones 2D en configuraciones 3D, la analogia que se puede establecer entre ambos
dominios y beneficios de algunas caracteristicas del AGD al realizar construcciones geométricas.

En estas aproximaciones al objeto de estudio hemos reconocido el rol relevante del profesor a través
de su gestion. Mdas concretamente, la forma en que la conversaciéon que ¢l sostiene con los
estudiantes sirve como motor para la verbalizacion de ideas y argumentos, lo cual deriva en la
produccion por los estudiantes de demostraciones de propiedades geométricas. La literatura ha
mostrado la importancia del profesor al ayudar al estudiante a producir soportes y datos relevantes
para su argumentacion (Singletary y Conner, 2015; Conner y Singletary, 2021), asi como manejar
las producciones de los estudiantes, pues en estas se puede reconocer la comprension que ellos
tienen respecto al tema de conversacion (Solar et al., 2021). También se ha mostrado la influencia
de los cuestionamientos del profesor a los estudiantes, argumentando los cambios conceptuales que
estos producen en el pensamiento de ellos (van Zee y Minstrell, 1997).

En este contexto, el objetivo de este documento es ilustrar y analizar la forma en que las
intervenciones del profesor, en conversacion individual con un estudiante durante la resolucion de
un problema de construccion en un AGD, apoyan la elaboracion de una demostracion de una
propiedad geométrica.

REFERENTES CONCEPTUALES
Resolucion de problemas de construccion y aprendizaje de la demostracion

Los AGD apoyan el aprendizaje de la demostracion (Mariotti, 2012). En nuestro estudio, hacemos
énfasis en el aprendizaje de la demostracion mediante problemas de construccion. Este tipo de
problemas consiste en (i) crear en el AGD una figura geométrica con determinadas propiedades,
planteadas en el enunciado, que se conserven bajo arrastre y (i1) explicar y validar el procedimiento
empleado para construir la figura (Mariotti, 2019). Consideramos una demostracion como un
argumento matematico, empirico o deductivo, cuya intencién es convencer a alguien sobre la
verdad de alglin hecho matematico. En el contexto de los problemas de construccion, la
demostracion tiene la finalidad de convencer sobre la validez de la construccion realizada.

Al emplear herramientas del AGD en la construcciéon de objetos geométricos, se producen
significados personales gracias a las relaciones de dependencia que se descubren y verifican
mediante acciones de arrastre. Sin embargo, estas herramientas también estan relacionadas con
elementos teoricos de la geometria euclidiana que podrian apoyar a los estudiantes al elaborar
demostraciones de sus construcciones (Mariotti, 2012). En este escenario, resolver problemas de
construccion permite que los estudiantes aprovechen las posibilidades que provee el AGD, asi como
del sistema logico que subyace a este. Por lo tanto, las construcciones geométricas tienen también
una naturaleza puramente teérica, donde su validez esté ligada a la demostracion de alglin teorema.
Resolver este tipo de problemas en un AGD puede hacer que los estudiantes evoquen significados
teoricos de las herramientas utilizadas (Mariotti, 2019).

Las intervenciones del profesor: apoyo para el aprendizaje de la demostracion

Estudiar la conversacion entre el profesor y sus alumnos en la clase de matematicas ha permitido
analizar el efecto de las intervenciones del profesor en la elaboracion de argumentos en clase,
diferenciando quién aporta cada elemento del argumento, el profesor o los estudiantes (Singletary y
Conner, 2015; Conner y Singletary, 2021). Como resultado de este tipo de estudio, Conner et al.
(2014) proponen un conjunto de categorias y subcategorias de las intervenciones del profesor, a
saber: Contribucion directa, cuando el profesor provee elementos del argumento y los estudiantes
no tienen intervencion. Estas contribuciones provienen de afirmaciones realizadas por el profesor o
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de la escritura en la pizarra de informacion tomada como parte de un argumento. Formulacion de
requerimientos (requerir una propiedad, una idea, un método, una elaboracion o una evaluacion),
cuando el profesor solicita a los estudiantes desarrollar ideas con profundidad, comunicar los
procedimientos empleados en su resolucion, proveer hechos matematicos, u otros similares. En este
tipo de apoyo prima la intencion del profesor al requerir algo de los estudiantes, mas que la
respuesta misma que ellos ofrezcan. Otras acciones de apoyo (direccionar, promover, evaluar,
informar, repetir), en las que se ubican las acciones del profesor no contempladas en las anteriores
categorias; estas acciones pueden consistir en dirigir la atencién de los estudiantes a elementos
particulares, fomentar la exploracion de alguna situacidn, evaluar la pertinencia y validez de las
propiedades matematicas declaradas por ellos, o retomar temas de la conversacion que puedan ser
necesarios.

Aunque Conner et al. (2014) han desarrollado esta categorizacion analizando las interacciones entre
un profesor y sus alumnos en una clase ordinaria, la categorizacioén puede aplicarse también cuando
solo interviene en el didlogo un estudiante, sea en una clase o en un experimento individual como el
nuestro.

CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

El contenido de este documento es parte de una investigacion basada en una metodologia de estudio
de caso, en el que analizamos el aprendizaje de la demostracién en el contexto de la geometria
tridimensional con la mediacion de GeoGebra, por parte de cuatro estudiantes con alta capacidad
matematica (11 a 14 afios) que cursaban entre primero y cuarto afio de ESO. Ademéas de su
formacion escolar, ellos participaban en programas de atencién al talento (AVAST) y al talento
matematico (ESTALMAT).

Disefiamos e implementamos una secuencia de 18 problemas de construccion en sesiones de 60
minutos aproximadamente. Algunos problemas solicitaban la construccion de un objeto geométrico
que satisficiera alguna propiedad asociada a la equidistancia, primero en 2D y luego en 3D (por
ejemplo, un triangulo equilatero). Otros problemas solicitaban la construccion de un objeto en 2D y
uno analogo en 3D (por ejemplo, el centro de la circunferencia en 2D y de la esfera en 3D). La
resolucion de cada problema brindaba elementos instrumentales y conceptuales utiles para resolver
los problemas planteados posteriormente.

Los estudiantes inicialmente resolvian cada problema y después dialogaban con el primer autor del
documento, quien dirigia la conversacion para justificar los resultados. Estas sesiones se grabaron
en audio y video. Debido a que los estudiantes estaban en diferentes cursos escolares y tenian
diferentes experiencias escolares, las sesiones se realizaron como entrevistas clinicas individuales.

A continuacidn, presentamos algunos episodios de la resolucion del sexto problema de la secuencia
y la conversacion entre el profesor (el primer autor) y un estudiante a quien llamaremos Diego
(pseudonimo). El problema y los episodios seleccionados ilustran cémo las reacciones del profesor
a las intervenciones de Diego le apoyaban en la explicitacion y organizacioén de su pensamiento, de
cara a la demostracion para validar la construccion realizada.

Este problema, que presentamos a continuacion, tiene el objetivo de introducir la mediatriz y el
plano mediador como conjuntos de puntos que equidistan de dos puntos fijos en el plano y el
espacio, respectivamente. El enunciado del problema es el siguiente:

e Abre GeoGebra y selecciona la vista Grdficos. Construye los puntos A, B y C. Construye
ahora una circunferencia con centro en C que contenga el punto A. Arrastra el punto C hasta
que la circunferencia contenga el punto B. Arrastra C manteniendo B en la circunferencia
hasta donde te sea posible.
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e Activa la vista Grdficos 3D y cierra la vista Grdficos. Verds la construcciéon que has
realizado en 2D. Arrastra el punto C fuera del plano, a distintos lugares del espacio,
manteniendo la propiedad de estar a la misma distancia de los puntos A y B.

APOYO DEL PROFESOR: ANALISIS DE UN EJEMPLO

Al resolver la primera parte del problema, Diego construy6 los puntos A, B y C y la circunferencia
con centro en C que contenia el punto A. Después, arrastrd6 C hasta que B llegd a pertenecer a la
circunferencia (Figura 1a) y luego arrastré6 C conservando dicha pertenencia. Diego construyo el
segmento AB, su mediatriz y vinculd6 el punto C a la mediatriz con la herramienta
Vincular/desvincular puntos. Luego arrastré el punto C sobre la mediatriz, mientras la
representacion en pantalla mostraba que se mantenia la pertenencia de B a la circunferencia (Figura
1b). Diego asegurd haber completado lo que pedia el problema.

Figura 1. Resolucion del sexto problema en la configuracion 2D

a. b.

Diego expresd que ubico el punto C en la mediatriz al observar su comportamiento mientras lo
arrastraba y se conservaba la pertenencia del punto B a la circunferencia. El expreso conocer ya la
mediatriz, definiéndola como “una recta perpendicular que pasa por el centro de un segmento”. El
profesor intervino validando la respuesta de Diego y afiadiendo:

1. Profesor: Cuando colocas al punto C en la mediatriz, ves que en cualquier lugar de la mediatriz donde
se ubique el punto C, la circunferencia va a contener al punto A y B... ;Podrias explicarme por
qué ese punto C, al estar en la mediatriz, siempre va a estar a la misma distancia de A y B?

2. Diego: Siempre va a tener la misma distancia estando en la mediatriz y una demostracion en parte es
lo que estamos haciendo ahora del circulo, porque significa que A y B ahora mismo son el radio
de C. Y si siempre son el radio de C, de la circunferencia C, significa que [sus distancias a C]
son iguales.

3. Prof.: ...Yo quisiera que me dijeras por qué esos puntos deben estar en la circunferencia, mas alla de
“porque se ve que estan ahi”. ;Podrias decirme el motivo de ello?

4. Diego: Si. Siempre estan a la misma distancia... no sé como explicarlo exactamente... yo diria que es
porque la mediatriz pasa por el punto medio del segmento entre A y B, y es una recta que se
mueve, o sea, que tiene la misma inclinacioén, que es perpendicular al segmento AB, entonces,
como esta al medio y al ser perpendicular, el punto C nunca se puede acercar mas a un punto
que a otro. Entonces... es por eso por lo que yo creo...

A peticion del profesor, Diego construyo D, el punto medio del segmento AB, y los triangulos ADC
y CDB (Figura 1c). También le pidi6 recordar elementos usados al resolver anteriores problemas
que pudieran ser utiles ahora, en particular los relacionados con congruencia de triangulos.

5. Diego: Ya, pues, ha de ser la misma distancia porque el triangulo CDB y CDA siempre son
congruentes, aunque yo mueva C [arrastra C a lo largo de la mediatriz].

6. Prof.: ;Por qué crees que esos dos tridngulos siempre son congruentes?

7. Diego: Sé que tienen la misma base, porque es la mitad del segmento AB, y tienen la misma altura
que es DC. Entonces, sabemos que tenemos este lado [sefiala el segmento DB] y este lado
[sefiala el segmento DC] ... y este angulo de aqui [sefiala el angulo CDB] siempre va a ser de
90°, asi que tenemos dos lados y un angulo... y asi ya sabemos que son congruentes.
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La solucion en 2D dejé ver una primera aproximacion de Diego en la que proponia una
demostracion que vinculaba elementos empiricos y teoricos [2, 4]. En este caso, Diego sustentaba
graficamente la pertenencia de los puntos A y B a la circunferencia, pero luego evocaba la
congruencia de los radios de esta para concluir la equidistancia. La reaccién del profesor a esta
aproximacion (formulacion de requerimientos: elaboracion) [3] y la sugerencia de emplear
congruencia de triangulos (otras acciones de apoyo: direccionar) [6] llevd a Diego a explotar las
propiedades de la mediatriz que ¢l conocia y otras dadas por el protocolo de construccion [7], con lo
que ofrecid una explicacion formal de la equidistancia solicitada.

Diego procedid a resolver la segunda parte del problema. En la vista 3D de GeoGebra se veian el
segmento AB, su punto medio D y su mediatriz. Diego declard su interés en construir un plano o
recta perpendicular al plano XY (plano gris) que contuviera la mediatriz. El no conocia las
herramientas de GeoGebra 3D suficientemente, por lo que el profesor le ayudo a construir la recta
perpendicular al plano XY que pasa por C y el plano que determinan esta recta y la mediatriz
(Figura 2a).

8. Diego: Si C estd en ese plano [verde], B y A estaran dentro de esa circunferencia [la construida en el

plano XY al resolver el problema en 2D]... a la misma distancia.

9. Prof.: Listo. ;Por qué crees que ese plano es el que soluciona la tarea?

10. Diego: Porque en el 2D solo nos teniamos que preocupar de que estuviera en la perpendicular
[mediatriz], pero ahora también nos tenemos que preocupar de la altura [desplazamiento vertical
de C, Figura 2b]. Pero en realidad la altura practicamente no influye en nada. Por muy alto que
esté C dentro de este plano [verde], que esté arriba o debajo de la mediatriz, pues siempre habra
la misma distancia.

11. Prof.: ;Podrias mostrarme de alguna manera por qué ese plano funciona?

12. Diego: Voy a mover a C (en el plano verde) ...

Figura 2. Resolucion del problema en la configuracion 3D

Al arrastrar C fuera del plano XY la circunferencia de la que era centro desaparecid y el plano
construido quedod vinculado a la recta perpendicular al plano XY que contenia C y un punto en la
mediatriz. Debido a esto, Diego arrastrd horizontalmente C, hasta que el plano verde contuviera a la
mediatriz. Luego, Diego construyd los tridngulos CDA y CDB (Figura 2b) y determiné las
longitudes de los segmentos AC y CB. El profesor le pidi6 explicar la validez del plano construido.

13. Diego: Porque lo que cambia de aqui [3D] al 2D es la altura. Pero solo con que esté a la misma altura
que cualquier punto de una mediatriz... Yo creo que funciona porque la altura no influye, lo
unico que influye es que esté en el mismo plano, que se pueda hacer una perpendicular con la
mediatriz que hemos hecho.

14. Prof.: ;Como asi? ;Eso tltimo que dijiste como es?

15. Diego: Lo tnico que importa es que los puntos..., que el punto C sea coplanar a la recta [mediatriz].
Porque la altura, lo que es la dimension Z no importa, lo Gnico que importa es la X ¢ Y del
plano. La Z puede estar donde quiera.

El profesor le recordd a Diego que en 2D habia usado la congruencia de tridngulos para validar su
construccion y le pregunto si era posible replicar dicha estrategia en 3D. Observado la construccion
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desde arriba (Figura 2c), Diego asegurd que si era posible, pues las condiciones para establecer la
congruencia entre los triangulos eran iguales a las que habia en 2D. Aunque Diego cambi6 de
perspectiva para modificar la posicion de C en el plano verde, regres6 a la vista superior de la
construccion para afirmar que, en cualquier posicion de C en el plano, el razonamiento era igual.

El profesor reaccion6 a las ideas de Diego, mencionandole que la congruencia de lados era algo que
si se mantenia de 2D a 3D, pero que la perpendicularidad era algo solamente valido en 2D, dado
que alli se apoyaba en la propiedad de perpendicularidad de la mediatriz. Por lo anterior, le
pregunt6 a Diego por la validez de la perpendicularidad en la configuracion 3D.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
22.

Diego: Lo que yo creo es que es porque el propio plano [verde] actiia como perpendicular. Es decir,
como... esta mediatriz infinitas veces hacia arriba y hacia abajo. Porque... para que el punto C
pueda estar a la misma distancia de A y B, como son, entre comillas, infinitas mediatrices,
siempre va a estar en una [la Figura 3a representa la idea de Diego]. Entonces va a estar a la
misma distancia de A y B. Entonces, 1o que hace aqui la perpendicular con el triangulo seria el
propio plano.

Prof.: Hay dos o tres cosas que dijiste que me llamaron mucho la atencién. La primera: dijiste que
habia infinitas mediatrices. Cuando dices infinitas mediatrices, ;te refieres que para el segmento
AB existen infinitas mediatrices?

Diego: No exactamente. Me referia a que la mediatriz de A y B..., lo que queria hacer con este plano
[verde] era duplicarla y copiarla en el eje Z, crear infinitas para que el punto C estuviera a la
misma distancia al estar en una mediatriz, aunque no fuera la original [Figura 3a].

Prof.: Entonces ta dices no, para un segmento, solamente hay una mediatriz.

Diego: Bueno..., la mediatriz puede estar igual en el espacio también. No solo puede haber una,
puede haber infinitas también.

Prof.: Ah, o sea que si hay infinitas mediatrices para un segmento.

Diego: Si, porque la mediatriz... el punto que estamos usando ahora mismo es el C. Pero para hacer
una recta necesitamos dos puntos. Entonces el punto puede estar... este es el punto medio
[punto D], entonces esta el punto medio y cualquier otro punto [del plano verde].

Figura 3. Manipulacion de representaciones graficas

El profesor cuestiond a Diego por los motivos que le llevaron a asegurar que el plano construido
gozaba de la propiedad de perpendicularidad y con respecto a qué era perpendicular.

23.

24.
25.
26.

27.

Prof.: Dijiste que ese plano era como perpendicular, jte acuerdas que dijiste eso? ;perpendicular a
qué?

Diego: Al otro plano gris.
Prof.: ;Tu qué entiendes de que dos planos sean perpendiculares?

Diego: Por ejemplo... que sus infinitas rectas sean perpendiculares. A ver, he dicho perpendicular,
pero lo he dicho por la forma esta, no que fuera que tenia que ser perpendicular si o si.

Prof.: {Qué forma?
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28. Diego: La forma que hacen de cruz (Figura 3b). Y que sé€ que este angulo [sefala la interseccion entre
los planos] es de 90°.

El profesor propuso a Diego considerar lo que pasaria si la mediatriz del segmento AB rotaba
alrededor de su punto medio. Diego asegurd que esta recta estaria en el plano construido. Ante esta
respuesta, el profesor pidi6 a Diego explicar por qué en los triangulos ADC y BDC se contaba con
un angulo recto, propiedad mencionada al justificar la pertinencia del plano construido.

29. Diego: El angulo que sabemos que es recto... porque hay una mediatriz... una de las infinitas del
plano...

30. Prof.: En este caso, ;cual podria ser? ;Podriamos saber cual es?
31. Diego: La que pasa por D y por C.
32. Prof.: Esa recta DC es mediatriz del segmento AB, ;por qué?

33. Diego: Si, porque estd dentro del plano de todas las mediatrices y porque corta de forma
perpendicular al segmento AB por su punto medio.

34. Prof.: Esa recta DC es una mediatriz. ;Qué pasa con que sea una mediatriz?
35. Diego: Pues que esta en perpendicular al segmento AB.

En la configuracion 3D, la primera justificacion que Diego produjo sobre la pertenencia del punto C
al plano construido se sustentaba en la conservacion de la equidistancia a través del desplazamiento
vertical de este punto [10, 13]. Para Diego, tomar un punto en la mediatriz y desplazarlo
verticalmente no afectaba la igualdad de distancias. En un segundo momento, el profesor enfocé la
atencion de Diego en la justificacion dada en 2D (otras acciones de apoyo: direccionar),
cuestionandolo sobre la posibilidad de que esta pudiera ser replicada en 3D. La respuesta positiva
de Diego frente a esto, en particular la perpendicularidad entre AB y CD que ¢l declara, llevo al
profesor a profundizar en el pensamiento del estudiante (formulacion de requerimientos:
elaboracion), lo que favorecié que Diego mencionara la infinitud de mediatrices del segmento AB
en el espacio [20, 22] y su pertenencia al plano mediador como justificacion de la perpendicularidad
entre los segmentos mencionados [33, 35]. Al final, Diego organizo sus ideas y explicé por qué C
equidistaba de A y B apoyandose en la congruencia de tridngulos.

CONCLUSIONES

La forma en que Diego resuelve el problema se caracteriza por un distanciamiento de las acciones
con el AGD esperadas por el profesor. Aunque el problema pedia arrastrar un punto en 2D o 3D
para que equidistara de dos puntos fijos, como contexto para el descubrimiento de la mediatriz y el
plano mediador, Diego anticipd en ambos casos el objeto geométrico que se obtendria, expresando
su conocimiento previo de la mediatriz y su propiedad de perpendicularidad. Esto permitio dirigir la
conversacion hacia la demostracion de que los puntos en la recta y el plano equidistan de A y B.

En las conversaciones presentadas se evidencia un constante apoyo por parte del profesor hacia
Diego, con la intencion de que este elaborara con mayor detalle las ideas que exponia o que
centrase su atencioén en aspectos particulares que habia dejado de lado y que podian llegar a ser
utiles al construir la demostracion de alguna propiedad. El resultado de esta conversacion deja ver
que este apoyo es favorable, no solo por el logro de una demostracion cercana a la formal sino
también por la forma como la comprension de Diego sobre los objetos de discusion es exhibida y
manejada por el profesor de acuerdo con el objetivo del problema abordado.

La interpretacion que hemos realizado sobre la conversacion entre el profesor y el estudiante que
resuelve un problema de construccion brinda evidencia sobre la relevancia y efecto de las
intervenciones del profesor en la actividad mateméatica de demostrar realizada por el estudiante. La
combinacion de acciones del profesor dirigidas a conocer en profundidad las ideas que el estudiante
expresa, asi como la ayuda que le brinda cuando es necesario, dejan ver su utilidad cuando se
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pretende involucrar al estudiante en el razonamiento deductivo. En nuestro caso, es ademas
interesante que el profesor nunca realizé una contribucion directa, lo que permite decir que este dio
prioridad al desarrollo y guia de las ideas del estudiante de acuerdo con el objetivo de aprendizaje
del problema y no a la elaboracion de la demostracion de la propiedad involucrada.
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