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Introduccion

En el siglo XVII, las matematicas iniciaron un rapido desarrollo que llevo
en relativamente poco tiempo a los logros mas espectaculares a la vez que a las
polémicas mas desconcertantes. Al mismo tiempo que los mateméticos descu-
brian las leyes que rigen el movimiento de los planetas o encontraban patrones
sorprendentes en la distribucién de los nimeros primos, se enzarzaban en discu-
siones sobre si existen o no ndmeros infinitamente pequenos (que se consideraban
nulos o no, segtin conviniera), o sobre si la grafica de una funcién podia tener
tramos verticales, o sobre cuél es el valor de la suma infinita:

1—1+1—-14+1—1+--

sin que ningun argumento en favor de una u otra opinién pudiera considerarse
concluyente. El mateméatico Niels Henrik Abel (1802-1829) lleg6 a afirmar:

Salvo la serie geométrica, no hay en todas las matemdticas una unica
serie infinita cuya suma se haya determinado rigurosamente.

A finales del siglo XIX, estos problemas parecian superados. El trabajo de
Cauchy, Weierstrass, Riemann, Dedekind, etc. habia permitido dar definicio-
nes rigurosas de todos los conceptos matemaéticos, a partir de las cuales todas
las cuestiones del estilo de las senaladas admitian una respuesta poco menos
que trivial. Sin embargo, este proceso paulatino de fundamentacién rigurosa
de las matemaéticas sufrié un grave contratiempo con el descubrimiento de las
paradojas de la teoria de conjuntos de Georg Cantor.

Aunque no hubieran hecho énfasis en este concepto, los mateméticos tra-
bajaban con conjuntos desde siempre: el conjunto de los ntimeros naturales, el
conjunto de los niimeros primos, el conjunto de los puntos del plano, el conjunto
de los puntos de una elipse, etc. Y Cantor se habia propuesto desarrollar una
teoria general sobre conjuntos, pero con ella revel6 un problema nada trivial
que amenazaba la base misma del razonamiento matematico.

El teorema de Cantor Para entender qué paso, consideremos un conjunto
arbitrario X (que puede ser cualquiera de los que acabamos de citar, como el
conjunto de los nimeros naturales, etc.) Con la notacion mateméatica moderna,
es habitual escribir x € X para expresar que x es uno de los elementos del
conjunto X. Un conjunto X tiene muchos subconjuntos, es decir, conjuntos A

X
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formados por parte de los elementos de X. Con la notaciéon matematica mo-
derna, esto se expresa asi: A C X. Si X es el conjunto de los numeros naturales,
entre sus subconjuntos tenemos el de los ntimeros pares, el de los nimeros pri-
mos, el de los niimeros menores que 100, etc.

Cantor llamé PX al conjunto formado por todos los subconjuntos de X, es
decir, al conjunto que cumple

AePX siysolosi ACX.

En particular, vemos que no hay inconveniente en que los elementos de un
conjunto puedan ser otros conjuntos. Tanto si X es finito como si es infinito,
Cantor concluy6 que PX es un conjunto estrictamente mayor que X, en el
sentido siguiente:

Por una parte, podemos definir lo que en matemaéticas se llama una aplicacion
inyectiva f : X — PX, es decir, un criterio que a cada elemento x € X le
asigna un elemento distinto f(z) € PX. En general, cuando podemos definir
una aplicacion inyectiva f : A — B entre dos conjuntos, esto se interpreta como
que el ntumero de elementos del primero es menor o igual que el del segundo.

1 f > q 1 f 1 f
2 ~b 2 2
3 > C 3 3
d 4 4
e ) 5
Aplicacién inyectiva Aplicacion suprayectiva Aplicacion biyectiva

Para definir f : X — PX inyectiva basta definir f(z) = {z}, es decir,
asociar a x el conjunto cuyo tnico elemento es x. Asi pues, PX tiene al menos
tantos elementos como X.

Pero, méas atn, podemos decir que PX tiene un nimero de elementos estric-
tamente mayor (aunque ambos conjuntos sean infinitos), en el sentido de que
es imposible definir una aplicacion biyectiva f : X — PX, es decir, un criterio
que empareje los elementos de X con los de PX. En general la existencia de
una aplicacion biyectiva entre dos conjuntos (aunque sean infinitos) se interpreta
como que ambos tienen el mismo niimero de elementos.

Un poco mas en general, vamos a ver que no puede existir ninguna aplicacion
f + X — PX suprayectiva: un criterio que a cada elemento x € X le hace
corresponder un subconjunto f(z) C X de modo que todo conjunto A C X es
de la forma A = f(z) para algin « € X (tal vez para varios).

El argumento de Cantor es el siguiente: supongamos, por reducciéon al ab-
surdo, que existiera tal aplicacion suprayectiva f. Entonces, para cada elemento
x € X, podemos considerar f(z) € PX. Como x es un elemento de X y f(z) es
un subconjunto de X, pueden darse dos casos: o bien x € f(z), o bien z ¢ f(z).
Por lo tanto, podemos fijarnos en los = que estan en el segundo caso y definir el
subconjunto C C X formado por todos ellos, es decir,

reC siysolosi zeXyuxé¢ f(r).
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Pero entonces C € PX, luego, al ser f suprayectiva, se corresponde a través
de f con un cierto elemento ¢ de X, es decir, existe un ¢ € X tal que f(c) = C.
Y esto nos lleva a una contradicciéon: o bien ¢ € f(¢) = C, o bien ¢ ¢ f(¢) = C,
pero si suponemos el primer caso, por definicion de C, la condicion ¢ € f(c)
implica que ¢ ¢ C, lo cual es absurdo, pero si suponemos que ¢ ¢ f(c), de nuevo
por definicién de C, tendria que ser ¢ € C, y de nuevo llegamos a un absurdo.

Esta contradicciéon viene de suponer la existencia de f, luego concluimos,
que, en efecto, es imposible asignar un subconjunto de X a cada elemento de X
de forma que los subconjuntos asignados recorran todos los subconjuntos de X.

Esto es un profundo teorema de Cantor que tiene enormes repercusiones en
la teoria de conjuntos, pues implica que existen conjuntos infinitos de diferentes
tamafos, unos mayores que otros, pese a ser todos infinitos.

La paradoja de Cantor El problema surge cuando aplicamos el teorema
de Cantor al conjunto universal V', formado por todos los conjuntos. Segun el
teorema de Cantor, no deberia existir ninguna aplicacion f : V — PV supra-
yectiva, pero, por otra parte, es muy facil definir una: si x € V' es un conjunto
cuyos elementos son todos conjuntos,! es decir, si x C V, definimos f(z) = x,
y en caso contrario definimos f(x) de cualquier forma, por ejemplo, f(x) = V.
Asi tenemos definida una aplicacion f que claramente es suprayectiva, ya que
si x € PV, es decir, si x C V, tenemos trivialmente que z € V, y entonces
f(z) ==

Esto es lo que se conoce como una paradoja: hemos llegado a una contradic-
cion —existe una aplicacion f : V' — PV suprayectiva (porque acabamos de
construir una) y a la vez no existe ninguna (por el teorema de Cantor)— que no
viene de suponer nada por reduccién al absurdo. Esta paradoja muestra que el
razonamiento matematico que hemos aplicado para llegar a esta conclusion es
contradictorio en si mismo, pese a que no parte de ningin supuesto sospechoso
de ser falso.

La paradoja de Russell Puestos a tratar de entender la paradoja de Cantor,
lo natural es ver qué sucede al particularizar la demostraciéon del teorema de
Cantor al caso concreto del conjunto V' de todos los conjuntos, que es el que
da lugar a la paradoja. Para ello partimos de la aplicaciéon f : V. — PV que
hemos construido y le aplicamos la demostracién del teorema de Cantor. Esto
supone considerar el conjunto C' formado por los conjuntos = € V tales que
x ¢ f(x). Six no es un subconjunto de V, entonces x € V = f(z), luego no
estd en C. Asi pues, los conjuntos de C' son todos conjuntos x € PV, para los
cuales f(x) = z, luego C viene dado por

xzeC siysolosi zCV y zé¢u.

1En realidad, en la teoria de conjuntos moderna es habitual adoptar el convenio de que
los elementos de cualquier conjunto son también conjuntos. En tal caso, todo x € V cumple
x C V,y el reciproco es obvio (todo  C V es un conjunto, luego z € V). Por lo tanto, resulta
que PV =V y trivialmente tenemos una biyecciéon f : V — PV dada por f(z) = z, pero la
paradoja de Cantor no depende de que adoptemos o no este convenio.
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Si continuamos con el argumento, veremos que, en realidad, la condiciéon
x C V es superflua,? de modo que podemos refinar la paradoja de Cantor
considerando simplemente el conjunto R de todos los conjuntos x que no se
pertenecen a si mismos:

r€R siysolosi x¢ .

Por ejemplo, es obvio que V € V| luego V' ¢ R, mientras que el conjunto N
de los niimeros naturales no es un namero natural, luego N ¢ N y, por lo tanto,
N € R. Pero la paradoja de Cantor reaparece cuando nos planteamos si R € R
o si, por el contrario, R ¢ R. Si suponemos que R € R, entonces R es un
conjunto que se pertenece a si mismo, luego no cumple el criterio dado por la
definicién de R, luego debe ser R ¢ R, y tenemos una contradiccion. Pero si
suponemos que R ¢ R, entonces R es un conjunto que no se pertenece a si
mismo y, por definicién de R, deberia ser R € R, y tenemos una contradicciéon
en ambos casos.

Esto es lo que se conoce como la paradoja de Russell (por el filosofo Bertrand
Russell): el conjunto de todos los conjuntos que no se pertenecen a si mismos
es contradictorio por un argumento simple y directo, pese a que tiene perfecto
sentido distinguir entre conjuntos que se pertenecen a si mismos (como V', o el
conjunto de todos los conjuntos infinitos, etc.) y conjuntos que no se pertenecen
a s mismos (como N, o el conjunto de todos los conjuntos finitos, etc.).

Cantor, conocedor de varias paradojas de este tipo, introdujo la distincion
entre “conjuntos”’ y “multiplicidades inconsistentes”’, que eran colecciones de ob-
jetos que daban lugar a contradicciones en cuanto se las queria tratar como
conjuntos, como es el caso del conjunto V' de todos los conjuntos, o del con-
junto de Russell R y otros més que aparecian en su teoria de conjuntos, como el
conjunto ) de todos los ordinales, etc., y observo que las “multiplicidades incon-
sistentes” eran siempre conjuntos muy grandes. Pero esto no era satisfactorio.
(Como podemos estar seguros de que el conjunto N de los nimeros naturales
no es también una multiplicidad inconsistente? Si el razonamiento matematico
puede dar lugar a paradojas inexplicables al tratar con ciertos conjuntos, ;quién
nos asegura que no se pueda llegar a contradicciones similares a partir de un
conjunto aparentemente inofensivo como N, aunque de momento no las hayamos
encontrado?

La teoria axiomatica de conjuntos Entre los filosofos de principios del
siglo XX salt6 la alarma: las matematicas estaban derrumbandose, pues eran
contradictorias, nada en ellas era fiable. Mas atn, en las paradojas de la teoria
de conjuntos no parecia estar fallando realmente la matemaética, pues el con-
tenido matemaético de las dos paradojas que hemos discutido es minimo, sobre
todo en el caso de la paradoja de Russell. Lo que fallaba era la propia légica del
razonamiento matematico. Los matemaéticos, en general, se lo tomaron menos
apasionadamente. En el fondo entendian que para no tener problemas con las

2Pues si adoptamos el convenio de que todos los elementos de un conjunto son conjuntos,
entonces x C V se cumple trivialmente.
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paradojas bastaba olvidarse de ellas, y nada les impedia seguir desarrollando el
algebra, el analisis, la topologia, etc. como siempre habian hecho, sin preocu-
parse por estos asuntos. No obstante, si que era cierto que algo no estaba bien
en la base de las matemaéticas y que convenia entender el problema y resolverlo.

En 1902, Bertrand Russell recordé que un matematico llamado Gottlob Frege
le habia enviado hacia un tiempo un manuscrito titulado Leyes bdsicas de la
aritmética, en el que pretendia deducir la aritmética a partir de la logica pura,
mediante una teorfa axiomética minuciosamente razonada y detallada. De he-
cho, era tan técnica y enrevesada, que la primera parte —ya publicada— habia
pasado sin pena ni gloria entre la comunidad matematica, y el propio Russell
habia dejado en un cajoén el manuscrito de la segunda parte durante ano y medio.

El trabajo de Frege no era una teorfa de conjuntos propiamente dicha, no
permitia demostrar en ella los resultados generales de la teoria de conjuntos
cantoriana, pero indirectamente hablaba de conjuntos, y Russell, al acordarse
del manuscrito, se plante6 estudiar como evitaba el puntilloso Frege la paradoja
que habia descubierto, pero se encontré con que no la evitaba. Las leyes logicas
propuestas por Frege daban por valida una variante de la paradoja adaptada al
contexto. El resultado era que toda la teoria de Frege era intutil: en ella se podia
demostrar igual que 2+2 =4 0 que 2+ 2 = 7. Y no se veia arreglo posible.

Esto llevé al propio Russell a tratar de hacer por si mismo lo que Frege
habia tratado de hacer, pero no para fundamentar la aritmética, sino la teoria
de conjuntos cantoriana y, con ello, toda la matematica. Entre 1910 y 1913,
junto con Alfred North Whitehead, public6 los Principia Mathematica, una
teoria axiomatica de conjuntos en la que se determinaba con absoluto rigor, al
estilo de Frege, lo que habia que considerar como un razonamiento matematico
valido y que permitia demostrar todos los resultados de la teoria de conjuntos
de Cantor sin la posibilidad de definir el conjunto de todos los conjuntos, o el
conjunto de Russell, de modo que ninguna paradoja conocida era demostrable
en su teoria.

Pero los Principia Mathematica eran muy técnicos y prolijos, y unos anos
antes, en 1908, el matemético Ernst Zermelo habia publicado un simplicisimo
sistema de axiomas que lograba el mismo proposito: razonando a partir de ellos
era posible demostrar los resultados bésicos de la teoria de conjuntos, pero no
se podia definir el conjunto de todos los conjuntos, o el conjunto de todos los
conjuntos que no se pertenecen a si mismos, ni ninguna de las “multiplicidades
inconsistentes” identificadas por Cantor.

En realidad la teoria axiomatica de Zermelo requirié unos retoques adicio-
nales para abarcar toda la teoria de Cantor, con lo que se llego a la teoria hoy
conocida como ZFC (teorfa de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccion), que
es la teoria axiomaéatica mas usada como referencia hoy en dia en cuanto a la
fundamentacién de las matemaéticas y como marco para el estudio de la teoria
de conjuntos.

Asi, los mateméticos comprendieron que para evitar las paradojas en la teo-
ria de conjuntos bastaba razonar como siempre habian hecho sin mas precauciéon
que cenirse en sus afirmaciones sobre conjuntos a lo establecido por los axiomas
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de la teoria de Zermelo (o ZFC). Los profundos analisis logico-filosoficos de los
Principia eran prescindibles.

El razonamiento formal Segun acabamos de explicar, la modesta teoria
axiomatica de Zermelo, o mejor, ZFC, conjuraban las paradojas de la teoria de
conjuntos cantoriana, y permitieron que la teoria de conjuntos fuera finalmente
reconocida como la culminaciéon del proceso de formalizacion de la matematica.
Vamos a analizar con un poco mas de detalle en qué consistié esta solucién a la
crisis de los fundamentos de la matemaética.

La teoria de conjuntos de Zermelo, al igual que ZFC, parte de dos conceptos
fundamentales, el concepto de “conjunto” y el concepto de “pertenencia’, es
decir, establece que, entre dos conjuntos x e y puede darse o no una relaciéon
de pertenencia que expresamos con la notacién z € y. Estos conceptos no se
definen, sino que su uso queda determinado por los axiomas. Reproducimos
aqui algunos de ellos, para que el lector se haga una idea de en qué consisten:

e Si dos conjuntos tienen los mismos elementos, entonces son iguales.

e Dados dos conjuntos A y B, existe un tercer conjunto C' cuyos elementos
son exactamente Ay B.

e Si A es un conjunto, existe otro conjunto B cuyos elementos son todos los
subconjuntos de A.

A partir de éstos y unos pocos axiomas mas, es posible definir todos los con-
ceptos y demostrar todos los teoremas que vienen en cualquier libro de algebra,
de geometria, de analisis matematico, etc.

Por ejemplo, si un mateméatico nos dice que log(ab) = loga + logb y le
preguntamos qué es eso de “logaritmo”, nos podra explicar que el logaritmo
es una funcion log : R — R definida de tal forma, y si a continuacion le
preguntamos qué es “funciéon” y qué es R, nos podra explicar lo que se entiende
por ambos conceptos, y si seguimos preguntandole qué es, qué es, qué es, al
final nos habra reducido todo aquello de lo que nos ha hablado a las nociones
de “conjunto” y “pertenencia’, y el punto crucial viene cuando le preguntamos
qué es un conjunto o qué significa que un conjunto pertenezca a otro.

La respuesta oficial que el matematico debe darnos en ese punto es que no
puede darnos una definiciéon de conjunto o pertenencia, pero que no hace falta
hacerlo, pues basta saber que los conjuntos y la pertenencia cumplen los axiomas
de la teoria de conjuntos. En otras palabras, la matematica se concibe asi:

Ezisten unos objetos llamados conjuntos, que no vamos a decir lo
que son, entre los cuales estd definida una relacion de pertenencia
que mo vamos a decir en qué consiste, pero suponemos que dichos
conjuntos y dicha relacion cumplen los axiomas de la teoria de con-
juntos. Un teorema matemdtico es cualquier afirmacion que pueda
deducirse logicamente de dichos axiomas.
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Si el lector piensa que, después de todo, es facil definir “conjunto” y “perte-
nencia” sin mas que establecer que un conjunto es una colecciéon de elementos
(o de otros conjuntos, segin un convenio incluido en ZFC por el que todo es
un conjunto), y que x € y significa simplemente que el conjunto z es uno de
los elementos del conjunto y, debe descartar esa idea, porque si aceptamos esa
definicién, entonces la coleccién V' de todos los conjuntos es una coleccion de
conjuntos, luego es un conjunto, y ello nos lleva irremisiblemente a la paradoja
de Cantor. Tenemos que admitir que los conjuntos son algunas colecciones de
conjuntos, pero no podemos admitir que cualquier colecciéon de conjuntos que
podamos concebir se reconozca automaticamente como un conjunto sin incurrir
en contradicciones. Casi todos los axiomas de ZFC son precisamente axiomas
de existencia, que garantizan que determinadas colecciones de conjuntos son
realmente los elementos de un conjunto (como el conjunto {z,y} formado por
dos conjuntos prefijados z, ¥, el conjunto Px de todos los subconjuntos de un
conjunto dado z, etc.).

Ahora bien, lo que estamos diciendo es que la teoria axiomatica de conjuntos
es una especie de “subterfugio legal” que exime a los matematicos de responder a
la pregunta incomoda de qué es un conjunto (o qué es la relacion de pertenencia).
O mas descaradamente: los matematicos afirman que todos los objetos de los que
hablan son conjuntos, y a la vez reconocen que no saben qué son los conjuntos,
sino que meramente suponen que cumplen ciertos axiomas que toman como
punto de partida de sus razonamientos. Bertrand Russell resumi6 esta situaciéon
con su célebre frase:

Las matemdticas podrian definirse como la ciencia en la que nunca
sabemos de qué estamos hablando ni si lo que decimos es verdad.

Pero no conviene que el lector se quede con una idea frivola de la situacion.
Habitualmente, cuando se dice de alguien que “no sabe de qué esta hablando”
es para concluir que dice incoherencias o cosas nada fiables, pero ;estamos
diciendo que los mateméticos no saben de lo que hablan y que, por lo tanto,
no podemos fiarnos de nada de lo que dicen? Obviamente no, pero ello nos
obliga a preguntarnos: ;como puede alguien razonar sensatamente sobre algo
y al mismo tiempo admitir que no sabe de qué esta hablando? En este punto
es donde interviene de forma esencial la logica matematica. Como primera
aproximacion a lo que debemos entender por razonamiento légico podriamos
considerar lo siguiente:

Un razonamiento logico consiste en obtener unas afirmaciones (lla-
madas conclusiones) a partir de otras (llamadas premisas) con los
criterios adecuados para que podamos tener la garantia de que si las
premisas son verdaderas, entonces las conclusiones obtenidas tam-
bién tienen que serlo necesariamente.

Por ejemplo, el razonamiento siguiente:

Todos los espanoles son europeos,
Cervantes era espanol,
luego  Cervantes era europeo.
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extrae la conclusion “Cervantes era europeo” a partir de las dos premisas prece-
dentes y, en efecto, es un razonamiento en el sentido que acabamos de indicar.
En cambio, algo muy parecido, como pueda ser

Todos los espanoles son europeos,
Shakespeare no era espanol,
luego  Shakespeare no era europeo.

no es un razonamiento valido,? pues las premisas son verdaderas y, pese a ello, la
conclusion es falsa. Aqui es crucial entender que, para que un razonamiento sea
valido, (si parte de premisas verdaderas) no basta con que sus conclusiones sean
verdaderas, sino que tienen que ser necesariamente verdaderas. Por ejemplo, el
razonamiento siguiente no es vélido:

Todos los perros tienen cuatro patas,
Una gallina no es un perro,
luego  Una gallina no tiene cuatro patas.

Es cierto que las gallinas no tienen cuatro patas, pero esto no podemos ase-
gurarlo por el mero hecho de que las premisas sean verdaderas. Si las gallinas
tuvieran cuatro patas, las premisas seguirfan siendo ciertas, pero la conclusion
no lo seria.

Esto nos lleva a que la validez o invalidez de un razonamiento no depende
realmente de si las afirmaciones que involucra son verdaderas o falsas, pues
solo requiere que en el supuesto (que puede darse o no) de que sus premisas
fueran verdaderas, su conclusion también lo seria (sin perjuicio de que tanto las
premisas como la conclusion puedan ser falsas). Por ejemplo, el razonamiento
siguiente es correcto:

Todos los espanoles son americanos,
Moliére era espanol,
luego  Moliére era americano.

Aqui, tanto las premisas como la conclusion son falsas, pero el razonamiento es
valido porque si las premisas fueran verdaderas la conclusion también tendria
que serlo.

Pero si la validez o invalidez de un razonamiento no depende de si las afir-
maciones que involucra son verdaderas o falsas, ;jde qué depende entonces? La
respuesta es que depende de la forma de las afirmaciones involucradas. Para
entender esto consideremos la tabla siguiente:

1) Todo A es B | 2) Todo A es B | 3) Todo A es B
Ces A Cnoes A CnoesB
luego CesB luego Cmnoes B luego Cnoes A

La casilla 1) contiene un ejemplo de forma de razonamiento vélida. Quiere
decir que cualquier razonamiento que tenga esa forma, independientemente de

3Notemos que un razonamiento invalido o, mejor dicho, un razonamiento falaz, no es
realmente un razonamiento, en el mismo sentido en que una pistola falsa no es una pistola.
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qué palabras pongamos en lugar de A, B o C, sera valido. De los cuatro ejemplos
de razonamientos (validos o no) que hemos visto mas arriba, el primero y el
cuarto tienen esta forma. En cambio, el segundo y el tercero tienen la forma
de la casilla 2), por lo que, segin hemos podido comprobar, 2) no es una forma
valida de razonamiento. El hecho de que las premisas de 2) sean ciertas no nos
ofrece garantia alguna de que su conclusién vaya a serlo también. Puede ser
que si (como en el caso de las gallinas) o puede ser que no (como en el caso de
Shakespeare). Por otra parte, la casilla 3) contiene una forma de razonamiento
que, superficialmente, se parece mas a la de 2) que a la de 1) y, sin embargo, es
una forma vélida de razonamiento al igual que 1) y al contrario que 2).

En estos términos, la l6gica matematica se encarga de encontrar las formas
de razonamiento validas, es decir, las reglas de inferencia que garantizan que
una conclusiéon serd verdadera si lo son las premisas de partida atendiendo 1ini-
camente a la forma (a la estructura logica) de las premisas y la conclusion, de
modo que puedan usarse mecanicamente, sin necesidad de preocuparse por el
significado de las afirmaciones consideradas.

Llegados a este punto podemos destacar un hecho fundamental: no corres-
ponde a la logica “definir” lo que es un razonamiento vélido. Las formas validas
de razonamiento son las que son, y no estamos en posicion de decidir cuéles
queremos dar por buenas y cuéles no. El proposito de la logica es més bien
“capturar” el razonamiento, dar criterios precisos que nos permitan distinguir
con claridad los razonamientos propiamente dichos de las falacias que aparen-
tan serlo. La palabra técnica en lugar de ese “capturar” que hemos empleado
es “formalizar”. Formalizar un razonamiento es expresarlo de tal modo que se
pueda justificar que es valido atendiendo tnicamente a la forma de las afirma-
ciones involucradas, sin necesidad de considerar para nada, no ya si éstas son
verdaderas o falsas, sino siquiera su posible significado.

Ahora podemos precisar que ZFC no es s6lo un conjunto de axiomas, sino
que es un conjunto de axiomas junto con un calculo deductivo, un criterio que
especifica en qué condiciones podemos decir que una afirmaciéon se deduce for-
malmente de los axiomas, es decir, sin requerir conocimiento alguno de qué son
esos conjuntos (y esa relacion de pertenencia) de los que hablan los axiomas.

En los primeros capitulos de este libro presentaremos un céalculo deductivo
formal que nos permitira entender como los matematicos pueden a la vez razo-
nar sobre conjuntos y decir que no saben lo que son los conjuntos sin volverse
sospechosos de estar diciendo necedades. Més precisamente, el hecho de que
podamos definir con total exactitud qué es un razonamiento formal hace que la
“postura oficial” del matematico que se escabulle de explicar qué entiende por
“conjunto” o “pertenencia’ —alegando que los axiomas le eximen de hacerlo—
pueda ser perfectamente defendida sin fisuras, por cinica que pueda parecer,
pues determina con todo rigor y objetividad qué es una demostracién o un
teorema matematico.

La fundamentacion de la matematica en términos de ZFC (incluyendo en
ZFC el calculo deductivo formal) levanta un muro de contenciéon entre la mate-
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mética y la filosofia de las matematicas: se puede filosofar cuanto se quiera sobre
qué son realmente los conjuntos, si existen objetivamente o son una creaciéon
subjetiva, etc., y en general cada matematico suele tener sus ideas al respecto
mas ingenuas o mas elaboradas (sin limitarse necesariamente a la “respuesta
oficial” del “a mi no me preguntes qué es un conjunto”), pero ninguna de estas
discusiones afecta en nada a lo tnico relevante en el trabajo de un matematico:
determinar si ciertas afirmaciones son o no teoremas matematicos.

El calculo deductivo formal es totalmente mecanico y objetivo. En teoria
se puede programar a un ordenador para que, si le damos una demostracion
matematica suficientemente detallada, pueda comprobar que, efectivamente, el
razonamiento es correcto sin mas que comprobar que cada afirmacién del ar-
gumento se sigue de otras precedentes mediante reglas formales logicamente
validas, por lo que es inconcebible que ningin resultado matematico cuya co-
rreccion formal esté debidamente verificada pueda ponerse en cuestion a raiz de
ninguna clase de consideracion filosofica sobre la naturaleza de los conjuntos.
El tinico problema podria ser que se descubriera que los axiomas de la teoria de
conjuntos son contradictorios, en cuyo caso seria necesario encontrar una teoria
alternativa.

Los teoremas de incompletitud de G6del Hemos dicho que la teoria de
Zermelo, o ZFC, resolvi6 la crisis de los fundamentos de la matematica abierta
con el descubrimiento de las contradicciones de la teoria de conjuntos, pero esto
hay que entenderlo en un sentido débil: estas teorias invalidan los argumentos de
las paradojas conocidas, pero eso no es garantia de que no puedan existir otros
argumentos que permitan deducir contradicciones de los axiomas de la teorfa de
conjuntos. De hecho, Zermelo publico su teoria después de haber fracasado en
un intento de justificar que no era contradictoria.

En la década de 1920, David Hilbert trazé un ambicioso programa consistente
en analizar en profundidad el razonamiento matematico con el fin de encontrar
un sistema de axiomas (posiblemente una teoria axioméatica de conjuntos, tal
vez la propia ZFC) del que pudiera demostrarse que era consistente (es decir,
que en él no puedan probarse contradicciones) y completo (que toda afirma-
cion matemaética sea demostrable o refutable en él). Este programa fue uno de
los incentivos para el desarrollo de la logica matemética, es decir, del estudio
de las leyes de razonamiento matemético més alla del sistema de axiomas de
partida considerado, pero en 1931 la comunidad matematica recibi6 como un
jarro de agua fria unos resultados publicados por Kurt Gédel, que esencialmente
probaban que el programa de Hilbert era inviable.

Por una parte, Godel demostrdé que cualquier teoria matemaética que cum-
pliera unos requisitos minimos para ser aceptable era necesariamente incom-
pleta: siempre habria afirmaciones elementales sobre nimeros naturales (ele-
mentales en el sentido de que no involucran mas que la aritmética basica) que
no podrian ser demostradas ni refutadas en la teoria. Pero, méas ain, Godel
prob6 que la consistencia de una teoria axiomatica razonable nunca puede ser
demostrada en la propia teoria, por lo que, en particular, si consideramos una
teoria del estilo de ZFC, que es capaz de probar cualquier cosa que un matemé-
tico considere que puede probar, resulta que si ZFC es consistente, es imposible
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demostrar que lo es, ya que si existiera una demostracion, ésta podria expresarse
en el propio ZFC, y eso es justo lo que Gédel habia probado que era imposible.

En resumen: los teoremas de Godel demostraban que cualquier teoria ma-
teméatica suficientemente potente como para aspirar a cumplir el programa de
Hilbert es necesariamente incompleta, y que si es consistente es imposible de-
mostrar que asi es.

Estos hechos fascinaron a matematicos y no matemaéticos, pero, a la vez, las
técnicas de la logica matematica en general y las demostraciones de los teoremas
de Godel en particular resultaban un tanto cripticas incluso para matematicos
profesionales, por lo que Goédel y sus teoremas quedaron envueltos en una cierta
aureola de misticismo y proliferaron los libros divulgativos.

En principio, los teoremas de Gédel son puramente negativos: solo dicen que
hay cosas que los mateméticos nunca podran lograr, lo cual no ayuda mucho a
la investigacion en matematicas. Pero, como veremos a continuacién, hay otro
aspecto de la fundamentacion de las matemaéticas en el que la logica matematica
desarrollada en las primeras décadas del siglo XX (e incluso los propios teore-
mas de incompletitud) resultaba esencial, y que mantuvo la atraccion de los
matemaéticos y contribuy6 en gran medida al desarrollo de la l6gica matematica
como una disciplina matemaética maés.

La hipotesis del continuo El teorema de Cantor que hemos analizado més
arriba es una de las piezas de la teoria de cardinales transfinitos de Cantor. No
estamos en condiciones aqui de explicarla con detalle, y lo que sigue ha de verse
como una mera panordmica muy superficial.

Del mismo modo que a cada conjunto finito se le puede asociar un nimero de
elementos (lo que usualmente se llama “contar”), Cantor definié un sistema de
nimeros para contar conjuntos infinitos, a los que llamé cardinales transfinitos.

Los nameros naturales 0, 1, 2, ... son los cardinales finitos, pero tras ellos vienen
los cardinales transfinitos:
Ov 17 23 NOa Nla NZ?

Aqui R (alef) es la primera letra hebrea, que fue la que eligi6 Cantor para
nombrar sus cardinales infinitos.*

Cantor demostr6 que a cada conjunto X, finito o infinito, se le puede asociar
un cardinal (un nimero de elementos), que con la notaciéon moderna se repre-
senta por | X[, de modo que dos conjuntos (finitos o infinitos) tienen el mismo
cardinal si y s6lo si se puede establecer una aplicacion biyectiva entre ellos, es
decir, si se pueden emparejar sus elementos sin que falte ni sobre ninguno. Si X
es finito, su cardinal es un ntmero natural y es lo que normalmente se entiende
por su nimero de elementos, mientras que si X es infinito entonces | X| es uno
de los cardinales transfinitos.

4En realidad la sucesién de los cardinales infinitos es mucho méas compleja de lo que la
“lista” precedente da a entender. Por ejemplo, por encima de Ng, N1, Ng, ... se encuentran los
cardinales transfinitos llamados Ry, R, 41, N 42, . . ., pero luego de todos ellos viene R,,.2, y es
esta complejidad creciente de la sucesion, que rebasa todo posible limite, la que hace que no
se la califique de “sucesion infinita”, sino de “sucesion transfinita”.
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En estos términos, el teorema de Cantor, del que hemos hablado antes, afirma
que todo conjunto X cumple la relacion |X| < |PX|, pues existe una aplicacion
inyectiva X — PX, lo que se traduce en que |X| < |PX]|, pero es imposible
establecer una biyeccion entre ambos, lo que nos da la desigualdad estricta.

El cardinal Ry es el cardinal del conjunto de los ntimeros naturales, y es el
menor cardinal infinito. Los conjuntos de cardinal Ry son los conjuntos que se
pueden poner en correspondencia biunivoca con los nimeros naturales, y por
ello se llaman conjuntos numerables (son conjuntos que se pueden “numerar”
en el sentido de que se le puede asignar un ntimero natural a cada uno de sus
elementos, aunque para ello necesitemos usar todos los nimeros naturales).

Si consideramos los conjuntos numéricos N C Z C Q C R C C que contienen,
respectivamente, a los nimeros naturales, los enteros, los racionales, los reales
y los complejos, Cantor demostré que |N| = |Z| = |Q| = Ry, de modo que los
tres tienen el mismo namero de elementos, aunque cada uno esté estrictamente
contenido en el siguiente (con conjuntos infinitos, el todo no es necesariamente
mayor que la parte). Por el contrario, Cantor demostré que [R| = |C| = |PN|, y
aqui es donde interviene el teorema de Cantor para concluir que estos conjuntos
no son numerables. Méas precisamente, Cantor defini6é una aritmética transfinita
y demostro que |PX| = 2/X! (compérese con el caso finito: un conjunto de 3
elementos tiene exactamente 2% = 8 subconjuntos). En resumen:

IR| = |C| = |PN| = 2% > Ry.

Por otro lado, el cardinal ¥; se define como el menor cardinal no numerable.
Todo conjunto no numerable tiene al menos N; elementos, por lo que

IR = |C] = [PN] = 2% > §,.

Pero, jcuanto vale exactamente 2%°? ;Cuantos niimeros reales, o cuantos
conjuntos de ntimeros naturales hay? Cantor conjeturdé que 2% = X; o, lo que
es lo mismo, que el cardinal de PN es el siguiente cardinal después de Ry, de
modo que no hay cardinales intermedios. A esta conjetura la llamé hipdtesis
del continuo, porque Cantor llamaba a R “el continuo”. Durante el resto de su
vida, Cantor tratdé de demostrar o refutar la hipotesis del continuo, y encontro
muchos argumentos en favor y en contra, pero ninguno era concluyente. En
1900, Hilbert habia incluido la hipoétesis del continuo como el primero en una
lista de los problemas méas importantes que, a su juicio, tenia planteada la
matematica del siglo XX.

Pero en 1940 Gdédel publicé un nuevo articulo revolucionario, en el que de-
mostro que, si la teoria de conjuntos es consistente, también lo es anadir como
axioma la hipotesis del continuo o, dicho de otro modo, que es imposible de-
mostrar que la hipotesis del continuo es falsa, y en 1966 Paul Cohen demostro
que tampoco es posible demostrar que es verdadera. Mas precisamente, Cohen
demostro que 28 puede ser Xy, como afirma la hipotesis del continuo, pero tam-
bién Ry, o Ny7, 0 Rys113, o casi cualquier cardinal no numerable. En resumen:
la hipotesis del continuo es un ejemplo de afirmacién indecidible en teoria de
conjuntos. No existe ningtin argumento matemético que permita demostrarla o
refutarla.
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A partir de ese momento, los especialistas en logica y en teoria de conjuntos
empezaron a encontrar una larga lista de afirmaciones para las que sucedia lo
mismo, y no todas eran problemas técnicos de la teoria de conjuntos, sino que
hay afirmaciones indecidibles en algebra, en el anélisis matemaético, en topologia,
etc. Este es el motivo principal por el que la logica matematica es esencial para
entender la matematica: porque hay problemas mateméaticos que s6lo pueden
ser resueltos mediante una prueba de independencia, es decir, una prueba de
que es imposible resolverlos, por lo que no tiene sentido seguir buscando una
respuesta en un sentido u otro, y ahi la logica resulta esencial.

Los matematicos no necesitan estudiar logica formal para razonar correcta-
mente. Al contrario, es la logica formal la que se plantea y resuelve el problema
de dar una definicién de razonamiento formal que se corresponda exactamente
con la forma de razonar de los mateméaticos. Sin embargo, para demostrar que
una afirmacion como la hipotesis del continuo no es ni demostrable ni refutable
a partir de los axiomas de ZFC, no basta con tomar los axiomas y no ser capaz
de concluir nada. La forma de probar la independencia de la hip6tesis del conti-
nuo es partir de que si fuera demostrable o refutable existiria una demostraciéon
de la hipétesis del continuo o de su negacién en el sentido preciso que define la
logica matemética, para a continuacién razonar en términos de dicha definicion
que tal demostraciéon no puede existir. En otras palabras: no necesitamos sa-
ber qué entendemos exactamente por demostraciéon para demostrar algo, pero
es imprescindible tener una definicién precisa de demostraciéon y justificar que
comprende todas las posibilidades de razonamiento matemaético para concluir
que no existe tal cosa para una afirmaciéon en concreto (como la hipotesis del
continuo o su negacion) y de ahi concluir que, por mucho que aguce el ingenio,
un matemético no tiene posibilidad alguna de demostrar la afirmacion.

Asi pues, la logica matematica no so6lo sirve para precisar en qué consiste la
fundamentacion ultima de las matematicas, sino que también es una herramienta
indispensable para obtener pruebas de consistencia.

El formalismo Aunque relativamente pocos mateméticos siguieron de cerca
la crisis de fundamentos y la logica matemaéatica o las teorias axiomaticas que
surgieron de ella, lo cierto es que este proceso difundié el formalismo entre la co-
munidad matemaéatica —especialmente en la ensenanza universitaria— introdu-
ciendo una nociéon muy precisa de lo que hay que entender por rigor matematico
(o mas bien reforzo una linea de pensamiento formalista preexistente):

Todo razonamiento matematico riguroso debe partir de axiomas ex-
plicitos de los que se extraen consecuencias segin los principios de
la logica formal. Todos los conceptos involucrados tienen que es-
tar determinados, o bien por dichos axiomas, o bien por definiciones
que sblo aludan a otros conceptos previamente determinados (por los
axiomas o por definiciones previas). En particular, no son admisibles
definiciones o razonamientos basados en ideas o principios “intuiti-
vos”. Cualquier concepto o argumento “intuitivo” que quiera usarse
en una demostracion debe formalizarse debidamente. Cualquier de-
finicién o razonamiento “intuitivo” no formalizado es sospechoso de
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error e incluso de contradiccién y, por lo tanto, es inadmisible. Es
facil poner una infinidad de ejemplos de como afirmaciones “intui-
tivamente” verdaderas resultan ser falsas a la luz de la matematica
formal.

Un ejemplo de afirmacién demostrable formalmente, aunque “contraria a la
intuicion” es la llamada paradoja de Banach-Tarski (aunque aqui la palabra
“paradoja” s6lo hay que entenderla en el sentido débil de “hecho contrario a lo
que uno podia pensar”, pues se trata de un teorema de ZFC que no da lugar a
ninguna contradiccion):

La paradoja de Banach-Tarski Fs posible descomponer adecua-
damente una esfera maciza en cinco partes de modo que si éstas se
reordenan como las piezas de un puzzle, puedan encajarse de nuevo
para formar dos esferas macizas del mismo tamano que la original.

Cualquiera que aceptara como “intuitivamente evidente” que esto es falso,
se estaria equivocando, pues, como ya hemos senalado, la paradoja de Banach-
Tarski es un teorema de ZFC. Por ello mismo, no podemos permitirnos el lujo
de dar por cierta cualquier cosa que parezca cierta soélo porque pueda parecer
inconcebible que sea falsa. Si realmente es cierta, tendra que poder demostrarse
formalmente a partir de los axiomas de ZFC.

Por ejemplo, si alguien pretende definir una aplicacion f : A — B como
un criterio que a cada elemento a € A le asigna otro elemento f(a) € B,
un matemaético consecuente con la concepciéon formal de la matemética no lo
considerara admisible y su réplica sera: ja qué llamas “criterio”? Dame una
definicion formal, precisa y Tigurosa de lo que llamas “criterio”.

La definicion valida en el contexto de la matematica formal es la que establece
que una aplicacion f : A — B es un conjunto f formado por pares ordenados
(a,b), con a € Ay b e B, de modo que, para cada elemento a € A, existe un
anico elemento b € B tal que (a,b) € f, y a dicho elemento b se le llama imagen
de a por f,y se representa como b = f(a).

De este modo hemos sustituido la palabra “criterio”, sospechosa de ser un
mero “concepto intuitivo”, por la palabra “conjunto”, que no necesitamos definir
por que los axiomas nos eximen de hacerlo.

Asi, muchos matemaéticos asimilaron, desde el mismo inicio de su formacion
como tales, una serie de normas y criterios sobre lo que es riguroso y lo que
no lo es, sobre lo que esta bien y lo que estda mal, sobre lo que es aceptable
v lo que no lo es, que son incuestionablemente correctos cuando se aplican al
razonamiento formal, pero que se convierten en una aberracion si se pretende
aplicarlos a cualquier forma de razonamiento matematico.

En efecto, la postura filosofica segin la cual los tnicos razonamientos ma-
teméaticos aceptables son los que respetan estrictamente las normas del razona-
miento formal, es lo que podemos llamar formalismo. Desde este punto de vista,
el proceso de construcciéon de las matemaéticas “desde sus cimientos” tendria que
seguir aproximadamente estos pasos:
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1. Se fijan los axiomas de ZFC (u otra teoria similar que se considere opor-
tuna), lo que supone aceptar sin definiciéon los conceptos primitivos de
“conjunto” y “pertenencia’.

2. A partir de ellos se definen los conceptos conjuntistas béasicos y se de-
muestran sus propiedades (union e intersecciéon de conjuntos, relaciones,
funciones, etc.).

3. Se construye el sistema numérico y se demuestran sus propiedades (nime-
ros naturales, enteros, racionales, reales y complejos).

4. Se definen los conceptos de las distintas ramas de la matematica y se
demuestran sus propiedades.

En particular, todos los conceptos matematicos distintos de “conjunto” y
“pertenencia’ deben ser definidos formalmente a partir de estos conceptos pri-
mitivos o de otros previamente definidos, sin dar cabida a ninguna forma de
“definicion intuitiva”. Cualquier otra forma de proceder no puede considerarse
matematicamente rigurosa ni, por tanto, aceptable. A lo sumo, podré tener un
valor didactico aceptable siempre y cuando esté probado que es posible llegar a
los mismos resultados por procedimientos rigurosos (= estrictamente formales).

El problema es que este “ideario formalista” incapacita a quien lo adopta
para entender la fundamentacién de la matemaética. En efecto, un formalista
no es consciente de que lo que toma como punto de partida —fijar los axiomas
de ZFC y, tacitamente, también las reglas validas de razonamiento formal— no
es algo que pueda hacerse arbitrariamente de un plumazo. Por el contrario,
definir ZFC —o cualquier otra teoria axiomatica— con el rigor necesario para
que la definicién sea operativa, no es tan simple como decir “consideramos estos
axiomas”:

e En primer lugar es necesario definir un lenguaje formal, es decir, un len-
guaje con una sintaxis perfectamente definida que no deje cabida para las
ambigiiedades que permiten los lenguajes naturales. Esto supone en par-
ticular distinguir con rigor cadenas de signos como + = xy A — de otras
como ¢ # 0 — —(z + z = z), es decir, cadenas asintacticas, sin sentido
alguno, de cadenas acordes con la sintaxis del lenguaje formal, que son las
Gnicas que se consideraran en la practica.

e En segundo lugar es necesario definir y estudiar las propiedades de muchos
conceptos sintacticos, como la operacién que nos llevade z+y=y+x a
2+ 3 =3+ 2 (es decir, la sustitucion de variables por otros términos del
lenguaje).

e En tercer lugar es necesario definir qué significa que una afirmaciéon del
lenguaje formal sea consecuencia légica de unas premisas dadas, lo que
supone la existencia de una deduccién légica, definida a su vez como una
sucesion de afirmaciones que cumpla ciertas condiciones para que la de-
duccién se pueda considerar correcta.
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e Pero, méas aun, aunque tengamos ya una definicién de qué es un razo-
namiento formal que a un matemaético le parezca sensata, tenemos que
demostrar que dicha definicién incluye realmente toda la capacidad de ra-
zonamiento matematico, es decir, que cualquier cosa que un matemético
acepte como demostrada admite una demostraciéon en el sentido que he-
mos definido. De lo contrario, cuando se demuestra que la hipotesis del
continuo no se puede demostrar (en el sentido de que no existe una demos-
traciéon formal de la misma), quedaria la duda de si no podria demostrarse
con un argumento no contemplado en nuestra definicion de demostracion
formal, pero que los matematicos consideren concluyente de todos modos.
No es evidente en absoluto como puede probarse que una propuesta de de-
finicion de razonamiento formal abarca realmente todos los razonamientos
que un matematico darfa por validos, pero esto es uno mas de los teoremas
revolucionarios que prob6 Gdédel, conocido como teorema de completitud
semdntica de Godel.

Metamatematica Toda la teoria esbozada en los puntos precedentes se co-
noce como metamatemdtica. La metamatemética es el estudio logico de las
teorias axiomaéticas formales necesario para definirlas y estudiar su alcance, lo
que incluye resultados positivos, como el teorema de completitud seméantica,
que asegura que el calculo deductivo formal captura todas las formas de razona-
miento aceptables para un matematico, y también resultados negativos, como
los teoremas de incompletitud.

El problema con que tropieza el formalista es que la metamateméatica es
una teoria sofisticada que requiere tratar con muchos conceptos matematicos:
ntmeros naturales, sucesiones, conjuntos, etc. Por ejemplo, necesitamos hablar
de los signos de un lenguaje formal, de sucesiones finitas de signos, que forman
afirmaciones, de conjuntos de axiomas, que pueden ser infinitos (de hecho, ZFC
tiene infinitos axiomas), etc. A menudo es necesario razonar por induccion sobre
el nimero de signos de una afirmacion, o sobre el nimero de afirmaciones de
una demostracion, etc.

Todo esto resulta desconcertante —o mas bien indigerible— al formalista,
que pretende que los nimeros naturales sean los objetos construidos rigurosa-
mente en en marco de ZFC, tal y como le ensenaron en sus estudios, y cuya
confianza en el principio de induccion se basa en que éste es demostrable en ZFC,
y asi, al tomar cualquier libro sobre metamatemaética, se encuentra con que le
hablan de nimeros naturales, de induccién, hasta de conjuntos infinitos, y todo
ello antes de haber definido ZFC o cualquier otra teoria axiomatica que permita
definir, o tratar, estos conceptos comme il faut. Y si el formalista decide darle
una oportunidad a estos libros y se esfuerza por ver si lo que exponen se puede
considerar fiable y riguroso en algin sentido, se encontraré, para su espanto, con
que no, con que muchos conceptos matematicos son tratados con absoluto des-
precio a los criterios de rigor que él considera indispensables. Su impresién seré
que tales libros no son fiables, que sus afirmaciones son cuestionables, ininteligi-
bles, y hasta podria pensar que el autor trata de ocultar maliciosamente el fondo
del asunto y que cae cinicamente en un circulo vicioso al usar subrepticiamente
ZFC en el proceso con el que pretende construir ZFC.
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En otros términos, el problema con el que se encuentra el formalista es que
se niega a admitir algo que, bien mirado, es obvio: los razonamientos meta-
matematicos no pueden ser razonamientos formales, puesto que el objeto de la
metamatemaética es determinar qué hay que entender exactamente por razona-
miento formal. Si ya tuviéramos a nuestra disposiciéon una teoria axioméatica
formal para presentar en ella la metamatematica, significaria que ya tendriamos
hecho el trabajo que pretendemos hacer.

Por consiguiente, el razonamiento metamatemaético, por su propia finalidad,
tiene que ser necesariamente informal, donde “informal” no hay que entenderlo
en el sentido en que lo entiende un formalista, para quien es una forma fina de
decir “chapucero” o “carente de rigor”, sino que “razonamiento informal” significa
simplemente lo contrario de “razonamiento formal”: razonamiento en el que el
criterio para aceptar una conclusiéon como valida no es que se obtenga de las
premisas aplicando unas reglas de inferencia formales prefijadas, sino atendiendo
al significado de las afirmaciones involucradas y dando argumentos concluyentes
que justifiquen que son verdaderas. Hay una frase de Raymond Smullyan que
resume agudamente la postura formalista:

Un formalista es un matemdtico que es incapaz de entender algo a
menos que carezca de significado.

Podriamos decir que el formalismo es un caso de “deformacion profesional”.
Ciertamente, los criterios de rigor del matemaético formalista son los que debe
aplicar en el ejercicio de su profesiéon, que consiste en demostrar teoremas en ZFC
ajustandose a las exigencias de su célculo deductivo formal. Pero pretender que
el razonamiento formal es la tnica forma de razonamiento fiable es considerar
como “lo normal” lo que a todas luces es “lo excepcional”, pues lo que realmente
deberia causar sorpresa y requiere justificacion es que es posible razonar sin tener
en cuenta sobre qué se razona —y en este libro nos ocuparemos de justificarlo—,
mientras que el hecho de que es posible razonar tomando como guia el significado
de las afirmaciones que se formulan para asegurarse de que cada cosa que se dice
es verdad no deberia considerarse algo problemaético.

Intuiciéon y razonamiento informal En este punto el formalista podria
plantearnos esta pregunta maliciosa: Y si es posible hacer razonamientos mate-
madticos informales, spara qué necesitamos la matemdtica formal?

La respuesta es que solo es posible razonar informalmente de forma fiable
cuando tratamos con una parte restringida de los conceptos matemaéticos, que,
no obstante, es suficiente para fundamentar la metamatematica que a su vez
sirve de fundamento para la mateméatica formal, que abarca todo el razona-
miento matematico.

Mas precisamente, podemos razonar informalmente sobre aquellos conceptos
matematicos que tienen un contenido intuitivo claro, y aqui hemos empleado
una palabra maldita a los ojos de un formalista: la intuicion, pero nos apresu-
ramos a aclarar que no vamos a usar este término en el sentido en que lo usan
los mateméticos que desprecian la intuicién. No estamos hablando de “presen-
timientos”, de “ocurrencias infundadas”, “perspicacia”, ni nada parecido. Nada
de eso serfa fiable como fundamento de un razonamiento matemaético riguroso.
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Llamamos “intuicion” a nuestra capacidad de formarnos imégenes espaciales y
temporales (como la imagen espacial de un cubo), y especialmente —para lo que
nos interesa— aquellas que no incluyen ningun elemento de la realidad fisica.
Veamos un ejemplo concreto:

Si alguien desconoce el significado de la palabra “cubo” y
le decimos que un cubo es la forma geométrica de un dado,

v le mostramos la imagen de la derecha para despejar cual-
quier ambigiiedad (precisando que todos los d4ngulos son rec-

tos y que todas las aristas tienen la misma longitud), con

esto nuestro interlocutor habra entendido perfectamente lo

que es un cubo.

Asi, si le preguntamos cuantos vértices tiene un cubo, aunque jamas se lo
hubiera planteado antes, no tendra dificultad en observar que, pensando en un
cubo en la posicion que muestra la figura, tiene cuatro vértices en un plano infe-
rior y otros cuatro en un plano superior, lo que hace un total de ocho vértices. Y
si le preguntamos cuéntas aristas tiene, observara que tiene cuatro horizontales
en el plano inferior, otras cuatro en el superior y otras cuatro verticales, lo que
hace un total de doce aristas. Notemos que para llegar a estas respuestas no
es necesario que el interrogado tenga ante si ningtn objeto fisico con forma de
cubo. Ni siquiera seria necesaria ninguna imagen si ya ha entendido plenamente
qué es un cubo y puede formarse la imagen de uno en su mente.

Definir el concepto de “cubo” mostrando una imagen de un cubo (que ni
siquiera hace falta que sea una imagen realista, sino que valdria igualmente
cualquier boceto mal hecho en un papel, con tal de que expliquemos a nuestro
interlocutor cudl es la imagen ideal que debe abstraer) no tiene nada que ver
con lo que se entiende por una definicién formal en el seno de una teoria axio-
mética. Sin embargo, cualquiera que entienda esta definicién puede responder
objetivamente muchas preguntas sobre un cubo, como el nimero de vértices, ca-
ras o aristas que tiene un cubo, o incluso preguntas mas sofisticadas, como si se
puede cubrir el espacio yuxtaponiendo cubos, sin que queden espacios vacios en-
tre ellos (cosa que no se puede hacer, por ejemplo, con esferas). Y a todas estas
respuestas se llega sin necesidad de ningin razonamiento que parta de ningtn
axioma. El concepto de “cubo” es un concepto intuitivo. No es un objeto fisico.
Cuando nos imaginamos un cubo no estamos imaginando —o no necesitamos
imaginar— un cubo de madera, o de pléstico, ni necesitamos atribuirle un peso,
ni lo estamos situando en ningtn punto en particular de universo, ni hay riesgo
de que alguien nos lo pise sin querer, porque no esta en ninguna parte. Es so6lo
una construccién mental, pero que nos permite razonar informalmente exacta-
mente igual que lo hacemos habitualmente sobre objetos fisicos, como cuando,
por ejemplo, vemos varios objetos fisicos y nos planteamos como podemos dis-
ponerlos para que quepan en un armario o en un maletero. El hecho de que
una imagen de un cubo no sea un objeto fisico no dificulta en absoluto nuestras
posibilidades de razonamiento sobre los cubos. Al contrario, las facilita, porque
un objeto fisico puede tener caracteristicas que nos sean desconocidas, mientras
que un cubo no es ni més ni menos que lo que nos imaginamos al imaginar un
cubo.
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Aprovechamos este ejemplo para sefialar un hecho fundamental: no es lo
mismo intuir que pensar. Por ejemplo, podemos pensar en un cubo de cuatro
dimensiones, y razonar formalmente sobre €él, pero no podemos intuirlo. No te-
nemos ninguna representacion intuitiva de un cubo de cuatro dimensiones.” Un
cubo de cuatro dimensiones tiene grupos de cuatro aristas perpendiculares dos
a dos, y eso no nos lo podemos imaginar, porque el espacio de nuestra intuiciéon
es el espacio tridimensional euclideo, y no estd en nuestra mano cambiar eso.
Establecer esta diferencia es fundamental. Por ejemplo, podemos pensar en un
poliedro regular de 10 caras heptagonales, y podemos razonar sobre él. Por
ejemplo, podemos razonar que tendria que tener 35 aristas (10 x 7 = 70, pero
asi contamos dos veces cada arista), luego tendria que tener 27 vértices (por
el teorema de Euler sobre poliedros), pero si seguimos analizando las caracte-
risticas de este poliedro terminaremos llegando a una contradiccién, porque no
existen poliedros regulares de 10 caras heptagonales. Pensar en algo no nos da
ninguna garantia de que lo que estamos pensando no esconda contradicciones.
En cambio, el hecho de que podamos imaginarnos un poliedro regular de 6 caras
cuadradas nos da la garantia de que es imposible que el concepto de “cubo” (tri-
dimensional) sea contradictorio. Si los cubos fueran contradictorios, podriamos
pensar en ellos, pero no intuirlos.

Similarmente, si contamos mentalmente: “uno, dos, tres, cuatro”, y luego
avanzamos dos lugares mas, pensando “cinco, seis” (con la conciencia de que
hemos dado exactamente dos pasos méas), habremos constatado que 4 + 2 = 6
sin que medie ningin razonamiento formal, sin haber deducido nada de ningtn
axioma. Del mismo modo que a partir de la imagen de un cubo hemos obtenido
inmediatamente informacion matematica (geométrica) sobre los cubos, a partir
de una intuicién puramente temporal hemos obtenido una afirmacion aritmética
que podemos dar por cierta fuera de toda duda razonable.

Afirmaciones como “los cubos tienen 12 aristas” o “4 + 2 = 6” son ejemplos
de afirmaciones intuitivamente evidentes, pero también hay afirmaciones cuya
verdad puede razonarse intuitivamente sin que se puedan calificar de evidentes.

Por ejemplo, nadie puede imaginarse un triangulo rectangulo arbitrario y
afirmar: obviamente, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos. Sin embargo, si le mostramos a alguien las figuras
siguientes:

5En realidad, podemos intuir una imagen tridimensional en perspectiva de un cubo de
cuatro dimensiones, la cual basta para obtener intuitivamente (informalmente) algunas con-
clusiones sobre los cubos de cuatro dimensiones.
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y le explicamos que movemos los tridngulos de la primera figura como muestra la
segunda hasta situarlos en la posiciéon de la tercera, entonces vemos que el area
del cuadrado de la primera figura es la suma de las areas de los cuadrados de la
tercera, lo que demuestra el teorema de Pitagoras (supuesto que ya conozcamos
algunos resultados elementales sobre areas). Lo que si que podemos dar por
evidente es que el razonamiento previo se puede hacer con cualquier tridngulo
rectangulo dado, sin que importen sus dimensiones. Con ello estamos afirmando
que, dado cualquier tridngulo rectangulo, siempre seremos capaces de construir
mentalmente figuras como las anteriores, y esto nos asegura que el teorema de
Pitagoras vale para triangulos rectangulos arbitrarios y no sélo para los que
muestre una figura en particular.

Asi pues, el teorema de Pitagoras no es intuitivamente evidente, pero es facil
demostrarlo mediante un argumento intuitivo que se basa en que podemos ima-
ginarnos unos triangulos ideales que se mueven de una posiciéon a otra, junto con
la conciencia de que esto puede hacerse independientemente de las dimensiones
de los triangulos.

Similarmente, basta observar una figura como

para convencernos de que 3 -5 = 5-3 y, si ademés nos persuadimos de que
podemos formar rectangulos de puntos anélogos con cualquier nimero de puntos
en sus lados, nos convencemos de que mn = nm para cualquier par de nimeros
naturales m y n (tratando aparte el caso trivial en que alguno de los factores
sea 0). Esto es otro ejemplo de razonamiento informal basado en la intuicion.

Si el lector es formalista, es probable que ya lleve un rato deseando interpelar
al autor para presentarle muchos ejemplos de “razonamientos intuitivos” que
llevan a conclusiones falsas y que ponen en evidencia lo poco fiable que es la
intuicion, a lo que el autor responderia que hay dos clases muy distintas de tales
ejemplos:

Por una parte tenemos casos como el de un argumento basado en la figura
—por ejemplo— de un tridngulo acutangulo por el que alguien concluya erro-
neamente que una propiedad es cierta para todos los tridngulos, cuando bastaria
dibujar un tridngulo obtusangulo o rectangulo para comprobar que en ese caso
no se cumple. Ese caso es totalmente analogo a los errores de razonamiento for-
mal en los que alguien aplica un teorema sin advertir que en el caso considerado
no se cumple una de sus hipotesis, y por ello llega a una conclusién errénea, por
lo que, si es en esta clase de ejemplos en los que esta pensando el lector, lo que
sucede es que es muy facil ver la paja en el ojo ajeno. Es igual de facil cometer
un error razonando formalmente o razonando informalmente, y lo importante es
que, cuando alguien se da cuenta y nos senala el error, no se produce un debate
sobre si la prueba esta bien o estd mal, sino que el error queda en evidencia y se
llega al acuerdo de que la prueba era erronea (o de que tenia un alcance menor
que el pretendido).
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No obstante, hay muchos casos en los que la intuicién nos informa de su grado
de generalidad. Ya hemos senalado dos ejemplos: es intuitivamente inmediato
que la demostracion geométrica del teorema de Pitadgoras que hemos considerado
maés arriba es aplicable a cualquier tridngulo rectangulo, y no s6lo a un ejemplo
concreto de una figura concreta. Igualmente, es intuitivamente evidente que la
disposicién rectangular de puntos que nos permite concluir que 3-5 = 5-3 puede
modificarse para admitir cualquier nimero de puntos en cada lado, y asi justifica
que mn = nm. Por supuesto, alguien puede en un momento dado generalizar
incorrectamente a partir de una imagen intuitiva, exactamente igual que alguien
puede aplicar incorrectamente un teorema formal al no comprobar una de sus
hipétesis.

Por otra parte, tenemos casos de naturaleza muy distinta, como el hecho de
que alguien podria afirmar “intuitivamente” que no existen funciones continuas
no derivables en ningtin punto, porque es imposible imaginarse tal cosa, mientras
que formalmente se puede demostrar que si que existen.

En efecto, es imposible imaginarse intuitivamente una funcién continua no
derivable en ningin punto, pero lo que deducimos de ahi es que el concepto
formal de “funcion real de variable real” que se maneja en el analisis matematico
es mucho mas general que nuestro concepto intuitivo de “curva que no pasa dos
veces por la misma recta vertical”. Toda curva intuitiva con esta condiciéon
es la gréfica de una funcién en el sentido analitico formal, pero el reciproco
no es cierto. Y por ello no podemos pretender que cualquier afirmacién sobre
funciones que parezca plausible en términos intuitivos tenga que corresponderse
con un teorema del calculo diferencial. No es admisible identificar un concepto
intuitivo con un concepto formal por el mero hecho de que algunas instancias
concretas del concepto formal tengan una interpretaciéon intuitiva. De hecho,
la razén principal por la que muchos matematicos desprecian los razonamientos
intuitivos es porque no tienen en cuenta que a menudo los conceptos abstractos
que manejan trascienden con mucho los ejemplos intuitivos que los motivan,
lo que invalida todo intento de concluir nada sobre ellos sin mas base que la
intuicion. Asi, los mateméaticos hacen bien en despreciar la intuicién en esos
contextos, pero deberian tener presente que hay otros contextos en los que los
conceptos involucrados pueden interpretarse fielmente en términos intuitivos,
y en esos casos todas las presuntas evidencias en contra de la fiabilidad de la
intuicién no son aplicables.

Similarmente, el hecho de que no podamos formarnos una imagen intuitiva
de cinco fragmentos de esfera que cumplan la paradoja de Banach-Tarski no es
motivo para negar su validez, pues nuestra intuiciéon de lo que es un “fragmento
de espacio tridimensional” dista mucho del concepto formal de “subconjunto
de R3”, que es el que se considera en la demostracion de la paradoja.

Asi pues, para entender la metamatematica y, con ella, la fundamentacion
de la matematica formal, es necesario que el lector acabe convenciéndose —no
necesariamente en este punto, sino tal vez teniendo en consideracién el resto de
esta introduccion o, incluso tras un analisis critico del contenido de este libro—
de los hechos siguientes:
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1. El razonamiento matematico informal que requiere la metamatematica es
posible en la medida en que se cifia a afirmaciones a las que podamos
atribuir un contenido intuitivo preciso que nos permitan evaluar en todo
momento si son verdaderas o falsas.

2. Los limites de la intuicién son difusos: por una parte tenemos conceptos
con un contenido intuitivo inequivoco (como los tridngulos), luego hay
conceptos formales con un contenido intuitivo parcial, que no cubren toda
su generalidad (como el de funcion real de variable real), de modo que
seria falaz extraer consecuencias “intuitivas” del concepto general, y tam-
bién conceptos en los que podemos pensar, pero a los que no podemos
atribuir ningun significado intuitivo, como un espacio euclideo de cinco
dimensiones.’

3. No debemos confundir tener una representacion intuitiva de un concepto
o de un hecho con pensar en ello. Pensar en algo no nos da ninguna
garantia de que lo que pensamos no sea contradictorio, intuir algo si nos
las da. El razonamiento formal es imprescindible a la hora de tratar con
afirmaciones matematicas carentes de contenido intuitivo o, al menos, de
las que s6lo tenemos una representacion intuitiva parcial. Esto se aplica,
en particular, a toda la teoria de conjuntos cantoriana, en la que surgieron
las contradicciones que provocaron la crisis de fundamentos.

Seguidamente comentaremos algunas caracteristicas propias del razonamiento
matematico informal que lo distinguen del razonamiento formal, pero antes con-
viene observar que el razonamiento matematico informal (y riguroso) es algo
cotidiano en muchos contextos. Por ejemplo, cuando un aficionado al ajedrez
se plantea un problema del tipo “juegan blancas y dan mate en tres jugadas”,
esta planteandose un problema de naturaleza matemética. Es posible que los
matematicos profesionales lo consideren de escaso valor, pero, si es asi, lo sera
por juicios basados en una u otra escala de valores, pero no porque la naturaleza
del problema sea distinta a la de otros problemas matematicos mejor conside-
rados. El ajedrecista puede abordar el problema con la ayuda de un tablero de
ajedrez fisico, a pesar de que la naturaleza fisica de las piezas es irrelevante, o
puede trabajar inicamente con esquemas sobre el papel, o con la ayuda de un
ordenador, pero el tablero y las piezas de ajedrez, asi como las reglas del juego,
son conceptos intuitivos, igual que los niimeros naturales o los grafos finitos. Y

6Imaginemos que un topologo esta muy familiarizado con un espacio topolégico carente de
todo contenido intuitivo, como pueda ser BN, la compactificacién de Stone-Cech de N, hasta
el punto de que puede formular facilmente conjeturas sobre SN que luego pueden probarse
formalmente. Quizd un matematico describiria la situaciéon diciendo que el topologo es capaz
de razonar intuitivamente sobre SN, pero no es asi si entendemos “intuitivamente” en el sentido
que le estamos dando a la palabra. El topélogo no tiene ninguna imagen mental fidedigna
de BN (no existe tal cosa). Puede orientarse con esquemas, analogias, usando su experiencia
sobre espacios similares, etc., lo cual capacita a su cerebro para presentarle inconscientemente
conjeturas acertadas, pero eso no tiene nada que ver con deducir hechos a partir de represen-
taciones intuitivas que se correspondan fielmente con el objeto considerado, no que aporten
meras analogias utiles.
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nadie echa de menos una teoria axiomatica para resolver un problema de aje-
drez, ni nadie cuestionara que la solucion sea correcta, si estd bien razonada,
s6lo porque no se haya hecho referencia en ella a ningtin axioma ni a ninguna
regla de inferencia de la logica formal. De lo que el lector necesita convencerse
es de que todo el contenido metamatematico de este libro tiene la misma solidez
que una solucién bien razonada a un problema tipico de ajedrez.

Razonamiento intuitivo vs. razonamiento formal Algunos formalistas
que acaban persuadidos a reganadientes de que es inevitable aceptar que el razo-
namiento metamatemaético tiene que ser informal y basado en la intuicién, tien-
den a escribirse sus propias notas procurando que su “razonamiento informal”
sea practicamente indistinguible del razonamiento formal al que estdn acostum-
brados. Eso les lleva a aceptar irreflexivamente afirmaciones que, tal vez sean
aceptables, pero que requeririan una cierta atenciéon y, en cambio, cuestionen
otras que no son probleméticas en absoluto.

La situaciéon podria compararse a la de alguien que haya vivido toda su vida
en una gran ciudad y, de repente, un dia se encuentra en medio de una selva y, sin
ser consciente de las consecuencias que conlleva este cambio de entorno, espera
seguir actuando como siempre lo ha hecho, y asi evita tirar una piel de platano
al suelo por si un policia lo ve y le pone una multa (es decir, viendo peligros
donde no los hay), y no teme comer cualquier cosa aparentemente comestible
que se encuentre dando por hecho que, si esta ahi, tendra su correspondiente
certificado de sanidad (no viendo peligros donde los hay).

El primer hecho que pilla desprevenido al formalista reconvertido es que no
repara en que en el razonamiento formal todos los conceptos reciben el mismo
trato, mientras que al razonar informalmente es necesario distinguir tres clases
de conceptos:

1. Los conceptos plenamente determinados intuitivamente, en el sentido de
que sabemos qué significa exactamente que todos los objetos determinados
por dicho concepto cumplan una determinada propiedad.

Por ejemplo sabemos perfectamente a qué nos referimos cuando habla-
mos de los niimeros naturales, o de los nimeros pares, o de los niimeros
primos, o de los pares de nimeros naturales, etc. Mas concretamente,
consideremos la afirmacion “todo niimero par mayor que 2 es suma de dos
nimeros primos”. No sabemos si esa afirmacion es cierta o no (es lo que
se conoce como la conjetura de Goldbach), pero sabemos eractamente lo
que significa, sabemos lo que quiere decir que todos los nimeros pares ma-
yores que 2 sean suma de dos primos. Podemos programar un ordenador
para que vaya buscando descomposiciones de nimeros pares como suma
de dos primos. Para cada numero par, la existencia de tal descomposicién
se puede comprobar (o refutar) en un tiempo finito, asi que el ordenador
puede ir imprimiendo una lista del estilo de:

2no, 4si, 6si, 8si, 10si,

No sabemos si, dejando calcular al ordenador durante un tiempo sufi-
ciente, terminara encontrando otro “no”, aparte del que ha encontrado en



Xxx1i

Introducciéon

el 2, pero sabemos lo que esto significa, y la conjetura de Goldbach afirma
precisamente que eso nunca sucederd. Si realmente nunca sucedera, la
conjetura es cierta, y si sucedera en algiin momento, es falsa. No sabe-
mos cuél es el caso, pero sabemos lo que estamos diciendo cuando nos
planteamos si es cierta o si es falsa.

Los conceptos que podemos identificar como bien definidos en casos concre-
tos, pero de los que no tenemos una representacion intuitiva de la totalidad
de sus casos particulares.

Entre ellos tenemos, por ejemplo, el concepto de “definiciéon”. En efecto,
es facil reconocer que ciertas expresiones definen univocamente nimeros
naturales, como:

el menor niumero natural expresable como suma de dos cubos de
dos formas distintas.

Puede comprobarse que esta definicion determina, concretamente, el ni-
mero 1729, y no necesitamos ninguna teoria axiomatica para justificar que
es asi. Soélo tenemos que hacer unos cuantos calculos que un ordenador
puede hacer por nosotros en poco tiempo. Por otra parte, también es claro
que “el numero natural que da buena suerte” no es una definiciéon valida.
Sin embargo, si un formalista nos pregunta cuél es la definicién informal
de “definicion”, es decir, qué requisitos pedimos a una presunta definicién
en virtud de los cuales admitimos como tal al primer ejemplo que hemos
dado y no al segundo, tenemos que responderle que no existe tal definiciéon
de “definicion”.

En efecto, supongamos que pudiéramos distinguir en general qué expre-
siones (en castellano, por ejemplo) definen un niimero natural y cuéles no.
Entonces, podriamos limitarnos a considerar, por ejemplo, las expresiones
castellanas con menos de setenta letras (que son un ntmero finito) y se-
leccionar entre ellas todas las que definan un ntimero natural. Con esto
obtendriamos un numero finito de niameros naturales, luego podriamos
calcular:

El menor nimero natural no definible en castellano con menos
de setenta letras.

Si llamamos B a este ntmero, resulta que la expresion anterior seria una
definicion de B, y asi tendrifamos una contradicciéon conocida como la
paradoja de Berry.

Esta contradicciéon surge de suponer que podemos distinguir en general
las expresiones que definen niimeros naturales y las que no definen ningtn
nimero natural, por lo que debemos concluir que esto no es posible, pero
aqui es fundamental tener presente que el hecho de que no tengamos una
definicion general de “definicién” no es Obice para que podamos reconocer
fuera de toda duda que algunas expresiones son definiciones, como “el
menor nimero primo” o “el maximo comin divisor de 16 y 100”.
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3. Conceptos con los que podemos razonar formalmente en el marco de una
teoria axiomdtica adecuada, pero a los que no podemos atribuir un signi-
ficado intuitivo preciso.

Un ejemplo en este caso es el concepto de “funciéon continua de R en R”,
del que ya hemos senalado que tiene algunas interpretaciones intuitivas
concretas, pero también muchas otras sin contenido intuitivo (como las
funciones continuas que no son derivables en ningin punto) y ello hace
que cualquier razonamiento intuitivo sobre funciones continuas puede ser
orientativo, pero nunca concluyente por si mismo, y por ello los recelos
de los matematicos hacia los razonamientos intuitivos en estos contextos
estan justificados.

Asi, los conceptos de tipo 1 son los que mas facilmente pueden ser tratados
informalmente, los de tipo 2 pueden manejarse con precauciones y los de tipo 3
son inadmisibles en un contexto informal. Veamos algunos ejemplos mas junto
con algunas observaciones adicionales.

Otro concepto de tipo 1 es el de “par de niimeros naturales”. Podemos
razonar intuitivamente sin restricciones con este concepto porque “la totalidad
de los pares de ntumeros naturales” tiene un significado intuitivo preciso. Con
esto no queremos decir que podamos verlos “todos a la vez’ o algo asi, sino
simplemente que sabemos lo que queremos decir cuando decimos que todos los
pares de ntiimeros cumplen algo, o que existe un par de niimeros que cumple
algo (siempre y cuando “algo” sea una propiedad intuitivamente bien definida).
Esto es asi porque podemos enumerar todos los pares de nimeros naturales:

(0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0),

para ello enumeramos primero el Gnico par cuyas componentes suman 0, luego
ponemos los dos pares cuyas componentes suman 1, luego los tres pares cuyas
componentes suman 2, y asi sucesivamente. Afirmar que todos los pares cum-
plen algo es afirmar que lo cumple el primer par de la lista, y el segundo, y el
tercero, y el cuarto, etc. Puede que no tengamos medios de saber si, efectiva-
mente, ninguno fallara, pero sabemos lo que decimos cuando nos planteamos
esa posibilidad.

Maés en general, s6lo admitiremos como “conceptos de tipo 1” los que deter-
minen un conjunto numerable de objetos (finito o infinito). Acabamos de ver
que los pares de ntumeros naturales estan en este caso. Siempre que podemos
enumerar unos objetos, sea de forma explicita, o bien podamos describir una
forma de enumerarlos aunque en la practica no podamos determinar cuél es el
objeto n-simo, podremos darle sentido intuitivo a una afirmacién sobre la to-
talidad de los objetos: decir que todos cumplen algo es decir que lo cumple el
primero de la lista, y el segundo, y el tercero, etc., y decir que existe uno que
cumple algo es decir que lo cumple el primero de la lista, o el segundo, o el
tercero, etc., lo cual no supone que estemos en condiciones de determinar si se
da el caso o no, pero sabemos lo que significa.

i Significa esto que ningin conjunto no numerable tiene un significado intui-
tivo preciso? No vamos a afirmarlo categoricamente, pero en este libro nunca



xxXXiv Introducciéon

trabajaremos informalmente con conjuntos no numerables. Si alguien considera
que puede atribuir un significado objetivo a una afirmacion sobre la totalidad de
los elementos de un conjunto no numerable, tendra que explicar en qué sentido
es asi, porque nosotros no sabriamos hacerlo y por ello nunca lo haremos.

Por ejemplo, el argumento del teorema de Cantor nos asegura que cual-
quier enumeracion que hagamos de conjuntos de nimeros naturales nunca estara
completa. Si tenemos bien determinada una sucesion de conjuntos de ntimeros
naturales

AO; Ala A27

podemos construir un conjunto de nimeros naturales que no esta en la lista.
Concretamente, el conjunto de los nimeros naturales n tales que n no esta en A,,.
Por ello no somos capaces de atribuir un significado intuitivo a una afirmacion
sobre la totalidad de los conjuntos de nimeros naturales. El concepto “conjunto
de niameros naturales” es de tipo 2:

Podemos trabajar intuitivamente con muchos conjuntos de ntimeros
naturales, pero no tenemos una representaciéon intuitiva de lo que
es la totalidad de ellos.” Una cosa es que no veamos ningtn im-
pedimento para hablar de la totalidad de los conjuntos de nimeros
naturales, pero ahi “hablar de” s6lo puede entenderse como “pensar
en”, no como “intuir”. Podemos pensar en un conjunto de niimeros
naturales arbitrario, y en que podemos considerar otro distinto, y
otro, etc., pero no tenemos forma de precisar qué queremos decir
cuando decimos que todos los conjuntos de niimeros naturales tie-
nen una propiedad, o que existe un conjunto de ntimeros naturales
que tiene una propiedad salvo si tenemos un argumento que lo jus-
tifique (en el primer caso) o podemos dar un ejemplo concreto (en
el segundo).

Por ejemplo, consideremos esta afirmacion:

Todo conjunto no vacio formado por niumeros naturales tiene un
minimo elemento.

Esto es una afirmacion sobre la totalidad de los conjuntos de niimeros natu-
rales que podemos justificar como sigue: si A es un conjunto no vacio de niimeros
naturales, podemos ir recorriendo los ntimeros naturales y preguntarnos:

(Oestaen A?, ;1 estaen A7, ;2 estden A7

El hecho de que A sea no vacio equivale a que la respuesta tiene que ser
afirmativa en algtn caso (sin necesidad de que sepamos comprobar en la practica

7Es importante no confundir esto con el hecho de que, por ejemplo, no podemos formarnos
una imagen de todos los nimeros naturales. Pero nunca hemos pretendido afirmar que alguien
pueda decir “veo todos los nimeros naturales”. Lo que afirmamos es que sabemos lo que
significa “todos los niimeros naturales tienen tal propiedad”, porque eso significa que la tiene
el 0, y el 1, y el 2, etc., mientras que no tenemos una forma anéloga de interpretar una
afirmacion del tipo “todos los conjuntos de ntimeros naturales tienen tal propiedad”.
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en qué casos es asi). Y si la respuesta tiene que ser afirmativa en algin caso,
el primer namero n (en el sentido temporal) para el que sea cierto que n esta
en A, sera el minimo elemento de A.

Este argumento no supone que tengamos una imagen intuitiva de la totali-
dad de los conjuntos de ntmeros naturales. Es mas bien un esquema de razona-
miento que vemos que es aplicable a cualquier conjunto de niimeros naturales
que tengamos bien determinado intuitivamente. La diferencia es sutil, pero estéa
ahi. Insistimos en que si consideramos una propiedad P que puede tener o no
un conjunto de niimeros naturales y no podemos demostrar que alguno la tiene
0 que, por el contrario, ninguno la tiene, no tenemos elementos para sostener
que la afirmacién “existe un conjunto de ntimeros naturales con la propiedad P”
es verdadera o falsa, sino que méas bien tendremos que decir que no tiene un
significado intuitivo preciso.® Todo esto se aplica a conceptos similares como
“funcion”, “relacion”, etc. Podemos poner muchos ejemplos concretos intuitiva-
mente bien definidos de funciones f : N — N, pero no podemos afirmar nada
sobre la totalidad de ellas salvo en los casos en los que tengamos un argumento
genérico aplicable a cualquiera de ellas.

Por dltimo, una afirmacién como |PN| = XNy, es decir, la hipdtesis del con-
tinuo, esta sin duda en el caso 3. No tiene ningtn sentido razonar sobre ella
si no es en el marco de una teoria axiomatica formal, pues no es posible atri-
buirle ningtn significado intuitivo. Por reformularla de la manera mas simple
(eliminando la referencia a N;), podemos expresarla asi:

Si A es un subconjunto infinito de PN, o bien existe una biyeccion
f:N— A, o bien existe una biyeccion f: A — PN.

Pero el problema no es que no sepamos si esto es cierto o no. Hay muchas
afirmaciones con un significado intuitivo preciso que no sabemos si son verda-
deras o falsas. El problema es que no podemos atribuir un significado intuitivo
a esta afirmacion. Podemos hablar intuitivamente de ciertos conjuntos y de
ciertas aplicaciones biyectivas, pero no tenemos nada en qué fundamentar que,
o bien todo conjunto A cumple lo indicado, o bien existe uno que no lo cumple.
Simplemente, tal afirmacion trasciende con mucho el marco conceptual deter-
minado por nuestra intuiciéon espacio-temporal. O, al menos, si alguien opina
que no es asi, y que la hipotesis del continuo tiene un significado preciso que nos
permite considerarla al margen de cualquier teoria axiomatica formal, tendra
que justificarlo, y en ausencia de tal justificaciéon tendremos que abstenernos de
hablar informalmente de la hipétesis del continuo o de cualquier otra afirmacion
analoga, porque no podemos controlar que lo que vayamos a decir sea cierto.

8No estamos en condiciones de dar ningun ejemplo sencillo de esta posibilidad, pero men-
cionaremos muy superficialmente que en teoria de conjuntos es posible definir algo llamado 0%
que admite varias definiciones equivalentes, y una de ellas permite considerar que es un con-
junto de numeros naturales con cierta propiedad P, de tal modo que en ZFC no es posible
demostrar que exista el conjunto 0, ni tampoco que no exista. Su existencia tiene repercusio-
nes muy drasticas en la estructura general de los conjuntos y en particular sobre la aritmética
cardinal. Pero, jtiene sentido plantearse si la afirmacion “existe 0f” es verdadera o falsa? O,
mas directamente: jtiene esa afirmacion un significado intuitivo preciso (u objetivo en algtn
sentido)? A falta de que alguien lo justifique satisfactoriamente, no es algo que podamos dar
por hecho sin maés.
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Este es un punto de los que mas inducen a error a los matematicos habituados
al razonamiento formal cuando tratan de razonar informalmente: recelan de
usar conceptos particulares (como “conjunto” o “definicion”) porque no podemos
definirlos en general (lo cual no invalida su uso en casos concretos intuitivamente
precisos) y, en cambio, no muestran el menor recelo a decir “para todo” o “existe”
porque estos conceptos se pueden usar sin restricciones en el contexto de la
matematica formal, sin tener en cuenta que al razonar informalmente no es lo
mismo un concepto de tipo 1 (sobre el que tiene perfecto sentido decir “para
todo” o “existe”) o un concepto de tipo 2 (que podemos usar en casos concretos,
pero no podemos atribuir un significado preciso a una afirmaciéon del tipo de
“para todo conjunto” o “existe un conjunto”, salvo si contamos con un argumento
general particularizable a cada caso particular o sabemos construir un conjunto
concreto que pruebe la existencia).

Formalismo, finitismo, platonismo Antes de seguir analizando las carac-
teristicas del razonamiento informal, con lo visto hasta ahora podemos comentar
brevemente las distintas opiniones de los matematicos sobre lo que hay al otro
lado del “muro formalista” que separa su actividad matemaética de la filosofia de
las matemaéticas. La actitud de decir “no sé ni me importa qué son los conjun-
tos” puede tacharse de “cinica”, como una forma (legal, ciertamente, pero algo
“deshonesta”) de eludir la responsabilidad de aclarar cuél es la naturaleza de los
entes matematicos. Cuando a los matemaéticos se les pregunta cémo conciben
esta “solucion formalista” de la fundamentacion de la matematica, se dividen en
un abanico de posturas filosoficas que grosso modo se resumen en tres categorias:

1) Como ya hemos indicado, un formalista es quien considera que la mate-
matica no es ni més ni menos que demostrar teoremas a partir de los axiomas
de la teoria de conjuntos siguiendo las leyes de la logica formal. Los formalistas
més extremos consideraran que no hay nada maés, que las palabras que emplean
los matematicos (“conjunto”, “pertenencia”, “funcion”, “derivada’”, “integral”, etc.)
no son més que palabras, palabras coherentes, pero palabras, como las de una
novela bien escrita, sin contradicciones y en la que “todo encaja”. En todo caso,
es una ‘novela” especial porque es objetiva, en el sentido de que no estd en
manos del “autor” decidir “si se salva el protagonista o muere al final”. Los més
moderados reconoceran que, si, las afirmaciones matematicas significan algo,
pero todo lo referente al significado posible es poco riguroso, no es cientifico, es
“de andar por casa”, y es algo que a lo sumo puede tener interés desde un punto
de vista heuristico o didactico, pero no matematico en sentido estricto.

Esto no quita para que todo matematico, cuando razona sobre sus objetos
de estudio (sean numeros, superficies, espacios topologicos, etc.) piense en ellos
como objetos reales, pero esto no tiene por qué ser diferente de lo que hace un
novelista cuando escribe una novela fantastica, en la que puede imaginarse con
todo detalle a unos elfos luchando contra unos orcos y lo plasma por escrito. El
hecho de que se imagine su relato como algo real no supone —si esté bien de la
cabeza— que no tenga claro que todo es ficcion, y que su novela no es mas que
palabras ordenadas de forma interesante, pero nada més que palabras.
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2) En el extremo opuesto encontramos a los platonistas, que son quienes
consideran —como Gddel, por ejemplo— que la teoria de conjuntos describe
una realidad objetiva que va mucho més alla de lo que nuestra mente puede
abarcar con precision suficiente como para razonar sobre ello “de forma natural”,
es decir, informal, por lo que para estudiarla es necesario razonar formalmente,
a partir de axiomas, pero que tiene sentido discutir qué axiomas son “correctos”,
en el sentido de que describen realmente esa realidad objetiva, y qué axiomas
darian lugar a una teoria, tal vez coherente, pero falsa. Si para un formalista
las matematicas son una novela de ficcién, para los platonistas la matematica
es un relato fiel a una historia real.

3) Entre ambos extremos se sitian los finitistas, —como Hilbert— que son
quienes piensan que la matemética es como una novela que combina hechos
histoéricos con hechos de ficcion, es decir, que de los conceptos de los que se puede
hablar a través de la teoria de conjuntos hay algunos que tienen un significado
objetivo intuitivo, como los niimeros naturales, y otros que son meras “ficciones
utiles”, en el sentido de que usando esos argumentos con objetos ficticios es
posible demostrar hechos verdaderos sobre los objetos reales. Un ejemplo seria
la demostracion del llamado Ultimo Teorema de Fermat, es decir, la afirmacion
de que la ecuacion

no tiene soluciones enteras con x,y, z # 0 cuando n es un niimero natural mayor
que 2. La tnica demostracién que se conoce de este resultado utiliza concep-
tos conjuntistas muy sofisticados cuya existencia cuestionaria un finitista y, sin
embargo, la conclusion es una afirmacion sobre los niimeros naturales que tiene
sentido decir que es verdadera. El término “finitista” se debe a que en general
la porcion de las matematicas a la que un finitista reconoce un significado es la
relacionada con los conceptos que se pueden describir en términos de conjuntos
y procesos finitos, aunque un finitista moderado puede aceptar también la exis-
tencia objetiva de ciertos conjuntos infinitos, por ejemplo, que sus elementos
puedan enumerarse, como hemos discutido mas arriba.

La diferencia entre un finitista y un platonista es puramente filosofica, es
decir, queda “al otro lado del muro de defensa formalista”, y no tiene ninguna
consecuencia practica en su actividad como matematicos, ni siquiera si tratan
cuestiones metamatematicas.” En cambio, ya hemos explicado por qué el for-
malismo hace aguas cuando trata de abordar la metamatematica.

Cuando Hilbert plante6 su programa de encontrar una axiomética formal
para la teoria de conjuntos que fuera consistente y completa, tenia claro que los
argumentos metamatematicos necesarios tenian que ser inevitablemente infor-
males, y fij6 como requisito que fueran finitistas. Asi, Hilbert admitia que es
posible razonar informalmente sobre conjuntos finitos y esperaba que las técnicas
de razonamiento finitistas bastaran para probar la consistencia y la completitud

9Un caso distinto seria el de un “platonista ingenuo” que no viera inconveniente alguno
en razonar informalmente sobre conceptos matematicos arbitrarios, al que habria que pedir
explicaciones sobre como interpreta el hecho de que razonando informalmente sin restriccion
alguna se pueda caer en las paradojas de la teoria de conjuntos.
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de una teoria axiomatica que permitiera formalizar toda la matematica, no sélo
la parte finitista, para la que el formalismo resulta superfluo.

Los nimeros naturales Un concepto que resulta imprescindible considerar
informalmente en cualquier teoria metamatemaética es el de niimero natural. Se-
gtn hemos explicado, esto es posible porque tenemos un concepto intuitivo de
“ntmero natural” que nos permite razonar sobre ellos con la misma objetividad
—o0 incluso mayor— que con la que podemos razonar sobre cualquier concepto
fisico. Tan objetivo es afirmar que los planetas mas proximos al Sol son Mercu-
rio, Venus, la Tierra y Marte como decir que los primeros ntimeros primos son
2,3,5,7. No es algo que esté en nuestras manos decidir, sino algo objetivo que
meramente podemos constatar.

Las teorias axiomaéticas que permiten hablar sobre nimeros naturales se
llaman teorias aritméticas. Si desarrollaramos una teoria aritmética en la que
pudiera demostrarse rigurosamente que el 8 es primo, podriamos concluir que,
o bien sus axiomas son falsos, o bien la definicion de “primo” considerada no
se corresponde con la usual. Si entendemos por “primo” lo que usualmente se
entiende como tal, no tenemos mas remedio que concluir que el 8 no es primo.
En cambio, podemos tener dos teorias axiomaticas de conjuntos, en una de
las cuales se demuestre que 2% = X; —por ejemplo, porque sea uno de sus
axiomas— y otra en la que se demuestre que 2% = R; (en ambos casos con la
mismas definiciones), y en este caso no tenemos ningin argumento para afirmar
que una de las dos contradice nuestro conocimiento intuitivo sobre los conjuntos,
porque nuestro concepto intuitivo de “conjunto” es muy limitado y no alcanza
a dar sentido a una afirmaciéon como la hipétesis del continuo.

Asi pues, al contrario de lo que querria un formalista, no podemos afirmar
que los nimeros naturales son tales o cuales objetos determinados por una teoria
aritmética, porque si la teoria en cuestion dice que el 8 es primo, no concluiremos
de ahi que el 8 es primo, sino que la teoria esta mal. Por el contrario, los teoremas
de cualquier teoria aritmética deben concordar con nuestro concepto intuitivo
previo de “niimero natural” para que podamos aceptarla como valida.

En términos intuitivos, si queremos explicar qué son los ntimeros naturales
a alguien que nunca haya oido hablar de ellos, deberia bastar con esto:

1. Existe un primer niimero natural, al que llamamos cero.
2. Cada numero natural tiene asociado otro al que llamamos su siguiente.

3. Si vamos enumerando los ntimeros naturales empezando con el cero, luego
el siguiente de cero, luego el siguiente del siguiente de cero, y asi sucesiva-
mente, cada nimero que anadimos a la sucesion es distinto de los prece-
dentes, y los niimeros naturales son tnicamente los que van apareciendo
en esa sucesion.

En todo caso, habria que aclarar que los ntimeros naturales no son nada
mas que esto. El cero no es mas que el primer nimero natural, y no tiene otro
rasgo distintivo aparte de éste. Cualquier caracteristica adicional que queramos
suponer en él sera un anadido ajeno al concepto de ntimero natural propiamente
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dicho. Por ejemplo, podemos adoptar el convenio de representarlo asi: 0, pero
esto es un mero convenio. Si alguien decidiera representarlo como ®, estaria
hablando del mismo concepto con otro nombre. Igualmente podemos dar nom-
bres arbitrarios a los primeros nimeros naturales y asi, llamar 1 al siguiente de
0, y 2 al siguiente de 1, etc. y podemos crear un criterio genérico para nombrar
nimeros naturales arbitrarios, como la notacién decimal que nos permite inter-
pretar 12 como el siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente
del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente del siguiente
del siguiente de cero, o cualquier otro alternativo, como el que nos permite
identificar XII como el mismo ntmero natural. Pero todo esto son convenios
lingiiisticos (o matematicos, segun lo elaborados que sean) en torno a un mismo
concepto intuitivo de namero natural.

Por ultimo, para que podamos decir que alguien tiene un pleno conocimiento
intuitivo de lo que son los nimeros naturales, tenemos que ensenarle a contar,
de modo que al ver

[} [ ] [} [ ] [}

sea capaz de reconocer que en la figura hay 5 puntos. Quien entienda lo dicho
hasta aqui, sabe perfectamente lo que son los niimeros naturales, y esté en con-
diciones de convencerse razonadamente de cualquiera de sus propiedades. Por
ejemplo, de que todo conjunto de niimeros naturales tiene un minimo elemento,
tal y como hemos razonado en la pagina xxxiv.

Es posible que un formalista para quien el razonamiento de la pagina xxxiv
sea enfermizo, pero que se ha resignado a admitir que necesita tratar intuitiva-
mente con los nimeros naturales para entender la metamatematica, nos plantee
lo siguiente: Vale, los niimeros naturales tienen un sentido intuitivo objetivo,
pero ; qué propiedades necesitamos admitir que cumplen para demostrar a partir
de ella los resultados metamatematicos que queremos probar?

Una variante de la caracterizacién de Smullyan de los formalistas seria decir
que un formalista es un matematico que esta dispuesto a aceptar cualquier cosa
con tal de que se la presenten como axioma y no le lleve a contradicciones, por lo
que no es de extranar que pretenda tomar como axiomas todas las afirmaciones
sobre niimeros naturales cuya demostraciéon intuitiva no le parezca aceptable
para deducir formalmente de ellas todas las deméas. Aunque es un planteamiento
artificial y retorcido, debemos conceder que su pregunta tiene sentido y, de
hecho, la respuesta es interesante.

En el siglo XIX se propusieron varias teorias aritméticas formales para desa-
rrollar la aritmética de los nimeros naturales a partir de unos pocos principios,
aunque la més famosa es la que publicoé Giuseppe Peano en 1889. Peano dio
nueve axiomas, pero cuatro de ellos tenian que ver con el uso formal del signo =,
de modo que los axiomas que trataban propiamente con los nimeros naturales
eran los cinco restantes. Prescindiendo de su formalismo, estos axiomas afirma-
ban lo siguiente:

1. El cero es un namero natural.

2. Todo nimero natural tiene un siguiente (que es otro ntimero natural).
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3. Nameros naturales distintos tienen siguientes distintos.
4. El cero no es el siguiente de ningtin namero natural.

5. (Principio de induccién) Si un conjunto A contiene al 0 y, supuesto que
contenga a un nimero natural n, también contiene a su siguiente, entonces
A contiene a todos los numeros naturales.

En ZFC se demuestra que estas cinco afirmaciones (que en ZFC no son
axiomas) caracterizan al conjunto de los nimeros naturales, en el sentido de
que si tenemos un conjunto N tal que, definiendo “n es un namero natural”
como n € N, se cumplen las cinco propiedades anteriores con un cierto 0 € N
y una cierta funcién “siguiente” S : N — N entonces N es “esencialmente el
mismo” que cualquier otro conjunto N’ que cumpla lo mismo con otro 0’ y otra
funcion S’, donde “esencialmente el mismo” o “isomorfo” es un concepto que
puede definirse con precision.

Por ello un formalista estaria encantado de que le aceptaramos que los nu-
meros naturales son objetos cualesquiera que cumplan los axiomas de Peano.
Desde un punto de vista intuitivo, el principio de induccién hace referencia a
“la totalidad de los conjuntos”, lo cual, segin hemos visto, hay que entenderlo
con precauciones. Un enunciado alternativo es el siguiente:

5. (Principio de induccién) Si el cero tiene una propiedad P y cuando un
ntimero natural tiene la propiedad P también la tiene su siguiente, entonces
todo ntimero natural tiene la propiedad P.

Es probable que el formalista prefiera la primera versiéon, porque la pala-
bra “conjunto” le suena maés “rigurosa”’ que “propiedad”, pero desde un punto
de vista intuitivo son esencialmente lo mismo. En cambio, la segunda version
abre la puerta a una precision del concepto de induccién consistente en limi-
tarlo a determinadas propiedades que podamos considerar intuitivamente bien
definidas.

En principio podriamos pensar en considerar iinicamente las propiedades que
pueden definirse a partir de los conceptos de “cero” y “siguiente”, pero esto es
demasiado pobre. Para ir por ese camino debemos anadir algunos hechos bésicos
a los axiomas de Peano. Si, por abreviar, usamos la letra S para referirnos al
siguiente de un ntmero natural y los signos + y - para nombrar la suma y el
producto, como es habitual, los nuevos axiomas son:

6. Sobre los nimeros naturales hay definida una suma, de modo que la suma
de dos ntimeros naturales es un nimero natural, y ademas:

r+0=ux, x+ Sy=S(x+y).

7. Sobre los niimeros naturales hay definido un producto, de modo que el
producto de dos ntimeros naturales es un ntimero natural, y ademas:

rz-0=0, z-Sy=z-y+x.
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Si consideramos que el principio de induccion es aplicable a todas las propie-
dades P que pueden definirse exclusivamente a partir de los conceptos de “cero”,
“siguiente”, “suma” y “producto” (lo que llamaremos propiedades aritméticas)
entonces los axiomas de Peano son suficientes para demostrar practicamente
todo lo que cualquiera sabe sobre los nimeros naturales y mucho mas. Una
forma de comprobar que esto es asi, con la seguridad de que no estamos ana-
diendo inadvertidamente ningtin hecho adicional es estudiar la teoria aritmética
cuyos axiomas son ni més ni menos que los axiomas de Peano, que recibe el
nombre de Aritmética de Peano. Lo que afirmamos es que toda la aritmética
bésica es demostrable formalmente en la Aritmética de Peano.

Sin embargo, una de las consecuencias méas sorprendentes del teorema de
completitud semantica de Godel es que ninguna teoria aritmética caracteriza
a los nimeros naturales, en el sentido de que, dada cualquier teoria aritmética
consistente, siempre es posible encontrar unos objetos que cumplen sus axiomas
entre los cuales hay algunos que no son ni el 0, ni el 1, ni el 2, ni el 3, ni, en
general, ninguno de los que resultan de aplicar sucesivamente al 0 la operaciéon
“siguiente”. Mas aun, si la teoria es lo suficientemente potente como para distin-
guir entre conjuntos finitos y conjuntos infinitos, siempre es posible encontrar
objetos que cumplen los axiomas de la teorfa de modo que uno de ellos sea
un conjunto que satisface la definicion considerada de “conjunto finito” a la vez
que contiene al 0, y al 1, y al 2, y al 3 y, en general, a todos los nimeros na-
turales que se obtienen del 0 aplicando sucesivamente la operacion “siguiente’:
el concepto de finitud, como el de “namero natural” no pueden caracterizarse
formalmente.'°

La formalizacion de la metamatematica No es raro que un formalista que
—desde sus prejuicios— intente asimilar la metamatematica se quede con la im-
presion de que lo que hacen los libros que dicen razonar informalmente sea usar
ZFC sin decirlo (o sin confesarlo). Esto es asi porque si hablamos, por ejemplo,
de nimeros naturales, la diferencia entre entender 3 + 2 = 5 como un teorema
demostrado formalmente o como una afirmacion intuitivamente verdadera no se
aprecia en la propia formulacion 3 4+ 2 = 5, sino que consiste en los criterios que
usamos para aceptarla (sea como teorema formal, sea como afirmacion verda-
dera). Mas atn, ZFC es una teorfa axiomatica suficientemente potente como
para formalizar toda la matematica intuitiva y, una vez formalizados en ZFC
los resultados intuitivos méas bésicos, a la hora de probar algo mas elaborado,
no hay a nivel superficial ninguna diferencia apreciable entre usar un hecho ele-
mental porque es intuitivamente obvio o usarlo porque ya ha sido formalmente
demostrado en ZFC, por lo que un razonamiento intuitivo y su formalizacion
resultan superficialmente indistinguibles.

Esto no quita para que, si no queremos caer en un circulo vicioso, el proceso
de fundamentacion de la matematica deba concebirse como, en primer lugar,
una construccion metamatemaética informal de un aparato logico formal que,
en particular, nos proporciona ZFC como marco para el razonamiento formal

10Estos resultados se prestan a muchas matizaciones que consideraremos en el capitulo IV,
cuando podamos demostrar y analizar con detalle el teorema de completitud y sus consecuen-
cias.
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y, en segundo lugar, la presentacion de toda la matematica en el seno de ZFC,
lo cual incluye la formalizacion de la metamatematica que convierte a la logica
matematica en una disciplina matemética més, al mismo nivel que el algebra,
el analisis, la geometria, etc. que puede desarrollarse empleando las mismas
técnicas formales, lo que permite expandir extraordinariamente su alcance res-
pecto a lo que puede hacerse informalmente, cuando nos limitamos a considerar
situaciones con pleno significado intuitivo.

La posibilidad de formalizar la metamatematica no es una mera anécdota,
sino que muchos resultados de la logica matematica, entre ellos los teoremas
de incompletitud de Godel, se basan en la relacion que existe entre las teorias
metamatemaéticas y sus formalizaciones correspondientes.

Ademas, hay otro motivo por el que la formalizaciéon de la metamatematica
tiene interés. Una de las obsesiones del formalista desubicado que se resigna a
digerir una metamatematica intuitiva es que se le aclare cudles son exactamente
los supuestos que la metamatemaética asume como verdaderos, sin ser consciente
de que ese planteamiento ya es desafortunado en si mismo. El formalista pedira
“principios generales”, cuando un “principio general” serd a menudo demasiado
general para que un finitista pueda comprometerse a admitirlo como valido
siempre que surja la posibilidad. Un finitista juzgara en cada caso en concreto
si el principio resulta concluyente.

No obstante, debemos concederle al finitista que inventariar de algtin modo
los hechos intuitivamente ciertos de los que depende un resultado metamatemaé-
tico es un problema que tiene sentido y es interesante, y una forma de hacerlo
es formalizar cada razonamiento metamateméatico en una teoria axiomaética for-
mal lo méas débil posible. Asi, hay resultados metamatematicos formalizables
en teorias aritméticas mas débiles incluso que la Aritmética de Peano, y otros
que requieren teorias un poco mas fuertes. Por otro lado, tratar de formalizar
unos resultados (informales o formales) en una teoria axiomatica débil complica
un poco los argumentos (conseguir algo con menos medios, puede ser posible,
pero més complicado), por lo que puede hacerlos mas oscuros y artificiales. Por
ello, en este libro presentaremos informalmente todos los argumentos metama-
teméaticos que necesitaremos, y solo nos ocuparemos de la formalizacion de la
matematica necesaria, por una parte, para demostrar los teoremas de incomple-
titud y, por otra, para mostrar como la logica matemética puede convertirse en
una parte méas de la matematica presentable en ZFC.

Libros relacionados En este libro daremos todos los detalles sobre la forma-
lizacion del razonamiento matemaético intuitivo que permite extender su alcance
para que podamos razonar con seguridad en contextos que la intuicién no al-
canza (o solo alcanza parcialmente), y en particular construiremos y estudiare-
mos ZFC. Demostraremos varios teoremas fundamentales que determinan hasta
qué punto el razonamiento formal cumple las expectativas que tenemos sobre él,
entre ellos el teorema de completitud seméantica y los teoremas de incompleti-
tud de Godel, y sentaremos las bases 16gicas necesarias para obtener pruebas de
consistencia, como la independencia de la hipotesis del continuo (aunque ésta
no la veremos aqui).
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No entraremos en los aspectos mas profundos de la teoria de conjuntos, como
la teoria de cardinales transfinitos de Cantor, de la que hemos hablado superfi-
cialmente. Esta la encontrara el lector en nuestro libro Teoria de conjuntos [TC],
donde presentaremos la teoria de conjuntos sin enfatizar en tecnicismos logicos,
como se exponen habitualmente las mateméticas en cualquier libro, de modo
que para todas las cuestiones técnicas de caracter logico remitiremos al lector a
este libro. Si un lector no estd muy familiarizado con el razonamiento matemé-
tico, no serfa descabellado que se planteara leer primero [TC| sin preocuparse
por los tecnicismos logicos y leyera este libro después, cuando ya tuviera cierta
familiaridad con la teoria de conjuntos. Por otro lado, en Pruebas de consisten-
cia [PC] el lector encontrara la prueba de que la hipdtesis del continuo no puede
demostrarse ni refutarse en ZFC junto con muchos otros resultados de la misma
naturaleza. La lectura de [PC]| requiere haber leido antes [TC] y, nuevamente,
sOlo sera necesario recurrir a este libro para rellenar algunos detalles técnicos
que no es descabellado pasar por alto, al menos en una primera lectura. Por otro
lado, en La ldgica del finitismo [LF] presentaremos practicamente todos los re-
sultados metamatemaéticos expuestos en este libro, pero no informalmente, sino
formalizados en teorias aritméticas débiles, para satisfacer la curiosidad cuasi-
morbosa del finitista sobre qué hemos empleado concretamente a nivel intuitivo
para construir y estudiar la matemaética formal. Puede decirse también que este
libro pretende exponer la metamatematica que necesitaré cualquiera interesado
en comprender los fundamentos de la teoria de conjuntos, mientras que [LF|
se centra en los fundamentos de la aritmética. Por ultimo, muchos resultados
de [LF] requieren de técnicas de la teoria de la demostracion méas potentes que
las que vamos a presentar aqui, para las cuales remitiremos a nuestro libro El
cdlculo secuencial de Gentzen [CS].
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Capitulo 1

Lenguajes y modelos

El proposito de la primera parte de este libro es formalizar el razonamiento
matematico en el sentido que hemos explicado en la introduccién: en principio,
lo que determina que un razonamiento sea valido es que podamos garantizar que
sus conclusiones son verdaderas bajo el supuesto de que sus premisas lo sean,
pero lo que queremos hacer ahora es caracterizar los razonamientos validos en
términos que no exijan en ningin momento estudiar si una afirmacién dada es
o no verdadera respecto de ninguna interpretaciéon posible de los conceptos que
involucra. Sélo asi podremos usar la logica formal para razonar incluso cuando
no tengamos una idea clara de qué objetos podrian satisfacer nuestras premisas.

El razonamiento informal se expresa en lenguajes naturales, como el cas-
tellano que usamos en este libro. Sin embargo, unas reglas formales de razo-
namiento totalmente precisas tienen que hacer referencia a la forma sintéctica
precisa de las afirmaciones involucradas (sin hacer referencia para nada a su
posible significado), pero en las lenguas naturales es practicamente imposible
analizar la estructura sintéctica de una frase sin entrar en consideraciones se-
manticas.’

Por ello, en este primer capitulo definiremos lenguajes formales apropia-
dos para expresar cualquier afirmacion de interés matemaético y en el capitulo
siguiente presentaremos un célculo deductivo formal (es decir, totalmente inde-
pendiente del posible significado de las afirmaciones consideradas) que, segin
demostraremos posteriormente, capturara completamente nuestra capacidad de
razonamiento informal.

Para definir y desarrollar los conceptos necesarios para formalizar el razo-
namiento matematico necesitamos razonar, y es obvio que no podemos razonar
formalmente porque precisamente estamos tratando de determinar reglas for-

1Un ejemplo clasico es el resultado que obtuvo un programa de ordenador de analisis sin-
tactico cuando se le dio como entrada la frase “Time flies like an arrow”. El programa detecto
varias estructuras sintacticas posibles muy dispares entre si, entre ellas las que corresponderian
en castellano a “El tiempo vuela como una flecha”, “Mide la velocidad de las moscas que son
como una flecha”, “Mide la velocidad de las moscas como lo haria una flecha” o “A las moscas
del tiempo les gusta una flecha”. Soélo la semantica nos permite descartar algunas estructuras
sintacticas posibles porque dan lugar a interpretaciones surrealistas.
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males de razonamiento. Por eso debe quedar claro que razonar informalmente
no esta renido en absoluto con razonar con rigor. Lo que sucede es que el ri-
gor de un razonamiento informal (metamatemaéatico) no se garantiza como los
matematicos estan acostumbrados a garantizar el rigor de sus razonamientos
formales (matematicos), es decir, ajustandose a unas formas de razonamiento
prefijadas, sino que se debe garantizar semanticamente, asegurandonos de que
todos los términos que empleamos tienen un significado intuitivo preciso y de
que todo lo que decimos es verdad.

1.1 Estructuras

En principio es posible razonar sobre objetos muy diversos, y algunos muy
dificiles de tratar. Por ejemplo, uno puede tener necesidad de juzgar, de entre
dos personas, cual es mas inteligente. Y es un problema complicado porque no
hay un concepto preciso de “inteligencia”. Y eso no significa que la pregunta
carezca de sentido, pues hay casos en los que se puede concluir sin lugar a dudas
que una persona es mas inteligente que otra. Por otra parte, a menudo hay que
tener presente que una afirmaciéon que podia ser verdadera ayer ya no tiene por
qué serlo hoy, porque el mundo cambia (un antibiético que combatia bien una
bacteria hace diez anos ya no tiene por qué ser efectivo contra ella hoy).

Afortunadamente, el razonamiento matematico no requiere considerar con-
ceptos imprecisos y variables como los de los ejemplos anteriores, sino que la
fundamentacion de las matematicas sélo requiere que seamos capaces de pre-
cisar formalmente qué razonamientos son aceptables cuando consideramos wni-
camente interpretaciones posibles de los conceptos involucrados en “realidades”
sencillas, formadas por objetos inmutables con propiedades perfectamente de-
terminadas. Mas atn, siempre podremos suponer que todas las propiedades
relevantes estaran dadas de antemano (sin perjuicio de que a partir de ellas se
puedan definir otras nuevas). Dedicamos esta primera seccion a concretar el
tipo de “realidades” que pretendemos describir con los lenguajes que vamos a
definir.

Conjuntos Cuando queramos atribuir un significado a las afirmaciones de un
lenguaje formal, lo primero que tendremos que hacer es especificar el conjunto M
de los objetos de los que pretendemos hablar. Tal y como explicamos en la
introduccién, por “conjunto” entendemos aqui una coleccién de objetos “bien
definida”, en el sentido de que no haya duda sobre qué significa que un objeto
sea 0 no uno de sus elementos. Pero, mas aiin, debemos exigir que no haya duda
sobre qué significa que una propiedad se cumpla para todos los objetos de M,
0 que exista un objeto en M que cumpla una determinada propiedad (supuesto
que la propiedad esté bien definida para cada objeto).

Por ejemplo, ya hemos explicado que el conjunto N de los niimeros naturales
cumple estos requisitos. Decir que todo niimero natural cumple una propiedad P
tiene un significado muy concreto (supuesto que lo tenga la propiedad P), pues
significa que el 0 tiene la propiedad P y que el 1 la tiene, y que el 2 la tiene y
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que por mucho que avancemos en la sucesiéon de los nimeros naturales nunca
encontraremos un ndmero natural que no la tenga. Similarmente, decir que
existe un nimero natural que tiene una propiedad P significa que el 0 la tiene,
o que el 1 la tiene, o que el 2 la tiene, de manera que si continuamos avanzando
por la sucesiéon de los naturales tarde o temprano encontraremos algin niimero
que la tenga.

Por el contrario, también hemos visto que no seria admisible tomar como
M el “conjunto” de todos los conjuntos de niimeros naturales, ya que, aunque
tenemos claro qué es un conjunto de nimeros naturales, no tenemos claro que
podamos asignar un significado objetivo a que todo conjunto de ntimeros natura-
les cumpla una determinada propiedad, aunque ésta esté perfectamente definida
para cada conjunto concreto.

En muchas ocasiones (en definiciones, en razonamientos) diremos “sea M un
conjunto arbitrario”, pero esto no debera entenderse como que sabemos asig-
narle un significado objetivo a las palabras “conjunto arbitrario”, con el cual
“nos atrevamos” a razonar informalmente, lo cual no es cierto. Por el contrario,
una definicion o razonamiento en donde aparezcan esas palabras no deberé en-
tenderse como una auténtica definicién o como un auténtico razonamiento, sino
como un mero esquema de definicién o razonamiento que so6lo se convertira en
auténticas definiciones o razonamientos cuando se particularice a un conjunto M
concreto que podamos considerar bien definido, como es el caso de N, o de un
conjunto finito {a, b, c}. En este ultimo caso, afirmar que todo elemento de M
cumple una propiedad P significa que la cumple a, y que la cumple b y que la
cumple c¢. La propiedad P estaré bien definida si no queda margen de duda
sobre si cada uno de los tres elementos la cumple o no.

Relaciones Si M es un conjunto arbitrario y m es un namero natural no
nulo, una relacion n-ddica R en M es cualquier criterio bien definido que asigne
un valor de verdad (verdadero o falso) a cada n objetos de M (con posibles
repeticiones) en un orden dado. Escribiremos R(a1,...,a,) para indicar que la
relacién R es verdadera sobre los n objetos de M indicados.

Por ejemplo, la relacién Pn que se cumple cuando n es primo es una relacién
mondadica en N, la relacion x | y que se cumple cuando x divide a y es una
relacion diadica en N, la relacion @ = y (méd z) que se cumple cuando z | z —y
es una relacion triadica, etc.

Nuevamente tenemos la misma situaciéon que con los conjuntos: no existe un
concepto preciso de “relaciéon bien definida”, pero los tres ejemplos precedentes
son ejemplos de relaciones en N para las que no cabe duda de que estan bien
definidas. Cuando hablemos de una relaciéon n-adica arbitraria en un conjunto
arbitrario en el contexto de una definicién o un razonamiento estaremos de
nuevo ante un esquema de definiciéon o razonamiento que sblo daré lugar a
auténticas definiciones o razonamientos cuando se particularice a casos concretos
de relaciones y conjuntos que podamos considerar bien definidos.

Por ejemplo, si en el conjunto M = {a,b, c} consideramos la relacion dia-
dica R que se cumple exactamente sobre los pares (a,b),(a,c), (b, c) tenemos
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un conjunto bien definido con una relacion diadica bien definida sobre él. El
conjunto M podria ser un conjunto de tres personas y la relaciéon R podria ser
la relaciéon “ser més inteligente que”, concretada mediante cualquier criterio ar-
bitrario que no cuestionaremos. Valorar quién es mas inteligente queda fuera
de nuestro alcance, pero si se ha establecido de algtin modo quién es més in-
teligente, y podemos decir sin peros que a es mas inteligente que b y que b es
mas inteligente que ¢, entonces con esta relaciéon asi precisada podemos tratar
sin problema alguno.

En cualquier conjunto podemos considerar la relacion de identidad, que re-
presentaremos por x =y y que es verdadera cuando x e y son el mismo objeto.

Funciones Si M es un conjunto arbitrario y n es un nimero natural no nulo,
una funcion n-ddica f en M es cualquier criterio bien definido que a n objetos
de M (con posibles repeticiones) en un orden dado les asigna otro objeto de M,
que representaremos por f(ay,...,an).

Aqui se aplican las mismas consideraciones que en los apartados precedentes.
Ejemplos de funciones bien definidas sobre el conjunto N son la funcién sucesor
(que es monéadica), la suma y el producto, que son diddicas, o la funcién triadica
dada por f(z,y,2) = zy + 2.

Estructuras Una estructura consiste en un conjunto M en el cual se han
fijado varias relaciones y funciones.

Estas estructuras, formadas por un conjunto y unas relaciones y funciones
bien definidas, sin ambigiiedades, inmutables, son las “realidades simplificadas”
que pretendemos estudiar a través de la logica formal que vamos a introducir.

Por ejemplo, la estructura de la aritmética de Peano estd formada por el
conjunto de los niimeros naturales con las funciones sucesor, suma y producto
(que son las que aparecen en los axiomas de Peano).

Observemos que el castellano, como cualquier lengua natural, nos permite
hablar sobre los conceptos mas diversos, desde los dedos de nuestra mano hasta
de astrologia. Segin de qué hablemos, nuestras palabras pueden tener un sig-
nificado claro, dudoso o incluso ser mera palabreria sin sentido. Pero si fijamos
una estructura en los términos que hemos establecido (un conjunto bien defi-
nido con relaciones y funciones bien definidas) y nos comprometemos a hablar
en castellano sin hacer referencia a ningin concepto que no sean los elementos
del conjunto y las relaciones y funciones fijadas en la estructura, entonces el
castellano nos permite razonar con absoluto rigor.

Nuestro proposito es demostrar que todo razonamiento informal en caste-
llano sobre los objetos, relaciones y funciones de una estructura puede expresarse
como una sucesion de afirmaciones de un lenguaje formal (es decir, afirmacio-
nes de un lenguaje definido sin tener en consideracion el posible significado de
sus signos) conectadas por unas reglas de deduccién formal fijadas de antemano
(es decir, reglas que nos autorizan a pasar de unas afirmaciones a otras, no en
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funcién de su significado, sino de su mera estructura, o forma, sintactica). El
razonamiento formal y el informal seran “lo mismo” en el mismo sentido en que
un razonamiento en castellano es “lo mismo” que una traduccion fiel al inglés.

1.2 Lenguajes formales y modelos

Vamos ahora a definir lenguajes adecuados para razonar sobre cualquier es-
tructura prefijada. Concretamente, vamos a dar dos definiciones: la de lenguaje
formal y la de modelo de un lenguaje formal. La idea es que un lenguaje formal
es simplemente un inventario de los signos que vamos a usar, y un modelo de
un lenguaje formal es una asignacion de significado a cada uno de esos signos.
Por razones didécticas empezaremos dando un esbozo provisional de ambas de-
finiciones de forma simultanea, para que el lector se haga una idea aproximada
de qué pretenden ser estos dos conceptos, y de la estrecha relacién que hay en-
tre ambos. Inmediatamente después daremos las definiciones precisas de forma
separada y con algunos matices adicionales.

Como acabamos de decir, un lenguaje formal es un inventario de signos, cada
uno de los cuales equivale mas o menos a una palabra o expresion de un lenguaje
natural. Se trata de listar de antemano todos los signos que aceptaremos como
validos en una afirmacion formal. Pero no basta con dar una lista de signos, sino
que para cada uno hay que especificar a qué categoria pertenece (el equivalente
a la distincion en castellano entre sustantivos, adjetivos, verbos, etc.).

En cuanto a un modelo M de un lenguaje formal £, es un criterio que asigna
a cada signo del lenguaje una interpretacion posible, que sera de un tipo u otro
segin la categoria del signo. Pero antes de entrar en tales asignaciones el modelo
debe fijar un universo, es decir, un conjunto cuyos elementos seran los objetos a
los que haran referencia todas las afirmaciones del lenguaje formal (respecto del
modelo en cuestion). En la practica usaremos el mismo nombre para referirnos
a un modelo y a su universo.

Los signos de un lenguaje formal pueden ser de cualquiera de las categorias
siguientes:

Constantes Las constantes son los signos destinados a nombrar objetos (el
equivalente de los nombres propios en castellano). Un modelo M de un len-
guaje L debe asignar a cada constante ¢ de £ un objeto ¢ de su universo al que
llamaremos la interpretacion de ¢ en M o también el objeto denotado por c en M
(es decir, el significado atribuido al signo ¢ en M). Cuando convenga explicitar
el nombre del modelo escribiremos M (c¢) en lugar de ¢.

Es importante comprender que ¢ y ¢ son cosas muy distintas. Por ejemplo,
¢ puede ser un mero “garabato” en un papel, como “{”, mientras que ¢ puede
ser el rey de Espana. Confundir ¢ con ¢ es como confundir un objeto con su
nombre. Mi mesa tiene cuatro patas, pero no cuatro letras, la palabra “mesa”
tiene cuatro letras, pero no cuatro patas.

Relatores Los relatores son los signos destinados a nombrar relaciones (el
equivalente a los verbos en castellano). Al definir un lenguaje formal debemos
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asociar a cada signo catalogado como relator un nimero natural no nulo al que
llamaremos su rango. Los relatores de rango n se llaman relatores n-adicos.
Un modelo M de £ debe asignar a cada relator n-adico R de £ una relaciéon
n-adica R sobre su universo, que serd la interpretacion en M del relator R.
Cuando convenga explicitar M escribiremos M (R) en lugar de R.

Por ejemplo, si el universo de un modelo es el conjunto de los ntimeros
naturales, la interpretacion R de un relator monadico R puede ser la relacion
“ser primo”. Nuevamente, R no es mas que un signo en un papel, por ejemplo,
A, que en principio no es mas que eso, un “triangulito”, mientras que R es una
propiedad que puede tener o no cada niimero natural.

Exigiremos que todo lenguaje formal tenga al menos un relator diadico que
llamaremos igualador, y que representaremos mediante el signo =, y en la defi-
niciéon de modelo exigiremos que la interpretacion del igualador sea siempre la
relacion de identidad = en el universo del modelo.

Funtores Los funtores son los signos destinados a nombrar funciones, el equi-
valente a expresiones del estilo de “el padre de” en castellano. Al definir un
lenguaje formal debemos asociar a cada signo catalogado como funtor un nu-
mero natural no nulo al que llamaremos su rango. Los funtores de rango n
se llaman funtores n-adicos. Un modelo M de un lenguaje £ debe asignar a
cada funtor n-adico f de £ una funcién n-adica f en su universo, que seré la
interpretacion de f en el modelo. Cuando convenga explicitar M escribiremos
M(f) en lugar de f.

Conectores logicos Los conectores logicos son signos destinados a construir
nuevas afirmaciones a partir de otras dadas. Aunque podrian definirse muchos
més, en la préactica consideraremos siempre cinco de ellos: un negador —, un
implicador —, un conjuntor (o conjuncion) A, un disyuntor (o disyuncion) V y
un coimplicador (o bicondicionador) .

En la definicién de modelo no incluiremos ninguna asociacion de significado
a los conectores logicos, no porque no vayan a tenerla, sino porque les vamos
a asociar siempre la misma, independientemente del modelo considerado. FEl
significado asociado a cada conector no sera ni un objeto, ni una relaciéon ni una
funcion, sino una “tabla de verdad”. Concretamente, las tablas de verdad de los
cinco conectores que estamos considerando seran las siguientes:

|-p p—=q pAqg PVq pérg

SIS BRSNS
< SR
= <9<
R I
<< <
S E <

F
F
|4
|4

Esto significa, por ejemplo, en el caso del negador, que cuando p sea una
afirmacion verdadera en un modelo M (esto todavia tenemos que definirlo)
entonces —p serd una afirmacion falsa por definicién (del negador), y viceversa.
Podemos abreviar esto diciendo que — significa “no”.
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Similarmente, el conjuntor A da lugar a una afirmacion verdadera p A g en
un modelo M cuando p y ¢ son verdaderas, y falsa en caso contrario. Esto se
resume en que A significa “y”.

Igualmente podemos decir que el disyuntor V significa “o0”, pero entendiendo
que es un “o” no exclusivo, es decir, que no significa “o lo uno o lo otro, pero no
ambas cosas”, sino “al menos lo uno o lo otro, o tal vez ambas cosas”.

El conector mas delicado es el implicador. Traducido a palabras castellanas
seria “si p entonces ¢”, pero esto hay que entenderlo bien: La tabla de verdad
que le asignamos hace que p — ¢ sea verdadera salvo cuando p es verdadera
y q es falsa. En otras palabras: decimos que p — ¢ es verdadera si en caso de
confirmar que p es verdadera podemos asegurar que ¢ también lo es.? Una forma
tal vez mas clara de expresar el significado de una afirmacion de tipo p — ¢ (sin
entrar en hipotesis sobre si p podria ser o no verdadera) es decir que p — ¢ es
verdadera cuando p es falsa o ¢ es verdadera, pues esta disyuncion refleja, en
efecto, lo que indica la tabla de verdad.

El coimplicador es més simple: es verdadero cuando ambas afirmaciones son
verdaderas o ambas son falsas, es decir, cuando ambas tienen el mismo valor de
verdad. Significa, por tanto, “si y solo si”.

Variables Las variables son los signos destinados a tener una interpretacion
variable, como su nombre indica, por lo que no les asociaremos ningin significado
en un modelo. Son el equivalente a los pronombres en castellano, los signos
que usaremos para formalizar afirmaciones del tipo “sea x un ntmero natural
arbitrario” o “tomemos un x que sea primo y congruente con 1 modulo 47, etc.

Cuantificadores En cada lenguaje formal habra dos signos llamados cuan-
tificadores, un cuantificador universal (o generalizador) /A y un cuantificador
existencial (o particularizador) V. Se usaran siempre en combinacién con va-
riables, de modo que Az significara “para todo z”, mientras que \z significara
“existe un x tal que ...”. Tampoco les asignaremos ninguna interpretaciéon en
un modelo porque su interpretaciéon sera siempre la que acabamos de indicar.

Descriptor El descriptor | serd4 un signo que usaremos para especificar un
objeto a partir de una propiedad que lo caracterice. Una expresion de la forma
z|P(x) se leera “el tinico x que cumple la propiedad P(z)”. Las expresiones de
este tipo se llaman descripciones. Naturalmente, puede ocurrir que, bajo una
interpretacion dada de los signos de un lenguaje £ (es decir, en un modelo de £),
no haya un tnico objeto que cumpla la propiedad P(x), ya sea porque no haya
ninguno o ya sea porque haya varios, en cuyo caso la interpretacion de z|P(x)
en el modelo considerado queda indeterminada. Por ejemplo, “El = tal que x es

2Este uso de la implicacion difiere del habitual en castellano, donde normalmente se exige
una conexién causal entre las dos afirmaciones. Por ejemplo, nadie daria por valida una
afirmacion como “si tuviera un paraguas la Luna caeria sobre la Tierra” s6lo por el hecho de
que no tengo un paraguas (mientras que, segin la tabla de verdad, F' — F' es una implicacién
verdadera). El argumento seria que, si alguien me diera un paraguas, no por ello caeria
la Luna, pero esta clase de situaciones no se dan en nuestro contexto, pues vamos a tratar
dnicamente con realidades inmutables en la que o se tiene paraguas o no se tiene, pero no
se puede pasar de no tenerlo a tenerlo. Asi, en matematicas una implicacién se considera
verdadera salvo que sea de la forma V' — F'.
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un namero primo par” se interpreta como 2, pero, jqué es el x tal que = es un
nimero primo impar, o el x tal que = es multiplo de 2 impar? Cuando exista
un tinico objeto en el universo del modelo que cumpla la propiedad considerada
diremos que la descripcion es propia, y en caso contrario diremos que es impropia
(en el modelo considerado).

Para evitar que las descripciones impropias queden indeterminadas exigire-
mos que cada modelo de £ especifique un objeto de su universo al que llamare-
mos descripcion impropia en el modelo, y estableceremos que toda descripcion a
la que no podemos atribuirle una interpretaciéon por ser impropia denotara por
convenio a dicho objeto.

Con esto termina nuestro esbozo de las definiciones de lenguaje formal y
modelo de un lenguaje formal. Antes de pasar a las definiciones exactas que
vamos a considerar conviene destacar una cuestion sobre los signos y los nombres
que les damos:

Sobre el uso y la menciéon Quizé, cuando hemos introducido los relatores,
al lector le haya desconcertado la frase:

Nuevamente, R no es mas que un signo en un papel, por ejemplo, A,
que en principio no es mas que eso, un “triangulito”’, mientras que R
es una propiedad que puede tener o no cada ntmero natural.

Uno puede preguntarse jen qué quedamos? ;el relator del que hablamos es R
o A? Aqui es muy importante distinguir entre los signos y su significado. Vamos
a adoptar el convenio de escribir entre comillas un signo cuando hablamos de él
y no de su significado (y asi, por ejemplo, decimos que Espafia es un pais, pero
“Espafia” tiene seis letras). Siun lenguaje formal £ tiene una constante “s” que,
en un determinado modelo, denota a alguien llamado Juan, entonces podemos
decir que “¥” significa Juan. Ponemos comillas porque estamos hablando del
signo “¥”. Ahora bien, si decidimos llamar ¢ al signo “%”, de modo que “c”’ es
el nombre que damos en castellano al signo “¥”, entonces podemos decir que ¢
(sin comillas) significa Juan, mientras que “¢’ significa “¥%”.

En general, si escribimos “¥” como una forma de nombrar a Juan, entonces
estamos usando el signo “%” para nombrar a Juan, mientras que si usamos “c”
para nombrar a “¥”’, estamos mencionando el signo “%” a través de su nombre
(en castellano) “c”.

El caso es que, por paraddjico que parezca, nunca vamos a usar los signos de
un lenguaje formal, sino que siempre vamos a mencionarlos a partir de nombres
oportunos. Asi, por ejemplo, distintos lenguajes formales pueden tener distintos
signos como cuantificador universal: quiza el cuantificador universal de uno sea
el signo “()”, y en otro el signo “X”, etc., pero importara poco, porque menciona-
remos el cuantificador universal de cualquier lenguaje formal con el signo “/\”.
Asi, “/\” no sera el cuantificador universal de ningin lenguaje formal (salvo
que decidamos definir uno y asignarle precisamente ese signo como cuantifica-
dor universal), sino que sera el nombre castellano con el que nos referiremos al
cuantificador universal de cualquier lenguaje formal.
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Es ilustrativo comparar el concepto de “signo de un lenguaje formal” con el de
“pieza de ajedrez”. Si queremos describir el juego del ajedrez, necesitamos decir
que usa 32 piezas. ;Qué son estas piezas? Pueden ser cualquier cosa: pueden ser
figuras talladas en madera o marfil, pero también pueden ser signos que usemos
en diagramas, e incluso pueden ser conceptos puramente abstractos: en teoria,
dos personas podrian jugar al ajedrez “mentalmente”’, de manera que una dijera
a la otra: “avanzo el peon del rey blanco una casilla” y el otro replicara “pues yo
muevo el caballo del rey negro hasta la casilla C5”, etc. Si asi fuera, los peones y
los caballos serian objetos de naturaleza similar a los ntimeros naturales, es decir,
objetos de los que es posible hablar objetivamente, y asignarles objetivamente
posiciones en tableros “mentales”, y manipularlos segin ciertas reglas objetivas,
pero sin que tengan ninguna componente fisica, y en cualquier caso siempre
podriamos mencionar las piezas con los nombres de “rey blanco”, “rey negro”,
“reina blanca”, etc.

Asi pues, dado que en realidad (salvo en los ejemplos que estamos poniendo
ahora para fijar ideas) nunca vamos a escribir en un papel los signos de un
lenguaje formal, no es necesario que éstos sean realmente signos “plasmables
por escrito”. Pueden ser perfectamente conceptos abstractos sin soporte fisico
alguno, como las piezas de ajedrez no vinculadas a objetos fisicos o como los
ntmeros naturales.

Mas atin, como la naturaleza de los signos de un lenguaje formal va a ser
totalmente irrelevante, nada impide que convengamos en considerar iinicamente
lenguajes formales cuyos signos sean ntimeros naturales. Asi, si convenimos en
que un lenguaje formal £ tiene por cuantificador universal al nimero natural
21, cuando usemos el signo “/\” para referirnos a dicho cuantificador universal
resultara que “/\” no sera mas que una forma cémoda de nombrar al 21 cuando
queremos pensar en él, no como ntmero natural, sino como signo de un cierto
lenguaje formal. Este nombre tiene la ventaja de que nos recuerda que es
concretamente su cuantificador universal.

La ventaja de considerar que los signos de un lenguaje formal son simple-
mente nimeros naturales es que entonces, al hablar de lenguajes formales, no
estamos hablando sino de ntimeros naturales, y veremos que, interpretadas asi,
todas las propiedades de los lenguajes formales son afirmaciones aritméticas
demostrables (formal o informalmente) a partir de los axiomas de Peano.

Pasamos ahora a dar la definicion exacta de lenguaje formal. El lector debe
fijarse en que en ella no hacemos ninguna referencia al concepto de modelo
ni, més en general, a ningun significado posible de los signos del lenguaje. Ni
siquiera al uso que pretendemos hacer de ellos:

Definicion 1.1 Un lenguaje formal de primer orden® £ es una coleccién de sig-
nos divididos en las categorias siguientes y de modo que cumplan las propiedades
que se indican:

Variables Un lenguaje £ debe tener infinitas variables. Cada variable debe
tener asociado un ntimero natural distinto al que llamaremos su indice, de

3El lector que quiera saber qué significa exactamente “de primer orden” encontrara la
respuesta en la seccion 10.1.
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tal forma que todo natural es indice de una variable de £. Llamaremos x;
a la variable de indice 7 de £.

Constantes Un lenguaje £ puede tener cualquier cantidad de constantes, desde
ninguna hasta infinitas. En cualquier caso, cada constante debe tener aso-
ciado un #ndice natural. Llamaremos ¢; a la constante de £ de indice ¢ (si
existe) de modo que si £ tiene m + 1 constantes éstas seran co, c1, . . ., Cm,
mientras que si £ tiene infinitas constantes, los indices recorreran todos
los nimeros naturales.

Relatores Cada relator debe tener asociado un ntimero natural no nulo al que
llamaremos su rango. Llamaremos relatores n-adicos a los relatores de
rango n. El nimero de relatores n-addicos de £ puede variar entre ninguno
e infinitos. Cada relator n-adico debe llevar asociado un indice distinto.
Llamaremos R} al relator n-adico de indice ¢ de £ (si existe). Asi, si £
tiene m + 1 relatores n-adicos, éstos seran Rj,..., R},.

Todo lenguaje formal debe tener al menos el relator diddico R3, al que
llamaremos igualador o =.

Funtores Cada funtor ha de llevar asociado un rango y un indice en las mismas
condiciones que los relatores. Llamaremos f;* al funtor n-adico de indice %
de £ (si existe).

Negador Llamaremos — al negador de L.
Implicador Llamaremos — al implicador de C.
Cuantificador universal (o generalizador) Lo llamaremos A.

Descriptor Un lenguaje formal £ puede tener o no descriptor y, segtn el caso,
diremos que £ es un lenguaje con o sin descriptor. Si existe lo represen-
taremos por |.

Cada signo de £ debe pertenecer a una de estas categorias y solo a una. Las
constantes, los funtores y los relatores distintos del igualador se llaman signos
eventuales de £, mientras que los restantes son signos obligatorios.

Si £ es un lenguaje formal con descriptor, llamaremos £ al lenguaje que
resulta de eliminarle el descriptor.

Quizé ayude comparar la definicién precedente con la forma en que describi-
rfamos, por ejemplo, el ajedrez. Si queremos explicarle a alguien como se juega
al ajedrez, le diremos que se necesita un tablero y 32 piezas divididas en dos
grupos de colores de forma que, a una de cada color —mno importa cual— hay
que ponerle la etiqueta de rey, a otras la de alfil, etc. Cualquier cosa razonable
puede hacer el papel de rey en una partida de ajedrez. Lo que convierte en
rey a una pieza no es ninguna caracteristica propia, sino tan sélo el convenio
que los jugadores adoptan de usarla como rey. Igualmente, para construir un
lenguaje formal necesitamos unos cuantos signos, no importa cuéales, y a cada
uno le ponemos una etiqueta. Igual que en ajedrez moveremos de forma distinta
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cada pieza segin su nombre, también nosotros usaremos e interpretaremos de
forma distinta las constantes y los relatores, pero eso no consta en la definicion
de lenguaje formal.

Observemos que en la definicion de lenguaje formal s6lo hemos incluido dos
conectores y un cuantificador. Los restantes los definiremos maéas adelante a
partir de éstos.

Una vez definido el concepto de lenguaje formal pasamos a definir el de
modelo de un lenguaje formal:

Definicién 1.2 Un modelo M de un lenguaje formal £ viene determinado por:

1. Una coleccién de objetos U llamada universo de M. La coleccion U ha de
tener al menos un objeto.

2. Un criterio que asocie a cada constante ¢ de £ un objeto ¢ o M (c) de U.

3. Un criterio que asocie a cada relator n-ddico R;' de £ una relacion n-adica
R 0o M(R}) en U. La relacion M (=) ha de ser la identidad =.

4. Un criterio que asocie a cada funtor n-adico f;* de £ una funcién n-adica
flro M(f") enU.

5. (Si £ tiene descriptor) un elemento d de U al que llamaremos descripcion
impropia de M.

Claramente, si £ tiene descriptor, todo modelo de £ lo es de £ (olvidando
la descripcién impropia) y todo modelo de £ se convierte en un modelo de £
fijando una descripciéon impropia.

En la practica no distinguiremos como hemos hecho aqui entre un modelo M
y su universo U, sino que cuando hablemos de un objeto a de M entenderemos
que nos referimos a un objeto de su universo.

Ejemplos Para comprobar que la definicién no es ambigua, vamos a definir
un lenguaje concreto, al que llamaremos £,. Necesitamos signos. No hemos
definido “signo”, pero tampoco es necesaria una definiciéon de “pieza’ para jugar
al ajedrez.

e Para las variables necesitamos infinitos signos. Nos sirven, por ejemplo
‘7 |_7 |__7 |___7 |____7 | _____ ) | ______ )

Es decir, la variable xy es una raya vertical y, en general, si i > 0, la varia-
ble x; es una raya vertical seguida de i rayas horizontales. Con esto quedan
perfectamente definidas las variables de £,. No hay duda de que tenemos
infinitas de ellas. Méas concretamente, para cada natural 7, sabemos per-
fectamente cual es la tnica variable z; de £, a la que le corresponde el
indice 1.
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El lenguaje £, tiene una dnica constante, digamos “A”.
El lenguaje £, tiene como tnico relator el igualador “—"".

Consideramos un funtor monadico “A” y dos funtores diadicos “¢”, y “[1”,
de indices 0 y 1 respectivamente.

Negador: “X”.
Implicador: “<.
Cuantificador universal: “¥”.

Descriptor: “{”.

Con esto, el lenguaje £, queda completamente especificado. Si nos pregun-
tan quién es fi en £, la respuesta es clara: el signo “A”, y si nos preguntan por
R} hemos de contestar que no existe tal signo en £,.

Ahora consideremos otro lenguaje formal £/ determinado por los signos
siguientes:

Como variables tomamos los nimeros naturales que son potencia de dos:

, 4, 8, 16, ...

La tunica constante es el nimero natural 3.
El tnico relator es el igualador 5.

L’ tiene un unico funtor monadico 6 y dos funtores diddicos 7 y 9, de
indices 0 y 1 respectivamente.

Negador: 10.
Implicador: 11.
Cuantificador universal: 12.

Descriptor: 13.

Observamos que los lenguajes £, y £/, son esencialmente el mismo lenguaje,
porque cada signo de uno se corresponde con un signo del mismo tipo en el
otro, y nunca nos va a importar qué es concretamente un signo de un lenguaje
formal, sino meramente que esté ahi para poder usarlo. Por ejemplo, nos daré

igual si, cuando hablamos de la variable x3 estamos hablando del signo

c<|___77

o del ntimero natural 8, o si el funtor f7 es “[J” o bien el ntimero natural 9, etc.

Maés atn, en lugar de usar los nombres que usamos por defecto para mencio-
nar los signos de un lenguaje formal arbitrario, podemos elegir nombres especifi-
cos que nos resulten especialmente descriptivos. Por ejemplo, podemos adoptar
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el convenio de representar por 0 la dnica constante cg de £, (o de L), de re-
presentar por S el funtor monddico f3 y de representar por + y - los funtores
f2 v f%, respectivamente. n

Como la naturaleza misma de los signos de un lenguaje formal es del todo
irrelevante, en la practica, al definir un lenguaje formal, nos limitaremos a es-
pecificar qué signos eventuales posee y, a lo sumo, a indicar el nombre con que
convendremos referirnos a ellos, en caso de no optar por los nombres que usa-
mos por defecto. Por ejemplo, la forma usual de introducir el lenguaje £, del
ejemplo anterior es la siguiente:

Definicion 1.3 Llamaremos lenguaje de la aritmética a un lenguaje formal £,
(con descriptor) cuyos signos eventuales sean una constante 0, un funtor mona-
dico Sy dos funtores diadicos + y -.

Asi, tanto £, como L/, satisfacen esta definicion, pero nunca va a importar
para nada si cuando hablamos de £, nos referimos a £, a £/, o a cualquier otro
lenguaje con signos eventuales de los mismos tipos.

Llamaremos modelo natural de la aritmética al modelo M de £, cuyo uni-
verso es el conjunto N de los ntimeros naturales, en el que la constante 0 se
interpreta como el nimero cero, el funtor S se interpreta como la funcién S que
a cada natural le asigna su siguiente, y en el que los funtores + y - se interpre-
tan respectivamente como la suma y el producto de ntmeros naturales. Como
descripcion impropia fijamos el cero.

1.3 Expresiones, términos y férmulas

La finalidad primera de los lenguajes formales es, por supuesto, construir
afirmaciones con sus signos. Empezaremos con algunas consideraciones genera-
les sobre las sucesiones de signos.

Definicion 1.4 Sea £ un lenguaje formal. Una cadena de signos de £ es una
sucesion finita de signos de £ repetidos o no y en un cierto orden. Si (y,...,(,
son cadenas de signos de £ llamaremos (;---(, a la cadena que resulta de
yuxtaponer las cadenas (1, .. ., (, en este orden. En particular podemos nombrar
una cadena nombrando a cada uno de sus signos en el orden en que aparecen.

Dos cadenas de signos (; y (2 son idénticas si constan de los mismos signos
en el mismo orden. Lo indicaremos asi: (; = (o, con el signo que venimos
empleando para referirnos en general a la relacion de identidad en cualquier
conjunto (y en caso contrario escribiremos (3 # (2). Asi pues, (1 = (> significa
que “(1” y “C2” son dos nombres para la misma cadena de signos.

Si ¢ es una cadena de signos de £, llamaremos longitud de ¢ al ntmero de
signos que componen (, contando cada uno tantas veces como se repita.

Claramente, si £ es un lenguaje formal con descriptor, toda cadena de signos
de £ lo es de £ y toda cadena sin descriptores de £ lo es de £
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Ejemplo Una cadena de signos de £, es

“WK|——||O<<A”

2

Su longitud es 8 (jrecordemos que “|——""es un solo signo!). Segun el convenio
adoptado, podemos referirnos a ella con el nombre “—zazozofi —— f37, 0
también “—xoxgrg- —— S”. Asi podemos decir que “—zoxgrgr —— S” es una
palabra castellana que nombra a una cadena de signos de £, y también que
—LaxoLo —— S es una cadena de signos de £, (jatencion a las comillas!).

Si preferimos pensar que £, es en realidad la versiéon que hemos definido
tomando nimeros naturales como signos, entonces esta cadena de signos no es
sino la sucesion finita de nimeros naturales

10,4,1,1,9,11,11,6 .

Naturalmente, las cadenas de signos del estilo de la que acabamos de consi-
derar no sirven para nada. Ahora hemos de extraer de entre ellas las que tienen
“significado”; algo asi como seleccionar los movimientos “legales” en el ajedrez
de entre todos los movimientos posibles. Hay dos casos distintos en los que una
cadena de signos puede tener un significado: bien porque nombre a un objeto,
bien porque afirme algo. A las cadenas que nombran objetos las llamaremos
términos, mientras que a las que afirman algo las llamaremos formulas. Esta
es la idea subyacente, pero no nos sirve como definiciéon porque, ademas de ser
imprecisa, alude a un posible significado de las cadenas de signos, y queremos
que la definiciéon sea formal. La definicién correcta es la siguiente:

Definiciéon 1.5 Una cadena de signos 6 de un lenguaje formal £ es una ezpre-
sion de £ si existe una sucesion finita 6y, . .., 0,, de cadenas de signos de £ de
modo que #,, = 0 y cada 6, cumple una de las condiciones siguientes:

1. 0y es una variable.

2. 0 es una constante.

3. 0 = Rty ---t,, donde R es un relator n-ddico de £ y los t; son cadenas
anteriores de la sucesién cuyo primer signo es una variable, una constante,
un funtor o el descriptor.

4. 0 = ft1---t,, donde f es un funtor n-adico de £ y los t; son cadenas
anteriores de la sucesién cuyo primer signo es una variable, una constante,
un funtor o el descriptor.

5. 0 = —a, donde « es una cadena anterior de la sucesiéon cuyo primer signo
es un relator, un conector o el generalizador.

6. 0, = —af, donde a y B son cadenas anteriores de la sucesion cuyo primer
signo es un relator, un conector o el generalizador.

7. 0, = Az a, donde = es una variable y a es una cadena anterior de la
sucesion cuyo primer signo es un relator, un conector o el generalizador.

8. O = |xa, donde x es una variable y « es una cadena anterior de la sucesion
cuyo primer signo es un relator, un conector o el generalizador.
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Diremos que una expresion es un término si su primer signo es una variable,
una constante, un funtor o el descriptor. Diremos que una expresiéon es una
formula si su primer signo es un relator, un conector o el generalizador.

Observemos que si una sucesion 6y, ..., 60, cumple los requisitos de la de-
finicion anterior, éstos s6lo imponen condiciones a cada cadena que dependen
de las cadenas que la preceden, luego si eliminamos las ultimas cadenas de la
sucesion obtenemos una nueva sucesion que sigue cumpliendo las mismas con-
diciones. Concluimos que toda cadena de la sucesién es una expresion, y no
sOlo la ultima, como indica la definicion. Teniendo esto en cuenta, asi como la
definicion de términos y féormulas, la definicion de expresion puede simplificarse
como sigue:

Una cadena de signos 6 de un lenguaje formal £ es una expresion de £ si
existe una sucesion finita g, . .., 0,, de cadenas de signos de £ (que seran todas
expresiones) de modo que 6, = 0 y cada 6, cumple una de las condiciones
siguientes:

1. 0y es una variable.

2. 0 es una constante.

3. 0 = Rty ---t,, donde R es un relator n-adico de £ y los t; son términos
anteriores en la sucesion.

4. 0 = ft1---t,, donde f es un funtor n-adico de £ y los ¢; son términos
anteriores en la sucesion.

5. 0 = —a, donde a es una féormula anterior en la sucesion.
6. 0 = —af, donde a y B son férmulas anteriores en la sucesion.

7. 0, = Nz, donde z es una variable y a es una férmula anterior en la
sucesion.

8. 0 = |za, donde x es una variable y a es una formula anterior en la

sucesion.

Mas claramente, lo que dice esta definiciéon es que las expresiones pueden
construirse unas a partir de otras mediante unas reglas muy concretas:
x; es un término.
¢; es un término.
R}ty - -ty es una formula.
fl't1---t, es un término.
- es una formula.
—af es una formula.

Az; a es una féormula.

® N ok W N

|z;c es un término (si es que £ tiene descriptor).
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Aqui hemos adoptado un convenio de notacion que nos simplificara bastante
el enunciado de reglas como éstas. Cuando digamos “z; es un término” queremos
decir que “toda variable es un término”, en general, usaremos la letra ¢t (con
subindices si hace falta) para referirnos a términos arbitrarios y las letras «, 8,y
para referirnos a formulas, de modo que el apartado 6) debe leerse como “si « y
[ son formulas, entonces — a3 es una féormula”.

Vemos entonces que toda expresion tiene que estar exactamente en uno de
los ocho casos anteriores: si empieza por una variable es una variable, y ademés
es un término, si empieza por una constante es una constante y ademaés es un
término, si empieza por un relator es de la forma R}'t; ---t, y es una férmula,
etc. Las féormulas sin descriptores de tipo R['t; - - -, se llaman atdmicas.

Convenios de notacién Aunque el convenio por defecto para nombrar una
cadena de signos es nombrar sus signos en el orden en que aparecen en ella,
en la practica adoptaremos otros convenios particulares que nos resulten més
comodos. Por ejemplo, en lugar de escribir — a3 escribiremos (a — ). Hay que
entender que con esto no estamos “desordenando” los signos de la férmula, sino
simplemente cambiando la forma de nombrarla. El primer signo de (o« — )
no es un paréntesis, ni el primer signo de a, sino —. Con esta notacién es
necesario introducir paréntesis, pues una expresion castellana como o — 8 —
es ambigua, ya que no esté claro si nombra a

(@ = B) = y=—=—apy, o bien a a—(8—7v)=—a— [.

No obstante, no siempre haran falta los paréntesis, y cuando se puedan supri-
mir sin ambigiiedad asi lo haremos. No necesitamos precisar cudndo ponemos y
quitamos paréntesis porque esto no tiene nada que ver con los signos o las expre-
siones de un lenguaje formal, sino meramente con los convenios que adoptamos
para mencionarlos. Con tal de que sepamos sin lugar a dudas qué expresion
concreta nombra cada nombre que usemos no necesitamos explicar cémo lo sa-
bemos.

Similarmente, escribiremos
(rla) = |za,  (t1 =ta) = =tite, (t1 #t2) = (t1 = t2)

y cuando tengamos que escribir varios cuantificadores seguidos Az/Ay/\z escri-
biremos més brevemente A\zyz.

En lenguajes concretos también podemos adoptar convenios concretos. Por
ejemplo, en el lenguaje de la aritmética usaremos los convenios de notacion

t'=St, (t1+t2) = +tite, (tit2) = (t1 - t2) = -tita.
Nuevamente, los paréntesis son necesarios, pues

(tl —+ tg) + t3 =+ + tltgtg, tl —+ (tg + t3) = —|—t1 “+ tgtg.
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Ejemplo o = Azy(z + v = (v + y)') es una formula del lenguaje de la
aritmética L.

Para justificarlo consideramos la sucesion siguiente de cadenas de signos:

T
Y

/

Y

z+y

Tty

(z+y)

r+y =(z+y)
Ny(xz+y = (z+y))
Nzy(z+y = (x+y))

© 00N> U W

Es facil ver que cumple la definicion de expresion: la primera es un término
porque es una variable, la segunda también, la tercera es un término por ser
de la forma 3’ = Sy, es decir, un funtor monadico seguido de un término que
va ha aparecido en la sucesion, la cuarta es un término por ser de la forma
x4y = +xy', es decir, un funtor diadico seguido de dos términos previos. Lo
mismo vale para la quinta. La sexta es (x +y)' = S(z +y), un funtor monadico
seguido de un término previo, luego es un término. La octava es de la forma
AzB, donde § es una formula previa, y lo mismo vale para la novena.

Si queremos escribir la féormula enumerando sus signos en el orden en que
aparecen en ella, el resultado es

NzN\y = +2SyS + zv, o también 12,1,12,2,5,7,1,6,2,6,7,1,2,

si entendemos que los signos de £, son los niimeros naturales que hemos conve-
nido. Vemos que su longitud es 13. Obviamente, nunca escribiremos las formulas
asi. n

La formula del ejemplo anterior es ciertamente una férmula porque esté
construida mediante las reglas formales que hemos establecido, tal y como aca-
bamos de comprobar. Dichas reglas son formales porque solo hacen referencia
a la forma de las expresiones: con expresiones de tal forma podemos formar
otra expresion de tal otra forma, sin entrar para nada en el posible significado
de los signos. Sin embargo, cualquiera ve a simple vista que se trata de una
férmula, y no lo hace construyendo una sucesion de expresiones de acuerdo con
la definicioén, sino que uno se da cuenta de que es una féormula porque si intenta
“leerla” ve que puede hacerlo, que tiene sentido.

Concretamente, si interpretamos los signos del lenguaje de la aritmética
en su modelo natural, “vemos” que la féormula anterior significa que la suma
de un ntmero natural arbitrario con el siguiente de otro es igual al siguiente
de la suma. Esto es precisamente la version informal de uno de los axiomas
de Peano (extendidos para incorporar la suma y el producto), que queda asi
formalizado por la formula del ejemplo. Decimos, pues, que reconocemos que la
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cadena del ejemplo anterior es una férmula porque tiene sentido, y es que, en
efecto, hemos definido las formulas pensando en que sean cadenas susceptibles
de ser “leidas” como afirmaciones. Similarmente, los términos son las cadenas de
signos susceptibles de ser “leidas” como nombres de objetos, cosa que también se
reconoce a simple vista. Seguidamente pasamos a precisar estas ideas, es decir,
vamos a definir el significado de una expresiéon de un lenguaje en un modelo.

Para ello tenemos un inconveniente, y es que la definicion de modelo no
asigna ningun significado a las variables del lenguaje. Ello nos lleva a la defini-
cion de valoracion:

Definicion 1.6 Una valoracion de un lenguaje formal £ en un modelo M es un
criterio v que asigna a cada variable z de £ un objeto v(z) del universo de M.

Asi, al considerar un mismo modelo con varias valoraciones estamos permi-
tiendo que las variables varien de significado sin alterar el modelo.

Si v es una valoraciéon de un lenguaje formal £ en un modelo M, a es un
elemento del universo U de M y z es una variable de £, llamaremos v2 a la
valoracién en M dada por

ar\_ Ja siy =z,
vz(y):{v(y) Sig;‘éx.

ab a\b abc a\b\c
Llamaremos vy, a (vg),, llamaremos vg,? a ((vg)y)s, ete.
. _ ab . b . .
Es claro que si x = y entonces v, coincide con v,, mientras que si z Z y,
ab LI ba
entonces vg, coincide con vy .

Ahora ya podemos definir el significado de una expresion arbitraria 6 de
un lenguaje £ respecto a un modelo M. Notemos que si 6 es un término su
significado ha de ser un objeto del universo de M, mientras que si 6 es una
férmula su significado ha de ser un valor de verdad: ha de ser verdadera o falsa.

Definiciéon 1.7 Sea v una valoracion de un lenguaje formal £ en un modelo M.
Las condiciones siguientes determinan cuando M satisface la formula a respecto
a la valoracion v (abreviado M E «[v]) y cuando un término ¢ denota en M
respecto a la valoracion v a un objeto que representaremos por t o M (t)[v]:

1. M(z)[v] = v(ay),

2. M(Ci)[’l)} = Ei,
3. M E Rty ---t,[v] syss [siy solosi] RP(,...,t,),
4o M(fMty - tn) 0] = [t ... ),

ot

M E —afv] syss no M E afv],
6. M E (o — B)[v] syss no M E afv] o M E B[],

7. M £ Az;av] syss para todo objeto a de M se cumple que M F afv? ],
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8. Si L tiene descriptor y d es la descripcion impropia de M,

M(z;]a)[v] = {el tnico a de M tal que M F afvg | si existe tal a,
l - U en otro caso.

Vamos a parafrasear la definicién anterior:

1. El objeto denotado por una variable es el que le asigna la valoracién con-
siderada.

2. El objeto denotado por una constante es el que le asigna el modelo.

3. Una férmula de tipo R}'t; - - - t, es satisfecha si los objetos denotados por
los términos satisfacen la relacién que el modelo asocia al relator.

4. El objeto denotado por un término f/*¢; ---¢, es el que resulta de aplicar
a los objetos denotados por los términos la funcién asociada al funtor por
el modelo.

5. Una formula —« es satisfecha si y solo si a no es satisfecha.

6. Una formula a — S es satisfecha cuando « no es satisfecha o 3 es satisfe-
cha, es decir, siempre salvo si « es satisfecha pero S no.

7. Una formula de tipo Az;o es satisfecha si o es satisfecha cualquiera que
sea la interpretacion de la variable x;, es decir, para toda interpretacion
posible de z; en el universo del modelo.

8. El objeto denotado por una descripcion x; |« es el tnico objeto a del modelo
con el que a es satisfecha si la variable x; se interpreta como a, si es que
existe, o la descripcion impropia del modelo si no hay una tnica forma de
interpretar la variable x; para que « sea satisfecha (sea porque no haya
ninguna o porque haya varias).

Esta definicién requiere varias reflexiones:

— En primer lugar, vemos que es aqui donde por primera vez establecemos
que el negador — debe interpretarse siempre como “no” y el implicador — debe
interpretarse como “si... entonces” en el sentido que ya hemos discutido, asi
como que /\z significa “para todo z” y x| significa “el = tal que”, con el convenio
ya explicado para las descripciones impropias.

— En segundo lugar, esta definiciéon no hace sino especificar lo que todos
sabemos hacer instintivamente al leer una sentencia formal. Por ejemplo, si
consideramos la sentencia

Ny z-x#0"-(y-y)+0"

del lenguaje de la aritmética, sin necesidad de definicién alguna todos entende-
mos que ahi dice que no existen niimeros naturales m y n tales que m?—2n? = 3.
Vamos a ver que si aplicamos la definicién anterior con el modelo natural llega-
mos a la misma conclusién. Fijemos una valoracién v arbitraria.
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e Por la definicién 2) tenemos que 0 es el ntimero natural 0.

e Por la definicién 4) _tenemos que 0’ es el siguiente de 0, o sea, el 1. Simi-
larmente, 0" =2 y 0" = 3.

e Aplicando varias veces 1) y 4) concluimos que

TT=0@? (O (g F07) =2 0(y)® +3.

e Por 3) y 5),
ME (z-z#0"(y-y)+0")[v] syss v(x)*—2-v(y)* #3.

e En particular, si m y n son dos nimeros naturales cualesquiera

ME (z-z#£0" (y-y)+0") ] syss m?>—2-n°#3.
e Aplicando dos veces 7) concluimos que M F Azy z-2 # 0" (y-y) +0"[v]
syss para todos los nimeros naturales m y n, se cumple m? — 2 -n? # 3.

Asi pues, en ejemplos concretos nunca necesitaremos aplicar explicitamente
la definicién de denotaciéon y satisfaccion, pues hacerlo nos lleva por un camino
més largo al mismo sitio al que llegamos si simplemente “leemos” la expresion
dada.

— Otro hecho que hay que destacar es que la definicion anterior nos dice
qué es el objeto denotado por un término y qué significa que una férmula sea
satisfecha, pero no nos proporciona un algoritmo para decidir si se da o no el
caso. Por ejemplo, acabamos de ver que

MENzyz-2#0"(y-y)+0"[v]

significa que no existen ntimeros naturales m y n tales que m? — 2n? = 3. Eso
es lo que obtenemos al aplicar la definiciéon de satisfaccion, pero un problema
muy distinto es decidir si existen o no tales nimeros naturales. Una cosa es
saber lo que significa una férmula y, en particular, constatar que efectivamente
significa algo, y otra muy distinta saber si lo que significa es cierto o es falso.
Dicho de otro modo: podemos hablar de la satisfaccion o no satisfaccion de una
formula con independencia de cualquier razonamiento (formal o informal) que
nos convenza de la verdad o falsedad de dicha férmula. Sabemos lo que significa
que no existen nimeros naturales tales que m? — 2n? = 3 con independencia de
si sabemos probar que existen o que no existen. Si no fuera asi, el modelo M
no estarfa bien definido.

Mas convenios de notacién Ahora estamos en condiciones de definir ra-
zonadamente los signos 16gicos que hemos omitido en la definicion de lenguaje
formal. Introducimos los convenios de notacién siguientes:

1. (aVp)=(~a—p)

2. (aAB)==(-aV -p)

3. (aeB)=((a—=B)A(B—a))
4. Vz;a = Nz~
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Aqui es fundamental comprender que estos convenios no son arbitrarios. Por
el contrario, de acuerdo con la definicién de satisfaccion, podemos demostrar que
si M es un modelo de un lenguaje £ y v es una valoracién, entonces

ME (aV B)[v] syss M E afv] o M E S[v],
ME (a A B)[v] syss M E afv] y M E Bv],

ME (a < B)[v] syss M E afv] y M F S[v] o por el contrario no M E afv] y
no M E B[],

M F \z;alv] syss existe un objeto a de M tal que M F afv? ],

En efecto, para probar la primera aplicamos la definicién de satisfaccion:
M E (a V B)[v] es lo mismo que M F (-a — B)[v], que se cumple cuando no
M E —av] o bien M E B[v], y esto equivale a M E afv] o M E B[v].

Asi pues, la definiciéon que hemos dado de la disyuncién garantiza que su
interpretacion va a ser siempre la dada por la tabla de verdad que corresponde
a la “0” no exclusiva. Similarmente se demuestra que las tablas de verdad (y, por
tanto, los significados) de A y <> se corresponden con las que habiamos indicado
en la pagina 8. Veamos por iltimo que el cuantificador existencial que hemos
definido realmente significa “existe”.

En efecto: M F Vx;alv] es lo mismo que M F =/\z;—~av], y esto se cumple
cuando no se cumple M F Az;—=a[v], es decir, cuando no es cierto que para todo
a en M se cumple M F —afvg ]. A su vez, esto es lo mismo que decir que existe
un a en M para el que no se cumple M E ﬂa[v;i], que a su vez equivale a que
exista un a en M tal que M F afvg ].

Asi pues, los convenios precedentes, que desde un punto de vista formal
son aparentemente arbitrarios, no lo son en absoluto, pues desde un punto de
vista semantico se demuestra que son lo que tienen que ser para que los signos
correspondientes signifiquen lo que queremos que signifiquen.

Terminamos con la siguiente observacion: si £ es un lenguaje con descriptor
y d es la descripcion impropia fijada por un modelo M, entonces se cumple que
M(z|z = x)[v] = d.

En efecto, si a es cualquier objeto de M, tenemos que M F (x = z)[vY]
equivale a a = a, lo cual se cumple siempre, es decir, se cumple para todo a.
Entonces tenemos dos posibilidades: si el universo de M tiene mas de un objeto,
entonces la descripcion x|z = x es impropia, pues M F (z = z)[v%] no lo cumple
un tnico objeto de M, sino que lo cumplen todos, y entonces M (z|x = z)[v] = d,
por definicion (d es la interpretacion de todas las descripciones impropias). Por
el contrario, si M tiene un tinico objeto, éste tiene que ser tanto d como el objeto
denotado por x|z = z, luego también se da la igualdad.

Asi pues, el término x|z = x es una forma de referirnos formalmente a
la descripcién impropia, de modo que toda descripciéon impropia denotaré en
cualquier modelo al mismo objeto que z|z = x.
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1.4 Variables libres y ligadas

Consideremos una formula como Vy = = 3/, del lenguaje de la aritmética.
Diremos que en ella la variable y estéa ligada, porque esté bajo el alcance del
cuantificador \/y, mientras que la variable x esté libre porque no estéa afectada
por ningin cuantificador ni descriptor. Una definicién precisa y operativa de
estos conceptos es la siguiente:

Definicion 1.8 Sea £ un lenguaje formal. Diremos que una variable x esta
libre en una expresion de £ si se puede probar que lo esta a partir de las reglas
siguientes:

. x esta libre en x; syss z = x;.

. x nunca esté libre en ¢;.

. x esta libre en Ri't; - --1, syss lo esta en algin ¢;.

. x esta libre en f]'t;---t, syss lo est4 en algtn ¢;.

1

2

3

4

5. x esta libre en -« syss lo esta en a.

6. x esté libre en @ — 3 syss lo estd en « 0 en .

7. x estd libre en Az;a syss lo esta en a y % x;.
8

. x esta libre en z;|« syss lo estd en o y « #Z x; (en el caso en que £ tenga
descriptor).

Diremos que una variable x esté ligada en una expresion de £ si se puede
probar que lo esta a partir de las reglas siguientes:

.« nunca esté ligada en z;.
. x nunca esta ligada en ¢;.
. esta ligada en Rty ---t, syss lo esta en algtn ¢;.

. x estd ligada en fj*¢y---¢, syss lo esta en algtn t;.

. x esta ligada en o — (3 syss lo estd en « 0 en 5.

1

2

3

4

5. x esta ligada en -« syss lo esta en a.

6

7. x esta ligada en Az;a syss lo estd en o 0 = = ;.
8

. x estd ligada en x;|a syss lo estd en o 0 & = x; (en el caso en que £ tenga
descriptor).

El “si se puede probar que lo estd” puede parecer ambiguo, pero lo que
sucede es que, dada una expresion #, siempre podemos tomar una sucesiéon
de expresiones 6y, ...,0,, = 6 de acuerdo con la definicién de expresion, y las
dos definiciones precedentes nos permiten saber si una variable dada esta libre
o ligada en cada expresion 6; a partir de si lo estd o no en las expresiones
precedentes, por lo que tenemos un algoritmo que siempre decide en un ntimero
finito de pasos cudl es el caso.
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Observaciones Una variable z esté libre o ligadaen a V 8, a A B o a + 3
syss lo estd en o 0 en 3. Asi mismo, z estd libre en Vo syss lo estd en o y
x % x;, v « estd ligada en ;o syss lo estda en a 0 & = x;. Estas observaciones
no forman parte de la definicién de variable libre y ligada, sino que se deducen
inmediatamente de las definiciones de o V 3, etc.

Una variable estd en una expresion 6 (es decir, es uno de los signos que
componen 0) si y solo si esté libre o ligada en 6.

Si € es una expresion sin descriptores de un lenguaje £ con descriptor, en-
tonces una variable x esta libre o ligada en 6 considerada como expresion de £
si y s6lo si lo esta considerada como expresion de £. m

Ejemplos Observemos que una variable puede estar a la vez libre y ligada
en una expresion, asi como no estar ni libre ni ligada. Los ejemplos siguientes
muestran las cuatro posibilidades para una misma variable x:

U =0 2 no esté ni libre ni ligada.
U=z x estd libre y no ligada.
Ve u=x x esté ligada y no libre.
r=0AVzz=0 x esta libre y ligada.
(Suponemos que las variables z, y, u, v son distintas). m

Una expresiéon es abierta si tiene variables libres. En caso contrario es ce-
rrada. Un designador es un término cerrado. Una sentencia es una féormula
cerrada. Por lo tanto las cadenas de signos quedan clasificadas como sigue:

designadores

términos L. .
términos abiertos
expresiones

cadenas de signos sentencias

formulas
formulas abiertas

no expresivas

La distinciéon entre variables libres y ligadas tiene una interpretacion seméan-
tica. Consideremos, por ejemplo, el lenguaje de la aritmética y su modelo
natural M. Se cumple

ME Ny 0" y=2x),

si y solo si v(z) es multiplo de 3. Asi pues, para saber si la formula \/y 0" -y = z
es satisfecha o no por una valoracién sélo necesitamos saber como actua la
valoracién sobre la variable x. Su valor sobre las demas variables es irrelevante.
Esto no es casual:

Teorema 1.9 Siv y w son valoraciones de un lenguagje formal £ en un modelo
M que coinciden sobre las variables libres de una expresion 0, entonces si 6 es
un término M(8)[v] = M (0)[w] y si 0 es una formula M E 0v] syss M E 0w].
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DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre la longitud de 6.
Si 6 = x entonces x esta libre en 0, luego M (6)[v] = v(z) = w(z) = M(0)[w].
Si 6 = ¢ entonces M (0)[v] = M(c) = M(0)[w].

Si 0 = Rty - - ty, por hipotesis de induccion M (t;)[v] = M(t;)[w]. Llama-
mos t; a este objeto. Entonces

M F 0[v] syss R (t1,...,t,) syss M F O[w].

Si @ = fl'ti---tp, por hipotesis de induccion M(¢;)[v] = M(¢;)[w]. Lla-
mando como antes ¢; a este objeto,

MO = P ) = M(O)[u].

Si @ = —a, por hipétesis de induccion M E afv] syss M E afw], luego no
M F afv] syss no M F afw], o sea M E —afv] syss M E —afw].

Si6 = a — f3, por hipotesis de induccion M F afv] syss M E ajw] y M E S[v]
syss M E Blw]. Entonces M E (o — B)[v] syss no M F afv] o M F S[v] syss no
M E alw] o M E Blw] syss M E (o — B)[w].

Si 6 = Aza, sea a un objeto de M. Si y esté libre en o entonces y esté libre
en § o y = z. En cualquier caso v%(y) = wl(y), luego v y w? coinciden en
las variables libres de a.. Por hipotesis de induccion M E afv?] syss M E ajw?]
para todo objeto a de M.

En particular M E a[v?] para todo objeto a de M syss M E a[w?] para todo
objeto a de M, es decir, M F Azafv] syss M E Aza|w].

Si § = zx|«, razonando como antes, para todo objeto a de M tenemos que
M E a[v?] syss M E aJw?]. Por lo tanto hay un tnico a en M tal que M F «afv?]
syss hay un tnico a en M tal que M F a[w?], ademés en tal caso son el mismo
objeto a.

Si se da la unicidad M(0)[v] = a = M(#)[w]. Si no se da la unicidad
M(6)[v] =d= M(6)[w)]. n

Asi pues, la interpretacion de una expresion en un modelo respecto de una
valoracién depende tnicamente de como actiia ésta sobre las variables libres en
la expresion.

Como aplicaciéon de este teorema podemos justificar que la definicién si-
guiente es razonable:

1
Var-apa=Vyr oy \er - an(a o yr =21 A Ayn = 24),

donde 1, . .., y, son las variables de menor indice que no estan en Va1 - - -z,
1

Vamos a probar que Vi -- -z, asi definido se interpreta en cualquier modelo
como “existen unos dnicos x1,...,x, tales que ...”
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Teorema 1.10 Si M es un modelo de un lenguaje formal L y v es una va-
1

loracion en M, entonces, para toda férmula o de £, M E \zy -+ z,av] syss
existen unos unicos ai,...,a, en M tal que M F afvgt o],

1
DEMOSTRACION: Tenemos que M F \/xy - - - z,a(v] es lo mismo que

MENy -y N\oy (e yr =1 Ao Ayn = 35[0,

donde las variables y; son distintas de las x; y no estan en a. Esto a su vez
equivale a que existen aq,...,a, en M tales que

MENAz - zp(a o yr =210 A Ayn = @) [oghlon],

que a su vez equivale a que existen aq,...,a, en M tales que, para todos los
b1,...,b, de M, se cumple

_ _ ar-anbi-by
ME (e yr =21 A Ayn = x)[vg 500 000
. e by by _ — :
que equivale a M F a[vgll,,,;nxi,,,xn] syss a; = by,...,a, = b,. Ahora aplicamos

el teorema anterior, que nos dice que, como las variables y; no estan en «, el
valor de vzll_'"“"bl”'b“ sobre las variables y; es irrelevante. En total tenemos,

CYnd1cTn
pues, que existen aq,...,a, en M que son los tnicos elementos b1,...,b, de M
by
que cumplen M F afvyi o0 |. "

1.5 Sustitucion

Nos falta discutir un ultimo aspecto sobre los lenguajes formales antes de
poder usarlos para formalizar razonamientos. Se trata del concepto de susti-
tucion. Es un concepto que los matematicos usan cotidiana e instintivamente.
Por ejemplo, cuando un matematico escribe

A={z|a(x)}

y luego tiene que 3 € A, de ahi deduce «(3). Al escribir esto ha sustituido la
variable z por el término 3 en la formula «. Parece una operacion trivial que
apenas requiere un comentario para ser definida, pero no es exactamente asi,
como vamos a ver ahora. En esencia es ciertamente trivial, pero hay una cuestion
técnica que debemos tener presente a la hora de tratar con sustituciones.

Para empezar, a la hora de tratar tedricamente con la sustitucién, es preferi-
ble usar una notacién mas explicita, en la que se vean todos los elementos invo-
lucrados. En lugar de escribir a(x) y «(3) escribiremos a (porque una férmula
puede tener varias variables libres, y cualquiera de ellas puede ser sustituida en
cualquier momento por un término) y escribiremos S2«a para la sustitucion (de
modo que se indica claramente que estamos sustituyendo la variable z por el
término 3 en la formula «). El objetivo de esta seccion es dar una definicion
precisa de St 6 donde 6 es una expresion, x es una variable y ¢ es un término.
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Como siempre en estos contextos, la idea subyacente al concepto que que-
remos definir se expresa de forma natural en términos seménticos, es decir, en
términos de lo que pretendemos que signifique lo que queremos definir, supuesto
que hayamos fijado un modelo para el lenguaje formal considerado, pero al final
daremos una definicién puramente sintactica (formal) que no haga referencia
a ningin modelo posible, pero de tal modo que cuando se fije un modelo se
corresponda con lo que pretendiamos.

En términos semanticos, el proposito de la sustitucion es el siguiente:

Si 6 es un término, una sustitucion Sté debe ser otro término con
la propiedad de que el objeto que denote en un modelo dado sea el
objeto que denota el término 6 cuando la variable = se interpreta
como el objeto denotado por el término t.

Si 0 es una féormula, una sustitucion St debe ser otra formula que
sea satisfecha en un modelo si 0 es satisfecha cuando la variable x se
interpreta como el objeto denotado por t.

Veamos un ejemplo concreto con el lenguaje de la aritmética (y su modelo
natural):

Sif = 2, se trata de un término que significa “el siguiente del ntimero natural
z”. El objeto que denota en el modelo natural depende de la valoracién v que
consideremos, pues sera el siguiente del namero natural v(x).

;, Qué queremos que sea Sg”x’ ? Queremos que sea un término que signifique
lo mismo que 6, es decir, “el siguiente de z”, pero cuando la variable x se inter-
preta concretamente como el objeto denotado por 07, es decir, como el niimero
natural 2. Asi pues, Sgux’ debe denotar al siguiente del ntimero natural 2, es
decir, al 3. Por lo tanto, lo natural es tomar 89”2’ = 0", que es simplemente lo
que resulta de quitar la variable z y poner en su lugar el término 0”, es decir,
lo que comtinmente se entiende por “sustituir”.

Veamos ahora otro ejemplo con la formula
a=NyNzz=y-2Ay#0 = Vwy=w-0").

Esta formula dice que todo divisor de z distinto de 1 es par. Mas pre-
cisamente, esta formula es satisfecha en el modelo natural del lenguaje de la
aritmética si y solo si el objeto denotado por z, es decir, v(x), tiene todos sus
divisores no triviales pares o, equivalentemente, si y solo si v(z) es potencia de
dos.

;Qué queremos que sea Si”bz? Tiene que ser una formula que ya no sea
satisfecha cuando v(z) sea potencia de dos, sino cuando el objeto denotado por
a2 sea potencia de dos, es decir, cuando v(x) + 3 sea potencia de dos. La
férmula obvia que cumple esto es:

1"

sa=Ny(Vz2" =y - 2Any#0 = Vwy=w-0").

Una vez mas, se trata de la férmula que se obtiene quitando x y poniendo
en su lugar z’”, es decir, “sustituyendo”, en el sentido usual de la palabra.
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Esto podrfa llevarnos a pensar que una definicién puramente formal de SL0
(sin hacer referencia a modelos) es definirlo como la expresion (término o for-
mula, segin lo sea ) que resulta de cambiar cada = que aparezca en 6 por el
término ¢. Sin embargo, dar esa definicién no seria una buena idea, al menos
sin tener presentes un par de cuestiones técnicas.

1) En primer lugar tenemos las formulas en las que una misma variable puede
aparecer a la vez libre y ligada. La féormula siguiente es logicamente equivalente
a la que hemos puesto como ejemplo, en el sentido de que sera satisfecha en
cualquier modelo y con cualquier valoracién si y sélo si lo es la que hemos dado:

aF=NyNzo=y - 2Any#0 = Vey=x-0").

Cuando interpretamos esta féormula en un modelo con una valoracién, la
primera x que aparece se interpretard como v(z), mientras que la segunda z,
al estar ligada por el cuantificador \/z, se interpretara como convenga (si es
posible) para que se cumpla la formula que sigue al cuantificador, y no sera
necesario asignarle precisamente el valor v(z).

En la practica, los matematicos evitan este tipo de formulas, y en lugar de
expresar asi la propiedad “tener s6lo divisores pares”, la expresan con la férmula
inicial, donde la variable x no representa dos papeles distintos. Pero lo cierto es
que estas férmulas existen, y nuestra definiciéon de sustitucién debe dar cuenta
de ellas, y si seguimos al pie de la letra nuestra propuesta de definicion de
sustitucion obtendriamos este “engendro” que ni siquiera es una férmula:

"

S ‘= Ay(Vza" =y-2ny#£0 = Vo y=2a"-0").

Observemos que esto no es una formula porque las reglas sintécticas no per-
miten escribir Vz”, sino que detras de un cuantificador sélo puede ir una va-
riable. Pero aunque corrigiéramos nuestra definicién para no tocar las variables
que siguen a los cuantificadores y calcularamos esto:

s "o =Ny(Vza" =y-2Ay£0 = Vo y=2a"-0")

seguirfamos sin acertar, porque esta féormula no significa que el objeto denotado
por 2’ es potencia de dos. Aqui dice que todo divisor de z’” distinto de 1 es
un ntmero par mayor o igual que 6, cosa que no cumple, por ejemplo, el 1, a
pesar de que 1 + 3 = 4 es potencia de dos. La sustitucién correcta es:

s =Ny(Vz 2" =y -z2Ay#0 = Vo y=z-0"),

y la moraleja que extraemos de este ejemplo es que la sustitucion Sta debe
definirse de modo que las apariciones ligadas de x no se alteren en absoluto.
Sustituir una variable por un término es sustituir dnicamente las apariciones
libres de la variable.

Sin embargo, esta precision era la menor de las dos consideraciones que nos
vemos obligados a hacer si queremos llegar a un concepto de “sustitucion” que
se corresponda realmente con nuestro objetivo en todos los casos.
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2) Volvamos a nuestra formula « original, sin el doble papel que la x tenia
en la formula a*, pero supongamos ahora que queremos calcular S¥™*a.

Puesto que « significa “z es potencia de dos”, queremos que S¥*« signifique
“y + z es potencia de dos”, pero si nos limitamos a sustituir cada x (libre) que
aparece en « por y + z lo que nos sale es:

s a=ANyNVNzy+z=y-2Ay#0 = Vwy=w-0"),

y esto es un “enredo” que nada tiene que ver con que los divisores de y + z sean
pares. Ahi dice algo que es cierto, algo asi como que, para todo numero y, si
existe un z que cumple la ecuacién y + z = yz e y no es 1, entonces y es par
(v es cierto porque la condicién sélo se da cuando y y z se interpretan por 0 o
por 2). ;Qué ha fallado? Que las variables y, z estaban libres en y + z, pero al
meter este término en el lugar de x, han quedado en el radio de alcance de los
cuantificadores Ay, Vz, y se han mezclado con otras y, z que ya estaban en la
férmula «, y el resultado ha sido completamente imprevisible.

Los libros de légica evitan estas sustituciones incontroladas de dos formas
distintas:

A) Quiza la solucion mas aceptada sea prohibir que se realice la sustitucion
en este caso. Para ello definen que una variable x es sustituible por un término
t en una expresion 6 si ninguna variable que esté libre en t aparece ligada en 6,
y s6lo consideran definida la sustitucion S0 cuando se cumple esta condicion.

En nuestro ejemplo, la variable x no es sustituible por el término y + z en
la formula o porque las variables y, z estan libres en y + z y estan ligadas en a.

La solucion A), con ser, como decimos, la més habitual y totalmente opera-
tiva, tiene dos defectos. Uno es que obliga a poner como hipdtesis en todos los
teoremas que involucren una sustituciéon que tal o cual variable debe ser susti-
tuible por tal o cual término en tal o cual formula, lo cual supone mantener en
un constante primer plano lo que es una mera anécdota que nunca se encuentra
uno en la practica.

El segundo inconveniente es que esto de que ciertas variables no puedan ser
sustituidas por ciertos términos es algo totalmente ajeno a la préctica habitual
del matematico que razona competentemente sin conocer los tecnicismos de la
logica. Si un matematico ve ¢(z) y tiene un t a mano y le interesa decir que ¢
cumple ¢(z), no concibe que no pueda escribir ¢(t). ;Qué hace en la practica
un matemético? La realidad es que lo que hace es evitar que se le den casos
como el que nos ocupa eligiendo prudentemente las variables, pero imaginemos
que, por un descuido, un matemético ha escrito la férmula o como nosostros
lo hemos hecho y, en el curso de un razonamiento esté trabajando con una y y
una z y se ve en la necesidad de decir que y + z cumple la propiedad «. ;Qué
haria? Veria a:

NyNzz=y-2Any#0 = Vwy=w-0"),

se daria cuenta de que no puede meter ahi y + z sin hacer un estropicio y, en
lugar de detenerse, corregiria la formula «, cambiandola por

Ne(Vo z=u-vnus0 = Vwu=w-0"),
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pues sabe que las y, z que aparecen ligadas en la formula no tienen nada que ver
con las y, z concretas que estd manejando y que le aparecen en su término y + z,
y sabe que si en la férmula cambia las y, z ligadas por unas u, v ligadas pasa a
otra formula que significa lo mismo, que le vale igual, y ahora puede sustituir
con tranquilidad y escribir que

s a=AuNvy+z=u-vAu#0 = Vwu=w-0").
Asi obtiene una férmula que realmente significa “y + z es potencia de dos”.

En definitiva, la solucion B) al problema consiste en definir la sustitucion
incluyendo instrucciones para sustituir variables ligadas cuando éstas entran en
conflicto con variables del término que queremos sustituir. Con esto complica-
mos la definiciéon de sustitucion, pero eso afecta tnicamente a los tres o cuatro
resultados que hay que demostrar basdndose en la definicion de sustitucion y, a
partir de ahi, como las sustituciones se trataran apelando a esos tres o cuatro
resultados ya demostrados, en la practica usual este caso patologico no deja ras-
tro alguno. Ni hace falta anadir hipotesis a los teoremas recordando siempre lo
que no es mas que un caso extrano, ni hace falta contradecir la idea natural de
que cualquier variable es sustituible en cualquier formula por cualquier término
si uno tiene dos dedos de frente a la hora de hacerlo.

Naturalmente, adoptaremos la solucion B), y tras esta discusion ya estamos
en condiciones de dar una definicién formal no ingenua de sustitucién de una
variable por un término.

Definicion 1.11 Sea £ un lenguaje formal. Definimos la sustitucion de una
variable x por un término ¢ en una expresion 6 de £ como la expresion S¢6
determinada por las reglas siguientes:

St g = t stz =,
TTET T\ xy six £y
? (

—_

2. 8te; =

3. SERMy -+ t, = RISty - Sit,.
4. SLfrty -ty = frSLt - Sty
5. St—a = -sta.

6. St (a— B) =8ta— SLp.

Nz, si z no esta libre en Az;a,

_ Az;Sta si z esta libre en Ax;a v x; no lo esté en t,
. T, = .
e /\J:jS;Sﬁﬁa si z esta libre en Az;a, x; esté libre en ¢

y j es el menor indice tal que z; no esta
en Az;a ni en t.
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x| si & no esta libre en z;|a,

! (] x;|Sta si x estd libre en x;|a y z; no lo esta en t,

8. S (x;|la) = -
* - X . 4 . 4 .

* z;|SESzl o si w esté libre en z;|a, x; esté libre en t

y j es el menor indice tal que z; no esta
en x;|« ni en t.

La condicién 1) dice que la variable z; se cambia por ¢ si es la variable z, la
condicion 2) dice que las constantes no se modifican, las condiciones 3), 4), 5),
6) dicen que los relatores, funtores y conectores no se modifican. La condicion 7)
dice que, segiin las observaciones precedentes, si 2 no esta libre en /\z;a entonces
no se sustituye nada. Si esta libre y no hay conflicto con el cuantificador Ax;,
entonces se sustituye en o y se deja igual el Axz;, pero si hay conflicto con el
cuantificador, es decir, si x; esta libre en ¢ y se ligaria al meterla dentro del
alcance de A\z;, antes de sustituir se cambia z; por una variable nueva z;. El
apartado 8) distingue los mismos casos que el 7) para el descriptor.

A partir de la definicién del disyuntor, etc. se obtiene facilmente que

Sy(aVB)=8,aVs,B, S, (anpB)=8,aA8,6 S (aep)=8,a4 8,0

Va;a si z no esté libre en Vz;a,

v \/xiS‘;a si = esta libre en Va0 y ; no lo esté en ¢,
S . Vr,a =

x 7 t aTj . . e L, 1.
\/ijszja si z esta libre en Vz;a, x; esté libre en ¢

y j es el menor indice tal que z; no esta
en \/xia ni en t.

El lector deberia considerar “razonable” la definicién de sustituciéon que he-
mos dado a la luz de los comentarios precedentes, pero también debe comprender
que “razonable” no es suficiente. No podemos definir “sustitucion” como quera-
mos, sino que la definicion debe cumplir el propoésito que nos hemos marcado.
Hemos visto dos problemas que podrian hacer que no fuera asi y los hemos te-
nido en cuenta, pero jeran los tinicos problemas a tener en cuenta? ;Seguro que
no hay otro inconveniente que no hemos tenido en cuenta y que puede hacer que
la definicion que hemos dado siga sin ser adecuada a pesar de las precauciones
que hemos tomado? El teorema siguiente demuestra que nuestra definicion de
sustitucion es correcta:

Teorema 1.12 Sea v una valoracion de un lenguaje formal £ en un modelo
M. Sea t un término de L, sea 0 una expresion y x una variable. Entonces si
0 es un término

M (s50)[v] = M(9)[v" ]
y st 0 es una formula

MESLo] syss M E QM OF],
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La primera parte dice que el objeto denotado por S0 es el objeto denotado
por 6 cuando la variable z se interpreta como el objeto denotado por t. La
segunda parte dice que St es satisfecha si y solo si 6 es satisfecha cuando la
variable z se interpreta como el objeto denotado por ¢. Son estos hechos los que
nos permiten decir que la sustitucion esta “bien definida” en el sentido de que
es una expresion definida “como haga falta” para que al final signifique lo que
tiene que significar.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre la longitud de 6.

Si 0 = y distinguimos dos casos:
a) si x # y entonces M (SL0)[v] = M (y)[v]
b) si x = y entonces M (SL0)[v] = M(t)[v]

M(O)[o" O],
M(6)[vs" L.

(O)fez"")

Si @ = ¢ entonces M(SL0)[v] = M(c)[v] =

S

Si @ = R}t ---t,, entonces

M E st0[v] syss M E RSty ---8Lt,[v] syss

K2

M(R?)(M(Stt1)[v], ..., M(SLt,)[v]) syss
MR (M () [ OF) o M () [ D) syss M E gl O],
Sif= fl't1---t, entonces

M(s,0)[v] = M(f]'Syty -+ - Sytn)[v] = M(f7")(M(St1)[v], .., M(Sytn)[v])

K2 x

= M(f7)(M () OV, M () [op OM]) = M(6) [ O],
Si # = =« entonces M F St 0[v] syss M F =St afv] syss no M E St afv] syss
no M E afvh! W) syss M E g[ud O]

Si# = a — B entonces M F SLO[v] syss M E (SLa — SLB3)[v] syss no
M E stafv] o M E StBu] syss no M E ol o M E B ®M)] syss
M E g Ok

Si = Aya distinguimos tres casos:

a) Si z no esta libre en Aya, entonces M F St 0[v] syss M E Ayafv] syss
M E Aya[vX @) por el teorema 1.9.

b) Si z esta libre en Aya e y no lo esta en ¢, fijemos un objeto a en M.
aM (t)[vy]

Entonces M F Siafvg] syss (hip. de ind.) M F afvy, | syss (por 1.9)

ME a[v;]y(t)[v]} syss M E a[v;\/[(t)[v]Z] (notar que x #£ y pues x esta libre en

Aya e y no lo esté).
Por lo tanto, M F Sto[v] syss M E AyStalv] syss para todo a de M se
[UM(t)[v]a]

cumple que M F S';a[vg] syss para todo a de M se cumple que M F alv, Y

syss M E Aya[ol D).
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c) Si x esta libre en Aya, y esta libre en ¢ y 2 es la variable de menor indice

que no esta en \ya ni en ¢, fijemos un objeto a en M. Entonces M F S;Séa[vg]

syss (hip. de ind.) M F s;a[v%(t””?]} syss (1.9) M SZ@[U%/[(NU]] syss M E

S;a[v;\/f(t)[v]Z] syss (hip. de ind.) M E a[vi”(t)[v]g] syss (1.9) M E a[vy(t)[v]g.
Por lo tanto M E SL0[v] syss M E /\z8LS;alv] syss para todo a de M se

cumple que M F S.S?a[vg] syss para todo a de M se cumple que M a[vﬁ/[(t)[v]Z]

syss M /\ya[vﬁ/l(t)m].
Si 6 = y|a distinguimos tres casos:
a) Si  no esta libre en y|a entonces, usando el teorema 1.9,

M(S30)[v] = M (yla)[v] = M ()" M),

b) Si x esta libre en y|a e y no lo esta en ¢, entonces, fijando un objeto a en
M, como en el apartado b) del caso anterior concluimos que M E St a[v?] syss

y
ME oz[vM(t)[U]a

“ .
N ” ] syss existe

], luego existe un anico a en M tal que M F SLafv]

un tnico a en M tal que M E a[vi\/f(t)[v]z

Si se da la unicidad entonces M (S%0)[v] = M (y|SLa)[v] = a = M(G)[vﬂ/[(t)[”]].
En otro caso M(SL0)[v] =d = M(G)[vi\/[(t)[”]].

c) Si x esta libre en y|a, y esta libre en t y z es la variable de menor indice

que 1o esta en y|a ni en ¢, fijamos un objeto a en M y como en el apartado c)

del caso anterior se prueba que M  S!s*afv?] syss M & a[viw(t)[v]m.

z
Ahora razonamos igual que en el apartado b) de este caso. L]

], v en tal caso son el mismo.

Nota En el tercer caso de la definicion de S, \z;a y de SL(z;|a) hemos elegido
una variable x; como la de menor indice tal que x; no esta en z;|a ni en ¢, pero
en la demostraciéon del teorema anterior no hemos usado en ningin momento
que z sea precisamente la variable de menor indice con tal propiedad, sino que el
argumento vale para cualquier variable z con dicha propiedad. Esto no es casual.
Fijar concretamente la variable de menor indice es sélo un criterio arbitrario
para elegir una férmula concreta a la que llamar SL6, pero precisamente el
hecho de que el teorema anterior no se vea afectado si la variable x; no se elige
precisamente como la de menor indice prueba que, en realidad, cualquier otra
eleccién es igualmente legitima y aceptable.

Por ello, en lo sucesivo, cuando hablemos de una expresion S%6 entenderemos
que nos referimos a cualquier expresion calculada segin la definicién 1.11 pero
sin exigir necesariamente que las variables x; se escogen como las de menor
indice, sino que admitimos elecciones arbitrarias.

De este modo, cuando planteemos una identidad entre expresiones que con-
tienen sustituciones, habré que entender que la identidad se da si las variables x;
se eligen consistentemente en ambos miembros. Por ejemplo, en el teorema si-
guiente vale si se escogen en ambos miembros con el criterio del minimo indice.

u
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El teorema siguiente contiene las propiedades mas importantes de la susti-
tucion:

Teorema 1.13 Se cumple:
1. s20=46.
2. Six no estd libre en 0, entonces SLO = 6.

3. Una variable y estd libre en SLO syss o bien y estd libre en 0 e y # z, o
bien x estd libre en 0 e y estd libre en t.

4. Siy no estd en 6 entonces S840 = 0.

5. St x estd libre en 6, entonces las variables libres de t y las variables libres
de 0 distintas de x estdn libres en SL6.

DEMOSTRACION: Todos los apartados se demuestran igual. Veamos solo la
propiedad 4). Razonamos por induccién sobre la longitud de 6.

Observamos en primer lugar que SyS%x; = z;. Para ello hay que distinguir
dos casos: si ¢ = x; entonces sgsg{,xi = Sgiy = x;, mientras que si © Z x;
entonces SySYr; = Syr; = x; (porque, por hipotesis y # ;).

El caso de ¢; es trivial, porque las constantes permanecen invariables. Tam-
bién son inmediatos los casos correspondientes a relatores, funtores, el negador
y el implicador. Veamos el caso del generalizador. Supongamos que 6 = Az;a.

xT

7SV Ny = S;/\xia si x no esté libre en /\:z:ia,
Y sg/\xisga si = esté libre en Axz;a.

El tercer caso de la definicion de sustitucion no puede darse, porque exigiria
que z; = y, pero estamos suponiendo que y no estd en . Por este mismo
motivo, en el primer caso llegamos a Az;a. En el segundo caso es claro que si
x esta libre en Az;a, también lo esta en a, luego, por 3), y esta libre en S¥a,
y como y # x;, también esta libre en Az;SYa. Por consiguiente la sustitucion
es Si/\xisga = /\xisgsga = Axz;a por hipétesis de induccién. El caso del
descriptor es muy simliar. ]

La notacion matematica Aunque la notacién que hemos empleado para la
sustitucion es la mas conveniente para nuestros fines, en matemaéticas es habitual
escribir §(z) para indicar que 0(t) = St 6. No hay que entender, salvo que se diga
explicitamente, que la variable x esta libre en € ni que sea la inica variable libre
de 0. El escribir §(z) simplemente nos indica qué variable hay que sustituir
por t para interpretar 6(t). Generalizar esto a varias variables requiere una
precaucion:

Si escribimos 0(y1, . .., y,) en lugar de 6, donde yq, . . ., y, son variables cua-
lesquiera, entonces se define

— at tn n
O(ty,... tn) =S - Slng .. g2ng,

donde z1, ..., 2, son las variables de menor indice (0 més en general, variables
cualesquiera) que no estén ni en tq,...,t, nien 6 nien yy,..., Y.
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Notemos que no podemos definir 6(ty,t2) = Sgll 82229 porque entonces estaria-
mos sustituyendo por t1, no solo las variables y; que hubiera en 6, sino también

las que hubiera en ts. n

1.6 Formulas verdaderas y falsas

El tratamiento de las variables libres nos plantea un problema técnico, y
es que los matematicos, en su uso cotidiano, tratan a veces las variables libres
como que representan a objetos arbitrarios (y sus conclusiones valen entonces
para todo valor de las variables) y a veces como que representan a objetos parti-
culares (y sus conclusiones valen entonces para un cierto valor de las variables).
La diferencia depende del contexto. Si un matemético ha empezado un razo-
namiento diciendo “tomemos un nimero real arbitrario z”, entonces la variable
T es genérica, mientras que si la introduce en la forma “podemos asegurar que
esta ecuacion tiene al menos una solucién z”, en lo sucesivo ‘“recuerda”’ que la
variable x es particular.

De momento no estamos en condiciones de tener en cuenta estos contextos,
asi que vamos a adoptar una interpretacion “por defecto” de las variables libres
(la genérica), pero teniendo en cuenta que més adelante nos las ingeniaremos
para considerar variables particulares sin contradecir estrictamente nada de lo
que vamos a decir ahora.

Definicién 1.14 Una férmula « de un lenguaje formal £ es verdadera en un
modelo M si M E «fv] cualquiera que sea la valoracion v de £ en M. Lo
representaremos M F «. Diremos que « es falsa en M si ninguna valoracion
v de £ en M cumple M E afv]. SiT es un conjunto de formulas escribiremos
M E T para indicar que todas las formulas de I son verdaderas en M. Diremos
también que M es un modelo de T'.

Nota Esta definicién presupone algo que debe ser matizado: que cuando ha-
blamos de la totalidad de las valoraciones de un lenguaje en un modelo sabemos
lo que estamos diciendo. Esto no esta claro en absoluto: cuando hablamos de
que todas las féormulas de un lenguaje cumplen algo sabemos lo que queremos de-
cir: es facil enumerarlas explicitamente, y entonces nuestra afirmacion significa
que la primera cumple lo indicado, y la segunda también, etc. (con independen-
cia de si sabemos probar o no que asi es). Por el contrario, no tenemos ninguna
representacion similar que nos permita atribuir un significado a las afirmaciones
que hagamos sobre la totalidad de las valoraciones.

Pese a esto, la definicion anterior tiene un sentido preciso gracias al teo-
rema 1.9. Los tinicos modelos que vamos a considerar, tanto a nivel tedrico
como a nivel practico, (sin entrar en la cuestion de si tendria sentido hablar
de modelos més generales) van a ser modelos cuyo universo es un conjunto nu-
merable, es decir, tal que sabemos establecer una correspondencia biunivoca
entre sus objetos y los ntimeros naturales (no necesariamente calculable en la
practica). En tal caso, una afirmacion sobre la totalidad de los objetos del mo-
delo se entiende como una afirmacion valida para el primer objeto, y para el
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segundo, etc. En estas circunstancias —que, segin lo dicho, son las tinicas en
las que vamos a trabajar—, también sabemos dar un sentido preciso a cualquier
afirmacion sobre la totalidad de los grupos (aq,. .., a,) de n objetos del modelo
en un orden dado y con posibles repeticiones. En efecto, podemos enumerar ex-
plicitamente todas las n-tuplas de ntimeros naturales (ponemos primero todas
las formadas por nimeros que sumen 0 (hay una sola), luego todas las formadas
por nameros que sumen 1 (hay n), etc.) De este modo, una afirmacion sobre
la totalidad de los grupos de n objetos es verdadera si se cumple con el primer
grupo de n objetos, y con el segundo, etc.

Ahora s6lo queda observar que en virtud del teorema 1.9 podriamos haber
definido que una férmula a es verdadera en un modelo M como que « es satis-
fecha para todas las interpretaciones posibles de sus variables libres, lo cual si
sabemos lo que significa porque son un nimero finito. Si sucede esto, tendremos
que M E «fv] para cualquier valoracion v que consideremos, tal y como exige la
definicién de verdad que hemos dado.

Ejemplos Consideremos las formulas de £,:
rty=y+az, z+0=0, 2+0"=0"

La primera es verdadera en el modelo natural del lenguaje de la aritmética,
mientras que la segunda es falsa y la tercera no es ni verdadera ni falsa, ya que
es satisfecha por las valoraciones que cumplen v(z) = 1 y no lo es por las que
no cumplen esto. [

Claramente se cumplen los hechos siguientes:

1. Una formula no puede ser verdadera y falsa en un mismo modelo (pues
tomando una valoracion cualquiera, serd satisfecha o no lo serd).

2. Toda sentencia es verdadera o falsa en un modelo (por el teorema 1.9).

3. Una férmula « es verdadera en un modelo M syss -« es falsa, y « es falsa
syss -« es verdadera.

4. Si «a no tiene descriptores, entonces M F « se cumple o no independien-
temente de cual sea la descripcion impropia de M. En particular, M E «
en £ syss M EFaen L.

1.7 Consideraciones finales

Al margen de los tecnicismos en los que necesariamente hemos tenido que
incurrir, lo mas importante que el lector debe extraer de este capitulo es que
ahora tenemos un concepto preciso de lo que es formalizar una afirmaciéon infor-
mal. Significa disenar un lenguaje formal con los signos adecuados y definir en él
una féormula que, en un modelo adecuado, signifique precisamente la afirmacion
que pretendiamos formalizar.
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Por ejemplo, ahora sabemos formalizar los axiomas de Peano, considerando
el lenguaje de la aritmética que hemos definido:

(AP1) Az 2’ #0

(AP2) Azy(a’' =y =z =y)

(AP3) Az z+0==x

(AP4) Azy(z+y' = (x +y)')

(AP5) Az z-0=0

(AP6)  Azy(zy = zy + )

(APT)  6(0) A Aa(d(2) = ¢(2) = Azo(z),

donde ¢ es cualquier formula, tal vez con mas variables libres aparte de  (no-
temos que estamos usando la notacion matemética, de modo que ¢(0) = 8¢,
o) = 87'0).

En efecto, es claro que en el modelo natural de la aritmética, AP1 significa
que el cero no es el siguiente de ningin ntmero natural, AP2 significa que
nimeros naturales distintos tienen siguientes distintos, etc. Notemos que los
dos primeros axiomas de Peano “originales”, es decir, que el cero es un niimero
natural y que el siguiente de un niimero natural es también un ntimero natural,
no tienen cabida en este contexto, porque son triviales: en la interpretacion
natural de £, todos los objetos son niimeros naturales, luego el objeto denotado
por 0, o el denotado por cualquier término z’, es necesariamente un nimero
natural, por lo que no podemos enunciar un axioma que exija estos hechos:
simplemente no hay nada que exigir.

En el capitulo siguiente veremos qué es exactamente formalizar un razona-
miento informal.

Otro hecho fundamental es que en este capitulo hemos presentado simulté-
neamente los resultados sintécticos (sobre lenguajes formales) y los semanticos
(sobre modelos), pero perfectamente habriamos podido dar las definiciones de
lenguaje formal, términos, féormulas, variables libres y ligadas, la sustitucion, el
lenguaje de la aritmética, los axiomas de Peano, etc. sin haber definido siquiera
lo que es un modelo. Por eso podemos decir que todos estos conceptos son
formales, porque pueden definirse considerando a los signos de un lenguaje como
meros signos sin significado, tnicamente a partir de la forma en que se combinan
unos con otros.

Esto es muy importante, porque significa que cuando uno define un lenguaje
formal y selecciona unas formulas en él (como puedan ser los axiomas de Peano
en el lenguaje de la aritmética, o los axiomas de la teoria de conjuntos en el
lenguaje de la teoria de conjuntos, de la que hablaremos méas adelante) no esta
obligado en absoluto a determinar un modelo de su lenguaje, sino que puede
trabajar con todo rigor con sus términos y sus formulas sin atribuirles ninguna
interpretacién en particular.

Ahora bien, si en este capitulo hubiéramos presentado Gnicamente los con-
ceptos sintacticos relacionados omitiendo toda referencia a la semantica, el lector
podria haberse quedado con la falsa idea de que todas las definiciones son ar-
bitrarias, de modo que, igual que hemos definido « V § = —~a — 8, podriamos



1.7. Consideraciones finales 39

haber definido o V 8 = @ — — (. Precisamente para evitar eso hemos optado
por el tratamiento paralelo de la sintaxis y la seméantica, para hacer el maximo
hincapié en que las definiciones formales no son arbitrarias, sino que son las que
son para que signifiquen lo que queremos que signifiquen (el disyuntor se define
para que signifique “0”, el particularizador se define para que signifique “existe”,
la sustitucion se define para que signifique lo que tiene que significar, etc.).
Cuando los lenguajes formales se presentan sélo formalmente, sin referencias
a la seméantica, uno tiende a pensar que la parte formal es “lo riguroso” y que
la seméantica es algo “de andar por casa’, y aunque posteriormente se estudie la
semantica, no es raro que el lector se quede con la idea de que la semantica es
“un mero complemento” a la sintaxis, en lugar de la razén de fondo que justifica
que las definiciones formales adoptadas sean las que son y no otras distintas.

Por tltimo, sefialemos que en la seccion 3.2 de [LF] mostramos que toda la
parte sintactica (no la seméntica) que hemos expuesto informalmente en este
capitulo puede formalizarse en la Aritmética Recursiva Primitiva (ARP), que
es una teoria axiomética formal mucho mas débil que la Aritmética de Peano
que soOlo permite formalizar argumentos finitistas en el sentido mas estricto. En
cambio, formalizar el concepto de modelo requiere teorias méas fuertes (véase
[LF 7.29, 7.45]).






Capitulo 11

El cAlculo deductivo

En este capitulo formalizaremos el razonamiento matemético. Es funda-
mental comprender que no vamos a “definir” el razonamiento matematico, en
el sentido de dar una definicién arbitraria que pueda parecer una opcién entre
una infinidad de alternativas ni mejores ni peores, sino que vamos a definir un
concepto de razonamiento formal que, en el contexto de las afirmaciones formali-
zables en un determinado lenguaje formal, sea totalmente equivalente a nuestra
capacidad de razonamiento informal que nos caracteriza como seres racionales
y, en particular, que nos permite seguir los razonamientos informales que hemos
venido haciendo hasta aqui. Este razonamiento formal que vamos a definir no es
ni mas ni menos que el razonamiento que usan cotidianamente los matematicos.

2.1 Reglas de inferencia semanticas

En la introduccion dijimos que razonar (informalmente) es deducir conse-
cuencias de unas premisas de tal modo que tengamos la garantia de que, si las
premisas son verdaderas, también lo seran las consecuencias que extraigamos de
ellas. Los conceptos presentados en el capitulo anterior nos permiten precisar
esta idea:

Definicion 2.1 Sea £ un lenguaje formal y consideremos formulas aq, . . ., ay, @
de £. Escribiremos «y,...,qa, F « para expresar que es posible razonar que
cuando a4, ..., a, son verdaderas en un modelo M, entonces necesariamente o
es también verdadera en M. A los resultados de este tipo los llamaremos reglas
de inferencia semdnticas.

En estos términos, razonar informalmente sobre un lenguaje formal es justifi-
car reglas de inferencia seméanticas. Un ejemplo de regla de inferencia seméantica
es

a— B,aFf.

Esta regla se conoce como modus ponendo ponens (es decir, la regla que afir-
mando («) afirma (8)). Vamos a demostrarla de dos formas distintas:

41
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1) Supongamos que M es un modelo del lenguaje considerado y que se cumple
M E (o —» 8) y M E a. Esto significa que, para toda valoracién v en M, se
cumple M E (a — B)[v] y M E a[v]. Por definicion de satisfaccion, lo primero
significa que o bien no M E «afv], o bien M E f§[v], pero la primera posibilidad
no puede darse, pues tenemos que M F «[v]. Asi pues, tiene que ser M E S[v].
Como esto vale para toda valoracién v, concluimos que M F 3, como queriamos
probar.

2) Cuando no hay cuantificadores involucrados, podemos usar tablas de ver-
dad. En este caso tenemos:

‘a—)ﬁ
A\
F
\%
\%

SIS T o)
<M <®

Observamos que en el tinico caso en que tanto a — 3 como « son verdaderas, su-
cede que § también lo es. Como la tabla contempla todas las posibilidades para
las tres formulas, queda claro que es imposible que a — 8 y « sean verdaderas
en un modelo sin que S lo sea. L]

Otro ejemplo es el modus tollendo ponens (es decir, la regla que negando ()
afirma (f8)):

aV B, -akFEp.
Para demostrarla basta considerar la tabla de verdad siguiente:
« ‘ 15} ‘ e ‘ aVp
VIV | F \%
V|F| F \%4
F|V |V A%
F|F|V F

vemos que en el tinico caso en que las dos premisas son verdaderas, la conclusion
también lo es, por lo que si tomamos un modelo en el que tanto a V 8 como —«
sean verdaderas, es claro que 8 también tiene que serlo. L]

Dejamos como ejercicio al lector la justificacion con la tabla de verdad co-
rrespondiente del modus tollendo tollens (la regla que negando () niega («)):

a— B,78 FE —a.

Una regla de inferencia no tiene por qué tener premisas. Es el caso de la
regla del tercio excluido o, en latin, tertium non datur: F o V —a. Lo que
afirma esta regla es que la formula o V —«a es verdadera en cualquier modelo
que consideremos, como se prueba trivialmente a partir de su tabla de verdad.

Veamos ahora alguna regla de inferencia que no puede demostrarse mediante
tablas de verdad. Por ejemplo la de transitividad de la igualdad:

t) =to,lo =t3 Ft; =ts.
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En efecto, supongamos que M es un modelo en el que M F t; = to y
M E ty = t3. Esto significa que, para cualquier valoracion v, se cumple que
ME (t1 = ta)[v] y M E (t2 = t3)[v]. A su vez, esto equivale a que se cumpla
M(t1)[v] = M(t2)[v] y M (t2)[v] = M(t3)[v], es decir, a que M (t1)[v], M (t2)[v],
y M (t3)[v] son el mismo objeto, luego en particular M (t1)[v] = M (t3)[v], lo cual
equivale a M F (t; = t3)[v]. Como vale para toda valoracion, M F ¢, =t3. =

Tampoco podemos usar tablas de verdad cuando hay cuantificadores invo-
lucrados. Por ejemplo en la regla de eliminacion del generalizador:

NAza E sta.

En efecto, supongamos que M es un modelo en el que M E Aza. Esto signi-
fica que, para toda valoracién v, se cumple M E Azafv]. A su vez, esto significa
que, para todo a en M, se cumple M F afv?]. Aplicamos esto concretamente a
a = M(t)[v]. Entonces M E a[vy(t)[v]], y por el teorema 1.12 esto equivale a
M E sl afv]. Como vale para toda valoracion, concluimos que M F SLa. =

Veamos un ejemplo més sofisticado que involucra al igualador y a un cuan-
tificador. Si la variable x no esta libre en el término ¢, entonces:

E(Az(zx =t — a) < sta).

En efecto, tomamos un modelo M y hemos de probar que la formula indicada
es verdadera en él. Esto equivale a que para toda valoracién v se tiene que
cumplir

ME (Nx(z =t — a) + SLa)[v].

Por la tabla de verdad del coimplicador esto equivale a que se cumple
ME No(z =t — a)v]

si y solo si se cumple M E St afv].

Supongamos en primer lugar que M F Az(z = t — a)[v]. Esto quiere
decir que, para todo a en el universo del modelo (y tomamos concretamente

a = M(t)[v]) se cumple M E (x =t — a)[viw(t)[v]]. Esto significa que, o bien

no se cumple M E (z = )2 " o bien M E ool V).

Ahora bien, M F (z = t)[v} O] equivale a v P (2) = M(#)[v] (donde
usamos que x no esté libre en t), y esto si que se cumple, luego M E a[vi\/[(t)[v]].

El teorema 1.12 nos da que esto equivale a M F Stafv].

Reciprocamente, si se cumple M F St a[v], para probar que también se tiene
M E Az(z =t — «)[v] hemos de probar que para todo a en el universo del
modelo, se cumple M E (x =t — «)[v?]. Para asegurar que esto sucede hemos
de ver que si M E (z = t)[v?], entonces M F afv?].

Suponemos, pues, que M F (x = t)[v?], es decir, que a = M(t)[v%]. Como x
no esta libre en t, se cumple que a = M (¢)[v2] = M (¢)[v].

x
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Ahora usamos que M F Stafv], que por el teorema 1.12 es lo mismo que
M E a[viw(t)[u]}, o también que M E «[v?], que es justo lo que queriamos
probar. n

Hay una regla de inferencia que involucra el cuantificador universal que re-
quiere especial atencion. Es la de introduccion del generalizador:

a E Aza.

En efecto, si se cumple M F «, esto significa que se cumple M F av], para
toda valoracion v. En particular, para cualquier a en M, lo anterior se cumple
para la valoracion v, es decir, M F «a[vl], y esto es justo lo que significa que
M £ Azafv]. Como vale para toda valoracion, tenemos que M E Aza. L]

Su peculiaridad es que se cumple en virtud del convenio que hemos adoptado
de considerar que una férmula es verdadera cuando es satisfecha por cualquier
valoracién, lo cual equivale a que se cumple si y sélo si se cumple para toda
posible interpretacion de sus variables libres, y en particular si y sélo si se
cumple “para todo z”. Ahora bien, ya hemos comentado que los matematicos
no siempre consideran que lo que dice una formula hay que entenderlo como que
vale para cualquier interpretacion de sus variables, sino que distinguen (segin el
contexto) variables que representan objetos generales y variables que representan
objetos particulares. Al adoptar el convenio sobre interpretacion de las variables
libres nos hemos apartado ligeramente de los habitos matematicos y la regla de
introduccion del generalizador pone de manifiesto esa divergencia. Mas adelante
veremos como podemos “congraciarnos” de nuevo con la préctica usual de los
matematicos sin desdecirnos de lo dicho.

Las reglas de inferencia seménticas nos permiten desglosar los razonamientos
complejos en razonamientos mas simples y reducirlos a “piezas” ya chequeadas
y que no es necesario volver a chequear. Por ejemplo, consideremos de nuevo el
ejemplo que pusimos de razonamiento (informal) valido en la introduccion:

Todos los espanoles son europeos
Cervantes era espanol
luego Cervantes era europeo.

Podemos formalizarlo asi:
Az(Esxz — Euz), EsC F EuC.

Aqui estamos considerando un lenguaje formal £ con una constante C' y dos
relatores monadicos Es y Eu. Si consideramos el modelo de £ cuyo universo esté
formado, digamos, por los seres humanos que han poblado el mundo desde el si-
glo XVT hasta la actualidad, interpretamos la constante C' como Cervantes y los
relatores como las relaciones “ser espanol” y “ser europeo”, entonces la interpre-
tacion de las tres formulas que estamos considerado es justo la de las formulas de
nuestro razonamiento informal, pero podemos demostrar que forman una regla
de inferencia semantica, es decir, que la conclusion seré verdadera en cualquier
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modelo de £ en el que las premisas sean verdaderas. No importa si el universo
del modelo lo forman seres humanos o protozoos. Podriamos razonar que esta
regla de inferencia es valida con la misma clase de argumentos semanticos que
hemos venido empleando hasta ahora, pero otra opcién es encadenar reglas de
inferencia ya demostradas, asi:

1) Az(Esz — Euz) Premisa

2) EsC Premisa

3) EsC — EuC Eliminacion del generalizador 1
4) EuC Modus Ponens 2,3

., Como hay que entender esto? Supongamos que las dos premisas son verda-
deras en un modelo M. Entonces podemos asegurar que la féormula 3) también
serd verdadera en M, porque resulta de aplicar la regla de inferencia de elimi-
nacion del generalizador, que ya hemos demostrado (notemos que la formula 3
resulta de calcular S sobre la férmula tras Az en 1). A su vez 4) tiene que
ser verdadera en M porque se obtiene de 2 y 3 por la regla Modus Ponens, que
también estd demostrada.

Asi hemos reducido un razonamiento que podriamos haber improvisado di-
rectamente a la aplicacién de unas reglas de inferencia, que no son sino razo-
namientos ya comprobados y que no hace falta comprobar cada vez. Més atn,
para construir la sucesiéon de féormulas precedente no ha hecho falta considerar
para nada ningtn modelo. Sélo ha sido un problema de encajar adecuadamente
las reglas oportunas, como un puzzle.

Ahora estamos en condiciones de precisar nuestro objetivo inmediato: ;es
posible seleccionar un namero finito de reglas de inferencia seménticas (lo cual
supone demostrarlas) de modo que siempre que queramos probar una afirmacion
del tipo aq, ..., a, F a (es decir, que el hecho de que unas premisas sean verda-
deras en un modelo obliga a que también lo sea la conclusiéon) podamos hacerlo
aplicando oportunamente a las premisas las reglas de inferencia seleccionadas,
sin necesidad de mencionar modelos para nada?

La respuesta es afirmativa (pero no es nada trivial que asi sea, y esto es
una de las joyas que nos regala la logica), y eso es formalizar el razonamiento,
es decir, reducir cualquier razonamiento (que, en su version no formalizada,
significa justificar racionalmente que la verdad de unas premisas en un modelo
fuerza a la verdad de la conclusion) a una concatenacion de un ntmero finito
(fijo) de reglas de inferencia semanticas previamente demostradas, sin hacer
referencia alguna a modelos.

Terminamos esta secciéon introduciendo algunos conceptos semanticos adi-
cionales. Notemos que una regla de inferencia de la forma F « significa que
podemos justificar que la féormula « tiene que ser verdadera en todo modelo de
su lenguaje. Vamos a dar nombre a este hecho:

Definicién 2.2 Una férmula o de un lenguaje formal £ es ldgicamente vdlida
si es verdadera en todo modelo de £, es decir, si F a. Diremos que «a es
insatisfacible si es falsa en todo modelo, « es satisfacible si es verdadera en
algiin modelo y es falseable si es falsa en algin modelo.
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Nota La definicion que acabamos de dar de férmula logicamente vélida no es
aceptable en los términos en que la hemos dado. En principio, E a no significa
que « es verdadera en todo modelo, sino que podemos demostrar (informalmente)
que « tiene que ser verdadera en todo modelo.

La diferencia es esencial. ;Qué sucederia si no encontraramos ningin ar-
gumento que demostrara que una férmula es verdadera en todo modelo, y al
mismo tiempo no fuéramos capaces de definir ningin modelo en el que la for-
mula no fuera verdadera? ;Podriamos afirmar que, pese a todo, habra o no
habra un modelo en el que no sea verdadera y que, por consiguiente, la formula
no sera logicamente valida o si lo serd, aunque no sepamos cuél es el caso? La
realidad es que si, segiin veremos, pero no es menos cierto que ahora no estamos
en condiciones de justificarlo.

El concepto de modelo supone hablar de conjuntos, relaciones y funciones,
“bien definidas”, y no tenemos un concepto bien definido de lo que son conjuntos
etc. “bien definidos”, asi que no podemos decir honestamente que sabemos lo
que queremos decir cuando afirmamos que una férmula es verdadera “en todo
modelo” (de su lenguaje formal). Todos nuestros razonamientos sobre modelos
son esqueméticos, en el sentido de que s6lo adquieren un significado definido
cuando se aplican a modelos concretos que podemos reconocer que estan bien
definidos.

Por ello, aunque hemos dado la definicién anterior en los términos en que la
hemos dado porque a la larga justificaremos que tiene sentido, de momento sélo
podemos concebirla en el sentido mas débil que ya habiamos considerado en la
definicion de regla de inferencia semantica: una férmula es l6gicamente valida si
podemos razonar que tiene que ser verdadera en todo modelo, es insatisfacible
si podemos razonar que tiene que ser falsa en todo modelo, es satisfacible si
podemos definir un modelo en el que es verdadera y es falseable si podemos
definir un modelo en el que es falsa. n

Claramente se cumple:

1. « es logicamente valida syss -« es insatisfacible.

. « es insatisfacible syss —« es logicamente valida.

2
3. «a no puede ser logicamente vélida e insatisfacible.
4. « es satisfacible syss —« es falseable.

5

. « es falseable syss -« es satisfacible.

Todos estos hechos han de entenderse en los términos explicados en la nota
anterior. Por ejemplo, la afirmaciéon 1) expresa que si existe un argumento que
nos convence de que una féormula « es necesariamente verdadera en cualquier
modelo dado, dicho argumento se prolonga inmediatamente hasta otro que nos
convence de que —« es necesariamente falsa en cualquier modelo dado, etc.

La propiedad 3) hace uso de que todo lenguaje formal £ tiene al menos un
modelo. En efecto, es facil definir un modelo cuyo universo tenga, por ejemplo,
un dnico objeto y en el que las constantes, los relatores y los funtores de £ se
interpreten de forma obvia.
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2.2 Sistemas deductivos formales

Empezamos a desarrollar aqui el proyecto que hemos trazado en la seccién
anterior, es decir, seleccionar algunas reglas de inferencia seméanticas (concre-
tamente seleccionaremos diez, de las cuales ocho seran de la forma F «) de
tal forma que todo razonamiento informal sobre los objetos de un modelo de
un determinado lenguaje formal pueda descomponerse en una concatenaciéon
de aplicaciones de dichas reglas de inferencia a las premisas. En primer lugar
introducimos las definiciones oportunas para concretar estas ideas:

Definiciéon 2.3 Un sistema deductivo formal (de primer orden) F sobre un len-
guaje formal £ viene determinado por un conjunto de férmulas de £, llamadas
axiomas de F; y un conjunto de reglas primitivas de inferencia de F, que de-
terminan cuando una féormula de £ es consecuencia inmediata de otra u otras
formulas de £.

Es importante senalar que cuando hablamos de reglas primitivas de inferen-
cia no hay que entender que sean reglas de inferencia semanticas, sino que nos
referimos a cualquier criterio que estipule que una férmula es consecuencia de
otras. Por ejemplo, una regla primitiva de inferencia para un sistema deductivo
formal podria ser: “De o — 8 y —« es consecuencia inmediata —3”. Permitimos
este nivel de arbitrariedad para garantizar que la definicion que acabamos de
dar (al igual que las siguientes) sea puramente formal, es decir, que no haga
alusion alguna a los posibles modelos del lenguaje considerado.

Una deduccion en un sistema deductivo formal F' a partir de un conjunto de
féormulas I' es una sucesion finita aq, ..., a, de formulas de £ tales que cada «;
es un axioma de F', una féormula de I' o una consecuencia inmediata de formulas
anteriores de la sucesion. Las formulas de I' se llaman premisas de la deduccion.
Una demostracion es una deduccién sin premisas.

Una féormula « es una consecuencia en F' de un conjunto de féormulas T si «
es la ultima férmula de una deduccién en F' a partir de I'. Lo representaremos
con la notacién I’ l; Q.

Una férmula o es un teorema de F si es la altima formula de una demostra-
cion en F'. Lo representaremos mediante l;a.

Si el conjunto de premisas es finito, digamos 71, . . . , ¥, escribiremos también
Yiy-eesVn ;a. La notacion I', vy, ..., v, Ita significara, como es obvio, que « es

consecuencia en F' de las premisas de I' méas las indicadas explicitamente.
Como en una deduccioén s6lo cabe un nimero finito de premisas, es claro que
si Fl}:a, existen 71,...,7, en I tales que 71, ... ”Yn;a-

De entre el amplio abanico de posibilidades que satisfacen la definicion de
sistema deductivo formal, nos interesan unicamente aquellas que cumplan un
requisito seméntico fundamental:

Definicion 2.4 Un sistema deductivo formal es correcto si todos sus axiomas
son féormulas logicamente validas y todas sus reglas de inferencia primitivas son
reglas de inferencia seménticas.



48 Capitulo 2. El célculo deductivo

Esto tiene una consecuencia clara. Para enunciarla conviene generalizar li-
geramente el concepto de regla de inferencia semantica para admitir infinitas
premisas: Si I es un conjunto de féormulas de un lenguaje formal £, escribire-
mos I' E « si podemos razonar (informalmente) que la formula « tiene que ser
verdadera en todo modelo de I'.

Teorema 2.5 Si F' es un sistema deductivo formal correcto sobre un lenguaje
formal £, T' es un conjunto de formulas de £ y a es una férmula tal que I‘I;a,

entonces I' E . En particular, todos los teoremas de F' son logicamente vdlidos.

DEMOSTRACION: Sea f1,...,[mn una deduccién de o en F' a partir de las
premisas. Supongamos que M es un modelo de £ en el que son verdaderas las
premisas y veamos que podemos razonar sucesivamente que cada (3; tiene que ser
verdadera en M. En efecto, 81 tiene que ser un axioma o una premisa. Si es un
axioma, sabemos razonar que es verdadero en M porque es légicamente valido,
y si es una premisa es verdadera en M por hipotesis. Supuesto que hayamos
razonado ya que f1, ..., [3; tienen que ser verdaderas en M, consideramos ;1.
Si es un axioma o una premisa, razonamos como antes, y si es una consecuencia
inmediata de formulas anteriores de la deduccién, como las reglas de inferencia
primitivas de F son reglas de inferencia seménticas, existe un razonamiento que
justifica que B;41 tiene que ser verdadera en M a partir del hecho de que las
formulas precedentes lo son. Por lo tanto, podemos razonar que, en efecto, ;41
es verdadera en M. De este modo llegamos a que 3,, = « es verdadera en M.

| |

De este modo, las deducciones en los sistemas deductivos formales correctos
formalizan razonamientos informales véalidos. Lo que buscamos en realidad es un
sistema deductivo formal capaz de formalizar todos los razonamientos informales
validos (sobre un lenguaje formal fijo), lo cual no sera facil de justificar, pero la
correcciéon es lo minimo que podemos exigir para empezar. Nuestra propuesta
es la siguiente:

El sistema deductivo formal K Dado un lenguaje formal £, llamaremos
K al sistema deductivo formal determinado por los siguientes axiomas y reglas
de inferencia:

Axiomas de K : Los axiomas de K son todas las formulas de los tipos
siguientes, donde «, [, v son formulas cualesquiera de £ y t es un término
cualquiera de L.

Kl a—=(f—a

K2 (a—(82) = ((a— B8) > (a—7))

K3 (ma—-8)—= (68— a)

K4 Azja— S;qra

K5 Azi(a— B) = (o — Azip) si x; no esté libre en «,

K6 Azi(zi=t—a) <+ Stmia si x; no esta libre en ¢,
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1
K7 Vzia— Sﬁj‘aa si £ tiene descriptor,

1
K8 —Vz;a — z;la=x;/(z; =x;) siL tiene descriptor.

Segun se indica, una féormula de tipo K5 sblo es un axioma si se cumple la
condicion indicada sobre la variable x;, y lo mismo es valido para las férmulas
de tipo K6.

Reglas de inferencia de K:
Modus ponendo ponens (MP): de @ y oo — 3 es consecuencia inmediata 3.

Introduccion del generalizador (IG): de « es consecuencia inmediata Az;a.
]

Nota Observemos que K no tiene ocho axiomas, sino infinitos, pues, por
ejemplo, @« — (f — «) no es un axioma de K, sino un esquema de axioma
tal que hay infinitas formulas de £ que son axiomas de K por tener la forma
indicada por este esquema.

Escribiremos 'FayFaenlugarde ' - ay F a.
K Ky

Los axiomas y teoremas de K se llaman axiomas y teoremas logicos, las
consecuencias en K se llaman consecuencias ldgicas.

Esta notacion sugiere ya que K es el sistema deductivo formal que estamos
buscando, aunque todavia no estamos en condiciones de probarlo. Lo que si que
podemos (y debemos) probar ya es su correccion:

Teorema 2.6 (Teorema de correccién) El sistema deductivo formal K es
correcto, es decir, si I' es un conjunto de formulas de £ y « es una formula
de L, si se cumple I' - «, también ' E «. FEn particular, todos los teoremas
logicos son formulas légicamente vdlidas.

DEMOSTRACION: Por el teorema 2.5 s6lo hay que probar que K s es correcto,
es decir, que los axiomas logicos son logicamente vélidos y que las reglas de
inferencia de K son reglas de inferencia seméanticas. Lo segundo lo hemos
probado ya en la secciéon precedente. En cuanto a lo primero, se trata de probar
que disponemos de argumentos que nos convencen de que es imposible tener
un modelo de un lenguaje £ en el que alguno de los axiomas de K no sea
verdadero.

Supongamos, pues, que M es un modelo de un lenguaje £ y veamos que
cualquier axioma ¢ de K ha de cumplir M E ¢. A su vez, para ello fijamos
una valoracion v en M y trataremos de justificar que M F ¢[v].

Si ¢ es un axioma de tipo K1, K2 o K3 basta calcular sus tablas de verdad
y comprobar que ninguno de ellos puede ser falso sean cuales sean los valores
de verdad de las féormulas «, 3, que aparecen en ellos.

El axioma K4 esta esencialmente comprobado en la secciéon anterior, donde
vimos que
Nza Esta
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es una regla de inferencia semantica valida. En efecto, lo que tenemos que
probar ahora es que
M E (Ara — sLa)v]

pero eso es tanto como comprobar que si M F /\;va[v] entonces necesariamente
M E stav], y eso es justo lo que comprobamos para justificar la regla de
inferencia.

Si ¢ es de tipo K5 entonces ¢ = Az(a — 3) — (a — Azj3), y la variable =
no esta libre en a. Suponemos que M = Az(a — $)[v] y hemos de probar que
M E (a — AxB)[v]. A su vez, para ello suponemos que M F afv] y hemos de
probar que M F Azp[v].

Fijemos a en M. Tenemos que M £ (o — §)[v2] y, como x no esta libre en «,
por el teorema 1.9 también M E av?], luego M E S[ve]. Como esto se cumple
para todo a de M, concluimos que M F AxA3[v], como queriamos probar.

Si ¢ es de tipo K6 su validez logica esta probada en la seccién anterior.

1 1
Si ¢ es de tipo K7 entonces ¢ = Vza — Silaa. Suponemos que M F Vzalv],
lo que significa que existe un tnico a en M tal que M E a[v¢]. Por consiguiente
a = M(z|a)[v] y ast M F afos’ ) Por el teorema 1.12 M F 82*a[v], como
queriamos probar.
1
Si ¢ es de tipo K8 entonces ¢ = -\/za — z|a = z|(z = z). Suponemos que

1
M £ =V zav], con lo que no existe un tnico a en M tal que M F a[v?]. Por lo
tanto M (z|a)[v] =d = M(z|(z = 2))[v], luego M E (z]a = z|(z = 2))[v], como
tenfamos que probar. ]

Para demostrar que K no sélo es correcto, sino que de hecho es capaz de
formalizar todos los razonamientos informales, necesitamos primero “explorar”
la capacidad de razonamiento de K, es decir, hacernos una idea de qué cosas
podemos demostrar en K, para més adelante justificar (ya veremos como) que
esa capacidad de K es suficiente, de hecho, para demostrar cualquier cosa que
“deberia” ser demostrable.

Veamos un primer ejemplo de demostracion en K :

Teorema 2.7 Si a es una férmula de £, entonces - a — «.

DEMOSTRACION:
1) (a=(a=a)—=a)=(a=(a—=a) = (a—=a) K2
2 a=(a—=a) —a) K1
3) (a—=(a—a)—(a—a) MP 1,2
4) a—=(a—a) K1
(5) a—a MP 3.4
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Observaciones En este punto hemos de senalar varios hechos:

— Nbobtese la numeracion a la izquierda de las lineas y las anotaciones a la
derecha que indican co6mo se obtiene cada linea. Esto no lo exige la definiciéon
de demostracion pero ayuda a leerla y entenderla, por lo que en adelante lo
tomaremos por costumbre.

— El teorema anterior no es un teorema en el sentido que acabamos de
definir, asi como su demostracién tampoco es una demostracion en el sentido
de 2.3. Lo que sigue a la palabra “teorema” no es una férmula de £, sino una
afirmacion metamatemdtica sobre K, a saber, que todas las formulas del tipo
a — « son teoremas de K. Es lo que también se llama un metateorema.
La diferencia entre un teorema formal y un metateorema es la misma que hay
entre una partida de ajedrez y un resultado como “con un rey y un alfil no se
puede dar mate a un rey solo”. Esto ultimo no es algo que se hace siguiendo
reglas fijas, como una partida de ajedrez, sino que es algo que uno puede concluir
analizando adecuadamente dichas reglas. Igualmente, analizando el concepto de
demostracion en K que hemos dado, podemos concluir que tiene la propiedad
indicada. Esto no lo concluimos a partir de ciertos axiomas o reglas, sino que
nos damos cuenta de ello informalmente, igual que podemos juzgar sobre qué
podemos hacer al jugar a las cartas, o a cualquier otra cosa.!

En concreto, lo que hemos hecho es dar un esquema de demostracion, de ma-
nera que si cogemos cualquier formula, como x = y, por ejemplo, y la ponemos
alli donde pone a, obtenemos ciertamente una demostracion de x =y -z =1y
en el sentido de 2.3.

Notemos que en el capitulo anterior hemos probado ya muchos metateore-
mas. Cualquier afirmacion metamatematica que requiere una justificacion es un
metateorema, como, por ejemplo, el hecho de que una expresiéon no puede ser a
la vez un término y una férmula.

— Lo siguiente que debemos entender es que esto no es una demostracion de
que si « entonces a. Mejor dicho, técnicamente si que es una demostraciéon, pues
K es correcto, por lo que la prueba anterior codifica un argumento informal
que justifica que o — « es logicamente valida, pero no es una demostracion en
el sentido “psicologico” de un argumento que realmente sirve de ayuda a alguien
para entender por qué algo tiene que ser cierto. A nadie se le ocurriria recurrir
a semejante “argumento” para justificar que a — a.

Si tratamos de precisar esta primera impresion tratando de expresarla de
forma mas objetiva (menos “psicologica’), lo que podemos decir es que la con-
clusién es mucho mas evidente que los axiomas que presuntamente la demues-
tran. Mas concretamente, lo que a uno le convence de que o — « “es verdad”
(mas técnicamente, que es una formula logicamente vélida, verdadera en todo

1Sin perjuicio de que, como ya hemos comentado, si consideramos que los signos de un
lenguaje formal son nameros naturales, entonces todas las afirmaciones formales sobre K
(es decir, afirmaciones que no involucran modelos, como es el caso del metateorema anterior)
se pueden interpretar como afirmaciones sobre nameros naturales, y sucede que, visto asi, el
metateorema anterior puede deducirse formalmente a partir de los axiomas de Peano, como
veremos mas adelante.
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modelo) es considerar esta modesta tabla de verdad:

ala—a«
v |4
F |4

En cambio, para probar que el primer axioma de la prueba es légicamente
valido, y por lo tanto un axioma legitimo, hay que construir esta tabla de verdad:

ala—sal(la=a)salla= (= a)=a)|a— (o)
|4 v V V V
| (e (a=a)) s (a—w) | a((@a)sa))= (o (a—a) = (o)) |
\%4 V
: V

En este sentido podemos decir objetivamente que los axiomas de esta de-
duccién son mucho més complicados que la conclusién. Y la idea que inevita-
blemente deberia venirnos a la mente es si no estaremos haciendo el ridiculo
con K. La respuesta es negativa, pero conviene entender por qué.

Una axiomaética “tradicional” (por ejemplo una axiomatica para la geome-
tria euclidea) pretende reducir légicamente afirmaciones complejas a otras lo
mas simples posibles que se toman como axiomas. De este modo, una deduc-
ci6n a partir de unos axiomas resulta explicativa. Normalmente los axiomas de
una teoria axioméatica se toman lo mas simples posibles para que alguien que los
vea pueda formarse una idea clara de lo que supone admitirlos como tales axio-
mas. Ya que los axiomas no se pueden demostrar, se procura al menos que se
puedan juzgar facilmente y sea igualmente facil determinar bajo qué condiciones
podemos esperar que se cumplan.

En cambio, K se ha definido siguiendo unos criterios que no tienen nada que
ver con éstos. No hay necesidad de tomar axiomas simples porque los axiomas
se demuestran (ya hemos demostrado que son logicamente validos), es decir,
nadie necesita sopesarlos para decidir si “se los cree o no se los cree”. Por ello,
en lugar de la simplicidad, lo que se ha buscado en ellos es la potencia: que
contengan la méaxima informacion en el minimo espacio.

Podriamos haber elegido otro conjunto de axiomas para K que fueran mu-
cho mas simples y “naturales”, como @ — a V 8, a A 8 — «, etc., pero el
precio seria que en lugar de bastarnos con ocho esquemas de axioma habriamos
necesitado unas dos docenas de ellos, mas o menos. ;Merece la pena compri-
mir el namero de axiomas necesarios (de esquemas de axioma, en realidad) a
costa de hacerlos “poco naturales”? La respuesta es afirmativa. Como ya hemos
comentado, la naturalidad es poco importante, pues al fin y al cabo podemos
demostrar que son logicamente vélidos, y eso los legitima como axiomas. Como
contrapartida, hay resultados de la logica matemaética (del tipo “si se puede
demostrar tal cosa también se puede demostrar tal otra cosa”’) que requieren
razonar sobre los esquemas de axioma de K uno por uno, y entonces es muy
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de agradecer que esa parte de la prueba pueda despacharse distinguiendo sé6lo
ocho casos en lugar de veintiocho.

Con este criterio para elegir los axiomas no podemos ver las deducciones
en K como explicativas, es decir, la prueba anterior no es una explicaciéon de
por qué es cierto (es logicamente valido) que a@ — «, sino que es una deduccion a
partir de axiomas logicamente validos (pero no obviamente logicamente vélidos)
de una conclusion obviamente logicamente valida. ;Qué aporta entonces? De
la deduccién anterior podemos aprender algo interesante y no trivial, que no es
que alfa implica alfa (eso es trivial y, por eso mismo, de interés dudoso) sino que
alfa implica alfa es deducible en K. Prueba de que esto no es trivial es que a
pocos se les habria ocurrido como hacer la deducciéon. Y este hecho no trivial
es sOlo el primer paso en la prueba de otro hecho menos trivial atn, y es que
todas las formulas logicamente validas son deducibles en K.

Hemos presentado un conjunto extrafio (pero comprimido) de axiomas, y
queremos demostrar que esos “bichos raros” que hemos tomado como axiomas
de entre todas las férmulas logicamente validas son suficientes para deducir
todas las demas. Pero esto no significa que todas las deducciones en K vayan
a ser “monstruos” como el ejemplo anterior. Por el contrario, un uso “sensato”
de K pasa por dos fases:

1) En una primera fase, lo que procede es “desembalar” la logica que esta
ingeniosamente “embalada” en los axiomas de K. Es como si alguien hubiera
logrado embalar una mesa desmontada en piezas en un espacio tan pequeno y
tan bien aprovechado que no deja un hueco libre y parece mentira que toda
una mesa de ese tamano quepa en una caja tan diminuta. Lo primero que
procede hacer es abrir la caja, sacar las piezas y ensamblarlas para tener la
mesa lista para ser usada (aunque luego nadie supiera volver a meterla en la
caja sin dejar cuarenta piezas fuera). En la practica, esto significa demostrar
las dos docenas (o mas) de resultados que habriamos tomado como axiomas o
reglas de inferencia de K si no nos hubiera obsesionado reducir los axiomas a
la minima expresion. Tales demostraciones seran tremendamente “monstruosas”
0, si se prefiere, tremendamente ingeniosas, pues son parte de la demostracion
de un teorema nada trivial, el que dice “toda la logica cabe en esta reducidisima
caja’.

2) En segundo lugar, una vez demostrados esos resultados bésicos que bien
podrian haberse tomado como axiomas y reglas de inferencia de un sistema
deductivo formal, lo que procede es olvidarse de los axiomas de K y de todas
las demostraciones monstruosas, y no usarlos nunca mas salvo para propositos
tedricos (es como tirar el embalaje de la mesa), y a partir de ese momento realizar
las deducciones practicas en K apoyandonos, no en los axiomas, sino en los
resultados basicos deducidos de ellos que habrian sido axiomas si hubiéramos
apostado por la naturalidad en vez de por la compacidad. Veremos que las
posibilidades de razonamiento que estaran a nuestro alcance en esta “fase 2” no
sblo seran “naturales”, sino que se corresponderan exactamente con la forma en
que los matematicos razonan en su trabajo cotidiano.

Esto significa en particular, que si uno estudia logica con la pretension de
familiarizarse con las técnicas de razonamiento matematico, no debe preocuparse
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por ser capaz de generar demostraciones “monstruosas” del estilo de las que
requiere la “fase 17, pues ésas sblo sirven para “desembalar la logica”, y eso
basta hacerlo una vez siguiendo las “instrucciones de montaje”. Las técnicas
de razonamiento con las que uno debe familiarizarse son las que tendremos
disponibles en la “fase 27, que son las que realmente utilizan los matematicos.

Aunque, obviamente, todavia no estamos en condiciones de justificarla, va-
mos a ver a titulo ilustrativo (aunque sélo sea por contrarrestar la desagradable
impresion que causa la demostracion “fase 17 que hemos dado) qué aspecto tiene
una deducciéon en K al estilo de la “fase 2”.

Consideramos el lenguaje de la aritmética y consideramos en él la abreviatura
(que leeremos “x divide a y”) dada por z | y = \/z y = xz y vamos a probar lo
siguiente:

Neyz((zy)z = z(yz)) F Neyz(z |y Ay |z = x| 2).

Mejor dicho, no vamos a dar una prueba, sino que vamos a dar lo que
serd una prueba cuando hayamos “desembalado” la logica comprimida en K.
Para facilitar la comparaciéon con la forma de razonar usual de los matematicos
incluimos una primera columna que contiene lo que diria un matemético al
desarrollar la prueba, en lugar de las indicaciones técnicas de la dltima columna.
Técnicamente podemos suprimir la primera columna sin dejar de tener por ello
un argumento completo.

Suponemos que (1) Azyz((zy)z = z(yz)) Premisa
Sean z,y, z arbitrarios tales que | (2) x|y Ay]|z Hipotesis
En particular 3) z|y EC 2
Por definicion 4) Vuy=au R3
Fijamos, pues, un u tal que (5) y==zu EP 4

De (2) se sigue también 6) y|=z EC 2

y por definicién (1) Vuz=yu R6
Fijamos v tal que (8) z=uyv EP 7
Sustituyendo (5) en (8) queda (9) z=(zu)v ETI 5, 8
De (1) se sigue que (10)  (zu)v = x(uwv) EG 1
luego de (9) y (10) se sigue (11) 2z =z(uw) TI 9, 10
llamando u a uv queda (12) Vu z=xu IP 11
que por definicion es (13) ==z R 12
Con esto hemos probado que (14) zlyAylz—z|z

y como z,y, z eran arbitrarios  (15) Azyz(zx |y Ay|z—z]2) IG 14

Los detalles que justifican que esto es realmente una deduccion en K (o,
mejor dicho, que esto justifica que la conclusion puede deducirse de la premisa
en K ) los veremos en las secciones siguientes, pero de momento conviene ha-
cer algunas observaciones sobre como argumenta el matemético, pues nuestro
proposito es justificar que podemos imitar sus técnicas trabajando en K.

Como deciamos, las dos primeras columnas constituyen lo que un matema-
tico reconoceria como una demostracion véalida (muy detallada) de la conclusion
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a partir de la premisa. Aunque parece que sus explicaciones son suficientes para
justificar la validez del razonamiento, lo cierto es que hay una serie de reglas
que el matematico respeta implicitamente, incluso subconscientemente, y que,
aunque no estén indicadas de forma explicita, son indispensables para que la
prueba sea correcta.

Por ejemplo, el mateméatico distingue entre las variables x,y, 2z, que en la
linea (2) usa para referirse a tres nimeros arbitrarios, y las variables u y v,
que introduce en (5) y (8) para referirse a dos nimeros particulares. El mate-
matico usa subconscientemente que no puede hacer lo mismo con una variable
que represente a un objeto arbitrario que con otra que represente a un objeto
particular. Por ejemplo, en la linea (12) escribe \/u y jamas habria pensado en
escribir /\u, porque esa u representa al niimero particular uv, que es particular
porque v y v lo eran. En cierto sentido, la posibilidad de escribir Au o sélo Vu
depende para él de “la historia” de las variables, y no sélo de la linea (11), a
partir de la cual se introduce el cuantificador.

Sin embargo, aunque, segin decimos, el hecho de que u y v sean variables
particulares prohibe al matemético ligarlas con un generalizador, el hecho de
que x,y, z sean variables generales no significa que pueda ligarlas en cualquier
momento por un generalizador. Por ejemplo, al mateméatico jamas se le habria
pasado por la cabeza escribir (3) Azyz(z | y A y | 2). El lo razonaria asf:
“r,y,z son tres nameros arbitrarios de los que supongo que x | y A y | 2z, pero
eso no significa que tres nimeros cualesquiera deban cumplir esto, por lo que
seria absurdo introducir ahi un generalizador. Sélo cuando llego a la linea (14)
y tengo que si z | y A y | z también se cumple que z | z, sdlo entonces puedo
decir que esto vale para tres niimeros arbitrarios, y eso justifica el paso a (15).

Mas en general: cuando queremos probar que todo x que cumple A también
cumple B, puedo tomar un z genérico que cumpla A, pero dicha generalidad no
me permite afirmar que todo z cumple A. So6lo cuando pruebo la implicaciéon
A — B es cuando puedo decir que dicha implicacién vale para todo x. Puedo
generalizar respecto de x después, pero no antes de llegar a la implicacion.”

Otro hecho que el matematico tiene en cuenta instintivamente es que, aunque
en la linea (7) tiene un \u, al eliminar el cuantificador esté obligado a sustituir
la variable u por otra variable nueva v, porque ya esta usando la variable u para
referirse al ntimero que cumple (5) y no tiene por qué ser el mismo que cum-
pla (8). En cambio, cuando elimina los cuantificadores de (1) para escribir (10),
no le importa que ya esté usando la variable z ni tampoco tiene inconveniente en
sustituir las variables y, z por las variables u, v que ya esta usando para nombrar
otros objetos. La diferencia la marca que los cuantificadores de (1) son univer-
sales, por lo que las variables ligadas por ellos pueden sustituirse por cualquier
objeto, aunque sea uno del que ya estemos hablando.

En general, podemos decir que el matematico aplica reglas “globales”, es
decir, reglas que tienen en cuenta la demostraciéon en su conjunto y el punto de
ella en el que estemos: no es lo mismo generalizar antes de haber probado la
implicacién que después, no es lo mismo quitar un Vu si antes ya hemos hablado
de una u que si no, etc. Por el contrario, las reglas de inferencia de K son
locales: dadas una o dos férmulas, o de ellas se deduce algo o no se deduce, no
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importa qué otras lineas haya en la deduccion. Otro ejemplo de “globalidad” es
que el matematico tiene claro que, en caso de prolongar la deduccién, no podria
usar ya que x | y, porque esto no es una premisa de la deduccion, sino una
hipotesis local que ha usado para probar la implicacion (15), en caso de seguir
usando la linea (3) estaria convirtiendo en premisa de su deduccion lo que no
era més que una premisa local, y no seria cierto que sus consecuencias fueran
realmente consecuencias de la linea (1), que es la tnica premisa declarada.

Esto podria hacernos sospechar que K no es suficientemente potente como
para formalizar razonamientos como el anterior, puesto que le falta la “sensi-
bilidad al contexto” en la que constante y casi inconscientemente se apoya el
matematico. Pese a las apariencias, veremos que no es asi. Eso si, para formali-
zar este tipo de razonamientos en K¢ tendremos que explicitar todos los detalles
como los que hemos comentado y que un matematico tiene en cuenta casi sin
decirlo explicitamente, pues para que algo sea una auténtica deducciéon en K
tiene que cumplir una serie de requisitos muy concretos totalmente explicitos, y
eso es incompatible con asumir condiciones tacitas que el “sentido comuan” dicte
en cada momento improvisadamente.

El segundo paso para “desembalar” la logica de K (el primero ha sido
demostrar que a@ — «) es demostrar un potente teorema que vuelve trivial el
primer paso (pero que lo requiere en su prueba):

Teorema 2.8 (Teorema de deduccion) Sean « y § formulas de £ y sea T
un conjunto de formulas de L. SiT',;a + B y existe una deduccion de (8 en la
que no se generalice respecto a variables libres en «, entonces I' - a — (3.

En pocas palabras, lo que dice el teorema de deducciéon es que para deducir
o — [ a partir de unas premisas, podemos anadir a como premisa y deducir
. Lo que obtendremos asi no seré una deduccién de @ — 3 en K, pero la
demostracion del teorema de deduccién muestra como a partir de esta deducciéon
es posible obtener una auténtica deduccién de o« — [ a partir de las premisas
indicadas.

Notemos la restriccion (que no puede ser pasada por alto) de que en la
deduccién de S no puede generalizarse respecto de variables libres en «. Esta li-
mitacién puede parecer extrana a un matematico, pero, como explicAbamos més
arriba, en realidad es una limitacién que todos los matematicos se autoimponen
inconscientemente cuando se ven en una situacién concreta de las descritas por
el teorema anterior.

Por ejemplo, en la deduccién que poniamos como ejemplo, desde el momento
en que suponemos z | y A y | z queda prohibido generalizar respecto de z,y, 2.
Desde el momento en que introducimos esta hipétesis debemos romper nuestro
convenio seméntico de que una variable libre representa a un objeto arbitrario, y
a partir de aqui z, y, z representan ntmeros arbitrarios de entre los que cumplan
la hipotesis (y si generalizaramos como si fueran nimeros totalmente arbitrarios
estariamos afirmando que todos los nimeros cumplen la hipoétesis, lo cual no
tiene por qué ser cierto). Una vez hemos aplicado el teorema de deduccion para
escribir (14) el teorema nos asegura que esta linea es consecuencia de la premisa
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(1), y a partir de aqui podemos “olvidarnos” de que hemos usado el teorema de
deduccion para probarlo (pues ya sabemos que existe una deduccion “normal”
de (14) a partir de (1)), y podemos generalizar para pasar a (15).

DEMOSTRACION: Por hipotesis existe una deduccion 44, . . ., d,, con premisas
en I' y a tal que 6, = [ y en la que no se generaliza respecto de variables libres
en a.

Vamos a construir una deduccién con premisas en I que contenga las férmu-
las o — ¢; (con otras posibles formulas intercaladas). Como la tltima de estas
férmulas es a — 3, con esto tendremos que la implicacién es consecuencia de T'.

Si §; es un axioma logico o una premisa de I'; la forma de incorporar o — 9;
a la deduccién es la siguiente:

1) o axioma o premisa
(3) a—d MP 1, 2

Si §; = «, entonces debemos incorporar a la deduccién que estamos constru-
yendo la formula o — «, y esto es correcto porque ya hemos visto anteriormente
como deducir esta formula en K.

Si §; se deduce por MP, entonces hay dos formulas anteriores de la forma d; y
0; — 0;. Puesto que en nuestra deduccién vamos incorporando las implicaciones
de forma sucesiva, cuando lleguemos a J; ya habremos incorporado las férmulas
a—=djya—(0; = 06;). Estas son, pues, lineas anteriores de nuestra deducciéon
y podemos usarlas para deducir @ — ;. Lo hacemos de este modo:

(1) a—9d; formula anterior
(2) a—(6; =9) formula anterior
(3) (a—=(8; = 0;) = (= 6;) = (a—0;)) K2

4) (a—=0;) = (a—=9) MP 2, 3

(5) a—d; MP 1, 4

Supongamos, por tltimo que J; se deduce por generalizacion de otra formula
anterior ¢;. Esto significa que §; = /\acéj, y por la hip6tesis del teorema sabemos
que x no esta libre en . Entonces incorporamos a — /\a:éj de este modo:

1) a—9; formula anterior
2) Az(a— ;) IG1
(3) Az(a— 8;) = (o — Azé;) K5 (porque z no esté libre en «)
(4) a— Azd, MP 2, 3
Esto completa la prueba. [

De la demostracion del teorema de deduccion se sigue que en la deduccion
que se construye de @ — 3 se generaliza exactamente respecto de las mismas
variables que en la deducciéon dada de 5.

Ahora podemos ver que los axiomas K1, K2 y K5, que son los més técnicos
de todos los axiomas de K, son precisamente los necesarios para demostrar el
teorema de deduccion.
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En la practica podemos usar el teorema de deducciéon en una version lige-
ramente més general. Imaginemos que estamos construyendo una deduccion,
digamos 91, ...,d,, a partir de unas premisas I', y a continuaciéon queremos
deducir una férmula de tipo o — (. Entonces escribimos « y la usamos como
una premisa mas hasta obtener 8 (sin generalizar respecto de variables libres
en «). Al llegar a 3, lo que hemos probado es que 61,...,0,,,a - 3, con una
deduccién en la que no se generalizan variables libres en «, luego el teorema de
deduccién nos da que 61, ...,0, F a — [, es decir, que existe una deduccion de
« — 3 con premisas en d1,...,0,. Pero por otra parte sabemos que d1,...,d,,
se deducen de T, luego también I' o — . (Para tener una deduccion que
prueba esto deducimos cada §; de I' y luego deducimos o« — 3 de las 4;).

En la préactica marcaremos todas las lineas desde que suponemos a hasta
que llegamos a 8 con una linea vertical (tal y como se ve en el ejemplo de la
pagina 54). Esta linea advierte de que las formulas abarcadas por ella no son
consecuencia de las premisas de la deduccion principal, sino de las premisas
mas una hipotesis auxiliar (la formula «, que marcaremos con la etiqueta de
“hipotesis”) que solo hemos aceptado provisionalmente para aplicar el teorema
de deduccion. Si una vez hemos anadido a — [ a la deducciéon prosiguiéramos
haciendo uso de las lineas marcadas, la deduccién seria invalida, pues estaria-
mos haciendo uso de una premisa « que no forma parte de las premisas de la
deduccion.

La observacion de que para obtener la deduccién cuya existencia afirma
el teorema de deduccién sélo se generaliza respecto de variables generalizadas
en la prueba dada es esencial para que estemos seguros de que no estamos
generalizando en un momento dado respecto de una variable “prohibida”. FEl
uso del teorema de deduccidén oculta el uso de algunos axiomas y reglas de
inferencia (las que aparecen en la demostracion al construir la deduccion de
a — (), pero no oculta ningan uso de IG.

Ejemplo Aunque hemos mostrado que la restriccion sobre el uso de IG en el
teorema de deduccioén es “razonable”, podemos probar que es, de hecho, necesa-
ria. Para ello veamos un ejemplo de falsa deduccién en la que se usa el teorema
de deduccidn sin respetar la restriccion sobre el uso de IG. Concretamente, en
la linea (2) generalizamos respecto de una variable libre en la hipotesis:

(1) z=y Hipotesis

2) Neyz=y IG 1 (dos veces)
3) z=y—=Neyz=y ?

4) Ayl@=y— Ny z=y) IG 3

(5) Nye=y—=>Neyx=y) = Siz=y— Neyz=y) Ki

6) z=x—Neyz=y MP 4,5

(7) z==x

®) Neyz=y MP 6,7

La linea (7) es demostrable en K, aunque posponemos la prueba hasta la
seccion siguiente (donde “desembalaremos” la logica del igualador). Aceptando
este hecho, podemos incorporarla en nuestra deduccion.
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Si el teorema de deduccion fuera valido sin la restriccion sobre el uso de IG,
la deduccién anterior seria correcta y podriamos concluir que - Azy = = y,
luego por el teorema de correccion £ Azy = = vy, pero esta formula no es
logicamente vélida. Al contrario, es falsa en todos los modelos del lenguaje
formal considerado cuyo universo tenga mas de un objeto. Esta contradiccion
prueba que la hipotesis sobre IG es necesaria en el teorema de deduccién. =

El reciproco del teorema de deducciéon es inmediato:

Ejercicio: Probar que si I' - a — 3, entonces I', a - 5.

2.3 Reglas derivadas de inferencia
Llamaremos reglas derivadas de inferencia a los resultados de la forma
a,...,an Fa,

y las llamamos asi porque una vez hemos comprobado que esto es cierto (es decir,
hemos encontrado una deduccion de « a partir de las premisas correspondientes)
podemos usarlas en las deducciones como reglas de inferencia en pie de igualdad
con las dos reglas primitivas MP e IG. En efecto, si en una deducciéon hemos
escrito ya (entre otras) las lineas «q,...,ay,, podemos escribir « en cualquier
momento que nos interese, aunque no se deduzca ni por MP ni por IG. Con esto
nuestra deduccion tendra un “agujero”, pero sabemos que ese agujero se puede
“llenar” intercalando las lineas de la deduccién de « a partir de aq, ..., a, que
ya conocemos.

Por ejemplo, en la deduccion de la pagina 54, para pasar de la linea (2) a la
(3) usamos la regla de inferencia derivada de eliminacién del conjuntor, que en
realidad son dos reglas de inferencia a las que no merece la pena dar nombres
distintos:

alNpka, aNBEpB.

Para que la deduccion indicada estuviera completa harfa falta (entre otras
cosas) insertar la deduccion en K de x | y a partir de | y A y | 2z, pero si
demostramos que las reglas anteriores valen en general para todas las férmulas
a y B podemos omitir las lineas necesarias para ello en nuestras deducciones
con la garantia de que si quisiéramos una deduccion completa, sin que falte una
sola linea, sabriamos como anadir lo que hemos omitido.

Esto es lo que hacen los matematicos cada vez que citan un teorema ya de-
mostrado. Una demostracion que en un momento dado diga “por el teorema del
valor medio podemos afirmar que...” estd incompleta, y sélo estaria completa si
antes de decir “por el teorema del valor medio” insertdramos una demostraciéon
del teorema del valor medio, pero no ganarfamos nada con ello, al contrario,
s6lo volveriamos ilegibles todas las demostraciones.

La regla de eliminacién del conjuntor, como todas las reglas de inferencia
que vamos a demostrar aqui, son trivialmente reglas de inferencia semanticas,
pero no es eso lo que tenemos que demostrar, sino que son deducibles en K.
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Cuando hayamos probado que todos los razonamientos informales son formali-
zables en K tendremos la garantia de que toda regla de inferencia seméntica es
deducible en K, pero de momento tenemos que encontrar pruebas explicitas,
las cuales pueden ser muy retorcidas y antinaturales. Ya hemos explicado como
hay que entender esto.

Regla de repeticiéon (R): aF «a.

Es inmediato que de « se deduce «, pues la propia « es una deducciéon de
« con premisa «. Sin embargo, aqui queremos algo ligeramente mas fuerte, y
es que en una deducciéon podemos repetir una linea anterior si queremos. Esto
ya no es evidente, pues « no es consecuencia de a por ninguna de las dos reglas
de inferencia. No obstante, si tenemos a en una deduccién, podemos escribir
« — « por ser un teorema logico y a continuacion escribir o de nuevo por MP.

Esta regla es util porque a menudo conviene cambiar el nombre con el que
nos estamos refiriendo a una misma férmula. Asi lo hemos hecho, por ejemplo
en la prueba de la pagina 54 al pasar de la linea (3) a la (4) que son la misma
formula, pues (3) es por definicién una abreviatura taquigrafica de (4).

Modus Barbara (MB):a— 3, 8 —>vFa— 7.

DEMOSTRACION: Esta regla admite una prueba natural gracias al teorema
de deduccion:

(1) a— g Premisa
(2) B — v Premisa
3) « Hipotesis
4) B MP 1, 3
(5) 7 MP 2, 4
6) a—y

Las reglas siguientes nos proporcionan herramientas naturales para manipu-
lar formulas en funcién de los signos logicos que aparecen en ellas. Empezamos
con las relacionadas con el negador:

2.3.1 Reglas relacionadas con el negador y la implicaciéon

Reglas de la doble negacién (DN): =-—a F «, a b ——a.

DEMOSTRACION:
(1) -« Premisa
(2) ——a— (m——ma = ) K1
(3) ———a — —a MP 1, 2
4) (—a— -a) = (o= ——-a) K3
(5) —a— MP 3, 4
6) (ma— ——a) = (0a—a) K3
() ——a—a MP 5, 6
3) o MP 1, 7

Asi pues, ——a F «a. Por el teorema de deduccién - ——a — «. Esto vale
para toda formula «. Aplicdndolo a -« obtenemos que F ~——a — —a.
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«
1 — K

(7 = —a) = (o — —a)

o —

T

Premisa
Teorema logico
K3

MP 2, 3

MP 1, 4

61

Por el teorema de deduccion - o« — ——a. También llamaremos DN a los

teoremas - o — ——a y F ——a — a.

Reglas de la negacion de la implicacion (NI):

a— k8=«

a— -k f—a

DEMOSTRACION:

1)

AN AN AN N S N

2
3
4
5)
6
7

~_—

o —
a—f

——a —
B — —=p

N — ﬁﬁ/B

(—ﬁa — ﬂ—\ﬂ) — (ﬂﬁ — —\a)

- —

-8—-akFa—p

—a— [fF-—=a

DN
Premisa
MB 1, 2
DN
MB 3, 4
K3
MP 5, 6

Las otras variantes se prueban de forma similar.

Modus tollendo tollens

(MT): o — 38, =8 F —a,

(Por NI y el reciproco del teorema de deduccion.)

Una regla muy especial es la siguiente:

Regla de la contradiccién

C): o, max k= .

a— ~fp, BF -a.

En palabras: a partir de una contradiccion (es decir, si contamos con una
formula y su negaciéon como premisas) podemos deducir cualquier otra férmula.
La version semantica de esta regla es peculiar, porque consiste en que [ tiene
que ser verdadera en todo modelo donde sean verdaderas o y —« sencillamente
porque no puede haber modelos en los que esto suceda.

DEMOSTRACION:

o

a— (=0 = a)
- =«

e’

-8

B

Premisa
K1

MP 1, 2
Premisa
MT 3, 4
DN 5
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2.3.2 Reglas relacionadas con el disyuntor

Reglas de equivalencia entre disyuncién e implicacién (EDI):

aVpBtk-a—p -a— BFaVpg.

Estas reglas son un caso particular de la regla de repeticion, pues las dos
formulas que relacionan son de hecho la misma, por la definiciéon que hemos
dado del disyuntor. Notemos que nos proporcionan una técnica que es 1util a
menudo para demostrar una disyuncién: suponemos que no se cumple una de
las férmulas y usamos eso para demostrar la otra. El teorema de deduccion
nos da entonces —~a — [ y esto equivale a « V . Reciprocamente, una forma
de “aprovechar” una premisa que sea una disyuncién (no es la tnica posible)
consiste en llegar a que no se cumple una de las formulas y concluir que se tiene
que cumplir la otra. Esto lo expresa de forma mas explicita la regla siguiente:

Modus tollendo ponens (MTP): aV 3, -at 5, aV g, ~fFa.

DEMOSTRACION:
(1) avp Premisa
(2) -a—p EDI1
3) -« Premisa
4) B MP 2, 3

La otra es similar.

Regla del tertium non datur (TND): - oV —a.

Es un caso particular del teorema - o — «, pues a V ~a = ~a — —a.

Reglas de introduccion del disyuntor (ID): abFaV S atBVa.

DEMOSTRACION: Por el teorema de deduccion aplicado a (C) obtenemos
que a - —a — 3, 0sea, ab aV .

(1) « Premisa
(2) a=(-f—a) Kl

3) L—a MP 1, 2
4) BVa EDI 3

Regla de eliminacién del disyuntor (ED): oV at a.

Esta regla parece inofensiva, pero una demostracion directa a partir de los
resultados que tenemos disponibles es excesivamente “monstruosa’”. La presen-
tamos aqui para tener agrupadas las reglas de forma coherente, pero pospone-
mos la prueba hasta la subseccién siguiente. El lector debe observar que en
la subseccién siguiente no usaremos ni (ED) ni la regla (Dil) que probamos a
continuacion.

También llamaremos (ED) al teorema - o V a — .
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Con esta regla podemos probar otra técnica tutil para sacarle partido a una
disyuncion en una deduccién: si contamos con « V 3, una forma de concluir de
ahi que se cumple una féormula v es probar que cada una de las dos férmulas
por separado implica -y, esto es lo que conoce como “distinguir casos”:

Regla del dilema (Dil): a =5, 8= yFaV f— 1.

DEMOSTRACION:
(1) a—~y Premisa
(2) p—on Premisa
3) avp Hipotesis
4) —a—p EDI 3
(5) —~a—y MB 2.4
6) v —-a NI 1
() —v—=~ MB 5, 6
8) ~yVv~ EDI 7
9) ~ ED 8
(10) (aVpB) =y

Un caso particular de argumento “distinguiendo casos” consiste en tomar
cualquier formula a que sea relevante en la discusion y probar que tanto o — (8
como —« — (. Asi, como tenemos « V —« por TND, podemos concluir 5 por
la regla anterior.

2.3.3 Reglas relacionadas con el conjuntor

Leyes de De Morgan (DM):

aABF=(-aV-p)
aV pBEa(-aA-8)
“(aApB)F-aV -4
“(aVp)EF-an-04

“(raV-B)Fang
“(raAN-B)FaVvp
—aV - E=(aAp)
—aA-fF=(aVp)

DEMOSTRACION: Las dos primeras son casos particulares de (R), pues por

definicion a A 8 = —(—a VvV =f).

(1) avp Premisa
(2) —a—p EDI 1
(3) —8— "« NI 2

(4) ——a— -4 NI 3

(5) ——aV -3 EDI 4
(6) —-—=(-—aV-—-5) DN5
(1) —~(man=p) R 6

=(—a A =) Premisa
—-=(=—aVvV--8) R1
-V o DN 2
- — EDI 3
-8 = ——a NI 4
o — NI 5
aVvp EDI 6

Las restantes se siguen facilmente de éstas.
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Regla de no contradiccion (NC): F =(a A —a).
DEMOSTRACION:

(1) —-aV--a TND
(2) —-(eA-a) DM1

Regla de introduccién del conjuntor (IC): o, BF a A S.

DEMOSTRACION: Por el teorema de deduccion sobre (MTP) se cumple

(*) : ﬁﬁﬁ F-aV ﬁﬂ — Q.
(1) B Premisa
(2) - DN 1
3) —aV-p—= -« (%)
(4) —-—a—-(-aVv-p) NI3
(5) « Premisa
(6) -« DN 5
(7)) —(—a Vv -p) MP 4, 6
8) aAp DM 7

Reglas de eliminacion del conjuntor (EC): a A S+ a, aNptpB.

DEMOSTRACION: Partimos de la aplicacién a ID del teorema de deduccion:

(1) -a—-av-g 1D

(2) —(~aVv-p)—a NI1

3) aAp Premisa
(4) —(-aV -8) DM 3
5) a MP 2, 4

Analogamente se prueba la otra. También llamaremos (EC) a los teoremas
FaAnf—a FaApB—B.

Ahora estamos en condiciones de demostrar facilmente la regla (ED) que
habiamos dejado pendiente en la subseccién anterior:

DEMOSTRACION:

(1) —a—-aA-a IC

) —(—aA-a)—a NI1

) aVa Premisa
) A(ma A -a) DM 3
)« MP 2, 4
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Razonamiento por reduccién al absurdo Con las reglas que tenemos jus-
tificadas hasta aqui es facil justificar una técnica habitual de razonamiento: Sien
una deducciéon tomamos -« como premisa adicional y, sin generalizar respecto
de variables libres en «, llegamos a una contradicciéon 8 A =3, podemos concluir
«a. Mas precisamente, lo que estamos afirmando es que en esta situacion:

(1) 7

. deduccion a partir de unas premisas aq,...,an
(m) Vi
(m+1) -« Hipotesis

deduccion a partir de las premisas, las lineas precedentes y ~«
(k) BA-B

(k+1) « Reduccion al absurdo

si a partir del momento en que suponemos —a no generalizamos respecto a
variables libres en «, la formula « escrita en la linea k + 1 es deducible en K a
partir de las premisas, pero las lineas marcadas con la raya vertical a la izquierda
no lo son, porque suponen la hipotesis adicional —a.

En efecto, lo que nos dice el teorema de deduccion al llegar a la linea k es
que ~« — (8 A =) es deducible de las premisas, luego podriamos haber escrito
esta formula en la linea k + 1 , y la deducciéon podria haber continuado asi:

(k+1) —a—(BA-B)

(k+2) —(BA-B) NC

(k+3) -« MT k+1,k+2
(k+4) « DN k +3

En la practica suprimiremos estas lineas y escribiremos directamente « tras
haber llegado a una contradicciéon. Tampoco es necesario reunir en una dnica
formula la contradicciéon S A =, sino que basta haber obtenido dos lineas
contradictorias (una la negacion de la otra). Podemos omitir la aplicacion de
IC para reunirlas en una. Igualmente, usando DN vemos que si suponemos a y
llegamos a una contradiccién podemos concluir —a.

Nuevamente, la restriccion sobre la generalizacion es algo que todo matemé-
tico respetaré de forma instintiva en cada caso concreto. Por ejemplo, suponga-
mos que, en el curso de una prueba, un matematico quiere probar que un cierto
nimero p que esta considerando es primo y se propone hacerlo por reduccién al
absurdo. Jamas razonaria asi:

(1) —p es primo Reduccion al absurdo

(2)  Ap—p es primo Aplicacion ilicita de IG

(3) —=—=/\p—p es primo DN 2

(4)  =Vp p es primo R3

(5)  Vpp es primo resultado probado anteriormente.
(6) p es primo Por la contradiccion de 4 y 5.
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Esto en realidad no prueba nada. Podemos suponer para llegar a un absurdo
que p no es primo, pero no podemos pasar de ahi a que ningin p es primo (que
es lo que obtenemos si generalizamos ilegalmente respecto de p).

2.3.4 Reglas relacionadas con el bicondicionador

Reglas de introduccién y eliminacién del bicondicionador

(IB) a—=f, f—oaba+ .
(EB) avfFa—p, acfEL—oa

Son casos particulares de (IC), (EC), pues a +» 8= (a = ) A (8 — «).

2.3.5 Reglas relacionadas con los cuantificadores

Regla de eliminacién del generalizador (EG): Aza - Sia.

Por el axioma (K4) y el reciproco del teorema de deduccioén.

Reglas de negacién del generalizador (NG):

“Az—aF Vza Veza b =Az—a
“AzaF V-« Ve—a F = Aza

DEMOSTRACION: Las dos primeras son casos particulares de (R), pues
Vza = - Az—a. Las demas se siguen de la aplicacion oportuna de DN:

(1) -Aza Premisa

(2) Vo« Hipotesis (reduccién al absurdo)
(3) —==Az——=a R2

(4) Nr—a DN 3

(5) ——a EG 4

6) « DN 5

(1) Aza IG 6 (contradiccion con 1)

(8)

Vz-a

Observemos que desde el momento en que suponemos (2) esta prohibido
generalizar respecto de variables libres en (2), pero luego solo generalizamos
respecto de z, que no esta libre en (2).

(1) Var-a Premisa

2) Aza Hipotesis (reduccion al absurdo)
3) « EG 2

4) ——a DN 3

(5) NAz—a IG 4

(6) —-—-Az——a DN5

(1) —-Va—a R 6 (contradiccion con 1)

(8) —=Aza

Nuevamente observamos que el uso de IG es legitimo.
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Reglas de negacion del particularizador (NP):

-Vza b Az-a NAz—a b =V za
-Vz-aF Aza Nza b =Vz-a

DEMOSTRACION:

(1) =Vza Premisa 1) Az—-a Premisa
(2) --Az-a R1 (2) —-=Az-a DN 1
3) Ar—a DN 2 (3) —Vza R 2

(1) -Vaa Premisa (1) Aza Premisa
(2) ﬁﬁ/\xﬁﬁa R1 (2) « EG 1
(3) Az——a DN 2 (3) -« DN 2
(4) -« EG 3 (4)  Nz—a IG 3

(5) « DN 4 (5) —-—=Ax——a DN 4
(6) Azra IG5 6) —=Vz-a R5

Regla de introduccién del particularizador (IP): 8fa - Vza.

Esta regla afirma que si hemos probado que un cierto término ¢ cumple lo
que dice a, entonces podemos afirmar que existe un x que cumple «. Tenemos
un ejemplo de su uso en la linea 12 de la deduccion de la pagina 54.

DEMOSTRACION:
(1) St Premisa
(2) —Vza Hipétesis (reduccion al absurdo)
(3) Az—a NP2
(4) Séﬁa EG 3
(5) —Sta R4 (contradiccion con 1)
6) Vza

Es importante destacar que la prueba de esta regla que liga la variable x
no usa IG. Asi, si queremos ligar una variable en un contexto en el que no esta
permitido usar IG, siempre podemos usar IP.

Por ultimo nos falta una “regla de eliminacién del particularizador”, que
es la que aplica un matematico cuando tiene que Vza y dice “tomemos un
z que cumpla «”. Tenemos dos ejemplos en las lineas 5 y 8 de la deducciéon
de la péagina 54. Ahora bien, esta “regla” no es realmente una regla derivada
de inferencia, sino un (meta)teorema analogo al teorema de deduccion. Para
probarlo necesitamos un hecho previo que tiene interés en si mismo:

Teorema 2.9 Se cumplen los siguientes hechos:
1. Siy no estd en «, entonces - Nza /\y SYa.
2. Siy no estd en a, entonces Vo < \/y SYa.

3. St yi,...,yn son variables distintas que no estdn en « y son distintas de
T1,...,Tn, entonces

1
FVar o apa o Vyrcya Ao zola o gr =20 A Ay = ap).
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DEMOSTRACION: Para probar 1), suponemos /\za, pasamos a S%a por (EG)
y pasamos a /\yS¥a por (IG). Esto nos da una implicacién. La otra se prueba
igualmente usando que SjSYa = « (teorema 1.13).

2) sale de 1) aplicado a —a.

Para probar 3) observamos que, por definicion,

1
Varapa=Va oz ey ap(a oz =20 A Az = ),

donde z1, ..., 2, son variables que no estén en « y sean distintas de x1,...,x,.
Lo que queremos probar es que si cambiamos z; por y; obtenemos una férmula
equivalente, y esto es un caso particular de 2). L]

Regla de eliminacién del particularizador (EP): En esta situacion:
(1) gi!

deducciéon a partir de unas premisas aq, ..., an

(k) Vza

(m) Y
(m+1) s’a EPKk
deduccién a partir de las premisas, las lineas precedentes y Sy«

Si la variable y no esta en « o bien y = x (en cuyo caso S¥a = «) y a partir
de la linea m + 1 no se generaliza respecto de variables libres en S¥«, entonces
toda linea posterior S que no tenga libre la variable y es una consecuencia de
las premisas.

DEMOSTRACION: En principio, en la situaciéon descrita tenemos que
Q1,y...,0n,S%a B

Ahora bien, como para obtener 8 no se ha generalizado respecto de ninguna
variable libre en SY«, podemos aplicar el teorema de deduccion y concluir que

ai,...,an - S%a — 3.
Pero también sabemos que ar, ..., a, - Vza, y por el teorema anterior
at,...,an FVySla.
Por lo tanto, sélo necesitamos probar que S¥a — 3, \VySYa - 3. En efecto:

(1
2

SYa — 8 Premisa

VysYa  Premisa

] Hipotesis (reduccion al absurdo)
~S¥a  MT 13

/\yﬂS’;J’a 1G 4

-\VyS¥a NP 5 (contradicciéon con 2)

B

w
—_ D —

(
(
(4
(5
(6
(7
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Es muy importante observar que en la deduccion de § a partir de las premisas
se generaliza respecto de la variable y. Esto significa que si aplicamos EP en un
contexto en el que tenemos prohibido generalizar respecto de ciertas variables,
debemos elegir la variable y como una nueva variable sobre la que no exista
prohibicién de generalizar. Una vez mas, esto es algo que el matematico hace
instintivamente. Consideremos de nuevo el ejemplo de la pagina 54:

Desde la linea 2, tenemos prohibido generalizar respecto de z,y,z. En la
linea 5 eliminamos un particularizador \/u, y no cambiamos de variable porque
no hay problema en generalizar respecto de u. A partir de esa linea tenemos
prohibido generalizar respecto de u, por lo que, cuando queremos eliminar el
Vu de la linea 7 nos vemos obligados a sustituir la variable u por una nueva
variable v que tiene que ser distinta de x,y, z, u, que son las variables respecto a
las que tenemos prohibido generalizar. El matematico hace esto instintivamente
cuando piensa que no puede tomar u tal que z = yu porque ya estd llamando
4 a otro nimero, y mucho menos se le ocurriria llamarlo z,y, z por el mismo
motivo, porque sabe que el u que existe por 7 no tiene por qué ser el mismo que
cualquiera de los nimeros que esta considerando hasta entonces.

Al introducir el particularizador en 12 dejamos de tener libres las variables
u, v, por lo que todas las formulas que siguen son ya auténticas consecuencias
de las premisas (y de la hipdtesis 2), y podemos aplicar el teorema de deduccion
para pasar a 14 (hubiera sido incorrecto hacerlo con una férmula que tuviera
libre la variable u o la variable v).

Notese la sutileza: a partir del momento en que suponemos y = xu queda
prohibido generalizar respecto de u, pero la deduccion de x | z a partir de las
premisas y la hipotesis (2) usa la regla IG respecto de u, es decir, tenemos
prohibido generalizar, pero a la vez la prueba completa que elimina la premisa
adicional y = xu generaliza respecto de u.

Como al eliminar un particularizador dejamos libre una variable que no
puede quedar libre en la conclusion, una forma de volver a ligarla es mediante la
regla de introduccion del particularizador (IP), porque la regla de introduccion
del generalizador la tenemos prohibida. Aqui es fundamental recordar que en la
demostracion de IP no se generaliza respecto a la variable que particularizamos.

Notemos que es “de sentido comdn” si una variable procede de eliminar
un Vu, luego no podemos ligarla con un Au, sino que tendremos que volver a
introducir un particularizador.

Veamos también un ejemplo de la importancia de no generalizar respecto de
variables libres en S¥a. Por ejemplo, partamos de la formula Az\Vyz <y, que
es verdadera si la interpretamos en el modelo que tiene por universo los ntimeros
naturales y en la que el relator < se interpreta como la relaciéon de orden usual. Si
no tenemos en cuenta la restriccion indicada podriamos “demostrar” lo siguiente:

(1) AzVyz <y Premisa
(2) Vyz<y  EGI1
3) =<y EP 2
(4) Nzz<y 1G 3
(5) VyAzz<y IP4
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Asi, a partir de una afirmacion verdadera sobre los ntumeros naturales (todo
namero natural tiene otro posterior), hemos “demostrado” una afirmacion falsa:
(hay un namero natural mayor que todos los demés). La falacia esta en la linea
(4), pues desde el momento en que hemos eliminado el particularizador en (3)
ya no podemos generalizar respecto de z,y. L]

2.3.6 Reglas relacionadas con el igualador
Reglas de introducciéon y eliminacién del igualador

(I1) sStak Az(z=t— a), sizno esta libre en t.
(EI) Az(z=t— a)FSia, sizno esta libre en t.

Por (K6) y (EB).

Regla de la identidad (I) -t =t.

Sea r una variable que no esté libre en t.

(1) z=t—oaxz=t Teorema logico
2 Nev(z=t—z=t) IG1

(3) Si(z=t) EI 2

(4) t=t R 3

Regla de la simetria de la identidad (SI): t; =ty F to = 5.

DEMOSTRACION: Sea x una variable que no esté en t; ni en ts.

(1) to =t I

(2) Si2(ty =) R1

(3) Nw(z=ty—to=x) 112

(4) t1 =1ty > ta =1t EG 3
(5) t1 =ty Premisa
6) t2=t MP 4, 5

Regla de la transitividad de la identidad (T1): t; = to, to =t3 F ¢ = t3.

DEMOSTRACION: Sea x una variable que no esté libre en t1, to, t3.

(1) ta=ts Premisa
2) Nz(z=ty—ax=t3) II1

(3) t1 =1ty =t =13 EG 2
(4) t1 =ty Premisa
(5) t1 =ty MP 3, 4
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Regla de equivalencia entre términos idénticos (ETI):
ty = ta, S2a k- Sla, ty =ty F Shit = sb¢.

DEMOSTRACION: La prueba es muy simple si suponemos que z no esta libre
en ty,ts, pero para tratar el caso general tomamos una variable y que no esté
en a,t,t1,t2 y probamos lo siguiente:

(1) z=y Hipotesis
(2) a=sjSia Hipoétesis
() Auly =z - sta) 112
(4) y=z— S« EG 3
(5) y== ST 1
(6) Sla MP 4, 5
(7) a—Sla
(8) Sla Hipotesis
9 Nz(z=y—a) I8
(10) z=y—« EG9
(11) « MP 1, 10
(12) Sla—a
(13) a+ Sl IB 7,12
(14) =y — (a+ SYa)
(15)  Azy(z =y — (o« S¥a))  1G 14
(16) Ay(t =y — (Sta <> S¥a)) EG 15
(17) t=1t— (SLa « S}s¥a) EG 16
(18) t=t I
(19) sta <« sisia MP 17,18

Aplicando esto a a = z = t’ obtenemos: - z = S,t’ — z = 8! 8Yt’, donde z
es cualquier variable que no esté en t,¢',x,y. A su vez:
(1) z=s8Lt' =z =88yt Teorema
(2) Az(z=sLt' - z=slsut’) 1G1
(3) sSLt'=SLt' —»stt' =sisyt’ EG 2

(4) st =gt I
(5) sLt' =s!sut’ MP 3, 4
Con esto ya podemos probar ETT:

(1) sha Premisa (1) Sizt =sl>syt Teorema
(2) SPza—si2s¥a Teorema (2) SlS¥t =Skt SI'1
(3) Si*Sia MP 1,2 (3) sj?(syt=sit) R 2
4) Ayly=t>—Sla) II3 4) Nyly=t2—>sit=spt) II3
(5) ti =ty —8ls%a EG4 (5) t1 =ty —sls¥t=s82t EG4
(6) t1 =ty Premisa (6) t1 =t Premisa
(7) SiSia MP 5,6 (7) sisyt=sit MP 5,6
(8) sy'Sia—sha Teorema (8) Sit=s!'s¥t Teorema
(9) st MP 7,8 (9) Sit=sl2t TI6, 7
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Lo que afirma esta regla es que si tenemos que t; = ty y que to cumple lo
que afirma «a, entonces lo mismo vale para t; o, mas en general, que si tenemos
t; = to entonces todo lo que sepamos de t5 vale también para t; (y viceversa,
por SI).

2.3.7 Reglas relacionadas con el descriptor

En el capitulo siguiente estudiaremos con detalle el uso del descriptor. De
momento nos limitamos a enunciar en forma de reglas de inferencia los axiomas
K7y K8:

1
Regla de las descripciones propias (DP): Vza - stlog.
1
Regla de las descripciones impropias (DI): =Vza F zja = y|(y = ¥).
Se siguen de (K7), (K8) y el reciproco del teorema de deduccion.

Notemos que todos los casos de la regla (IG) que aparecen en las pruebas de
las reglas de inferencia se aplican a variables que no estén libres en las premisas.
Esto quiere decir que todas ellas pueden ser usadas incluso en contextos en los
que no sea licito generalizar respecto de ciertas variables, como cuando se aplica
el teorema de deduccion.

2.4 Algunos teoremas logicos

Aunque con las reglas de inferencia que hemos deducido ya estamos en con-
diciones de deducir cualquier cosa de forma ‘“natural’, no estd de mas contar
con algunos resultados ya probados con los que podemos contar sin tener que
deducirlos cada vez que sea necesario recurrir a ellos. En esta seccion presenta-
remos unos cuantos, ademas de dar algunos ejemplos ilustrativos de deducciones
formales.

El algebra del calculo proposicional Empezamos demostrando las propie-
dades “booleanas” del calculo deductivo. Las primeras de ellas son las propie-
dades asociativas de la conjuncién y la disyuncioén, que justifican que de aqui en
adelante no pongamos paréntesis en expresiones de la forma

ap N\ N ap o) ay V- Voay,

pues distintas disposiciones de paréntesis dan lugar a férmulas equivalentes.

Teorema 2.10 Las formulas siguientes son teoremas ldgicos:

1) anBeBAa aV <+ BVa,

2) (anB)Ayean(BAY), (aVB)VyeaV(BVy),

3) aAaea, aV o< a,

D ar(BVy) o @AV (@A), av(BAr) e @VE) Ay ).
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DEMOSTRACION: Veamos tnicamente un par de ellas, y dejamos el resto

como ejercicio para el lector:

(1) (avp)Vvy Hipotesis
(2) -« Hipotesis
(3) - Hipotesis
(4) —a A8 IC 2,3
(5) —(aVp) DM 4
(6) ~ MTP 1, 5
(1) ~B—=n
(8) BV~y EDI7
9) —a—=(BVYy)
(10) aV (V") EDI 9
(11) (@VvVBVy—=aVv(BVy)
La otra implicacién es analoga.
(1) an(BVy) Hipotesis
(2) —(anpB) Hipotesis
(3) —a V-8 DM 2
4) « EC1
(5) —p MTP 3, 4 (omitiendo DN)
(6) BV~y EC1
M) MTP 5, 6
(8) aAxy IC 4,7
9) ~(anB)—=(ann)
(10) (aAﬁ)v(aA ) EDI 9
(11) an(BVy) = ((anB)V(xAy))
(12) (a AB)V (a A7) Hipotesis
(13) -« Hipotesis
(14) —aV-p D 13
(15) —=(a A B) DM 14
(16) a Ay MTP 12, 15
17 « EC 16 (contradiccion con 13)
(18) «
(19) —p Hipotesis
(20) —aV -3 ID 19
(21) —(aAnp) DM 20
(22) a A~y MTP 12, 21
(23) ~ EC 22
(20) 5~
(25) BV~ EDI 24
(26) aA(BVA) IC 18, 25
27) (@nB)V(aAny) = aA(BVA)
(28) aAN(BVy) e (anp)V(a IB 11, 27
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Quizé el lector se pregunte si no seria preferible demostrar las equivalencias
del teorema anterior usando tablas de verdad. Las tablas de verdad prueban
que las formulas son logicamente validas. Mas adelante demostraremos que
todas las formulas l6gicamente validas son teoremas logicos, y eso justificara tal
alternativa.

Foérmulas equivalentes Las equivalencias como las del teorema anterior pue-
den ser usadas para reemplazar cualquier subférmula de una férmula por otra
equivalente, en virtud del teorema siguiente:

Teorema 2.11 Las férmulas siguientes son teoremas ldgicos:

L (@6 a’) & (na o -a),
2. ((aea)A B B)) = ((a—=B) e (o = p)),
3. (e )AN(B+B) = ((avp) e (o Vi),
4 (e a) AN (Be ) = (@A B) < (o' ABY),
5 (e d)A B+ B)) = (aeB) e (o« 8)),
6. Nz(a <+ B) = (Az a < Az B),

7. Nz(a < B) — (\1/x s \1/x B),

8. Nx(a < B) = (Vo a < Vz ).

DEMOSTRACION: Veamos, por ejemplo, 6):

(1) Az(a < B)  Hipotesis

(2) a+p EG 1

(3) Aza Hipotesis

4) « EG 3

5) B MP 2, 5 (omitiendo EB)
6) Azp IG 5 (generalizacion legal)
(1) NAza — AzB

(8) AzB — Aza Se prueba analogamente
9) Ara<+ AzB IB7,8

Existencia con unicidad Hemos definido

1
Varana=Vyr oy anla o yr=a1 A Ay = a0).

Sin embargo, hay una férmula equivalente que se usa con mas frecuencia porque
)
permite tratar por separado la existencia y la unicidad:

Teorema 2.12 Si las variables y1, ..., yn no estin en la formula a(z1,...,zy)
y son distintas de x1,...,x,, entonces
1
FVay o mpalzy, - x,) & Ve z, ooy, ., m,) A

Azt zpyr - yn(a(@r, . mn) Aa(yr, .. yn) 2 y1 =21 A A Yy = Tp).
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Nota Con la notacion que estamos empleando habitualmente para las susti-
tuciones la ultima parte del teorema se escribe

Azt 2oyr - yn (a/\S}él Ira =y =x1 A ANYp = ).

Hemos empleado la notacion alternativa en el enunciado porque asi es como este
resultado suele aparecer en la practica. Por simplicidad probamos la equivalen-
cia en el caso de una tnica variable.

DEMOSTRACION: Veamos primero una implicacién (por abreviar aplicare-
mos varias reglas de inferencia simultaneamente).

(1) Vza A Azy(a A Sla —y =) Hipotesis
2) Sta EC, EP 1
3) « Hipotesis
(4) aASla—y=zx EC, EG, 1
(5) y== IC 3,2; MP 4
6) a—y==z
(7 y== Hipotesis
3) « ETI2, 7
9) y=z—-«

(10) a+y==z IB 6,9

(11) Az(a+y=2) IG 10

(12) VyAz(a < y=2z) IP 11

1
(13) Vza Teorema 2.9

(14)  Vza A Nzy(a A Sla —y=z) — \1/1'04

La otra implicacién es similar:
1

(1) Vza Hipotesis
(2) VyAaz(a s y=u2) Teorema 2.9
3) Az(a+ z=2) EP 2
(4) Sta+rz==z2 EG 3
(5) Sia EB, I, MP, 4
(6) Vza IP 5
(7) aASla Hipotesis
8) a—z==z EG, EB 3
(9) Sla—z=y EG, EB 3
(10) y=x EC 7, MP 8, MP 9, SI, TI
(11) aASla—oy==x
(12)  Azy(a ASla — y=x) IG 11
1
(13)  Vaa — Vaa A Azy(a A S¥a — y = 2)

Ejercicio: Comprobar que todas las generalizaciones en la prueba anterior son co-
rrectas.
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Forma prenexa Los lenguajes formales permiten definir una nocion de “com-
plejidad” de una afirmacién que resulta 1util en contextos muy variados. Es
frecuente que a los estudiantes les cueste asimilar la nocion de limite de una
funcién en un punto més de lo que les cuesta comprender otros conceptos del
mismo nivel. Uno de los factores que influyen en ello es que empieza mas o
menos asi: “Para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que para todo x € R, ...”
La dificultad no esté en que haya tres cuantificadores, pues una definiciéon que
empiece con “Para todo €, para todo § y para todo x se cumple ...” resulta
mucho maés sencilla. La complejidad de la definiciéon de limite se debe a que los
tres cuantificadores se alternan: “para todo. .. existe. . . para todo ...”

Vamos a definir la complejidad de una férmula en términos de la alternancia
de sus cuantificadores. Para ello introducimos la nocion de forma prenexa:

Definicién 2.13 Se dice que una foérmula sin descriptores a de un lenguaje
formal £ estd en forma prenera si a = wap, donde o es una férmula sin
cuantificadores y 7 es una sucesion finita de cuantificadores universales Az y/o
existenciales Vz. A 7 se le llama prefijo de o. En tal caso, se dice que « es
de tipo X, (II,,) si su prefijo consta de n bloques de cuantificadores alterna-
dos empezando por un cuantificador existencial (universal). Las férmulas sin
cuantificadores? se llaman formulas Ag.

Por ejemplo, una férmula de tipo X3 es

VazyAuvwVz(z +u =y A yov = 2).

Esta clasificacion tiene interés porque, como veremos a continuacion, toda
formula sin descriptores es logicamente equivalente a una formula en forma
prenexa. La prueba se basa en el teorema siguiente, que dejamos como ejercicio:

Teorema 2.14 Se cumple:
F(a— AzB) < Nz(a — B
F(a— VaB) < Va(a — B
Aza — B) < Va(a — B
) (

st x no estd libre en
( st x no estd libre en a,
( st x no estd libre en f3,
(Vza — B) & Nx(a — B
(aV AzB) < Az(aVv B)  six no estd libre en a,
(a Vv Vzp) < Vz(a Vv B)

F(Aza A B) < Nz(aAB)  six no estd libre en 3,
= (Vza A B) < Va(a A B)

Ahora es facil probar:

si x no esta libre en 3,

)
)
- )
- )
-
F si T no estd libre en «,

si x no estd libre en [3.

2En realidad, el concepto de férmula Ag depende del contexto, aunque se trata siempre
de una restricciéon sobre los cuantificadores que pueden aparecer en la formula. Aqui hemos
considerado el caso extremo de no admitir cuantificadores, pero, por ejemplo, en aritmética
se admite que contengan cuantificadores de la forma Az <y, Vz < y, mientras que en teoria
de conjuntos se admiten cuantificadores Az € y, V& € y en las formulas Ag.
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Teorema 2.15 Si « es una formula sin descriptores, existe otra formula 5 en
forma prenexa con las mismas variables libres que « tal que - a < .

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién sobre la longitud de «.

Si o = Ry ---t,, entonces ya estd en forma prenexa (porque al no haber
descriptores los términos no tienen cuantificadores). Tomamos 8 = .

Si o = —y, por hipotesis de inducciéon sabemos que - v <> wd, para cierta
formula 7§ en forma prenexa, luego por el teorema 2.11 tenemos = —y <> —md.
Aplicando (NG) y (NP) podemos “meter” el negador, y asi - —y > /=4, donde
7’ es la sucesion de cuantificadores que resulta de cambiar cada cuantificador
universal de 7 por uno existencial y viceversa.

Sia =+ — ¢, por hipotesis de induccion - v <> we y - § <+ 7'n. Aplicando el
teorema 2.9 si es preciso, podemos suponer que las variables que liga 7 no estan
en 7'n y viceversa. Por el teorema 2.11 tenemos que F a <+ (me — 7'n). Por el
teorema anterior, - a <> 7' (we — 1), y asi mismo, F (me = n) < (e — 7).

/1.1

Por (IG) y 2.11 tenemos que F 7/(re — ) « 7’7" (e = n) y, por lo tanto,
Fa+ a'n(e —n).

Si a = Az, por hipétesis de induccion F 7 <+ ©5. Por (IG) tenemos que
F Az(y <> ©8) y por 2.11 queda F a <> Azmd.

Es facil comprobar que en cada caso las variables libres de la férmula cons-
truida son las mismas que las de la férmula dada. [

En la practica es facil extraer los cuantificadores de cualquier formula dada
usando el teorema 2.14.

Sustitucion de variables ligadas Conviene observar que si en una expresion
cambiamos sus variables ligadas por otras “nuevas” obtenemos una expresion
equivalente. Para formular este hecho con precisién consideramos la definiciéon
siguiente:

Dada una expresion 6, pongamos que las variables que aparecen ligadas
en # se encuentran entre x,...,rg, y llamamos ug,...,u; a otras variables
(distintas de las x;) que no aparezcan en 6 ni libres ni ligadas. Definimos ¢’
como la expresion dada por las condiciones siguientes:

1. Si 6 = x;, entonces ' = x;.

Si 6 = ¢;, entonces 0’ = ¢;.

Si @ = Ry ---ty,, entonces 0’ = R, ---1,.
Si 0= fl'ty---ty, entonces 0’ = fI't} ---t],.
Si § = —a, entonces 0’ = /.

Sif =a— B, entonces ¢ =o' — .

o ; il
Si 0 = Az;a, entonces §' = Au;S%d/.

® N e s W

Si 0 = x;|a, entonces 0 = u;|Syia’.
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Es claro que ¢’ es la expresiéon que resulta de sustituir cada variable ligada x;
por la variable nueva wu;. Ahora, para subexpresiones de una expresion prefijada
que determina las variables x;, u;, razonamos como sigue:

. . . . . U4 Uq P
1. Las variables ligadas de cualquier sustitucion Sx& ~-~Sx;:9’ estan entre
ug, - - -, Uk, sin que la definicion de sustitucion obligue a introducir otras
nuevas.

En efecto, razonando por induccion sobre la longitud de 6, esto es inme-
diato si 6 es una variable o una constante y se sigue inmediatamente de
la hipotesis de induccion salvo si § = Az;a o 6 = z;|a. Consideramos el
primer caso, pues el segundo es anélogo.
Tenemos que ¢’ = Au;S¥ /. Si x;_ esta libre en ¢', ha de ser necesaria-
mente x; # z;, luego u;, # u;, luego
Uj /! — Uiy qug o/

Seir 0 = AuSzi Shiad,
y esto es trivialmente cierto si x;,. no estd libre en 6. Razonando del
mismo modo llegamos a que

Uiy Uigq

Uq ! u wu;
Seil -+ Spr 6 = NSyt - Sy Shia

Ui,

y, por hipoétesis de induccién, las variables ligadas de S;li ST S

estan entre uo, ..., ux, luego lo mismo vale para S;;! ---Sz;” 0.

2. ¢ tiene las mismas variables libres que 6 y sus variables ligadas estdn entre
UQy -y Uk -
Se prueba trivialmente por induccién sobre la longitud de 6. Los tnicos
casos no triviales se dan cuando 0 = Az, 0 6 = x;|a, en cuyo caso basta
tener en cuenta el apartado precedente.

Con esto ya podemos probar:

Teorema 2.16 Si 0 es una expresion cuyas variables ligadas estén entre las
variables xg, ..., Tk Y Ug, ... ur son otras variables (distintas de las x;) que no
aparezcan en 0 ni libres ni ligadas, llamando 6" a la expresion que resulta de
reemplazar cada ocurrencia ligada de x; en 6 por otra variable u;, si 6 es un
término, F (0 =6'), y si 6 es una formula, - (6 < ¢').

DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de 6.
Si 6 es una variable o una constante es inmediato, pues 6’ = 6.

Si @ = Ry - -ty, por hipotesis de induccion F t; = ¢}, de donde se sigue
facilmente la equivalencia - (0 <+ ¢’). El caso en que 6 = fI't; - - - t,, es similar.

Los casos en que § = -« 0 § = o« — 3 también son sencillos.

Si & = Az;a, por hipétesis de induccion - a « o', de donde se sigue
F Azi(a <> o), y a su vez b S¥a < S%a’. Si suponemos 6, tenemos S¥ o
(por EG), luego S¥ic, luego ¢ (por IG). Esto nos da la implicacion § — ', e
igualmente se prueba la opuesta.
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Si 0 = x;]a, por hipétesis de induccion F a <+ o, luego = Az;(a < o).
1 1
Por 2.11 tenemos que F Vz;o0 <+ Vx;a/. Por otra parte, se cumple también que

1 1
F Vo & \/ulsgl o
1

En efecto, si suponemos \x;a/, esto significa VyAz;(o/ « y = x;), de
donde podemos pasar a Az;(o/ <+ y = x;) por EP, de ahi a su vez, por EG,
pasamos a Syia’ <> y = u;, de donde /\ui(S;‘;a’ < y = u;), por IG, y por

1

ultimo \/y/\u,;(S;;o/ “ Yy = u;), que es Vuis;;o/ y esto nos da la implicacion

1 1
FVzo — \/uls;‘l o’. La implicaciéon opuesta se prueba igualmente.

1 1
En total tenemos que F Vz;a < \/uisgja’.

1 1
Ahora, si suponemos Vz;a, tenemos también \/ulsg o, de donde por DP,

uy

’
xi|a X .
szl 'y Sy, Sta/, pero de Az;(a <+ ') se sigue que
zi|a zilo, !
Splta > S,

z; o

luego tenemos Sz. “a/ = Siﬁlasz; o'. Asi pues,

v
zi|loqui o/ ui[Saj o quy; 1
Su; Sx;oz NSy, ° Sx:a ,
. Y . w1 . Y
luego la unicidad implica que x;|a = u;|S}ia’, es decir, que 6 = ¢
1 1
Si, por el contrario, =\/z;c, tenemos también ﬂ\/uisgja/, y DI implica en-
tonces que 6 = (x|z = ) = ' y en ambos casos tenemos la igualdad requerida.
n

2.5 Consideraciones finales

En este momento ya tenemos una idea precisa de lo que supone formalizar el
razonamiento matemaético: A partir de los axiomas de Peano se puede probar,
por ejemplo, (informalmente) que la suma de nimeros naturales es conmutativa.
Formalizar este razonamiento significa, no sélo expresar mediante féormulas del
lenguaje de la aritmética tanto los axiomas de Peano como la conmutatividad de
la suma, sino obtener esta férmula a partir de los axiomas formalizados mediante
una aplicacion sisteméatica de los axiomas y reglas de inferencia de K¢ (o de las
técnicas de deduccién practicas que hemos justificado). No es evidente a priori
que esto pueda hacerse. Y, aunque el lector lo intente y tenga éxito, eso no
garantiza que, en general, siempre que podamos convencernos racionalmente que
si unos objetos cumplen los axiomas de Peano deben necesariamente cumplir tal
otra propiedad (la conmutatividad de la suma o la que sea), encontraremos una
combinacion de reglas de inferencia en Kz que nos permita llegar de los axiomas
a la propiedad en cuestion. Si suprimiéramos algin axioma en K seria facil
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encontrar formulas logicamente validas no deducibles de los axiomas restantes,
pero, jcomo sabemos que no nos falta ningin axioma en K7 Podria faltar
algin axioma que no fuera necesario para extraer consecuencias sencillas de unos
axiomas dados, pero que fuera imprescindible para obtener otras consecuencias
logicas mas sofisticadas que ni se nos ocurren ahora. Demostrar que no es
asi, probar que K  captura fiel y plenamente el concepto de “razonamiento
matematico”, es el reto principal que tenemos planteado a medio plazo.



Capitulo III

Teorias axiomaticas

Hasta ahora nuestro interés se ha centrado en K, porque estamos intere-
sados en obtener una caracterizacion precisa del razonamiento matematico y
en el capitulo siguiente confirmaremos que K nos proporciona lo que busca-
mos, pero en realidad no nos interesa el razonamiento logico, sino lo que sucede
cuando aplicamos el razonamiento légico a determinados conjuntos de axiomas
con contenido matematico, como los axiomas de Peano o los axiomas de la teoria
de conjuntos. En este capitulo presentaremos algunas generalidades sobre las
teorias axiomaticas que resultan de fijar un conjunto “interesante” de axiomas y
discutiremos algunos casos particulares de teorias de interés. De paso tendremos
ocasion de examinar como trabajan los matematicos con estas teorias.

3.1 Consistencia y completitud

Definicién 3.1 Una teoria aziomdtica (de primer orden) sobre un lenguaje
formal £ es un sistema deductivo formal T sobre £ cuyos axiomas contengan a
los de K y cuyas reglas de inferencia sean las de K.

En estas condiciones, los axiomas de K se llaman aziomas ldgicos de T,
mientras que los axiomas de T' que no sean axiomas de K se llaman axiomas
propios de T. En la practica, cuando hablemos de los axiomas de una teo-
ria axiomatica se sobrentendera —salvo que se indique lo contrario— que nos
referimos a sus axiomas propios.

Observemos que si I es el conjunto de los axiomas (propios) de una teoria T
y « es cualquier formula de £, entonces

F T'Fa.
Lo Syss @

En efecto, una sucesion de formulas de £ es una demostraciéon en T si y
sOlo si es una deduccién en K a partir de I'. En un caso las férmulas de T" se
consideran como axiomas y en otro como premisas.

81
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Por ello, todos los resultados que conocemos sobre deducciones en K son
validos inmediatamente para cualquier teoria axiomética.

Uno de nuestros objetivos a largo plazo sera encontrar una teoria axiomética
cuyos teoremas sean precisamente los teoremas que aceptan como tales los ma-
tematicos. Veremos que no hay una sola. Dichas teorias se conocen como teorias
de conjuntos, porque pretenden formalizar la nocion informal (e imprecisa) de
conjunto.’

Un modelo de una teoria axiomatica T es un modelo M de sus axiomas,
es decir, un modelo de su lenguaje formal en el que son verdaderos todos sus
axiomas. Lo representaremos por M = T.

Del teorema de correcciéon 2.6 se sigue que si M F T, entonces todos los
teoremas de T son verdaderos en M (aunque puede haber férmulas verdaderas
en M que no sean teoremas de T'). Reciprocamente, ninguna féormula falsa en
M puede ser un teorema de T'.

Observemos que el concepto de teoria axiomaética es puramente formal, es
decir, que para definir una teoria axiomatica y trabajar con total rigor en ella
basta definir un lenguaje formal y seleccionar un conjunto de axiomas entre sus
formulas, sin que exista ninguna obligacion de explicar qué pretenden significar
los signos de la teorfa, es decir, sin necesidad de dar un modelo de su lenguaje
y mucho menos de sus axiomas.

Ejemplo La Aritmética de Peano (de primer orden) es la teoria axiomatica
AP sobre el lenguaje £, de la aritmética cuyos axiomas son los aziomas de

Peano: (AP1) Az o £0
(AP2) Azy(@’' =y =z =y)
(AP3) Az z+0==x
(AP4)  Azy(z+y' = (z+y))
(AP5) Az z-0=0
(AP6)  Azy(zy = zy + )

(APT) ¢(0) A Na(d(x) = ¢(a")) = Azg(2),
donde ¢ es cualquier formula, tal vez con méas variables libres aparte de x.

Observemos que el modelo natural del lenguaje £, es decir, el modelo cuyo
universo es el conjunto N de los ntimeros naturales y en el que los signos de £,
se interpretan de forma obvia, cumple N E AP, por lo que ya no nos referiremos
més a N como el modelo natural del lenguaje de la aritmética, sino como el
modelo natural de la aritmética (de Peano).

1Notemos que el hecho de que K capture plenamente la capacidad de razonamiento légico
no significa que capture la totalidad del razonamiento matemaético. Por ejemplo, si L, es el
lenguaje de la aritmética, en Kz, no puede demostrarse que 0 + 0” = 0””. Esto no es un
teorema légico, pues es facil dar un modelo de £, (interpretando la suma como cualquier
operacion que se nos antoje) en el que la sentencia sea falsa. Dicha sentencia puede probarse,
por ejemplo, a partir de los axiomas de Peano, pero éstos no son suficientes ni de lejos para
que a partir de ellos se pueda demostrar cualquier teorema matematico. Para ello hacen falta
teorias mucho maéas potentes.
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En efecto, la prueba consiste en constatar meramente que si tomamos cual-
quiera de los axiomas y aplicamos la definiciéon de N E «, obtenemos una afirma-
cion (informal) sobre los niimeros naturales, que no es sino la version informal
del correspondiente axioma de Peano y que, por lo tanto, es verdadera. Por
ejemplo, si consideramos una instancia del principio de induccién, vemos que

NE ¢(0) A Nz (¢(x) = o(2)) = Aao(x).
equivale a que (fijada una valoracion v), si
NEGO)[] v  NE(Az(p(x) = ¢(z")))[v],
entonces N £ Az ()[].

La primera parte de la hipétesis es que N F 8%¢[v], que por 1.12 equivale a
que N F ¢[vY], donde el 0 que aparece junto a v no es la constante 0, sino el
nimero natural 0.

La segunda parte de la hipdtesis equivale a que, para cada ndmero a, se
cumple N F (¢ — SZ ¢)[v?], es decir, a que si N F ¢[v?] entonces también

N E ¢[v¢*!] (donde hemos usado de nuevo 1.12).

Por su parte la conclusion a la que debemos llegar equivale a que todo niimero
a cumple N F ¢[v2].

En definitiva, que la férmula que estamos considerando sea verdadera equi-
vale a que sea verdadero el principio (informal) de induccion para la propiedad
Pa que se cumple si y solo si N F ¢[v?]. Notemos que, sea cual sea ¢, se trata
en tltima instancia de una propiedad del ntimero natural a expresable exclu-
sivamente en términos del cero, la operacién sucesor, la suma y el producto.?

|

El riesgo principal que corremos cuando definimos una teoria axiomatica es
que ésta resulte ser contradictoria:

Definicion 3.2 Un conjunto de féormulas I' de un lenguaje formal £ es con-
tradictorio si existe una formula o de £ tal que I' F « y '  —a. En caso
contrario se dice que es consistente. Equivalentemente, una teoria axioméatica T’
es contradictoria si existe una férmula a tal que Fa y F—a. En caso contrario
es consistente. T T

La equivalencia consiste en que, obviamente, una teoria axiomatica es con-
sistente o contradictoria si y s6lo si lo son sus axiomas: Es equivalente decir

2En definitiva, la prueba se reduce en tltima instancia a que si se cumple PO y cuando
se cumple Pn también se cumple P(n + 1), entonces todos los nimeros naturales tienen que
cumplir Pn, y es inconcebible que esto no sea cierto. Si tomamos cualquier niimero natural,
por ejemplo el 1000, podremos razonar en 1000 pasos que, o bien se cumple P1000, o bien
es falso uno de los supuestos que estamos haciendo. Esto no es demostrable racionalmente a
partir de principios méas elementales, sino que se cumple porque sabemos que la afirmacion
“todo ntimero natural cumple P” significa precisamente que se cumple POy Pl y P2y que
esta sucesion de afirmaciones se puede prolongar sin fin.
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“la aritmética de Peano es consistente” que decir “los axiomas de la aritmética
de Peano son consistentes”. En general, todos los resultados sobre consisten-
cia pueden enunciarse equivalentemente en términos de conjuntos de férmulas
o de teorias axioméaticas. Nosotros usaremos arbitraria e indistintamente una
u otra formulaciéon. El teorema siguiente muestra la importancia en la logica
matematica de la nocién de consistencia.

Teorema 3.3 Una teoria axiomdtica T sobre un lenguaje L es contradictoria
si y solo si todas las formulas de L son teoremas de T'.

DEMOSTRACION: Si en T puede probarse una contradicciéon, la regla de
inferencia (C) de contradiccién nos permite prolongar la prueba hasta una de-
mostraciéon de cualquier férmula. El reciproco es todavia méas evidente. m

Asi pues, la consistencia es el requisito minimo que ha de tener una teoria
axiomatica para que tenga interés trabajar en ella.

Nota A menudo conviene tener presente la version reciproca del teorema ante-
rior: Una teoria axiomdtica es consistente si y sélo si existe una formula que no
es un teorema. Por ejemplo, sabemos que K es consistente, pues sus teoremas
son necesariamente féormulas logicamente validas, y hay férmulas que no son
logicamente validas, luego no son teoremas logicos. Este argumento se puede
generalizar:

Teorema 3.4 Si una teoria aziomdtica tiene un modelo, entonces es consis-
tente.

DEMOSTRACION: Si una teoria T tiene un modelo M, entonces todos los
teoremas de T son verdaderos en M, y como en todo modelo hay afirmaciones
falsas (las negaciones de las verdaderas), concluimos que no todo es demostrable
en T n

Aunque no es trivial en absoluto, en el capitulo siguiente veremos que el
reciproco es cierto: si una teoria es consistente, entonces tiene un modelo, y ésta
es la interpretacion seméntica de la consistencia (que es un concepto puramente
sintactico): una teoria axiomatica es consistente si y solo si habla de algo, si y
solo si existen objetos que (con las relaciones y funciones oportunas) cumplen
lo que requieren sus axiomas.

En particular podemos afirmar que la aritmética de Peano es consistente, ya
que tiene su modelo natural.3

Cuantos méas axiomas le ponemos a una teoria, mas riesgo hay de que sea
contradictoria:

3El lector queda advertido de que hay quienes cuestionan este resultado, pues (al contrario
de lo que sucede con la consistencia de K, que puede probarse considerando un modelo
con un solo elemento) no puede considerarse una prueba finitista en sentido estricto, ya que
involucra de forma esencial al conjunto (infinito) de los nameros naturales como un todo, y
no es reducible a términos que involucren tnicamente procesos finitos.
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Teorema 3.5 Sean A y ' conjuntos de formulas de un lenguaje formal £ tales
que toda formula de A sea consecuencia de I' (esto sucede en particular si A
estd contenido en T'). Entonces, si I' es consistente, A también lo es y si A es
contradictoria, I' también lo es.

DEMOSTRACION: Una contradiccion deducida de las premisas de A puede
probarse a partir de I" deduciendo primero todas las premisas empleadas (lo cual
es posible por hipotesis) y después continuando con el mismo razonamiento. m

Observemos que la consistencia es una propiedad negativa: una teoria es
consistente si ciertas cosas no se pueden demostrar en ella. Esto hace que en
general no sea facil determinar si una teoria dada es consistente o no. De hecho,
veremos que en los casos méas importantes es imposible. Por ello tienen interés
los resultados de consistencia relativa, es decir, pruebas de que si una teorfa es
consistente sigue siéndolo al anadirle algtin axioma mas. En esta linea es ttil
tener presente la siguiente equivalencia:

Teorema 3.6 Sea I' un conjunto de formulas y a una sentencia. FEntonces
LU {a} es consistente* siy solo si no T+ —a.

DEMOSTRACION: Si I' F = entonces I' U {a} F oy T'U {a} F —a, luego
I'U {a} es contradictorio.

Si no I' b —a, para ver que I' U {a} es consistente basta probar que no
I'U{a} F —a, pero en caso contrario, por el teorema de deduccion (y aqui
usamos que « es una sentencia) tendriamos I' F o — —a, es decir, I' - —a V. —a.
Por consiguiente I' - =, en contra de lo supuesto. [

Por ejemplo, es equivalente decir que el quinto postulado de Euclides es
independiente de los deméas axiomas de la geometria (es decir, que no se puede
demostrar a partir de ellos) que decir que la negacion del quinto postulado es
consistente con los demas axiomas de la geometria.

Ejercicio: Mostrar que el teorema anterior es falso si @ no es una sentencia. (Consi-
derar, por ejemplo, I' = {Vzy-z =y}, a =z =1v.)

Clausuras universales Nada impide que los axiomas de una teoria formal
tengan variables libres, pero a veces conviene exigir que sean sentencias. Ello
no supone ninguna pérdida de generalidad por lo siguiente:

Dada una férmula «, su clausura universal es la sentencia o que resulta
de ligar todas sus variables libres con cuantificadores universales. Aplicando
repetidamente IG y EG se ve que

at af y att a.

4Evidentemente, I' U {a} representa el conjunto que resulta de afiadir la sentencia « a T
La notacién conjuntista es mera taquigrafia. El enunciado no corresponde a un teorema de
la teoria de conjuntos, sino que es un metateorema no formalizado, como todos los resultados
que estamos probando.
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Si llamamos I' al conjunto de las clausuras universales de las formulas de T,
resulta que toda formula de I' se deduce de I' y viceversa, por lo que ambas
tienen las mismas consecuencias logicas, y ademas el teorema 3.5 nos da que I’
es consistente si y so6lo si lo es I'. Mas atn, si M es un modelo del lenguaje
formal correspondiente, se cumple M F I" si y s6lo si M E I'°.

Ejercicio: Probar que en general no es cierto que - a <+ af, por ejemplo sia = x = .

Definicién 3.7 Una teoria axiomatica T es completa si toda sentencia® o de
su lenguaje formal cumple I;oz o) l;ﬂa.

Hay un caso en el que una teoria dada es indudablemente completa: si es
contradictoria, pero obviamente este caso carece de interés. Si la consistencia
es lo minimo que ha de cumplir una teoria axioméatica para que tenga interés,
la completitud es lo maximo que le podemos pedir. Una teoria completa es una
teoria capaz de resolvernos cualquier duda sobre su objeto de estudio.

Sin embargo, veremos que ninguna teoria matematica razonable y suficien-
temente potente (lo justo para poder demostrar que los ntumeros naturales cum-
plen los axiomas de Peano) puede ser completa.

3.2 La teoria basica de conjuntos

Presentamos aqui una versiéon simplificada de la teoria axiomatica que usan
habitualmente los matematicos, es decir, una teoria de conjuntos.

3.2.1 Axiomas y primeras consecuencias

Definicion 3.8 El lenguaje de la teoria de conjuntos L. es el lenguaje for-
mal (con descriptor) cuyo unico signo eventual es un relator diddico que re-
presentaremos por € y lo llamaremos relator de pertenencia. FEscribiremos
t1 ¢ to = ity € to. También es frecuente abreviar

Nueza=Aulucz— a), Vueza=VulucxzAa).

La teoria bdsica de comjuntos es la teoria axiomética B cuyos axiomas son
las sentencias siguientes:

Extensionalidad Azy(Au(u€z < ucy) —»z=1y)

Par NzyVzAu(u € 2z v u=2Vu=y)
Unién AxVyAu(u € y < Vo(u € v Av € z))
Diferencia ANzyVzAu(u € z v uecaAudy)

5La restriccion de la definicion a sentencias es fundamental. Si definiéramos la completitud
con férmulas cualesquiera, como la formula = # y es contradictoria, toda teoria consistente y
completa deberia cumplir ;(w = y) y admitiria a lo sumo modelos con un elemento.
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Vamos a analizar esta definicién.® Ante todo observemos que todo lo dicho
tiene sentido. La definicién anterior determina exactamente qué es una formula
del lenguaje Ly, qué es lo que significa “ser un axioma” de B y, por consiguiente,
esta perfectamente determinado qué significa “ser un teorema” de B. En breve
nos pondremos a demostrar formalmente teoremas de B y todo esto podemos
hacerlo sin responder en ningiin momento a la pregunta de “qué significa €”.

Maés atn, vamos a establecer, no sin cierta dosis de cinismo, que cuando
leamos sentencias de L., cada vez que nos encontremos con un Az leeremos
“para todo conjunto z”, cada vez que nos encontremos con un Vz leeremos
“existe un conjunto x tal que”, y cuando nos encontremos con una féormula x € y
leeremos que “el conjunto x pertenece a (o es un elemento de) el conjunto y”, y
si alguien nos pregunta qué queremos decir cuando hablamos de “conjuntos” y
de “pertenencia”, le responderemos que nada, que es s6lo una forma comoda de
leer las formulas de L¢.. Y lo bueno es que nadie podra acusarnos de falta de
rigor.

Mas concretamente, podemos leer el axioma de extensionalidad diciendo
que “si dos conjuntos z e y tienen los mismos elementos, entonces son iguales”,
y podemos trabajar con esta afirmacion, y deducir consecuencias logicas de ella
y los deméas axiomas, sin necesidad de dar explicaciones sobre qué son esos
conjuntos y esa relacion de pertenencia de la que se supone que hablamos.

Si nos cansamos de ser cinicos y preferimos ser algo méas conciliadores, po-
demos decir que suponemos que existen unos objetos llamados conjuntos, entre
los cuales esté definida una relacion de pertenencia, y de forma que, cuando
consideramos el modelo cuyo universo es la coleccién’ de todos esos conjuntos
e interpretamos el relator € como la relacion de pertenencia, todos los axiomas
de B resultan ser verdaderos.

Pero si nos preguntan si tenemos garantias de que existen realmente tales
objetos y tal relacion, o si podemos poner algin ejemplo de objetos que real-
mente cumplan esos axiomas, podemos responder sin vacilar que no necesitamos
responder a ninguna de esas preguntas para trabajar rigurosamente con la teo-
ria B, porque para razonar formalmente no es necesario conocer los objetos
sobre los que presuntamente estamos razonando, sino que basta con respetar las
reglas sintacticas de L. y las reglas deductivas de K, .

En resumen: todo el aparato logico que hemos montado hasta aqui nos sirve
ahora para que podamos hablar de conjuntos y de pertenencia sin necesidad de
responder a ninguna pregunta embarazosa sobre qué son los conjuntos y qué
es la pertenencia. Nos basta con suponer que los conjuntos y la pertenencia

SEl lector no debe preocuparse de momento por el contenido concreto de los axiomas que
acabamos de dar. Lo discutiremos unas paginas méas abajo, tras algunas reflexiones generales
sobre la teoria en general.

"Hasta ahora hemos venido empleando la palabra “conjunto” para referirnos a colecciones
de objetos bien definidas. Sin embargo, en este contexto no podemos seguir empleando esa
palabra sin caer en equivocos, por lo que aqui usamos la palabra “coleccion” para lo que
siempre hemos llamado “conjunto”. Sucede que ahora “conjunto” es un término técnico, el
nombre que damos a los objetos de un modelo de la teoria B, y asi, la coleccién de todos esos
objetos (que es un conjunto en el sentido general que hasta ahora ddbamos a la palabra), ya
no es un conjunto en el sentido técnico, pues no es (0, al menos, no tiene por qué ser) ninguno
de los objetos de dicho universo.
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cumplen los axiomas de B y respetar en todo momento las reglas de deducciéon
formal que hemos establecido.

Conceptos primitivos En la practica, cuando uno ya esta habituado a estas
situaciones y no necesita dar tantas vueltas a estos hechos, abrevia diciendo
simplemente que los conceptos de “conjunto” y “pertenencia” son los conceptos
primitivos (o no definidos) de la teoria B.

La logica formal tendra mil virtudes, pero si hoy tiene el grado de desarrollo
que tiene, es porque sirve precisamente para esto, para justificar que uno se
ponga a hablar de cosas sin decir de qué cosas estd hablando sin que nadie le
pueda reprochar falta de rigor. La fundamentacion de las mateméaticas consiste
esencialmente en eso: en poder hablar de conjuntos y de pertenencia sin verse
en la necesidad (o en el aprieto) de explicar qué significan exactamente estas
palabras.

Colecciones y conjuntos Una vez eximidos de la necesidad de explicar qué
es un conjunto o qué es la relacién de pertenencia, nada nos impide tratar de
formarnos una idea sobre qué caracteristicas tendrian que tener unos objetos
para cumplir los axiomas de B. Si x es un conjunto, entonces podemos hablar
de la coleccién (en el sentido no técnico de la palabra) de todos los conjuntos
que cumplen v € z. En principio, esa colecciéon recibe el nombre de la extension
de x, y lo que dice el axioma de extensionalidad es que si dos conjuntos tienen
la misma extensién, entonces son iguales.

De aqui obtenemos dos cosas: por una parte, cada conjunto (en el sentido
técnico, no definido, de la palabra) tiene asociada una coleccién de objetos
(su extension) y en segundo lugar estd completamente determinado por ella,
de modo que lo tnico que diferencia a un conjunto de otro es que haya otros
conjuntos que pertenezcan a uno y no al otro. Por lo tanto, podemos identificar
a un conjunto con su extension. Podemos considerar que cuando hablamos
de un conjunto, en realidad estamos hablando de su extensién. Segin esto,
los conjuntos son colecciones de objetos (colecciones de conjuntos). Eso si,
seria ingenuo y catastrofico identificar “conjunto” y “coleccion de conjuntos”.
Si resulta que B tiene un modelo M y considero unos cuantos objetos de M,
nadie me asegura que exista un conjunto (es decir, un elemento de M) cuya
extension sea precisamente la coleccion de objetos de M que he tomado. Todo
conjunto (elemento de M) puede identificarse con una coleccion de conjuntos
(de elementos de M), pero no toda coleccion de conjuntos (elementos de M) es
necesariamente identificable con un conjunto (elemento de M). De hecho, luego
veremos que siempre hay colecciones de conjuntos que no son (extensiones de)
conjuntos.

Definiciones formales Aunque la teoria tiene solo dos conceptos primitivos
(el de conjunto y el de pertenencia) podemos introducir otros nuevos. Por
ejemplo, podemos decir:

Definiciéon z C y = Au(u € 2 — u € y).

y establecer que este nuevo signo se lee “x es un subconjunto de 3.
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Analicemos esto. Se trata de una definiciéon formal en una teoria mateméa-
tica. No es la primera que nos encontramos, pero tal vez si la primera que
nos encontramos en el contexto en que los matemaéticos definen cosas cotidia-
namente. Nosotros estamos adoptando el convenio de que las definiciones de
este tipo son meras abreviaturas, es decir, los dos miembros de la definiciéon son
dos nombres distintos para la misma férmula. Vistas asi, las definiciones no son
“oficialmente” nada. No hemos anadido nada a la teoria, si en un razonamiento
pasamos de  C y a Au(u € z — u € y) simplemente estamos aplicando la regla
R de repeticién.

Hay otra forma alternativa de concebir las definiciones, que consiste en con-
siderar que C es un nuevo relator diddico que anadimos al lenguaje L. y que
la definicién es en realidad un nuevo axioma:

rCy+ Nu(uezr—ucy),

que a partir de este momento podemos utilizar en las demostraciones que ha-
gamos en B. Este planteamiento es méas complicado y no lo vamos a adoptar.
Lo citamos meramente para dejar claro que no es esto lo que hacemos. “Oficial-
mente” en L. no hay ningin relator diddico mas que = y €, cualquier férmula
en la que aparezca C es simplemente una férmula que hemos decidido nombrar
con un cierto convenio, pero podriamos nombrarla también sin considerar el
signo C.

Ahora podemos demostrar tres teoremas de B:
l};/\z:ch, ;/\xy(sz/\yCm%:r:y),

Il;/\xyz(sz/\yCz%sz).

Veamos, por ejemplo, el segundo:

(1) zCyAyCz Hipotesis
(2) zCuy EC1
3) ycuz EC1
4) Nu(uez—ucy) R 2

(5) Nu(uecy—ucaz) R 3

(6) uex—uey EG 4
(7) wuey—ucx EG 5
8) uex+ucy IB 6,7
9) Au(uezucy) IG 8
(10) Azy(Au(u € v <> u € y) — v =y) Extensionalidad
(11) Au(uer+ucy) »r=y EG 10
(12) z=y MP 9, 11
(13) zCyAhyCax—ax=y

(14) Ary(zCynyCa—z=y) IG 13

Esto serfa una demostraciéon en B segtin lo visto en los capitulos precedentes.
Sin embargo, un matemaético nunca detalla tanto los argumentos, sino que se
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limita a dar las ideas que considera suficientes para que cualquiera pueda desa-
rrollarlas si quiere hasta este nivel. En este caso (si no se limita a decir que es
evidente), el matemético dirfa algo asi como

Como = C y, tenemos que todo u € x cumple también u € y, y como
y C z, tenemos también la implicacién opuesta, luego tenemos que
u € x <> u € y. El axioma de extensionalidad nos da que x = y.

La cuestion es que esto es un argumento riguroso porque es formalizable,
porque si alguien pusiera alguna objecién siempre podria detallarse mas y més
hasta llegar si fuera preciso a la prueba completa anterior, donde se puede
comprobar sin lugar a dudas que cada paso sigue las reglas establecidas para la
deduccién en B (la generalizacion en 9 es legitima, etc.)

En lo sucesivo (salvo en contextos muy especificos) nunca volveremos a ra-
zonar numerando lineas y citando reglas de inferencia, sino que esbozaremos
las demostraciones siguiendo el uso habitual en matematicas, destacando los as-
pectos légicos subyacentes sélo cuando sean relevantes por algiin motivo. Pero
el lector debe tener claro que lo que distingue un razonamiento vélido de una
falacia es precisamente que el primero puede detallarse todo lo necesario hasta
explicitar qué regla de inferencia se aplica a cada paso y la segunda no.

Definiciones de términos Analicemos ahora el segundo axioma de B. Afirma
que, dados dos conjuntos, existe un tercer conjunto que los tiene por elementos.
Combinando esto con el axioma de extensionalidad podemos concluir (razo-
nando en B, por supuesto) que:

/\xy\l/z/\u(uEzHu:x\/u:y)

En efecto, la existencia nos la da el axioma del par, y la unicidad se debe
a que si 21 y 29 son dos conjuntos cuyos elementos sean x e y, entonces ambos
tienen los mismos elementos, luego z; = z3 por el axioma de extensionalidad.

El matematico dice entonces “llamaremos {z,y} al conjunto cuyos elementos
son x e y”, pero jcoémo debe entenderse esto? No es trivial. Cuando un matemé-
tico define algo como = C y, que aparentemente es un relator, siempre podemos
decir que no hay relator alguno, sino que se trata de una mera abreviatura, pero
iqué clase de abreviatura es {x,y}? ja qué término se supone que abrevia?

Hay basicamente tres formas de entender una definicién como ésta:

1. Considerar que la definicion del conjunto par de dos conjuntos supone
anadir un nuevo funtor diadico al lenguaje L., junto con el axioma

Aryu (u € {z,y} < u=2Vu=y).

2. Considerar que {x, y} no significa nada en realidad, pero que cada féormula
que contenga a este signo puede interpretarse como el nombre de otra
formula equivalente que no lo contiene.
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Por ejemplo, {z,y} € w puede verse como una forma de referirnos a la
formula
VzewNu (uezeou=2Vu=y).

3. Podemos usar el descriptor para definir (como abreviatura)

{ryy=z[Au (u€z e u=2Vu=y).

La posibilidad 1) supone que el lenguaje L. va cambiando a medida que
vamos definiendo cosas, y obliga a demostrar metateoremas que vengan a decir
(v justificar) que a efectos teoricos es como si no anadiéramos nada. La posibili-
dad 2) exige especificar qué condiciones se han de cumplir para que sea legitimo
anadir un signo y considerar que en el fondo es como si no estuviera. Todo ello
puede hacerse y, en el fondo, se adopte la opcién que se adopte, hay que hacerlo
de un modo u otro, pero a nuestro juicio la opcién 3) permite hacerlo de la forma
maés clara y elegante posible (con el coste que supone que el descriptor complica
ligeramente la sintaxis de los lenguajes formales, pero consideramos que dicho
coste es asumible a cambio de la claridad que proporciona en la gestion de las
definiciones).

Veamos con méas detalle lo que supone la opciéon 3). Hemos probado que

1
AzyVzAu (u € 2 <> u =z V u = y), y tenemos la regla de las descripciones
propias, que dice, en general, que

1
Vza b s#lea.

En nuestro caso concreto, con o = Au (u €z u=uxVu=y), teniendo
en cuenta que hemos definido z|a = {z, y}, lo que dice la regla es que

\1/z/\u(u€z<—>u:x\/u:y)l—/\u(ue{x,y}HuZxVu:y).

Es decir: si existe un inico conjunto con la propiedad de que sus elementos
son z e y, y llamamos {z,y} al z tal que z tiene por elementos a x e y, entonces
la regla DP nos dice que {z,y} tiene la propiedad que lo define, a saber, que
{z,y} es el conjunto de elementos z e y, tal y como queriamos.

Como nada exige que los conjuntos x e y sean distintos, podemos definir
{z} = {z,z} y entonces es claro que

Nzu(u € {z} + u = z).

Podemos repetir el argumento con los otros dos axiomas. El axioma de la
unién combinado con el de extensionalidad nos permite probar que

/\x\l/y/\u(u ey« Vo(ueovnv e ).

(Nuevamente, dos conjuntos que cumplieran lo que se afirma de y tendrian los
mismos elementos, a saber, los elementos de los elementos de z.) Por eso, si
definimos

Uz =ylAu(u €y <+ Vo(uevAve ),
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la regla DP nos permite concluir que
Azu(u € Jz < Vo(u € v Av € 1)).

Por dltimo, del axioma de la diferencia y el de extensionalidad deducimos

1
NzyNVzNu(u € z < uecazAudy),
lo que nos permite definir
r\y=z[Au(u€ezuexAnudy),

y demostrar que
Neyu(u € x\y <> u€x Audy).

En particular vemos que Auu ¢ z\ z, luego VyAuu ¢ y, es decir, existe un

1
conjunto sin elementos, y por el axioma de extensionalidad \VyAuu ¢ y, ya que
si hubiera dos conjuntos sin elementos, ambos tendrian los mismos elementos
(ninguno), luego por el axioma de extensionalidad serian el mismo. Esto nos
permite definir el conjunto vacio como

o=yl Nuugy,
y asi DP nos da que Auu ¢ @.

Por otra parte, en B podemos demostrar que

1
NzyVzN\u(u € 2z <3 u €z Vucy).

En efecto, para la existencia tomamos z = J{z,y}, y la unicidad la da el
axioma de extensionalidad. Consecuentemente, podemos definir la unién de
conjuntos mediante

rUy=zlAu(u€zucaVucy),
y demostrar mediante DP que

Nzyu(u € Uy < u€xVucy).

1
Por tltimo, demostramos que /\xy\/z/\u(u czuerNuce y) tomando
z=(xUy)\ ((z\y)U(y\ z)) para la existencia y usando el axioma de exten-
sionalidad para la unicidad. Esto nos lleva a definir la interseccién de conjuntos
como
rNy=zlAu(u€zeuecaAucy),

y demostrar que
Nzyu(u €z Ny u€x Au€y).

Otro concepto conjuntista basico que podemos definir en B es el de par
ordenado:
(z,y) = {{z}, {z, y}}-
Con esta definicién es pura rutina comprobar que

Naya'y' ((z,y) = (@) < x=2" Ny =1).



3.2. La teoria béasica de conjuntos 93

3.2.2 Clases y conjuntos

Podemos preguntarnos si existe un conjunto que contiene a todos los conjun-
tos, es decir, si Vy/\z = € y. La respuesta es que la teoria B dista mucho de ser
completa, y en ella no puede demostrarse ni esta sentencia ni su negacion, pero,
a pesar de ello, nada nos impide hablar en B de la clase de todos los conjuntos.
Maés en general, si ¢(z) es cualquier formula de Ly (tal vez con méas variables
libres), escribiremos

A=A{z|o(x)}
para referirnos a la clase de todos los conjuntos que cumplen ¢(z), con indepen-

dencia de que exista o no un conjunto cuyos elementos sean los conjuntos que
cumplen ¢(z). En estos términos, la clase de todos los conjuntos es

V={z|z=1x}.

En este punto el lector hara bien en rebelarse, porque esto que acabamos de
decir no tiene rigor alguno. El lector tiene derecho a preguntar qué es exacta-
mente una clase y se trata de una pregunta embarazosa, pero, como es habitual,
ante las preguntas embarazosas sobre qué sentido tiene lo que hacemos pode-
mos dar las respuestas “oficiales” (formales) y luego, cuando el formalismo nos
saca del apuro, podemos abordar la cuestién semanticamente ya sin compromiso
alguno. Empecemos con la parte formal:

Si ¢(x) es una formula de Lt (tal vez con mas variables libres), usaremos la
notaciéon

A={z|¢(x)}
(léase “A es la clase de todos los conjuntos que cumplen ¢(x)”) para expresar

que cuando escribamos x € A no querremos decir ni mas ni menos que ¢(x).
Maés precisamente, si B = {z | ¢(z)} es otra clase, entenderemos que:

1. z € A= ¢(x).

2. y=A=Nz(z ey e )= Ne(x €y & é(x)).

3. A=B=Nz(x € A+ x € B) = Nz(o(z) + ¥(z)).

4. Acz=\Vyczy=A=\VyeczN\z(zx cy < ¢o(x)).

5. Ae B=Vyly=AAy e B)=Vy(A\z(z €y < o(x) Ap(y)).

Notemos que si una férmula contiene una variable, ésta aparece necesaria-
mente en subférmulas de tipo x =y o « € y, por lo que si en cualquier formula
de L. sustituimos algunas de sus variables libres por una o varias clases, la
expresion resultante nombra a una féormula concreta de Ly, la que resulta de
sustituir las subformulas atomicas que contienen clases por las definiciones que
acabamos de dar.

Por ejemplo, si escribimos A C B, no hay ninguna duda sobre a qué formula
de L. nos estamos refiriendo: segtn la definicion de la inclusion se trata de la
férmula,

Nz(x € A — x € B) = Nz(o(z) = ¥(z)).
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Para interpretar un término ¢ definido en términos de clases aplicaremos el
criterio anterior a una féormula equivalente a = € ¢ que no tenga descriptores®.

Por ejemplo, para interpretar qué es A U B observamos que
reyUzeoxeyVao ez,
y la formula de la derecha ya no tiene descriptores, por lo que interpretamos
r€AUBw e AVae B+ ¢(x) V().
Podemos resumir esto diciendo que
AUB={z|ze€ AV e B}

En resumen: cada clase esta definida a partir de una férmula, y una férmula
que contiene clases se puede interpretar inequivocamente como una férmula
“normal” de L. sin més que sustituir cada apariciéon de una clase en una sub-
férmula atémica por la féormula que hemos indicado. En particular, cuando
decimos que dos clases son iguales (A = B) esto simplemente significa que las
formulas que las definen son equivalentes.

Esto zanja completamente el problema desde un punto de vista formal: men-
cionar clases es riguroso porque cualquier enunciado que mencione clases hace
referencia a una férmula de L. perfectamente determinada.

Pero todavia no hemos terminado: vamos a introducir una notacién adicional
al respecto de las clases. Si tenemos una clase A = {x | ¢(x)}, diremos que “A
es un conjunto” para referirnos a la formula de Ly,

VyNe(z € y & 2 € A) = VyNz(z € y & ¢(2)),

y en tal caso identificaremos la clase A con el conjunto y, que serd tnico por el
axioma de extensionalidad. En otras palabras, cuando decimos que una clase
(definida por una férmula ¢(x)) es un conjunto, queremos decir que existe un
conjunto cuyos elementos son justamente los conjuntos que cumplen ¢(x).

Si una clase A no es un conjunto diremos que es una clase propia. Con-
cretamente, esto significa que no existe ningtin conjunto cuyos elementos sean
todos los conjuntos que satisfacen la formula que define la clase. Puesto que
simplemente estamos adoptando ciertos convenios para nombrar ciertas formu-
las de Li¢, lo que hacemos es completamente riguroso y no tenemos obligacion
de dar més explicaciones.

Y ahora, una vez libres de toda obligacién, vamos a considerar las clases
desde un punto de vista seméntico por pura curiosidad. Para ello supongamos
que conocemos un modelo M de B (mas adelante mostraremos uno explicita-
mente). Eso significa que M nos da una interpretacion posible de los términos
“conjunto” y “pertenencia’. Respecto a esta interpretacion, los conjuntos son los
objetos del universo de M.

8Veremos mas adelante que siempre es posible encontrar una férmula asi (teorema 3.32 y
observaciones posteriores).
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Ya hemos dicho que cada conjunto a puede verse como una coleccion de
objetos, a saber, su extension, la coleccion de los objetos de M que pertenecen a
a (con respecto a la relacion de pertenencia fijada por M), y ahora anadimos que
a cada clase A = {x | ¢(z)} también podemos asociarle una interpretacion en M,
a saber, la coleccion de todos los objetos a de M que cumplen M E ¢[ve] (para
cierta valoracion que sera relevante si ¢ tiene otros parametros). Dicha coleccion
(a la que podemos llamar también la extension de A) estard perfectamente
definida (supuesto que el modelo M lo esté), pero puede, o no, ser la extension
de un conjunto, y eso es lo que significa que la clase A sea o no un conjunto
respecto del modelo M.

Asi pues, desde un punto de vista semantico (respecto de un modelo prefijado
de B) tanto las clases como los conjuntos pueden verse como colecciones de
conjuntos. Un conjunto es la extensiéon de uno de los objetos del modelo y
una clase propia es una coleccion de conjuntos que tienen en comun satisfacer
una determinada férmula (con unos parametros prefijados), pero que no es la
extension de un conjunto del modelo.

Esto tiene un correlato puramente formal: notemos que, de acuerdo con las
definiciones que hemos dado, las formulas A € 2 0 A € B (donde A y B son
clases), implican que la clase A es un conjunto. Como, por otra parte, todo
conjunto x pertenece al menos a otro conjunto (z € {z}), podemos decir que
una clase es un conjunto si y sélo si pertenece a otra clase o conjunto.

Ejemplo Ahora podemos ver en qué queda la paradoja de Russell en la teo-
ria B. Si en B (o0 en otra teoria de conjuntos cualquiera) pudiéramos demostrar
que VyAu(u € y <+ u ¢ u) (es decir, que existe un conjunto cuyos elementos son
los conjuntos que no se pertenecen a si mismos) tendriamos una contradiccion,
pues dicho conjunto y deberia cumplir y € y <> y ¢ y. Pero esta observacion no
nos lleva a una contradiccién, sino que simplemente constituye la demostracion
en B de la férmula
“VyAu(u € y < u ¢ u).

Equivalentemente, no existe ningtin conjunto cuyos elementos sean los conjuntos
que no se pertenecen a si mismos. Podemos expresar este hecho en términos de
clases definiendo R = {z | = ¢ x}. Lo que acabamos de probar es que no hay
ningtn conjunto cuyos elementos sean los de R o, lo que es lo mismo, la clase R
no es un conjunto. En particular R ¢ R, pero esto no implica que R € R, pues,
de acuerdo con las definiciones que hemos dado, R € R exigiria que R fuera un
conjunto, y ya hemos visto que no lo es.

El hecho de que R no sea un conjunto se interpreta como que no hay ningtan
objeto en M cuyos elementos sean precisamente los elementos de R. No hay
contradiccién alguna en ello: la extensién de la clase R en un modelo de B no
puede ser la extensién de un conjunto. m

Segun acabamos de ver, hay formulas (como = ¢ x, aunque mas adelante
veremos ejemplos més sustanciosos) que definen clases propias en cualquier mo-
delo, es decir, formulas que son satisfechas en un modelo por colecciones de
conjuntos (bien definidas) que no son la extension de ningtin conjunto. De aqui
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se sigue inevitablemente que es del todo inviable identificar “conjunto” con “co-
leccion de objetos”. El lector debe entender que el término “conjunto” es un puro
tecnicismo. No podemos acabar ninguna frase que empiece por “un conjunto es
una coleccion de objetos tal que...” Sencillamente, los conjuntos, en el sentido
en que los matematicos usan esa palabra, son “ciertas” colecciones de elementos,
pero no unas en concreto, sino que cada modelo de una teoria de conjuntos
contiene unos objetos que son susceptibles de ser llamados “conjuntos” y, dentro
de cada modelo, ciertas colecciones de conjuntos seran conjuntos y otras no.

En realidad la situacion puede ser “peor”: si definimos de algtin modo una
coleccion A de algunos de los objetos de su universo, podemos encontrarnos con
tres situaciones: 1) que A sea la extension de un conjunto de M, 2) que A no
sea la extension de un conjunto de M pero si la de una clase, es decir, que sea
la coleccion de los conjuntos de M que satisfacen una determinada férmula, o
3) que A no sea ni la extensién de un conjunto ni la de una clase.’

Nota En este punto el lector puede revisar la seccién A.1 del apéndice A en la
que se exponen los principales conceptos conjuntistas, todos los cuales pueden
ser formalizados en B en términos de clases.

3.2.3 Numeros naturales

A pesar de su simplicidad, la teoria B permite definir los nimeros naturales.
La idea basica es que podemos definir

¥ =xzU{r}
Con esta definicién de “sucesor” podemos ir definiendo

0=go

. 1=0=o0uf{0o}={0}, 2=1=10{1}={0,1}, 3=2={0,1,2}

y asi sucesivamente. El problema es que “y asi sucesivamente” no sirve. Las
teorias formales nos permiten escaquearnos de definir sus conceptos primitivos,
pero eso es a cambio del compromiso de razonar tnicamente deduciendo férmulas
a partir de los axiomas, y si queremos demostrar algo asi como que “el siguiente
de un nimero natural es un nimero natural”, necesitamos haber definido una
formula Nat z, con la que podamos enunciar y demostrar Az(Nat z — Nat z’), y
el “asi sucesivamente” no nos da una férmula de Li.. Para encontrar esa férmula
empezamos definiendo algunos conceptos:

Definiciéon 3.9 Diremos que un conjunto x es
1. transitivo si \u € x u C x,

2. €-conerosi Nuv € x(u €v Vv EuVu=uo),

9Al final del capitulo siguiente veremos que toda teoria de conjuntos consistente suficien-
temente potente tiene siempre modelos en los que se da este tercer caso.
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3. bien fundado si Nu(u C 2 Au# @ — Vv € uvNu = @). Un conjunto v
que cumpla esta definicion recibe el nombre de elemento €-minimal de u.

4. x es un ordinal si cumple las tres propiedades anteriores.

Llamaremos 2 a la clase de todos los ordinales.

Con mas detalle: un conjunto = es transitivo si todos sus elementos son
también subconjuntos suyos. Una forma equivalente de expresar esta propiedad
es Auv(u € v Av € x — u € ), y de ahi el nombre de “transitividad” (de la
pertenencia).

Un conjunto es €-conexo si dos cualesquiera de sus elementos estan “conecta-
dos” por la pertenencia, en el sentido de que uno pertenece al otro (entendiendo
que hablamos de dos elementos distintos). Notemos que si y es €-conexo y
x C y entonces x también es €-conexo, pues dos de sus elementos son también
elementos de y, luego estdn conectados por la pertenencia.

Por tltimo, un conjunto x esta bien fundado si cada subconjunto no vacio u
tiene un elemento €-minimal, es decir un v € u tal que ningtn elemento w € u
pertenece a v. También se cumple que si y esta bien fundado y = C y entonces
x esté bien fundado, pues todo v C x no vacio cumple también v C y, luego
tiene un €-minimal por la buena fundacién de y. Necesitaremos una propiedad
elemental de los conjuntos bien fundados:

Teorema 3.10 Si z es un conjunto bien fundado entonces x ¢ x.

DEMOSTRACION: Si z € z entonces {z} C z A {z} # @&. Sea u un elemento
€-minimal de {z}. Necesariamente, u = x, pero x € x N {z}, contradiccion.
u

Con esto podemos probar:
Teorema 3.11 0 € QA Az € Q 2/ € Q.

DEMOSTRACION: Notemos que 0 = & cumple trivialmente las tres condi-
ciones de la definicion de ordinal (es transitivo porque no existe ningtin v € &
que pueda incumplir la definicién, es €-conexo porque no existen u,v € & que
puedan incumplir la definicién, y esta bien fundado porque no existe ningin
u C &, u # @ que pueda incumplir la definicién).

Supongamos ahora que x es un ordinal. Si u € 2’ = z U {z}, entonces
u € x V u = x, pero en ambos casos u C x, en el primero porque z es transitivo.
Esto prueba que z’ es transitivo.

Siu,v €2, entonces u €ExVu=xyv€xVuwv=ux Estonosda cuatro
casos: u € x Av € x obienu € x Av ==z, 0bienu =2 A v € x, o bien
uw = ¢ = v. En el primero tenemos que u € v V v € u V u = v porque x es
€-conexo, y en los otros tres tenemos u € v, v € u, u = v respectivamente. Esto
prueba que x’ es €-conexo.

Tomemos v C 2’ A u # & y veamos que tiene €-minimal. Tratemos aparte
el caso en que u = {z}. Entonces v = z es un €-minimal de u, pues zN{z} = @.
En efecto, si existiera w € z N {x}, serfa * = w € x, en contradiccion con el
teorema anterior.
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Como u C z U {z}, si no se da la igualdad u = {z} es porque uNz # J, y
tenemos asi un subconjunto no vacio de . Como x esta bien fundado existe un
v € uNx que es E-minimal para esta intersecciéon. Vamos a ver que es €-minimal
de u.

En efecto, si w € vNu, entonces w € o', luego w € x V w = z. En el primer
caso w € uNxy w € v, lo que contradice que v sea €E-minimal de u N z. En el
segundo caso x = w € v € z, luego, por la transitividad de x, resulta que = € =z,
en contradiccién con el teorema anterior. n

En vista de este teorema resulta que 0 es un ordinal, luego 1 = 0’ es un
ordinal, luego 2 = 1’ es un ordinal y, en definitiva, todos los ntimeros naturales
son ordinales, pero no podemos demostrar tal cosa porque no tenemos una
definicion de ntmero natural. En realidad vamos a definir los ntimeros naturales
como los ordinales que cumplen una propiedad adicional, pero antes de ello
necesitamos demostrar algunas propiedades sobre ordinales.

Notemos que, por ejemplo, 5 = {0,1,2,3,4}, de modo que los elementos del
ordinal 5 son otros ordinales. Esto es cierto en general:

Teorema 3.12 Los elementos de los ordinales son ordinales.

DEMOSTRACION: Sea y € Q y sea « € y. Por transitividad x C y y por
consiguiente = es conexo y bien fundado. Falta probar que es transitivo, es decir,
que Auv(u €EvAvEx — u € ).

Siu€vAv€x, tenemos v € x Az € y, y como y es transitivo, v € y,
e igualmente u € y. Asi pues, {u,v,2} C y. Como y esta bien fundado se
cumplira

un{u,v,z} =2 VvV vN{uyv,z} =2 V znN{uvz}=2a,

pero u € v N{u,v,z} y v € x N {u,v,z}, luego ha de ser u N {u,v,z} = 2.
Como y es conexo ha de ser u € ¢ V x € u V u = x, pero si ¢ € u entonces
x €unN{u,v,x} =, ysix=uentonces v € uN{u,v,x} = F. Asi pues, se ha
de cumplir u € x, como queriamos. n

Notemos que el teorema anterior puede enunciarse asi:
Nzy(z ey nyeQ —xeQ),
pero esto es lo mismo que decir que la clase 2 es transitiva.
Definiciéon 3.13 Si x, y son ordinales, escribiremos z <y =z C v.
Alternativamente, podriamos definir una clase
<={(z,y) €QxQ|zCy},

y trivialmente se trata de una relacion de orden (porque la inclusion siempre es
una relaciéon de orden), pero restringida a cada ordinal resulta ser una relacion
de orden total. En efecto, si x € Q y u,v € z, entonces u € v Vv € u V u = v,
y como sabemos que u, v son ordinales, en particular son transitivos, y resulta
que v Cv Vv Cu. Mas aun:
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Teorema 3.14 Si x es un ordinal y @ # u C x, entonces todo €-minimal v
de u es, de hecho, el minimo de u para la relacion de inclusion. Por lo tanto
todo ordinal estd bien ordenado por la inclusion.

DEMOSTRACION: En principio tenemos que v Nu = @. Siw € u C x,
entonces v,w € x, luego w € v Vv € w Vv = w. El caso w € v no puede darse,
pues implicaria que w € vNu = J. En los otros dos casos, como w es un ordinal
(por ser elemento de x) es transitivo y se cumple que v C w, es decir, v < w.
Asi pues, v es menor o igual que cualquier elemento w € u. Como un conjunto
ordenado sélo puede tener un minimo, u tiene un tinico €-minimal. m

Cada ntmero natural (en el sentido en que pensamos definirlos en B) esta
formado por los niimeros menores que él. Asi, el hecho de que (informalmente)
3 < 5, se traduce en B en que 3 € 5. Para sacarle partido a esta observacion
demostramos lo siguiente:

Teorema 3.15 A\zy c Qz <y >z cyVvaz=y).

DEMOSTRACION: Si z # y entonces y \  # &. Como y es un ordinal, y \ =
tiene un elemento €-minimal v € y \ «, de modo que u N (y \ ) = &. Basta
probar que u = x, pues entonces tenemos que x € y.

Si z € u, entonces z ¢ y\ zy z € y (por transitividad, pues z € u € y),
luego z € x. Por lo tanto u C .

Si z € x, entonces tenemos z, u € y, luego z € uVu € 2V z=u. Siu € z,
entonces u € z € z, luego u € x, contradiccion (u € y \ x). Si z = u entonces
de nuevo u € x, contradicciéon. Por lo tanto z € u, y asi * C u. En definitiva,
tenemos la igualdad u = . [

Notemos que no pueden darse a la vez los dos casos x € y A x = y, pues esto
supondria que y € y, cuando hemos probado que un conjunto bien fundado no
se pertenece a si mismo. Por lo tanto, si definimos

r<y=x<yAx#y,
tenemos que si x,y son ordinales entonces x < y <> = € y.
Teorema 3.16 La interseccion de dos ordinales es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sean x, y ordinales. Como z Ny C z, trivialmente x Ny
es conexo y bien fundado. Falta ver que es transitivo. En efecto:
SiuexnNy,entoncesu Ex ANuecy,uCrAuCy, luegopuCrNy. =

Con esto podemos probar un resultado no trivial. Hasta ahora sabemos que
si ¢ y y son dos elementos de un ordinal (dos ordinales que pertenecen a otro
ordinal), entonces € y V y €  V x = y. Ahora podemos probar que esto es
cierto sin suponer que x e y son elementos de otro ordinal:

Teorema 3.17 Azy € Q(z cyVycaVr=y).
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DEMOSTRACION: Ny es un ordinal, t Ny C x y Ny C y. Por el teorema
3.15 tenemos (zNy eaxVaezNy=x)A(zNy €yVany=y). Estonos da
cuatro casos:

(xNyexzAhznyey)V(zNyexzAzNy =y)

VENny=zAzNyey)VeNy=xzAzNy=y),

oseaxzNyexNy V yex V z€y V z=y. Elprimer caso se descarta
por el teorema 3.10. n

Notemos que el teorema anterior es lo que significa precisamente la sentencia
“Q) es una clase €-conexa’. También hemos visto que es transitiva, luego estamos
a un paso de probar lo siguiente:

Teorema 3.18 () es un ordinal.

DEMOSTRACION: Sélo nos falta probar que €2 esta bien fundada. Si tomamos
la definicion de “x esta bien fundada” y sustituimos z por ) vemos que lo que
tenemos que probar es que

Nu(uCc QAu+#2 — Vv ecuvnu=2),

donde a su vez hay que entender que u C Q significa Aw(w € u — w € Q).

En definitiva, hemos de demostrar que si u es un conjunto no vacio cuyos
elementos son ordinales, entonces tiene un €-minimal. Podemos tomar w € u
(que sera entonces un ordinal) y distinguimos dos casos. Si w es un €-minimal
de u, no hay nada que probar. En caso contrario, existe un z € w N u, luego
wNu # &. Asi wNu es un subconjunto no vacio de w, que es un ordinal, luego
existe v € w N wu que es €-minimal para la interseccion. Basta probar que v es
€-minimal para u.

En caso contrario existiria un z € v Nwu, pero z € v € w y w es transitivo,
luego z € w, luego z € v N (w Nu), en contradiccion con la €-minimalidad de v
en wMNu. u

De aqui podemos deducir un hecho interesante:
Teorema 3.19 ) es una clase propia.

DEMOSTRACION: El enunciado significa que no existe ningin conjunto cuyos
elementos sean todos los ordinales. La demostracion consiste en observar que si
x fuera tal conjunto, toda la prueba del teorema anterior valdria para concluir
que z es un ordinal, es decir, que x € €2, y entonces deberia cumplirse x € x, en
contradiccion con el teorema 3.10. L]

Este teorema es la version atenuada de lo que en la teoria de conjuntos
ingenua de Cantor era una paradoja conocida como la Antinomia de Burali-
Forti. En efecto, Cantor defini6 los ordinales de forma muy distinta a como lo
hemos hecho aqui, pero la situacion era equivalente: el “conjunto” de todos los
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ordinales debia ser el mayor ordinal posible, pero por otra parte se demostraba
que era un ordinal, y como tal debia tener un siguiente. El error estaba en
pretender que cualquier coleccién bien definida puede considerarse un conjunto,
como si “conjunto” fuera lo mismo que “coleccion”.

Asi tenemos una prueba manifiesta de que quien identifique ingenuamente
“conjunto” con “coleccién de objetos”, no puede entender nada de lo que estamos
diciendo y, lo que es peor, se vera abocado a contradicciones, pues se encuentra
con una demostracién de que la “coleccion de todos los ordinales” no es un
conjunto y, al mismo tiempo, (supuestamente) es un conjunto (porque es una
coleccion).

En nuestro contexto no hay contradicciéon alguna. Desde un punto de vista
formal tenemos meramente la constatacion irrefutable de que no podemos pre-
tender que cualquier formula defina un conjunto. Desde un punto de vista
semantico, si tenemos un modelo M de B, la clase () se interpreta en M como
una coleccion de conjuntos bien definida (la coleccion de los conjuntos que satis-
facen la definicion de ordinal), pero resulta que no es (la extension de) ninguno
de los conjuntos de M, por lo que, aunque tenga las propiedades que definen a
los ordinales, no se le pueden aplicar los teoremas de B (que son vélidos para
todos los objetos de M, entre los que no esté la interpretacion de Q) y por ello
no podemos afirmar que € tenga un siguiente, ni tampoco que Q € Q (pues 2
es una coleccion de objetos de M y Q no es uno de ellos).

Antes de pasar a definir los nimeros naturales demostramos un tltimo teo-
rema, sobre ordinales. En lo sucesivo, cuando digamos que « es un ordinal se
entendera que a es un conjunto que es un ordinal.

Teorema 3.20 Se cumple:

1. 0 es el minimo ordinal.

2. Si a es un ordinal, entonces o también lo es, y es el minimo ordinal
mayor que o (es decir, \B € Q(a < B — o < B).

3. Todo conjunto de ordinales x C §) tiene supremo o = Jx.

DEMOSTRACION: 1) ya hemos probado que 0 es un ordinal, y es el minimo
porque el conjunto vacio esta contenido en cualquier conjunto.

2) Ya hemos probado que o’ € Q. Si a < 8 entonces a € 3, luego « C S,
luego o' = a U {a} C B, luego o/ < 5.

3) Como todo « € x esta contenido en €, es claro que o C 2, luego es un
conjunto conexo y bien fundado. Hemos de probar que es transitivo, pero si
B € o, entonces existe un a € x tal que 8 € a, luego por la transitividad de «
es 8 C a C 0. Por consiguiente ¢ € €). Teniendo en cuenta que el orden es la
inclusion, es inmediato que o es el supremo de . L]

Definicion 3.21 Un conjunto n es un nimero natural si cumple:
neQANa(faen wa=0vVpcaa=4).

0 sea, un nimero natural n es un ordinal tal que todos los ordinales 0 < oo < n
tienen un inmediato anterior (es decir, son el siguiente de otro).
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Tenemos asi definida una formula precisa de Ly, la cual nos permite a su
vez considerar la clase de todos los nimeros naturales, a la que llamaremos w.

Teorema 3.22 w es un ordinal (aunque no necesariamente un conjunto).

DEMOSTRACION: Como w C €, es trivialmente una clase €-conexa y bien
fundada, y basta ver que es transitiva. Si u € v A v € w, entonces v es un
nimero natural. Por definicién tenemos que

Na(acv wa=0vVBcaa=p),
como u < v, se cumple que v’ < v < v’ y en particular
Na(acv - a=0vVBeaa=7),

luego u € w. n

Teorema 3.23 (Axiomas de Peano) Se cumple:
1) 0 € w,
2) A\ncewn' €w,
3) Anewn/ #0,
4) Amn € w(m’ =n’ - m =n),
5 NyyCcwAhOeyANAneyn cy—y=uw).
DEMOSTRACION: 1) es trivial.

2)sin €wy a€en’ entonces, o bien a € n' o bien a = n’. En el primer
caso « = 0V VB € aa = ', porque n € w. Esto también se cumple en el
segundo caso, tomando 3 = n. Por consiguiente n’ € w.

Las propiedades 3) y 4) son trivialmente validas para ordinales cualesquiera,
pues 0 < n < n’, luego 0 € n/, luego n’ # 0. Por otra parte, si m’ = n’, tiene
que ser m = n, ya que si fuera m < n entonces m’ < n < n’, luego m’ # n/, e
igualmente si n < m.

5)Siy CwAO€yAAn€yn €y peroy # w, tomemos z € w \ y.
Entonces z € 2’ \ y C z’. Como 2’ es un ordinal, existe un €-minimal n € 2’ \ y.
No puede ser n = 0, pues 0 € y, n ¢ y. Como n es un namero natural, por
definicion existe un m € n tal que n = m’. Como n es minimal, no puede ser
que m € 2"\ y, pues entonces m € nN (2" \ y). Por lo tanto m € y (notemos
que m € n € 2, luego m € 2/, por transitividad). Pero estamos suponiendo que
m € y implica n = m’ € y, contradiccion. "

En B no puede probarse que w sea un conjunto. Las teorias de conjuntos
que manejan habitualmente los mateméticos incluyen un “axioma de infinitud”
que postula la existencia de conjuntos infinitos. Admite varias versiones equi-
valentes, y una de ellas es precisamente que w es un conjunto. Sin embargo,



3.3. La teoria de Zermelo 103

nosotros evitaremos ese axioma mientras nos sea posible por una razén: gran
parte de la matemaética bésica puede demostrarse en teorias de conjuntos sin el
axioma de infinitud, y a todas las teorias de conjuntos que consideraremos sin
dicho axioma les podremos encontrar un modelo, es decir, tendremos la garantia
de que son consistentes. En cambio, cuando anadimos el axioma de infinitud la
situacién es mucho més problemética.

Notemos que si w es un conjunto, entonces w € {2, y tenemos un ejemplo de
ordinal que no es un ntimero natural.

Terminamos aqui esta seccién porque poco mas puede decirse en B sobre
ordinales y nimeros naturales. Ni siquiera es posible definir la suma de niimeros
naturales. Para ello necesitamos un axioma mas.

3.3 La teoria de Zermelo

Puestos a anadir axiomas a nuestra teoria de conjuntos B, resulta natural
plantearse lo que podemos llamar el azioma de comprension, que es en realidad
el esquema axiomaético que, para cada formula ¢(u), (tal vez con méas variables
libres) postula que

VyAu(u € y < ¢(u)).

Si combinamos esto con el axioma de extensionalidad resulta que y es tnico,
por lo que podemos definir

{ul ()} = ylAulu €y + ¢(u))

y tenemos en definitiva que cada formula ¢(u) define un conjunto: el conjunto
{u | ¢(u)} formado por todos los conjuntos que cumplen ¢(u). Desgraciada-
mente, este axioma es contradictorio, pues permite formalizar la paradoja de
Russell: tomando ¢(u) = u ¢ u, el axioma de comprension implica la existencia
del conjunto

R=A{ul|u¢u},
y de aqui se sigue inmediatamente la contradiccion R € R <+ R ¢ R.
Asi pues, si queremos una teoria de conjuntos consistente, no podemos supo-
ner que todas las formulas definen conjuntos. Zermelo encontrd un sustituto del
axioma de comprension que no permite formalizar la paradoja de Russell. Con-

siste en suponer que todas las féormulas especifican subconjuntos de cualquier
conjunto dado, en el sentido que concretamos en la definicién siguiente:

Definicion 3.24 Llamaremos teoria de conjuntos (restringida) de Zermelo a la
teorfa axiomaética Z* sobre el lenguaje L. cuyos axiomas son:

Extensionalidad Azy(Au(u€z < ucy) —»z=y)
Par AzyVzNu(u € 2z <5 u=2Vu=y)
Unién AzVyAu(u € y & Vo(u € v Av € x))
Especificaciéon AzVyAu(u € y < u € x A ¢p(u))
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donde ¢(u) es cualquier formula, tal vez con mas variables libres (pero distintas
de y).10

Asi, el esquema de especificacion afirma que toda féormula especifica un sub-
conjunto de cada conjunto z, a saber, el conjunto y formado por los elementos
de z que cumplen ¢(u). Nuevamente, el axioma de extensionalidad nos da que
el conjunto y es dnico, por lo que podemos definir

{uea| o)} =ylAu(ucy - uezn ),

que siempre es un conjunto, sea cual sea la formula ¢(u). Ahora bien, ya hemos
visto que no podemos relajar el “{u € = | ---” por un mero “{u | -- .

En particular, en Z* podemos probar el axioma de la diferencia, que es el
dnico axioma de la teoria basica B que falta en Z*. En efecto, la diferencia de
dos conjuntos e y es el conjunto {u € x | u ¢ y}.

A partir de aqui tenemos que todos los teoremas de B son también teoremas
de Z*. En particular, en Z* esta definida la clase w de los nimeros naturales
(pero seguimos sin poder probar que es un conjunto).

Notas El esquema de especificaciéon puede enunciarse diciendo que toda sub-
clase de un conjunto es un conjunto. FEn efecto, una clase es de la forma
A ={u| ¢(u)}, para cierta formula ¢, y la formula A C x significa que

Au € A(u € ) o0, equivalentemente, NAu(p(u) = u € x).
Por lo tanto, A tiene los mismos elementos que el conjunto {u € = | ¢(u)}, y
esto es lo que significa precisamente que A sea un conjunto.

Otra consecuencia es que la clase V' de todos los conjuntos no puede ser un
conjunto. En efecto, si lo fuera, también lo seria

R={o|zga}={zeV|ogal,
y tendriamos la paradoja de Russell: R € R+ R ¢ R. n

La relacion entre formulas y conjuntos que establece el esquema de especifi-
cacion nos permite demostrar en Z* el principio de induccion de AP:

Teorema 3.25 Para toda formula ¢(n) (tal vez con mds variables libres), la
formula siguiente es un teorema de Z*:

#(0) A A\n € w(gp(n) = ¢(n')) = An € wo(n

).
DEMOSTRACION: Supongamos que ¢(0) A An € w(¢(n) — ¢(n')), pero
que existe un m € w tal que —¢(m). Sea x = {i € m’ | —¢(i)}. Se trata de
un conjunto no vacio, luego por definicién de ordinal existe un i € z tal que
1Nz = &. Entonces i es un ntumero natural tal que —¢(i). Por lo tanto ¢ # 0,
luego existe un n € i tal que ¢ = n’. Por hipotesis —¢(n), luego n € i Nz,
contradiccién. L]

10En este tipo de esquemas axiomaticos o teoreméticos, supondremos siempre, aunque no
lo digamos explicitamente, que los posibles parametros de las formulas son variables distintas
de las que aparecen explicitamente en el esquema.
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Definiremos la suma y el producto de niimeros naturales como casos parti-
culares del teorema siguiente:

Teorema 3.26 Sea X una clase, sea G :w x X — X y sea a € X. Entonces
existe una funcion F : w — X tal que

F(0)=aAAn€cw F(')=G(n,F(n)).
DEMOSTRACION: Definimos
F={(nz)ewxX|Vs(s:n — X As(n)=zAs(0)=aA
Ni < n s(i') = G(i, 5(i)))}.
Veamos que F' cumple lo pedido. Para ello probamos por inducciéon que
An € wVzr € X (n,x) € F.

En efecto, para n = 0 basta tomar s = {(0,a)} y es claro que cumple lo necesario
para justificar que (0,a) € F. Si (n,z) € F, existe s segn la definicién de F,
y podemos considerar s* = s U {(n/,G(n,x))}, y es facil ver que cumple lo
requerido para justificar que (n’, G(n,z)) € F.

Si s,s* :n' — X cumplen la definicion de F, entonces \i € n’ 5(i) = s*(4).
Esto se prueba trivialmente por induccién sobre i. En particular, ahora es

1
claro que An € wVz € X (n,x) € F, es decir, que F' : w — X. Ya hemos
probado que F(0) = a. Dado n € w, si F(n') = z, tomamos s : n” — X segin
la definicion de F. Es claro que s|, : n’ — X también cumple la definicion
de F, luego F(n) = s(n) y F(n’) = s(n’). Por consiguiente concluimos que
F(n') = s(n') = G(n, s(n)) = G(n, F(n)). n

Nota Si X = {u]|¢(uw)}, G={(n,u,v) | (n,u,v)}, un enunciado sin clases
propias del teorema anterior seria el siguiente: Dadas formulas ¢(u) y ¥(n, u,v)
(tal vez con méas variables libres), existe una formula x(n,z,a) (con las mismas
variables libres adicionales que las dos formulas dadas) tal que si

$(a) A An € wAu(6(u) - Vo(@(o) A 9w, 0))),
entonces An € wVa(é(x) A x(n,2,a)) A x(0,a,a) A
An € wVviva(d(vi) A ¢(v2) A x(n,v1,a) A x(n',v2,a) A P(n,vy,v2)).
Concretamente:
X(n,2,a) =1 € w A d(z) A V(s es una funcion A Ds = n' A Ni € n’ ¢(s())

As(n) =z As(0)=an Nien(i,s@i),s(i))).
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Si aplicamos este teorema a la funcién sucesor S : w — w (es decir, a la
formula ¥(n,z,y) = y = 2’), para cada m € w obtenemos una F,, : w — w
que cumple

F,(0)=m A An€w F,(n) = F,(n).
Definimos m +n = Fy,(n). En estos términos,'!
Amecwm+0=mAAmncwm+n = (m+n).

Similarmente, si partimos de la funcién G,, : w — w definida mediante
G (n) = n+m, el teorema anterior nos da una funcion F, : w — w tal que
F(0) =0 A An € wFy,(n') = F(n)+m. Sillamamos m-n = F,,(n), tenemos
que

Amecwm-0=0A Amncwm-n = (m-n)+m.

En definitiva, hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 3.27 FEn Z* se demuestran los aziomas de Peano:
1. 0 € w,

Anecwn cw,

Anecwn’ #0,

Amn € w(m’ =n’ — m =n),

Amewm+0=m,

Amn €wm+n' = (m+n),

/\mem-OzO,

® N o A wN

Amnewm-n'=m-n+m,

9. #(0) A A\n € w(op(n) — d(n')) = An € wo(n),

para toda formula ¢(n), tal vez con mds variables libres.

3.4 Teorias aritméticas

La aritmética de Peano esta pensada para hablar sélo de niimeros naturales,
de modo que en ella An significa (o pretende significar) “para todo ntimero
natural n”. Sin embargo, los matemaéticos trabajan en teorias que permiten
hablar de los nimeros naturales “entre otras cosas”. Es el caso de la teoria
Z*, en la que Az no pretende significar “para todo nimero natural z”, sino
“para todo conjunto x”; de modo que los nimeros naturales se identifican con
ciertos conjuntos (los que satisfacen la formula n € w). Para dar cuenta de esta
situacion introducimos el concepto siguiente:

11 Mas precisamente, el teorema anterior define una férmula x(n,x, m) tal que
Fm = {(TL, I) | X(’I’L, Ivm)}v

y entonces m + n = z|x(n, z, m).



3.4. Teorias aritméticas 107

Definicion 3.28 Sea T una teoria axiomatica sobre un lenguaje £, sea z € N
una féormula de £ con x como tunica variable libre, sea 0 un designador de T,
sean z’,x + ¥y, - y tres términos de £ cuyas variables libres sean las indicadas.
Diremos que T, con estas expresiones, interpreta a L, si las féormulas siguientes
son teoremas'? de T

1.0eN

2. AneNn' eN

3. AmneNm+neN
4. AmneNm-neN

En estas condiciones, llamaremos expresiones aritméticas de £ a las deter-
minadas por las condiciones siguientes:

1. 0 y las variables son términos aritméticos.

2. Sity y t2 son términos aritméticos, también lo son t}, t; +t2 y t1 - to.

3. Sity y ty son términos aritméticos, t; = to es una féormula aritmética.

4. Si a y B son formulas aritméticas, también lo son ~a, @ — By Az € Na.
5. Si « es una formula aritmética, x € N|a es un término aritmético,

donde hemos usado el primero y el tercero de los convenios siguientes:
Az eNa=Az(zeN—=a), VreNa=Vz(zeNAa),

(x € Nla) = z|(x e NA ).

Del apartado 4) se desprende que también son aritméticas o V 3, « A By
a +» 8. En la practica consideraremos como férmulas aritméticas (en sentido
amplio) todas las formulas equivalentes (en la teoria) a una formula aritmética
(en sentido estricto), y ello incluye a las de la forma Vz € Na, donde a es
aritmeética.

Mas atn, podemos definir la traduccion @ de £ de una expresion 6 de L,
mediante las reglas siguientes:

2.0=0.
3.t =(1).

4. tl +tQE{1+£2.

5. lf2~t252?1-t72.

12Para tratar mas comodamente con las descripciones impropias convendremos en que en
una teoria aritmética se puede demostrar también que z|(z = x) = 0.
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S B=a—p.
9. Nz;a=Azx; e Na.
10. z;la = z; € N|a.

Aqui hay que entender que los signos que hay bajo la barra a la izquierda
son los de £,, mientras que los de la derecha son los términos de £ dados por
la definicion de teoria aritmética.

Es inmediato que a V B=aV f,a AB=aA B, a < B =a < B3, mientras
. 1
que Vza es logicamente equivalente a \VZ € N a. También es facil ver que Vzo

1

equivale a Vz € Na.

Es claro entonces que las formulas aritméticas de £ son precisamente las
(equivalentes a) traducciones de formulas de £,.

Diremos que una teoria axiomética 1" es una teoria aritmética si interpreta
a L, y en ella pueden demostrarse las traducciones de los axiomas de Peano
(tomando clausuras universales en el principio de induccion):

(AP1) Az eNz' #0

(AP2) AzyeN@' =y —z=y)

(AP3) Nz eNz+0=ux

(AP4) AzyeN(z+y = (z+y))

(AP5) AzeNz-0=0

(AP6) Axy € N(zy' = zy + )

(AP7) Az 2, € N(¢(0) A Az € N(¢(z) — ¢(z')) = Az € Nog(z)),
donde ¢ es cualquier féormula aritmética con variables libres z, 1, ..., 2,.!3

Nota Las traducciones de los axiomas de Peano ya implican que las senten-
cias 2, 3 y 4 de la definicién 3.28 son teoremas de 7', pues se pueden demostrar
por induccién respecto de las formulas aritméticas

VzeNz =z, VzeZz=x+y, VzeNz=2z-y.

Por ejemplo, AP es una teoria aritmética con x € N = x = x y las expresiones
obvias (de modo que todo es un ntimero natural y la traduccion de una expresion
de £, es ella misma), mientras que 3.27 prueba que Z* es una teoria aritmética
con z € N=z € w y las definiciones de 2/, + vy, z - y que hemos dado.

3En principio, (AP7) se tiene que probar para féormulas aritméticas en sentido estricto,
pero es claro que si una férmula ¢ es equivalente a una féormula aritmética en sentido estricto,
entonces el principio de induccién para dicha féormula equivalente es logicamente equivalente
al principio de induccién para ¢, por lo que también es un teorema.
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Vamos a probar que en una teoria aritmética se pueden demostrar las traduc-
ciones de todos los teoremas de AP. Para ello necesitamos un resultado técnico.
Notemos que 6 y 6 tienen “las mismas” variables libres, donde las comillas indi-
can que esto supone identificar cada variable x; de £, con la variable x; de £,
aunque en principio puedan ser signos distintos.

Teorema 3.29 Sea T una teoria axiomdtica sobre un lenguaje formal £ que
interprete a L.

1. Sit(z1,...,zn) es un término de L, cuyas variables libres estdn entre las

ndicadas, entonces l;/\xl ..z, ENteN.

2. Si 0, x, t son, respectivamente una expresion, una variable y un término
de L, cuyas variables libres estén entre x1,...,T,, entonces, si 0 es un
término, B

l;/\z:y-'xn ENS;TH:Sfcé

y si 0 es una formula

l;/\x1~-xn €N (SL0 « sih).

DEMOSTRACION: 1) Por induccién sobre la longitud de ¢. Sit = x;, entonces
trivialmente
l;/\:z:lxn € Nz; € N.
Sit =0, por definicién de teoria aritmética ;O e N.
Sit = 1y, por hipotesis de induccién I;/\xl -z, € Nty € Ny, por definicion
de teoria aritmética, de aqui se sigue que ;/\1:1 <oz, € Nty €N
Igualmente se razona sit =t; +ts ot =t - to.

Si t = z|a, hay que probar que ;/\xl -z, (z € N|a@) € N, para lo cual
1
razonamos asi: fijados 1,...,2, € N, si Vz(z € N A @), entonces por DP se
cumple que (z € N|@) € N. En caso contrario, por DI

(x eNla) =z|(zx=2) =0€N,
luego en ambos casos tenemos la conclusion.
2) Por induccion sobre la longitud de 6.
Si # = x, entonces SL0 = ¢, y trivialmente ¢ = Six.
Si 6 = z; # x, entonces St = z;, y lo que hay que probar es que z; = ;.
~ Si 6 = t), entonces 8L = (SLto)’, luego (Sito)’ = (Sito)’, mientras que
st =8k (to) = (SLto)’ y hay que probar que
Nz1 -2, €N (Stg) = (SLto),

pero, por hipotesis de induccion, tenemos que Az -z, € N Sttty = St;fo, y la
conclusion es inmediata.
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Sif =ty +1ty 00 =t -ty se razona analogamente.

Si § = t; = ty, fijados xy,...,2, € N, por hipétesis de induccién tenemos
que Stt; = 8t t; y, por otra parte,

Sé(tl = tg) = Sétl = Sétg) = Sétl = Stztg,
Si tl = t2 = Sit_l = Si£27
de donde se sigue inmediatamente que St (1 = t2) <> Sf: t1 = ta.

Si @ = —«, entonces, fijados x1,...,2, € Ny usando la hipotesis de induc-
cion,

St~ = —SLa + —SLa = 8! -a.
Si = a — el razonamiento es analogo.

Si 0 = Aua y x no esta libre en 6, luego tampoco en 6, tenemos

S;/\ua = Aua = S;/\ua.

Si x esté libre en 6 y u no esta libre en ¢ (luego tampoco en t), supuesto que
T1y..., Ty EN

St Aua = AuSta = A\u € NSta.

Por hipotesis de induccion, z1,...,2,,u € N implica que SLa <« Si(l luego,
usando que = no esté libre en u € N,

st Aua & Au(ue N —sta) = Ausi(ue N—a) < st (AueNa) = st Aua.

Si x estéa libre en 6, pero u esta libre en ¢, tomamos la menor variable v no
libre en # ni en ¢, de modo que, supuesto que x1,...,Z, € N,

St Aua = Avststa = A\v € NSt Sva.
Por la hipétesis de induccion aplicada primero a S} o, tenemos que
ot Aoin tQu <
st Aua +» Av € NSESva,
pero, por la hipotesis de inducciéon aplicada a «, tenemos que
Axy - 2, 2,0 € N(STa + Sa)
y, eliminando el Az (usando que ¢ € N), queda que
tao - t Qv ~
S.Sva <> S; S,
luego

st Aua < Av(v e N = 8Es%a) < st Au(u € N = @) = st Aua.
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Si # = ula y x no esta libre en @ (luego tampoco en f), entonces
8¢, (ula) = ula = 8}, ula.
Si z esta libre en 6 y u no esté libre en ¢ (luego tampoco en t), supuesto que

T1,...,Tn €N,
St (u|a) = u|Sta = u € N|St a.

Por hipotesis de induccion, si 1, ..., Z,,u € N, tenemos que St -+ St.a, luego,
usando que x no estd en u € N,

St (ula) = u € N|sta = 8! (u € N|a) = St ula.

Si x esta libre en 6, pero u estéa libre en ¢, tomamos la menor variable v no
libre en @ ni en ¢, de modo que, supuesto que x1,...,z, € N,

Stula =v|SLSva = v € N|SESUa.
Aplicando la hipotesis de induccién como en el caso anterior,
Stula = v e N|siSga = s (v e Nsia)) =

st (u € N|a) = Shula.

Con esto ya estamos en condiciones de probar:

Teorema 3.30 Sea T una teoria ariomdtica sobre un lenguaje L que interpreta
a Lo. Siunas sentencias de L, cumplen aq,...,a, F a, entonces

071,...70771F07.
DEMOSTRACION: Si « es una formula de £, cuyas variables libres sean
Z1,...,%n, lamaremos a° = Az, --- 2, € Na.
Veamos en primer lugar que si v es un axioma logico de £, entonces F~°.
T
Por simplificar la notacién vamos a suponer que las variables libres en v son

x, y, aunque todos los argumentos valen sin cambio alguno cualquiera que sea
el ntimero de variables libres (y se simplifican si no hay ninguna).

Si v es uno de los axiomas K1, K2, K3, es inmediato que %4 es un axioma
del mismo tipo, luego F 7, luego - (x € N A y € N — 7), luego, introduciendo
generalizadores, - ~°€.

Sivy = Nua — SZa, entonces, por el teorema anterior, 5y = AueNa — SZ@,
y podemos razonar como sigue (la linea 2 es valida por el teorema anterior):

1) zeNAyeN Hipotesis

2) teN Consecuencia de 1)
3) NueNa Hipotesis

4) teN-sha EG 3

5) Sta MP 2, 4

6) AueNa— sla

7) zeNAyeN— (AueNa— sha)

8) Azy e N(AueNa — sia) IG 7
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Siy= Au(a — B) = (a — AuB), entonces
y=AueN(a— B) = (a— AueNp).

Razonamos como sigue:

1) AueN(a— ) Hipotesis
2) a Hipotesis
3) weN Hipotesis
4) wueN—(a—p) EG1
5 a—fB MP 3, 4
6) B MP 2, 5
7)) ueN-=3
8) AueNj G 7
9) a—AueNgp
10) AueN(a— B) — (@ — AueNp)

De aqui podemos pasar a 4¢ de forma obvia.

Siy = /\u(u =t — a) > SfLa, entonces, usando el teorema anterior, ¥
equivale a )
- P
AueN(u=1t— a) + sta.

Razonamos como sigue:

1) zeNAyeN Hipotesis
2) teN Consecuencia de 1)
3) ANueNu=t—a) Hipotesis
4) teN— (t=t—sta) EG 3
5) sta MP 2, 4,1
6) AuecNu=t—a)—sha
7) sta Hipotesis
8) Nu(u=t—a) Irr
9) u=t—a EG 8
10) ueN—=(u=t—a) Consecuencia de 9)
11) AueN@u=t—a) IG 10
12) sta— ANueNu=1t—a)
13) AueNu=t%—a) sha IB 6, 12
14) zeNAyeN—> AueN@u=%—a) sta
15) AzyeN(AueNwu=1%—a)« sta) IG 14

1
Si v = Vua — Sﬁlaa, entonces es facil ver que (bajo las hipétesis z,y € N)
la formula 74 es equivalente a

1
Vu(u € N A a) — sueilag,

y esto es un axioma loégico.
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1
Si v = -Vua — (u|a) = z|(x = x), entonces 7 es equivalente a
1

-Vu(u € NA &) — (u € Nla) =z € N|(z = z).
1 1
Suponemos =\ u(u € N A @) y distinguimos dos casos: si =z = € N, las
dos descripciones son imp%ropias7 por lo que ambas son iguales a z|(z = z).

14

Si, por el contrario, Vz € N, entonces,'* como ;O € N, resulta que 0

es el tnico elemento de N, y por el teorema anterior tenemos también que
l;(u € N|a) € N, luego concluimos que

(ueN|@) =0=2z € N|(z =x).

Supongamos ahora que tenemos una deduccion logica v1,...,7, de a = v,
con premisas a1, ...,Q, y vamos a probar que, para todo 1,
~C ~C ~C
al,...7anl;'yi.

En el caso particular en que todas las «; son sentencias, tenemos lo que afirma
el teorema.

Razonamos por induccién sobre ¢, es decir, suponemos que la conclusiéon es
cierta para j < ¢. Ya hemos probado que también es cierta si y; es un axioma
logico, y lo es trivialmente si es una premisa.

Si v; = B se deduce por MP de v; = a y v = o — (3, supongamos, por
concretar, que « = a(z,y, 2) y f = S(z,w) (es decir, que las variables libres son
las indicadas) y razonamos asi:

1) Azyzw €N (a — B) Premisa
2) AzyzeNa Premisa
3) reNAOENAOENAwWEN— (a(z,0,0) = 3) EG1
4) 2eNAOeENAOeN— a(z,0,0) EG 2
5) zeNAweN Hipotesis
6) 0eN Teorema,
) 2eNAOeNAOeNAwEN IC 5,6
8) a(x,0,0) = B(z,w) MP 3, 7
9) a(x,0,0) MP 4, 7
10) B MP 8, 9
11) zeNAweN—=}j

12) Azw € NB(z,w) IG 11

Si «; se deduce por generalizacion, tenemos una féormula « previa tal que
a; = \za y, por hipétesis de induccion, en T se demuestra a¢. Si las variables
libres de a; son xz,x1,...,x,, es claro que a¢ es equivalente a

Nui - -upz € Na,

que a su vez equivale a (Az € Na)e. "

14Este caso no puede darse si en T se demuestran los axiomas de Peano, pero no estamos
suponiendo tal cosa.
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En particular, en toda teoria aritmética se demuestran las traducciones de
todos los teoremas de AP que sean sentencias. Esto no es ninguna restric-
cion, porque una férmula es un teorema si y solo si lo es su clausura universal.
Necesitamos cuantificar las variables libres para que en la traduccién queden
restringidas a ntimeros naturales.

3.5 Descriptores

Esta seccién corresponderia en principio al capitulo anterior, pero la hemos
pospuesto porque asi ahora contamos ya con numerosos ejemplos practicos del
uso del descriptor. En realidad el descriptor tiene esencialmente un tnico uso
practico, que es el de introducir nuevos términos en una teoria sin necesidad de
incorporar nuevos signos a su lenguaje. Un ejemplo tipico (en realidad todos
lo son) nos lo encontramos cuando en la teorfa basica de conjuntos B hemos
demostrado

1
NzyVzAu(u € z < u €z Aucy)

y hemos querido dar nombre a ese tnico conjunto que contiene los elementos
comunes de z e y. La forma en que lo hemos hecho ha sido definir

rNy=zlAuue€z o uczAucy),

es decir, “la interseccion es el conjunto z tal que sus elementos son los elementos
comunes de z e 3.

Aplicamos la regla de las descripciones propias cuando afirmamos que la
interseccion tiene la propiedad que la define, y escribimos

Nu(uexNy <+ uecxzAucy).

Este paso habria sido incorrecto de no contar con la existencia y unicidad,
que es la premisa de la regla DP. Asi pues: Sdlo podemos afirmar que una
descripcion tiene la propiedad que la define si tenemos la garantia de que hay
un tdnico objeto que la posee. Este es el contenido de la regla DP.

Tenemos también la regla de las descripciones impropias, DI, que hemos
usado, por ejemplo, en la prueba del teorema 3.29. En general, esta regla tiene
poca aplicacién practica, porque lo habitual es no usar nunca una descripciéon
sin tener garantizado que es propia, pero esto no es mas que un “codigo de
buenas practicas”, no una obligacién logica.

Asi, en Z* definimos f(z) = y|(z,y) € f. Si, por ejemplo,
[= {(Ov 2)> (17 7)}’

tenemos que f(1) =7, pero jqué es f(2)7 En la practica un matematico nunca
se preguntard esto. Simplemente, no escribira nunca f(2) en este contexto, pues
sabe que no existe ningun y tal que (2,y) € f. Pero lo cierto es que f(2) es un
término de L. y, aunque no queramos, podemos razonar sobre él. La regla DI
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atribuye un sentido a f(2) al establecer que f(2) = x|z = z. Por ejemplo, como
lo mismo vale para f(3) por el mismo motivo, podemos afirmar que, en este
contexto f(2) = f(3). En un modelo de Z*, los términos f(2), f(3) o z|x = «
denotarén al objeto que hayamos designado como descripcién impropia.

Como decimos, estos convenios nunca tendran ninguna relevancia practica,
pero en los resultados tedricos como el teorema 3.29, en el que queremos demos-
trar algo para todos los términos de un lenguaje formal (y ello incluye tanto a los
que estamos dispuestos a usar como a los que nunca usaremos “en la practica”),
necesitamos una regla de inferencia que nos permita tratar las descripciones
impropias, y ésa es DI. El teorema siguiente es un ejemplo especialmente simple
de esta situacion:

Teorema 3.31 + Az(a < 8) — z|a = z|5.

DEMOSTRACION: Es evidente (o, si se prefiere, por el teorema 2.11), que la
1 1

hipotesis implica Vz a <> V 8. Por lo tanto, tenemos dos casos: o bien ambas
descripciones son propias, o ambas son impropias.

Si suponemos que son propias, tenemos que x| cumple o y z|8 cumple 3.

Técnicamente esto es Sz "o y S?ﬁlﬁ B, pero por EG en la hipotesis tenemos tam-

bién S?ﬁ‘aﬂ, y por la unicidad z|a = z|g.

Ahora bien, aunque éste es el tnico caso de interés practico, la demostracion
no estara acabada si no consideramos también el caso en que ambas descripciones
son impropias, y en ese caso la regla de las descripciones impropias nos dice que

zla = (zlz = z) = z|B. .

Cuando los términos definidos, como £ Ny o x — y se consideran funtores
“nuevos” anadidos al lenguaje, o como “trozos de formula eliminables”, es nece-
sario justificar de algiin modo que todas las féormulas que contienen estos signos
son equivalentes a otras férmulas “auténticas” que no los contienen. Cuando se
consideran descripciones esa necesidad tedrica desaparece, pues los conceptos
definidos son términos del lenguaje propiamente dichos, pero sigue existiendo
la necesidad practica de justificar que los descriptores pueden eliminarse, pues
en algunos contextos es necesario suponer que se trabaja sin ellos. El capitulo
siguiente serd una buena muestra de contexto en el que es necesario suprimir
temporalmente los descriptores de los razonamientos, y la justificacién de que
eso puede hacerse la vamos a dar ahora.

Antes de probar un resultado general, veamos algunos ejemplos concretos.
Consideremos la formula

{z,y} € 2.
En ella aparece la descripcion

{z,y} =ulAv(vEusru=2Vu=y),
pero podemos considerar una férmula equivalente sin descriptores:

Vu(ue z A Nv(v eussv=aVo=y)).
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En efecto, esta formula dice: existe un w € z cuyos elementos son z, ¥,
que, ciertamente, es otra forma de decir que {z,y} € 2. Esta forma de elimi-
nar descriptores se puede acumular. Por ejemplo, si recordamos que (x,y) =
{{z},{z,y}}, una formula sin descriptores equivalente a (z,y) € z es

Vu(u € 2 A Nv(v € u v = {z} Vv={xy})),

que atn tiene descriptores (aunque menos), pero se pueden eliminar en una
segunda fase:

Vu(u € zANv(v € u+ Aw(w € v+ w=2)VAw(w € v+ w=1Vw=y))).

Asi hemos encontrado una formula ¢(x,y, z) sin descriptores que es equivalente
(por ejemplo, en B) a (z,y) € z.

Ahora bien, estos ejemplos eran sencillos porque en B se demuestra que las
descripciones que hemos eliminado son siempre propias, cosa que no tiene por
qué cumplirse en general. Consideremos por ejemplo la formula f(x) € z, donde

f(x) = ul(z,u) € f.

Esta descripcion puede ser impropia, bien porque f no contenga ningin par de
la forma (x,u), bien porque contenga varios, en cuyo caso f(z) = ul(u = u).
Teniendo esto en cuenta, una formula equivalente a f(x) € z es

Voly € = A Aul(aw) € F o u=y)) v (-Vy(a.y) € f Aal(z =) € 2)

Aqui dice que, o bien hay un y € z que es el tnico que cumple (z,y) € f, o bien
no hay un tnico y que cumpla (z,y) € f y la descripcion impropia esta en z.
Esto equivale a f(x) € z y tiene en cuenta la posibilidad de que f(z) sea una
descripcién impropia.
Si usamos la formula ¢(z,y, z) sin descriptores que hemos obtenido antes,
nos queda:
1\/y(y SERA AU(¢($,U,f) cu=y))V

(=Vyo(z,y, f) AN Vw(w = z|(z = 2) Aw € 2)).

Asi tenemos una formula equivalente a f(z) € z que tiene un tnico des-
criptor, el que aparece al nombrar la descripcion impropia x|z = z. Este no
se puede eliminar salvo que tengamos una caracterizacion sin descriptores de la
descripcion impropia. Por ejemplo, si convenimos que z|(z = x) = &, enton-
ces w = z|(xr = z) es equivalente a A\uu ¢ w, y asi llegamos a una férmula
equivalente sin descriptores:

\{y(y € 2z A Nu(d(x,u, f) < u=1y)) Vv
(=Vyd(@,y, f) AVw(Auu ¢ wAw e z)).

El teorema siguiente prueba que esto puede hacerse en general, que cualquier
formula es equivalente a una féormula sin descriptores siempre que la descripcion
impropia admita una caracterizacion sin descriptores y, més ain, todo teorema
sin descriptores puede demostrarse sin descriptores:
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Teorema 3.32 (Eliminacién de descriptores) Sea T una teoria axiomdtica
sobre un lenguaje formal £ sin descriptor, y llamemos L' al lenguaje formal que
resulta de aniadirle a £ un descriptor. Supongamos que existe una formula ¢(x)
de L, con x como unica variable libre, tal que

- Vuo(u).

Llamamos T' a la teoria axiomdtica sobre L' cuyos axiomas propios son los de T
mds el axioma ¢(z|x = x). Entonces:

1. Toda férmula de L' es equivalente en T’ a una férmula de L con las
mismas variables libres.

2. Si una férmula de L es demostrable en T', también lo es en T.

Si el lenguaje £ tiene una constante ¢, siempre podemos tomar ¢(z) =z = c.
Asi, el axioma z|(x = x) = ¢ establece que todas las descripciones impropias,
todo lo que esté mal definido, sera c¢, por definicion.

Por ejemplo, si llamamos T a la teoria axiomatica sobre el lenguaje £} que
resulta de eliminar el descriptor en £, y cuyos axiomas son los axiomas de Peano
salvo que el principio de induccién se restringe a férmulas sin descriptores, la
teorfa T” sobre £, cuyos axiomas son los de T' mas la sentencia z|(z = z) = 0
es equivalente a AP, en el sentido de que sus teoremas son los mismos que los
de AP.

En efecto, por el teorema anterior, toda férmula de £, es equivalente en T’
a una féormula sin descriptores, y es claro que el principio de inducciéon para
una formula cualquiera es equivalente en T" al principio de induccién para una
formula equivalente sin descriptores, que es un axioma de T”, luego todos los
casos del principio de induccién (con o sin descriptores) son teoremas de 17,
luego todos los teoremas de AP son teoremas de T".

En otras palabras, T es una teorfa axiomética sin descriptor que equivale a
AP en cuanto le anadimos el descriptor y el axioma z|(x = z) = 0. Por ello,
podemos referirnos a T' como la aritmética de Peano sin descriptor. El axioma
z|(x = x) = 0 lo consideraremos como un axioma “semilogico”, es decir, que
no lo incluiremos entre los axiomas propios de AP, sino que lo consideraremos
como parte de los axiomas logicos, aunque no lo es en sentido estricto (pues
no es una formula logicamente valida). Tenemos que todo teorema de AP sin
descriptores puede probarse en T.

Otro ejemplo tipico de aplicacion del teorema anterior es cualquier teoria de
conjuntos dotada al menos del axioma de extensionalidad y que permita probar
la existencia del conjunto vacio. En tal caso podemos aplicar el teorema anterior
considerando el axioma Auu ¢ z|(z = z), que equivale a z|(x = z) = @.

La situacién es la misma que acabamos de analizar para la Aritmética de
Peano. Por ejemplo, para Z* podemos considerar la teoria T sobre el lenguaje
L. sin descriptor cuyos axiomas son los de Z* salvo que el esquema de especi-
ficacion lo restringimos a féormulas sin descriptores, y nos encontramos con que
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la teoria T" sobre L. (con descriptor) que resulta de afiadirle a T el axioma
Auu ¢ z|(z = z) tiene los mismos teoremas que Z*, pues los casos del axioma
de especificacion correspondientes a férmulas con descriptores son equivalentes
en T a los casos correspondientes a formulas equivalentes sin descriptores. Por
ello, podemos referirnos a 7' como la teoria Z* sin descriptor, que se convierte
en Z* en cuanto afiadimos el descriptor y el axioma Auu ¢ z|(z = 2). Ademas,
todo teorema de Z* sin descriptores puede demostrarse en 7.

Para demostrar 3.32, empezamos observando que, bajo sus hipoétesis, por la
unicidad tenemos que
Fy=allz=2) & 6(y).

El teorema siguiente nos proporciona el medio de expresar una descripcion
sin descriptores:

Teorema 3.33 Si la variable y no estd en u|a, se cumple
1
Fy=ula+< Au(a < u=19)V (=Vua Ay =z|(z =1)).
DEMOSTRACION: Esbozamos la prueba. Bajo la hipdtesis y = u|a, distin-

1 1
guimos dos casos, o bien Vu a o bien =Vu a.

En el primer caso, por la definicién de unicidad, tenemos \VvAu(a < u = v).
Eliminamos el particularizador, con lo que Au(a + u = z). Eliminando el
generalizador llegamos a S4%a «» (u|ar) = 2, pero la parte izquierda la tenemos
por la regla de las descripciones propias, con lo que z = wu|a. Por hipdtesis,
y = z y por la equivalencia de términos idénticos Au(a < u = 7).

En el segundo caso, la regla de las descripciones impropias nos permite
afirmar que ula = z|xr = x y por hipétesis y = ula, lo que nos lleva a que

1
“Vua Ay = z|(z = ).

Supongamos ahora la parte derecha del teorema. Por la regla del dilema
basta probar que ambas disyuntivas nos llevan a y = u|a.

Si suponemos (*): Au(a + u = y), introduciendo un particularizador ob-
1

tenemos \u, luego la regla de las descripciones propias nos da Si “a. Por

otro lado, eliminando el generalizador en (*) obtenemos Sy “a «+ ula = y, luego

concluimos que y = u|a.

Si suponemos ~\ua A y = z|(x = x), la regla de las descripciones impropias
nos da que ula = z|(z = x), luego concluimos igualmente que y = u|a. "

Combinando esto con la observacién previa al teorema, vemos que
1
Fy=ula & Aua o u=y) v (-Vua A o))

A continuacién definimos, para cada término ¢ de £, una formula ¢, (y) de £
que tenga las mismas variables libres que ¢ méas una variable libre adicional y y,
para cada formula o de £’, una férmula o* de £ que tenga sus mismas variables
libres (de modo que, si partimos de una expresion, obtenemos una formula).
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La definicién es la siguiente:

1.

2.

Sit = x;, entonces i (y) =y = x;.
Sit = ¢, entonces Y (y) =y = ¢;.
Sit= fl"t1---tn, entonces

Ve(y) = Vur - un (P, (1) A Ay, (un) Ay = fllug - up).

. Sia= R} -t,, entonces

= Vuy - un (g, (ur) Ao Ay, (un) A Riug .. uy).

Si a = -3, entonces a* = —=3*.

Sia = — v, entonces a* = * — ~*.
Si @ = Au g, entonces o = Au g*.

Si t = u|a, entonces

Ui(y) = Nu(e” < u=y) v (=Vua" A é(y)).

Necesitamos probar varios hechos sobre estas formulas:

1.

Si y es una variable que no esta en el término ¢ de £’ y « es una férmula
de L',

F —y=t Fa* < a.

Edy) oy=t,  Ea oa

Y si t o « no tienen descriptores, la equivalencia correspondiente puede
probarse en T.

En efecto, razonando por induccién sobre la longitud de una expresion,
todos los casos son inmediatos salvo el correspondiente a las descripciones
t = u|a, donde usamos

Fy=ulas Nula o u=y)V(=Vuare®y), | a(y) < aly)

1
l;\/y ¥(y), donde la variable y no esté en t.

Nuevamente, todos los casos son inmediatos salvo el correspondiente a
1 1

t = u|a. Distinguimos dos casos: o bien ua*(u), o bien =Vua*(u). En
el primer caso 1;(y) sélo lo cumple el Gnico y que cumple a*(y) y en el
segundo caso s6lo lo cumple el tnico y que cumple ¢(y).
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3. Sit,t' son términos de £’, o es una formula e y # x es una variable que

no esté en St#’ ni en SLa, entonces

b s () < Vu(n(u) A S3e(y),  E(S0)" & Vu(th(u) A S7a”).

Probamos por induccién sobre la longitud de una expresion 6 que cumple
lo requerido para t' o « segun si es un término o una férmula.

Si 6 = z es una variable, distinguimos dos casos, segin si z = z o ¢ # 2.
En el primer caso hay que probar (en T') que

Ue(y) < Vulte(u) Ay =),

lo cual es obvio.

En el segundo caso hay que probar
y =2 Vu(p(u) Ay = 2),

v esto es también un teorema porque, segtn el apartado precedente, en T'
podemos probar que \uy (u).

El caso en que 6 = ¢ es una constante es idéntico a la segunda parte del
caso anterior, cambiando z por c.

Sif= frty---t,, lamando t; = S.¢;, tenemos que
Usto(y) = V- un (P (un) A Aty (un) Ay = fllun---up).
Por hipétesis de induccion,
Pry (u) < Vi (Pe(0i) A Sy, (i),

1
pero en T se prueba \/v1;(v), luego todos los v; tienen que ser iguales, y
Vst o(y) equivale a

Vau(@pe(u) A SgNVun - un (e, (ur) A= A, (un) Ay = flun...up)),
que es lo mismo que Vu (1 (u) A S%y(y)).
Si @ = R - ty, lamando ¢ = S%¢;, como antes, tenemos que
0" = Vuy - un (g (ur) Ao+ A by (un) A Ry .. up)
y, aplicando como antes la hipo6tesis de induccién, esto equivale a
V(s (u) A SENug -+ (e, (ur) A - A by, (un) A Rifug ... uy)),

que es lo mismo que Vu (i (u) A SU6%).
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Si 8 = -, por hipotesis de induccion, en T' se prueba

(Sta)* « Vu(y(u) A Sha®).
1
Teniendo en cuenta que también tenemos \uw;(u), es facil concluir que

~(S50)"  Vu(ihe(u) A SE-a”).

El caso 8§ = a — [ es analogo.

Si 8 = Ava, en el caso en que z no esta libre en § hay que probar que
0* « Vu((u) A 0%),

lo cual se cumple porque en 7' se prueba Vw1 (u).

Si z esta libre en 6 y v no esta libre en ¢, aplicando la hipotesis de induccion
(y cambiando la variable u por otra, si hace falta, para que u # v):

(820)" = Av(sza”™) < NoVu(ir(u) A Sga),

y esto equivale a Vu(1);(u) A SEAva*), que es Vu(i;(u) A SE6%).

Si x esta libre en 6 y v esta libre en ¢, llamamos w a la variable de menor
indice que no esta en @ ni en t. Entonces 8% = AwS.s¥a, luego

(sLo)* = Aw(sts¥a)*.

Por la hipotesis de induccion para SPa (que tiene la misma longitud
que «), tenemos que

(858, )" < Vu(yr(u) A Sg(Sya)”).
A su vez, por la hipotesis de induccion para «,
(S¥a)* <> Vs(w(s) A SSa™) < S¥a*,

donde la variable s la podemos tomar que no esté en §. En total queda
que
(550)" < AwVu(yr(u) A sgsya®).
1
Teniendo en cuenta que \u;(u), esto equivale a

(530)" ¢ Vu((u) A SzAwsya”) < Vu(ih(u) A S;Ava™)
< Vu(s(u) A SU0*).

Si 0 = v|a, el caso en que x no esta libre en 6 es idéntico a la parte
correspondiente del caso anterior.
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Si x esta libre en 6 y v no esta libre en t,

Yseo(y) = Nv((SLa)* < v =y) V (=Vo(sLa)* A ¢(y)).

Aplicando la hipoétesis de induccioén, esto equivale a

1
No(Vu(ihe(u) A Sza”) < v=1y) V (=VoVu(r(u) A Sza”) A é(y)).

1
Usando una vez més que en T' se prueba que \u 1 (u), esto equivale a

Vaure(u) A (No(Sza® < v=y) vV (=Vvsia™ A ¢(y)))),
que a su vez equivale a \Vu (v (u) A S%a(y)).

Por ultimo, si z esta libre en 6 y v esta libre en ¢, tomamos w como en el
caso anterior, de modo que St 6 = w|S!S¥a, luego

Usto(y) = Aw((85870)" < w =y) V (=Vw(S;87a)" A d(y)).

Aplicando la hipétesis de inducciéon a S« y a o como en el caso anterior
llegamos a que

Usto(y) < Aw(Vu(r(u) A Spsya") < w=y) Vv

1
(=VwVu((u) A Spsya”) A ¢(y)).

Por la unicidad de 1 (u), esto equivale a )

Bsso() © Va(wn(u) A (ANw(StSEa” 0 w = y) v (-VuwSis2a” A 6()))

< Vu(s(u) A SU(Aw(SYa* « w =1y) V (—|\1/w Sya™ A é(y)))) <
Vu(i(u) A S“(Av(a* < v=1y) VvV (=Vva* A ¢(y)))) <
V(i (u) A Szee(y))-
Si 0 es un axioma de K/, entonces FG*.

Esto es inmediato para los axiomas K1, K2, K3, pues al eliminar sus
descriptores obtenemos otro axioma del mismo tipo. Por ejemplo,

(a = (B—a) =a" = (8" — a¥).

Analizamos tnicamente los casos en los que la comprobacion no es inme-
diata:

Si 0 = Aua — Sta, entonces
0* = Nua™ — (SLa)*,
y por el punto precedente esto equivale en T a
Aua* — V(i (v) A SLa*),

y es facil probar esto en T teniendo en cuenta que podemos probar Vv ¢ (v).
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Si 0 = Au(u =t — a) < St «a, observemos en primer lugar que
(z=1)" = Vuv(u=z A (v) ANu=),

que equivale en T a ¢ (x). Por lo tanto, 8* es equivalente a
Au(e(u) = o) < Vo (v) A Sa”),

y esto es ciertamente un teorema de T (siempre teniendo en cuenta la
unicidad de v (u)).

Por ejemplo, si suponemos el miembro derecho, tomamos un z que cumpla
Ye(x) A a*(x). Sise cumple 9:(y), por la unicidad de v, tiene que
ser y = x, luego también se cumple a*(y), lo que nos da la implicacion
Au(b(u) — a*). El reciproco es mas sencillo.

1
Sif=Vua— Sg‘aa, entonces
1
0" < \/U ot — V$(1/1u|a($) A Sia*)7

donde 1
VYuja(@) = Nu(a® < u=x) vV (=Vua* A ¢(z)).

Por lo tanto, si suponemos que existe un tnico u que cumple «*, como
también sabemos que existe un tnico 2 que cumple 9, (), dicho x cum-
ple la primera férmula de la disyuncién, de donde se sigue que cumple
o*(z), luego tenemos que V(1o (z) A SZa*).
1
Por tltimo, si # = =\Vua — u|a = v|(v = v), entonces §* equivale a
1
_‘Vu ot — vulu2(wu|a(ul) A wv\vzv(UQ) ANup = ”U,Q),

que a su vez equivale a

1
-Vua* — \/»’B(%\a(x) A wv\vzv(x))'
1
Ahora bien, bajo la hipotesis =\/u o*, en T podemos razonar que el Ginico x
que cumple 1, | () es también el inico x que cumple ¢(z). Por otro lado
1

tenemos que distinguir dos casos, segtin si Vv v = v o no. En el primer caso
todo es igual a todo, y el tinico x que cumple 1, () es también el tGnico
x que cumple vy,|,—, (), mientras que en el segundo caso se razona que
el tinico = que cumple t,,—, () es también el Gnico z que cumple ¢(z).
En ambos casos tenemos que 9o () A ¥y|y=y(2), de donde obtenemos la
conclusion.

5. Si # es un axioma de T”, entonces ;0*.

En efecto, ya lo hemos probado para los axiomas logicos, también es cierto
para los axiomas de T, pues son formulas de £ y entonces 6* equivale
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a 0 en T, luego 6* es un teorema. Solo falta probarlo para el axioma
0= p(vjv=v)= Zlv:vqb(x). Sabemos entonces que 6* equivale a

Vu(wv\vzv ('LL) A (ZS(U)),

y en el apartado anterior ya hemos visto que esto es un teorema de T,
1

pues, tanto si \/vv = v como si no, se cumple que el tnico x que cumple
Yy|y=v(z) coincide con el tinico z que cumple ¢(x).

Ahora ya es inmediata la prueba del teorema 3.32: La primera parte la hemos
demostrado ya, pues toda féormula o de £’ es equivalente en T’ a la formula o*.
Para probar la segunda parte, suponemos que aj, . .., Q,, es una demostraciéon
en 7" de una formula a = «,,, de £. Basta probar inductivamente que cada o
es un teorema de T, pues en particular tendremos que a* es un teorema de T,
y a* es equivalente a oo en T

Si «; es un axioma de 7", ya hemos visto que a es un teorema de T. Si
. . * * *
se deduce de las lineas anteriores a; y aj = a; por MP y a7 y a — aj son
teoremas de T, es obvio que o también lo es.

Por ltimo, si o; = /\maj se deduce por IG, entonces o) = /\xa; también

se deduce por IG del teorema « L]

*
X

En particular, si una teoria axiomatica T sobre un lenguaje sin descriptor
es consistente, sigue siéndolo si le afiadimos un descriptor (y un axioma de tipo
¢(v|v = v) que determine la descripcion impropia).



Capitulo IV

La completitud semantica

Al estudiar las teorias axiomaticas de conjuntos que hemos presentado en
el capitulo anterior hemos razonado como razonan habitualmente los matema-
ticos, es decir, sin cuidarnos de comprobar que, en efecto, todo cuanto decimos
puede justificarse paso a paso aplicando oportunamente las reglas de inferencia
de K. Esto puede interpretarse de dos modos distintos: La interpretaciéon més
formal es que las demostraciones que hemos dado son en realidad esbozos de
demostracion, lo suficientemente detallados como para que cualquiera que se lo
proponga pueda desarrollarlos hasta convertirlos en auténticas demostraciones,
paso a paso, en K. Pero la realidad es que cuando un matematico razona y
valora si sus razonamientos son correctos o no, no tiene en cuenta para nada si
tal o cual cosa se podra justificar con EDI o con MB, sino que da por bueno
un argumento si se convence de que si sus hipotesis son ciertas sus conclusiones
también tienen que serlo. Pero jciertas en qué sentido? El matemaético no se
plantea eso, pero no es dificil responder: se da por satisfecho cuando se convence
de que si unos objetos (los que sean) cumplen sus hipotesis, necesariamente tie-
nen que cumplir también sus conclusiones. Se puede decir que el matematico
en la practica razona semanticamente (es decir, preocupado de no pasar nunca
de afirmaciones verdaderas a falsas) y no formalmente (preocupado de aplicar
s6lo unas reglas de razonamiento prefijadas).

El problema de razonar semanticamente (si uno quiere a la vez ser riguroso)
es que en principio nos pone en la obligacion de explicar de qué estamos hablando
(es decir, de explicar qué objetos se supone que cumplen nuestras afirmaciones
para que podamos decir con sentido “si nuestras hipotesis son verdaderas. ..”)
Lo que suele hacer el matematico si le piden este tipo de explicaciones es dar
la respuesta fécil (y valida) de que, en realidad, se podria comprobar que todo
cuanto razona puede ser formalizado en K, y eso basta para que sus razona-
mientos sean rigurosos. En efecto, esto resuelve el problema de fundamentar
su trabajo “sin agujeros”, porque razonar formalmente en K, es un proceso
objetivo y bien definido, pero, ;de verdad hace falta recurrir al “se podria com-
probar”? ;jEs casualidad que todo lo que un matematico razona sin preocuparse
de K al final resulta que, en efecto, puede formalizarse en K7 ;No puede
justificarse que razonar seménticamente tiene sentido sin refugiarse en K7
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En este capitulo responderemos afirmativamente a las dos ultimas preguntas.
De hecho, veremos que la respuesta a la segunda lleva facilmente a la respuesta
a la primera. Notemos en primer lugar que para que tenga sentido razonar
formalmente no es necesario dar un modelo explicito de los axiomas aceptados,
porque el argumento no es: “tales objetos concretos cumplen lo que digo”, sino
“si unos objetos (los que sean) cumplen mis axiomas, también tienen que cumplir
mis teoremas”, por lo que s6lo necesitamos justificar que existen unos objetos
(los que sean) que cumplan mis axiomas.

Eso es precisamente lo que afirma el teorema siguiente, debido a Godel (aun-
que la prueba que daremos se debe a Henkin):

Teorema 4.1 Si una teoria axiomdtica es consistente, entonces tiene un mo-
delo numerable.!

Combinando esto con el teorema 3.4, podemos afirmar que una teoria axio-
maética es consistente si y s6lo si tiene un modelo. Por lo tanto, el tinico requisito
para que el razonamiento seméntico tenga sentido es garantizar que sus axiomas
son consistentes (requisito obviamente necesario, por otra parte). Ahora bien,
una cosa es que tenga sentido y otra distinta que razonar semanticamente sea
lo mismo que razonar formalmente. FEl teorema que garantiza esto es el que
se conoce propiamente como teorema de completitud seméantica de Godel, pero
como es una consecuencia sencilla de 4.1 y en la practica se apela méas veces a
éste, no es raro llamar teorema de completitud a 4.1, aunque la denominaciéon
no sea exacta.

4.1 Conjuntos maximalmente consistentes

Si tuviéramos probado el teorema 4.1 podriamos concluir facilmente que
toda teorfa consistente puede extenderse (afadiéndole axiomas) a una teorfa
consistente y completa. Basta fijar un modelo y tomar como axiomas todas las
sentencias verdaderas en él. Obviamente la teoria con tales axiomas es consis-
tente y completa. De hecho, no hay nada que deducir de ella: toda sentencia
que sea consecuencia logica de los axioma es también un axioma. Planteado asi
es una obviedad, pero vamos a ver que es posible extender una teoria consistente
hasta una teoria consistente y completa sin apoyarnos en ningin modelo, y a
partir de ella construir el modelo que buscamos.

Conviene trabajar con un concepto de extension de una teoria axiomatica
un poco mas general que el consistente en anadir mas axiomas:

Definicion 4.2 Diremos que una teoria axiomatica S es una extension de una
teorfa T si el lenguaje formal de S contiene a todos los signos del lenguaje de
T y todos los axiomas de T son teoremas de S.

1Un modelo numerable es un modelo tal que es posible ordenar los objetos de su universo,
ya sea en una sucesiéon finita ag,...,an, ya infinita ag, a1, az2,... La numerabilidad no es
relevante para lo que estamos discutiendo ahora, pero tiene consecuencias muy interesantes
que comentaremos luego sobre las limitaciones de la teoria de conjuntos.
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Es claro que si S es una extension de T, entonces todos los teoremas de T’
son teoremas de S. La forma habitual de extender una teoria T consiste en
formar una nueva teoria S que tenga mas axiomas, pero la definicién que hemos
dado permite que se eliminen algunos axiomas de T y en su lugar se anadan
otros axiomas mas fuertes.?

Para probar el teorema de completitud necesitaremos una version refinada
del teorema siguiente, pero incluimos también esta versiéon porque el resultado
tiene interés en si mismo y muestra mas claramente la idea basica. El lector
deberia prestar especial atenciéon a su demostraciéon, porque sucede que la de-
mostracion del teorema de completitud no es constructiva, no es finitista, y el
niicleo no finitista del argumento es justo la demostracion siguiente. Si el lector
se ha preguntado alguna vez qué presupuestos son necesarios para dar sentido
a todos los planteamientos metamatematicos que estamos presentando en este
libro, la respuesta es: ni més ni menos que los necesarios para aceptar que la
prueba del teorema siguiente tiene sentido y es concluyente.

Teorema 4.3 Toda teoria axiomdtica consistente tiene una extension consis-
tente y completa.

DEMOSTRACION: Sea T una teoria axiomatica consistente sobre un lenguaje
formal £. Fijemos una enumeracion «q, ag, as, ... de las sentencias de L.

Sea I el conjunto de los axiomas de T" y sea I'g el conjunto de las clausuras
universales de las férmulas de I'. Es claro que para toda férmula o se cumple
I'F asiysolosi g a Por el teorema 3.5 tenemos que 'y es un conjunto
consistente de sentencias de £. Para cada ntimero natural n, definimos

iy = { T, s% T, U{a,} es contl.radictorio,
Iy U{a,} sily, U{a,} es consistente.

Por construccién todos los conjuntos I';, son consistentes y si m < n enton-
ces I}, esta contenido en I',,. Sea 'y, la union de todos los conjuntos I',,. Es
claro que I', es consistente, pues si de sus sentencias se dedujera una contra-
diccion, ésta se deduciria de hecho de un ntimero finito de ellas, y todas estarfan
contenidas en un cierto I',,, que seria, pues, contradictorio.

Sea S la teoria axiomaética cuyo conjunto de axiomas es I',. Ciertamente es
consistente. Como I' esté contenido en I', es claro que S es una extension de T'
(los teoremas de T' son las consecuencias de I', luego también son consecuencias
de I'g y de I'sy). Veamos por ultimo que S es completa.

Sea o una sentencia de £. Entonces o = «; para un cierto ¢. Supongamos
que no };—\ai, o sea, que no I', F —q;. Entonces tampoco I'; - —q;. Por el

teorema 3.6, el conjunto I'; U {a;} es consistente, y asi I';11 = T'; U {«;}, luego
a; estd en ' y por consiguiente };ai. [

2Por ejemplo, hemos visto que la teoria Z* extiende a la teoria basica B a pesar de que un
axioma de B no lo es de Z*.
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Observaciones La enumeraciéon ag,aq,... de las sentencias de un lenguaje
formal puede hacerse explicitamente. Méas adelante veremos detalladamente
una forma de hacerlo, por lo que por ahora no insistiremos maéas en ello. Lo
importante es que una tal ordenacién es un concepto finitista.

Un punto mucho mas delicado es la definicién de los conjuntos I';,, pues,
segin veremos mas adelante, en los casos de interés matemético no es posible
calcular explicitamente cada uno de sus términos. Aunque pudiéramos calcular
los primeros, digamos hasta I's, nada nos garantiza que seamos capaces de
determinar quién es I'g 0, mas concretamente, si la sentencia as forma parte o
no de T'g. El problema es que para ello tendrfamos que decidir si I's U {as} es
0 no consistente, y no tenemos ningin algoritmo que nos permita decidir si un
conjunto de féormulas, aunque sea finito, es consistente o no.

Pese a ello, lo cierto es que I's U {as} serd consistente o contradictorio vy,
segin el caso I'g coincidird con este conjunto o se reduciré a I's. Puesto que uno
de los dos casos, y s6lo uno, ha de ser cierto, podemos afirmar que I'g esta bien
definido con independencia de si sabemos o no determinar sus elementos.

Asi pues, el conjunto I'y, de los axiomas de la extension S estd completa-
mente determinado por Ty por la ordenaciéon de las sentencias de £ que hemos
escogido, a pesar de que no sabemos determinar qué sentencias contiene. Esta-
mos ante el tipo de colecciones de objetos mas general que vamos a considerar
desde un punto de vista metamatematico.

La teoria S es bastante “patologica’, pues, aunque conozcamos perfectamente
la teoria de partida T, lo cierto es que no sabemos qué sentencias son axiomas
de S'y, a fortiori, qué sentencias son teoremas de S. Mas adelante veremos que
esta patologia es inevitable si partimos de una teoria aritmética consistente.

A diferencia de lo que sucede con el teorema de completitud, este teorema
afirma simplemente la existencia de un objeto bien definido que escapa a nuestro
control. En si mismo no tiene repercusiones finitistas. Por ello no es un resultado
indicado para valorar si tenemos realmente motivos para aceptar razonamientos
no finitistas. Ciertamente, si las técnicas no finitistas nos llevaran tinicamente
a conclusiones de este tipo, resultarian ser totalmente superfluas. L]

El papel que representa la completitud en la prueba del teorema 4.1 es, a
grandes rasgos, el siguiente: un modelo de una teoria axiomaética determina
si una sentencia dada es verdadera o falsa. Por consiguiente, para construir
un modelo debemos contar con toda la informaciéon necesaria para aceptar o
rechazar cualquier sentencia y, para ello, uno de los primeros pasos que daremos
sera completar la teoria de partida. Si nos fijamos en la teoria S construida en
la prueba del teorema anterior veremos que una sentencia es un teorema de S
si y s6lo si es un axioma. Para no trabajar con teorias “hinchadas” de axiomas,
conviene tratar directamente con el conjunto de las sentencias demostrables
en una teorfa axiomaética, ahorrandonos asi el darles artificialmente rango de
axiomas. Esto nos lleva al concepto siguiente:

Definicion 4.4 Un conjunto I' de sentencias de un lenguaje formal £ es maxi-
malmente consistente si I' es consistente y para toda sentencia a de £ que no
esté en I' se cumple que I' U {a} es contradictorio.
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La relacion con la completitud es la siguiente:

Teorema 4.5 Una teoria axiomdtica T es consistente y completa si y solo si el
conjunto I' de todas las sentencias demostrables en T es maximalmente consis-
tente.

DEMOSTRACION: Supongamos que 1 es consistente y completa. Entonces I"
es consistente, pues las consecuencias logicas de los teoremas de T son teoremas
de T, luego si a partir de I' pudiera demostrarse a y -, estas formulas serian
teoremas de T'.

Sea « una sentencia que no esté en I', es decir, tal que no l;oz. Como

T es completa, l;ﬁa, luego -« esta en I'. Es claro entonces que I' U {a} es

contradictorio. Por lo tanto I' es maximalmente consistente.

Reciprocamente, si I' es maximalmente consistente, entonces 7' es consis-
tente, pues hay sentencias que no son teoremas de 7' (las negaciones de las
sentencias de I'). Ademaés, si « es una sentencia, o bien -« o, en caso contra-

T

rio, a no esta en I', luego I' U {a} es contradictorio luego, por el teorema 3.6,
tenemos que I' F =, v a su vez esto implica que };ﬁa. m

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas de los conjuntos maxi-
malmente consistentes. Notemos que en él aparecen conexiones estrictamente
sintacticas (es decir, no basadas en ningin modelo) entre los signos logicos y su
significado.

Teorema 4.6 Sea I' un conjunto mazimalmente consistente de sentencias de
un lenguaje formal £ y a, B dos sentencias de L. Entonces

1. TF a syss a estd en T,

Si F «a, entonces o estd en T,

-« estda en I' syss a no estd en I,

a— [ estd en T syss a no estd en T o 3 estd en T,
aV B esti enl syssa estdi enT o estd en T,

a A B estienl syssa estienT y 8 estd en T,

NS o e e

a <> [ esti en T syss a y B estan ambas en I' 0 ninguna lo estd.

DEMOSTRACION: 1) SiT'F « entonces no I' F —a, porque I' es consistente,
luego T'U {a} es consistente, por el teorema 3.6, luego « esté en I'. El reciproco
es obvio.

2) Es consecuencia de 1).

3) Si -« esta en I', entonces v no puede estar en I', porque I" es consistente.
Si a no esta en T entonces I' U {a} es contradictorio, luego por el teorema 3.6
se cumple que I' - =« y por 1) concluimos que —a esté en I'.
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4)Sia — festaen I y aestd en I', entonces I' - 3, luego por 1) concluimos
que [ esta en I

Sianoestden T o 5 estd en T', por 3) o estd en I' 0 8 esta en I'. Por
consiguiente I' - =~ o ' - 8. En cualquier caso'Fa — 8y por 1) a — 8 esta
en I'.

5), 6) y 7) se deducen de 3) y 4) por las definiciones de los conectores. =

Necesitamos propiedades analogas a las de este teorema pero en relacion a
los cuantificadores. Para ello introducimos una nueva nocion:

Definicion 4.7 Un conjunto I" de sentencias de un lenguaje formal £ es ejem-
plificado si cuando Vza esta en T existe un designador ¢ de £ tal que SLa esta
en I'.

Es decir, I' esta ejemplificado si cuando afirma la existencia de un objeto
que cumple algo, nos da también un ejemplo concreto ¢t de objeto que cumple
lo indicado. En realidad se cumple mucho mas:

Teorema 4.8 Sea I' un conjunto de sentencias de un lenguaje formal L mazi-
malmente consistente y ejemplificado. Sea o una formula de L en la que a lo
sumo esté libre la variable x. Entonces

1. Vxa estd en T syss existe un designador t de £ tal que Sta estd en T.

2. Nza estd en T syss para todo designador t de £ se cumple que St estd
en I.

DEMOSTRACION: 1) Si Vza esta en T, hay un designador ¢ de £ tal que
St o estd en T por ser ' ejemplificado.

Si St esta en T, por (IP) obtenemos que I' - Vza, con lo que Vxa estd en
T" por el teorema anterior.

2) Si Aza esta en I' y t es un designador de £, por (EG) se cumple I' - St o
y por consiguiente St estd en T’ (por el teorema anterior).

Si 8!« esta en T para todo designador ¢ de £, entonces el teorema anterior
nos da que —SLa = S!.—a no estd en I' para todo t. Por 1) Vz—a noestaenI'y
por el teorema 4.6 otra vez concluimos que —\/z—a si lo esta. Aplicando (NP)
resulta que T' F Az, luego, por el teorema anterior una vez mas, concluimos
que Aza estaenT. n

Con esto tenemos todos los conceptos necesarios para demostrar el teo-
rema 4.1. Nos dedicamos a ello en la seccién siguiente.

4.2 La prueba del teorema de completitud

El teorema 4.3 puede reformularse como que todo conjunto consistente de
sentencias estd contenido en un conjunto maximalmente consistente. Sin em-
bargo, necesitaremos un conjunto que ademaés sea ejemplificado y ello plantea un
problema técnico que hemos de resolver previamente. La clave seré el teorema
siguiente:
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Teorema 4.9 Sea L un lenguaje formal y sea L' un lenguaje formal que conste
de los mismos signos que £ mds una constante ¢ (aunque admitimos el caso de
que ¢ esté en L y, por consiguiente, que L coincida con L'). Si ¢ no estd en una
formula o, y = SSa con una demostracion en la que no aparezca la variable x,

entonces F a.*’
L

DEMOSTRACION: Veamos que II(— « por induccién sobre el niimero de lineas
L

de una demostracion en la que no aparezca la variable x. Si S{« se demuestra
en una linea, entonces es un axioma de K /. Veamos que « ha de ser un axioma
de K. Para probarlo nos basaremos en dos hechos obvios:

A Sif esunaexpresion de £’ que no contiene la variable x, entonces 6 = 56,
para una expresion 6y de £ que no contiene a ¢. (fg es la expresion que
resulta de cambiar por x cada aparicion de ¢ en 6.)

B Si By y 1 son féormulas de £ que no contienen a ¢ y 858y = S5 81 entonces

Bo = b1

Asi, si por ejemplo 8¢ = 8 — (v — ), entonces por A

Sca=pB— (v — B) =8580 — (8570 — S560) = 85 (Bo — (v0 — Bo)),
luego por B tenemos que o = By — (70 — Bo)-

Similarmente, si S;a = Ay f — S! 3, entonces

sct
sca = Ays;fo — Sy "S560 = Ny S5 B0 — 858, Bo = S5.(Ay Bo — 8,2 o),

= to
luego a = Ay By — Sy Bo-
La comprobacién para los restantes esquemas axiomaticos es analoga.

Si el teorema es cierto para las formulas demostrables en menos de n pasos,
supongamos que SSa se demuestra en n pasos.

a) Si 8¢« se deduce por (MP) de Sy 8 — SCa, lineas anteriores. Por A)
podemos expresar 3 = S5, donde v no contiene a c.

Observemos que 8 — SSa = S{y — Sta = SS(y — «), la constante ¢ no
estd en v ni en v — «a y x no esta ligada en v ni en v — «. Por hipétesis de
induccion Fvy—al F a.
induccion F vy I v — o, luego F o

b) Si ¢ = A\yp3 se deduce de 3 por (IG), entonces y # x, pues x no aparece
en la demostracion. Sea v la férmula resultante de sustituir ¢ por  en 8. Como
antes 8 = S¢v. Ademis S¢a = AySSy = SS/Ayy. De aqui se sigue que o = Ayry.
Por hipétesis de induccion Ki v, luego KF Q. [

L

En definitiva, la prueba del teorema muestra que basta reemplazar todas las
apariciones de ¢ por apariciones de x en una demostraciéon de SSa para tener
una demostracion de a.
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El teorema siguiente es el que nos permitiré ejemplificar un conjunto consis-
tente de sentencias para volverlo a la vez ejemplificado y maximalmente consis-
tente.

Teorema 4.10 Si ' U {\Vza} es un conjunto consistente de sentencias de un
lenguaje formal L, el lenguaje L' es como en el teorema anterior y la constante
c no estd en ninguna sentencia de T U{Vxa}, entonces TU{Vza}U{Sia} es
consistente.

DEMOSTRACION: Si T'U{Vz a}U{SSa} es contradictorio, por el teorema 3.6
tenemos que I' U {Vz o} KI— —SCa.
c!

Existen v1,...,7, en I tales que v1 A -+ Ay, A Vz o KF —S¢ a. Entonces
L/
A Ay AVza F St —a,
KL/

luego por el teorema de deducciéon

KI— 'yl/\~-~/\'yn/\\/xa—>sgﬂa.
E/

Sea y una variable que no aparezca en la demostraciéon. Tenemos que

K’Z,% A ---/\’yn/\\/xa—>SZS;’ﬂa,

y esto equivale a

KI— SS(u A A A Vza — 8Y-a),
L/

pues y no esta libre en 41 A -+ Ay, A Vxa. Por el teorema anterior

Il{— A A AVza — 8Y-a,
L

y de aqui que T'U {V=x a}}l{— —SYa. Aplicando (IG) y (NP) llegamos a que
£
ru{Vza} ]I(— -\/yS¥a, de donde se concluye que I' U {\z a} 1|<_ -Vz a, con lo
£ L
que I'U {\Vz a} resulta ser contradictoria. n

Aunque el teorema siguiente no lo necesitaremos hasta un poco méas adelante,
lo incluimos aqui porque su prueba es completamente anédloga a la del teorema
anterior.

Teorema 4.11 Si I' es un conjunto consistente de sentencias de un lenguaje
formal con descriptor £, el lenguaje L' es como en el teorema anterior y la
constante ¢ no estd en L, entonces T' U {c = z|(x = z)} es consistente.
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DEMOSTRACION: SiT'U{c = z|(x = z)} es contradictorio, por el teorema 3.6
tenemos que I' K}— —c = z|(x = z). Existen sentencias 71,...,7v, en I tales que
L/

YA A, KI— —c = z|(z = z) y por el teorema de deduccion
L/

FyA- Ay = c=zl(z=x).
Ky

Sea y una variable que no aparezca en la demostraciéon. Tenemos que

E oSy A A = oy = zl(z = 1)),
KL/

luego por el teorema 4.9 también IL—L MA Ay = oy = x|(x = x). Asi pues,
F){—L -y = z|(z = z). Aplicando (IG) resulta que FII(—L Ny—y = z|(z = z), ¥y
aplicando (EG) llegamos a Fll(—L —(z|(z = x)) = (z|(x = x)), de donde se sigue
que I' es contradictorio. m

Ahora ya podemos probar la base de nuestro argumento hacia el teorema de
completitud:

Teorema 4.12 Sea £ un lenguagje formal, sea L' un lenguaje formal que conste
de los mismos signos que L mds una sucesion de constantes dg,dy, ... que no
estén en L, sea I' un conjunto consistente de sentencias de L. Existe un conjunto
I'so mazimalmente consistente y ejemplificado de sentencias de £’ que contiene
al.

DEMOSTRACION: Sea ag,aq, ... una enumeracion de las sentencias de £'.
Definimos I'g = I y, supuesto definido I',,, sea
T, si T'y, U{a,} es contradictorio,
Ty U{an} si 'y, U{ay,} es consistente y a;, no es

L. = de la forma Vz 83,
TN, U {any U{s% B} siT, U{a,} es consistente, a, = Vz 8y
k es el menor natural tal que di no estéa
en T, U{a,}.

Por el teorema 4.10, cada I',, es consistente. Sea 'y, la unién de todos los
conjuntos I';,. Como en el teorema 4.3, es claro que I', es consistente. De hecho
es maximalmente consistente, pues si una sentencia a = «a; de £’ no esta en
I, entonces T'; U {a;} es contradictorio o, de lo contrario, «; estarfa en I';;1,
luego en I'y,. Por consiguiente I', U {c;} también es contradictorio.

Por tltimo veamos que I's, es ejemplificado. Si Vz a esta en T's, entonces
Vza = «; para algin natural j. Como I'; U {Vza} estd contenido en I,
ciertamente es consistente. Por construccion T'j11 = T'; U {Vza} U {8%a},
luego S%a esta en T'o, y di es un designador de L' m

El conjunto de sentencias ', construido en la prueba del teorema anterior
tiene las mismas caracteristicas que el construido en 4.3, es decir, estd univoca-
mente determinado a partir de I' y de la enumeracién fijada de las sentencias
de £, pero no tenemos ningiin algoritmo que nos permita decidir si una sentencia
dada estd o no en I'.
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A partir de un conjunto de sentencias I ejemplificado y maximalmente con-
sistente es facil construir un modelo. Para ello hemos de buscar un conjunto
de objetos que, con las relaciones y funciones adecuadas, verifiquen cuanto se
afirma en I'. Ahora bien, puesto que I" proporciona designadores concretos que
nombran a cada uno de los objetos de los que pretende hablar, podemos tomar
como universo del modelo los propios designadores del lenguaje formal de T,
y arreglar las definiciones de forma que cada designador se denote a si mismo.
Aqui nos aparece un problema técnico, y es que si I' contiene una sentencia de
tipo t; = to, donde t1 y to son designadores distintos, entonces t; y to deben
denotar al mismo objeto, lo cual no sucedera si, como pretendemos, cada uno
se denota a si mismo. Para corregir este inconveniente no tomaremos como uni-
verso a los designadores exactamente, sino a las clases de equivalencia respecto
a la relacion que satisfacen dos designadores t1 y to precisamente cuando t; = to
estd en I'. Veamos los detalles:

Teorema 4.13 Sea £ un lenguaje formal (con o sin descriptor) y sea T un
conjunto consistente de sentencias sin descriptores de L. Entonces I' tiene un
modelo (de universo) numerable.

DEMOSTRACION: Recordemos que £ es el lenguaje que resulta de eliminar
el descriptor de £. Sea I's, un conjunto de sentencias de £ maximalmente
consistente y ejemplificado que contenga a I' segtn el teorema anterior. Basta
probar que I', tiene un modelo numerable M., pues entonces ciertamente
My, E T y si llamamos M al modelo de £ que se diferencia de M., en que no
interpreta las constantes nuevas, es claro que M F I'. Finalmente, seleccionando
si es necesario una descripciéon impropia, podemos considerar a M como modelo
de £ (pues la descripcion impropia no influye en la interpretacion de formulas
sin descriptores).

Equivalentemente, podemos suponer que £ no tiene descriptor y que I' es
un conjunto maximalmente consistente y ejemplificado de sentencias de L.

Sea T el conjunto de todos los designadores de L. Consideramos en T la
relacion diddica dada por t; ~ to syss la sentencia t; = t5 estd en I'. Veamos
que se trata de una relacion de equivalencia.

Dado un designador ¢, ciertamente - ¢ = ¢, luego ¢t = ¢ estd en I' por el
teorema 4.6. Por consiguiente la relacion es reflexiva.

Dados dos designadores t1 y to tales que t; ~ to, esto significa que t; = to
estd en I', luego I' - to = t; y por consiguiente t5 = t1 esta también en I'. Esto
prueba la simetria y similarmente se prueba la transitividad.

Representaremos por [t] a la clase de equivalencia de ¢ respecto a ~ y llama-
remos U al conjunto de todas las clases de equivalencia. Es claro que U es un
conjunto numerable, ya que lo es el conjunto de los designadores de £.

Definimos como sigue un modelo M de £:

e El universo de M es U.

e Si ¢ es una constante de £, entonces M (c) = [c].
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e Si R} es un relator n-adico de £, entonces M (R}) es la relacion n-adica
dada por

M(R!)([t1],---,[tn]) syss RIty---t, estaenT.

e Si fI es un funtor n-adico de £, entonces M (f7") es la funcion n-adica en
U dada por

M)ty [En]) = [t ).

Hemos de comprobar que las interpretaciones de los relatores y los funtores
estan bien definidas. En el caso de los relatores esto significa que si se cumple
[t1] = [t1], ..., [tn] = [¢t),] entonces Rty ---t, estd en I' syss RI't) ---t] esta
en I’

En efecto, tenemos que las sentencias t; = ¢}, ..., t, = t,, estdn en T', de
donde se sigue facilmente que I' - Rty - - - t,, <> R} ---t,. Por la consistencia
maximal, la sentencia Rty ---t, <> R} ---t) estd en I', y por el teorema 4.6
tenemos que R['ty - - -ty estéd en I' syss R't) --- ), esta en I'.

Analogamente se prueba que las funciones M (f]*) estan bien definidas. Tam-
bién hemos de comprobar que M (=) es la relacion de igualdad, pero esto es
inmediato a partir de las definiciones.

Ahora probamos que si t es un designador de £ y v es cualquier valoracion,
entonces M (t)[v] = [t]. Si ¢t es una constante esto es cierto por definicion
de M. Como £ no tiene descriptores, la tnica posibilidad adicional es que
t = f';---t,, en cuyo caso, razonando por induccién sobre la longitud de ¢,
podemos suponer que M (¢;)[v] = [¢;], y por definicion de M (f*) llegamos a que
M(t)[v] = [t].

Finalmente probamos que si a es una sentencia de £, entonces M E « si
y s6lo si o estd en I'. En particular M FE T, que es lo que queriamos probar.
Razonamos por inducciéon sobre el nimero de signos logicos (-, —, /) que

contiene . Notar que los términos de £ no tienen descriptores, por lo que no
pueden contener signos logicos.

Si a no tiene signos logicos, entonces aw = R}'t; - - - ¢, ¥ se cumple que
M E a syss M(R})([t1], .-, [tn]) syss a = Rty -+ - t, esta en I

Supuesto cierto para sentencias con menos signos logicos que «, distinguimos
tres casos:

a) Si o = -3, entonces M E « syss no M E 8 syss (hip. de ind.) 8 no esta
en I' syss (teorema 4.6) =0 estd en I' syss « estd en T

b) Si « = 8 — 7, entonces M F a syss no M F 3 0o M E ~ syss (hip. ind.) 8
no estd en I' 0 7y esté en I syss (teorema 4.6) 8 — ~y estd en I' syss « estd en T

c) Si a = Az, entonces M F « syss para todo [t] de U (y cualquier va-

loracion v en M) se cumple M = [ [vg[f]] syss para todo designador t de £ (y
cualquier valoracion) M E ﬁ[vi/[ )]

L se cumple M F St 3.

] syss (por 1.12) para todo designador ¢ de
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Notemos que las sentencias Stz [ —aunque no tienen necesariamente menor
longitud que a— tienen menos signos légicos, luego podemos aplicarles la hipo-
tesis de induccion: M F « syss S% 3 esta en I' para todo designador ¢ de £ syss
(por el teorema 4.8) a = \z/3 esta en T. "

Ahora so6lo nos queda el problema técnico de ir eliminando hipétesis en el
teorema anterior. En primer lugar nos ocupamos de la restricciéon sobre los
descriptores:

Teorema 4.14 Sea £ un lenguage formal (con o sin descriptor) y T' un conjunto
consistente de sentencias de L. Entonces I' tiene un modelo numerable.

DEMOSTRACION: Sea £’ un lenguaje formal que conste de los mismos signos
que £ méas una nueva constante c. Sea x una variable. Por el teorema 4.11
tenemos que I' U {¢ = z|(z = )} es consistente.

Por el teorema 3.32, para cada sentencia ~y de I' existe una sentencia v’ de
L’ sin descriptores y tal que

c=z|(z=2)F v+

Sea A el conjunto de todas estas sentencias 7/. Toda sentencia de A es
consecuencia de I' U {¢ = z|(x = xz)}. Por el teorema 3.5 tenemos que A
es consistente. Por el teorema anterior A tiene un modelo M’ de universo
numerable. Como las sentencias de A no tienen descriptores, si cambiamos la
descripcion impropia en M’ éste no deja de ser un modelo de A. Tomamos
concretamente M'(c) como descripcion impropia, de modo que ahora se cumple
M'Ec=z|(x = x).

Asi pues, M’ E AU{c = z|(x = x)} y, como toda férmula de T" es consecuen-
cia de AU {c = z|(z = x)}, por el teorema de correccion tenemos que M’ E T
Finalmente, sea M el modelo de £ que se diferencia de M’ en que no interpreta
la constante c. Claramente M es numerable y M ET'. L]

Finalmente eliminamos la restriccion de que las formulas sean sentencias,
con lo que tenemos 4.1 y, combinédndolo con 3.4, tenemos el teorema siguiente:

Teorema 4.15 Un conjunto I' de formulas de un lenguaje formal £ es consis-
tente si y sdlo si tiene un modelo (que podemos tomar numerable).

DEMOSTRACION: Supongamos que I' es consistente. Sea I'¢ el conjunto de
las clausuras universales de las formulas de I'. Como todas las sentencias de
I'¢ se deducen de las de T, el teorema 3.5 nos da que I'° es consistente. Por el
teorema anterior I' tiene un modelo numerable M que, claramente, también es
un modelo de I'. El reciproco es 3.4. L]

4.3 Consecuencias del teorema de completitud

Del teorema 4.15 se sigue que el calculo deductivo que hemos introducido en
principio de forma arbitraria es exactamente lo que tiene que ser:
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Teorema 4.16 (Teorema de adecuacion) Toda férmula logicamente vdlida
es un teorema logico.

DEMOSTRACION: Sea « una féormula y o su clausura universal. Si no F «,
entonces no F a¢, luego no - =—af. Por el teorema 3.6 obtenemos que —a‘ es
consistente, luego tiene un modelo M, es decir, M F —a®, luego no M F af,
luego no M F a, es decir, a no es logicamente valida. [

Nota Es crucial comprender que el enunciado de este teorema careceria de un
significado metamatemético preciso si no fuera por la propia demostracion del
teorema. Recordemos que no sabemos dar un sentido a una afirmacién del tipo
“a es logicamente valida” salvo en el caso en que dispongamos de un argumento
que nos convenza de que a ha de ser verdadera en cualquier modelo. El teorema
de correcciéon nos da que esto sucede siempre que « es un teorema légico. Lo
que ahora hemos probado es que si @ no es un teorema logico (y esta claro qué
significa esto) entonces sabemos construir un modelo en el que « es falsa, y
esto podemos expresarlo diciendo que « no es légicamente valida. En resumen,
ahora sabemos que toda formula « ha de encontrarse en uno de los dos casos
siguientes: o bien es un teorema logico y entonces es verdadera en cualquier
modelo, o bien no es un teorema légico y entonces sabemos describir un modelo
concreto en el cual es falsa. Esto nos permite considerar como equivalentes las
afirmaciones - a y F «, con lo que, dado que la primera tiene un significado
preciso, lo mismo podemos decir, a partir de ahora, de la segunda. [

La adecuacion del calculo deductivo queda plasmada més claramente en lo
que propiamente se conoce como el teorema de completitud semdntica para la
logica de primer orden:

Teorema 4.17 (Teorema de completitud seméantica (de Goédel)) Sea T’
una teoria ariomdtica consistente y sea o una formula de su lenguaje formal.
Si a es verdadera en todo modelo (numerable) de T, entonces l;oz.

DEMOSTRACION: Sea I el conjunto de los axiomas de T. Hemos de probar
que I' - «. En caso contrario no I' - a®, luego no I' - =—a°. Por el teorema 3.6
tenemos que I' U {—a‘} es consistente, luego tiene un modelo numerable M.
Como M E T se cumple que M es un modelo de T, pero no M E «, en contra
de lo supuesto. m

Asi pues, si el teorema de correccion garantizaba que el calculo deductivo
jamas nos lleva de premisas verdaderas a conclusiones falsas, el teorema de com-
pletitud semantica nos garantiza que el calculo deductivo es completo, no en el
sentido sintactico de que nos responda afirmativa o negativamente a cualquier
pregunta, sino en el sentido semantico de que cualquier otro calculo deductivo
“més generoso” que permitiera deducir mas consecuencias que el nuestro de unas
premisas dadas, necesariamente nos permitiria deducir consecuencias falsas en
un modelo a partir de premisas verdaderas en él, por lo que no serfa seméanti-
camente aceptable. En resumen, ahora sabemos que nuestro calculo deductivo
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se corresponde exactamente con la nocién metamatematica de razonamiento 16-
gico. Cuando un matemaético se convence de que si unos objetos cumplen sus
hipotesis I' tienen que cumplir también su conclusion «, estd demostrando que
I'F «a, y el teorema de completitud nos da que I' F «, es decir, que su razona-
miento “podria desarrollarse” hasta convertirse en una demostracién en K.

Aritmeética no estandar Si el teorema de completitud nos ha mostrado que
el calculo deductivo es exactamente lo que tiene que ser, a la vez nos muestra
ciertas limitaciones que, por esta misma razon, resultan ser esenciales a toda
posible formalizacién y axiomatizacién de una teoria matematica.

Observemos que si un conjunto de férmulas I" tiene la propiedad de que todos
sus subconjuntos finitos son consistentes, entonces es consistente. En efecto, si a
partir de I' se dedujera una contradiccién, en la deduccion sélo podria aparecer
una cantidad finita de premisas, las cuales formarian un subconjunto finito y
contradictorio de I', en contra de lo supuesto. El teorema de completitud traduce
este hecho obvio en un hecho nada trivial:

Teorema 4.18 (Teorema de compacidad de Gédel) Un conjunto de for-
mulas tiene un modelo si y sdlo si lo tiene cada uno de sus subconjuntos finitos.

Lo importante en este teorema es que ninguno de los modelos de ninguno
de los subconjuntos finitos tiene por qué ser un modelo de la totalidad de las
férmulas y, pese a ello, podemos garantizar que existe un modelo que cumple
simultdneamente todas ellas.

De aqui se deduce que la logica de primer orden no es categorica, es decir, que
—en la mayoria de casos de interés— es imposible caracterizar univocamente
unos objetos que pretendamos estudiar a través de una coleccién de axiomas.
Concretamente vamos a probarlo con las nociones de “finitud” y de “nimero
natural”.

Nosotros hemos presentado los niimeros naturales como los objetos 0, 1, 2,
3, 4, 5, etc., es decir, los objetos generados por un proceso de computo perfecta-
mente determinado que nos permite continuar indefinidamente y sin vacilacion
la sucesion anterior. Asi aprenden todos los nifios lo que son los nameros natu-
rales y esta definicion les basta para manejarlos en todos los contextos distintos
del de la matematica formal. Muchos matematicos piensan que esta nocién “in-
tuitiva”, en el mas despectivo sentido de la palabra, puede ser suficiente para
usos no sofisticados, como contar monedas, o sellos, o piedras, pero no para las
matematicas serias, donde es necesaria una definiciéon mas precisa y rigurosa de
ntimero natural. Ahora vamos a probar que esto, aunque tiene algo de cierto,
también tiene mucho de falso. Es verdad que la matematica, desde el momento
en que pretende estudiar objetos abstractos que involucran la nocién general
de conjunto, requiere ser axiomatizada en su totalidad, lo cual incluye el tratar

3Supuesto que todo el razonamiento conste de afirmaciones formalizables en el lenguaje
formal que esté considerando. Obviamente, si pasa a hablar de cosas no expresables en £, su
razonamiento no seré formalizable en K, pero no por limitaciones de la logica de K, sino
del lenguaje formal elegido.
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axiomaticamente los ntimeros naturales. Sin embargo, no es cierto que una pre-
sentacion axiomética de los niimeros naturales sea més precisa y rigurosa que
una presentaciéon no axiomética como la que hemos dado aqui. Al contrario, va-
mos a demostrar que una presentacion axiomaética de los niimeros naturales sera
rigurosa, pero nunca precisa, en el sentido de que sera necesariamente ambigua.

En efecto, supongamos que el lector cree que puede definir con total precision
los ntimeros naturales en el seno de una teoria axiomética formal. El intento
mas simple es la aritmética de Peano que ya hemos presentado, pero si el lec-
tor considera que es demasiado débil, podemos admitir cualquier otra teoria.
Por ejemplo podriamos pensar en una teoria axiomatica de conjuntos. No im-
porta cuéles sean sus axiomas en concreto. El argumento que vamos a emplear
se aplica a cualquier teoria axiomatica T que cumpla los siguientes requisitos
minimos:

e T es consistente (es obvio que una teoria contradictoria no seria una buena
forma de presentar los nimeros naturales).

e El lenguaje de T contiene un designador 0, un término =’ con z como
Gnica variable libre y una féormula x € N con  como tnica variable libre
de modo que en T' puedan demostrarse los teoremas siguientes:

1. 0 e N,

2. Nz e Nz €N,

3. N e N2/ #0,

4. Nzy e N(@' =y =z =1y).

En otras palabras, admitimos que en la teoria T se definan los ntmeros
naturales, el cero y la operacién “siguiente” como se considere oportuno, con
tal de que se puedan demostrar las cuatro propiedades elementales que hemos
exigido.

Si es posible determinar axiomaticamente los nimeros naturales, la forma de
hacerlo ser4, sin duda, una teoria 1" que cumpla los requisitos anteriores. Ahora
probaremos que existen unos objetos que satisfacen la definicion de ndmero
natural que ha propuesto el lector —cualquiera que ésta sea— y que, pese a ello,
nadie en su sano juicio los aceptaria como nimeros naturales. Mas precisamente,
vamos a construir un modelo de T' en el que existen objetos que satisfacen la
definicién de ntimero natural del lector y que son distintos de lo que el lector ha
decidido llamar 0, y de lo que el lector ha decidido llamar 1, etc.

Sea £ el lenguaje de T' y sea L' el lenguaje que resulta de anadir a £ una
constante c. Consideramos la teoria 1" sobre £’ que resulta de anadir a los
axiomas de T la siguiente colecciéon de sentencias:

ceN, c#0, c#0, c#0", c#0", c#0",

La teoria T’ es consistente. En virtud del teorema de compacidad basta
encontrar un modelo de cada coleccién finita de axiomas de T. De hecho, es
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claro que basta encontrar un modelo de cada teoria T, formada por los axiomas
de T mas los axiomas c € N, ¢ # 0, ..., ¢ # 0", donde 0™ representa a un 0
seguido de n veces el operador “siguiente”.

Por hipétesis T' es consistente, luego tiene un modelo M. Llamaremos M, al
modelo de £’ que es igual que M salvo por que interpreta la constante ¢ como
el objeto denotado por 0"V, Asi, M, es un modelo de T en el que ademas es
verdadera la sentencia ¢ = 0"*1). De esta sentencia mas las sentencias 1), 2),
3), 4), que estamos suponiendo que son teoremas de T, se deducen las sentencias
ceN, c#0,...,c# 0™, es decir, M, es un modelo de T7.

Por el teorema de compacidad 7" tiene un modelo M’. En particular M’
es un modelo de T, es decir, sus objetos cumplen todos los axiomas que el
lector ha considerado razonables. Mas atin, los objetos a de M’ que cumplen
M’ E x € N[v?], para una valoracion cualquiera v, satisfacen todos los requisitos
que el lector ha tenido bien exigir a unos objetos para que merezcan el calificativo
de nimeros naturales.

Llamemos £ = M’(c). Puesto que M’ E ¢ € N, tenemos que £ es uno de esos
objetos que el lector esta dispuesto a aceptar como numeros naturales. Ahora
bien, como M’ E ¢ # 0, tenemos que £ es distinto del objeto denotado por el
designador 0, es decir, es distinto del objeto que satisface todo lo que el lector
ha tenido a bien exigir para que merezca el calificativo de “ntimero natural cero”.
Similarmente, como M’ E ¢ # 0/, tenemos que £ es distinto de lo que el lector
ha tenido a bien llamar 1, etc. En resumen, la definicién de nimero natural
propuesta por el lector es satisfecha por unos objetos entre los cuales hay uno
& que no es lo que el lector ha llamado 0, ni 1, ni 2, ni 3, ni, en general, ningtn
nimero que pueda obtenerse a partir del 0 por un niimero finito de aplicaciones
de la operacion “siguiente”. Cualquier nifio de 10 anos al que se le explique esto
adecuadamente comprendera que el lector se equivoca si cree haber definido
correctamente los nimeros naturales.

En general, diremos que un modelo M de una teoria que satisface los re-
quisitos que hemos exigido a T es un modelo no estdndar de la aritmética
si en su universo hay un objeto £ tal que, para una valoraciéon v cualquiera,
M E x € N[v§] y para todo ntimero natural n se cumple M E x # 0™ [v§]. A
tales objetos ¢ los llamaremos nimeros no estdndar del modelo M.

Hemos probado que cualquier formalizacién minimamente razonable de la
aritmética tiene modelos no estandar, modelos en los que hay “ntameros natu-
rales” que no pueden obtenerse a partir del cero en un niimero finito de pasos.
Vemos asi que el razonamiento metamatematico que estamos empleando desde
el primer capitulo, aunque inttil para tratar con la matemaética abstracta, es
mucho maés preciso que el razonamiento axiomatico formal a la hora de tratar
con objetos intuitivamente precisos. Asi, aunque la nocién de finitud es total-
mente precisa y rigurosa, tan simple que hasta un nino de 10 anos comprende
sin dificultad que hay un ntmero finito de dedos en la mano pero hay infinitos
numeros naturales, resulta que el mas sofisticado aparato matemaético es incapaz
de caracterizarla con precision.
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En efecto, nosotros nunca hemos dado una definicién de finitud, pues si el
lector no supiera perfectamente lo que es ser finito deberia entretenerse leyendo
libros mas elementales que éste. Ahora bien, el lector no s6lo debe ser cons-
ciente de que ya sabe lo que es ser finito, sino que ademas debe comprender que
no estamos “siendo poco rigurosos” al eludir una definicién formal de finitud,
ya que no se puede pecar de poco riguroso por no hacer algo imposible. Su-
pongamos que el lector se siente capaz de corregirnos y enunciar una definiciéon
razonable de “conjunto finito”. Sin duda, para ello debera hacer uso de algunas
propiedades elementales de los conjuntos. Todo cuanto utilice podra enunciarse
explicitamente como los axiomas de una teoria de conjuntos 7. No importa cual
sea la teoria T. Pongamos que el lector construye el lenguaje formal que consi-
dere oportuno y en él enuncia unos axiomas que digan “los conjuntos cumplen
esto y lo otro”. Sélo exigimos las siguientes condiciones minimas:

e T es consistente.

e En T pueden definirse los ntmeros naturales en las mismas condiciones
que antes, y ademéas ha de poder demostrarse un principio de induccién
similar al esquema axiomatico de la aritmética de Peano. También ha
de ser posible definir la relacion de orden en los nimeros naturales y
demostrar sus propiedades bésicas.

e En T puede definirse una formula “x es un conjunto finito” con la cual
pueda probarse que todo conjunto con un elemento es finito y que si a
un conjunto finito le anadimos un elemento obtenemos un conjunto finito.
Por lo demés, el lector es libre de exigir cuanto estime oportuno a esta
definicién para que sea todo lo exacta que considere posible.

e En T tiene que poder demostrarse que para cada ntimero natural x existe
el conjunto de los niumeros naturales menores o iguales que x.

Si se cumplen estos requisitos, en la teoria T puede probarse que el conjunto
de los nimeros naturales menores o iguales que un niamero n es finito, es decir,
que satisface la definiciéon de finitud que ha decidido adoptar el lector. Ahora
bien, la teoria T tiene un modelo M no estandar, en el cual podemos considerar
el conjunto = de todos los niimeros naturales menores o iguales que un niimero
no estandar fijo £. Este conjunto = satisface, pues, la definiciéon de finitud del
lector, pero contiene al objeto que en M satisface la definicion de 0 (ya que &
no es 0 y en T ha de poder probarse que todo nimero distinto de 0 es mayor
que 0), y también contiene a lo que el lector ha llamado 1 (ya que £ es distinto
de 1 y en T ha de poder probarse que todo nimero mayor que 0 y distinto de 1
es mayor que 1) y ha de contener a lo que el lector ha llamado 2, y 3, y 4, etc.
En definitiva, tenemos un conjunto infinito que satisface la definicién de finitud
que haya propuesto el lector, cualquiera que ésta sea.

Las nociones de finitud y de ntimero natural estan intimamente relaciona-
das: si tuviéramos una definicion formal precisa de finitud podriamos definir
los nimeros naturales definiendo el 0 y la operacion siguiente y estipulando que
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ésta ha de aplicarse un numero finito de veces para obtener cada ntimero natu-
ral; reciprocamente, si tuviéramos una definicién formal precisa de los niimeros
naturales podriamos definir a partir de ella la nocién de finitud; pero sucede que
no existe ni lo uno ni lo otro, lo cual a su vez no es obstaculo para que cualquier
nifio de 10 anos —al igual que el lector— tenga una nocién precisa (intuitiva,
no axiomatica) de lo que es la finitud y de lo que son los ntumeros naturales.

Por otra parte, el lector debe tener presente que todos los teoremas de la
aritmética de Peano, o de otra teoria similar, son afirmaciones verdaderas sobre
los ntimeros naturales. Lo que hemos probado es que también son afirmaciones
verdaderas sobre otros objetos que no son los ntimeros naturales, pero esto no
contradice a lo primero, que es lo que realmente importa. Mas en general, una
teorfa axiomatica con axiomas razonables nos permite probar cosas razonables,
independientemente que que pueda aplicarse también a objetos no razonables.

Aqui el lector se encuentra nuevamente ante un dilema: o concede que el
tratamiento metamatematico que estamos dando a los niimeros naturales es le-
gitimo, o concluye que todo lo dicho en este apartado es, no ya falso, sino un
completo sinsentido. Por supuesto, los ntmeros naturales son simplemente el
ejemplo méas sencillo. Lo mismo se puede decir de cualquier concepto de na-
turaleza “numerable”, como puedan ser los nimeros enteros y racionales, las
sucesiones finitas de nimeros racionales, los polinomios con coeficientes racio-
nales, los nimeros algebraicos, los grupos finitos, etc. En teoria es posible
trabajar metamateméticamente con todos estos conceptos, aunque en muchos
casos puede ser delicado y requerir una extrema atenciéon para no caer en pa-
labras sin significado. Nadie dice que convenga hacerlo, pues la alternativa de
trabajar en una teorfa axiomaética es mucho mas ventajosa, pero lo cierto es
que es posible. Nosotros solo trataremos con los estrictamente imprescindibles
para estudiar la logica matematica, donde el uso de una teoria axiomética nos
llevaria a un circulo vicioso.

La paradoja de Skolem Veamos ahora una tltima consecuencia del teorema
de completitud del que a su vez se siguen implicaciones muy profundas sobre
la naturaleza del razonamiento matematico. En realidad no es nada que no
sepamos ya: se trata de enfatizar la numerabilidad de los modelos que sabemos
construir. Segun el teorema 4.15, una coleccion de férmulas tiene un modelo si
y solo si tiene un modelo numerable. Equivalentemente:

Teorema 4.19 (Teorema de Léwenheim-Skolem) Una teoria aziomdtica
tiene un modelo si y solo si tiene un modelo numerable.

En definitiva, este teorema garantiza que no perdemos generalidad si trabaja-
mos s6lo con modelos numerables, los tnicos que en realidad sabemos entender
metamateméticamente. Lo sorprendente de este resultado estriba en que los
matematicos estdn convencidos de que en sus teorias tratan con conjuntos no
numerables. Vamos a explicar aqui como llegan a esa conclusiéon y como encaja
eso con el teorema anterior.
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Cantor fue el primer matematico en afirmar que hay distintos tamafnios po-
sibles de conjuntos infinitos. Su primer resultado a este respecto fue su de-
mostraciéon de que el conjunto R de los niimeros reales tiene un tamano mayor
que el conjunto N de los ntimeros naturales. Esto significa, mas precisamente
que, aunque puede definirse una aplicacion inyectiva f : N — R (por ejem-
plo, la inclusién), no hay una aplicacién biyectiva en esas condiciones, es decir,
no es posible “contar” los ntimeros reales ni siquiera usando para ello todos los
ntmeros naturales.

Posteriormente Cantor encontr6é un argumento mucho mas simple y concep-
tual para demostrar la no numerabilidad de otro conjunto, el conjunto PN de
todos los subconjuntos de N. Lo hemos discutido superficialmente en la intro-
duccién, pero ahora podemos demostrarlo formalmente en Z* mas un axioma
adicional, el axioma de partes, que afirma que, para todo conjunto X, existe un
(obviamente l’mico) conjunto, que representamos por PX, tal que

Au(u € PX < u C X).

Teorema de Cantor Si X es un conjunto, existe una aplicacion inyectiva
f X — PX, pero no existen aplicaciones suprayectivas (ni en particular
biyectivas) entre ambos conjuntos.

DEMOSTRACION: Como aplicacion inyectiva basta tomar la definida me-
diante f(u) = {u}. Supongamos ahora que existiera una aplicacién f suprayec-
tiva. Entonces podriamos definir el conjunto A ={u € X |u ¢ f(u)} € PX.

Como f es suprayectiva existe un u € X tal que f(u) = A, pero esto nos lleva
a una contradiccion, porque, o bien u € A o bien u ¢ A, pero si u € A = f(u),
deberia ser u ¢ A, por definicion de A, mientras que si u ¢ A = f(u), deberia ser
u € A. Concluimos que f, sea la aplicacion que sea, no puede ser suprayectiva.

n

El hecho de que no podamos emparejar cada elemento de X con un ele-
mento de PX se interpreta como que el conjunto PX tiene mas elementos que
el conjunto X. En el caso en que X es un conjunto finito, digamos con n ele-
mentos, es facil ver* que PX tiene 2" elementos y, en efecto, n < 2%, pero el
teorema de Cantor no depende para nada de que el conjunto X sea finito. En
la modesta teoria Z* + AP no puede demostrarse que haya conjuntos infinitos,
pero podemos anadir como axioma que la clase w es un conjunto, es decir, que
existe un conjunto w (que se representa mas habitualmente con la letra N) cu-
yos elementos son los nimeros naturales. Las teorfas de conjuntos con las que
trabajan usualmente los mateméticos son mucho mas potentes que Z* y, sean
cuales sean sus axiomas, lo cierto es que permiten demostrar la existencia de
conjuntos de partes, el teorema de Cantor, y la existencia del conjunto N de los
nimeros naturales. En cualquiera de estas teorias tenemos, pues, el conjunto
PN de todos los subconjuntos de N. Se trata obviamente de un conjunto infinito,
pero el teorema de Cantor implica que no puede numerarse, sus elementos no
pueden disponerse en forma de sucesion Ag, A1, Ao, As, ...

4Todo esto puede demostrarse en Z* + AP, aunque no hemos desarrollado la teoria hasta
el punto de que sea obvio como hacerlo. Lo veremos més adelante.
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Como deciamos, los matemaéticos interpretan esto como que PN (al igual
que muchos otros conjuntos infinitos, como el conjunto de los nimeros reales,
etc.) es un conjunto no numerable, un conjunto con infinitos elementos, pero
mdas elementos que el conjunto N, también infinito.

Sea T cualquier teoria de conjuntos que nos lleve hasta esta conclusion y su-
pongamos que es consistente (en caso contrario deberfamos buscar otra teoria).
Entonces T tiene un modelo numerable M. Digamos que los elementos de su
universo son

Co, C1, C2, 3, Cy, Cs,

Estos objetos, con las relaciones y funciones adecuadas, satisfacen todos los
axiomas y teoremas de la teoria de conjuntos, por lo que podemos llamarlos
“conjuntos”. A lo largo de este apartado, la palabra “conjunto” se referira a
los objetos ¢, y a nada més. Retocando la enumeracion si es preciso, podemos
suponer que ¢g = M (N), es decir, ¢ es el tnico objeto que satisface la definicion
de “conjunto de los ntimeros naturales”. Asi mismo podemos suponer que su
extension la forman los conjuntos con, para n > 1. Concretamente, co es el
conjunto que satisface la definiciéon de nimero natural 0, ¢4 el que satisface la
definicién de ntmero natural 1, cg la de 2, etc.

También estamos afirmando que M (€)(cp,co) si y sélo si n = 281 para
algin k. Con esto estamos suponiendo tacitamente que M es un modelo estan-
dar, es decir, que no tiene ntimeros naturales infinitos. No tendria por qué ser
asi, pero vamos a suponerlo por simplicidad.

No perdemos generalidad si suponemos que M (PN) = ¢;, es decir, que ¢; es
el inico conjunto que tiene por elementos exactamente a todos los subconjuntos
de N, (de ¢p). Asi mismo podemos suponer que los elementos de ¢; son los
conjuntos de la forma cgn, para n > 1. Asi, c¢3 podria ser el conjunto de los
nimeros pares, ¢g el conjunto de los nimeros primos, co7 el conjunto vacio, cgy
el conjunto de los nimeros menores que 1000, etc.?

Maés concretamente, estamos suponiendo que si un conjunto ¢, es un sub-
conjunto de cg, es decir, si todo ¢; que cumpla M(€)(¢;, ¢,,) cumple también
M(€)(c4, o), entonces n = 3+, asi como que M (€)(cp,c1) siy solo si se cum-
ple n = 3F+1,

La llamada paradoja de Skolem consiste en que este modelo que estamos
describiendo existe realmente, y ello no contradice el hecho de que PN, es decir,
el conjunto cuyos elementos son cs, cg, co7, etc. es un conjunto no numerable:
no es posible biyectar sus elementos con los ntimeros naturales.

Quien crea ver una contradiccién en todo esto necesita aclararse algunas
ideas confusas. Por ejemplo, una presunta contradicciéon que probara que en
este modelo PN si que es numerable seria considerar la “biyeccion” n +— cgnt1.
Pero esto no es correcto. La sentencia de T que afirma que PN no es numerable

5Asi suponemos que ningin namero natural estd contenido en N. De acuerdo con la
construcciéon mas habitual del conjunto de los niimeros naturales como ordinales sucede justo lo
contrario: todo nimero natural es un subconjunto de N, pero es posible modificar la definicién
de los nameros naturales para que esto no suceda (por ejemplo, cambiando n por (n,0)) y
hemos preferido evitar las confusiones que podria producir este tecnicismo.
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se interpreta en M como que no existe ninguna biyecciéon entre los conjuntos
que en M satisfacen la definicién de nimero natural y los conjuntos que en M
satisfacen la definiciéon de subconjunto de N. En nuestro caso, lo que tendriamos
que encontrar es una biyeccion entre los elementos de ¢y y los elementos de ¢,
es decir, entre los conjuntos cs, ¢4, cg, etc. y los conjuntos cs3, cg, co7, etc.

Quizéa el lector ingenuo atn crea ver una biyeccion en estas condiciones, a
saber, la dada por cor — c3x. Pero esto tampoco es una biyecciéon. Una biyec-
cion entre dos conjuntos es un conjunto que satisface la definicion de biyeccion:
un conjunto de pares ordenados cuyas primeras componentes estén en el primer
conjunto, sus segundas componentes en el segundo conjunto y de modo que
cada elemento del primer conjunto esta emparejado con un tnico elemento del
segundo y viceversa. Tratemos de conseguir eso. Ante todo, en Z y en cualquier
otra teorfa de conjuntos razonable podemos demostrar que, dados dos conjun-
tos x e y, existe un Gnico conjunto z tal que z = (z,y), es decir, z es el par
ordenado formado por x e y en este orden. Este teorema tiene que cumplirse
en nuestro modelo M. Silo aplicamos a los conjuntos cor+1 y c3k+1, concluimos
que tiene que haber otro conjunto, y reordenando los indices podemos suponer
que es csei1, tal que M F z = (x,y)[v], donde v es cualquier valoracion que
cumpla v(z) = eor+1, V(y) = cgrt1 y v(2) = cgrt1.

Asi, el “conjunto” formado por los conjuntos cs, cos5, €125, - .. Seria una bi-
yeccion entre ¢g y c1, es decir, entre N y PN. Lo seria. . .si fuera un conjunto.

Estamos al borde de la contradiccion, pero no vamos a llegar a ella. Ten-
driamos una contradiccion si la coleccion de conjuntos cs, co5, €125, - . . fuera la
extension de un conjunto, es decir, si existiera un conjunto, digamos ¢,, cuyos
elementos fueran exactamente los conjuntos csr+1, es decir, si para algin r se
cumpliera que M (€)(cp,c,) si y solo si n = 5*+1. En tal caso ¢, si que seria
una biyeccion entre N y PN y en M seria falso el teorema que afirma la no
numerabilidad de PN. Pero es que no tenemos nada que justifique ha de existir
tal conjunto c¢,. Justo al contrario, como sabemos que M es un modelo de la
teoria de conjuntos T, podemos asegurar que tal ¢, no puede existir.

Mas ain, notemos que la colecciéon formada por los conjuntos csx+1 no solo
no puede ser la extension de un conjunto de M, sino que tampoco puede ser la
extension de una clase propia en M, es decir, no existe ninguna formula ¢(z) del
lenguaje L. tal que los conjuntos a que cumplen M F ¢[v?] sean precisamente
los cyrs1. Si existiera, seria una subclase del conjunto® N x PN, luego seria un
conjunto. Los matematicos “ven” las clases propias en el sentido de que, aunque
no pueden “encerrar” todos sus elementos en un conjunto, pueden hablar de
ellas (nada les impide considerar la clase 2 de todos los ordinales, y definir una
aplicacion F : Q@ — €, etc.). En cambio, la coleccion de los pares ordenados
que, en un modelo, biyecta N como PN es una colecciéon “invisible” para los
matematicos, en el sentido de que ni siquiera pueden hacer referencia a sus
elementos mediante una féormula. Es una colecciéon “no definible” en el modelo.

SEn Z* 4+ AP se puede demostrar que el producto cartesiano de conjuntos es un conjunto,
asi como que toda subclase de un conjunto es un conjunto.
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Otro ejemplo de esta situacion lo proporcionan los modelos no estandar.
Si M es un modelo no estandar de la teorfa de conjuntos, podemos considerar la
coleccion de todos los conjuntos que satisfacen la definicién de nimero natural
pero que son numeros no estandar, es decir, que no pueden obtenerse a partir
del conjunto que satisface la definiciéon de 0 aplicando un ndmero finito de veces
la definicién de “siguiente”. Tal colecciéon no puede ser la extensién de ningtn
conjunto, pues un teorema elemental afirma que todo nimero natural no nulo
tiene un inmediato anterior y, como los ntimeros no estandar son todos no nulos,
resulta que todo niimero no estandar tiene un anterior. Asi, si la coleccion de
los nimeros no estandar fuera la extension de un conjunto, en M existirfa un
subconjunto no vacio de N sin un minimo elemento, cuando hasta en la teoria
basica T se demuestra que eso es imposible. Si en la teoria tenemos que N es
un conjunto y que las subclases de los conjuntos son conjuntos, la coleccién de
los ntimeros naturales no estandar tampoco puede ser una clase propia.

Esto no significa que los ntimeros no estandar no pertenezcan a ningin con-
junto. Al contrario, dado un nimero natural, z, siempre podemos considerar
el conjunto {n € N | n < z}. Si z no es estandar, entonces esta expresion
determina un conjunto (un objeto de M) que satisface la definicion de conjunto
finito y cuya extension es —pese a ello— infinita, pues contiene, entre otros, a
todos los nimeros naturales estandar.

En resumen, al rastrear hasta su base la paradoja de Skolem encontramos
que surge de una confusion: la confusion entre una coleccion (metamatemética)
de conjuntos, como es ¢s, ca5, €125, ...y un conjunto (mateméatico), es decir, un
objeto de un modelo de la teoria de conjuntos.

4.4 Consideraciones finales

El lector no debe considerar anecddticos o marginales los ejemplos de la sec-
cion anterior. Al contrario, contienen una parte importante de los hechos méas
profundos que vamos a estudiar en este libro. Probablemente, los ird asimilando
cada vez mejor a medida que avancemos, pero para que asi sea deberia volver a
meditar sobre ellos cada vez que encuentre nueva informacion relevante. La difi-
cultad principal con la que se va a encontrar es que, a diferencia de lo que ocurre
en contextos similares estrictamente matemaéticos, lo necesario para compren-
derlos cabalmente no es un mayor o menor grado de inteligencia, conocimientos
o destreza, sino asimilar un determinado esquema conceptual mucho mas rico
que el que requiere la matematica formal.

Esta ultima seccion pretende ser una ayuda para este fin. Afortunadamente,
mientras la fisica moderna requiere pasar del esquema conceptual clasico a otro
mucho mas extrano, sutil y todavia no comprendido del todo, el esquema con-
ceptual que requiere la logica moderna —si bien distinto del que tradicional-
mente han adoptado los mateméaticos— no es extrano y novedoso, sino uno bien
familiar y cotidiano.

Supongamos que hemos visto en el cine una pelicula biografica sobre Napo-
le6n y al salir discutimos sobre ella. No tendremos ninguna dificultad en usar
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correctamente la palabra “Napoleén” a pesar de que tiene tres significados dife-
rentes segin el contexto: Napoleon-historico, Napoledén-personaje y Napoleon-
actor. Las afirmaciones sobre el primero son objetivas y semanticamente com-
pletas: o bien Napoleén padecia de gota o no padecia, con independencia de que
sepamos cuél era el caso. El segundo es una creacion del guionista de la peli-
cula. Debe tener un cierto parecido con el Napoleén-histoérico para que merezca
el mismo nombre, pero tampoco tiene por qué coincidir con él. Por ejemplo,
podria ser que el Napoledn-historico padeciera de gota y el Napoledén-personaje
no, o viceversa. Més ain, podria ocurrir que en la pelicula no se hiciera ninguna
alusion a si el Napoledn-personaje padecia o no gota, y en tal caso carece de
sentido preguntar si esta afirmacién es verdadera o falsa. Una pelicula es sintac-
ticamente incompleta: lo que no se dice explicita o implicitamente en ella no es
verdadero ni falso, es indecidible. Por ltimo, un mismo guién puede ser inter-
pretado de forma diferente por actores diferentes. Los actores pueden precisar
aspectos de los personajes que no estdn determinados por el guién. Nadie tiene
dificultad en distinguir una critica al guionista de una pelicula por la mejor o
peor caracterizacién de un personaje con una critica a un actor por su mejor o
peor interpretacion del mismo.

Pues bien, afirmamos que el esquema conceptual necesario para interpretar
adecuadamente los ejemplos de la seccion anterior es exactamente el mismo que
el que espontaneamente empleamos al discutir sobre una pelicula. Estrictamente
hablando, una demostracién formal no es més que una sucesion de signos en un
papel, igual que una pelicula no es mas que una sucesién de cuadriculas de
celuloide coloreado, pero cuando leemos una demostracion formal —al igual que
cuando vemos una pelicula— no vemos eso. Vemos una historia sobre unos
personajes, los cuales a su vez pueden ser réplicas de objetos reales.

Los niimeros naturales metamateméticos son como el Napoledn-historico,
son objetos de los que podemos hablar objetivamente, que cumplen o no cum-
plen ciertas propiedades con independencia de que sepamos o no cuél es el caso.
Al trabajar metamatematicamente con ellos estamos investigandolos igual que
un historiador puede investigar a Napoleén: reunimos la informacion que te-
nemos a nuestro alcance y a partir de ella tratamos de inferir hechos nuevos.
Cuando decidimos formalizar la teoria de los nimeros naturales hacemos como
el novelista que prepara una novela histérica, o como el guionista de cine: di-
senamos un personaje que pretende ser lo més parecido posible al original. La
aritmética de Peano es una pelicula sobre los nimeros naturales. Podemos pen-
sar objetivamente en sus protagonistas, es decir, tratarlos como si fueran objetos
reales, al igual que podemos pensar objetivamente en Sherlock Holmes o en el
pato Donald, pero debemos pensar que sélo son determinaciones parciales.

Notemos que hay tres clases de personajes de pelicula o de novela: los histo6-
ricos, que se cinen a las caracteristicas de un ser real, los personajes historicos
novelados, que se basan en un personaje historico pero han sido distorsionados
por el autor (una caricatura de Napoledn, por ejemplo) y los ficticios, como
Sherlock Holmes, sin ninguna relaciéon con la realidad. Sin embargo, esta dis-
tinciéon es externa a la propia pelicula, en el sentido de que un espectador que
no sepa méas que lo que la pelicula le muestra serd incapaz de distinguir a qué
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tipo pertenece cada personaje. Para hacer la distincién hemos de investigar
la realidad y determinar si contiene objetos de caracteristicas similares a los
personajes.

Igualmente, podemos decir que los niimeros naturales-matematicos (= per-
sonajes) que aparecen en la aritmética de Peano son personajes historicos, por-
que todos los axiomas son afirmaciones verdaderas sobre los nimeros naturales
reales. Si extendemos la teoria para formar la aritmética no esténdar obtene-
mos unos personajes histéricos-novelados y, por tltimo, una antigua discusiéon
sobre la filosofia de las matemaéticas puede enunciarse en estos términos como el
dilema de si personajes como el conjunto de los niimeros reales o los cardinales
transfinitos son personajes historicos o ficticios. Después volveremos sobre este
punto. Lo cierto es que, como meros espectadores, no podemos distinguirlos,
pues podemos pensar con la misma objetividad y sentido de la realidad tanto
acerca de Don Quijote como de Rodrigo Diaz de Vivar.

El modelo natural de la aritmética de Peano es la pelicula perfecta: la peli-
cula en la que cada personaje historico se interpreta a si mismo. No obstante,
hemos visto que el mismo guién puede ser interpretado por actores esperpén-
ticos, que se aprovechan de que el guién no dice explicitamente que no existen
ntmeros no estandar. Lo peculiar de la situacion es que, mientras es facil exigir
en el guion la existencia de naturales no estdndar (anadiendo la constante ¢ y
los axiomas que dicen que es diferente de cualquier O(")), hemos probado que es
imposible escribir un guién que exija la no existencia de ntimeros no estandar.

Un modelo numerable de la teoria de conjuntos es una pelicula con efectos
especiales. Tanto si queremos hacer una pelicula sobre la llegada del hombre a
la Luna (hecho histérico) como si queremos hacerla sobre la llegada del hombre
a Jupiter (ciencia-ficcion), no podemos permitirnos filmar escenas reales y, en
ambos casos, tendremos que recurrir a los efectos especiales. Asi pues, sin entrar
en la discusiéon de si existe metamatematicamente un conjunto no numerable
como es PN, lo cierto es que podemos “simularlo” con efectos especiales.

Un técnico en efectos especiales puede hacer que una pequena maqueta de
plastico parezca una nave espacial, pero si por accidente se viera su mano en
la escena, el espectador podria calcular el tamano real de la “nave”; y se daria
cuenta de la farsa. Si M es un modelo de la teoria de conjuntos, podemos
comparar a las colecciones de elementos de su universo con las personas que
realizan la pelicula, y las colecciones que constituyen la extension de un conjunto
con las personas que “se ven” en la pantalla. En el ejemplo de la secciéon anterior,
¢o es el actor que interpreta el papel de conjunto (= personaje) de los niimeros
naturales, mientras que la colecciéon de los conjuntos csr+1 es un técnico en
efectos especiales. Esta ahi, pero, si se viera en escena, el espectador se daria
cuenta de que PN es en realidad una pequenia coleccion numerable, y no el
conjunto inmenso que pretende parecer.

Si a un matemaético le ensenamos tnicamente los “actores” de M, es decir,
los conjuntos, las colecciones que aparecen en escena, creerd estar viendo el
universo del que hablan todos los libros de matematicas, con sus conjuntos no
numerables incluidos, pero si llegara a ver colecciones como la de los conjuntos
csk+1 0 la de los ntimeros naturales no estandar, si es que los hay, seria como
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si el espectador sorprendiera a Napoledén en manos de un maquillador. Estas
colecciones ‘“no existen” exactamente en el mismo sentido en que los maquillado-
res “no existen” a ojos del espectador. Napoledén-actor necesita ser maquillado,
Napoleén-personaje no.”

En resumen, la mayor dificultad que el lector se encontraré a la hora de
interpretar los resultados que hemos visto y vamos a ver, es la de reconocer sig-
nificados diversos segun el contexto en conceptos que para el matematico suelen
tener un tunico significado (p.ej. la terna coleccion metamatemdtica—conjunto
matemdtico como concepto azriomdtico—conjunto como objeto metamatemdtico
de un modelo concreto). La tnica finalidad del juego de analogias que hemos
desplegado es la de ayudar al lector a advertir qué distinciones van a ser nece-
sarias y en qué han de consistir. Sin embargo, es importante tener presente que
ninguna de estas analogias es un argumento. Todas estas distinciones deben ser
entendidas y justificadas directamente sobre los conceptos que estamos tratando:
nimeros naturales, conjuntos, signos, etc. Por otra parte, no es menos cierto
que —aunque esto no quede justificado sino a posteriori— los esquemas concep-
tuales son idénticos: cualquier problema conceptual sobre la naturaleza de PN
puede trasladarse a un problema idéntico sobre Sherlock Holmes y viceversa, y
esto puede ser de gran ayuda.

7En esta comparacion, las clases que no son conjuntos equivalen a personajes de los que
se habla en la pelicula e intervienen en la trama, pero que nunca aparecen en escena y, por
consiguiente, no son encarnados por ninguin actor. Es como Tutank-Amon en una pelicula de
arqueologos. Ciertamente, no es lo mismo Tutank-Amon que un maquillador. El matematico
puede hablar de los cardinales aunque no vea ningin conjunto que los contenga a todos, pero
no puede hablar de una biyeccién fantasma entre N y PN.
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Capitulo V

La aritmética de Peano

En el capitulo IIT hemos introducido la aritmética de Peano (AP), que es la
mas simple de todas las teorfas aritméticas, la que nos permite hablar exclu-
sivamente de nameros naturales, la teoria aritmética en la que “Az” pretende
significar “para todo ntiimero natural z”, sin necesidad de dar una definicién que
especifique los objetos que son niimeros naturales de entre una clase mayor de
objetos. Ese “pretende significar” significa, precisamente, que AP admite el mo-
delo natural N cuyo universo es el conjunto de los nimeros naturales y en el que
los funtores “siguiente”, “suma” y “producto” se interpretan como las funciones
usuales. Por consiguiente, todos los teoremas de AP pueden interpretarse como
afirmaciones verdaderas sobre los ntmeros naturales y, en particular, sabemos
que AP es consistente.

En este capitulo empezamos a explorar AP. En primer lugar demostraremos
en su seno —incluso en subteorias mas simples— los resultados mas bésicos de la
aritmética de los numeros naturales y, en segundo lugar, demostraremos que en
AP es posible formalizar y demostrar resultados conjuntistas que multiplicaran
la capacidad expresiva que en un principio cabria esperar de esta teoria.

5.1 La aritmética de Robinson

La aritmética de Peano tiene infinitos axiomas, debido a que el principio de
induccion es en realidad un esquema de axioma que da lugar a un axioma (un
caso particular) para cada formula ¢(x). Cuando mas compleja sea ¢(z) mas
complejo serd el axioma correspondiente. Veremos més adelante que resulta
util determinar el grado de complejidad de los axiomas necesarios para demos-
trar cada resultado, y para determinarlo vamos a definir distintas subteorias
de AP que admitan el principio de induccién para una clase de férmulas de una
complejidad determinada. El caso méas simple es no admitir ninguna forma del
principio de induccién, lo que nos lleva a la teoria siguiente:

Definicion 5.1 Recordemos que el lenguaje de la aritmética £, es el que tiene
por signos eventuales una constante 0, un funtor monadico S (aunque escribimos
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154 Capitulo 5. La aritmética de Peano

t' = St) y dos funtores diddicos + y -. Llamaremos Aritmética de Robinson a
la teorfa axioméatica Q sobre £, cuyos axiomas son los siguientes:!

(Ql) Aza’#0

(Q2) Azy(a' =y =z =y)
(Q3) Az(x#0—Vyaz=y)
(Q4) Nrz+0=2x

(Q5) Azyz+y =(z+y)
(Q6) Az z-0=0

(Q7)

~J

Ney -y =zy+
La Aritmética de Peano (AP) resulta de anadir a Q el principio de induccion:
¢(0) A Nx(o(x) — o(a")) = Neg(x),

para toda formula ¢(x), tal vez con méas variables libres.

Notemos que el axioma Q3 no figura entre los axiomas de AP. Ello se debe a
que se puede demostrar a partir del principio de induccién, por lo que, al anadir
éste, Q3 se vuelve redundante. En efecto, basta considerar la férmula

dpry=x=0VvV \yz =1y

Teniendo esto en cuenta concluimos que todo teorema de @ es también un
teorema de AP.
Observemos ahora que podemos definir 1 = 0/, y entonces los axiomas Q4 y
Q5 implican que
r+l=2+0=(x+0) =2

Por ello, de aqui en adelante escribiremos x+1 en lugar de z’. En estos términos,
los axiomas de Q se expresan asi:

(Ql) Az z+1#0

(Q2) Ney(z+l=y+1—=z=y)
(Q3) Az(z#0—=Vyz=y+1)
(Q4) Az z+0=2x

(Q5) Azyl@+(y+1)=(z+y) +1)
(Q6) Azz-0=0

Q") Nzyz(y+1)=oy+a

Definimos z <y =Vz z+ 2 =1y.

ITambién consideraremos a 0 = z|(x = ) como axioma de Q, lo que introduce en la teoria
el convenio que toda descripcién impropia (todo concepto mal definido) es, por definicién, el 0.
Asi tenemos asegurado ademéas que toda féormula es equivalente en Q a otra sin descriptores.
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Cuando trabajamos con teorias axiomaticas como Q o AP, que nos permi-
ten hablar sobre los ntimeros naturales, hemos de distinguir entre los ntimeros
naturales metamatematicos y los nimeros naturales de los que supuestamente
estamos hablando a través de la teoria axiomética. Los razonamientos siguientes
mostraran la importancia de este punto.

En £, podemos considerar la sucesion de designadores
07 Ol, 0//) 0///’ OH//, .

Conviene representarlos por 000, 0, 0, 0B 0@ .. de modo que, en
general, para cada natural (metamatematico) n, representaremos por 0™ al
designador formado por 0 seguido de n aplicaciones del funtor “siguiente”. A
estos designadores los llamaremos numerales.

Notemos que 0 = 009 y, que también hemos definido 1 = 0(Y). En general,
cuando escribamos féormulas de £, en las que aparezcan explicitamente estos
designadores, no habra ningtn inconveniente en escribir, por ejemplo, 7 en lugar
de 0(7) (que es lo que hacen habitualmente los matematicos). Sin embargo, la
distincion entre un ndmero natural metamatematico n y el numeral 0™ resulta
fundamental cuando hablamos, como hacemos aqui mismo, de un caso genérico.
Es crucial comprender que en “0(™” la “n” es una variable metamatematica (un
pronombre indefinido castellano que se refiere a un nimero natural arbitrario),
pero no es una variable del lenguaje formal de la aritmética. Del mismo modo
que en 0, 0’, 0”, etc. no hay variables libres, ni aparecera ninguna variable por
més comitas que afladamos, en 0™ no hay ninguna variable libre. Lo que hay
es una constante y n funtores, pero ninguna variable. En particular, es un
sinsentido escribir

Amn o(m) 1 o) = gn) 4 glm)

Si tratamos de interpretar “eso”, el cuantificador /\ nos obliga a sobrentender
—como hemos hecho hasta ahora muchas veces— que “m” y “n” denotan dos
variables de £,, como podrian ser m = x5 y n = xg, pero eso nos obligaria a
interpretar el “término” 0(%3), y esto no esta definido: sabemos lo que es 0, 0 0
con una comita, o 0 con dos comitas, o, en general, 0 con n comitas, donde n
es un numero de comitas, pero nunca hemos definido 0 con x5 comitas, donde
T5 No es un nimero, sino una variable.

Lo que si tiene sentido es el metateorema siguiente:

Teorema Para todo par de nimeros naturales m y n, se cumple

Folm) 4 o) = gn) 4 g(m),
Q

Esto es un esquema teoremético, que afirma que las infinitas sentencias que
se obtienen sustituyendo m y m por ntmeros naturales determinados son, to-
das ellas, teoremas de Q. Esto es consecuencia inmediata del (meta)teorema
siguiente:
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Teorema 5.2 Sean m,n numeros naturales. Las formulas siguientes son de-
mostrables en Q:

1. 0m) 4 o(n) = glm+n)

2. olm) . gn) = glmn)

3.00m) £ 0™ (supuesto que m # n)

4. 0™ <00 (supuesto que m < n)

5. =00m <0 (supuesto que n < m)

DEMOSTRACION: 1) por induccion sobre n. Para n = 0 se reduce a Q4:

0™ 40 = 0™ = 0(m+9) Si se puede demostrar para n, entonces, usando Q5
al final de la primera linea:

olm) + on+1) = p(m) + o™’ — p(m) + (0(71) + 1) — (0(m) + 0(")) 41
— O(m+n) 1= O(m—&-n-&-l).

La prueba de 2) es analoga. Para 3) no perdemos generalidad si suponemos
que m < n. Razonando en Q, si suponemos 0™ = 0" aplicando m veces Q2
llegamos a que 0 = 0(®~™~1) 4 1, en contradiccion con Q1.

4) es consecuencia de 1): si m < n, podemos escribir 7 + m = n, con lo que
0 400 = 0| y esto implica 0™ < 0,

La prueba de 5) la posponemos hasta haber probado el teorema 5.4, méas
abajo. L]

Nota Observemos que hemos demostrado 1) y 2) por induccion sobre n, y eso
es posible a pesar de de que en QQ no contemos con el principio de induccion.
Estamos probando por induccién que cualquier resultado de tipo 243 = 5 puede
probarse en Q (sin induccion).

Lo que dice en esencia el teorema anterior es que los céalculos concretos son
formalizables en Q, es decir, que si se cumple que 6(2 + 3) = 30, entonces esto
mismo (interpretado como una sentencia de £,) es demostrable en Q. Ahora
vamos a ver teoremas que relacionan numerales y nimeros genéricos (represen-
tados por variables).

Teorema 5.3 Sea n un nimero natural. Las férmulas siguientes son demos-
trables en Q:

Naylz+y=0—=2=0Ay=0)

~

2. Naey(zy=0—z=0Vy=0)
3 Ne0<z

4o Ap(@+1<00+D — 3 < o)
5. Ne((x+1) + 00 =g 4 0+D)
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DEMOSTRACION: 1) Siy # 0 existe un z tal que y = z + 1, luego
rt+y=c+(z+1)=(r+2)+1#0.
Por lo tanto y = 0, y esto implica a su vez que z = 0.
2)Six#0Ay#0, entonces x =u+ 1,y =v+ 1, luego
zy=z(v+1l)=azv+z=zv+(u+1)=(zv+u)+1#0.
3) Como « + 0 = z, tenemos que 0 < z.

4) Siz+1 <00+ =0 41 existe un 2 tal que z+ (z +1) =0 + 1, lo
que equivale a (z +x) +1 =0 4+ 1, luego z + x = 0™, luego = < 0(™).

5) Demostramos
Fo Az((z +1) + 0 =z 4 0(n+D)
por induccion (metamateméatica) sobre n. Para n = 0 tenemos
(z+1)+0=a+1=2+00+,
Si es cierto para n, entonces
(x+1)+ 0™ =z 4+ 0"+

luego
(z+1)+0™)+1=(x4+0"D) 41

lo que equivale a

(@+ 1)+ (07 +1) =z 4 (0 4 1) = & 4 o+,
|
Los dos ultimos apartados del teorema anterior eran pasos técnicos previos
para probar lo siguiente:

Teorema 5.4 Sea n un nimero natural. Las formulas siguientes son demos-
trables en Q:

1. /\a:(xg()(") s z=00yvg=01 \/~-~\/33=0("))
2. Ne(00) <z < 00 =2 v 0+ < )
3. /\x(x <0 v ol < x)

DEMOSTRACION: 1) La implicacion < se reduce a que, como ya hemos visto,
si m < n entonces podemos probar que z = 0™ < 0™, Probamos la contraria
por induccion sobre n. Para n = 0 usamos el apartado a) del teorema anterior:
z < 0 implica que existe un z tal que z + z = 0, luego = = 0. Supuesto para n,
siz < 0D, o bien 2 = 0 < 00, en cuyo caso ya hemos terminado, o bien
x =1y+1, luego y+1 < 0**t1) Tuego por el teorema anterior y < 00", luego por
hip6tesis de induccion y =0V --- V y = 0 luego x = 0 v ... v 2 = 07+,
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2) Si 0™ < g, existe un z tal que z + 0 = 2. Si z = 0 tenemos que
0+ 0 =0 por 5.2, luego 0™ = z. En caso contrario existe un y tal que
z=y+1, luego (y +1) + 0™ = z y por el teorema anterior y 4+ 0"+ = g,
luego 01 < g

3) Por induccion sobre n. Para n = 0 sabemos que 09 < 2. Supuesto cierto
para n, tenemos que z < 0™ o bien 00 < z. En el primer caso z < 0**t1) por
1). En el segundo caso aplicamos 2), con lo que, o bien 0") = z, que a su vez
implica 2 < 0"t o bien 0"t < . .

Ahora ya podemos probar el apartado e) del teorema 5.2:

Por el teorema 5.4 tenemos que

Fo(m) < 0 s om —qgv...vom = 0(71)7

Q
de donde
go(m) Z£OA - A0M £ oM 5 Som) < o)
y si n < m la hipotesis de la implicacion se demuestra usando 5.2 3). L]

Con todo esto podemos probar un resultado general. Para ello necesitamos
una definicion:

Definicién 5.5 Diremos que una formula « de £, es (completamente) abierta
(resp. Ag) si existe una sucesion de formulas «o, . . ., a,, = « de forma que cada
«; es de uno de los tipos siguientes:

1. t; = t2 0 t; < to, donde t1, to son términos sin descriptores (es decir,
formados por variables, la constante 0, y los funtores).

2. = 0 8 — 7, donde B y v son formulas anteriores de la sucesion.

3. (solo para formulas Ag) Az < yB o Vz < y 3, donde 8 es una formula
anterior de la sucesion y la variable y es distinta de z.

Aqui estamos adoptando como convenio las abreviaturas:
Nz <yp=Ne(x<y—pB), Ve <yp=Va(z<yAPpB).

Maés llanamente, llamaremos féormulas abiertas a las que no tienen descrip-
tores ni mas cuantificadores que los que aparecen en la definicion de <, y las
formulas Ag son las que ademas admiten lo que llamaremos cuantificadores
acotados.

De este modo, si a y 8 son férmulas abiertas (resp. Ag) también lo son —e,
a—B,aV B alByas B (yenel caso Ag tambitn Az <yay Vr <ya).

La caracteristica méas destacada de Q es la que muestra el teorema siguiente:
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Teorema 5.6 (3;-completitud de Q) Sea a(xzg,z1,...,x,) una férmula de
tipo Ag cuyas variables libres estén entre las indicadas. Sea N el modelo natural
de la aritmética. Si NE Vg alx, 004, ... ,0@)) entonces

g\/xo oz, 00 olan))y,
DEMOSTRACION: En primer lugar probaremos que si t(xg, ..., Z;,) es un tér-
mino sin descriptores cuyas variables libres estén entre las indicadas, ko, ..., ky,

son ntimeros naturales y m = N(¢(0k0) ... 0(kn))) es el objeto denotado por el
designador indicado (que no depende de la valoracion que se considere) entonces

Fe(o®o) . olkn)y = o(m),
Q
En efecto, razonamos por induccién sobre la longitud de ¢. Si ¢t = x; es una
variable, entonces basta tener en cuenta que N(0:)) = k.

Sit =0 es trivial. Si ¢ = ¢ y el resultado es cierto para ty, entonces,
llamando m = N(tg(0%0) ... 0(n))) tenemos que

Fto(0ko) . otkn)y = olm)
Q
luego
gt{)(o“o), o, 0y = o0m) 4 q
y por otra parte
N(tp (0% 0%y = N(to(0*) .. 0%*n))) 41 =m + 1.
Ahora basta usar que, como sabemos, SO(m) + 01 = olm+1)
Sit =t; 4ty y suponemos el resultado para ti, to, tenemos que
- tl(o(ko)7 el O(kn)) — O(ml)7 - tQ(O(kO), e O(kn)) — O(m2),
Q Q
donde m; = N(t;(0%0) ... 0%n))) v my = N(ta(0%ko) ... 0F=))). Entonces

obviamente
- t(O(kO), o 7O(kn)) = lm1) 4 O(mz)’
Q

y basta tener en cuenta que

N(E(0®) . 0%*n))) = my + ma, go“”) + 0 = lm+n),

El caso t = t1t5 se razona andlogamente.

Ahora probamos que si a(zg,...,Z,) es Ag y tiene sus variables libres entre
las indicadas entonces

NE a(0®) . 0®))  implica que Ea(()(k(’), .., 0tkn)y

NE ﬁa(O(kl), e O(k")) implica que gﬁa(o(kl), .. ,O(k")).
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En efecto, si a = t; = to, llamemos
my = Nt (050 0%n))) my = N(tp(0%k0) .. 0kn))),
Acabamos de probar que
gtl(()(’m), ., 0tkn)y = Oma) gtz(()(ko), ., 0Dy = Om2),

Por otra parte, N F a(O(kO), e ,O(k")) equivale a m; = mo, luego basta tener
en cuenta que si m; = meo trivialmente go<m1> = ((m=2) y si m1; # mso hemos

probado que SO(ml) £ 00m2),

El caso a = t; < t9 es andlogo, usando ahora que, por 5.2, si m; < mo
entonces gO(ml) < 0("“), mientras que si my < my entonces 5—\0(’”1) < ((m2),

Por el planteamiento de la induccién, el caso a = —f es trivial. Supongamos
que a = — 7. Si NE (a(0®o) . o)) — g(otko) . 0Fn))) entonces

no Nk a(0®0) . 0k=)y o NE goko) . o))y,
Por lo tanto

F a0 0%y o otk gtkn))
Q Q

y en ambos casos en Q se prueba la implicacién. El caso para —(a — () es
analogo. Supongamos ahora que o = Az < x; B(x, zo, ..., 2,). Sise cumple

NE Az < 0% gz, 000 o),

entonces para todo r < k; se cumple N F 5(O(T),O(k0), e ,O(k")), luego por
hipoétesis de inducciéon

I—B(O(’"),O(’“O),...,O(k")).

Q

Ahora usamos que

g(x < 0Fk) 5 2 =00 v ...y = O(ki))_

Como gﬂf =00 — B(x,00k0) ... 0%n)) para todo 7 < k;, de aqui se sigue que
F (e <00 = B, 009, .. 0%)),

El caso de la negacion es més sencillo, y los casos cuando se cumple que

a=Vx < x;6(x,70,...,2,) son los mismos que los correspondientes al gene-
ralizador.
Finalmente, si N £ Vo a(mo,O(al)...,O(“")), entonces existe un ag tal

que N £ (0@ 0@)) luego 504(0(’10),...,0(”")), de donde claramente
gVazoa(:co,O(“l),...,O(a")). "
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5.2 La aritmética con induccion abierta

Para demostrar las propiedades béasicas de la suma, el producto y la rela-
cion de orden es suficiente anadir a Q el principio de induccién para férmulas
abiertas (definicién 5.5). Llamaremos IA a esta teoria axiomatica, y todas las
demostraciones de este apartado se hacen en IA.

El teorema siguiente demuestra entre otras cosas que la suma y el producto
tienen las propiedades asociativa y conmutativa, por lo que en lo sucesivo escri-
biremos expresiones de la forma z; + -+ + z, y x1 - - - &, sin preocuparnos del
orden o de la forma en que se asocian los sumandos o factores.

Teorema 5.7 Se cumple:

~

cNayz ot (y+z) = (@ +y)+ 2
2. Neyx+y=y+uz

3. Nxy 2y = yx

4. Neyz (z+y)z =22+ yz

5. Nxyz x(yz) = (zy)z

6. Neyz(x+2=y+2z—x=y)

DEMOSTRACION: 1) Por induccion con? ¢(2) =z + (y +2) = (v +y) + 2.
Para z = 0 es inmediato y, si vale para z, entonces

z+y+Gz+1)=z+(y+2)+1)=(r+(y+2)+1

=((z+y)+2)+1=(+y)+(z+1).

2) En primer lugar demostramos que Az (0 + 2 = ). Para ello aplicamos el
esquema de induccion a la formula ¢(z) = 0+ = = . Ciertamente se cumple
para 0y, si 0+ x = x, entonces

O+(z+1)=0+2)+1=a+1

Ahora razonamos por induccion con la formula ¢(y) = (x+1)+y = (z+y)+1.
Para y = 0 se reduce a x +1 = x + 1. Si se cumple para y tenemos que

4+ +y+)=((z+1)+y)+1=((z+y)+ D +1=(x+ (y+1)) + 1.

Por tltimo consideramos ¢(y) =  +y = y + x. Para y = 0 es lo primero
que hemos probado. Si se cumple z + y = y + x, entonces

r+y+) =@ty +l=(y+z)+1=(y+1) +uz,

por el resultado precedente.

?Es inmediato (pero debe ser comprobado) que todas las formulas a las que aplicamos el
principio de induccién son abiertas.
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3) Primero aplicamos induccion a la formula ¢(x) = 0 -z = 0, seguidamente
a ¢(y) = (x+ 1)y = zy +y. Para 0 la comprobacion es trivial y

z+1)y+)=(@+)y+z+l=aoyt+y+a+l=ayt+az+y+1

=x(y+1)+ (y+1).

Por altimo usamos ¢(x) = zy = yx. Para 0 es trivial y
(e+l)y=zy+y=yr+y=ylz+1).
4) Por induccion con ¢(z) = (z +y)z = 2z + yz
5) Por induccion con ¢(z) = z(yz) = (zy)z.
6) Por induccion con ¢(2) = (z+z=y+2z > x =1y). n

Nos ocupamos ahora de la relacion de orden de los nimeros naturales:

Teorema 5.8 Se cumple:
1. Ney(z <yvy<a)

2. Nexz<z

S Nay(z<yny<z—z=y)

4. Neyz(z <yAy<z—x<2)

5. Neyz(z <y ao+z<y+2)

6. Noyz(z A0N2z=yz = 2 =1)

7. Neyz(z #0 — (2 <y < 22 < y2)

DEMOSTRACION: 1) Por induccién con ¢(z) = (z <y Vy < x).

Para z = 0 sabemos por 5.3 que 0 < y. Supuesto cierto para z, si y < z,
entonces existe un z tal que y+z =, luegoy+z+1=x+1, luegoy < x + 1.
Six <y, entoncesx+2z=y. Siz=0tenemosquey=x<z+1,ysiz#0
entonces z =u+ 1, luegou+x+ 1=y, luego x +1 < 4.

2) es trivial, pues z + 0 = z.

3) Tenemos que u+x =y y v+y = z, luego u+v+y = 0+ y, luego
u+ v =0, luego v = 0 por 5.3, luego x = y.

4) Tenemos que c+u=yyy+v =2z luego x +u+v =z, luego = < z.

5) Se cumple = < y si y solo si existe un u tal que = +u = y, si y sélo si
r+z+u=y+zsiysolosizx+z<y+z.

6) Si xz = yz, no perdemos generalidad si suponemos =z < y, es decir,
r +u =y. Entonces xz + uz = yz, luego uz = 0, luego u = 0, luego x = y.
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7) Si z < y, entonces z + u = y, luego zz + uz = yz, luego zz < yz. Si
zz < yz, o bien < y, como queremos probar, o bien y < z, en cuyo caso
yz < xz, luego yz = xz, luego x = y, luego = < y. m

Tenemos, pues, que < es una relacion de orden total cuyo minimo es 0.
Escribiremos

r<y=z<yAzZyecVzeA0ANz+z=y).

Observemos que claramente z < y — x + 1 < y, por lo que no hay nameros
entre z y x + 1 o, en otros términos, x + 1 es el menor niimero mayor que . Es
inmediato que

Neyz(z <y o+2z<y+2), Nzyz(z #0 = (z <y & 22 < y2)).

Si < y, tenemos que existe un z tal que x + z = y, y por 5.7 6) este z
resulta estar univocamente determinado. Esto justifica la definicion siguiente:

Definiciéon 5.9 y—x =z | (y = z + ).

Segiun acabamos de observar, y—x es una descripcion propia siy sélosi x < y,
pero, por el convenio que hemos adoptado sobre las descripciones impropias
tenemos que y < x — y —x = 0. El teorema siguiente se demuestra con
facilidad:

Teorema 5.10 Se cumple
1L Neyz(e 2y »a—y=(z+2) - (y+2)),
2. Neyz(z >y = (x—y)+2=(x+2) —y),
3. Nayz (v —y)z =22 — yz.

Ahora demostramos el teorema sobre la division euclidea:

1
Teorema 5.11 Azy(y #0 — Ver(r <y Az =yc+r)

DEMOSTRACION: Sea ¢(c) = yc < z. Se cumple ¢(0) y existe un ¢ tal que
—¢(c), por ejemplo, ¢ = x + 1, pues y(z + 1) > 1(x 4+ 1) > z. Por lo tanto, no
puede ser cierto \c(é(c) — ¢(c+1)), ya que entonces por induccién tendriamos
Acé(c). Asi pues, existe un c tal que ¢(c) A =é(c + 1). Explicitamente, esto
significa que yc < = < yc+ y. En particular ¢ < yc < z. Sea r = x — yc, de
modo que x = yc+r < yc+y, luego r < y.

Para probar la unicidad suponemos x = yc+r = yc’ + 1’ con r,7’ < y. No
perdemos generalidad si suponemos r < /. Entonces yc = yc’ + (' — r), luego
yd < ye, luego y(c — ) = yc—yd =1 —r < ¢’ < y. Sir # r' entonces
tiene que ser ¢ = ¢/, porque en caso contrario y < y(c — ¢’) < y. Pero entonces
yc+r =yc+ 71" yr=r". Concluimos que r = r’, y entonces yc = yc’, luego
c=c. =

Por dltimo demostramos las propiedades béasicas de la divisibilidad:
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Definicién 5.12 z |y = Vz y = 22.
Teorema 5.13 Se cumple:

1. Nz(1 |z Az |z Ax]|0),
Nzy(x ly Ay #£0— 2 <y),
Nxyz(z |y Ay |z — x| 2),
Ny |yAylz—z=1y),

Sy G AN W

Nayzz |y Az =] (y£2)).

DEMOSTRACION: 1) es inmediato. Para probar 2) observamos que si y = 2
con y # 0, entonces z # 0, luego 1 < z, luego = < xz = y.

Para 4) observamos que si y = uz A x = vy entonces, descartando el caso
trivial en que x = y = 0, tenemos que y = uvy, luego uv = 1 y esto implica
u =1 por 2). Todo lo demas es sencillo. "

Pares ordenados Ahora estamos en condiciones de definir en IA un concepto
fundamental para poner de manifiesto la capacidad expresiva de las teorias
aritméticas. Vamos a ver que es posible definir un criterio para identificar
los niimeros naturales con los pares ordenados de ntmeros naturales. La idea
subyacente la muestra esta figura:

O N W s

14
4

S|lOoO R w oo
N B =3 =
[\ NG B )
wl|©o w

Vamos a definir el par (z,y) como el namero natural situado en la fila = y
la columna y de la figura. La diagonal que contiene, por ejemplo, al 13 = (3, 1)
contiene todos los pares cuyas componentes suman x +y = 4. Para llegar a ella
hay que pasar antes por las diagonales anteriores, que contienen 1+2+3+4 = 10
nameros, pero como empezamos en el 0 resulta que el 10 = (0, 4) es ya el primero
de dicha diagonal. Para llegar a (3,1) hemos de avanzar = 3 posiciones. En
general, el par (z,y) se alcanza en la posicion

(@+y)lz+y+1)

z=14+24+--+(z+y)+a= 5 +a

Razonando en IA, diremos que un nimero z es parsi 2 | x, y en caso contrario
es impar. Notemos que Az(2 | # V 2 | z + 1). Basta expresar z = 2u + r, con
r=20,1.
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En particular, o bien 2 | (z + y) o bien 2 | (z + y + 1), luego en cualquier
caso 2 | (z +y)(z+y+ 1), y también 2 | (x + y)(x + y + 1) + 2z, luego existe
un (Gnico) z tal que

2z=(x+y)(r+y+1)+2z.

Definiciéon 5.14 (z,y) =z |22 = (z+y)(a +y+ 1) + 2z.
Ahora demostramos el teorema bésico:
1
Teorema 5.15 A\z\Vwy z = (z,y).

DEMOSTRACION: Sea ¢(r) = r(r + 1) < 2z. Claramente ¢(0) A =¢(z + 1),
luego no puede realizarse la induccién sobre ¢, es decir, existe un r tal que
o(r) A =¢(r +1). Explicitamente, r(r + 1) < 2z < (r + 1)(r + 2). Es facil ver
que r es Gnico, pues si ' < r se cumple ¢(r’) y si ' > r se cumple =g (r’).

Como 2z —r(r+1) es par, existe un z tal que 2z = 2z — r(r+1). Se cumple
que x < 7, pues en caso contrario 2r < 2z — r? —r, luego 2 + 3r < 2z. Es
facil ver que la suma y el producto de pares es par, que el producto de impares
es impar y que la suma de impares es par. De aqui se sigue (distinguiendo
casos seglin que r sea par o impar) que r2 + 3r es par en cualquier caso, luego
r2 4+ 3r + 1 < 2z no puede cumplirse con igualdad, luego r% + 3r + 2 < 2z, es
decir, (r + 1)(r + 2) < 2z, contradiccion.

Asi pues, z < r y existe un y tal que z +y = r. En definitiva llegamos a que
2z =2z + (x+y)(x+y+1), que es lo mismo que z = (z,y).

Si (z,y) = (¢/,y), lamamos 7’ = 2’ + ¢, de modo que 2z = r'(r' + 1) + 22/,
con ' <1/, luego

P 1) <22 <P rr 22 <P E 3 2= (" + 1) +2).
Por la unicidad de r resulta que ' = r, luego 2z = 22/, luego = = 2/, luego
y=y" =
Mas explicitamente, la unicidad que hemos probado equivale a que
Nayz'y'((z,y) = (@' y) »z=2" Ny =y).

Asi, a partir de ahora, podemos ver al nimero 13 = (3,1) como el par de
ntmeros naturales cuya primera componente es 3 y cuya segunda componente
es 1. En general, podemos definir:

Definicién 5.16 zy =z | \Vy 2z = (z,y), 2=yl Vrz={(2,9).

Asi, para todo z se cumple que z = (zp, 21).

Notemos que z,y < (z,y). En efecto, podemos suponer que z +y > 1, y
entonces

2(z,y) > (e +y)(z+y+ D) =@+y)’+rty>c+y+taty=2c+2y,

luego (z,y) >z +y. n
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La tabla siguiente muestra que los pocos conceptos aritméticos que hemos
definido hasta ahora son Ag:

z<y | Vz<yz=cz z=y—z|y=xz+zV(y<azAz=0)
zly |Vz<yy=uaz =(z,y) | 2z2=(z+y)lz+y+1)+2z
=2z | Vy<zz=(2,9) |y== Vo <zz=(zvy)

Esto es relevante debido a la teoria que vamos a introducir en la seccién
siguiente:

5.3 La aritmética con inducciéon >

Entre la aritmética con inducciéon abierta y la aritmética de Peano (en la
que admitimos la induccion para férmulas aritméticas arbitrarias) hay un caso
intermedio que conviene estudiar separadamente y que definimos a continuacion:

Definicién 5.17 Diremos que una férmula de £, es de tipo 31 (resp. II;) si es
de la forma \z o, (resp. Az a) donde a es una férmula Ag.

Maés en general, si T es una teoria axiomética en la que pueden probarse
los axiomas de IA, diremos que una férmula cualquiera es de tipo 7 o ¥ si
es equivalente en T a una férmula del tipo correspondiente. Una férmula es de
tipo AT si es a la vez X7 y TIT. Normalmente omitiremos el superindice T si
esta claro por el contexto en qué teoria estamos trabajando.

Notemos que toda férmula « de tipo Ag es también Ay, pues si z es cualquier
variable que no aparezca en ella, es equivalente a Vz o v a Az a.

El teorema siguiente ayuda a identificar las formulas de tipo X7 y Il;:

Teorema 5.18 Sea T una teoria axiomdtica que contenga a IA y sean o y
formulas de Lo. Entonces:

1. Sia, B son Xy, 111, lo mismo vale para o N B y oV 3.

2. SiaesIly (resp. 1) y B es 3y (resp. I1), a = B es X1 (resp. 11,,).
3. Si a es Xy entonces —a es Iy, y viceversa.

4. Sia es X1, también lo es Vzo.

5. Si o es Iy, también lo es Nza.

DEMOSTRACION: Notemos que 2) es consecuencia inmediata de 1), pues
a — f equivale a v V 3, y 3) es inmediata, pues al anteponer un negador a
cuantificador podemos pasarlo a la derecha invirtiendo el cuantificador.

3Véase ademas el teorema 5.23, mas abajo.
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4) Consideremos una formula « de clase X1, es decir que es equivalente a
otra de la forma \/y 3, donde 3 es Ag. Entonces \/za es equivalente a \Vzy 3,
y basta probar que esta formula es X;. Ahora bien:

Vzy B < Vulry(u = (z,y) — B) < Vulz <uly < u(u = (z,y) — B).

Como u = (x,%) es Ay, es claro que todo lo que hay tras el \u es A, luego
la formula es X7 como habia que probar.

La prueba de 5) es anéloga.

1) Tomemos formulas o y B equivalentes a formulas \Vz o/ y 'y 3, respec-
tivamente, con o y 8’ de tipo Ag. Podemos suponer que x no aparece en Vy 3’
y que y no aparece en Vxa'. Entonces oo A § es equivalente a

Vza AVyp < Vaya' A B).
Como o’ A B’ es Ag, la formula completa es X1 por 4).

El caso de a V f3 es idéntico. n

Conviene observar que la clave en la demostracion del teorema anterior es la
posibilidad de contraer cuantificadores usando los pares ordenados que hemos
definido.

El concepto siguiente también ayuda a identificar formulas ¢, II; y Ag:

Definicién 5.19 Diremos que un término ¢t de £, es Ag, X1, II; 0 Ay (en una
teorfa T') si y solo si lo es la formula 2 = ¢, donde x es una variable que no esté
en t.
Notemos que si un término ¢ es 31 (en una teoria que extienda a TA) entonces
es A1, pues
r=te Nu(u=t—z=u).

Por otra parte, si ¢(x1,...,x,) es una formula X1, II; 0 Ay y ¢1,...,1t, son
términos A; (en una teoria que extienda a IA), entonces la formula ¢ (1, ..., ,)
es del mismo tipo que ¢. En efecto (suponiendo sin pérdida de generalidad que
Z1,...,%Tp DO estan en t1,...,t,):

¢(t1a---atn)<_>vx1"'zn($l:tl/\"'/\xn:tn/\gb(xlv--wxn))
SNey- (=t A ATy =ty = G, 1)),

Definicion 5.20 Llamaremos I3 a la teoria que resulta de anadir a la teoria
bésica Q el principio de induccién restringido a férmulas de tipo 3.

En principio, podemos definir ITI; como la teoria que resulta de anadir a Q
el principio de induccién para formulas de tipo II;, pero el teorema siguiente
demuestra que 137 e ITI; son la misma teoria. Notemos antes que, aunque los
axiomas de induccion de IX; (resp. ITI;) son los que corresponden a formulas
del tipo considerado en sentido estricto, es claro que en ella se pueden probar
los casos correspondientes a formulas equivalentes en la teoria a las formulas del
tipo correspondiente.
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Teorema 5.21 FEn IX; se puede probar el principio de induccion para formulas
de tipo 111, mientras que en 111y se puede probar el principio de induccion para
formulas de tipo 3.

DEMOSTRACION: Tomemos una férmula ¢ de tipo II; y supongamos

#(0) A Nz (g(z) = d(z +1)).

Queremos probar que Az ¢(x). Supongamos, por reduccién al absurdo, que
existe un a tal que —¢(a). Aplicamos induccién a la formula

P(z)=z2<a—= Vulut+z=an-¢u)),

que es de tipo ¥; (en I¥X;). Obviamente se cumple 1(0) y, supuesto 1(z), si
z+1 < a, entonces z < a, luego por 1(z) existe un u tal que u+2 = a A —¢p(u).
No puede ser u =0, luego u = v + 1, con z+ 1 4+ v = a, y tiene que ser —¢(v),
pues ¢(v) — d(u). Asi pues, Vo(v+ 2+ 1=a A =¢(v)), y esto es 1(z + 1).

Por ¥,,-induccién tenemos Az 1 (x). En particular +(a), que implica —¢(0),
contradiccion.

El reciproco se prueba analogamente: si partimos de una formula ¢(z) de
tipo X7 y suponemos que cumple las hipoétesis del principio de induccién pero
existe un a tal que —¢(a), aplicamos II;-induccién a la formula

¥(z) = Nu(z +u=a— —¢(u)).
El argumento es muy similar. L]

Tras la definicion 5.1 observamos que el axioma Q3 es redundante en AP, y
la prueba usa el principio de induccién con una féormula ¥, por lo que podemos
decir, méas concretamente, que Q3 es redundante en I¥; (y en cualquier teoria
que la extienda). En particular, la teoria I¥X; se obtiene también de restringir
el principio de induccion en AP a férmulas X;.

Claramente tenemos Q C IA C I¥; C AP, donde la inclusiéon entre dos teo-
rias quiere decir que los axiomas de la primera son demostrables en la segunda.

Un resultado muy importante es que las formulas X7 y I son cerradas para
cuantificadores acotados. Para probarlo necesitamos un hecho previo:

Teorema 5.22 (Principio de Recoleccion) Para toda formula ¢(x,y) (po-
siblemente con mds variables libres, pero distintas de v) la férmula siguiente es
un teorema de AP (y de I3, si ¢ es Ag):

DEMOSTRACION: Supongamos Az < u\y ¢(x,y). Vamos a aplicar el prin-
cipio de induccién a la férmula

Ypw)=w <u+1— Volz <wVy <ve(z,y).

Notemos que si ¢ es de tipo Ag entonces 1 es de tipo ¥ y la induccion es
valida en 134.
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Para w = 0 es trivial. Si vale para w, suponemos que w + 1 < u + 1. Por
hipotesis existe un yg tal que ¢(w,yo) y sea v/ = max{v,yo}. Entonces

Az <w+1Vy <o ¢(z, ).
Concluimos que se cumple ¥ (u + 1), y eso es lo que querfamos probar. ]

El teorema siguiente vale en cualquier teoria que extienda a I¥;:

Teorema 5.23 Si a es una formula 31, II; 0 Ay, también lo son las formulas
/\xgua y\/xguoz.

DEMOSTRACION: Si a es ¥; es equivalente a una de la forma Vy é(z,y),
con ¢ de tipo Ag. Por el teorema anterior tenemos la equivalencia:

Nz <uVyo(z,y) < VoAr <uVy <vola,y).

La formula tras el Vv es Ay, luego la formula completa es ¥, como habia
que probar.

La clausura respecto a V& < u se sigue de 5.18. Si «a es II; razonamos igual,
pero aplicando la equivalencia a la férmula —¢ y negando ambas partes, con lo
cual nos queda que

Vz <ulyé(z,y) < NVz <uly <véle,y).

Seguidamente demostramos la variante fuerte del principio de induccién:

Teorema 5.24 Si ¢(x) es cualquier formula, la formula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 1%y para formulas 31 o 11y ):

Ne(Ny <z ¢(y) = ¢(x)) = Az ¢(2).

DEMOSTRACION: Por induccién sobre ¢(z) = Ay < z¢(y). Para x = 0
se cumple trivialmente. Supongamos que Ay < = ¢(y). Entonces por hipotesis
é(x). Veamos que \y < 2+1 ¢(y). En efecto, si y < x+1, entonces y < x, luego
o bien y < x (en cuyo caso ¢(y) por hipétesis de inducciéon) o bien y = x (en
cuyo caso ya hemos observado que se cumple ¢(y)). Concluimos que Azv(z),
luego, para todo z se cumple 9 (x + 1), lo cual implica ¢(z).

El teorema siguiente afirma que si existe un nimero natural que cumple una
propiedad entonces existe un minimo namero que la cumple.

Teorema 5.25 Si¢(x) es cualquier formula, la férmula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 131 para férmulas X1 o 11y ):

Vao(z) > Va(d(x) A Ay < 2-6(y)).
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DEMOSTRACION: Supongamos Vz¢(x). Si la existencia es falsa, tenemos
que Az(¢(x) — Vy < = ¢(y)). Ahora razonamos por induccién con la formula
Y(r) = Ay < 2 -¢(y). Obviamente se cumple para 0. Si vale para z, tomemos
un y < x4+ 1, es decir, y < x. Siy < x se cumple —¢(y) por hipotesis de
induccién, mientras que si y = x también tiene que ser —¢(x), ya que en caso
contrario tendria que existir un y < x que cumpliera ¢(y), y no existe.

Esto prueba Az (x). Por lo tanto, para todo x tenemos ¥ (x + 1), luego
—¢(x), contradiccion. La unicidad es clara. n

Un enunciado claramente equivalente del teorema anterior es
1
Vag(z) = Va(o(z) A Ny(¢(y) — = < y)).

Bajo la hipotesis obvia de acotacion también podemos justificar la existencia
de méximo:

Teorema 5.26 Si¢(x) es cualquier férmula, la formula siguiente es un teorema
de AP (y se demuestra en 1% para formulas X1 o Iy ):

Ve o(@) A VyAu(o(u) = u < ) — Va(é(z) A Au(é(u) —» u < ).

DEMOSTRACION: Tomemos ¥y segin la hipotesis. Basta aplicar el teorema
anterior a la formula

b(z)=2<yNoly—2) ¢« Vu<z(utz=yAdu).

Si z es el minimo que que cumple ¥(z), tomamos & = y — 2z y claramente cumple
lo pedido. L]

Definicion 5.27
minz|¢(z) =z | (d(z) A Ny(o(y) = = <y)),
max z|p(z) =z | (¢(z) A Ny(o(y) — y < ),

Los dos teoremas anteriores dan condiciones suficientes (y de hecho necesa-
rias) para que estas descripciones sean propias.

5.4 Relaciones y funciones aritméticas

En general, una cosa es que una sentencia aritmeética sea cierta (en el modelo
natural) y otra cosa que sea demostrable en una teoria aritmética dada. La razon
por la que hemos destacado las formulas de tipo ¥1,II; y Ay es que para ellas la
relacion entre que sean verdaderas y que sean demostrables (en una teoria tan
elemental como Q) es mucho mas estrecha, como vamos a ver en esta seccion.
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Definicion 5.28 Toda formula ¢(z1,...,z,) de £, define una relacion en N,
la dada por

R(my,...,my) siysolosi NE@0™) . 00m),
y cada término t(x1,...,x,) define una funciéon en N, la dada por
flay,...,an) =a syss NE¢00@), . olan))=ql)

Las relaciones y funciones definidas de este modo (o que pueden definirse de
este modo) se llaman aritméticas. Un poco mas en general, diremos que una
funcion n-adica f es aritmética si existe una formula ¢ tal que

flai,...,an) =a syss NE@0@) . ol gl@),

Asi la funcion definida por un término ¢ es la misma que la definida por la
formula t(xq,...,2,) =y, donde y es una variable que no aparezca libre en t.

Mas concretamente, diremos que una relacién o funcién aritmética es 31 o
II; sila férmula ¢ puede tomarse? ¥; o II;. Diremos que la relacién o la funcién
es Ap siesalavez Xy y Il

Notemos que si una funcion es ¥, entonces es de hecho A;. En efecto, si
cumple la definicion anterior con ¢ de tipo X1, entonces

flai,...,an)=a syss NE /\9c(¢(0(‘“)7 00 ) = O(a)),
y esta tltima formula es II; (en TA).

En general, usaremos la misma notacién para representar una féormula o un
término y la relacion o funcién que definen sin que ello deba inducir a error. De
hecho, ya lo venimos haciendo en los casos més simples: una cosa es el término
x4y de L, y otra la funcién suma en N, aunque usemos el mismo signo + en
ambos casos. La relaciéon entre ambos es que

r=m+n syss NEO™ =00 oM,
Por ejemplo, en 5.12 definimos la formula x | y, y es facil ver que la relacion
m|n syss NEO™ |0
no es mas que la divisibilidad, es decir, que m | n syss existe un r tal que
n=mr.

Del mismo modo, el término definido en 5.14 nos determina una funcion A
en N que, si desarrollamos la definicion N E 00) = <O(m), 0(”)> Vemos que es
(m+n)(m+n+1)

2

4En principio, aqui nos referimos a que la férmula es 1 o II; en sentido estricto, no
equivalente a una férmula de este tipo en alguna teorfa. Ahora bien, si ¢ es una férmula E{
o HlT para una cierta teoria T sobre £, tal que N E T, entonces la relacién definida por ¢ es
la misma que la definida por la correspondiente formula 31 o II; equivalente, por lo que la
relacion es también X7 o IIj.

(m,n) = +m
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Como el teorema 5.15 es verdadero en N, podemos afirmar que todo ntimero
natural n se expresa de forma tnica como n = (ng,n;), para ciertos niime-
ros ng,n1. En general, cualquier teorema que demostremos en una teoria que
admita a N como modelo se traduce en afirmaciones verdaderas sobre las rela-
ciones o funciones que intervengan en él.

También tenemos las funciones inversas ng y n; definidas por los términos de
la definicion 5.16. Todas estas relaciones y funciones que estamos considerando
son claramente® Ag.

Ahora bien, como recordabamos al principio de esta seccion, debemos tener
presente que no es lo mismo

NE ¢(00@), ... 00y que w(o(ﬂl),...,o(an)),

para una teoria 1. Si N F T entonces se cumple la implicacién <, pero, incluso
si T = AP, nada nos garantiza que si una sentencia es verdadera en N tenga
que ser demostrable en T'. En este sentido debemos recordar el teorema 5.6, que
ahora podemos reformular asi:

Teorema 5.29 (X;-completitud de Q) 5i ¢(x1,...,2,) es una formula X1,
entonces, para todos los nimeros naturales ay,...,an,, se cumple

NE ¢(0@) 0@y syss gqb(O(“l),...,O(“")).

Asi pues, para una sentencia 1, “ser verdadera” es lo mismo que “ser de-
mostrable en Q”, pero veremos que “ser falsa” no equivale necesariamente a “ser
refutable en Q" (ni siquiera a “ser refutable en AP”). Lo segundo lo cumplen
obviamente las formulas IT;, mientras que las formulas A; cumplen ambas co-
sas. En particular, toda sentencia A; es demostrable o refutable en Q, pero
podemos afinar un poco mas:

Teorema 5.30 Si R es una relacion n-ddica A1, entonces existe una formula
d(x1,...,2,) de tipo X1 tal que

R(al, ceey an) SYSs (S(b(()(al)’ s O(an))7

-R(ai,...,an) syss gﬁ(;s(o(al)7 L ’O(Uzn)).

DEMOSTRACION: En principio, la hipétesis significa que existen formulas o
y 7 de tipo A tales que

R(ai,...,a,) syss N)=\/xa(w,O(al)7...,0(“”‘))

syss NE Az 77(:1:,0(‘“), cee 0(‘1")).

5Notemos que la formula = = zg es Ag, pues equivale a Vy < z z = (z,y), e igualmente
con y = z1.
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Definimos entonces
d(xy,...,20) = Va(o(z,or,...,20) ANy <z 7(y,21,...,7,)).

Ciertamente se trata de una féormula ;. Veamos que cumple lo pedido. Si se
cumple R(ay, ..., ay), existe un m tal que N E o(00™), 001 . 0(@)) y, como
también N E Az (2,00, ... 0@)) en particular

NE Ay <0 7(y,00) . olan)y,

de donde N ¢(0(@), ... 0(@)) y, por el teorema anterior ggb(()(‘“), ..., 00y,

Supongamos ahora = R(ay, . ..,a,), de modo que existe un natural m tal que
N E -7 (00 0ler) . 0len)), Tuego E_\ﬂ'(o(m), 0lan) . plan))y,

Vamos a probar —¢ (01, ... 0(¢»)) en Q por reduccion al absurdo. Supo-
nemos $(0(@), ... 0(@n))  es decir, que existe un z tal que

o(z,00), 0 A Ay < 2wy, 000, 00,

Por 5.4 tenemos que 0™ < z v z < 00" El primer caso es imposible, pues
nos daria (0™, 0(*) .. 0(@)) v podemos probar lo contrario. Si se cumple
x < 00" entonces, de nuevo por 5.4, podemos probar z = 00 v ... v g = 0(™),
luego

a(0©, 0l . olen)y v ..oy g0 olar) . plan)y

pero, como ningtn ntmero natural £ cumple N F O'(O(k), ola) 0(‘1”))7 en Q
podemos probar

o (0,0 0y Ao A me(00M) 0lar) L plen)))

y asi tenemos una contradiccién. n

Observemos que si la relaciéon n-ddica R esta definida por una formula ¢g
que es A; en una teoria T sobre £, entonces la férmula ¢ dada por el teorema
anterior puede tomarse equivalente a ¢y en T. En efecto, lo que tenemos es que

';(¢o<—>V$U) y ';(¢0<—>/\307T),

y es claro entonces que la férmula ¢ construida en el teorema es equivalente en
T a ¢0.

Para funciones podemos probar un resultado mas simple. Conviene enun-
ciarlo para funciones parciales en el sentido siguiente:

Diremos que una formula ¢(x1, ..., x,,y) define una funcion n-ddica parcial
F si para todos los nimeros naturales aq,...,a, existe a lo sumo un m tal
que N E ¢(0(@), ... 0(@) 00™) v en tal caso escribiremos F(ay,...,a,) = m.
Diremos que F' es de tipo 37 o Il si lo es la formula ¢.
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Teorema 5.31 Si F' es una funcion n-ddica parcial de tipo X1, existe una for-
mula Y(x1,...,2n,y) de Lo de tipo 31 tal que, si F(aq,...,a,) estd definido,
entonces

E NGO, 00 ) 4y = OFlernen)),

Esto significa que si F(ay,...,a,) = a esta definida, en Q no solo se de-
muestra 1(0(®), ..., 00 0(®) sino que 0(*) es el Gnico nimero y que cumple
w(o(al)v cee 70(0«n)’ y)

DEMOSTRACION: Por abreviar la notaciéon supondremos que n = 1, es decir,
escribiremos = en lugar de z1,...,x,, pero es claro que la prueba vale para
cualquier niimero de argumentos sin cambio alguno. Sea ¢(z,y) = Vzo(z,y, 2)
una férmula que defina a F', donde o es una formula Ag. Definimos

Yo(z,y,2) = o(z,y,2) A Nuv < y(u #y — —o(z,u,v))
ANuw < z(u#y — —o(z,u,v))

y a su vez llamamos ¥(x,y) = Vzvo(z,y, 2).

Si F(m) = k, entonces existe un g tal que N F o(0™) 0(%) 0(@)). Es claro que
N E (00, 0%) 0(9)), Tuego g 1o(00™),0%) 0(9), y esto implica g (00 0(k)),

Por consiguiente, g/\y(y =0 — (0™ ).

Para probar la implicacién contraria, razonando en Q, suponemos
y # 0% Ao (0,y, 2)
para llegar a una contradicciéon. Sea h = max{k,q}. En Q podemos probar
(0" <yvy<0M)ya O <zvz<o®).

Supongamos en primer lugar que 00" < y v 0") < z. Entonces, o bien
ok < y A 0@ < y o bien 0k < 2 A0@ < 2. En cualquiera de los dos casos
1o(00™) g, 2) implica = (00™), 0),0(9)), 1o que nos da una contradiccion, pues
en Q puede probarse O'(O(m), 0k, O(q)).

Por consiguiente tiene que ser y < oM A 2 < 0, En Q se demuestra
o (0™, 00) 0(9)), y esto implica = (0("™),y, 2), en contradiccion con la hipo-
tesis (0™, y, 2). "

5.5 Conjuntos en >

Vamos a probar que en la teoria I3, es posible definir una relacion de perte-
nencia que haga verdaderos los axiomas de una teoria de conjuntos mas fuerte
que la teoria basica B que estudiamos en en el capitulo III. Esto nos permitira
a su vez hablar de sucesiones finitas de nimeros naturales.
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5.5.1 Maximo comun divisor

Empezamos con algunos resultados que, de hecho, se demuestran en I1Ay.
Por ejemplo, la formula d | z = Vu < 2y = du es Ay, al igual que d | z A d | y,
lo que, en virtud del teorema 5.26 nos permite definir el maximo comun divisor
de dos ntimeros en IAq:

Definicién 5.32 Definimos el mdzimo comin divisor de dos nimeros como®

() =d| (x#£0ANy#0Ad|xzAd|yANele|zAne|ly—e<d)

Es obvio que (z,y) = (y,z), y que (x,2) = x. Notemos que, por el convenio
sobre las descripciones impropias, (z,0) = 0.

Seguidamente demostramos lo que en algebra se conoce como relacion de
Bezout:

Teorema 5.33 Azy(0 <y <z — Vu<azVv <z (z,9) = zu — yv).

DEMOSTRACION: Observemos que t =z -1—y-0>0,con 1 <x A0 < zx.
Por lo tanto, podemos tomar el minimo ntimero z que cumple

d(z)=Vu<azVo<az(z=zu—yvAz>0).

Veamos que z = xu — yv = (x,y). Por construccion z < z, y también se cumple
que z <yporquey =ay—y(r—1),cony<zAz—1<uz.

Para probar que z | z dividimos © = zs + ¢ con t < z (teorema 5.11). Si
fuera t # 0 entonces t = x — zs. No puede ser s = 0, pues entonces serfa r < z.
Entonces

t=x—zs=x— (zu—yv)s =z + qyx — (qyr + Tus — yvs)

=z +xqy — zus — (ygz — yus) = 2(1 + qy — us) — y(qz — vs),
donde ¢ es cualquier nimero natural suficientemente grande como para que
1+qy—us >0y qr—uvs >0 Tomemos’ concretamente el minimo ¢ que
cumpla gx > vs (notemos que g = vs + 1 cumple la propiedad, luego hay un
minimo). Vamos a ver que también cumple el segundo requisito. Ante todo,
tiene que ser ¢ > 0 y ademés gx — vs < x, pues en caso contrario (¢ — 1)z > vs,
en contra de la minimalidad de q. Operando de forma similar a la anterior
obtenemos que
t +wus + y(gz — vs) = z(1 + qy),

de donde zus < (1 + qy), luego 1+ qy — us > 0, como queriamos probar. Mas
aun, se cumple que 1 4 qy —us <y < z, pues si fuera 1 + qy — us > vy,
t=x(1+(¢—1y—us)+ylvs—(¢—1)z) >z,

donde usamos que (¢—1)x < vs por la eleccion de ¢q. Pero t < z < z, luego tene-
mos una contradiccién que prueba que 1+ qy —us < x, y entonces t contradice
la minimalidad de z. Esto prueba que t = 0y que z | z.

6Notemos que la formula d = (x,y) es Ag, pues /e puede cambiarse por Ae < .
"Notemos que las dos veces que hemos tomado un minimo, lo hemos hecho respecto una
formula Ag.
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Similarmente, dividimos y = zs 4+t con t < z, razonamos como antes que
s # 0y, en el supuesto de que t # 0, expresamos

t=y—zs=y— (zu—yv)s = x(yqg — us) — y(xqg — vs — 1).

Para que esto tenga sentido tomamos el minimo ¢ tal que yq > us, con lo
que yg —us < y, y en tal caso tiene que ser vs + 1 < xq, pues en caso contrario
podriamos escribir

t=a(yg—us) +y(vs+ 1 —2q) > x> 2,

y tendriamos una contradicciéon. Por otra parte, xq — vs — 1 < x, pues en caso
contrario

ry < y(rq—vs — 1) = z(yq —us) —t < z(yq — us),

luego ¥y < yqg —us y us < y(q — 1), en contradiccion con la eleccion de g.
Nuevamente tenemos que ¢ contradice la minimalidad de z.

En definitiva, z | A z | y, y la expresion z = zu — yv implica que cualquier
otro divisor comun de z e y divide a z. ]

Notemos que del teorema anterior se sigue (y, de hecho, se ha puesto de
manifiesto al final de la demostracion) que

Neye(x #0Ny#0Ne|znely—el(z,y)),
que es algo ligeramente méas fuerte que lo que exige la definicion.
Teorema 5.34 Azyz((z,y)=1Az|yz = x| 2).

DEMOSTRACION: Por el teorema anterior, 1 = zu — yv, y si | yz entonces
x| zuz — yvz = z. "

Con esto podemos definir el concepto de ntimero primo y demostrar sus
propiedades basicas, aunque todavia no estamos en condiciones de hablar de
descomposiciones en factores primos.

Definicién 5.35 Primo(z) =z > 1A Au<z(u|z—>u=1Vu=ux).

Nota Hemos puesto un v < z redundante en la definicién de primo para poner
de manifiesto que la formula Primo(z) es Ag, al igual que u | z, o que d = (z,y)
0z = {(x,y). "

Observemos que las relaciones definidas en N (en el sentido de 5.28) por
todos los conceptos aritméticos que estamos introduciendo son las usuales, en
el sentido de que, por ejemplo, la relacion P(n) dada por N E Primo(0(™) es la
que se cumple exactamente cuando el nimero n es primo en el sentido usual.
Normalmente dejaremos que el lector se persuada por si mismo de estos hechos
sin mas comentarios.
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Ejemplo Ahora podemos enunciar en £, la conjetura de Goldbach:
ANz(2 |z Az >4— Vpg < z(Primo(p) A Primo(q) A x = p +q))

y observamos que es una sentencia de tipo II;, pues la formula que sigue al Az
es de tipo Ag. De acuerdo con el teorema 5.29, si la conjetura de Goldbach
fuera falsa, esto podria ser demostrado en Q (es decir, si hay un nimero par n
que no es suma de dos primos, en Q podriamos probar que 00 no es suma de
dos primos), pero si es verdadera no tenemos garantia de que pueda probarse
en Q (ni en AP). "

Teorema 5.36 Se cumple:
1. Nz(x > 1 — Vp(Primo(p) A p| ).
2. Npzy(Primo(p) Ap | zy = plzVp|y).

DEMOSTRACION: 1) Tenemos que u = x cumple u > 1 A u | z. Sea p el
minimo que cumple esto, es decir, p > 1 Ap|2z A Av(v >1Av |2 — p< ).
Basta probar que p es primo, pero si v | p A v > 1 entonces v | z, luego
p <v <p,luego v =p.

2) Si p { y, entonces (p,y) = 1, pues se trata de un divisor de p, que tiene
que ser 1 o p, y no puede ser p. Por el teorema anterior p | x. m

De momento no podemos ir méas lejos. Por ejemplo, no podemos demos-
trar que todo niimero se descompone en producto de primos porque no tenemos
forma de expresarlo, porque en AP, en principio, s6lo podemos hablar de nime-
ros, y no de sucesiones de ntimeros {p;}? , como seria necesario para afirmar
que un numero m se expresa como 1M = Py - - - P,. Sin embargo, esta limitacion
es sb6lo aparente, como veremos en breve.

5.5.2 Exponenciacion

Ahora vamos a dar el primer paso para demostrar que en AP es posible
hablar de conjuntos. Se trata de hacer algo parecido a lo que ya hemos hecho
con los pares ordenados. Hemos visto que cada numero codifica (o puede verse
como) un par de ndimeros, e igualmente veremos que cada namero codifica (o
puede verse como) un conjunto. La idea es que los elementos de un nimero n
seran los ntimeros correspondientes a las posiciones de los unos en la expresion
binaria de n. Por ejemplo, si n = 37 = 1001015 codifica el conjunto {0,2,5}.

El problema es que para definir esta codificacion necesitamos definir al menos
la exponencial 2", y para definir la exponencial necesitariamos tener ya definida
la codificacion de conjuntos. Para resolver este inconveniente, introduciremos
ahora una codificacién de conjuntos rudimentaria, pero suficiente para definir la
exponencial en base 2. Con ella definiremos luego una codificaciéon de conjuntos
mucho mas potente.

No estamos todavia en condiciones de definir el factorial de un namero na-
tural, pero de momento nos basta con lo siguiente:
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Teorema 5.37 Az\VyAu(0 <u <z —u|y).

DEMOSTRACION: Por induccién® sobre z. Para x = 0 es trivial y si vale
para z, tomamos un y divisible entre todo 0 < u < x y observamos que y(z+1)
cumple el teorema para x + 1. n

Definicién 5.38 Llamamos® fc(z) = miny | Au < 2(u >0 — u | ).

Con esto estamos en condiciones de definir una relaciéon de pertenencia ru-
dimentaria (méas adelante la sustituiremos por otra mejor):

Definicién 5.39 Abreviaremos'® u €g (y,2) = (1 + (1 +u)z2) | y.

Asi, cada par de nimeros naturales determina un conjunto, de tal forma que,
como mostramos a continuacién, todo conjunto finito definido por una férmula
estd determinado por un par de ntimeros:

Teorema 5.40 Sea ¢(u) una formula, que puede tener otras variables libres.
Entonces la formula siguiente es un teorema de AP (de IX; si ¢ es Ag):

Nae\Vyz\u < z(u € (y, 2) <> ¢(u))

DEMOSTRACION: Si z = 0 el resultado es trivial, y si x = 1, basta tomar
y =z =1si ¢(0) o bien y = z = 0 si $(0). Por lo tanto, podemos suponer que
x > 1. Sea z = fc(x).

Veamos ahora que si u < v < x, entonces (14 (1+u)z,1+(14+v)z) = 1. En
efecto, sea ¢ el maximo comun divisor. Abreviaremos u; = 1+ u, v1 = 1 + v,
de modo que 1 + w1z = ac, 1 + vz = be, para ciertos a, b. Notemos que
0<v—u<uwz, luego v — u | z. Por otra parte

1+ wurz | abe = a(l 4 v12), 14wz | a(l+wuiz),
luego 1 + w12z también divide a la resta:
1+uiz]|a(vy —ur)z =alv —u)z.
Como claramente (1 + u1z,2z) = 1, por 5.34 concluimos que
1+uwz|alv—u)|az.

Por el mismo argumento, 1 + u1z | a, pero 1 +u;z = ac, luego 1 +uiz =ay
¢ = 1, como habia que probar.

Ahora probamos lo siguiente por inducciéon!! sobre ¢:
At <zVy(Au < 2((u <t A p(u) = u € (y, 2)

Au>tV-ag(u) = (y, 1+ (14+u)z) =1)).

8Notemos que la propiedad es ¥;.

9Notemos que la férmula y = fc(z) es Ag.

10Esta definicién es Ag, pues equivale a Vst < y(y =st As =1+ (1 +u)z).
HNotemos que la formula es X1 si ¢ es Ag
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Para t = 0 basta tomar y = 1. Supongamos el resultado cierto para t y sea
9 el nimero correspondiente. Podemos suponer que ¢t + 1 < x, o de lo contrario
no hay nada que probar. Si —¢(t), entonces el mismo y cumple el resultado
para t + 1. Supongamos, pues, ¢(¢) y llamemos ¢y’ = y(1 + (1 +¢)z). Entonces
te€o (y,2),ysiu<tA ¢(u) entonces u €y (¥, 2).

Tomamos por ltimo un v < x tal que u > t+1 V —=¢(u). Sabemos entonces
que (y,1+ (14+u)z) =1, y queremos probar lo mismo con y’. También sabemos
que (y,1+ (1 +t)z) =1y hemos probado que 1+ (1 +u)z y 1+ (1 +t)z son
primos entre si.

Entonces, si (v, 1+ (14 u)t) # 1, tomemos un divisor primo p. Como p | ¢/,
tiene que ser p | y o bien p | (14 (1 +¢)z), lo que contradice que 1 + (1 4 u)z)
sea primo con estos dos numeros.

Con esto termina la induccién, y tomando ¢ = z resulta la féormula del
enunciado. m

Definicién 5.41 Suc(y, z,7) = Au < zVv < y{u,v) € (y,2). Si se cumple
esto, para cada u < z llamaremos (y, z),, = minv < y | (u,v) € (y, 2).

SucExp(y, z,2) =x > 1 A Suc(y, z,2) A (y,2)o =1

ANu<z—1 (Y, 2)ur1 =2y, 2)u-
exp(z,v) = Vyz(SucExp(y, z, 2 + 1) A (y,2)s = v).

La formula'? Suc(y, z, z) significa que los ntimeros ¥, z codifican una sucesién
de longitud z, la que a cada u < x le asigna (y, z),. La formula SucExp(y, z, x)
significa que y, z codifican una sucesiéon cuyo primer término es 1 y que cada
cual se obtiene del anterior multiplicaAndolo por 2, de modo que se trata de la
sucesion 1,2,4,8,...,2%. Por lo tanto, exp(z, v) significa que v = 2%.

1
Teorema 5.42 AzVvexp(z,v).

DEMOSTRACION: Si SucExp(y, z,z) A SucExp(y’,2’,2") A x < 2/, entonces
Au < 2 (y,2)u = (v, 2")u. Esto se prueba facilmente por induccion'® sobre u.
Si u = 0, entonces (y,z)o = 1 = (v/,2')o. Si es cierto para u y v+ 1 < z,
entonces

(yv Z)u+1 = 2(?!7 Z)u = 2(?/7 Z/)u = (y/7 Z/)u-l-l-

120bservemos que
Suc(y, z,z) < Nu < zVow < y(w = (u,v) A w o (y, 2)),
v = (y,2)u ¢ Vw < y(w = (u,v) Aw €o (y,2) AN <v(=Vw <y--0),
SucExp(y, z,z) =z > 1 A Suc(y, z,2) A Vw < y(w = (y,2)0 Aw = 1) A

Au <z — 1Vww' <y(w = (y,2)ut1 Aw' = (y,2)u A w = 2w").

Vemos asi que las tres formulas son Ag.
13]a formula es Ag
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Esto nos da la unicidad. Veamos ahora que si SucExp(y, z, z) entonces u < z
implica u < (y, 2),. Por inducciéon'? sobre u. Parau=0es 0 < 1 = (y, 2). Si
es cierto para u, es decir, si u < (y,2), ¥y u+ 1 < z, entonces

u+1 < 1- (y; z)u < 2(y72)u = (y,z)u+1.

Similarmente, si u < v < z, entonces (y,2)y, < (y,2),. Por induccién'®

sobre v. Si v = 0 no hay nada que probar. Si vale para v y se cumple u < v+1,
entonces u < v. Si u = v tenemos que

(y7 Z)u < 2(ya Z)u = (y, Z)v—i—l-

Siu < v tenemos (y, 2)u < (¥, 2)v < 2(y, 2)p = (Y, 2)vt1-

Pasemos ya a probar la existencia. Para ello probamos por induccién'® sobre
x que Az > 1\/yz SucExp(y, z, z).

En efecto, para © = 0 es trivial. Si vale para z, tratamos aparte el caso
x = 0 (es decir, probamos aparte que el resultado vale para = = 1). Para ello
aplicamos 5.40, que nos da:

VyzAu < 2(u € (y,2) < u=1).

Teniendo en cuenta que (0,0) = 0y (0,1) = 1, esto significa que si tomamos
Y, z que cumplan esto, se cumple Suc(y, z,1) y (y, 2)o = 1, luego SucExp(y, z,1).

Supongamos ahora que = > 1 y que existen y, z tales que SucExp(y, z, x).
Sea ¢ = (y,2).—1 y sea ¢’ = (x,2q). Por 5.40 existen y’, 2’ tales que

Nu<q'(uey(y,2) < (ueco(y,2) AVi<aVoz=(i,v) Vu=(z,2q)).

Se cumple que Suc(y’,z’,x + 1). En efecto, si i < 4+ 1, o bien i < z, en
cuyo caso, por la monotonia que hemos probado,

u=(i,(y,2)i) < (,9) < ¢,

luego u €¢ (¥, 2’), o bien i = x, en cuyo caso u = (x,2q) = ¢’ también cumple
u €0 (¥',2'), luego en cualquier caso Ai < x4+ 1V (i,v) € (y/,2'). Méas atn,
si (i,v) €o (y',2') con i < x, tiene que ser v = (y, 2);, pues en caso contrario
v < (y,2);, pero entonces (i,v) < (i, (y,2);) < ¢, luego (i,v) €¢ (y,z2), pero

entonces (y, z); < v, contradiccion. En otros términos,
Ni<az (.2 = (y,2)i-

Similarmente se ve que (v, 2'), = 2¢ = 2(y,2).—1, y de aqui se sigue inmedia-
tamente que SucExp(y’,z’,z + 1). Esto completa la induccion y, para cada z,
tenemos que existen y, z tales que SucExp(y, 2,z + 1), luego Vvexp(z,v). =

MLa formula es u < z — Vo < y(u < v A v = (y.2)u), luego es Ag.
5La formula es Vww’ < y(w = (y,2)u A w' = (y,2)0 A w < w'), luego es Ag.
16La formula es 1.
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Definicién 5.43 Definimos!” 2% = v | exp(z,v).
Claramente se cumple:
20 =1 A Az(2°F! =27 . 2).

Maés atin, en la prueba del teorema anterior hemos visto también las dos primeras
de las tres propiedades siguientes (y la tercera se prueba sin problemas por
induccion!® sobre y):

Nz < 2% Nuv(u < v — 2% < 29 Nzy 2779 = 27 . 2Y,
b b y

1
Teorema 5.44 N\ry\Vuwow(v <TAw <2® Ay =21y 427 v +w).

DEMOSTRACION: Por la divisién euclidea, existen u y ¢ < 2°+! tales que
y =21y 4 q. A su vez, existen v y w < 2% tales que ¢ = 2%v + w, pero tiene
que ser v < 2, pues en caso contrario ¢ > 2!, Esto nos da la existencia. Si
tenemos
2Ty 4+ 2%+ w =2 27

con v,v’ < 1, entonces w = w’, pues ambos son el resto de la division euclidea
entre 27, luego
2z+1'u+21'7]:2x+1'ul+2I'U/

y de aqui 2u + v = 2u’ + v/, pero entonces v = v’, pues ambos son el resto de la
division euclidea entre 2, luego u = u’. m

El nimero v dado por el teorema anterior es la cifra que ocupa la posicion
z en la expresion binaria de y o, simplemente, el bit z-ésimo de y:

Definicién 5.45 Abreviaremos:!?

bit(z,y) = v | Vuw(v < TAw <2 Ay =2"T1 o u + 27 v+ w).

5.5.3 La relacién de pertenencia

Ahora estamos en condiciones de definir conjuntos en I¥; a través de una
funcién de pertenencia mucho méas adecuada que la que habiamos definido en
la seccion anterior. Consideramos la formula siguiente:2%

Definicién 5.46 x € y = bit(z,y) = 1, x ¢ y = bit(z,y) = 0.

Tal y como indicdbamos mas arriba, z € y significa que la cifra de orden x
del desarrollo binario de y es 1.

17Tenemos que el término 2% es X1, porque v = 2% equivale a exp(z,v), que es claramente
31, luego 2% es Ap por la observacion tras la definicién 5.19.

18La formula es Ay, pues resulta de introducir los términos 2%1Y, 2% 2¥ (de tipo A1) en la
formula v = vw (trivialmente Ap).

198e trata de un término Aj, pues v = bit(z,y) resulta de introducir los términos 22+1 y
2% (de tipo A1) en una férmula X.

20Claramente es Aj.
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Ejemplo Como 10 = 23 + 2, tenemos que los tnicos elementos de 10 son los
ntmeros 1, 3, de modo que podemos ver al niimero natural 10 como el conjunto
{1,3}. Asuvez, 1 =2 es 1 ={0} y3=2+1es3=1{0,1} yasuvez (=g,
luego, en total:

10 = {1,3} = {{0},{0,1}} = {{=2}, {2, {2} }}.

Vamos a comprobar que esta relaciéon de pertenencia cumple los axiomas
necesarios para poder identificar a cada nimero natural y con el conjunto de los
nimeros naturales z que cumplen = € y.

La primera propiedad del teorema siguiente implica que los cuantificadores
de la forma Az € y o V& € y estan acotados, pues equivalen, respectivamente,
aNe<yley—--)yVe<ylxeyA--), luego conservan el tipo ¥; o II;
de la formula que les sigue.

Teorema 5.47 Se cumple:

1. Ney(z ey = o <y)

2. Ny(N\zz ¢y y=0)

3. Nyu(y < 2% < Ne(x €y — x < u))

DEMOSTRACION: 1) Si z € y entonces bit(z,y) = 1, luego y > 2% > z. Esto
implica que Az = ¢ 0, que es una implicacion de 2). Para probar la otra, si
y # 0, se cumple que 2° = 1 < y y si 2% < y entonces = < y, luego existe el
maximo?! z tal que 2° < y. Sea w < 2% tal que y = 2% - v + w. Tiene que ser

v < 1, pues en caso contrario 2°1 < y. Resulta entonces que bit(z,y) = 1,
luego = € y.

3)Siy < 2%y x €y, entonces 2* < y < 2% luego x < u. Siy > 2% sea
2z > u el maximo tal que 2* < y. En la prueba de 2) hemos visto que = € y.
| |

Necesitamos varios resultados técnicos. El primero (cuya interpretacion es
clara) lo usaremos varias veces en los razonamientos posteriores:

Teorema 5.48 Awz(w <2* - Az(z €2 tw ez cwVr=2)).

DEMOSTRACION: Suponemos w < 2%. Si z = z es claro que x € 2% + w, por
definicién. Si z € w, entonces 27 < w < 2%, luego z < z y w = 2715 4+ 2% 4 ¢,
con t < 2%, luego

27 fw =27 + 2T s 427 4t =27T1(27T T 1 5) 27 4 ¢,

luego z € 2% 4+ w.

21La formula 2% < y es A1, pues se obtiene introduciendo el término 2% (de tipo A1) en la
formula u < y.
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Supongamos ahora que x € 2% +w, de modo que 2% +w = 215427 +¢ con
t < 2% Como 2% 4+w < 27427 = 2*11 el teorema anterior nos da que © < z+1,
o equivalentemente, z < z. Si £ = z hemos terminado. Supongamos que = < z
y veamos que € w. Para ello probamos que 2°t1s > 27, En caso contrario
22Flg < 27 = 22H192=e=1 "de donde s < 2771 luego s + 1 < 227271 luego
2241 (s + 1) < 2%, luego 2%H1s < 2% — 27+ luego

2 +w=2"Ts 427 41 <27 —2"T1 4 27 4 2% = 22,

contradiccion. Por lo tanto s > 227~ Por otro lado, s < 2*~%, ya que en otro
caso 2% tls > 27+l y

22l 92l L 9% L <07 g 4 9% Lt = 2% oy < 27T,
contradiccién. Asi pues, 2°7%~! < s < 2277, Esto significa que en la divisiéon
euclidea s = 2* 1y 4 ¢, con ¢ < 2771, no puede ser ni w =0y u > 1, luego
u=1ys=2""*"144. Porlo tanto

2" fw =24 2% 4t =274+ 27T 4 2% 4 ¢

y w = 2"q+t, luego = € w. "

Definicién 5.49 Abreviaremos?? x C y = Au(u € v — u € y).

Observemos que 2° —1 = 111115, luego, como conjunto, contiene a todos los
nimeros menores que 5. Por lo tanto:

Teorema 5.50 Auy(y < 2% <y C 2% —1)

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta 5.47 3), basta probar que

. u 1 siz<uw,
bit(z, 2 _1):{0 six > u.

Ciertamente, si bit(z,2% — 1) = 1, entonces 2% — 1 = 22T1s + 2% 4+ ¢, luego
27 < 2% —1 < 2% luego = < u. Falta probar que

Au/\z < u bit(z,2* — 1) = 1.

Lo probamos por inducciéon sobre u. Para u = 0 es trivial. Supuesto cierto
para u, observamos que 2“Tt — 1 = 2% 4 (2% — 1) y basta aplicar el teorema
anterior. -

Teorema 5.51 Sea ¢(u) una férmula con tal vez otras wvariables libres (de
tipo Ay para que la prueba valga en 1¥, ). Entonces

AxVy < 2°Au < z(u € y < ¢(u)).

22Por 5.47 tenemos que z C y <> Nu < z(u €z — u € y), luego es Aj.
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DEMOSTRACION: Por induccion?? sobre z. El caso z = 0 es trivial. Supon-
gamos que el teorema vale para x y consideremos el y correspondiente. Si se
cumple ¢(x) tomamos y' = 2* 4+ y y aplicamos 5.48. Siu < x +1

uey <ucyVu=1x+ o(u).

Si —¢(z), basta tomar y' = y. "

Teorema 5.52 Auv(u C v — u < v).

DEMOSTRACION: Diremos que y es una restriccion de z a x si?*

Ry,z,x)=y <2 ANN\u<z(u€y e ucz).

Aplicando el teorema anterior a ¢(u) = u € z concluimos que existen restric-
ciones de z a todo z. Supongamos u C v y veamos por induccién?® sobre x
que

Au'v' < 2°(R(u',u,z) A R(v',v,2) — o' < ).

Si 2 = 0 es trivial porque necesariamente v’ = v’ = 0. Si es cierto para =z,
tomemos ahora u”,v” < 2%+ tales que R(u”,u,z + 1) A R(v", v,z + 1). Sea

R B six ¢ u, U Ly six ¢ w.

p {u”22 siz € u, / {U”—QZ six € v,

Se cumple entonces que R(u',u,x) A R(v',v,z). En efecto, si x € u entonces
x € vy, como v’ < 2! tiene que ser v’ = 2% + u/, mientras que si z ¢ u
entonces = ¢ v y " < 2%. Usando 5.48 en el primer caso, se sigue facilmente
R(u',u,z), y lo mismo vale para v'. Por hipétesis de induccion u’ < v’. Ahora,
si ¢ ¢ u, entonces v” = v’ < v < v’ mientras que si © € u entonces x € v,
luego u” = 2% + v/ < 2% + v =v".

Finalmente observamos que w es una restricciéon de u a u, e igualmente con
v, luego tenemos que u < v. n

Como consecuencia inmediatas:
Teorema 5.53 (Extensionalidad) Auv(Ai(i € u <> i € v) = u =v).

Teorema 5.54 (Especificacion) Si ¢(u) es cualquier formula, en AP (o en
IX, si ¢ es A1) se demuestra que

/\x\l/y/\u(u ey uexA ().

DEMOSTRACION: La existencia se sigue inmediatamente de 5.51, y la unici-
dad del teorema anterior. n

23Notemos que sélo podemos asegurar que la coimplicacién es X1 si ¢ es Aj.
24L 5 formula es claramente A, pues resulta de introducir 2% en una férmula A;.
25,4 férmula de la induccién es claramente Aj.
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Definicién 5.55 {u €z | p(u)} =y | Au(u € y <> u €z A ¢(u)).
Hemos probado que se trata siempre de una descripcién propia2® en AP, y
en I3 si ¢ es Ay

Si aplicamos 5.51 a la formula « = u obtenemos AzVy < 2°Au <z u € y
0, equivalentemente,

AzVyAu(u € y & u < ).

Por la extensionalidad tenemos la unicidad, luego podemos definir:?”
L=y|Nufucy+u<a),

de modo que I, es el conjunto de los nameros naturales menores que z.

Con esto estamos en condiciones de probar que la relacién de pertenencia
cumple los axiomas de una teoria de conjuntos bastante mas rica que la teoria
(basica) de Zermelo que estudiamos en el capitulo III:

Teorema 5.56 Se cumple:2®

1) Extensionalidad Azy(Au(u€z < ucy) —ax=y)

2) Par NeyVzN\u(u € z < u=2Vu=y)

3) Unién AxVyAu(u € y < Vo(u € v Av € 2))

4) Reemplazo Para toda formula ¢(x,y), tal vez con mds variables libres,
Nzyz(o(z,y) A ¢(z,2) =y =2) = NaVbA\y(y € b+ Vz € ag(z,y))

5) Partes AzNVyNu(u € y <> u C )

6) Regularidad ANz(Vyyez) = Vylyexz A -VulueyAuex))

DEMOSTRACION: 1) ya lo hemos probado. Para 2) tomamos z = 2% + 2¥ si
T #y,obien z=2%siz=y.

Para 3) basta considerar y = {u € I, | Vv(u € v A v € 2)} y observar que si
u €V AvExentonces u <v <z, luegou €I, yué€Ey.
4) Consideramos la formula ¢ (x,y) = ¢(z,y) V (=Vzé(z,2) Ay =0). Es
1
claro que Az < aVyv(x,y), luego por el principio de recolecciéon 5.22 existe un

v tal que Az < a\Vy < vip(x,y). A continuacion tomamos

b={yel,|Vzeap(z,y)}

26Pero notemos que un término {u € t | ¢(u)} es una descripcién propia en I¥; para
cualquier término ¢ (no necesariamente A1). Ello se debe a que en la férmula del teorema de
especificacion siempre podemos eliminar el generalizador /\z sustituyendo a z por t.

27E] término I, es A1, pues y = I; equivale a

Nu<yluey—u<z)ANNu<zucy.

28Todos los apartados se demuestran de hecho en I3, salvo 4).
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De este modo, si Vx € a¢(z,y), existe un 3y < v tal que ¥(z,y’), pero por
definicion de 9 tiene que ser ¢(x,y’), y por la unicidad y = ¢’ € I,,, luego y € b.

5) Basta tomar y = {u € I,41 | u C x}, pues si u C x entonces u < z, luego
u € I,yq, luego u € y.

6) Basta tomar y = minz|z € y. u

Nota Las formulas del teorema anterior (consideradas como férmulas del len-
guaje Li.) son los axiomas de la teorfa de conjuntos de Zermelo-Fraenkel (ZF),
que estudiaremos en el capitulo X. En realidad dicha teoria tiene un axioma
mas, el axioma de infinitud (AI), que postula la existencia de conjuntos infinitos.

Notemos que el esquema de especificacion no figura entre los axiomas de ZF,
pero ello se debe a que es demostrable a partir del esquema de reemplazo —
la formula 5) del teorema anterior—, pero aqui no necesitamos comprobar esto
porque ya hemos probado que el esquema de especificacion es demostrable en AP
(teorema 5.54).

Por otro lado, la teoria de conjuntos ZFC, de la que hemos hablado en la
introduccioén, se obtiene de ZF anadiendo un axioma mas, el axioma de eleccion,
y veremos?? que, visto como sentencia de £, también es demostrable en AP o
incluso en IX;.

La conclusién es que si a es un teorema de ZFC—AI, entonces, visto como
formula de £, (es decir, interpretando x € y como la formula definida en 5.46),
es un teorema de AP. Simplemente, una demostracion en ZFC— AT se interpreta
sin cambio alguno como una demostracion en AP, pues los axiomas de ZFC—AI
son teoremas de AP. En particular, la consistencia de AP implica la consistencia
de ZFC—AL

En términos semanticos, tenemos que N F ZFC — Al sin méas que tomar como
interpretaciéon del relator € la relacion aritmética definida por la formula = € y
de C,,. n

5.5.4 Un teorema de recursion

Como primera aplicacion de los resultados precedentes demostramos en 13
un resultado similar al teorema 3.26 con el que definiremos expresiones como
las potencias m™ o el factorial n! de un ntimero natural:

Teorema 5.57 Sean © € X y ¥(n,x,y) dos férmulas ¥y (tal vez con mds
variables libres) tales que L

/\TL:L‘({L‘ cX — \/y(y eXA w(m:my))),

sea a tal que a € X. Entonces existe una formula x(a,n,x) (con las mis-
mas variables adicionales que tengan las formulas dadas) de tipo X1 tal que

1
/\n\/xx(a’anyx) Y st lla’mamos F(TL) = 1'|X(CL,TL71') Y G(’I’L,I) = y|1/}(naxay);
entonces

An F(n) € X AF(0)=aA An F(n+1) = G(n, F(n)).

29V¢ase la nota tras el teorema 6.28.
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DEMOSTRACION: Definimos
x(a,n,2) =Vs(s: Iy — X As(n)=2As0)=a
A Ni < noab(i, s(i), s(i + 1))).

Se trata de una férmula X1, pues es equivalente a3

Vs(Au<nVy <s(ye X A (u,y) €s)
ANu<nAyz < s({u,y) € s A (u,2) € s —y=2)
ANw <s(wes—=Vu<nVy <sw=(u,y)) An,z) €sA{0,a) €s
AN <nVyz <s((i,y) €sAi+1,2) €sAp(i,y,2))).

Una simple induccion®! prueba que AnVz (z € X A x(a,n,z)). En efecto,
paran = 0 basta tomar s = {(0, a)} y se cumple x(a,0,a). Siz € X A x(a,n,z),
tomamos s segin la definicion de y. Como = € X, existe un tnico y € X tal que
(n,x,y), con lo que s* = sU{(n + 1,y)} cumple la definicion de x(a,n+1,y).

En segundo lugar probamos que x(n,x) A x(n,y) = « = y. En efecto, sean
sy s* segtn la definicion de x, de modo que s(n) = x A s*(n) = y. Veamos por
induccion®? sobre i que Ai(i <n — s(i) = s*(7)). Parai = 0es s(i) = a = s*(4),
y si vale para i, entonces (4, s(2), s(i + 1)) A (7, s*(2), s*(i + 1)), luego por la
unicidad s(i + 1) = s*(i + 1). En particular = s(n) = s*(n) = y.

Con esto tenemos probada la unicidad de x y que An F(n) € X. También
hemos visto que x(a,0,a), luego F(0) = a. Por ultimo, si s prueba que se
cumple x(a,n + 1, F(n + 1)), sea s* = s\ {{(n+1,F(n+1)))}. Es facil ver
que s* cumple la definicién de x(a,n,s(n)), por lo que s(n) = F(n) y, como
sabemos que ¥ (n, s(n), s(n + 1), resulta que (n, F(n), F(n + 1)), es decir, se
cumple que F(n + 1) = G(n, F(n)). "

Si aplicamos esto a ¢(x) = x = z y ¥(m,n,z) = x-m obtenemos un término
F(n) de tipo X1, luego Ay, tal que, si lo representamos por m'™, cumple

Am m® =1 A Amn m"t =m"™ -m.

A partir de aqui se demuestran sin dificultad las propiedades de las potencias:
Amnp m"*? =m™ - mP,  Amnp (mn)? =mP-nP,  Amnp (m™)? =m"?,
An>10"=0, An1"=1,

Amnp(m <nAp>1—=mP <nP), Amnpn<pAm>1—m"<mb),
etc. Notemos que la exponencial 2™ que ya tenfamos definida es un caso parti-

cular de la que acabamos de definir.

Si aplicamos el teorema anterior a la formula ¢ (n,z) = z- (n+1) obtenemos
un término n! de tipo A; que satisface las propiedades siguientes:

O=1AAn (n+1)!=n!(n+1).

30En el capitulo siguiente probaremos resultados generales para agilizar el calculo de la
complejidad de féormulas como ésta.

311,a formula es claramente ;.

32La formula equivale a i < n — Vu < s((i,u) € s A (i,u) € s*), luego es 1.
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5.6 Swucesiones finitas

En esta seccion veremos que en 137 es posible identificar cada sucesion finita
de ntmeros naturales con un ntumero natural. En 5.14 hemos visto como iden-
tificar cada par de ntmeros naturales z,y con un tnico nimero natural (z,y),
y en 5.16 hemos definido las componentes de cada nidmero natural visto como
par. Similarmente, podemos definir

(2,9,2)3 = ((7,4)3,2),

<

y las proyecciones 2} = (z1)1, 2

Nw

= (21)2, 23 = 22, de modo que
z = (21, 22, 23) , z2=(u,v,w); > u=21 Nv=123 ANw = 23.

Con esto podemos identificar los nimeros naturales con las ternas de ntimeros
naturales. En general, podemos definir

(@1, s @)y = (15 Tn1) 5 %),
y las proyecciones??
piz) = pi (=), para i < n
pn(z) = 2.

Si definimos (x), = x, estas definiciones coinciden con las que ya teniamos
en el caso n = 2.

Razonando por induccién (metamatematica) sobre n, se prueba sin dificultad
que

2=P1(2),. - 0n(2)),,, Z2=(T1,..., %), > T1 =21 N ANTp = 2p.

Ejemplo Un simple céalculo nos da que
(3,1), =13, (3,1,5)5 = (13,5), = 184,

de modo que el namero 184 puede verse como él mismo, o como el par (13,5),
o como la terna (3,1, 5),. u

En general, cada nimero natural n puede verse indistintamente como un
ntmero (él mismo), como un par de nameros, o una terna, o una cuadrupla,
etc. Por ejemplo, el nimero n = 17337210 puede verse como

17337210, (5882,5), (104,3,5), (13,0,3,5), (3,1,0,3,5),

(0,2,1,0,3,5), (0,0,2,1,0,3,5), (0,0,0,2,1,0,3,5),...

33Notemos que no hemos definido un tnico término (z1, ..., Zn),, con n+1 variables libres,
sino infinitos términos con n variables libres. Igualmente, la definicion de las proyecciones no
es la definicién de un tnico término pl*(z) con 3 variables libres, sino que estamos definiendo
infinitos términos con una variable libre, cada uno con su propia definicion.
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Para evitar que un mismo nimero pueda verse como muchas cosas a la vez,
podemos definir una nueva familia de infinitos términos:

<x1,~~,$n>zo = <n_ 17<x17"‘7xn>n>2+1‘

Asi, cada namero natural no nulo s codifica una tnica sucesiéon. Para cal-
cularla, pasamos a s — 1, interpretamos el resultado como un par y la primera
componente +1 nos indica la longitud n de la sucesién codificada, y ésta es
la segunda componente interpretada precisamente como sucesion de longitud
n. Podemos considerar que el namero natural 0 codifica la sucesiéon vacia, que
tiene 0 términos.

Definicién 5.58 Definimos la longitud de un ntiimero natural como

l(s) = (1= (1 =5)((s =11 +1).

Aqui hay que tener presente que hemos definido  — y como 0 cuando z < y.
Por lo tanto, vemos que £(0) = 0, mientras que si s > 1 es {(s) = (s — 1)1 + 1.

Para definir las proyecciones definimos primero un término®* A; mediante
el teorema 5.57:

R(s,0) = (s — 1)g, R(s,i+1)= R(s,i)1.
Asi podemos definir a su vez el término Aq:
pi(s) = (1 —i)R(s,(s = 1)1) + (L = (1 = 2))R(s, (s — 1)1 — 1)2.

Notemos que p$°(s) es un término con dos variables libres, es decir, que
ahora no tenemos infinitos términos con una variable libre, sino que tanto i
como s son variables.

Ejemplo Sis = (3,2,7) =(2,((3,2),,7),), + 1, tenemos que
R(s,0) = ((3,2}2 , 7)2, R(s7 1) = <3,2>2, R(8,2) =3,
luego p§°(s) = R(s,2) =3, pi°(s) = R(s,1)2 =2, p(s) = R(5,0)o =7. =

Nota A partir de ahora escribiremos s; = p°(s). "

Veamos que todo ntmero natural, visto como sucesion, estd univocamente
determinado por sus proyecciones.

Teorema 5.59 £(s) = L(t) A (Ni < l(s)s; =t;) = s=t.

DEMOSTRACION: Si {(s) = £(t) = 0, entonces s = ¢ = 0. Supongamos que
£(s) = £(t) > 0. Llamamos

I=(s—1) =l(s)—1=0(t) — 1= (t—1);.

34El teorema 5.57 nos da que y = R(s,4) es una formula 1, luego R(s,i) es un término
A1, por la observacion tras la definicién 5.19.
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Veamos por induccién que
i <l— R(s,l—1)=R(t1—1).
Para ¢ = 0 tenemos que
R(s,l) = so =tg = R(t,1).

Si es cierto para ¢ < [, entonces i +1 <, luegoi+ 1+ (I — (i +1)) =1, de
donde (I — (i4+ 1)) + 1 =1—14. Por lo tanto,

R(s,1—(i4+1))1 = R(s, (I—(i+1))+1) = R(s,1—i) = R(t,1—i) = R(t,1—(i+1))1.
Por otra parte,
R(s,l — (i4+1))2 = si41 =tiy1 = R, 1 — (i +1))2,
luego R(s,l—(i+1)) = R(t,I—(i+1)). Esto completa la induccion y, aplicandolo
a ¢ = [ obtenemos
(s =12 = R(s,0) = R(t,0) = (£ — 1),
pero (s —1); =1 = (t — 1)1, luego de hecho s — 1 =t — 1, luego s = t. "

Ejemplo La tabla siguiente muestra la interpretaciéon como sucesiones de los 40
primeros numeros naturales:

0 10 0,0,0,0 |20 0,0,0,0,1 30 0,3
10 11 4 21 0,0,0,0,0,0 |31 1,0,0

2 1 12 0,2 22 6 32 0,0,1,1

3 0,0 |13 0,1,0 23 2,0 33 0,0,0,0,2

4 2 14 0,0,0,1 |24 0,1,1 34 0,0,0,0,1,0

5 0,1 |15 0,0,0,0,0|25 0,0,0,2 35 0,0,0,0,0,0,1

6 0,0,0]16 5 26 0,0,0,1,0 36 0,0,0,0,0,0,0,0
7 3 17 1,1 27 0,0,0,0,0,1 |37 8

8 1,0 |18 0,0,2 28 0,0,0,0,0,0,0 | 38 1,2

9 0,0,1]19 0,0,1,0 |29 7 39 0,0,3

Por ejemplo, para calcular la sucesion asociada al nimero 352 889 465, como
no es 0, le restamos 1 y lo interpretamos como par:

352889464 = (3,26 563), ,

lo que nos indica que debemos interpretar el niimero 26 563 como una sucesion
de longitud 4, la cual resulta ser 3,2,2,1. L]

Una comprobaciéon rutinaria muestra que

p'(i)o(<$07 e axn—1>20) = Ty,

lo que prueba que toda sucesion finita de ntimeros naturales esta codificada
por un nimero natural. En la practica podemos omitir el superindice n en el
término (xq, ... ,J:n,1>7;o, puesto que éste se deduce del nimero de variables.
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No debemos confundir un nimero natural n con la sucesion de longitud 1
que lo tiene como tnico término. Esta viene dada por (n)_ = (0,n), + 1.

Un dltimo hecho general de interés sobre las proyecciones es el siguiente:
Teorema 5.60 /(s) < sy \i < £(s)s; < s.

DEMOSTRACION: Claramente ¢(s) = (s—1)+1 < s. Para probar la segunda
parte vemos primero por induccion que s > 0 — R(s,i) < s. En efecto, para
t=0es R(s,0) = (s—1)2 < s—1<s. Sies cierto para 4, entonces

R(s,i+1) = R(s,i)1 < R(s,1) < s.
Ahora probamos por induccion que s > 0 A i < £(s) = s; < s. Parai =0 es
so=p(s) = R(s, (s —1)1) < s.
Si vale para i y i+ 1 < £(s), entonces
Sip1 = Pig1(8) = R(s,(s = 1)1 = (i +1))2 < R(s,(s = 1)1 — (i +1)) <.

Si s = 0 la conclusion es trivial. n

Definicion 5.61 Diremos que una sucesion t extiende a otra s si
sCt=4L(s) <L) ANi < l(s)s; =t;.
Es facil ver que:
1. sC s,
2. sCtANtE s —s=t,
3. sCtAtCu— sCu,
4. 0C s.

Finalmente observamos que las manipulaciones béasicas que podemos hacer
con sucesiones pueden definirse aritméticamente:

Definimos el término A; dado por
s7 () = (1= 8) (n)oe + (1 = (L= 5))((£(s), {(s = D)2,m)3), + 1)
Una comprobacion rutinaria muestra que
ls™(n) =Ls)+1, sEs™(n), (s (n)ys =n

Vemos asi que s (n) no es sino la sucesion que resulta de anadir n como
iltimo término a la sucesion representada por s. Mas en general, definimos

sTt = F(s,t,L(t)),
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donde F' es la funcion definida con el teorema 5.57 mediante
F(s,t,0) =s, F(s,t,n+1)=F(s,t,n)" {tn) .
De nuevo una comprobaciéon rutinaria muestra que
Us™t) =L(s)+L(t), Ni<l(s)(s™t)i=si, Ni<lt)(s™t)ys)+i = ti-
En particular, s C s ¢t.
Definimos la restriccion de una sucesion mediante el funtor dado por
slo=0,  slip1=s[; ().

Es facil probar que i < £(s) — £(s];) =i A s|; C s. Mas aun, si t C s,
entonces t = 5|y

Similarmente definimos s|* = F(s, i, £(s) — i), donde
F(s,4,0) = s, F(syi,n+1)=F(s,4,n)" (Sitn) -

Asi, sii < £(s), se cumple que £(s|') = £(s) —i y s = s|7s|.

A partir de este momento ya no usaremos méas los términos (x1,... ,.Z'n>n
ni sus proyecciones correspondientes, sino que siempre que hablemos de suce-
siones de ntmeros naturales consideraremos los términos (xi,...,2,). y las
proyecciones dadas por el término p$°(s), con dos variables libres. Todos estos
términos son de tipo Aj.



Capitulo VI

La teoria de Kripke-Platek

En el capitulo IIT introdujimos la teoria (restringida) de Zermelo (Z*) y
probamos que es una teoria aritmética, de modo que todo teorema de AP es
demostrable en Z*. Maés precisamente, para cada férmula v de £, podemos
asociarle una “traduccion” (que en 3.28 hemos llamado 7, pero que para el caso
de L. representaremos méas precisamente por ;. ), de modo que si A—P v, entonces

;Axlxn € W Vte-

La “traduccion” consiste simplemente en sustituir el 0 y los funtores de £,
por sus definiciones en Z* y cambiar los cuantificadores Az y Vz de £, por
Nz € w y \/x € w, respectivamente.

Por ejemplo, la traduccion de Az 2 +0 =2 es Az € w 2 + 0 = z, donde
+ es un funtor en la primera féormula, mientras que en la segunda = + y es
la formula definida en Z* por recurrencia, y 0 es una constante en la primera
formula, mientras que en la segunda es 0 = @ = z|A\u u ¢ .

Reciprocamente, en el capitulo anterior hemos visto que en Z* (de hecho
en I¥;) es posible definir una relacion de pertenencia que satisface todos los
axiomas de ZFC menos el axioma de infinitud (aunque hemos dejado pendiente
definir —y demostrar— el axioma de eleccion).

En realidad aqui debemos hacer una precisiéon: todos los axiomas de ZFC—AI
los hemos demostrado en IX; excepto el axioma de reemplazo (y, en particular,
el de especificacion).! En este capitulo vamos a presentar una teoria de con-
juntos que es a ZFC—AIT lo que IX; es a AP. Se trata de la teoria de conjuntos
de Kripke-Platek (KP), en la que se pueden demostrar los axiomas de I¥; vy,
reciprocamente, en I¥; se pueden demostrar los axiomas de KP.

Para los propositos de este libro podriamos limitarnos a trabajar con AP y
con ZFC—AI, pero KP aparece en varios contextos cuando se profundiza en la
teoria de conjuntos, por lo que es interesante conocerla.

1 Ambos los hemos probado en AP, y el segundo lo hemos probado en IX; para formulas Ag.
En realidad, refinando los argumentos, podriamos probar ambos en I¥; para formulas Ay, y
de hecho lo probaremos en este capitulo.

193
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6.1 La jerarquia de Lévy

En 5.17 hemos definido las féormulas 1,111 y Ay de £,, que en realidad
son unicamente los primeros niveles de una jerarquia de férmulas aritméticas
conocida como la jerarquia de Kleene. No la hemos introducido porque no la
vamos a necesitar,? pero aqui vamos a introducir una jerarquia analoga para las
formulas de L.

Definicion 6.1 Diremos que una férmula o de L. es Ag si existe una sucesion
de formulas ayg, ..., a,, = «a tal que cada «; es de uno de los tipos siguientes:

l.x=yox ey,
2. =8 o0 8 — 7, donde B y «y son férmulas anteriores de la sucesion.

3. Az € y 3, donde B es una formula anterior de la sucesion y la variable y
es distinta de .

Mas llanamente, llamaremos férmulas Ay a las que no tienen descriptores y
cuyos cuantificadores estan todos acotados de la forma indicada.

De este modo, si a y 3 son féormulas Ag también lo son® —a, o = 3, o V B,

ahNB,as B, Neecyay Ve ecya.

Diremos que una formula de L. es de tipo X, (resp. IL,), con n > 1, si
es de la forma Va1 Axs -+ z,a (resp. AziVas - - 2,a), con n cuantificadores
alternados, donde « es Ag.

Mas en general, si T' es una teoria axiomatica en la que pueden probarse los
axiomas de la teoria béasica B, diremos que una férmula cualquiera es de tipo
YT o 1T si es equivalente en T' a una férmula del tipo correspondiente. Una
formula es de tipo AT si es a la vez 2 y IIZ. Normalmente omitiremos el
superindice T si esta claro por el contexto en qué teoria estamos trabajando.

Siempre podemos anadir cuantificadores delante o detras del prefijo de una
formula con variables que no aparezcan en ella, y la férmula resultante es equi-
valente, por lo que toda formula 3, o II,, es A, 1.

Observemos que la formula u = (z,y) es AS. En efecto:
u={z,yt > Nveu(v=rVv=y)Az€uAycu,

u=(z,y) Voweu (v={z} ANw={z,y}) A \v € u(u = {z} Vu={z,y}).

Notemos también que
Vay u = (z,y) < Vv € uVaoy € v u= (2,y).

Teniendo esto en cuenta, demostramos:

2Veéase la seccion 4.3 de [LF].
3En realidad Vz € y a no es Ag, sino logicamente equivalente a una formula Ag, pero esta
sutileza ser4 irrelevante.
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Teorema 6.2 Sea T una teoria axiomdtica que contenga a B. Para cada ni-
mero natural n > 1 y para formulas o y B cualesquiera se cumple:*

1. Sia, B son X, lo mismo vale para \zo,a A By aV B.

2. Sia, B sonIl,, lo mismo vale para Nxa,a A B y oV B.

3. Sia es Xy, entonces —« es I, y viceversa.

4. Siaes I, (resp. B,) y B es Xy, (resp. I1,), o — B es ¥y, (resp. 11,,).

5. Siayp son A,, también lo son

-, aANf, aVp a—=f8 a&p.

DEMOSTRACION: 1) Por simplicidad supondremos n = 3. El caso general es
formalmente idéntico. Tenemos que o <+ Va1 Az2 Vs ¢, donde ¢ es Ag. Asi

Vza « Vzri AzaVas ¢ < VwVz € wVzr, € z(w = (z,71) A Nw2Vas ¢)

< VwAzoVasVz € wVex, € 2(w = (1) A ¢).

Si B < Vyi Ay2Vys 1, donde 1 es Ay y las variables y1, 92, y3 son distintas
de 1, x9,x3, entonces

a A B+ Vriyi Azay2Vasys (o A ).

Ahora basta aplicar tres veces el caso ya probado y el correspondiente de 2),
que se sigue del que hemos probado aplicando 3). Notemos que 3) es inmediato.
El caso de o V 8 es idéntico.

Como ya hemos senalado, 3) es inmediato, y 2) se sigue de 1) por 3).

4) se sigue de los apartados anteriores porque o« — [ equivale a ~« V 5y 5)
es evidente. -

En cualquier teoria que contenga a B podemos hablar de clases propias en
el sentido explicado en la subseccion 3.2.2, de modo que la notaciéon

A={x|d(x,z1,...,2,)}

significard que & € A es una abreviatura por ¢(z,x1,...,z,). En particular
podemos hablar de clases ¥,,, IT,, o A,, segin que la férmula x € A sea del tipo
correspondiente. En particular, diremos que una formula ¢(z1, . .., z,, x) define

una funcion F : A} x --- x A, — A si cumple

1
Nei € Ay Aoy € A Nw € A gay, ... 20, 7).
En tal caso abreviaremos

F(zy,...,zp) =z|(x1 EAL N ANxy € Ay A P(21, ..., Tp, T)).

4Véase ademas el teorema 6.3, mas abajo.
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Se cumple que si las clases A; son A,, y F es X, (en el sentido de que lo es ¢),
con n > 1, entonces el término F(z1,...,7,) es A, pues®

r=F(z1,...,zn) < (@1 €A AN Nxp € Ay AN O(21,...,20))

V(@1 g AiV-zpd Ay) Nz =)
& (e € Ay A ANap € Ay ANy(o(21, . 0, y) = y = )
V((x ¢ Ay V- -z, & Ap) AN = 0).

Es claro que al sustituir términos A,, en férmulas ¥, o II,, la férmula resul-
tante sigue siendo ¥, o IL, (por el mismo argumento empleado tras la defini-
cion 5.19).

Es pura rutina comprobar que los conceptos conjuntistas basicos definibles
en la teorfa basica B son Ag. Veamos algunos ejemplos:®

w={uv}svecwAvewANrcw(@=uVr=u),

w = (u,v) < Vrs € wr = {u} As={u,v}) A \z € w(z = {u} V2 = {u,v}).
z=xUys Nucziueczvuey ANuczuczANucyucz
z=znNyeoNucziucrhucy) ANN\uer(ucy —uc 2),
z=ax\yeoNuczuczAugy) AN\ucaz(ud¢y—ucez),
2= Nu€zu#u.

6.2 La teoria KP

La teoria de conjuntos de Kripke-Platek (KP) es la teoria axiomética sobre
el lenguaje L. cuyos axiomas son los siguientes:

Extensionalidad Nzy(Au(u € x > u € y) — 2 =1y)

Par NeyVz(z € 2 Ny € 2)

Unién /\x\/y/\u cx\veuve Y

Ap-especificacion AzVyNu(u € y < (u €z A ¢(u))) ()
Ap-recoleccion AuVv ¢(u,v) — NaVbAu € aVv € b p(u,v) (%)
I1;-regularidad Vug(u) = Vu(¢(u) A N\v € u=g(v))  (xx)

() Para toda formula ¢ (tal vez con mas variables libres) de tipo Ao,

(*) Para toda formula ¢ (tal vez con mas variables libres) de tipo II;.

Veamos el papel que desempena en esta teoria cada uno de sus tres esquemas
de axioma. Empezamos por el primero: El esquema de Ag-especificaciéon es una
version restringida del esquema de especificaciéon de Z*. Como en esta teoria, el

5 Adoptamos el convenio de que (z|z = x) = @.
6En la seccion A.3 del apéndice A hemos recogido las comprobaciones de que los principales
conceptos conjuntistas son Ag o Aj en la jerarquia de Lévy.
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axioma de extensionalidad nos da que el y cuya existencia postula es tnico, por
lo que podemos considerar el conjunto

{ucz| o)} =ylAu(ucy< (ueczn o))

La tunica diferencia con Z* es que ahora solo tenemos garantizado que este
término es una descripcion propia cuando la formula ¢ es Ag. No obstante, esto
basta para demostrar los axiomas del conjunto vacio y de la diferencia de la
teoria B, pues, tomando un conjunto cualquiera z, el conjunto {u € = | u # u}
es un conjunto vacio (donde tenemos en cuenta que la formula u # u es Ag) y
el conjunto {u € y | u ¢ x} es la diferencia de los conjuntos x e y. Por lo tanto,
todos los teoremas de B son también teoremas de KP. En particular tenemos
definida la clase w de los nimeros naturales (pero no la suma y el producto, que
hemos definido en Z* y luego veremos que también son definibles en KP).

Del esquema de II;-regularidad extraemos dos consecuencias principales. La
primera resulta de aplicarlo a la formula ¢(u) = u € x, lo que nos da que

Ne(z# @ = Vulu ez Aune = ).

Como esto vale para todo conjunto, concluimos que todo conjunto esté bien
fundado en el sentido de 3.9, luego la definicion de ordinal dada alli puede
simplificarse en KP hasta

x€Q<—>/\u€a:qu/\/\uvEm(qu\/vEu\/u:v).

Asi, x € Q es una formula Ay en KP (mientras que en B no lo es). De aqui se
sigue que la formula x € w también es Ag.

Observemos que no podemos adaptar la prueba del teorema 3.25 para demos-
trar en KP el principio de 3;-induccién para los ntimeros naturales, porque el ar-
gumento define un subconjunto de w mediante una férmula que seria Iy, cuando
necesitariamos que fuera Ay. Sin embargo, el esquema de II;-regularidad nos
da un argumento alternativo. Es inmediato que equivale al resultado siguiente:

Principio de X$-induccion  Si ¢(u) es una formula de clase ¥ (con posibles
pardmetros), entonces

Ne(Au € z d(u) = ¢(x)) = Az ¢(x).

Asi, para demostrar que todo conjunto tiene una propiedad ¥; basta demos-
trar que un conjunto z la tiene bajo la hipodtesis de inducciéon de que todos sus
elementos la tienen. Si aplicamos esto a la formula

P(x)=(xeQAP(x)) V¢
obtenemos:

Principio de Xj-induccién transfinita Si ¢(u) es una formula Ly (con
posibles pardmetros), entonces

Aa € QNS < ad(§) — ¢(a)) = Aa € Qé(a).
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Lo mismo vale (con la misma prueba) si cambiamos €2 por w, de modo que
para probar que todo niimero natural tiene una propiedad ¥; basta probar que
uno la tiene supuesto que la tienen todos los menores que él. Finalmente, de
aqui obtenemos la Y1-induccién usual:

Principio de ¥;-induccion  Si ¢(u) es una formula X1 (con posibles pardme-
tros), entonces

#(0) A An € w(d(n) = ¢(n')) — A\n € wo(n).

DEMOSTRACION: Supongamos ¢(0) A An € w(p(n) — ¢(n’)) pero que, a
pesar de ello, \V/n € w=¢(n). Como n € w A —¢(n) es Iy, por el axioma de
regularidad existe un n € w tal que =¢(n) A Au € n¢(n)). No puede ser n = 0,
porque ¢(0), luego n = m/, para cierto m < n, pero entonces ¢(m), y por
hipotesis también ¢(n), contradiccion. "

Nota El mismo argumento empleado en 5.21 muestra que el principio de in-
duccién anterior es valido también para formulas I1;. L]

Pasamos ahora al esquema de Ag-recoleccion. Conviene observar que es
equivalente a la siguiente version “local”™

Na(Au € aVv d(u,v) — VbAu € aVv € bo(u,v))

Es obvio que la version “local” implica la “global”. Para el reciproco, si supone-
mos Au € a\/v ¢(u,v), aplicamos la versiéon global a la formula A

D(u,v) =(u€aAdlu,v))V(udahv=u).
La consecuencia que méas nos va a interesar es el analogo del teorema 5.23:

Teorema 6.3 Si T es una extension de KP, las clases de formulas T y TIT
son cerradas para \z € y, \Vx € y.

DEMOSTRACION: Supongamos que ¢g es equivalente a \/z ¢, donde ¢ es Ao,
entonces, usando el axioma de Ag-recoleccion:

Nz € yoo(z) & N e yVzo(x,2) & Vy'Ae e yVz ey ¢(x, 2),

y la ultima formula es 3. La clausura de una formula II; respecto de Vz € y
se obtiene aplicando la parte ya probada a su negacién. L]

Ahora vamos a ver que en KP se puede probar, entre otras cosas, la Aj-
especificacion y la X1-recoleccion. Para ello demostraremos en primer lugar una
version maés precisa del teorema anterior. Para ello necesitamos la definicion
siguiente:
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Definicion 6.4 Llamaremos formulas X7 en L. a las que cumplen los criterios
siguientes:

1. Toda formula Ag es 3.

2. Si ay 8 son 31, también lo son

anpB, aVvpB, Nuecza, Vuecza, Vua.

Las formulas I1; son las que se construyen del mismo modo pero cambiando
Vua por Aua.

El teorema anterior muestra que las formulas $ y II; son YEP v IIEP en
sentido amplio, respectivamente, pero vamos a dar una prueba alternativa que
nos daréa una féormula explicita equivalente de tipo 1 o IIj.

Si ¢ es una formula ¥ y 2 es una variable que no esté en ¢, llamamos ¢(*)
a la formula Ay que resulta de sustituir en ¢ cada cuantificador no acotado Vu
por Vu € z.

El teorema siguiente se demuestra trivialmente por induccién sobre la lon-

gitud de la formula:

Teorema 6.5 Si ¢ es una formula de clase N y x, y son variables que no estdn
en @, entonces se cumple:

S ANz Cy— oW, & = .

La version explicita de los teoremas 6.2 y 6.3 para formulas 31 es el teorema
siguiente, del que obtendremos muchas consecuencias:

Teorema 6.6 (f]l-reﬂexi()n) Si ¢ es una formula de clase 1 y = es una
variable que no estd en ¢, la formula ¢ < \u o™ es un teorema de KP.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es inmediata por el teorema anterior.
Probamos la contraria por induccion sobre la longitud de ¢. Si ¢ es de clase Ag
entonces ¢ = ¢*) y el resultado es trivial.

Si ¢ = b1 A 1y, entonces ¢(*) = w%m) A wéac). Por hipdtesis de induccion
tenemos que

1 < Vuypd™, by < Vugd™.
(22)

Si se cumple ¢ = 11 A 12, entonces existen x1 y x5 tales que 1/}1m1) y U5

Si llamamos x = x; U 2 entonces tenemos w@ A wéx) por el teorema anterior,
luego Vu o).

Si ¢ =1 V Y9 la equivalencia es trivial:
¢ e Vug™ v Vuyd" o Vu@™ v i) o Vu g™,
Si ¢ = Vv € y1, entonces
¢ < Vv e yVup™ & VuVo €y = Vuo™.
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Si ¢ = \v € y 1, entonces, por hipétesis de induccion, ¢ <+ Av € yVuy®™.
Suponiendo ¢, por Ag-recoleccion existe un w tal que Av € yVu € wp™. Sea
w' = Jw. Asi Av €y, luego Vuv € y o™ = Vu o™,

Si ¢ = Vv1) y suponemos ¢, entonces sea x tal que ¥(x). Por hipotesis de
induccion existe un w tal que 1(*)(z). Sea w’ = w U {x}. Entonces también
™) Tuego Vv € w’ ) = ¢ Tuego Vu ™. "

Ahora ya podemos “mejorar” los axiomas de KP:

Teorema 6.7 (Xi-recolecciéon) Para toda formula ¢ de clase 1 (tal vez con
mds variables libres), la formula siguiente es un teorema de KP:

Au € 2V ¢(u,v) = Vy(Au € Vv € y o(u,v) A A\v € yVu € x d(u,v)).

DEMOSTRACION: Basta probarlo para férmulas de clase 531, pues en parti-
cular éstas incluyen a todas las formulas 37 en sentido estricto, y a su vez, si el
teorema se cumple para ellas, se cumple también para todas las formulas 3; en
sentido amplio (las equivalentes a férmulas 37 en sentido estricto).

Por 3;-reflexion, supuesto Au € z\/v ¢(u, v), existe un z tal que

Nu € z\/v € 26 (u,v).
Por Ag-especificacion existe el conjunto
y={vez|Vuezs®(un)},
y claramente cumple lo pedido. L]

Teorema 6.8 (X1-reduccion) Si ¢ es una formula Iy y ¢ es X1, la formula
siguiente es un teorema de KP:

Nu € z(p(u) = P(u)) —
Vy(Au € z(p(u) = u e y) A NuecyluczAip(u))).

DEMOSTRACION: No perdemos generalidad si suponemos que ¢ es II; en
sentido estricto y ¥ es %1 en sentido estricto. Pongamos, concretamente, que
¢ = \v¢'. Supongamos

Nu € x(d(u) = ¥(u))

0, lo que es lo mismo, Au € z(Vv-¢'(u) V ¢(u)). Esta formula es ¥, luego
por ¥;-reflexion existe un z tal que Au € (¢ (u) — 1) (u)). Basta tomar
y = {uc x| ¢v®(u)}, que existe por Ag-especificacion. Asi, si u € z cumple
d(u), pero u ¢ y, entonces =)(*) (u), pero esto implica —~¢*) (u), luego ~¢(u), y
tenemos una contradiccion, luego u € y. ]

De aqui se sigue inmediatamente:
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Teorema 6.9 (Aj-especificaciéon) Si ¢ es una férmula Iy y ¢ es X4, la for-
mula siguiente es un teorema de KP:

Au € z(p(u) < ¥(u) = VyAu(u € y < u € A p(u)).

Observemos que lo que afirma el teorema anterior es que las formulas AT,
para cualquier teoria T' que extienda a KP, también definen subconjuntos de un
conjunto dado. Asi pues,

{uex]ou)}

es una descripcion propia siempre que ¢ es una formula Aj.

De aqui podemos deducir un ultimo resultado general de interés, pero para
ello necesitamos probar antes algunos hechos basicos, empezando por la exis-
tencia de productos cartesianos:

1
Teorema 6.10 VzAw(w € z < Vu € z\Vv € y w = (u,0)).

DEMOSTRACION: La unicidad es consecuencia del axioma de extensiona-
lidad. Basta probar la existencia. Aplicamos Ag-recoleccién a la férmula
é(u,w) = w = (u,v), y obtenemos un b tal que Au € = (u,v) € b. Ahora
consideramos la férmula Ag

(v, t) = Au € 2Vw €t w = (u,v).

Asi, ¢(v,t) afirma que t contiene todos los pares (u,v) con u € x. Acabamos
de probar que para todo v existe un tal ¢, luego podemos aplicar de nuevo el
axioma de recoleccién, que nos da un b tal que

Nv € y\Vt € bAu € z (u,v) € t.

Ahora tomamos a = | Jb, de modo que si u € x A v € y, entonces existe un ¢t € b
tal que (u,v) € t, luego (u,v) € a. Basta tomar

z={wea|VuerVveyw=(u,v)}
Por lo tanto:
rxy=z|A\wwez+ VuerVveyw=(u,v))

es una descripcion propia. Si ¢(u,v) es una formula Ay, podemos considerar el
conjunto

{(u,v) €z xy| o(u,v)} ={wecxxy|VueazVvey (w=(u,v) A o(u,v))},
pues la formula que lo especifica es también Aj.

A partir de aqui ya es facil probar que todos los conceptos conjuntistas
béasicos definen conjuntos. Conviene observar en general que

Nz eUya = ANuecyNrcua, VzeUyae VueyVrecua,
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por lo que estas acotaciones de cuantificadores no aumentan el tipo de una for-
mula. Esto es util porque u,v € {u,v} € (u,v), luego u,v € |J(u,v). Teniendo
esto en cuenta vemos que podemos definir como sigue el dominio y el rango de
un conjunto:

Df={ucJUf|Vwe fVveJww=(u,v)},
Rf={veJUf|Vwe fVueJww=(u,v)},
f7h=A{(v,u) e Rf x Df | (u,0) € )},
fog={(u,w) e Df xRg|VoeUUF (u,v) € f A (v,w) € g},
etc., de modo que
zeDf < Vy(r,y)ef. yeDfeVal(ry) ef,

(v,u) € 1 < (u,v) € f, (u,w) € fog <+ Vo((u,v) € f A (v,w) € g),
etc. También es féacil comprobar que todos estos conceptos son Ag respecto de
la jerarquia de Lévy. Véase la seccion A.3 del apéndice A. Ahora ya podemos
probar:

Teorema 6.11 (X;-reemplazo) Para toda férmula ¢ de tipo X1 se cumple:
1

Au € Vv o(u,v) = Vfy(f : 2 — y suprayectiva A \u € x ¢(u, f(u))).

1
DEMOSTRACION: Supongamos que Au € Vv ¢(u,v). Por Xj-recoleccion,
existe un z tal que Au € x\/v € 2z ¢(u,v) y, claramente, de hecho,
1

Au € z\v € 2z ¢p(u,v).
Ahora observamos que, para todo w € x X z es equivalente
Vauv(w = (u,v) A ¢(u,v)) < ~Vuvr (w = (u,v) Av £ A d(u,v)),

y ambas formulas son ¥; y Iy respectivamente, luego por Aj-especificacion
existe el conjunto
f=Alw,v) ez x 2| d(u,v)},

y cumple lo pedido con y = Rz. L]

6.3 KP como teoria aritmética

Analicemos la demostracion (en Z*) del teorema 3.26. En primer lugar,
por el teorema 6.3, la formula x(n,z,a) mostrada explicitamente en la nota
posterior es X7 si lo son las formulas ¢ y 1, y en segundo lugar observamos
que todas las inducciones que se realizan en la prueba son respecto de férmulas
31. La conclusion es que en KP se demuestra el siguiente teorema de recursion
(compérese también con 5.57):

Teorema 6.12 Sea X una clase, sea G:wx X — X yseaae X. S1 X yG
son de tipo 31, existe una funcion F :w — X de tipo ¥y tal que

F(0)=aA An€w F(n') = G(n, F(n)).
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Esto basta para definir en KP la suma y el producto de niimeros naturales,
pues para la suma podemos aplicar el teorema anterior a la clase X = w (que
es de tipo Ap) y a la funcion G(i,n) = m <> m = n’ (también Ag). Esto nos da
el término m + n de tipo ¥ y, por consiguiente, Aj.

A su vez, para definir el producto aplicamos el teorema de nuevo a X = w
y a la funcion G(i,n) = r <> r = n 4+ m, que es X1, luego el producto m - n es
un término A;. En resumen, el teorema siguiente se cumple sin méas que tomar
x € N =z € w (ya hemos visto que los primeros apartados son teoremas de B):

Teorema 6.13 (Axiomas de Peano) FEziste una formula x € N, y términos
', x4y, vy, 0 del lenguaje Ly, todos ellos de tipo A1, tales que en KP se
demuestra:

.0eN
AneNn €N,

~

Amn e Nm+n €N,
Amn € Nm-n €N,

An e Nn' #£0,

Amn € N(m' =n’ — m =n),
AmeNm+0=m,

Amn € Nm+n' = (m+n),
/\meNm-():O,

© % NS G o

~
S

AmneNm-n=m-n+m,

11. ¢(0) A An € N(¢(n) — ¢(n')) — An € N¢(n), para toda formula ¢(z) de
tipo X1, tal vez con mds variables libres.

Asi pues, KP interpreta a £, y cumple la definicion de teoria aritmética
dada en 3.28 salvo por que el principio de induccién esta limitado a férmulas de
tipo ¥1. También hay que destacar que, en principio, nos referimos a férmulas
de tipo X1 en la jerarquia de Lévy, no a féormulas de tipo 3; en el sentido
aritmético definido en 5.17, pero enseguida vamos a ver que éstas son un caso
particular de aquéllas.

En efecto, en primer lugar, llamando 6;. a la traduccién de una expresion
de £, a Ly, el teorema 3.29 nos da que

Axy---x, € Nty € N.

Si ¢t es un término sin descriptores de £,, una simple induccién sobre la
longitud de ¢ prueba que ti. es un término A; en KP (puesto que todos los
conceptos aritméticos estan definidos en KP mediante términos y formulas Ay).

Por lo tanto, si ¢t y t2 son términos sin descriptores de L,

(t1 = t2)te = tite = t2te, (t1 <t2)te = V2 € w 2 + tige = tage

son formulas ¥ en KP.
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De aqui se sigue inmediatamente que la traduccion de toda formula abierta
de £, es una formula ¥, en KP, luego la traduccion de un caso del principio de
induccién correspondiente a una féormula abierta es un caso de ¥1-induccion en
KP, luego es un teorema de KP. El teorema 3.30 nos da entonces que en KP se
demuestran las traducciones de todos los teoremas de TA. En particular, en KP
son demostrables las propiedades de la relacion de orden aritmética

r<,ye Vecwzta=y.
En particular, en KP se demuestra que
Am € w (m <, 0 m=0), Amn cwim <, n' & m<,nVvm=n'),

pues ambas sentencias son traducciones de teoremas de IA. Por otro lado tene-
mos la relaciéon de orden conjuntista definida sobre los ordinales:

r<,yerrCyscreyVae=y,

y en KP (en B, de hecho) se demuestra que cumple también las dos propiedades
anteriores. Asi, una simple induccion sobre n prueba que

Amn € w (m <, n e m <. n).
(La induccién es sobre la formula m <, n +» m <. n, claramente de tipo X; en
el sentido conjuntista.)
Ahora estamos en condiciones de probar lo siguiente:
Teorema 6.14 Si vy es una formula Ay de L, con variables libres x1, ..., Ty,

entonces existe una formula v* de tipo A1 en KP (con las mismas variables
libres) tal que en KP se demuestra

/\xl"'xn cw (’th <—>7*)

DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de v. Si vy = t; = o,
entonces Vi = t1gc = tate €8s A1, luego basta tomar v* = .. Sivy =t < to,
entonces Vi = t1te <q totc. O1 X1, ..., Ty € w, se cumple que i, tore € w, luego

/\xl ceex, € W(’th > tite C t2tc)a

y la formula tq¢. C tore es Ag.

Si el teorema es cierto para 1 y 72, es inmediato que también vale para —y;
¥ 71 — 2. Supongamos finalmente que v = Az < ya(z), de modo que, por
hipétesis de induccion existe a* de tipo A tal que en KP se demuestra

Nzzy - 2, € w(ane(z) < (7).

Entonces
e & Ne(z €w Az <,y — ape(T)).
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Si suponemos y,x1,...,T, € w, en KP podemos probar las equivalencias si-
) ) K )
guientes:

Ye & Nz(z ewAhx <.y — a*(z) < Nz €yai.(z) Aa*(y),
luego basta tomar v* = Az € ya*(z) A a*(u), pues esta formula es claramente

de tipo Ay en KP. n

A su vez, el teorema anterior vale también para formulas v de tipo X7 o Iy
en el sentido aritmético, pues en el primer caso v = Vza, con a de tipo Ay
y basta tomar v* = Vz(z € w A a*), que es una féormula de tipo ¥; en la
jerarquia de Lévy y claramente cumple lo pedido. Igualmente sucede si y es II;.

Finalmente, si tenemos un caso de ¥;-induccién en L,:

7= 6(0) A Az (9(2) = 6(a)) = Aa é(a),

donde la formula ¢ es Xy y tiene variables libres z, z1, ..., z,, su traduccién es

Yie = ¢1c(0) A Az € w (de() = Pre(2)) = Nz € W Pre().

Si suponemos z1, ..., z, € w, tenemos que esto equivale a
v =6"(0) ANz €w (¢(x) = ¢7(2") = Nz € wo(2),

y, como ¢* es Yp, sabemos que v* es un teorema de KP, que a su vez implica
trivialmente v¢,. Con esto ya podemos afirmar que en KP se demuestran las
traducciones de todos los axiomas de I¥;, por lo que el teorema 3.30 nos da que
en KP se demuestran las traducciones de todos los teoremas de I3;:

Teorema 6.15 Si~y es una sentencia de L, y 1; v, entonces Il{—P Yic-
1

En particular, como consecuencia de este teorema podemos considerar defi-
nidos en KP los conceptos de resta, maximo comun divisor, niimero primo, etc.,
y podemos contar con las propiedades que hemos demostrado en I3; para estos
conceptos. Ademés hemos visto la equivalencia de las relaciones

:chayzzrew/\yew/\\/zewy:z-i-x,

r<,y=rcwAANycwAzCy.

De la prueba se desprende también que si v es una férmula aritmética de
tipo 31 o IT; (en sentido amplio) en I¥, entonces existe una formula v de tipo
Y1 o II; en KP con las mismas variables libres tal que en KP se demuestra

KFP/\xyu:z:n €w (e & 7).

En efecto, 1; (v < %), para cierta formula v* de tipo X1 o II; (en sen-
1

tido estricto) con las mismas variables libres, luego por el teorema anterior
IL—P Ne1-zp €w (Yt < Vi), v a su vez hemos visto que existe una férmula +/

del mismo tipo, pero para la jerarquia de Lévy, tal que

* !/
K%P/\asl T €W (Y & 7).
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La interpretacion de KP en IX; A cada expresion 6 de L. le podemos
asociar una expresion 6, de £, sin mas que reemplazar cada féormula x € y por
la férmula correspondiente definida en I3;. Por ejemplo, la traduccion de

Azy(Au(u € x < u € y) = x =1y)

es
Nzy(Au(u € x < u € y) — 2 =vy),

donde en la primera férmula € es el relator de L. y en la segunda u € x es la
formula definida en I3;. En este caso la traduccion 6, de una expresion 6 es casi
literalmente “la misma expresiéon”, sélo que interpretada de otro modo. Ahora
bien, es facil ver que si v es una formula Ag en Ly, entonces v, es Ay en 3.
En efecto, esto es cierto para x =y y x € y, si vale para a y 3 es claro que vale
para —a y a — (3, mientras que en el caso en que v = Az € y 3, tenemos que

Yo =Nz €y By & N < ylz €y — Ba),

que es A7 en I3 si B, lo es. Por consiguiente, si v es 31 o II; en L. se cumple
que g es X1 o II; en IX;.

Ya hemos visto que en AP se demuestran los axiomas de Z* (incluso los
de ZF—AI, que es una teoria mas fuerte). Ahora probamos que en IX; se
demuestran los de KP:

Teorema 6.16 Si -y es un arioma de KP, entonces v, es un teorema de 1% .

DEMOSTRACION: El axioma de extensionalidad esta probado en 5.53, el del
par y el de la unién en 5.56, el de especificaciéon en 5.54, teniendo en cuenta
que las formulas Ay de Ly se traducen a formulas A; en I3, segin hemos
observado antes del teorema.

Respecto al axioma de recoleccion, hemos probado que en KP (sin dicho
axioma) equivale a

Az € uNy o(z,y) = VvAz € uVy € vé(z,y),

y en I¥; hemos demostrado (teorema 5.22):

Nz <uVyo(z,y) = Volr <uVy <vol(x,y).

Si partimos que una formula ¢ de tipo Ag en Ly, entonces ¢, es Ay en I3,
al igual que lo es

(z,y) = (@ €uN do(a,y)) V(zguAy=0).

Aplicando a esta formula el principio de recoleccién aritmético obtenemos la
traduccion del de KP.

Solo falta probar el axioma de regularidad, pero si ¢(u) es de tipo II; en Ly,
entonces ¢,(u) lo es en I¥;, y si suponemos Vu ¢,(u) podemos tomar el mi-
nimo u que cumpla esto (por 5.25) y claramente dicho u cumple lo exigido por
el axioma de regularidad. ]

El teorema siguiente es inmediato:
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Teorema 6.17 Si~y es una formula de Ly y KFP v, entonces I; Ya-
1

En efecto, una demostracion de v en KP puede verse sin cambio alguno como
una demostracion de v, en I3, pues lo que son axiomas en KP son teoremas
en I¥;.

Este teorema y las observaciones previas a 6.16 implican a su vez que la
traduccion de toda expresion de tipo X7 o II; (en sentido amplio) en KP es ¥
o II; en I¥;.

Coémo trabajar simultaneamente en KP y en I¥; Vamos a ver que,
tomando unas minimas precauciones, es posible trabajar simultdneamente en
¥, y KP.

Para ello escribiremos x € N dejando dos posibles interpretaciones a esta
formula: si trabajamos en 13X habra que entenderla como x = x, mientras que
si trabajamos en KP habra que entenderla como x € w. Similarmente, cuando
hablemos de la suma y el producto de ntimeros naturales, o del 0, se interpreta-
ran como los funtores y la constante de £, o como los términos definidos en KP.
Por ejemplo, consideremos esta férmula:

ANz(x CNAz# @ = \nexzAmezn<m).

Podemos considerar indistintamente que se trata de una férmula de £, o
una féormula de Li.. En el primer caso  C N = Au(u € z — u € N) se cumple
trivialmente, pues u € N = u = u. Ademas n € x se interpreta como la formula
definida en I, mientras que n < m = Vz 2+ n = m. Si, por el contrario, la
interpretamos como férmula de £y, hemos de entender que z C N no es trivial,
pues ahora u € N = u € w, mientras que en m € x el signo € es el relator de
pertenencia de L. y

m<n=meNAneNAmMCnemeNAReNAVzeNz+m=n.

La equivalencia la hemos probado en la demostracion del teorema 6.15. A partir
de ahora siempre interpretaremos asi la formula z < y cuando la consideremos
como férmula de Ly, y andlogamente

r<y=z€NAyeNAzcycseENAYyeENAVZENCZAOAz+2 =1y).

Observemos que z = ¢ + y es Ag en I3, pero es A; en KP, mientras que
con z € y sucede lo contrario. Ahora bien, toda férmula construida a partir de
zeN 0,2, v4+y, z-y, v <y, x<y, T €y, sies X oIl; en I¥;, también
lo es en KP, y viceversa. Esto es inmediato a partir de dos observaciones:
la primera es que todos estos términos y formulas son A; respecto de ambas
interpretaciones, y la segunda es que si una féormula o es ¥; o II; respecto de
ambas interpretaciones, lo mismo le sucede a las formulas

Neeya, Veeya, Nez<ya, Vz<ya, Az<ya, Vz<yo
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En efecto, las dos primeras son trivialmente Y1 o II; en KP, y también lo son
en I3, porque sabemos que = € y — x < y, luego los cuantificadores pueden
acotarse también. Igualmente, las dos siguientes son trivialmente »; o II; en
I¥1, mientras que en KP tenemos que

Ne<ya o Neeyanaly),
que también es 31 o Iy, y con las dos ultimas es ain mas facil.

Asi, la formula que hemos puesto como ejemplo mas arriba es II; tanto en
I3, como en KP, pues la formula tras el Az es A; interpretada en ambas teorfas.

Senalemos también que si « es una férmula de £, y consideramos su traduc-
cion aye a Li¢, al interpretar esta traduccion como formula de L, resulta ser
una formula logicamente equivalente a «, pues lo tnico que hacemos al traducir
es cambiar los funtores de £, por los términos correspondientes de L. (v al
interpretar ay. de nuevo como férmula de £, volvemos a interpretarlos como
los funtores originales) y cambiar cada Az por Az € N, lo cual, interpretado de
nuevo en £, (es decir, con x € N = x = 2), es equivalente a Az.

A partir de aqui trabajaremos en KP, pero sin apoyarnos en ningiin momento
en las construcciones concretas que hemos dado de los ntiimeros naturales, la
suma y el producto, es decir, trabajaremos en KP més el supuesto de que
tenemos una cierta férmula € N, un cierto designador 0 y unos ciertos términos
', x4y, x-y (todos de tipo Ay), tales que cumplen el teorema 6.13.

Sabemos que existen tales términos y férmulas, por lo que todo cuanto de-
mostraremos a partir de aqui seran teoremas de KP sin mas que interpretar
x € N como x € w, etc. Pero si no usamos las definiciones concretas de estos
términos y formulas, sucede que todas las formulas que demostremos a partir
de los axiomas de KP y del teorema 6.13 podran interpretarse también como
teoremas de I¥;, sin cambio alguno en las demostraciones, pues hemos visto
(teorema 6.16) que todos los axiomas de KP son teoremas de I¥; cuando se
interpretan como formulas de £,,.

En realidad, si queremos que todo lo que demostremos en KP valga también
en I¥; no hay ningin inconveniente en que en un momento dado demostremos
un teorema en KP usando que los nimeros naturales son ordinales a condiciéon
de que demos otra prueba valida en I1¥;. Por ejemplo, en KP podemos probar
que

/\nGN\l/x/\u(UE:EHu<n)

diciendo simplemente que basta tomar x = n. KEsto no prueba el resultado
en I, pero ahi ya lo tenemos probado de otro modo. Concluimos que

I, =z|\u(u € x > u < n)

es una descripcion propia en KP siempre que n € N y esto también es valido
(por otro argumento) en I3, pero debemos tener en cuenta que An € N I,, =n
es un teorema de KP que es falso en I¥;. Mientras no usemos resultados como
éste (o si los usamos, demos un par de pruebas alternativas para cada teoria),
los resultados que probemos valdran en las dos teorias.
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Observemos por ultimo que al interpretar un teorema de KP como teorema
de I3, podemos, si queremos, reinterpretar los pares ordenados conjuntistas
(u,v) = {{u},{u,v}} como pares aritméticos (u,v). En efecto, lo tnico que
usaremos de los pares ordenados es que cumplen

(u,v) = (W, v) < u=u ANv="1",

no su definicién concreta.”

La prueba que hemos dado en KP de la existencia del producto cartesiano
z X y de dos conjuntos no vale en I3 si interpretamos los pares ordenados en
el sentido aritmético, pero en este caso tenemos una prueba mucho més simple,
pues basta tener en cuenta que si u € x A v € y, entonces (u,v) < (x,y), luego
el teorema anterior se cumple tomando

z={we I,y | VueaVveyw=(u,v)}
Asi pues, tanto en I¥; como en KP tenemos que
rxy=z[Awweze Vueca\Vveyw=(2,y))

es una descripciéon propia (o, equivalentemente, que el producto cartesiano de
dos conjuntos es un conjunto). El término x X y es Ag en KP y Aj en I¥;.

6.4 Conjuntos finitos, cardinales

Los resultados de esta seccién se demuestran en KP y en I¥;, segiin acabamos
de explicar. Es facil definir el concepto de conjunto finito, asi como el cardinal
(el nimero de elementos) de un conjunto finito:

Definicién 6.18 z es finito = VfVn € N f : I, — z biyectiva.

El teorema siguiente implica que el ntimero natural n estd univocamente
determinado:

Teorema 6.19 Amn € NAf(f : I,, — I, inyectiva — m < n).

DEMOSTRACION: Razonamos por induccién® sobre m. Si m = 0 es trivial.
Supuesto cierto para m, supongamos que f : I,,,+1 — I, inyectiva. Podemos
suponer que f(m)=n — 1. En efecto, sin — 1 ¢ Rf, basta tomar

=N Am, f(m))}) U {(m,n - 1)},

y es claro que f*: I,,+1 — I, inyectivay f*(m)=n—1. Sin—1¢€ Rf, pero
no es f(m), sea u < m tal que f(u) =n — 1. Tomamos

[T =\ Alm, f(m), (u,n = 1)}) U{(u, f(m)), (m,n = 1)},

y es claro que esta f* cumple lo mismo que en el caso anterior.

"En realidad si que usaremos su definicién concreta al acotar cuantificadores de la forma
Vuv z = (u,v) como Vw € zVuv € w 2 = (u,v), para comprobar que determinadas expre-
siones son X1 o IIj, pero este tipo de acotaciones se realizan de forma méas simple en 1X7,
donde podemos escribir Vuv < z = = (u,v).

8La formula es claramente II;. Recordemos que disponemos tanto de la induccién ¥ como
de la induccion I1j.
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Pero entonces, f\ {(m,n— 1)} : I, — I,—1 inyectiva, luego por hipotesis
de inducciéon m < n — 1, luego m + 1 < n. u

En particular,

Anmf(f : I, — I, biyectiva — m = n),
luego podemos definir el cardinal de un conjunto finito:
Definicién 6.20 || =n|Vf f: I, — x biyectiva.
Teorema 6.21 Six ey son conjuntos finitos, se cumple:

1. Nzy(Jz| = |y| < Vf f: 2 — y biyectiva),
2. Ney(lz| < |ly| < Vf f: 2z — y inyectiva),

DEMOSTRACION: 1) Si |z| = |y| = n, existen g : I, — x, h : I, — y
biyectivas, y basta tomar f = g1 oh. Si f : x — y biyectiva y |z| = n,
entonces existe g : I,, — x biyectiva, luego g o f : I, — y biyectiva, luego
lyl = n = [z,

2) Sean |z| =m, |y| =n, g : I, — x biyectiva y h : I, — y biyectiva. Si
m < n entonces I, C I,,, luego g~ ' o h : * — y inyectiva. Reciprocamente, si
f:x — y inyectiva, go f o h~! : I, — I,, es inyectiva, luego m < n por el
teorema anterior. L]

En I¥; (pero no en KP) puede probarse que todo conjunto es finito:
Teorema 6.22 (IX;1) AzVnf(f: I, — x biyectiva).

DEMOSTRACION: Lo probamos por induccién® sobre z. Lo suponemos cierto
para todo y < x. Si x = 0 basta tomar n = 0, pues entonces x = [j = &. Si
x # 0, entonces existe un v € z. Sea y = z \ {u}. Entonces y C z, luego
y < z,y de hecho y < z, pues no tienen los mismos elementos. Por hipdtesis de
induccion existe f : I, — y biyectiva, y es claro que fU {(n,u)} : In41 —
es biyectiva. n

Teorema 6.23 Si x, y son conjuntos finitos y x Ny = &, entonces r Uy es
finito y |z Uyl = || + [y]).

DEMOSTRACION: Veamos por induccion® sobre n que
V£ f:Lnx{0}) U, x {1}) — Lyyn biyectiva.

Sin = 0 es facil construir una biyeccion I,,, x {0} — I,,, biyectiva. Supuesto
cierto para n, observamos que

(L % {0}) U (T x {1}) = (T x {0))U (I x {1}) U {(n, 1)}

9La férmula es obviamente 7.
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Si f es la aplicacion dada por hipotesis de induccion, es claro que

fr=rui(n1),m+n)}
es una biyeccion que prueba el resultado para n + 1.
Ahora, si |z] =m y |y| = n, es facil construir una aplicacién biyectiva
zUy — (Im x {0}) U (In x {1}),
con lo que llegamos a una biyecciéon x Uy — I, 4,. Esto prueba el teorema.

Teorema 6.24 Si x ey son conjuntos finitos, entonces Nzy |z x y| = |z| - |y|.

DEMOSTRACION: La prueba es analoga a la del teorema anterior, probando
ahora por induccién sobre n que

Vf f: L, x I, — Ly, biyectiva.
Notemos que
Iy X Iny1 = (I X L) U (I, x {n}),

y la unién es disjunta, por lo que podemos aplicarle el teorema anterior: si
I, x I, es finito por hipdtesis de induccién, entonces la unién también lo es, y
su cardinal es mn +m = m(n + 1). "

Teorema 6.25 Six es un conjunto finito y u C xz, entonces u es finito y cumple
lu] < |x|. Ademds, se cumple |u| = |z| si y sdlo siu=zx.

DEMOSTRACION: Sea |z| = n. Entonces u se puede biyectar con un v C I,
y basta ver que v es finito con |v| < n. Veamos por induccion sobre m que

VVr <m f: 1. — vn I, biyectiva.

Sim = 0 es trivial. Si vale para m, o bien m ¢ v, en cuyo caso tenemos que
vN I, =vNI,4+1 yla conclusion es obvia, o bien m € v, en cuyo caso tenemos
que vNLyy1 = (vNI,)U{m} y la unién es disjunta. Por hipotesis de induccion
el primer conjunto es finito y |[v N I,| < m, luego

[vNTpyi|=lvNLy|+1<m+1.

En particular, aplicando esto a m = n tenemos que |v| < m.

Si |u] = |z| entonces x = uU (x\ u), luego |x| = |u|+ |z \ u|, luego |z\u| = 0,
luego = \ u = &, luego u = z. =

Teorema 6.26 Six ey son conjuntos finitos, entonces xUy es finito y ademds
[z Uyl <[z + [yl

DEMOSTRACION: z Uy = x U (y \ ) es una union de conjuntos finitos
disjuntos, luego es finita. Ademas |z Uy| = |z| + |y \ z| < |z| + |y|. "
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Maés en general:

Teorema 6.27 Si a es un conjunto finito y \x € a x es finito, entonces |Ja
es finito.

DEMOSTRACION: Sea f : I,, — a biyectiva. Basta probar por induccion'®

sobre m que m < n — | f[In] es finito. Si m = 0, entonces |J f[Io] = @
es finito. Si vale para m y m + 1 < n, entonces f[In41] = f[Im] U {f(m)},
luego U flIm+1] = U f[Im] U f(m). El primer conjunto es finito por hipotesis
de induccién y el segundo por hipdtesis, luego la unién es finita. L]

Veamos ahora algunas propiedades de los conjuntos finitos:
Teorema 6.28 Sea x # & un conjunto finito.
1. = admite un buen orden.
2. Toda relacion de orden en x tiene un elemento maximal y un minimal.
3. Toda relacion de orden total en x es un buen orden.

DEMOSTRACION: 1) Sea f : I,, — x biyectiva. Definimos

R={(uv) exxa|f(u)<f )}
Claramente es un buen orden en z.

2) Si R es una relacion de orden en z, definimos
R ={(u,v) € I, x I, | f(u) R f(v)}

y asf R’ es una relacion de orden en x, y basta ver que I,, tiene maximal respecto
a R’ (para concluir que tiene minimal aplicamos el resultado a R'~!). Para ello
probamos por induccién sobre m que si 1 < m < n entonces I,, tiene R'-
maximal.!! Obviamente 0 es R’ maximal para I;. Si I,, tiene R’-maximal,
digamos u, entonces, o bien —u R’ m, en cuyo caso u es R'-maximal de I, 11, 0
bien u R’ m, en cuyo caso m es un R’-maximal de I, 4.

3) Si y C z es un subconjunto no vacio, entonces es finito, luego tiene R-
minimal, pero un R-minimal para una relacién de orden total es un minimo.
u

Nota En particular, como en I¥; se demuestra que todo conjunto es finito,
tenemos que todo conjunto admite un buen orden, y veremos que uno de los
enunciados equivalentes del axioma de eleccién es precisamente que todo con-
junto admite un buen orden, por lo que tenemos probado que I¥; satisface todos
los axiomas de ZFC—AL "

El teorema siguiente es valido para conjuntos arbitrarios, aunque no sean
finitos, pero lo incluimos aqui como resultado previo al teorema posterior, que
si que es exclusivo de conjuntos finitos:

10,5 formula es 2.
HExplicitamente Vu < mAv < m (v # u — (u,v) ¢ R'), que es Aj.
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Teorema 6.29 Sean x ey conjuntos no vacios.

1. si f:x — yyg:y — x son dos aplicaciones tales que f o g = i,
(donde i, representa la identidad en x), se cumple que f es inyectiva y g
es suprayectiva.

2. Si f:x — y esinyectiva, existe g : y —> x suprayectiva tal que fog = i,.

3. Sig:y— x es suprayectiva e y admite un buen orden (en particular si
y es finito), entonces existe f: x — y inyectiva tal que f o g=i,.

DEMOSTRACION: 1) es un hecho general que se demuestra trivialmente en
la teoria basica B.

2) Tomemos a € x. Basta definir ¢ = f~' U (y \ f[z]) x {a}). En otras
palabras,

0 — Y (u) siue fla],
9(u) {a siu ¢ flz].

3) Sea R C y X y un buen orden en y. Sea

fF={(w,v)cxxy|(v,u) egA NV €yl RvAv #v— (V,u) ¢ g)}.
En otras palabras, f(u) es el minimo de g~![u] respecto de R. Es claro que f
cumple lo pedido. [
Teorema 6.30 Si f:x — x y x es finito, entonces [ es inyectiva si y sdlo si

es suprayectiva.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que x # @. Si f es inyectiva, entonces
flz] C « cumple |flz]| = |z|, luego f[z] =z y f es suprayectiva.

Si f es suprayectiva, sea g : x — x inyectiva tal que g o f = I,. Entonces
g es biyectiva, luego f = ¢! también lo es. m

Las sucesiones de una longitud fija en un rango fijo forman un conjunto:
1
Teorema 6.31 An € N/\x\/y/\s(s ey s: I, —x).

DEMOSTRACION: Vamos a usar el teorema 5.57 en IX; o bien 6.12 en KP.
Consideramos la formula A4

V(@ n,a,y) =Nf€y(f: Iy — A fl1, €a) A

Nsealuex(s: I, — x—=Nfey(flr, =sA f(n)=u)).

1
Vamos a probar que Aza/An € NVy(z,n,a,y). Dado un conjunto a, con-
sideramos el subconjunto

b={s€als: I, — z},
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que existe por Aj-especificacion. Consideramos también la formula Ay

o(fys,u) = f:dnpy — A flr, =s A f(n) =u

1
y observamos que As € bAu € z\/f &(f,s,u), luego por Aj-reemplazo existe
una aplicacién h : b X x — y suprayectiva tal que

As € bAu € = ¢(s,z, h(s,)).

Claramente y es el conjunto buscado. La unicidad se sigue sin dificultad del
axioma de extensionalidad, pues y contiene exactamente a las sucesiones en x
que extienden a sucesiones de a.

Como la férmula 1 es claramente Aq, aplicando el teorema 5.57 o0 6.12 a

G(z,a,n) = y|(x,n,a,y) obtenemos una formula x(z,n, y) de tipo A; de modo
1

que AzAn € NVyx(z,n,y) y, si llamamos 2" = y|x(z, n,y), se cumple
¥ ={2} A An € N z"™! = G(z,n,2").

Ahora bien, si f : I, — x es cualquier aplicaciéon, podemos probar por ;-
induccién que

NieNi<n—Vyly=a'AVgeyg=Ff

Il))

En particular, f € 2™, de modo que y = z™ cumple lo pedido. L]

Definicién 6.32 2" = y|As(s €y < s : I,, — 7).

Se cumple que el término " es de tipo Aj, pues la formula y = x"

equivalente a la definida en la demostraciéon del teorema anterior.

es
En particular, por ¥;-reemplazo existe el conjunto {z™ | m < n}, y también
U{z™ | m < n}. Esto implica que
r<"=ylA\s(scy< Vm<ns: I, — )
es una descripcion propia para todo n € N y es un término ¥, (luego A;), pues
y=2" NscyVm<nsecaz™AAm<nVz(z=2™AzCy).

Ahora es facil generalizar:

1
Teorema 6.33 Axzy(y es finito — Vz\s(s € 2 <3 s : y — 1)).

DEMOSTRACION: Como y es finito existe n € Ny f : y — I, biyectiva.
Basta aplicar Aj-reemplazo a la formula ¢(¢,s) = s = fot y al conjunto a = =™,
con lo que obtenemos un conjunto z tal que

Ns(s€ze Vtea™ s=fot).

Es facil ver que z cumple lo pedido, y es tnico por extensionalidad. L]
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Definicién 6.34 2V =z | As(s € z <3 s 1 y — ).
Acabamos de probar que z¥ es una descripcion propia siempre que y es finito.
Teorema 6.35 Si x ¢y son finitos, entonces ¥ es finito y |z¥| = ||l

DEMOSTRACION: Sean |z| = m, |y = n. Entonces es facil definir una
biyeccion entre 2¥ y (I,,)" (de hecho, la hemos definido en la prueba del teorema
anterior). Por lo tanto, basta probar que (I,,)" es finito y que |(I,)"| = m™.
Probamos por induccion sobre n que Vf f : In — (I,)" biyectiva. (La
formula es 3.)

Para n = 0 es claro. Si se cumple para n, usamos que podemos construir
una biyeccion de (I,,)" "t en (I,,)" x I,,, mediante s — (s|z,,s(n)), con lo que
si (I,)™ es finito, también lo es (I,,)" ™! y ademas

(L)1 = ()] = - = ",

1
Teorema 6.36 A\x(z es finito — \yAu(u € y > u C 1)).

DEMOSTRACION: Basta aplicar Xi-reemplazo al conjunto (I3)* y a la for-
mula ¢(s,u) = u = s~ 1[1]. Asi obtenemos un conjunto y tal que

Nu(u €y Vs(s:x — {0,1} Au=s"11])).

es facil ver que y cumple lo pedido, y la unicidad se tiene por el axioma de
extensionalidad. m

Definicion 6.37 Px = y|Au(u € y <> u C z).

Acabamos de probar que Pz es una descripciéon propia siempre que x es
finito. Notemos que el teorema 5.56 prueba que esto vale en I¥; para todo
conjunto z, lo cual es coherente, pues en I¥; todo conjunto es finito.

Precisando ligeramente la prueba del teorema anterior vemos que la aplica-
cion (I3)* — Pz alli construida es biyectiva. Por lo tanto:

Teorema 6.38 Si x es un conjunto finito, entonces Px también es finito, y
|Px| = 21=l.

6.5 Sumas finitas

Cuando los mateméticos tienen definida una operacion asociativa (que po-
demos representar por +, aunque en principio es una operaciéon cualquiera)
en un conjunto A, automéaticamente se permiten escribir expresiones del tipo
r1+ -+ x,, para elementos x; € A. Esto es correcto, pero, desde un punto de
vista légico, requiere una justificacién que vamos a presentar aqui.

El contenido de esta seccidon conviene desarrollarlo en un contexto muy ge-
neral, asi que supondremos dada una féormula z € A, un término = 4+ y y un
designador 0, todos de tipo A;, de modo que se cumpla:
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1. Neyc Az +yc A

2. Neye Aovt+y=y+ua

3. NeyzeAa+(y+2)=(x+y)+=
4. Nee Az+0=nz.

Obviamente todo esto se cumple cuando A = N y + es la suma usual, pero
no nos restringimos a este caso. Sea n € N y consideremos una sucesién'?
s : I, — A. Podemos aplicar el teorema 6.12 a la funcion G : N x A — A
definida por la formula ¥4

G(i,a) =b < YP(s,4,a,b) = (i <l(s) ANb=a+s;) V(i >L(s) ANb=0).

El resultado es una formula x(s,n,z) de tipo X1 que define una funciéon
F : Suc x N — A tal que

F(5,0) =0 A Am < £(s) F(s,m+1) = F(s,m) + sp,.
En vez de F(s,n) escribiremos Y s;, que es un término A;. En estos términos

i<n
la formula anterior se escribe asi:

Nosi=0AAm<l(s) S si= > s+ Sm.

<0 <m+1 i<m

Una simple induccién demuestra que

Amn € w\s(s: I, — AAmM < L(s) = > s, € A).

<m

Teorema 6.39 Sean m,n € N, sea s : I 1, — A y seat: I, — A tal que
Ni<nt, = Sm+i- Entonces

i<m+n <m <n

DEMOSTRACION: Probaremos que k <n — >, s, = Y. s;+ > t;. Por

induccion!® sobre k. i<m+k i<m i<k
Para k = 0 tenemos que >, s; = >, s;+ ».t; porque el ltimo término
es 0 i<m i<m <0

Si vale para k y k+ 1 < n, entonces

S; = Z Si+sm+k:ZSi+Zti+tk:ZSi+ Z ti.

i<m+k+1 i<m-+k <m i<k <m i<k+1

1285i trabajamos en IX; o si trabajamos en KP, pero se cumple que A C N, alternativamente,
podemos considerar que s es un ntmero natural, que podemos ver como sucesion finita segin
lo visto en la seccion 5.6. Todo lo que vamos a exponer en esta seccidon vale en ambos casos,
entendiendo que £(s) es el n que cumple que s : I, — A o bien la longitud definida en 5.58,
y que s; es el conjunto que cumple (4,s;) € s o bien el definido también en 5.58.

13Ge trata de una formula ¢(s,t,n, k), con ¢ claramente X1 .
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Teorema 6.40 (Propiedad conmutativa generalizada) Sea s : I, — A
una sucesion y sea o : I, — I, biyectiva. Sea t = 0 o s. Entonces

<n <n
DEMOSTRACION: Demostramos por induccién sobre'* n que

Nsto(s,t : I, — AN : I, — I, biyectiva At =co0s — > 855 = > t;).
i<n <n

Si n =0 es trivial. Supongamoslo cierto para n y supongamos que tenemos
s;t:lpy — Ayo:Ipp1 —> g cont =cos. Sea k =o(n), de modo que
t, = sg. Si k =n entonces t|, = o, 0 $|ln ¥ tn = Sn, luego

Yo si= 2 (Sla)itsn= Y (th)i+ttn= > t.

<n+1 i<n i<n 1<n+1

Supongamos ahora que k < n.

Yoosi= )L st YL w= ) sitspt+ ) w

1<n+1 i<k+1 i<n—k i<k i<n—k

donde u : I,_ —> A cumple u; = Sgy144. Definimos ahora v : I, — A
mediante

v=A(,a) €L, xRs|(i<kNha=s;VEk<iNa=si41)}

es decir,

S; sii <k
v; = . .
’ Six1, sik<i.

Claramente Ni <n — k u; = Vk+4, luego, por el teorema anterior

Yosi=2 v+ Y uitsp= vty =Y tittn= > t

i<n+1 i<k i<n—k <n i<n i<n+1

donde hemos aplicado la hipétesis de induccion a v,t|, : I, — Ay a la
biyeccion 7 : I, — I,, dada por

T={(,j) el xL,|(c(i)<kANj=0c@)V(k<oli)ANj=0c(i)—1)}.
Es pura rutina comprobar que 7 es en efecto una biyeccion y que t|,, = 7 o v.
|

Ahora podemos generalizar la definicién de suma finita:

Definicién 6.41 Y s, =al(s: 2z — A A Vn € NVtu(t : I, — x biyectiva
€T
ANu=tosAha= Y u)).
i<n

148 formula es II;.
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Asi, si z es un conjunto finito y s : + — A, la definicién anterior es una
descripcién propia, pues claramente existe un a que cumple la definicién y si
a y a* la cumplen, tenemos t,t* : I, — x biyectivas (con el mismo n, pues
necesariamente n = |z|) y u = t o s, u* = t* o s, pero entonces tenemos una
biyeccion ¢ =t* ot~ : I, — I, talque u* =t* os =cotos = oou, luego el
teorema anterior nos da que

a* =Y uf =Y u =a.

<n i<n

De aqui se sigue inmediatamente que ) s; =0y que > s; =s;, asi como
= ie{s}
que si ¢ e y son conjuntos finitos disjuntos, entonces'®

Z SZ:ZSZ-FZSZ

1€xUy 1€ExT i€y

Para probar esto se usa 6.39 a través de una biyeccion I+, — Uy
definida de modo que se restrinja a una biyecciéon I,, — x.

Teorema 6.42 (Propiedad asociativa generalizada) Sea x un conjunto fi-
nito tal que \y € x y es finito A N\yz € x(y # z — yNz = @), sea s : | Jo — A.

Entonces

€Uz YET i€y

DEMOSTRACION: Aqui hay que precisar como se define el doble sumatorio.
Consideremos la férmula

d(y,a) =VneNVtu(t: I, — yAu=tosAa= > u).
i<n

1
Claramente es X1 y Ay € 2Va é(y,a), luego por X;-reemplazo (teorema 6.11)

existe t : ¥ — A tal que Ay € = t(y) = > s;. El sumatorio del miembro
i€y
derecho es, por definicion, Y t,.
yeET
Para probar la igualdad fijamos f : I, — x biyectiva y probamos por

induccion'® sobre m que

m<n— Y s= Y ot
i€UF (L] YEfIm)

Para m = 0 ambos miembros son 0. Si vale para m y m + 1 < n, entonces
flm+1] = flIm]U{f(m)} vy la unién es disjunta, y a su vez

U fms1] = U flLn] U f(m),

15Notemos que escribimos Y s; = 3 (s])i-
S i€x
16Es facil ver que la formula es Xy .
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y la unién también es disjunta, por la hipétesis sobre los elementos de z. Por
lo tanto, aplicando la descomposicién de las sumas considerada justo antes del
enunciado de este teorema, tenemos que

Esi: Esi—l— Zsi: Zty-i-tf(m)

iEUf[Im,+1] 'L.EU]C[IWL] ZEf(m) yEf[Im]

- Y 4y = T4,

Yy
yEf[Im]U{f(m)} yef[17n+1]

Aplicando esto a m = n tenemos la igualdad del enunciado. [

A partir de aqui relajaremos la notaciéon para los sumatorios finitos, y escri-
biremos cosas como

n

Z Si, Z Sij, So+ -+ Sn, etc.
i=m 0<i<j<n

Es facil reducir expresiones como éstas a expresiones de la forma Y s; para x
1€ET

y s adecuados. Ademés, toda manipulaciéon con sumas finitas puede justificarse

sin dificultad a partir de los resultados que hemos demostrado aqui, aunque en

algunos casos la prueba pueda ser tediosa.

Cuando la operacion de partida la representemos como - en lugar de +
escribiremos [] en lugar de .

6.6 La formalizacion de la aritmética

Llegados a este punto ya es facil convencerse de que todos los resultados
de la aritmética elemental, que sin duda el lector conoceré, son formalizables
tanto en KP como en I a través de términos y formulas de tipo Aj. En esta
altima seccién mostraremos algunos ejemplos de como hacerlo, los primeros més
detallados, los siguientes en forma de meros esbozos, porque si el lector tiene
dudas conceptuales sobre ellos haria mejor en estudiar primero algin libro de
algebra en el que se expongan de forma més natural y detallada para después
convencerse de que las técnicas que mostramos aqui bastan para formalizar
debidamente todos los argumentos.

Mas sobre nimeros primos Notemos que el teorema 6.12 aplicado a la
funcion G, (i, k) = k - m nos da la funciéon exponencial, caracterizada por que

AmeNml=1AAmneNm" =m” - m.

El término m™ es ¥, luego A;. Similarmente, tomando G(i,k) = k(i + 1)
obtenemos la funcion factorial:

0l=1AAneN (n+ 1) =nl(n+1),

de modo que la férmula y = n! también es A;.
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Una simple induccién prueba que

n n
m"™ = [ m, n! =] i
i=1 i=1

La segunda parte del teorema 5.36 admite la generalizacién siguiente:

Teorema 6.43 Sim : I, — N, p es primo y p | [[ mi, entonces existe un
i <n tal que p | m;. i<n

DEMOSTRACION: Supongamos que /\i < n p f m; y veamos por induccion
sobre k que k <n —p1 [] m;.

i<k
Para k = 0 es trivial y si p | [[ m; = [] mq - pr, entonces p tiene que
i<k+1 i<k
dividir al primer factor (lo cual es imposible por hipotesis de induccion) o al
segundo (lo cual es imposible por hipotesis). n

m
Teorema 6.44 Todo nimero natural n > 1 se descompone como n = [] p;,
i=1
donde cada p; es primo. Ademds, la descomposicion es unica salvo el orden,
’

m m

en el sentido de que si [ p; = [ v}, entonces m =m' y existe una biyeccion
i=1 i=1

o : Iy — Iy tal que p; = pl,.

DEMOSTRACION: Razonamos por induccion'” que

n>1-=\VmeNVp(p: L, — NAN <mp; es primo An= [] pi).
<m
Usamos el teorema 5.24: suponemos el resultado cierto para todo k£ < n.
Sin > 1, por 5.36 existe un primo ¢ tal que ¢ | n. Pongamos que n = ¢k.
Entonces k < n. Si k =1 entonces n = g es primo y el resultado es trivial. En

caso contrario, por hipotesis de induccion k = [] p;, con cada p; primo, luego
i<mg
n= [l pi-¢= II p;, dondep*=p~(q).
<m i<m—41

’

m
Supongamos ahora que [[ p; = [] p;- No perdemos generalidad si supone-

i=1 i=1
mos que m < m/. Vamos a probar que'”

k<m— Vo (0: Iy — I, inyectiva A \i < k p; =pl,).

Para k = 0 es trivial. Supongamos que o : I, — I,,,» cumple lo pedido y
que k + 1 < m. Entonces

k m
pi- [lpi= II »i- Il »i
=0 i=k iea[lk] ’L‘€I7n/\0'[1k]

2

17La férmula es 1.
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Los primeros factores de cada miembro son iguales, por la propiedad conmuta-
tiva generalizada, luego

m
pel [Ipi= 11 i

=k i€l \o[l]

Por el teorema anterior existe un ¢ € I, \ o[l}] tal que py = p}, por lo
que o U {(k,i))} sigue siendo una aplicacion inyectiva y cumple lo pedido. En
definitiva, llegamos a que existe una aplicaciéon inyectiva o : I,,, — I, tal que
p=ocop'. Por lo tanto,

m m’ m
[Ipi=1lpi= 11 »i- II  pi=1lpi- 11 ¥
i=1 i=1 i€ [Im] 1€L,,\o L] i=1 i€1,,/\0 1]
luego IT  »; =1, y esto s6lo puede ser si L, \ o[l,] = &, es decir, si
€1, \o[Im]
o: I, — I, es biyectiva, lo cual implica que m = m’. [

Dejamos a cargo del lector continuar, si lo desea, en la formalizacion de la
aritmética de los ntimeros primos. Por ejemplo, es facil definir el exponente
vp(n) con que el primo p divide al nimero n y demostrar sus propiedades, se
puede definir la descomposicién de un ntmero en producto de potencias de
primos distintos, etc.

Nuameros enteros Ahora mostraremos como es posible definir en I3 o en
KP los nimeros enteros y su aritmética. Para ello consideramos la formula Ay
dada por

xNyExayeNAw0+y1:xl+y0,

donde xg, 21 son las funciones definidas en 5.16, que cumplen que © = {(xg,z1).
Claramente es una formula A; y es facil probar que, para todos los niimeros
naturales z, y, z se cumple

T ~, T~y —Yy~x, T~YNY~2z—> T~ 2.

Definimos

rcZ=rvcNANy<z-z~y.
En otras palabras, llamaremos niimeros enteros a los pares (aritméticos)!®
de ntimeros naturales que no estan relacionados con ningtin par menor respecto
de la relacién ~ que acabamos de definir. Claramente z € Z es una formula A;.
Como la relacién ~ también es Ay y se cumple x ~ x, sabemos que

1
ANz eNVyeNy~zA Nz <y -y~ 2),

18Por conveniencia usamos pares aritméticos tanto en I¥; como en KP. Para usar pares
conjuntistas en KP tendriamos que definir un buen orden entre ellos, lo cual es posible (por
ejemplo, a través de los pares aritméticos), pero es méas sencillo usar directamente los pares
aritméticos.
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lo que equivale a que Az € N\l/y € Z y ~ x. Esto nos permite definir!'®
[Zl=yeZ|x~y,
y se cumple que Az € N ([z] € Z A z ~ [z]). Es facil ver que
Azy €N (2] = [y] ¢ = ~y).

En efecto, si & ~ y, entonces [x] ~ & ~ y ~ [y], luego [x] ~ [y], pero si fuera
[z] < [y] o [y] < [#] no podria ser [x] ~ [y], por definicién de nimero entero,
luego tiene que ser [z] = [y].

Abreviaremos [a, b] = [{a,b)]. En estos términos, si a,b, ¢,d € N, se cumple
la siguiente relaciéon fundamental:

[a,b] = [c,d] <> a+d=b+c.
Definimos
+n = [n,0], —n =[0,n].

Asi, si b < a, se cumple que [a,b] = [a — b, 0], mientras que si a < b entonces
[a,b] = [0,b—a]. Esto significa que todo ntimero entero es de la forma +n, para
un cierto n € N. Més en general, definimos

—x = [x1, zo),

de modo que Aab € N — [a,b] = [b,a]. Asi, para cada niimero natural n se
cumple que —(+n) = —ny —(—n) = +n.

La tabla siguiente muestra los primeros diez nimeros naturales, sus expre-
siones como pares ordenados y sus expresiones como numeros enteros cuando lo
son. Cuando no lo son se indica el ntimero entero con el que estan relacionados:

0 (0,0) 015 (2,00 +2
1 (0,1) -1|6 (0,3) -3
2 (L,0) +1|7 (1,2) ~1
3 (0,2) —-2|8 (2,1) ~2
4 (1,1) ~0|9 (3,00 +3
Asi, el ntimero natural 0 es el nimero entero +0 = —0, pero no hay confusiéon

si lo llamamos simplemente 0. En cambio, no debemos confundir el ntiimero
entero +2, que es el nimero natural 5, con el nimero natural 2, que es el
namero entero +1.

19En I3 tenemos que [z] es siempre una descripcién propia, porque x siempre es un ntimero
natural. En cambio, en KP tenemos que

y=[z] (@ eNAyeZAz~y)V (& NAy=0).

En cualquier caso, la féormula es A1, luego el término [z] también lo es.
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Consideramos ahora el término A; dado por:2°

r+y = [zo + Yo, 21 + Y1)
Es claro que Azy € Z x+y € Z y ademas si a, b, ¢, d € N se cumple la relacion:?!
la,b] + [e,d] = [a+¢,b+d].

Una comprobacién rutinaria muestra las propiedades siguientes:

—_

Nayz €Z (x+y)+z=2+ (y+2),

2. Ney € Z(z +y =y +2),

3. Ne€Zz+0=r,

4. Nz €Zax+ (—x)=0.

En la practica escribiremos n — m = n + (—m). Observemos que
Aab € N [a,b] = +a — b.

Dejamos a cargo del lector los detalles analogos de la definicion del producto
de ntimeros enteros (que es también un término A1) caracterizado por la relacion

[a,b] - [¢,d] = [ac + bd, bc + ad],

asi como la comprobaciéon de sus propiedades elementales.
Consideramos la formula Ay

r<y=x€ZNyeZNzo+y <z1+ Yo

Se comprueba que Aabdc € N [a,b] < [¢,d] <+ a+d < b+ ¢, asi como que se
cumplen las propiedades usuales del orden de los ntimeros enteros.

Consideramos la formula A, dada por 2 € N = \/n < 2 2 = +n. Es facil
probar lo siguiente:

1. AneN +neNT,
2. Nt e Nt*VneN z = +n,

3. Amn €N (+m = +n — m =n),

20Claramente
z=x+y+ (x €ENAyENAVurugvivawiwa(x = (u1,u2) Ay = (v1,v2) A
wi=ul +v2 Awz =uz+v2 Az=[w,w2]))V({(EgNVyeEgN)Az=0) <«
(reNAyeENA /\u1u2v11;2w1w2(z = (u1,u2) Ay = (vi,v2) A
wi =ul +va Awr =uz +v2 = z=[wi,w2])) V(¢ NVy&N) Az=0).

21No es dificil probarlo, pero no es inmediato, pues hay que comprobar que si se cumple
[(1, b} = <(I()7 b0> y [C7 d] = <CO7 d0>7 entonces [a'7 b] + [C7 d] = [a'O + co, bo + d()] = [a +c b+ d]
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4. ANmn € N (+(m +n) = +m + (+n)),
5. Amn € N+ (mn) = (+m)(+n),
6. /\mneN(mgnH—l—mg—i—n).

Cuando no se preste a confusion, escribiremos 0,1,2, ... para referirnos a los
ndimeros enteros 0, +1,42, ...

Numeros racionales Similarmente, vamos a describir de forma breve cémo
se puede formalizar en KP o en I¥; la aritmética de los ntimeros racionales.
Para ello definimos??

z~y=z,y ENA(x+ 1o, (x+1)1,(y+1)o,(y+ 1)1 €ZA

@+1)1#0A [+ 1)1 #0A (@ +1)o(y+ 1)1 = (y+ Loz + s

Tras las comprobaciones analogas a las del apartado precedente, definimos

r€Q=2eNA(z+ 1), (x+1)1€ZA(z+1)1 A0AN Ny <z -y~ 2.

1
Ahora se comprueba que Aab € Z(b # 0 — Vz € Q x ~ (a,b)). A su vez,
esto nos permite definir

a
g:x€Q|x~<a,b>—l,
que es una descripcién propia siempre que a,b € Z A b # 0. Ademas, si
a,b,c,d € Zy b,d # 0, se cumple la relacion fundamental:

a ¢

— = — < ad = be.

b d

La tabla siguiente muestra los diez primeros ntimeros naturales, z, la expre-

sién de £+ 1 como par de niimeros naturales, su expresion como par de nimeros
enteros cuando lo es y su expresiéon como niimero racional cuando lo es.

0 (0,1) (0,-1) 0 |5 (0,3) (0,—-2) ~0
1 (1,0) (-1,0) — |6 (1,2) (-=1,41) -1
2 (0,2) (0,+1) ~0|7 (2,1) (+1,-1) ~6
3 <171> <_1a_1> 1 8 <3a0> <_2?O> -
4 (2,00 (+1,0) — |9 (0,4)  — .

Vemos que el ntimero natural 0 es el nimero racional 0/(—1) = 0/(+1), al que
podemos representar sin ambigiiedad como 0. En cambio, el nimero natural 3
es el niumero racional +1/(+1), que representaremos simplemente como 1.

22Notemos que si en la definiciéon pusiéramos z, y donde hemos puesto = + 1, y + 1 no se
cumplirfa nunca con z = 0 o y = 0, porque 0 = (0,0) y no se cumpliria la condicién z1 # 0 o
y1 # 0. En cambio, asi £ = 0 cumple z + 1 = (0, 1), y verifica la condicién (z + 1)1 # 0, asi
como que (x +1)g =0 € Z, (x+ 1)1 =1 € Z (pues hemos visto que los ntimeros naturales
0,1, son, respectivamente, los nimeros enteros 0 y —1).
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La suma y el producto de ntimeros racionales se definen mediante los térmi-
nos A; siguientes:
ToY1 + Yox1 ToYo

r+y=—">- Ty = ,
Y T1Y1 Y 1Y

de modo que si a, b, ¢,d € N se cumple:

a c ad + be a c ac

bTdT Tbd 0 b d b
Dejamos al lector la comprobacion de las propiedades béasicas de estas ope-
raciones. En particular, si definimos
—(x+ 1) 4 (z+1)

—r= — A
(@ + 1)1

se cumple que
Nz eQz+(—2)=0Az-1=u2), Ne e Qz#0—zzt=1).

Teniendo en cuenta que

resulta que todo numero racional es de la forma a/b con a,b € Z y b > 0.
Consideramos la formula A; dada por
r<y=Vabcd € Z(b>0ANd>0ANz=a/bAy=c/dAad< bc)
< Nabed € Z(b>0ANd>0ANz=a/bAy=c/d— ad < be).

Se comprueba sin dificultad que esta formula satisface las propiedades usuales
del orden de los niimeros racionales.

Definimos la clase Zy = {n/1 | n € Z} o, equivalentemente, la formula A,
dada por
re€Zi=\Vn<z(n€Z Azx=n/l),

donde hay que entender que los denominadores 1 son el nimero entero +1.

Hemos visto que el ntimero racional 0/1 es el nimero natural 0. Las propie-
dades siguientes se demuestran sin dificultad:

1. A\n€Zn/1 €7,

N eZN'ne€Z x=n/1,

. Amn €Z (m/1 =n/1 = m=n),
. Amn €Z (m+n)/1=m/1+n/l,
. ANmn € Z (mn)/1 = (m/1)(n/1),
(

. NAmn€Z (m<n<+m/l<n/l).

D Ot s W N
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En particular, si consideramos la clase Ny = {n/1 | n € Nt} las pro-
piedades anteriores valen igualmente cambiando Z por N y entendiendo que
n/1=(+n)/1.

A partir de aqui escribiremos x € Z para representar la formula x € Z; y
usaremos la notacion m/n = m-n~!, donde m,n € Q, n # 0. En estos términos
se cumple que n/1 = n, para todo n € Q, asi como que todo nimero racional
es de la forma m/n, con m,n € Z, n # 0. Para cada n € N abreviaremos
ny = +n/1 € Q, de modo que, si definimos

ZT ={n1|neNAn>0}, Z=={-n1|neNAn>0},
tenemos que Z = Z~ U {0} UZ~ (uni6n disjunta) y
Q={m/n|mneZAn#0}={m/n|meZAnecZ’}.
En estos términos se cumple que
1. An e Nny € Ny,
2. Nee NyVneNz =nq,

w

. ANmn €N (m; =n; = m=n),

>~

(
. Amn €N ((m+n); =mq +n1),
5. Amn € N (mn); = (m1)(ny),

6. AmneN (m<n+my <ng).

Estas propiedades nos permiten identificar los objetos que cumplen € N
con los que cumplen x € Ny, pero vamos a detallar lo que esto supone.

Si trabajamos en I, para cada expresion 6 de £, llamamos § = 6, mientras
que si trabajamos en KP llamamos # = 6. a la traduccion de # a KP como
teoria aritmética. En ambos casos, llamamos 0 a la traduccion en el sentido de
la definicion 3.28 calculada con la formula z € Ny y los términos 0, z+1/1, z+y,
x -y, donde todas las operaciones son las definidas para nimeros racionales.

Teorema 6.45 Sea 0(z1,...,x,) una expresion de L, cuyas variables libres
estan entre las indicadas. Si 6 es un término, en I¥X; o KP se demuestra

/\1’1 ceexy, € N(é(xl, .. ..Z'n)l = é((l’l)h e (mn)l))7

y si 0 es una formula

/\.’1?1 s Iy € N(é(wl, .. .a?n)l <~ é((xl)l, cee (l‘n)l)>
DEMOSTRACION: Razonamos por induccion sobre la longitud de 6.

1. Si § = z;, trivialmente, Az -z, € N((z;)1 = (z:)1)-
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2. Si # =0, trivialmente Azq -2, 0 =0.

3. Si @ =ty = ty, por hipodtesis de induccion, si z1,...,z, € N, tenemos que

ti(dfl, e ,In)l = 1?7;((171)1, ey (In)l),

luego
9(1‘1, . ,xn)l = fl(xl, . ,l‘n)l = 72(.231, e ,l‘n)l <
1?1((251)17 coy (Tn)1) = ~2((£C1)17 co(n)1) = é((%)l, ooy (@n)1)-
4. Si @ =t', por hipotesis de induccion, si 1, ...,x, € N, tenemos que

E(ﬂfl, e ,$n)1 = 2?((1‘1)1, ey (xn)l),

luego, usando la propiedad 4 de la lista previa al enunciado,

O(z1,. s xn)1 = (EHx1, - x0))) = F(xg, o tn) + 1)1 =
tH(wy, .o mn)1 + 1 =t((z1)1,. 5 (T0)1) + 11 = é((ml)l, ooy (@R)1).
5. Si 0 = t; + to, por hipoétesis de induccion, si z1,...,z, € N, tenemos que
ti(xy, .., x0)1 = (1)1, ..., (T0)1),

luego, de nuevo por la propiedad 4:

01(z1,- . 20) = (t1(z1, -, T0) +l2(21,. ., Tp))1 =
(21, o)1 +lo(T1, . Tn)1 =
f((@)1s- - (@) + (@)1, (@a)1) = 0((1)1, - ., (Ta)1)-
6. El caso § = t; - t2 es andlogo usando ahora la propiedad 5.

7. 810 =-ao06=a— [, dela hipotesis de induccion se sigue inmediata-
mente la conclusion.

8. Si § = Awa(z,x1,...,r,), por hipdtesis de induccién
Nzzy -z, € N(a(z,21,...,20)1 < &((2)1, (21)1, ..., (20)1)).
Fijados z1,...,z, € N, tenemos que probar que
Ar € Na(z,x1,...,2,)1 < No € Ny a(z, (x1)1,- -+, (Tn)n)-

Supuesto el miembro izquierdo, dado x € Ny, tenemos que existe un zy € N
tal que © = (x9)1, y por la hipdtesis se cumple &(xg, x1, ..., Z,)1, que por
hipétesis de induccion equivale a &(zx, (z1)1,. .., (,)1), luego se cumple
Az € Ny a(z, (x1)1, ..., (2,)1). La implicacién opuesta es similar.
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9. Si 0 = z|a(z, x1,...,x,), por hipotesis de induccion
Nzzy -z, € N(@(z, 21, .. 20)1 & a((@)1, (1)1, .-, (T2)1))-

De aqui se sigue que
1 1
Vaz e Na(z,z1,...,z,)1 < Vo e Ny a(z, (z1)1,- -5 (Tn)1).

Maés precisamente, fijados x1,...,T, € N, si x es el inico namero natural
que cumple a(x,z1,...,2,)1, entonces (z); es el Gnico elemento de Ny
que cumple &((x)1, (x1)1,-- -, (zs)1). Por lo tanto, en este caso

O(x1,...,xn)1 =z/(x eNAa(z,21,...,2,))1 =

SC‘(:L' S Nl AN ONé(LE, (1:1)17 ey (In)l) == 54((1‘1)1, ceey (In)l)

Si no se dan las unicidades, trivialmente

0(z1,...,zn)1 =z|(r e NA&(z,21,...,2,))1 =0 =

x‘(l‘ S Nl A d(l', (xl)h ceey (xn)l) = 6&((1‘1)1, ey (xn)l)

En particular, para toda sentencia o de £, tenemos que en IX; o en KP se
demuestra & <+ &. Esto significa que N y Ny verifican las mismas (traducciones
de) sentencias aritméticas. Esto tiene muchas consecuencias:

1. En I3 y en KP se demuestra que N; cumple las traducciones de los axio-
mas de IXq, por lo que también son sistemas aritméticos (con la induccion
restringida a formulas X1 en sentido aritmético) tomando como ntmeros
naturales los de N; y sus operaciones.

2. Mas atn AP y Z* son teorfas aritméticas (con induccion para todas las
formulas aritméticas) con Nj.

3. De hecho, en AP y en Z* se cumple el principio de induccion para N; para
formulas arbitrarias, pues si probamos a(0) y An € Ny(a(n) = a(n+1)),
tenemos también a(0;) y An € N(a(n1) — a((n + 1)), luego, por el
principio de inducciéon en N para la formula a(ng), concluimos que se
cumple An € Na(n1), que a su vez equivale a An € Nj a(n).

Y el hecho que méas nos va a interesar:

4. Si en cualquier extension de 13; o KP probamos una sentencia aritmética
para Ni, sabemos que se cumple también para N.

Estos hechos permiten que en la practica no necesitemos distinguir més entre
N y Ny, de modo que podemos considerar N C Z C Q.

Notemos que las sumas y productos finitos definidas en la seccién anterior
son aplicables a la suma y el producto de niimeros racionales.
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Nota Hemos visto que en [¥; los nimeros naturales pueden verse como con-
juntos finitos, de modo que se cumplen los axiomas de KP (o los de ZFC—AI
si trabajamos en AP). En particular, podemos considerar la formula z € w que
define a los nimeros naturales en KP como una férmula de £, con la que I3, es
también un sistema aritmético con induccion restringida a formulas Xy (y AP
es un sistema aritmético con induccion para todas las formulas aritméticas). Un
argumento analogo al que hemos usado para comparar N y N; nos permite llegar
a que se da la misma relacion entre N y w, es decir, que en IX; (resp. AP) se
puede probar una sentencia aritmética si y so6lo si su traduccion es demostrable
en KP (resp. ZFC—AI). No vamos a necesitar estos hechos, pero los detalles
estan en [LF 5.48], [LF 5.49], [LF 5.51].

También hemos visto que, ademés de los axiomas de KP (resp. ZFC—AI),
en IX; (resp. AP) se puede probar (teorema 6.22) que todo conjunto es finito,
lo cual no es un teorema de KP ni de ZFC—AI. Si llamamos KPg, vy ZFCg, a
KP y ZFC—AI mas el axioma “todo conjunto es finito”, se cumple [LF 5.76],
[LF 5.79] que una sentencia de Lt es demostrable en KPg, (resp. ZFCgy) siy
solo si es demostrable en IX; (resp. AP).

Estos resultados vienen a decir que AP y ZFCg, (o I¥; y KPg,) son esen-
cialmente la misma teoria: los niimeros naturales pueden verse como conjuntos
finitos a partir de los cuales pueden definirse ntimeros naturales identificables con
los niimeros de partida. En otras palabras, que los niimeros naturales pueden
envolverse en un marco conjuntista aparentemente mas amplio (y mas comodo
para trabajar), pero que en realidad no aporta nada esencialmente nuevo. =

Cuerpos cuadraticos Al final del capitulo siguiente necesitaremos razonar
en IX; con cuerpos cuadraticos de la forma Q(v/d), para un nimero natural d
que no sea un cuadrado perfecto. Vamos a mostrar aqui que, en efecto, la
aritmética de estos cuerpos es formalizable en I3.

Observemos ante todo que el hecho de que d no sea el cuadrado de un
nimero natural implica que tampoco es el cuadrado de un niimero racional,
pues si d = p?/q?, entonces el exponente de cada primo en p es diferencia de
dos nimeros pares, luego es par, y esto hace que d sea un cuadrado perfecto.

Definimos la formula 2 € Q(vd) = 29 € Q A 21 € Q y a continuacion
definimos una suma y un producto mediante

z+yzz|(z€@(\/g)/\zozngryo/\zl:z1+y1),

x-y=zl(z € QVA) A 20 = oyo + T1y1d A 21 = Ty + 21Y0).

Es facil ver que estas operaciones cumplen las propiedades de la definicion
de anmillo (asociativa, conmutativa, distributiva, etc.). Mas atn, si definimos
z = (z,0), vVd = (0,1) tenemos que:

Nz e Q(Wd) x =T + 71V,

1
2.
3. Nz
4
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Esto nos permite identificar los niimeros racionales con los elementos de la
clase Q = {z | € Q} y afirmar entonces que

reQ(Wd) = VabeQur=a+bVd
En estos términos
(a+0Vd) + (' +V'Vd) = a+d + (b+V)Vd,
(a +bVd)(a' +b'Vd) = ad’ + bb'd + (ab’ + ba')Vd.

A partir de aqui se demuestran facilmente las propiedades algebraicas bésicas
de los cuerpos cuadraticos. Por ejemplo, el hecho de que sean cuerpos (que todo
elemento no nulo tenga inverso) se deduce de que

(a+bVd)(a—bVd) = a® —b?d #0
sia+bvd+#0 (porque d no es un cuadrado), por lo que

1 a —b
(@t VD)™ = g T e
Un poco mas delicado es comprobar que la relacion de orden en Q puede
extenderse a una relacion de orden en (@(\/&), es decir, que podemos definir una
formula x < y para x,y € Q(\/&) para la que se demuestran las propiedades
de una relacion de orden total y de modo que sobre Q coincide con la que ya
tenemos definida.

Para probarlo empezamos observando que
Auv € Q0 <u<v— VreQu<r?<w)).

En efecto, sea k € N tal que v < k?. Fijamos un n € N no nulo y, como
v < (kn)?/n?, existe un minimo mg € N tal que v < m2/n?, No puede ser
mgy = 0, luego mo = m + 1 y tenemos que

() <os ()

<m—|—1>2_(m>2_(m+1+m m+1 m

Por otra parte

om+1  2kn+1 2k 1
= < ==+

2 2 "2

n n o n
Tomando n suficientemente grande podemos hacer que el altimo término sea
menor que v — u, con lo que r = m/n cumple que

2
2 <m+1) 2
v—r°< —r°<v—u,

n

luego u < r? < v. .
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Ahora probamos que si a,b € Q no son ambos nulos, existe un € > 0 en Q
tal que, o bien todo 7 € Q, 7 > 0, que cumpla |r? — d| < € cumple a + br > 0, o
bien todo r en dichas condiciones cumple a + br < 0. En el primer caso diremos
que a + bvd > 0y en el segundo que a + bv/d < 0.

En efecto, si b = 0 es trivial, pues se cumplira a 4+ bvd > 0 0 a + bvd < 0
segin si a > 0 0 a < 0. Supongamos que b > 0. Si a > 0 es trivial, pues todo
r > 0 cumple a+br > 0. Si a < 0, como d no es un cuadrado, o bien d > a?/b?,
o bien d < a?/b?. Llamamos € = |d — a?/b?| > 0. Asi, si |d — r?| < ¢, se cumple
r? > a?/b? o bien r? < a?/b? segiin lo que cumpla d, independientemente de 7.
En el primer caso r2b? < a2, luego 7b < —a, luego a + br > 0. Igualmente en el
segundo caso se llega a que a + br < 0. Si b < 0 se razona anélogamente.

Veamos que si a+bvd > 0y a’ +bv/d > 0, entonces a+a’ + (b+b')Vd > 0.
En efecto, sea ¢ > 0 que cumpla la definicion para la suma. Podemos tomar
r > 0 que cumpla |r? — d| < €/2 y que ademas esté lo suficientemente cerca de
d para que a + br > 0, @’ +'r > 0. Entonces a + a’ + (b + b')r > 0, luego se
cumple lo indicado.

Con esto ya podemos definir a + bvd < o’ +b'Vd sia —a+ - b)\/a >0
(donde > 0 significa > 0 o = 0). Ahora es facil comprobar que se trata de una
relacion de orden total que extiende a la de los ntimeros racionales.

Observemos ahora que si a + bv/d > 0, existe un namero racional § tal que
0 < & < a+byVd. En efecto, podemos suponer que b # 0, pues en caso contrario
la conclusion es trivial.

Tomamos ro de modo que |d — r| sea lo suficientemente pequefio como para
que § = a+brg > 0. Para que ademés se cumpla § < a+bv/d tiene que cumplirse
que si |d — 2| es suficientemente pequefio, entonces —brg + br = b(r — rg) > 0,
lo cual a su vez equivale a que r > 75 si b > 0 o bien r < rg si b < 0.

Para que se cumpla esto basta haber elegido ry de modo que rZ < d en el
primer caso y r2 > d en el segundo. En efecto, en el primer caso, si exigimos
que |[r? —d| < e =d — 3, entonces 1 —d < r? —d, luego 13 < r?, luego ro < r,
como se requiere. En el segundo caso exigimos que |r? —d| < e =r2 —d, con lo
que 7?2 —d < 73 — d, luego r < rg, como se requiere.

Finalmente, observamos que si a + bvd > 0 y o' + b'v/d > 0, entonces

(a +bVd)(a’ 4+ b'Vd) > 0.
En efecto, fijamos un ntmero racional § > 0 tal que
0<d<a+b/d, 0<8<d+bVd
Entonces a —§ +bvd > 0, a’ —§+V'v/d > 0, luego si |r? — d| es suficientemente
pequeno, se cumple que a —d +br > 0y o’ — § +V'r > 0 o, equivalentemente,

a+br>4, ad +br>4d. Porlo tanto,

aa' 4+ bb'r?* + (ab’ + a'b)r > 62
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Lo que queremos probar es que aa’ +bb'd+ (ab’ +a’b)r > 0. Si bb’ = 0 es trivial,
y en caso contrario basta exigir que |r? — d| < §2/|bV/|, pues entonces

aa' +bb'd+ (ab' 4 a'b)r = ad’ + bb'r? 4 (ab 4 a'b)r + bb' (d — r?) > 62 — 62 > 0.

En resumen, ademés de las propiedades de relaciéon de orden total, ahora
tenemos que
Nayz € QW) (x<y—a+z2<y+2),

Azyz e QW) (x <y A z>0—xz <yz).

De estas propiedades se deducen algebraicamente (sin necesidad de conside-
rar aproximaciones racionales como hasta ahora) todas las propiedades usuales
de la relacion de orden.

El lector puede comprobar que en KP o I¥; es posible definir los ntmeros
combinatorios (como términos Aj) y demostrar sus propiedades, entre ellas el
teorema del binomio, etc. No entramos en detalles porque sélo usaremos esto
puntualmente en la taltima secciéon del capitulo siguiente y, en cualquier caso, la
idea que el lector deberia extraer de lo visto aqui es que todos los argumentos
aritméticos sobre nimeros racionales (o sistemas numéricos proximos, como los
cuerpos cuadréticos) son formalizables de forma natural en KP-I¥;. La tnica
limitacién es que no podemos definir conjuntos infinitos, aunque si que pode-
mos tratar con formulas que caractericen clases infinitas, como las clases de los
ntmeros enteros o racionales, segin hemos visto.



Capitulo VII

La teoria de la recursion

La restriccion de la induccion matematica a féormulas de tipo X1, requerida
en la teorfa 131, con la consiguiente necesidad de comprobar que los conceptos
aritméticos que manejamos son X 0, a ser posible, Ay, puede parecer artificial,
pero en este capitulo vamos a probar que las relaciones y funciones A; tienen
una interpretacion natural que explica el interés de trabajar en I¥; (y no en AP)
en la medida de lo posible. Vamos a probar que las relaciones y funciones A;
coinciden con lo que se conoce como relaciones y funciones recursivas, que a su
vez pueden caracterizarse como las relaciones y funciones que pueden calcularse
en un tiempo finito mediante un algoritmo o, si se prefiere, las relaciones y fun-
ciones que puede calcular mecanicamente un ordenador con memoria suficiente
para realizar los calculos, y teniendo en cuenta que la cantidad de memoria
requerida dependeré de la magnitud de los datos.

7.1 Funciones y relaciones recursivas

Todas las relaciones y funciones que consideramos aqui son relaciones y fun-
ciones n-adicas (para un n > 1) sobre el conjunto N de los niimeros naturales.

Funciones recursivas elementales Llamaremos funciones recursivas ele-
mentales a las funciones siguientes:

e La funcion monadica ¢, dada por ¢(n) = 0 para todo n.
e La funcion monadica s, dada por s(n) =mn + 1 para todo n.
e Las funciones k-adicas pf para 1 <14 < k, dadas por pf(nl, ce M) = N4

Observemos que todas las funciones recursivas elementales se pueden calcular
explicitamente en cada caso concreto. Las funciones recursivas son las que
pueden obtenerse a partir de éstas mediante la aplicacién de un ntmero finito
de los procesos de definicion que indicamos seguidamente.

233
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Definiciéon de funciones a) Una funcién k-adica f esta definida por compo-
sicion a partir de la funcion r-adica g y de las funciones k-adicas hq, ..., h, si
para todos los naturales a1, ..., ax se cumple que

f(al,...,ak) = g(hl(al,...,ak),...,hr(al,...,ak)).

Claramente, si tenemos funciones g y hq, ..., h,, la ecuaciéon anterior deter-
mina una funcién f sin ambigiiedad alguna. Si disponemos de algoritmos para
calcular las funciones g y h;, es facil disenar a partir de ellos un algoritmo que
calcule f: basta aplicar los algoritmos de las h; para calcular las imagenes de
los datos y aplicar el algoritmo de g a los resultados que obtengamos.

b) Una funcion k+1-adica f estéd definida por recursion a partir de la funcion
k-adica g [o del natural a si k = 0] y de la funcion k + 2-adica h si para todos

los naturales aq,...,ax, n se cumple que
flar,...,ax,0) = glai,...,ax) [f(0)=a, si k=0]
f(ala"'vakvn+1) = h(a17...,ak,n7f((l1,...,ak,n))~

Si tenemos funciones g, h [0 un namero a y una funciéon b, las ecuacio-
nes anteriores determinan univocamente una funcion f. Si disponemos de al-
goritmos para calcular g y h también tenemos otro para calcular f: calcula-
mos primero f(ay,...,ax,0) con el algoritmo de g y después vamos calculando
flay, ... ;ax, 1), f(a1,...,ax,2), etc. mediante el algoritmo de h, hasta llegar a
flay,...,ag,n).

¢) Una funcion k-adica f estd definida por minimizacidn a partir de una
funcién k + 1-adica g si para todos los naturales aq,...,a; se cumple

1. Existe un n tal que g(aq,...,ax,n) =0,

2. f(ay,...,ax) = pn g(ay,...,ax,n) =0,
donde pn es una abreviatura por “el minimo n tal que...”

Dada una funcion g que cumpla 1), la ecuaciéon 2) determina univocamente
una funcién f que seré calculable mediante un algoritmo si lo es g: basta aplicar
el algoritmo de g para calcular sucesivamente g(aq,...,a,0), g(ai,...,ar, 1),
glay,...,ax,2), etc. hasta encontrar el primer n que hace g(ai,...,ax,n) =0
(el cual existe por la condicion 1.)

Funciones recursivas Una funcion f es recursiva primitiva (recursiva) si
existe una sucesion de funciones f1, ..., f, tales que f, es f y para todo natural
i entre 1 y n, la funcién f; es recursiva elemental o bien f; esta definida por
composicion o recursion (o minimizacion) a partir de funciones anteriores de la
sucesion. Es claro que toda funcién recursiva primitiva es recursiva.

Asi, la tnica diferencia entre las funciones recursivas y las recursivas primi-
tivas consiste en que en las primeras se admite la minimizacién como técnica de
definicion y en las segundas no.
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Puesto que las funciones elementales se pueden calcular mediante algorit-
mos (elementales) y las funciones definidas por composicién, recursion o mi-
nimizacion a partir de funciones calculables mediante algoritmos son también
calculables mediante algoritmos, es claro que toda funcién recursiva es calcula-
ble mediante un algoritmo. Més concretamente, si f es una funcién recursiva,
una sucesion de funciones fi, ..., f, segin la definicién determina un algoritmo
para calcular f (en el sentido de que conociendo la sucesion es facil disenar el
algoritmo correspondiente).

En realidad Godel llamé funciones recursivas a lo que nosotros hemos lla-
mado funciones recursivas primitivas. Su definicion no tenia més pretension
que la de sistematizar algunos resultados previos a sus teoremas de incomple-
titud, y el nombre de funcién recursiva aludia simplemente a que el rasgo més
caracteristico de estas funciones era que permiten las definiciones recurrentes.
Posteriormente Herbrand introdujo lo que llamoé funciones recursivas generales,
cuya definicion permitia procedimientos de construcciéon mas generales, tales
como recursiones simultaneas en varias variables, definiciones implicitas por sis-
temas de ecuaciones que cumplieran ciertos requisitos, etc., todo ello sin perder
la propiedad de que las funciones asi obtenidas eran calculables mediante algorit-
mos. La definiciéon de Herbrand era tan amplia que resultaba natural conjeturar
que cualquier funcion calculable mediante un algoritmo debia de ser recursiva
general. Kleene demostré que las funciones recursivas generales de Herbrand
coincidian con las que nosotros hemos definido como funciones recursivas, es de-
cir, que toda la generalidad de la definicién de Herbrand se obtenia igualmente
sin mas que anadir la minimizaciéon a la definicion de Godel. Desde entonces,
los términos antiguos “funcién recursiva” y “funcion recursiva general” han sido
sustituidos por “funciéon recursiva primitiva” y “funcién recursiva”, tal y como
los hemos introducido nosotros. Finalmente, Turing demostré que las funciones
recursivas son exactamente las calculables mediante un algoritmo. Esta afir-
macién se conoce como Tesis de Church-Turing y la probaremos més adelante,
pero de momento hemos de empezar por estudiar las funciones recursivas.

Conviene resaltar la similitud formal entre la definicién de funcion recursiva
y la definicion de teorema en una teoria axiomética: las funciones elementales
son el equivalente a los axiomas y los métodos de construccion de funciones son
el equivalente a las reglas de inferencia. Como en el caso del calculo deductivo,
la definicion que hemos dado de funciéon recursiva es en principio arbitraria, pero
ya hemos justificado que no es totalmente arbitraria, ya que las funciones que
hemos tomado como recursivas elementales son calculables mediante algoritmos,
y los métodos de construccion nos garantizan que producen funciones calcula-
bles mediante algoritmos cuando se aplican a funciones calculables mediante
algoritmos. Esto es el equivalente al teorema de correccién para el calculo de-
ductivo. La tesis de Church-Turing es el equivalente al teorema de completitud
semantica, pues nos asegurara que son recursivas todas las funciones que “tienen
que ser” recursivas, es decir, todas las calculables mediante un algoritmo.

Como en el caso del célculo deductivo, unas observaciones elementales sim-
plifican notablemente la manipulacién de funciones recursivas. En primer lugar,
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a la hora de mostrar que una funcion es recursiva primitiva (o recursiva) pode-
mos admitir que en la sucesion se incorporen funciones que ya hayamos probado
que son recursivas primitivas (recursivas) como abreviatura de la sucesion com-
pleta, que tendria, en lugar de dicha funcion, la sucesion que justifica su caracter
recursivo.

Claramente, si f es una funcién n-adica recursiva (primitiva) e i1,...,1, es
una reordenacion de 1,...,n, entonces la funcién g dada por g(ai,...,a,) =
f(as,,...,a;,) es recursiva (primitiva), pues

g(a’la s 7an) = f(pznl(alv s 7an)7 s 7]9?”(&1, s van))v
es decir, g estd definida por composiciéon a partir de f y de las proyecciones.

Esto significa que no hemos de preocuparnos por el orden de los argumentos
de las funciones. En particular si g y h son recursivas (primitivas) donde g es
k-adica y h es k + 2-adica, también sera recursiva (primitiva) la funcion dada
por

f0,a1,...,a) = glay,...,ax),
f(n+1aa1a"'aak) = h(naf(ala"'aakvn)’alv'“aak)'

De hecho si hubiéramos definido la recursién con estas ecuaciones, la defi-
nicion de funcién recursiva (primitiva) correspondiente seria equivalente. Por
tanto en adelante usaremos la forma que consideremos més oportuna.

Veamos un primer ejemplo no trivial de funcién recursiva:

Teorema 7.1 La suma de nimeros naturales es una funcion diddica recursiva
primitiva.

DEMOSTRACION:
hi(m) =m (1)
ha(m,n,p) =p (P3)
h3 (m) =m + 1 (S)
ham,n,p) = hs(ha(m,m,p)  [=p+1] (composicion)
hs(m,0) = hi(m) [= m)] (recursion)
hs(m,n+ 1) = hgy(m,n, hs(m,n)) [= hs(m,n) + 1]

Claramente hs(m,n) =m +n. "

En la practica abreviaremos estas demostraciones expresando la funciéon en
términos de funciones ya probadas recursivas, sobrentendiendo las proyecciones
donde proceda. Por ejemplo la prueba del teorema anterior se puede reducir a

m+0=m, m+(n+1)=(m+n)+1

Aqui tenemos algunos ejemplos adicionales de funciones recursivas primi-
tivas. Las indicaciones que damos son suficientes para justificar su caréacter
recursivo.
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1) m-n m-0=0 m-(n+1)=m-n+m.
2) co(n)=ua c(0)=a co(n+1)=cqe(n).

3) m" ml=1 m"tt=m". m.

4) n! ol=1 (n+1)!=nl-(n+1)

sg(n+1) = ci(n)
sg(0) =1 sg(n+1)=co(n)
6) pre(0)=0 pre(n+1)=n
) m=0=m m=(n+1)=pre(m-=n)

Relaciones recursivas Cuando hayamos justificado la tesis de Church-Turing
serd inmediato que una relacién es recursiva —en el sentido que introducimos
seguidamente— si y s6lo si existe un algoritmo para determinar si se cumple o
no sobre unos argumentos dados.

Definicion 7.2 Si R es una relacion n-adica, llamaremos funcion caracteristica
de R a la funcién n-adica dada por

1 st R(a,...,an)
XR(al""’a")_{O sino R(ay,...,an)

Una relacion es recursiva (primitiva) si lo es su funcion caracteristica.

Vamos a usar los conectores logicos con su significado obvio a la hora de
nombrar relaciones. Por ejemplo, si R es una relaciéon, llamaremos —R a la
relacién que se cumple sobre unos nimeros si y sélo si no se cumple R, mientras
que R A S sera la relacion que se cumple si y s6lo si se cumplen a la vez Ry
S, etc. Insistimos en que esto debe verse como un mero convenio para nombrar
relaciones que, en principio, no tiene ninguna conexién directa con los signos de
ningtn lenguaje formal.

Teorema 7.3 Si R, S son relaciones n-ddicas recursivas (primitivas), también

lo son
-R, RAS, RVS, R—S  R+S.

DEMOSTRACION: X_ ,(2) = Sg X 5(2),  Xp.g(7) = X5(2) - x4(2),
RvS=-(-RA-S), R—-S=-RVS, R<S=(R—->8)A(S—=29).

Naturalmente, esto sirve de poco si no partimos de ninguna relaciéon que
sepamos que es recursiva:
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Teorema 7.4 Las relaciones m =n, m < n, m < n son recursivas primitivas.

DEMOSTRACION: x_(m,n) = Sg(n =m), m <n<+ =(n<m),

m=n<>m<nAn<m.

Claramente entonces, si f, g son funciones n-adicas recursivas (primitivas),

las relaciones

flar,...;an) =glar,...,an), flar,...,an) <glay,...,an),

flay,...;an) < glay,...,an),

también lo son, pues, por ejemplo,

ngg(ala . '7an) = X<(f(a17 cee 7an)7g(a15 . 'aan))a

es decir, la funcién caracteristica de f < g es la composicion de la de < con f

vy g. Lo mismo vale para las otras dos.

Teorema 7.5 Si R es una relacion n + 1-ddica recursiva (primitiva) también

lo son las relaciones

S(k,ai,...,a,) < \Vm <k R(m,a1,...,a,),
T(k,a1,...,a,) < Am <k R(m,ai,...,a,).
y la funcion f(k,a1,...,a,) = pm <k R(m,aq,...,a,).
DEMOSTRACION: Definimos la funcién

h(0,a1,...,an) =Sgx,(0,a1,...,a,),
hk+1,a1,...,a,)

Asi h es recursiva y h(k,ay,...,a,) = 0 < Vm < k R(m,ay,...

tanto,
Xs(kaala' e 7a’n.) = Sgh(kaala' . 7a’n.),

luego S es recursiva (primitiva), al igual que
T(k,ay,...,a,) < ~Vm <k =R(m,ai,...,a,).
Por ultimo, f puede definirse recursivamente de este modo:

f(oaala"'aan) 07
flk+1a1,...,a,) = f(k,a1,...,an) +

R _
:h(k,a17...7an)~SgXR(k+1,a1,...

(h(k,a1,...,an) =~ hk+1,a1,...,a,))(k+1).
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7.2 Caracterizacion aritmeética

Vamos a demostrar que las relaciones y funciones recursivas son precisamente
las relaciones y funciones aritméticas de tipo A; (definicion 5.28), es decir, que
una relacion n-adica R es recursiva si y solo si existen formulas ¢(xq,...,2,) y
Y(x1,...,x,) de L, de tipo X1 y II; respectivamente tales que

R(ay,...,an) syss NE@0@) .. 0@)) syss NE 0@ . 0l

y una funcion es recursiva si y solo si lo es la relacion f(x1,...,2,) = v.
Definicién 7.6 Diremos que una formula ¢(z1,...,2m,y) de L, define una
funcién m-adica F si para todos los nimeros naturales ay,...,a,, se cumple

1
£ Vo0, .. 00 y)
528
y ademaés a = f(ay,...,a,) siy solo si NE ¢(0(), ... 0@ o),

Las funciones F' definidas de esta forma se llaman funciones aritméticas.
Diremos que F' es de tipo ¥ si la funcién ¢ se puede tomar de tipo X1, pero en
tal caso, la formula IT; dada por

V(X1y o T, Y) = /\x(gzﬁ(xl, e T, T) S T =),

también cumple que, para todos los ntimeros aq, ..., a,,
1
|_ Vy w(o(a1)7 A 70(0'77‘)’ y)7
Iz

asi como que
a=flay,...,a,) syss NE 0@ o) gl@)

por lo que en este caso es mas habitual decir que F es de tipo A;.

En efecto, si suponemos que ¢ define a F', en I¥; se prueba que el y que
cumple ¢(0(®) ... 0(@) 4) cumple también (0(@1) ... 0() 4), v es el tnico,
pues si un 3’ cumple también 1&(0(‘11)7 ..., 0l y'), tenemos que

$01), .., 00 y) =y =y,

de donde y = /. Ademas si a cumple N E 1(0(@1) .. 0(e») (%)) y llamamos
a = f(ay,...,ay), tenemos que

N E ¢(0@) ... 0l 0(e)) 5 0@) = o),
de donde a = o' = f(ay,...,a,). Reciprocamente, si un nimero natural o’
cumple N E ¢(0() ... 0@) 0(@)) tiene que ser ' = a, luego a cumple la

relacion N E p(0(@) . 0len) (@),

Teorema 7.7 Toda funcion recursiva es Aq.
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DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que las funciones recursivas
elementales son A;. En efecto

c(n)=m syss NEO™ =0,

s(n)=m syss NF o(m) = o) 4 1,
pi(ar,...,ar) =a syss NE 0@ =0@)

luego basta considerar las formulas

qSC(x,y)zy:O, ¢s(x,y)zy:x+1, ¢pf(mla"'axkay)zy:xia
pues claramente en 13; se demuestra la condicién de unicidad requerida.

Basta probar que toda funcién definida por composicién, recursiéon o mini-
mizacion a partir de funciones A es Ajy.

Supongamos en primer lugar que F' es la composicion de la funcion m-adica
H y de las funciones n-adicas Gy, ..., G,,, definidas por férmulas ¥;, digamos
&, 1, ..., ¥, v consideramos la formula

X(w17"'7$nay) = \/yl -~-ym(¢1(l‘17-~-,$my1) /\/\wWL(xl»;mmaym)

A d)(yla"',yﬂhy)),

que claramente es de tipo 3;. Fijados aq, ..., a,, lamamos b; = G;(ay,...,ay)
yec=H(by,...,by) = F(ay,...,a,). Tenemos que

1 1
IEV%¢M““%~wN%%m% Vyo(0©®D), ... 00m) y).

Puesto que
Nk (0@ 0l o)y NEg0®), ... 00m) o),
el teorema de X;-completitud 5.29 implica que

(0lar) (an) ((bs) (b1) (bm) ()
Ilglwl(() yeon, 08 Q0 IIE—IqZ)(O yen, 0090

de donde F x(00@), ... 00n) 0)) yasi F Vyx (0@, ... 00n) ).
121 IEI

Si, razonando en I3, suponemos x(O(‘“), ...,00an) y), tenemos que existen
Yl -, Ym tales que ¥;(01) ... 0(@) 4.}, v la unicidad implica que y = 0%,
luego ¢(0®1) ... 00=) 4) y, de nuevo por la unicidad, y = 0(), lo que prueba
que 1
Igl \/yx(O(‘“), el O(an)7 Y).

Mas atn, hemos probado que el tnico y que cumple esto es 0(¢), lo que implica
que F(ai,...,a,) = c equivale a N E y (00 .. 0len) (<),
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Supongamos ahora que F' esté definida por recursion a partir de la funcion
n-addica G y de la funcién n + 2-adica H, las cuales estan definidas por las
formulas ¢ y x de tipo 1, y consideramos la formula!

X(@1s T, ,y) = Vs(U(s) =+ 1A sy =y Ad(z1,...,Tn,S0)

A /\7’ <z w(xla s 7xnai7si73i+1))-

Fijamos nameros naturales a1, ..., a,,a y llamamos s al nimero natural que
se corresponde con la sucesion de longitud a + 1 dada por s; = F(ay,...,an,1).
En particular s, = F(ai,...,a,,a). Vamos a abreviar 5 = 0*). Puesto que

NE/{(3) = 0@ +1 y la formula es X1, el teorema de ¥1-completitud nos da que
en I¥; se demuestra £(3) = 0() + 1, e igualmente Sota) = 0(sa),
Por otro lado, tenemos que so = F(a1,...,a,,0) = G(a1,...,a,) y

siv1 = Fl(ay,...,an,i,8;) = H(a1,...,an,1,5;).

Como N E 5y = 0059 y la formula es Ay, por ¥;j-completitud tenemos que en
I3, se demuestra que 5yu) = 00s:) Tuego las igualdades anteriores se traduce en
que

NE ¢0@), 00 50),  NE0©@), . ..,00) 09 500, 50641)
y, de nuevo por Yi-completitud, en I3 se demuestra
G0 0@ 50), 0@ 0@ 0D 5, 5ouen)
Usando el teorema 5.4, las ultimas férmulas implican
Ni < 0@ qp0lar) . 0ln) i 5 504).
De aqui se sigue x (01 ... 0@ 0(®) () luego en particular
Vy x (01 olen) @) 4),
Si suponemos x(0(@), ..., 0(@) 0@ 4) tomamos s* que cumpla la definicion,

de modo que £(s*) = 0(®) + 1. Ademas $(0(®1), ... 0@) s¥) v por la unicidad

*

de ¢ tiene que ser s; = 5p. Supuesto que sg;, = Sq(i), como tenemos
a An 7 * *
w(o( 1)7"'70( ),0( )’So(i)’so(i+1))7

la unicidad de 1 implica que s}, ; = 5,41, y asi concluimos que s* = 5y, en
particular, que y = s, = Sy = 0(sa) |
Asi hemos demostrado que el tnico y que cumple X(O(al)7 o ,O(“"), 0(‘1), Y)

1
es y = 005%), lo que, por una parte, implica \/y x(0%), ..., 0() 0(%) 4) y, por
otra, que ¢ = F(ay,...,a,,a) equivale a N E x(0(@) ... 0len) gle) o),

dentificamos los ntimeros naturales con sucesiones finitas de niimeros naturales segtin
hemos visto en la secciéon 5.6.
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Dejamos a cargo del lector la adaptacion minima del argumento que se re-
quiere cuando la funciéon F' es monédica.

Supongamos, por ultimo, que F' se define por minimizacién a partir de la
funcion G, determinada por la férmula ¢, de tipo 3q. Sea ¥(z1,...,z,,y) una
formula de tipo X1 equivalente en I3 a

d(x, .. 2, y,0) AN <yVaz dlay, ... 20, 0,2+ 1),
Fijamos a1, ..., a, y llamamos a = F(ay,...,ay).

Como G(ay,...,an,a) = 0, tenemos que N £ ¢(0) ... 0@ 0l 0) y,
por ¥;-completitud, en I¥; se demuestra ¢(0(*1), ..., 0(@) 0(*) 0). Usando el
teorema 5.4 es facil probar también que

Ni < 09\y g0, 00 i y+1),

con lo que (001, ... 0@ 0(®) v en particular Vy,(0@1) ... 00@n) ).
Por otro lado, si se cumple w(O(“l), ...,00@n) y), no puede ser 09 <y, ya
que entonces tendriamos existiria un x tal que (Z)(O(‘“)7 ..,00en) ole) g4 1),
pero, por la unicidad de ¢, seria x + 1 = 0, lo cual es imposible.
Tampoco puede ser y < 0(9), porque y cumple ¢(0(*1), ..., 0(@) 4 0), pero
el teorema 5.4 nos darfa que

yzO(O)\/yZO(l)\/-~-\/y=0(a_1)

y, por otra parte, como F(aq,...,a,,7) # 0 para todo i < a, podemos demostrar
que —¢(00@) .. 0len) 0 0), luego también —p(0(*1), ..., 0(@) 4 0), con lo
que tenemos una contradiccion. Esto implica que y = 0(%), luego concluimos

1

que Vy 1/1(0(‘“), .. .,O(a“),y) y, concretamente, el tinico y que cumple esto es

0(@). Esto implica que a = F(ay,...,a,) equivale a N E ¢(0(@) ... 0lan) 0@)),
| |

Vamos a dar un teorema mas fuerte de definicién por recursion. Para

ello, si F es una funcion n + l-adica de tipo Aj, definimos F|,(ay,...,ay)
como el nimero natural s que cumple ¢(s) = n y, para i < n, se cumple
s;=F(a1,...,an,1).

Teorema 7.8 (Recursion completa) Si H es una funcion n + 2-ddica de
tipo Ay, la funcion n + 1-ddica F' dada por

F(ai,...,an,a) = H(ay,...,an,a, F|,)
es de tipo Aq.

DEMOSTRACION: La prueba es similar al caso de la prueba del teorema
anterior correspondiente al caso en que F' estd definida por recursiéon. Basta
considerar

X(@1, e, z,y) = Vs(l(s) =a+1 As, =y ANi < sy =h(xq,..., 20, 8];)).
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Teorema 7.9 Toda relacion Ag es recursiva primitiva.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si t(z1,...,2,) es un
término sin descriptores, entonces la formula y = t(x1,...,s,) (donde y es una
variable que no esté libre en t) define una funcion recursiva primitiva.

En efecto, si t = z; entonces y = z; define la proyeccién p', que es recursiva
elemental. Si ¢ = 0, entonces y = 0 define la composiciéon de una proyecciéon
cualquiera con la funcién ¢, luego es recursiva primitiva.

Sit =ty la formula y = ¢ define una funcién recursiva primitiva, entonces
y = t define la composicion de dicha funcién con la funciéon s, luego es también
recursiva primitiva.

Sit=1t; +1ty0t =1t 1ty y t1, to definen funciones recursivas primitivas,
entonces y = t define la composicion de estas dos funciones con la funcién
suma o producto (y ambas son recursivas primitivas), luego también es recursiva
primitiva.

Ahora observamos que si t1(z1,...,2,) ¥ to(21,...,2,) son términos sin
descriptores, entonces las formulas t; = t5 y t; < o definen relaciones recursivas.
En efecto, basta tener en cuenta la observaciéon tras el teorema 7.4, ya que si
f1 ¥ f2 son las funciones recursivas primitivas definidas por y = t; e y = to,
respectivamente, es decir, que

a= filar,...,a,) syss NEO@ =¢;0@) . olen))

entonces la relacion definida por t1 = to es fi(a1,...,a,) = fa(a1,...,a,), que
es una relacion recursiva primitiva, e igualmente con <.

Ahora probamos que si ¢ es una formula Ag, entonces la relacion aritmética
que define es recursiva primitiva. Ya lo tenemos probado para férmulas de
tipo t1 = tg o t; < t9. Si unas férmulas ¢ y v definen relaciones recursivas
primitivas Ry S, entonces las formulas —¢ y ¢ — 1 definen las relaciones =R y
R — S, que son recursivas primitivas por 7.3. Por ultimo, una férmula de tipo
Ar <yoé(z,x1,...,2,) o Nx < yo(x,21,...,2,) define una relacién recursiva
primitiva si asi lo hace la formula ¢ por el teorema 7.5. L]

Teorema 7.10 Una funcion es recursiva si y solo si es Aq.

DEMOSTRACION: Ya hemos probado una implicacién. Si F' es una funcién
n-adica A1, entonces existe una formula ¢ de tipo Aq tal que

F(ay,...,an)=a syss NE \/xcﬁ(m,O(‘“),...70(“”),0(”))

syss existe un b tal que N F czS(O(b), 0l .. olen) O(a)).

Por el teorema anterior, la relacion

R(a1,...,an,a,b) syss N|=(/)(O(b),O('“),...,0(“")70(“))
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es recursiva primitiva, y tenemos que
F(ay,...,a,) =a syss existe un b tal que R(aq,...,an,a,b).
Ahora observamos que la relacion

(x+y)(z+y+1)
2

z=(z,y) =

es recursiva primitiva, pues estd determinada por la formula z = (x, %) definida®
en 5.14, que es Ay. Lo mismo vale para las relaciones

r=12z syss Vy<zz=(z,y), r=2z syss Ve<zz=(17y).

Mas atn, la funcion H(z) = 2o es recursiva primitiva, pues si Ry(z, ) es la
relacion x = zg, entonces H(z) = px < z XﬂRo(Z’ x) =0.

Por lo tanto, la relacién
S(a,...,an,c) syss Vzy<clc=(z,9) A Rlay,...,an,z,y))

es recursiva primitiva, por los teoremas 7.3 y 7.5. Ademas, dados aq,...,a,,
existe siempre un ¢ que cumple S(ay,...,ay,c), pues basta tomar ¢ = (a,b),
donde a = F(aq,...,a,) y b es el adecuado para que se cumpla ¢. Reciproca-
mente, si se cumple S(ay,...,an,c), entonces se cumple R(aq,...,an,co,C1),
luego ¢o = f(a1,...,a,). Podemos definir

G(ay,...,an) = ucxﬁs(al,...,an,c) =0,

que es recursiva, pues siempre existe un c tal que Xﬁs(al, .oyap,c) =0 (ya que
esto equivale a S(ay,...,an,c)). Ahora es claro que

F(ay,...,an) = H(G(ay,...,a,)),

luego F' es recursiva. L]

Teorema 7.11 Una relacion es recursiva si y solo si es Aq.

DEMOSTRACION: Si R es una relacién n-adica recursiva, entonces x, es
una funcién recursiva, luego es Aj;. Esto significa que existe una formula
d(x1,...,2,,x) de tipo X; tal que

xglai,...,an) =a syss Nﬁgb(O(al),...,O(a"),O(“)).
Entonces
R(ai,...,a,) syss xglai,...,a,) =1 syss thﬁ(o(al),...,O(“"),l)
syss NE —\qb(O(al), ... ,0(""),0),

luego R esta descrita tanto por una féormula X7 como por una férmula IT; y es,
por consiguiente, Aj.

2Notemos que estamos usando la misma notacién para representar la relacion metamate-
matica que la formula que la expresa en L.
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Supongamos ahora que R es A;. Esto significa que existen formulas ¢ y 9
de tipo X1 tales que

R(ai,...,an) syss NE@O@) . 007)) syss NE-ap0@) . . 0ln),
Entonces la formula

X(@1y ooy, x) = (d(21, .-y zn) ANz =1) V (Y(21,...,2,) ANz =0)

es X1 y define a la funcion caracteristica de R, luego ésta es recursiva y R
también. -

Ahora es inmediato el caracter recursivo de todos los conceptos que hemos
definido aritméticamente (pues todos tienen definiciones Aj), por ejemplo, las
funciones £(n) o n; que dan la longitud o el elemento i-ésimo de la sucesion
codificada por n.

7.3 Funciones recursivas parciales

Segun hemos anunciado (y demostraremos después) las funciones recursivas
son aquellas que pueden calcularse mediante un algoritmo. Sin embargo, el
hecho de que una funcién k + 1-adica g pueda calcularse mediante un algoritmo
nos permite ir calculando sucesivamente

g(a17"'7ak70)7 g(ala"'aaknl)? g(ala"'7aka2)a

pero no nos garantiza que vaya a existir un nimero natural n que cumpla la
condicion g(aq,...,ax,n) = 0. Por consiguiente, el hecho de que la funciéon g
sea recursiva no nos asegura que la funcion k-adica f definida por minimizacion
a partir de g sea necesariamente recursiva. La definicién exige que sea cierto
que para todos los aq,...,a, exista un n que anule a g, pero una cosa es que
esto suceda y otra muy distinta que seamos capaces de saber que sucede. En
principio, podria darse el caso de que la funcién f fuera recursiva y no existiera
un argumento que lo justificara.

Este aspecto “‘no computable” de las funciones recursivas puede eliminarse
pasando a una clase mayor de funciones, a las que se permite quedar indefinidas
en ocasiones. Vamos a precisar esta idea:

Definicion 7.12 Una funcion n-ddica parcial f es un criterio que a ciertos

grupos de n ntmeros naturales ay, ..., a,, repetidos o no y en un cierto orden,
les asigna un nimero natural que representaremos por f(as,...,a,). En tal caso
se dice que f estd definida para aq,...,a, o que f(ay,...,a,) estd definido, pero

también se admite que f no esté definida para algunos argumentos posibles.

Una funcién parcial k-ddica estd definida por composicion parcial a par-
tir de las funciones parciales g (r-adica) y hq,...,h, (k-addicas) si f esta de-
finida exactamente para aquellos naturales aq, ..., a; tales que estan definidas
hi(ar,...,ax) (i =1,...,7) y g(hi(ay,...,ax),..., he(ay,...,ax)) y se cample
que

flay,...;ax) = g(h1(ay, ..., ag), ..., hr(ar,...,ar)).
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Una funcién parcial k+ 1-adica esté definida por recursion parcial a partir de
la funcion parcial k-adica g (o del namero natural a si k = 0) y la funcion parcial
k + 2-adica h si f esta definida exactamente para aquellos naturales ai, ..., ak,
n tales que

1. g(ay,...,ax) esta definido [si k # 0],
2. f(ay,...,ar,u) esta definido para todo u < n,
3. h(ay,...,ak,u, f(u,a1,...,ax)) esta definido para todo u < n,

y se cumple

f(al""7ak70) = g(al""’ak)
flag,...;ap,u+1) = hla,... a5 u, f(u,a1,...,a;)) si0<u<n.

Una funcioén parcial k-adica f esta definida por minimizacion parcial a partir
de una funcién parcial k+ 1-adica g si f esta definida exactamente para aquellos

naturales a1, ..., a; tales que existe un natural n que cumple
1. Si m < n entonces g esta definida para aq, ..., ax, m.
2. g(a1,...,ar,n) =0y se cumple

flat,...,ax) = pngla,...,ar,n) =0.

Una funcién parcial f es recursiva parcial si hay una sucesién de funciones
f1,..., fn tales que f, es f y cada f; es recursiva elemental o esta definida por
composicion, recursién o minimizaciéon parcial a partir de funciones anteriores
de la sucesion.

Obviamente, toda funcion recursiva es recursiva parcial. Ahora la condicion
de minimizacién parcial no incluye ninguna condicién que no sepamos compro-
bar y por consiguiente nunca hay duda de si la construcciéon de una funcién se
ajusta o no a la definicion de funcién recursiva parcial. La duda “se traslada”
ahora a saber si una funcion parcial dada esta o no definida para unos argumen-
tos dados. En efecto, si una funcién f esté definida por minimizacion parcial a
partir de una funcién g, podemos encontrarnos con que al intentar calcular

g(a17"'aak70)7 g(ala"'aaknl)a g(alv"'aak72)a

el proceso continde indefinidamente sin que nunca se obtenga el valor 0, o

bien que el célculo de algin g(ay,...,ar,n) no termine nunca (porque a su
vez requiera aplicar una definicién por minimizacion parcial). En ambos casos
f(aq,...,ax) quedaré indefinido.

Este concepto de funcién parcial se ajusta mejor al concepto de “funciéon
computable mediante un ordenador”, pues un algoritmo programado en un orde-
nador puede perfectamente caer en un bucle infinito y no proporcionar respuesta
alguna a una entrada determinada.
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7.4 Maquinas de Turing

El argumento de Turing para probar que las funciones recursivas coinciden
con las funciones calculables mediante un algoritmo se basa en el concepto de
méquina de Turing. Una méquina de Turing es un modelo teoérico de ordenador
con infinita memoria disponible. Aunque la descripcion que sigue parezca la
descripcion de una méaquina real, debemos tener presente que una maquina de
Turing es un concepto abstracto de la misma naturaleza que una teoria axioma-
tica, es decir, un sistema conceptual que fundamenta una serie de afirmaciones
objetivas.

Una mdquina de Turing consta de una cinta infinita dividida en infinitas
casillas contiguas infinitamente prolongable tanto a izquierda como a derecha:

Cada casilla puede estar en blanco o tener impreso un signo de entre los

de una lista finita que llamaremos alfabeto: s1,...,s; (j > 1) fija para cada
maquina particular. Escribiremos sy para nombrar al “blanco” y asf la situaciéon
posible de una casilla serd una de entre sg,...,s;. En cualquier momento la

cinta tendra un numero finito de casillas impresas (con signos distintos de sg).
Representaremos la cinta con signos asf:

S1 S92 S9 S3 S1 S1 Sq S1

Se sobrentiende que el resto de la cinta esta en blanco. Si queremos indicar
que el resto de la cinta puede no estar en blanco pero que no importa lo que
haya impreso, lo representaremos asi:

[l [l
L S1 S3 | 82 | 83 s1 | 81 sS4 | 81 l
| |

El estado de la cinta en un momento dado lo llamaremos situacion.

En cada instante la maquina se encontrara en un estado de entre un nimero
finito posible de ellos qq, . . ., gx (k > 1) fijo para cada maquina particular. Cada
estado puede ser activo o pasivo. El estado gg siempre es pasivo, ¢; siempre es
activo. A ¢; le llamaremos estado inicial, es el estado en que se encuentra la
maquina cuando empieza a funcionar.

En cada instante la maquina lee el signo de una casilla de la cinta. Esta
casilla se llama casilla escrutada y el signo se llama signo escrutado.

El estado de la maquina y el signo escrutado determinan la configuracion de
la méquina en un instante dado. La configuracién y la situacion determinan la
configuracion completa.

Expresaremos las configuraciones completas indicando el estado sobre la ca-
silla escrutada asf: q

S1 S2 | S2 53 S1 | S1 S4 | S1
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Si no queremos indicar el estado usaremos un guiéon “—.
Si en un instante dado una maquina de Turing se encuentra en un estado
activo, ésta realizard un acto. Un acto consiste en:

1. Leer el signo de la casilla escrutada,
2. Imprimir un signo (quiza sp) en la casilla escrutada,

3. Mover un lugar la cinta de modo que la nueva casilla escrutada pase a ser
la contigua izquierda, la misma casilla o la contigua derecha,

4. Cambiar de estado (pasando quizéa al mismo),

de tal modo que el signo que se imprime, el movimiento que se hace y el estado
al que se pasa, son funcién exclusivamente de la configuracion de la maquina en
ese instante.

Si el estado es pasivo no se produce ningiun acto: la maquina esta parada.

Segin esto una méquina de Turing viene determinada por:
1. El alfabeto sg,...,s;, con j > 1,
2. El conjunto de estados posibles qq, ..., qx, con k > 1,

3. Una funcién que a cada configuracion activa (s,, qy) le asigna una terna
(8¢, M, qq), donde s., M, g4 son, respectivamente el signo impreso, el
movimiento realizado I, D o C (izquierda, derecha o centro) y el estado al
que se pasa cuando la configuracion es (s4,¢y). A esta funcion se le llama
programa de la maquina.

En la practica escribiremos el programa en forma de tabla. Por ejemplo: Sea
A la méquina de Turing con alfabeto sg, s1, estados qg, g1 y programa
A ‘ So ‘ S1
a1 | 51Cq | s1Dq

La maquina A se mueve sobre la cinta hacia la derecha hasta encontrar una
casilla en blanco, donde imprime s; y se para.

Segun advertiamos al principio, las maquinas de Turing no existen (como
objetos fisicos). No son ordenadores porque ningtn ordenador puede trabajar
con una “cinta’ de memoria infinita. Son un modelo de ordenador ideal exento
de limitaciones de memoria. Lo tinico importante es que podemos hablar consis-
tentemente de ellas y determinar qué hace una maquina dada a partir de unos
datos dados, como acabamos de hacer con la maquina A.

Computabilidad Consideremos una méaquina de Turing y sea s = s;. Lla-
maremos representacion del nimero natural n a la situacion de la cinta que
consta de n + 1 signos s consecutivos, con el anterior y posterior en blanco.

Llamaremos representacion de los nimeros aq,...,a, a la situaciéon que
consta de n secuencias de a; + 1 signos s consecutivos cada una, separadas
por un blanco. Por ejemplo, la representacion de 2, 0, 3 es
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Llamaremos wvacio en la cinta a dos o mas casillas en blanco consecutivas.
Llamaremos representacion normal o posicion normal de los naturales aq, ..., a,
a la representacion de aq,...,a, cuando la casilla escrutada es la ultima casilla
impresa de a,. Por ejemplo 2, 0, 3 en posicién normal es

Diremos que una méquina de Turing M computa la funcién parcial n-adica
f si cuando M comienza con los ntmeros aq,...,a, en posicion normal y el
resto de la cinta en blanco, termina con la representaciéon normal de

ala"'vanvf(alv"‘van)
en el caso de que f(aq,...,a,) esté definido y no se detiene con aq,...,a,,a en
posicién normal para ningtn namero a si f(ay,...,a,) no esta definido.

Por ejemplo si f(2,0,3) =0y M computa f, cuando M comienza con

q1
s | s | s s s | s | s | s
termina con
T T
| s ] s s ] S ] s s |
| |

No se exige que la posicion absoluta de los ntimeros en la cinta sea la misma
que al comienzo.

Una funciéon parcial es computable si hay una méaquina de Turing que la
computa. Una maquina de Turing M computa 1 | 1 la funcion parcial n-adica
f si cumple:

1. El alfabeto de M es sq, s,

2. Si M comienza con ay,...,a, en posiciéon normal y el resto de la cinta a
la derecha en blanco se cumple:

(a) Las casillas a la izquierda de la representacion de aq, ..., a, (o sea, a
la izquierda del blanco anterior a a;) no son nunca escrutadas.
(b) Si f(a1,...,an) estd definido, entonces M acaba con
a17"'7an7f(a15"'aan)

en posiciéon normal de modo que la representacién comienza en la
misma casilla donde comenzaba la de a1, ..., a, al principio. Ademaés
todas las casillas a la derecha quedan en blanco.

(¢) Si f(a1,...,a,) no esta definido entonces M no se para.



250 Capitulo 7. La teoria de la recursién

Una funcion parcial es 1 | 1 computable si hay una maquina de Turing que la
computa 1 | 1. Vamos a demostrar que una funcion es computable si y s6lo si es
1| 1 computable si y solo si es recursiva parcial. El concepto de computabilidad
1|1 es un concepto auxiliar técnico para la prueba.

Por el momento trabajaremos con méaquinas de un solo signo. Para ellas
usaremos la siguiente notaciéon mas comoda:

1. Llamaremos 0 a sp y 1 a s7.

2. Imprimir 1 sobre un 0 lo representaremos E (escribir).

3. Imprimir 0 sobre un 1 lo representaremos B (borrar).

4. Si un signo no se modifica no indicaremos nada.

5. Los estados pasivos seran 01, ...,0, (o “0” si s6lo hay uno).
6. Los estados activos seran 1, 2, 3, ... (1 es el estado inicial).

Por ejemplo la maquina A de antes se representa ahora asi:

Al 0 |1
1| E0|D1

Concatenacion de maquinas de Turing Si M es una maquina de Turing

con estados pasivos 01,...,0, v N1,..., N, son otras maquinas de Turing, lla-
maremos
Ny
M :
N,
a la maquina de Turing definida como sigue:

Sigi,...,q; son los estados activos de M y gi, ... q;, son los estados activos
de N;, los estados activos de la nueva maquina son ¢, ...,q;,qi,...¢;,, para
1=1,...,n.

Los estados pasivos son los de las maquinas Ny,..., N,. El estado inicial es

q1, es decir, el estado inicial de M. El programa es como sigue:

Dada una configuracién, se realiza el acto marcado por el programa de la
maquina a la que pertenece el estado en curso, a excepcién del caso en que M
deba pasar al estado 0;, en cuyo caso se pasa al estado qi.

En otras palabras, se trata de la maquina que empieza actuando como M vy,
cuando ésta se ha de parar por pasar al estado 0;, en lugar de ello comienza a
actuar la maquina N;.

Ny
La concatenacion puede repetirse cuantas veces se quiera, in- P
cluso de forma circular. Por ejemplo, la maquina de la figura M 1
empieza actuando como M, cuando ésta acaba empieza N o N,

Ny, segin el estado pasivo de M al que se llegue; si empieza No,
cuando ésta acaba empieza P; o vuelve a empezar M segin el
estado pasivo final.
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Si M es una maquina de Turing con un tnico estado pasivo, llamaremos M™
a la maquina que resulta de concatenar M consigo misma n veces.

Construccion de maquinas de Turing Construimos ahora algunas maqui-
nas de Turing concretas e indicamos la actividad que realizan (bajo determi-
nadas condiciones iniciales). Un guion en la tabla del programa indica que no
importa la instruccion que pongamos en esa casilla, pues no afecta al compor-
tamiento que se requiere de la maquina.

Bi| 0 |1 By| 0| 1

1| - |BI2Z 1 |I0|DI B—n |

T AT
LT T =1 BDo

Si B comienza con un numero en posiciéon normal y otro a su izquierda,
mueve el primero hasta eliminar el vacio que los separa (si hay tal vacio) sin
escrutar las casillas a la izquierda del segundo ntimero. Por ejemplo, partiendo
de

B termina asi:

sin escrutar ninguna casilla no representada.

c| o0 1 D 0 1
1 — D2 1 12 I1
2| D3 — 2 12 0
3| EO -

E| 0 1 F 0 1
1 — 12 1 — | BIO
2 | D0y | D0Og

G| O 1 H 0 1
1 — D2 1 — D2
2| D2 | D3 2 | ED2| I3
3| 10 | D3 3 — | BIO

El comportamiento de estas maquinas es el siguiente:

C Cuando empieza con un nimero en posicién normal va dos lugares a la
derecha e imprime.
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D Cuando empieza con un niimero en posiciéon normal que no sea el extremo
izquierdo de la cinta, se sitiia en posiciéon normal respecto al ntimero si-
guiente por la izquierda.

E Cuando empieza con un niamero en posicién normal toma la salida 0; o
02 segun sea 0 o distinto de 0 y termina en posicién normal.

F Cuando comienza en una casilla impresa, borra y va una casilla a la iz-
quierda.

G Va un namero a la derecha (al revés que D).

H Cuando comienza con un numero en posicién normal que no sea el extremo
derecho de la cinta, lo completa con unos hasta eliminar el vacio (si existe)
que lo separa del siguiente nimero por la derecha y termina con el nimero
completado en posicién normal.

HG™
I,=CD™E
T FG™A T
La maquina I,,, cuando comienza con aq,...,a, e€n posicién normal y con
las a1 42 casillas siguientes por la derecha en blanco, termina con ay, ..., @y, a1,

en posicién normal.
K, =AI’FD"FG™.

La maquina K,,, cuando comienza con aq,...,a, en posicién normal y las
a1 + -+ 4+ a,m + 2m + 1 casillas siguientes por la derecha en blanco, termina
W

imprimiendo aq, ..., am,,a1,...,an,, donde la doble coma “,” indica un vacio de
dos blancos y donde el segundo a,, esta en posicion normal.

L]0 1

1112 | I1
2|13 | BI2
3| D4| BI2
4 | D4 | D5
5| 10 | D5

Si L comienza con un nimero en posicién normal, borra todos los anteriores
a él hasta el primer vacio y vuelve a la posiciéon inicial.

Notemos que ninguna de las maquinas que hemos definido escruta las casillas
a la izquierda de los datos.

7.5 La tesis de Church-Turing

Ya sabemos que toda funcion recursiva es calculable mediante un algoritmo.
Una forma maés explicita de este hecho es el teorema siguiente:
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Teorema 7.13 Toda funcion recursiva parcial es 1| 1-computable.

DEMOSTRACION: Por induccion sobre el numero r de funciones de una su-
cesion que defina a f. Sir =1 se trata de una funciéon recursiva elemental. La
funcién cero ¢ es computada por la maquina C, la funcién sucesor s es compu-
tada por I1 A y la proyeccion p¥ es computada por Ij,_; 1. (En toda esta prueba,
“computable” significara “1 | 1-computable”.)

Supongamos ahora que f se define en r pasos y que todas las funciones
definibles en menos de r pasos son computables. Distinguimos tres casos, segiun
que f se defina por composiciéon, recursion o minimizaciéon a partir de funciones
anteriores (que por hipotesis de induccion seran computables).

Caso A) f(a,...,an) = g(hi(a1,...,an)y. .., hm(a1,...,ay,)), donde las
funciones g y h; son computables por maquinas M, y M}, respectivamente.
Veamos que la funciéon f es computada por la maquina

My = KoMy Dy My I3y - 1 M,
Im— 0yt D) +1Lm—2)(nt1)+2 Lo 1)+m My LB.
Supongamos definido f(as,...,ay). Si My empieza con aq, ..., G, (el guion
sobre a,, indica que esta en posicion normal), en primer lugar K, copia ay, ..., a,

con un vacio en medio:
AlyeeeyQpyy 1y ..oy Q.

Luego My, calcula hq(aq,...ay):

A1y eylnyy Gy ey Gnyhi(ar, ..., an).
Ahora I, | copia ay,...,a, y My, calcula hy(ay,...,a,):
a17"'aanaaala'"7an7h1(a17"'7an>7a17"'7an7h2(a2;-~-7an)~

Tras haber actuado M}, tenemos
A1y ooy QnyyQlyeeeyGpyhi(ar, .o an), o a1, .oy any hip(ag, ... ap).

Seguidamente las maquinas I, —1)(n+1)+1L(m—2)(n+1)+2 * * * Lo(n+1)4+-m copian
hi(at,...,an),...,hy(ai,... a,) y entonces M, calcula la imagen de estos na-
meros por g, o sea, calcula f(aq,...,a,). La situacion de la cinta es entonces:

a17~'~;ana7x17~~~;x7“7f(a17"'7an)'
La maquina L borra z1,...,xz, v B borra el vacio intermedio, hasta quedar
A1,y lny far, ... an).

Las casillas a la izquierda del blanco anterior a a; nunca han sido escrutadas
durante el calculo.

Si f(a1,...,ay) no esta definida, entonces no lo esta alguna de las funciones
g, h1,..., hy, por lo que la maquina correspondiente no se para y My tampoco.
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Caso B) La funcién f esta definida por recurrencia a partir de las funciones
gy h, es decir:

f(0,as,...,a,) = glas,...,an),
fla+1,a2,...,a,) = hia, f(a,az,...,a,),a2,...,a5).

Por hipétesis de induccién existen maquinas M, y M}, que computan a g y
h respectivamente. Razonando de forma similar al caso anterior es facil ver que
la funcién f es computada por la maquina

I,LB LLB

In+3A T

Una ligera modificaciéon da cuenta del caso n = 1.

M; = K,M,I,,E
CLI I s Myl 43 FE

Caso ¢) f(ay,...,an) = pxglay,...,an, ) = 0. Por hipotesis de induccion
existe una maquina M, que computa a g. Entonces la funcién f es computada
por la maquina

IL,LB
My = K,CM,E

| L

De este modo, para cada funcién recursiva parcial f sabemos construir ex-
plicitamente una méquina de Turing que la computa. L]

Es claro que cualquier funciéon computable por una méaquina de Turing es
computable mediante un ordenador (salvo limitaciones de memoria). El reci-
proco no esté claro. Las maquinas de Turing tienen, en principio, muy poca
capacidad de calculo. No obstante hemos visto que pueden calcular cualquier
funcién recursiva, lo que, a la larga, se traducira en que la capacidad de célculo
de una méaquina de Turing es idéntica a la de cualquier ordenador (superior —de
hecho— por carecer de limitaciones de memoria). El punto mas delicado de la
demostracion de la tesis de Church-Turing es probar el reciproco del teorema
anterior. La clave del argumento estd en que es general, en el sentido de que
no soélo es aplicable a maquinas de Turing, sino que meros cambios técnicos
permitirian adaptarlo para justificar que cualquier funcién calculable por un
ordenador cualquiera es recursiva. Luego volveremos sobre este hecho.

Numeracion de G6del para maquinas de Turing Sea M una maquina de
Turing con alfabeto sg,...,s;. Sean sy, ..., Sy, los signos impresos de izquierda
a derecha a la izquierda de una casilla fija de la cinta empezando por el primero
que sea distinto de sg. Llamaremos nimero de Gédel de la cinta a la izquierda
de dicha casilla al namero u = (uy,...,uy), es decir el namero que codifica la
sucesion uq, ..., ur en el sentido definido en la seccion 5.6.
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Analogamente, se define el nimero de Gédel de la cinta a la derecha de una
casilla dada como v = (vg, ..., v;), donde s,,, ..., Sy, son los signos impresos a la
derecha de la casilla de derecha a izquierda, empezando por el primero distinto
de sg.

Si, en un instante dado, el nimero de Godel a la izquierda de la casilla
escrutada es u, el signo escrutado es s,, el estado de M es g, y el nimero de Gédel
a la derecha de la casilla escrutada es v, el nimero de Gédel de la configuracion
completa de la maquina en ese instante es, por definicion, w = (u, a, ¢, v).

Teorema 7.14 Toda funcion parcial computable es recursiva parcial.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una funcién parcial computable por una maquina de
Turing M. Sean qq, . .. qi sus estados y so, ..., s; su alfabeto. Podemos suponer
que g es el unico estado pasivo. Definimos en I¥; las formulas

B(s,t) = (£(s) > 0Nt = s|ys—1) V(s =0At=0),

P(s,n)=(s>0An=sy5-1)V(s=0An=0).

Claramente, ambas féormulas son Y1 y definen funciones aritméticas, que se-
ran, por consiguiente, recursivas. A la funcion definida por ¢ la representaremos
por s—, de modo que si el numero natural s codifica una sucesion no vacia, en-
tonces s~ codifica la sucesion que resulta de eliminarle su ultimo término, y si
s = 0 entonces s~ = 0. La funcion recursiva definida por 1 la representaremos
por sT, de modo que si s codifica una sucesién no vacia, entonces st es el altimo
término de dicha sucesioén, mientras que si s = 0 entonces sT = 0.

Por ultimo, representaremos por (z,y, z,w) a la funcién recursiva definida
por el término A; que denotamos igual. Asi (z,y,z,w) es el nimero natural
que codifica la sucesién formada por los cuatro argumentos.

Definamos, para cada configuraciéon activa (sq,¢.) una funcién p, . como
sigue:
Si el acto tras (sq,qc) es splqq, entonces

Pa,c(u,v) = (u™,ut, d,v™(b)).
Si el acto tras (sq,qc) es spCqq, entonces
Pa.c(u,v) = (u,b,d,v).
Si el acto tras (sq,qc) es spDqq, entonces
Pa.c(u,v) = <uA<b> ,v+,d,v*>

En cualquier caso, si (u,a,c,v) es el nimero de Godel de la configuracion
completa de M en un instante, entonces pq (u,v) es el nimero de Godel de la
configuracion completa siguiente. Es claro que cada funcion p, . (como funcion
de u, v Gnicamente) es recursiva, pues es composicion de funciones recursivas.
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Consideremos la relacion R, . (obviamente recursiva) dada por
Ryc(w) syss L(w)=4ANw =aAwy=c.

Llamaremos y, , a su funcién caracteristica (también recursiva). Definimos

pw) =" pac(wo,ws) - Xac(w) +w-5g(ws),
a=0,...,5
c=1,...,k
que es una funcion recursiva, por ser suma de funciones recursivas.

Siw es el nimero de Godel de una configuracion completa, p(w) es el nimero
de Godel de la configuracion completa siguiente (el sumando w - 5g(ws) recoge
el caso de que el estado sea pasivo, o sea, wy = 0, con lo que 5g(wy) = 1 y asi
p(w) = w, es decir, la configuracién no cambia).

Definimos ahora la funcion recursiva

O(w,0) = w,
Olw,z+1) = pO(w,z2)).

Si w es el nimero de Godel de una configuracion completa, 6(w, z) es el
ntimero de Goédel de la configuraciéon completa en que se halla M después de z
actos (o la situacion final si M se detiene antes).

Para cada namero natural n vamos a definir 7,,(x1,...,Z,, ¢, u,v) de modo
que si x1,...,T, estd representado en posiciéon normal, el estado es ¢q. y los
nimeros de Godel de la cinta a la izquierda de la casilla blanca anterior a x
v a la derecha de la casilla blanca posterior a x, son, respectivamente, u y v,
entonces 7, da el nimero de Godel de la configuraciéon completa. Definimos
primero

1o =0, lop1 =17 (1),

de modo que 1, es el nimero natural que codifica la sucesion de longitud =
cuyos términos son todos iguales a 1. Obviamente es recursiva. Ahora

T1(z1,0u,v) = (u(0) " 1,,,1,¢c,v(0)).
Supuesta definida 7,,, definimos 7,41 como
Tnae1(T1, oy Tnat, 6 U, 0) = T (Tpat1, & Tn(T1, -+ o Tne1, T + 1, ¢,u,0)0, 0).
Es facil ver que las funciones 7,, cumplen lo pedido, asi como que son recursivas.

Digamos que la funcién ¢ es n-adica. Si zy,...,z, es escrutado en posi-
cion normal con estado ¢ y el resto de la cinta en blanco, la configuracion
completa es 7,(z1,...,%n,1,0,0). Asi mismo, si x1,...,2,,2 (para un cierto
x) es escrutado en posicion normal con estado qg, la configuracion completa es
Tnt1(T1, ..., Tpn,x,0,u,v), para ciertos u, v, y viceversa.

Asi pues, ¢(z1,...,x,) esta definido si y sblo si existen z, z, u y v tales que

O(Tn(x1y ... 20,1,0,0),2) = Tpg1(z1,- .-, Tn, 2, 0,u,v),

y entonces ¢(z1,...,2,) = .
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Equivalentemente, ¢(z1,...,x,) esta definido si y solo si existe un ntumero
natural ¢ (t = (2,2, u, v)) que satisface la relacion S(z1,...,z,,t) dada por

Lt) =4 N0(T(x1,...,20,1,0,0),t0) = Tng1(x1, ..., 2, 11,0,t2,t3),

y entonces ¢(x1,...,x,) = t1. La relacion S es claramente recursiva y tenemos
que

P(x1s -y n) = (Ut X_g(T1,. ., Tnyt) = 0)1,
con lo que ¢ es recursiva parcial. [

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 7.15 Una funcidn parcial es recursiva parcial si y sdlo si es compu-
table, si y sélo si es 1|1 computable.

De aqui se deduce una consecuencia no trivial: supongamos que una funcion
n-adica recursiva parcial f es, de hecho, una funcién total, es decir, que esta
definida para todos los argumentos posibles aq,...,a,. En principio, esto no
asegura que f sea recursiva, pues en la definicién de f se puede haber empleado
la minimizacion parcial, y el hecho de que en todos los casos requeridos para el
computo de f existan los minimos requeridos no implica necesariamente que los
minimos existan para todos los posibles argumentos de las funciones intermedias.
No obstante:

Teorema 7.16 Toda funcion total recursiva parcial es recursiva.

DEMOSTRACION: Sea ¢ una funcién n-adica recursiva parcial que esté de-
finida para todos los argumentos posibles. Por el teorema 7.13 es computable,
luego podemos aplicarle el teorema 7.14, que nos permite expresar

d(x1, ... xn) = (ut Xﬁs(xl,...,xn,t) = 0)17

donde la funcién x_ es recursiva y el hecho de que ¢ esté definida para todos
los argumentos posibles equivale a que siempre existe un ¢ que anula a x_g,
luego la funcion put X_, s también recursiva, y por lo tanto ¢ también. m

Consecuentemente:

Teorema 7.17 Una funcion (total) es recursiva si y sélo si es computable.

Nota Segin anticipabamos, es facil convencerse de que la prueba del teorema
7.14 anterior puede adaptarse para probar que toda funciéon calculable con un
programa de ordenador es recursiva. Para ello s6lo hay que complicarla teniendo
en cuenta la complejidad adicional de un ordenador frente a una maquina de
Turing, pero es claro que no es necesario aportar ninguna idea nueva, sino que
el esquema general del argumento seria exactamente el mismo. De hecho es
tedricamente més simple, pues la cinta infinita se sustituye por una memoria
finita, que so6lo puede estar en un namero finito de configuraciones. El compor-
tamiento del ordenador esté determinado por la configuracion de su memoria y
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por el estado de su microprocesador (incluyendo aqui cualquier hecho relevante,
aunque no corresponda estrictamente al microprocesador). Podemos introducir
una numeracion de Godel para la configuracion de la memoria y el estado del
microprocesador y la funciéon que a partir del namero de Goédel de la configu-
racion completa calcula el de la siguiente configuracion completa (entendiendo
que vale 0 si el nimero de partida no corresponde a ninguna configuracién com-
pleta posible) es recursiva (obviamente, pues es una funcion definida sobre una
cantidad finita de nimeros). La funcién que a partir de la configuracién com-
pleta inicial calcula la configuraciéon al cabo de m pasos es recursiva, lo cual se
prueba exactamente igual que para maquinas de Turing y a su vez nos lleva ya
sin ningtn cambio a la conclusion del teorema.?

Teniendo esto en cuenta, el concepto de funcion recursiva puede conside-
rarse como una caracterizacion precisa de la nocién de computabilidad, al igual
que el concepto de demostracion formal es una caracterizaciéon precisa del con-
cepto de razonamiento matemético. Algunos autores afirman que la tesis de
Church-Turing es indemostrable, porque la nocién de computabilidad mediante
un algoritmo no admite una definicion precisa. Se trata de autores antiguos (los
que escribieron cuando todavia no se tenfa una idea clara de las posibilidades
de los ordenadores) o anticuados (los que se limitan a repetir reverentemente
lo que dicen los autores antiguos). La realidad hoy en dia es que nadie puede
afirmar que una funciéon es computable (en el sentido informal de la palabra) y
al mismo tiempo reconocer que no sabria como programar a un ordenador para
que la computara. El concepto de “ser computable por un ordenador (haciendo
abstraccion de las limitaciones de memoria)” captura exactamente la nocién
de “funciéon computable” y ya hemos razonado que el argumento con maquinas
de Turing se puede adaptar sin ninguna dificultad conceptual a un argumento
analogo sobre cualquier modelo de ordenador que se quiera considerar.

Ejemplo Sea n un nimero natural. Un problema que se ha convertido en
entretenimiento de algunos amantes de los acertijos matematicos es el siguiente:
encontrar una maquina de Turing M con dos signos 0 y 1 y a lo sumo n estados
con la condicién de que cuando empieza con la cinta en blanco se detiene tras
haber escrito el maximo namero posible de 1’s. En otras palabras, se trata de
encontrar el “récord” de unos que puede escribir una maquina de Turing con n
estados excluyendo el caso trivial de que no se detenga nunca y escriba infinitos
unos.

Maés explicitamente, para cada maquina M que acaba deteniéndose cuando
empieza con la cinta en blanco, llamamos py; al nimero de unos que tiene la
cinta cuando esto ocurre. Definimos ¥(n) como el méximo de los ntumeros pyy,
cuando M varia entre las maquinas que acaban deteniéndose al empezar con la
cinta en blanco. El problema es, entonces, calcular los valores de .

Teorema 7.18 La funcidn X no es recursiva.

3En este argumento prescindimos de toda incorporacién de nuevos datos durante el calculo,
es decir, suponemos que el ordenador no tiene teclado o conexion con otros ordenadores. Esto
no es una restriccién, pues tnicamente nos interesa el intervalo comprendido desde que el
ordenador tiene todos los datos introducidos hasta que termina el calculo.
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DEMOSTRACION: Sea f una funcion recursiva y definamos
g(n) = max{f(2n +2), f(2n +3)}.

Es facil ver que g es recursiva y por lo tanto es computada por una maquina
de Turing M. Sea k el nimero de estados activos de M.

Para cada nimero natural n sea IV,, una maquina que al empezar con la cinta
en blanco escriba el nimero n en la cinta y después actiie como M. Podemos
construir IV,, con n + k + 2 estados. Cuando N,, actiia con la cinta en blanco,
al acabar esta escrito (entre otras cosas) g(n), es decir, hay g(n) + 1 unos en la
cinta como minimo.

Por lo tanto,

max{f(2n+2), fCn+3)} +1 < X(n+k+2) para todo n.
Si n > k tenemos que
f@Cn+2),f2n+3)<XE(n+k+2)<X(2n+2) < 3(2n+3),

yva que X es evidentemente creciente. Pero todo ntimero x que cumpla 2k+3 <
puede expresarse como x = 2n + 2 o x = 2n + 3, para un cierto ntmero n > k,
y asi f(z) < X(z).

Hemos probado que X supera a cualquier funcién recursiva a partir de un
cierto numero natural. En particular X no es recursiva. m

Estos son algunos datos conocidos? sobre X:
(1) =1, ¥(2) =4, 3(3) =6, ¥(4) = 13,

»(5) > 4098, ¥(6) > 3.5 - 1018267,

El problema de la detencién Una pregunta natural que plantea la no re-
cursividad de la funcién ¥ es qué nos impide calcularla. Para calcular ¥ (n) hay
que tomar todas las maquinas de Turing con dos signos y n estados, que son un
nimero finito, seleccionar las que se detienen al empezar con la cinta en blanco
y contar el maximo nimero de unos impreso por cada una de ellas. El tunico
paso que no es evidentemente realizable es determinar cuéles se detienen, por lo
que concluimos que no existe un método general para decidir si una maquina de
Turing va a detenerse o no cuando comienza con una situaciéon dada, es decir,
el problema de la detencién de las méquinas de Turing es insoluble.

En algunos casos podremos concluir algo a partir del analisis del programa,
por ejemplo es facil ver que la maquina D no se detiene cuando empieza con la
cinta en blanco. En otros casos, en cambio, lo mejor que podremos hacer seré
ponerla a funcionar y ver si se detiene. Si lo hace sabremos que se para, pero si
no se detiene nos quedaremos con la duda de si se va a parar méas adelante o si
no se va a parar nunca.

4Si el lector quiere informacion actualizada al respecto tiene que buscar “busy beaver” en
internet.
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7.6 Codificacion de las funciones recursivas

Veamos ahora que toda funcién recursiva puede codificarse mediante un
ntmero natural. Para ello empezamos con la definicién siguiente:

Definicién 7.19 Si fy,..., f, es una sucesién de funciones parciales, una justi-
ficacion para fy, ..., f, es una sucesion de nimeros naturales fo,..., f, tal que
para cada i = 0,...,n se cumpla uno de los casos siguientes:

L fi=cy fi=(L(Q)).
2 fi=sy fi=(2,(1).
3. fi=phy fi = (3, (k, 5)).

4. f; estd definida por composicion parcial a partir de f,, fj,,..., fj.
fi(xh"wmk) = fs(fjl(xla"'vxk)w"afjr(x17"'7xk))7

para ciertos naturales s, ji,...,J, <1y fl = <4, <k, fS, fjl, ceey fjr>>.

5. (a) fi esta definida por recursién parcial a partir de f; y fs:
fi(0 1, ... zx) = fi(z1, ..., 2x)
filn+ 1L xq,...,x) = fs(filn,z1, ... xp),n, @1, ..., Tk),
para ciertos j,s <i, k>1y fl = <5, <k—|— 1,fj,fs>>.

(b) fi esta definida por recursion a partir de m y fs:

fi(0) =m
filn+1) = fs(fi(n),n)
cons <ty fl = <57 <1,m, fs>>

6. f; estd definida por minimizacién parcial a partir de f;:
filz, ..., zk) = pn fi(z1,. .., z5,n) =0,

para ciertos j <ty k>1,y fz = <67 <k,f]>>

Aqui (sg,...,s,) representa el namero natural que codifica la sucesion de
nimeros naturales indicada. Es evidente que una sucesiéon de funciones satisface
la definicién de funcioén recursiva parcial si y solo si tiene una justificacion. Méas
aun:

Teorema 7.20 Si dos sucesiones fo,..., fn Y go,--.,gm tienen justificaciones
fosoosfn ¥ o, Gm Y se cumple que f; = §; para ciertos i, j, entonces
fi=y;-
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DEMOSTRACION: Razonamos por induccién sobre i, es decir, suponemos
que el resultado es cierto para todo i’ < i y lo probamos para i. Notemos que
fi = g; es necesariamente una sucesion de longitud 2, cuya primera componente
es 1,2,3,4,5,6. Si dicha primera componente es 1, necesariamente f; = g; = c,
si es 2 entonces f; = g; = s, y si es 3, entonces la segunda componente es de la
forma <k7l>a y fz =9j :p;c-

Supongamos ahora que la primera componente es 4. Entonces la segunda
es de la forma <k,fs7fj1,...,ij> = <k,§s/,§ji,...,gj;>, y por hipdtesis de
induccion fs = g, fj, = g1 v fi y g coinciden ambas con la funcion definida
por composicién parcial a partir de estas funciones. Los casos restantes son
analogos a éste. m

Definicion 7.21 Diremos que un nimero natural ¢ es un cddigo de una funcion
recursiva parcial si existe una sucesion de funciones parciales fy, ..., f, con una
justificaciéon fo, cee fn tal que ¢ = fn Acabamos de probar que la funciéon f,
estd univocamente determinada por ¢, luego podemos llamarla f,.

De este modo tenemos que, para cada codigo ¢, la funcion f. es recursiva
parcial, y toda funcién recursiva parcial es de la forma f. para algin cédigo ¢
(no necesariamente unico).

Teorema 7.22 El conjunto C de cddigos de funciones recursivas parciales es
recursivo.’

DEMOSTRACION: Sea f la funcion dada por f(n) = <XC(O), .. .,Xc(n)>, es
decir, f(n) es el namero natural que codifica la sucesion indicada de ceros y
unos. Basta probar que la funcién f es recursiva, pues entonces x _(n) = f(n),
también lo sera (por ser composicion de dos funciones recursivas).

Para probarlo llamamos a = f(0) y vamos a probar que f puede definirse

en la forma
{f(O) =a,
f(n+1) =g(n, f(n)),

para cierta funcion recursiva g(n,k). A su vez, basta definir la funcién g en
la forma g(n,k) = k™ (h(n,k)), para cierta funciéon recursiva h, de modo que
lo que necesitamos es que cuando k = <XC(O), cee Xc(n)> se cumpla h(n, k) =

X (n + 1). Definiremos h en la forma®

hn, k) = 1 siR(n+1,k)
"™ 710 en caso contrario,

para cierta relacion recursiva R, y se trata de definir R de modo que, cuando
k= <XC(O), S 1)), se cumpla R(n, k) si y solo si n € C. Notemos que,

5Notemos que un conjunto es lo mismo que una relacién monadica. El teorema afirma que
la relacién “ser un co6digo” es recursiva.
6Esto equivale a y = h(n,k) < (R(n+ 1,k) Ay =1) V (=(R(n+ 1,k) A y = 0), luego h

seréa recursiva si R lo es.
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por la definicién de C, si se cumple n € C, entonces el nimero de argumentos
de la funcién parcial f,, es (n1)g. Por claridad escribiremos Nar(n) = (n1)o, que
es una funcion recursiva.

Definimos R como la conjuncién de la relaciéon recursiva

n>0ALk)=n—1ALN)=
y la disyuncién de las relaciones siguientes, también recursivas:
1. no=1An=(1,(1)),
3. ng =3 AL 1 < (n1)1 < (n1)os

4. nog=4Nny) =3ANi <lng)((i >0 kgny), =1) A
(¢ >1— Nar((n1);) = Nar(n)) A £(n1) = Nar((n1)1) + 2.

(

2. ng=2An=(2,(1)),
) =
) =

5. ng=5A K(nl) =3A (( ( ) >1A k(nl)l = k(n1)2 =1A Nar((nl)l) =
Nar(n) — 1 A Nar((n1)s) = Nar(n) + 1)

V (Nar(n) = 1 A k), = 1 A Nar((n1)2 = 2))),
6. ng =6 AL(n1) =2 Ak, =1 ANar((n)1) = Nar(n) + 1.

Es facil ver que R cumple lo pedido.” L]

Ahora consideramos el conjunto A formado por todos los numeros de la
forma (c,z,m), donde ¢ € C es un codigo de una funcion recursiva parcial
f con k = Nar(c) argumentos y x es una sucesion de longitud k tal que esta
definido m = f.(xo,...,2x—1). Vamos a probar que A es ¥;. Para ello definimos
la formula de £, (claramente %) dada por:

reA=Vun(l(u) =n+1Au, =2 A

Ni <n(l(u;)) =3 AV fz(f = (w)o AN feECAz=(u)z A--))),

donde los puntos suspensivos representan la disyuncion de las férmulas siguientes
(todas ellas ¥q):

L f= (1) AVEku = (f,(k),0),
2. f=<27<1>>/\\/k U = <fa<k>’k+1>v
3. Vajk(f = (3,(k,j)) Nl(z) =k A = (f, z,25)),

"Por ejemplo, la condicién 4) afirma que si ng = 4, entonces n = <4, <k, fs, fj1 Sy fjr>>’

de modo que n; = <k, fs, fjl S fjr> cumple que todas sus componentes menos la primera

son codigos (k<ni)i = 1) que codifican funciones con k argumentos y que el namero de ar-

gumentos de fs es r. Esto equivale a que n sea el cdédigo de la composicion parcial de las
funciones cuyos cédigos son fs, fj,,..., fj,-
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4. khgx(f = (4,(k,h,g)) AN(x) =k Au; = (f,2,2) A
Vrisw(l(g) =r AL(j) =7 Ab(w) =7) A
s<i ANL<T (i <iAuj = {gz,w) Aus = (h,w,z)),
5. (a) Vkgha(f = (5,(k+1,9,h)) AN l(z) =k A
up = (f,(0)" x,2) A Vj <iuy=(g,2,2)),
(b) Vkgham(f = (5,(k+1,g,h)) Al(x) =k Au; =
(fyim+1)"2,2) A Vrst(s,t < i Aug = (f,(m)"z,7) A us =
(h, (r,m)" @, 2))),
(¢) Vah(f = (5,(1,a,h)) Au; = (f,(0),a)),
(d) Vahm(f = (5,{1,a,h)) Au; = (f, (m+1),2) A Vrst(s,t <iAu; =
(f,(m),r) Nus = (h, (r,m), 2))),
6. Vkgz(f = (6,(k,g)) N(z) =k ANu; = (f, 2, 2) A
Viw(l(j) = z+1 A l(w) = 2+1 AN < 2(j; < i Aug, = (g, () ,w;)) A
w, =0AANl <z w #0)).

Una simple rutina demuestra que la formula = € A cumple lo indicado, es
decir:

Teorema 7.23 Si ¢ es un cddigo de una funcion recursiva parcial y f. es una
funcion k-ddica, entonces fc(ai,...,ax) estd definido si y sélo si existe un m
tal que

NE (00, (0000 o) e 4,
y en tal caso m = fe(ar,. .. ax).

Ahora tenemos un ejemplo de conjunto no recursivo:
Teorema 7.24 FEl conjunto A es X1, pero no es recursivo.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que A es ;. Si fuera recursivo también
seria recursiva la funcién dada por®

f(m) = {1 si (m,(m),0) € A,

0 en caso contrario.

Por consiguiente, existiria un codigo ¢ tal que f = f., pero entonces

Q) =16 (e.(0),0) €A & fule) =0 f(e) =
contradiccion. [

Para interpretar este resultado conviene introducir una definicién general:

8Esto equivale a f(m) =n <> ({(m,{(m),0) € AAy=1)V ({m,(m),0) ¢ AAy=0), que
seria una férmula Y1 si x € A fuera Aq.
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Definicién 7.25 Una relaciéon en N es semirrecursiva si es 3. Los conjuntos
(es decir, las relaciones monédicas) semirrecursivas se llaman también recursi-
vamente numerables.

El nombre de “semirrecursivo” se debe a que una relacién R es recursiva si y
solo si R y =R son semirrecursivas (que es otra forma de decir que una relacion
es Aq siy solo si es Xp y II;). En términos de la tesis de Church-Turing, esto
significa que una relacién es semirrecursiva si existe un algoritmo que, cuando
se cumple, nos permite comprobar que se cumple, pero si no se cumple, tal vez
no lleguemos nunca a saber que no se cumple (el algoritmo puede prolongarse
indefinidamente en el tiempo de modo que nunca tengamos la certeza de si
terminara en algiin momento o si no parara nunca).

El nombre de conjunto “recursivamente numerable” se debe a que un con-
junto A de tipo ¥ estd determinado por una formula Vy ¢(z,y), donde ¢ es
Ag y, por consiguiente, define una relacién recursiva. Si suponemos que existe
al menos un a € A, la funcién

a  en caso contrario,

es claramente recursiva y la sucesion f(0), f(1), f(2),... recorre todos los ele-
mentos de A. Esto significa que podemos ir enumerando (mediante un algo-
ritmo, con posibles repeticiones) todos los elementos de A, de modo que si un
cierto nimero esta en A, tarde o temprano aparecera en la lista, mientras que
si no esta en A siempre nos quedara la duda de si aparecera méas adelante o no
aparecera nunca.

El significado del teorema anterior es, pues, que si la funcion f. esta definida
para unos argumentos dados, podemos comprobar que asi es (calculdndola),
pero si no esta definida no tenemos garantia en general de que podamos llegar
a confirmarlo (podremos iniciar el célculo, pero éste no terminara nunca y no
tenemos garantias de que podamos saber que asi sucedera).

Ahora podemos enumerar los conjuntos recursivamente numerables:

Teorema 7.26 FEuxiste un conjunto X, universal U, es decir, un conjunto 3
tal que para todo conjunto A de tipo X1 existe un numero n tal que, para todo
nimero m, se cumple m € A syss (n,m) € U.

DEMOSTRACION: Consideramos la formula ¥; dada por
xeU=\r (zg,{r,r,),1) € A,

y sea U el conjunto definido por ella. Veamos que cumple lo pedido. Si A es un
conjunto Y1, sabemos que

meA syss NEVro(r,00™),
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para cierta formula ¢ de tipo Ag, que define una relaciéon recursiva R. Asi
meA syss Vr Xp(r,m)=1.
Como X, es una funcién recursiva, existe un n € C tal que x, = f,,. Entonces

méeA syss Vr fu(r,m)=1 syss Vr(n {(r,m),1) €A syss (n,m)cU.

Notemos que si llamamos U, al conjunto de todos los m tales que (n,m) € U,
cada conjunto U, es X1 (pues esta definido por la formula <0("),m> el),y
acabamos de probar que los conjuntos U, recorren todos los conjuntos ;.

El conjunto U es otro ejemplo de conjunto semirrecursivo no recursivo. Si
fuera recursivo, todos los conjuntos U,, serian recursivos, lo cual es tanto como
afirmar que todo conjunto semirrecursivo seria recursivo, y ya sabemos que esto
es falso.

7.7 Relaciones diofanticas

Una ecuacion diofdntica es una ecuacién polindmica con coeficientes enteros
de la que se buscan las posibles soluciones enteras. El décimo problema de Hil-
bert consiste en encontrar un método para encontrar las soluciones de cualquier
ecuacion diofantica dada o, al menos, determinar si tiene o no solucion. Como
aplicacion de los resultados de este capitulo veremos que este problema no tiene
solucioén, es decir, que no puede existir tal método.

Definicion 7.27 Una férmula de £, es diofdntica si es de la forma

\/yl"'ymP(l‘l’---7$n7y1a---7yn) :Q(xla---7xn,y1a"'7yn)a

donde P y @ son polinomios con coeficientes naturales, es decir, términos que
se expresan como suma de monomios, que a su vez son términos de la forma
az - 2r, donde cada z; es una variable y a es un numeral. Mé&s en general,
una férmula es diofantica en una teoria T" sobre L, si es equivalente en T a una
formula diofantica.

Una relaciéon n-adica R en N es diofdntica si
R(ay,...,a,) syss NE ¢(0(a1)’ . 70(&7@))7

donde ¢ es una féormula diofdntica. Una funcién f es diofdntica si lo es la relacion
f(alv"'van) = a.

Hemos definido de este modo las férmulas diofanticas para que sea evidente
que las formulas diofanticas son ¥ y, de hecho, constituyen una de las clases
maés simples posibles de formulas ;. Sin embargo, vamos a ver ahora que cada
formula diofantica es equivalente a otra mucho més proxima al concepto de
ecuacion diofantica.
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Ante todo, por el teorema 6.45, es claro que una féormula de tipo

\/yl"'ymP(xly"'axnaylr"aym):Q(xly"'axnayh'"aym)

es equivalente en 137 a

vylym ENpl(fla"'ajnayla"'aym) :Ql(s_cla"wjnayla"-?yM)a

donde ahora N = Nj representa al conjunto de los niumeros naturales definidos
en Q, el término T = (4x/1) representa al niamero racional que se identifica con
el ntimero natural = (en la secciéon 6.6 llamabamos z; a este mismo término) y
Py, Q1 son polinomios en QQ con coeficientes naturales, es decir, que son sumas
de monomios (respecto de la suma en Q) y los monomios son productos de
variables (respecto del producto en Q) cuyos coeficientes son designadores de la
forma 4+0(*). Pero, como ahora “estamos en Q”, podemos despejar y reducir la
férmula a
Vyi - ym ENR(Z1, ..., Zn, Y1,y Ym) = 0,

donde R = P — Q es ahora un polinomio en Q con coeficientes enteros (es decir,
un polinomio cuyos monomios tienen coeficientes de la forma +0(#)). Reciproca-
mente, todo polinomio con coeficientes enteros puede descomponerse en la forma
R =P —Q, donde P y @ son polinomios en Q con coeficientes naturales y, por
consiguiente, son de la forma P = P;, Q = Q», para ciertos polinomios en el
sentido de la definicién 7.27. Concluimos que una férmula es diofantica si y s6lo

si es equivalente en I¥; a una de la forma

Vyi - ym ENP(Z1, ... T, Y1y Ym) = 0,

donde P es un polinomio con coeficientes enteros. Esta es la forma en la que
normalmente manejaremos las relaciones diofanticas, pero vamos a ver que en
realidad es equivalente a otra versiéon en la que aparecen ecuaciones diofanticas
propiamente dichas:

Teorema 7.28 Una formula es diofdantica si y sdlo si es equivalente en 131 a
otra de la forma

\/ylym E ZP(jlv"'u‘rEn7y1a"'7ym) :07
donde P es un polinomio con coeficientes enteros.

DEMOSTRACION: Dado un polinomio P en las condiciones del enunciado,
podemos construir otro polinomio @ mediante®

Q(x1>"‘7xn7y1>"‘7ym): H P(fﬂh--~>33m€13/1a-~-76mym)7

(€15eey€m)

9La construccién es metamatematica, es decir, dado el término P, estamos explicando
como construir otro término @, a saber, el que se obtiene multiplicando un nimero finito de
variantes de P y operando los productos de sumas mediante la propiedad distributiva hasta
obtener una suma de monomios, es decir, un polinomio. Como la propiedad distributiva es
demostrable en I¥1, es claro que en esta misma teoria se prueba la igualdad entre el producto
y el polinomio resultante Q.
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donde (e€1,. .., €y) recorre todos los valores posibles con ¢; = £1. Es claro que
la formula del enunciado equivale en I¥; a

vylym GNQ(flwuajnaylw'wym) =0,

luego es diofantica. Para la otra implicacién necesitamos un truco diferente.
Lagrange demostré que todo ntmero natural es suma de cuatro cuadrados.'®
Por lo tanto, dada una férmula

Vyi ym €NQ(Z1,. .., T, Y1y -+, Ym) = 0,

podemos definir
P((El, ey Ty P1,491,71, 815 - - - 5 Pmy Qms T'ms sm)

= Q@1 T PTG AT ST Dh A G T S

Este término puede operarse en 131 hasta llegar a un polinomio, y es claro que
la formula dada equivale a

Vpigirist - .. Pm@mTmSm € ZP(Z1, ..., Tn,P1s-- -, Sm) = 0.
[ ]

Asi pues, una relacion n-adica R es diofantica si y so6lo si existe un poli-
nomio P con coeficientes enteros y n parametros de modo que R(ay,...,ay)
es equivalente a que la ecuaciéon diofantica definida por P cuando los parame-
tros se interpretan como 0(%1), ... 0(%») tiene soluciéon. El teorema central que
pretendemos probar es el siguiente:

Teorema 7.29 Una formula de L, es diofintica en 1%y si y sélo si es 3.

Esto implica a su vez que una relacion es diofantica si y solo si es 1. Una
implicacion es trivial y si admitimos la contraria es facil ver que el décimo
problema de Hilbert no tiene soluciéon: sea U cualquier conjunto ¥; no recursivo.
Entonces

nelU syss NEVyi-ym €ZPOM™, yy, ..., yn) =0,

donde P es un polinomio con coeficientes enteros. Si hubiera una forma de

determinar si cada una de las ecuaciones diofanticas P(0(™),yq,...,ym) = 0
tiene o no solucién, tendriamos una forma de determinar si cada namero n esta
o no en U, pero entonces el conjunto U seria recursivo, y no es el caso. Por lo
tanto, no puede haber un método para determinar, no ya si cualquier ecuaciéon
diofantica dada tiene solucién, sino si la tienen las ecuaciones diofanticas de una
cierta familia uniparamétrica.

10V¢ase mi libro de Introduccion a la teoria algebraica de ntimeros (teorema 3.5). La prueba
se formaliza sin dificultad en IX;.
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Algunos hechos elementales Comenzamos probando un par de hechos sen-
cillos que usaremos en todo momento. El primero es que un sistema de ecua-
ciones diofanticas equivale en realidad a una tnica ecuacién:

Teorema 7.30 Para cada i = 1,...,7, sea Py(x1,...,Zn, Y1, .-, Ym) un poli-
nomio con coeficientes enteros. Entonces la formula

Vyi.o.ym EN(PL=0A---AP.=0)
es diofdntica.
DEMOSTRACION: Basta observar que equivale a

Vyi...ym NP2+ 4 P2 =0. .

Por otra parte tenemos unos pocos procedimientos generales para construir
unas formulas diofanticas a partir de otras:

Teorema 7.31 Si ¢ y ¢ son formulas diofdnticas en 1X1, también lo son las

formulas ¢ A, ¢V 1 y V.
DEMOSTRACION: Supongamos que
¢(x17-~-7:17n) <~ \/yl"'ymGNP(fla"'as_cnayla"'ﬂym):07
¢($17...,$n) A d \/Zl"'ZrENQ(i‘l,...,fn,Zh...,Z»,«):O.

Entonces

(¢/\7/))($1»»$n) A Vyl"'ym21,~-~,zr€NP2+Q2:0»
(dVY)(@1,...,2n) < Vy1- - Ymz1,...,2. ENPQ = 0.

Si
¢($1,...,xn7x) A \/ylym S NP(*/Z'IM'W'fnaj?yla"'7ym) = 0)
entonces

\/l'qi)(,fl,...,l'n,J?) <—>V$y1"'ym 6Np(jla-"a'fnv'raylv"'3yWL) :O
| |

Algunas expresiones diofanticas Para probar que toda formula ¥ es dio-
fantica necesitamos justificar el caracter diofantico de varias expresiones. FEl
punto més dificil es el teorema siguiente, cuya prueba dejamos para el final:

Teorema 7.32 (Matiyasevi¢) El término x¥ es diofdntico.

Este teorema lo prob6 Matiyasevi¢ en 1970. Los resultados que veremos
a continuacién los obtuvo Julia Robinson en 1952 tomando como conjetura el
teorema anterior.!!

11En realidad Robinson defini6 las funciones exponencial-diofanticas como las definibles en
términos de ecuaciones diofanticas y de la funcién exponencial y probé que las funciones que
vamos a estudiar ahora eran exponencial-diofanticas.
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Todos los resultados se demuestran'? en I¥;. Supondremos al lector fami-
liarizado con los resultados bésicos de la aritmética de los niimeros enteros y
racionales, cuyas pruebas se formalizan sin dificultad en I¥;. Por simplicidad de-
jamos de distinguir entre un nimero natural x y su ntiimero racional asociado .
En primer lugar demostramos que los ntimeros combinatorios son diofanticos,
para lo cual nos apoyamos en el teorema siguiente, en el que E representa la
parte entera:

Teorema 7.33 Si0 <k <n yu>2", entonces
1 n
E [(u;rk)] = <Z) (méd u).

DEMOSTRACION: Por la férmula del binomio tenemos que

(u+ )" a&fn\ o & ik RS MY ik
uk _z';) { " _2';@ { " +z§) [ v

Ahora bien,

k—1 . 1k=1 1mn on
(1)t <R () <250 T
i=0 \? U =0 \? Ui=0\? u

Por consiguiente

n . n n .
<n> usz S (u + 1) < Z (TL) ulfkr + 1,
=k \"? i

7

es decir,
e[t = 50 = () B0 = () e

Teorema 7.34 El término (Z) es diofdntico.

n

DEMOSTRACION: Observemos que (Z) < ZO(’:) = 2". Por el teorema
i=

anterior, para cualquier u > 2" tenemos que (Z) es el dnico ntmero natural

congruente con E [%} modulo v y menor que u. Por lo tanto

z—(Z><—>\/uv€N(v—2"Au>v

(ut+1)"

/\w:E[ - }/\z<w/\zzw(médu)/\z<u).

u

12No obstante, para probar que las relaciones ¥; son diofanticas nos basta con probar
que las féormulas X1 son diofanticas en AP, y para ello podemos trabajar en AP, es decir,
despreocupandonos de la complejidad de las expresiones que manejamos.
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Por el teorema 7.31, basta probar que las formulas que aparecen dentro del
paréntesis son diofanticas. Ahora bien:

v=2" Vz e N(x=2Av=2") es diofantica por 7.32.
u>v e Vo e Nu=wv+ x4+ 1, diofantica.

w=F {%} equivale a

Veyt e Nt=u+1Az=t"Ay=u" Aw < (z/y) <w+1)
y también a
VeyteNt=u+1Az=t"Ay=u" Awy <z < (w+1)y),
claramente diofantica.
z<wAz=wmédu) A z<u+ VoyeNw=z+zuAu=2z+y+1)

diofantica. n

Nos ocupamos ahora de la funciéon factorial:

Teorema 7.35 Sir > (22)"*!, entonces z! = E[r*/()].
DEMOSTRACION: Podemos suponer x > 0.

rt r® ! B x! < x!

)y rr=1)-(r—z4+1) (1-1)...qa-=) " (1-

xT T

38

)*

Vamos a usar la desigualdad

<14 —
1-2 +r

T

(al desarrollarla equivale a r > 2x). Se cumple que

(-2 =56 () 250 ()

2r & 2
glwz(ﬂ%)aﬂgz.
T

T j=1\J

Asi pues,
T.[L'
(2)

con lo que

2m+1xw+1 (21. x+1

2
<x!<1+x21> S P A A C) A
T T T

,rI
(2)
La primera desigualdad se sigue, por ejemplo, de la primera linea de ecua-
ciones. [
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Teorema 7.36 El término n! es diofdntico.

DEMOSTRACION: Teniendo en cuenta el teorema anterior vemos que

m=nl VrstuwweN(s=2n+1At=n+1Ar=s" Au=r"

Av= () Amv<u<(m+1)v).

El dltimo resultado que necesitamos es el siguiente:!?

Teorema 7.37 La formulab >0 A z= ][] (a + bk) es diofdntica.
k=1

DEMOSTRACION: Veamos primero que si bg = a (méd M) entonces
Yy
11 (a + bk) = by! (q + y) (méd M).
k=1 Y
Si y = 0 es inmediato (entendiendo que el producto vale 1). En otro caso

byy!(“y) — W+ y)aty—1) g+ 1)

Y
(bg +yb)(bg + (y — 1)b) - -~ (bg + b)
= (a+yb)(a+ (y—1)b)---(a+b) (mdéd M).

Tomemos ahora M = b(a + by)¥ + 1. Teniendo en cuenta que b > 0, es claro

y
que (M,b) =1y M > J] (a+bk). Como b es primo con M, existe un ¢ tal que
k=1

y

bqg = a (méd M). Asi, [] (a+ bk) es el anico natural congruente con byy!(qzy)
k=1

menor que M.

y
b>0Az= [[(a+0bk) < b>0A\VMpgrstuvwr € N(r=a+by As=rY
k=1

AM=bs+1Abg=a+MtANu=bANv=ylANz< M

/\w:q—&—y/\a::(Z’)/\z—i—ZWp:uv:z:)7

y el miembro derecho es claramente diofantico. m

13Este teorema fue probado por primera vez por Davis y Putnam en 1958, basandose en
ideas de Julia Robinson. Aqui damos una prueba posterior debida a Robinson.
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Las féormulas ¥; son diofanticas El teorema siguiente se debe a Davis-
Putnam-Robinson (1961):

Teorema 7.38 Si la formula ¢(y,z,x1,...,2,) es diofdntica, también lo es
/\Z S y¢(yvz7$17"'a$n)'

DEMOSTRACION: Digamos que
AY, 2,1, n) & VY1 Ym ENP(Y, 2,21, ., Ty Y1 - -3 Ym) = 0
y lamemos ¥ (y, z1,...,2,) a la formula del enunciado. Por recoleccion
Yy, 1, .. ) & VueNu>0A Az <y

\/y1-~-y7n EN(y17"'7y7rL SU/\P(yazvxlw--axnayh---aym) :O))
N

Expresemos el polinomio P como suma de monomios P = Y t,., donde!*
r=1
b
tr = cy®2’alt - pdnyitySm, c €.

Sea u, = |c|yatlaft .. gyt T Fom, Sea
N
Q(yvuaxlv"wxn) :UerJr Zur+1
r=1

Se cumple que Q(y,u,x1,...,2n) > u, Qy,u, T1,...,2,) >y ysiz <y,
Y1,y - -, Ym < u, entonces

|P(y, 2,21,y Tny Y1y - - Um) | S Qy, uy 1, ..., Tp).
Sea u > 0. Veamos que
ANz <oyNVyr.  ym €N, oo Ym SUA Py, 2,21,y Ty Y1y -, Ym) = 0)).

equivale a

y
Vetay - am €NE>0Ae>0AT+et= [[(1+kt) At =Qy,u,1,...,T,)!
k=1

u u
AN +et)| [T(ar =) A AL +ct) ][] (am —J)
7=0 7=0
APy, c, 1,y @1,y Q) =0 (m6d 1+ ct))
A Vyhym S N(yla"'aym S u A P(y707x17"~7mn7y17"'7ym) :0)
La condicion es suficiente: Tomamos z < y, y hemos de probar que
Vi ym €N, oo ym SUA P, 2,20, .., Ty Y1y e vy Ym) = 0).

Para z = 0 es exactamente lo que afirma la dltima parte de la hipotesis.
Supongamos que 0 < z < y. Sea p, un divisor primo de 1 + zt, sea y; el resto
de dividir a; entre p,, para ¢ =1,...,m. Se cumple que y; < p,. Veamos que

14 Aqui hay que entender que ¢ y los exponentes son designadores, mientras que y, z, ;, Yj
son variables.
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1y <.

2. P(y,2,Z1,. .. Tn, Y5, ...,y5) = 0.

u
En efecto, p, | (1 + zt) | (1 +¢ct) | ] (a; — j), luego existe un j tal que
=0
0<j<wutal quep, | (a; —j), 0sea, j =a; =y7 (méd p,).

Como p,|(1 + zt), tenemos que p, {t y, como t = Q(y, u, x1,...,T,)!,

Pz >Q(y,u7331,...,:vn) > U.

Tenemos que j < u < p,, y7 < p, y, como son congruentes, ha de ser y7 = j,
luego se cumple 1).

14+ct=0=1+ 2zt (méd p.), luego z + zct = ¢+ zct (mdd p,) y de aqui que
z = c¢ (mdd p,). Tenemos también que y? = a; (méd p,), luego
Py, 2,21, o, Ty Y5y 5 Y5) = Ply,c, 21, .0 T, 01, - -« a) = 0 (méd py).
Pero |P(y,z,x1,...,Zn, 5, y5)| < Qy,u,z1,...,2,) < ps, lo que im-
plica que P(y,z,21,...,Zn, Y5, ...,y%) = 0. Esto prueba 2) y también la sufi-
ciencia.

La condicién es necesaria: La tultima parte es inmediata. Hemos de ver la
primera. Para cada 0 < z <y, sean 47, ...,y < u tales que

Py, u, @1, ... Tn, Y3y, yo,) = 0.

y
Sea t = Q(y,u,T1,...,2,)! > 0. Como [](1+ kt) =1 (mdd t), existe un
k=1
y
c¢>0tal que 1+ct = [] (14 kt).
k=1
Veamos que si 1 < k <[ <y, entonces (1 + kt,1 +It) = 1. En efecto, si
pl(1+kt)yp| (1+1t)es un divisor primo comutn, entonces p | (I — k), luego
p <y, pero Q(y,u,x1,...,2,) >y, dedonde p | t yp| (1 +kt), y asi p| 1,
contradiccion.

Por el teorema chino del resto, para cada 1 < i < m existe un a; tal que
a; = y7 (méd 1+ zt) z=1,...,y.

Como 14+ct =0 (méd 1+2zt) y 1 = —zt (mdd 1+4zt), tenemos que (c—z)t =0
(méd 1+ zt) y, como (¢, 1+ 2t) = 1, resulta que ¢ — z = 0 (méd 1+ zt), es decir,
¢ =z (mdd 1+ zt). Ahora,

Py,c, @1, .., Tny @1y ym) = P(Y, 2,21, ., Zn, Y5y .., Yo,) = 0 (méd 14 2t),

luego 1+ 2t | P(y,¢,21,...,Tpn,G1,-..,am) Yy, como los 1+ 2t son primos entre si,
su producto también divide a P, es decir 1 4+ ¢t | P(y,¢,Z1,...,Tn, 01, .., Q)
0, equivalentemente,

P(y,c,x1,...,Tpn, a1, ..., am) =0 (méd 1+ ct).
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Como a; = y? (m6d 1 + zt), tenemos que 1 + zt | a; — y?, de donde se
u

sigue que 1 + zt | ] (a; — j). Como los 1 + zt son primos entre si, también

j=0

u
1+ct| I] (a; — j) y tenemos la condicion.
j=0
Con esto hemos probado que la formula ¢ (y, z1,...,z,) equivale a

y
VueNu>0AVeta - am ENE>0Ac>0A1+ct =[] (1+kt)
k=1

ANt=Qy,u,x1,...,T,)!
u

(@ =g) A=A +ct) | ] (am = J)

A(L+ct) |
j=0 j=0

ANP(y,c,x1,...,Tpn,a1,...,05,) =0 (méd 1+ ct))

/\\/yhym eN(y17'~-aym SU/\P(y707x17"'7In7y17"'7ym) :0))

Claramente esto equivale a su vez a

Vuvctay ...amefgi .. gmhi - Pmiys - Yym ENu>0At>0Ac>0

y
ANv=u+1Ae=1+cthe=J[1+kt)Nf=Qy,u,x1,...,25) Nt = f!
k=1

ANgr=0a1=0AN--ANgm=an—0vANhi=[][(g1+E) A ANhy =[] (gm+k)
k=1 k=1

Aelhy A Nelhpm Ni=P(y,c,T1, ..., TpyG1y .-y Qm) N e i
AYlyeoosYm <uANPly,0,21,...,Zn, Y1, -, Ym) = 0).

Los resultados del apartado anterior muestran que esta tltima expresion es
diofantica. n

Ahora ya podemos probar que toda férmula 3 es diofantica. De hecho, por
el teorema 7.31 basta probar que toda formula Ag es diofantica. Si « es una for-
mula Ay, existe una sucesion de formulas «y, . .., @, = « segun la definiciéon 5.5.
Vamos a probar inductivamente que tanto «; como —«; es diofantica.

Si a; = t; = t9, donde los t; son términos sin descriptores, es facil ver
que existen polinomios P; con coeficientes naturales de modo que (en IX; se
demuestra que) t; = P;, por lo que a; es diofantica. En cuanto a —ay, es
equivalente a

Vz(ti=to+x+1Vig=1t +x+1),

luego también es diofantica, por la parte ya probada.

Si a; =t < tg, entonces es equivalente a \/x(tg = t1 + ), mientras que su
negacién es equivalente a \/x(tl =ty + x + 1), luego ambas son diofanticas.
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Si a; = -y con j < k, la conclusion es trivial. Si o; = (oj — i), con
J,k < i, de modo que o y o son diofanticas por hipétesis de induccion, al
igual que sus negaciones, entonces «; y su negacion son equivalentes a —o; V o
y o A —ay, respectivamente, luego ambas son diofénticas.

Si oy =V < yaj con j < i, entonces «; es diofantica (porque ya hemos
visto que < y lo es) y su negacién, que es equivalente a Az < y-a; es
diofantica por el teorema anterior. Por dltimo, si o = Az < Y 0j TAZONAMOS
analogamente. [

La ecuaciéon de Pell Nos falta demostrar que la funciéon z¥ es diofantica.
La prueba se basa en un estudio minucioso de las soluciones de una ecuaciéon
diofantica clasica: la ecuacion de Pell. Se trata de la ecuacion 22 — dy? = 1,
donde d es un nimero natural no cuadrado perfecto.

Las soluciones de esta ecuaciéon estan relacionadas con el anillo cuadratico
Z[Vd] = {a+bVd | a,b € Z}. Al final del capitulo anterior hemos visto que es
posible trabajar con este anillo en 3.

La norma dada por N(a + bvd) = a® — db* es multiplicativa (es decir, la
norma de un producto es el producto de las normas). Llamaremos unidades de
Z[\/d] a los enteros cuadraticos a € Z[v/d] de norma 1. De este modo, un par
(a,b) es una solucién de la ecuacion de Pell si y solo si a = a4+ bvVd € Z[Vd] es
una unidad de Z[v/d].

Como la norma es multiplicativa, el producto de unidades es una unidad,
y el inverso de una unidad es también una unidad. La solucion trivial (1,0)
se corresponde con la unidad 1 € Z[\/& ]. En lo que sigue nos restringiremos
al caso particular en que d = a? — 1, con lo que otra unidad es ¢ = a + V/d,
correspondiente a la solucion (a,1). Vamos a probar que esta unidad genera a
todas las demés y, por consiguiente, nos da todas las soluciones de la ecuaciéon
de Pell.

Teorema 7.39 Con la notacion anterior, las unidades de Z[\/d] son ezacta-
mente las de la forma £€", donde n € Z.

DEMOSTRACION: Observemos que 1 < €. La prueba se basa en que no existe
ninguna unidad tal que 1 < o < e. Si la hubiera, sea o = z + yv/d. Tenemos
que

1= (2 4+ yVd) (e — yv/d) = (a+ Vd)(a - Vd),

luego

z —yvd a++Vd €
= =—>1,

a—Vd z4+yJd a
de donde z — yvd > a —Vd y —x + yvd < —a + V/d. Por otra parte

1
r—yVd=———= <1,
Y r+yVd
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luego —1 < —x 4 yv/d. Tenemos, pues, que
1< —z+yVd< —a+Vd,

1<x+y\/g<a+\/g.

Sumando miembro a miembro queda 0 < 2yvd < 2V/d, luego 0 < y < 1,
pero y es entero.

Sea ahora 7 cualquier unidad de Z[v/d]. Cambiando 1 por —n podemos
suponer 1 > 0 y cambiando 7 por n~! podemos suponer que 1 > 1. La sucesiéon
€" es monoétona creciente y no estd acotada, por lo que existe un n tal que
€" < n < el Por consiguiente 1 < ne™" < €. Por lo que acabamos de probar
ne~ ™ =1, es decir, n = €". ]

Como € > 1, paran > 0 se cumple € > 1, 0 < e ™ < 1, =" < —1
y —1 < —e™™ < 0. Si (x,y) es una solucién natural de la ecuacion de Pell,
entonces z 4+ yv/d > 1, luego ha de ser de la forma €”.

Definicién 7.40 Si n y a > 1 son nameros naturales, definimos x,(a), y,(a)
como los nimeros naturales que cumplen €” = z,(a) + yn(a)vd, donde d =
a? — 1. Si no hay confusién omitiremos a. Notemos que zg = 1, 3o = 0.

El hecho de que sean niumeros naturales se prueba facilmente por induccion
a partir de las relaciones (7.1) méas abajo. Los pares (z,,y,) son todas las
soluciones naturales de la ecuacion de Pell.

La formula e™*" = e™eE" ge traduce inmediatamente en las relaciones

Tmtn = TmTn £ dYmYn, Ymtn = TnYm T TmYn.

En particular
T+l = ATy + dym, Ymt1 = QYm T+ Ty (7.1)

La prueba de que m™ es diofantica se basa en los siguientes resultados sobre
las soluciones de la ecuaciéon de Pell:

1' (xW/?y'n/) = 1
DEMOSTRACION: Si p | 2, ¥y p | yn, entonces p | 22 — dy2 = 1.

2. Ym | Yn syss m | n.
DEMOSTRACION: Veamos por inducciéon sobre k que ¥, | Ymr. Para
k = 0,1 es obvio.
Ym(k+1) = TmYmk T TmkYm,

luego si ym | Ymk, también y, | Ym(k+1)-

Supongamos ahora que Y., | ¥, perom tn. Sean = mg+r, con 0 < r < m.
Siq = 0, entonces n < m, luego ¥, < Ym, pues (7.1) implica que la sucesion
Ym es estrictamente creciente, luego y,, 1 y,. Por lo tanto ¢ > 0. Entonces
Yn = TrlYmg + Tmqyr. Por la parte ya probada ypm, | Ymgq, 1080 Y | Tmqyr.
Ahora bien, (Zmgq, Ymq) = 1, luego también (2,4, ym) = 1 y entonces ha
de ser ym | Yr, pero y, < ym, contradiccion.
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- Ynk = k" y, (méd y2).

DEMOSTRACION:

b o
Tk + YurVd = € = (z +y V) = 3 (5)ahyhd'?,

=0
luego
= 3 ()
i=0

impar

pero los sumandos con i > 1 son = 0 (méd 43), luego tenemos la con-
gruencia pedida.

. 9721 | Ynyn -

DEMOSTRACION: Se sigue inmediatamente de la propiedad anterior para
k=yn.

. Si y2 | ym, entonces y,, | m.

DEMOSTRACION: Por 2 sabemos que n | m. Sea m = nk. Por 3 tenemos
Ym = kxE Ly, + ry3, luego y2 | kxk~'y,. Por 1 ha de ser y, | k y, en
consecuencia, Y, | m.

- Tpyl = 20Tp — Tn-1,  Yntl = 20Yn — Yn—1-

Basta sumar las relaciones

Tnt1 = ATy + dyn, Yn+l = AQYpn + Tp,
Tp—1 = QTp *dyny Yn—1 = AYn — Tm-

. Yn =n (méd a — 1).

DEMOSTRACION: Se cumple para yo = 0 e y; = 1. Por induccién y la
propiedad anterior:

Ynt1 =2aYn —Yn—1=2n—(n—1)=n+1 (mdd a — 1).

. Sia=b(méd c), entonces

DEMOSTRACION: Para n =0, 1 se da la igualdad. Por induccién:

Yn+1(a) = 2ayn(a) — yn—1(a) = 2byn(b) — yn—1(b) = Yn+1(b) (mdd c).

Con la x se razona analogamente.

. n =y, (mdéd 2).

DEMOSTRACION: Por induccion: yn4+1 = 2aYn — Yn-1 = Yn—1 (méd 2),
luego si n es par n = yp = 0 (mdd 2) y si n es impar n = y; = 1 (mdd 2).
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11.

12.

13.

14.
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Tp—Yn(a—y) = y™ (m6d 2ay —y? —1). (Esta es la propiedad que conecta
las soluciones de la ecuacion de Pell con la exponencial.)

DEMOSTRACION: xg — yo(a —y) = 1, 21 — y1(a — y) = y, luego se cumple
paran =0, 1. Si vale para n,

L1 —Yn+1(a—Yy) = 2a(Tn—yn(a—y)) = (Tn_1—Yn-1(a—y)) = 2ay" —y"

=y ' (2ay — 1) =y 'y? =yt (méd 2ay — y? — 1).

n<yYn <Ynt1, 0" <Tp <Tpp1, Tp < (2a)n
DEMOSTRACION: Las desigualdades sobre ¥, se siguen inmediatamente
de (7.1). Para las otras, usando (7.1) y 6:

ary, < axy + dy, = 2ax, — (ax, — dy,) = 2ax, — Tp—1 = Ty < 20z,

O sea, ax, < xp+1 < 2az,. En particular z,, < z,41.

Por induccién sobre n: a® =1 =z = (2a)°. Sia™ < z,, < (2a)", entonces
a"t! <ax, < xp01 <202, < (20)"Th

Tonst; = —x; (méd x,,).

DEMOSTRACION:
Tontj = TnTntj + dynyn:tj = dyn(ynx] + xnyj)
=dylz; = (22 — 1)z; = —x; (m6d ,,).
Tynt; = x; (M6d x,).
DEMOSTRACION: Por el resultado anterior,
Tintj = Tant(2ntj) = —Tont; = €5 (MO Zy,).

Este argumento no vale si el signo es negativo y 2n < j < 4n, pero entonces
j=2n+j,conj <2ny ta_j =Ton_js = —Tj = Tonts = Tj.

Siz; =x; (méd z,) con i < j <2nyn >0, entonces i = j excepto si
a=2n=1,i=0,j=2.

DEMOSTRACION: Por 11 tenemos que 1 = 29 < 1 < -+ < Tp_1 ¥y
por 12 resulta que T, 41, Tnt2, .- ., Ton—1,Ta, SON congruentes, respectiva-
mente, con —x,_1, —Tp_2,... — T1,—Tg = —1 moédulo z,, luego vemos
que xg, ..., T, son congruentes moédulo z,, con

Ty 1 < Ty << 1 < T < Tog < Ty << Ty (7.2)

Sea
. (xp, —1)/2 six, es impar,
T /2 si x,, es par.
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15.

16.

En ambos casos, (7.1) nos da que
Tn-1 S Tnf/a<2,/2<q,

luego los nimeros (7.2) estan comprendidos entre —q y ¢. Si x,, es impar

entonces —g¢, ..., q forman un sistema de restos médulo z,,, luego los ni-
meros (7.2) son no congruentes dos a dos y el resultado esta probado. Si
T, es par entonces un sistema de restos lo forman los ntimeros —g+1,...,¢

y la conclusion es la misma salvo si x,_1 = g, en cuyo caso ¢ = n — 1,
j =n+ 1 contradicen lo que queremos probar.

Por (7.1), si axp—1+dyn—1 = &, = 2q = 22,1, entonces a = 2, y,—1 =0,
n=1,i=0yj=2.

Sia; =a; (méd z,) con 0 < i <ny0<j<4n, entonces j =i o bien
j=4n—1i.

DEMOSTRACION: Supongamos que j < 2n. Entonces por el resultado
anterior tenemos que ¢ = j salvosi n = 1, ¢ = 2, 5 = 0, pero entonces
i > n, lo cual es imposible.

Supongamos que j > 2n. Sea j' = 4n — j. Asi 0 < 5/ < 2n y por 13 se
sigue cumpliendo z; = z; = ;7 (méd z,), y ahora concluimos que ¢ = j'.
Si0<i<nyax; =x; (méd z,), entonces j = i (méd 4n).

DEMOSTRACION: Sea j = 4ng + j' con 0 < j/ < 4n. Por 13 tenemos
que T; = Typ(g—1)+; (M6d x,,) y, tras ¢ pasos, llegamos a que x; = x;

(méd x,,). Por el resultado anterior, o bien ¢ = j’ o bien i = 4n — j', luego
j =7 =4i(méd 4n).

La funcién exponencial Finalmente estamos en condiciones de probar que
la funcién exponencial m = n* es diofantica. Estas son las ecuaciones que la

caracterizan:
I 22— (a®> - 1)y? =1,
II u? — (a? = 1)v? =1,
11 s2— (-1t =1,
v v =ry?,
\Y b=1+4(p+1ly=a+(¢+1)u,
VI s = + cu,
VII t =k +4dy,
VIII y=k+e,
IX r=T+1,y=y+lL,u=u+1l,v=0+1,t=t+1,
X (x —y(a—n) —m)? = f2(2an —n? — 1)?,
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XI m+g+1=2an—n?-1,
XIT w=n+h+1=k+1+1,
XIIT a? — (w? —)(w—-1)>%*z+1)?2=1.

Lo probaremos en varios pasos. En primer lugar vemos que las primeras
ecuaciones caracterizan a las soluciones de la ecuaciéon de Pell:

Teorema 7.41 Seana, x, k€ N,a > 1, k> 0. Elsistemal—IX tiene solucion
natural para las demds variables si y sdlo si x = zi(a).

DEMOSTRACION: Supongamos que el sistema tiene soluciéon. Las referen-
cias formadas por un dnico nimero arabigo corresponden a los resultados del
apartado anterior.

Por V tenemos b > a > 1.

Por I, IT, Il y IX existen ¢, j, n > 0 tales que z = z;(a), y = yi(a), u = z,(a),
v=1yp(a), s =x;(b), t = y;(b).

Por IV, y < v, luego i < n.

Por Vy VI, b = a (méd z,(a)), z;(b) = z;(a) (mdd z,(a)).

Por 8, z;(b) = z;(a) (méd z,(a)), luego z;(a) = z;(a) (mdd z,(a)).

Por 16,
Jj = +i (mébd 4n). (7.3)

Por 1V, y;(a)? | yn(a), de donde, por 5, y;(a) | n.

Por (7.3) tenemos

j = +i (mdd 4y;(a)). (7.4)
Por V, b =1 (méd 4y;(a)) y por 7,
y;(b) = 7 (méd 4y;(a)). (7.5)
Por VII
y;(b) = k (m6d 4y (a). (7.6)
Por (7.4), (7.5) vy (7.6),
k = +i (méd 4y;(a)). (7.7)

Por VIIL, k£ < y;(a) y por 11, ¢ < y;(a). Como los nimeros —2y+1, ..., 2y son
un sistema de restos moédulo 4y, necesariamente k = i, y asi, z = z;(a) = zx(a).

Supongamos ahora que = z(a), y = yi(a). Entonces se cumple 1.
Sea m = 2kyi(a) > 0, u = xy(a) > 0, v = ym(a) > 0. Se cumple II.

Por 4y 2, 4* = yx(a)? | Ykyy(a)(@) | Ym(a) = v. Se cumple IV.
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Por 9, y,,(a) = v es par y por 1, u = x,,(a) cumple (u,v) = 1. En particular
es impar.

También (u,4y) = 1, pues, como u es impar e y | v,
(u,4y) = (u,y) | (u,v) = 1.
Por el teorema chino del resto existe un by tal que
bp = 1 (méd 4y) y by = a (méd u),

y cualquier b = by + 4juy cumple lo mismo. Se cumple V.
Sean s = zx(b), t = yx(b). Se cumplen III y IX.

Como b > a, se cumple s = z,(b) > zr(a) = = (a partir de (7.1) se razona
por induccion sobre k > 0 que z(b) > ki(a), yi(b) > yi(a)).

Por 8, s =z (méd w). Se cumple VI.

Por 11, k < yx(b) =t y por 7, t =k (méd b — 1).

Por V, 4y | b — 1, luego t = k (méd 4y). Se cumple VII.

Por 11, k < yi(a) = y. Se cumple VIIIL. n

Para ocuparnos de las cuatro ecuaciones que faltan, necesitamos una obser-
vacion sencilla:

Teorema 7.42 Sia > y*, y >0, k > 0, entonces 2ay — y> — 1 > y*.
DEMOSTRACION: Basta observar que
20y —y* —1=a’-1—-(a—y)?>a®>-1—-(a—1)>=2a—-2>a>y"
La primera desigualdad es porque y < y* < a, y la segunda porque a > 2). m

Teorema 7.43 Si m, n, k son naturales no nulos, entonces m = nF si y sdlo

st el sistema de ecuaciones I-XIII tiene solucion natural en las demds variables.

DEMOSTRACION: Supongamos que el sistema tiene solucién. Por XIT w > 1,
luego por XIII, a > 1. Por 7.41, las primeras ecuaciones implican que = z(a),

y = yr(a).

Por 10, 21 (a) — yx(a)(a —n) = n* (méd 2an —n? — 1), luego por X, tenemos
que m = n* (méd 2an —n? —1).

Por XII, k£, n < w.
Por XIII, existe un j > 0 tal que a = z;(w), (w — 1)(z + 1) = y;(w).
Por 7, j=(w—1)(z4+1) =0 (méd w — 1). Por consiguiente j > w — 1.

Por 11, a = zj(w) > w’ > w*~! > n*.
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Por XI, m < 2an —n? — 1y, por el teorema anterior, n* < 2an —n? — 1.

Como m y n* son congruentes y menores que el modulo, necesariamente

m:nk.

Supongamos ahora que m = n*. Tomemos w > n, w > k. Se cumple XII.

Sea a = xy—1(w) > 1. Por 7, yy—1(w) = (w—1) = 0 (méd w — 1), luego
Yw—1(w) = (w —1)(z + 1), para un z. Se cumple XIII.

Por 11, a = 24 1(w) > w®™' > nF luego podemos aplicar el teorema
anterior y 2an — n? — 1 > n* = m. Se cumple XI

Sean = = x1(a), y = yr(a). Por 10, z — y(a —n) = n* (méd 2an — n? — 1).
Se cumple X. Las ecuaciones I-IX se cumplen por 7.41. L]

Eliminar la restriccion sobre que m, n y k sean no nulos es muy facil:
m=n" < (mM#A0An#£0ANk#0Am=nF)

Vim=1Ak=0)V(m=0An=0Ak>0)

y las tres formulas son diofanticas.



Capitulo VIII

La formalizaciéon de la l6gica

Cuando introdujimos los lenguajes formales explicamos que no es imprescin-
dible considerar que los signos de un lenguaje formal sean signos en el sentido
propio de la palabra, es decir, “garabatos” trazables en un papel, sino que per-
fectamente pueden ser conceptos abstractos. En la préctica, es irrelevante que
el implicador de £, sea una flechita, un patito o, simplemente, “el implicador
de £,”, igual que el ntmero 4 es simplemente “el naimero 4”. En particular ex-
plicamos que podriamos considerar que los signos de un lenguaje formal £ son
numeros naturales.

Si lo vemos asi, las formulas de £ son sucesiones finitas de nimeros naturales,
y las demostraciones en una teoria axiomética sobre £ son sucesiones finitas
de sucesiones finitas de nameros naturales (que a su vez se pueden identificar
con nimeros naturales segin explicamos en la seccién 5.6), y esto plantea la
posibilidad de formalizar el célculo deductivo en AP. En este capitulo veremos
que es posible hacerlo, de hecho, en I¥; y y en el siguiente veremos que esta
posibilidad tiene consecuencias impactantes.

Si el lector es mas tradicional y prefiere considerar que los signos de un
lenguaje formal son “garabatos” trazables en un papel, lo tinico que tiene que
hacer para seguir este capitulo es que asignar a cada uno de ellos (con el criterio
que prefiera) un ntumero natural distinto, al que tradicionalmente se le llama su
numero de Gddel. De este modo, cuando hablemos de un signo de £ considerado
como numero natural, el lector puede entender que hablamos del nimero de
Godel de dicho signo. Similarmente, cuando consideremos a una cadena de
signos de £ como una sucesiéon finita de nimeros naturales, el lector puede
entender que hablamos de la sucesion de los numeros de Godel de sus signos, que
a su vez puede codificarse con un niamero natural. Esto nos permite considerar
que las cadenas de signos de £ (en particular sus expresiones) son numeros
naturales, o bien que cada una de ellas tiene asignado un ntmero natural, al
que también se llama su ntmero de Go6del. Similarmente, podemos considerar
que cada sucesion de cadenas finitas de signos de £ (en particular cada deduccion
logica) es o tiene asignado un nimero natural, que, desde el segundo punto de
vista, se llama también “ntimero de Gddel de la deduccion”.

283
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Como el lector podra comprobar, considerar que los signos de un lenguaje
formal son ntimeros naturales es simplemente una forma préctica e inofensiva de
evitar cientos de veces la coletilla “el nimero de Godel de” en todo cuanto diga-
mos. Todo lo que sigue son definiciones y teoremas en I¥; (cuyas traducciones
naturales son, por lo tanto, teoremas de KP y de Z*).

La primera seccién es puramente técnica. El lector puede plantearse la posi-
bilidad de leerla superficialmente, sin preocuparse por los detalles, simplemente
para convencerse de que I¥; es suficiente para formalizar los hechos que co-
nocemos sobre los lenguajes formales y su gramética si consideramos que los
signos, cadenas de signos y sucesiones de cadenas de signos son meros niimeros
naturales. Todos los detalles son irrelevantes. Lo mismo se aplica a la tercera
seccion, donde mostramos en en ¥, se puede formalizar la prueba del teorema
de X1-completitud de Q. Lo tnico que vamos a necesitar de dicha seccién son
las condiciones de Hilbert-Bernays que demostramos al final del capitulo. En
cambio, el lector deberia prestar especial atenciéon a la seccién 2, en la que estu-
diamos la relacion entre una teoria metamatemaética y su formalizacion en I3,
pues entender la situacion es fundamental para entender los resultados del ca-
pitulo siguiente y muchos hechos mas de la l6gica matematica.

8.1 Lenguajes y teorias formales

Definicion 8.1 Un lenguaje formal £ esta determinado por cinco designadores,
il
que representaremos por ', ™—71 A ,T, =" (de £, o Lt.), cuatro formulas de

tipo Aj, que representaremos’ por x € Var(£), z € Rel(£), z € Fn(L) y
Nar(x,n), con las variables libres indicadas, de modo que en I se demuestra?
lo siguiente:

1. Cada signo de £ pertenece a una tnica categoria, es decir:
AN E N AT AT A E A A E T AN T
A="¢ Var(L) A ™" ¢ Rel(£) A= ¢ Fn(L)

AT=7¢ Var(L) A™=71¢ Rel(L) A™=7¢ Fn(L)

AN ¢ Var(£) A A ¢ Rel(£) A A ¢ Fn()

A ¢ Var(£) A ¢ Rel(£) A'| ¢ Fn(L)

Az € Var(L) (z ¢ Rel(£) Az ¢ Fn(L)) A Az € Rel(£) = ¢ Fn(L).

2. Az(z € Rel(L) V o € Fn(L) — \:L/nNar(J;, n)).

3. =€ Rel(£L) A Nar(™=1,2).

4. Na(a es finito — Vr € Var(L) = ¢ a).

1Léanse: “x es una variable”, “x es un relator”, “’z es un funtor” y “n” es el ntmero de

argumentos de x”, respectivamente.

2Si quisiéramos trabajar en KP en lugar de en I¥7, necesitariamos exigir que los signos
sean nimeros naturales, es decir, ™, ™7, r/\_‘7 T, =1 € N, Az(z € Var(£) V x € Rel(L) V
z € Fn(L) — = € N), asi como que, en 2. el n que cumple Nar(z,n) sea un nimero natural.
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Usaremos los dngulos de Quine siempre que puedan darse confusiones entre
los signos logicos metamatematicos y los signos logicos en el sentido de la defi-
nicion anterior. Por ejemplo, en lugar de escribir =# — escribimos ="' # "'y
asi queda claro que se trata de la negacion de la férmula que resulta de igualar
los designadores ="y "=

En estas condiciones, escribiremos Nar(z) = n|Nar(z,n), que es un tér-
mino Ay, y escribiremos z € Const(£) = z € Fn(£L) A Nar(z) = 0, que es una
formula A4, y

7
rE€Rng(L)=r="="Va="51Vve= A \/ac:T

Va e Var(L) Vo € Rel(L) Vo € Fn(L),

que también es una formula A;.

Ejemplos (Comparar con la definicion de la pagina 14) El lenguaje I_La—l es el
determinado por los designadores

=10, =11, A'=12, =13, =1=5,
y por las formulas A
r€Var(L,)=Vn<zax=2" z¢cRel(l,) =x=05,
reFn(ly,)=ax=3Va=6Ve=7VvVe=9,
Nar(z,n)=(x=3An=0)V(z=6An=1)
V(z=5Vvae=7TVa=9) An=2).

Cuando trabajemos con este lenguaje formal escribiremos 0' =3, 'S = 6,
ftl=7yT=09.

El lenguaje I_Ltc—l es el determinado por los designadores
—'=10, ™—'=11, I—/\—I =12, I_|—I =13, ='=5,
y por las formulas A
r N n
xEVar(LtC):\/nSxa::2 ,
T € Rel(rLtc—l) =x=5Vax=0, T € an(l—[/tcj) =x#u,
Nar(z,n) =n = 2.
Cuando trabajemos con este lenguaje representaremos ' €' = 6. m

En lo que sigue suponemos fijado un lenguaje formal £.
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Definicién 8.2 Llamaremos cadenas de signos de £ a las sucesiones finitas® de
signos de £, es decir,

s € Cad(L) = An(n < £(s) — s, € Rng(L)).
Similarmente,
s € SucCad(L) = An(n < £(s) — s, € Cad(L)).
Usando el teorema 5.57, podemos definir un término A; que cumple:
As € SucCad(£)(Cnct(s,0) = @ A Ni < £(s) Cnct(s,i+ 1) = Cnct(s,i)7s;).

Definimos Concat(s) = Cnct(s, £(s)), que también es un término A;. Cuando
s € SucCad(L) y £(s) = n + 1, escribiremos sq - - s, = Concat(s), que es la
sucesion que resulta de concatenar los términos de s vistos como sucesiones.

Abreviaremos T's = sp € Var(L) V sg € Fn(L) V sg = ,_|—I y

r,

Fs=sp€Rel(L)Vsg="""Vsy="="Vso= A\,

que son dos formulas Aj.

Diremos que s es una sucesion de expresiones de £ si cumple
sucexp(s) = s € SucCad(L) A Ai < £(s)(---),

donde los puntos suspensivos representan la disyuncion de las formulas siguien-
tes:

1. Va(x € Var(£) A s; = (x)),
2. Ve(e € Const(L) A s; = {c)),

3. Vtf(t € SucCad(L) A Nj < L(t)VEk <i (Tsp At = si)
A fe€Fn(L) ANar(f) =£(t) As; = {f)" Concat(t)),

4. VtR(t € SucCad(L) A Nj < (t)Vk <i (Tsi Aty = s,)
A R € Rel(L) A Nar(f) =£(t) A s; = (R)" Concat(t)),

5 Vk <i(Fsp A s;="""s1),

6. VEl <i(Fsp A Fsp A s; =175, 51),

r,

7. VaVk <i(z € Var(L) A Fsp Asi = N7 () sp),

8. VzVk <i(z € Var(L) A Fsp A s; = T“ (x)" s1).

3Véase la seccion 5.6.
4Se trata de una formula A1, pues podemos acotar el cuantificador An < s.
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Diremos que € es una expresion de £ si cumple:
6 € Exp(£) = Vs\VVm(sucexp(s) A €(s) =m + 1A s, = 0).

Es inmediato que si s es una sucesion de expresiones y m < £(), entonces
la restriccion s|7,, también es una sucesion de expresiones, lo cual significa a su
vez que que todas las cadenas s; son expresiones de L.

En principio, la formula sucexp(s) es X1, pero es facil ver que de hecho es A;.
So6lo hemos de comprobar que las variables que hemos dejado sin acotar en la
definicién pueden acotarse. Claramente, todas se acotan por s salvo a lo sumo
la t de 3. y 4. Para acotar esta ¢ definiremos algunos conceptos que usaremos a
menudo en acotaciones:

Definicion 8.3 El teorema 5.57 nos permite definir
Rng(s,0) = @ A AnRng(s,n + 1) = Rng(s,n) U {s,},

donde usamos que la formula ¢(s,n,z,y) =y = z U {s,} es 1. A su vez, si
definimos
Rng(s) = Rng(s, £(s) + 1),

tenemos que Rng(s) es Aj y es el conjunto de todos los términos de la sucesion
s. Similarmente, usando

Yla,n,z,y) = Au€y(l(u) =n+1Aul, €xAu, €a)A
Nu € z\v € a(u™ (v) € y),
podemos definir un término a™ de tipo A; que cumple
a® = (0) A NAn(Au € a™ ™ (l(u) =n+1Aul, €a" Au, €a) A
Nu€a™ Avea(u™ (v) €a™tt)),

con lo que a™ es el conjunto de todas las sucesiones de longitud n cuyos términos
estan en a. A su vez, definimos

<n _
a<"=0AAna~" =a~"Ua", as" = g<"th

De este modo a=" es el conjunto de todas las sucesiones de longitud < n cuyos
términos estan en a. Finalmente, definimos el término A,

Sub(s) = Rng(s)=4®),

que es el conjunto de todas las sucesiones de longitud < £(s) de términos de la
sucesion s.

Volviendo a la definicién de sucexp(s), ahora ya podemos acotar t € Sub(s).
Mas precisamente, tenemos que

sucexp(s) +» Vz(z = Sub(s) A sucexp(s)*) <+ Az(z = Sub(s) — sucexp(s)*),

donde subexp(s)* es la definicion que hemos dado de subexp(s), pero acotando
por s las variables que hemos dejado sin acotar, excepto la t de 3. y 4, que las
acotamos por z. Esto prueba que la formula es A.
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Veamos ahora que la formula § € Exp(L) también es A;. Para ello ob-
servamos que si una sucesion de expresiones s define a 0 (es decir, tiene a 6
como ultima expresion), entonces la sucesion que resulta de eliminar todos los
términos de s que no son subsucesiones de 6, asi como las expresiones repetidas
(dejando solo la que aparezca antes en la sucesion) es también una sucesiéon de
expresiones que define a 6. En otras palabras, que en la definicién de expresion
no perdemos generalidad si suponemos que la sucesiéon s no tiene repeticiones
y que todos sus elementos son subsucesiones de . Observamos entonces que el
namero de subsucesiones de 6 de longitud ¢ < ¢(6) sera a lo sumo £(6), luego el
nimero total de subsucesiones de £(6) no sera superior a £(6)2. Por consiguiente

c (Rng(g)sw))ge(e)?
Por consiguiente,
0 € Exp(L) ¢ Nkz(k = £(0)2 A z = (Rng(0)SUO)<HO? _,
Vs € z2Vm < k(sucexp(s) A U(s) =m + 1 A s, = 0)),
luego la formula es IT; y, por lo tanto, Aj.

Definicion 8.4 Definimos los términos y las férmulas de un lenguaje formal
mediante las formulas siguientes (de tipo Ay):

6 € Term(L) =0 € Exp(L) A T9,

6 € Form(L) =60 € Exp(L) A FO.

A partir de aqui utilizaremos las versiones formales de los convenios de no-
tacion sobre expresiones que venimos usando a nivel metamateméatico. Por
ejemplo, en lugar de escribir (=) a3 escribiremos a — B3, en lugar de
(—,=)" o™ f escribiremos « V 3, etc. También evitaremos la distincion en-
tre un signo z y la cadena de signos (z) de longitud 1 cuando el contexto deje
claro a cudl nos estamos refiriendo.

Ahora es inmediato que las condiciones de la definicién de sucesiéon de ex-
presiones equivalen a las siguientes:

1. Va(z € Var(£) A s; = 2),
2. Ve(c € Const(L) A s; = c),

3. Vtfn(t € SucCad(L) A L(t) =n+ 1A f € Fn(L) ANar(f) =n+1
AN <nVk <i (s € Term(L) Atj =s) Asi= fto - tn),

4. VtRn(t € SucCad(L) A L(t) =n+1 A R € Rel(£) A Nar(f) =
AN <nVEk <i (s € Term(L) Atj = s,) Asi= Rty ty),

VE <i(s), € Form(£) A s; = =sy,),

VEl < i(sy, s, € Form(£) A s; = s — 51),

VaVk < i(z € Var(£) A sg € Form(£) A s; = Ax sp),
VaVk < i(z € Var(£) A si € Form(£) A s; = x|sg).

S
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Es facil ver entonces que todo término de £ es de la forma = (una variable),
¢ (una constante), una sucesion de la forma ftg---t,, donde f es un funtor
n + 1-adico y cada ¢; es un término o bien z|a, donde z es una variable y «
una féormula. Similarmente, toda formula de £ es de la forma Rtq - - - t,, donde
R es un relator n + 1-adico y cada t; es un término, o bien —a, o — 3 o Aza,
donde « y 8 son formulas. Ademés, toda sucesion construida de esta forma es
un término o una férmula.

El principio de Yi-induccién se particulariza a un principio de induccion
sobre expresiones:

Teorema 8.5 Sea ¢(z) una formula Xy tal vez con mds variables libres. Si
suponemos lo siguiente:

1. Nz € Var(£L) ¢(x),
2. Nc € Const(L) ¢(c),

3. Nfnt(f € Fn(L) ANar(f) =n+1ALE) =n+1A
Ni<n (ti € Term(L) A §(t:) = ¢(fto -+ tn)),

4. NBRnt(f € Rel(L) ANar(R) =n+1ALt)=n+1A
Ni <n (t; € Term(L) A ¢(t;)) — ¢(Rto---t,)),

5. Na(a € Form(£) A ¢(a) = ¢(—a)),

6. NaB(a, 8 € Form(£) A g(a) A $(8) — dla — B)),

7. Naa(z € Var(£) A a € Form(£) A ¢(a) — ¢(Aza)),

8. Nza(z € Var(£) A a € Form(£) A ¢(a) — é(z]a)),
entonces N0 € Exp(£) ¢(0).

DEMOSTRACION: Dada una expresion cualquiera €, basta tomar una suce-
sion de expresiones s que defina a 6 y probar A\i < £(0) ¢(s;) por induccion
sobre 1. [

También podemos definir funciones recurrentemente sobre expresiones:

Teorema 8.6 Dadas funciones F,(x), Fe(z), Fi(f.t,t"), Fu(R,t,t"), Fug(o,y),
Fimp(, 8,9y, 2), Fgen(x,0,y), Faesc(, 0, y) de tipo 31, existe una funcion (tam-
bién ¥1) F : Exp(L) — V tal que

1. Nz € Var(£) F(z) = F,(x),
2. N\c € Const(L) F(c) = F.(c),

3. Nf € Fn(L)AnAtt Nar(f) =n+ 1ALt =n+1ALH)=n+1A
Ni <n (t; € Term(L) A th = F(t;)) A F(fto...tn) = Fin(f, 1, 1)),
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. AR € Rel(O)An/A\tt!(Nar(f) =n+1ALE) =n+1ALE)=n+1A

Ni <n (t; € Term(L) At = F(t;)) A F(Rty . ..t,) = Fu(R,t,t"),

Aa € Form(£L) F(—a) = Fug(a, F(a)),

Naf € Form(£) Fla— B) = Fump(ar, B, F(a), F(8)),
Aa € Form(£) Az € Var(£) F(Aza) = Fyen(z, a, F()),
Aa € Form(£)A\x € Var(L) F(z|a) = Faese(z, o, F(a)).

DEMOSTRACION: Basta tomar como F' la funcién definida por la férmula

(0, ) = Vss'\Vm(sucexp(s) A l(s) =m+1AL(s)=m+1A

Sm=0ANy=s,ANi<m--.),

donde los puntos suspensivos son la disyuncién de las férmulas siguientes:

1.
2.
3.

Vz(x € Var(L) A s; = x A s, = F,()),
Ve(e € Const(L) A s; = c A sl = Fo(c)),

Vitt' fn(t € SucCad(L) A L(t) =n+1ALEH)=n+1
A feFn(L)ANar(f)=n+1A

/\jgn\/k<i(skGTerm(L)/\tj:sk/\t;-:s;)/\si:fto-~-

A sy = F(f,t,t)),
Vitt'Rn(t € SucCad(L) Al(t) =n+1ALH)=n+1
A feRel(L) ANar(f)=n+1A

/\jgn\/k<i(skGTerm(ﬂ)/\tjzsk/\t;:.sgc)/\si:Rtou-

A s; = Fu(R,1,1)),
Vk < i(sy € Form(£L) A s; = =8 A 8, = Fug(sk, s5.))s

Vkl < i(sg, s € Form(L) A s; = s — 51 A ). = Fimp(sk, s1, 8%, 57)),

VzVk <i(z € Var(L) A s € Form(£) A s; = Ax sy,
N 8§ = Fyen(, sk, 5},)),
VaVk < i(z € Var(£) A si € Form(£) A s; = x|sg

A 8, = Faesc(, sk, $},))-

Claramente la formula es X;. Para probar que A0 € Exp(L)Vy ¢(0,y)
basta ver que si s es una sucesion de expresiones que define a 6 y £(s) =m + 1,
entonces

Ni<m+1Vs'(U(s) =3 A Ni<j--),

donde los puntos suspensivos son la disyuncion de las formulas 1-8 de la defi-
nicién de ¢. Como la férmula tras el Aj es X1, podemos razonar por induccion
sobre j. Para j = 0 es trivial. Supuesto cierto para j, sea s’ la sucesiéon corres-
pondiente y distinguimos casos segun la condicion de la definicién de sucesion
de expresiones que cumpla s;:
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1. Si s; es una variable, tomamos s” = s’ (F,(s;)),
2. Si s; es una constante, tomamos s” = s’ (F.(s;))),

3. Sisj = fto---ty, donde ¢t cumple lo requerido por la definicién de sucesion
de expresiones, definimos por recurrencia otra sucesion t’' tal que

N <nk < j(t; = s < t, = s},),
y entonces definimos s” = s’ (Fy, (f, t,t')).
4. Si s; = Rtg---t,, definimos s” de forma anéloga,

5. Si sj = —sy, para cierto k < j, definimos s” = '™

casos restantes son similares a éste.

(Fneg(sk, 1,)), v los

Una comprobacion rutinaria muestra que s’ cumple lo requerido, y aplicando
esto a j = m + 1 obtenemos un s’ tal que y = s/, cumple ¢(6,y).

1

Para probar que A0 € Exp(L)Vy ¢(0,y) basta probar que si s y 5 son
sucesiones de expresiones de longitudes m 4+ 1 y m + 1 respectivamente, que
definen a 6 y s’ y § cumplen la definicion de ¢, entonces s/, = 5. A su vez
basta probar que

Ni <mNAi' < m(s; =5y — s, = 8.).

Como la formula tras /i es Ay, podemos razonar por induccién sobre 7.
Suponemos que el resultado es cierto para todo j < 7y que s; = 5. Nuevamente
hemos de distinguir casos segiin qué apartado de la definiciéon de sucesién de
expresiones cumple s;. Consideraremos tnicamente el caso c¢), pues los demas
son mas sencillos. Tenemos entonces que s; = §; = ftg -+ ty.

Para cada j < n, tenemos que ¢; = sy, para cierto k < i y también ¢; = 53/,
para cierto k' < ¢’. Por hipoétesis de induccién s), = §,, luego la sucesion
t’ que cumple la definicién de ¢ es la misma en los dos casos. Por lo tanto,
S; = an(fatat/) =S5

Por tltimo, es inmediato que si s y s’ cumplen la definicién de ¢, entonces
Ni<m s, = F(s;), de donde a su vez se sigue que F' cumple lo pedido. =

Variables libres Como primera aplicacion, el teorema anterior nos permite
definir el conjunto de las variables libres en una expresion:

Definiciéon 8.7 Llamaremos V1ib(0) (el conjunto de las variables libres en 9) al
término A; dado por el teorema anterior de modo que cumpla:

1. Vlib(z) = {z},
2. Vlib(c) = 2,
3. Vlib(ftg---t,) = Vlib(to) U --- U Vlib(¢,,),
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4. VIib(Rtg - - - tn) = Vlib(to) U - - - U Vlib(t,,),
5. Vlib(—a) = Vlib(«),

(
(
6. Vlib(aw — B) = Vlib(ar) U Vlib(B),
7. Vlib(Aza) = Vlib(a) \ {z},

(

8. Vlib(z|a) = Vlib(«) \ {z}.

Por ejemplo, el caso 3) esta definido mediante Fy,(f,¢,t') = |JRng(t'), que
es claramente Ay, e igualmente se comprueban los otros casos.

El conjunto Vlig(8) de variables ligadas en 6 se define igualmente, cambiando
tan solo Vlig(x) = @, Vlig(Aza) = Vlig(a) U {z}, Vlig(z|a) = Vlig(a) U {z}.

También podemos definir el conjunto V' (#) de variables de 6, aunque en este
caso no necesitamos una definicién recurrente:

V(0) = {x € Rug(d) | z € Var(L)}.

Una simple induccion (aplicando 8.5) prueba que V() = V1ib(6) U V1ib(0).
Como V (#) es obviamente un conjunto finito, lo mismo vale para los otros dos.

Sustitucion En la definicion de lenguaje formal hemos exigido que las varia-
bles de £ no sean un conjunto finito, por lo que podemos definir

MV(9) = z|(z € Var(L) Az ¢ V(0) A Ny(y € Var(L) Ay < z) — y € V(6))),
es decir, MV(#) es la menor variable que no esta en 6.

Teorema 8.8 Emiste un término SLO de tipo Ay para el que se demuestran las
propiedades siguientes:

1. Sty—{t stYy=1,

y siyF o,
2. 8te=c,
3. 8t fto--tn, = fSttg---Stt,,
4. SLRtg---t, = RSLty---SLt,,
5. 8t —a =-sta,
6. SL(a — f) =SLa —8.j,

Nya si x ¢ Vib(Aya),

7. 8t Aya = Aysta  siz € Viib(Aya) Ay ¢ Vlib(t),

Nz8Lsia  sixz e Viib(Aya) Ay € VIib(t)
Az=MV(Aya Ay =1),
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ylo st x ¢ Vlib(y|a),

y|Sta  six € Vlib(yla) Ay ¢ Vlib(t),

z|stsia six € Vlib(yla) Ay € Vib(t)
Az=MV(Aya Ay =t).

8. Styla=

DEMOSTRACION: Observemos que no podemos aplicar el teorema 8.6 porque
el apartado 7) no define St Aya en términos de z, o, Sta, y lo mismo vale para
el apartado 8).

Es facil definir el conjunto v,, formado por las n primeras variables de £, asi
como probar que el término v, es A;. Consideremos la formula 34

H(z,t,0,0") = Vpvgd(p =L(0) +£(t) + 1 Av =1,

A d = {6y € (Rng(f) Uv)<{O*L | gy e Exp(L)}
ANg:(vU{z}) x (vU{t}) xd — Exp(L) A0 = g(z,t,0)
ANETO(EevU{a} AT EVU{t} NGy Ed— --+)),
donde los puntos suspensivos son la disyuncién de las formulas siguientes:
1. Vyly € Var(£) 7y =
ANy =& Ng(&700) =7)V(y#EAg(& T 0) = bo),
2. Ve(c € Const(L) A by =c A g(&,T,00) = ),
3. Vftt'n(b(t) = (') =n+ 1A f € Fn(L)
ANby = fto-- -ty ANi <t =g(&7,t:) Ag(&,7,00) = [t 1)),
4. VRtt'n(l(t) = 4(t') =n+ 1A f € Rel(L)
Ao =Rtog--t, ANNi <nt]=g(&7,t;) Ag(&7,00) = fRty---t],),
5. Va(by = —a A g(&,7,00) = ~g(&,7,a)),
6. Vap(ly=a— BAg(&7,00) = (9(&.0) = g(& 7. 8))),

7. Vyza(6y = Nya A 2 = MV (Aya Ay = 1) A ((€ ¢ V1ib(6p) A g(&,7,60) =
0o) V (£ € Vlib(0) Ay ¢ VIib(1) A g(&,7.00) = Ayg(&,m,0)) V (€ €
Vlib(6o) Ay € VIib(1) A g(&,7,00) = Az g(&, 7, 9(y, 2, )))),

8. Vyza(fy = yla A z=MV(Aya Ay =71) A ((€ ¢ VIib(0o) A g(&,7,00) =
0o) vV (£ € Vlib(6o) Ay & VIib(7) A g(§ 7. 600) = ylg(§,7,0)) V (€ €
Vlib(6o) Ay € VIib(1) A g(&,7,60) = 2|g(&,7,9(y, 2, @)))).

Lo que afirma ¢ es que g es una funciéon definida sobre todas las ternas
(&, 7,6p) tales que £ es una variable de entre las que aparecen en 6 o de entre las
del conjunto v formado por las p = £(0) +£(t) + 1 primeras variables de £, o bien
& =z, asuvez T es una variable de v o bien el término ¢ y 6y es una expresion
formada por signos que aparezcan en 6 o en v de longitud < ¢(f). Ademas, g
cumple exactamente las propiedades requeridas para que g(&, 7, 6p) sea SEHO.
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La eleccion del conjunto v se ha hecho para que en los apartados 7) y 8)
podamos afirmar que z € v, pues las variables que estan en 6y o en 7 son a lo
sumo £(0y) + £(7) < £(0) + £(t) < p, luego alguna variable de v no esta en 6y
ni en 7, luego z € v. Entonces g(y, z, ) esta bien definido y es una expresion
de la misma longitud que «, formada por signos de Rng(#) U v, por lo que
9(&,71,9(y, z,)) también esta definido. Lo mismo se aplica al apartado 8).

Hay que probar que existe una g que cumple la definicién de ¢, para lo cual
fijamos z,t,60 y probamos por induccion sobre | que para [ < () + 1 existe una

gt (wU{z}) x (vU{t}) x {6 € (Rng(d) Uv)<' | € Exp(£)} — Exp(£)

que cumple las propiedades indicadas. La induccién es ¥;, se cumple trivial-
mente para [ = 0 y, dada una g definida para féormulas de longitud < I, las
propiedades determinan cémo extenderla a formulas de longitud .

También es facil ver que las propiedades implican que g es tnica, por lo que

Az € Var(L)At € Term(L)\0 € Exp(L)\l/G' o(x,t,0,0"),

y entonces es facil ver que 8.0 = ¢'|¢(z,t,6,6’) cumple lo pedido. "

Sustitucion simultanea Vamos a necesitar un concepto de sustituciéon simul-
tanea de varias variables por varios términos en una expresion. Por simplicidad
supondremos que los términos son designadores, es decir, que no tienen variables
libres, que es el inico caso que vamos a necesitar.

Definicion 8.9 Sea d un conjunto finito de variables de £, sea e un conjunto
finito de designadores de £, sea v : d — e una aplicacion arbitraria y sea
y C Pd tal que Aab(a CbAbEy — acy). El teorema 8.6 nos da una funcion
F,, : Exp(£) — V de tipo X; tal que, para toda 6 € Exp(£L), se cumple que
F,4(0) : y — Exp(L) y, si representamos S,0 = F, ,(0)(a), se cumple

1. Si x es una variable de £, entonces

S.(2) = {v(az) six € a,

x six ¢ a.
2. S,c=c.
3. Sufto- tn = fSato - Satn.
4. SRty -t, = RSqtg---Satn.

(@)}
0
S]

]
£
I
|
n

S]
Q

o N>
wn
s
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Es facil ver que esta definicion puede expresarse ciertamente en los términos
requeridos por el teorema 8.6, es decir, en términos de funciones ;. El hecho
de que d e y no intervengan explicitamente en las condiciones anteriores tiene
una consecuencia clara: sid C d',y Cy', v’ : d — €' y v = v'|4, entonces, para
todo a € y y toda expresion 6 de £, se cumple que S,60 es el mismo calculado
conv, d,yoconv', d,y (serazona por inducciéon sobre 6 sin més que constatar
que la definicién es la misma en todos los casos).

Tenemos asi que S,6 es un término A; (con variables libres 6, a, v, y) que
representa la expresion que resulta de sustituir en 6 cada variable x € a por el
designador v(z). La relacion con la sustitucion ordinaria de una tnica variable
es la siguiente:

Na € yAx € a S.0 = s};@)sa\{z}e.

Esto se demuestra facilmente por inducciéon sobre 6 a partir de las definicio-
nes. Como ilustracion veamos el caso en que 6 = Aya. Tenemos que

S;(m) Sa\{m}/\ya = SZ(E)/\ZJ Sa\{aj,y}a~
Si z e y son la misma variable esto se reduce a
831 Ny Say gy = Ay Sa gy = SaAyor

Si son variables distintas queda

/\y Sg(x)sa\{m,y}a = /\y Sa\{y}a = Sa/\ya7
donde hemos usado la hipétesis de induccion.

Otro hecho que se prueba facilmente es que si a no contiene variables libres
en 0, entonces S,60 = 6.

Deducciones logicas Ahora ya es facil definir los axiomas logicos:

Definicion 8.10 Consideramos las formulas siguientes (relativas a un lenguaje
formal £ dado):

e u € Kl=VapeSub(u) (o, 8 € Form(L) Au=a— (8 — a)),
e uc K2=\Vapy € Sub(u) (a,B,7 € Form(L) A
u=(a=(B—=7)=(a=p) = (a=1),

u € K3 =\VapB € Sub(u)(a, B € Form(£) A

u=(~a—=p) = (8 — a)),

u € K4 = Vz € Rng(u)Vta € Sub(u)(z € Var(L) At € Term(L)

A a € Form(£) A u= Ara — SLa),

u € K5 =V € Rng(u)VaB € Sub(u)(x € Var(£) A o, 3 € Form(L)
Az ¢ Vlib(a) Au= Az(a — B) = (a = A\zB)),
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e uc K6=\z e Rng(u)Vta € Sub(u)(z € Var(L£) At € Term(L)

A a € Form(£) Az ¢ V1ib(t) Au= Az(z =t — a) + SLa),
o u € K7=\Vz € Rng(u)Va € Sub(u)(z € Var(L) A a € Form(L))

1

Au=Vea — Silaa),

e u € K8 = Vry € Rng(u)Va € Sub(u)(z,y € Var(£) A a € Form(L))
1

Au=-Vra = zla=y|(y =v)),

e ucAxl(L)=ueKlVueK2vVueK3VvueKivueckKs

VueK6VueK?7VueKS.
Es claro® que todas las formulas anteriores son Aj.

Definiciéon 8.11 Diremos que d es una deduccion ldgica en un lenguaje formal
L a partir de un conjunto de premisas c si se cumple

Ded(d, c) = d € SucCad(L) A Ai < £(d)(d; € Form(L) A ---),
donde los puntos suspensivos son la disyunciéon de las férmulas siguientes:
1. d; € Ax1(L),
2. d; € c,
3. Vkl <i(dy, = (d; — dy)),
4. Vk <iVz € Rng(d;)(d; = Nz dy).

En el caso 1) se dice que d; es un axioma logico, en el caso 2) que d; es una
premisa de la deduccion, en el caso 3) que d; se deduce por modus ponens de dy,
y di, y en el caso 4) que d; se deduce por generalizacion respecto de la variable x
de dj,. Escribiremos

d
cka =Ded(d,c) AU(d) >0 A dygy—1 = o

Claramente se trata de una férmula A;, mientras que la férmula

d
cra=Vdceka
es X1 (y la leeremos “« es una consecuencia ldgica de 7).

Escribiremos aq,...,a, F « en lugar de {a,...,a,} F a y simplemente
F a en lugar de @ + «.

A partir de aqui todos los resultados metamatematicos sobre deducciones
logicas del capitulo IT pueden verse trivialmente como teoremas de I¥3;. Por
ejemplo, el teorema 2.7 se formaliza ahora como el teorema siguiente:

5Notemos que las variables «, 8 en K1 estan acotadas, pues podemos escribir
Vo(v = Sub(u) A Vag € v(--+)) o Av(v = Sub(u) = VaB € v(---)),

e igualmente en los axiomas siguientes.
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Teorema 8.12 A\« € Form(£) F a — a.

La demostracion es exactamente la misma: la sucesion de cinco férmulas
mostrada alli puede verse como la definicién de una sucesién d de longitud 5
que satisface claramente la definicion de deduccion de a@ — «.. Analicemos, por
ejemplo, la prueba del teorema de deduccién:

Teorema 8.13 (Teorema de deducciéon) Sean a y 8 formulas de £ y sea ¢
un conjunto de formulas de L. SicU{a} F B y existe una deduccion de B en
la que no se generalice respecto a variables libres en o, entonces I' - a — .

DEMOSTRACION: Suponemos que existe d tal que cU{a} 4 B de modo que
siempre que se aplica el apartado 4) de la definicion de deduccion se cumple
ademas que x ¢ Vlib(«). Vamos a probar por induccion sobre ¢ que

d/
Ni < (@)Vd cra — d,.

Notemos que la formula es X1, luego la induccién es legitima. Al aplicar esto a
i = ¢(d) — 1 obtenemos una deduccion de oo — S.

Lo suponemos cierto para todo j < 4. Si d; es un axioma légico o una
premisa, entonces tomamos como d’ la sucesion

<d1,dz — (a — di),Oé — dl)> s

que es claramente una deduccién de @ — d;. La prueba contintia calcando
literalmente el argumento metamatematico que vimos en el capitulo II. No
merece la pena repetirlo aqui. ]

Igualmente podemos “calcar” (es decir, formalizar) todas las pruebas de todas
las reglas derivadas de inferencia y todos los criterios generales que hemos dado
sobre deducciones (razonamiento por reduccion al absurdo, etc.).

Definicion 8.14 Una teoria axiomdtica T sobre un lenguaje formal £ es una

formula v € Ax(T) tal que Au € Ax(T) u € Form(£). Diremos que T es una

teoria axiomdtica semirrecursiva (resp. recursiva) si la formula es X1 (resp.) Aj.
Definimos una demostracion en una teoria axiomatica T' como

Dmr(d) = d € SucCad(L) A Ai < £(d)(d; € Form(L) A ---),
donde los puntos suspensivos son la disyuncion de las formulas siguientes:
1. d; € Ax1(L),
2. d; € Ax(T),
3. Vkl <i(dy = (d; — d;)),

4. Vk <iVz € Rng(d;)(d; = Nx dy).



298 Capitulo 8. La formalizacion de la logica

Es claro que si T es una teoria axiomatica (semi)recursiva entonces Dmr(d)
es una formula A; (resp. ¥1), como también lo es la formula

Ea =Dmr(d) A Vn(l(d) =n+1Ady = a),

pues equivale a Dmp(d) A An(¢(d) =n+1 = d, = a).

Diremos que « es un teorema de T' si cumple

Vd

Q.

NTa

Fa
T

Notemos que si la teorfa axiomatica es (semi)recursiva esta formula es Xy,
pero no necesariamente A;. Es claro que toda consecuencia logica de teoremas
de T es un teorema de 7.

Disyunciones y conjunciones finitas Si £ es un lenguaje formal y llama-
mos 0 = \/z & # x, se cumple claramente:

1. NaB € Form(L) a Vv B e A

2. Nap € Form(L) FaV B+ BV a

3. Napy € Form(L) Fa Vv (BV7y) < (aVB)Vy
4. Na € Form(£) Fa V0 .

Estas propiedades son anélogas a los presupuestos de la seccién 6.5 salvo que
tenemos equivalencias logicas en lugar de igualdades. Si s : I,, — Form(£),
podemos definir igualmente

Vsi=0AAm<l(s) V si= V 8V sm,

<0 i<m+1 i<m

y los teoremas de la seccion 6.5 se adaptan trivialmente cambiando igualda-
des por equivalencias légicas. Por ejemplo, el teorema 6.39 se convierte en la

equivalencia
= v S; = \/ s; V \/Sm+i~
i<m+n i<m i<n
La propiedad conmutativa generalizada (junto con su prueba) se traduce en
este contexto a la equivalencia

[ \/ S; <> \/ Sg(i).

i<n i<n

Sea ahora z un conjunto finito de féormulas de £ y sea n = |z|. Se cumple
entonces que
1
Vsn(s: I, — z biyectiva A Nij < n(i <n — s; < s5)).
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En efecto, si n = |z|, por induccion sobre m se prueba que

1
m<n— \/s(s : I, — x inyectiva A /\ij <m(i<j—s < Sj)

ANi <mAu € x\Rs s; < ).

En efecto, para m = 0 es trivial y, si vale para m y m + 1 < n, tomamos
s : I, — x segin la hipotesis de induccion. Entonces x\Rs # &, pues m < ||,
luego s no puede ser biyectiva, tomamos « € x \ Rz el minimo elemento (que
existe por 6.28) y formamos s’ = sU{(m, «)}. Es claro que s’ cumple lo pedido.
La unicidad es clara: si h : I,+1 — 2 cumple lo mismo, entonces hl,, = s
por la unicidad de la hipdtesis de induccion, luego hl,, = s'|,. Por otra parte,
hm € x\ Rs porque h es inyectiva, y es menor que todo elemento de x \ Rh,
luego h., es el minimo de x \ Rs, es decir, h,, = a y asi h = 5.

Aplicando esto al caso m = n tenemos que s tiene que ser biyectiva (por
6.30) y se cumple lo requerido. Asi podemos definir

Va=28|Vn(s: I, — z biyectiva A Nij <m(i <n—s; <s;) AB= \s).

aEx <n

Ahora se prueba facilmente que \/ a =0, que - \/ « + 8, asi como que si
acd ag{B}
z e y son conjuntos finitos disjuntos de formulas de £, se cumple

F Va+e VaVv Vo

acxUy aEx acy

Un poco més en general, si s : ¢ — Form(£), donde z es un conjunto finito,
podemos definir

Vsi= Vo

€T a€s[z]

Estos resultados justifican facilmente el uso de notaciones méas generales, como
n
V oa; 0 ar V-V ay,

asi como las manipulaciones elementales de estas expresiones (siempre en tér-
minos de equivalencias logicas y no de igualdades).

De forma completamente analoga se pueden definir las conjunciones finitas,
que podemos expresar con las notaciones

N a; 0 ai A A ap,.

Notemos que la conjuncion vacia /\ « tiene que definirse como 1 = Ve =2
acd
para que se cumpla que - a A 1 < a.
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8.2 Relacidon con las teorias metamatematicas

En la seccion precedente hemos definido los lenguajes formales I—La—l y FLtC—l,
pero esto no tendria ningtn sentido si no hubiéramos definido previamente los
lenguajes £, o Ly en los cuales definir rLaj y r[/t(j: Necesitamos lenguajes
formales metamatemaéticos definidos informalmente para definir formalmente el
concepto de lenguaje formal. Seria catastrofico confundir £, con I_La—|7 confun-
dir cudndo estamos hablando metamateméticamente de £, y cudndo estamos
hablando de '_L,; en L, o Li.. En esta secciéon estudiaremos con detalle la re-
lacién entre los lenguajes metamatematicos y sus reflejos formales. Ante todo
observamos que no es preciso limitarse a los dos ejemplos que estamos conside-
rando.

Definiciéon 8.15 Diremos que un lenguaje formal £ (cuyos signos sean nimeros
naturales)® es recursivo si son recursivas las relaciones Var(k), Rel(k) y Fn(k)
que se cumplen, respectivamente, cuando el nimero k es una variable, un relator
o un funtor de £ (entendiendo que las constantes son funtores 0-adicos), asi como
la funcion Nar(k) que vale cero salvo sobre los relatores y funtores de £, en los
cuales es igual a su nimero de argumentos.

En suma, un lenguaje formal es recursivo si tenemos un criterio préactico para
reconocer cuales son sus variables, relatores y funtores, asi como para determinar
el nimero de argumentos que requiere cada uno. Este requisito no lo habiamos
planteado explicitamente hasta ahora, pero es obvio que debe cumplirlo todo
lenguaje formal que pretenda ser de alguna utilidad. Si no fuéramos capaces de
determinar si un nimero dado es o no un relator o un funtor de £, no podriamos
saber si una cadena de signos de £ es 0 no un término o una férmula, ni tampoco
si una sucesion de cadenas de signos es o no una demostracion.

Si £ es un lenguaje formal recursivo, existen formulas A; de £, que podemos
representar por x € Var(l_L—l)7 S Rel(rﬁ—l), x € Fn(I—L—l), Nar(z,n), de modo
que

Var(k) syss NE 0®) € Var('£'),

(
Rel(k) syss N F 0%) € Rel('£ ),
Fn(k) syss NE0®) ¢ Fn(rﬁj),
Nar(k) = n syss N £ Nar(0®), (")),
B

r i .
Llamaremos ™=',™7, A, | ,™=" a los numerales en £, de los signos corres-
pondientes de £. Es decir, si el negador de £ es, por ejemplo, el nimero 10,
entonces ™' = 0(10), Lo mismo vale para cualquier otro signo de £. Por ejem-

plo, si una variable z de £ es el namero 4, entonces "z’ = 0, ete.

6Tal y como explicabamos en la introducciéon de este capitulo, si el lector prefiere considerar
que los signos de £ no son ntmeros naturales, s6lo tiene que asignar arbitrariamente a cada
uno de ellos un namero natural (al que se llama ntmero de Godel del signo). Entonces, £
es recursivo si dicha asignaciéon puede hacerse de modo que las relaciones “ser el nimero de
Godel de una variable”, etc. sean recursivas.
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Diremos que £ es demostrablemente recursivo si en 131 puede probarse que
los numerales y las férmulas precedentes definen un lenguaje formal en el sentido
de la secciéon anterior. Esto supone, entre otras cosas, que en I¥; se demuestra

/\x\l/n Nar(z,n) A Aa(a es finito — Va € Var(rL—l) x ¢ a).

Mas en general, podriamos definir lenguajes demostrablemente recursivos en
una teoria T', no necesariamente 131, pero no es necesario hacerlo, pues todos los
lenguajes formales de interés son demostrablemente recursivos en este sentido,
es decir, que las definiciones de los conjuntos de signos de £ son tan simples y
explicitas que I¥; basta para demostrar que cumplen lo requerido.

De aqui en adelante supondremos tacitamente que todos los lenguajes forma-
les (metamatematicos) que consideraremos seran demostrablemente recursivos.
Ciertamente es el caso de los lenguajes £, y Li.. Mas en general, todo lenguaje
con un ndmero finito de relatores y funtores es demostrablemente recursivo.

Es inmediato que las relaciones aritméticas determinadas por las féormulas
definidas en la seccién anterior se interpretan en el modelo N de forma natural.
Por ejemplo, la relacion n € Exp(L), es decir, la relacion dada por

n € Exp(L) syss NFEO™ e Exp('L)),

no es sino la relaciéon que se cumple cuando n codifica una sucesiéon de ntimeros
naturales que, vistos como signos de £, forman una expresiéon de £. Més aun,
si consideramos que las sucesiones finitas de ntimeros naturales son ntimeros
naturales, entonces cada cadena ¢ de signos de £ es un numero natural, y si
llamamos ¢ = (¢) = ((o), ..., () al término considerado en la seccién 5.6, la
equivalencia anterior puede expresarse asi:

§ € Exp(L) syss NE'6' e Exp('L)).

Lo mismo vale para todas las demaés relaciones definidas en la seccién ante-
rior. Por ejemplo

 es una variable libre en  syss NE 2 € VIib('6').

El hecho de que todas las formulas consideradas sean A; se traduce en que
todas las relaciones correspondientes son recursivas (lo cual es razonable: existe
un algoritmo finito para determinar si un nimero natural es (o codifica) una
sucesion de nimeros naturales que, concretamente, forman una expresion de £,
etc.). En particular tenemos que el conjunto de los axiomas logicos” de un
lenguaje formal es recursivo.

Maés atun, podemos considerar que, por definicion, las féormulas que estamos
considerando no son las que hemos descrito, sino las dadas por el teorema 5.30,
que son equivalentes en I¥; a las que estamos considerando (véase la observacion

7 Alternativamente, el conjunto de los niimeros de Gédel de los axiomas logicos es recursivo.
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posterior) y con este convenio tenemos ademas que todas ellas son demostrables
en Q, es decir, que, por ejemplo:

0 € Exp(L) syss 5'_9_' € Exp('L)),
0 ¢ Exp(L) syss grej ¢ Exp('L)).

Similarmente, podemos considerar que cada sucesion finita d de féormulas
L r
de £ es un nimero natural, en cuyo caso podemos representar por d su nu-

meral correspondiente.® Si ¢ = {ay,...,a,} es un conjunto finito de ntimeros
naturales, podemos representar "¢' = {0(“1)7 e 70(“")}, y entonces tenemos que
d i

cka syss NETC'F o,

de modo que d es una deduccién de o con premisas ¢ si y sélo si la formula que
formaliza este concepto es verdadera en N. En particular

cka syss NET¢'FTal

No podemos afirmar que el conjunto de los axiomas (propios) de una teorfa
axiomética arbitraria es recursivo porque se trata de un conjunto arbitrario. Lo
que procede en este punto es dar una definicion:

Definiciéon 8.16 Una teoria axiomética T es (semi)recursiva si el conjunto de
sus axiomas (considerados como numeros naturales) es (semi)recursivo.

En otras palabras, una teoria es recursiva cuando existe un algoritmo finito
para determinar si una formula dada es o no uno de sus axiomas. Aunque es
evidente que una teoria axiomética no recursiva no tiene ningin interés practico
(sin un medio para reconocer los axiomas tampoco tenemos un medio para re-
conocer las demostraciones), la posibilidad de manejar conjuntos no recursivos
de formulas y de tomarlos como axiomas de una determinada teoria axiomaética
tiene cierto interés teodrico, asi que, al contrario de lo que hemos hecho con los
lenguajes formales, no vamos a dar por supuesto que todas las teorias axiomati-
cas que consideramos son recursivas o semirrecursivas, sino que explicitaremos
esta hipotesis cada vez que la usemos.

Si T es una ;cegl)ria semirrecursiva sobre un lenguaje formal £, existe una
formula € Ax('T) de tipo 31 en £, tal que, para todo nimero natural a (en
particular para toda formula a de £, considerada como nimero natural)

a € Ax(T) syss NET' e Ax('T)),
donde la parte izquierda es, naturahlr_le;}te una abreviatlp“@| por “a es un @lxioma
(propio) de £”. Cambiando z € Ax( T") por x € Form( L ) Az € Ax(T ) sies
necesario, podemos suponer que ademés - Au € Ax('T") u € Form(rL—l). Asila

formula = € AX('_T —l) define una teorfa axiomatica semirrecursiva en I¥; segin
la definicién 8.14.

8Equivalentemente, podemos considerar que 'd' es el numeral correspondiente al ntmero
de Godel de la demostracion d.
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Esto nos permite construir la formula = « (de tipo 1) de modo que
rT—\

]

Fa syss NE FTa' syss F F Tl
T rT—I Q rT
Por lo tanto:

Teorema 8.17 El conjunto de los teoremas® de una teoria semirrecursiva es
SemITTecursivo.

No obstante, en general no podemos garantizar que el conjunto de los teo-
remas de una teoria axiomética sea recursivo, ni siquiera cuando la teoria es
recursiva. En otras palabras: no disponemos de un algoritmo para decidir si
una férmula dada es o no un teorema de una teoria dada. Mas adelante ahon-
daremos en este asunto.

Por definicién, una teoria T' es recursiva si y sélo si la relacion o € Ax(T)
es A1, pero eso no significa que la formula x € Ax(rT j) pueda tomarse Ay en
una teoria dada:

Definicién 8.18 Una teoria axiomatica T es demostrablemente recursiva en

L . .. ) [y
una teoria axiomatica S que extienda a I¥; si existe una formula z € Ax('T")
de tipo A7 tal que, para todo niimero natural o, se cumple

a e Ax(T) syss NETa'e Ax('T)).

En tal caso dicha férmula define una teoria recursiva en S en el sentido de la
definicion 8.14. Cuando digamos que una teoria 1" es demostrablemente recursiva
nos referiremos a que lo es en 13;.

Obviamente, si una teoria T' es demostrablemente recursiva en una teoria S
que cumpla N F S entonces es recursiva, pero el reciproco no es cierto en general.
Concretamente, que la teoria T sea recursiva significa que existe otra férmula
2 € AX('T") de tipo II; de modo que

l_“l)

a €AX(T) syss NETQ € Ax('T") syss NETa'e AX('T

En particular
NEAz(z € Ax(T') & z € AX('T)).

Sin embargo, esto no implica que la equivalencia sea demostrable en I3 o
en cualquier otra teoria S sobre £,. No obstante, si llamamos S a la teoria que
resulta de anadir la equivalencia a los axiomas de 131, es claro que NF S y que
T es demostrablemente recursiva sobre S. Por lo tanto, toda teoria axiomatica
recursiva es demostrablemente recursiva sobre una cierta teoria axiomética S
tal que N F S. Sin embargo, se cumple algo mas fuerte:

Teorema 8.19 (Craig) Toda teoria semirrecursiva es equivalente (en el sen-
tido de tener los mismos teoremas) a una teoria demostrablemente recursiva.

9 Alternativamente, “de los ntimeros de Gédel de los teoremas”. No volveremos a hacer més
aclaraciones de este tipo.
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DEMOSTRACION: Sea x € Ax(rTj) = Vy¢(x,y), donde la formula ¢ es de
tipo Ag. Definimos recurrentemente en I¥; la funcion A; que satisface:

R(0,0) =a AAnR(n+1,a) = R(n,a) A a.
Consideramos la formula A; dada por
5(z) = Vyna < a(z = R(n,a) A ¢(a, 1))

y sea S la teoria cuyos axiomas son las formulas 5 que cumplen N F 5(rﬂ—l).
Es claro entonces que S es demostrablemente recursiva (en I¥;). Ademaés es
equivalente a T, pues si 8 es un axioma de S entonces existen m,n, « tales que

NE"B'=R(0™, ") A ¢(Ta,00™).

Como N E Vy¢("a,y), tenemos que o es un axioma de Ty por definicion de
R resulta que 8 = a A --- A a. Claramente entonces ;ﬁ

Reciprocamente, si a es un axioma de T, tenemos que existe un m tal que
N E ¢("a',00™). Es claro que, para un n suficientemente grande, la conjuncion
B=aA---Aa, donde « se repite n + 1 veces es (vista como ntimero natural)
mayor que m y que n. FEntonces N F FB—I = R(O("),ra—'), de donde a su vez
NE 5(%1)’ es decir, que 5 es un axioma de S, luego ;a.

Como todo axioma de S es un teorema de Ty viceversa, es claro que Sy T
tienen los mismos teoremas. L]

Aunque este resultado tiene interés teorico, en la practica es raramente ne-
cesario, pues, por una parte, los resultados que vamos a probar se aplican direc-
tamente a teorias semirrecursivas y, por otra parte, todas las teorias de interés
practico son demostrablemente recursivas.

Por ejemplo, la aritmética de Robinson Q es claramente recursiva. Basta
definir
aeAx(Q)=a="Ql'V---va="Q7.

De hecho, es obvio que toda teoria con un ntmero finito de axiomas es demos-
trablemente recursiva. También AP es demostrablemente recursiva, pues basta
tomar
aeAx(AP)=aecAx(Q)VacecT
donde o oo
ac I =Vrp<a(peForm( L,)
Aa= (520 A Nx(p — 857¢) — Ax ¢)).

Para demostrar que I¥; es demostrablemente recursiva necesitamos definir
en I3, el concepto de formula ¥;. Observamos en primer lugar que la formula
te Terma(rﬁa—l) =te Term(l—[,a—l) AN < (x) t; # T
es A,y NE"t' e Term(rLa—l) syss t es un término sin descriptores de £,. Mas

.. r. 1 . . .
atn, en I3; (o KP) se demuestra trivialmente que ¢ € Term,( £, ) si y solo si
esta definido por una sucesion de expresiones que s6lo contiene términos.
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Ahora definimos:
a € Ag=Vsm(s € SucCad( Ly ) Al(s) =m+1A sy =aANi<m(-)),
donde los puntos suspensivos son la disyuncién de las formulas siguientes:
1. Vtita(ty,ta € Termy(La) A s; = (1 ="12)),
2. Vtitax(ty,ta € Term,(L,) Az € Var(L,) A x ¢ VIib(t; = t5)
Asi=Va(z+t =t2)),
3. \/j <1 8; = 7sj,
4. Vijk <i s; = (sj — si)
5. Vj <iVayz < a(z,y,z € Var(L) Asi = Ne(Vz 2+ =y — 55).

De este modo, para todo ntimero natural «, se cumple que
o es una formula Ay syss NETa'e Ag.

En principio la formula o € Ag es ¥, pero los mismos argumentos empleados
para x € Exp(L) (simplificados, de hecho) prueban que es A;. Es inmediato
que en I¥; se demuestra que toda formula Ag es de la forma t1 = o9, t1 < 9
(para ciertos términos sin descriptores ¢y, t2), o bien =, @ — 3, Az < y a, para
ciertas formulas «, 8 de tipo Ag. Reciprocamente, toda formula construida de
este modo es '_AO—I.

Seguidamente definimos la formula A;:
aeYi=VeB<a(BeAgNrE Var(rLa—l) Aa=\VzB).
Es inmediato que, para todo ntimero natural «, se cumple que
« es una formula ¥y syss NE "a' € 3.

Anéalogamente se define una formula « € ITy, también de tipo Aj.

Ahora podemos definir o € 1%, ' exactamente igual que a € "AP' salv9 que
en la parte correspondiente al esquema de induccion cambiamos ¢ € Form( £, )
por ¢ € ¥1. Asi tenemos probado que I¥; es demostrablemente recursiva.

Ejercicio: Definir en I¥; formulas A; que formalicen los conceptos de férmulas X3¢
y I, respecto de la jerarquia de Lévy y usarlas para definir 'KP' en I¥;. En particular
se concluye que KP es demostrablemente recursiva.

Ahora estamos en condiciones de probar un caso particular del teorema de
incompletitud de Goédel. La prueba no es constructiva, pero en el capitulo
siguiente demostraremos resultados méas generales con pruebas constructivas:

Teorema 8.20 Sea T wuna teoria axiomdtica semirrecursiva sobre L, tal que
N FE T. Entonces existe una sentencia X1 o II; verdadera en N y no demostrable
(ni, por supuesto, refutable) en T.
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DEMOSTRACION: Por el teorema de Craig podemos suponer que T es recur-
siva. Sea A un conjunto semirrecursivo no recursivo (en la seccion 7.6 hemos
mostrado varios ejemplos). Por definicién de relacion semirrecursiva existe una
formula ¢(x) de tipo 5 tal que A esta formado por los niimeros n que cumplen
N E ¢(0™). Veamos que existe un n tal que no I;gb(()(")) y no I;—@(O(")). En

caso contrario, la funcion

() = - 6(0) v £ (0"

serfa recursiva, como también lo serfa la funcion x ,(n) = x z(n, f(n)), donde R
es la relacion recursiva dada por

o(d)
R(n,d) syss NF I $(0™),

luego A serfa recursivo. Por lo tanto, existe un n tal que ¢(0(™) o bien =¢(0(™))
cumple lo exigido. n

Esto significa que ninguna teoria semirrecursiva sobre £, (y en particular
esto vale para AP) es capaz de demostrar todas las afirmaciones verdaderas
sobre los ntimeros naturales (a menos que también demuestre afirmaciones fal-
sas). Méas concretamente, siempre existe una sentencia 31 o II; que no puede
demostrarse ni refutarse en una teoria dada (que admita a N como modelo). Por
el teorema 7.29 dicha sentencia puede reducirse a que una ecuaciéon diofantica
concreta tenga o no tenga solucion.

La hipotesis de semirrecursividad es razonable, pues, como ya hemos comen-
tado, si una teorfa no es semirrecursiva no podemos asegurar si una sucesion de
férmulas es o no una demostracion, por lo que carece de utilidad practica. Més
aun, es una hipotesis necesaria, pues la teoria que tiene por axiomas todas las
sentencias de £, verdaderas en N es trivialmente completa. Pero esto nos da
una informacién adicional:

Teorema 8.21 FEl conjunto de las sentencias de L, verdaderas en N no es
SemITrecursivo.

DEMOSTRACION: Si lo fuera, la teoria que los tiene por axiomas seria in-
completa por el teorema anterior, pero obviamente es completa. L]

Esto quiere decir que no existe ningtn algoritmo que permita determinar si
una sentencia arbitraria de £, es verdadera o falsa en N. Mas precisamente,
el conjunto de las sentencias I1; verdaderas en N no es recursivo. Si lo fuera,
el conjunto de las sentencias ¥; o II; seria semirrecursivo, y la teoria con tales
axiomas contradiria el teorema 8.20. Asi pues, no existe un algoritmo que
permita determinar si cualquier sentencia II; dada es verdadera o falsa en N.

En particular, para toda teoria T sobre £, que extienda a la aritmética
de Robinson Q y que cumpla N F T, existe una sentencia II; verdadera en
N y no demostrable en T (no puede ser ¥; porque T es ¥;-completa, por el
teorema 5.29).
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8.3 La Xj-completitud de Q

El objetivo de esta seccién es mostrar que en I1¥; puede formalizarse y de-
mostrarse una version débil del teorema de Xi-completitud de la aritmética
de Robinson Q, es decir, el teorema 5.29. Conviene trabajar en un contexto
ligeramente mas general:

Definicion 8.22 Diremos que una teoria axiomatica T’ sobre un lenguaje for-
mal £ interpretaa Q, IA, IX; o AP siinterpreta a £, en el sentido de la definicion
3.28 y permite demostrar las traducciones de (las clausuras universales de) los
axiomas de la teoria correspondiente.

Segun el teorema 3.30, esto implica que en T' se demuestran las traducciones
de todas las sentencias demostrables en la teoria que interpreta.

En lugar de considerar Q, consideraremos una teoria axiomética semirrecur-
siva T' sobre un lenguaje £ que interprete a Q. Esto significa que tenemos unas
expresiones z € N, 0, Sz, v +y, - y de £ de modo que en T se demuestra:

1. 0= (z|lz=2x) €N,
2. Nz €N Sz €N,

3. NtyeNz+yeN,
4. NeyeNz-y €N,

asi como las traducciones Q1,...,Q7 de todos los axiomas de Q. Podemos su-
poner sin pérdida de generalidad que las variables de £ son las mismas que las
de C,.

Notemos que todo cuanto digamos vale en particular en el caso en que T es
la propia Qy x e N=x = z.

Ahora, en I3 pordglmos considerar el lenguaje formal v y la teoria axiomé-
tica semirrecursiva T en el sentido explicado en la seccién anterior. El teo-
rema 5.57 nos da un término 0*) de tipo A; que cumple las propiedades si-

guientes:
1

S 0@,

09 =0 Az e N0 =
Una simple inducciéon prueba que Az € N 0®) € Term(rL—l).

Notemos que el término metamateméatico 0*) tiene a 2 como variable libre,
pero como término matematico es un designador (una cadena de signos formada
unicamente por la constante 0’ y varios funtores rS’j), y asi, podemos probar
Az € N V1ib(0®)) = @. El lector deberia asegurarse de que comprende que no
hay contradiccién en esto que decimos.

También es facil probar lo siguiente:

Teorema 8.23 An e N rl;ﬂ 0™ e N.
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DEMOSTRACION: Se trata de una formula 31, luego podemos probarla por
; sz r =
induccién sobre n. Para n = 0 se reduce a = 0 & N | que se cumple porque

F0eN.
T
r A

Supongamos que le—ﬁ 0™ € N. Entonces, como rlj—ﬁ Az € NSz € N, usando
la version formalizada de EG es claro que Wll—"1 S0 e N, pero esto es exacta-
mente lo mismo que rlj—ﬂ 0+ e N. n

A continuacion demostramos la version formal de la generalizacion del me-
tateorema 5.2 a este contexto. Notemos que lo que eran cinco esquemas teore-

maticos que comprendian infinitos teoremas cada uno, se convierten ahora en
cinco teoremas concretos:

Teorema 8.24 Se cumple:

1. Amn e N F olm+n) = om) 4 o)
v

2. AmneN F 0mn) = gm) . g0
v

3. /\mTlGN(m#n%r;

4. AmneN (m<n— W; 0(m) < o),

5. ANmneN (n<m— r:}l—ﬂ —0(m) < (),

DEMOSTRACION: Probamos 1) por induccién sobre n. Esto es correcto
porque la formula ¢(n) = Am € N  00m+7) = 0™ 4 0(") es ciertamente 3.
Para n = 0 hay que probar que T

AmeN F 0™ =™ 4.
T

Esto se demuestra aplicando (entre otras cosas) la version formalizada de EG

al axioma r@j.

Similarmente, si suponemos ¢(n), es decir, que tenemos una prueba en T
de 00™ 4 0(") = (m+1) aplicando las reglas de inferencia oportunas la demos-
tracion puede prolongarse hasta otra de S0(™*™) = §(0(™) + 0(™) y, usando

—

Q5 , hasta una demostracion de S0+ = (™) 4 50" pero, por definicion
de 0%), esta sentencia es la misma que 0+t = o(m) 4 0+ Jyego se
cumple ¢(n + 1).

El apartado 2) es analogo. En 3) suponemos m < n y probamos por induc-
cion sobre ¢ que

Ni<m (0(m) = om) _ glm—9) — O(n*i))’

[
T
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—-
que es una formula ;. El paso de i a i + 1 se hace aplicando Q2 . Aplicando
esto a i = m llegamos a que

= (O(m) _ O(n) 0= O(n—m))
FT"| )

pero, por definicion de 0*), tenemos que 0~ = §0=m=1) Hor lo que

F (00 = 0™ — 0 = 50(n—m=b),
mm

| pu—
y usando Q1 llegamos a que

(m) £ o(n)
ot £ o,

como querfamos probar. Los apartados 4) y 5) no ofrecen dificultad. [

El teorema 5.3 se convierte ahora en:
Teorema 8.25 Se cumple:

1. rI;q/\:(:yEN(:U—}—yzO—)ac=0/\y=0),

2. Nzy e N(zy=0—=2=0Vy=0),

l_
T
. <

3 rTﬁ/\:cGNO_ac,

4. A\neN r;/\xGN(erlgO("*l)%xﬁO(")),

5. AneN ial Az € N((z 4+ 1) + 00 =z + 0(n+1),

DEMOSTRACION: Las tres primeras afirmaciones son triviales. Por ejemplo,
como g/\xy(:zz +y=0—>2=0Ay=0)y T interpreta a Q, tenemos también
que ;/\zy eNz+y=0—>2=0Ay=0),y esto implica 1).

El argumento metamatematico de 5.3 para el apartado 4) se generaliza y
formaliza sin dificultad, mientras que 5) requiere una simple induccion, que en
la prueba de 5.3 era metamateméatica y ahora es una induccién formalizada
respecto de una férmula 4. [

Pasamos ahora al teorema 5.4:

Teorema 8.26 Se cumple

1. /\nENqﬁj/\xGN(ISO(")<—>:L':0(O)\/50:0(1)\/-'-\/x:0(")),
2. /\nENFI;q Az € N0 <z < 00 =2 v 0D < ),

3. /\nEerq—ﬁ Az € N(z <0 v o™ < z).
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DEMOSTRACION: 1) Para probar que

— 00 < g
/\neer%/\x(\/x 0\ — z <0'™W)

i<n
razonamos por induccién sobre n que

An e NAm e N(n<m — F /\x(\/x:O(i) Hzg()(m)).
T

i<n

Para n = 0 hay que probar que Am € Nh; NAz(z =0 — 2 <00™), lo cual

no ofrece dificultad.
Supuesto que Am € N(n < m — rl;q Az(Vz =09 — z < 0™) supone-
i<n
mos que n + 1 < m, con lo que tenemos J}. Az(\/z = 0% — 2 < 0™) por
i<n
hipotesis de induccion, y basta observar que = 2z = 0"+t — z < 0™ con lo
que E
- \/ z =00 vz=00tD 5 <olm,
T
i<n
Esto es lo mismo que - \/ 2 =0 — 2 <00,
i<n+1
Demostramos la implicacién contraria por induccién sobre n. Para n = 0 se
reduce a
F Az eN(@z <0<+ 2=0),
T

lo cual se sigue del apartado 1) del teorema anterior, teniendo en cuenta que
r<0=VzeNz+z=0.
. . .2 iy
Supuesto cierto para n, vamos a construir una demostraciéon en 7T usando
el teorema de deduccion, es decir, vamos a suponer z € N A z < 0»+1) como
premisa. Distinguimos entonces dos casos: si x = 0, entonces, sabemos que

r=0—-2x=0V \n/x:O(i)—>\/a::O(i).

i=1 i<n

Suponemos en segundo lugar (siempre razonando en rT—l) que z = y+1, con
lo que el apartado d) del teorema anterior nos da que y < 00" Tuego la hipotesis
de induccién nos da \/ y = 00,

i<n
En este punto probamos por induccién sobre j que
- — 0@ =0,
i \/ y=0" — \/ Sy=0
i< 1<j+1
En efecto, para 7 = 0 se reduce a

= = = (1)
wIl—ﬂ(y 0— Sy=0V Sy=0"%),
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que se prueba sin dificultad. Si vale para j, observamos que \/ y = 0 es
i<j+1

Vy= 0 vy = 0U+D) | luego basta probar que

1<j

EVy=00 = \/sy=09 £ y=00" o \/sy=00.
i<y i<j+2 i<j+2

Por la hipétesis de induccion, y puesto que -y = 00U+ — Sy = 00U+2) | basta
probar que

— o — o — 0l+2) — o
il \/ Sy=0" = \/ Sy=00, F Sy=0 - \/Sy=09,
1<j+1 1<j+2 i<j+2

pero ambos resultados son triviales, pues \/ Sy = 0 no es sino la disyuncion
i<j+2
\ Sy =00 v Sy =00+2),
i<j+1

Por lo tanto, volviendo a nuestra prueba, como tenemos \/ y = 0%, pode-
i<n
mos concluir \/ z = 0%, como queriamos probar.
i<n+1
La formalizacién de los otros dos apartados a partir de los correspondientes
en 5.4 no ofrece ninguna dificultad. n

Finalmente podemos probar el resultado principal de esta seccién:

Teorema 8.27 (Formalizacion de la ¥j-completitud de Q) Si T es una
teoria axiomdtica semirrecursiva que interpreta a Q, para cada sentencia o de
L, de tipo X1, se cumple que

F(a— Fa)),
I 7

donde & es la traduccion de o a L.

DEMOSTRACION: Vamos a probar en realidad una version més general de
este resultado y més proxima al enunciado original de 5.6. En dicho enunciado
(y en su demostracion) aparecen expresiones de la forma a(0%1), ... 0%)) v
para formalizarlas necesitamos el concepto de sustitucion simultdnea definido
en 8.9. Més concretamente, fijamos un conjunto finito de variables distintas de
L, digamos xg, . .., Tn, T, Yy, 2, y definimos

d={Tzg",..., 2,2, Y, Z}, e= {O(IO)’...70(wn)’0($)’0(y),0(z)}’

v ={(Tg", 000), . (T, 0000)), (7, 000), (7, 00), (7, 00},

donde los numerales son los de £, no los de £,.
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Tomamos'® ademas y = Pd, que cumple los requisitos de la definicién de
S.0. Lo que vamos a probar es que para cada formula o(zo, ..., z,) de tipo £
cuyas variables estén entre las indicadas,

F Azo--x, (= F S4al).
I3 Az at 4 )
. . r— _
Si a es una sentencia, entonces sabemos que S; @ = @&, por lo que este hecho

se reduce al enunciado del teorema.

Empezamos demostrando que si ¢(xg, . .., 2,) es un término sin descriptores

de £, entonces - -
F Arvxgx,(x=t— FSqax=t)
s, gl

0, equivalentemente,

- @ —g, 1
Igl/\xxo ZTn (T t—)ri%O Sat).

Por inducciéon (metamatematica) sobre ¢t. Si t = z;, lo que hay que probar
es que
Ilz—l /\Z’(E(] B o ((E =x; — rg,_‘o(m) — O(IL)),

pero esto es trivial, pues se trata de la regla de inferencia I.

Si t = 0, entonces hay que probar

= ol —
1'51 Nzzo- -z, (2 =0 — rT.O 0),

que también es un caso particular de I.

Si t = Stg, por hipotesis de induccion, si y = ¢, se cumple rl;_lO(y) = Sdrf_‘,

pero de aqui se sigue claramente (por la versién formalizada de ETI) que
—n

rlj—ﬂ 'S'ow) = rSderf—l, y esto es exactamente lo mismo que le—ﬂO(y‘*‘l) =3, St.
—n

Por lo tanto, si suponemos que z = St =y + 1, se cumple que FI;FIO(””) =S4 St .
Similarmente, si suponemos que, si y = t1 y z = to implican I_lq—"1 0w = Sdrfl—l)

y W; 02) = Sdrf;), respectivamente, entonces
F0W) 403 =8, +84F
A + dti +84 t2

pero por 8.24 sabemos que r}q—ﬂO(y"’z) = 0@ 4 0, luego, por la version for-

malizada de TI, si x = y 4+ z tenemos que rl;ﬂO(x) = Sdrtl + t;. El caso para

t =t - t2 es analogo, y esto termina la prueba.

10Notemos que podemos definir y enumerando explicitamente sus elementos, con lo que es
claramente un término Aj.
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Consideremos ahora una formula « de £, de tipo Ag y veamos que

r- -
IEI/\Q:Oumn((a%gﬁSdoz)/\(ﬂoz%rgﬁsd -a)).

Razonamos por induccién sobre la longitud de «. Dados dos términos arit-
méticos t1 y to (siempre razonando en I¥;) suponemos x = t;, y = t2, con lo
que, segin acabamos de probar,

r':;w O(I) = Sdrt_l_‘ AN r!;q O(y) = Sdrt_g—l.

Si t; = to, entonces x = y, mientras que si t; # to, entonces x # y, y por la
regla de identidad en el primer caso y 8.24 en el segundo, tenemos que

F0® =0 obien F 0@ #£0®),
mm mm

luego por las reglas de simetria y transitividad de la igualdad (formalizadas en
I¥;) concluimos que

= Siti =S4 t2 o bien = Sqti #Sqts
segin el caso. Esto equivale a
(R 1
rl;ﬂsdtlztg o bien rIj—ﬂSdh;«étg

y prueba el resultado para o =t; = to. Para a« = t; < t5 la prueba es similar.

Por el planteamiento de la induccién, el caso a = = es trivial. El caso en
que o =  — «v se prueba siguiendo literalmente el argumento de 5.6. Veamos
con mas detalle el caso a = Ax; < x; 8. Entonces

Sdl_(jz~| = /\'_x[' < 0(s) Sd\{rmi—u}rﬁ—l.

Suponemos Az; < x;j 3, con lo que, por hipétesis de induccién, para todo
xz; < x; se cumple

-S4 B
rT‘ld ;

= @ 1
pero sabemos que Sy 8 = SP;:)sd\{rw} 08, por lo que, por la version formali-
zada de la regla de Introducciéon del Igualador:

H rsz()("”‘) —)Sd Fps I—B—I
o L \{Tz:7} P
Por 8.26 tenemos que
I_;j /\I—Ii—l S N (I—l‘i—l S O(IJ) < I—JCZ‘—I = O(O) \Y I—Ii—l = 0(1) V.-V '_ZEIF = O(IJ))

Una simple induccién sobre x; prueba ahora que

T e < o) -1
r';./\xLEN(mz—o —>Sd\{IL}B)7
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pero esto es lo mismo que Az Sy (13 (T2 € N — (T2 < 00 — I_B—I)) v
que
Sq\z e N (T < 0@ — FBT),

. -1
que no es sino Sy « .

Si suponemoi ﬁé\xi < x;f, existe un z; < z; tal que :ﬁ %1, por hipotesis de
induccion, rl;qu -8, que es lo mismo que SQ;LQ) Sa\{ e} -8 . Més aun,
; ; ) o=i) =1
r';_lo(x ) e N A Q@) < 0(®3) A Sr g, 18d\ {rz; 7} =0,
que es lo mismo que
() ) 1
r!:;w ngiﬁ ('_LC[' eENATz' < 0(®3) A Sa\{rz; 7} -0 )
Por la version formalizada de IP concluimos que
F V2 (T2 € NA T2 <09 A s ‘}rﬁﬁj)
n > z;
La version formalizada de un razonamiento 16gico elemental nos da
X r =
il Az (2 €N = (2 <079 = 84 (r0,y —B ),
que es lo mismo que
. r
rgﬁsdﬁ/\'—l'i—l eN ('_IF < O(IJ) — —|ﬂ ),

2 r_
y esta formula es Sy —av .

Esto termina la prueba del resultado para formulas Ag. Por ultimo, consi-
deremos una formula ¥4, de la forma o = Vz; 8, donde 8 es Ag. Si suponemos

«, existe un x; tal que 3, luego, segin lo que hemos probado, rIT—ﬁSdI_Bj, que es
lo mismo que rIj—ﬁ SQS‘J Sa\ {Fa;,-"}rﬁj. De hecho, tenemos que
£ 00 e NASEY Sa(rary B
que es lo mismo que
v 2" (T € NA Sy qray B)-
Por IP resulta que r'}. \Vir'n Sa\{rz, 3 (i € NA rBj), y esto es lo mismo que

1
FSqVz,'eN deci FSqsal
+ NV €N B es ecir, que b Sq & L]

Como aplicaciéon demostramos las propiedades siguientes sobre el concepto
formalizado de demostracion:
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Teorema 8.28 (Condiciones de Hilbert-Bernays) Sea T' una teoria axio-
mdtica semirrecursiva sobre un lenguaje formal £ que interprete a Q y sean ¢,
1 formulas de L. Entonces:

1. Sik FE
Si T(b, entonces - o,

r .
CF(E e = Eg
b o> b Fo)

3. F(E 0 AE 9=y = Ep).
IEI(T AL b=y = E )

DEMOSTRACION: Como T es semirrecursiva, tenemos que la formula rl;ﬂa
es!! ¥1 en IX;.

1) Si ;¢, entonces N F r}q—ﬁ rqb—l y, al tratarse de una sentencia ¥;, podemos

aplicar el teorema 5.29, que nos da la conclusion.

2) Basta aplicar el teorema anterior a la sentencia rjhj rgb—l de L,.

3) es trivial, pues se trata simplemente de la formalizacion en IY; de la regla
modus ponens. [

1 Para los apartados 1) y 2) hemos de suponer (cosa que siempre podemos hacer) que es,
por definicién, una féormula 1. Si sélo suponemos que es equivalente en I¥; a una férmula
de tipo X1, entonces hemos de cambiar Q por I3; en ambos apartados.






Capitulo IX

Incompletitud

En el capitulo anterior hemos probado el teorema 8.20, que pone en evidencia
serias limitaciones al estudio de los nimeros naturales: existen afirmaciones
aritméticas relativamente simples (de tipo II;) que son verdaderas en el modelo
natural, pero no son demostrables en AP. De hecho, el resultado no se aplica
tnicamente a AP, sino a cualquier teoria semirrecursiva sobre £, cuyos axiomas
sean verdaderos en el modelo natural. En este capitulo generalizaremos este
teorema haciéndolo extensivo a cualquier teoria axiomatica razonable capaz de
probar los resultados mas bésicos sobre los nameros naturales (los axiomas de
la aritmética de Robinson Q).

En suma, veremos que es imposible construir una teoria axiomatica capaz
de dar respuesta a cualquier problema matematico y, mas atn, probaremos que
la consistencia de una teoria axiomatica suficientemente “potente” no puede
ser demostrada (salvo en el seno de una teorfa cuya consistencia sea atn mas
dudosa que la de la primera). Estos resultados, debidos a Gédel, muestran que
la fundamentaciéon de la mateméatica no puede llevarse a cabo en los términos a
los que aspiraba Hilbert, es decir, especificando una teoria general de conjuntos
de la que pueda probarse que es consistente y completa.

9.1 El primer teorema de incompletitud

Si una teoria T sobre un lenguaje formal £ interpreta a Q (es decir, interpreta
a L, y permite probar los axiomas de Q), representaremos con la misma notacion
0™ los numerales de £, y sus traducciones a £. En particular, si 6 es una
expresion de £, representaremos indistintamente mediante r¢—l al numeral de £,
que ya tenemos definido o al numeral de £ correspondiente.

Tenemos que algunas formulas de £ (al menos las formulas aritméticas)
pueden interpretarse como afirmaciones sobre los ntimeros naturales, y por otra
parte las formulas de £ pueden considerarse ntimeros naturales, lo cual abre la
posibilidad de que algunas féormulas se puedan interpretar como afirmaciones
sobre ellas mismas. El teorema siguiente muestra que esto es posible en un
contexto muy general:

317
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Teorema 9.1 Sea T una teoria axiomdtica sobre un lenguaje L que interprete
a Q y sea Y(x) una formula (aritmética) de L con x como unica variable libre.
Entonces existe una sentencia (aritmética) ¢ de L tal que

(6 v(6).
DEMOSTRACION: Consideremos la siguiente formula de £L,:
o(e,y) = @ € Form("£) A Vu(Vlib(z) = {u} Ay = s\ 7).

Claramente es de tipo X7 y la relacion aritmética que define en N es de hecho
una funcién parcial F' en el sentido del teorema 5.31. Su dominio esta formado
por los nimeros naturales d(u) que son formulas de £ con una tnica variable

libre u, y entonces F(d(u)) = Sg(é(u))é(u) = 5(r5(u)7). Sea a(x,y) la formula ¥4
dada por el teorema 5.31, de modo que, para toda formula §(u), se cumple

5/\y<a<%<uf,y> oy= (o)) ),

luego, como T representa a Q, también tenemos que:

1

=y € Nae(6(w) ' y) <y = d(5w)) ),
donde ag es la traduccion de o a £. Tomemos concretamente
§(u) = Vy € N(ag (u,y) A p(y))

y consideremos la sentencial ¢ = 6(|—6(u)_|). Entonces, en T' se cumplen las
equivalencias siguientes:

¢=3(0(u)) = Vy € Nac(8(u),y) Av(y))

-7

< VyeN(y= r<5(r<5(U) ) AY(y) < VyeNy ="' Avy) < (o).

Nota Observemos que la prueba se adapta facilmente al caso en que la férmula

dada tenga un parametro 1 (x, p), en cuyo caso obtenemos una formula ¢(p) tal
r

que EAp(6(p) <> (6, p)).

En efecto, en estas condiciones definimos F' sobre los niimeros naturales
d(u,p) de modo que F(§(u,p)) = J(I—é(u, y)—l,p). Asi obtenemos igualmente una
formula a(z,y) con la que formamos 6(u,p) = Vy € N(ag(u,y) A ¥(y,p)).

r 1
Basta tomar ¢(p) = d( d(u,y) ,p). .

INotemos que si ¥ es aritmética, es decir si es la traduccion de una férmula o de L,
entonces §(u) es la traduccion de Vy(a(u,y) A ¥o(y)), luego también es aritmética. Mas
ain, es (la traduccién de una formula) 1 si ¢ lo es. Como '§(u)’ es un término Ag (es un
numeral), lo mismo vale para ¢.
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Observaciones Notemos que la formula a(z,y) que hemos construido signi-
fica “y es la sentencia que resulta de sustituir en la féormula  su tnica variable
libre por el numeral 0(*)”, de modo que d(u) significa “la formula que resulta de
sustituir en la formula z su tnica variable libre por el numeral 0(*) tiene la pro-
piedad ¥(y)”, y por consiguiente ¢ significa “la formula que resulta de sustituir
en d(u) la variable u por el numeral ré(u)—l tiene la propiedad v”, pero sucede
que la formula que cumple dicha descripcién es precisamente ¢, luego asi hemos
conseguido una féormula ¢ que hable de si misma y diga cualquier cosa prefijada
que queramos que diga.

También es conveniente observar que la prueba del teorema anterior es to-
talmente constructiva: la formula « se construye explicitamente a partir de la
formula o, y deshaciendo las definiciones sucesivas que intervienen en ella po-
demos expresarla explicitamente como una formula de tipo X1, y entonces la
demostracion del teorema 5.6 nos proporciona una demostracion explicita en Q
de la equivalencia

g/\ym(%(uf, y) y="9),

de la que a su vez se sigue por razonamientos logicos elementales la equivalencia
del enunciado. En otras palabras, podriamos programar a un ordenador para
que, dandole una descripcion razonable de la teoria T y la formula v, nos pro-
porcionara una férmula ¢ junto con una demostracién en T de la equivalencia
del enunciado. m

El interés del teorema anterior se pone de manifiesto cuando lo usamos para
construir sentencias que afirmen de si mismas hechos “comprometidos™

Definicion 9.2 Si T es una teoria semirrecursiva que interprete a Q, podemos
considerar la formula ¢ («) = ﬁrl%a de £,, asi como su traduccién a £, que

representaremos con la misma notaciéon. Por el teorema anterior, existe una
sentencia aritmética G del lenguaje £ de T tal que

HG - F'GY.
T mm

A cualquier sentencia de £, que cumpla esta propiedad se le llama sentencia de
Gaodel para la teoria T'. Se trata de una sentencia que afirma de si misma que
no es demostrable en T'. Notemos que G es Iy en T, porque la férmula derecha
de la equivalencia anterior es trivialmente II;.

Aunque no es exactamente lo mismo, el hecho de que G afirme su propia
indemostrabilidad implica que ciertamente es indemostrable:

Teorema 9.3 (Primer teorema de incompletitud de Goédel) Sea T una
teoria semirrecursiva que interprete a Q, en la que no pueda probarse la traduc-
cion de ninguna sentencia X1 de L, que sea falsa en el modelo natural. Entonces
la sentencia de Godel de T’ no es demostrable ni refutable en T'.

DEMOSTRACION: Notemos que por hipotesis hay férmulas no demostrables
en T, luego en particular estamos suponiendo que 7' es consistente. Vamos a
probar en primer lugar que si T' es semirrecursiva, consistente y extiende a Q,
entonces las sentencias de Godel de T no son demostrables en T
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En efecto, si - G, entonces NF xel y, por ¥i-completitud, - I—G—l, luego
T T Q

l; rlq—ﬁ rG—l, donde la ultima formula es la traduccion a £ de la anterior, luego,

por definicién de sentencia de Gddel, I;ﬂG, y resulta que T es contradictoria.

Asi pues, G no es demostrable, luego N F _,r|7_ﬂrG77 luego rl;anj es una

sentencia X1 de £, falsa en el modelo natural, luego su traduccién a £ no es
demostrable en T', pero, por definicién de sentencia de Gddel dicha traduccion
es equivalente a =G en T', luego =G no es demostrable en T L]

Observaciones FEl hecho mas destacable de la demostracién del teorema an-
terior es que es totalmente constructiva: dada una teoria semirrecursiva T que
interprete a QQ, sabemos construir explicitamente una sentencia G con la propie-
dad de que tenemos un algoritmo que aplicado a una hipotética demostracion
de G nos darfa una demostracion de -G, luego G no es demostrable a menos
que T sea contradictoria.

A efectos de mterpretar el teorema, es preferible que nos centremos en la
sentencia G = — F el , que es equivalente a G en T', por lo que todo lo dicho vale

para ella: G no es demostrable en T a menos que la teoria 7" sea contradictoria.
La ventaja de considerar G es que se trata de la traduccion al lenguaje de T’ de
una sentencia de £, (la que representamos con la misma notacion), por lo que
tiene sentido afirmar que N £ G. En la prueba del teorema anterior hemos visto
que esto es cierto, es decir, que G es una sentencia aritmética verdadera en su
interpretacion natural. En cambio, su traducciéon a T no es demostrable en T'.

Por lo tanto, el teorema de incompletitud puede parafrasearse diciendo que
en toda teoria semirrecursiva consistente existe una sentencia G aritmética (con-
cretamente, de tipo I11) que es verdadera pero no demostrable (a menos que la
teorfa sea contradictoria) y no es refutable (a menos que la teoria permita de-
mostrar sentencias falsas). Por el teorema 7.29, dicha sentencia es equivalente
a que cierta ecuacion diofantica no tenga solucion.

En particular vemos que el teorema de YX;-completitud de Q (teorema 5.29)
no puede generalizarse a formulas de tipo II; ni para Q ni para ninguna teoria
que interprete (en particular que extienda) a Q.

En realidad las hipétesis con las que Gédel demostro su teorema eran ligera-
mente distintas de las que hemos considerado aqui. Gédel enuncidé su teorema
para teorfas aritméticas recursivas w-consistentes, donde la w-consistencia sig-
nifica que no existe ninguna férmula aritmética ¢(z) tal que

i Va-¢(z)  yalavez k. $(0™)

para todo ntmero natural n. En efecto, bajo esta hipotesis también podemos
demostrar que las sentencias de G6del no son refutables. En realidad, si en lugar
de trabajar en una teoria aritmética trabajamos meramente en una teorfa que
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interpreta a Q, necesitamos refinar ligeramente la construccion de las sentencias
de Go6del. Recordemos que las hemos construido a partir de la féormula

d
Fa= F oa.
oo \/drTja

Si la teoria T es recursiva, la formula tras \/d es A1, luego podemos sustituirla
por otra (equivalente en IX;) en las condiciones del teorema 5.30. Si construi-
mos G a partir de dicha férmula, no sélo contamos con todos los hechos que
hemos usado para probar el teorema anterior, sino que ademas, como sabemos
que (por la mera consistencia de T') la sentencia G no es demostrable en T,
ningin nimero natural d codifica una demostraciéon de G, es decir, ningin d
cumple

0 5
NE F G,
I—T_\
O(d) r 41 O(d) 1
y de ahi podemos pasar a que -— - G, luego también F—- - G .
Q T T T

Por otra parte, si G fuera refutable en T, entonces, por la definicién de

sentencia de Godel,
- FaG
T T

0, lo que es lo mismo,

d
FVdeN F'G.
T mm

xr
En resumen, si llamamos ¢(z) = ﬂrjkﬁrG—l, llegamos a que T no es w-

consistente. =

No obstante, es irrelevante considerar una hipotesis adicional u otra, porque
lo cierto es que cualquiera de ellas es superflua:

Teorema 9.4 (Teorema de incompletitud (version de Rosser)) Toda te-
oria semirrecursiva consistente que interprete a Q es incompleta.

DEMOSTRACION: Sea T una teoria en las hipétesis del enunciado. Entonces
la férmula W;oz es ¥1 en IX, luego en esta teoria equivale a una férmula?

Vdo(d,a), donde o es de tipo Ag. Tenemos entonces que, para toda formula o
del lenguaje £ de T, se cumple:

Lo syss NE Vdo(d,"a").

d
2Si la teoria T es recursiva, podemos tomar o(d,a) = Ih;qoz, que no es Ag, sino A1, pero

si la tomamos en las condiciones del teorema 5.30, toda la demostracion vale sin cambio
alguno, y entonces d tiene una interpretacion directa: es (un numero natural que codifica)
una demostraciéon de a.
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Sea R una sentencia dada por el teorema 9.1 de modo que?
FR < NdeN (a(d, 'R) = Ve<do(e,~ R)).

Vamos a probar que R no es demostrable ni refutable en 7. Supongamos que
se cumple ; R. Entonces existe un d tal que N F O’(O(d),I—R_‘), luego por X;-
completitud !;O‘(O(d), "R"). Consecuentemente l;Ve < 0@ g(e,~ R).
Consideramos ahora todos los nimeros e < d. Si existe alguno que cumpla
N E 0(0(9,="R"), entonces l;ﬂR) y tenemos que T es contradictoria. En caso
contrario, por Xj-completitud (recordemos que o es Ap) I;—U(O(e), —|er), pero

en Q (luego en T') se prueba
d =00y ...\/d:()(e—l)7

luego podemos concluir que }7: Ne < 0@ —\U(e,ﬂer), y tenemos nuevamente

una contradiccion en 7.
Supongamos ahora que ; —R. Entonces existe un e tal que N £ ¢(0(¢), —\I_R—I),

de donde a su vez I;U(O(E)7—|'—R—I). Por otro lado, por la construccion de R

tenemos que

I;\/d €N (o0(d,’R) A Ne < d —o(e,—' R)).

Razonando en T, tomamos un d que cumpla esto. En Q (luego en T') se de-
muestra 0¢) < d v d < 0(), pero el primer caso lleva a una contradiccion, luego
tiene que ser d < 0(¢). Nuevamente tenemos dos posibilidades: si algin nimero
i < e cumple N £ ¢(00), I—R—I) entonces l; R y tenemos una contradiccion. En

caso contrario, para todo i < e se demuestra —o (00, er), pero d < 0(¢) implica
d=09v...vd=09,

. [
luego podemos concluir que —o(d, R), y nuevamente llegamos a una contra-
diccién. -
El lector deberia convencerse de que la prueba del teorema anterior también
es constructiva: dada una teoria semirrecursiva que interprete a Q, podemos
construir explicitamente la sentencia R, y podemos programar a un ordenador

para que si le damos una prueba de R o de =R en T, nos devuelva la prueba de
una contradiccién en T

De este modo, si una teorfa axiomatica cumple los requisitos minimos de ser
semirrecursiva y consistente (sin lo cual seria initil en la practica) y de demos-
trar unas minimas propiedades sobre los nameros naturales (los axiomas de Q),

3Notemos que R afirma de si misma algo asi como “Si puedo ser demostrada, también puedo
ser refutada (con una refutacién menor que mi demostracién)”, por lo que indirectamente R
afirma que no es demostrable supuesto que la teoria T sea consistente. Notemos también que,
como la sentencia de Gdédel, R es de tipo II;.
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entonces es incompleta: ninguna teoria axiomética aceptable para un matemé-
tico puede resolver cualquier problema aritmético, en el sentido de que siempre
habra sentencias aritméticas que no podran ser demostradas ni refutadas.

Mas atn: el teorema siguiente muestra que no sélo no podemos demostrar o
refutar cualquier sentencia, sino que no siempre podemos saber si una sentencia
dada es demostrable o no en una teoria dada:

Teorema 9.5 SiT es una teoria consistente que interpreta a Q, el conjunto de
sus teoremas no es Tecursivo.

DEMOSTRACION: Supongamos que el conjunto de los teoremas de T es re-
cursivo. Entonces llamamos 7" a la teoria cuyos axiomas son los teoremas de T'.
Asi T” tiene los mismos teoremas que T' (y en particular es consistente e inter-
preta a Q), pero ademés es una teorfa recursiva. Equivalentemente, podemos
suponer que T es recursiva.

Sea ¢(x) una formula 3¢, que podemos tomar en las condiciones de 5.30,
que defina al conjunto de los teoremas de T', es decir, que tenemos que

i Fa ent F¢(@") ysino Fa ent (7o),
si ba entonces T(b(a) ysino ba entonces b o("a)

El teorema 9.1 nos da una sentencia C tal que
;cHﬁa®k

Nuevamente, C' es una sentencia que afirma que no puede ser demostrada. Si
. . . r 1 .,
esto fuera cierto, es decir, si no F C, entonces = —¢( C'), pero por construccion
T T

de C esto equivale a FC , ¥ tenemos una contradiccién. Por lo tanto, ;C , luego

?QZ’(FCN)’ pero esto implica F—'C, y llegamos a que T' es contradictoria. m

Tenemos asi un ejemplo conceptualmente muy simple de conjunto semirre-
cursivo no recursivo: el conjunto de los teoremas de cualquier teoria semirre-
cursiva consistente que interprete a Q (por ejemplo el conjunto de los teoremas
de la propia Q, o de AP). En general disponemos de un algoritmo finito para
enumerar todos los teoremas de una teoria axiomatica recursiva T' (solo tene-
mos que ir enumerando los nimeros naturales, comprobando si cada uno de
ellos codifica una demostracion de la teoria y, en caso afirmativo, anadir a la
lista de teoremas la conclusion de tal demostracion). De este modo, si queremos
confirmar que una determinada férmula es un teorema de 7', en teoria siempre
tenemos el “método” (muy poco practico) de esperar a ver si aparece en la lista,
pero ahora acabamos de probar que, si una férmula no es un teorema de una
teorfa semirrecursiva consistente 7', no existe ningin algoritmo que nos permita
confirmar en un tiempo finito que no es un teorema (lo cual no impide que en
casos concretos logremos averiguarlo por uno u otro medio, pero no existe un
procedimiento general que nos garantice una respuesta en cualquier caso).

El teorema anterior todavia puede generalizarse més hasta eliminar toda
alusion explicita a los nimeros naturales:
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Teorema 9.6 (Teorema de Church) No existe ningin criterio que permita
distinguir en un tiempo finito si cualquier formula dada de un lenguaje formal
es un teorema ldgico, consistente o contradictoria.

DEMOSTRACION: Mas concretamente, vamos a probar que si £ es un len-
guaje formal que tenga al menos un relator diadico distinto del igualador, enton-
ces el conjunto de los teoremas logicos del lenguaje £ es semirrecursivo, pero no
recursivo. Esto implica que no es posible distinguir mediante ningin algoritmo
las formulas que son teoremas logicos de las que no lo son, y por lo tanto tam-
poco podemos determinar si una formula es consistente (es decir, si su negacion
no es un teorema logico) o contradictoria (si su negaciéon es un teorema logico).

En el capitulo siguiente (10.12) introduciremos la teoria de conjuntos NBG*,
de la que probaremos que es una teoria aritmética, recursiva, consistente y
finitamente axiomatizable sobre el lenguaje Li.. Podemos suponerla una teoria
sobre £ sin mas que identificar el relator € con cualquier relator diadico de £
y no tener en cuenta para nada cualquier otro signo eventual. Si llamamos C' a
la conjuncion de todos sus axiomas (podemos suponer que C' es una sentencia),
tenemos que

F a syss FC—a.
NBG*

La funcion dada por f(a) = (C — «) es claramente recursiva. Si el con-
junto de los teoremas logicos de £ fuera recursivo, también lo seria su funcion
caracteristica x, asi como la composicion g(a) = x(f(«)), que es la funcion ca-
racteristica del conjunto de los teoremas de NBG*. Por lo tanto, este conjunto
seria recursivo, en contradiccién con el teorema anterior. L]

Ejercicio: Probar que si una férmula contiene inicamente relatores monadicos (aparte
del igualador) entonces existe un algoritmo finito para determinar si es o no consistente
0 si es 0 no un teorema logico. AYUDA: Probar que si una féormula con n relatores
monéadicos tiene un modelo, entonces tiene un modelo con a lo sumo 2" elementos.
Para ello basta establecer una relacién de equivalencia en el modelo dado en la que dos
objetos de su universo son equivalentes si las n relaciones que interpretan los relatores
coinciden en ellos. Las clases de equivalencia se convierten facilmente en un modelo
de la formula dada, y son a lo sumo 2". Noétese ademés que s6lo hay un nimero finito
de modelos “esencialmente distintos” con a lo sumo 2" elementos y todos ellos pueden
ser calculados en la practica.

9.2 El teorema de Tarski

La hipoétesis de semirrecursividad en el teorema de incompletitud es clara-
mente necesaria. Por ejemplo, podemos considerar la extension T de la aritmé-
tica de Peano que resulta de tomar como axiomas todas las sentencias verdaderas
en su modelo natural. Es inmediato que T" cumple todos los requisitos del pri-
mer teorema de incompletitud salvo quiza la semirrecursividad y, de hecho, no
puede ser semirrecursiva, pues es trivialmente completa.



9.2. El teorema de Tarski 325

En particular podemos concluir que el conjunto de las afirmaciones verda-
deras sobre ntimeros naturales no es recursivo o, dicho de otro modo, que no
existe ningun algoritmo para determinar si una determinada afirmacion sobre
nameros naturales es verdadera o falsa. (Ya habfamos llegado a esta conclusion
como consecuencia del teorema 8.20.) El teorema de Tarski va mas alla:

Teorema 9.7 (Teorema de Tarski) Sea T' una teoria aziomdtica que inter-
prete a Q y sea M un modelo de T.

1. No eziste ninguna formula V(x) con x como unica variable libre y tal que
para toda sentencia ¢ se cumpla

ME¢ syss MEV(¢).

2. En particular la relacion monddica dada por V(¢) syss ¢ es una sentencia
verdadera en M no es recursiva.

8. El conjunto de los nimeros naturales que codifican sentencias de L, ver-
daderas en N no es aritmético.

4. Tampoco puede ezistir una formula V (z) tal que para toda sentencia ¢ se
cumpla F(¢ V().

DEMOSTRACION: Supongamos que existe la formula V' (z) segtin 1). Enton-
ces el teorema 9.1 nos da una sentencia 7 tal que

Fre V().
T

Notemos que 7 significa “yo soy falsa” (en M).

Si M E 7, entonces M E V("1"), pero, por la propiedad que define a 7
tendremos también que M E —7, lo cual es absurdo.

Si M E =7, entonces M E =V ("7"), luego por hipotesis M E 7, y tenemos de
nuevo un imposible. Asi pues, no existe tal V.

Para probar 2) observamos simplemente que si la relacion M E ¢ fuera
semirrecursiva, por el teorema 5.30 existiria una féormula V' tal que

ME¢ syss EV(¢), ME-¢ syss E-V(g),

de donde se deduce que V' cumple las condiciones de 1).

3) Es simplemente el caso particular de 1) que resulta de considerar como T'
la propia Q y como M el modelo natural N.

Es claro que una férmula que cumpla 4) también cumple 1), para cualquier
modelo M de T, pero, suponiendo meramente que 7' es consistente, podemos
obtener una prueba directa puramente sintactica (que no involucre modelos). En
efecto, construimos igualmente la sentencia 7, y ahora tenemos que (7 < —7),
de donde se sigue que T es contradictoria. r m
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Observaciones Vemos, pues, que el conjunto de las sentencias aritméticas
verdaderas en el modelo natural no s6lo no es recursivo (es decir, no sélo no es
posible determinar en la practica cudles son exactamente sus elementos), sino
que ni siquiera es aritmético (no puede ser definido mediante una formula del
lenguaje L,).

Maés en general, el apartado 1) del teorema dice que el conjunto de las sen-
tencias de una teoria dada verdaderas en un modelo no es definible en dicho
modelo mediante una férmula del lenguaje de la teoria.

Por su parte, el apartado 4) afirma que, en una teoria T sobre un len-
guaje £, no es posible asignar un “significado” a cada sentencia a € Form(rﬁ—l)
de modo que, para cada sentencia concreta (es decir, metamatemaética) «, el sig-
nificado asociado a "« sea precisamente «. No obstante, ya hemos visto que este
impedimento teérico puede burlarse parcialmente restringiendo la definicién a
determinadas clases de sentencias (X, o IT,) y méas adelante veremos que tam-
bién es posible burlarlo limitando el universo en que las sentencias deben ser
interpretadas.

Respecto a la prueba del teorema de Tarski, hemos de destacar que se apoya
esencialmente en la conocida paradoja de Epiménides, o paradoja del menti-
roso. La version clasica se remonta a Epiménides, que, para rebatir la fama
de mentirosos que en la antigiiedad tenian los cretenses afirmaba: “Todos los
cretenses mienten”; ahora bien, Epiménides era cretense, por lo que cualquiera
que le oyera tenia que admitir que, por lo menos, los cretenses dicen la verdad
en algunas ocasiones, ya que si suponemos que los cretenses mienten siempre
entonces la afirmacién de Epiménides seria cierta, pero eso es contradictorio con
que la afirme un cretense.

Depurando el argumento (siguiendo a Gdédel), supongamos que un dia, a
las 12:01, Juan afirma: “Todo lo que hoy ha dicho Juan entre las 12:00 y las
12:02 es falso”, y no dice nada mas en dicho intervalo. Esta afirmacion seria
sin duda verdadera o falsa si la hubiera pronunciado cualquiera que no fuera
Juan, o incluso si la hubiera pronunciado Juan en otro momento. Pero cuando
la pronuncia Juan a las 12:01 se vuelve contradictoria.

Es la misma contradiccion a la que llegamos si negamos la conclusion del
teorema de Tarski: si en una teoria aritmética T podemos definir la nocién
de “sentencia verdadera en un modelo dado”, entonces podemos construir una
sentencia que diga “yo soy falsa” y tenemos la paradoja. No obstante, hemos
de insistir en que la prueba no es un sofisma, sino que, muy al contrario, es
totalmente constructiva: si alguien pudiera definir una féormula V' (x) que cumpla
el apartado 1) del teorema de Tarski, entonces sabriamos escribir una sentencia
7 de la que podriamos probar tanto que es verdadera como que es falsa. Por
consiguiente estamos seguros de que la formula V' no existe.

9.3 El segundo teorema de incompletitud

El teorema de incompletitud de Go6del ha dado pie a muchas falacias en
virtud de las cuales la mente humana no es susceptible de analisis logico. El
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argumento general es que, dada cualquier teoria axiomatica suficientemente rica,
el teorema de incompletitud nos permite conocer una sentencia verdadera pero
que no es demostrable en la teoria en cuestion, de modo que nosotros sabemos
més de lo que puede contener cualquier teoria axiomatica. Variantes de este
argumento se han empleado también contra la inteligencia artificial, es decir,
para argumentar que un ordenador nunca podra pensar como un ser humano.
Como veremos enseguida, todo esto no tiene ningtin fundamento.

Ciertamente estamos ante una paradoja: no habria problema en admitir la
existencia de afirmaciones verdaderas sobre ntimeros naturales que no puedan
ser demostradas en una teoria dada, pero algo muy distinto es que sepamos
encontrarlas explicitamente, es decir, que podamos senalar sentencias concretas
de las que sepamos demostrar que son verdaderas pero no demostrables. Consi-
deremos, por ejemplo, la sentencia de Godel G para la aritmética de Peano, AP.
Como sabemos que AP es consistente, sabemos que N E G, pero también que G
no puede probarse a partir de los axiomas de Peano. Ahora bien, para probar
el teorema de incompletitud, ;hemos usado alguna propiedad extrana sobre los
nimeros naturales, algo que no se deduzca de los axiomas de Peano? La res-
puesta es negativa, pero entonces, jcémo hemos podido llegar a probar algo que
no se deduce de los axiomas de Peano?

Esta paradoja desaparece en cuanto nos damos cuenta de que el teorema de
incompletitud no dice que la sentencia de Godel sea verdadera y no demostra-
ble. Soélo dice que SI la teoria axiomatica interpreta a QQ y es semirrecursiva y
consistente, entonces GG es verdadera y no demostrable. La recursividad es una
propiedad muy facil de comprobar y que satisface cualquier teoria razonable,
y también es facil constatar que una teoria interpreta a Q, asi que la cuestion
se reduce a que SI la teoria T es consistente, ENTONCES G no es demostra-
ble. Notemos que el reciproco es trivialmente cierto. Esto es lo que realmente
hemos demostrado para una teoria semirrecursiva T que interprete a Q. Para
desarrollar esta idea conviene introducir una definicion:

Definicion 9.8 Sea T una teoria axiomatica semirrecursiva que interprete a Q.
Llamaremos
P gy | r 1
Consis T E—\r}q—ﬂ 0#£0,

que es una sentencia II; de en £,. Representaremos igualmente su traducciéon
al lenguaje de T'. Es claro que T es consistente si y s6lo si N E Consis T,

De este modo, lo esencial del teorema de incompletitud (una vez constata-
das las hipotesis de que la teorfa T' es semirrecursiva e interpreta a Q) puede
enunciarse asf:

N E (Consis'T' + @),

donde, como antes, llamamos G = — gﬁ 'a.

Tendriamos una auténtica paradoja si esto —que es lo que realmente hemos
demostrado— no pudiera probarse a partir de los axiomas de Peano. En tal caso
si tendriamos que preguntarnos qué hemos usado sobre los nimeros naturales
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que no se deduzca de los axiomas de Peano. Sin embargo, lo cierto es que el
teorema de incompletitud, visto asi, como una afirmacién puramente aritmética
expresada por la sentencia anterior, si puede ser demostrado exclusivamente
a partir de los axiomas de Peano, de hecho se puede probar en I¥;. Esto es
precisamente lo que afirma el segundo teorema de incompletitud de Godel, que,
segin lo que acabamos de explicar, no es mas que la formalizacion en la teoria T’
del primer teorema de incompletitud.

Teorema 9.9 (Segundo teorema de incompletitud de Gédel) SiT es u-
na teoria semirrecursiva que interpreta a 1351 y G es una sentencia de Gaédel
para T, entonces

l; (Consis'T' & G).

. . . P
En particular, si T es consistente no = Consis T .
T

DEMOSTRACION: En realidad vamos a probar lo que afirmabamos en los
comentarios previos al teorema, que es ligeramente méas fuerte: si llamamos
= 1
G=- hll—"1 G, demostraremos que

; (Consis T + @),
1

entendiendo ambos términos como sentencias de £,. Entonces, la traducciéon
de esta equivalencia al lenguaje de T' es demostrable en T', pero en T' se cumple
que G es equivalente a G (por definicion de sentencia de Godel), luego tenemos
la equivalencia del enunciado.

Como F (0 #£ 0 — ), la propiedad 1) del teorema 8.28 nos da que
FFE0#£0- G,
¥, "
luego la propiedad 3) nos da que

FF0#£0 = F G
I3, ™ T

luego, aplicando la regla de Negaciéon del Implicador, concluimos que
F G — Consis T
I

Reciprocamente, por la propiedad 2) del teorema 8.28,

F(EFG-—=F FG),
Iz, 1 T
que es lo mismo que
~ R L
F(-G—=F F G)
I T
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Por definicién de sentencia de Godel, F r; fel -G, luego por 1)

r A 1
S CAE e
¥, "
y por 3)
E (=G — F'=G)).
12, vl

Por otro lado, por definicién de G tenemos trivialmente que

(-G — G,
1z, 1

luego por la formalizacion de la regla de contradiccion

~ r q
L (=G ET0#0),

PN

es decir, 1; (-G — —Consis T"). n
1
Asi pues, acabamos de probar que no hay nada de “misterioso” en el primer
teorema de incompletitud de Godel que no pueda demostrarse en 1%;.

Observaciones Mientras la sentencia de Godel tiene una interpretacion auto-
rreferente, su forma equivalente Consis "T" tiene una interpretacién mucho mas
simple: la consistencia de la teoria axiomética considerada. Asi se ve més cla-
ramente que la paradoja que describiamos antes no es tal: no hemos probado
que la sentencia Consis "T" sea verdadera y no demostrable, sino que, si es ver-
dadera (es decir, si T es consistente) entonces no es demostrable. Nuevamente,
por el teorema 7.29 sabemos que Consis "T" es equivalente a que una determi-
nada ecuacion diofantica no tenga soluciéon. En otras palabras, para cada teoria
axiomadtica semirrecursiva existe un polinomio P (de varias variables) con coefi-
cientes enteros tal que la existencia de una solucién entera de la ecuaciéon P = 0
equivale a la existencia de una demostracién de una contradiccion en la teoria.

En algunos casos sencillos podemos asegurar que Consis "T' es verdadera.
Por ejemplo, la sentencia Consis "AP' es un ejemplo de afirmaciéon verdadera
sobre los nimeros naturales que no es demostrable a partir de los axiomas de
Peano. Esto es posible porque la prueba de la consistencia de AP (es decir,
la observacién de que el conjunto de los ntimeros naturales constituye un mo-
delo de AP junto con las definiciones y teoremas relativos a modelos) involucra
esencialmente razonamientos sobre colecciones infinitas y relaciones y funciones
sobre colecciones infinitas que van maéas alla de lo que podemos formalizar en
AP. No obstante, en el capitulo siguiente presentaremos una version mas po-
tente de la aritmética de Peano que si permite considerar sucesiones infinitas de
conjuntos infinitos, y en ella la prueba de la consistencia de AP se formaliza sin
dificultad (teorema 10.7).

De este modo, la aritmética de Peano es una teoria axiomatica de la que si
esta justificado decir que es mas limitada que la mente humana: Sabemos méas
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sobre los niimeros naturales de lo que puede probarse a partir de los axiomas
de Peano. Concretamente, la definicion (metamateméatica) de la relacion N F o
requiere considerar sucesiones finitas de conjuntos infinitos, mientras que en AP,
aunque es posible hablar de conjuntos infinitos a través de formulas (los con-
juntos infinitos son en realidad “clases propias” en AP) sblo es posible definir
sucesiones finitas de conjuntos finitos, y ésa es la razon tltima (en la practica)
por lo que la definicién de N E « no es formalizable en AP.

Pasemos ahora al extremo opuesto: sea T' una teoria axiomatica de conjun-
tos. Hasta ahora hemos descrito varias teorias débiles, la mas fuerte de las cuales
es ZF—Al, que con el axioma “todo conjunto es finito” es equivalente a AP, pero
veremos que si anadimos a ZF el axioma que postula la existencia de conjuntos
infinitos obtenemos una teoria muchisimo més potente, hasta el punto de que en
ella se puede formalizar facilmente cualquier razonamiento (meta)matematico
que podamos considerar racionalmente “convincente”. Esto hace que si fuera po-
sible dar un argumento convincente de que T es consistente, no habria ninguna
dificultad en convertirlo en una demostraciéon matematica en 7T de la senten-
cia Consis T (exactamente igual que cualquier matematico sabe convertir en
teoremas de T' todos sus razonamientos validos). El segundo teorema de incom-
pletitud nos daria entonces que 7' es contradictoria. Mas concretamente, nos
permitiria construir explicitamente una contradicciéon en T. Con esto hemos
probado algo muy importante:

Si la teoria de conjuntos es consistente, no existe ningun argumento
que pueda convencernos de que asi es.

Equivalentemente, si T' es una teoria de conjuntos, la sentencia Consis T es
un ejemplo de una afirmacion sobre niimeros naturales tal que, si es verdadera,
jamas conseguiremos demostrar que lo es. Ahora estamos ante una teoria axio-
matica “méas potente” que la mente humana, en el sentido de que en ella pueden
formalizarse todos los razonamientos que nosotros consideramos convincentes
(los razonamientos metamatematicos) y muchos razonamientos méas sobre obje-
tos extranos, como puedan ser conjuntos no numerables, de los que no sabriamos
hablar consistentemente sin la guia de la teoria axiomatica de conjuntos.

Observemos que no es dificil demostrar Consis 'T" en una teorfa adecuada.
Por ejemplo, basta llamar T’ a la teorfa que resulta de anadirle a T el axioma
Consis Ty, ciertamente, en T’ se puede probar la consistencia de la teorfa de
conjuntos, pero la prueba no nos convence de nada. En general, no hay nin-
gln problema en que la consistencia de una teoria T pueda probarse en otra
teoria méas fuerte 7. Lo que afirma el segundo teorema de incompletitud es
que T” ha de ser necesariamente méas fuerte que 7. Asi, puesto que la teoria de
conjuntos T es més fuerte que nuestra capacidad de razonamiento metamate-
matico, sucede que no existen razonamientos metamatematicos que prueben la
consistencia de T'. Cualquier demostracion de esta consistencia (como el caso
trivial que acabamos de considerar) partird necesariamente de algan principio
cuya consistencia es, a su vez, dudosa.

Esto supone una seria limitacion a la fundamentaciéon de la matemaética. El
programa de fundamentaciéon de Hilbert pedia una teorfa axiomatica de conjun-
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tos cuya consistencia y completitud pudieran ser demostradas mediante técni-
cas metamatematicas finitistas. Los teoremas de incompletitud muestran que
este programa es irrealizable: la completitud es imposible y la consistencia es
indemostrable. Esto no quiere decir que sea imposible fundamentar satisfac-
toriamente las matematicas. En el capitulo siguiente veremos varias teorias
axiomaéticas de conjuntos que cumplen este objetivo, es decir, proporcionan una
nocién precisa de lo que debemos entender por una demostracién matemaética ri-
gurosa. Cualquiera de estas teorias constituye de hecho una fundamentacion de
la matematica en el sentido de que es la referencia que de hecho toman los ma-
teméaticos para precisar en qué consiste su trabajo.* Es cierto que no podemos
probar que ninguna de estas teorias es aceptable (consistente), pero los matema-
ticos vienen trabajando en ellas més de un siglo sin que nadie haya encontrado
ninguna contradiccién. Si unimos a esto la imposibilidad teérica marcada por el
segundo teorema de incompletitud, concluimos que no hay motivos para sospe-
char de que la teoria axiomatica de conjuntos no sea todo lo sélida que parece
ser. Por otra parte, la completitud que exigia Hilbert no es realmente necesaria
para el trabajo del matematico. En ninguna rama del conocimiento se considera
necesario tener una garantia de poder responder a cualquier pregunta. Es cierto
que las matematicas parecian ser la tinica ciencia donde se hubiera podido tener
tal garantia, pero el primer teorema de incompletitud no ha hecho sino acercarla
a otras ramas del saber, como la fisica o la biologfa. Sin duda es imposible saber
exactamente como, cuando y donde apareci6 el primer organismo vivo sobre la
Tierra, pero esto no quita para que podamos determinar con gran precision el
proceso que dio lugar a la aparicién de la vida. m

Veamos una aplicacion del segundo teorema de incompletitud:

La interpretacion natural de una sentencia de Gédel equivale a su no demos-
trabilidad, y hemos demostrado que, bajo las débiles hipotesis del teorema, las
sentencias de Godel son verdaderas (afirman que no pueden ser demostradas y
no pueden ser demostradas). Por simple curiosidad, podemos preguntarnos qué
sucede si aplicamos el teorema 9.1 para construir una sentencia que afirma su
propia demostrabilidad. Especificamente, dada una teoria semirrecursiva 7' que
interprete a @, sabemos construir una sentencia H tal que

HH <+ - H).
T mm

Las sentencias con esta propiedad se llaman sentencias de Henkin y no es
evidente en principio si son verdaderas o falsas o —lo que en este caso es lo
mismo—, si son demostrables o no. La respuesta es que todas son verdaderas,
pero la prueba se basa en el segundo teorema de incompletitud.

4No hay que entender aqui que la teoria axiomatica de conjuntos explique la naturaleza de
las matematicas. Este es un problema mucho mas amplio. La teoria de conjuntos se limita
precisar un patrén de rigor suficiente para que el matematico pueda trabajar sin vacilaciones.
No obstante, es posible considerar argumentos informales, por ejemplo de caracter geométrico,
que merecen el mismo calificativo de “matemaéaticas” y que no pueden ser considerados teoremas
formales.
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Teorema 9.10 (Teorema de Ldb) Sea T una teoria semirrecursiva que in-
terprete a 131 y sea H una sentencia tal que

F(+"'H' — H).
T T

Entonces l; H.

DEMOSTRACION: Sea T™ la extension de T' que resulta de anadirle el axioma
-H. Sino I;H , entonces T es consistente. Formalizando (en IX;) este sencillo

resultado obtenemos que ; - Jj—ﬁ "H' — Consis T* .
Por el segundo teorema de incompletitud tenemos que no }—* Consis I_T*—I,
luego no :'r_ - W};ﬁ FH—l, de donde no I;—|H — - rl;ﬁ I_H—I, es decir, que no se cumple

FE'H' 5 H , como habia que probar. L]
T

9.4 Incompletitud y aritmética no estandar

Los teoremas de incompletitud nos permiten construir y estudiar mas clara-
mente modelos no estandar de la aritmética. En efecto, sea T una teoria recur-

xr
siva y consistente que interprete a Q. Llamemos S(x) = I;FO #* 01, de modo que

S(x) significa “z es (el nimero de Godel de) una demostracion de 0 # 0 en 7.
Por definicién:
Consis T' = -z S(z).

Si, por ejemplo, T' es una teoria de conjuntos suficientemente potente como
para formalizar todo razonamiento metamatematico aceptable, (y suponemos
que es consistente) todo niimero natural n tiene la propiedad N F =S(0(™) (es
decir, ningin nimero natural demuestra una contradicciéon en T'), pero, al mismo
tiempo, es imposible demostrar que esto es asi: no existe ningin argumento
concluyente que justifique que todo ntimero natural tiene dicha propiedad, pues
en tal caso dicho argumento podria formalizarse en T y tendriamos

Py
;Consw T,

pero el segundo teorema de incompletitud implicaria entonces que T es con-
tradictoria, luego nuestro argumento “concluyente” de la consistencia de T no
podria ser tan “concluyente”. En suma tenemos una propiedad S que es re-
cursiva (podemos comprobar explicitamente en un tiempo finito si un nimero
natural la cumple o no) y es verdad que todos los ntimeros naturales cumplen
la propiedad =S, pero este hecho no es verdadero por ninguna razéon. Es ver-
dadero, pero no hay ningin argumento que justifique que lo es. Es verdadero
simplemente porque “sucede”, porque si vamos mirando los niimeros naturales
uno por uno, lo cierto es que ninguno deja de cumplir la propiedad =5, pero sin
que haya ningtin argumento que obligue a que asf sea.
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Volviendo al caso general en que 7' es cualquier teoria recursiva consistente,
puesto que ConsisT no es demostrable en T, el teorema 3.6 nos da que la
. ~ . . P | .
teoria T” que resulta de afiadirle a T' el axioma — Consis 1" o, equivalentemente,

Vz e NS(z),

es consistente. Si suponemos que T interpreta a IX; en 77 podemos demostrar

\1/x e N(S(z) A Ny < z-5(y)),

es decir, que existe un minimo ntmero natural que cumple —S(z). Esto nos
permite definir
c=xz|(x e NAS@) ANy <z-S(y)).

La interpretaciéon natural® de c es que se trata de la minima demostracién
en T de que 0 # 0. Como estamos suponiendo que 7' es consistente, ¢ es una
descripcion impropia en su interpretacion natural. Asi, como convenimos que las
descripciones impropias denotan el cero, tenemos que la interpretacién natural
de c es el nimero 0. Sin embargo, en T’ tenemos que ¢ es una descripcion propia,
por lo que la regla de las descripciones propias nos da que ; S(c).

Por otra parte, puesto que T es consistente, todo n cumple N F —\S(O("))7
luego |- =S(0().

Asf pues, en T’ podemos probar® que ¢ es un ntimero natural que cumple
una propiedad que también sabemos probar que no cumple ni 0, ni 1, ni 2, etc.
Si M es un modelo de 77, entonces M (c) es un nimero natural no estandar. A
diferencia de lo que sucedia en el capitulo IV, ahora sabemos definir explicita-
mente nimeros no estandar en una teoria 7: un ejemplo es el minimo nimero
de Godel de la demostracion de una contradiccion en T' (o, més concretamente,
de 0 # 0). Por supuesto, necesitamos postular su existencia con un axioma,
pero no necesitamos introducir una constante no definida para referirnos a él.

Observemos que ¢ no es el minimo ntimero no estandar (de hecho no existe tal
minimo). En efecto, puesto que podemos probar que ¢ # 0, de aqui deducimos
que existe un ntumero d tal que ¢ = d’. Es claro que d también es no estandar,
en el sentido de que para todo nimero natural n sabemos probar que d # 0.

Notemos que no existe un tinico modelo M para la aritmética no estandar,
sino que existen infinitos modelos “no isomorfos” dos a dos, en el sentido de que
satisfacen sentencias diferentes. Por ejemplo, a partir de AP podemos formar
dos teorias axiomaticas consistentes, pero mutuamente contradictorias,

AP + Consis' AP’ y AP + Consis —AP".

Si las llamamos Ty y 17, respectivamente, cualquiera de ellas puede extenderse
a su vez a dos teorfas consistentes y mutuamente contradictorias:

To + Consis '_Toj, To + Consis r—\TO_‘, T, + Consis I_le, T, + Consis rﬂTl—I,

5Notemos que c es la traduccion al lenguaje de T' de un término de £q, por lo que podemos
hablar de la interpretaciéon de dicho término en el modelo natural de L.
6Tenemos asi un ejemplo de teoria consistente w-contradictoria.
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que podemos llamar Tyg, To1, T10 y 111, respectivamente, e igualmente podemos
formar otras ocho teorias Tyoo, Too1, 1010, - .- Cada una de las teorias construi-
das de este modo tiene su propio modelo, y dos cualesquiera de estos modelos
satisfacen sentencias mutuamente contradictorias.

Vamos a probar ahora que, en realidad, no necesitamos elegir una nueva
sentencia a cada paso para formar nuevas teorias consistentes, sino que podemos
usar siempre la misma. Necesitamos un resultado previo:

Teorema 9.11 5S¢ T es una teoria consistente que interpreta a Q, existe una
formula ¢(x) de tipo X1 tal que, para todo nimero natural k, la teoria

T + Az € N(¢(z) ¢z = 0)
es consistente.

DEMOSTRACION: Sea L el lenguaje de T'. Consideremos la formula ¥,

x(p, k) = p € Form('£") A Vad(Vlib(p) = {z} A rgqﬁ/\x € N(p <z =0W)

d’ ,
AN < dNE < d’ ﬁ%ﬁ/\x e N(p < z = 0"))),

Asi, si N F X(rw(x)—l,o(k)) y NE X(rw(x)j,o%’)), con k # k', existen d y d’
que demuestran, respectivamente,

FoAz eN(g(2) &2 =00),  E-AzeN((z) &z = 0%y,

No perdemos generalidad si suponemos d’ < d, y claramente k' < d' (pues d’
demuestra una féormula que contiene el numeral O(k/)), pero esto contradice la
minimalidad de d que postula x.

Vemos, pues, que x define una funcion parcial. El teorema 5.31 nos da una

formula a(u,v) de tipo X tal que, si se cumple N E X(rz/}(a:)—l, 0(k)), entonces
= Av(a((x) v) & v =00).
Por el teorema 9.1 (véase la nota posterior), existe una formula ¢(z) tal que
= Aa(@(a) < o ¢(x) 7).

Esta equivalencia prueba que ¢ es 3.

Vamos a probar que no existe ningin k tal que N F X(rqﬁ(ac)j,O(k)). Si
existiera, consideremos el d cuya existencia postula y, de modo que es el minimo
ntmero natural que demuestra I:;ﬁ/\:r € N(p(z) <> x = 00),

Por otra parte tenemos que

';/\v(a(rcb(x)j,v) v =00),
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de donde
Az () ¢z =00,

y resulta que T es contradictoria. Concluimos que, para todo k,

no ;—'/\x e N(¢(z) ¢ = = 0F),

pues en caso contrario podriamos tomar una minima demostracién d que pro-
barfa N E X(r¢(m)—l, 0(k)). Esto implica a su vez que la teorfa del enunciado es
consistente. -

En definitiva, fijada una teoria semirrecursiva consistente que interprete a Q,
hemos construido una férmula ¢(z) con la propiedad de que es consistente con T'
que 0 sea el iinico ntimero que la cumple, pero también que 1 sea el inico nimero
que la cumple, o que lo sea 2, etc. Podemos refinar ain mas la conclusion:

Teorema 9.12 Si T es una teoria semirrecursiva consistente que interpreta
a Q, existe una formula” ¥(x) de tipo X1 tal que, si representamos + = y
—1p = ), entonces la teoria que resulta de anadir a T los axiomas

£(0),  Ep(1), EP(2), +Y(3),
es consistente, para cualquier eleccion de los signos.

DEMOSTRACION: Puesto que una hipotética prueba de una contradicciéon
usaria s6lo un nimero finito de axiomas, basta probar que la teoria que resulta
de anadir los axiomas +¢(0(9), ..., 41 (0(™) es consistente, para cada niimero
natural n. Sea ¢(z) la férmula dada por el teorema anterior y sea

Y(z) = Vs € N(Suc(s) A ¢(s) Az < £(s) A sy =1).

Claramente es (la traduccion de) una formula Y7 de £,. Sea ahora una sucesion
arbitraria s de n ceros y unos y consideremos la teoria 7’ dada por

T+ Nx(o(z) <3 2 ="5").

Por el teorema anterior sabemos que T’ es consistente, y es claro entonces que
la s que aparece en la definicion de 1 es necesariamente "s', es decir, que

F () & 2 < 0 AT, = 1)

Asi, para cada i < n, puesto que ka Tsloy = 06 es claro que TF,z/;(O(i)) o
; —)(0)) segtin si s(i) es cero o uno. Si la correspondiente extension de T con
estas sentencias fuera contradictoria, también lo seria T". [

Asi pues, aplicando el teorema a AP, concluimos que existe una formula ¢(x)
de tipo X1 que la cumpliran los nimeros naturales que la cumplan, pero de tal

"Las férmulas con esta propiedad se llaman férmulas flexibles.
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modo que los axiomas de Peano no permiten probar nada al respecto, sino que
es consistente con ellos suponer que los nimeros que queramos la cumplen y
que cualesquiera otros no la cumplen. Y esto no es una deficiencia particular de
los axiomas de Peano, sino que lo mismo sucede (cambiando la formula ¢ por
otra adecuada) para toda teorfa axiomatica que cumpla los requisitos minimos
usuales.

Cada extension de AP con una determinacion particular de una férmula
flexible nos da un modelo diferente de AP, en el sentido de que dos cualesquiera
de ellos difieren al menos en que uno satisface una sentencia que el otro no
satisface.
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Capitulo X

Clases y conjuntos

Ya hemos tenido ocasion de enfrentarnos al hecho de que, en las teorias axio-
maticas de conjuntos, surge la necesidad de distinguir entre “clases” y “conjun-
tos”, debido a que no todas las colecciones de conjuntos que podemos especificar
mediante una formula del lenguaje formal de la teoria (por ejemplo, la de to-
dos los conjuntos, la de todos los ordinales, etc.) pueden considerarse como la
extension de un conjunto sin caer en contradicciones. En realidad se trata de
un fenémeno habitual, sobre todo en las teorias axioméaticas que no son teorias
de conjuntos propiamente dichas, en las que no “se espera” que las colecciones
de objetos puedan representarse como conjuntos. Es el caso de AP, en la que,
a través de las formulas oportunas, podemos hablar de “los nimeros pares”, “los
nimeros primos”, etc. sin que exista en la teorfa nada que podamos considerar
“el conjunto de los nitimeros pares”, etc., pues en la teoria s6lo hay nimeros
naturales, y ningtin nimero natural es “el conjunto de todos los nimeros pares”.

Sin embargo, a los matemaéticos en general no les gustan los conceptos me-
tamatematicos, y no les gusta tener que hablar de férmulas como sucedaneos
de conjuntos para referirse a las colecciones de conjuntos con las que trabajan.
La notacion conjuntista que hemos introducido para las clases (que no es sino
una forma de tratar con férmulas arbitrarias de modo que parezca que se esté
tratando con conjuntos, aunque el “parezca”’ se traduce en que, a la hora de la
verdad, determinados razonamientos validos para conjuntos no valen para clases
propias) las hace tolerables en la medida en que no se vean obligados a tratar
mucho con ellas, pero la idea de que esas “clases propias” no sean méas que una
forma velada de tratar con férmulas metamateméaticas no les acaba de gustar.

En este capitulo veremos como formalizar la nociéon de clase propia, tanto
en el caso de la teoria de conjuntos ZF* como en AP, sélo que en el caso de AP
a las clases de nimeros naturales (es decir, las colecciones infinitas de nimeros
naturales definibles mediante una formula de £,) se las suele llamar conjuntos,
pero son el equivalente de las clases propias de ZF*.

Cabe aclarar que esto no supone eliminar la “molesta” necesidad de tratar
con colecciones de objetos definibles mediante formulas pero que no son la ex-
tension de un conjunto o de una clase formalizada, sino que simplemente eleva

339
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un nivel su presencia en la teoria y las aleja del quehacer cotidiano de los ma-
teméaticos. Aprovechamos para explicar por fin qué significa “de primer orden”
cuando hablamos de la logica de primer orden.

10.1 La aritmética de segundo orden

Un lenguaje formal de primer orden tiene (o puede tener) constantes, que
pretenden representar objetos fijos (por lo menos, cuando se fija un modelo) y
variables, que pretenden recorrer objetos arbitrarios (incluso cuando se fija un
modelo). Sin embargo, sus relatores y funtores son en este sentido como las
constantes, pues cada relator pretende representar una relacion fija (al menos
cuando se fija un modelo) y cada funtor pretende representar una funcion fija.
Con los cuantificadores podemos decir “para todo objeto x” o “existe un objeto
2”, pero no podemos decir “para toda relacion R’ o “para toda funcién f”.

Un lenguaje de segundo orden es un lenguaje formal que, ademés de varia-
bles de primer orden (las variables que recorren objetos arbitrarios, como en la
logica de primer orden) tiene también variables de sequndo orden, que pretenden
recorrer relaciones o funciones arbitrarias (incluso fijado un modelo).

Del mismo modo que cada relator y cada funtor debe tener definido un
rango que determina el nimero de sus argumentos, al definir un lenguaje de
segundo orden hay que especificar para cada variable de segundo orden si es
una variable de relaciéon o de funcion y asignarle un rango. Por ello se pueden
definir lenguajes distintos segin cuantos tipos de variables de segundo orden se
quiera incluir en ellos.

No es nuestro propoésito desarrollar aqui una teoria general sobre lenguajes
de segundo orden (para ello véase, por ejemplo, el capitulo VII de [LF]), sino
tnicamente describir uno en concreto para entender mejor en qué consiste que
la logica de primer orden sea “de primer orden”. Nuestro lenguaje tendra dni-
camente variables de relacion de segundo orden y de rango 1, es decir, que las
variables de segundo orden recorreran relaciones monadicas “arbitrarias”. Luego
discutiremos como debe entenderse esto, pero de momento nos amparamos una
vez mas en que conocido principio de que para definir un lenguaje formal no
necesitamos decir nada sobre la posible interpretacién de sus signos:

Definicion El lenguaje de la aritmética de seqgundo orden estda determinado
por los signos siguientes:
1. Variables de primer orden xg, z1, s, ...
Variables de segundo orden Xg, X1, Xo,...
La constante 0,
Los funtores S (monéadico) y +, - (diadicos),

El igualador = (relator diadico)

A o

Los mismos signos logicos (conectores, cuantificador, descriptor) que los
lenguajes de primer orden.
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Convendremos en usar letras minisculas para referirnos a variables de primer
orden y letras mayusculas para referirnos a variables de segundo orden.

Ahora podemos definir los términos de primer orden, los términos de sequndo
orden y las formulas mediante las reglas siguientes:

1. Toda variable de primer (resp. segundo) orden es un término de primer
(resp. segundo) orden.

2. Si t1 y to son términos de primer orden, entonces Sti, t1 + ta, t1 - t2 son
términos de primer orden.

3. Sity y to son términos del mismo orden, entonces t; = t2 es una férmula.

4. Si T es un término de segundo orden y t es un término de primer orden,
entonces T'(t) es una formula.

5. Si a y 8 son féormulas, también lo son —~a, o — 3, Aza y AXa.

6. Si « es una formula, z|a es un término de primer orden y X|a es un
término de segundo orden.

El concepto de variable libre se define de forma obvia. La aritmética de
Peano de seqgundo orden es la teoria determinada por los axiomas siguientes:

e Los axiomas de la aritmética de Robinson Q,
e El principio de induccién:

AX(X(0) A Az(X(2) = X(S(x))) = Az X ().

e El axioma de extensionalidad:

AXY (Ae(X(z) ¢ YV(z)) = X =)

e El esquema de comprension:
VXNA2(X(2) < 6(2)),
para toda formula ¢(x), tal vez con méas variables libres.

En realidad, esta definicién presupone un concepto que no hemos definido, y
es el de “teoria”. Para que estos “axiomas” puedan considerarse realmente axio-
mas en algin sentido, es necesario especificar un calculo deductivo de segundo
orden o, alternativamente, una seméntica de segundo orden (que nos permitiera
hablar de modelos de la teorfa). Lo que dicha hipotética “seméantica de segundo
orden” deberia establecer es que, por ejemplo, cuando escribimos AX en el
principio de induccién, eso deba interpretarse como “para toda propiedad X7,
es decir, que la condicion que sigue se cumpla para toda posible propiedad de
los objetos del hipotético modelo.



342 Capitulo 10. Clases y conjuntos

Observemos que esto es mucho mas fuerte que lo que expresa el principio
de induccién de AP, pues éste postula que el principio de induccién se cumple
para toda posible propiedad de los nimeros naturales definida por una férmula
concreta, lo cual tiene un significado totalmente preciso. En cambio, el principio
de induccién de segundo orden deberia ser verdadero en un modelo si el principio
de induccion es aplicable a cualquier posible propiedad concebible sobre los
objetos del modelo, sin exigir que sea definible por una féormula del modelo, y
en principio habria que admitir propiedades definibles en términos del propio
modelo.

Podria decirse que las “propiedades arbitrarias” sobre las que se supone que
debe variar la variable de segundo orden X estan precisadas por el esquema
de comprensién, que viene a decir que, en definitiva, son también propiedades
definidas por formulas, pero a eso hay que hacer dos observaciones: en primer
lugar el axioma de comprension solo postula que las formulas definen propie-
dades, pero no que toda propiedad sea definible mediante una férmula, y en
segundo lugar, aunque de algiin modo pudiéramos restringirnos a propiedades
definidas por formulas de segundo orden, esto no es menos problematico, pues
en la formula ¢ pueden aparecer cuantificadores AY o VY de interpretacion
dudosa.

En suma, definir una semantica de segundo orden acorde con la “intencién”
con la que hemos definido el lenguaje de la aritmética de segundo orden exigiria
aceptar que podemos dar un significado objetivo a afirmaciones que involucran
posibles propiedades arbitrarias, no especificadas, de los nimeros naturales (o, lo
que es lo mismo, subconjuntos arbitrarios del conjunto de los nimeros naturales,
y ya hemos argumentado que “la totalidad de los subconjuntos de N” es un
concepto matemético de contenido dudoso, un concepto que es cuestionable
que pueda ser manejado sin el soporte de una teoria axiomaética de conjuntos).
Alternativamente, en la definicion de modelo de la aritmética de segundo orden
podriamos exigir que haya que especificar una clase bien definida de propiedades
(0, equivalentemente, de subconjuntos de N) en la que permitimos que varien
las variables de segundo orden.

Pero si estamos dispuestos a aceptar este enfoque, resulta que, como vamos
a ver seguidamente, podemos conseguir lo mismo sin necesidad de salirnos del
entorno que ya conocemos de la logica de primer orden. Esto hace que, aunque
suene paraddéjico, lo que habitualmente se conoce como “aritmética de Peano de
segundo orden” es una teoria axioméatica de primer orden:

Definicién 10.1 Llamaremos lenguaje formal de la aritmética de sequndo or-
den al lenguaje formal de primer orden £2 cuyos signos primitivos son una
constante 0, un funtor monadico S, dos funtores diddicos + y -, un relator mo-
nadico cto, y un relator diddico € (aparte del igualador). Abreviaremos z’ = Sx
y Natx = —ctox.

De este modo, el lenguaje £2 nos permite hablar de dos clases de objetos:
niimeros naturales y conjuntos. Vamos a ver cémo con estos ingredientes de
primer orden podemos imitar el lenguaje de segundo orden que hemos definido
antes. Para ello dividimos las variables de £2 en dos subconjuntos de infinitas
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variables cada uno. A las de uno de ellos las llamaremos variables de primer
orden, y las representaremos por letras minisculas, y a las del otro variables de
sequndo orden, y las representaremos por letras maytsculas.

Diremos que una expresion de £2 es un término de primer orden, un término
de seqgundo orden o una formula estructurada si se puede probar que lo es a partir
de las propiedades siguientes:!

1. Las variables de primer (resp. segundo) orden son términos de primer
(resp. segundo) orden.

2. 0 es un término de primer orden.
3. Sity y ty son términos de primer orden, también lo son Sty, t1+ta y t1-to.
4. Sitqyts son términos de primer orden t; = t5 es una férmula estructurada.

5. Si Ty y T3 son términos de segundo orden, 77 = T5 es una féormula estruc-
turada.

6. Sit; es un término de primer orden y 75 es un término de segundo orden,
entonces t; € Ty es una formula estructurada.

7. Si a y B son formulas estructuradas, también lo son las formulas —c,
a— B, Nz(Natz — a), y AX(cto X — ),

8. Si « es una formula estructurada, z|(Natz A a) es un término de primer
orden, mientras que

X|((\1/X(ct0X Aa)Aa)V (ﬁ\l/X(ctoX A a) A Nu(Natu — u ¢ X)))

es un término de segundo orden.

Mas en general, consideraremos estructuradas todas las formulas logicamente
equivalentes a férmulas estructuradas. Es claro entonces que, en este sentido
amplio, si o y 8 son féormulas estructuradas también loson a V 3, a A B, a < (3,
Vz (Natz A a), VX (cto X A a).

La idea es que los términos de orden 1 son los que pretenden denotar niimeros
naturales, los de orden 2 los que pretenden denotar conjuntos, y las férmulas
estructuradas son las que s6lo admiten que el igualador relacione términos del
mismo orden, el relator de pertenencia s6lo se aplique para expresar que un
nimero natural pertenece a un conjunto y las variables ligadas estan restringidas

a nimeros o conjuntos segin su tipo.?
1Ma4s precisamente, si existe una sucesiéon de expresiones 0y, ...,0, que termina en la
expresion considerada, y una sucesion aq, . ..an de nameros 0, 1, 2 (que representan respecti-

vamente las férmulas, los términos de primer orden y los términos de segundo orden) de modo
que «; es una variable de primer orden y a; = 1, o bien. . .etc.

2Naturalmente existen expresiones de Lg que no tienen esta estructura, como X +0 = X,
y que no se corresponden con expresiones de la “auténtica”’ logica de segundo orden, pero
simplemente no vamos a usar para nada tales expresiones.
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Como so6lo vamos a considerar expresiones estructuradas, convendremos en
que
Aza = Az(Natz — o), AXa= Az(ctoX — a),

Vza =Vz(Natz Aa), VXa=VX(ctoX Aa),

z|a = z|(Natz A ),

Xla= X|((\1/X(ct0X ANa)Aa)V (ﬁ\l/X(ctoX Aa) A Au(Natu — u ¢ X))).

El altimo convenio se debe a lo siguiente: segin es habitual, vamos a tomar
como axioma (semi)logico 0 = x|z = x, y de los axiomas que vamos a considerar
sobre £2 se deducira la existencia de un tinico conjunto vacio. Teniendo esto
en cuenta, una descripcion de la forma X|a va a ser siempre propia, pues o
bien existe un unico conjunto X que cumple «, y entonces dicho X es el tnico
que cumple la descripcion, o bien no es asi, en cuyo caso & es el unico X que

cumple la descripcion. Esto hace que, por la regla de las descripciones propias
1

(no impropias), cuando =\/ X a, se cumple X |a = @, mientras que, por la regla
1
de las descripciones impropias, si -\ za, entonces z|a = 0.

La Aritmética de Peano de segundo orden (APs3) es la teorfa axiomatica (de
primer orden) sobre £2 determinada por los axiomas siguientes:

(AP1) Nat0

(AP2) Az Nata’

(AP3) Az 2’ #0

(AP4) Nay(a' =y —z=y)

(AP5) Az z+0==x

(AP6) Azya+y = (z+y)

(AP7) Az 2z-0=0

(AP8) Azyz-y =xy+z

(Induccion) AX(0€e X AAne X n' € X — Ann € X)

(Extensionalidad) AXY(Au(ue€ X < ue€Y)— X =Y),

(Comprension) AX; - X, Azy -2 VX An(n € X < ¢(n)),

para toda formula estructurada® ¢ de L£2 con variables libres n, X1,..., X,,
T1,...,Ts, todas ellas distintas de X.

Llamaremos expresiones aritméticas de £2 a las que cumplen la definicién
de formula estructurada salvo la regla 7) en el caso de AX y la regla 8) en el
caso de X|, es decir, las formulas estructuradas en las que no aparecen variables
ligadas de segundo orden.

3En principio, tomamos como axiomas de comprensién los determinados por férmulas
estructuradas en sentido estricto, pero es claro que entonces pueden probarse los casos corres-
pondientes a férmulas estructuradas en el sentido amplio de ser logicamente equivalentes a
éstas.
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La subteoria de AP5 que resulta de restringir el axioma de comprension
a formulas aritméticas se conoce como ACA, (por Axioma de Comprension
Aritmética).

Del esquema de comprension y el axioma de induccién se deduce inmedia-
tamente el esquema de induccién

AX1- X Azy -2, VX An(9(0) A An(o(n) — ¢(n)) — Ano(n))

para toda férmula estructurada (en el caso de AP3) y toda formula aritmética
(en el caso de ACAy).

Observemos que podemos definir una interpretacion obvia de AP en ACAq
(v en particular en AP5) identificando las variables de £, con las variables de
primer orden de £2 y usando la formula Natx como universo de la interpre-
tacién. Las traducciones de las formulas de £, son precisamente las férmulas
aritméticas que no contienen variables de segundo orden. Esto implica que la
traduccion de todo teorema de AP es un teorema de ACAq y, por lo tanto,
de AP5. Con el convenio que estamos empleando de sobrentender el relator
Nat x en las variables expresadas por letras mintasculas, una expresion de £, se
representa exactamente igual que su traduccion a £2 (si escribimos todas sus
variables en minusculas).

Los axiomas de comprension y extensionalidad implican que la descripciéon
{z|o(2)} = X|N\x(z € X > ¢(2))

es propia salvo en casos triviales (suponiendo que ¢ es aritmética si trabaja-
mos en ACAy). Méas concretamente, si las variables libres de ¢ son Xy, ... X,,
x,x1,...,Ts, tenemos que

AXy- X Ny - ag (2 € {a]d(2)} < d(2)}).
En particular podemos definir
N={zlz =2}, @={z|z+#z},
AnNB={z|z€ANzeB}, AUB={z|z€ AVaxe B}
A\B={z|z€ANz¢ B}, ACB=NrcAxe B, etc

Eliminaciéon de descriptores Observemos que podemos restringir el es-
quema de comprension (tanto de APy como de ACAy) a los casos correspondien-
tes a formulas sin descriptores. En efecto, con esta restriccion podemos probar
igualmente la existencia de un (tinico) conjunto vacio, y es claro entonces que

y=cla o (Axla o 2 = ) V (-Vaa Ay =0),

Y:X|a<—>(/\X(a<—>X:Y)\/(—|\1/Xa/\/\uu¢Y).
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Con estas equivalencias la prueba del teorema 3.32 se adapta trivialmente
para probar que toda formula estructurada (resp. aritmética) de £, es equiva-
lente en ACA( a una férmula estructurada (resp. aritmética) sin descriptores,
por lo que todos los casos particulares del esquema de comprensién correspon-
dientes a férmulas con descriptores pueden probarse a partir de los correspon-
dientes a féormulas sin descriptores. L]

La razén por la que hemos introducido la subteoria ACAg es que verifica el
teorema siguiente:

Teorema 10.2 Una sentencia de £, es demostrable en AP si y sdélo si su tra-
duccion a L2 es demostrable en ACAy.

DEMOSTRACION: Una implicacién ya la tenemos demostrada. Fijemos un
modelo* (que podemos suponer numerable) M E AP. Sea ¢, ¢1, . .. una enume-
racion de las formulas de £, que tienen a xy como variable libre. Consideramos
todos los pares (¢;, a), donde a es una sucesion de elementos de M cuya longitud
es igual al nimero de variables libres de ¢; distintas de xg. Diremos que

(¢i,a) ~ (¢j,b) syss para todo a de M, M E ¢;la,a] syss M E ¢;[a,b].

Representaremos por [¢;,a] la clase de equivalencia respecto de la relacion
anterior, es decir, el conjunto de todos los pares (¢;, b) relacionados con (¢;, a).
Llamaremos M al conjunto® formado por todos los elementos de M mas todas
las clases [¢;,a]. Vamos a convertir a M en el universo de un modelo de ACA,.

Definimos la relacion M (cto) como la que se verifica sobre los elementos de
la forma [¢;,a], de modo que

M E cto[C] syss C = [¢;,a], para ciertos ¢;, a,

M E Nat[n] syss n estaen M.

Definimos M (0) = M(0) y definimos las funciones M(S), M(+) y M(:)
como extensiones arbitrarias de las funciones correspondientes de M, es decir,
como funciones que sobre M actian como las interpretaciones de los funtores
correspondientes de £, v sobre los demas elementos de M toman, por ejemplo,
el valor M(0), aunque esto es irrelevante. Como descripcion impropia fijamos
M (0). Finalmente, la relacién M(€) se cumple sélo en el caso:

M(€)(a, [¢i,a]) syss M FE ¢;fa,al,

que no depende de la eleccion del representante (¢;,a) de la clase. Ahora una
simple induccién sobre la longitud de una expresiéon prueba que, para todo
término t(z1,...,z,) de L, y todos los aq,...,a, en M, se cumple

Mt)ay,-..,an) = M#)]ai,...,a,],

4En [CS 9.21] damos una demostracién constructiva de este mismo resultado, sin usar
modelos.

5No perdemos generalidad si suponemos que ningtin conjunto [¢;,a] es uno de los objetos
del universo de M, por ejemplo, porque podemos suponer que los objetos de M son simple-
mente nameros naturales.
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y para toda formula a(z1,...,z,) se cumple
M E afay,...,a,] syss MFE ala,...,a,),

donde  y @ son las traducciones a £2 de t y « respectivamente. En particular,
si a es una sentencia tenemos que

MEa syss MEa.

Ahora es inmediato que M satisface los axiomas AP1-APS8. Para probar
que
MEAXO0eXAANneXneX > AnneX)

tomamos un objeto C de M que cumpla M F cto[C], de modo que C = [¢;, a],
y suponemos B
MEO€e[C]ANAne[C]n €]C).

Esto significa que M E (¢;(0) A An(éi(n) — ¢;(n')))[a] y, como M cumple el
principio de induccién, esto implica que M E An ¢;(n)[a], pero esto equivale a
que todo n de M que cumpla M F Nat[n] cumple M F [n] € [C], es decir, a que
M = Ann € [C] y con esto queda probado el principio de induccién.

El axioma de extensionalidad se demuestra sin dificultad: fijamos C, D en M
que cumplan M F cto[C] y M E cto[D], de modo que C = [¢;,a] y D = [¢;,b].
Es claro que podemos sustituir ¢; por la féormula de cambiar sus variables libres
por otras nuevas de modo que no haya ninguna en comiin con ¢; salvo xg, y la
clase [¢;, b] sigue siendo la misma.

Suponemos M F Au(u € [C] <+ u € [D])[a, b], lo cual equivale a que
M E Au(¢i(u) < d;(u))la, b]

o también a que para todo a de M se cumpla M F ¢;[a,a] syss M F ¢;[a, b],
es decir, a que (¢;,a) ~ (¢;,b), o también a que C'= D, luego M F [C] = [D],
como habia que probar.

Sélo falta probar que M satisface el esquema de comprension aritmética. Lo
probamos por induccién sobre la formula aritmética ¢ (que podemos suponer
sin descriptores). Notemos que los términos de primer orden sin descriptores
no pueden contener variables de segundo orden, por lo que son traducciones de
términos de £,, mientras que los términos de segundo orden son simplemente
las variables de segundo orden.

Si ¢ =ti(xg,x1,...,2n) = ta(xo,21,...,2n), fijamos una sucesion a en M
de interpretaciones de las variables z1,...,z, y tomamos C = [t; = to,a].
Entonces, para todo a en M, se cumple

ME[a) € [C] syss ME (t; =t)[a,a],

luego M £ Azo(zo € [C] ¢ 1 = to)[a], y esto implica el caso de comprensién
correspondiente a t; = to.
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El caso correspondiente a una formula ¢ = X =Y es trivial, pues el conjunto
{z | X =Y} es necesariamente N o &, y su existencia queda asegurara por el
axioma de comprension aplicado a las formulas z = = o © # =x.

Si¢ =t(xo,y1,.--,Yn) €Y, fijamos una sucesion a en M de interpretaciones
de las variables x1,...,2, y un conjunto C = [¢;,b] que interprete a Y. No
perdemos generalidad si suponemos que las variables libres de ¢; distintas de
Zg son x1,...,Z,, ninguna de las cuales coincide con yq, ..., y,. Consideramos
entonces D = [S';C0 ®i,a,b]. De este modo, un a en M, fijada una valoracion v
que interprete las variables y; con a y las y; con b, se cumple

MEzge X[l R] syss MES, ¢i[vl] syss MF (;Si[vif(t)[vmo]}

CM(t)[vg,]
[UYu ’ ]

syss MFueyY syss MFEte Y[vggo].

Por lo tanto, ~
ME /\1‘0(1‘0 ceX&te Y)[’U)D(}C’]7

luego -
MEVXAzo(zo € X &t € V)],

lo que nos da el caso correspondiente del axioma de comprension.

Si existen conjuntos C = [¢;,a] y D = [¢;, b] (donde podemos suponer que
las formulas ¢; y ¢; solo tienen la variable zo en comitin) que cumplen el axioma
de comprension para las formulas ¢ y 1 respectivamente, entonces es claro que
[—¢i, a] lo verifica para ¢ y que [¢p; — ¢, a, b] lo verifica para ¢ — 1, asi como
que [Azr¢;,a] lo verifica para Axp¢;. Por lo tanto, M satisface el axioma de
comprension aritmética y, por consiguiente, es un modelo de ACA,.

Ahora ya podemos concluir: Si la traduccion de una sentencia ¢ de £, no es
demostrable demostrable en AP, entonces el teorema de completitud de Godel
(teorema 4.17) nos da que existe un modelo (que podemos suponer numerable)
M de AP tal que M E —¢, pero hemos visto que entonces M E —¢ y, como M
es un modelo de ACAq, concluimos que la traduccion ¢ no es un teorema de

ACA,. "

En particular, el teorema anterior nos da que ACAy es consistente (y, de he-
cho, la prueba nos muestra cémo construirle un modelo,® partiendo, por ejemplo,
del modelo natural de AP). No podemos decir lo mismo de APs.

Asi pues, ACAg y AP demuestran exactamente los mismos teoremas arit-
méticos (es decir, teoremas expresables en el lenguaje £,), al igual que sucede
con ZF—AI. Sin embargo, ACA( permite formalizar y demostrar resultados que

no son formalizables en AP, como el teorema de completitud seméntica, que es
demostrable, de hecho, en una subteoria de ACAq [LF 7.37].

6No obstante, la prueba no es constructiva pues, para empezar, no tenemos forma de
saber cuando se cumple la relacion (¢;,a) ~ (¢;,b) que determina el universo del modelo.
En particular, el teorema anterior no indica cémo obtener una demostracion en AP de una
sentencia a partir de una demostracion de su traduccién en ACAg. Sin embargo, el teorema
admite una prueba constructiva [LF 7.6].
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En la practica, no obstante, hay bastante diferencia, ya que ACAq lleva “im-
plementada de fabrica” una relacién de pertenencia, por lo que no necesitamos
el esfuerzo que hemos tenido que hacer en AP (en IX;, de hecho) para definir
una relaciéon de pertenencia que satisfaga los axiomas conjuntistas usuales. En
ACAy, por el contrario, basta demostrar que los pares ordenados (x,y) se com-
portan adecuadamente y a partir de ahi podemos definir el producto cartesiano
de conjuntos

AxB={z|Vay(re ANy e BAz=(x,y)},

y a su vez podemos definir de forma obvia los conceptos conjuntistas de relacion,
funcion, etc. y demostrar sus propiedades basicas. Por ejemplo, el teorema 5.57,
que en AP es un esquema teorematico, en ACAy puede expresarse como un
unico teorema, en el que en lugar de partir de dos férmulas z € X y 9, ahora
partimos de dos conjuntos X y G, sin ninguna alusion a férmulas o cualquier
otro concepto metamatemaético, ni en el enunciado ni en la demostracion.

Teorema /\GXa(G:NxX—>X/\a€X—>\1/F(F:N—>X
A F(0) =a A AnF(n) = G(n, F(n)))).

Todos los argumentos de la seccién 6.6 se formalizan mucho mas facilmente
en ACAg (en parte también porque alli trabajabamos en I¥; en lugar de en
AP, y ahora no tenemos que preocuparnos de rastrear la complejidad de las
formulas que usamos). En particular podemos definir los conjuntos numeéricos
Z y Q. Incluso podemos definir comodamente los conceptos algebraicos de
grupo, anillo, cuerpo, etc. y demostrar resultados generales.

Observemos también que ACA( nos ha permitido reducir el esquema de
induccién de AP a un tunico axioma. Tal vez el lector objete que se trata de una
ventaja muy relativa, puesto que para que este principio de inducciéon sirva para
algo necesitamos acompanarlo del esquema de comprension aritmética, que es
nuevamente un esquema axiomatico. Sin embargo, no es lo mismo: mientras que
hemos demostrado que AP no es finitamente axiomatizable, resulta que ACAq
si que lo es:

Teorema 10.3 ACA  es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION: Vamos a probar que las sentencias que listamos mas abajo
(todas las cuales son teoremas de ACAg) permiten probar (en ACAj sin el
axioma de comprension aritmética) todos los casos particulares de dicho es-
quema, luego anadidos a los axiomas restantes de ACA constituyen una axio-
matizacion finita de esta teoria.” Notemos que del primero de ellos se deduce
que

(my)=22z=(z+y)lz+y+1)+2z

7 Alternativamente, podemos tomar como axiomas todos los axiomas de ACAgy menos el
esquema de comprension aritmética, més el conjunto finito casos particulares de dicho esquema
necesarios para demostrar las sentencias anteriores.
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es una descripcion propia. Escribiremos

(x) = =, (1, 2n) = {1,y Tpo1) T ) -
Asi, por ejemplo, (z,y, z) es una abreviatura por ((z,y), z).

Los axiomas alternativos al esquema de comprensiéon aritmética son los si-
guientes:

1

Par 1 NzyVz 2z = (z+y)(z+y+1)+ 2z

Par 2 Nzyzw((z,y) = (z,w) = =2 Ay =w)
Conjunto unitario AzVAAn(n € A < n = 2x)

Sucesor VAAzy((z,y) € A <>y =2')

Suma VANzyz((z,y,2) € A 2 =y + 2)
Producto VAANzyz((z,y,2) € A+ x = yz)
Interseccion AXYVZANu(ue Z <ue X Auey)
Complemento AXVYAu(ueY < u ¢ X)

Dominio NAVBAz(x € B < Vy (z,y) € A)
Producto cartesiano ANAVBAzy((z,y) € B <> 2 € A)

Relacion inversa NAV BAzy((z,y) € B + {y,z) € A)
Identidad VAAzy((z,y) € A <z =y)

Permutacion NAVBAzyz((z,y,2) € B + (y,z,7) € A)
Permutacion NAVBAzyz((x,y,2) € B + (z,2,y) € A)
Cuadrupla NAVBAzyzw((z,y, z,w) € B + (y, z,w) € A)

Es inmediato que todas estas sentencias son teoremas de ACAj. Las dos
primeras porque son traducciones de teoremas de AP, y las demaés se siguen
facilmente del esquema de comprension aritmética. Por ejemplo, para probar el
axioma de la relaciéon inversa basta tomar

B={n|Vay(n = (z,y) A (y,z) € A)}.

Ahora vamos a ver que con estos axiomas es posible demostrar el esquema
de comprensiéon aritmética. En primer lugar observamos que los axiomas de la
interseccion y el complemento nos permiten definir ANB, AUB, N, N\ Ay @&.

De los axiomas del par se puede deducir cualquier caso particular de los
esquemas siguientes:

/\x1"'fﬂny1"'yn(<fﬂ1,-~-,$n>:<y1»~-,yn>—>$1:yl/\"'/\xn:yn)

Nzxy - T ({15 ) s Bty e ey Trtp) = (T, - -+, Titp))-

El axioma de extensionalidad nos da que el conjunto cuya existencia postula
el axioma del dominio es tinico, por lo que podemos definir

DA = B|\z(x € B+ Vy (z,y) € A).

Aplicando a DA el axioma de la relaciéon inversa (junto con el axioma de exten-
sionalidad) obtenemos que

/\A\l/B/\x(x € B+ Vy (y,x) € A),
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lo que nos permite definir
RA = B|A\z(z € B+ Vy (y,z) € A).
Enumeramos a continuacién algunos resultados mas:

1) AAVBAzy((z,y) € B > y € A).
Por el axioma de la relacién inversa al axioma del producto cartesiano.
2a) NAVBAzyz((z,y,2) € B < (x,y) € A)
2b) NAVBAzyz((z,2.y) € B+ (z,y) € A)

2¢c) NAVBAzyz({z,2,y) € B < {(z,y) € A)

Por el axioma del producto cartesiano AAV BAwz({w, z) € B +» w € A).
Haciendo w = (z,y) tenemos a), y aplicando los axiomas de permutacion
obtenemos b) y c).

3) NAAVBAzy -z, y({z1, ..., 20,y) € B < (x1,...,1,) € A).

Por el axioma del producto cartesiano, haciendo x = (x1,...,2y,).

4) NAVBAz1 - 2oy - ye({T1, - oy Try Y15 -, Uk) € B & (21,...,20) € A)
Por 3) aplicado k veces.

5) NAVBAzy - zpy((z1, ... 20 1,y,2n) € B & (m1,...,2,) € A)

Por 2b)
6) NAVBAy1 - yraz1z2((y1, - - Yk, ¥1,T2) € B <+ (21, 72) € A)
Por 2c¢).
Veamos ahora que, si t(z1,...,2,) es un término aritmético de primer orden

sin descriptores cuyas variables libres estan entre las indicadas, podemos probar
(por induccion sobre la longitud de t) que

VAN, -2y, .. 20, y) € Ay =t(x1,...,70)).
En efecto, si t = x; por el axioma de la identidad existe un By tal que
Aziy((zi,y) € By >z = ).
Si i > 1 aplicamos 6) para concluir que existe un By tal que
Ny 2y((we, ... 24,y) € By & x5 = y).
Si i < n aplicamos 5) varias veces para concluir que existe un A tal que

/\931"'517ny(<5017---7117my> €A(_>xl:y)

Si ¢t = 0, por el axioma del conjunto unitario \/ BAy(y € B <+ y = 0). Basta
aplicar 1) con & = (x1,...,2,).
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Si t = t{, por hipodtesis de induccion existe un conjunto B tal que
Azy - znz({z1, .. 2n,2) € B 2 =1tg(21,...,20))-

Por otro lado, por el axioma del sucesor y de la relacion inversa, existe un C' tal
que
Nyz((y,z) € C e y=2").

Por 5) existe B’ tal que
Az1- - zpyz({zy, .. 20, y,2) € B & (21,...,20,2) € B).
Por 6) existe C’ tal que
Nzy - zpyz({z1, .. 20, y,2) € C' & (y,2) € C).
Basta tomar A = D(B'NC").
Supongamos ahora que t = t1 + to. Sean By y Bs tales que

Nzy - zpz({m1,. .0 20, 2) € By <3 2 =t (21, .., 70)),

Nzy - zpz({m1,. .., 20, 2) € By > 2 = ta(T1,...,70)).
Por el axioma de la suma existe un C' tal que

Nzz129({y, 21, 20) € C >y = 21 + 22).
Sean B! y B} tales que
ANy - xpyzi20({1, ..y Ty Y, 21, 22) € By <3 {x1,..., 00, 21) € By)

/\371 T xnyZ1Z2(<$17 ey Ty Y, 21, 32> € Bé A <$1, ceey Ly ZZ> € BZ)
La existencia de Bj se sigue del axioma del producto cartesiano aplicado al
conjunto dado por 5). La existencia de B} se sigue de aplicar 5) dos veces. Por
el axioma de la cuadrupla existe C’ tal que
Ay zpyzizo((21,. .. 20y, 21, 22) € C' 3 (y, 21, 22) € C).
Ahora basta tomar A = DD(B] N B,NC").

El caso t = t1 - t2 es analogo. Veamos ahora que si ¢(21,...,Zn, X1,...,X,)
es una féormula aritmética sin descriptores se puede probar

/\X1 XTVA/\Z‘l "'In(<561 ,$n> S Ao ¢(I1,... ,.Z‘n,Xl,...,Xn)).

En efecto, si ¢ = t; = t; hemos probado que existen conjuntos By y B tales
que
/\.’171 c 'xny(<x1a cee 7xn7y> € Bl Y= tl)a
Ay xpy((21,. .. 20, y) € By 5y = ta).
Basta tomar A = D(By N By).
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Si ¢ =t € X, sabemos que existe un B tal que
Azy---zny((1, .. 2n,y) € By =1t),
y por 1) existe un C tal que
Nzy - zpy({zy, ... 20, y) € C &y € X).
Basta tomar A = D(BNC).
Si ¢ =X =Y, basta tomar A =N o bien A = @.

Si el resultado vale para ay 8y Ay y Az son los conjuntos correspondientes,
entonces N\ A; cumple el resultado para —«, mientras que (N\ A;) U As lo
cumple para o — f.

Supongamos finalmente que ¢ = Az1. Por hipotesis de inducciéon existe un
conjunto B tal que

Nzi-zpr((z1,... 20, 7) € B Y(1,.. . 20, 1)).
Basta tomar A = N\ D(N\ B).

Finalmente observamos que, para toda férmula aritmética sin descriptores
o(x,21,...,25, X1,...,X,), se cumple

AXy-- Xo Aoy -z VX Nz € X & ¢(x)).
En efecto, hemos probado que existe un B tal que
Nzy-zsx((21, ..., 26,2) € B < ¢(x,01,...,2,)).
Por el axioma del conjunto unitario existe un C' tal que
Nz(z € C <z = (z1,...,24)).

Por el axioma de producto cartesiano existe un C’ tal que

Nyz({y,z) € C" < y = (m1,...,7,)).
Basta tomar X = R(B N C"), pues entonces

r€X < Vy(y,z) € BNC < (21,...,70,2) € B ¢(x,71,...,7).

Sucesiones en ACA; Una caracteristica notable de ACAy es que permite
definir sucesiones infinitas de conjuntos. En efecto, basta definir

X, ={m| (n,m) e X}

y asi podemos ver cada conjunto X como una sucesion de conjuntos { X, }nen.
En particular podemos definir n-tuplas de conjuntos

(X1,..., X)) = X[N\u(u € X «
Vy(lye Xi Au= (0N, 9)) vV (y € Xp Au= (0", y))).
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La formalizacion de la légica en ACAy En ACAg tenemos definidos los
conceptos de lenguaje formal, teoria axioméatica etc., puesto que ya hemos visto
que son definibles en AP, pero, como cabe esperar, la definicion se simplifica en
este contexto. Para empezar, no es necesario definir un lenguaje formal como
cinco designadores y cuatro férmulas, tal y como hacfamos en 8.1, sino que
podemos definir una tnica formula que especifique cuando un conjunto £ es un
lenguaje formal. Dicha féormula debe expresar que un conjunto £ es lenguaje
formal si es una nonupla (en el sentido que acabamos de definir)

£ = (A=A B TR0V, R, F Na),
donde los conjuntos {"='}, {™—"}, {r/\j}7 {T}, V, R, F son disjuntos dos a dos,
'="¢ R, Nar: RUF — N, etc.

Similarmente, para cada lenguaje formal podemos definir su conjunto de
términos, formulas, etc.

Ahora estamos en condiciones de probar un teorema en APy que no es de-
mostrable en ACAy, lo que nos muestra que ambas teorias no son equivalentes.
.
Nos centramos en el lenguaje £,

Diremos que v es una valoracion de una expresion 6 € Exp('—La—l) si v es una
funcién definida sobre un conjunto (finito) de variables de 'L, que incluya a
todas las variables libres en 6. Lo representaremos por Val(v,8). De acuerdo
con lo visto en la secciéon 8.1, podemos ver a Val(v, #) como una féormula de £,.
Consideramos el término dado por:

= (0 \ {(z,v(2))}) U{(z, a)},

de modo que si Val(v,0) y = es una variable, entonces v¢ es otra valoracion
de 6 que coincide con v salvo a lo sumo en z, donde toma el valor a (aunque en
principio no es preciso que v esté definida en z). Definimos el conjunto

D ={(0,v)]6€cExp(L,) A Val(v,0)}.

Teorema 10.4 (AP3) Eziste una unica funcion F : D — N que cumple las
propiedades siguientes:

1. F(z,v) :v(z)

2. F(0'0) =

3. F(St,v) = (t v) +1,

4. F(t1 4 to,v) = F(t1,v) + F(t2,v),
5. F(t1 - ta,v) = F(t1,v) - F(ta,v),

B _J 1 siF(t1,v) = F(t2,v),
6. F(tl = tQav) - {0 en otro caso,

7. F(ma,v) =1— F(a,v),

1 st Fla,v) =0V F(B,v) =1,
8 F(Oé_)ﬂ’v){() en otro caso,
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F(Aza, v) = {1 si An F(a,o?) =1,

0 en otro caso,

10. F(z|a,v) = {a si A\n(F(a,vff) =1 ¢ n =a),

0 si no existe tal a.

DEMOSTRACION: Llamamos D,, = {(0,v) | (§,v) € D A0 < n} y sea
X={n|VF(F:D,—NA--)},

donde los puntos suspensivos son todas las condiciones del enunciado.® Es
inmediato comprobar por induccién que X = N: la condicién 0 € X es trivial
y, supuesto n € X, tomamos F' : D, — N segin la definicion y la extendemos
a D, de la tnica forma permitida por las propiedades. Ahora basta definir?

F={((0,v)k) [ (0,v) € D
ANnG ((0,v) € D, NG : D, — NAG(O,n)=kA--)},

donde los puntos suspensivos son nuevamente las condiciones del enunciado
(sobre la funcion G). Es facil comprobar que F' cumple lo pedido. ]

Definiciéon 10.5 Llamaremos N( )[ ] a la restriccion de la funcion F dada por
el teorema anterior al conjunto D; = {(t,v) | t € Term( L, ) A {t,v) € D},
mientras que N F ()] ] sera la relacion

{{a,v) | (a,v) €D AN € Form(rLaj) A F(a,v) =1}
Se cumple entonces:

Teorema 10.6 (AP3y) Siv es una valoracion definida sobre los términos o las
formulas correspondientes a cada apartado, se cumple

1. N(z)[v] = v(z),

2. N('0")[v] =

3. N(t")[v] = N(t)[v] + 1,

4- N(t1 + t2)[v] = N(t1)[v] + N(t2)[v],

5. N(t1 - t2)[v] = N(t1)[v] - N(t2)[v],

6. NE (t; = ta)[v] > N(t1)[v] = N(¢2)[v],

7. NE —afv] <> =N E afv],

8Notemos que la existencia de X no se sigue del axioma de comprensién aritmética, sino
que requiere el axioma de comprensién completo de AP2, pues la férmula que lo define tiene
un cuantificador de segundo orden VF.

9Nuevamente la formula que define a G no es aritmética, por el cuantificador VG.
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8. NE (a — B)[v] & (-NE afv] vV NE 8[v]),
9. NE Azafv] < An NE afv?],

10. N(z|o)[o] = {a si a es el unico que cumple N E afv?],
0 st no existe un unico a en estas condictones.
Escribiremos N F a = Av(Val(v, @) — N E afv]). A partir de aqui es sencillo
formalizar la demostracion del teorema de correccion en APs, y demostrar asi
que
Na € Form(r[/a—l)(rAFPja — NFE a).

Esto supone demostrar que todos los axiomas logicos y todos los axiomas de AP
cumplen N F « y que esto se conserva al aplicar las reglas de inferencia. Para
ello hace falta formalizar la demostracion del teorema 1.12. Nada de todo esto
presenta dificultad alguna. Como consecuencia:

Teorema 10.7 Se cumple -
A; Consis AP .
2

= . r L .
DEMOSTRACION: Razonando en AP,, si suponemos que I_A—Pj 0 # 0, tendri-

amos que N F 0 =+ Oj, lo cual equivale a que 0 # 0, contradiccion. Por lo tanto,
r 1 . . . .l
- FA_P"' 0 # 0, y esto es precisamente la sentencia Consis AP . n

Notemos que Consis "AP' no puede demostrarse en ACAy, pues entonces,
por 10.2, seria demostrable en AP, y por el segundo teorema de incompletitud
AP seria contradictoria. Asi pues, tenemos un ejemplo concreto de teorema
aritmético de APy que no es un teorema de ACAjy.

10.2 La teoria de conjuntos ZF*

En 3.24 introdujimos la teorfa (restringida) de Zermelo Z* y probamos que es
una teorfa aritmética, es decir, que sus axiomas bastan para definir los ntimeros
naturales y demostrar los axiomas de Peano. Aqui vamos a considerar una teoria
algo méas potente, la teoria (restringida) de Zermelo-Fraenkel ZF*, que resulta
de sustituir el esquema de especificacion por el de reemplazo, de modo que sus
axiomas son:

Extensionalidad  Azy(Au(u €z < u€y) =z =y)

Par NzyVzAu(u € 2z v u=2Vvu=y)
Unién AzVyAu(u € y < Vo(u € v Av € z))
Reemplazo Nzyz(p(z,y) A d(z,2) = y = 2)

= NaVoAy(y € b+ Va € ad(z,y)),

para toda formula ¢(x,y), tal vez con mas variables libres, distintas de b.

Ante todo demostramos que el esquema de reemplazo implica el de espe-
cificacion, por lo que todos los teoremas de Z* son teoremas de ZF* y por
consiguiente contamos con todos los teoremas demostrados en el capitulo III en
las teorias B y Z*.
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Teorema 10.8 (Especificacion) Para toda férmula ¢(x) (de Lye), tal vez con
mds variables libres, se cumple

NaVo\z(z € bz € a A ¢(z)).

DEMOSTRACION: Fijado un conjunto a, definimos ¢ (z,y) = ¢(z) A z = y.
Claramente cumple la hipétesis del esquema de reemplazo, luego existe un b tal
que

Ny(y € b+ Vz € ayp(z,y)),

es decir,
Ny(y € b« Vo € a(p(x) Az =y)),

y esto equivale claramente a Ay(y € b <>y € a A ¢(y)). n

Nota Existen distintas variantes de formulas conocidas igualmente como “es-
quema de reemplazo”’. La caracteristica esencial es la hipétesis de unicidad
sobre la formula ¢(z,y). Sin ella tendriamos esquemas de recoleccion, como
el teorema 6.7 de KP (X;-recoleccion), que en general son méas fuertes que los
esquemas de reemplazo. Algunas variantes del esquema de reemplazo son

NaeVy é(e,y) — AaVbAy(y € b o Va € a (e, y)).

Na(Az € a\l/y o(z,y) = VbAy(y € b > Vz € ag(z,y))).

Es claro que la forma que hemos adoptado como axioma de ZF* implica la
segunda de las formulas anteriores, sin mas que aplicar el axioma a la férmula
Y(z,y) =z € a A ¢(z,y). A su vez, la segunda forma implica trivialmente la
primera. Sin embargo, ninguna de estas dos formas de reemplazo implican la
que hemos tomado como axioma. Si queremos tomar como axioma cualquiera
de ellas, necesitamos anadir también como axioma adicional la existencia del
conjunto vacio: VyAuu ¢ y.

Admitiendo esto, para probar el esquema de reemplazo suponemos

Nayz(p(z,y) A oz, 2) =y = z)

y tomamos un conjunto a. Distinguimos dos casos: si Az € a=\y ¢(z,y), basta
tomar b = &. Por el contrario, si existe un z¢p € a y un yo tal que ¢(zg, yo),
consideramos la formula ¢ (z,y) = ¢(z,y) V (-Vz¢é(z,2) A y = yo), de modo

1
que claramente A\z\/y¢(z,y). Esto nos da un conjunto b tal que

Ny(y € b+ Va € arp(z,y)).

Ahora bien, esto mismo se cumple con ¢ en lugar de v, pues si y € b, entonces
existe un = € a tal que ¥(z,y) y esto implica ¢(z,y) o bien y = yo, y en
ambos casos \Vx € a ¢(x,y). Reciprocamente, si y cumple esto, también cumple
Vz € at(x,y), luego y € b.
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Notemos que la existencia del conjunto vacio se sigue del axioma de re-
emplazo que hemos adoptado a través del esquema de especificacion, tomando
¢(x) = & # x. Para confirmar que las otras formas de reemplazo no implican
la existencia del conjunto vacio basta considerar un modelo M de L. cuyo uni-
verso tenga tGnicamente un objeto a, con la relacién de pertenencia que cumple
M E [a] € [a]. En este modelo existe un tunico conjunto a con la propiedad
de que a = {a}. Es una simple rutina comprobar que cumple cualquiera de
las dos formas alternativas de reemplazo que hemos considerado, asi como los
restantes axiomas de ZF*, pero no el axioma del conjunto vacio, ni el esquema
de especificacion. n

Como ya hemos visto en Z*, a partir del axioma del par podemos definir los
pares desordenados {z,y} y a su vez los pares ordenados (z,y) = {{z}, {z,y}},
lo que a su vez nos permite hablar (formalmente) de relaciones y funciones. El
teorema siguiente no puede probarse en Z*, sino que requiere reemplazo.'® La
prueba es esencialmente la que hemos visto para KP (teorema 6.10):

Teorema 10.9 /\:Ey\l/z/\w(w cze Vuez\Vveyz=(u,v))
DEMOSTRACION: Aplicamos el esquema de reemplazo a la féormula
o(u,w) =w = (u,v)
y al conjunto z, lo que nos da la existencia de un conjunto b tal que
Aw(w € b Vu € zw = (u,v)),
es decir, b = z x {v}. En segundo lugar aplicamos reemplazo a la férmula
(v, t) = Nw(w € t < Vu € zw = (u,v)),
es decir, a t = 2 x {v}, lo que nos da la existencia de un conjunto b tal que
At(t € b Vv e yAw(w et Vu e rw = (u,v))),

de modo que

b={t|Vveyt=ax{v}}
Resulta entonces que | Jb es el conjunto buscado. La unicidad es inmediata por
el axioma de extensionalidad. L]

Esto nos permite definir el producto cartesiano
zxy=z|\wwe z+ VueaxVvey z=(u,v)).

Los conceptos de dominio, rango, etc. de un conjunto de definen por especi-
ficacién como en KP.

Ahora podemos demostrar una variante del esquema de reemplazo similar
al que demostramos para KP:

10 Alternativamente, la existencia del producto cartesiano puede probarse en Z* mas el
axioma de partes, que postula la existencia del conjunto Pz para todo conjunto x, pues, por
la definicién de par ordenado, & X y puede especificarse como subconjunto de PP(x U y).
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Teorema 10.10 Para toda férmula ¢(u,v), tal vez con mds variables libres,

Az(Au € 2\Vv d(u,v) = V fy(f : © — y suprayectiva A Nu € = ¢(u, f(u)))).

DEMOSTRACION: Si b es el conjunto dado por el axioma de reemplazo a
partir de x, podemos definir

f=Auw,v) ez x b ¢(u,v)},
y es claro entonces que f cumple lo pedido con y = Rf. [

Este es el contenido esencial del esquema de reemplazo: las formulas que
satisfacen la hipotesis de unicidad sobre un conjunto definen funciones (cuyos
rangos son, en particular, conjuntos). También podemos expresarlo en términos
de clases:

Teorema 10.11 Si unas clases cumplen F : A — B suprayectiva y A es un
conjunto, entonces F' y B son conjuntos.

DEMOSTRACION: En principio, las hipétesis significan que tenemos tres for-
mulas, w € F, u € A, v € B, de modo que

Nw(w e F = Vuv(u€ ANveE BAw=(u,v))),

1
y ademas Au € AVv € B((u,v) € F). Por otra parte, existe un z tal que
Au(u € F < u € z),

luego el teorema anterior aplicado a la formula (u,v) € F nos da un conjunto y
y una aplicacion f : x — y suprayectiva tales que Au € A (u, f(u)) € F. Por
consiguiente, Aw(w € F <> w € f), lo que significa que F es un conjunto, e
igualmente Av(v € B <+ v € y), luego B es un conjunto. n

Conjuntos cociente Una aplicacion del esquema de reemplazo es la existen-
cia de conjuntos cociente: si x es un conjunto y R es una relaciéon de equivalencia
en x, por especificaciéon, para cada u € x podemos definir su clase de equivalen-
cia [u]f, = {v € z | v Ru}, y por el esquema de reemplazo aplicado a la férmula
y = [u]% existe el conjunto cociente'!

r/R=ylN\z(z €y Vu € xz=[ul}).

Equivalentemente, el conjunto cociente es el conjunto de todas las clases de
equivalencia:

x/R={[ulf | u € z}.

Mas atn, el axioma de reemplazo nos da la aplicacion canonica p : @ — /R

suprayectiva que cumple p(u) = [u]%. n

1 Como en el caso del producto cartesiano, la existencia de x/R puede justificarse también
por especificacion en PPz, si admitimos el axioma de partes, y entonces no se requiere el
axioma de reemplazo.
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Para terminar destacamos que el teorema 5.56 muestra que todos los axio-
mas de ZF* son demostrables en AP, de modo que AP interpreta a ZF* y, en
particular, la consistencia de AP implica la de ZF*.

A decir verdad, los resultados de esta seccién no muestran ninguna ventaja
esencial de trabajar en ZF* en lugar de en Z*. Aqui nos hemos limitado a
mostrar las consecuencias y equivalencias basicas del esquema de reemplazo,
pero en el capitulo siguiente se verd lo que aporta realmente a la teoria de
conjuntos.

10.3 Las teorias de conjuntos NBG* y MK*

Puesto que ZF* extiende a Z* y a B, tenemos que en ZF* es posible considerar
clases que no son conjuntos, como la clase V' de todos los conjuntos, la clase €2 de
todos los ordinales o la clase R de los conjuntos que no se pertenecen a si mismos.
También tenemos la clase w de los niimeros naturales, de la que no podemos
demostrar que sea un conjunto, pero tampoco que no lo sea (precisamente esto
es lo que afirma el axioma de infinitud, que consideraremos maés adelante).

En esta seccién vamos a construir dos teorias que formalicen la nocién de
clase propia exactamente del mismo modo que las teorias ACAy y AP5 formali-
zan los conjuntos infinitos de ntimeros naturales definidos mediante férmulas en
AP. En realidad, si calcaramos el procedimiento que hemos empleado en la cons-
truccion de ACAg, lo que obtendriamos seria esencialmente la llamada teoria de
von Neumann-Bernays. Se trata de una teoria introducida por Paul Bernays
en la que traducia otra teoria previa de John von Neumann que, mas que una
teoria de conjuntos, era una teoria de funciones, pues sus conceptos primitivos
eran los de “funcién” y “argumento”. Bernays vio que la teorfa de von Neumann
podia reformularse sustituyendo el concepto de “funcién” por el de “clase” y el de
“argumento” por el de “conjunto”; y el resultado es, como acabamos de indicar,
una teoria totalmente analoga a ACAy, en la que las variables se dividen en dos
tipos (unas para clases y otras para conjuntos) y en la que hay también dos
relatores de pertenencia (uno para clases y otro para conjuntos).

Ahora bien, mientras que en el caso de la aritmética de segundo orden po-
diamos considerar a los ntimeros naturales y a los conjuntos como objetos com-
pletamente distintos (un objeto, o bien es un ntimero natural, o bien es un
conjunto de niimeros naturales, pero no ambas cosas) ahora nos encontramos
con que tanto las clases como los conjuntos pretenden representar colecciones
de objetos (colecciones de conjuntos, concretamente) y se plantea el problema
de que una clase y un conjunto pueden tener la misma extension (y, a pesar
de ello, ser dos objetos distintos). Naturalmente, Bernays tuvo esto en cuenta,
pero la logica subyacente a su teoria era un tanto sofisticada. Sin embargo,
Kurt Goédel simplifico drasticamente la situacion al observar que en realidad
no era necesario establecer diferencia alguna entre clases y conjuntos, sino que
directamente se puede considerar que los conjuntos son clases (pero de forma
que no toda clase es un conjunto). Asi se obtiene la teoria de conjuntos de von
Neumann-Bernays-Godel (NBG) que vamos a presentar a continuacion (salvo
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algunos axiomas que omitiremos hasta el capitulo proximo), y cuya construccion
sblo requiere una ligera variante respecto a la construccién que hemos dado de
ACA,.

Concretamente, solo tenemos que observar que tanto los conjuntos de un
modelo de ZF* como las clases formadas por conjuntos de dicho modelo que
satisfacen una determinada férmula tienen en comun que son colecciones de
conjuntos, y que una caracteristica que distingue a los unos de las otras es que
todo conjunto = pertenece a otros conjuntos (como por ejemplo al conjunto {z})
y a otras clases (como a la clase V' de todos los conjuntos), mientras que una
clase propia no puede pertenecer a ningin conjunto ni a ninguna clase (pues
unos y otras son colecciones de conjuntos).

Esto hace que, en lugar de anadir al lenguaje L. de ZF* un relator monédico
que distinga las clases de los conjuntos (como el relator cto de £2 distingue los
conjuntos de los ntimeros naturales), podemos mantener inalterado el lenguaje
L. v definir en él la férmula

ctoX=VY X €Y.

Esto significa que en NBG* los conjuntos se definen como las clases que perte-
necen a al menos otra clase.

A diferencia de lo que hemos hecho al definir ACAg y AP5, no vamos a dividir
las variables de L. en dos tipos ni vamos a introducir un concepto de expresion
estructurada, sino que tnicamente adoptaremos (al menos provisionalmente y
por mera comodidad) el convenio de nombrar las variables con letras mayus-
culas y usar las mintsculas para indicar que representan conjuntos, es decir,
convenimos en que

ANza=AX(ctoX = a), Vza=VX(ctoX Aa), z|la=X|(ctoX A a).

Definicion 10.12 La teoria de conjuntos (restringida) de Morse-Kelley es la
teorfa MK* sobre L. determinada por los axiomas siguientes:

Extensionalidad AXY(Au(ue X ¢ ueY)— X =Y)

Comprension VX Au(u € X < ¢(u)) (%)

Vacio VzAuu ¢ =

Par AzyVzAu(u € z < u=aVu=7y)

Unién AzVyAu(u € y < Vo(u € v Av € 2))
Reemplazo NaF(UnF — VbAv(v € b+ Vu € a(u,v) € F))

() para toda féormula ¢(u) tal vez con mas variables libres (distintas de X).

En el enunciado del axioma de reemplazo hemos usado la notaciéon usual
para los pares ordenados en Ly, es decir, (u,v) = {{u}, {u,v}}, asi como la
abreviatura siguiente que define las clases univocas:

Un F = Nuvw((u,v) € F A (u,w) € F = v =w).



362 Capitulo 10. Clases y conjuntos

Admitiremos ademéas, como axioma (semi)légico que Auu ¢ X|X = X, de
donde se sigue que toda formula es equivalente a otra sin descriptores (sin mas
que suponer el axioma de extensionalidad), por lo que el esquema de compren-
sion puede restringirse sin pérdida de generalidad a férmulas sin descriptores.

Se llama teoria de conjuntos (restringida) de von Neumann-Bernays Gadel
(NBG*) a la subteoria de MK* que resulta de restringir el axioma de com-
prension a formulas primitivas, donde una férmula se dice primitiva si no tiene
descriptores y todos sus cuantificadores estan restringidos a conjuntos, es decir,
son de la forma Az.

Las formulas equivalentes (en NBG* o en cualquier extension prefijada) a
formulas primitivas se llaman férmulas normales y es claro que el esquema
de comprension en NBG* (o en cualquier extension) es valido para formulas
normales cualesquiera (en la extension correspondiente). También es inmediato
que si a y 8 son normales también lo son'?

. a—=B, aVp, aAB, aepB, Nza y Vap.

le

Vamos a ver que MK* es a ZF* como AP; es a AP, mientras que NBG* es
el andlogo de ACAy. Las féormulas primitivas son las anédlogas a las formulas
aritméticas (en sentido estricto) y las formulas normales son el analogo a las
formulas aritméticas en sentido amplio.

Resultados conjuntistas basicos Empezamos a estudiar NBG* extrayendo
las primeras consecuencias elementales de sus axiomas. Observemos que el len-
guaje formal de NBG* es el mismo que el de ZF*, pero, informalmente, ahora
AX, VX ya no significa “para todo conjunto X” o “existe un conjunto X, sino
“para toda clase X” y “existe una clase X”, mientras que “conjunto”’ pasa a ser
un término maés técnico aun que en Z* o ZF*, pues ahora queda formalmente
establecido (o, quedaré, en cuanto demostremos que existen clases que no son
conjuntos) que no toda coleccion de objetos es un conjunto.

Asi, el axioma de extensionalidad afirma que si tenemos dos clases tales que
todo conjunto que pertenezca a una pertenece también a la otra (y Viceversa)
entonces las dos clases son iguales.?

El axioma de comprension afirma que existe una clase cuyos elementos son
exactamente los conjuntos (no las clases) u que cumplen la propiedad ¢(u).
Dicha clase es tinica por el axioma de extensionalidad, luego podemos definir'#

{u] (W)} = X[Au(u € X < ¢(u)).

12Es facil constatar que todos los conceptos conjuntistas usuales se expresan mediante tér-
minos y férmulas normales (un término ¢ es normal si lo es la féormula y = ¢, para una
variable y que no esté en t). Se trata simplemente de ir comprobando que ninguno requiere
cuantificadores no acotados AX o VX. No haremos hincapié en ello.

13Notemos que en el axioma de extensionalidad (como en la definicion de inclusién, un poco
mas abajo, y en otros contextos similares) da igual poner Au que AU, pues las condiciones
U e X yU €Y yaimplican que U tiene que ser un conjunto, aunque no se exija.

MInsistimos en que la u minascula indica que u es un conjunto, de modo que para pertenecer
a esta clase no basta con cumplir ¢(u) sino que ademas hay que ser un conjunto.
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En NBG* esta descripcion es propia cuando ¢ es una férmula normal, mientras
. . .., . [
que en MK* siempre es una descripcién propia.'®

En particular de aqui deducimos la existencia de
g={ulu#u}, V={ulu=u}, R={ul|ué¢ul,
XNY={ulueXAueY}, XUY={ulueXVueY},
X={ulu¢ X}, X\Y={u|lueXAugY}

Asi pues, tenemos definida la clase vacia, la clase universal, la interseccion,
uniéon y complemento de clases y es facil demostrar sus propiedades bésicas.
Naturalmente, contamos también con el concepto de inclusién de clases:

XcY=NuueX wueY).

Otra cuestion es si esas clases son 0 no conjuntos. Por ejemplo, el axioma del
conjunto vacio afirma que la clase @ es un conjunto. Por otra parte es inmediato
que la clase de Russell R no es un conjunto, ya que si lo fuera, llegariamos a la
contradicciéon

Re R+ R¢R.

Esto prueba en NBG* que —cto R, y no hay contradiccion alguna, pues se
cumple R ¢ Ry esto no implica R € R, porque el requisito para pertenecer a
R es ser un conjunto y no pertenecerse a si mismo, y falla la primera parte.

Por el axioma de comprensién tenemos que
(X, V}=ZINuu€Zu=XVu=Y)

es una descripciéon propia cuando X e Y son conjuntos, y por el axioma del par
tenemos ademés que
Azy cto{z,y}.

Teniendo en cuenta la definicién de par ordenado, ahora es inmediato que
Ny cto(@,y),
y es facil probar el teorema fundamental sobre pares ordenados:
Nryzw((z,y) = (z,w) & =2 ANy = w).
El axioma de comprension nos da también el producto cartesiano de clases:
XxY={u|Vowve XAweY Au=(v,w))}

A partir de aqui podemos hablar en NBG* de todos los conceptos conjuntis-
tas relacionados con relaciones, funciones, dominios, rangos, etc. exactamente

15En cambio, en ZF* s6lo podemos asegurar a priori que son descripciones propias las de
la forma {u € x | ¢(u)}, donde hay que dar un conjunto = dentro del cual especificamos los
elementos que cumplen ¢(u).
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igual que en la teoria basica B, s6lo que en B las clases son conceptos meta-
matematicos, mientras que en NBG* son objetos de la teoria. En particular
tenemos definido el concepto de aplicaciéon F' : A — B, en términos del cual el
axioma de reemplazo puede reformularse diciendo que la imagen de un conjunto
por una aplicacion es un conjunto (como afirma 10.11):

Teorema 10.13 AFAB(F : A — B suprayectiva A cto A — cto B).

DEMOSTRACION: Si F : A — B, entonces Un F, es decir, F' esta en las
hipoétesis del axioma de reemplazo, y lo que éste nos da es que

VyNv(v €y & Vue AF(u) =v),

pero por la suprayectividad esto es lo mismo que \Vy/Av(v € y ++ v € B), y por
extensionalidad esto es lo mismo que afirmar que B = y es un conjunto. m

De aqui se sigue a su vez que toda subclase de un conjunto es un conjunto
Teorema 10.14 AAB(A C B A cto B — cto A).

DEMOSTRACION: O bien A = &, en cuyo caso ya sabemos que es un con-
junto, o bien existe a € A, con lo que podemos considerar la funcion F': B — A
suprayectiva dada por ) )

_Ju situe€A,
F(u)_{a siué¢ A
Como B es un conjunto, concluimos que A también es un conjunto por el teo-
rema anterior. n

Observaciones Al contrario que en ZF*, en NBG* no podemos deducir el
axioma del conjunto vacio del axioma de reemplazo. Podriamos haber evitado
su uso en la prueba del teorema anterior observando que, trivialmente, la clase
vacia cumple Un(&), y el conjunto b que se obtiene cuando se aplica el esquema
de reemplazo al conjunto A y a F' = @ es claramente b = &, luego @ es un
conjunto. Sin embargo, es importante recalcar que con esto no hemos demos-
trado realmente cto @, sino tnicamente VB cto B — cto@. Lo que se concluye
de aqui es que el axioma del conjunto vacio se puede sustituir por un axioma
maés débil que afirme meramente la existencia de al menos un conjunto.

La razoén por la que en ZF* no se requiere el axioma del conjunto vacio es
que la existencia de un objeto es un teorema logico, y en ZF* estamos hablando
de la existencia de un conjunto. Eso basta para probar que existe el conjunto
vacio partiendo del esquema de reemplazo o del de especificacién. En cambio,
en NBG* la existencia de un objeto significa tinicamente que existe una clase,
pero ninguno de los axiomas de NBG* (salvo el del conjunto vacio) implica la
existencia de al menos un conjunto.

Explicitamente, el modelo M de Ly, formado por un tinico objeto sin elemen-
tos es un modelo de NBG* menos el axioma del conjunto vacio. En ese modelo
se cumple V = &, luego no puede probarse V # & sin suponer el axioma del
conjunto vacio o, equivalentemente, la existencia de un conjunto cualquiera.
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Notemos también que el teorema 10.13 (que ya hemos visto que implica el
teorema siguiente) implica a su vez el esquema de reemplazo, luego serviria como
axioma equivalente. En efecto, si F' es una clase univoca y a es un conjunto,
podemos considerar las clases

F'=Fn(AxYV), A=anDF, B={v|Vué€a(uv)e F},

y es facil ver que F’ : A — B suprayectiva, y se cumple que A es un conjunto,
pues A C a. Por lo tanto B es un conjunto y cumple lo requerido por el esquema
de reemplazo. [

El teorema anterior implica en particular que la intersecciéon de conjuntos es
un conjunto, mientras que para la unién necesitamos recurrir al axioma de la
unioén, que afirma que si x es un conjunto, entonces también lo es la clase

Ur={u|Vo(ucvAvenr)l.

En particular, si z e y son conjuntos, también lo es x Uy = | J{=, y}.

Maés en general, usaremos la notaciéon

U tw) =U{v | Vuezv=tu)},

uexr

y si el término #(u) es normal y ademéas A\u € z ctot(u) (de modo que la clase
A ={v|Vu € xv = t(u)} esta bien definida, y contiene ciertamente a todos
los conjuntos t(u)), entonces la unién es un conjunto, pues la clase A lo es (por
reemplazo aplicado a la funcion F : x — A dada por F = {(u,t(u)) | u € z}).

Otra consecuencia de 10.14 es que la clase universal V' no es un conjunto,
pues si lo fuera también lo seria la clase de Russel R.

Nota Observemos que en NBG* (o en cualquiera de sus posibles extensiones)
es inmediato que la nocion de “clase” dista mucho de capturar la nocién metama-
teméatica mal definida de “coleccion de objetos”. Las clases formalizan algunas
colecciones de objetos, pero no toda coleccion de objetos es una clase. Por
ejemplo, fijado cualquier modelo de NBG*, las clases V, V\ {@}, V\ {2, {2}}
forman una coleccion de tres objetos que no son elementos de ninguna clase de
dicho modelo. m

Teorema 10.15 A\zy cto(z x y).

DEMOSTRACION: En primer lugar observamos que si « e y son conjuntos y
v € y, entonces la clase  x {v} es un conjunto, por 10.13 aplicado a la funcion
F: 2 — z x {v} dada por F(u) = (u,v). En segundo lugar,

rxy=Jaxx{v}
vEY

es un conjunto por la observacién precedente sobre uniones. [
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Nota Resulta interesante comparar esta demostracién con su analoga en ZF*.
En NBG* tenemos la existencia de la clase = X y y demostramos que ese objeto
cuya existencia ya tenemos garantizada (por el esquema de comprension) es un
conjunto. En cambio, en ZF* podemos hablar de z x y como una férmula, lo
cual significa tnicamente que podemos referirnos mediante una férmula a los
pares ordenados cuya primera componente estd en  y su segunda componente
esta en y, pero tenemos que demostrar que existe un objeto (un conjunto) cuya
extension estd formada precisamente por dichos pares. L]

Otra aplicacion del axioma de reemplazo es la siguiente:
Teorema 10.16 A\FAB(F: A — B — (cto F <> cto A)).

DEMOSTRACION: Si cto F, basta tener en cuenta que A C |J|J F', mientras
que si cto A, entonces cto F[A] por reemplazo y FF C A x F[A]. "

La equivalencia entre ZF* y NBG* Ahora vamos a demostrar el teorema
analogo a 10.2. Para ello necesitamos probar que ZF* se puede interpretar
en NBG* en un sentido andlogo a como AP se interpreta en ACAy. En este
caso, ZF* y NBG* tienen el mismo lenguaje formal L., pero ahora, para cada
expresion 0 de L. (pensado como el lenguaje de ZF*) definimos su relativizacion
a V, que representaremos por 8", dada por las condiciones siguientes:

1. XY =X,

2. (t1=t)V =ty =1tY.
3. (t1etr)V =tV etd.
4. (ma)V = -a".

a—B)Y =av —pv.

(

(

(
5. (
6. (AX;a)V = AXi(ctoX; = V) = Az;
7. (Xila)V = Xil(cto X; A V) = xi]aV

Aqui hemos usado letras maytusculas para nombrar las variables de Ly, v

letras mintsculas para representar las variables restringidas a conjuntos, pero si
adoptamos el convenio de representar con letras mintsculas las variables de Ly,
cuando las usamos para representar formulas de ZF* y con mayusculas cuando
las usamos para representar formulas de NBG*, entonces la relativizaciéon de
una expresion 6 se expresa exactamente igual, entendiendo que, en la traduc-
cioén, las minusculas indican restriccion a conjuntos. Por ejemplo, el axioma de
extensionalidad de ZF* es

Noy(Nu(u € z < u € y) & w=y),

donde las letras mintusculas representan variables arbitrarias (distintas entre si),
y su relativizacion es esta misma férmula, pero entendiendo ahora que las letras
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mintsculas representan variables restringidas a conjuntos, y entonces no es el
axioma de extensionalidad de NBG*, que seria

AXY(Nu(u €z uecy) < X =Y),

pero es un caso particular.

Es claro que las férmulas primitivas son precisamente las traducciones de
formulas sin descriptores.

Observemos ahora que las relativizaciones de todos los axiomas de ZF* son
teoremas de NBG*. El tnico caso que no es inmediato es el del reemplazo. Para
probarlo s6lo hemos de probar en NBG* la formula

AeVy 8" (@,3) = AaVbAyly € b Va € a g (z, 1)),

donde podemos suponer que ¢ no tiene descriptores. Basta definir

F={(z,y) | ¢"(z,9)},

1
lo cual es correcto porque ¢V es primitiva, y entonces, si Az\Vy oY (x,y), te-
nemos que F' es univoca (de hecho, F' : V — V), luego por el axioma de
reemplazo de NBG* tenemos que, dado un conjunto a,

VoAv(v e b« Vu € a(u,v) € F),

y esto es lo mismo que Av(v € b+ Vu € a¢" (u,v)), como habia que probar.

Esto significa que NBG* interpreta a ZF* en un sentido analogo al definido
en 3.28, pero para teorias sobre L. en lugar de sobre £,. La tnica diferencia
es que en las traducciones en el sentido de 3.28 acotabamos las variables con
una formula x € N y aqui las acotamos con ctoz. Esta diferencia no afecta en
nada a la prueba del teorema 3.30, que vale con los minimos cambios obvios
en este contexto,'® y nos da que (la relativizacion de) todo teorema de ZF* es
demostrable en NBG*. En particular NBG* es una teoria aritmética en la que
podemos definir los ntimeros naturales como ordinales.

Teorema 10.17 Una sentencia o de Lic es un teorema de ZF* si y solo si su
relativizacion oV es demostrable en NBG*.

DEMOSTRACION: Acabamos de probar una implicacion. Fijemos un mo-
delo'” (que podemos suponer numerable) M F ZF*. Como en 10.2, considera-
mos una enumeracion ¢g, ¢, ... de las formulas de Li. que tienen a xy como
variable libre y consideramos todos los pares (¢;,a), donde a es una sucesion
de elementos de M cuya longitud es igual al nimero de variables libres de ¢;
distintas de zg.

16En |[LF 5.19] damos una definicién de interpretaciéon mas general que incluye a 3.28 y al
caso que consideramos ahora como casos particulars, y el teorema |[LF 5.23] generaliza a 3.30
y es aplicable en este contexto.

7En [CS 9.27] damos una demostracién constructiva de este mismo resultado, sin usar
modelos.
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Definimos la relacién
(¢i,a) ~ (¢j,b) syss para todo a de M, M E ¢;la,a] syss M F ¢;a,b].

y consideramos las clases [¢;, al.

Observemos ahora que la condicién “existe un ¢ en M tal que para todo a
de M se cumple
M E ¢;la,a] syss M E[a] €[]

se cumple para (¢;, a) siy solo si se cumple para cualquier otro (¢;,b) ~ (¢;,a).
Por eso podemos considerar el conjunto C' formado por todas las clases [¢;, a]
que no cumplen esta condicion, sin que importe el par (¢;,a) considerado en la
clase.

Definimos M como el conjunto formado por los elementos de M y los de C.
Extendemos la relacion de pertenencia definida en M del modo siguiente:

1. Sia, b estan en M, entonces M F [a] € [b] si y solo si M F [a] € [b].

2. Siaesthen My b = [¢;,a] estd en O, entonces M F [a] € [b] syss
M E ¢;la, al.

3. En cualquier otro caso no se cumple M F [a] € [b].

Es claro entonces que, para todo a de M, se cumple M F cto[a] syss a esté
en M, es decir, los elementos de M que pertenecen a otro elemento de M son
exactamente los elementos de M. (Notemos que todo elemento de M pertenece
a otro elemento de M, por ejemplo porque M satisface el axioma del par).

Como descripcion impropia de M fijamos M (2).

Una simple induccion prueba que, para todo término t(zq,...,z,) de Lt y
todos los ai,...,a, en M, se cumple

M@)[a1,...,an) = M(t)|ay, ..., an],
y para toda formula a(z1,...,z,) se cumple
M Ealay,...,an] syss MEQY[al,... ap).
En particular, si « es una sentencia tenemos que
MEa syss MEQY.

Veamos que M cumple el axioma de extensionalidad. Fijamos dos clases c
y d de M. Si ambas estan en M tenemos que

M E (Au(u € [c] < u € [d]) = [c] = [d])

porque M verifica el axioma de extensionalidad, luego lo mismo vale en M, por
la observaciéon precedente.
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Sic=|[¢i,a] y d=[¢p;,b] y suponemos que
M E Nu(u € [¢] < u € [d)]),
esto equivale a que para todo a en M se cumple
M E ¢;la,a] syss M E ¢jla,b],
luego ¢ = [¢,a] = [¢;,b] = d, luego M F [c] = [d].
Por ultimo, si c esta en M y d = [¢;, a], entonces no puede suceder que
M E Au(u € [c] > u € [d]),

pues esto significaria que para todo a en M se cumple M F [a] € [c] syss
M E ¢;a, a], pero hemos excluido de M las clases [¢;, a] con esta propiedad (es
decir, las clases cuya extension seria la misma que la de un conjunto).

Concluimos que, en cualquier caso, M cumple el axioma de extensionalidad.

Veamos ahora que M cumple el esquema de comprension (restringido a for-
mulas primitivas). Toda formula primitiva es de la forma ¢} (z), para cierta
formula ¢;(xzg), tal vez con més variables libres (pero no perdemos generalidad
si suponemos que la variable de ¢; que aparece ligada en el axioma de reemplazo
es precisamente la variable 2o que hemos usado para definir los objetos de M).
Tenemos que encontrar un ¢ en M tal que, para todo a en M, se cumpla,

M & ([a] € [] <> ¢{ [a,a]),

pero esto equivale a que M F [a] € [c] syss M E ¢;[a,a]. Hay dos posibilidades:
si existe un ¢ en M en estas condiciones, entonces dicho ¢ también esta en M
y cumple lo pedido. Si no existe tal ¢, entonces [¢;,a] estd en M y cumple lo
pedido.

Los axiomas del par, vacio y unién se cumplen en M porque son relativiza-
ciones de axiomas (o de un teorema, en el caso del conjunto vacio) de ZF*, que
son, por tanto, verdaderos en M. Soélo falta probar el axioma de reemplazo.

Tomamos un a@ en M y un d en M tal que M & Un([d)), es decir,
B F Aayo((@y) € [d] A (2,2) € [d] > y = 2).

Supongamos en primer lugar que d = [¢;,a] y sea ) = Vag(xo = (7,9) A ¢5)-
Es facil ver que

M= Neyz($(z,y) Az, z) =y = 2)[al].
Por el esquema de reemplazo, que es verdadero en M, existe un b en M tal que

M E Ny(y € [b] « Va € [a] ¢(z,y))[al,

pero esto equivale a

ME Ny(y € [b] & Vz € [a] (z,y) € [d]),

como habia que probar.
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Si d también estd en M basta considerar la formula ¢ (z,y,t) = (z,y) € t,
de modo que

M E Nwyz(y(z,y, [d]) A (w2, [d]) = y = 2),

y se concluye analogamente.

Finalmente concluimos como en 10.2: Si la relativizacion de una sentencia
¢ de L. no es demostrable demostrable en ZF*, entonces el teorema de com-
pletitud de Godel (teorema 4.17) nos da que existe un modelo (que podemos
suponer numerable) M de ZF* tal que M E —¢, pero hemos visto que entonces
M E —¢" y, como M es un modelo de NBG*, concluimos que la relativizacion
¢" no es un teorema de NBG*. L]

Nota Es facil ver que el teorema anterior sigue siendo cierto si sustituimos ZF*
por Z* y en NBG* sustituimos el axioma de reemplazo por el teorema 10.14.
| |

En particular tenemos que NBG* es consistente.'®

La axiomatizacién finita de NBG* Hemos visto que el esquema de induc-
cion de AP se sustituye por un tnico axioma en ACAy, si bien en esta teoria te-
nemos el esquema de comprension, pero luego hemos probado que dicho axioma
puede sustituirse por un namero finito de axiomas.

Igualmente, en ZF* tenemos el esquema de reemplazo, que en NBG* se sus-
tituye por un tnico axioma, pero a cambio introducimos el esquema axiomatico
de comprension. Ahora vamos a probar el teorema analogo a 10.3, que nos da
que este esquema puede sustituirse por un nimero finito de casos particulares.

Teorema 10.18 NBG* es finitamente axiomatizable.

DEMOSTRACION: Consideramos la teoria cuyos axiomas son los de NBG*
menos el esquema de comprension y ademas las sentencias siguientes:

Interseccién AXYNVZNu(u€ Z <ue X Aucy)
Complemento AXVY Au(u €Y < u ¢ X)

Pertenencia VAAzy((z,y) € A+ z € y)

Dominio NAVBAz(z € B & \Vy(z,y) € A)
Producto cartesiano ANAV BAzy((z,y) € B <> x € A)

Relacién inversa ANAVBAzy((z,y) € B < (y,z) € A)
Identidad VAAzy((z,y) € A <z =vy)

Permutacion 1 NAV BA\zyz((x,y,2) € B < (y,z,7) € A)
Permutacion 2 ANAN BAzyz((x,y,2) € B < (v, 2,y) € A)

18Como en el caso de 10.2, la prueba del teorema anterior no es constructiva, pero es posible
dar una prueba constructiva basada en técnicas de la teoria de la demostracion [CS A.6]. No
obstante la prueba que hemos dado con modelos es la que permite entender realmente la
situacion.
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En los axiomas de permutacién hay que entender que las ternas ordenadas
(v, mas en general, las n-tuplas ordenadas) se definen recurrentemente mediante

(x) = =, (X1, yxn) = (21, Tne1), Tn)-

Concretamente, (z,y,2) = ((x,y), 2).

Es claro que todas estas sentencias son casos particulares del esquema de
comprension, luego todos los teoremas de esta teoria son teoremas de NBG*.
So6lo tenemos que probar el reciproco. Mas concretamente, s6lo tenemos que
demostrar todos los casos particulares del esquema de comprension restringido
a formulas primitivas.

Es facil ver que todas las propiedades demostradas en la prueba de 10.3
hasta las propiedades numeradas de 1) a 6) tienen su anélogo exacto en nuestro
contexto con la misma prueba, sin mas que cambiar las n-tuplas ordenadas
aritméticas definidas alli por las conjuntistas que acabamos de definir. Basta
probar que, para toda férmula primitiva ¢(z1, ..., z,), tal vez con méas variables
libres,

N]|3_G* VAAz; -2 (21, ..y 20) € A @21, ..., 20)),

pues haciendo n = 1 tenemos el esquema de comprension.

Sean Y7,...,Y,, las variables libres distintas de z1,...,z, que haya en ¢.
Podemos suponer que ¢ tiene libre alguna de las variables x;, pues de lo contrario
sirve A =V o A = @ (la segunda existe por el axioma del conjunto vacio y
la primera por el axioma del complemento aplicado a &). Podemos suponer
también que las variables Y; no aparecen nunca como primer término de un
relator de pertenencia, pues Y; € t puede sustituirse por Vz(z =Y; Az =1) y
a su vez esto se sustituye por la féormula

“ANe=(Au(u € z = u€Y;) Aw €t),

que sigue siendo primitiva. Similarmente podemos exigir que no haya subfor-
mulas de tipo X € X. Sea, pues, ¢ una férmula primitiva en estas condiciones.
Demostraremos el resultado por induccién sobre la longitud de ¢.

1. Si ¢ = x, € x5 entonces r < s o bien s < r. Segtn el caso obtenemos
VEAz,z,((x,,25) € F < 2, € 1) (por el axioma de pertenencia)
VEAz,z,((s,2,) € F < 2, € 1) (por pertenencia y rel. inversa)

En otros términos, si llamamos p al menor de r, s y ¢ al mayor de ambos,
se cumple

VFEAzpz,(2p,24) € F < (21, ..,20)).
Si p # 1 aplicamos'? 6) para concluir

VI Az ap (21, ..., 0, 7g) € Fi < (1, .., 20)).

19Esta referencia y las que siguen remiten a los teoremas del apartado 3 de esta misma
seccion.
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Si g # p+ 1 aplicamos 5) para concluir

V3 Az - (1, ... ) € Fa > Pz, ..., 20)).

Si ¢ # n aplicamos 3) y obtenemos

VAAzy -2 (21, .oy 20) € A O(21, ..., 20))-

Si ¢ = x, € Y distinguimos el caso n = r = 1, que es trivial, pues
Az1((z1) € Yy < 21 € Yy), luego VAAz ((#1) € A > z1 € Yy).

Sin # 1, o bien r # n, y entonces por el axioma del producto cartesiano

VAANz, 2, 1 (2, 0p11) € A > 2. € Y3),
o bien r = n, y entonces aplicamos 1):

VANz, 12, (21, 2,) € A & 2, €Yy).

En ambos casos, aplicando 3) y 6) llegamos a

VAANzy -2, ((m1, ... 20) € A (21, ..., 20)).

Sig=—Y, ¢ =x — 1, obien ¢ = Az6, en el tltimo caso podemos
suponer que x # x; para todo i. Por hipétesis de induccion
VBAw1 -+ 5n(@1, - 70) € B 6 (1, 2n),
VCAzy -2, ((21,...,2,) € C < x(21,...,2,)),
VDAzy -2 2((21,...,20,7) € D & 0(21,...,70,7)).

Si ¢ = = tenemos VAAz; -z, ((21,...,7,) € A < d(1,...,2,)) sin
mas que tomar A =V \ B. Si ¢ = x — v llegamos a la misma conclusion
tomando A = (V \ C)U B y si ¢ = Az 0 damos varios pasos:

VEAzy - z,((x1,...,2,) € E & Va(z1,...,0,,2) €V \D)

VAAz; -2, (21, ... 20) € A =V (21,...,20,2) €V \ D).

La primera formula se cumple con E = D(V \ D), y la segunda con
A=V \E.

Ast pues, VAAzy -z, ((21,...,7,) € A < Nz0(z1,...,2,,7)), como
queriamos probar. n
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La formalizaciéon de la l6gica en NBG* Todos los conceptos relacionados
con lenguajes formales y teorias axiomaticas pueden ser formalizados en NBG*
analogamente a como hemos visto en ACAy (teniendo en cuenta que los conjun-
tos de ACAq se corresponden con las clases de NBG*). Asi, un lenguaje formal
puede definirse como una nénupla ordenada de clases?’

£ = {HA=TH A AR TR0V, R P Na),
donde las n-tuplas ordenadas de clases se definen como en ACAy:

(X1, X)) = X|A\u(u e X

Vy((y € Xy Au= (0", 9)) V-V (ye X, Au= (0", y))).

Como ahora no estamos imponiendo ninguna restriccion sobre la complejidad
de las expresiones empleadas, todos los conceptos logicos metamatematicos se
formalizan de forma natural, sin dificultad alguna. Solamente nos encontramos
un obstaculo insalvable en NBG* si tratamos de definir una formula V' E av].
El analogo del teorema 10.4 es como sigue:

D ={(6,v) |0 €Exp(Ly) A Val(v,0)}.

Teorema 10.19 (MK*) Si D = {(0,v) | 6 € Exp('L) A Val(v,0)}, existe
una unica funcion F: D — V que cumple las propiedades siguientes:

1. F(z,v) =v(x),

{1 st = ),
2. F(t1 =t2,0) = {0 en otro caso,
3. F(t; € ta,v) = {1 si F(t,v) € F(tz,v),

0 en otro caso,
4. F(ma,v) =1— F(a,v),

{1 s Flan =0V PG =1
5. F(O( — va) - {O en otro caso,

1 si A\u F(a,0¥) =1
6. F — » Y ’
(Awasv) {0 en otro caso,

7. F(z|a,v) = {a si Nu(F(a,vy) =1 u=a),
’ & si no existe tal a.

20Notemos que, en ausencia del axioma de infinitud, no podemos exigir que las clases V y
Nar sean conjuntos, pues deben contener infinitos elementos.
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La demostracién es totalmente analoga®' a la de 10.4. A partir de aqui
podemos definir el término V (¢)[v] = F(t,v) y laformula V E afv] = F(a,v) =1
de modo que se cumple el teorema siguiente:

Teorema 10.20 (MK*) Si v es una valoracion definida sobre los términos o
las formulas correspondientes a cada apartado, se cumple

1. V(z)[v] = v(),

2. VE (t1 = t2)[v] & V(t1)[v] = V(t2)[v],

3. VE (t1 €ta)v] & V(t1)[v] € V(t2)[v],

4. VE —afp] <~V E al],

5. VE (a— B)v] + (=V Eav] VVEBv]),
6. VE Azafv] < Au V E afvl],

7. Vizla)p] = a sia es el dnico que cumple V E afv?],
’ @ st no existe un unico a en estas condiciones.

La formalizacion del teorema de correcciéon no presenta ninguna dificultad
(lo tinico que impide demostrarlo en NBG* es que no podemos definir la formula
V E afv]), e igualmente se formaliza la prueba de que todos los axiomas de ZF*
son verdaderos en V, lo que nos permite concluir:

Teorema 10.21 M}% Consis' ZF* .

Tenemos asi un ejemplo concreto de teorema de MK* (que es equivalente a
una afirmacién sobre ntimeros naturales, e incluso a una sentencia que afirma
simplemente que una cierta ecuaciéon diofantica no tiene solucién) que no es
demostrable en NBG*, pues si fuera demostrable en NBG* también lo seria
en ZF*  por el teorema 10.17, y por el teorema de incompletitud ZF* seria
contradictoria.

Maés atun, una simple induccién metamatematica demuestra que, para todo
término t(z1,...,z,) y toda formula a(zq,...,x,) de Ly, si llamamos

V= {(’_zlja xl)a RS (I—xn—la In)}a
entonces

ME(* /\xl te In(v(l—t—l)[v] = tv(zla s 7$n))7

MI;{ Nzy -z, (VETQ W] < oV (z1,...,2)).
En particular, para toda sentencia o de L. se cumple que

F VEQ <.
MK*

. r A . . .
2INotemos que a la hora de definir Exp('Lt.') podemos elegir si tomamos como expresiones
nameros naturales o sucesiones finitas de nameros naturales. En el segundo caso, la definicién
de las clases D,, consideradas en la prueba debe cambiarse a

D,, = {(0,v) | (8,v) € D AL(0) < n}.
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Extensiones de ZF*, NBG* y MK* La teoria de conjuntos que utilizan
habitualmente los matematicos es ZFC, que resulta de anadir a ZF* un ntimero
finito de axiomas (que discutiremos en el capitulo siguiente). Todos los resulta-
dos que hemos presentado en esta seccidon se generalizan trivialmente a cualquier
teoria T' que resulte de afiadir un namero finito de axiomas a ZF* (lo que en la
practica equivale a anadir un tnico axioma <, pues si queremos anadir varios
podemos considerar la conjuncion de todos ellos) y a las teorias T y T” que
resultan de afiadir a NBG* y MK* respectivamente el axioma ~".

En efecto, como NBG* es finitamente axiomatizable, es claro que T” también
lo es. El teorema 10.17 se cumple porque, si « es una sentencia,

- oy = S A FaV.
ba syss Ey—a syss oy a’ syss Fa
Por otra parte, acabamos de probar que
F oV - VE™Q,
MK*

luego TF” VE I_T—I, luego TF” Consis T L]






Capitulo XI

Los axiomas restantes de la
teoria de conjuntos

En el capitulo anterior hemos presentado los axiomas basicos de la teorfa de
conjuntos en dos teorias equivalentes: ZF* y NBG*. La teoria axiomética con la
que trabajan habitualmente los matemaéticos cuenta con cuatro axiomas maés: los
axiomas de infinitud, regularidad, partes y eleccion. Ahora vamos a discutir cada
uno de ellos para mostrar su impacto en la teorfa. En este capitulo trabajamos
indistintamente! en ZF* o NBG*, e indicaremos explicitamente cualquier uso
de los axiomas adicionales que vamos a introducir. En cualquiera de las dos
teorias podemos definir la clase €2 de todos los ordinales, que esta bien ordenada
por la inclusion (teorema 3.14) y la clase w de todos los ntmeros naturales
(pues las hemos definido, de hecho, en la teoria basica B) y podemos probar que
la primera no es un conjunto. Enseguida veremos que la afirmacién “w es un
conjunto” es una de las distintas formas equivalentes del axioma de infinitud.

11.1 El axioma de infinitud

Conviene observar que toda la teoria basica sobre conjuntos finitos que hemos
desarrollado en la seccion 6.4 en el marco de KP es valida literalmente en nuestro
contexto actual (incluso con demostraciones mas simples, pues ahora no tenemos
que preocuparnos por determinar el nivel de complejidad de las expresiones que
consideramos). Puesto que ahora no necesitamos mantener la ambigiiedad sobre
la definicion de N que usdbamos para trabajar simultdneamente en 137 o en KP,
sino que podemos considerar concretamente que los nimeros naturales son los
elementos de w, la definicién 6.18 se puede expresar ahora de este modo:

Definicién 11.1 z es finito = VfVn € w f : n — x biyectiva.

1Los teoremas que involucren clases propias se corresponden con esquemas teoreméticos
en ZF*, en los que las clases tienen que interpretarse como férmulas.

377
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Como en AP pueden demostrarse todos los axiomas de ZF* + “todo conjunto
es finito” (teoremas 5.56 y 6.22), podemos concluir que es imposible demostrar
en ZF* (luego en NBG*) la existencia de un conjunto infinito. En particular,
no podemos demostrar que la clase w de los nimeros naturales sea un conjunto,
pues, si lo fuera, seria un conjunto infinito, por ejemplo por 6.28 2), pues la
relacion de orden usual en w no tiene maximo. Mas en general:

Teorema 11.2 Los ordinales finitos son los nimeros naturales.

DEMOSTRACION: Es inmediato, por la definicién de finitud, que los nameros
naturales son ordinales finitos. Si a € €2 es finito pero no es un ntimero natural,
entonces, para todo n € w, no puede suceder que o < n (pues esto equivale a
a €nV a =ny entonces o seria un ntmero natural, porque w es transitiva),
luego n € a, luego w C «, y esto implica que w es un conjunto finito, pero
acabamos de justificar que si w es un conjunto, es un conjunto infinito. =

El axioma de infinitud afirma esencialmente que w es un conjunto, pero en
lugar de enunciarlo asi consideraremos una sentencia equivalente sin descripto-
res:

Definicion 11.3 Llamaremos azioma de infinitud a la sentencia de Ly,
Al=Ve(VueczAvv g un AucazVveazAww v e weuVw=u)).

Si consideramos Al como axioma adicional de NBG* hay que entender que las
letras mintsculas estan relativizadas a conjuntos. Una versién con descriptores
obviamente equivalente es

Ve(@ex A Nuexu €a),

donde, recordemos, u' = uU {u} es la operacién conjuntista que, sobre los ordi-
nales, determina el ordinal siguiente. Veamos algunas equivalencias elementales:

Teorema 11.4 Las sentencias siguientes son equivalentes:
1) Al 2) ctow, 3) weqQ, 4) w#

DEMOSTRACION: Dado un conjunto x en las condiciones dadas por Al,
podemos especificar el subconjunto

y={nezr|new}Cua,
y entonces claramente
yCwAOeyANueyu €w.

Por el teorema 3.23 concluimos que y = w, luego? ctow.

2Maés precisamente, tenemos \/y/\n(n € y <> n € w), y esto es precisamente lo que en ZF*
se entiende por “la clase w es un conjunto”.
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Por otra parte, si existe un conjunto w cuyos elementos son exactamente los
nimeros naturales, es inmediato que cumple lo requerido por Al luego tenemos
que 1) + 2).

Trivialmente 2) <> 3), pues Q es la clase de todos los conjuntos que son
ordinales. También es claro que 3) — 4), pues podemos probar —cto (2. Por
altimo, si w # €2, eso significa que existe un ordinal o que no es un ndmero
natural, pero una simple induccién demuestra entonces que w C «, luego ctow.

|

Asi pues, sin Al no podemos demostrar la existencia de més ordinales que los
nimeros naturales, mientras que bajo Al obtenemos w, que es el menor ordinal
infinito y también el menor ordinal limite en el sentido siguiente:

Definicién 11.5 Un ordinal o € Q es un ordinal sucesorsi V3 < a a = .
Los ordinales distintos de 0 que no son sucesores se llaman ordinales limite. Por
lo tanto, todo ordinal a se encuentra necesariamente en uno y sélo uno de los
tres casos siguientes: a = 0, o es un ordinal sucesor, o es un ordinal limite.

Sabemos que todo ntimero natural es 0 o bien el sucesor de otro ntumero
natural, luego ningin ntmero natural es un ordinal limite. Por otra parte, si
w es un conjunto, entonces es un ordinal limite, ya que no puede ser w = n/,
pues entonces n serfa un nimero natural y n’ también, luego w seria finito. Por
lo tanto, la existencia de ordinales limite es otra forma equivalente del axioma
de infinitud, pues equivale a que existan ordinales distintos de los niimeros
naturales.

Nota Usando el teorema 3.26, en Z*+ Al podemos definir F' : w — V me-
diante las condiciones F(0) = w A An € w F(n’) = F(n)’. Observemos que F es
una clase definida por una cierta formula. Si llamamos w + n = F(n), tenemos
un término de L. y una simple induccién demuestra que An € ww +n € Q.
Explicitamente:

w+1={0,1,2,...,w}, w+2={0,1,2,...,w,w+1}, ...

De este modo, la sucesion de los nimeros naturales se prolonga a la sucesion de
ordinales
0<I<2< " <w<wH+l<w+2<---

Ahora bien, se necesita aplicar el esquema de reemplazo a la formula y = w+n
para concluir que existe el conjunto z = {w +n | n € w}, a partir del cual
podemos aplicar 3.20 3) para concluir que w + w = |Jz es un ordinal limite, y
es facil ver que es el menor ordinal limite mayor que w.

Tenemos asi un primer ejemplo no trivial del papel que representa el esquema
de reemplazo en la teoria de conjuntos. Puede demostrarse que en Z*+AI (su-
puesto que sea una teoria consistente) no es posible demostrar que existan mas
ordinales aparte de los niimeros naturales y los ordinales w 4+ n, con n € w.
En particular, no es posible demostrar que existan mas ordinales limite ademéas
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de w. Por el contrario, en ZF*+ Al, cambiando w por un ordinal arbitrario en
la construccion que hemos dado de w + w, se demuestra sin dificultad que por
encima de todo ordinal o hay un ordinal limite o + w, y asi la sucesiéon de los
ordinales se puede prolongar mas aun:

I<l< - w<<wH+l< - wHwtw<wtwtw+l<wt+wtw+2<---

En la pagina 406 definimos en general la suma de ordinales. ]

Hemos visto que lo que afirma Al es que existe un conjunto que contiene a w,
lo cual es tanto como afirmar que w es un conjunto. Sin embargo, es natural
preguntarse por qué tomamos como axioma de infinitud que w es un conjunto en
lugar de considerar simplemente la sentencia “existe un conjunto infinito”. Para
entender la situacion conviene considerar una definicién alternativa de conjuntos
finitos e infinitos debida a Dedekind:

Definiciéon 11.6 Un conjunto x es D-infinito si existe f : x — z inyectiva no
suprayectiva. En caso contrario se dice D-finito.

En estos términos, el teorema 6.30 afirma que todo conjunto finito es D-finito,
luego todo conjunto D-infinito es infinito. Sin embargo, en ZF* (o NBG*) no es
posible demostrar el reciproco. Y ademaés sucede que Al no es equivalente a la
existencia de un conjunto infinito:

Teorema 11.7 El axioma Al equivale a la existencia de un conjunto D-infinito.

Tenemos que Al implica que w es un conjunto, y ciertamente es un conjunto
D-infinito (basta considerar la funcion sucesor s : w — w, que es inyectiva y
no suprayectiva). Probar el reciproco nos costara un poco maés.

Definiciéon 11.8 Diremos que una terna (N,s,0) es un sistema de nidmeros
naturales si N es un conjunto, s : N — N y se cumple

1. 0 e N,
2. An € N s(n) € N,
. A\n € N s(n) # 0,

. A\mn € N (s(m) = s(n) = m =n),

-~ w

5 NylycNAOeyAAneys(n) ey — y=N).

Asi, un sistema de nimeros naturales viene a ser un modelo de los cinco
axiomas de Peano originales.

Si z es un conjunto y f : x — x es una aplicacién inyectiva y no supra-
yectiva, podemos tomar 0 € x \ f[z]. Diremos que un conjunto es inductivo si
cumple

Ind(y)=ycaxAn0eyANucy f(u) €y.
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Definimos el conjunto

N={necz|Ay(nd(y) = n ey}

En otras palabras, definimos N como el conjunto de todos los conjuntos que
pertenecen a todos los conjuntos inductivos. Si llamamos s = f|y, resulta que
(N, s,0) es un sistema de nimeros naturales.

En efecto, la propiedad 1) se cumple porque, por definicion, 0 pertenece
a todo conjunto inductivo. Similarmente, si n € N, entonces n estd en todo
conjunto inductivo, luego s(n) también, por definicién de conjunto inductivo,
luego s(n) € N. Esto prueba 2). La propiedad 3) se cumple porque 0 no esta en
la imagen de f, luego tampoco en la de la restriccion s, y 4) se cumple porque
f es inyectiva, luego s también. La propiedad 5) se cumple porque sus hipotesis
son que y C N A Ind(y), luego por definiciéon de N tenemos que N C y.

Hemos demostrado que si existe un conjunto D-infinito entonces existe un
sistema de ntumeros naturales. El paso siguiente es demostrar un teorema de
recursion:

Teorema 11.9 Sea (N, s,0) un sistema de nimeros naturales, sea G : X — X
una aplicacion cualquiera (no exigimos que X o G sean conjuntos) y sea x € X.
Entonces existe una tinica aplicacion f : N — X de manera que f(0) =z y

An €N f(s(n)) = G(f(n)).

DEMOSTRACION: Diremos que h es una aprozimacion si h : d — X, donde
d C N es un conjunto con la propiedad de que

0edAAneN(s(n)ed—ned)
y h cumple que h(0) =z A An € N(s(n) € d — h(s(n)) = G(h(n))).

Observamos ahora quesih :d — X y b’/ : d — X son dos aproximaciones
yn €dnd, entonces h(n) = h'(n).

En efecto, basta ver que el conjunto
y={neN|nednd — h(n) =01 (n)}

es inductivo. Obviamente 0 € y y, si n € y, entonces, si s(n) € dNd’' se cumple
que n € dNd', luego h(n) = h'(n), luego

h(s(n)) = G(h(n)) = G((n)) = h'(s(n)),
luego s(n) € y. Por otra parte, también es inductivo el conjunto
y = {n € N|Vdh(h:d— X es una aproximacién A n € d)}.

En efecto, se cumple que 0 € y’ porque h = {(0,2)} es una aproximacion vy,
sin € y/, entonces existe una aproximacion h : d — X tal que n € d. Si se
cumple s(n) € d, entonces s(n) € y'. En caso contrario, basta observar que

B = hU {(s(n), G(h(n)))} : dU {s(n)} — X

es también una aproximacion, luego s(n) € ¢ en cualquier caso.
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Finalmente definimos?®

f={(n,u) € Nx X |Vdh(h:d — X es una aproximaciéon

Ane€dAu=h(n))}

Los resultados que hemos obtenidos implican claramente que f : N — X
es una aproximacion que cumple lo pedido.

La unicidad se prueba sin dificultad: si f; y fo cumplen lo pedido, conside-
ramos el conjunto

y={neN| fi(n) = fa(n)}
y una simple induccién nos da que y = N. L]

En particular, aplicando el teorema anterior a cualquier sistema de ntmeros
naturales (N, s,0) obtenemos una aplicacion f : N — w tal que f(0) =0y
An €N f(s(n)) = f(n)'. Es inmediato que

0€ fINJAAn €w(n e fIN] = n’ € f[N]),

luego f[N] =w y asi f es suprayectiva. Por el axioma de reemplazo concluimos
que ctow, y esto completa la prueba del teorema 11.7. L]

Nota Puede probarse que en la demostracion del teorema 11.7 resulta im-
prescindible el uso del axioma de reemplazo, sin el cual la equivalencia no es
necesariamente cierta. Lo mismo sucede con otras equivalencias del axioma de
infinitud. Por ejemplo, la version que dio Zermelo al introducir la teoria que
hoy lleva su nombre era ésta:

V(@ € 2 A N\u € z{u} € x).

No es dificil probar que a partir de este axioma es posible construir un
sistema de ntmeros naturales, por lo que (usando el axioma de reemplazo)
podemos probar AI. Reciprocamente, si ctow, sabemos que existe f:w — V
tal que f(0) = @y An € w f(n’) = {f(n)}, y es claro entonces que f[w] (que
es un conjunto por el axioma de reemplazo) cumple el axioma de infinitud de
Zermelo. Sin embargo, puede probarse que dicho axioma no equivale a Al en
la teoria de Zermelo. Vemos asi nuevos ejemplos de la utilidad del axioma de
reemplazo: sin él tendriamos un abanico de axiomas de infinitud no equivalentes
entre si. [

El teorema 11.9 implica que todos los sistemas de nimeros naturales son
equivalentes:

3Si X es una clase propia, en ZF* necesitamos el esquema de reemplazo, por ejemplo en su
version 10.10, para garantizar la existencia de f. En NBG* podemos definir f como clase, pero
también necesitamos el axioma de reemplazo para probar que es un conjunto (por ejemplo,
por 10.16).
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Teorema 11.10 Si (N, s,0) y (I:\T, 5,0) son sistemas de niimeros naturales, existe
una unica aplicacion f : N — N biyectiva tal que

F0)=0AAn €N f(s(n)) = 3(f(n)).

DEMOSTRACION: La existencia y unicidad de f viene dada por 11.9. Para
probar que f es inyectiva razonamos por induccién sobre el conjunto

y={n€N|AmeN(m #n— f(n) # f(m))}.

Se cumple que 0 € y, pues si f(0) = f(n) pero n # 0, entonces n = s(u),
para cierto u € N, luego 0 = f(s(u)) = (f(u)), en contra de la definicion de
sistema de niimeros naturales.

Sin € y pero f(s(n)) = f(m), para cierto m € N, m # s(n), ya hemos
visto que no puede ser m = 0, luego existe un u € N tal que m = s(u), luego
5(F(n)) = f(s(n)) = f(s(w)) = 5(f()), luego f(n) = f(u), luego n = u, por
hipotesis de induccion, luego m = s(u) = s(n), contradiccion.

La suprayectividad de f se prueba trivialmente por induccion. [

Asi pues, dados dos sistemas de ntumeros naturales, los elementos de uno
se pueden poner en correspondencia biunivoca con los del otro de modo que el
cero de uno se corresponde con el cero del otro y el sucesor de cada nimero
natural de uno se corresponde con el sucesor de su correspondiente en el otro.
Esto viene a decir que los dos sistemas son “esencialmente la misma estructura”,
por lo que es irrelevante trabajar con uno o con otro. Fijado uno cualquiera,
el teorema 11.9 permite construir una suma y un producto +,- : Nx N — N
determinados por las propiedades usuales:

A eNn+0=n, AmneNm+n =(m+n)),
Ane€Nn-0=0, AmnecN(m- n' =mn+m),

y a partir de ahi concluimos que cada sistema de nimeros naturales determina
una interpretacion de AP en ZF* o NBG*, y podemos definir a través de ella
todos los conceptos aritméticos definibles en AP.

Nota El teorema 11.10 lleva a muchos matemaéticos a creer que los axiomas
de Peano, en la forma en que aparecen en la definicion 11.8, determinan por
completo a los niimeros naturales, lo cual es indiscutiblemente cierto en el sen-
tido de que se cumple 11.10, pero hay quienes olvidan que este teorema so6lo
caracteriza “localmente” a los ntimeros naturales, en el seno de un modelo de
ZF* + Al (o cualquier otra teoria T equivalente o més potente), en el sentido
de que dos sistemas de niimeros naturales en un mismo modelo de 7" son nece-
sariamente “isomorfos”, pero nada impide tener dos modelos de T de tal modo
que los sistemas de ntimeros naturales de uno no sean isomorfos a los sistemas
de ntmeros naturales del otro. De hecho, como consecuencia de los teoremas
de incompletitud, hemos demostrado que toda teoria aritmética recursiva con-
sistente admite infinitos modelos cuyos ntmeros naturales respectivos son “no
isomorfos” dos a dos, en el sentido de que satisfacen propiedades distintas. =

Pero volvamos a la relaciéon entre conjuntos infinitos y D-infinitos:
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Teorema 11.11 Un conjunto x es D-infinito si y sdlo si existe una aplicacion
f:w — x inyectiva.

DEMOSTRACION: Si z es un conjunto D-infinito, en la prueba del teorema
11.7 hemos visto en primer lugar que existe un sistema de ntmeros naturales
(N, s,0) tal que N C x y, en segundo lugar, que existe una biyeccion f: N — w.
Por lo tanto, f~! : w — z es la inyeccién buscada.

Reciprocamente, si f : w — x inyectiva, se cumple que x es D-infinito, pues
la aplicacién g : © — x dada por

(1) siu=f),
gu) = {u siug fll,

es claramente inyectiva y no suprayectiva. n

Asi pues, de acuerdo con las definiciones que hemos dado, un conjunto z es
infinito si sus elementos no pueden numerarse en la forma ao,...,a,_1, para
ningin n € w, mientras que es D-infinito si entre sus elementos podemos en-
contrar una sucesion ag, ai,as, ... sin repeticiones. Teniendo esto en cuenta,
alguien podria “sentirse tentado” de demostrar asi que todo conjunto infinito es
D-infinito:

Sea x un conjunto infinito. Entonces no es vacio, luego podemos
tomar un ag € . No puede ser z = {ap}, porque entonces = seria
finito (tendria cardinal 1), luego existe un a; € z \ {ao}, pero no
puede ser x = {ag, a1 }, pues entonces x tendria cardinal 2 y seria fi-
nito. En general, si hemos encontrado elementos distintos ay, . . . , G,
en x, no puede ocurrir que z = {ayg, ..., a,}, porque entonces x seria
finito, luego existe un a,4+1 € =\ {ao,...,a,}, y de este modo cons-
truimos una sucesiéon ag,aq, ... de elementos de x sin repeticiones,
lo que prueba que z es D-infinito.

Aunque suena “convincente”, lo cierto es que este argumento no puede ser
formalizado en ZF*+ AT (luego tampoco en NBG*+ AI). Lo mas parecido que
podemos demostrar siguiendo el argumento anterior es que

An € wVs(s:n — z inyectiva)
y, desde luego, cada sucesion s en esas condiciones no sera suprayectiva por la
infinitud de x, pero eso no implica que exista s : w — x inyectiva. Si tratamos
de probar esto imitando las numerosas definiciones recurrentes que hemos dado
hasta aqui, tendriamos que definir algo asi:

d(s,n)=neEwAs:n— A

Ni < n(s(i) = “un elemento cualquiera de z \ s[i]”).
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Podemos demostrar que An € w\/s¢(s,n), pero no podemos probar (de hecho

1
es obviamente falso) que An € w\/s@(s,n), y esa unicidad que no tenemos es
fundamental para acabar definiendo

f={6G,a) cwxx|Vs(d(s,i+1)As(i)=a)l}

Si tuviéramos unicidad podriamos asegurar que f : w — x inyectiva, pero hay
muchas formas de elegir “un elemento cualquiera de”, y eso hace que cuando
intentamos recopilar las aproximaciones finitas de f nos encontremos con mu-
chas alternativas incompatibles, de modo que la f asi definida no es ni siquiera
una funciéon. En todas las definiciones recurrentes que hemos dado hasta ahora
siempre hemos contado con un criterio explicito para especificar como debe pro-
longarse una aproximacién finita,* por lo que siempre hemos contado con la
unicidad necesaria para unir todas las aproximaciones en una funcion final.

Las observaciones previas al teorema 11.16 mas abajo prueban la existencia
del conjunto Pz de todos los subconjuntos finitos de x. Aplicando el axioma
de reemplazo a la formula v =  \ u, obtenemos la existencia del conjunto Pz
de todos los subconjuntos de x cuyo complementario es finito. Imaginemos que
tuviéramos una funcion e : Pz — V tal que

Nu € Pl a(u# @ — e(u) € u),

es decir, una funcién que a cada subconjunto no vacio de z de complemen-
tario finito le asignara “uno cualquiera de sus elementos”. Con dicha funcién
podriamos llevar adelante la construccion recurrente, pues podriamos definir

d(s,n)=mewAns:n— x AN <n(s(i)=e(x\ si)),

y ahora, cada aproximaciéon s no se prolonga con “un elemento cualquiera de
s\ Rs”, sino con “el elemento cualquiera concreto determinado por €”, y ahora si

1
que podemos probar que An € w\/s ¢(s,n), lo que a su vez permite probar que
la extension comin f de todas las aproximaciones es una funcién que cumple
todo lo requerido.

Asi pues, lo tnico que esté implicito en el argumento informal que hemos
dado y que no puede demostrarse en ZF*+ AI (o NBG*+ Al) es la existencia de
la funcion e. Las funciones que a cada elemento no vacio u de un conjunto x le
asignan un elemento e(u) € u se llaman funciones de eleccion, y el problema es
que no tenemos forma de probar la existencia de una funcion de eleccion sobre
un conjunto arbitrario z (en nuestro caso la necesitdbamos sobre P°'z). Para
demostrar que las dos definiciones de infinitud que tenemos son equivalentes
necesitamos un axioma que postule la existencia de funciones de eleccion, y
eso es precisamente lo que hace el axioma de eleccién. Volveremos sobre el
problema de la existencia de funciones de eleccion en la seccién que dedicamos
maés adelante a dicho axioma. ]

4Por considerar el caso més reciente, en la prueba de 11.9 la condicién es h(s(n)) = G(h(n)),
de modo que la clase G es la que determina como debe prolongarse cada aproximaciéon y eso
nos permite probar que dos aproximaciones coinciden en su dominio comun.



386 Capitulo 11. Los axiomas restantes de la teoria de conjuntos

El axioma de infinitud nos permite formalizar el concepto de numerabilidad,
que hasta ahora s6lo hemos manejado metamatematicamente:

Definiciéon 11.12 Un conjunto x es numerable si es finito o existe f:w —
biyectiva.

Equivalentemente, un conjunto es numerable si se puede biyectar con un
elemento de w’ = w U {w}. Los que se pueden biyectar con un nimero natural
son los conjuntos finitos, y los que se pueden biyectar con w son los infinitos
numerables.

En estos términos, el teorema 11.11 afirma que un conjunto es D-infinito si y
s6lo si contiene un subconjunto infinito numerable. En particular, los conjuntos
infinitos numerables son infinitos y D-infinitos.

Veamos algunos resultados tutiles para demostrar que un conjunto dado es
numerable:

Teorema 11.13 (AI) Para todo x # @, las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

1. x es numerable,
2. Existe f : x — w inyectiva,
3. FExiste g : w —> x suprayectiva.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es inmediato: si z es finito, entonces existe un
n € w y una biyeccién f : x — n, que también puede verse como aplicacion
f 1 x — w inyectiva. Si x es infinito, existe una f biyectiva por definicién de
numerabilidad.

2) <> 3) es consecuencia inmediata del teorema 6.29.

Para probar que 2) = 1) basta ver que f[z] es numerable, luego basta probar
que todo subconjunto de w es numerable.

Dado a C w, si existe un n tal que a C n, entonces a es finito, luego
numerable. Supongamos que a no esté acotado en w, es decir, que se cumple
An € wVm € a m > n. Definimos entonces f : w — a mediante el teorema
3.26 con las condiciones

fO)=minaAAnc€w f(n+1) =min{m €a|m> f(n)}.

Claramente An € w f(n + 1) > f(n), y una simple induccién prueba que
Amn € w(m <n — f(m) < f(n)). En particular f es inyectiva. En particular
f[w] es infinito, luego no puede estar acotado. Dado m € a, tiene que existir un
n € w tal que f(n) > m. Tomemos el minimo posible. Si es n = 0, entonces
f(0) es el minimo de a, luego f(0) < m < f(0), luego f(0) =m. Sin=k+1
entonces f(k) < m por la minimalidad de n, luego f(n) < m por la definicion de
f, luego igualmente m = f(n). Esto prueba que f[w] = a, luego f es biyectiva.
| |
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Ahora es inmediato que si f : £ — y es biyectiva y uno de los dos conjuntos
es numerable, entonces el otro también lo es. Si f es inyectiva e y es numerable,
x también lo es, y si f es suprayectiva y x es numerable, entonces y también lo
es. En particular, todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

Teorema 11.14 (AI) Si z e y son conjuntos numerables, también lo son su
union x Uy y su producto cartesiano x X y.

DEMOSTRACION: Los pares ordenados aritméticos (m, n) definen una biyec-
cion w X w — w. Es claro que podemos construir una aplicacién inyectiva
T Xy — w X w que, compuesta con la biyeccién anterior, nos da una aplicaciéon
inyectiva x X y — w que prueba la numerabilidad del producto.

Si al menos uno de los dos conjuntos no es vacio, es facil definir una aplicacién
suprayectiva w X 2 — x Uy, y w X 2 es numerable por la parte ya probada,
luego la unién también. [

En la seccion 6.4 hemos visto que, para todo conjunto x y todo n € w, es
posible demostrar la existencia del conjunto ™ de aplicaciones n — = y, méas
atn, podemos definir® el conjunto de sucesiones finitas en z:

rv= 2"
new

Teorema 11.15 (AI) Siz es numerable, también lo es z<%.

DEMOSTRACION: A partir de una inyecciéon x —> w es facil definir una
inyeccion <% — w<¥, luego basta probar que w<“ es numerable, pero ya sa-
bemos que toda sucesion finita de niimeros naturales puede codificarse mediante
un numero natural. Una forma rapida de hacerlo es

s— [I pi,
1<l(s)

donde {p;}icw es la sucesion de los niameros primos. Tenemos asi una aplicacion
w<* — w inyectiva. n

El axioma de reemplazo aplicado a la funcion f : z<¥ — V dada por
s — Rs nos da la existencia del conjunto de partes finitas de un conjunto x:

Ple = y|Au(u € y <> u C 2 A u es finito).

De hecho, f : <% — Pf2 suprayectiva, luego

Teorema 11.16 (AI) Six es numerable, también lo es P'x.

5 Aqui tenemos un nuevo uso del axioma de reemplazo, que nos da el conjunto {z™ | n € w}.
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Nota La teoria de cardinales que hemos desarrollado en la seccién 6.4 para
conjuntos finitos se generaliza facilmente a conjuntos numerables extendiendo
asi la definicion de cardinal:

lz| = c|(c € wU {w} AV F(f : ¢ — x biyectiva))

De este modo, si « es un conjunto finito su cardinal |z| es el Gnico nimero
natural biyectable con él, mientras que si x es infinito numerable, entonces
|| = w (y en cualquier caso = es biyectable con |z|). No obstante, cuando se
considera a w como cardinal, es tradiciéon mantener la notacién cantoriana y
representarlo como Ng (4lef cero).

La suma y el producto de cardinales pueden definirse como en el caso de los
conjuntos finitos, y entonces el teorema 11.14 implica facilmente que

R + N = R - Rg = N,

asi como que An € wRg+n =Ry y An € w\ {0} Ng-n = N. n

Conjuntos numéricos Las formulas x € Z y * € Q que en la secciéon 6.6
definimos en KP pueden definirse igualmente en ZF*, pero con Al es posible
simplificar conceptualmente las construcciones.

Por ejemplo, los nimeros enteros se definen a partir de la relacion de equi-
valencia en N x N dada por®

(a,b) ~ (¢,d) < a+d=b+c.

La idea es que un nimero entero “debe ser” una clase de equivalencia de pares
respecto de esta relacién, pero en ZF* no podemos demostrar que las clases de
equivalencia sean conjuntos (pues serian conjuntos infinitos) y asi, para evitar
que cada nimero entero fuera una clase propia, consideramos pares ordena-
dos aritméticos (de modo que cada par es un nimero natural) y definimos los
ntmeros enteros como los pares (que son nimeros naturales) minimos en sus
respectivas clases de equivalencia. Si admitimos Al no necesitamos estos artifi-
cios. Podemos considerar pares ordenados conjuntistas, asi como las clases de
equivalencia usuales:

[a,6] = {(¢;d) e NxN | (¢,d) ~ (a,b)},

que son subconjuntos de N x N, y definimos el conjunto de los niimeros enteros
como el conjunto cociente Z = (N x N)/ ~, que es un conjunto por el axioma
de reemplazo, segin vimos en el capitulo anterior. A partir de aqui, todos los
conceptos aritméticos sobre nimeros enteros pueden definirse igualmente.

Ahora tenemos dos definiciones de nimeros enteros, los definidos por la
formula = € Z de la secciéon 6.6, la cual determina una clase Zy C N, que por Al
es un conjunto, y los que acabamos de definir. La relaciéon entre ambos es que

6 Aqui usamos N como sinénimo de w.
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tenemos una biyeccion f : Zy — Z dada por f(n) = [(no,n1)]. Esta biyeccion
hace corresponder la suma y el producto que tenemos definidos en Zg con las
operaciones que podemos definir andlogamente sobre Z, de modo que resulta
indistinto trabajar con una u otra definicion.

Similarmente, los niimeros racionales pueden definirse como los elementos
del cociente Q = (Z x (Z\ {0}))/ ~, donde ahora la relacién de equivalencia es
la dada por

(a,b) ~ (¢,d) + ad = be.

Todas las propiedades aritméticas de los nimeros naturales, enteros y racionales
vistas en la seccion 6.4 se formalizan en ZF*+ AI (o NBG*+ AI) con total
naturalidad. m

11.2 El axioma de partes

Del mismo modo que en ZF* no puede probarse la existencia de conjun-
tos infinitos, puede probarse que, si ZF*+ Al es consistente, en esta teoria no
puede demostrarse la existencia de conjuntos no numerables.” Tales conjuntos
aparecen en la teorfa como consecuencia del axioma de partes:

Definiciéon 11.17 Llamaremos axioma de partes: a la sentencia
AP = AzVyAu(u C z — u € y).

Asi, AP afirma la existencia de un conjunto y que contiene a todos los
subconjuntos de un conjunto dado x. Por especificacion y extensionalidad de
aqui se sigue que

/\x\l/y/\u(u €y ucx),

lo que nos permite definir el conjunto de partes
Pz = y|Au(u € y > u C ).

El teorema 6.36 prueba la existencia del conjunto de partes para todo conjunto
finito, de modo que el axioma de partes es un teorema de ZF*+ “todo conjunto
es finito”.

Por supuesto, aun sin el axioma de partes, podemos definir la clase de partes
de cualquier clase X:
PX ={u|ucC X},

y lo que afirma AP es que la clase de las partes de un conjunto es también un
conjunto.

Naturalmente, los conjuntos no numerables aparecen cuando el axioma AP
se combina con Al en virtud del teorema de Cantor, cuya prueba anticipamos
en la introduccién y en la pagina 143:

"Lo probaremos en 12.19. Véanse las observaciones anteriores y posteriores.
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Teorema 11.18 (Teorema de Cantor) Siz es un conjunto, existe una apli-
cacidn inyectiva f : x — Pz, pero no existen aplicaciones suprayectivas (ni en
particular biyectivas) entre ambos conjuntos.

DEMOSTRACION: Como aplicaciéon inyectiva basta tomar la definida me-
diante f(u) = {u}. Supongamos ahora que existiera una aplicacion f suprayec-
tiva. Entonces podriamos definir el conjunto a = {u € x | u ¢ f(u)} € Pz.

Como f es suprayectiva existe un u € x tal que f(u) = a, pero esto nos lleva

a una contradiccion, porque, o bien u € a o bien u ¢ a, pero si u € a = f(u),

deberia ser u ¢ a, por definicién de a, mientras que si u ¢ a = f(u), deberia ser

u € a. Concluimos que f, sea la aplicacion que sea, no puede ser suprayectiva.
| |

Cuando aplicamos este teorema a un conjunto numerable, vemos que Pz
es claramente infinito, pero no puede ser numerable, porque entonces podria
biyectarse con x.

La paradoja de Cantor La existencia de conjuntos no numerables es en
cierto sentido el “residuo” que deja en la teoria de conjuntos la llamada paradoja
de Cantor. Esta surgia al tratar de aplicar el teorema anterior al “conjunto” V'
de todos los conjuntos. Puesto que los elementos de PV son conjuntos, tiene que
cumplirse PV C V (de hecho, en NBG* se prueba trivialmente que PV = V),
pero entonces si que existe una aplicacion suprayectiva V. — PV en contra de
lo que afirma el teorema de Cantor.

Naturalmente, esto no da lugar a una contradicciéon en NBG* porque la clase
V no es un conjunto. De hecho, este argumento es una prueba alternativa de que
V no puede ser un conjunto. El argumento de Cantor requiere de forma esencial
que la clase a la que se aplica sea un conjunto. Para ver por qué hace falta esa
hipotesis basta rastrear la prueba en el caso concreto en que f: V — PV es
la aplicacién identidad. Entonces podemos definir la clase

A={ueV]ug fu)},

que no es sino la clase de Russell R = {u € V | u ¢ u}. En lugar de llegar a
una contradiccion, llegamos a la conclusion de que A no es un conjunto, por lo
que no es cierto que A € PV, por lo que no tiene ninguna antiimagen u que nos
lleve a la contradiccion.

Vemos asi que la distincién entre clases y conjuntos nos libra de la paradoja
de Cantor, al igual que nos libra de las demas paradojas conocidas de la teoria
de conjuntos, y lo hace sin eliminar de la teorfa el concepto sospechoso de
“conjunto de partes”, que es esencialmente el tinico concepto conjuntista sin un
significado intuitivo preciso. A dia de hoy no tenemos ninguna evidencia de
que los conjuntos de partes lleven a contradiccién alguna. El hecho de que los
admitamos en la teoria de conjuntos no lleva a una contradiccién, sino a un
hecho que trasciende nuestra capacidad de razonamiento informal: la existencia
de conjuntos no numerables. n
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La teoria de Zermelo El interés principal del axioma de partes es que per-
mite formalizar de forma natural cualquier construccion conjuntista que un ma-
tematico pueda necesitar en un momento dado. De hecho, cuando contamos
con el axioma de partes, podemos prescindir en gran medida del axioma de
reemplazo. En efecto, ahora podemos presentar la teoria completa de Zermelo:

Definicion 11.19 La teoria de conjuntos de Zermelo Z es la teoria axiomética
sobre L, cuyos axiomas son los siguientes:®

Extensionalidad  Azy(Au(u € v < u €y) =z =1y)

Par NzyVzAu(u € z <5 u=2Vu=y)
Unién AzVyAu(u € y < Vo(u € v Av € 7))
Especificacion AxVyAu(u € y <> u € x A ¢p(u)) (%)
Partes AzVyAu(u C 2 — u € y)

Infinitud Vaz(Vu € zAvv ¢ un

Au € zVv € zA\w(w € v+ w € u VvV w=u))

(*) para toda férmula ¢(u) tal vez con mas variables libres, distintas de y.

Tenemos que Z es una subteoria de ZF*+ Al + AP y, segin comentabamos,
sus axiomas bastan para formalizar de forma natural la préctica totalidad de
las construcciones conjuntistas que usan los matematicos habitualmente, salvo
las de los especialistas en teoria de conjuntos, cuyas exigencias van mucho més
alla.”

En efecto, el axioma del par permite construir pares ordenados, y la existen-
cia del producto cartesiano puede demostrarse por especificacion, como subcon-
junto x X y C PP(xUy), lo que resulta mucho méas natural que apelar dos veces
al axioma de reemplazo y una vez al de la unién. También hemos advertido que
los conjuntos cociente pueden definirse por especificacién, como subconjuntos
x/r C PPx. El axioma de infinitud permite construir el conjunto N = w de los
nimeros naturales, y a partir de él Z y Q pueden definirse mediante cocientes
de productos cartesianos, segiin hemos visto en la seccién anterior.

Hasta aqui habiamos llegado sin el axioma de partes, pero ahora podemos
ir méas lejos y definir, por ejemplo, el conjunto

Y =2Nf(fEz e fry— 1),

cuya existencia se demuestra por especificacion, pues 2¥ C PPP(x Uy). En
particular tenemos la existencia de los conjuntos de sucesiones =% y también de
sucesiones finitas 2<% C PPP(w U z).

8Ya hemos comentado que el axioma de infinitud que formulé Zermelo era otro distinto y
no equivalente en su propia teoria al que estamos considerando, aunque cumple igualmente su
funcién, que es garantizar la existencia de un sistema de niameros naturales y demostrar que
dos cualesquiera de ellos son isomorfos.

9En realidad, para formalizar algunos teoremas importantes del algebra, el analisis, etc.
es necesario afiadir a Z el axioma de eleccién, que discutiremos més adelante, pero esto no
invalida nuestra afirmacién, pues el axioma de eleccién no proporciona nuevas construcciones
conjuntistas, sino que méas bien postula o implica la existencia de determinados objetos que
no pueden ser construidos explicitamente.
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Maés en general, para cada familia de conjuntos {x;};c,, podemos probar que
son conjuntos los productos cartesianos generalizados:

Hmi:{se(uwi)“|/\i6asi€xi},

i€a i€a
etc.

También podemos definir en Z el conjunto R de los ntumeros reales. No
vamos a entrar en detalles al respecto, pero senalaremos tunicamente que las
dos construcciones mas habituales pueden formalizarse naturalmente en Z: la
construcciéon de Dedekind introduce a R como un cierto subconjunto de PQ
(que se define sin problemas por especificacion), mientras que la construccion
de Cantor consiste en considerar el conjunto S de las sucesiones de Cauchy de
nameros racionales (que se define de forma natural por especificacion a partir
del conjunto QY de todas las sucesiones de niimeros racionales) y R se introduce
como un cociente de S respecto de una relaciéon de equivalencia.

A partir de R se define sin dificultad el conjunto C de los nimeros complejos
y, por supuesto, junto con estos conjuntos numeéricos es posible definir todas sus
estructuras asociadas algebraicas y topologicas.

11.3 El axioma de regularidad I

El axioma de regularidad es totalmente prescindible en todas las &reas de la
matematica excepto en la teorfa de conjuntos propiamente dicha, pues lo Gnico
que hace es “regularizar” la clase universal y prohibir posibles patologias que,
en caso de darse, no afectarian en nada al trabajo cotidiano de los matematicos
de otras areas.

Por ejemplo, ninguno de los axiomas que hemos discutido hasta ahora impide
que existal® un conjunto z con la propiedad de que x = {z}, o dos conjuntos x,
y tales que = = {y} Ay = {z}, o un conjunto zg = {z1}, donde =1 = {z2}, y a
su vez xo = {3} y asi sucesivamente.

Cualquiera de estos conjuntos contradice la idea de que un conjunto “de-
beria” resultar de agrupar unos objetos previamente existentes, de modo que
conocemos un conjunto cuando conocemos sus elementos, pero si z = {z} e
intentamos “comprender” qué es x estudiando sus elementos, nos encontramos
con que para entender qué es z tendriamos que entender antes qué es x. Similar-
mente, si tenemos una cadena decreciente de conjuntos z¢ = {x1}, 1 = {x2},
etc., resulta que para saber qué es realmente g tendriamos que saber qué es
x1, para lo cual tendriamos que saber qué es xo, y asi sucesivamente, de modo
que nunca podemos acabar de “entender” qué es xg.

Pese a todo, no hay nada de paraddjico en estos conjuntos y, como deci-
mos, ninguno de los axiomas que hasta ahora hemos considerado contradice la
posibilidad de que existan.

10E] teorema 12.23 y siguientes demuestran estos hechos.
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Ahora bien, a un matematico que trabaja en algebra, analisis, geometria,
etc., aunque lo haga en el marco de una teorfa de conjuntos, le importa poco
que pueda haber o no conjuntos asi. Sencillamente, si los hay, no les hara caso
y va esta. La existencia de tales conjuntos patologicos s6lo incomoda realmente
a los matematicos que estudian la teoria de conjuntos propiamente dicha, pues
de que existan o no tales patologias depende la validez o no de ciertos principios
generales.

Definiciéon 11.20 El azioma de regularidad (o de fundacion) es la sentencia
Az(Nuu € x — Vu € 2=\Vv(v €u Av € 7)),
que, introduciendo descriptores, equivale claramente a
Nz(z # @ = Vu(uez Aunz = @)).

Ya nos habiamos encontrado antes este axioma y esta propiedad. En 3.9, a
los conjuntos u tales que u € x A uNa = & los llamamos €-minimales de x, de
modo que el axioma de regularidad afirma que todo conjunto no vacio tiene un
€-minimal. En 3.9 definimos también el concepto de conjunto bien fundado, que
es un conjunto tal que todos sus subconjuntos no vacios tienen un €-minimal.
Es obvio entonces que el axioma de regularidad equivale a la sentencia “todo
conjunto esta bien fundado”.

Ahora bien, no podemos identificar el concepto de “conjunto mal fundado”
con el de “conjunto patoldgico” en el sentido que explicAbamos hace un momento,
pues, por ejemplo, si dos conjuntos cumplen z = {y} Ay = {a} Az # y,
entonces = es un conjunto bien fundado, pero no por ello deja de ser patologico.
De todos modos, ahora es claro que el axioma de regularidad impide que puedan
existir conjuntos asi, ya que entonces el conjunto {z,y} no tendria €-minimal.

Recordemos también que en la pagina 196 vimos que el axioma de regularidad
puede demostrarse en KP a partir del esquema de II;-regularidad, pero nunca
hemos llegado a extraer ninguna consecuencia de ello, salvo el hecho (de gran
importancia a la hora de trabajar en KP) de que simplifica la definicion de
ordinal, puesto que, como implica que todo conjunto esta bien fundado, podemos
eliminar esta condicion de la definicion de ordinal 3.9.

Para empezar a entender lo que supone realmente el axioma de regularidad
consideramos una consecuencia sencilla: no pueden existir conjuntos 1, ..., T,
sobre los que la pertenencia sea circular, es decir, tales que

1 ETp €ETp—1 €E--- ETy €.
Si existieran, es claro que el conjunto = {z1,...,z,} no tendria €-minimal.

En particular (por el caso n = 1) tenemos que el axioma de regularidad
implica que Az z ¢ x, es decir, que la clase de Russell (la clase de todos los
conjuntos que no se pertenecen a si mismos) coincide con la clase universal V.

Con el axioma de infinitud podemos demostrar una versiéon mas general del
resultado anterior:
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Teorema 11.21 (AI) Sise cumple el azioma de regularidad, no existe ninguna
sucesion {Tn fnew que cumpla \n € w 11 € x,.

DEMOSTRACION: En efecto, si existiera tal sucesion, su rango, es decir, el
conjunto {x, | ¢ € w} no tendria €-minimal. n

Mas graficamente, no pueden existir sucesiones decrecientes respecto de la
pertenencia:
- X3 € T2 €T €Xp.

Notemos que no exigimos que los términos de la sucesion sean distintos entre
si, por lo que este teorema incluye el caso previo que hemos discutido sobre
relaciones circulares de pertenencia. Si tenemos, por ejemplo x € y € z € x,
tenemos la sucesion

rreyezereycz.

Nota Es posible que el lector se “sienta tentado” a demostrar asi el reciproco
del teorema anterior:

Si no se cumple el axioma de regularidad, existe un conjunto zy # @
que no tiene €-minimal. Como no es vacio, podemos tomar z; € xg.
Como x1 no puede ser E-minimal en g, existe o € x1Nzg. Como o
no es €-minimal en xg, existe x3 € o Nxg, y de este modo podemos
prolongar indefinidamente la sucesiéon ---x4 € 3 € x5 € 1 € Ty,
luego existe una sucesion en las condiciones del teorema anterior.

Por desgracia, estamos ante un nuevo caso de argumento “convincente” que
no puede demostrarse sin el axioma de eleccién, exactamente por el mismo mo-
tivo que en el caso de la falsa demostracion que analizamos tras el teorema 11.11:
la falta de unicidad en la prolongacién de las aproximaciones finitas de la su-
cesién que queremos construir hace que existan aproximaciones mutuamente
contradictorias, por lo que, aunque podemos probar que existen aproximaciones
de todas las longitudes, no podemos reunirlas en una misma sucesion final. =

Aunque la formulacion que hemos presentado del axioma de regularidad es
la méas habitual, en ausencia del axioma de infinitud no es lo suficientemente
potente. Esa es la razoén por la que en KP no aparece como axioma, sino que
en su lugar tenemos el esquema de II;-regularidad, que es mas potente. Para
entender lo que sucede conviene considerar un nuevo axioma:

Definicion 11.22 Llamaremos azioma de la clausura transitiva a la sentencia
CT=AsVy(z CcyANuecyucy).

Recordemos (definicién 3.9) que los conjuntos que cumplen Au € y u C y
se llaman conjuntos transitivos. El axioma de la clausura transitiva afirma que
todo conjunto esta contenido en un conjunto transitivo. Notemos que una forma
mas compacta de expresar que un conjunto es transitivo es | Jy C y. El nombre
de “axioma de la clausura transitiva” se explica por el teorema siguiente, que
afirma que todo conjunto esta contenido en un minimo conjunto transitivo:
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Teorema 11.23 El azxioma CT equivale a
1
NeVy(z cynUyCcyANz(zCcz2 AUz Cz—yC2)).

DEMOSTRACION: Es obvio que esta sentencia implica CT. Reciprocamente,
si & es un conjunto cualquiera, por CT existe un conjunto transitivo w tal que
x C w. Definimos

y={uew|Nz(zCcznlUzCz—uez)}

Asi, y es el conjunto de los conjuntos que pertenecen a todos los conjuntos
transitivos que contienen a z. Obviamente x C z, y también se cumple que y es
transitivo, pues si u € v € y, entonces, para todo conjunto transitivo z tal que
x C z, tenemos que u € v € z, luego u € z. En particular esto vale para z = w,
luego u € w, y asf u € y.

Esto prueba que y cumple lo exigido, y la unicidad es clara, pues si y; e
yo cumplen ambos la condicién, entonces ambos son transitivos, luego por la
condicién de minimalidad y; C y2 A y2 C y1, es decir, y1 = yo. [

Esto da pie a la definicion siguiente:
Definicion 11.24 Se define la clausura transitiva de un conjunto x como
cr=yllzrcyrUyCcyrNz(zCczAJzCz—yC2)).

Acabamos de probar que CT equivale a que ctz esté definida para todo
conjunto x. Méas aun, de la prueba se desprende algo mas fuerte: basta con que
un conjunto = esté contenido en un conjunto transitivo w para que exista ct z.
A menudo es util la relacion siguiente:

Teorema 11.25 Si x es un conjunto tal que cada u € x estd contenido en
un conjunto transitivo, entonces x estd contenido en un conjunto transitivo, y
ademds

ctz=2U {J ctu.

uex

DEMOSTRACION: Sabemos que para todo u € x existe ct u. Podemos definir

a=2zU |J ctu, pues por reemplazo aplicado a la formula y = ct u se prueba la
uex
existencia del conjunto b = {ctu | u € x}, y entonces a = z U Jb.

Vamos a probar que a es la clausura transitiva de x. Claramente x C a. Si
v € u € a, entonces, 0 bien u € z, en cuyo caso v € ctu C a, luego v € a, o
bien existe un v’ € x tal que u € ctu’, en cuyo caso v € ctu/, por transitividad,
luego v € a, en cualquier caso. Esto prueba que a es transitivo.

Supongamos ahora que z es un conjunto transitivo tal que x C z. Si u € z,
entonces u € z, luego u C z, luego ctu C z. Es claro entonces que a C z, luego
a cumple la definicion de clausura transitiva. m

El teorema siguiente explica por qué CT no es un axioma muy conocido:
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Teorema 11.26 AI — CT.

DEMOSTRACION: Sea z un conjunto arbitrario. Aplicamos el teorema de
recursion 3.26 para construir una funcion ct(z) : w — V determinada por las
condiciones:

cto(z) =2 A An € w ety (x) = Jcty ().

Por el axioma de infinitud, ctow y por reemplazo también es un conjunto el
rango de la aplicacion, es decir, el conjunto a = {ct,(x) | n € w}, luego también
es un conjunto su unioén, es decir,

ctx= | ctp(z).
ncw
Claramente = = cto(z) C ctz. Siu € v € ct(x), entonces existe un n € w tal
que u € v € cty(z), luego u € |Jcty(x) = ctpt1(z) C ctx. Esto prueba que el
conjunto ct x es transitivo.

Con esto ya estaria probado TC, pero vamos a ver que ct(x) es precisamente
la clausura transitiva de z. Para ello tomamos un conjunto transitivo z tal que
x C z.

Por definicion cto(xz) C z. Si ct,(x) C 2, entonces ct,y1(x) C 2, pues si
u € ctpy1(x) = Jety(x), existe un v tal que u € v € ct,(x) C 2z, y por la
transitividad de z tenemos que u € z.

Concluimos por induccién que An € w ct,(z) C 2, de donde ctx C z. =

Sin embargo, en 12.26 veremos que sin Al es imposible demostrar CT, y
debemos tener esto en cuenta a la hora de definir un conjunto “no patologico™

Definiciéon 11.27 Diremos que un conjunto = es regular si estd contenido en
un conjunto transitivo bien fundado. Llamaremos R a la clase de todos los
conjuntos regulares.

Asi, si x es regular, existe un conjunto z transitivo y bien fundado tal que
x C z, luego existe ctx C 2z y, como todo subconjunto de un conjunto bien
fundado esta bien fundado, concluimos que la clausura ct z esta bien fundada.
El reciproco es trivialmente cierto, es decir, un conjunto es regular si y sélo si
tiene clausura transitiva y ésta esta bien fundada.

Veamos las propiedades basicas de los conjuntos regulares:
Teorema 11.28 Se cumple:

1. R es una clase transitiva.

2. Q C R, luego R es una clase propia.

3. Toda subclase de R no vacia tiene €-minimal.

4. PR=R.

5. NA(RNPAC A— RC A).
En particular, NA(PAC A— R C A).
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DEMOSTRACION: 1) Se trata de probar que los elementos de los conjuntos
regulares son regulares. Supongamos que u € v € R. Entonces u € ctv, luego
u C ctv, luego u esta contenido en un conjunto transitivo y bien fundado, luego
u€ R.

2) Todo ordinal es un conjunto transitivo y bien fundado, luego cumple la
definicion de conjunto regular.

3) Sea A C R una clase no vacia y tomemos y € A. Si yN A = &, entonces y
es ya un €-minimal de A. En caso contrario, sea u € y N A. Como y es regular,
tiene clausura transitiva z = cty bien fundada. Definimos x = z N A, que no
es vacio, pues u € x. Como z estd bien fundada, x tiene un €-minimal u, que
es también un €-minimal de A, ya que u € x C A y si v € uN A entonces
v E€wu€Ex C z luego v € z por la transitividad de z, luego v € uNz = G,
contradiccion. Por lo tanto, uN A = @.

4) La inclusion R C PR es equivalente a la transitividad de R. Si z C R,
entonces para cada u € x existe ctu y esta bien fundada, luego ctu € R, luego
ctu C R. Por 11.25 también «x tiene clausura transitiva ct x C R, y esta clausura
esta bien fundada por 3), luego = € R.

5) Si R no esta contenida en A, por ¢) existe un €-minimal u € R\ A, pero
entonces u € (RNPA)\ A. "

Observemos que 5) es un principio de induccién: si queremos probar que todo
conjunto regular tiene una propiedad (pertenecer a la clase A) podemos tomar
como hipoétesis de induccién que todos los elementos de un conjunto regular x
tienen la propiedad y demostrar a partir de ahi que x también la tiene.

Obviamente esto es falso para conjuntos no regulares. Por ejemplo, si se
cumple x = {x}, entonces es trivialmente cierto que si todos los elementos de x
cumplen una propiedad, también la cumple z, pero de ahi no podemos concluir
que x cumple todas las propiedades imaginables.

El axioma de regularidad se llama asi porque pretende ser equivalente a que
todo conjunto sea regular, pero dicha equivalencia sé6lo es valida en presencia
del axioma de infinitud. Sin él se necesita CT:

Teorema 11.29 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. V=R,
2. Toda clase no vacia tiene un €-minimal,
3. NA(PACA— A=V),
4. El axioma de reqularidad mds CT.

DEMOSTRACION: 1) = 2) es inmediato por el apartado 3) del teorema
anterior.

2) = 3) Si A # V, podemos tomar un €-minimal z € V'\ A, pero entonces,
r € PA C A, contradiccion.
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3) = 4) El teorema 11.25 implica que la clase A de todos los conjuntos que
tienen clausura transitiva cumple A C A, luego A =V, es decir, se cumple CT.

Por otra parte, por el teorema anterior, PR = R, luego V = R, luego toda
clase no vacia tiene un €-minimal, luego todo conjunto no vacio tiene €-minimal,
y eso es lo que afirma el axioma de regularidad.

4) = 1) Trivialmente, por CT todo conjunto tiene clausura transitiva y, por
el axioma de regularidad ésta esta bien fundada, luego todo conjunto es regular.
| |

Observaciones FEl axioma de regularidad implica que todo conjunto no vacio
tiene €-minimal, y lo que aporta CT es que extiende este hecho a las clases
propias. En ZF*, esta versién para clases propias es un esquema:

Para toda férmula ¢(u), tal vez con mds variables libres,
Vug(u) = Vu(g(u) A Av € u=g(v)).

Notemos que este esquema restringido a férmulas II; es el esquema axiomé-
tico de II;-regularidad de KP.

Similarmente, en ZF*, el apartado 3) del teorema anterior tiene que enun-
ciarse como un esquema:

Para toda férmula ¢(u), tal vez con mds variables libres,

Nae(Au € z ¢(u) = ¢(2)) = Az d(z),

que restringido a formula ¥, es un teorema de KP.

El teorema 11.28 explica por qué el axioma de regularidad es practicamente
irrelevante en la formalizacion de los razonamientos matematicos: todos los con-
juntos que manejan habitualmente los matemaéticos se construyen a partir del
conjunto w de los niimeros naturales, y del teorema se desprende (especialmente
de la propiedad 4) que todas las construcciones mateméticas realizadas a par-
tir de conjuntos regulares producen conjuntos regulares, por lo que los posibles
conjuntos no regulares quedan simplemente fuera del “campo de trabajo” habi-
tual de los matemaéticos. La regularidad sélo es importante a la hora de probar
teoremas generales sobre todos los conjuntos, cosa que practicamente sélo hacen
los especialistas en teoria de conjuntos. ]

Todavia tenemos que extraer mas consecuencias del axioma de regularidad,
consecuencias que ayudan a acabar de entender qué estamos postulando exac-
tamente con él, pues con lo visto hasta ahora todavia no puede decirse que esté
totalmente claro. No obstante, muchas de ellas se enmarcan en un contexto més
general que conviene desarrollar en una secciéon aparte:
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11.4 Relaciones bien fundadas

Hasta ahora hemos demostrado distintas variantes de teoremas de induccion
y de recursiéon en contextos diversos. Aqui vamos a ver que en ZF* (o NBG*)
es posible enunciar teoremas generales de induccién y recursiéon de modo que
cualquier otro es un caso particular de éstos. La idea fundamental es que en
todo argumento de induccion o recursiéon subyace una relacion bien fundada, en
el sentido siguiente:

Definicion 11.30 Una relacion R esté bien fundada en una clase A si
Ne(zc ANz #@ = \VycaN\zexz-2zRy).
En estas condiciones diremos que y es un elemento R-minimal de x.

Aqui entendemos que R es simplemente una clase R C V x V de pares
ordenados. En ZF* esta definiciéon ha de entenderse como un esquema en el que
x € Ay (x,y) € R son dos formulas cualesquiera, tal vez con mas variables
libres.

En estos términos, el teorema 11.28 afirma que la relaciéon de pertenencia
E = {(z,y) | * € y} esta bien fundada en la clase R de todos los conjuntos
regulares. El axioma de regularidad equivale a que E esté bien fundada en la
clase universal V. Mas en general, E estd bien fundada en una clase A si y solo
si A esta bien fundada, en el sentido que ya teniamos definido.

Otro ejemplo importante de relacién bien fundada es el orden estricto <
asociado a un buen orden < en una clase A. En efecto, si x C A es un conjunto
no vacio, es claro que el minimo de x es un minimal para la relacion < (no para
el orden no estricto <).

Suponiendo Al, es facil generalizar el teorema 11.21, de modo que si R esta
bien fundada en A no existen sucesiones {x, }necw en A tales que

/\n € W Tnp41 Rx?“

y “casi” se puede demostrar el reciproco, pues para ello se necesita el axioma de
eleccion, que presentaremos mas adelante.

Notemos que en la definiciéon de relacion bien fundada en A sélo hemos
exigido que los subconjuntos (no las subclases) de A tengan minimales, pues
un cuantificador AX tendria sentido en NBG*, pero no en ZF*. Sin embargo,
vamos a necesitar extender la propiedad a subclases arbitrarias, para lo cual
tenemos que generalizar los resultados de la seccion anterior y definir clausuras:

Definicion 11.31 Una relacion R es conjuntista en una clase A si para todo
x € A la clase
A ={ye A|yRz}

de los anteriores de x es un conjunto.
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Diremos que una subclase B C A es R-A-transitiva si
Nzy € A(eRy Ay € B— x € B).

Diremos que R es clausurable en A si para todo z € A existe un conjunto
R-A-transitivo y tal que AF C y C A.

Observaciones La relacion de pertenencia E es conjuntista en toda clase A,
pues AZ = 2N A, que es un conjunto.

Por otra parte, toda clase A es R-A-transitiva, por lo que toda relacion es
clausurable en todo conjunto x (pues el propio x es un conjunto R-z-transitivo).

Las clases transitivas son precisamente las clases E-V-transitivas y el axioma
CT afirma precisamente que F es clausurable en V. Toda relacién clausurable
en A es obviamente conjuntista en A. n

Ahora generalizamos el teorema 11.23:

Teorema 11.32 Si R es una relacion clausurable en una clase A, para todo
x € A, el conjunto AR estd contenido en un minimo subconjunto R-A-transitivo
de A (en el sentido de que estd a su vez contenido en cualquier otro subconjunto
R-A-transitivo de A que contenga a x).

DEMOSTRACION: Dado z € A, sea w C A un conjunto R-A-transitivo tal
que AR C w. Definimos

y={ucw|Nz(AF C 2 C AN z es R-A-transitivo — u € 2)}.

Veamos que y cumple lo pedido. Observemos que y es simplemente el con-
junto de los elementos de A que estan en todos los subconjuntos R- A-transitivos
de A que contienen a A. Obviamente AL C y.

Tomemos v,u € A tales que v Ru A u € y. Si z cumple AX C 2 C Ayes
R-A-transitivo, entonces u € z, luego v € z por la transitividad, luego u € y.
Esto prueba que y es R-A-transitivo, y la minimalidad es inmediata. L]

Definicion 11.33 Sea R una relacién clausurable en una clase A. Para cada
x € A, definimos la clausura de un x € A como

d¥(x) = y|(Af cy c AANN2Z(AE € 2 C A A 2 es R-A-transitivo — y C 2)).

También podemos generalizar el hecho de que el axioma de infinitud garan-
tiza la existencia de clausuras:

Teorema 11.34 (AI) Toda relacidn conjuntista en una clase A es clausurable
en A.
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DEMOSTRACION: Sea R una relacion conjuntista en A. El teorema de re-
cursién 3.26 nos da una aplicacion clﬁ(m)[ ] : w — PA determinada por!'!

Ad¥(@) 0= AR A Ancw df(x)n+1)= | AR

ueclf(z)[n]

A su vez definimos clf(z) = |J clf(z)[n], que es un conjunto por el axioma de
new
reemplazo (y Al que nos asegura que w es un conjunto). Se cumple claramente

que AR C cllj(x) C A. Se cumple que esta clausura es R-A-transitiva, pues
si v,u € A cumplen v Ru A u € clff(z), entonces existe un n € w tal que
u € clf(x)[n], luego v € AF  clf(z)[n + 1] € i (x).

Ahora probamos que cumple algo mas que lo que exige la definicion de
clausura: esta contenida en toda clase R-A-transitiva B C A (no necesariamente
un conjunto) que contenga a AZ. En efecto, basta razonar por induccién sobre n
que clf{(z)[n] € B. Para n = 0 es obvio y, si vale para n, entonces todo
v € clff(z)[n+1] cumple que existe un u € clff(z)[n] tal que v Ru. Por hipotesis
de induccion u € B y por transitividad v € B, luego clf(z)[n +1] C B. =

El teorema siguiente recoge las propiedades basicas de las clausuras:

Teorema 11.35 Sea R una relacion clausurable en una clase A y sea x € A.
FEntonces:

1. AR c cdf(z) C A.
2. clf(m) es un conjunto R-A-transitivo.
3. Si AR ¢ B C A es una clase R-A-transitiva, entonces cl{(z) C B.

4. cli(z) = Afu U ().
yeAR

DEMOSTRACION: 1) y 2) son consecuencias inmediatas de la definicion de
clausura. Esta solo asegura que c) se cumple cuando B es un conjunto. Para
probar 3) en general observamos que la construccion de la funcion n — cl(z)[n]
definida en la prueba del teorema anterior no requiere el axioma de infinitud,
y una simple induccion prueba que An cl%(z)[n] C clf(z). Ahora podemos
definir

A (@) = {u e df(z) | Vn € wu e cdf(z)[n]} c cdf(2),
y el mismo argumento del teorema anterior prueba que clﬁ (2)* es un conjunto
R-A-transitivo que contiene a AZ, luego por definicién de clausura tiene que ser
clf(z)* = 1% (x). Ahora podemos emplear el argumento del teorema anterior
para concluir que clf(z) C B.

4) Siy € AL, entonces Alf C clf(z)[1] € c1f(x), luego por 2) y 3) obtenemos
que clf(y) ¢ c1f(z). Por consiguiente a = ARU |J clf(y) esta contenido en
cly (). yeAF

1INotemos que esta construccion requiere que la relacién sea conjuntista para que podamos
asegurar que cada término de la sucesién es un conjunto. Si no, la sucesién no estaria bien
definida.
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Para demostrar la otra inclusion basta probar a es transitivo y aplicar 3).
Sean, pues, u, v € A talesque u Rv Av € a. Siv € clf}(y) para un y € AR
entonces, por la transitividad de la clausura, u € cl (y), luego u € a. Siv € AE,
entonces u € clf(v) C a. u

Ahora ya podemos extender a clases propias la condicion que define las
relaciones bien fundadas:

Teorema 11.36 Si R es una relacion clausurable y bien fundada en una clase A,
entonces toda subclase de A no vacia tiene un elemento R-minimal.

DEMOSTRACION: Sea B C A una clase no vacia. Tomamos un z € B. Si ya
es un R-minimal, no hay nada que probar. En caso contrario, BNAE # @, luego
también B N clf(z) # @. Como esto es un subconjunto no vacio de A, tiene
un R-minimal u, y resulta que v también es R-minimal de B, pues ciertamente
u € By si existierav € BNAZ, tendriamos que v Ru € clff(z), luego v € clff(z),
luego v € B Nclf(x), en contra de la minimalidad de w. "

Con esto ya podemos demostrar un principio general de induccién, aunque
no es el mas general que vamos a enunciar:

Teorema 11.37 (Teorema general de induccion transfinita) Sea R una
relacion clausurable y bien fundada en una clase A y sea B una clase cualquiera.
Entonces

Nr € A(ARcB—-2€B)— ACB.

DEMOSTRACION: Si no se cumple A C B, entonces A \ B es una subclase
no vacia de A, luego tiene un R-minimal x, de modo que A® C B, pero = ¢ B.
|

Lo que afirma el teorema anterior es que para demostrar que todo elemento
x € A tiene una propiedad (estar en B), podemos suponer como hipotesis de
induccion que todos los elementos de A la tienen. Similarmente, el teorema
siguiente afirma que para definir una funcion F': A — B, si en A tenemos defi-
nida una relacion clausurable y bien fundada, podemos definir F'(x) suponiendo
que F esta ya definida sobre los elementos de AZ:

Teorema 11.38 (Teorema general de recursion transfinita) Sea R una
relacion clausurable y bien fundada en una clase A y sea G : V. — B una
aplicacion arbitraria. Entonces existe una unica funcion F' : A — B tal que

Nz € AF(z) = G(z, F|ar).
DEMOSTRACION: Por abreviar, a lo largo de esta prueba, “transitivo” signi-
ficard R-A-transitivo.

Si d C A es un conjunto transitivo, diremos que h : d — B es una d-
aprorimacion si
Nz € d h(z) = G(z,h|ar).



11.4. Relaciones bien fundadas 403

Para cada x € A, definimos
&= {z} Ucdf().

Es claro que 7 es transitivo y « € & (de hecho, es el menor conjunto transitivo
que contiene a x). Dividimos la prueba en varios pasos:

1) Si h es una d-aproximacion y h' es una d'-aproximacion, entonces se
cumple hlgng = h'|anar- En particular, para cada conjunto transitivo d C A
existe a lo sumo una d-aprorimacion.

Lo probamos por induccién en d N d’, es decir, vamos a probar que todo
elemento de d N d' estd en {u € dNd | h(u) = h'(u)}. Para ello tomamos
x € dNd' y suponemos que h(u) = h'(u) siempre que u € (dNd’)E. Ahora bien,
es inmediato que dNd’ es transitivo, de donde se sigue que (dNd') = AE. Por
consiguiente tenemos que h|ar = h'|4r, luego

h(x) = G(a,hlar) = Gla, W] an) = I ().

2) Para todo x € A existe una Z-aprorimacion.

Lo probamos por inducciéon sobre x, es decir, suponemos que para todo
u € A existe una d-aproximacién. Por 1) es tinica, luego podemos definir

hy = h|h es una t-aproximacion. Definimos h = |J h,. De nuevo por 1)
tenemos que h es una funcién y su dominio es u€Af
Uia= U ({ujudi) =470 U ci(u) = clf(2),
ucAl ucAl u€AR

donde hemos aplicado el teorema 11.35.

Si v € clf(z), entonces h(v) = hy(v), para cierto u € AF tal que v € 4.
Puesto que h,, C h 'y AR C 4 (por ser 4 transitivo) tenemos que hular = hlar.
Como h,, es una t-aproximacion,

h(v) = hu(v) = G(v, hulaz) = G(v, hlap),

con lo que h resulta ser una Clﬁ (z)-aproximacion.
Puede probarse que = ¢ clfz(m), pero no es necesario, en cualquier caso
podemos definir

h'=hU{(z,G(z,hlar))},

de modo que h : £ — V y es inmediato que para todo v € & se cumple
h'|ar = h|ar, de donde se sigue claramente que h’ es una #-aproximacion.

3) Definimos F' = |J hy, donde h, = h|h es una Z-aprozimacion.
z€A

La unicidad de 1) hace que F' : A — B, y los mismos razonamientos que
hemos aplicado a h en el paso anterior prueban que para todo x € A se cumple
F(z) =Gz, Flazr).

4) La unicidad de F se prueba igual que 1) L]
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Como primera aplicacion de este teorema, dada una clase con una relaciéon
clausurable y bien fundada, vamos a asociar a cada uno de sus elementos un
ordinal que exprese su “altura” en la relacion, entendiendo que un elemento es
mas alto cuantos mas elementos tiene por debajo.

Definiciéon 11.39 Sea R una relacion clausurable y bien fundada en una clase A.
Definimos rang : A — €2 como la tnica aplicaciéon que cumple

Az € Arang®(z) = U (rangfi(y) +1),
yEAL

donde estamos representando por o + 1 el ordinal siguiente a «.

Observemos que hemos definido el rango de un elemento supuesto definido el
rango de los elementos anteriores a él. Mas concretamente, estamos aplicando
el teorema anterior a la funcion G : V. — ) dada por

yeAR

G(2) { U (s(y) +1) siz=(z,s),conz€ AANs: AR —Q
z) =
0 en otro caso.

Recordemos que la uniéon de un conjunto de ordinales no es mas que su
supremo. Hemos de entender que el supremo del conjunto vacio es 0 (lo cual
es cierto, pues 0 es la menor cota superior de &). De este modo, los minimales
de A tienen todos rango 0 y, en general, el rango de un elemento es el minimo
ordinal estrictamente mayor que los rangos de todos sus anteriores.

Teorema 11.40 Sea R una relacion clausurable y bien fundada en una clase A.
Sean x, y € A. Six € clﬁ(y), entonces rang x < rangZ y.

DEMOSTRACION: Por inducciéon sobre y, es decir, suponemos que el resultado
es cierto para todo u € Ag y suponemos que = € cl¥(y). Entonces hay dos
posibilidades, o bien z € Aff, en cuyo caso rangf(z) < rangff(y) por definicion
de rango, o bien z € clff(u), para cierto u € Aff. Entonces aplicamos la hipotesis
de induccion: rangZ(z) < rangZ(u) < rangf(y). u

Con la ayuda del rango podemos demostrar teoremas de induccion y recur-
sién ain mas potentes. En el caso de la induccién, vamos a ver que podemos
tomar como hipoétesis de induccion, no ya que todos los elementos anteriores
a uno dado cumplen lo que queremos probar, sino que todos los elementos de
su clausura lo cumplen (o sea, los anteriores, y los anteriores de los anteriores,
etc.).

Teorema 11.41 (Teorema general de induccién transfinita) Sea R una
relacion clausurable y bien fundada sobre una clase A. Entonces

Nz e A(cl¥(z) c B— 2z e B) - ACB.
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DEMOSTRACION: Si no se da la inclusion podemos tomar un z € A\ B de
rango minimo. Si u € clﬁ(x), entonces rangﬁu < rangﬁ z, luego por minima-
lidad w € B. Pero entonces la hipotesis nos da que = € B, lo cual es absurdo.

|

Similarmente, para definir una funcién sobre x podemos suponer que esté
ya definida sobre clf(z):

Teorema 11.42 (Teorema general de recursién transfinita) Sea R una
relacion clausurable y bien fundada en una clase A y sea G : V. — B una
aplicacion arbitraria. Entonces existe una unica funcion F : A — B tal que

Nx € AF(x) = G(x’F‘clﬁ(z))'

La prueba de este teorema es idéntica a la de 11.38, salvo que el paso 1) y
la unicidad de F' se demuestran usando la versiéon fuerte del teorema general de
recursion transfinita en lugar de la débil.

Conviene probar un reciproco del teorema 11.40:

Teorema 11.43 Sea R una relacion clausurable y bien fundada en una clase A,
seay € Ay sea a < rang®(y). Entonces existe un conjunto x € clﬁ(y) tal que
rangf(z) = a.

DEMOSTRACION: Supongamos que no existe tal x. Por definicion del rango,
existe un x € Al}f tal que a < rangff(z) + 1, luego o < rangZ(z), pero como
estamos suponiendo que « no es el rango de ningtn x € clﬁ (y), tiene que ser
a < = rang(z).

Tomemos el minimo ordinal § tal que § > a y existe un x € clﬁ(y) de modo
que B =rang®(z) = | (rangf(u)+1).

ucAR

Ahora bien, si u € AZ, entonces rangZ(u) < B, luego por la minimalidad
de 3 tiene que ser rangZ(u) < a. Como u € clﬁ(y)7 la hipotesis sobre a implica
que de hecho rang%(u) < a. Asf llegamos a que

a<f= U (rangﬁ(u) +1) <a,
u€Al

contradiccion. n

Los teoremas que hemos probado se particularizan a teoremas de induccién
y recursion sobre ordinales. Observemos que la relacion de pertenencia E es
clausurable y bien fundada en 2. En efecto, como 2 es transitiva, las clases F-
Q-transitivas son simplemente las subclases transitivas de Q y clf (a) = cta = o
La buena fundacion nos la da el teorema 3.14. Observemos que dicho teorema
prueba que todo subconjunto de ) no vacio tiene minimo, pero el teorema 11.36
implica que lo mismo vale para clases arbitrarias (aunque es mas simple incluso
probarlo directamente).

En el caso de los teoremas de induccién, su prueba es tan directa que no
merece la pena reducirla a los teoremas generales:
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Teorema 11.44 (Induccién transfinita para ordinales) Si A C Q cumple
una de las dos condiciones siguientes:'?

1. Na(a C A — a € A), o bien
2.0 ANNacAa+1e ANANAS<AG€A— Ne A,

entonces A = Q).

DEMOSTRACION: Si A # Q, sea « el minimo de Q \ A. Entonces o C A,
lo que nos da una contradiccion con a). Si suponemos b), distinguimos tres
casos: no puede ser o = 0, pues entonces a € A, no puede ser o = 8+ 1, pues
entonces § € A por la minimalidad de a, luego @ € A por b), ni a puede ser
un limite, pues entonces A\d < o § € A, luego a € A, y tenemos también una
contradiccion. "

Esto quiere decir que para demostrar que todo ordinal tiene una propiedad
podemos suponer como hip6tesis de induccién que la tienen todos los ordinales
menores que uno dado y demostrar que éste también la tiene, o bien distinguir
tres casos: probar que 0 la tiene, probar que si « la tiene también la tiene o+ 1,
y probar que, bajo la hipotesis de induccién de que todo ordinal menor que un
limite A la tiene, entonces A también la tiene.

Menos obvio es el principio de recursion transfinita para ordinales:

Teorema 11.45 (Recursion transfinita para ordinales) Dada cualquier
funcion G :' V. — A, existe una unica funcion F : Q — A tal que

Na F(a) = G(F|,).

Esto es consecuencia directa del teorema 11.38, teniendo en cuenta que en
este caso QF = a. Esto significa que para definir una funcién sobre Q podemos
definir F'(«) supuesto que F' esté definida sobre los ordinales menores que .

Ejemplo: Suma de ordinales Como aplicacién inmediata del teorema an-
terior, para cada ordinal o podemos definir una aplicacion a+ : Q@ — € como
la tinica que cumple

a+0=aA /3 (a+ﬁ’)=(a+ﬂ)'/\/\)\a+)\:6U)\(a+5).

Se trata de una aplicacion directa del teorema anterior, donde G : V. — Q
es la aplicacion dada por

s(B) sis:f — Q, paraun 8 € Q,
G(s)=qURs sis:A—Q, yAes un ordinal limite,
« en otro caso.

12 Adoptamos el convenio de que Aa significa Ao € Q y que A significa “para todo ordinal
limite A”.
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Asi esta definida la suma a+ 8 de dos ordinales cualesquiera, y es inmediato
que sobre los nimeros naturales coincide con la suma usual. Ademas tenemos
que a+1=a+0 = (a+0) =, por lo que habitualmente escribiremos « + 1
en lugar de ', como ya hemos venido haciendo en algunas ocasiones.

Maés atn, es claro que a +2 =a+ 1" = (e + 1)) = ", y asi sucesivamente,
por lo que los ordinales inmediatamente posteriores a un ordinal « cualquiera
son

a<aoat+l<a+2<a+3<---

Si suponemos Al, podemos calcular a +w = |J (a4 n), que es claramente un
necw
ordinal limite, pues si § < a 4+ w entonces existe un n < w tal que § € a + n,

luego &' < (6 +n)' =0 +n' < a+ w. De hecho, a + w es claramente el menor
ordinal limite mayor que «.

En particular esto implica (siempre suponiendo AI) que la clase A de los
ordinales limite no es un conjunto, pues si lo fuera tendria por supremo a su
union o = |JA € Q, y a+w seria un ordinal limite mayor que todos los ordinales
limite, lo cual es absurdo. m

Anélogamente se puede definir de forma natural el producto y la exponen-
ciacién de ordinales, pero no vamos a estudiar aqui la aritmética ordinal. Ter-
minamos esta secciébn con una tultima aplicacién:

Teorema 11.46 Si (x,<) es un conjunto bien ordenado, existe un ordinal o y
una biyeccion f:x — « que conserva el orden.

DEMOSTRACION: La relacion R determinada por el orden estricto < es
trivialmente clausurable en x (porque es un conjunto) y para todo a € x se
cumple que x> = cl$(a) es el conjunto de los elementos menores que a. Po-
demos considerar la aplicacion rangs : x — Q. Por 11.40 tenemos que si
a < b — rangs(a) < rangs(b), por lo que el rango es una aplicaciéon inyec-
tiva que conserva el orden. Por 11.43 sabemos que su imagen es un subconjunto
transitivo de 2, luego es un cierto ordinal a. En definitiva: rang? : (z,<) — «

es una biyeccion que conserva el orden. m

11.5 El axioma de regularidad II

Con los resultados de la seccién anterior ya podemos formarnos una idea
clara de lo que es la clase R de los conjuntos regulares. Puesto que la relaciéon
de pertenencia E es clausurable y bien fundada en R, tenemos definido un rango
sobre R:

Definicién 11.47 Llamaremos rango de un conjunto regular al ordinal que le
asigna la aplicacion rang : R — ) determinada por

rangz = |J (rangy + 1).
yex
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Para cada ordinal o € 2, definimos la clase
R, ={z € R|rangx < a}.
El teorema siguiente nos muestra finalmente qué es R:
Teorema 11.48 Se cumple:

ROZQ/\/\QRQ+1:TRO¢/\/\)\R>\: UR57
o<

R= | Ra.
a€eQ

DEMOSTRACION: La tnica igualdad que no es trivial es R,4+1 = PR,. Si
r € PR, entonces x C R, luego

rang z = |J (rangy+ 1) <a < a+1,
yET

luego = € R,4+1. Reciprocamente, si x € R,1, entonces todo y € = cumple
rang y+1 < rang x < a+1, luego rang y < «, luego y € R,. Asipues, z C R,,.
| |

Asi pues, los conjuntos regulares son los que se obtienen a partir del conjunto
vacio por sucesivas aplicaciones del operador P. Las clases R, forman una
jerarquia cuyos primeros niveles son:

Ro=2, Ri={2}, Ry={2,{2}}, Rs={o.{2},{{g}} {2,{2}}}. ..

El teorema siguiente recoge sus propiedades bésicas: forman una sucesion
transfinita creciente de clases transitivas y en cada nivel aparecen nuevos con-
juntos que no estan en los anteriores.

Teorema 11.49 Se cumple:
1. Si oo < B son ordinales, entonces R, C Rg.
2. Para cada ordinal o, la clase R, es transitiva.

3. Para cada ordinal o, se cumple ranga = a, luego R, N Q) = a.

DEMOSTRACION: a) es trivial.
b) Siy € z € R,, entonces rangy < rangz < «, luego y € R,,.

c¢) Por induccion sobre a: si suponemos que rang 8 = /8 para todo 8 < «,
entonces

ranga = |J (rangf+1)= U (B+1) =a.

B<a B<a [ ]

Ahora podemos ver mas claramente que todos los conjuntos de interés para
los matemaéticos son regulares. Por ejemplo, un par ordenado (m,n) de nameros
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naturales estd en Ry, un namero entero z se define (suponiendo AI) como un
conjunto de pares de ntumeros naturales, luego z C R, con lo que z € R4
y, por consiguiente, Z € R42. Similarmente se comprueba que Q € Ry 5.
Si (suponiendo AP) construimos R por el método de Dedekind (con lo que un
namero real es un subconjunto de Q), tenemos R € Ry, 17, etc. Asi podemos ir
situando en la jerarquia regular todas las construcciones matematicas usuales.

Teniendo en cuenta que la clase de partes de un conjunto finito es también
un conjunto finito, una simple induccién prueba que, para todo n € w, la clase
R,, es un conjunto finito. En ZF* podemos definir R,, = |J R, pero sin Al no

new
podemos demostrar que R,, # R. Suponiendo AI (usando ademas los axiomas de

reemplazo y de la unién) concluimos que R, es un conjunto. Entonces podemos
definir R, 1, pero sin AP no podemos demostrar que sea un conjunto, pues si lo
fuera seria no numerable, y no se puede demostrar la existencia de conjuntos no
numerables sin AP. Suponiendo AP, una simple induccion transfinita demuestra
que todas las clases R, son conjuntos.

Nota Si suponemos AP, podemos tomar el teorema 11.48 como definiciéon de
la sucesion transfinita { R, }aecq, como aplicacion del teorema 11.45, podemos
definir los conjuntos regulares como los elementos de R = |JR, y definir el

(0%
rango de un conjunto regular x como el minimo ordinal o tal que x C R,. =

Ejercicio: Probar que en ZF* + regularidad + CT + w = Q se prueba que todo
conjunto es finito. Por consiguiente, en ZF* + regularidad + CT el axioma de infinitud
es equivalente a la existencia de un conjunto infinito.

11.6 El axioma de eleccion

Nos ocupamos ahora del ultimo de los axiomas usuales de la teoria de con-
juntos:

Definicion 11.50 El azioma de eleccion es la sentencia
AE = A2V f(f es una funcion A Df =z A Au € z(u # @ — f(u) € u)).

Asi, AE afirma que, dado cualquier conjunto x, existe una funcion que a
cada elemento u € x no vacio le elige uno de sus elementos. A una funcion de
estas caracteristicas se la llama una funcidn de eleccion sobre .

Observaciones Psicologicamente, el axioma de eleccion suele suscitar dos
reacciones opuestas: la de quienes lo consideran “evidente” y se sorprenden
de que no pueda ser demostrado a partir de los deméas axiomas, y la de quienes
no lo consideran evidente en absoluto y, o bien no lo aceptan, o bien lo aceptan
“por conveniencia”’, pero “sin conviccién”. Dejando de lado las motivaciones mas
pasionales que racionales, un hecho objetivo es que hay muchos mateméaticos
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profesionales que vacilan a la hora de decidir si una determinada prueba usa o
no el axioma de elecciéon. Los que lo consideran “evidente” tienden a creer que
no se usa cuando en realidad se usa, y los que recelan de él tienden a creer que
se usa cuando en realidad no se usa.

Por una parte, hay que tener presente que no todas las elecciones requieren
el axioma de eleccion. Por ejemplo, admitiendo Al y AP, podemos demostrar
que el conjunto Pw tiene una funcién de eleccién, a saber, la funcién

f={lu,n) ePwxw|(u=An=0)V (v An=minu)}

que a cada subconjunto no vacio de w le asigna su minimo respecto a la relacion
de orden usual en w (cuya existencia hemos demostrado sin necesidad del axioma
de eleccion).

La construcciéon anterior es un caso particular de un resultado méas general
(que no requiere AE): si el conjunto | Jz admite un buen orden, entonces z
tiene una funcion de eleccion. La demostracion es la misma: para cada u € x
no vacio, podemos definir f(u) = min u.

Asi pues, el axioma de eleccion solo es necesario cuando no tenemos ningin
criterio concreto que nos permita definir una funcién de eleccion. El problema
es que “ f(u) = un elemento cualquiera de u” no es una formula de L. que pueda
usarse para especificar una funcion f C x x |Jz.

Consideremos el caso méas simple no trivial: tomemos como hipotesis (bajo
Al) que f : w — z biyectiva, de modo que, llamando z; = f(i), tenemos un
conjunto numerable x = {z; | i € w}, y admitamos también que

Ni € wVab z; = {a, b},

es decir, que cada conjunto x; tiene a lo sumo dos elementos. ;jPodemos asegurar
bajo estas hipotesis que el conjunto z tiene una funcién de eleccién sin recurrir
a AE? La respuesta es negativa. Si ZF es consistente (es decir, la teoria que
cuenta con todos los axiomas que hemos introducido hasta ahora menos AE),
entonces ZF tiene modelos en los que existen familias numerables de conjuntos
de dos elementos sin funciones de eleccion.

Si el lector es propenso a tener por “evidente” el axioma de eleccién, podra
argumentar que en cualquier modelo en el que consideremos una familia asi
podemos sin duda considerar colecciones de pares ordenados formados por un
x; para cada ¢ y uno de los dos elementos de z;. Si esto es cierto o no, es una
cuestion filosofica en la que no vamos a entrar aqui, pero lo que es innegable es
que, aunque admitamos que existen tales colecciones de pares ordenados, una
cosa es que existan y otra que sean necesariamente la extensiéon de un conjunto.
Aunque “creamos” que existen, lo que es objetivamente innegable es que no
tienen por qué ser la extensiéon de un conjunto, porque ninguno de los axiomas
de la teorfa de conjuntos fuerza a que lo sean.

Es esta faceta del axioma de eleccion como axioma que postula la existencia
de conjuntos que no pueden ser construidos explicitamente la que motiva los
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recelos contra él. Ahora bien, tales recelos pueden conducir a errores de bulto.
Uno de los més groseros consiste en creer que si en el curso de una demostraciéon
contamos, por ejemplo, con x # & y decimos “sea u un elemento de z”, en ese
punto estamos usando el axioma de eleccién, porque “elegimos” un elemento
de z sin dar ningin criterio sobre como lo hacemos.

En realidad ahi no hay ningtn uso del axioma de elecciéon. Simplemente
tenemos que Vuu € x y aplicamos la regla de inferencia de eliminacién del par-
ticularizador, nada que tenga que ver con un axioma de la teoria de conjuntos.
Si podemos demostrar que existen funciones de eleccién para un conjunto dado,
no estamos usando el axioma de eleccién al tomar una en concreto. El problema
se da cuando no podemos demostrar que existan tales funciones de eleccion. El
axioma de eleccion no sirve para eliminar particularizadores (para eso ya esté
la regla EP), sino que proporciona férmulas de tipo V f(---), a las que luego les
podemos eliminar el particularizador. m

Ejercicio: Demostrar en ZF* que todo conjunto finito tiene una funcion de eleccion.

Vamos a ver algunos usos “auténticos” del axioma de eleccién demostrando
algunos resultados que de hecho tenfamos pendientes:

Teorema 11.51 (AE) Un conjunto es D-infinito si y sdlo si es infinito.

DEMOSTRACION: Una implicacién es el teorema 6.30 y no requiere AE.
Falta probar que todo conjunto infinito x es D-infinito. Notemos que aunque
partamos de que z es infinito, no por ello contamos con el axioma de infinitud,
pues en principio éste equivale a la existencia de un conjunto infinito.

Si suponemos AP podemos tomar una funcion de eleccion f : Px —
aunque sin AP podemos probar la existencia del conjunto Pf2 de los subconjun-
tos finitos de z y, por reemplazo aplicado a la formula y = x \ u obtenemos la
existencia del conjunto Pz de los subconjuntos de 2 de complementario finito.
Es suficiente tomar una funcion de eleccion f : Pf2 — 2. Esta nos permite
definir por recurrencia'® la funciéon H : w — = que cumple

H(n) = f(x\ H[n)).

Notemos que H[n] es un conjunto finito, por ser imagen de un conjunto finito,
luego H(n) € =\ H[n], es decir, que H(n) es un elemento de z distinto de todos
H (i) con i < n. Esto implica que H es inyectiva y el teorema 11.11 nos da que
x es D-infinito. -

Teorema 11.52 (AI, AE) Una relacion R estd bien fundada en una clase A
sty sdlo si no existe ninguna sucesion {xn}new de elementos de A tal que
Anew Tpt1 Ray,.

13 Aplicamos el teorema 11.38 a la clase w con la relacién de pertenencia E y la funcién
G(n,s) = f(z\ Rs). Notemos que w;s = n, con lo que G(n, H|n) = f(z\ H[n]). Notemos que
no estamos usando para nada el axioma de infinitud.
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DEMOSTRACION: Una implicacién es inmediata y no requiere AE: si existe
tal sucesion, entonces su rango es un conjunto sin minimal, luego R no esta
bien fundada. Supongamos ahora que R no estd bien fundada y sea y C A
un conjunto no vacio sin R-minimal. Esto significa que Au € yVv € y v Ru.
Consideremos el conjunto

a={AfNy|ueyl,

que existe por reemplazo aplicado a la formula z = AF Ny y, segin lo que
estamos suponiendo, es una familia de conjuntos no vacios. Sea f : a — V una
funcion de eleccién y sea g : y — y la funciéon dada por g(u) = f(ARNy). De
este modo se cumple que Au € y (g(u) € y A g(u) Ru).

Ahora fijamos un ug € x y definimos por recurrencia una funcion = : w — y
mediante g = ug A x;+1 = g(x;). Es claro que la sucesion {x;};e,, cumple lo
requerido. L]

Teorema 11.53 (AE) Sean x ey dos conjuntos no vacios. Existe f :x — y
inyectiva si y solo si existe g : y —> x suprayectiva.

DEMOSTRACION: Una implicacién es 6.29 2) y no requiere el axioma de
eleccion. La implicacion contraria es 6.29 3), sélo que alli afiadiamos la hipotesis
de que y admita un buen orden precisamente para evitar el uso del axioma de
elecciéon. Ahora podemos considerar el conjunto

a={g""[u] | ueua},

que existe por reemplazo, tomar una funcién de elecciéon h : a — y y definir f
mediante f(u) = h(g~![u]). Notemos que se sigue cumpliendo fog =i,. =

Una parte de las demostraciones anteriores ha sido construir el conjunto
concreto sobre el que necesitAbamos la funcién de eleccion. Normalmente esto
requiere algunas manipulaciones conjuntistas que suelen omitirse por rutinarias.
El teorema siguiente muestra algunas formas equivalentes del axioma de eleccion
que solo se diferencian superficialmente en la forma de presentar la familia de
conjuntos sobre la que hay que realizar la eleccion y la forma de recopilar los
conjuntos elegidos:

Teorema 11.54 Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. AE

2. Sig:y — x es una aplicacion suprayectiva, existe f : x — y tal que
3. Para toda familia {x;}icq de conjuntos no vacios (donde a es un conjunto)

existe otra familia {s;}icq tal que \i € a s; € x;.

4. Para todo conjunto x formado por conjuntos mo vacios disjuntos dos a
dos, eziste un conjunto a C Jz tal que Au € z\Vv una = {v}.



11.6. EI axioma de eleccion 413

DEMOSTRACION: 1) = 2) se sigue de la demostracion del teorema anterior.

2) = 3) Consideremos la aplicacion g : |J {i} xx; — a dada por g(4,u) = i.
i€a
Como los conjuntos z; son no vacios, tenemos que g es suprayectiva. Sea

fia— U{i} x x; segtn b), es decir, tal que, para cada i € a, se cumple que
ica
f(@) = (i,v), para cierto v € x;. Basta tomar s = Rf.
3) = 4) Podemos ver a z como una familia {i},c, de conjuntos no vacios.
Por c) existe {s;}ic. tal que A\i € x s; € i. Basta tomar a = Rs.

4) = 1) Dado un conjunto x, no perdemos generalidad si suponemos que no
contiene a &. El conjunto ' = {{i} x i | i € x} (existe por reemplazo) esta
formado por conjuntos no vacios disjuntos dos a dos. Por d) existe un conjunto
f que contiene exactamente un elemento de cada uno de ellos. Claramente f es
una funcién de eleccion sobre z. m

Nota La familia {s;};cq no es méas que un elemento del producto cartesiano

[Mzi={s|s:a— Jx; ANic€as; €},

i€a i€a

por lo que AE resulta ser equivalente a que el producto cartesiano de una familia

de conjuntos no vacios es no vacio.'4 L]

Veamos una ultima consecuencia sencilla del axioma de eleccién:

Teorema 11.55 (AI, AP, AE) Toda union numerable de conjuntos numera-
bles es numerable.

DEMOSTRACION: El enunciado ha de entenderse como que tenemos una
familia {z;};c., numerable de conjuntos tales que

Ni € wVFf f:w— z; biyectiva.

El problema es que necesitamos elegir una biyecciéon f; para cada cada i. Para
ello necesitamos AP para considerar los conjuntos z¢ de aplicaciones w — ;,
del cual podemos especificar el subconjunto s; de aplicaciones suprayectivas
w — x; y formar a su vez la familia {s; };c.. Estamos suponiendo que todos los
conjuntos s; son no vacios, luego por AE existe { f; };c., de modo que f; : w — z;
suprayectiva.

A partir de aqui es facil concluir: definimos ¢ : w X w — |J z; mediante
1EW
9(i,7) = fi(j). Claramente g es suprayectiva y, como w X w es numerable,
también lo es la unién. n

El axioma de eleccion interviene de forma esencial en la demostracion de
numerosos teoremas importantes del algebra, el analisis o la topologia (para

148in el axioma de partes no podemos demostrar que el producto cartesiano de una familia
de conjuntos sea un conjunto, pero aqui no necesitamos que lo sea.
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probar la existencia de base en todo espacio vectorial, la existencia de ideales
maximales en anillos unitarios, la existencia de clausuras algebraicas, el teorema
de Tychonoff, el teorema de Hann-Banach, etc.) En la prueba de estos resultados
y otros muchos, es mucho més practico utilizar una forma equivalente, un tanto
técnica, conocida como lema de Zorn:

Recordemos que un conjunto parcialmente ordenado es un par (z, <), donde
< es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva (pero no necesariamente
conexa). Una cadena en z es un subconjunto ¢ C z para el que se cumpla
Auv € ¢(u < v V v < u). Una cota superior para un conjunto ¢ C x es un
u € x tal que Av € ¢ v < u. Un elemento maximal en = es un m € z tal que
-Vu € x m < u. El teorema siguiente contiene el enunciado del lema de Zorn
junto con otras afirmaciones equivalentes menos técnicas:

Teorema 11.56 (AP) Las afirmaciones siguientes son equivalentes:
1. Axioma de eleccidon Todo conjunto tiene una funcion de eleccion.

2. Principio de numerabilidad Todo conjunto puede biyectarse con un
ordinal.

3. Principio de buena ordenaciéon Todo conjunto puede ser bien orde-
nado.

4. Lema de Zorn Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el que
toda cadena tenga una cota superior tiene un elemento mazimal.

5. Lema de Zorn (variante) En todo conjunto parcialmente ordenado no
vacio en el que toda cadena tenga una cota superior, cada elemento estd
por debajo de un elemento maximal.

DEMOSTRACION: Vamos a probar las implicaciones siguientes:

AE

I

Num <— BO —— Zorn

de modo que soélo las senaladas requieren el axioma de partes. Vemos asi que, en
ausencia de AP, el principio de buena ordenacion o el principio de numerabilidad
son preferibles como axiomas al axioma de eleccién, pues implican éste y todas
las otras consecuencias.

1) = 2) (AP) Supongamos que un conjunto x no puede biyectarse con
ningin ordinal. En particular tenemos que x # @. Fijemos una funcion de
eleccion f : Px — x y consideremos la funciéon G : V. — V definida por
G(s) = f(x \ Rs). El teorema 11.45 nos da una funcion F': Q@ — z tal que

Na € Q F(a) = f(z\ Fla)).

Veamos por induccién sobre « que F|, : « — z inyectiva.
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Si o = 0 es trivial. Si es cierto para «, entonces F[a] # z, porque estamos
suponiendo que x no puede biyectarse con un ordinal. Entonces, puesto que
x \ Fla] # @, tenemos que F(a) = f(z \ Fla]) € x\ Fla], de donde se sigue
claramente que F|,11 es inyectiva.

Si A es un ordinal limite y F|, es inyectiva para todo o < A, entonces es
claro que F|y es inyectiva, pues si § < € < A, también § < e <e+1 < A, yla
inyectividad de Fl|ey1 implica que F'(8) # F(e).

A su vez esto implica que F' : ) — x inyectiva, pero esto es imposible,
pues entonces F[{)] C x serfa un conjunto y por 10.13 aplicado a F~! también
lo seria €.

2) = 3) es inmediato: dado un conjunto z, tomamos un ordinal « y una
biyeccion f : © — « y definimos la relacion en x dada por u < v < f(u) < f(v).
Es inmediato comprobar que se trata de un buen orden en z.

3) = 2) Es consecuencia inmediata del teorema 11.46.

3) = 1) Es inmediato, pues ya hemos observado que un buen orden en | Jx
permite definir una funcién de eleccion sobre .

3) = 5) Sea (z,<) un conjunto en las hipotesis del lema de Zorn y fijemos
un ug € . Hemos de encontrar un elemento maximal m € x tal que ug < m.
Para ello suponemos que no existe tal elemento maximal, es decir, que si ug < v,
siempre existe un v’ € x tal que v < v'.

Como consecuencia, si ¢ C x es una cadena tal que ug € ¢, existe un v € x
tal que Au € ¢ u < v. En efecto, estamos suponiendo que la cadena tiene cota
superior, es decir, que existe un v € z tal que Au € ¢ u < v. En particular,
ug < v, luego, segtin acabamos de indicar, existe un v’ € x tal que v < v/, y este
v’ cumple lo pedido.

De acuerdo con c), fijamos un buen orden (z, <) en el conjunto x. Conside-
ramos la funcion G : V' — z dada por G(s) = v si y solo si Rs es una cadena
en r que contiene a ug y entonces v es el minimo respecto de la relacion < del
conjunto {v € z | Au € Rs u < v}, o bien v = ug en cualquier otro caso.!®

El teorema 11.45 nos da una funcién F' : 2 — z determinada por la condi-
cion F(a) = G(F|,). Como RF|y = @ no contiene a ug, la definicién de G nos
da que F(0) = uo.

Veamos por induccién sobre a que Ad < a F(5) < F(a).

Suponemos que el resultado es cierto para todo o < 3, y podemos suponer
que B > 0, pues en caso contrario no hay nada que probar. Tenemos, pues,
que si 6 < o < 3, entonces F'(§) < F(a), lo que implica que R(F|g) = F|[]
es una cadena en z que contiene a F(0) = ug. Por lo tanto, por definicion
de G, tenemos que F(3) cumple Au € F[8] u < F(f3), pero esto es justo lo que
tenfamos que probar.

15Notemos que G es una clase (bien) definida por una férmula concreta, que tiene libres las
variables, s, v, z, <, <, ug.
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Consecuentemente tenemos que F': ) — x inyectiva, pero eso es imposible,
porque entonces F[Q)] C x seria un conjunto y por reemplazo (por 10.13 aplicado
a F~1) Q también.

5) = 4) es trivial.

4) = 1) (AP) Fijemos un conjunto x, que podemos suponer no vacio y tal
que @ ¢ x, y sea

y={pePlaxUz)|Val@eczAp:a— JzANucalu#a— plu) €u))}

el conjunto de las funciones de eleccién sobre subconjuntos de z. Notemos que
@ €y, luego y # @. Consideramos en y el orden parcial dado por la inclusion.
Es claro que si ¢ C y es una cadena, entonces tiene por cota superior a |Jc,
luego el lema de Zorn nos da un f : @ — |Jx en y maximal respecto de la
inclusion. Basta probar que a = x, pues entonces f es una funcion de eleccion
sobre z.

En caso contrario, tomamos u € z\ay v € u (lo cual es posible, pues estamos
suponiendo que @ ¢ x). Es claro entonces que f U {(u,v)} € y y contradice la
maximalidad de f. Asi pues, a = z. L]

Observaciones El principio de numerabilidad afirma que, del mismo modo
que los nimeros naturales pueden usarse para contar los conjuntos finitos y
numerables, los ordinales bastan para contar cualquier conjunto, es decir, que
todo conjunto se puede poner en la forma {x,}.<g, para cierto ordinal £.

Ahora es inmediato que los axiomas “todo conjunto es finito” o “todo conjunto
es numerable” implican el axioma de eleccién, pues implican el principio de
numerabilidad.

Este principio nos da una demostraciéon més sencilla del teorema 11.51: si
un conjunto x es infinito, tomamos una biyeccién f : @ — x, para un cierto
ordinal «, que no puede ser un ntimero natural, luego w < «, luego f|, : w —
es una aplicacion inyectiva. n



Capitulo XII

Las teorias de conjuntos ZFC
y NBG

Llegados a este punto ya conocemos todos los axiomas que los mateméaticos
aceptan habitualmente como base para sus razonamientos. So6lo nos falta dar
nombre a las teorias correspondientes:

Definicion 12.1 La teoria de conjuntos de Zermelo—Fraenkel (ZF) es la teoria
axiomatica sobre Ly cuyos axiomas son los siguientes:!

Extensionalidad Azy(Au(u €z < uecy) =z =1y)
Par NzyVzAu(u € 2z < u=2Vu=y)
Unién AxVyAu(u € y < Vo(u € v Av € 1))
Reemplazo Nzyz(d(z,y) A ¢z, 2) =y = 2)
= AaVbAy(y € b Vo € agla,y))  (x)
Infinitud Ve(@ex A Nuexu €x)
Partes AzVyAu(u C 2 — u € y)
Regularidad Nz(z # @ = Vuluez Aunz = 2))

() para toda féormula ¢(z,y), tal vez con méas variables libres, distintas de b.

La teoria que resulta de anadir a ZF el axioma de elecciéon recibe el nom-
bre de ZFC (por el inglés choice). Los cuatro primeros axiomas (que incluyen
el esquema axiomatico de reemplazo) constituyen la teoria basica que hemos
llamado ZF*.

Llamaremos ZFg, a la teoria que resulta de sustituir el axioma de infinitud
por el axioma “todo conjunto es finito” y sustituir el axioma de regularidad por
V = R o, equivalentemente, por el axioma TC que afirma que todo conjunto
esta contenido en un conjunto transitivo (y entonces AP y AE son redundantes).

LComo convenio para regular las descripciones impropias, en todas las teorias considerare-
mos como axioma adicional la sentencia Au u ¢ z|r = z.

417
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Por otra parte tenemos la teoria de conjuntos de von Neumann-Bernays-
Gédel (NBG), sobre el mismo lenguaje formal Ly, cuyos axiomas son los si-
guientes més el axioma de eleccion:

Extensionalidad AXY(Au(u€e X < ueY)— X =Y)
Comprension VXAu(u € X < ¢(u)) (%)

Vacio VzAuu ¢ =

Par ANzyVzAu(u € z < u=2Vu=y)

Unién AzVyAu(u € y < Vo(u € v Av € 7))
Reemplazo NaF(UnF — \/bAv(v € b+ Vu € a(u,v) € F))
Infinitud Ve(@ex A Nuexu €x)

Partes AzVyAu(u C 2 — u € y)

Regularidad Ne(z# @ = Vulu ez Aunez = 2))

(%) para toda férmula primitiva ¢(u) tal vez con méas variables libres (distintas de X).

Recordemos que al trabajar en NBG adoptamos el convenio de que las le-
tras mayusculas representan clases arbitrarias y las mintsculas representan con-
juntos. Los seis primeros axiomas (que incluyen el esquema de comprension)
constituyen la teoria basica que hemos llamado NBG*.

Hemos probado (teorema 10.17) que ZF* y NBG* son equivalentes, en el
sentido de que una sentencia a es demostrable en ZF* si y solo si la sentencia
a" que resulta de relativizar sus variables a conjuntos es demostrable en NBG*.
Como los axiomas adicionales de NBG (infinitud, partes, regularidad y eleccion)
son las relativizaciones de los axiomas correspondientes de ZFC, es inmediato
que ZFC y NBG son equivalentes en el mismo sentido.

También hemos probado (teorema 10.18) que NBG* es finitamente axioma-
tizable y, por consiguiente, NBG también.

La teoria de conjuntos de Morse-Kelley (MK) es la que resulta de admitir en
NBG el esquema de comprension para férmulas cualesquiera, no negesariamente
primitivas. Hemos probado (teorema 10.21) que Ml;(* Consis ZF* y, segin la

observacion posterior, tenemos igualmente que
. .l
F Consis ZFC
MK

mientras que Consis "ZFC' no puede probarse en NBG si es consistente, pues si
se pudiera probar, también podria probarse en ZFC, y ésta seria contradictoria
por el segundo teorema de incompletitud, y con ella también NBG. Asi pues,
MK no es equivalente a ZFC y NBG, sino que es una teoria més potente.

Desde el momento en que tenemos V = R, es costumbre llamar V,, a las
clases (que son conjuntos en ZF) que en el capitulo anterior llamabamos R, de
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modo que en ZF la clase universal esta estratificada en una jerarquia creciente

de conjuntos transitivos V= |J V,, donde
ac

Vo=@ A NaVou=PV, A AW=U Vs
<A

ZFC o NBG son las teorias de conjuntos que podriamos llamar “estandar”,
en el sentido de que actualmente los matematicos consideran (salvo corrientes
filosoficas minoritarias) que una demostracion es valida si y solo si es formalizable
en ZFC (o, equivalentemente, en NBG), sin perjuicio de que algunos resultados
requieran axiomas adicionales, pero la costumbre en tal caso es dejar constancia
explicita de su uso.

En los capitulos anteriores ya hemos empezado a estudiar estas teorias, y
aqui vamos a profundizar en este estudio. Empezaremos mostrando la relacion
que mantienen con otras teorias que hemos manejado.

12.1 Relacion con KP

En el capitulo VI introdujimos la teoria de conjuntos de Kripke-Platek (KP).
Recordemos sus axiomas:

Extensionalidad Nry(Au(u €z < uey) = x=1y)

Par NeyVz(z € 2 Ny € 2)

Unioén /\;v\/y/\u cxN\veuwve Y

Ap-especificacion AeVyAu(u € y < (u € x A p(u))) (%)
Agp-recoleccion AuVv ¢(u,v) = ANaVbAu € a\Vv € b p(u,v) (%)
IT;-regularidad Vud(u) = Vu(p(u) A Nv € u=g(u)) (%)

(*) Para toda férmula ¢ (tal vez con mas variables libres) de tipo Ag,

(**) Para toda formula ¢ (tal vez con méas variables libres) de tipo II;.

Llamaremos KPI a la teoria que resulta de afiadir a KP el axioma de infinitud
(el mismo axioma de infinitud de ZFC).

Nota Hemos adoptado esta versiéon para que los axiomas de KP sean demos-
trables en I¥; (teorema 6.16) y, mas atn, para que KPg, sea esencialmente
equivalente a I¥; (véase la nota de la pagina 229), pero es habitual considerar
que la teoria de Kripke-Platek no tiene la restriccion a férmulas II; en el axioma
de regularidad. Nosotros llamaremos KP* a la teoria de Kripke-Platek con re-
gularidad para formulas arbitrarias, lo cual equivale a contar con el principio de
€-inducciéon para formulas arbitrarias:

(Au € z¢(u) = d(x)) = Na ¢(@).

Similarmente, KPIT serd la extension correspondiente de KPI. m
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Hay que senalar que KPI es una teoria bastante més potente que KP. Por
ejemplo, en KP pueden probarse los mismos teoremas aritméticos que en 1X;.
En particular, no puede demostrarse el principio de inducciéon para férmulas
arbitrarias. En cambio:

Teorema 12.2 KPI es una teoria aritmética (es decir, representa a AP).

DEMOSTRACION: Sabemos que KPI es una teoria aritmética con induccion
31 porque lo es KP. Sélo falta probar que en KPI puede demostrarse el principio
de induccion para formulas aritméticas arbitrarias. En efecto, si ¢(z) es una
formula aritmética (tal vez con méas variables libres), llamamos ¢*(z,y) a la
formula que resulta de cambiar cada Au € w por Au € y y cada Vu € w por
Vu € y, donde y es cualquier variable que no aparezca en ¢. Como la suma y
el producto son términos A, es claro que ¢*(z,y) es también una formula Aq,
as{ como que

o(x) = Vyly =w A ¢*(z,y)) < Ny(y = w — ¢*(x,y)).

Ahora bien, la formula y = w es Ag, ya que o € Q es Ag (pues equivale a que
« sea transitiva y €-conexa), a € w equivale a

acQANncan=0vVmenn=m)A(a=0VvVmecaa=m)

y a su vez,
y=weo NucyucwnOeyAAnecyn cy.

Concluimos que toda férmula aritmética es A; en KPI, luego podemos definir
el conjunto

a={recwlo(x)}

por Aj-especificacion, y el teorema 3.23 implica el principio de induccion para

¢ .

Ahora podemos mostrar la relacion entre estas teorias y ZF:

Teorema 12.3 La teoria KP' es una subteoria de ZF—AI+CT, y por consi-
guiente KPIT es una subteoria de ZF.

DEMOSTRACION: Los axiomas de extensionalidad, par y unién son también
axiomas de ZF-AI-AP, mientras que el esquema de Ag-especificacion es parte
del esquema de especificacion, demostrable en ZF* (teorema 10.8). Segun el
teorema 11.29 tenemos que en ZF—AI—-AP-+CT es demostrable V = R y, se-
gin las observaciones posteriores, esto implica el esquema de regularidad de
KP*. Sélo falta probar que en ZF—AI4+CT puede probarse el esquema de Ag-
recoleccion. De hecho, demostraremos que se cumple el esquema de recolecciéon
sin restringirlo a formulas de tipo Ag.

Suponemos, pues, que \u\/v ¢(u,v) (donde ¢ puede tener otros parametros).
Definimos 1 (u, @) = « es el minimo ordinal tal que Vv € V,, é(u,v). Es claro

1
entonces que AuVa ¥(u, a), luego por reemplazo, dado un conjunto a, existe
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un conjunto ¢ tal que Aa(a € ¢ <+ Vu € av)(u,a)). Asi c es un conjunto de

ordinales, luego 8 = (Jc es su supremo, y es claro que Au € a\/v € Vs é(u, v).

Por lo tanto, el conjunto b = Vg cumple lo exigido por el esquema de recoleccion.
|

Asi pues, todos los resultados que hemos demostrado en capitulos preceden-
tes trabajando en KP son, de hecho, teoremas de ZF—AI+CT y, en particular,
de ZF o de ZFg,.

Veamos ahora que en KP es posible demostrar los resultados principales
sobre regularidad que hemos obtenido para ZF. Empezamos por la existencia
de clausura transitiva:

Teorema 12.4 (KP)
1
NeVy@xcyrUycCyArNe(zczAJzCz—yC2)).

DEMOSTRACION: Llamamos ¢(x,y) a la formula del enunciado sin los dos
primeros cuantificadores. Claramente ¢(z,y) A ¢(z,y’) — y = ¢/, es decir, si
existe un y que cumple ¢(x,y), es tnico. Sea

Yx,y)=rcyrUycyrNueyVinnewn fin+1l—y

AFO)=uAn f(n)exzANien fi)e f(i+1)).

Es claro que ¢ es ¥;. Ademas ¢(z,y) — ¢(x,y), pues siz C 2y z es
transitivo, se cumple que y C z. En efecto, dado u € y, tomamos f:n+1 —y
de acuerdo con v y una simple inducciéon prueba que A\i < n f(n —i) € z, y
cuando ¢ = n obtenemos u € z.

En particular ¢(z,y) A ¥(z,y') — y = v, de modo que Vyu(x,y) es

1
equivalente a \y é(z,y). Veamos por ¥j-induccién que Az\Vy(z,y). Para
ello suponemos que

Nu € 2Ny d(u,y),

1
con lo que, de hecho, tenemos que Au € xVy(u,y). Por ¥i-reemplazo existe
g : x —> y suprayectiva tal que Au € 21 (u, g(u)). Sea z = 2UJy. Es facil ver
que z es un conjunto transitivo y  C z. Para probar ¢(zx, z) tomamos u € z.
Si u € x basta tomar n = 1, f = {(0,u)} y se cumple lo requerido. En caso
contrario existe v € y tal que u € v y existe un u’ € z tal que ¥ (u',v). Esto
implica a su vez que existe h : n + 1 — v tal que h(0) = u, h(n) € u/, etc.
Basta tomar f = hU{(n+ 1,u')} y se cumple lo requerido.

1
Asi pues, VVy1b(x,y) y esto implica \/y ¢ (z,y). Con esto queda probado que

1 1

AzVy(z,y) lo cual implica a su vez que Az\Vy ¢(x,y). Mas atn, la unicidad

implica que Azy(o(z,y) < ¥(z,y)). =
Asi pues, la definicion de clausura transitiva 11.24 es valida en KP. Teniendo

en cuenta que las formulas —¢ y ¥ del teorema anterior son X1, vemos que la
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formula y = ct(x) es A;. La prueba del teorema anterior (o, alternativamente,
la de 11.25; que es trivialmente valida en KP) muestra también que

ct(z) =2 U J ct(u).

ueT

Ahora podemos probar un principio fuerte de X;-inducciéon

Teorema 12.5 Para toda férmula ¢(x) (resp. de clase 31), la formula siguiente
es un teorema de KPV (resp. de KP):

Na(Au € ct(z) p(u) = d(2)) = Az d(=).

DEMOSTRACION: Veamos por ¥i-induccién que Az/Au € ct(x) ¢(u). Note-
mos que si ¢ es de clase 21, lo mismo sucede con la formula tras el Az, pues

Au € ct(z) p(u) + Vy(y = ct(x) A Au € y ¢(u)).

Suponemos que Av € x/\u € ct(v) ¢(u), pero, por la hipotesis del teorema,
esto implica Av € x ¢(v), luego en total tenemos que ¢(v) se cumple para todos

los elementos de
xU {J ct(u) = ct(x).

uecx

Esto termina la induccién y, como z € ct({z}), podemos concluir Az ¢(z).
[ |

Teorema 12.6 (X;-recursién) Si ¢ es una formula Xy, existe otra férmula
1, también X1, tal que la formula siguiente es un teorema de KP:

1
/\xlxnxf\/y ¢(m1,...,xn,x,f,y) —

/\501 o $n$y(¢($1a e ,xn,x,y) A d)(xla sy T, T, [w]zay))a

donde
V]2 = {(u,v) | u € ct(x) Ap(z1,...,2T0,u,v)}.

DEMOSTRACION: Por simplificar la notacién, consideraremos un tnico paré-
metro x1. Consideramos la formula X, siguiente:

x(x1,z,y, f) = f es una funcion A Df = ct(z) A

/\U S ®f ¢(x17uaf|ct(u)7f(u)) A ¢(I1,$,f, y)

Observemos que, en particular,

X($17x7y7f) _>¢(-T1,$,f,y), (121)

asi como que

X(@1, 2,9, f) Au € ct(z) = x(@1,u, f(u), fletw))- (12.2)
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Vamos a probar

1
NaraVyVf x(z1, 2,9, f). (12.3)
En primer lugar demostramos la unicidad, es decir, que
X(mlvxvyaf)/\X(xlvxaylvf/)%y:y//\f:f/' (124)

Razonamos por induccion sobre ct(z). Por lo tanto, suponemos que para todo
u € ct(x) existen a lo sumo unos v y g tales que x(x1,u,v,g), asi como que

x(@1, 2.y, f) A x(@,2,9, ).

Entonces f y f’ son funciones con dominio ct(x), y la hipotesis de induccion
junto con (12.2) implica que para todo u € ct(z) se cumple f(u) = f'(u), luego
f=f" Asuvez, por (12.1) tenemos ¢(z1, z, f,y) A ¢(z1, 2, f',y’), y la unicidad
de ¢ implica que y = 7/’

Seguidamente demostramos la existencia, también por induccion sobre ct(z).
Ello significa suponer que Au € ct(x)\Vvg x(z1,u,v,9) y demostrar lo mismo
para x. Por (12.4) tenemos, de hecho, que

Au e ct(x)\l/vg x(z1,u,v,9).

Por 3;-reemplazo existe una funcion f : ct(z) — z tal que

1
Au € ct(z)Vg x(z1,u, f(u),g).

Mas concretamente, veamos que

Nu € ct(z) x (21,4, f(w), fleteu))-

En efecto, dado u € ct(z), sea g tal que x(z1,x, f(u),g). Si v € ct(u), por
(12.2) tenemos x(21,v,9(v), glct(y)): Pero, como v € ct(x), también existe un
g’ tal que x(z1,v, f(v),¢")) y (12.4) implica que g(v) = f(v). Esto prueba que
9= f‘Ct(u)'

En particular, por (12.1)

/\u € Ct(x) ¢(I1,U, f|Ct(u)7 f(u))

Por la hipotesis sobre ¢ existe un tnico y tal que ¢(x1,x, f,y), y ahora es
inmediato que x(z1,z,y, f)-

Definimos (21, 2,y) = V f x(z1, 2,9, f), que claramente es una férmula ¥;.

1
Por (12.3) tenemos que Au € ct(x)\Vov ¥(x1,u, v), luego por ¥;-reemplazo existe
el conjunto [¢], indicado en el enunciado (y es una funciéon de dominio ct(z)).

Asi, para cada z1, x existe un unico y tal que ¥(z1,z,y). Esto a su vez im-
plica que existe un f tal que x(z1,z,y, f). Vamos a probar que, necesariamente,
f = [¥]s. Ahora bien, si u € ct(z), por (12.2) tenemos x(z1,u, f(u), flct(u)):
uego (w1, u, f(u)), luego f(u) = [V ().

En definitiva, ¥(z1,z,y) equivale a que y es el Gnico conjunto tal que
x(x1,2,y, [¥].), y por (12.1) es también el Gnico y tal que ¢(z1, z, [Y]z,y). =
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Si llamamos G a la clase definida por la formula ¢ del teorema anterior, la
unicidad de su hipétesis hace que G : V"2 — V., de modo que en lugar de
d(x1,. .., xn, 2, f,y) podemos escribir y = G(x1,...,2,, f). Similarmente, la
clase F' definida por la férmula ¥ resulta ser una funcién F : V" x V — V
con la propiedad de que, para todo conjunto z, la restriccion F|Ct(ac) (con los
parametros x1,...,Z, fijos) es un conjunto y la relacion del enunciado equivale
a

F(zy,...,xn,z) = G(a1,...,2p, 2, F\Ct(m)).

A menudo resulta préactico restringir los dominios de las aplicaciones, para
descartar casos triviales. Concretamente, consideramos una clase D C V1! de
tipo A;. Esto significa que existen formulas ¢(x1,...,2n,2) vy ¥(21,...,Zpn, )
de tipo X7 y II; respectivamente tales que

/\1-1 .. .xnx(¢($1, Ce 7£Cn71') 4 /ll)(irl, e ,xn,x))v

y entonces escribimos (z1,...,Z,,z) € D como abreviatura por cualquiera de
las dos formulas equivalentes anteriores. A partir de ellas podemos definir a su
vez las formulas

& (1,1, f) = d(x1,. T, ) A f o —V,

w/(xla"'vxnal'vf) = '1/1(1'1,...,%”,55) A f x> ‘/7
que son también ¥ y II; respectivamente, ya que la parte final de ambas es A.
Por lo tanto, este par de férmulas define una clase A; que llamaremos E C V712,
Supongamos ahora que x(z1,...,Zn,Z, f,y) es una formula ¥; tal que

1
/\zl...xnzf((b/(xl,...,xn,x,f) - \/y X(-T17.-.,5En,$,f,y))~

Esta condicion puede expresarse diciendo que x define una funcion G : £ — V.
Es en estos términos como han de entenderse las hipotesis del teorema siguiente:

Teorema 12.7 (X;-recursion en KP) Sea D C V" una clase de clase Ay,
sea E la clase (también A1) dada por

(1,.. ., Zn,x, f) EE+ (x1,...,xn, ) EDAN frx—V,

sea G : E — V una funcion de clase 1. Entonces erviste F' : D — V,
definida por una formula 31, tal que

/\a?1$nl‘€D F(xl,...,xn,x) :G($17...,$n,$7F|w)~

DEMOSTRACION: Manteniendo la notacion previa al enunciado, considera-
mos la formula

Qb”(ﬂ?l, s ,xn,x,ﬁy) = \/g(g = f|a: A ((¢/($1, s 7$nax7g) A

X(xlv'“y:rnaxvgvy)) \ (_'w/(xl""axnvxvg) A Yy= @)))
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Teniendo en cuenta que g = f|, [= f N (z x V)] es Ay, es claro que ¢ es
Y1 y cumple la hipotesis del teorema 12.6, el cual nos da una formula " de
clase ¥ que define una funcién F : V*T1 — V. Si, concretamente, tomamos
(x1,...,2p,x) € D, para calcular F' hemos de considerar el conjunto

f=1"e={(uv)|uect(x) NV (z1,...,20,u,v)},

que es la funcion f : ct(z) — V definida por X;j-reemplazo a partir de 9" y
ct(x). Entonces F(x1,...,2Zn,x) es el unico y que cumple " (x1,...,Tn,z, f).
Ahora bien, como g = f|, : ¥ —> V es la funcion definida por X;-reemplazo
a partir de ¥ y z (es decir, ¢ = F|,), tenemos ¢'(x1,...,x,,,g), luego
F(z1,...,x,,x) es el Gnico y que cumple x(x1,...,%,,g,y). Equivalentemente:

F(zy,...,xn,x) = G(x1,..., 20,2, F|).

Nota Observemos que la clase F' dada por el teorema anterior es de hecho
Ay, pues y = F(z1,...,2,,2) equivale a Az(¢" (21, ..., 20, 2,2) = 2 =), que
es una féormula de tipo II;. n

Rango Ahora es claro que en KP podemos definir la funciéon rang : V. — Q
mediante

rang(z) = | (rang(u) + 1).

uexw

Explicitamente, consideramos la funcion G dada por

Gz, f) = U (f(w) +1).

ucx

Mas explicitamente, dado cualquier conjunto f, tenemos que
Nv € RfVw (w=vU{v}),
luego por 6.7 (aplicado de hecho a una formula Ag), existe el conjunto
A={vu{v}|Vu (u,v) € f}

y a su vez existe el conjunto y = |J A, que, en el caso en que f : z — Q, es

y= U (f(u) +1). Asi,

uer

y=G(z, f) = VAy= U ur Aw e AVu e zVo(f(u) =v Aw =vU{v}))

u€A
A Nu € 2VoVw € A(f(u) =v Aw=vU{v})).

La ultima formula ¢(x, f,y) es claramente 3, y satisface la condicion de
unicidad sobre y (sobre la clase de pares (z, f) tales que f : © — V), por
lo que define una funcién G en las condiciones del teorema de recursiéon y la
funcion F' dada por dicho teorema es la funcién rango.

Tenemos, pues, que la formula o = rangx es Aj.
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A partir de aqui se prueba por ¥i-induccién que de hecho rang(z) es un
ordinal. Ahora podemos definir las clases V,, = {z | rang(z) < a}, que no son
necesariamente conjuntos, y la prueba de los teoremas 11.48 y 11.49 es valida
sin cambio alguno en este contexto.

12.2 La formalizacién de la légica en ZF y KP

Ya hemos visto que todos los conceptos sintacticos (los relacionados con
lenguajes formales, demostraciones, etc.) son formalizables en IX; o, equiva-
lentemente, en KP, y es claro que también pueden formalizarse (més facilmente
incluso) en ZF*, puesto que es una teoria aritmética. Consideremos un lenguaje
formal £ en el sentido de la definiciéon 8.1. Si, como es habitual, £ tiene un
ntmero finito de constantes, relatores y funtores, también podemos definir en
estas teorfas los conceptos bésicos de la teoria de modelos, estableciendo que
un modelo de £ es una terna (M, I,d), donde M es un conjunto, d € M es la
descripciéon impropia del modelo, y el conjunto I es una aplicaciéon

I:Const(L) URel(L)UFn(L) — V
que asigna a cada constante de £ un elemento de M, a cada relator n-adico un
subconjunto de M™ y a cada funtor n-adico una funcién M"™ — M.

Es claro que “(M, I, d) es un modelo de £” es una féormula A;. Por brevedad
escribiremos M en lugar de (M, 1,d).

Fijado un modelo M y una expresion 6* € Exp(L), sea s una sucesion de
subexpresiones que defina a 6*, sea Var el conjunto (finito) de las variables que
aparecen en s y sea Val = M V2 que es un conjunto cuya existencia se prueba
en KP. Ahora consideramos la férmula siguiente:

é(h,i,M,s,Val) =i € w A h:R(s|;) x Val — M U{0,1} A A0 € R(s|;)(---),
donde los puntos suspensivos representan la conjuncion de las formulas:

1. Si 6 = x es una variable, entonces h(x,v) = v(z),

2. Si 0 = c es una constante, entonces h(c,v) = I(c),

3. Si0= fty---t,, entonces h(0,v) = I(f)(h(t1,v),...,h(t,,v)),

1 st I(R)(h(t1,v),...,h(tn,v)),

4. Si 6 = Rty - - - t,, entonces h(0,v) = {O o1 Ol Caso

5. Si § = —« entonces h(6,v) =1 — h(a,v),

1 sih(a,v) =0V h(B,v) =1,

6. Si 6 = o — [ entonces h(6,v) = {0 en otro caso

1 si Au€ M h(a,v¥) =1,

7. Si 6 = Aza, entonces h(6,v) = {O en otro caso

8. Si 6 = z|a, entonces h(f,v) = {a S% Au G.M(h(a,v;j) =leu=a),
d sino existe tal a.
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Una comprobacién rutinaria muestra que ¢ es Ay, por lo que podemos usar
¥1-induccién para demostrar que

Ni € w\Vho(h,i, M, Val)

y la II;-induccién para probar la unicidad de h. Esto a su vez nos permite
definir la férmula >4

¥(0,v,y) = 0" € Exp(L) A VsiVarValh(- - )

donde los puntos suspensivos hacen referencia a la formula que afirma que s es
una sucesion de expresiones de longitud [ que define a 6, que Var es el conjunto
de las variables que aparecen en s, que Val = M V2" que se cumple ¢(h, [, M, Val)

y que h(f,v) =y.
Finalmente, para cada término ¢ y cada formula o de £, definimos

M@l =y |¥Ev,y),  MFEap]=4(tv,1),

de modo que ambas expresiones son A; y se prueba que satisfacen las propie-
dades esperadas:

L M(z)[v] = v(z),

2. M(c)[v] = I(c),

3. M(fty--tn)[v] = I(/)(M((t)[v], - .., M(tn)[v]),

4. Si ME Rty - tu[v] & I(R)(M ()], ..., M(ta)[v]),
5. M E —afv] & ~M E afv],

6. M E(a— B)[v] < =M FE afv] VM E B[],

7. M E Azafv] < Aue M M F afv?],

8. M(z|a)[v] = {a si Au€ M(M E a[v?] < u=a),
d sino existe tal a.

En principio las definiciones exigen que v esté definida sobre todas las va-
riables que aparecen en una sucesiéon de expresiones que defina a la expresion
correspondiente, pero el argumento del teorema 1.9 prueba que en realidad sé6lo
dependen de su restriccion a las variables libres en la expresion correspondiente,
por lo que podemos modificar la definicion para que M (¢)[v] y M E afv] esté
definido siempre que v es una valoracion definida al menos sobre las variables
libes en t o a.

A su vez podemos definir las formulas Aq:

MEa=Nve MVEP@ M Eafy)],

M ET = M es un modelo de L AT C Form(L) A Ay €T M E 4.
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El teorema de correccién se formaliza sin dificultad: una induccién sobre la
longitud de una demostracién de v nos da claramente que

AMTy(M ET AT U{y} C Form(L) AT Fvy — M E~),

y a su vez esto implica que si T es una teoria axiomatica (y definimos, natural-
mente, M ET = M E Ax(T)) entonces

VM M ET — Consis T,

pues si existiera una formula ~ tal que ;fy A ;ﬁ77 entonces tendriamos la
contradiccion M F~v A M E 7.

El reciproco es el teorema de completitud, y es claro que no va a poder
demostrarse en ZF* o KP, pues muchas teorfas axiomaticas (como AP, sin ir
mas lejos) s6lo admiten modelos infinitos, y en ZF* o KP no puede probarse la
existencia de conjuntos infinitos.

No obstante, si admitimos el axioma de infinitud, es pura rutina comprobar
que la demostracion de 4.15 se formaliza literalmente en KPI o en ZF*+Al,
palabra por palabra (con las comprobaciones tipicas sobre la complejidad de las
formulas involucradas en el caso de KPI), de modo que en cualquiera de las dos
teorias se demuestra, para toda teoria axiomatica T

ConsisT <+ VM M ET,

y ademas el modelo se puede tomar numerable.

Por ejemplo, es facil ver que el modelo de FL; de universo w en el que los
funt(r)resjde L, se interpretan con las funciones sucesor, suma y producto cumple
wE AP, por lo que

F Consis AP, F  Consis AP.
KPI ZF*+Al

En cualquiera de estas dos,_teo_rlias esta definido el conjunto V,,, y se puede
comprobar? que el modelo de L. de universo V,, que interpreta el relator €'
como la relacién € cumple

V, E ZFg,
por lo que
F Consis ZFgy, F  Consis ZFg,.
KPI F*+AI

Nota Vemos asi que, de entre todas las teorias que hemos estudiado, KPI es
las mas débil en la que es posible formalizar todos los resultados metamatemé-
ticos sobre légica que hemos demostrado en este libro. De hecho, el axioma de
infinitud s6lo es necesario para los relacionados con el teorema de completitud
y la construccién de modelos en general.

2Posponemos la prueba hasta 12.17, pues mas adelante contaremos con resultados generales
que simplifican las comprobaciones.
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Esto significa que, ante la pregunta de qué propiedades necesitamos postular
de los objetos metamatematicos (nimeros, conjuntos, relaciones, funciones, su-
cesiones, etc.) para llevar adelante los razonamientos que sirven de fundamento
a la logica formal, la respuesta es que, para la parte puramente sintéctica, sélo
necesitamos postular que los niimeros naturales cumplen los axiomas de Peano
(los de I¥X; bastan en realidad), y para la parte semantica necesitamos como
maximo la existencia objetiva de unos conjuntos que cumplan los axiomas de
KPI. (En realidad, en el capitulo VI de [LF] se prueba que basta una teoria
mucho mas débil: ARg.) n

Al admitir AT podemos simplificar las definiciones de lenguaje formal, teoria
axiomética, modelo etc., pues todos estos conceptos pueden definirse como con-
juntos en vez de clases. Por ejemplo, podemos imitar la definicion que dimos en
ACAj en la pagina 354, pero entendiendo ahora que los conjuntos son conjuntos
en ZF*+Al o en KPI, de modo que un lenguaje formal pasa a ser una nénupla
ordenada de conjuntos

L= (rﬁ—lvrﬁ—l,"/\‘l’ r|77|—:‘|’ V, R, F,Nar).

A partir de aqui, se aplica la definicién 8.1 tomando como férmula x € Var(£)
la formula z € L5 (la quinta componente de la noénupla £), etc. y tenemos,
en particular, que todos los conceptos relacionados con £ (ser un término, una
formula, etc.) se expresan mediante formulas de tipo A;. La diferencia es que
ahora tenemos ademéas que Sig(L), Cad(£), etc., son conjuntos.

Similarmente, bajo Al podemos definir un modelo de £ incluso en el caso en
que el namero de constantes, relatores y funtores de £ sea infinito.

Modelos de ZF Aunque la definicion de modelo es méas compleja, en ul-
tima instancia un modelo de '_Ltc—l estd completamente determinado por un par
(M, R), donde M es un conjunto no vacio y R C M x M es la relacion que inter-
preta al relator "€'. (En realidad hace falta especificar también una descripcion
impropia, pero vamos a considerar tnicamente modelos de al menos los axio-
mas de I—ZF*—I, y en tal caso tomaremos siempre como tal al conjunto vacio del
modelo, por lo que no necesitamos explicitarla.) Asi pues, escribiremos (M, R)
para referirnos al modelo de FLt; determinado por M y R. Cuando omitamos
R significara que estamos interpretando "€' con la relacion de pertenencia en
M, es decir, R = {(z,y) € M x M | z € y}, y entonces se dice que consideramos
a M como modelo natural de L.

Una consecuencia del segundo teorema de incompletitud es que si T' es una
teoria axioméatica semirrecursiva consistente sobre L. que extienda a ZF* o a
KP, no es posible demostrar en T la existencia de un modelo de rT—l, pues en tal
caso tendriamos que

F Consis rT—l,
T
y el teorema de incompletitud implicaria que T es contradictoria.

. . . I 1
En particular no puede probarse la existencia de modelos de ZF en ZF, pero
hasta cierto punto, podemos esquivar el problema, como vemos a continuacion:



430 Capitulo 12. Las teorias de conjuntos ZFC y NBG

Modelos internos Si M es una clase (no necesariamente un conjunto) y
R C M x M, no podemos definir en general una relacion (M, R) E afv] que
tenga sentido para toda féormula a € Form(rﬁtc—l), pues si pudiéramos definir
V E afv] en ZF, entonces podriamos demostrar Consis "ZF ' en ZF como lo hemos
probado en MK, y tendriamos una contradiccion.

Sin embargo, si que podemos definir (M, R) E « para férmulas metamate-
maéticas a. So6lo tenemos que adaptar el concepto que ya hemos manejado de
interpretacion de £, en una teoria arbitraria (definicion 3.28). En este caso
necesitamos interpretar Li. en el propio Lic:

Definicion 12.8 Sean z € M y x Ry dos formulas del lenguaje L. de la teoria
de conjuntos cuyas variables libres sean a lo sumo x,y,y1,. .., y, (con la variable
y s0lo en la segunda) y sea L}, el lenguaje L. sin las variables y1, ..., yn.

Para cada expresion 6 de L}, definimos la relativizacion a M, R de 0 a la
expresion M7 de L. dada por las reglas siguientes:

1 MR

LMt = g
2. (ty = to)MBE = ¢]IR = )R
3. (ty € to)ME =t} R R
4. (m0)MR = MR,
5. (o — BYME = oMBE _ pME
6. (Aua)ME =Aue M oaME = Au(u e M — oME),
7. (ul@)ME =y € M|aMP =u|(u € M A aME),
Es claro que las variables libres de 8™ son las de 6 mas a lo sumo yi, ..., y,.

Claramente, de aqui se sigue que
(a \/ﬁ)MR = OéMR \/BMRa (Oé /\ﬂ)MR = aMR /\BMR7
(a 5 MR = MR , gMR
asi como que (Vua)M¥ es equivalente a

Vu e MM =\ u(ue M A ME),
1 1 1
y que (Va)ME es equivalente a \Vu € M o™ = \u(u € M A oME).

A efectos précticos, conviene destacar que

La relativizacion 6ME es la expresion que resulta de sustituir cada
subformula x € y de 0 por x Ry y de acotar cada variable ligada en
la forma Nu € M, \lue M, u € M|.

Mas laxamente, 8% es lo que entenderia por 6 alguien que creyera que los

Gnicos conjuntos que existen son los que cumplen x € M y que la relaciéon de
pertenencia es la dada por x Ry.
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Podemos escribir (M,R) F a = Azy -z, € M ™%, donde z1,...,z, son
las variables libres en «, pero es fundamental comprender que aqui « no es una
variable de Ly, como en (M, R) F «afv], sino una metavariable, de modo que
(M, R) E « es una formula de Ly, distinta para cada formula o de £].

Definicién 12.9 Si S es una teoria axiomatica sobre el lenguaje formal Lf,

representaremos por (M, R) E S el conjunto de todas las formulas (M, R) F «,
para cada axioma « de S (y diremos que (M, R) es un modelo (interno) de S.

Notemos que si S tiene infinitos axiomas, como es el caso de Z* o ZF, entonces
(M, R) E « es un conjunto de infinitas formulas, por lo que las afirmaciones que
involucren (M, R) F S deben interpretarse adecuadamente. Por ejemplo, si
decimos que en una teorfa T sobre L. se prueba que (M, R) es un modelo de
S, esto hay que entenderlo como un esquema teorematico, que afirma que en T'
se pueden demostrar las relativizaciones de todos los axiomas de S.

Nota En [LF 5.19] damos una definicién general de interpretaciéon de una
teorfa en otra. La definicion que acabamos de dar no encaja exactamente en
dicha definicién porque estamos admitiendo la posibilidad de que las formulas
x € M y z Ry tengan mas variables libres, mientras que en [LF 5.19] pedimos
que sus Unicas variables libres sean x y x,y, respectivamente. Esto no supone
ninguna diferencia esencial, por lo que los resultados basicos que vamos a probar
se corresponden con los vistos en [LF] y también en la seccion 3.4. La posible
presencia de parametros en las férmulas que definen la relativizaciéon introduce
una pequena complicacién en los argumentos, pero el hecho de que L. no tenga
constantes ni funtores simplifica las cosas. n

Los dos teoremas siguientes son los equivalentes a 3.29:

Teorema 12.10 Si t(x1,...,2,) es un término de Li, con a lo sumo las va-
riables libres indicadas, entonces x|(x =) € M - Nay---x, € MtME € M.

DEMOSTRACION: Si t = x; es obvio que - Azy---2z, € M z; € M. La
alternativa es que t = u|a, y entonces, fijados z1,...,2, € M, o bien existe un
tnico u € M tal que u € M A ™% en cuyo caso

tME = y|(u e M A ™MB) e M,

0, en caso contrario, tM® = z|(z = x), luego, si suponemos z|(z = z) € M,

tenemos igualmente que t"% ¢ M. [

Teorema 12.11 Si 0, x, t son, respectivamente una expresion, una variable y
un término de L., entonces, si 0 es un término,

al(x=2) € MF Azy-z, € M (SLO)ME =gt "gMR)
y si 0 es una formula
z|(x=2) € M+ Aoy -2, € M((SLOYME & S;MRGMR),

donde x1,...,x, son todas las variables libres en las expresiones consideradas.
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DEMOSTRACION: Por induccién sobre la longitud de 6.
Si 6 = z, entonces S0 = t, y trivialmente tME = gt"' "z
Si 0 = x; # x, entonces SL6 = z;, y lo que hay que probar es que x; = z;.
Si 6 = t; = ts, entonces, fijados z1,...,x, € M, por hipéotesis de induccion
MR
(Stt)ME =gt™ " (tME) vy lo que hay que probar es
(S5 (1 = t2))M7 = (Sht1 = Spto)MT = (8540)MF = (Spt2)™ T
MR MR MR MR
SR =gt MR = G (M B = MRy =88 (4 = 1) M.
Si 6 =t € ty el razonamiento es similar. Ahora tenemos que

(SLt1 € t2))MF = (shty € Shto)MF = (sLt1)MF R (shto)™F

MR MR MR MR
st R R SE ) = S0 (1R R ) =8 (4 € to)ME,

donde, en la pentltima identidad, se usa que la féormula « Rv no tiene libre la
variable = de L1_.

Si 8 = —a«, entonces, fijados z1,...,z, € M y usando la hipétesis de induc-
cion,
MR MR
(S;—\Q)MR = ﬁ(S;CV)MR R d —|S; OéMR = S; —\O[MR.
Si 8 = a — (el razonamiento es anélogo.

Si 0 = Aua y  no esta libre en 6, luego tampoco en 6%, tenemos

(St Aua)ME = (Aua)ME = S;MR(/\uoz)MR.

Si x est4 libre en 6 y u no est4 libre en ¢ (luego tampoco en tM ) supuesto

que z1,...,T, € M,
(st Aua)MB = (Austa)MB = Au € M (sLa)ME.

MR (StMRaMR)’

Por hipotesis de induccion, 1, . .., Z,,u € M implica (Sta) 4

luego, usando que z no est libre en u € M,
(st Aua) B < Au(u € M — SthRaMR) = Au S;MR(u eM — oMy &

S';MR(/\u e MaMP) = st (Aua)ME,

Si = esté libre en 6, pero u esta libre en ¢, tomamos la menor variable v no
libre en @ ni en ¢, de modo que, supuesto que x1,...,T, € M,

(st Aua)ME = (Avstsia)MB = Av e M (SLsua)ME.
Por la hipoétesis de induccion aplicada primero a S} o, tenemos que

(st Aua) B« Ao € MSEMR(SZa)MR,
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pero, por la hipo6tesis de induccién aplicada a «, tenemos que
Azy - 2n, 2,0 € M((SLa)MB & 5™
y, eliminando el Az (usando que tM% € M), queda que

MR MR
sy (Sua)M e sy sy (o),

luego
(st /\ua)MR < No(ve M — st gv (aMR)) PR StMR/\v(v e M —8s? (aMR)) VRN
z T u T w
st (Au € MaMBY = st (Aua)ME.
Si @ = ula y x no esta libre en 6 (luego tampoco en # %), entonces
MR _ MR _ otME MR
(st (u|a)™ = (u|a)™F =8 (u|a)™*.

Si z esta libre en 6 y u no est4 libre en ¢ (luego tampoco en tM %), supuesto
que T1,...,T, € M,

(85 (ulo) ™" = (ulsz)™™ = ul(u € M A (S,0)"7).

. MR
Sizy,...,zn,u € M, tenemos(SLa)ME + (st aME), luego, usando que = no
estienu e M,

(St (ula))MB = y|(u e M ASE "aMBY) =

tMR
x

St ul(u e M A oMy = S;MR(u|a)MR.

Si x esté libre en 6, pero u esté libre en ¢, tomamos la menor variable v no
libre en @ ni en ¢, de modo que, supuesto que x1,...,x, € M,

(Stu|a)MB = (v]stsla)MP = v|(v € M A (8L82a)MT).
Aplicando la hipoétesis de induccién como en el caso anterior,

(Stula)MB = v|(v e M ASE " (SPa)MEB) = st (v](v € M A SE(aME))) =

tIWR
x

SE" (ul(uw € M A aMBY) = st (u]a)ME.

T
]

Con esto podemos probar el resultado fundamental sobre relativizaciones
(comparese con 3.30):

Teorema 12.12 Si ay,...,am b «, para ciertas formulas de L., entonces
(@M, (ag )M, zf(x = 2) € M (a)MF,
donde (a)ME = Azy---2, € MaME, siendo x1,...,7, las variables libres

de a. En particular, si las formulas no tienen variables libres,

aMB o aME p|(x=12) € M FoME
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DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que si 7 es un axioma logico,
entonces z|(z = x) € M F (y¢)ME,

Por simplificar la notaciéon vamos a suponer que las variables libres en -~y
son x, y, aunque todos los argumentos que veremos valen sin cambio alguno
cualquiera que sea el nimero de variables libres (y se simplifican si no hay
ninguna).

Si v es uno de los axiomas K1, K2, K3, es inmediato que v es un axioma
del mismo tipo, luego - YM% luego - (x € M ANy € M — yME) | luego,
introduciendo generalizadores, - (y¢)M .

Siy= Nua — SfLa, entonces, por el teorema anterior,

MR
fyMR =Auce MaMPE SZ oME

)

y podemos razonar como sigue (la linea 2 es valida por 12.10) usando la premisa
z|(x =x) € M:

1) zeMAyeM Hipotesis

2) tMRe M Consecuencia de 1)
3) Auée MaME Hipotesis

4) tMR e M sty EG 3

5) st aME MP 2, 4

6) Auc Maly — St aMR

7) zeMAyeM— NueMaMR gt MR

8) Azye M(Aue MaMBE 5 st o MR) IG7

Siy = Au(a — B8) = (a — AuB), entonces
AME = Au e M (aMB — gMEBY 5 (oME 5 Nu e M pME),

Razonamos como sigue:

) Aue M(aMBE - gME)  Hipotesis

2) oME Hipotesis

3) ueM Hipotesis

4) ueM — (aME - gME) EG 1

5) aMR — gME MP 3, 4

6) BME MP 2, 5

7)) uwe M — pME

8) Aue M gME G 7

9) oaMP o Aue M gME
10) Aue M(aME - gMEY 5 (oME 5 Au e M pME)

De aqui podemos pasar a ¢ de forma obvia.

Sivy= /\u(u =t—a) < Stuoz7 entonces, usando el teorema anterior, 'VMR
equivale a

ANu € M(u=tME - oME) SZMRaMR.
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1) zeMAyeM Hipotesis
2) tMEec M Consecuencia de 1)
3) Aue M(u=tME - oME) Hipotesis
4) MR e M - (tMR = MRy gt MR EG 3
5) st oMR MP 2, 4, I
6) Aue M(u=tMR _ oMR) _, gt"" (MR
7) st MR Hipotesis
8) Nu(u=tME 5 ME) 7
9) u=tME 4 MR EG 8
10) ue M — (u=tME - oME) Consecuencia de 9)
11) Au€ M(u=tME - oME) IG 10
12) st QMR o Nue M(u=tMR — oMR)
13) Aue M(u=tMR 5 oMR) 5 gt"" (MR IB 6, 12
14) zeMAyeM— NueM(u=tME 5 oMR)  gt" MR
15) Azy € M(Au € M(u=tME — oMR) 5 st o MR) G 14

1
Si v = Vua — Sﬁ'aa, entonces (bajo las hipotesis x, y, z|(x = ) € M) es
facil ver que la formula v es equivalente a

1
Vu(u e M A aMR) N SZ\(uGM/\onR)aMR,

y esto es un axioma logico.

Si v = -Vua — (u|a) = z|(z = z), entonces M7 es equivalente a
1
~Vu(u € M Aaly) —ue Ma"? =2¢ Mz =z

Basta observar que (x € M|z = x) = z|(x = x) para ver que 7|y es
equlvalente a un ax1oma logico. Aqui hay que dlbtlngulr dos casos, segun si

\/y y € M o bien —|\/y € M. En el primer caso la igualdad se tiene por la
unicidad, usando que z|(x = z) € M. En el segundo las descripciones son
impropias y llegamos a la misma igualdad mediante la regla de las descripciones
impropias.

Tenemos asi que las clausuras de los axiomas logicos de £f, son consecuencias
logicas de z|(z = ) € M. Ahora supongamos que tenemos una demostracion
de a a partir de g, ..., q,;,, digamos 7, ...,7,, y veamos por induccién sobre
1 que

c\MR c \MR _ c\MR
(0[1) 7”~7(am) ,.’E‘(CE—ZC)EM}_(’YZ) .

Si v; es un axioma logico, tenemos probado que
zl(z =x) € M+ ()"

y esto implica lo requerido. Si ; es una premisa, la conclusion es trivial.
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Supongamos ahora que 7; se deduce por MP de v; y v; — ;. Entonces, por
hipoétesis de inducciéon

m

(@)ME, o ()M, zl(z = 2) € M F (45) MR,

(@)MP, ()M, al(z = 2) € M F ((y; = %))ME,

Siy; = B se deduce por MP de v; = o y 7% = a — (3, supongamos, por
concretar, que a = a(z,y, 2) vy f = B(z,w) (es decir, que las variables libres son
las indicadas) y razonamos asi, donde, por abreviar, llamamos ¢ = z|(z = z):

1) Azyzw e M (aME — pME) Premisa
2) Azyz € M oME Premisa
3) reMAceEMAcE MAwEM — (aMB(z,c,c) — gME) EG 1
4) ze€MAceEMAMANceEM — aME(z, ¢ c) EG 2
5) zeMANweM Hipotesis
6) ceM Premisa
N zeMANceMNceMANweM IC 5, 6
8) aME(z, ¢, c) — fME(x,w) MP 3,7
9) oaME(z,c,c) MP 4, 7
10) BME MP 8, 9
11) zeMAwe M — gME

12) Azw € M BME(z, w) IG 11

Siy = /\u'yj se deduce por generalizacion, por hipotesis de induccién tene-
mos que
(ai)MR7 R (O‘;@)MRv .’L‘|(.’E =r)eEME (’Y;)MR&

R MR

es equivalente a (yf) "

pero (76)M

En otras palabras, el teorema anterior afirma que si en una teoria 7" se puede
demostrar (M, R) E S y se cumple EO" entonces ;(M ,R) E «, es decir, que en

un modelo de una teoria se cumplen todos los teoremas de la teoria.

En la practica, como ya venimos haciendo, en las teorfas de conjuntos toma-
remos como axioma que z|(z = z) = &, de modo que para aplicar el teorema
anterior se requiere la premisa @ € M.

El caso mas simple de relativizacion se da cuando M y R son dos variables
(las dos tnicas variables de Ly que no estan en £}.) y las formulas = € M,
xRy = (z,y) € R son las usuales. En tal caso tenemos dos definiciones de
satisfacciéon de una férmula en un modelo y el teorema siguiente nos da la
relacion entre ambas:

Teorema 12.13 (ZF*) Sea M un conjunto tal que & € M y R C M x M,
entonces, para cada férmula (metamatemdtica) ¢(x1, ..., xy), s

v = {(I—xl_‘7x1)a R (I—xn—l; :En)}7
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se cumple
Ay -z, € M((M,R) E "¢ '[v] < oM B (a1, 2,)).
En particular, si ¢ es una sentencia (M, R) E rngj o MR,
DEMOSTRACION: Se cumple también que si t es un término, entonces
Ney-x, € M (M, R)(t)[v] = t"E(21,...,2,),

y ambos hechos se demuestran trivialmente por induccion sobre la longitud de
una expresion. -

Nota Es importante entender que los dos miembros de la equivalencia dada
por el teorema anterior corresponden a definiciones muy distintas. En el miem-
bro izquierdo tenemos la formula (M, R) F «fv], que esta definida para toda
formula o € F‘orm(l—l)tc—l)7 pero, a cambio, requiere que M sea un conjunto y no
una clase propia. (Enseguida veremos por qué es imposible extender la definicion
al caso de clases propias.)

Por otro lado, el miembro derecho estd definido para cualquier clase M
(notemos que una féormula arbitraria x € M —incluso con méas parametros—
determina una clase), pero, a cambio, s6lo esta definida para formulas metama-
tematicas. [

Definiciéon 12.14 Cuando consideremos como modelo una clase M (sin des-
cartar que sea un conjunto), sin especificar la relacion de pertenencia R, se
entendera que ésta es la relacién de pertenencia, es decir, la clase

E={(z,y) e M x M|z €y},

y en tal caso se dice que M es un modelo natural, y escribiremos 8™ y M E «
en lugar de M y (M, R) F a. Si ademis M es una clase transitiva, entonces
se dice que M es un modelo transitivo.

Observemos que la clase V' se define mediante la férmula z = x, por lo
que relativizar a V' no es més que exigir a cada variable ligada que cumpla
x =z, luego " < a. Asi pues, podemos afirmar trivialmente que en ZFC se
demuestra V F ZFC, pues lo tnico que estamos diciendo aqui es que si a es un
axioma de ZFC, entonces a"" (que es lo mismo que «) es un teorema de ZFC.

En el teorema 10.19 vimos cémo definir en MK* una formula V' E afv], para

cada a € Form(rLtcj), con la cual en 10.21 demostramos que MI% Consis' ZF*'

o0, més en general (véanse las observaciones siguientes a 10.21) I\|/I_K Consis ' ZFC .

Si fuera posible definir en ZFC una formula (M, R) F «afv] cuando M y R
son clases propias y que satisfaga las propiedades que deﬁntle_n la satisfaccion de
una férmula, el mismo argumento nos daria que ZII;C Consis ZFC—l, y el segundo

teorema de incompletitud de Godel nos daria que ZFC es contradictorio.
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Mas explicitamente, el argumento es que si suponemos que existe una suce-
sion de formulas (v, ..., a,) € Form( Ly )<“ que constituye una demostracion
en 'ZFC' de ay, = 0 * Oj, fijada una valoracion v, podemos razonar por induc-
cion sobre ¢ < n que V E «;[v], y asi, para i = n, llegamos a la contradiccion
VED %+ O—I[v], que es lo mismo que 0 # 0.

Ahora bien, no podemos razonar asi a partir del mero hecho de que en ZFC
se demuestre que V' es un modelo interno de "ZFC'. Esto solo significa que, para
cada axioma « de ZFC, en ZFC podemos probar oY, pero, si suponemos que
ai, ..., 0, es una sucesion de formulas que demuestran en ZFC'la contradiccion
ap = 0 #+ O—I, no tiene sentido plantear que, para cada i, se cumple ), pues,
metamatematicamente, a; no es mas que un término con las variables «, i,
libres, y en ese contexto o) no es nada.

Asi pues, al considerar modelos internos no estamos contradiciendo en nada
las limitaciones que impone el segundo teorema de incompletitud.

Modelos transitivos Por razones que enseguida se comprenderdn, los mo-
delos transitivos son los mas comodos de manejar, pero antes de introducir las
técnicas necesarias para tratar con ellos conviene que nos familiaricemos con la
situacion a través de algunas consideraciones particulares. Supongamos que una
clase M es un modelo transitivo de ZF.

Consideremos por ejemplo una propiedad elemental: la inclusién. En ZF se
demuestra que
Ary(z Cy < Au(u € x — u € 2)).

Por lo tanto, si en ZF se demuestra que M F ZF, en ZF se tiene que demostrar
también la relativizacion a la clase M de la sentencia anterior, es decir,

Ny e M(z My Auec M(u€x—uca)).

Y ahora es el momento en que la transitividad de M representa su papel: si
u € x € M, necesariamente u € M, luego es redundante exigirlo y la sentencia
anterior puede simplificarse a

Azy € M(z My < Nu(u € z — u € z)).
Y la simplificaciéon es fundamental, pues ahora podemos pasar a
Nry € M(z My < 2 Cy).

Tenemos asi que dos propiedades que en principio son distintas, a saber,
“ser un subconjunto de” y “ser un subconjunto™ de”, en realidad son la misma:
dados dos conjuntos de M, se cumple en M que uno esta contenido en el otro si
y solo si realmente uno esta contenido en el otro. Esto se expresa diciendo que
la inclusion es absoluta para modelos transitivos de ZF (de hecho, en este caso,
para clases transitivas cualesquiera, pues el “teorema” de ZF que hemos usado
es en realidad la definicién de inclusion y no requiere que M satisfaga ningun
axioma de ZF).
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Tomemos ahora z,y € M. Un teorema de ZF (un axioma, de hecho) afirma
que, dados x, y, existe el conjunto {z,y} que los contiene a ambos. Esto tiene
que cumplirse en M, y el objeto que en M cumple la definicion de {z, y} es el que
llamamos {z,y}*, es decir, el objeto definido como {z,y}, pero restringiendo
todos los cuantificadores a M. En lugar de analizar la descripciéon correspon-
diente, vamos a analizar su definicién: sabemos que en ZF se demuestra

AwyAu(u € {z,y} & u=aVu=y),

luego en ZF se tiene que demostrar la relativizacion a la clase M de la férmula
anterior, es decir,

Ney € MAu e M(u € {z,y}M s u=2Vu=y).

De momento no sabemos qué conjunto es {x,y}*, pero podemos asegurar
que {z,y}M € M (porque es el objeto que en M hace el papel de par desorde-
nado® de z e y). Usando de nuevo la transitividad de M vemos que la formula
anterior equivale a

Ny € MAu(u € {z,y}M cu=xVu=y),

pues tanto v € {z,y} € M como u = x V u = y implican ya u € M (en
el primer caso por transitividad), luego es redundante exigirlo. Y asi podemos
concluir que

/\xy eEM {z,y}JVI = {x,y}.

En definitiva, el objeto que en M representa el papel de par desordenado
{x,y} es el propio {z,y}. En particular tenemos que Azy € M {z,y} € M.
Expresaremos esto diciendo que el concepto de par ordenado es absoluto para
modelos transitivos de ZF (en realidad de ZF*, pues el tnico teorema en que
nos hemos apoyado es el axioma del par y se cumple el todo modelo de ZF*).

Lo mismo vale para los pares ordenados: como en ZF se demuestra
NaeyNu(u € (z,y) < u= {2} Vu={z,y}),

en M debe cumplirse la relativizacién de este teorema, que, teniendo en cuenta
que ya sabemos que la relativizacion de {z,y} es trivial, se reduce a

Nzy € MAu € M(u € (z,9)M < u= {2} Vu={x,y}).

Nuevamente, puesto que (z,y)M € M, la transitividad de M nos permite elimi-
nar la cota de \u € M, y asi concluimos que

Azy € M (z,y)™ = (2,y).

Una vez mas, el objeto que en M hace el papel de par ordenado de x e y es
el propio (z,y), y en particular tenemos que Azy € M (z,y) € M.

3Técnicamente, por el teorema 12.10.
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Consideremos ahora el conjunto de partes. En ZF se demuestra
AzAu(u € Px <> u C z).
Por lo tanto, también se tiene que cumplir la relativizacién de esta sentencia:
Az € MAu € M(u € Pz < u C z).

Observemos que no hemos relativizado la inclusiéon, pues ya hemos visto que
es absoluta. Ahora la transitividad de M no puede aplicarse por completo pues,
aunque u € PMz implica ciertamente que u € M, no podemos deducir lo mismo
que u C z, por lo que sblo podemos simplificar a medias y escribir

/\xeM/\u(uefPMxHueM/\qu).

De aqui concluimos que Az € M Pz = M N Pz, de modo que no podemos
afirmar en general que Pz sea un concepto absoluto. Puede ocurrir (y mas
adelante veremos que ocurre ciertamente en algunos casos) que el objeto PMz
que representa en M el papel de conjunto de partes de = sea menor que “el
auténtico” Px.

Vamos a ver enseguida que los conceptos conjuntistas basicos son absolutos
para modelos transitivos de ZF (y esto es precisamente lo que hace mas utiles
a estos modelos) "

Definiciéon 12.15 Dadas dos clases M C N, una expresion 0(xq,...,z,) de
Lic es absoluta para M — N si

Ney -z, € M(OM (21, ..., 2,) = 0N (21, ..., 2,))

si § es un término o
Nei--zp € M(GM(xl,...,:vn) YRS HN(xl,...,xn))

si 6 es una férmula.
Diremos que 6 es absoluta para M cuando lo es para M — V.

Ya hemos tenido ocasiéon de comprobar que la mayoria de los conceptos
conjuntistas basicos son A; en la jerarquia de Lévy (véase la seccion A.3), y el
teorema siguiente muestra que todos ellos son absolutos:

Teorema 12.16 Si M es un modelo transitivo de una teoria T y @ € M,
entonces toda formula de tipo A1 en T es absoluta para M.

DEMOSTRACION: Lo probamos primero para formulas « de tipo Ay por
induccion sobre su longitud. Sia =2 =y o a = x € y, su relativizaciéon es
aM = a, luego a es trivialmente absoluta. Si a = =3 y 3 es absoluta para M,

esto significa que
Ney--xp € MM (zy, ... 2n) < a(zy, ..., z,)),

y es obvio que lo mismo vale para —«. Igualmente se razona el caso a = vy — .
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Si o= Az € B(x,r1,...,1,), entonces por hipdtesis de induccion
Nexy -z, € M(BM(z,21,. .. 2,) < Bz, 21, ..., 20)),

de donde
Nexy--xp € M((z € 27 — M (2,21, .., 2))

& (zex; = Bla,x1,...,20))).

En este punto usamos la transitividad de M, en virtud de la cual x € x; ya
implica x € M, por lo que podemos escribir

Nzy--xp € MAz((z € 2y — BM(z,21,. .., 2))

o (xex; = Be,x,...,x,))).

de donde
Nxy -2, € M(Nx(x € 2y — 5M(:c,x1,...,xn))

<~ /\1' € x; 6($7x1a s axn)))
De nuevo por la transitividad de M, esto equivale a
Nzy---2, € M(A\x € M(z € 24 %,BM(x,xl,...,:rn))
< Nr €z B, 1,. . 20))),
que es lo mismo que Az ---z,, € M(a™ < ).

Si v es una formula A; en T, entonces existen formulas a0 y 5 de tipo Ay
tales que
;'y<—>\/xa, l;'y<—>/\xﬁ.

Como M E T, esto implica que
Azy-x, € M(YM(zy, ... 20) < Vo e MaM(z,z1,...,2,)),

Ne1 -z GM(’yM(ml,...,xn) <—>/\x€M[3M(x,x17...,xn)).

Por lo tanto, fijados x1,...,x, € M, tenemos que
'yM(xl,...7xn) —Vze MaM(x,ml,...,xn) — Vo e Ma(z,r1,...,2,)
= Vaza(z,z1,...,2,) = Y(T1,...,2,),
donde hemos usado que « es absoluta para M. Usando las equivalencias con
obtenemos la implicacién contraria. m

Observemos que si un término, como x U y, es absoluto para un modelo
transitivo M, entonces, para x, y € M tenemos que z Uy = (x Uy)M € M, por
el teorema 12.10, es decir, los modelos son cerrados para los términos absolutos,
luego, en particular, si M es un modelo transitivo de ZF*, tenemos que

geM, znNnyeM, azUyeM, {z,y}teM, (x,y)eM, zxyecM,
etc., pues todos son términos Ag.

Veamos ahora las condiciones que debe cumplir una clase transitiva M para
satisfacer los axiomas de ZFC:
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Extensionalidad La relativizacion del axioma de extensionalidad es

Nzye M(Nue M(u €z ucy) =z =y).

Observemos que se cumple siempre que M es una clase transitiva. En
efecto, esto equivale a

Nzy € M(Nu(u €z > ucy) —x=y),

ya que si u € x € M, entonces u € M por transitividad, es decir, que si
x,y € M tienen en comun todos sus elementos que estan en M, entonces
tienen todos sus elementos en comun (pues x,y C M), luego = = y.

Par La relativizacion del axioma del par es
Ney e MVze MAue M(u €z u=xVu=y).
Observemos que si M es cualquier clase transitiva esto equivale a
Nzy e MVze MAu(u € z < u=2Vu=y),

pues tanto u € z como u = x V u = y, para x,y,z € M, implican ya que
u € M, luego es redundante exigirlo. A su vez, esto equivale a

Nxy € M {z,y} € M.

Unioén La relativizacion del axioma de la unién es
Az e MVye MAue M(uey <+ Vve MuevAver)).

Nuevamente, la mera transitividad de M permite eliminar dos acotaciones
redundantes:

Nz e MVy € MAu(u € y < Vo(u € v Av € x)),

y esto equivale a
ANre M Jz e M.

Infinitud Tras eliminar las acotaciones redundantes por transitividad, la rela-
tivizacion de Al se reduce a:

Vee MNucazAvvdunNueczVvezAwwev e wevVvw=nu)).
Equivalentemente:
VzeeM@ernNucazu ).

Esto lo cumple cualquier clase que cumpla w € M. La condicién es tam-
bién necesaria para modelos M F ZF* + AT+ V = R, pues el término w es
Ay en dicha teorfa, luego es absoluto para M, luego w = wM € M.
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Partes La relativizacion de AP es:
Nz e M\ye MAue M(A\ve M(v €Eu—vEx)—ucy).
Al eliminar las acotaciones redundantes queda
Nz e MVye MAue M(Nv(v €Eu—veEx)—ucy),

es decir,
Nz e MVye MAue M(ucCz— ucy),

y esto lo cumple toda clase que cumpla

NeeMPznMe M.

Nuevamente la condicién es necesaria, ya que si M F ZF* + AP hemos
visto en el ejemplo previo a 12.15 que Px N M = PMgz € M.

Regularidad La relativizacion del axioma de regularidad es
Nree MNueMuexz—NVueMuecxn-Vve MweuAvern))),
que se simplifica por transitividad a
Nee M(Nuuez— Vuecaz=\Voweunovecr)),
lo cual equivale a
NeeM@z#o—Vuerunz =),
y esto se cumple siempre que M C R.

Eleccion Observemos que la formula “ f es una funcién de elecciéon en x” es de
tipo Ay, pues equivale a

fix—VANueEx(u2— Vveu (u,v) € f).

Por lo tanto es absoluta para clases transitivas, y la relativizacion de AE
se reduce a

Nz € M\ f € M f es una funcion de eleccion en z.

No hemos incluido el axioma de reemplazo porque la transitividad de M
no da lugar a ninguna simplificacién destacable. No obstante, incluimos su
relativizacion en el resumen de la pagina siguiente. Ahora es facil probar:

Teorema 12.17 (ZF*+AlI) V,, & 'ZFg, .
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Relativizaciones de los axiomas de ZFC

Extensionalidad Se cumple en cualquier clase transitiva.
Par Azy € M {z,y} € M.
Unién Az e M Jz € M.
Reemplazo Para toda formula ¢(z,y, x1,...,x,):
Ay, € M(Nzyz € M(¢M (2, y) A oM (2,2) =y = 2)

— Nae MV/be MAy(y € b+ Va € ad™(z,y))).

Infinitud w € M (y entonces w?

=w).
Partes Ao € M Px N M € M (y entonces Pz = M N Pzx).

Regularidad Se cumple siempre que M C R. En particular, si V = R se
cumple en toda clase transitiva.

Eleccion Az € MV f € M f es una funciéon de eleccién en .

DEMOSTRACION: Es inmediato que V,, cumple las condiciones anteriores
para los axiomas de extensionalidad, par, unién y regularidad. Por el teorema
12.13, tenemos que lo mismo vale considerando estos axiomas como elementos
de Form(rLtC—l) en lugar de como férmulas metamateméticas. Si probamos que
cumple también todos los casos del esquema de reemplazo tendremos demos-
trado que V,, F "ZF*. Concretamente, tomamos ¢ € Form(rLth) y hemos de
probar que

Vi B (Nzyz(o(z,y) A d(x,2) = y = 2)

= NaVbAy(y € b < Va € ad(z,y)))[v],

donde v es cualquier valoracion definida sobre todas las variables que aparecen
en la férmula. Para ello suponemos

Vo B Azyz(g(@,y) A ¢(x,2) = y = 2)[v],

es decir, que para todo u,v,w € V,, si Vi, F ¢lvy)] v Vi, F ¢lvy,], entonces
v = w. Fijamos un conjunto p € V,, y hemos de encontrar otro g € V,, de modo
que

Vo ENy(y € b Va € agla,y))[vig],

lo cual, teniendo en cuenta la transitividad de V,, equivale a

NveV,(veqgs VuepV, E o).

ry

Y ahora basta aplicar el axioma de reemplazo a la formula V,, F ¢[vyy].
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Falta probar que V,, cumple CT y que todo conjunto es finito. De nuevo por
el teorema 12.13 podemos considerar las formulas metamatematicas correspon-
dientes. Para CT hemos de probar que

NeeVoVy e Vo(zcy AUy Cy),

donde hemos usado que la unién y la inclusiéon son absolutas para modelos
transitivos. Dado = € V,,, existe un n € w tal que z € V,,, y basta tomar
y=V, € Vpy1 CV,.

Finalmente, si x € V,,, entonces x es finito, luego existe n € wy f:n —
biyectiva, y n x x € V,, luego existe un m € w tal que f C n x z € V,,, luego
f C Vi, luego f € Vo1 C Vi, y entonces (n € w A f : n — x biyectiva)'
porque la formula es Ag, luego es absoluta. Esto significa que (z es finito)"~,
luego V,, satisface la sentencia “todo conjunto es finito”. m

Nota Es facil comprobar que la prueba del teorema anterior sirve igualmente
en KPI. Para aplicar el esquema de reemplazo 6.11 necesitamos cambiar ¢ por

U(x,y) = ¢(x,y) V (Nz=g(z,2) Ay = w)

y tomar una valoracién v tal que V,, F (b[vg;}(w)], para cierto u € p. (Si esto es

imposible sirve ¢ = &.) n

Ejercicio: Probar en ZF que V4, F Z + Na e QVn € wl@=nVa=w+n). Por
lo tanto, si ZF es consistente, en Z no puede probarse la existencia del ordinal w + w.

Veamos ahora que si ZFC—AP es consistente, también lo es ZFC, .y, es decir,
ZFC menos el axioma de partes mas el axioma “todo conjunto es numerable”
0, en otros términos, que sin el axioma de partes no es posible demostrar la
existencia de conjuntos no numerables. Para ello, trabajamos en ZFC-AP:

Definicién 12.18 Un conjunto = es hereditariamente numerable si ct z es nu-
merable. Llamaremos HN a la clase de todos los conjuntos hereditariamente
numerables.

Basta probar:
Teorema 12.19 (ZFC—AP) HN es un modelo transitivo de ZFCypyum

DEMOSTRACION: Observemos que la clase HN es transitiva, pues si se cum-
ple z € y € HN, entonces x € cty, luego = C cty, luego ctx C cty, luego la
numerabilidad de ct y implica la de ct z, luego z € HN.

Observemos que si z C HN es numerable, entonces x € HN, pues por el
teorema 11.25 tenemos que

ctx=zU | ctu,

uecx

y por el teorema 11.55 tenemos que ct x es numerable.
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La transitividad de HN implica que cumple el axioma de extensionalidad
y el de regularidad (pues suponemos V = R). Para probar el axioma del par
tomamos x,y € HN y observamos que, por 11.25,

ct{x,y} = {z,y} Uctax Ucty,

luego es numerable y {z,y} € HN.

Para el axioma de la uniéon tomamos z € HN y notamos que | Jz C HN (por
transitividad) y es numerable (por ser unién numerable de conjuntos numera-
bles), luego |Jx € HN.

Para el axioma de reemplazo suponemos que
Nayz € HN(¢™ (2,y) A 9™ (2, 2) = y = 2),

y tomamos a € HN. Por reemplazo existe b= {y | y € HN A Vz € a ¢"N(z,y)},
de modo que b C HN y es numerable, pues {(z,y) € a x b | "N (z,y)} es una
aplicaciéon suprayectiva de un subconjunto de a en b, luego existe una aplicaciéon
inyectiva de b en un subconjunto de a. Por lo tanto b € HN y es claro que
cumple lo requerido por el axioma de reemplazo.

Claramente w = ctw € HN, luego se cumple el axioma de infinitud. Si
x € HNy f:2 — [Jz es una funcion de eleccion, entonces f C z x |Jx € HN,
luego f C HN y es numerable, pues toda aplicacién se puede biyectar con su
dominio. Por lo tanto f € HN, y esto prueba el axioma de elecciéon en HN.

Similarmente, si x € HN, entonces existe f : © — w inyectiva, y f € HN por
el mismo razonamiento aplicado a la funcién de eleccion, y como w es absoluto,
tenemos que (f : © — w inyectiva)™N. Esto prueba que (todo conjunto es
numerable) N, "

Observaciones Notemos que el teorema anterior justifica realmente lo que he-
mos afirmado justo antes. En general, si en una teoria T' (por ejemplo ZFC—AP)
podemos demostrar que una clase (en este caso HN) es un modelo de otra teorfa
S (en este caso ZFCyum ), tenemos una prueba constructiva de que si T' es con-
sistente también lo es S. En efecto, si tenemos una prueba de una contradicciéon
en S, podemos prolongarla hasta una prueba de que Vx 2 # z, por ejemplo,
pero la prueba del teorema 12.12 nos dice explicitamente coémo construir una
prueba en T' de \/z € M x # x, con lo que nos encontramos con que 7' también
es contradictoria.

En nuestro caso en concreto, si alguien demostrara en ZFC—AP que existe
un conjunto no numerable, relativizando a HN la prueba punto por punto llega-
riamos a una prueba en ZFC—AP de que (existe un conjunto no numerable)'™N,
mientras que hemos probado en ZFC—AP que (todo conjunto es numerable)'™N,
luego tenemos una contradiccion en ZCF—AP.

Desde un punto de vista semantico, el teorema anterior prueba que si de un
modelo de ZFC—AP eliminamos todos los conjuntos no hereditariamente nu-
merables, lo que nos queda sigue siendo un modelo de ZFC—AP, donde ademés
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no hay conjuntos no numerables. Por eso no puede probarse la existencia de
conjuntos no numerables sin AP, porque, si pudiera probarse, tendria que haber
conjuntos no numerables en todo modelo de ZFC—AP, y no es asi, sino que, en
caso de que los haya, se pueden eliminar. n

En ZFC tenemos que si z € HN, entonces rangz € HN (pues el rango
es A, luego absoluto para modelos transitivos), luego rangz es un ordinal
numerable. Ahora bien, en ZFC puede probarse la existencia de conjuntos no
numerables, asi como que todo conjunto puede biyectarse con un ordinal. Por lo
tanto, podemos considerar el menor ordinal no numerable, que habitualmente
se representa por wi, y acabamos de justificar que HN C V,,,, luego la clase
HN es un conjunto, y el teorema 12.13 junto con una minima variante de la
prueba del teorema anterior en el caso del esquema de reemplazo (para probarlo
para férmulas ¢ € Form(rLtC—l) en lugar de para férmulas metamatematicas) nos
permite concluir que

HN E "ZFCrum

luego concluimos que
. I A
F Consis ZFChum -
ZFC

12.3 Consistencia e independencia del axioma de
regularidad

Al introducir las teorias de conjuntos hemos separado de las teorias bésicas
ZF* y NBG*, que permiten demostrar las propiedades més elementales sobre
clases y conjuntos, de los axiomas que aumentan significativamente la potencia
de la teorfa: el axioma de infinitud marca la diferencia entre la existencia o no
de conjuntos infinitos (y también la diferencia entre las teorias cuya consistencia
podemos demostrar facilmente y las teorias de las que no conocemos una prueba
de consistencia metamateméaticamente aceptable), el axioma de partes supone la
introduccioén en la teoria de conjuntos no numerables, carentes de un contenido
intuitivo preciso, y el axioma de eleccién introduce en la teoria conjuntos no
definibles explicitamente.

También hemos incluido en este grupo al axioma de regularidad, pues implica
propiedades estructurales muy fuertes sobre la clase de todos los conjuntos (ya
que la estratifica en la jerarquia de conjuntos {V, }ncq, justifica la €-induccion
y la €-recursion, etc.) Sin embargo, vamos a ver aqui que aceptar el axioma de
regularidad dista mucho de ser un hecho relevante, en el sentido que lo es aceptar
cualquiera de los otros tres axiomas, sino que se trata de un axioma trivial que
podemos aceptar por conveniencia, aunque podriamos trabajar exactamente
igual sin él. En realidad ya hemos discutido esta idea, pero ahora estamos en
condiciones de precisarla en términos de modelos.

En esencia, vamos a demostrar la consistencia y la independencia del axioma
de regularidad de los axiomas restantes de la teoria de conjuntos. La primera



448 Capitulo 12. Las teorias de conjuntos ZFC y NBG

equivale a que no es posible demostrar que existan conjuntos no regulares, mien-
tras que la segunda equivale a que el axioma de regularidad no puede demos-
trarse a partir de los demés axiomas. La primera es una prueba simple, pero
arquetipica de las pruebas de consistencia en teoria de conjuntos mediante mo-
delos internos (transitivos), mientras que la segunda ilustra, también en un caso
relativamente sencillo, el uso de modelos no naturales.

Teorema 12.20 En ZF* (+ Al + AP, + AE) se demuestra que la clase R de
los conguntos regulares es un modelo transitivo de ZF* +V = R (+ Al, + AP,
+ AE).

DEMOSTRACION: En la seccién anterior hemos visto que el axioma de ex-
tensionalidad se cumple en cualquier clase, y el de regularidad se cumple porque
R C R. El del par se cumple porque si z,y € R, entonces {z,y} € PR = R,
e igualmente sucede con el de la union, pues si € R entonces todo u € |Jx
cumple u € v € x € R, para cierto v, luego u € R, luego | Jz € PR = R.

Para probar el esquema de reemplazo, fijados parametros x1,...,x, € R,
suponemos que Azyz € R(¢%(z,y) A ¢ (x,2) — y = 2) y tomamos un a € R.
Aplicando el axioma de reemplazo a la férmula

Y(z,y)=x € RAy € RA ™ (,y)
concluimos que existe un b tal que

Ay(y b« ye RAVz €ad™(z,y)).

En particular b € PR = R y cumple lo requerido.
Si suponemos Al, entonces se cumple AI® porque w € R.

Si suponemos AP, entonces, dado z € R, tenemos que Pz N R € PR = R,
luego se cumple APE.

Finalmente suponemos AE y vamos a probar AE®. Siz € Ry f es una
funcion de elecciéon en x, podemos suponer que, en caso de que & € x, se cumple
f(@)€x. Asi, f CoxJx C R, luego f € PR = R, y esto prueba AE®. =

Como consecuencia inmediata:

Teorema 12.21 Si la teoria ZF*+ Al (+ AP + AE) es consistente, también
loesZF*+V = R + Al (+ AP + AE), es decir, no puede demostrarse la
existencia de conjuntos no regqulares.

Observaciones La situacion es la misma que en la prueba de la consistencia
de ZFCpyum: Si alguien demostrara en ZFC—V = R que existe un conjunto no
regular, relativizando a R la prueba punto por punto llegariamos a una prueba
en ZFC—V = R de que (existe un conjunto no regular)®, mientras que hemos
demostrado en ZFC—V = R que (todo conjunto es regular)?, luego tenemos
una contradiccion en ZCF—-V = R.
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Desde un punto de vista semantico, si en ZF pudiera probarse que existe
un conjunto no regular, ello significaria que en todo modelo de ZF tendria que
haber conjuntos no regulares, pero al demostrar que R F ZF, lo que hemos
probado es que si un modelo tiene conjuntos no regulares y los eliminamos, es
decir, pasamos a considerar Gnicamente sus conjuntos regulares, los conjuntos
resultantes siguen siendo un modelo de ZF y ademés cumplen V = R, de modo
que los posibles conjuntos no regulares son siempre prescindibles.

Dicho de otro modo: los conjuntos no regulares no son necesarios para que
se cumplan los axiomas de ZF: si en un modelo hay conjuntos no regulares y
hacemos que un matemaético “vea” s6lo los conjuntos regulares, no echara por
ello nada en falta: si ve dos conjuntos, vera también su unién, y su interseccion,
y su conjunto de partes, etc., porque todas estas operaciones restringidas a
conjuntos regulares dan conjuntos regulares, y, en general, el matematico “vera”
todos los conjuntos que los axiomas de ZF le aseguran que tienen que estar ante
su vista.

O también: aceptar el axioma de regularidad no supone exigir a los conjuntos
propiedades mas fuertes que si no lo aceptamos, sino simplemente descartar los
posibles conjuntos no regulares de un modelo y llamar “conjuntos” a lo que, si
no incluyéramos el axioma en la teoria, llamariamos “conjuntos regulares”. Es
s6lo una forma de decir “los conjuntos no regulares no nos interesan para nada,
asi que cuando hablemos de conjuntos, nos referimos siempre a los conjuntos
regulares”.

La prueba de la consistencia del axioma de regularidad (debida a von Neu-
mann) sigue el mismo esquema que la prueba de Godel de la consistencia del
axioma de eleccion (que no veremos en este libro): Godel definié la clase L
de los conjuntos constructibles, que representa un papel analogo al de R en la
prueba anterior: no puede probarse que V = L (esto se conoce como azxioma de
constructibilidad, pero en ZF se prueba que L es un modelo de ZFC+V = L,
de modo que si “eliminamos” los posibles conjuntos no constructibles, los que
nos quedan siguen cumpliendo los axiomas de ZF y ademés cumplen el axioma
de eleccién o, en términos sintacticos: si se pudiera probar una contradicciéon
en ZFC, al relativizarla a L tendriamos la prueba de una contradicciéon en ZF.

|

A continuacion probaremos que sin el axioma de regularidad tampoco se
puede demostrar que no existan conjuntos no regulares. Notemos que no pode-
mos demostrar (por ejemplo en ZF—V = R) la existencia de un modelo transi-
tivo M en el que se cumpla V' # R, pues ello exigiria que R & M C V, y con
ello habriamos demostrado que existen conjuntos no regulares, cuando ya hemos
probado que eso es imposible. Por consiguiente, el modelo que obtendremos no
sera transitivo y, de hecho, no sera natural. En realidad vamos a mostrar una
técnica general para construir modelos en los que falla el axioma de regularidad:

Teorema 12.22 (ZF*) Sea F' : V — V biyectiva y R = {(z,y) | * € F(y)}.
Entonces (V, R) E ZF*. Si suponemos Al, AP o AE, estos aziomas se cumplen
también en (V, R).
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DEMOSTRACION: Notemos que nada de lo que hemos visto para modelos
transitivos nos ayuda ahora, de modo que hemos de calcular explicitamente las
relativizaciones de los axiomas y demostrarlas. Convenimos en que las letras
mindsculas representan conjuntos. Observemos que relativizar a (V, R) consiste
simplemente en cambiar € por R.

EXTENSIONALIDAD: Azy(Au(u Rz <> u Ry) — = = y).

En efecto, la hipotesis es Au(u € F(z) <+ u € F(y)), lo cual implica clara-
mente F'(x) = F(y), luego z = y.

PAR: AxyVzAu(u Rz < u =2V u=y). Esto equivale a
AzyVzAu(u € F(z) < u € {z,y}).
Basta tomar z = F~1({z,y}).
UNION: AzVyAu(u Ry « Vo(u Rv A v Rz)). Esto equivale a

AzVyAu(u € F(y) < Vv € F(z) u € F(v))
Basta tomar y = F~1 F(v)).
vacio: VzAy—x Ry. Basta tomar z = F~(2).

REEMPLAZO: Fijada una formula ¢(x,y) quiza con otros pardmetros, hemos
de probar

Nzq - ~1:n(/\xyz(qbvp°(x,y) A (bVR(w, zZ) > y=2)
— NaVoAy(y Rb < Vz(z Ra A (bVR(:E, Y))).

Fijados x1,...,x, € V, definimos la funcion G : A C V — V mediante
G(z) =y + ¢V (x,y). Hemos de probar que

Na\VbA\y(y € F(b) < Vz € F(a) y = G(x)).
Basta tomar b = F~Y(G[F(a)]).
ParTES: AzVyAu(u Ry < Av(v Ru — v Rx)). Esto equivale a
AaVyAu(u € F(y) < F(u) C F(z))
Basta tomar y = F~1(F~1[PF(z))).
INFINITUD: El axioma de infinitud es:
VzVylycz ANz z¢ y) AN\y(y € 2 —
Vz(zex A Nu(u€zeucyVu=y))).
La relativizacion es
Va(Vyly € F(z) ANz 2 ¢ Fy) A Ny(y € F(z) —
Vz(z € F(z) A N\u(u € F(2) & u € F(y) Vu=vy)))).
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A su vez esto equivale a
Va(F~1(@) € F(x) A Ny(y € F(z) = F~H(F(y) U {y}) € F(x))).
Como F es biyectiva, esto equivale a
Va(F~H (@) ez A Nyly € x = F~H(F(y) U{y}) € 2)).

Definimos yo = F~Y(2) y An € w ynt1 = F71(F(yn) U{yn}). Es claro que
x = {yn | n € w} cumple lo pedido.

ELECCION: Con los axiomas ya probados el axioma de eleccién equivale a
que para toda familia formada por conjuntos no vacios disjuntos dos a dos existe
un conjunto que contiene exactamente un elemento en comun con cada elemento
de la familia. Explicitamente:

Ae(Au(uez— Vvveu) ANN\uwucrsAverAu#v—

-Vz(zeunzewv) = VyAu(u e a:—)\l/v(v €y AveEu))).
La relativizacion es
Az(Au(u € F(x) = Vv v e Fu)) AN\uww(u € F(x) Ave F(x) Au#v—

-Vz(z € F(u) A z € F(v))) = VyAu(u € F(z) — \l/v(v € F(y) ANv € F(u)))).

Esto equivale a

Ax(Au(u € F(x) — F(u) # @) A Auv € F(x)(u #v — F(u) N F(v) = 9)

— VyAu e F(x)\l/v € F(y) N F(u)).

Usando que F' es biyectiva esto equivale a

Ar(Au(u € 2 — F(u) # @) A Nuwv € 2(u # v — F(u) N F(v) = 9)

= VyAu e x\l/v € ynF(u)),

lo cual se obtiene aplicando el axioma de eleccién (en la forma que estamos
considerando) al conjunto F[z]. "

Considerando biyecciones adecuadas F' podemos violar de mil maneras el
axioma de regularidad. El ejemplo mas simple es el siguiente:

Teorema 12.23 Si ZFC es consistente también lo es ZFC menos el axioma de
regularidad y mds el arioma \a a = {a}.
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DEMOSTRACION: Basta tomar la biyeccion F : V — V definida mediante
F(0) = {0}, F({0}) = 0y F(z) = x en otro caso. Asi, tomando a = 0, el

modelo construido en el teorema anterior cumple
Nz(z Ra < x = a),

es decir, (a = {a})VF. "

Ejercicio: Demostrar la consistencia de que existan dos conjuntos x, y tales que
z={y} Ny ={z}.

Los conjuntos de la forma a = {a} se llaman dtomos. Vamos a probar que,
de hecho, es consistente la existencia de infinitos 4tomos. La prueba nos obliga
a tratar mas a fondo con los modelos (V, R) que estamos considerando.

Teorema 12.24 Si ZFC es consistente, también lo es ZFC sin el axioma de
regularidad y mds el axioma que afirma la existencia de un conjunto (infinito)
numerable* de dtomos.

DEMOSTRACION: Sea F': V — V la aplicacion dada por

{{n+1}}} siz={{n+1}}conn € w,
F(z) =9 {{n+1}} siz={{{n+1}}}, conn € w,

en otro caso.

Por abreviar representaremos x,, = {{n + 1}}, yn = {{{n + 1}}} = {z.},
para n € w, de modo que lo que hace F es intercambiar cada x,, con y,. La
razon de tantas llaves es asegurar que \n € w F(n) = n, lo cual simplificara el
argumento. Notemos que F' fija a todos los conjuntos con mas de un elemento.

Claramente, si A = {x,, | n € w}, se cumple que Az € A F(z) = {z}, luego
Az € ANu(u Rz > u = x), que, como F(A) = A, es lo mismo que

Az € A(Nu(u €z & u=uzx))"E

o también (Ax € A(z = {z}))VE. Asi pues, A es un conjunto de atomos en el
modelo (V, R). Vamos a ver que es numerable" . (Obviamente A es numerable,
pero no es eso lo que necesitamos, sino que

(Vf f:w— A biyectiva)V %,

y tenemos que desarrollar esta féormula para comprobar que realmente se cum-
ple.)d

4No hemos desarrollado la teoria de cardinales cantoriana, pero el argumento se adapta
facilmente para probar la consistencia de que exista un conjunto de atomos de cualquier
cardinal prefijado, X1, No, etc.

5Informalmente, este proceso de relativizar consiste en “meterse en la piel” de alguien que
“creyera’ que la pertenencia entre conjuntos no es €, sino R y estar al tanto de todas las
“confusiones” (o no confusiones) a que esto le induciria. Por ejemplo, hemos de preguntarnos,
;qué conjunto tomaria por el conjunto vacio alguien asi? jy a qué conjunto llamaria w? etc.
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La forma de calcular la relativizacion de un concepto es relativizar un teo-
rema que lo caracterice. Por ejemplo, como en ZFC se prueba que Az = ¢ &,
también podemos probar su relativizacion, que es Az —z R @V E, que a su vez
es lo mismo que Az = ¢ F(@VE), luego F(0VF) = @ = F(2), luego V% = 2.

Veamos ahora la relativizacion de 2’ = x U {z}. Como podemos probar que
Azu(u € 2’ > w € * V u = z), también tenemos la relativizacién de esta
sentencia:

Nzu(u € F((2)VE) < u e F(z) Vu=nux),
luego F((z')VE) = F(x) U {x}, luego (z')VE = F~}(F(z) U {z}). Teniendo en
cuenta que F fija a los nimeros naturales, es claro que An € w (n/)VE =n/.

Ahora relativizamos 0 € w A A\n € w n’ € w, con lo que tenemos que
0€ FwB AAne FWR (n)"E e FWwh).

En particular, si un nimero natural n € w cumple n € F(w""), tenemos
que n' = (n/)VE € F(wY®). En definitiva, tenemos que

0 Fw ANAncwhn e Fwh) = n' € FWh)).

Por el principio de induccién (sin relativizar), concluimos que w C F(wV%).
Para probar la inclusiéon opuesta relativizamos el principio de induccién:

ANz(0 € F(z) AAn(ne€ FWY®) Ane€ F(z) — ()" € F(z))

— An(n € F(wYF) —n € F(2)).

Podemos aplicar esto a © = w = F(w). Ciertamente sabemos que 0 € w y,
sin € F(wYf) An € w, también (n')V = n’ € w, luego podemos concluir que

F(wYR) Cw, yen total F(w?) =w = F(w), luego w" ¥ = w.

Ahora consideramos f = {(n,z,) | n € w}, de modo que f : w — A
biyectiva, y vamos a probar que se cumple esto mismo relativizado a (V, R).

Es facil ver que {n,z}VE = F~'({n,z}) y, si n # x, como F fija todos los
conjuntos con més de un elemento, {n,z}V# = {n,z}. En particular esto vale
sin €wyx € A. Similarmente, (n, )% = F~1({{n}, {n,2}}) = (n, ).

Ahora es pura rutina comprobar que f cumple las relativizaciones de todas
las condiciones de la definicién de aplicacion biyectiva. Por ejemplo, tenemos
que

(ANze f\'nz(ncwhze ANz=(nz))"E,

pues, teniendo en cuenta que F(f) = f, F(w) = w y F(A) = A, la sentencia
es claramente absoluta. Dejamos al lector las comprobaciones restantes, que no
ofrecen dificultad alguna.

Por lo tanto A es numerable ® y, en total, hemos probado que

(V,R) E VA (A numerable A Az € A z = {z}).
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Veamos ahora que también es consistente la existencia de una sucesién in-
yectiva
- ET4 €EX3 €T €T € Xg.

Maés precisamente:

Teorema 12.25 Si ZFC es consistente, también lo es ZFC menos el axioma
de regularidad mds la existencia de una sucesion inyectiva {n }neo tal que

An €w z, = {zni1}

DEMOSTRACION: La prueba es una ligera variante de la demostracion del
teorema anterior. Ahora tomamos

{{{n+1}}} siz={{n}} conn € w,
F(z) =< {{n}} six={{{n+1}}}, con n € w,

en otro caso,

consideramos A = {{{n}} | n € w} y la biyeccion f = {(n,{{n}}) | n € w}.
Exactamente igual que en el teorema anterior ve que (f : w — A biyectiva)V %,
pero ahora (An € w f(n) = {f(n+ 1)})VE, luego f es en (V, R) una sucesion
con la propiedad requerida. L]

El argumento del teorema anterior admite una variante de interés: si tra-
bajamos en ZFg, (lo cual es legitimo, pues el teorema 12.22 se prueba en ZF*)
y consideramos el modelo (V, R) construido con la misma funcién F', ahora no
podemos construir ni el conjunto A ni la funcién f, pues la clase w no es un con-
junto. No obstante, sigue siendo cierto que 0% =0y que An € w (n')VE =n,
de donde se sigue por induccién que An € w (n € w)VE.

Mas atn, los mismos argumentos empleados en la prueba del teorema 12.24
muestran que si x es un conjunto cualquiera y f : n — x biyectiva, donde
n € w (existe f porque estamos suponiendo que todo conjunto es finito), se
prueba que (Vfn(n € w A f: n — a biyectiva))V#, luego (a es finito)V . Asi
pues, en (V, R) también se cumple que todo conjunto es finito.

Veamos ahora que, excepcionalmente, (V, R) cumple el axioma de regula-
ridad en este caso. Tomamos un conjunto (x # @)V, que es lo mismo que
x # @, con lo que F(x) # @. Queremos probar que z tiene €-minimal”?, es
decir, que existe un u tal que u Rz A =\v(v Ru A v Rx) o, equivalentemente,

u € F(z) A V(v € F(u) Av € F(x)).

Distinguimos dos casos:

1) Existe un n € w tal que {{n}} € F(z). Por reemplazo podemos formar
el conjunto {n € w | {{n}} € F(z)}, y como todo conjunto es finito, tiene que
tener un maximo elemento n. Llamamos v = {{n}}. Entonces u € F(x), pero
siv € F(u), entonces v = {{n+ 1}} ¢ F(z), luego v es un €-minimal de x en
(V. ).
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2) No existe un n € w tal que {{n}} € F(x). Sea v un €-minimal de F(x).
Esto significa que

u € F(z) A =Vo(v €unve F(z)).

Si F(u) = u ya tenemos lo requerido. En caso contrario, u = {{{n + 1}}}
para cierto n € w, y F(u) = {{n}}. Si u no cumple lo requerido es porque
{n} € F(x). A su vez, si {n} no cumple lo requerido es porque n € F(x), en
cuyo caso podemos tomar el minimo ntimero natural que cumple n € F(z), y
claramente cumple lo requerido.

Asi pues, (V,R) es un modelo de ZFC menos el axioma de infinitud més
todo conjunto es finito. Sin embargo, el axioma CT es falso en (V, R), pues
x = {{{0}}} no tiene clausura transitiva en (M, R).

En efecto, supongamos que (y = ctz)V®. Como {{0}} Rz, se cumple
{{0}} Ry, es decir, {{0}} € F(y). Si se cumple {{n}} € F(y), puesto que
{{n+1}} R{{n}} Ry, también {{n+1}} Ry, es decir, {{n+1}} € F(y), luego
por induccion An € w {{n}} € F(y), pero el axioma de reemplazo nos da que
{new|{{n}} € F(y)} es un conjunto, es decir, que w es un conjunto, mientras
que estamos suponiendo que todo conjunto es finito.

En conclusién hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 12.26 ZFg,—CT es consistente, es decir, sin el axioma de infinitud,
en ZFC no puede demostrarse la existencia de clausura transitiva.

Mas precisamente, hemos construido un modelo de ZFg, en el que todo
conjunto no vacio tiene €-minimal, pero en el que hay clases no vacias que
no tienen €-minimal. Es la existencia de clausura transitiva la que permite
probar que las clases no vacias tienen €-minimal partiendo de que lo cumplen
los conjuntos.

12.4 Teorias de conjuntos con atomos

Todas las teorias de conjuntos que hemos considerado hasta ahora tienen
una propiedad en comin cuya “naturalidad” serfa cuestionable: sus elementos
son conjuntos y nada mas que conjuntos (o clases, que también son colecciones
de conjuntos), pero lo tnico que puede ser un elemento de una clase o conjunto
es otro conjunto. Si aceptamos el axioma de regularidad, la jerarquia {V, }acq
pone en evidencia que todos los conjuntos “estan hechos” en tltima instancia
del conjunto vacio. Todos son de la forma:

o, {o}, {{o}), {o.{{gtt), {o.{g},{{{g}}}})

aunque @ pueda aparecer infinitas veces, pero no hay nada mas que “vacios y
llaves”. Seria natural considerar una teoria que hablara de conjuntos y “cosas”
que no son conjuntos, de manera que los conjuntos fueran conjuntos de cosas,
sin perjuicio de que unos conjuntos pudieran ser también elementos de otros.
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La tnica razéon por la que esta posibilidad no es popular entre los mate-
maticos es que no se gana nada con ella, pero nada impide construir teorias
de conjuntos que admitan la existencia de objetos que no son conjuntos. Una
forma de hacerlo sin romper con los esquemas que hemos trazado hasta ahora
es convenir en que un atomo, es decir, un conjunto de la forma x = {x} es una
forma razonable de representar un objeto que en realidad no es un conjunto.
Asi, aunque desde cierto punto de vista un dtomo puede considerarse como una
aberracion, también podemos verlo como un simple (y elegante) convenio, no
muy diferente del convenio por el que el nimero 3 (que en principio no tiene
nada de conjuntista) se identifica con el conjunto 3 = {0,1,2}. Dado que en las
teorfas de conjuntos que manejamos todo tiene que ser un conjunto, pues ello
estd implicito en su mismo planteamiento, podemos convenir que los objetos
que no son conjuntos se representen en la teorfa como atomos, es decir, como
conjuntos en los que la pertenencia no dice nada realmente, sino que se reduce
a un mero formulismo.

Ya hemos visto que es consistente con ZFC—V = R la existencia de atomos, y
ahora vamos a ver que ésta es compatible con una versiéon ligeramente debilitada
del axioma de regularidad. Trabajamos en ZF—-V = R:

Definicién 12.27 Definimos la clase R(A) de los conjuntos regulares respecto
a un conjunto A como la dada por

Ro(A)=ctA A Aa Rasi(A) =PR.(A) A AX Ra(4) = U Rs(A),

R(A)= U R.(A4).

a€eR

Observemos que si A = & entonces R(A) se reduce a la clase R de los con-
juntos regulares (alternativamente, podemos definir R = R(@) o, directamente,
definir R mediante la definicion anterior omitiendo A). Una simple induccion
prueba que

ANAB(A € B — Aa Ry (A) C R,(B)),
luego
NAB(A C B — R(A) C R(B)).
En particular R C R(A).
También se comprueba inmediatamente por induccion que cada R, (A) es
un conjunto transitivo. En efecto, es claro para o = 0 y para ordinales limite,

mientras que si R, (A) es transitivo y u € v € Rq41(A), entonces tenemos que
uw € v C Ry(A), luego u € Ry (A), luego u C Ry (A), luego u € Ryq1(A).

Consecuentemente R(A) es una clase transitiva.

Para cada u € R(A) existe un ordinal « tal que u € R, (A), luego u C R, (A),
luego podemos definir el rango de u como el menor ordinal « tal que u C R, (A4).
Tenemos asi una aplicacion rang 4 : R(A) — .
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Observemos que, para o > 0, se cumple®
R, (A) ={u € R(A) | rang 4 (u) < a}.

En efecto, si u € Ro(A) y o = § + 1, entonces u C Rs(A), mientras que si
« es un ordinal limite, existe § < « tal que u € Rs(A), luego u C Rs(A). En
ambos casos rang 4 (u) < 0 < a. Reciprocamente, si rang 4 (u) = § < «a, entonces
u C Rs(A), luego u € Rs11(A) C Ry (A).

El rango satisface la siguiente relacion recurrente: si rang,(u) > 0, entonces

rang 4 (u) = | (rang,(v) +1).

vEU

Es decir, el rango de un conjunto (si es no nulo) es el menor ordinal estrictamente
mayor que los rangos de todos sus elementos.”

En efecto, sirang,(u) = a > 0y v € u C Ry(A), entonces v € R, (A), luego
rang 4 (v) < «, luego rang 4 (v) + 1 < @, y tenemos la desigualdad

f=U (rangy(v) +1) < a.

veu

Por otra parte, cada v € w cumple rang,(v) < S, luego v € Rg(A), luego
u C Rg(A), luego a =rang 4 (u) < S.

Observemos ahora que PR(A) = R(A). La inclusion R(A) C PR(A) se debe
simplemente a la transitividad de R(A). Para probar la contraria observamos
que si u € PR(A), el axioma de reemplazo nos da que la clase

{rang, (v) | v € u}

es un conjunto de ordinales, luego tiene supremo «, luego u C R, (A), luego
u € Roy1(A) C R(A).

De aqui obtenemos un principio de €-induccién:
AX(ct(A) c X APX C X — R(A) C X).

Maés detalladamente: si queremos probar que todo elemento de R(A) esté en
una clase X (es decir, tiene la propiedad que la define), basta probar que todos
los elementos de A estan en X y que, bajo la hipotesis de que los elementos de
un conjunto arbitrario u € R(A) estan en X, probar que u € X.

Esto es un caso particular del teorema general de induccién transfinita, apli-
cado a la relacion

Ea={(z,y) € R(4) x R(A) |z € y Ay ¢ ct(A)}.

60Obviamente, la igualdad vale para oo = 0 si y sélo si A = @.
7Si A = & el tnico conjunto de rango 0 es & y la formula de los rangos se cumple trivial-
mente.
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Observemos que esta relacion esta bien fundada en R(A) pues, dado cual-
quier conjunto x C R(A) no vacio, cualquier v € z de rango minimo es un
E s-minimal de z, ya que v E4 u — rang 4 (v) < rang 4 (u).

Por lo tanto, el teorema 11.38 nos da un teorema de recursion para R(A):
para definir una funcién F' : R(A) — V basta definirla sobre los elementos de
Ro(A) y, para cualquier otro conjunto x, definir F(z) en funcion de z y F|;.

En general, la aplicaciéon rang, puede ser mas o menos “cadtica”, porque si
A (o su clausura transitiva) contiene conjuntos regulares, éstos aparecen arti-
ficialmente “antes de tiempo” en la sucesion {R4(A)}acq, v ello distorsiona la
jerarquia. Esto no sucede si A contiene s6lo conjuntos que no aparecerian de no
haber sido incluidos en la base de la jerarquia, por ejemplo atomos.

A partir de aqui suponemos que A es un conjunto de atomos. Entonces A
es transitivo, luego Ro(A) = A y los tnicos atomos de R(A) son los de A. Mas
aun, si u € R(A) cumple u € u, es porque u = {u} € A. En efecto, tiene que ser
rang 4 (u) = 0, pues en caso contrario u € u implicaria rang 4 (u) < rang 4 (u).

Observemos que R,(A) N R = R,. En efecto, para « = 0es ANR = &,
lo cual se cumple, por ejemplo, porque acabamos de probar que R(&) no tiene
atomos. Si vale para a y u € Roy1(A) N R, entonces u C Ry(A) N R = R,
luego u € Ry41. La inclusién opuesta vale en cualquier caso, y el caso limite es
inmediato.

Similarmente se prueba que R, (A4) N = «, luego 2 C R(A). En particular
concluimos que, para u € R, se cumple rang 4 (u) = rang(u).

Definiciéon 12.28 Llamaremos ZFCA (resp. NBGA) a la teoria de conjuntos
ZFC (resp. NBG) sin el axioma de regularidad més el axioma®

ctoA AV =R(A),
donde A = {z | z = {x}}.

Notemos que este axioma no contradice a V = R, sino que equivale a éste si
anadimos que A = @. Por otra parte, la teoria de conjuntos con atomos puede
completarse con varios axiomas, como por ejemplo Vf f : w — A biyectiva,
que nos da un conjunto numerable de dtomos.

Segun la costumbre, al trabajar con este axioma de regularidad relajado,
escribiremos V4 (A) en lugar de R, (A).

En 12.24 hemos probado que si ZFC es consistente, también lo es la teoria
ZFC—V = R mas la existencia de un conjunto numerable de d&tomos. Ahora
podemos refinar este resultado:

8Para que esta sentencia tenga sentido como axioma de ZFCA hemos de observar que puede
reformularse omitiendo toda referencia a clases propias. Concretamente:

Va(Ay(y € = <y = {y}) A AuVa u € Ra(2)).
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Teorema 12.29 Si ZFC es consistente también lo es ZFCA+A es (infinito)
numerable.

DEMOSTRACION: Basta probar en ZFC+ “existe un conjunto numerable de
atomos” que si Ay es dicho conjunto, la clase R(A4g) es un modelo de ZFCA+A
es numerable.

Trabajamos, pues, en ZFC maés la existencia de un conjunto numerable A
formado por 4tomos. No afirmamos que Ag coincida con la clase A de todos los
atomos, pero sabemos que los tinicos 4tomos en R(Ay) son los de Ay.

La prueba del teorema 12.20 se adapta trivialmente para probar que R(Ag)
es un modelo transitivo de ZFC—V = R. En efecto, la prueba se basa esen-
cialmente en que PR = R, y ahora tenemos igualmente que PR(Ag) = R(Ay).
La prueba de que R cumple V = R no se generaliza porque ahora no podemos
afirmar que R(Ay) C R.

Solo nos falta probar que R(Ag) es un modelo de la teoria del enunciado.
Concretamente, debemos probar que

(VA(Az(z € A+ 2= {z}) A A es numerable
A AzVa(a es un ordinal A z € R, (A)))F A0,
Como Ay € R(Ap), basta probar
(Az(z € Ag +» = {z}) A Ag es numerable

A AzVa(a es un ordinal A x € Ra(Ao)))R(AO).

La relativizaciéon de la primera parte es Az € R(Ag)(x € Ay > = = {x}), lo
cual ya hemos observado que es cierto.

La formula “« es un ordinal” es absoluta para modelos transitivos si supo-
nemos V = R porque entonces se reduce a “ser transitivo y €-conexo”, que son
propiedades Ay, pero en nuestro contexto falta probar que “ser un conjunto bien
fundado” también es absoluto. Concretamente,

Az (x esta bien fundado <+ Ay(y Cx Ay # 2 — Vu e y(uny = 2))).
Al relativizar a R(Ap) queda
Az € R(Ap)(x esta bien fundado®™A0) +

Nylycazny#o - Vueyuny=02))).

Notemos que no hace falta poner y € R(Ap) porque si y C x, entonces
y € PR(Ap) = R(Ap). En definitiva tenemos que

T € o)(x esta bien fundado < x esta bien fundado).
Az € R(A bien fundado®(“4) bien fundad



460 Capitulo 12. Las teorias de conjuntos ZFC y NBG

Asi pues, ser un ordinal es absoluto para R(Ap), y claramente entonces
también es absoluto ser un ordinal sucesor, un ordinal limite, un ordinal limite,
y también w.

Con esto podemos probar la segunda parte: tomamos f : w —> Ag biyectiva.
Como w, Ay € R(Ap), también w x Ay € R(Ay), luego f C R(Ap) y por lo tanto
f € PR(Ap) = R(Ap). Como la formula “f : & — y biyectiva” es absoluta
(porque es Ap) y w también lo es,

(f:w— A biyectiva)R(AO),
pero esto es lo mismo que (A es numerable)(40),
Por otra parte, si © € R(Ay), entonces Pz C PR(Ag) = R(Ap), luego
(Pz)BA0) — Pz N R(Ay) = P,
es decir, Pz también es absoluto para R(Ap). Ahora demostramos que
A € Q Ry (A)HA) = R (Ap).

En efecto, para a = 0, relativizando Az(z € Ro(A) <> = = {x}) obtenemos
que Az € R(Ap)(x € Ro(A)A0) «» 2 = {z}), y ya hemos visto que esto
equivale a Az(z € Ro(A)#(A0) & 2 € Ay) (donde hemos usado la transitividad
de R(Ap) para eliminar la cota del generalizador), y por consiguiente llegamos
a que Ro (A)R(AO) = Ro(Ao)

Si se cumple para «, relativizando Ao R,41(A) = PR,(A), teniendo en
cuenta que Pz es absoluto, concluimos que

Ros1(A)A0) = PR, (A)A0) = PR, (Ag) = Rat1(Ao).
Finalmente, si se cumple para todo § < A, relativizando que
Az (z € Ry(A) ++ V6 < Xz € Rs(A))
concluimos que
Ne(z € Ry(A)FHA) & \/§ < Xz € Rs(A)F(A0),
Aplicando la hipotesis de induccion llegamos a que

Ry (A4 — ] R5(Ag) = Ra(Ag).

O<A

De este modo, como trivialmente Az € R(Ag)Va = € R, (Ap), concluimos
que (AzVa x € R, (A))EA0) pero esto es (V = R(A))(A0). Asi pues, R(Ay)
es un modelo de ZFCA mas “A es numerable”. "
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12.5 El teorema de reflexiéon

El teorema que presentamos en esta secciéon implica, entre otras cosas, que
ZF (supuesto que sea consistente) no es finitamente axiomatizable. En su forma
maés general es demostrable en ZF*+AlL

Diremos que una sucesion 6q,...,0; de expresiones de L. es adecuada si

toda subexpresion de cada 6; es de la forma 6;, con j < iy si §; = x|a, entonces
1

existe un j < i tal que 6; = Vza.
Es claro que toda sucesion finita de formulas de L. se puede extender hasta
una sucesiéon adecuada de expresiones de L.

Teorema 12.30 Sea 601, ...,0; una sucesion adecuada de expresiones de Lyc.
Si M C N son dos clases cualesquiera tales que @ € M y para toda férmula 6;
que sea de la forma Nza(z,xq,...,2,) se cumple

N N
Nzi-z, € M(Nz € N=a™(z,21,...,2,) = Vo € M=a" (z,21,...,2,)),
entonces todas las expresiones de la sucesion son absolutas para M — N.

DEMOSTRACION: Vamos a demostrar por induccién sobre ¢ que cada 6; es
absoluta para M — N. De hecho, todas las posibilidades para 0, se tratan de
forma evidente salvo los casos 0; = Aza y 0; = x|a. Veamos, pues, estos dos.

Si 0; = Aza, por hipotesis de induccién tenemos que

Nezy -z, EM(aM<—>aN).

Obviamente entonces, Azy---x, € M((Aza)Y — (Aza)). Por otra
parte, al combinar la hipotesis del teorema con la hipotesis de inducciéon te-
nemos la implicacién contraria.

Supongamos ahora que ; = z|a. El hecho de que la sucesion dada sea
1

adecuada nos da entonces la hipétesis de inducciéon para Vzo, es decir,
1 1
ANzy-z, € M(Vz € MaM & Vir e NaN).

Fijados z1,...,2, € M, o bien no se da ninguna de las dos equivalencias,

en cuyo caso 0 = @ = 6N, o bien se dan ambas. Sea z € M el tnico
1 M P 1 h. - . d . d . b b- 2

que cumple o™ (x,x1,...,2z,). Por la hipotesis de induccién sobre a también

aN(z,x1,...,2,), es decir, el tinico elemento de M que cumple o™ es el tinico

elemento de N que cumple oV, luego (z|a)™ = (z|a)™. "

El teorema de reflexién es un caso particular del teorema siguiente:

Teorema 12.31 Sean ¢1,...,¢, formulas de Li.. Sea {Z4}aca una sucesion
de conjuntos tal que Naf(a < B — Zo C Zg) y NN\ Zy = J Zs. Sea Z =
<A

U Z.. Entonces® para cada ordinal o existe un ordinal limite X > « tal que
ae
@1, .., ¢ son absolutas para Zy — Z.

9Con el convenio usual de que la descripcién impropia es @ tenemos que suponer ademaés
que @ € Z.
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DEMOSTRACION: La idea de la prueba es la misma que la del teorema de
Loéwenheim-Skolem, s6lo que no necesitamos el axioma de eleccion porque vamos
a elegir ordinales. Extendemos la sucesion de férmulas dada a una sucesion
adecuada de expresiones 64, ..., 0.

Para cada indice i tal que §; = Az (x,z1,...,2,), con n > 1, definimos
la funcion G; : Z™ — Q tal que Gi(x1,...,2,) es el minimo ordinal 7 tal
que Vo € Z,~%(x,x1,...,2,) si existe tal n y Gi(z1,...,2,) = 0 en caso
contrario.

Definimos F; : 2 —  mediante

Fi(§) = U Gily)

yGZéL

Si 0; = A\xy(z), sin variables libres, definimos F; : @ — Q de modo que
F;(€) es el minimo ordinal 7 tal que Vz € Z,—¢#(x) o bien F;(€) = 0 si no
existe tal 7.

Para los indices ¢ tales que #; no es una generalizacion definimos F; como la
funcién nula. Dado « € 2, llamamos o al menor ordinal > « tal que @ € Z,,.
Definimos una sucesion {5, }pe., mediante

Bo = oo, ﬁp-‘rl:(6p+l)UFl(Bp)U"'UFk(ﬁp)'

Como la sucesion es estrictamente creciente, A = |J B, es un ordinal limite,
pPEW
obviamente A > «. Vamos a probar que cumple lo pedido. De la construccion

se sigue que si § < € entonces F;(§) < F;(e). A su vez esto implica que si § < A
entonces F;(d) < A. En efecto, existe un p € w tal que § < B, con lo que
Fi(é) < Fi(ﬂp) < ﬂp+1 <A

Para probar que las expresiones #; son absolutas para Zy — Z aplicamos el
teorema anterior. Suponemos que 6; = Axip(x,z1,...,2,) (tal vez n = 0) y
hemos de probar que

Azy-z, € Zy(Vz € Zﬂpz(ac’ml,...,xn) —Vz e Z,\ﬁwz(ac’gcl,...,mn)).

Fijamos x1,...,2, € Z, (en el caso en que n # 0). Entonces existe un
ordinal § < X tal que z1,...,z, € Zs. Sea nn < A el minimo ordinal tal que
Vz € Z,y~p?(z,21,...,22).

Sin > 0 entonces n = Gi(x1,...,2,) < F;(0) < Ay si n = 0 entonces
n = F;(0) < A. En cualquier caso tenemos que Z,, C Zy, luego concluimos que
Vaz € Zy—~?(x,1,...,2,), como tenfamos que probar. "

Si suponemos el axioma de regularidad y el axioma de partes, es decir, en
ZF, el teorema anterior se aplica a la sucesion

V= Va.
(6119

Asi tenemos el teorema de reflexion propiamente dicho:
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Teorema 12.32 (Teorema de reflexion) Si ¢1,...,d, son formulas de Ly,
entonces para todo ordinal a existe un ordinal limite A > « tal que las formulas
dadas son absolutas para V.

En particular, puesto que V' es un modelo de ZF, si I" es un conjunto finito
de axiomas de ZF, en ZF se demuestra que V F I'; luego por el teorema anterior
existe un conjunto M = V), tal que M F I', y por el teorema 12.13 esto equivale

M1 .
aME I'. Asi pues:

Teorema 12.33 SiI' es un conjunto finito de axiomas de ZF, en ZF se demues-
tra que existe un conjunto M que es un modelo transitivo de T'. En particular
Z}—F Consis T

Como consecuencia inmediata:

Teorema 12.34 Ninguna extension consistente de ZF es finitamente azioma-
tizable.

DEMOSTRACION: Supongamos que I' es un conjunto finito de sentencias de
L. entre cuyas consecuencias estén todos los axiomas (y, por consiguiente, todos
los teoremas) de ZF. Vamos a probar que I' es contradictorio. Por el teorema
de reflexion (que es demostrable a partir de I') existe un modelo M = V) tal
que las sentencias de I' son absolutas para M — V', luego M F I', luego también
M E T Asi pues, ' - VM M E I—I‘—I, luego I' F Consis rf—l, y el segundo
teorema de incompletitud de Gédel implica entonces que I' es contradictorio.

n

12.6 Consideraciones finales

Tal vez la principal conclusion que el lector deberia extraer de este capi-
tulo es que disenar una teoria de conjuntos es precisamente eso, una cuestion
de diseno, y no una cuestion de “capturar” en algin sentido, la “esencia” de lo
que son los conjuntos. Podemos disenar teorias de conjuntos con o sin conjun-
tos infinitos, con y sin conjuntos no numerables, con y sin Atomos, con y sin
funciones de eleccion, etc. Entre otras variantes que no hemos discutido aqui
podemos destacar las teorias de conjuntos no estandar, que incorporan ntme-
ros naturales infinitamente grandes y niimeros reales infinitamente pequenos, es
decir, conceptos que formalizan el concepto de “magnitud infinitesimal” que los
matematicos y los fisicos han manejado informalmente durante varios siglos.

De entre toda una amplia gama de posibilidades ZFC y NBG tienen el nivel
de complejidad adecuado para que se consideren hoy en dia las teorias de con-
juntos “estdndar”, en el sentido de que una afirmaciéon matematica se considera
“demostrada” si puede probarse en cualquiera de estas dos teorias equivalentes.
En esta eleccién no sélo se tiene en cuenta la capacidad expresiva de las teo-
rias (ciertamente, en ZFC puede formalizarse cualquier argumento que cualquier
matematico juzgue “convincente”) sino también la simplicidad a la hora de tra-
bajar en ellas. Por ejemplo, en KPI+AP+AE puede formalizarse la mayor parte
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de la matematica actual, y es una teoria bastante mas débil que ZFC, pero al
matematico no familiarizado con la logica le resulta artificial tener que pararse
a analizar la complejidad sintactica de sus afirmaciones (es decir, situarlas en
la jerarquia de Lévy) y, desde luego, le resulta totalmente injustificable que se
le prohiba afirmar la existencia de un conjunto s6lo porque la férmula con que
pretende definirlo es demasiado compleja. Lo mismo sucede con las teorias de
conjuntos no estandar, en las que no caer en contradicciones requiere un control
continuo sobre la estructura sintactica de las afirmaciones que se manejan, algo
ajeno a la practica matematica habitual y que, por consiguiente, reduce drésti-
camente el nivel de popularidad que pueden alcanzar estas teorias alternativas.
Por el contrario, cualquier argumento matemaético usual se formaliza en ZFC o
NBG “de forma natural”, en el sentido de que una gran parte de los mateméticos
profesionales escriben teoremas de ZFC sin conocer siquiera los detalles técnicos
de ZFC, y dicho desconocimiento no provoca nunca errores anélogos a los que
podria cometer alguien que creyera haber demostrado algo en KPI y su prueba
fuera errénea por haber utilizado, por ejemplo, especificaciéon para una formula
31 no A;. Obviamente, un matematico que trabaje en ZFC también puede
cometer errores, pero, salvo que el asunto sea una cuestién muy intimamente
relacionada con la teorfa de conjuntos, dichos errores los puede detectar cual-
quier matematico competente aunque tampoco conozca los detalles técnicos de
ZFC.

El lector no deberia quedarse con la idea de que ZFC o NBG son las teorias
“mas completas” de entre todas las posibles. Son las mas completas de entre las
que considera “indiscutibles” la mayor parte de la comunidad matematica, pero
ZFC puede extenderse con una gran variedad de axiomas adicionales, que a su
vez tienen consecuencias no triviales (y a menudo mutuamente contradictorias)
en varias ramas de la matemaética, no solo la teoria de conjuntos propiamente
dicha, sino también la topologia, el anéalisis o el algebra.

Aunque puede especularse sobre qué teorias de conjuntos describen mas fiel-
mente nuestra nociéon intuitiva de conjunto, en realidad esto no es especialmente
importante, como puede entenderse pensando en la geometria: no cabe duda de
que la tnica geometria que se ajusta exactamente a nuestros conceptos intuiti-
vos de punto, recta y plano (y todos los relacionados, como perpendicularidad,
paralelismo, etc.) es la geometria tridimensional euclidea (y la bidimensional, si
nos restringimos a la geometria plana), pero esto no es razon para considerar
que las geometrias no euclideas (o las geometrias euclideas de dimensiones supe-
riores) tienen menos valor matematico o son, en cualquier sentido, “geometrias
de segunda clase”. Del mismo modo, aunque puede cuestionarse, por ejemplo,
que el concepto de “conjunto no numerable” tenga algtin contenido intuitivo, eso
no es razoéon para desconfiar del axioma de partes de ZFC. Al fin y al cabo, un
conjunto no numerable no es nada mas extrano que un plano en el que no hay
rectas paralelas.

De los cuatro axiomas que hemos discutido separadamente en las teorias
ZFC y NBG: los axiomas de infinitud, partes, regularidad y eleccion, los dos
primeros son de naturaleza muy distinta a los dos tdltimos. Los dos primeros
“anaden conjuntos”, mientras que los dos tltimos “eliminan conjuntos”. Con esto
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queremos decir que, por ejemplo, si partimos de un modelo M de ZFC menos
V = R, podemos obtener un modelo de ZFC sin mas que tomar M, como el
conjunto de los objetos de M que satisfacen la féormula “x es regular”, con la
misma relacién de pertenencia. Este argumento puede formalizarse en ZF*+Al
de forma totalmente natural, con lo que
- Consis ZFC — V =R’ < Consis ZFC'.
ZF*+Al

Lo mismo sucede con el axioma de eleccion: Puede probarse que a partir de
cualquier modelo M de ZF puede obtenerse un modelo My de ZFC sin méas que
quedarse con los objetos de M que cumplen una propiedad “z es constructible”
definida adecuadamente, y la prueba se formaliza sin dificultad en ZF*+AlI, por
lo que

- Consis ZF '+ Consis ZFC .
ZF*4+Al

En cambio, si partimos de un modelo M de ZFC—AP, en principio puede
suceder que en él no haya conjuntos no numerables, luego para construir un
modelo de ZFC a partir de él habria que anadir de un modo y otros ‘“nuevos
conjuntos” no numerables (sin perjuicio de que sblo fueran no numerables in-
ternamente, pero el modelo completo fuera numerable, tal y como explicamos
al tratar la paradoja de Skolem). Y no esta claro como construir un modelo de
ZFC a partir de un modelo de ZFC—AP. Méas atn, no es que “no esté claro”,
sino que podemos probar que no es posible construir un modelo de ZFC a partir
de un modelo de ZFC—AP por un procedimiento formalizable en ZFC, pues en
tal caso tendriamos que

- Consis ZFC — AP ¢ Consis ZFC',
ZFC
pero hemos visto que ZFC Consis' ZFC — AP—l, por lo que llegariamos a que
F Consis I_ZFC—I,
ZFC

y el segundo teorema de incompletitud de Godel nos daria que ZFC es contra-
dictorio (y también ZFC—AP). Asi pues, dado que cualquier argumento conjun-
tista “convincente” es formalizable en ZFC, podemos concluir que, si ZFC—AP
es consistente, es imposible dar una prueba metamatematica “convincente” de
que la consistencia de ZFC—AP implica la consistencia de ZFC, justo al revés
de lo que sucede con V' = R o AE.

Lo mismo vale para el axioma de infinitud. Se trata de un axioma que
“anade conjuntos” porque en un modelo de ZFC—AI no tiene por qué haber
conjuntos infinitos, y en uno de ZFC tiene que haberlos. Y el hecho de que
thc Consis' ZFC — Al hace que si ZFC es consistente, es imposible probar que

lo es aun suponiendo la consistencia de ZFC—AI, por el mismo argumento em-
pleado con AP.

Asi pues, Al y AP son los dos axiomas “fuertes” de ZFC (en realidad el
axioma del reemplazo pertenece a esta misma categoria con respecto a la teoria
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de Zermelo), mientras que los axiomas de regularidad y eleccion son axiomas
“débiles” en el sentido de que anadirlos aumenta el conjunto de teoremas, pero
no el conjunto de teoremas aritméticos (y en particular no puede dar lugar a
una demostracion de la sentencia 0 # 0 salvo que ya pudiera ser demostrada sin
el nuevo axioma).



Apéndice A

Conceptos elementales de la
teoria de conjuntos

En este apéndice recogemos por completitud los conceptos que conforman el
vocabulario bésico en torno a los conjuntos.

A.1 Definiciones basicas

En esta seccion representaremos por letras minusculas objetos arbitrarios
T,y,z...y por letras maytusculas colecciones de objetos A, B,C, ..., y escribi-
remos ¢ € A cuando el objeto x sea uno de los integrantes de la coleccion A.
En caso contrario escribiremos = ¢ A. Usaremos la notacion {z | ¢(z)} para
referirnos a la coleccion de todos los objetos « que cumplen la propiedad ¢(z).
La notacion {xl, . 795,1} representaré a la coleccion formada exactamente por
los objetos x1,...,Ty.

Esto (al igual que todo cuanto vamos a exponer en esta seccion) es tan
general que admite interpretaciones muy diversas. Podemos entender que los
objetos a los que nos referimos son objetos metamatemaéticos bien definidos in-
formalmente, como los niimeros naturales, los signos de un lenguaje formal, las
sucesiones finitas de signos, etc., y que las colecciones de objetos son criterios
bien definidos informalmente que especifican algunos de estos objetos (como la
coleccion de los nameros pares, o la de las formulas de un lenguaje formal, etc.)
y que las propiedades ¢(x) son propiedades bien definidas informalmente, (como
“ser un nimero par” o “ser una sucesion finita de ntimeros naturales”, etc.), pero
también podemos entender todo cuanto vamos a decir como definiciones y teo-
remas de diversas teorias formales. Puesto que s6lo vamos a dar definiciones
elementales y presentar consecuencias inmediatas, resulta evidente que todos los
resultados que presentamos aqui son formalizables en cualquier teoria axiomé-
tica que retna los requisitos minimos para ello, que iremos explicitando segiin
los vayamos necesitando.

467
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De momento sbélo necesitamos que la teoria en cuestién proporcione un sen-
tido preciso a las expresiones x € Ay {z | ¢(x)} (v no a todas las expresiones
de este tipo, sino sélo para los casos concretos de propiedades ¢(x) que vamos a
considerar) y que nos permita afirmar que si dos colecciones de objetos tienen los
mismos elementos, entonces son la misma colecciéon de objetos. Formalmente:

AXY(Nu(ue X < ueY)— X =Y),

pero también podemos interpretar informalmente expresiones como ésta, enten-
diendo que significan lo que obviamente pretenden significar (en este caso, que
dos colecciones con los mismos elementos son iguales).! Aunque ningtin nombre
se adeciia a todas las interpretaciones posibles, emplearemos la palabra “clase”
para referirnos a las colecciones de objetos, si bien, segin el contexto, “clase” de-
bera entenderse como “coleccién metamatemética”, “conjunto de ZF*”, “clase de
ZF*”, “conjunto de APy”, etc., e igualmente “propiedad” deberé entenderse como
“propiedad metamateméatica bien definida” o como “féormula de un determinado
lenguaje formal”.

El algebra de clases Dadas dos clases A y B, se define su union y su inter-
seccidn, su complemento y su diferencia respectivamente como

AUuB={z|z€ AV € B}, ANnB={z|ze€ ANx € B},
A={x|x ¢ A}, A\B={x|x€ ANz ¢ B}.
La clase universal y la clase vacia se definen como:
V={z|z=ux} o ={z|z#x}.

Se dice que una clase A es una subclase de B o que estd incluida en una
clase B si cumple

AcCcB=Nz(zr€ A—x€B).

Asi, toda clase A cumple que @ C A C V. Es inmediato comprobar las
propiedades siguientes:

AU(BUC)=(AUuB)UC, AUB=BUA, ACAUB,
AN(BNC)=(ANnB)NnC, AnB=BNA, ANBCA,

AUu(BNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC).

1A lo largo de este libro hemos expuesto numerosas teorias axiométicas muy distintas
entre si que permiten formalizar (siempre trivialmente) los conceptos que vamos a presentar
aqui, desde teorias de conjuntos, como la teoria basica de conjuntos B, o la teoria ZF*, en
la que podemos interpretar las colecciones de objetos como conjuntos o también como clases
de conjuntos definidas por formulas, o teorias como NBG* en la que las clases estan también
formalizadas, o teorias como AP3 en la que los objetos son nimeros naturales y las colecciones
de objetos son los conjuntos de la teoria, etc.
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Aplicaciones A partir de aqui necesitamos contar con que, para cada par de
objetos z, y, existe otro objeto, que llamaremos par ordenado (x,y), de forma
que se cumpla la relacién fundamental:

Nzyzw((2,y) = (z,w) <> 2 =2 Ay = w).

La definicién concreta de los pares ordenados es irrelevante para todo lo que
vamos a definir a continuacién.?

Se define el producto cartesiano de dos clases A 'y B como la clase
AxB={z|Vablac ANbE BAz=(a,b))}.
En general, usaremos la notacién
{(a,) | 6(a,b)} = {x | Vab(z = (a,b) A 6(a,b))}.
Por ejemplo, en estos términos podemos escribir, mas brevemente:
Ax B={(a,b)|ac ANbeE B}.

Una clase F es una funcion si sus elementos son todos pares ordenados y un
mismo conjunto x no aparece como primera componente de dos pares distintos
en F, es decir,

F es una funcion = Az € FVuwwx = (u,v)

A Nuvw((u,v) € F A (u,w) € F — v =w).

Se define el dominio (rango) de una clase A como la clase de las primeras
(segundas) componentes de los pares ordenados que pertenezcan a A, es decir,

DA ={x | Vy(z,y) € A}, RA={z | Vy(y,z) € A}.

De este modo, si F' es una funciéon y € DF’, existe un tnico conjunto y tal
que (z,y) € F. Lo representaremos por y = F(x) y lo llamaremos imagen de x
por F. Formalmente, definimos

F(z)=y| (v,y) € F,

teniendo en cuenta que F(z) puede ser una descripcion impropia, pero sabemos
que es propia siempre que F' es una funcion y x € DF.

2La definicion usual en las teorias de conjuntos es (z,y) = {{z},{z,y}}, pero en otras
teorias podemos tener definiciones alternativas. Por ejemplo, en la aritmética de Peano po-
demos definir pares ordenados aritméticos de nimeros naturales(definicién 5.14) que sirven
como interpretacién posible de los pares ordenados que vamos a considerar aqui, pues cum-
plen igualmente la relacién fundamental. Si consideramos objetos definidos informalmente, no
necesitamos definir los pares ordenados de ninguna forma particular: simplemente, siempre
que tenemos dos objetos bien definidos z, y, podemos considerar que el par (z,y) es un nuevo
objeto bien definido.
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Una clase F' es una aplicacion de una clase A en una clase B si cumple3
F:A— B=F esuna funcion A DF = AANRF C B.

De este modo, una aplicaciéon F' : A — B asigna a cada x € A una unica
imagen F(x) € B.

Una aplicacion F : A — B es inyectiva si \rvy € A(F(z) = F(y) — z = y),
es decir, si elementos distintos en A tienen imégenes distintas en B.

Cuando F' es una funcion y F'(z) = y, se dice también que = es una anti-
imagen de y por F.

Si F': A — B, cada elemento de b puede tener varias antiiméagenes en A o
no tener ninguna. Se dice que F' es suprayectiva si REF' = B, es decir, si cada
elemento de B tiene al menos una antiimagen en A.

Una aplicacion F': A — B es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva,
es decir, si cada elemento de A se corresponde con un Unico elemento de B y
viceversa.

Notas A veces se define la grdfica de una aplicacion F : A — B como la
clase {(z, F(z)) | x € A}, pero conviene tener presente que, de acuerdo con las
definiciones que hemos dado, la grafica de F' coincide con F'.

También conviene observar que si F': A — By B C C, entonces también
F: A— C, por lo que la nocién de suprayectividad no depende tinicamente
de F, sino de F' y de B. L]

SiF:A— By C C A, sedefine F[C] = {F(z) | z € C} C B. Formal-
mente,

F[C]={be B|VeeCb=F(c)}.
Similarmente, si D C B se define F~1[D] = {x € A | F(x) € D}.
Es facil probar que

F~[Dyu Dy = F[DiJU F 1Dy, F~DyNnDy) = F DN F 1Dy,

Asi mismo F[Cy U Cy] = F[C1] U F[Cs], pero F[C1 N Cy] C F[C1] N F[Cs] y en
general no se da la igualdad.

En general, para una clase arbitraria A definimos A~! = {(x,y) | (y,z) € A}.
De este modo, si F': A — B biyectiva, se cumple que =1 : B — A biyectiva,
y se dice que F~! es la aplicacidn inversa de F.

Notemos que en este contexto tenemos dos definiciones distintas de F'~1[D],
pero ambas son equivalentes.

3Considerar a las aplicaciones como clases de pares ordenados es un convenio conjuntista
necesario para formalizar el concepto en determinadas teorias de conjuntos, pero que no es
imprescindible para que tenga sentido lo que sigue. En realidad basta con que para cada
objeto € A esté bien definido un tnico objeto F(z) € B.
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Dada una clase A, la aplicacion I4 : A — A dada por Az € Als(x) =z, se
llama identidad en A. Si A C B, la identidad en A considerada como aplicaciéon
A — B recibe el nombre de inclusion de A en B.

SiF: A— By C C A, se define la restriccion de F' a B como la clase
F|lc = FN(C x B), de modo que F|¢c :C — By Ac € CFlc(c) = F(c).

En general, dadas dos clases A y B, definimos su composicion como la clase
Ao B ={(z,y) | Va((z,2) € AN (2,9) € B)}.
Es facil ver que (Ao B)oC =Ao(Bo(). SiF:A—ByG:B—C,
entonces F oG : A — C'y se cumple? que Az € A(F o G)(z) = G(F(x)).

Relaciones Una clase R es una relacion en una clase A si R C A x A. En tal
caso, en lugar de escribir (x,y) € R, se escribe x Ry y se lee “x esta relacionado
con y”. En estas condiciones:?

1. Res reflexivasi Ao € Az R .

2. R es irreflexivasi Ao € A—x R .

3. R es simétricasi \vy € A(x Ry — y Rx).

4. R es antisimétricasi Aoy € A(x Ry Ny Rz — x = y).
5. R es asimétricasi \vy € A(x Ry — -y Rx).

6. R es transitiva si Nayz € At RyAy Rz — z R 2).

7. Res conezasi N\zy € A(x RyV y Rx).

Relaciones de equivalencia Una relacidn de equivalencia en una clase A es
una relaciéon reflexiva, simétrica y transitiva en A.

Si R es una relacion de equivalencia en A y a € A, se define la clase de
equivalencia de a respecto de R como la clase [a]p = {z € A | x Ra}. Sino hay
confusion suprimiremos el subindice R.

De la reflexividad se sigue que a € [a], por lo que [a] # @. Asi mismo es
facil probar que

Nry € A(z Ry + [z] = [y]),

Nzy € A(mz Ry < [z] N [y] = 2).

4Es frecuente definir F o G de modo que (F o G)(x) = F(G(x)), pero, cuando se trabaja
con muchas aplicaciones, es mucho mas facil invertir el orden cuando se deshace una com-
posicion que cuando se ha de plasmar por escrito una composicién cuyo esquema esta claro
mentalmente.

5Como en el caso de las aplicaciones, considerar que una relacién es una clase de pares
ordenados no es imprescindible en todos los contextos. Para que lo que sigue tenga sentido
basta con que, para cada par de objetos a,b € A, esté bien definida la afirmacién a Rb.
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Relaciones de orden Una relacion de orden en una clase A es una relacion
reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. A veces se dice también que R es
una relacion de orden parcial, mientras que una relacion de orden total es una
relacion de orden conexa.

Es habitual representar las relaciones de orden mediante el signo <, enten-
diendo que éste hace referencia a relaciones distintas segtn el contexto.

Una relacion de orden estricto en una clase A es una relacion irreflexiva,
asimétrica y transitiva. Es claro que si < es una relaciéon de orden no estricto
en una clase A, entonces la relacion dada por x <y = (x <y Az # y) es una
relacion de orden estricto en A y, reciprocamente, si < es una relaciéon de orden
estricto en A, entonces la relacion dada por ¢ <y = (x <y V = y) es una
relaciéon de orden no estricto en A, por lo que ambos conceptos son equivalentes.

Sea A una clase ordenada por la relacion <y sea B C A. Entonces:

1. M € A es una cota superior de B si Ao € Bx < M,

2. m € A es una cota inferior de B si Ao € Bm < z,

M € A es un mazimalde Bsi M € By Az € B(M <z — M = z).

m € A es un minimalde Bsim € By Nz € B(x <m — z =m).

ek W

M € A es el supremo de B si M es una cota superior de B y
Az € A(z es una cota superior de B — M < ).

6. m € A es el infimo de B si m es una cota inferior de B y
Az € A(z es una cota inferior de B — z < m).

7. M € A es el mdximode B si M € By M es una cota superior de B.
8. m € A es el minimo de B si m € B 'y m es una cota inferior de B.

Es facil ver que en un conjunto totalmente ordenado todo maximal es maxi-
mo y todo minimal es minimo. Si un conjunto tiene méximo o minimo, supremo
o infimo, entonces éstos son unicos. El supremo (infimo) de una clase es maximo
(minimo) si y s6lo si pertenece a la clase.

Cuando tenemos una clase A ordenada por una relacion < y una subclase
B C A, consideramos, aunque no se indique explicitamente, que B esté ordenada
por la restriccion de < a B, es decir, con la intersecciéon de < con B x B, de
modo que si z, y € B, se cumple x < y como elementos de B si y sblo si se
cumple como elementos de A.

Es inmediato comprobar que esta restricciéon es un orden en B. Mas atn, B
esté totalmente ordenada si A lo esté.

Una aplicacion F' : A — B entre dos clases ordenadas por respectivas
relaciones de orden <; y <o es mondtona creciente o, simplemente, creciente
(respecto a dichas relaciones), si

Nzy € A(x <1 y — F(x) <5 F(y)).
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Se dice que F' es mondtona decreciente o decreciente si cumple
Ny € Az <1y = F(y) <2 F(z)).

Se dice que F es estrictamente mondtona creciente o decreciente si se cum-
ple esto mismo cambiando las desigualdades no estrictas < por desigualdades
estrictas <.

A.2 Otros conceptos conjuntistas

Mientras los resultados de la seccién anterior son formalizables en cualquiera
de las teorias que hemos considerado en este libro dotadas de una relacion de
pertenencia, recogemos aqui unos pocos resultados adicionales cuya formaliza-
cion puede requerir algunos supuestos adicionales.

Clases cociente Si R es una relacion de equivalencia en una clase A, definimos
la clase cociente de A respecto a R como la clase A/R de todas las clases de
equivalencia de R, es decir,

A/R={lz]r |z € A}.

La dificultad que presenta la formalizaciéon de este concepto es que requiere
que unas clases (en este caso las clases de equivalencia de R) puedan ser ele-
mentos de otras clases (en este caso de la clase cociente A/R) y no todas las
teorias permiten esto.

En general, una clase C' (cuyos elementos sean clases) es una particion de
una clase A si cumple

1. NeeCxCc ANz #92),

2. Nae AVz e Ca €z,

3. NeyeCla=yVvaeny=2).

Tenemos, pues, que si R es una relacion de equivalencia en una clase A,
entonces la clase cociente A/R es una particion de A.

Ejercicio: Probar que si C' es una particion de una clase A, entonces existe una
relacion de equivalencia R en A tal que C = A/R.

Buenos 6rdenes Un buen orden en una clase A es una relaciéon de orden <
en A respecto a la cual toda subclase de A no vacia tiene un minimo elemento.
(También se dice que A esta bien ordenada por <.) Todo buen orden es un
orden total, pues si z, y € A, tendremos z < y o y < z segin quién sea el
minimo de {z,y}.

La dificultad de este concepto es que no todas las teorias axiométicas per-
miten formalizar el concepto de “toda subclase”. Por ejemplo, cuando en la
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teoria B demostramos que todo ordinal x estd bien ordenado por la inclusiéon
(teorema 3.14), hay que entender que todo subconjunto de = no vacio tiene un
minimo elemento, y cuando en 3.18 demostramos que la clase Q de todos los
ordinales es un ordinal, el resultado previo debe entenderse en principio como
que todo subconjunto de 2 (no toda subclase) no vacio tiene minimo elemento,
pues sblo esto puede expresarse mediante una féormula de £y, y demostrarse en
la teoria basica B. Ahora bien, luego resulta que, para cada subclase A C €2 no
vacia (definida mediante una formula ¢(z)) puede probarse que tiene minimo
elemento, pues si @ € A, o bien « es el minimo de A, o bien AN« es un subcon-
junto de € no vacio, que tendra minimo elemento, y dicho minimo sera también
claramente el minimo de A.

A.3 La jerarquia de Lévy

En esta seccion recopilamos los resultados sobre la complejidad de los con-
ceptos basicos de la teoria de conjuntos respecto de la jerarquia de Lévy definida
en 6.1.

Conceptos Ag en la teoria basica B (luego también en KP y en ZF*):
cz=zUys Nuczuervuey ANuerzueczANuecyucz,
cz=zNysNucziuerhuey) ANN\uez(ucy = ucz),
cz=ax\yeoNuezuezhugy) ANuex(ugy—ucz2),

2= Nuczu#u,

1
2
3
4
5. z2=Ur e NuezNverzueva AvezAuevuez,
6. rCy<Nuczucy,
7. w={u,v}vcwAvcw ANz cw(@=uVar=u),
8. w= (u,v) < Vrs € w(r = {u} A s={u,v})

ANz €w (x ={u} Vz={uv}),
9. y=2'" = Nucyueczvu=a2)ANuczucyrzcy,
10. z es transitivo < Au € z u C =,
11. z es €-conexo <> Auv € z(u €v Vv € uV u =),
12. 7 es una relacion <+ Az € rVw € 2Vuv € w z = (u,v),

13. 7 es una relacion en a «> Az € rVuv € a z = (u,v),

14. f es una funcién <> f es una relacion A Azy € fAr € z\s €y
NAuv € rAw € s(z = (u,v) Ay = (u,w) = v =w),

15. f:x — y <> f es una funcion A Az € fVu e z\Vv ey 2z = (u,v)
ANuexz\veyVze fz=(u,v).
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Dejamos como ejercicio probar el caracter Aq de las formulas “f : & — y es
una aplicaciéon inyectiva, suprayectiva, biyectiva”, asi como “r es una relaciéon en
a reflexiva, irreflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva, conexa, de equivalen-
cia, de orden, de orden total”. Ninguna presenta dificultad teniendo en cuenta
los resultados precedentes.

Ordinales La féormula “x esta bien fundado” es I1; en la teoria B, pues equivale
a

Nu(uCaxAu+#2 — Vveuwevw¢u).

y lo mismo vale para x € . Sin embargo, en cualquier teoria en la que se
demuestre que todo conjunto esta bien fundado (por ejemplo, en KP o en ZF*
maés el axioma de regularidad) tenemos que = € Q es Ag, pues

x € () <> x transitivo y €-conexo.

A su vez, en cualquier teoria en la que x € Q sea Ag, también son A las
formulas siguientes:

1. = es un ordinal sucesor <+ x € QA Vy €z z =1/,
2. x es un ordinal limite <> z € Q@ Az # @ A x no es un ordinal sucesor,

3. r€we€QANuEx(u=0Vusucesor) A (z =0V x sucesor).

Observemos que la relacion de orden (estricto) en los ordinales es Ay porque
no es mas que la inclusion (resp. la pertenencia).

Si suponemos el axioma de infinitud (de modo que w es un conjunto) tenemos
ademas que w es Ag, pues

y = w <> y es un ordinal limite A A\u € y (u = 0V u es sucesor).
Conceptos Ay en cualquier extensiéon de B que pruebe su existencia
(por ejemplo en KP o en Z*):

l.z=azxy e NucaAveyVwe zw=(u,v)
ANNwe2Nuez\veyw= (u,v),

2. z=Dx & Nwe zVuecz\VrewVov erw=(u,v)
A Nu € zVw e 2\r e wVv er w=(u,v),

3. z2=Rr & Nwe Vv eaxVrewVuecrw= (u,v)
ANvexVwe 2\Vr e wVu er w=(u,v),

4. y=flx] = NveyVuez\Vze f 2= (u,v)
ANz € fAuexA\w e z\v € w(z = (u,v) = v €y),
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5. 0=f 1yl NucaVveyVze fz=(u))
ANveyNz e fAw e zA\u € w(z = (u,v) = u € x),

6. y=a"t < Nz eyVw e z2Vuw € wV2' € 2(z = (u,v) A 2 = (v,u))
ANz € zA\w € 2Auww € w(z = (u,v) = V2’ €y 2/ = (v,u)),

7. 9=flagCfANz€ fAw e zA\uv € w(z = (u,v) ANu €z — 2 € g)
ANz € gVw € 2NVu e 2\Vv cw z = (u,v),

8. h=foge NzehV e f\V € gVw € 2'Nw' € 2"Nuu! € w'
Vu' € w'(z = (u,u") A 2" = (u,u') A 2" = (u/,u”))
ANZ € fAZ" € gVz € N € 2w € 2"Nuu' € w'\u" € w”

(z = (u, ") N2 = (u, ') A 2" = (W, u")).
Conjuntos finitos La definiciéon de conjunto finito es 3;:
 es finito <> \V/ fn(n € w A f : n — z biyectiva),
mientras que la definicion de conjunto D-finito (11.6) es II;:
x es D-finito <+ =\ f(f : £ — z inyectiva no suprayectiva).

Bajo el axioma de eleccion ambas definiciones son equivalentes, por lo que la
finitud se vuelve Aj.

<w

No obstante, incluso sin AE, los términos <% y P/x, que son definibles

tanto en ZF* + AI como en KPI, son A;, pues
y=12“ o Vivw=wAfrw—VAy=URfA[f0)={2}A
Ancwlse€ f(n+1)Vte f(n)Vaex s=tU{(n,a)} A
An € whz € f(n)Aa € 2Vt e f(n+1)t = sU{(n,a)})
y
y=PlreVez=osANNucyVveczu=RuANvezVuecyu=Ro).

(Esto prueba que ambos términos son 1, luego Aq).

3i-recursion  En la prueba del teorema 12.4 se ve que la formula y = ctx
es A1 en KP. El teorema 12.7 afirma que las funciones definidas en KP por
recurrencia a partir de funciones X1 son X1 y (si su dominio es X1, en particular
si es un conjunto) son A;. De aqui se sigue que la suma y el producto de
numeros naturales, asi como la suma de ordinales, son Ay en KP.
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