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Practica 1
Espacios normados: (Generalidades

En esta primera practica se estudian algunos de los conceptos fundamentales sobre espacios normados.
La mayoria de los problemas se proponen para comprobar que algunas funciones son normas y para
comparar distintos tipos de convergencias, que corresponden a normas diferentes.

Ejemplo 1.1
Probar que, en todo espacio normado (X, ||.]|),

2
1 1
<= 2, L2
< sllall® + 5l

|3+

para cualesquiera z,y € X.

Solucion
Aplicamos la desigualdad triangular:

2

_ Ll + llyll® + 2fl= [yl

1 2
< —
< 20l + 1yl .

H;(l’ﬂ/)

Como, para cualesquiera nimeros reales a, b,
0<(a—0b)?=a*+b*—2ab

tenemos que
2ab < a? + b2.

Por tanto, 2]l ly]| < ll2]2 + ly]%, y queda entonces

2 2 2 2 2
< [Ed] +||yH4+2HwIIHyII < 2|| || I2Hyll

1
H 5(55 + )
lo que completa la prueba.

Ejemplo 1.2
Encontrar una sucesién (x(™)22,, donde cada z(™ = ( 5") én), o), fj(»") € R, que pertenezca a

{1, y que sea convergente en o, pero noen /.

Solucion

Es importante observar primero que si la sucesién (z(™)%, converge a z en f., entonces la
sucesiéon (x(") — )22, converge a 0, con lo cual basta encontrar el ejemplo de una sucesién que
converge a 0. Ademds, tanto la convergencia en el espacio f,, como en el espacio ¢; implica la
convergencia coordenada a coordenada; por ello, hay que buscar una sucesién (CC(n))Zozl € (1 que
converja coordenada a coordenada a 0 pero que no converja a 0 en /{1.

Sea zm = (€™,&{,..)) definidapor ¢€™ =0 si i<n y & =n/i2 si i >n+1. Para

)

cada n € N, se cumple que z(™ € (o y ||| = n/(n+1)2, y, por otro lado, z(™ € ¢,
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practica 1: Espacios normados: Generalidades 2

y [z, = nY e 4. Se deduce que lim, . ||z = lim,_eon/(n 4+ 1)2 = 0, si bien

lim,, o |21 # 0 puesto que

NG

2
||x(")||1>n 1 + 1 Lt 1 >L>
T \(n+1)?2 (n+2)2 (2n)2 | — 4n? —

para todo n € N.

Ejemplo 1.3
Estudiar si las sucesiones de funciones definidas por x,(t) =t" —t"*1 e y,(t) =" — 3" convergen
en C([0,1]) donde la norma viene definida por ||z|| = supycp 1 [z(t)]-

Solucion

Para empezar, como la convergencia en la norma implica la convergencia puntual,es conveniente
saber si la sucesién de funciones (x,)52; converge puntualmente a alguna funcién continua, digamos
x. Siesto es asi, esa funciéon x serd el posible limite en la norma del espacio. Posteriormente, hay
que calcular la norma de la diferencia entre los valores de la sucesién y ese posible limite; es decir,
||z — ||, ¥, por dltimo, verificar si esta sucesién de normas tiende a 0. Para hallar la norma de una
funcién, es necesario calcular el maximo del médulo de la funcién; en otras palabras, hay que hallar
el méximo absoluto M y el minimo absoluto m de la funcién en [0,1]: el mdximo del médulo
es entonces max{M,—m}. Dado que las funciones que aparecen son derivables, se puede empezar
estudiando las raices de sus derivadas.

Es evidente que z,(1) = 0 para todo n € N y es ficil ver que, para cada t € [0,1], se tiene
lfm,, 0 T (t) = lim,, oo t™ — "1 = 0. Por tanto, la sucesién (z,,)3%,; converge puntualmente a 0.
Para comprobar que la convergencia se verifica en la norma es necesario ver que lim,,_, ||z, —0]| = 0.
Comenzaremos calculando la norma de las funciones. Si z,(t) = t™ — t"*1  entonces la derivada

), (t) = nt" "t —(n+1)t" sélose anulaen el punto ¢ = ;25. Como ), (t) = n(n—1)t"">—(n+1)nt" !,
se deduce que ;,(557) = n(n — 1)7#1”72 — (n+ 1)%7#1”71 < 0 con lo cual en ese punto hay un
méximo relativo. No existen minimos relativos. En los extremos del intervalo se tiene z(0) =0 y

TL" nn+1
(D)7~ (nt1)nFl
Se concluye que

2(1) = 0. Luego el valor mximo es
n'n.+1

n"
(n+1)™ (n+1)n+1-

) mientras que el minimo es 0 7,

por consiguiente, |z,| =

nn nn+1

1 =1 — =0
ng&”%J‘ e (m+1)"  (n+1)ntt

y la sucesién (z,)52; converge a 0 en el espacio C([0,1]).

En el segundo caso, es también sencillo comprobar que la sucesién (y,,)22 ; converge puntualmente
a 0. Por otro lado, vamos a calcular la norma de la funcién y,. Como y,(t) =t" — t>* se cumple
que y,(t) = nt""' — 2nt> =1 con lo cual la derivada se anula en el punto ¢ = 5. Calculando la
segunda derivada se comprueba que y;{(zll/n) < 0. Por tanto, en ese punto hay un maximo relativo
y no existen minimos relativos. Por anularse la funcién en los extremos del intervalo, se deduce que
el valor del maximo absoluto es yn(ﬁ) y el del minimo 0. Por tanto, |ly.| = yn(ﬁ) =1
Obviamente la sucesién de normas ||y,|| no converge a 0 con lo cual la sucesiéon (y,)52; no converge

a 0 en la norma del espacio C([0,1]).

Ejemplo 1.4

Probar que la sucesion de funciones medibles en [0,1] cuyos primeros términos son X010 Xjo.1/2)?
Xp 212 Xioajar Xpajaner Xojessas - |l |lp-converge, pero no converge puntualmente para ningtin
punto de [0,1].
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practica 1: Espacios normados: Generalidades 3

Solucion

Lo esencial en este ejemplo es percatarse, por un lado, que la medida de los intervalos donde las
funciones no se anulan tiende a 0 puesto que esto implica que la sucesién p-converge a 0 y, por otro,
que la sucesion de funciones aplicada en cada punto concreto repite infinitamente los valores 0 y 1.

Aunque no es estrictamente necesario, si que resulta conveniente disponer de una férmula para la
sucesion: ésta es x, = X, 2k (any 2k siendo n=2+j, k=0,1,2,... y j=0,1,2,...,2F — 1.

La p-norma de cada funcién es

1 1/p 1.1
= P = (=)"P
leuls = ([ N ) = (50"

Es evidente que la sucesiéon de normas es decreciente y, como limkﬂm(%)l/p =0, su infimo es O.
Por tanto, limy_ .o ||Zn|l, =0, con lo cual la sucesién (z,)52; convergea 0 en L,(0,1).

Por otro lado, fijado t € [0,1], para cada k = 0,1,2,... existe j =0,1,2,...,28 — 1 tal que
t e [3/2% (G +1)/2% y asf X, ok (szk](t) = 1. Se sigue que la sucesién (z,(¢))52; tiene una
subsucesién constantemente igual a 1. Por otro lado, es evidente que si k£ > 2, entonces existe
j=0,1,2,...,2F —1 tal que t¢ [j/2% (j +1)/2%] y asi X, ok a1y 2k (t) = 0. Se deduce que existe
una subsucesién de (z,(t))52; constantemente igual a 0. Por tanto, la sucesién (xn ()22, no
converge.

1 Problemas

Ejercicio 1.1

Probar que en un espacio normado la clausura de Bs(x) es Bj(x) y que el interior de Bj(z) es
Bj(x). jEs eso cierto en un espacio métrico cualquiera?

Ejercicio 1.2
Probar que en todo espacio normado el diametro de una bola es igual al doble del radio.

Ejercicio 1.3
Probar que para dos vectores x ey cualesquiera se verifica

]| < méx ([l + yl[, o — yll)

Ejercicio 1.4
Probar que un subconjunto A de un espacio normado es acotado si y solo si para cualquier sucesion
{zn} en Ay cualquier sucesion {\,} en K que tiende a 0, la sucesién {\,x,} tiende a 0.

Ejercicio 1.5
Sea X = {z € C([-1,1]) : z(t) = x(—t) paratodo ¢t € [-1,1]} considerado como subespacio del
espacio C([—1,1]) con la norma supremo. Demostrar que X es un espacio de Banach.

Ejercicio 1.6
En el espacio (C([0,1]), ||.|lec) se considera el conjunto

M= {f € C(10,1]):0= £(0) (1) = 1},

Estudiar si M es un conjunto cerrado. ;Es M acotado? ;jEs M compacto?

VNIVERSITAT i :
B VALENCIA [é'v-] Facultat ¢ Ciéncies [\f]atematiques Analisis Funcional



practica 1: Espacios normados: Generalidades 4

Ejercicio 1.7
Probar que el espacio C([0,1]) con la norma | f| = fol |f(t)|dt no es completo. (Considerar la
sucesion de funciones {f,}52 , donde

1, site(0,1/2],
fa(t) =12 0, site[1/2+1/n,1],
ant + B, site[1/2,1/2+1/n]

elegir «, y [, convenientemente.)

Ejercicio 1.8
Probar que todo subespacio vectorial propio de un espacio normado tiene interior vacio. Deducir que
no existen espacios de Banach de dimensién numerable. (Aplicar el teorema de Baire.)

Ejercicio 1.9
Probar que ¢ es denso en c¢g. ;jEs ¢ un espacio de Banach?

Ejercicio 1.10
Para cada p > 1, se define

o0
= {antnlilon € K, Z |z, [P converge }.

n=1

(a) Probar que ¢, es un subespacio vectorial de ¢q. ;Es cerrado?

(b) Probar que si p <gq, entonces ¢, es un subconjunto de ;.

Ejercicio 1.11
Encontrar una sucesion {x(™}2
cada uno de los dos espacios indicados y que sea

(a) convergente en (o, pero no en {o

donde cada z(") = (zg"),xén), o), xg.") € R, que pertenezca a
(b) convergente en {5 pero no en {;

(c) convergente en ¢y pero no en {4

(d) convergente en ¢y pero no en {9

Ejercicio 1.12
Consideremos la sucesion de funciones

tn—‘rl tn+2

n+1 n+2

Tn(t) =
Estudiar su convergencia en los espacios (C([0,1]),] [lo) ¥ (C*([0,1]),] [l1)-

Ejercicio 1.13
Sea z¢ € [a,b]. Probar que ||f|lz, = |f(z0)| + ||f'|lo es una norma en C'(|a,b]) equivalente a

£l = 11 f1lo + 115 llo-

Ejercicio 1.14
Probar que L*(R) ¢ L'(R) y que L'(R) ¢ L?(R). ;Qué ocurre si en lugar de R consideramos los
espacios L?(I) y L(I), donde I es un subconjunto de medida finita?
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practica 1: Espacios normados: Generalidades )

Ejercicio 1.15
Supongamos que I es un intervalo acotado en R" y sea {f,}5%; una sucesién en L,(I). Probar
que se cumplen las siguientes implicaciones.

fn — f uniformemente = f, — fen la norma || ||, = f, — fen la norma | |;.
Probar que los reciprocos no son ciertos.

Ejercicio 1.16

Probar que la sucesién {nx,, ,,, }nz1 converge puntualmente pero no converge en el espacio Ly(0, 1).

Ejercicio 1.17
Probar que la identidad de (C([a,b]), | ||1) en (C([a,d]),]| |lo) es continua pero que las dos normas

sen n2z

no son equivalentes. (Considerar la sucesion definida por %% en [-m,7]. )

2 Problemas complementarios

Ejemplo 1.5
Consideremos el espacio ¢ con la norma ||.||«. Sea €' la sucesién cuyos términos son todos 0 excepto
el i-ésimo que es 1. Explicar si se puede escribir toda sucesién x = (x;) € ¢ como

o0
_ i
T = E xi€e'
i=1

Solucion

La respuesta es negativa. Basta considerar la sucesién constante
(1,1,1,.)=(1) €ec

Esté claro que

Por tanto
(1,1,1,.) =Y 1ef| = [(1,1,1,..) = (1,..,1,0,0,..) oo = 1
i=1 oo
Luego
lfm |[(1,1,1,...) = Y _1ef|| =1.
i=1 0o
Si fuera -
1,1,1,..)=) ¢
i=1
por definicién de serie
— 7. 7
(1,1,1,..) = h_)rr;ozle
luego deberia ser
lfm (1,1,1,..) = Y _1e’| =0.
i=1 oo
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practica 1: Espacios normados: Generalidades 6

Ejercicio 1.18
Consideremos el espacio {s, con la norma ||.||o. Denotaremos por e; la sucesion cuya coordenada
i-ésima es 1 y las demas 0.

.Se puede escribir toda sucesion © = (§)52, € los como x =Y .-, &e; ? Justificar la respuesta.
(Tener en cuenta la nocién de separabilidad)

Ejercicio 1.19
Probar que una bola abierta de un espacio normado es homeomorfa a todo el espacio. Probar que un
espacio normado es separable si y solo si su bola unidad abierta es separable.

Ejercicio 1.20
Si f:[0,1] — R es continua y tal que fol 2" f(z)dr = 0 para todo n =0,1,2,3,..., entonces
f(x) =0 para todo z € [a,b]. (Utilizar el teorema de aproximacién de Weierstrass.)

Ejercicio 1.21
Probar que en todo espacio normado separable de dimensién infinita X, existe una sucesion (x,)52
formada por vectores linealmente independientes tal que

X = LIN{z, :n € NJ.
(Aplicar que todo subespacio de dimensién finita es cerrado.)

Ejercicio 1.22
Probar que si S es un conjunto infinito, entonces (B(S),| |l) no es separable.

Ejercicio 1.23
Estudiar la continuidad en las normas || |lo y || |li del funcional no lineal definido en C*([0,7]) por
Ia expresion F(y) = [ (y')?.
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Practica 2
Aplicaciones Lineales

Ejemplo 2.1
Probar que los espacios ¢ y ¢y son isomorfos.

Solucion

Para cada x = {z,} € ¢ sea ((z) =lim, z,,. Entonces ¢ es una forma lineal en ¢ y como
[£(z)] < =]
para todo x € ¢, se tiene que ¢ es continua y que |¢|| < 1.

Definimos la aplicaciéon T : ¢ — ¢g

(Tx)1=4(zx) y (Tx)p =xp_1 —¥(x), n>1.

Se comprueba facilmente que T estd bien definida, es lineal y ademds que ||Tz| < 2|zl

Veamos ahora que |[Tz|| > i||z|. En el caso de que 3||z|| < [¢(z)|, resulta que

1
Sl < [(Ta)i] < | T

Supongamos ahora que |((z)| = %||z|| — &, para algin § >0. Sea m € N tal que |z,| > [z| — 0.

Entonces se tiene que
1
((T2)mt1| = Jom = U2)] 2 zm| = [€(2)] > S]]
con lo cual queda probado que [[Tz| > 3|lz||. Notemos que de la desigualdad anterior se deduce que
el nucleo de T se reduce a 0 y por lo tanto que T es inyectiva.

Veamos que es suprayectiva. Dado y € ¢y sea z, = y1 + ynt1. Entonces z €c, z1 =y y
T =y.

Ejemplo 2.2
Sea (ay,),., una sucesion acotada en un espacio de Banach E. Demostrar que la aplicacion

T : ¢, — E definida por T(x) =Y ", ant, es lineal, continua y que ||T| = sup,, ||a,].

Solucion

Sea M = sup,, |la,||. Dado m € N se tiene que si = = (z,)52, € {1, entonces

m m

[e%S)
1D anzn]| <7 llanll - el < MY |zn| = M|y
n=1 n=1 n=1

por lo tanto, se cumple que ||Tz| < M||z|/1, conlo cual T es continuay [T < M.

Por otra parte, dado € > 0 sea m € N tal que |lay| > M — e Consideremos el vector e,
cuyas componentes son todas nulas salvo la m-ésima que vale 1. Entonces T(e,) = a, luego
I > M —e.

Como € es arbitrario se tiene que ||T|| > M.
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practica 2: Aplicaciones Lineales 8

Ejemplo 2.3
Probar que en todo espacio normado de dimension infinita existen formas lineales que no son continuas.

Solucion

Sea {e;}icr una base de Hamel del espacio E. Podemos suponer que todos los vectores e; son
de norma 1. Elijjamos una sucesién de vectores de la base {e; }5°; distintos.

Para definir una forma lineal en FE es suficiente dar sus valores sobre los vectores de la base y
extenderla linealmente. Ademds, como nos interesa que no sea continua, la definiremos de forma que
no esté acotada en la bola unidad cerrada.

Definimos
ple;)) =0 si t#4,,n=12,..
ole;,) =n para n=1,2,..
Para cada z € E, podemos escribir x =), ayeg,, donde By € I, m €N y ai € K. Entonces
definimos p(z) = 7", arples,)-

Puesto que sup,, ¢(e;,) = +00 se sigue que ¢ no es continua.

Ejemplo 2.4

Sean X e Y espacios normados de dimenbio'n m y n respectivamente. Si U : X — Y es un
. . . k=1,n

operador lineal cuya matriz asociada es (ajk)J In calcular su norma como operador de f£,(m) en

loo ().

Solucion

Dado z € fo(m), sea y = Uz, entonces
0] = s o] < s Zw fou] < lele s Zw

luego
IUl} < mdx Zlagkl

Consideremos jo tal que > -, |ajox| = M. Entonces si definimos el vector z € f(m) por
2 = sign(@ o), 1 <k <m, se tiene que

U] = |Uz[| > méix Izagml > Z%kzk = Z |ajor] =
luego ||U|| =M

1 Problemas

Ejercicio 2.1
Probar que el funcional ¢ : L,(0,1) — R definido ¢(f fo ) dx es continuo y calcular su
norma.

Ejercicio 2.2
Probar la continuidad del funcional J(y fo )+ 2y/(t)) dt en el espacio (C'[0,1], | |1 ).

VNIVERSITAT i :
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practica 2: Aplicaciones Lineales 9

Ejercicio 2.3
Dados los puntos ti,...,t, del intervalo [a,b] y los niimeros reales cy,...,c,, calcular la norma del
funcional VU : C([a,b]) — R definido por U(f)=>"}_,cef(tr) , [ € C([a,b]).

Ejercicio 2.4
Sea ¢ :cog — R la funcién definida por ¢(z) =3 0", % xy,. Probar que ¢ es continua y calcular

su norma. Demostrar que no existe = € ¢g de norma 1 tal que |p| = |p(z)|.

Ejercicio 2.5
Sea  una aplicacion lineal entre dos espacios normados FE y F. Probar que ¢ es continua si, y
sélo si, cuando {a,}52, es una sucesién acotada en E, la sucesién {p(a,)}>2, estd acotada en F.

Ejercicio 2.6
Sea E = C0,2n] y consideremos el operador T : E — C([0,27]) definido por Tf = f+ f'. Estudiar
la continuidad de T en E con las normas || |lo v ||.]1-

Ejercicio 2.7
Sea o una funcién real continua en [a,b]. Probar que el funcional ¥ : C([a,b]) — R definido

U(f) = fb o(t)f(t) dt es continuo y que su norma es igual a f: lo(t)| dt.

a

Ejercicio 2.8
Sea k una funcién continua en [a,b] x [a,b] y sea U : C([a,b]) — C([a,b]) el operador definido

Uf)(s) = [ k(s,t) f(t) dt. Probar que
b
U] = méx [/ |k(s,t)| dt : s € [a,b]| .

Ejercicio 2.9
Sean X e Y espacios normados de dimensién m y n respectivamente. Si U : X — Y es un

operador lineal cuya matriz asociada es (), _ calcular su norma como operador de ¢1(m) en

Jj=1ln
k=1m’
61 (n)

Ejercicio 2.10

Consideremos una matriz infinita (@ik)?jg:1 tal que > oo > o laikl? < oo, g >1. Sea p el
conjugado de ¢q. Probar que la correspondencia que a cada sucesién = = {z;} € {, le asocia la
sucesion Az =y = {y;}, donde y; =Y, apxr, ©=1,2,.., define un operador lineal continuo
A:l, — 4.

Ejercicio 2.11
Probar que si E es un espacio normado sobre K, entonces E es isométrico a L(K,E).

Ejercicio 2.12
Probar que si el operador U del problema 8 lo consideramos definido en Lj(a,b) y con valores en
L1([a,b]), es continuo y su norma vale

b
U] = méx [/ (s, 8)] ds : £ € [a, ]

(Proceder como en el problema 8 utilizando la continuidad uniforme de k en [a,b] X [a,b] )

Ejercicio 2.13
Probar que si el operador U del problema 8 lo consideramos definido en Lj(a,b) y con valores en
C([a,b]), es continuo y su norma vale

IU|| = méx [|k(s,t)| : s,t € [a,b]].
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practica 2: Aplicaciones Lineales 10

Ejercicio 2.14
Probar que si el operador U del problema 8 lo consideramos definido en Ls([a,b]) y con valores en
Lo([a,b]), es continuo y su norma estd mayorada por | k(s,t)||2.

2 Problemas complementarios

Ejercicio 2.15
Calcular la norma del operador T : C[0,1] — C[0,1] definido por

(Tz)(t) :/0 ez (s) ds.

Ejercicio 2.16
Se define el funcional T :C([-1,1]) = R por

Calcular la norma.

Ejercicio 2.17
Sea X el subespacio de C([0,1]) generado por las funciones t*> y 1.
(a) Probar que si z(t) = at>+f, con a,3 € R y t € [-1,1]; entonces ||z| = max{|a+23|,|3|}.
(b) Se define f: X — K por f(r)=a+ 3, dondex € X es x(t) = at? + 3. Demuestra que f
es lineal, continua y calcula su norma.

Ejercicio 2.18
Dada o = (0,)5%, € €1 se define T : ¢y — ¢o por

T((@n)ies) = (3 aum)

Demostrar que T es una aplicacion lineal continua y calcular su norma.

oo

n=1

Ejercicio 2.19

Sea X = {f :C([0,400]) tales que lim, o f(x) =0} dotado con la norma |.||s. Comprobar
que T : X — X definido por T(f)(x) = f(x)senx es un operador lineal y continuo y calcular su
norma.

Ejercicio 2.20
Sea1l<p<ooyseade L?P([0,1]). Para cada x €€ L?!([0,1]) se define

(Tz)(t) == p(t)x(t)

p-c.t. t € [0,1]. Demostrar que T define una aplicacion lineal y continua entre los espacios de Banach
L?P(]0,1]) y LP([0,1]), y calcular su norma. ;Qué ocurre si p = oco?. (Examen de Septiembre de 2001).
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Practica 3
Ecuaciones Integrales

Ejemplo 3.1
Resolver la ecuacion

por el método de aproximaciones sucesivas.

Solucion

Partiendo de la funcién zo(s) =1, y del nicleo k(s,t) = % calculamos

s 1
Tnt1(s) = % +/0 k(s,t)x,(t) dt

y se van obteniendo las funciones

ES ES @5 25935 155535 93313S 5598735
71277 727743277 259277 15552 77 9331277 559872 7

A la vista de la sucesién obtenida, parece razonable pensar que la funcién z(s) = s es la solucién de la
ecuacién. Para comprobarlo evaluamos el miembro de la derecha en la ecuacién integral para x(t) =t
y nos da efectivamente s.

Ejemplo 3.2
Resolver la ecuacion

por el método de aproximaciones sucesivas.

Solucion

Tomando xo(s) = 0 entonces por la férmula recurrente se tiene

xl(s)zl—i-/ 0dt=1
0

S
xg(s):1+/ ldt=1+s
0

x3(s) = 1+/8(1+t)dt—1+s+822
OS t2 s2 s
z4(s) = 1+/0(1+t+§)dt=1+5+5+§
se tiene entonces que P , o
Tn(s) = LHs+ op+ or ot T
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por lo tanto
X n

S
Ta(s) = )=’

n=0

Es facil comprobar que e® es la solucién de la ecuacion integral dada.

Ejemplo 3.3
Calcular la solucion de la ecuacion

por medio del nicleo resolvente.

Solucion

Considerando el operador

1
(Kz)(s) = /0(1—3st)w(t)dt

12

de Lo ([0, 1]) en Lo([0,1]) , sabemos que su norma estd mayorada por la norma del ntcleo k(s,t) = 1—3st

que vale % < 1, por lo tanto la ecuacién tiene una solucién.

Siki(s,t) =1—3sty knt1(s,t) = fol k(s,u)k,(u,t)du sabemos que la solucién de la ecuacién viene

dada por

xz(s) =1+ /01 R(s,t)1dt =1+ /Ol(i kn(s,t))1dt
n=1

Calculemos los nucleos iterados

1
ka(s,t) = /(1—3sx)(1—3mt)dx:l—g(s+t)+3st
0

ks(s,t) = /0 (1 —3sx)(1— g(os +t) + 3xt)dx = i(l —3st) = %kl(s,t)

De forma similar se obtiene que ky(s,t) = $ka(s,t) y en general

kn(s,t) = ikn,g(snﬁ)

por lo tanto el nicleo resolvente es

11 11
R(s,t) = (14— +—+.Jki(s,t) + (14 7+ — + ...

14 16 4 16

Jka(s,t) =

4 3 8
= g((l—Sst)—F(l—§(s+t)+3st)) = 5—2(s+t)

La solucién de la ecuacion seré

z(s) = 1+/01(8—2(s+t))dt:8—2s

3 3

cuya comprobacién es inmediata.

§
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Ejemplo 3.4
Resolver la ecuacion integral

s3t2

x(s) =sens + %/0 (I1-s+ T)x(t) dt

Solucion

Puesto que el nicleo k(s,t) =1 — s+ 832’52 es degenerado escribimos

z(s) =sens + a(l — s) + fs* (%)
donde

1 1,
04:5/0 z(t)dt y ﬂ:Z/O t*x(t)dt

Sustituyendo en esos valores la expresion de z(s) en (*) obtenemos un sistema para determinar oy 3

1 cosl+o¢+ﬂ

2 2 4 8

cosl senl «a+23-24
4 2 48

1 1
= 5/ (sent +a(l —t) + pt*)dt =
0

1
g = i/o t2(sent +a(l —t) + pt)dt =

queda por lo tanto el sistema
a=i-spleged

— cosl 4 senl , a+26-24
=50 +5 +775

cuya solucion es

o =0.317321 , 8 = 0.0651367

Sustituyendo en (*) la solucién de la ecuacién es
x(s) = sens + 0.317321(1 — s) + 0.0651367s>

Vamos a comentar ahora otro método de obtencién de soluciones aproximadas de ecuaciones.
Dada la ecuacién Az =y con y € X y A invertible en L(X), el método consiste en resolver la ecuacién
Bxy =y, en la que B invertible en L(X) y y1 € X se eligen de forma que ||y —y1 || y || A— B || sean
suficientemente pequenos. Es razonable pensar que la solucion de esa ecuacion nos proporcione una
buena aproximacién de la solucién de la ecuacién inicial. Obviamente la eleccién de B y de y; se hace
de forma que la resolucién de la segunda ecuacién sea mas sencilla que la de la inicial.

A este respecto las ecuaciones integrales con niicleo degenerado nos proporcionan soluciones aproxi-
madas de las ecuaciones integrales de Fredholm, como veremos en el ejemplo 5.

Vamos a dar una estimacion de la distancia entre las soluciones de las dos ecuaciones. Si z y 1
son las soluciones de las ecuaciones Ax =y y Bzri = v, respectivamente, se tiene que

x—x=(x1 — Ailyl) + (Aflyl - Aily) = Ail(A — B)z; + Ail(yl )

de donde
2=z [<ITAT I A=B 2z [+ T A Iy — v |l

Ejemplo 3.5
Resolver la ecuacion integral

1 1
x(s) =sens + 5/ (1 — s.cosst)x(t) dt.
0
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Solucion

Si

entonces

e 1
Kméx[z/ | 1 —scos(st) | dt:sel0,1] :§<1
0

luego la ecuacion integral tiene una solucién.

Vamos a aproximar el nicleo k(s,t) = 1 — scosst por otro nicleo degenerado para lo cual
desarrollamos en serie de Taylor alrededor de (0,0) la funcién cos(st). De

22 st
t)=1— —+ — + ...
cos(st) 5t T
se deduce que
342 544
s°1 st
s cos(st) s+ 5 51 +
st

Tomando como nucleo degenerado ki(s,t) =1 — s+ , vamos a resolver la ecuacion

2
1 [
x1(s) = sens + 5/ ky(s,t)x1(t)dt
0
Esta ecuacion la hemos resuelto en el ejemplo 4 y su solucién es

x1(s) = sens + 0.317321(1 — s) + 0.0651367s>

Esta funcién es por lo tanto una solucién aproximada de la ecuacion inicial y lo que vamos a determinar
ahora es una cota del error.
Recordemos que si T es un operador de norma menor que 1, entonces el operador I —T es

invertible y
1

I =) < 5—-
1|7

En nuestro caso, si
1 [
(Kra)(s) = 5 / Fa (s, D)a(t) dt
0

escribimos A=1—-K y B=1-K;.
Como al sustituir el nicleo & por k; consideramos la misma funcién dato, y(s) =sens, se tiene
que y = y1; por lo tanto

lz = @1l < JATH A = Bl 2l = 17 = K)7H K = Kl Jla -

Ahora bien 1
I = K) M < e = 2
1=K
Por otra parte, como la funcién x; es creciente se tiene que ||| = 21(1) = 0.906607. Finalmente,
1 54 i
K — Kq|| £ mé& —— dt = max — = 0.0041666.
| = mix 5 | 51 selo.1) 240

Por tanto, |z — ] < 2 x 0.906607 x 0.0041666 = 0.0075549.
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1 Problemas

Ejercicio 3.1
x(s) =s— [ (s —t)a(t)dt.

Ejercicio 3.2
z(s) =25 +2— [ x(t)dt.

Ejercicio 3.3
z(s) =1+ fol st? x(t)dt.

Ejercicio 3.4
x(s) = 2s+ %fol st x(t)dt.

Ejercicio 3.5

x(s) =e* —s— fol s(est — 1) z(t)dt.

Ejercicio 3.6
z(s) = cos(s) + [, (st — s%) x(t)dt.

Ejercicio 3.7
x(s) =1+ [ 2tx(t)dt.

Ejercicio 3.8

z(s) = s + cos(s) + fol s(sen(st) — 1) z(t)dt.

Ejercicio 3.9

2(s) = L™ +3s — 1) + [ (e~ — 1) x(t) dt.

Ejercicio 3.10

z(s) = (s + sen(s)) + fol(l — cos(st?))s x(t)dt.

Ejercicio 3.11

w(s) = (s +1)% — [, (st + s2%) x(t)dt.

Ejercicio 3.12

z(s) = cos(s) + [ sen(s —t) z(t)dt.

Ejercicio 3.13
x(s) =s+ fol(st +sen(t)) z(t)dt.

15

Nota: En la aproximacién de los ntcleos usando la féormula de Taylor, se aconseja emplear un
polinomio en el que aparezcan explicitamente todas las variables de dicho nicleo. P. €j., si el nicleo

es K(s,t) = scos(s +t), no usarlamos Py(s,t) = s.1 = s sino, por lo menos, P;(s,t) = s (1 + %)
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Practica 4
Espacios de Hilbert

Ejemplo 4.1
Si p # 2, probar que la norma || ||, en L,(R™) no proviene de un producto escalar.
Solucion

Es suficiente comprobar que no se cumple la ley del paralelogramo. Con este fin, tomamos dos
intervalos A y B en R" de medida 1 que sean disjuntos entre si y definimos f := xa, ¢ := XxB-
1
Entonces ||f 4+ gll, = ||f — gll, = 27, mientras que || f||, = |lgll, = 1, de donde

If +gll7 + ILf = gllz # 201£115 + 2lg-

Ejemplo 4.2
Sea Y el subespacio de L2(0,27) constituido por aquellas funciones f tales que fo% f(x) dz =0.
Probar que Y es cerrado y calcular el punto de Y mds cercano a fo(x) = 3 cos® 5x.

Solucion

Se deduce de la desigualdad de Hélder y del hecho de que la funcién constante igual a 1 estd en
L(0,27) que Ly(0,27) esté contenido en L1(0,27) y ||flli < v27||f|l2 para cada f € Ly(0,27). Por
tanto, @ : L2(0,27) — C, ®(f) = 02Tr f(z)dz, es un funcional lineal y continuo (con norma || ®| < v/27)
y en consecuencia Y = Ker ® es un subespacio cerrado de L2 (0, 27).

Para calcular la m!nima distancia de fy a Y observamos que fy se puede descomponer como

fo = g+h ,siendo g(z) = 2 un elemento de Y+ y h(z) = 3cos(10z) un elemento de Y. En consecuencia

. Y
dist (o) = gl = 3, 3.
Ejemplo 4.3

Sea P el espacio vectorial de los polinomios reales definidos en [0,1] con el producto escalar definido

por (f,g) = fol f(t)g(t) dt. Dar un ejemplo de un funcional lineal continuo sobre P para el cual no
se cumpla el teorema de representacion de Riesz-Fréchet.

Solucion

Sea g una funcién continua en [0,1] que no sea un polinomio y consideremos la forma lineal continua
D> R, O(f) := fol f(t)g(t)dt. Supongamos existe h € P tal que ®(f) = (f, h) para cualquier f € P;

es decir, fol f(®)(g(t) — h(t))dt = 0 para toda f € P. Por el teorema de Weierstrass real podemos
encontrar una sucesion de polinomios (f,,) que converge a la funcién continua h — g uniformemente en

[0,1] y por tanto
1

/0 (h(t) — g(t)%dt = Y [ fu(6)((t) — g(t))dt = 0

n—oo 0
de donde se sigue que g = h € P, lo que es una contradiccion.
Ejemplo 4.4

Sean X un espacio de Hilbert e Y un subespacio cerrado de X . Demostrar que la proyeccion
ortogonal de X sobreY tiene norma menor o igual que 1.
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Solucion

Sea P la proyeccién ortogonal de X sobre Y. Puesto que para cada z € X el vector Px es ortogonal
a x — Pz se deduce del teorema de Pitagoras que ||z||? = ||z — Pz||? + || Pz||?; de donde || Px|| < ||z]|.
Por tanto ||P|| < 1.

Ejemplo 4.5

Demostrar que en un espacio de Hilbert separable toda base ortonormal es numerable. (Observar que
si x e y son elementos de una base ortonormal, entonces ||z — y| = v/2. )

Solucion

Sea (e;);cs una base ortonormal de X. Observamos primero que para cada i,j € I (i # j) el teorema
de Pitdgoras permite calcular |le; — e;|| = v/2 y en consecuencia B(e;, ?) N B(e;, ?) =.

Por hipétesis existe un subconjunto S que es numerable y denso en X. Para cada ¢ € I podemos
seleccionar un vector v; € B(e;, g) (N S. Entonces, la aplicacién ® : I — S dada por ®(i) = v; es

inyectiva, lo que prueba que I es numerable.

1 Problemas

Ejercicio 4.1

Sea (X, ||.||) un espacio de Hilbert. Si los vectores u,v € X verifican | < u,v > | = ||lul|||v]|, es decir,
verifican la desigualdad de Cauchy-Schwartz con igualdad, ;qué podemos saber de estos vectores?
Estudiar la misma cuestién para la igualdad ||u+v|| = |Ju| +||v||. Sean z,y elementos de X con norma
uno. Si ||z — y|| > €, jcémo puede acotarse de la norma del punto medio 5(z + y)?.

Ejercicio 4.2
Sea P2%(]0,1]) el subespacio del espacio de Hilbert Lo([0,1]) formado por los polinomios complejos
de grado menor o igual que 2 y sea B = {1,z ,z%}.

(a) Obtener, por el método de Gram-Schmidt, una base ortonormal de P?([0,1]) a partir de B.
(b) Calcular Ia norma de 1 — iz?.
Ejercicio 4.3
Sea X un espacio vectorial en el cual hay definidos dos productos escalares (,) y (,). Probar que
los dos productos coinciden si, y sélo si, {(x,x) = (z,x) para todo z € X. (Utilizar la identidad
polar.)

Ejercicio 4.4
Demostrar que para cada f € Lao([a,b]) y cada n € N existe un dnico polinomio p, de grado menor
o igual que n verificando

If =pll2 > If = pnll2

para todo polinomio p de grado menor o igual que n.

Ejercicio 4.5
Sea ) un subconjunto medible de R"™ y sea x, la funcién carateristica de A C Q.

Demostrar que Psf = x,f es una proyeccién en el espacio Lo(2). ;Qué condiciones deben
cumplir los subconjuntos A y B para que Pa + Pp sea también una proyeccién?

Ejercicio 4.6
Sea Y el subespacio de Lo(R) formado por las funciones que se anulan casi por todas partes en el
semieje ]0,+oo[. Calcular la distancia de Y a la funcién g(x) := e~ 1?l.
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Ejercicio 4.7
Sea ® : 5 — C definida por ®(x) = 2z;. Calcula la distancia del vector = = (272 ) al niicleo de ®.

Ejercicio 4.8
Dado el subespacio G := {x = (x,) € 3 : x1 = x2} de ls, se pide probar que G es cerrado y calcular
su distancia al punto x = ().

Ejercicio 4.9 )
Sea H ={f € Ly(R) : fol f(t)dt = 0}. Hallar la distacia de la funcién e™*" a H.

Ejercicio 4.10
(a) Probar que Y = {f € L?(0,2n) fo x)dx = 0} con la norma || ||2 es un espacio de Hilbert.

(b) Sea ® : Y — R, dado por ®(f) = f(f“ af(z)dx. Calcular || @ ||.

Ejercicio 4.11
Sea ® :ly — C definida por ®(xz) =" 5521, siendo x = {z}2, € ls.

(a) Demostrar que ® es lineal y continua.
(b) Calcular el vector y € ¢ que representa a P.
(c) Calcular la norma de ®.
Ejercicio 4.12
Sea {e, : n € N} una base ortonormal en el espacio de Hilbert X. Un operador T : X — X se dice

que es diagonal respecto de esa base si existe una sucesion de escalares (o), tal que Te, = ape,
para todo n € N.

(a) Demostrar que T es continuo si, y s6lo si, (0n)52q € oo
(b) /Bajo qué condiciones un operador diagonal es una proyeccién?
Ejercicio 4.13

Sea  C R™ medible de medida positiva y sea ¢ : € — C una funcién medible y acotada. Se define
el operador multiplicacién por My(f) = ¢f para todo f € Ly(2).

(a) Demostrar que M, es lineal y continuo, y que || My|| = sup{|é(x)|: = € Q}.

(b) Probar que My = M.

Ejercicio 4.14
Sean X e Y espacios de Hilbert separables y sean {e,}52, y {fn}S2, bases ortonormales de X
e Y, respectivamente.

(a) Dado T € L(X,Y) se definen aj, = (Tex,f;) con jk € N. Demostrar que si = =
> ohey axey, entonces Tax = 3372, (Zzozl ajkou ) f; (con lo cual T admite una representacion

matricial similar a la de los operadores entre espacios de dimension finita, representacion que depende
de las bases ortonormales elegidas). Demostrar que si {ax}32, € £2, entonces

SIS asnan| < IR ZW

j=1 k=1

(b) Demostrar que si (a;i);ren €S una matriz infinita verificando que existe C > 0 tal que

o0 o0 2 oo
Z’Za-kak’ §C2:|0z|2
k=1

j=1 k=1
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para toda sucesion {oy}32 | € {2, entonces define un operador T € L(X,Y) con ||T|? <C.

(c) Demostrar que si (ajk)jken es una matriz infinita verificando 3772, 3707, lajr* < oo,
entonces define un operador T € L(X,Y) con |T[* <3272, 377 |ajk|*.

Ejercicio 4.15

Sea S = {ea}tacr un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert X. Probar que para cada = € X,
existe a lo sumo una cantidad numerable de indices « € I para los cuales (x,vs) # 0. (Considerar
el conjunto de indices {a: |(z,va)| > 1} para cada neN. )

Ejercicio 4.16
En el espacio de Hilbert {5 se considera la sucesion (wy,) dada por

— 1 1
wy = ﬁvﬁvoa(h )
ws = (0,04, 45,0,0,...)
2n—1

wy = [ 0,...,0, 2, 20,0
n - PAE) ’\/5)\/57 ) RAR

Estudiar si el conjunto {w,, : n € N} es un sistema ortonomal en este espacio. Calcular la serie de
Fourier asociada al vector -
rz=(1=,=,...

respecto de (wy,). ;Se cumple que x =Y > | < x,w, > w,? jEs {w, : n € N} un sistema ortonormal
completo?

Ejercicio 4.17
Calcula el operador conjugado del operador A : {5 — {5 definido por

A(x) = (O,xl,l‘g, . )
donde z = (z,,) € {.

Ejercicio 4.18
Probar que el operador T : Ly(R) — La(R), que transforma la funcién f € La(R) en la funcién T f
definida por

T(f)() = f(t+1)

es lineal y continuo, y calcular su operador conjugado.

Ejercicio 4.19
Sea F una funcién acotada, integrable en [a,b] X [a,b]. Probar que la aplicacién que a cada f de
Ly ([a, b)) le asocia la funcién T f definida por

b
Tf(s) == / F(s,t) f(t)dt

es un operador lineal continuo T : Ly([a,b]) — La([a, b)), y calcular su conjugado.
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2 Problemas Complementarios

Ejercicio 4.20
Sea (X,|| ||) un espacio normado real cuya norma verifica la ley del paralelogramo. Demostrar que

existe un producto escalar en X tal que ||z|| = \/(x,z) para todo x € X. (Utilizar la identidad
polar.)

Ejercicio 4.21
Sea (H,||.||) un espacio de Hilbert real,. Sean u,v € H dos vectores ortogonales y con norma 1.
Calcular para cada x € H

a) d(z,ry,), es decir, la distancia entre el punto x y la recta r, := {tu : ¢t € R}.

b) d(x,my.), es decir, la distancia entre el punto x y el plano m, , = {tu+sv : t,s € R}. (Examen
de Septiembre de 2001).
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Practica 5
Operadores Compactos. Teoria
Espectral

Ejemplo 5.1
Sea T : La(a,b) — La(a,b) el operador integral definido por

b
(Tz)(s) :/ k(s,t)x(t) dt,

siendo k una funcién de Lz ([a,b]?). Probar que T es un operador compacto.

Solucion

La idea de la demostracién es aproximar el nicleo por medio de nicleos degenerados (los que
definen operadores integrales de rango finito). Para ello, primero construiremos una base ortogonal
en el espacio Ly([a,b]?) formada por funciones de variables separadas. Como sabemos que la serie
de Fourier de la funciéon k respecto de esa base converge en la media a k, serd entonces suficiente
tomar sumas parciales para obtener ntcleos degenerados k, que aproximen k. Por ultimo, hay que
verificar que los operadores integrales T,, generados por los nicleos k, convergen a T en el espacio
L(La((a,1]))-

Denotaremos por (.,.) el producto escalar en Ls(a,b) y por (.,.) el producto en el espacio
Lo([a, b]?).

Sea (ep)s2, una base ortonormal de Ly([a, b]?).

(a) Demostraremos que las funciones definidas por ¢pq(s,t) = e,(s)eq(t), donde p,q € N, forman
una base ortonormal de Ls([a,b]?).

Es evidente que el teorema de Fubini implica que

b b\¢pq(8,t)l2 ds dt = blep(5)|2 ds | - bleq(t)|2 dt
/) a a

Yy que

(Dorars Ppags) = /ab /ab Pp1gy (8,8)Ppags(8,1) ds dt = /ab /ab (em(s)eql (t)) (epz (S)W) ds dt =

b b
= (/ ep, (8)ep, (t) d5> : (/ eq, (t)eq, (1) d5> = (epys€py) * (€gar€qy)

de donde se deduce que {¢pq : p,¢ € N} es un conjunto ortonormal. Para probar que, en realidad,
es una base ortonormal de Lo([a,b]?), basta demostrar que para cada z € La([a,b]?) se cumple la
identidad de Parseval; es decir,

b b %) lo%s)
/ / (s D2 dtds =5 3 (2 6pa) 2

q=1 p=1

Sea z € La([a,b]?); como la funcién |z|? es integrable en el producto [a,b] X [a,b], por el teorema
de Fubini se verifica
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(i) para casi todo s € [a,b], la funcién t — |2(s,t)|? es integrable en [a,b].

(ii) la funcién s — f; |2(s,t)|? dt es integrable en |[a, b].

Sea zs la funcién definida por z,(t) = z(s,t). Por (i), para casi todo s € [a,b], se cumple que
zs € La(a,b) y, consecuentemente, z5 = Zzozl(zs,eq) €,. Aplicando la identidad de Parseval a z;

se deduce que
b oo
[ e, dt = Y [ e) .
a g=1

Se define ahora, para cada ¢ € N, la funcién y,(s) = (2s,€5) = fab z(s,t)eq(t) dt; se trata de una
funcién medible. Por lo anterior, para casi todo s € [a, b,

b o
/ (D2 dt =3 Jyg(s)?

Por (ii), esta funcién es integrable en [a,b], luego, por una parte, podemos aplicar el teorema de la
convergencia monoétona e intercambiar la serie con la integral llegando a

/ab /ab|z<s,t>|2dtds=/ > o) ds—Z/ e

y, por otra parte, se sigue que cada vy, € Ls([a,b]) con lo cual, aplicando la identidad de Parseval,
obtenemos

00 00 b L 9 oo b b L 9 oo
ol =" )P = 3| [ o) s = Y| [ [ st tjentienle) de sl = 3 [z, 000)

Por tanto,

//\ st|2dtdr2/ e |2d5fz||yq|\rzz| 2 by ?

g=1p=1

(b) Veamos que existe una sucesién de niicleos degenerados (k)22 tales que

b b
Ifm / / k(s,t) — kn(s,t)> dt ds = 0.

Por el apartado (a), dada k € La([a,b]?), podemos escribir k = 2211 Z;O:lUc, Opq) Ppg, donde
la convergencia es la del espacio Ls([a,b]?). Se define, para cada n € N, la funcién

ZZ s ®pa) Ppa(s;t) = ZZ s Ppq) €p(s %7

g=1p=1 g=1p=1

que, obviamente, es una combinacién lineal de funciones con variables separadas; en otras palabras, se
trata de un niicleo degenerado. Por otro lado, la convergencia en Lo([a,b]?) implica que

b b
nm/ /\k(s,t)—kn(s,t)|2 dt ds = 0.

(c) Vamos a probar que existe una sucesion de operadores de rango finito (T,)52, tales que

lim ||T —T,| =0.
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Consideremos la sucesién de nicleos degenerados (k,)22; obtenida en (a). Se define el operador

integral T, : La(a,b) — La(a,b) por (T,x)(s)= fab kn(s,t)z(t) dt. Es evidente que cada T, es un
operador de rango finito.

Sabemos que el operador T — T,, verifica

b b
T = T2 g/ / (s, 1) — ko (s, £)[2 dt ds
a a

con lo cual (c) se deduce de (b).

Finalmente, de (c) resulta que existe una sucesién de operadores compactos que converge a 1T’ en

el espacio L( Lo(a, b)) y, como consecuencia, también T es compacto.

En el siguiente ejemplo mostraremos un operador compacto que no tiene ningin valor propio.
Recordemos que la no existencia de valores propios en un operador compacto entre espacios de Banach
implica que el tnico valor espectral es el 0.

Ejemplo 5.2

Sea T :C([0,1]) — C([0,1]) el operador definido por Tx(s) = [

o x(t) dt. Demostrar

(a) El operador T es compacto.
(b) o(T) = {0}.
(c) o,(T)=0.

Solucion

(a) Sea A C C[0,1] un conjunto acotado y comprobemos que T(A) es precompacto en el espacio
C[0,1]. Por el teorema de Ascoli-Arzela, tenemos que ver que es acotado y equicontinuo. Sea M > 0
tal que ||z]coc < M paratodo z € A.

Si x € A, entonces |Tx(s)| < [ |x(t)| dt < sM < M para todo s € [0,1], con lo cual
ITz||oo < M y el conjunto T(A) es acotado.

Para cada ¢ >0 consideremos 6 = 7. Si € A y [s1 —s2| <4, entonces

|T:1:(51)—Tx(32)|§‘/ 0 dt—/ () dt(:/ 0 dt‘§||xHoo|sl—32|<M5:a.
0 0 S2

Por tanto, el conjunto T(A) es equicontinuo.

(b) Sea A # 0; entonces T—A = —A(I —37T). Como 17T esun operador de Volterra, sabemos
que el operador I — %T es invertible, con lo cual T — Al es invertible y X € p(T).

Para probar que 0 € o(T'), supongamos que 0 € p(T'). Entonces el operador T es invertible y
compacto. Como I = T~!T, la aplicacién identidad en C[0,1] es compacta. El teorema de Riesz
implica que el espacio C[0,1] tiene dimensién finita, lo cual es una contradiccién.

(c) Supongamos que 0 € 0,(T); es decir, que existe = # 0 tal que Tz = 0. Tenemos pues que
Tx(s) = [y x(t) dt =0 para todo s € [0,1]. Por el teorema fundamental del célculo infinitesimal,
(Tz)'(s) = z(s) paratodo s € [0,1]. Por otra parte, Tz es una funcién constante, con lo cual su
derivada es la funcién idénticamente 0. Se concluye que x = 0, lo cual es una contradiccién. Por
tanto, 0 ¢ o,(T) v op,(T) = 0.
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Ejemplo 5.3
Para cada x = (£,)52, € {2 se define Tz = (%t €,)52 .
Probar que T define un operador de {5 en {5 que es continuo pero no compacto.

Solucion

Veamos primero que Tx € ¢3 para todo x € 3. Sea x = (§,)22, € ¢5. Paracada n € N,
se cumple que |%E £,|2 < [€,|* y como la serie Y |€,|* converge, por mayoracién, también
converge la serie > 7, |”2—";ll &,|%, con lo cual Tx € f5. Por consiguiente, T : fo — f5 estd bien
definida y, evidentemente, es una aplicacién lineal. Ademds, la desigualdad anterior también implica
que [|[Tz|l2 < ||z|2, paratodo z € ¢3, de donde se deduce que la aplicacién lineal T es continua.

La no compacidad de T se deduce facilmente del estudio de su espectro. Consideremos las

n
sucesiones e, = (0,...,0,1,0,...), donde n € N. Entonces, para cada n € N, se verifica
Te, = "Tfll en, con lo cual cada ”TJZI es un valor propio del operador. Este espectro no puede

corresponder a un operador compacto porque los puntos de o(7)\{0} no son aislados. En efecto,
supongamos que T es compacto; entonces (%)% | es una sucesion de nimeros distintos de modo

2n /n=1
que %t € J(T)l\{O}i Luego si la sucesién (%51)22, converge, su limite debe ser 0 y esto contradice
que lim, . % = 2.

1 Problemas

Ejercicio 5.1
Probar que si T' es un operador compacto y A es un valor propio no nulo, entonces el subespacio de
vectores propios Vy = ker(T — AI) es finito dimensional.

Ejercicio 5.2
Demostrar que si T : X — Y es compacto e invertible, entonces X e Y tienen dimension finita.

Ejercicio 5.3
Supongamos que T : X — Y es un operador compacto y que ImT es completo. Probar que T es
de rango finito.

Ejercicio 5.4
Consideremos el operador T : ly — {5 definido por Tz = "7, %en, donde z = (£,)52,. Probar
que T es compacto. Estudiar la existencia de T~' y su dominio. ;Es continuo T~! ?

Ejercicio 5.5
Probar que el operador T : {y — ly definido por Tz = Y07 &nent1, donde x = (£,)52,, es
continuo e inyectivo y que 0 es un valor espectral que no es propio.

Ejercicio 5.6
Sea T : {5 — {5 el operador definido por Tx = 270;1 &nt1€n, donde x = (£,)22,. Probar que todo
A€ C talque | A|<1 esun valor espectral de T. jEs T un operador compacto?

Ejercicio 5.7
Sea T : La(a,b) — La(a,b) el operador definido por (Tx)(s) = f: cos(s—t)x(t) dt. Hallar los valores
propios de T.

Ejercicio 5.8

Consideremos T : ¢5 — {5 el operador definido por Tx = Zzozl €on—16n, siendo x = (&,)22;.
2+4i

75 Y A= % son valores espectrales?

¢, Cudles de los nimeros A =0, \=
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Ejercicio 5.9

Consideremos el operador lineal T : Ly(R) — L2(R) definido por (Tf)(z) = —f(—z) Se pide:
(a) Demostrar que es continuo y autoadjunto/simétrico.
(b) Calcular el espectro de T.

Ejercicio 5.10

Sean My y My los subespacios de {5 definidos por My = {x = (£,)52, €y : &9, =0, k=1,2,...}
y My={x= ()52, €la: &op—1 =0, k=1,2,...}. Probar que {5 es la suma ortogonal de M,
v Msy. Estudiar el espectro del operador T : {3 — {5 definido por Tz = 220:1 Entaen.

Ejercicio 5.11
Sea (e,)$2; una base ortonormal del espacio de Hilbert X. Calcular el espectro del operador lineal
continuo T : X — X definido por Tes, = ﬁegn y Teapn—1=(i+ %)egn,l, n=12...

2 Problemas Complementarios

Ejercicio 5.12
Sea T el operador de ¢y (C ls) en ly definido por Tx =Y, %‘en, donde x = (£,)52,. Sea

X =c¢ e Y=1ImT. Probar que T : X — Y no es compacto, sin embargo existe una sucesion
(T,)22, de operadores compactos de X en Y que convergen a T en L(X,Y).

Ejercicio 5.13
Sea T wun operador continuo en un espacio de Hilbert. Probar que un vector x # 0 es un vector
propio si, y sélo si, | (x,Tx) |=||Tz| - |||

Ejercicio 5.14
Supongamos que X e Y son espacios de Banach y que T : X — Y es un operador compacto. Si
ImT =Y, probar que Y es de dimension finita.

Ejercicio 5.15
Sea T : Ls([0,1]) — La([0,1]) definido por Tx(t) =tx(t). ;Es T compacto?

Ejercicio 5.16

Demostrar que en los espacios de sucesiones ¢ y c¢g un conjunto cerrado () es compacto si, y sélo
si, es acotado y existe lim, o &, uniformemente para x = (£,)22, € Q. (Definir un isomorfismo
entre ¢ y C(K), donde K ={ijn e N}u{0}.)

Ejercicio 5.17

Probar las siguientes afirmaciones.
(a) Todo conjunto precompacto en un espacio métrico es separable.
(b) Sean X e Y espacios normados. Si T : X —Y es compacto, entonces I'mT es separable.
(c) No existen operadores compactos y sobreyectivos en L(KOO).
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