Resolucién de los problemas de los examenes de
MATEMATICAS (12907) Licenciatura de Quimicas
Cursos 2000-2001 y 2001-2002

ALGEBRA LINEAL

| Problema 1| (6 de Febrero de 2001)
Estudiar si la siguiente matriz es diagonalizable y, en caso afirmativo,
2 1 1

hallar la matriz de paso explicando su funcion: 2 3 4
-1 -1 =2

Solucién: Comenzaremos estudiando los valores propios de la matriz (en
adelante A). Para ello calcularemos las raices de su polinomio caracteristico,
det(A — \I),

2—-\ 1 1
2 3-)X 4 = - N4+3N+A-3=-A-3)(\?-1)=0,
-1 -1 —2-2)

cuyas soluciones son A = 1, —1, 3.

Como los tres valores propios son reales y distintos dos a dos, sabemos
que la matriz es diagonalizable y bastara con encontrar un vector propio para
cada uno de ellos para conformar cada una de las columnas de la denominada
matriz de paso.

Si A = 1 buscamos un vector (vq, vz, v3) tal que

1 1 1 (2 0 V1 + V2 + Vg = 0
2 2 4 V2 = 0 — 2v1+2v3+4v3 = 0
-1 -1 -3 V3 0 —UV1 — Uy — 31)3 =0

Las dos primeras ecuaciones son, obviamente, linealmente independientes.
Multiplicando la primera por —2 y sumando la segunda se tiene v3 = 0, luego

v; = —vy ¥y como vector propio podemos tomar (1, —1,0).
Si A = —1 buscamos un vector (vq, vz, v3) tal que
3 1 1 Uy 0 3vi+va+v3 = 0
2 4 4 Vo = 0 — 2u; +4vy + 4U3 = 0
-1 -1 -1 Vs 0 —V1 — Vg — Vs = 0
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De nuevo las dos primeras ecuaciones son, obviamente, linealmente inde-
pendientes. Multiplicando la primera por —4 y sumando la segunda se tiene
vy = 0, luego vy = —v3 y como vector propio podemos tomar (0,1, —1).

Si A = 3 buscamos un vector (vy,vs,v3) tal que

—1 1 1 (%1 0 —U1 + v t+v3 = 0
2 0 4 V2 = 0 = 2u; +4v3 = 0
-1 -1 -5 V3 0 —UV1 — Uy — 5U3 =0

Las dos primeras ecuaciones son linealmente independientes. De la se-
gunda se deduce v; = —2v3 y sustituyendo en la primera vo = —3v3, luego
como vector propio podemos tomar (—2,—3,1).

Notemos que el subespacio caracteristico asociado a cada valor propio
tiene dimension 1 al estar definido por dos ecuaciones no paramétricas. La
suma de las dimensiones da 3 que como hemos indicado mas arriba afirma
la diagonizabilidad de A. Asi pues sabemos que

A=PD.P!

4

siendo P la llamada “ matriz de paso” y D la matriz diagonal, esto es,

1 0 O 1 0 -2
D=10 —-10 P=[ -1 1 -3
0 0 3 0o -1 1
| Problema 2| (6 de Febrero de 2001)
Discutir y resolver el sistema
20 —by+4z = -3
rT—2y+z = 5
r—4y+62 = 10

Solucion: Procederemos por el método de reduccion de Gauss-Jordan.
Usaremos solo, por simplicidad, los coeficientes de las incognitas.

1 -2 13



Reordenamos

1) 1 -2 1] 5 1) 1 -2 1] 5
2) 0 1 —2] 13 =2(2)-3)= (2) 0 1 -2 13
3) 0 2 —5| -5 3) 0 0 1 |31

Es decir tenemos el sistema equivalente

rT—2y+z = 5
y—22z = 13
z = 31

lo que nos indica que el sistema inicial es compatible y determinado con
solucion x =124 , y =75, z = 31.

| Problema 3| (15 de Junio de 2001)
Estudiar si las siguientes matrices son diagonalizables y, en caso afirma-

' , 4 1 0 -1
tivo, calcular la matriz de paso: ( 0 4 ) ( 9 1 )

Solucion: Comenzaremos estudiando los valores propios de la primera
matriz (en adelante A). Para ello calcularemos las raices de su polinomio
caracteristico, det(A — A\I) =0,

4 6 A 4 i Ne (4 — \)? = 0, cuya raiz (doble) es A = 4. Calculemos

su vector propio asociado.

(30) ()= (0) =

Con lo que dim(N(A — 4I)) = 1 y la matriz no es diagonalizable.
Para la segunda matriz (en adelante B) calculemos las raices de det(B —
M) =0:
-2 -1
-2 1=A
Al ser los dos valores propios distintos la matriz es diagonalizable. Para
hallar la matriz de paso bastard con encontrar un vector propio para cada
uno de ellos (que seran linealmente independientes) y colocarlos en columnas.
Para A = —1 buscamos un vector (v, vy) tal que

1 —1 (%1 . 0 s . — 0 — .
_9 9 Vs = 0 (%1 Vg = V1 = V2.

3

= A2 — )\ —2 =0, cuyas raices son A = —1,2.



Podemos tomar como vector propio asociado el (1,1).
Para A = 2 buscamos un vector (v, vy) tal que

-2 -1 (%1 o O . _
(_2 —1)(’U2>_<O>:>_2U1_U2_0:>U2_ 2v1.

Podemos tomar como vector propio asociado el (1, —2).

Con ello la matriz de paso es ( 1 _12 ), cuya inversa es <

W—w N
I W=

Wl

v

luego se tiene:

(% 2)=(

W =N
I copm
W=
~__
VR
|
N o
[S—y |
—_
~__
VR
—_ =
| =
[\)
~__

| Problema 4/ (14 de Septiembre de 2001)

Sea la aplicacion f(x,y,z) = (ax+y+z,x+ay+z,2+y+az), a€R.

(a) Calcular los valores del pardmetro a de modo que el nicleo de f no
se reduzca al elemento neutro.

(b) Hallar, en esos casos, una base de dicho nicleo.

Solucién: (a) Si una terna (z,y,2) es un elemento del nicleo de f, en
adelante N(f), debe ser solucién del sistema

ax+y+z2=0
r+ay+z=0
r+y+az=0

Se trata de un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas ho-
mogéneo. Cuando tenga como unica solucién la trivial N(f) se reducira al
elemento neutro siendo distinto en otro caso. Estudiemos, pues, el determi-
nante de la matriz del sistema

—_ = Q
—_Q =

1
1|=d"-3a+2=(a+2)(a—1)>
a

Dicho determinante se anula si a toma los valores 1 y —2. Consideraremos
solo esos dos valores ya que en otro caso el rango de la matriz es tres y el
sistema tiene sélo la solucién trivial.



(b) Si a =1 las tres ecuaciones son iguales y se reducen a = +y + z = 1,
con lo que el rango del sistema, y de la funcién, es uno y la dimensién del
ntcleo dos (usamos que rang(f) + dimN(f) = 3). Dado cualquier (z,v, 2)
en el nicleo se tiene

($5y72) = <_y - %Y, Z) = y(_17 170) + Z(_LOa 1)

luego una base del nicleo es {(—1,1,0) , (=1,0,1)}.

Sia = —2 el rango de la matriz y de f es dos y la dimensién del ntcleo
uno, quedando definido por las ecuaciones

—2r+y+z2=0

rT—2y+2=0
que restadas nos dan —3z + 3y = 0, de donde x = y y sustituyendo en la
segunda, por ejemplo, z = z. Dado cualquier (z,y, z) en el niicleo se tiene

(x,y,2) = (z,z,2) = z(1,1,1)

luego una base del nicleo es {(1,1,1)}.

| Problema 5| (28 de Enero de 2002)

Considerando la aplicacion lineal

f(xayaz) = ($+y+zaa$—y+2721’—y+a2)

(a) Encontrar los valores de a de manera que f sea biyectiva.
(b) Sia=1, calcular f~1(1,2,3)

Solucién: (a) Al ser una funcién de R® en R3, aplicando el teorema
del rango, es biyectiva si es exhaustiva (sobre) y tal ocurre si el rango de la
aplicacién (que es el de su matriz asociada My) es tres. Para conformar dicha
matriz debemos escribir en columna los transformados de los vectores de la
base canénica de R3. Como f(1,0,0) = (1,a,2) , f(0,1,0) = (1,—-1,-1) y
£(0,0,1) = (1,1, a) se tiene

1 1 1
Mf: a —1 1
2 -1 a

Su determinante es det(M;) = —a® —2a+5, que se anula sia = —1++/6
6si a=—1—+6. Sia es distinta de esos dos valores el determinante es no
nulo y la matriz, y la aplicaciéon, tienen rango tres con lo que f es biyectiva.

b}



(b) Si a = 1 vamos a buscar los elementos cuya imagen dé (1,2,3) , es
decir vamos a buscar los (x,y, z) tales que

r+y+z =1
r—y+z = 2
2r—y+z = 3

En realidad sabemos que el sistema tiene una tinica solucién por (a). Para
resolverlo por el método de Gauss escribamoslo en forma de matriz orlada,
con el orden (z, y, z).

1 1 1711 1 1 1 1
1 =1 1|2 ],ocambiandoa (z,z,y), | 1 1 —1 |2 |;enél
2 -1 1|3 1 2 —-11]3

podemos restar cada una de la dos tltimas filas a la primera obteniendo
1 1 1] 1

1
0 0 2| —1 |]. Lasegunda fila corresponde a 2y = —1, luego y = —=
2
0 —1 2| =2
y sustituyendo en la tercera (—x + 2y = —2) obtenemos x = 1. Finalmente
sustituyendo los valores anteriores en la primera ecuacion (x +y + z = 1) se

1 11
tiene z = 5 En definitiva f~%(1,2,3) = (1, —5 5)

Notese que el sistema se puede resolver rapidamente si nos damos cuenta
al inicio que restando las dos primeras ecuaciones ya se obtiene el valor de y.

|Problema 6| (28 de Enero de 2002)

Razonar si las siguientes matrices son o no diagonalizables encontrando,
en su caso, la matriz de paso y su inversa

2 0 4 -2
(%) (3)
., : ., e . . 2—X 0
Solucién: (i) La ecuacién caracteristica de la primera matriz es 1 9\
(2 — A)? = 0, cuya tnica solucién, tunico valor propio, es A = 2. Calculemos
el subespacio caracteristico asociado Ea: Si (uq,uz) estd en él
00 u\ (0

(ro)(u)-(5)

Asi pues Ey = {(u1,u2) : u; = 0} con lo que dim(FEy) = 1y la matriz
no es diagonalizable.




. . - : 4—-X =2
(ii) La ecuacion caracteristica de la segunda matriz es =

2 —1-=A
(4—=X)(—=1—=X)+4 = AA\—3) =0, cuyas soluciones son 0 y 3. Como se
trata de una matriz cuadrada de orden dos y aparecen dos valores propios
distintos la matriz es diagonalizable. Si la denominamos M se tendra

M=P.-D.-pP!

00
0 3
que tiene por columnas vectores propios asociados a los valores 0 y 3. Para
calcularla hallemos sendos vectores propios asociados a los valores propios:

Para A = 0 hagamos < ;l :? ) ( i ) = ( 8 ),conloque4u1—2u2 =

siendo D = < ) la matriz diagonal semejante y P la matriz de paso

U2
0 o, lo que es igual, uy = 2u;. Tomamos el vector (1,2).

B 1 =2 ur \ (0 B
Para/\—3hagamos(2 _4>(ug)—(o),conloqueul—ng—

0 o, lo que es igual, u; = 2uy. Tomamos el vector (2,1).

1 2

En definitiva P = ( 9 1

) . Su inversa es P~! = %
3

| Problema 7/ (26 de Junio de 2002)

Aplicando el método de reduccion de Gauss discutir, sequn los valores de
2v—y+3z = 1
ayb, el sistema x—y+2z = a p. Resuélvase en el caso compatible.
r+2y+bz = 3

Solucién: Para aplicar el método pasamos la segunda fila a la primera
y escribimos el sistema como matriz orlada
1 =1 1] a
2 —1 3| 1 |]. Sustituimos la segunda fila por el resultado de restar
1 2 b| 3
a la segunda dos veces la primera y sustituimos la tercera fila por el resultado
1 -1 1 a
de restar de la tercera la primera. Se tiene 0 1 1 1—2a
0 3 b—1| 3—a
Ahora sustituimos la nueva tercera fila por el resultado de restarle la segunda



1 -1 1 a
multiplicada por tres obteniendose | 0 1 1 1—2a
0 0 b—4 ba
La ultima matriz corresponde a un sistema equivalente cuya ultima ecuacién
es (b—4)z = ba. - - "
. . . a a a
() Si b # 4 se tiene que z = Y= 1—2a—m , T = 1—a—m,
luego el sistema es compatible y determinado.
(i) Si b =4, se tiene 0.z = 5a. Si a # 0 ningin valor de z hace posible
la ecuacién luego el sitema es incompatible. Por otro lado si a = 0 queda el

sistema
r—y+z = 0
Y+ z =1

en el que dédndole a z el valor ¢ se obtiene el conjunto de soluciones
z=t y=1—t z=1-2¢

luego el sistema es compatible e indeterminado.

| Problema 8| (2 de Septiembre de 2002)

0o 1 -1
Estudiar si la matriz A:= | —1 2 =1 | es diagonalizable y calcular
1 -1 2

su potencia A™.

Solucién: Vamos a calcular sus valores propios. La ecuacién carac-
A 1 -1
teristica es det(A — AL,) = | =1 2—X —1 | = - 4+4\2 -5\ +2 =
1 -1 2-A
(A—1)2(A—2)
Calculemos los vectores y subespacios propios asociados a cada valor pro-
pio:

-1 1 -1

Si A =1, el subespacio F := Ker(A—1,),siendo A—I, = -1 1 -1

1 -1 1

-1 1 -1 Uy 0

Buscamos vectores v=(vy, v9, v3) talesque | —1 1 —1 v | =1 0
1 -1 1 U3 0



—v1F+ vy —v3 = 0
es decir que satisfagan el sistema —v; +vy—wv3 = 0 »; en realidad una
U1 — VU2 + U3 = 0
sola ecuacién (16gicamente pues el rango de la matriz es uno). Asi, si v
estd en Fy, v3 = —v1 + vy y, por lo tanto, (vy,vs,v3) = (v1,v2, —v1 + v3) =
v1(1,0,—1) + v2(0,1,1). La dimensién de F es 2 y

E, =< (1,0,—1);(0,1,1) >

-2 1 -1
Si A = 2, el subespacio E, := Ker(A—21,),siendo A—-2[, = -1 0 -1
1 =1 0
-2 1 -1 Uy
Buscamos vectores v=(vy, v9, v3) talesque | —1 0 —1 v, | =10
1 -1 0 U3 0
—2U1 + vy —v3 = 0
es decir, que satisfagan el sistema —uv; —wv3 = 0 ». El rango de
V1 — Vg = 0
la matriz es dos. Si v estd en Ey, v = v; y v3 = —uvy, por lo tanto,

(v1,v9,v3) = (v1,v1,—v1) = v1(1,1,—1). La dimensién de Ey es 1y
E,=<(1,1,-1) >

Como dim(FE;) + dim(E,) = 3 la matriz es diagonalizable. Las matrices
diagonal y de paso son, respectivamente,

1 00 1 0 1
D=1010 y P = 0 1 1
00 2 -1 1 -1
Calculamos la inversa de P. Su determinante es —1, de donde P~ =
-2 1 -1
-1 0 -1 | teniendose A= P-D-P 1
1 -1 1

Para calcular la potencia m de A basta tener en cuenta que

10 0 2-2m _—142m ] _—2m
A"=p.pmpt=pP 01 0 |-P'= 1—9om om 1—2m
00 2m —1—292m 1—29m om



CALCULO DIFERENCIAL

| Problema 9| (6 de Febrero de 2001)

Sean f : R — R y g : R? — R funciones de clase C*, de forma
que f(x,y,g(x,y) = er v G g(0,0) =0 y Vf(0,0,0) = (1,2,1), calcular
Vg(0,0).

Solucion: La situacion que se produce es la composicion F' = f o G,

siendo F(z,y) = e, G(z,y) = (z,y,g(x,y)). Al ser las funciones de
clase C' se puede aplicar la regla de la cadena en el (0,0), es decir

F'(0,0) = f'(G(0,0)).G'(0,0)

o de otro modo al ser G(0,0) = (0,0,0) y f'(0,0,0) =(121)

OF OF

0G,
G_x(o’o)

0G,

—(0,0) —(0,0))=(121).| ——(0,0)

ox

0G5
%(07 0)

0G,
8_y(0’ 0)

0Gs
G_y(o’ 0)
0,

dy

(0,0)

siendo G1(z,y) =z , Go(x,y) =y y G3 = g. Asi, como

aF 2 2 8F 2 2
— = 2pe® Y — = ye” Y
ox e oy ye
oF OF
—(0,0) = —(0,0) =0
ax( ) ) ay( ? ) ?
por lo que
1 0
0 0)=(121). 0 I
9y 9y
—(0,0) ==(0,0
S20.0) 520.0)
Multiplicando las matrices y despejando se tiene
9y dg :
—(0,0) = -1 —(0,0) = -2 i.e. 0,0) =(—1,-2).
~2(0,0) GL0.0)= -2 e Vg(0.0) = (~1,-2)

10



NOTA: Si consideramos f(u,v,w) = F y aplicamos la regla nemotécnica
de la regla de la cadena

OF _9jou 0fov  0f o
or Oudxr Ovdr Owdx’

Haciendo ahora v = x , v =y , w = g y como las parciales de F' en el

of _ of
(0,0) se anulan y By = 1 o

Jg dg
0 + 8:)0(0’ 0) - a$(0, 0)

= 2, seglin hemos visto méas arriba, se tiene

Igualmente
OF _0fou  0fov  0f du
dy Oudy Ovdy Owdy
5. 9 99 0. 0) —
0_2+8y(0’0) = 83/(0’0)_ 2,

lo cual es una forma directa y simplificada de lo anterior.

| Problema 10/ (6 de Febrero de 2001)

Calcular todos los puntos de la superficie z = e* ¥ +sen(x —y) cuyo plano
tangente es paralelo a z = x +y.

Solucidn: El plano tangente a z = ¢**¥ +sen(z —y) en un punto (a, b, ¢)

0z 0z

es z—c = A(x —a) + B(y — b) siendo A = —(a,b) , B = —(a,b) ,
(v — ) + Bly - b) ~(a.b) o, (@)

c = e*™ + sen(a — b). Como el plano citado tiene como vector normal el

(1,1, —1) necesitamos encontrar a y b para que se cumpla el sistema A =1 |

B =1. Como

0z 0z

-~ — Tty o . el — ozt
oy (DY) =€ +eos(z —y) ay(x,y) e

Y — cos(z — ),

debemos resolver el sistema

e +cos(a—b) = 1 }

et —cos(a—b) = 1

Sumando las dos ecuaciones se tiene e™® = 1, de donde a + b = 0.
2k+1

[gualmente si restamos se tiene cos(a —b) = 0, luego a — b = 5

T, para

11



k=0,£1,£2,... En definitiva

2k +1 2k +1
2_ T b= — 2_ 7r c=1+(=1)*

a =

|Problema 11| (6 de Febrero de 2001)

2 2 2

Calcular los puntos del elipsoide ——i—y——i—— =1 cuya distancia al origen

9 4 16

es mdrima y minima.

Solucién: La distancia de un punto (x,y, z) al origen es /x? + y? + 22
y es tanto maxima o minima cuando lo es su cuadrado. Luego debemos
maximizar y minimizar x2 + 2 + 22 bajo la condicién de que el punto esté en
el elipsoide. Se trata pues de un problema de multiplicadores de Lagrange
con una sola condicién de ligadura. Buscaremos los puntos criticos de la
funcién lagrangiana

2 2 2 oy 2
F = AM—+=+—-1).
(2,9y,2) x+y+z+(9+4+16 )
Estos son las soluciones del sistema
oF 2 )
— =2 —zA = 0
ox v 9"
oF 2
— =2y+-yA = 0
dy vy
or 2
— =2 —zA = 0
9: 16
2?2 22
I AR TN |
0o "1 16 )
La primera ecuacién se cumple si A = —9, en cuyo caso de la segunda
y tercera se deduce que y = z = 0, y por la cuarta obtenemos los puntos
(3,0,0) y (—3,0,0). Similarmente la segunda ecuacién se cumple si A = —4,
y se obtienen los puntos (0,2,0) y (0,—2,0). Por su parte si A = —16

se cumple la tercera ecuacién y obtenemos los puntos (0,0,4) y (0,0, —4).
Cualquier otro valor de A provocaria que x = y = 2z = 0, lo que contradice
la cuarta ecuacién. Los puntos obtenidos son los tnicos puntos criticos de

12



F. Aplicando la funcién distancia al origen en todos ellos el mayor valor se
alcanza en (0,0,4) y (0,0,—4) y el menor en (0,2,0) y (0,—2,0).

| Problema 12| (15 de Junio de 2001)

Calcular los extremos absolutos de la funcion f(x,y) := x—y en la region

A={(z,y): 2*+y’ <1, 220, y>0}

Solucion: A es la parte del circulo unidad que se encuentra en el pri-
mer cuadrante. Se trata de una funcién continua sobre un conjunto cerrado
(contiene a su frontera) y acotado (estd dentro de un circulo en el plano).
Sabemos con seguridad que dicha funcién alcanza en A su valor maximo y
su valor minimo.

Para efectuar su cédlculo procedamos primero a tomar el interior de A

{(z,y): 2*+y*<1, x>0, y>0}

Caso de tener candidatos en él deben cumplir g—f =0y g—f = 0; como
x y
g =1y g = —1 no existe tal posibilidad.
ox dy

Pasemos a estudiar la frontera de A:

(i) En el trozo correspondiente a la circunferencia 2 + y? = 1 siendo
x > 0,y > 0, planteamos un problema de multiplicadores de Lagrange con
funcién lagrangiana

F(:C,y,)\):x—y+/\(x2—|—y2—1)

para la que
oF oF
— =142x2=0, —=14+2y=0, 22+¢4*=1
ox oy
. V2 1 1 .
cuyas soluciones son \ = :I:T, r = “ox Yy = N lo que nos proporciona
los puntos
V2 V20 V2 V2
(—77 - ) (77 —7)

ninguno de los cuales esta en A.

13



(ii) En el trozo en el que x = 0, no hace falta usar los multiplicadores de
Lagrange pues ahi f(z,y) = —y, cuyo valor méximo se alcanza en (0,0) y su
valor minimo en (0, 1).

(iii) En el trozo en el que y = 0, no hace falta usar tampoco los multipli-
cadores de Lagrange pues ahi f(z,y) = z, cuyo valor maximo se alcanza en
(1,0) y su valor minimo en (0, 0).

Recogiendo los posibles candidatos (incluimos las intersecciones de los
trozos considerados de la frontera) obtenemos (0, 0), (1,0) y (0, 1). Aplicamos
la funcién f en ellos y el valor méaximo se alcanza en (1,0) (donde f(1,0) = 1)
y el valor minimo se alcanza en (0,1) (donde f(0,1) = —1).

| Problema 13/ (15 de Junio de 2001)

‘ 0%
Transformar en coordenadas cartesianas la expresion ——, con z € C*.

dp0l
Solucién: Aplicando la regla de la cadena al cambio z = pcosf , y =
: — 2.2 f— Yy
psend (inversamente p = /22 + y? , 0 = arctg=), sabemos que
x

82_8z8x 0z0y 0z SQ—I—%SenGZaZ x 0z

Y
dp 83:8p+8y8p oz dy 8a:w/x2+y2+8y,/x2+y2

0z 828x+%@_%(_ send) + 8_ cosf) = — 8z+$%
960 0x00  oyos  ox' ' 3y " T Yar T oy
Finalmente
i 0 (0:\ [, 0| _or _or .« am
op0s  op \ob) 00| 9p Oz T\ 22 42 8y,/3;2_|_y

( 02z Oz 822) x (3,2 02z (922) Y
=(—yru+ 5 +a - - +a

ox? Oy 0x0y ) /22 + 42 Oz yaxﬁy 0x2 ) \ /a2 + 42 -
oy & 0% N 1 x% B % 22 —y? 0%z
T erp o ar) o \Tay Vo) T ot g2 00y




| Problema 14| (14 de Septiembre de 2001)

Calcular y clasificar los puntos criticos de la funcion

[l y) = zy(a® —y°).

Solucién: Como la funcién tiene como dominio R?, vamos a calcular
sus puntos criticos resolviendo el sistema de ecuaciones que determinan sus
derivadas parciales igualadas a cero, es decir

=y(z® —y*) + 2%y = y(32°> — y*) =0

of
g? 2 2 2 2 2
— =z(x’ — —2yz=x(x" —3y°) =0

3y (#" —y") = 2y ( y7)

En él si y = 0 se tiene, obviamente, que x = 0 y viceversa. En otro caso,
de la primera ecuacién se tiene 322 = y? | y sustituyendo en la segunda
queda —8z2 = 0 lo que provoca que = 0 . Asf pues la tnica solucién es el
punto (0,0).

Calculemos las derivadas parciales segundas para clasificarlo.

0 f 0 f 0 f
- = 6xy7 — R
0x? 0xdy 0y?

Como todas se anulan en el (0,0) el hessiano vale cero y no obtenemos
informacion con lo que hemos de recurrir a observar cémo se comporta la
funcién en un entorno del punto. Como f(0,0) =0 factorizamos la funcién

327 — 3y, = —06xy.

f(x,y) = zy(r +y)(r —y).

En cualquier circulo centrado en el origen la funcion toma valores positivos
y valores negativos (basta representar las rectas . =0,y =0, 2 —y = 0,
x+y = 0y estudiar los valores en las regiones que determinan). En conclusién
se trata de un punto de silla.

|Problema 15| (14 de Septiembre de 2001)

Suponiendo que el sistema

r+senv —sen‘u =0
rsenv +cosu =0
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define a u y v como funciones de x, u = f(z) , v = g(x) , con f(1) =5 y
g(1) =0, calcular f'(1) y ¢'(1).
Solucién: Sustituyendo u por f(z) y v por g(x) obtenemos el sistema
r +seng(x) —sen? f(z) =0
zseng(z) + cos f(x) =0
en el que, derivando respecto de x, se tiene
1+ ¢ (z)cosg(x) —2f (x)sen f(z)cos f(z) =0
seng(x) + xg'(x) cos g(x) — f'(z)sen f(z) =0
Si damos el valor 1 a x se tiene

1+4¢'(1)=0 }
g(1) = f(1)=0

de donde se deducen f'(1) = ¢'(1) = —1.

| Problema 16/ (28 de Enero de 2002)

Si z = z(z,y) es una funcion de clase C® y tenemos unas nuevas varia-
bles u y v tales que x = u + 3v , y = 2u — v, transformar la expresion

0%z 0z

or? Oy

1 1
Solucién: Como u = ?(m +3y) ,v= ?(295 — y) se tiene

p_0s_9:0u 000 _10: 00
or Oudxr Ovdr 7 Ou ov
dz 0z0u 0zov 1 0z 0z
9y " dudy " ovdy 70w o0
Pasemos a volver a derivar
8_2,226_T:1<8_T+ 8_T):l<1(&+ 822)+g<82z+&))
ox?  Ox 7 0Ou ov 77 0u? Oudv 7 0vou Ov?

2 2
Al ser la funcién C®, 66 5 = aa 82 obtenemos
udv vou
Pz 1 ,0% 02z 02z
= +4—)

522~ 1902 T Yauae T o
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Ahora sélo quedaria sustituir.

|Problema 17/ (28 de Enero de 2002)

Consideremos la superficie ryz =1

(a) Encontrar los puntos de dicha superficie en los que el plano tangente
es paralelo a x +y+ z = 0.

(b) Si la porcion de superficie contenida en el primer octante la intersec-
tamos con el plano 2x +y — z = 2 se sabe que se pueden despejar y y z en

funcion de x, (y = f(z) , z = g(x)), calcular f'(1) y ¢'(1).
Solucién: (a) La superficie estd escrita de forma implicita F(z,y, z) =
xyz—1 = 0. Su plano tangente en un punto (a, b, ¢) (en el que abc = 1) viene

dado por
Alx —a)+Bly—b)+C(z—c¢)=0

siendo
oFr OF oF
A= %(a,b, c)=bc, B:= a—y(a, b,c) =ac, C:= %(a,b, c) =ab
Sustituyendo y dividiendo por abc la ecuacion del plano es
1 1 1
i — Sy —b) 4+ =(z—¢)=0
“w—a)+ -8 + (=) =0,
111 . ,
con lo que el vector (—, B —) es proporcional a (1,1,1). Asi a=b=c y
a b ¢
como su producto es la unidad sélo puede ser a = b =c¢ =1 . El punto

buscado es el (1,1,1).
(b) Asumiendo que x >0,y >0, z > 0, consideremos el sistema:
TYz =
20 +y—2 = 2
f(x) y g(x) obteniendo
af(z)g(z) =1
2+ f(z) - glx) = 2
ecuacién que f(1) = g(1) y como la primera nos dice que f(1)g(1) =1, al
ser no negativos, se tiene que f(1)=g¢(1)=1.
Derivemos el sistema respecto a x obteniendo

en el que sustituimos y y z, respectivamente, por

; haciendo en él © =1 obtenemos de la segunda

(f(@) +zf(x)g(x) + zf(z)g (z) = _ . M) +4Q)
2+ f(x) ~ g'(x) =0 } ypRr =L 1) - g)
que, obviamente,s nos proporciona los valores f'(1) = —3Y g (1) = %
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| Problema 18/ (28 de Enero de 2002)

Calcular los extremos de la funcién f(x,y) = 2> +x+y*+y en el conjunto

K :={(z,y): 2* +9* < 1}.

Solucién: K es un circulo de centro el origen y radio 1. La funcién
f alcanza en él sus valores extremos. Para encontrarlos distinguiremos su
interior y su frantera y buscaremos los posibles candidatos a extremos.

En el interior de K , {(z,y) : * + y* < 1} , dichos candidatos deben ser
puntos criticos de f , luego calculemos las soluciones del sistema

0
—f = 2x+1 = 0
- . L1 .
g;@ , cuya unica solucién es (—=, —=). Como dicho
4 = 2y+1 =0 2" 2
dy
punto estd en el interior de K lo aceptamos como candidato.

En la fontera de K , {(x,y) : 2% + y* = 1} disponemos de una condicién
de ligadura ( 22 +y*—1 = 0 ) luego vamos a plantear un problema de extre-
mos condicionados, aplicando el método de los multiplicadores de Lagrange:
estudiamos los puntos criticos de la funcién lagrangiana

F(z,y,2,\) =2+ + " +y+ A" +¢* - 1)

calculando sus derivadas parciales, igualando a cero y exigiendo que cumplan
la condicién, esto es

oF
— = 2y+14+2xy = 0 (>
dy
2% + 9 = 1
podemos restar las dos primeras ecuaciones obteniendo (z —y)(1+X) =0 .
Si el segundo paréntesis es cero A = —1 , pero eso no puede ser ya que al

sustituir en las ecuaciones se obtiene la aporia 1 = 0. No queda mas remedio
que sea el otro paréntesis cero con lo que = = y , y con la condiciéon de
ligadura se obtiene 22% =1, es decir x = iﬁ. Se tiene como candidatos
1 1 1 1
los puntos (—,—=) vy (——=, ———).
(55 5 5)

Para saber cuales son los valores extremos de f basta con calcularla en
los tres candidatos y comparar. Como

1 1 1 1
g3 =3 I

1
2)=1—|—\/§ f<_ﬁ’

18
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resulta que el segundo punto es en el que la funcién alcanza su valor maximo
y el primero en el que alcanza su valor minimo.

‘Problema 19‘ (26 de Junio de 2002) Sea la funcion f(x,y) = xy +

cos(zy) + o —vy
(i) Calcular el plano tangente a su grifica en el punto (0,0, 1)
(i1) Si f se anula se puede despejar y en funcion de x. Calcular y'(0).

Solucién: (i) El plano tangente serd
z—1=A(x—0)+ By —0)

siendo A y B las derivadas parciales de f en el (0,0). Como

g—i =y —ysen(zy) + 1, g—; =z — xsen(zy) — 1, resulta ser A = 1y
B = —1 con lo que el plano tangente es z =+ — y + 1.

(i) Si 0 = zy + cos(zy) + x — y y asumimos y = y(x) haciendo x = 0 se
obtiene 0 = 1 — y(0), luego y(0) = 1. Si derivamos en la primera ecuacién
se tiene y + xy’ — y/'sen(zy) + 1 — ¢y = 0 que aplicando en z = 0 nos da

1+ 0y —y'sen(0) + 1 —4'(0) = 0 de donde y'(0) = 2.

| Problema 20 | (26 de Junio de 2002) Calcular los extremos absolutos

de f(x,y) := 2% — y? en el tridngulo determinado por los puntos A = (3,0) ,
B=1(0,3) y C = (-2,-2).

Solucion: La funcién es continua sobre el triangulo T que es cerrado y
acotado luego alcanza en él su valor maximo y su valor minimo. Distingui-
remos el interior y la frontera de la region:

Interior de T: Los posibles candidatos deben ser soluciones del sistema

% = 2z= 0
g}? luego el tnico candidato es el (0,0), que al estar en en

Y _ oy= 0
dy y

interior de T lo mantenemos como tal. Le llamamos P;.
Frontera de T: Trataremos cada uno de los lados como un problema de

multiplicadores de Lagrange
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Lado que une A con B: su ecuacién es (recta que pasa por dos puntos)
x+1y—3=0. La funcién lagrangiana es

Fz,y,\) =2 —y* + Mz +y —3)

2c+X =0
cuyos puntos criticos son solucién del sistema —2y+ A = 0
r+y—3 = 0

De la primera y segunda ecuacién se deduce que y = —x, que al sustituir

en la tercera nos proporciona 0 = 3. No hay candidatos en este lado.
Lado que une B con C: su ecuacion es bxr — 2y + 6 = 0. La funcién
lagrangiana es
F(x,y,\) = 2> —y* + A5z — 2y + 6)

2c4+5\ = 0
cuyos puntos criticos son solucion del sistema —2y —2\ = 0
dr—2y+6 = 0

De la segunda ecuaciéon se deduce que y = —A\, que nos deja la primera

como 2x — 5y = 0. Esta junto a la tercera nos proporciona el (——

. —2) aue

se encuentra en el lado. Lo reservamos llamandole Ps.
Lado que une C' con A: su ecuacién es 2z — 5y — 6 = 0. La funcién
lagrangiana es

F(z,y,)\) = 2* —y* + \(2x — 5y — 6)

2c0+2X = 0
cuyos puntos criticos son soluciéon del sistema —2y —5A = 0
20 —5y—6 = 0
De la primera ecuacion se deduce que z = —\, que nos deja la segunda
, 4 10
como —2x + 5y = 0. Esta junto a la tercera nos proporciona el (—?, —7)

que se encuentra en el lado. Lo reservamos llamandole Ps.
Anadimos a la reserva que estamos haciendo los tres vértices del tridngulo.
Calculemos finalmente la funcién en los seis puntos candidatos. f(P) =

0. (P) = =, F(P) = =2, f(4) = 9, f(B) = =9y J(C) = 0. En

resumidas cuentas el maximo se alcanza en A y el minimo en B.

| Problema 21| (2 de Septiembre de 2002)

Pasar a coordenadas polares la expresion

ox yay
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siendo z = z(z,y).
Solucién: Vamos a resolverlo de dos maneras, ambas usando la regla de

la cadena:
En primer lugar como x := pcos@ , y := psenf se tiene

%—%-@—l-%-@—cos@-—z%—senﬂ%
dp Ox Op Oy Op ox dy
dz 0z Or 0z 0y '8z 0z

0 or 00 "oy 90

Considerando lo anterior como un sistema lineal de dos ecuaciones con

dos incognitas (a—z y 8—2) cuyo determinante es no nulo (vale p) obtenemos,
Z )
usando la regla de Cramer:
0z 0z senf 0z 0z 0z L cos 0 0z
— =cos————— ; — =senf— —
ox Op p 00 7 Oy op p 00

Sustituyendo en la expresion inicial se tiene

0z senf 0z 0z cosf0z 0z

PCOSQ(COS9a—p— P %)—l—psenQ(sen@a—p—i— P 86>:p8_p

Otra opcién seria considerar que p = \/x%2+y? y 6 = arctan Y conlo
x

que se tiene

9z 0z Op 02 09 =z 0z _y 02
dx  Op Ox 00 Ox Ja2t+ 42 Op a®+y® 00
0z 0z 0Op 0z 00 _ Y 0z x 0z

By Op Oy 90 By  Jarigl Op Etyl 00

que tras cambiar x e y por sus valores en polares nos proporciona idéntico
resultado al obtenido anteriormente.

| Problema 22| (2 de Septiembre de 2002)

Estudiar y clasificar, usando el cdlculo diferencial, los puntos criticos de
la funcion f(x,y) = 2z —y)(z* —y).

Solucién: Hallemos los puntos criticos de f buscando los que anulen a

sus derivadas parciales:
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= =22 —y) +22(2r —y) = 62° — 20y — 2y =0

a—y:—(xz—y)—(Qx—y) =2 — 1" —2r=0
3
Obtenemos (0,0) , (1, 5) . (2,4).
Calculemos las derivadas parciales segundas y el Hessiano:

9’ f >’f 0 f
A== =120—-2y, B= =2 -2 C=—-%=2 H:=AC- B
81'2 X y7 83:8@; x 70 ay2 9 C

Al aplicarlo en cada uno de los puntos criticos se tiene
3
Para (1,5): A=9, B=-4,C =2y H =2, es un minimo local.

Para (0,0): A=0,B=-2,C=2y H=—4;es un punto de silla.
Para (2,4): A=16,B=—6,C =2y H = —4; es un punto de silla.
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CALCULO INTEGRAL

| Problema 23| (15 de Junio de 2001)

Calcular el volumen de la region del primer octante limitada por z = xy,
2 2 _
4+ y =1.
Solucién: La regién se puede escribir como

A={(z,y,2) : 0<z<1, 0<y<V1i—-2% 0<z<uay}

Asi pues,

o= [ = [ vy [ FWZ

/019:(1—295)6@:—%/0 —2z(1—x )clac:_}l {%]12—3(0—%):

0

|Problema 24| (15 de Junio de 2001)

Calcular la integral de linea
/(2x3 —y3)dx + (2° + y°)dy
g
siendo 7y la circunferencia unidad recorrida en sentido positivo.

Solucién: Aunque se puede hacer directamente la resolveremos utili-
zando el Teorema de Green. Este afirma que si 7 es un camino cerrado,
positivamente orientado, que envuelve a una region D en el plano entonces

/Mxydx—i—nydy—// (a—N—a—M)dzdy

En nuestro caso M = 22° —¢® | N = 2% + 4%, con lo que — = 32° y

oM ox
—— = —3y?, de donde
Ay

/(29[:3 —y)dx + (2° + y*)dy = 3 // (2 + y°) dady
¥ D
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siendo D = {(z,y) : 2?4+ y* < 1}. Si hacemos un cambio usando
coordenadas polares

3//(:1:2+y2) dxdy:?)// p® dpdf
D B

siendo B={(p,0) : 0<p<1, 0<60<2r}. Aplicando el teorema de
Fubini se tiene

1

1 2 1 o 3
3//,03dpd9:3// p3d9dp267r/ pgdp:67r[—} = —.
B 0 Jo 0 41, 2

|Problema 25| (15 de Junio de 2001)

Sea S la porcion del paraboloide z = 4 — 2 — y? situada por encima del
plano z = 0. Calcular el flujo del campo F(z,y,z) := (x,y,2) a través de S.

Solucién: La superficie se puede parametrizar como

¢(x>y) = ([E,y,4 - 1’2 - y2)

definida en el conjunto D = {(z,y) : z*+y? < 4}. El vector normal a
la superficie en cada punto viene dado por
0z 0z
— (=L )= 2,291
n ( ax’ 8y7 ) ( l‘? y7 )

Con todo lo anterior el flujo pedido es

// // o(.y)) ndi”dy—//ﬁlﬂs +42) dzdy

Procediendo a cambiar de coordenadas cartesianas a polares y siendo
B={(p,0) : 0<p<2 0<6<27}, setiene

//¢F=//B(4+p2)pdpd9:/02/02ﬂ(4+p2)pdedp:7r/02(4+p2> 20 dp—

_W[Mrw(%_E)_m

0
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| Problema 26| (14 de Septiembre de 2001)

Una esfera centrada en el origen y de radio v se corta por un plano ho-
rizontal a una altura h , (0 < h < r). Hallar el volumen de la parte de la
esfera que se encuentra por encima de dicho plano.

Solucién: Nos piden que calculemos el volumen del conjunto A que
queda entre el plano z = h y la esfera 2% 4+ y? + 22 = r? . Es decir

A={(r,y,2) eR’ : (z,y) €D, hgzgm}

siendo D el circulo, en R?, de centro el origen y radio r? —

Como v( / / / dxdydz=(cilindricas)= / / / p dpd@dz , siendo B

el conjunto A escrito en las nuevas coordenadas, es decir
B={(p,0,2) : 0<0<2n,0<p<VrZ—h?, h<z<+\r?—p?}

con lo que se tiene, aplicando el teorema de Fubini,

2 pVr2—h2  py/r2—p? T2 _h2
= / / / p dzdpdf = 27T/ p(\/1?2 = p?> = h)dp =
o Jo h 0

2 _ 9 — 2 — 1 3 2_h2
= o ([——“p]gr =R _ h[%]gr =+ ) =2 ((——h3 + oy —nl ) -

3

1 hr? k3 r hr? h3
—9 o R N - —).
7r<3(r h?) 5+ 2)

| Problema 27| (14 de Septiembre de 2001)

Calcular va , siendo F(x,y) = (cosxseny,senxcosy), si vy €s una

curva suave que une los puntos (0, —m) y (3, %).

Solucién: El campo F = (F}, F,) tiene como dominio R?, que es conexo
y alli

8F1 aFZ
—— = COSxTCOSYy = —.

Jy ox
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Se trata de un campo conservativo. FExiste una funcién potencial del
mismo, es decir, una aplicacién f escalar de R? en R de forma que Vf = F.
Calculémosla:

Como —— = Fy = coszseny , f(z,y) =senzseny + ¢(y). Asi

ox
g—“; = senzcosy + ¢ (y) , luego ¢'(y) = 0, lo que nos permite tomar
como ¢(y) cualquier funcién constante, en particular la méas simple, la nula.
Por tanto tomamos f(z,y) = senzseny.
Finalmente para calcular f7 F' s6lo nos interesa el punto inicial y final de
la curva ya que al ser F' conservativo es independiente de la curva que se
considere, teniéndose

3T T

LF = f(%r, g) — f(0,—m) = sen - -sen g — sen0.sen(—m) = —1

| Problema 28| (26 de Junio de 2002)

Hallar el volumen de la region comprendida entre el plano z = 0 y el
paraboloide 2% + y? = 4 — 2.

Solucion: Nos piden el volumen de
B:={(r,y,2) O§z§4_$2_y2}

Veremos dos maneras de calcularlo: primero mediante una integral triple

V(B) :///B dxdydz = //])(4—x2—y2) dxdy

siendo D := {(z,y) : z*+ y? < 4}. Efectuando el cambio a coordenadas
cilindricas

V(B)://M(4—p2)pdpd9 ycon M :={(p,0) : 0<p<2,0<60< 27}

y aplicando el teorema de Fubini

V(B) :/02/027r(4—p2)pd9 d,o:27r/02(4—p2)pdp: -7 {%r = 87

0
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Otra forma de hacerlo seria usando el principio de Cavalieri. Para ello
escojamos la altura z (que varfa entre 0 y 4) y si B, es la seccién horizontal
del paraboloide, que tiene un area S(B,)

/s

Dicha seccién es, a la altura z, el circulo 22 + y? < 4 — 2, luego

V(B) :/047T(4—z) dz =7 [—(4_22)2}4:%

0

| Problema 29| (26 de Junio de 2002)

Consideremos el campo de fuerzas

9 1

F(x,y) := (2vysen(z®y) + cosx, z”sen(z%y) — =)
Y

definido en el semiplano y > 0.
(i) ;Es F conservativo?
(i) Calcular el trabajo producido al trasladar una particula bajo ese campo

t
por el camino y(t) := (tcost,1 — — +t°°") | con t € [0, 7]
m
Solucién: (i) Para ver si es conservativo sea F':= (M, N)

oM ON
oy 2z (sen(z?y) + x?y cos(2?y)) = s

Al ser el dominio de F' estrellado (o convexo) la condicién necesaria es
también suficiente y F resulta ser conservativo.

(i1) Por el apartado anterior basta encontrar la funcién potencial de F,
f, v el trabajo sera

W / F = f(3(m)) — F(1(0)) = f(~m. ) — F(0.1)

T
of .. _ 2 _ 2
B M = 2xysen(z’y) + cosx, luego [ = —cos(z’y)+senz + p(y)
x
0 1
8_;; = 2% sen(2%y) + ¢'(y) = N = 2?sen(2%y) — ;
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Con ello ¢(y) = —logy + C. Tomamos C' = 0 con lo que resulta
f(z,y) = —cos(z®y) +senx — logy

y, por lo tanto,
W =2+ logm.

| Problema 30/ (26 de Junio de 2002)

Hallar el area encerrada por la elipse interseccion del plano x +y+2z =1
con el cilindro x® + y? = 1.

Solucién: Nos estan pidiendo el drea de la superficie dada por el plano
y circunscrita por el cilindro. Parametrizamos la superficie

¢:D—>R37 ng(Jf,y):<l’,y72):(l’,y,1—l’—y>

siendo D := {(z,y) : 2? +y* <1}. Asf el drea pedida es

S://D\/(%)QJr(g—;)?—kldxdy://[)\/gdxdy:\/g//[) dzdy

Como la integral es el area de D, esto es 7, se tiene

S =3r

| Problema 31| (2 de Septiembre de 2002)
Sea A:={(z,y,2) : 2> +y*+22<1, 2 <0}. Calcular

1
I:_///41+x2+y2+22 dxdydz.

Solucién: Por la forma del integrando y al ser A un trozo de esfera
deberemos ensayar el cambio a coordenadas esféricas:
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xr = pcosfseny
y = psenfsen p con jacobiano J = —p%sen (.
z = P COS

El conjunto A se transforma en

BZ{(Ianv(P)OSpSl, OSQSQT(, S(pgﬂ'}

I

Aplicamos el teorema de cambio de variable y tenemos

1 1 p2 27 i
I = // —p*sen p dpdfdy = (Fubini) = / / / sen pdy df dp =
pl+p? ( ) o L+p*Jo Jx

1 p2 1 1 ) T 7T2
= 27r/0 T dp = 27r/0 (1—1 n p2) dp = 2m[p—arctan pl; = 2#(1—1) = 2#—?.

| Problema 32| (2 de Septiembre de 2002)

Dado el campo vectorial

F(z,y) = (—=32%y*sen(z*y?), —2yx® sen(x’y?))

calcular /F, si vy es un camino, C* a trozos, que une los puntos (1,7) y

(4,9).
Solucién: El campo es de la forma F' = (M, N) , con
oM ON
0y Oz

luego, al estar definido en todo el plano, se trata de un campo conser-
vativo. Calculemos su funcién potencial. Debe ser una f(z,y) tal que

% = —32%y?sen(2’y?), con lo que f(z,y) = cos(x®y?) + g(y). Como, por
x

0
otro lado, a—f = —2yx’sen(2’y?), necesariamente es ¢'(y) = 0. Podemos
Y
tomar f(z,y) = cos(x®y?).
La integral de linea sabemos que depende sélo de los valores que toma

cualquier funcion potencial en los extremos del camino, con lo que

= —62%y sen(x’y?) — 62°y® cos(z’y?) =

/F = f(4,9) — f(1,7) = cos 5184 — cos 49.

Y
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ECUACIONES DIFERENCIALES

| Problema 33| (15 de Junio de 2001)

Integrar
sen 2x

/ p—
Yy +ycosr = 5

Solucion: Se trata de una ecuacion diferencial ordinaria lineal de primer
orden. Para integrarla vamos a suponer factorizada la soluciéon y = v -v. En
ese caso la ecuacién queda

w'v 4+ v'u + v cos T = sen x cos T

uw'v + u(v' +vcosx) = senx cosx

Igualando el paréntesis a cero se tiene la ecuacién con variables separables

!/

v
— = —cCosx
v
cuya solucion es logv = —sen x, es decir, v = e~ **"*. Asi la ecuacién original
queda
e %" = senxcosw
de donde
u = e Fsenxcosw
Resolviendo

u = /esen”” sen x cos xdx = (por partes) = sen :Eese”—/ e*"? cosx dr = senz(e*" " —1)+C

Con todo ello
y=~Ce *"* +senx — 1.

|Problema 34| (15 de Junio de 2001)

Calcular la solucién particular de la ecuacién y" —1vy" = 42 que cumple
las condiciones iniciales y(0) = y'(0) = 3" (0) = 1.
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Solucion: Primer método La ecuacién propuesta es una ecuacién de
orden tres no homogénea con coeficientes constantes. Su solucion general se
puede obtener como suma de una solucion particular y de la solucion general
de la correspondiente homogénea 3" — y” = 0.

Para encontrar dicha soluciéon tomemos la ecuacion caracteristica

m3 —m? =0,

que tiene como raices m = 0 (doble) y m = 1. La solucién buscada es
combinacién lineal de las funciones €% = 1, ze% = z y €%, es decir

yn = A+ Bx + Ce”

La solucién particular de la ecuacién original debe ser (a la vista del
segundo miembro que es un polinomio de grado dos y del hecho de que el
cero es una raiz doble de la ecuacién caracteristica):

Yy, = v*(az® + bz + ¢)

Calculamos su segunda y tercera derivadas y sustituimos en la ecuacién
obteniendo

(24azx + 6b) — (12ax* + 6bx + 2¢) = 42?

de donde, identificando coeficientes, se deduce el sistema —12a = 4, 24a —
1 4

6b = 0, 6b— 2c = 0, cuya solucion es a = —3 b = —3 ¢ =4. En
definitiva la solucién general de la ecuacion inicial es
» 14 43 2
y=A+ Bx+Ce 3% 3 — 4a°.

Si buscamos la solucion particular que cumple las condiciones iniciales
y(0) = ¢/'(0) = y"(0) = 1, derivamos una y dos veces y sustituimos « por cero
obteniendo

y(0)=1=A+C, Jy(0)=1=B+C, y0)=1=C-38
con lo que A = -8, B= -8y C =9y la solucién particular buscada es

1 4
y:9em—§x4—§x3—4x2—8x—8.

Sequndo método: Podemos utilizar la trasformada de Laplace. Al apli-
carla a la ecuacion se tiene

L(y///) . L(y") — 4L({B2)
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8 8 + s°
(5~ Ily) = 5 + 57 =
y de ahi
L(y) = 8+s° A +B+C’+D+E+F
y—s5(s—1)_s—1 s s s st $
de donde

8+5° = As" + Bs*(s — 1)+ Cs*(s — 1)+ Ds*(s — 1) + Es(s — 1) + F(s — 1)

cuya solucion es A =9, B= -8, C=-8, D=-8 E=-8y F=-8, es
decir

9 8 8 &8 8 8 1 1 1 2. 4,32
Ly)=—————————— — =9 —8(=)=-8(—=)—-4(=)—=(—)—
) s—1 s s2 s3 st (s—l) (s> (32) (33) 3<s4)
y, en definitiva,
y:96x—§x4—§x3—4x2—8x—8.

| Problema 35| (14 de Septiembre de 2001)

Integrar
(5 4y sen z)dx + 3y* cos vdy = 0.

Solucién: La ecuacion es de la forma M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0, con

OM __ ON
T 3y?senx + 3y’ senx 2senﬂz:

N 3y? cosw cos T
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con lo que sabemos que admite un factor integrante pu, funcién sélo de z, de
forma que la ecuacion p(z) M (z, y)dz+ u(xz)N(x, y)dy = 0 resulta ser exacta.
O(uM) _ O(uN)
Debemos entonces tener

dy - or o de otra forma

oM N+ ON
M@y —/ K o

En definitiva
B o5t , de donde logpu = —2log|cosz| .y
i COS T

B 1
H= cos2x’

Para resolver la ecuacién diferencial exacta

5+ y3se 3y
y2 nxdaH— i dy =20
cos? x CoS T

calculamos la funcién potencial integrando

/O " ()M (, y)de + / " WOV (0, y)dy = C

es decir

TH+ydsenw y
/ y—zdx—i-/ 3ydy = C
0 cos? x 0
de donde se tiene la solucion

2
Stanx +

=C.

COS T

| Problema 36 (26 de Junio de 2002)

Integrar la ecuacion
, v ty+ 1
—r4+y+3

Solucién: La ecuacion se puede hacer de dos maneras.
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Primera forma: La ecuacién se puede reducir a una homogénea. Resol-

. r+y+1 = 0 .,
vamos para ello el sistema cuya solucién es el punto
—rz+y+3 = 0

(1,—2). Hacemos el cambio s =2 —1, ¢t =y+2conlo queds =dzy
dt =dy ( quedando y' =t' ) y la ecuacién queda
t

- 41
g_dt _t+s T

T ds  t— t
ds t—s L _4
5

u-+1

Hagamos t = us , ' = u's + u , de donde v's + u = —1,yde ahi
u_

du
haciendo v’ = 5 separamos las variables obteniendo
s

(w—1)du  ds

—uw2+2u+1 s

Integrando se obtiene
1
—3 log(—u?+2u+ 1)+ C =logs, esdecir svV—u2+2u+1=e“=D

Basta deshacer el cambio y agrupar constantes, obteniendose

v~y 2y 422 —6y=FE

d
Segunda forma: Haciendo ¢y = el , la ecuacion la podemos escribir como
x
Mdx + Ndy = (x +y + 1)dx + (xr —y — 3)dy = 0, que es exacta pues

oM 0N

By T o

luego basta encontrar la funcién potencial de (M, N). Para ello esta vez

integremos con xo = yo = 0

/on(x’y)dm+/oyN(0,y)dy=/Ox(x+y+1)dx+/oy(_y_3)dy:K

2 2
T Y
—+zy+r—=—-3y=K
g T TET g Ty
Basta multiplicar por 2 para tener la misma solucién que antes con 2K = F.
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| Problema 37/ (26 de Junio de 2002)

Integrar la ecuacion

y" — 6y + 9y =12senx + 16 cos x.

Solucién: Es una ecuacion lineal de segundo orden. Su solucion sera
suma de la solucién general de la homogénea 3" — 6y +9y = 0 y de
una solucién particular de la ecuacién completa. Para encontrar la primera
escribamos la ecuacién caracteristica

M —6A+9=0

que tiene 3 como una raiz doble. Eso nos indica que la solucién general de
la homogénea es
y, = (A+ Bz)e*

El segundo miembro de la ecuacién es de la forma

e (Pp(z)senbr + Qn(z)cosbxr) a=0, b=1, Py(x) =12, Q.(x) =16

no siendo a £ bi raiz de la ecuacién caracteristica, luego ensayaremos 1y, =
Csenx + Dcosz,

y, — 6y, + 9y, = (8C +6D)senx + (8D + —6C) cosx = 12senx + 16 cos x

que, identificando y resolviendo el sistema, nos da C' = 0 , D = 2, luego
Yp = 2COS T.
En definitiva la solucién es

y = (A + Bx)e* + 2cos .

| Problema 38/ (2 de Septiembre de 2002)

Integrar la ecuacion

—y dz+ (z +y*) dy = 0.
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Solucién: La ecuacion es de la forma Mdx + Ndy con

ON OM
Or oy _ _2
M Y
luego admite un factor integrante p , que depende sélo de y, y que cumple
/
2
que = Integrando se tiene que logu = —2logy, es decir p = —.
)
Dicho factor convierte la ecuacién en diferencial exacta, en concreto
1 x
——dr+ (5 +1)dy=0
Y Y

Hallemos la funcién potencial f(x,y) = C que la genera: debe cumplir
1 0
ave 5 =~ s decir f(29) = =2 4 pl). Ast G = L) = Sk
de donde tomando ¢(y) = y resulta la solucién

x
—~+y=C o, equivalentemente, x=y*>— Cy.

. 1
Otra forma de resolverla seria escribirla como 2z’ — —x = y, que resulta

ser lineal suponiendo x en funcién de y. Se supone entonces r = u.v, luego
' =u'.v+v.u ytenemos

1
uv +v.(u — -u) =y
Y

Exigiendo que el paréntesis sea igual a cero obtenemos u = y , luego y.v' =y
de donde v' =1 , es decir v =y + D con lo que

r=y(y+ D).
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