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Qué caracteriza el nivel 5 de VH?

e Caracteristicas de las personas en este nivel (Mayberry, 1983):
* Comprende los aspectos formales de la deduccion.

* Comprende el papel y la necesidad de diferentes tipos de
demostraciones.

* Aplica sin problemas las leyes de la l6gica formal.
* Distingue entre axiomas y teoremas.
* Deduce hechos a partir de afirmaciones sobre una geometria finita.
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Qué caracteriza el nivel 5 de VH?

* Contenidos: aspectos no convencionales de la Geometria.
* Geometrias finitas.
* Métricas no convencionales dentro de la Geometria euclidea.
* Geometrias no euclideas.

Antecedentes

Usiskin (1982) y Mayberry (1983) proponen incluir la deducciéon de hechos
de proposiciones sobre geometrias finitas.

Blair (2004) plantea trabajar cuestiones clasicas de geometria pero
utilizando métricas poco convencionales (cartero) y describir cdmo es una
circunferencia, trazar un triangulo equilatero, o probar que algunas
definiciones equivalentes de objetos geométricos con la métrica Euclidea
dejan de serlo con esta nueva métrica.

De cara a validar nuestro cuestionario nos planteamos administrarlo a
alumnos del grado de matematicas y a alumnos del master de profesorado
en la especialidad de matematicas de la Universidad de Zaragoza. Las
respuestas de estos alumnos permitirdn redisefiar el cuestionario y
establecer ejemplos concretos de valoraciones de respuestas.
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éPor qué lo queremos medir?
Implicaciones para la ensefianza

* Trabajar el nivel 5 puede mejorar el 4. Blair (2004) habla de los
procesos de folding back en los que ciertas dificultades en tareas
exigentes provoca un reprocesamiento y reconstruccion de
conocimientos mas basicos.

* Esto es, el trabajo con actividades propias de nivel 5 de Van Hiele
puede promover una adquisicion mas completa de niveles inferiores.

* Lo importante es el nivel de razonamiento, no los contenidos sobre
los que trabaja el nivel. Trabajar sobre esos contenidos puede hacer
ver de un modo mas global el resto.

Objetivos

1. Describir qué caracteristicas debe tener un cuestionario que
permita medir (¢también?) el nivel 5 de Van Hiele.

2. Disefiar y validar un cuestionario que permita medir (¢también?) el
grado de adquisicion del nivel 5 de Van Hiele.
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Caracteristicas deseables en un cuestionario
para medir el nivel 5 de VH

* Respuesta abierta (mayores niveles de coherencia)

* Describir previamente qué procesos clave se ponen en juego en el
nivel 5 y después dar indicadores de los grados de adquisicion para
cada uno.

* Valorar reducir a 5 grados de adquisicion: no adquisicidon, adquisicion
baja, adquisicion media, adquisicidn alta y adquisicion total.
* Estructura de superitems: nos planteamos si este nivel esta

relacionado con los anteriores o es algo “especial”. Algunos
superitems podrian distinguir grados de adquisicién, no niveles.

|TE M 1 ITEM 1. En geometria-F, una distinta a la que estas acostumbrado, existen exactamente
cuatro puntos y seis lineas. Cada linea contiene exactamente dos puntos. Denotemos a
los puntos como P, Q, R,y S, las lineas como {P, @}, {P, R}, {P, S}, {Q, R}, {Q,S} y{R, S}

P
* Geometria R.
finita
* |dentificacion Q- s
* Demostracion
* Uso de
definiciones. Las palabras “intersecar” y “paralelas” se usan en geometria-F asi:
Las lineas {P, Q} y {P, R} intersecan en P porque {P,Q}y {P, R} tienen P en comun. Las

lineas {P, Q} y {R, S} son paralelas porque no tienen puntos en comun.

Dada la recta {P,Q} describe cual es su relacion con el resto de lineas, es decir, di si se
interseca o es paralela a cada una de las otras lineas. En cada caso justifica tu respuesta.
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ITEM 2. En geometria-H, una distinta a la que estas acostumbrado, existen exactamente siete puntos y siete
|T E M 2 lineas. Cada linea contiene exactamente tres puntos. Denotemos a los puntos como P, Q, R, 5§, T, U yV y las
lineas como {P, Q, R}, {P,5, T}, {P,U,V},{Q.5.UL{Q.T.V},{R,5,V}v{R, T, U}

R
Q L
* Geometria p
finita : v
* Demostracion T
* Uso de u
definiciones. .
S
Las palabras “intersecar” y “paralelas” se usan en geometria-H asi:

Dos lineas se intersecan si tienen un punto en comun y son paralelas si no poseen ningtin punto en comun.

2.1 En geometria-H, ése cumple que por cualesquiera dos puntos pasa una Unica linea? Justifica tu respuesta.
2.2 En geometria-H ¢se cumple que dos lineas cualesquiera se intersecan en un Gnico punto? Justifica tu
respuesta.|

ITEM 3. En geometria-H, una distinta a la que estas acostumbrado, existen exactamente siete puntosy 7 lineas. Cada
linea contiene exactamente tres puntos. Denotemos a los puntoscomo P, @, R, S, T, Uy V y las lineas como {P, Q, R},

|TE M 3 (P,S, T}, {P, U, V}, (0,5, U}, {Q,T,V}, (R,S,V}y (R, T, U}

Normalmente la geometria-H se suele representar con el diagrama siguiente:

S

* Geometria
finita
e Demostracion v

con ayuda
grafica

P Q R
* Uso de

def| niciones_ Las palabras “intersecar” y “paralelas” se usan en geometria-H asi:

Dos lineas se intersecan si tienen un punto en comun y son paralelas si no poseen ningun punto en comun.

3.1 En geometria-H, ¢se cumple que por cualesquiera dos puntos pasa una Unica linea? Justifica tu respuesta.
3.2 En geometria-H ¢se cumple que dos lineas cualesquiera se intersecan en un Unico punto? Justifica tu respuesta
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ITEM 4

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

ITEM 4. Normalmente para medir distancias en el plano usamos la distancia Euclidea, que se define del modo

siguiente:
Dados dos puntos, la distancia entre ambos es la longitud del segmento que los une.

Sin embargo, podemos definir otras distancias diferentes, como por ejemplo la conocida como distancia del cartero

(o del taxista) que se define como sigue:

La distancia entre dos puntos viene dada por la ruta mas corta que los une usando solo lineas horizontales y verticales.

4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estdn a la misma distancia) de otro

punto, é{qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

4.2 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estdn a la misma distancia) de otro

punto, ¢qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.
Puedes usar la trama siguiente para dibujar los puntos que equidistan del punto sefialado.

ITEM 4

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

4.3 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estan a la misma distancia) de otro
punto. Fijate en los dibujos siguientes:

Todos los puntos sefialados se encuentran, con la distancia del cartero, a distancia .... del punto Q.
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ITEM 4

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

¢Qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

Puedes usar la trama siguiente para dibujar los puntos que equidistan del punto sefialado.

ITEM 5

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

ITEM 5. Normalmente para medir distancias en el plano usamos la distancia Euclidea, que se define del modo
siguiente:

Dados dos puntos, la distancia entre ambos es la longitud del segmento que los une.

Sin embargo, podemos definir otras distancias diferentes, como por ejemplo la conocida como distancia del cartero
(o del taxista) que se define como sigue:

La distancia entre dos puntos viene dada por la ruta mas corta que los une usando solo lineas horizontales y verticales.

Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estdn a la misma distancia) de otro punto,
las circunferencias de centro P con la distancia del cartero tienen la siguiente forma:

5.1 Un tridngulo equilatero es un poligono de tres lados de igual longitud. Usando la distancia del cartero dibuja un
triangulo equildtero que tenga por lado el segmento dibujado.
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ITEM 5

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

5.1 Un tridngulo equilatero es un poligono de tres lados de igual longitud. Usando la distancia del cartero dibuja un

triangulo equilitero que tenga por lado el segmento dibujado.

Dicho tridngulo equilitero, {es tnico? ¢ Cudntos triangulos equildteros que tengan al segmento dado como lado

podrias dibujar? Justifica tus respuestas.

ITEM 5

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de
definiciones.

5.2 Un tridngulo equildtero es un poligono de tres lados de igual longitud. Normalmente en geometria Fuclidea (a la
que estamos acostumbrados) la construccion de un tridngulo equilatero que tenga por lado un segmento dado

se hace de la forma siguiente:

- Concentro en cada uno de los extremos de dicho segmento y radio la longitud del segmento se trazan sendas

circunferencias.

- El punto de corte de ambas circunfenrencias se encuentra a distancia, la dada por el segmento, de cada uno

de los extremos del mismo.

- El poligono que resulta de unir los tres puntos es un triangulo equilatero.
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ITEM 5

Métricas no
convencionales
en Geometria
euclidea

Demostracion

Demostracion
con ayuda

Uso de

Usando la distancia del cartero dibuja un tridngulo equildtero que tenga por lado el segmento dibujado.

. . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . .

Dicho tridngulo equildtero, ées unico? ¢ Cudntos tridngulos equildteros que tengan al segmento dado como
lado podrias dibujar? Justifica tus respuestas.

definiciones.

ITEM 4

4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estén a la misma distancia) de otro

punto, é{qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

NIVEL 5 - GRADO 1 - Alumno 2

Mucha influencia de la
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Ven la circunf. del
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4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estan a la misma distancia) de otro
| T E I\/I 4 punto, ¢qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

NIVEL 5 - GRADO 2 —Alumno 5

SeEASIO AR DERANDD (4 DISTANCIA L
* No comprenden N8 e Eaevacs | AQBY| (s chRCMBEELSOESy SEEEEESEEE w2
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de distancia J | A_® ‘ Meacsas ¥ epenRens (% ), :
’ 3 a wepn o AT CURCRAATE [y LISeo = AdleAns
B AL ‘ copo ONMEE . L DETPNOA TS
* Construyen la " sheemias A0 yac” s
circunferencia a partir )
o i
de unos pocos puntos. N t T, b
30 1 b
* Siguen muy “pegados” = evAL
a la circunferencia
euclidea. T ——y

4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estén a la misma distancia) de otro

| T E M 4 punto, é{qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

NIVEL 5 - GRADO 3 — Alumno 4

¢ Entienden la diStanCia distancia del cartero? Justifica tu respuesta.
del cartero pero: go

* O bien no explicitan la 'y
posicidn del cuadrado.

* O bien lo mezclan con \
G. finitas. : ‘
e Explicacion, no d
argumentacion.
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ITEM 4

4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estan a la misma distancia) de otro
punto, ¢qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

NIVEL 5 —-GRADO 5 — Alumno 3

* No explicita la
importancia de la
posicion de la
circunferencia.

* Dalaformay prueba
que un punto estd a
la misma distancia del
centro que un vértice.

* No hay
argumentacion
escrita sino gréficay
formal.
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ITEM 4

4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estén a la misma distancia) de otro
punto, é{qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

NIVEL 5 - GRADO 6 — Alumno 12

* No explicita la posicion
de la circunferencia.

* Mucha argumentacion
escrita.

* ACD equilatero? No
con la dist. del cartero.
éestd en nivel 5?
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(aunque minimo) de
“apego” a la dist.
Euclidea.
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4.1 Si definimos la circunferencia como el conjunto de puntos que equidistan (estan a la misma distancia) de otro
punto, ¢qué forma tienen las circunferencias con la distancia del cartero? Justifica tu respuesta.

ITEM 4

NIVEL 5 —-GRADO 7 — Alumno 10

e Correcto /
completo.

* Argumentacién
completa

* Consciente de la
posicion de la
circunferencia.

Asignacion de grados de adquisicion Nivel 5

Tipo 1: Items sin respuesta, con respuestas
no codificables o con respuestas que indican
que el estudiante no esta en un determinado
nivel de razonamiento pero que no
?roporcmnan ninguna informacién sobre su
orma de utilizar los niveles de razonamiento
inferiores.

:  Respuestas matematicamente
incorrectas y muy incompletas, pero en las
que se reconocen indicios de utilizacion de
cierto nivel de razonamiento. Se trata, por lo
general, de respuestas muy breves y pobres
que, ademas, contienen errores matematicos
0 que no contestan directamente a la
pregunta planteada.

Tipo 3: Respuestas matematicamente
correctas pero muy incompletas, en las que
se reconocen indicios de utilizacion de cierto
nivel de razonamiento. Se trata, por lo
general, de respuestas muy breves y pobres,
aunque no contienen errores matematicos.

Tipo 4: Respuestas que reflejan claramente
caracteristicas de  dos ~ niveles de
razonamiento consecutivos. Esta es la

situacion mas tipica de los alumnos en
transicion entre niveles, pues entremezclan
dos niveles de razonamiento consecutivos en
sus respuestas a un item (generalmente en
funcion de la dificultad de las preguntas). Las
respuestas pueden ser matematicamente
correctas o incorrectas, pero deben ser
bastante completas.

* Tipo 1: Siempre hay respuesta, aunque no siempre con lo que llamariamos razonamiento a este nivel. Los alumnos
a los que se plantea este test siempre tienen capacidad para responder minimamente. No obstante, los que
clasificamos como Tipo 1, dan respuestas incorrectas, mostrando mucha influencia de la Geometria euclidea: ven
la circunferencia que se genera con la distancia del cartero como una deformacién de la euclidea. No perciben la
influencia de la métrica en los |. g. Ven los objetos geométricos como algo global no como un conjunto de puntos
que cumplen unas condiciones. Tienen confusiones con las Geometrias finitas.

* Tipo 2: Respuestas matematicamente incorrectas y muy incompletas, pero en las que se reconocen indicios de
utilizacién de cierto nivel de razonamiento. Respuestas con errores matematicos, aunque menos graves que en el
tipo 1. No son capaces de utilizar funcionalmente la definicion de distancia del cartero, lo que unido a que hacen
construcciones de la circunferencia como lugar geométrico a partir de pocos puntos y a que estan todavia muy
influenciados por la Geometria euclidea les lleva a errores.

« Tipo 3: Respuestas matemdaticamente correctas pero muy incompletas, en las que se reconocen indicios de
utilizacién de cierto nivel de razonamiento. Se trata, por lo general, de respuestas muy breves y pobres, aunque
no contienen errores matematicos. Entienden la distancia del cartero pero: o bien no explicitan la posicion del
cuadrado (nueva circunferencia) o bien lo mezclan con G. finitas. No argumentan su respuesta, si acaso la
explican.

* Tipo 4: Respuestas que reflejan claramente caracteristicas de dos niveles de razonamiento consecutivos. Esta es la
situacion mas tipica de los alumnos en transicion entre niveles, pues entremezclan dos niveles de razonamiento
consecutivos en sus respuestas a un item (generalmente en funcién de la dificultad de las preguntas). Las
respuestas pueden ser matemdticamente correctas o incorrectas, pero deben ser bastante completas.

* No tenemos nada claro que se pueda estar a caballo entre el nivel 4 y el 5. O tal vez es que todos los casos que
hemos visto estan a caballo entre ambos niveles. Por ejemplo, en muchas ocasiones se refieren a los objetos
segun su “apariencia euclidea” en vez de segun su nombre dentro de la métrica que se trate.
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Asignacion de niveles

* Tipo 5: Respuestas bastante completas

pero matematicamente incorrectas,
que reflejan claramente la utilizacion
predominante de un nivel

razonamiento
incorreccién de las respuestas puede
deberse a errores matematicos o a que
si%uen una linea de trabajo que no lleva
a la solucion del problema planteado,

determinado. La

pero ,cpa/os procesos de razonamiento
son validos.

* Tipo 6: Respuestas bastante completas

matematicamente correctas que
reflejan  claramente la  utilizacion
predominante de un nivel de
razonamiento determinado. Se trata de
respuestas claras y correctas, pero que
no estan completas porque no llegan a
resolver el ~problema totalmente,
porque hay "saltos" en el razonamiento
deductivo  seguido, porque tienen
pequefios errores, etc.

+ Tipo 7: Respuestas matematicamente

correctas y completas que reflejan
claramente la utilizacién de un nivel de
razonamiento determinado.

* Tipo 5: Respuestas bastante completas pero matematicamente incorrectas, que
reflejan claramente la utilizacién predominante de un nivel de razonamiento
determinado. Se observa lo esencial de la argumentacion sobre los puntos que
componen la circunferencia. Aunque no hay incorrecciones matematicas, no
colocamos estas respuestas en el tipo 6 por no completar la argumentacién con
una explicacion. La incorreccion de las respuestas puede deberse a errores
matematicos o a que siguen una linea de trabajo que no lleva a la solucion del
problema planteago, pero cuyos procesos de razonamiento son validos.

* Tipo 6: Respuestas bastante completas y matematicamente correctas que
reflejan claramente la utilizacién predominante de un nivel de razonamiento
determinado. Se trata de respuestas claras y correctas, pero que no estan
completas porque no llegan a resolver el problema totalmente, porque hay
"saltos" en el razonamiento deductivo seguido, porque tienen pequefios
errores, etc. Respuestas con un alto grado de argumentacion y explicacién pero
con imprecisiones a la hora de dar la forma o (sobre todo) la orientacion de la
circunferencia.

* Tipo 7: Respuestas matematicamente correctas y completas que reflejan
claramente la utilizacién de un nivel de razonamiento determinado. Formal,
demuestra sus afirmaciones, incluye en la respuesta la forma y orientacién de la
circunferencia.

PREGUNTAS

* ¢Qué caracteristicas deberia tener un item para medir “bien” el nivel 5?

* iTiene sentido un item que midaalavez 5y 4?

* Los item del VH nivel 5, podrian no servir para medir el 4 y por tanto no
podria haber super-items que cambiaran de nivel. Si acaso que
cambiaran de grado de adquisiciéon. Aun no sabemos como articular

esto.

* ¢Qué procesos aparecen en el nivel 5?

* iQué es demostrar, identificar... en nivel 5? Necesitamos indicadores.

* ¢Es adecuado el nivel de nuestros item para medir el nivel 5?




