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Resumen

Presentamos un estudio comparativo de las estrategias empleadas por estudiantes medios y
superdotados de los ultimos cursos de Educacion Primaria al resolver problemas de patrones
geométricos. El analisis nos ha permitido descubrir las diferencias existentes entre ambos grupos
e identificar algunas caracteristicas diferenciadoras de la alta capacidad matematica, como la
rapidez de aprendizaje y la habilidad para invertir procesos mentales.
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Abstract

We present a comparative study about strategies used by average and gifted students from lasts
grades of Primary School while solving geometric pattern problems. Our analysis has shown
existing differences between both groups of students and has led us to identify discriminating
characteristics of mathematically gifted students, such as quickness of learning and ability to
reverse mental processes.
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INTRODUCCION

Una de las principales novedades en el curriculo de los ultimos cursos de educacion primaria o los
primeros de educacion secundaria, dependiendo de los paises, es la aparicion del lenguaje
algebraico, necesario para poder avanzar en el aprendizaje de las diferentes areas matematicas.
En cualquier caso, tradicionalmente, el uso del lenguaje algebraico aparece de manera brusca y
muchos estudiantes tienen dificultades para comprenderlo y utilizarlo correctamente, a causa de
los obstaculos epistemoldgicos presentes en ese primer contacto con el lenguaje simbdlico. Es
por ello que, desde hace bastante tiempo, la investigacion en educacion matematica se ha
ocupado de analizar el periodo de transicidon del pensamiento aritmético al pensamiento
algebraico, periodo que suele denominarse pre-algebra. Entre los aspectos clave de esta
transicion destacan el cambio de significado de los simbolos usados en las operaciones
aritméticas (=, +, -, etc.) y la necesidad de desarrollar razonamiento abstracto para realizar
actividades como la generalizacion de procesos matematicos y la identificacién de relaciones
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funcionales. Las investigaciones realizadas en este contexto muestran que resolver problemas de
pre-algebra es beneficioso para los estudiantes cuando inician el estudio del algebra.

Un contexto muy usado en la ensefianza de pre-algebra es la resolucién de problemas de
patrones geométricos (ppg). La manera tipica de formular estos problemas consiste en presentar
un contexto realista, que sea significativo para los estudiantes, en el cual se realiza una actividad
relacionada con una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales; generalmente son
progresiones aritméticas, pero también pueden ser progresiones geométricas u otros tipos de
sucesiones (Friel y Markworth, 2009). El enunciado del problema muestra representaciones
graficas de los primeros términos de una sucesion y plantea diversos tipos de preguntas relativas
a los términos de la sucesion; las mas habituales en la literatura son (Arbona, 2016): preguntas
directas, en las que se pide calcular el valor del término que esta en una posicidon concreta
indicada (la posicion puede ser inmediata, proxima o lejana); preguntas de generalizacion, en las
que se pide expresar una forma de calcular el valor de cualquier término, es decir una
aproximacién a la expresion algebraica del término general; preguntas inversas, en las que se
pide calcular la posicion del término que tiene un valor concreto indicado. En nuestra
investigacion, ademas de estos problemas, hemos preparado otros ppg dirigidos a estudiantes
mas avanzados, que ya han superado la fase inicial, centrada en aprender a generalizar los
patrones, y estan en condiciones de empezar a escribir y manipular expresiones algebraicas.

En educacion matematica, se caracteriza a los estudiantes con alta capacidad matematica (acm)
en base a diversos rasgos de su forma de hacer matematicas, que tienen principalmente que ver
con su capacidad de resolver problemas, superior a la media de los estudiantes de su edad o
curso (Krutetskii, 1976). Por ello, la resolucion de problemas es el mejor contexto para que los
profesores puedan identificar a sus alumnos con acm y es importante tener criterios para
identificar las formas de resolver problemas de diversos tipos y contenidos matematicos
(aritmética, geometria, algebra, etc.) que son propias de los estudiantes con acm. En pre-algebra,
varias investigaciones han mostrado que los nifios de Primaria con acm son capaces de progresar
rapidamente para lograr el nivel de razonamiento abstracto necesario para resolver problemas
algebraicos (Fritzlar, Karpinski-Siebold, 2012; Gutiérrez, Benedicto, Jaime, Arbona, 2018).

El uso de las TICs para la ensefianza a estudiantes con acm resulta igual de beneficioso que con
cualquier otro estudiante. Las TICs pueden facilitar el trabajo individual de los estudiantes, lo cual
es muy util para dar autonomia a los estudiantes con acm y que puedan avanzar a su ritmo y
resolver actividades o problemas en mas cantidad o diversidad que sus companeros. Existen
distintas aplicaciones informaticas creadas para la ensefianza inicial del algebra, en especial para
ayudar a los estudiantes a entender el significado de las ecuaciones y a aprender las
manipulaciones de simplificacion, cambio de término, etc. durante la resolucién. Los tipos de
aplicaciones mas frecuentes son las que modelizan las ecuaciones mediante balanzas (p. €j., las
balanzas algebraicas de la NLVM), mediante regiones rectangulares (p. ej., Algebra Tiles) y
mediante regiones de la pantalla (p. ej., Dragon Box). Sin embargo, son muy escasas las
aplicaciones utilizables en pre-algebra para representar los ppg (por ejemplo, eXpresser), ninguna
de las cuales resultaba util en el contexto de nuestros experimentos. Por ello, decidimos crear una
aplicacion especifica.

En este contexto, estamos realizando una investigacién cuyos objetivos globales son disefar y
experimentar una secuencia de actividades de pre-algebra, orientadas a la resolucion de varios
estilos de ppg basados en progresiones aritméticas, para estudiantes de 4° a 6° cursos de
educacién primaria, asi como analizar la actividad de los estudiantes y su avance en la
comprension de los contenidos algebraicos iniciales. El objetivo especifico de investigaciéon en el
que se centra este articulo es observar cédmo razonan y resuelven los ppg estudiantes con acm,
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con el fin de encontrar en este contexto caracteristicas diferenciadoras entre estudiantes con acm
y estudiantes medios de igual edad o curso.

MARCO TEORICO

Para alcanzar el objetivo de investigacion formulado, el marco tedrico estd formado por dos
componentes, uno centrado en la resolucién de ppg y el otro centrado en las caracteristicas
diferenciadoras de los estudiantes con acm.

El clasico estudio de Kiichemann (1978) muestra que una de las primeras dificultades que deben
superar los estudiantes de algebra es dotar de significado a las letras en las expresiones
algebraicas en general y las ecuaciones y funciones en particular. Las preguntas que planteamos
durante la resolucién de los sucesivos ppg tienen como finalidad guiar a los estudiantes para que
realicen procesos de generalizacién, desde valores numéricos especificos hasta el término
general de la progresion, aprendan a expresar algebraicamente dichas generalizaciones v,
finalmente, descubran la resolucion de ecuaciones como la forma adecuada de encontrar la
respuesta a algunas de esas preguntas.

Tomando como referencia varios estudios previos, hemos formulado un referente teérico para
analizar las respuestas de los estudiantes, integrado por los componentes teéricos propuestos por
estos autores o variantes de ellos y otros componentes definidos por nosotros para diferenciar
determinados tipos de respuestas, que nos estan permitiendo hacer un analisis completo y
detallado de las respuestas de los estudiantes. Por la limitacién de extensién de este texto, aqui
solo mencionamos los componentes tedricos utilizados en el analisis de los datos presentados.

El primer paso de la resolucion de un ppg es interpretar la informacion grafica proporcionada en el
enunciado para calcular los valores de términos especificos de la sucesion y el término general,
en respuesta a las preguntas planteadas. Basandonos en Rivera y Becker (2005), definimos dos
tipos de interpretaciones:

= Las visuales son aquéllas en las que los estudiantes descomponen en partes las figuras
del enunciado, observan el cambio de tamafo de las partes al avanzar en la sucesién y
usan esas relaciones para realizar los calculos.

= Las numéricas son aquéllas en las que los estudiantes, prestando poca o nula atencién a
la informacién grafica, cuentan la cantidad total de piezas que componen cada figura del
enunciado y usan esas cantidades para realizar los calculos.

Los estudiantes utilizan diversas estrategias para calcular los valores de términos especificos
pedidos, las cuales se diferencian por las formas de relacionar la informacién disponible con el
término cuyo valor se pide. A partir de Garcia-Reche, Callejo y Fernandez (2015), definimos varios
tipos y sub-tipos de estrategias de calculo de valores de términos, entre los cuales estan:

= Funcional: consiste en establecer una relacion entre la posicion de cualquier término y su
valor, de manera que, solo conociendo la posicién del término, es posible calcular su valor.

= Un sub-tipo de estrategia funcional es la descomposicién, que consiste en dividir la
representacién grafica de un término en partes, con el fin de encontrar una relacién entre
la posicion del término y la cantidad de piezas que tiene cada parte.

= Ensayo-error: consiste en probar diferentes valores numéricos para el término demandado
hasta encontrar el valor correspondiente a la posicion indicada.

El objetivo de pedir a los estudiantes que calculen valores de términos particulares es
proporcionarles una base experimental para que puedan identificar regularidades y generalizarlas
en forma de descripcion de un procedimiento de calculo del valor de cualquier término. Cuando
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esta descripcion esta bien formulada, coincide con una expresion del valor del término general de
la progresién basada unicamente en la posicion del término. Nos basamos en Radford (2006) para
definir diversos tipos de generalizacion, entre ellos los siguientes:

= Algebraica factual: cuando se expresa aludiendo a términos especificos y mediante
operaciones con numeros concretos, pero permite calcular el valor de cualquier término.

= Algebraica contextual: cuando consiste en una relacion general abstracta, valida para
calcular el valor de cualquier término, expresada en forma verbal y contextualizada.

= Algebraica simbdlica: cuando consiste en una relacién general abstracta, valida para
calcular el valor de cualquier término, expresada en forma algebraica.

Para inducir a los estudiantes a dar el paso de producir expresiones verbales a expresiones
algebraicas, a plantear y resolver ecuaciones basadas en esas expresiones, nuestros ppg
incluyen preguntas de relacién inversa. Los estudiantes utilizan diversos tipos de estrategias para
resolver estas preguntas (Arbona, 2016), algunos de los cuales son:

= Inversion, que consiste en realizar los calculos aritméticos inversos a los hechos en las
preguntas directas (en cuanto a los tipos de operaciones y al orden de realizacion).

= Ensayo-error, que consiste en probar diferentes valores numéricos para el valor
demandado hasta encontrar el término correspondiente a la cantidad indicada.

En las literaturas didactica y psicologica, existe una diversidad de términos, y una variedad de
significados de estos, para referirse a las personas que destacan por encima de la media. En el
contexto de nuestro estudio, los términos mas usados son talento, superdotacion y alta capacidad.
Hay bastante consenso en considerar que una persona es superdotada cuando destaca por
encima de la media en una amplia variedad de actividades intelectuales (Torrego, 2011). En este
texto, tomando como referente la teoria de las inteligencias multiples de Gardner, consideramos
que una persona tiene alta capacidad matematica cuando destaca por encima de la media en el
desarrollo de razonamiento matematico y en la realizacion de actividades tipicamente
matematicas como definir, demostrar o resolver problemas (independientemente de que pueda o
no destacar también en otras areas). En la literatura didactica, suele usarse el término “talento
matematico” como equivalente a acm.

La literatura de investigacion en educacion matematica ha prestado atencion a la necesidad de
definir caracteristicas discriminadoras de las formas de resolver problemas de los estudiantes con
acm respecto de los estudiantes ordinarios. Freiman, Greenes y Krutetskii, entre otros, han
identificado diversas caracteristicas que presentan los estudiantes de altas capacidades
matematicas, agrupadas en Jaime y Gutiérrez (2014). Las mas relevantes en el contexto de
nuestra investigacion son la identificacion de patrones y relaciones entre diferentes
elementos, la generalizacion y la inversion de procesos de razonamiento matematico. Por otra
parte, la mejor forma de identificar la acm es mediante la realizacién de actividades que
requieran usar razonamiento matematico, siendo la resolucion de problemas matematicos la
mas genuina.

METODOLOGIA

Para dar respuesta al objetivo de esta investigacion, empleamos una metodologia cualitativa
enfocada a analizar las resoluciones de un ppg que forma parte de una amplia intervencién
educativa con estudiantes de 4°, 5° y 6° de Educacién Primaria. Para dicha intervencion hemos
realizado diversas experimentaciones utilizando la metodologia de investigacion de disefio (Cobb,
Jackson, y Dunlap, 2015).
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En el presente trabajo nos centramos, por una parte, en las respuestas de un grupo de 8
estudiantes superdotados de 5° (1) y 6° (7) de Primaria que asistian a un taller extraescolar de
matematicas y, por otra, en las respuestas de 16 estudiantes de un grupo de clase ordinario de 6°
de Primaria. Los 8 estudiantes superdotados no habian recibido instruccion previa en resolucién
de ppg ni en algebra. En cambio, los estudiantes del grupo ordinario formaban parte de un estudio
longitudinal de resolucion de ppg de tres anos, que empezd cuando este grupo estaba en 4° de
Primaria, para el cual habiamos disefiado una secuencia de actividades con una duracién de 3
sesiones por ano. En cada sesion de la unidad de ensefanza, de 45 minutos, los estudiantes
resolvian de forma individual varios problemas y después la profesora (la primera autora)
proporcionaba algunas directrices y resolvia los problemas en la pizarra, animando a los
estudiantes a compartir sus repuestas. En el conjunto de las sesiones de los tres anos, habian
aprendido a realizar generalizaciones expresandolas 1) verbalmente, 2) algebraicamente, primero
combinando los numeros y operaciones con palabras y después combinandolos con letras y 3)
algebraicamente siendo, ademas, capaces de simplificar las expresiones iniciales.

Los datos que presentamos corresponden a un problema que resolvieron durante la tercera
sesién del tercer afo del estudio longitudinal. El objetivo de dicha sesion era iniciarles en el
planteamiento y la resolucidon de ecuaciones. Dicho problema (Figura 1) esta basado en una
progresion aritmética cuyo término general es a, = 3n + 2 y presenta una variacion respecto a la
estructura usual de los ppg, pues esta dirigido a estudiantes que han superado la fase inicial de
aprender a generalizar patrones y que se encuentran en la fase de afianzar la escritura de
expresiones algebraicas y aprender a manipularlas. Por ello, el problema incluye preguntas
pidiendo explicitamente escribir (b), simplificar (c) y utilizar (d) una expresion algebraica para
calcular el valor del término general de la sucesion.

Nuestro primo Nacho quiere organizar una comida familiar. El problema es que somos muchos
primos y no sabe si acudiran todos. Ademas, hay primos de todas las edades y, por tanto, algunos
acudiran con su pareja e hijos. Quiere distribuir las mesas del siguiente modo:

O Ckl™O Ol

1 mesa 2 mesas 3 mesas

a) ¢Cuantos invitados cabran en 53 mesas? ;Cémo lo sabes?

b) Escribe la formula que utilizarias para calcular los invitados que cabran dependiendo del
numero de mesas.

c) ¢Crees que podriamos escribir la féormula del apartado b) de un modo mas simple? Escribela.

d) Utiliza la formula que has escrito en el apartado c) para averiguar cuantos invitados cabran en
12 mesas.

e) Sihay 83 invitados, ¢ cuantas mesas necesitara? ; Como lo sabes?

Figura 1. Enunciado del ppg planteado.

El ppg empieza con una pregunta directa en la que se pide calcular el valor de un término lejano,
sin preguntar primero por términos inmediatos o proximos. A continuacion, omitiendo la fase
previa usual de pedir verbalizar una generalizacion, el problema pide explicitamente una férmula
para calcular el valor de cualquier término. En los siguientes apartados, pide simplificar la férmula
y utilizarla para averiguar el valor de un término de una posicién préxima. El problema termina con
una pregunta inversa (e).

Todos los estudiantes de esta muestra resolvieron el ppg con GeoPattern, una aplicacién para
tabletas Android disefiada expresamente para la investigacion de la que forma parte este trabajo.

33




Arbona, E., Gutiérrez, A. y Beltran-Meneu, M.J.

GeoPattern (Figura 2) permite la presentacion, resolucién de problemas de patrones geométricos
y su autocorreccion, pues la aplicacion informa a los estudiantes de si su respuesta es correcta o
errénea. Ademas, guarda la traza digital que el estudiante deja durante su actuacion y permite
obtener informacion sobre las diferentes estrategias seguidas por los estudiantes, las operaciones
que han realizado con la calculadora integrada en la aplicacién, el nimero de intentos realizados o
las preguntas contestadas correctamente. En Arbona y otros (2018) se puede ver una descripcion
mas detallada de GeoPattern y su uso.

1 mesa 2 mesas 3 mesas
a) ¢Cuantos invitados cabran en 53 mesas? ;Cémo lo sabes?
Resultado: 161 Comprobar ‘r‘m
He las mesas por tres y luego sumo dos de h
LI o
(2 ] [ ]
EN N B .
=3

Figura 2. Pantalla de GeoPattern.

Los datos recogidos durante las experimentaciones fueron las respuestas de los estudiantes a los
distintos apartados del ppg —registrados por la aplicacion y exportados en forma de datos Excel-y
las grabaciones de audio y video (captura de pantalla) generadas por las tabletas.

ANALISIS DE DATOS

La Tabla 1 muestra la clasificacion de las respuestas al ppg de la Figura 1 proporcionadas por los
8 estudiantes superdotados y los 16 estudiantes del estudio longitudinal. La cantidad total de
respuestas obtenidas varia en cada apartado, pues hubo estudiantes que dejaron apartados sin
responder, por falta de tiempo o por el incremento de la dificultad.

Para el analisis de las respuestas, nos hemos basado en sus tipos de: estrategias de
interpretacion grafica: numérica (N), visual (V); estrategias de calculo de valores de términos
(preguntas directas a-d): funcional (F), su subtipo descomposicion (FD), ensayo-error (E-E);
generalizacion realizada: factual (GF), contextual (GC), simbdlica (GS); y estrategias de calculo de
posiciones de términos (pregunta inversa €): inversion (l), ensayo-error (E-E). Ademas, indicamos
si las respuestas son correctas (Ct), si las estrategias son erréoneas (EE) y si cometen errores
algebraicos (EAg). Hemos contabilizado también las respuestas no categorizables (NC).

Tras analizar los datos, podemos observar que, en las cuestiones de relacién directa (a-d), ambos
grupos de estudiantes utilizaron los mismos tipos de estrategias, pero existe una mayor diversidad
en el grupo ordinario. Por ejemplo, en los apartados b, ¢ y d, todos los estudiantes superdotados
emplearon la generalizacion mas apropiada para el tipo de cuestién (simbdlica en b y ¢ y factual
en d), sin embargo, los estudiantes ordinarios presentaron distintos niveles de generalizacién
mostrando incluso, en algunos casos, generalizaciones inferiores a la esperada. Asi pues, los
estudiantes con acm, en general, eligieron estrategias mas eficientes para dar respuestas
correctas a las preguntas planteadas.
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Tabla 1. Clasificacion de las respuestas proporcionadas por los participantes en el estudio.

Preguntas a) b) c) d) e)

Sup Long Sup Long Sup Long Sup Long Sup Long
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Centrandonos en la cuestion de relacion inversa (e), podemos observar también como existe una
mayor diversidad en el grupo de estudiantes ordinarios, siendo sus estrategias menos eficientes
que aquellas utilizadas por los superdotados. Tan solo 7 estudiantes de 14 consiguieron resolver
correctamente esta cuestion frente a la totalidad (5 de 5) de estudiantes superdotados.

Otra caracteristica diferenciadora de los estudiantes superdotados en la resolucion de ppg es el
numero de intentos a la hora de resolver los apartados con cuestiones numeéricas, pues
GeoPattern permite la autocorreccion del resultado numérico obtenido en las preguntas a, d y e
del problema. Los estudiantes ordinarios realizaron entre 1 y 9 intentos (media de 2’9 intentos)
durante la resolucion del apartado a y entre 1 y 11 intentos (media de 2’4 intentos) en el apartado
e. En cambio, los estudiantes superdotados realizaron entre 1 y 6 intentos (media de 2’5 intentos)
durante la resolucién del apartado a y entre 1 y 2 intentos (media de 1’2 intentos) en el apartado e.
No hemos tenido en cuenta el numero de intentos del apartado d debido a que se pedia a los
estudiantes que aplicaran la férmula que habian desarrollado previamente.

CONCLUSIONES

En este texto hemos presentado un estudio comparativo de las estrategias empleadas por
estudiantes superdotados y estudiantes ordinarios en el ultimo curso de Educacién Primaria, con
el fin de encontrar caracteristicas diferenciadoras entre ambos tipos de estudiantes en el contexto
de los problemas de patrones geométricos que puedan usarse para identificar a estudiantes con
acm.

El analisis de las respuestas muestra que los estudiantes con acm proporcionan respuestas mas
eficaces y eficientes que los estudiantes ordinarios, y necesitan menos intentos para llegar a la
respuesta correcta. Esto hecho ocurre pese a la diferencia existente en la formacién recibida,
pues los estudiantes ordinarios realizaron 3 sesiones de ppg en cada uno de los tres ultimos
cursos escolares mientras que los estudiantes superdotados tuvieron una unica sesion.
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El analisis que hemos realizado muestra que los estudiantes superdotados han puesto en practica
algunas de las habilidades caracteristicas de la acm senaladas por la literatura, concretamente las
de generalizar, desarrollar estrategias eficientes y, sobre todo, invertir los procesos mentales y
rapidez de aprendizaje.
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