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Resumen

Este articulo informa sobre las recientes y relevantes investigaciones en educacion matematica
realizadas por la comunidad espariola. El objetivo es presentar una vision global de la produccion
en las diferentes grandes lineas de investigacion, organizadas en varios grandes bloques: el
aprendizaje por los estudiantes de contenidos curriculares especificos, como dlgebra, probabilidad
v estadistica, calculo y argumentacion o demostracion en contextos geométricos, la formacion de
profesores de matemdticas, estudiantes con necesidades educativas especiales, tanto por dificultades
de aprendizaje como por alta capacidad matematica; el uso de las TIC para la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas; y los desarrollos en diversos marcos teoricos realizados por
investigadores esparioles.

Palabras clave: Enserianza y aprendizaje de las matematicas, formacion de profesores, necesidades
educativas especiales, TIC para la enserianza y el aprendizaje, teorias de la educacion matematica.

Abstract

This article reports on recent and relevant research in mathematics education produced by the
Spanish community. The aim is to present an overview of the production in the different major lines
of research in which there have been results, organized in several wide blocks: students’ learning of
specific curricular contents, such as algebra, probability and statistics, calculus, and argumentation
or demonstration in geometric contexts; mathematics teacher training, students with special
educational needs, both due to learning difficulties and mathematical giftedness; the use of ICT for
teaching and learning mathematics; and advances based on various theoretical frameworks that have
been created or developed by Spanish researchers.

Keywords: Mathematics teaching and learning, teacher training, special educational needs, ICT for
teaching and learning, mathematics education theories.

1. INTRODUCCION

En Espana, la educacion matemadtica (o didactica de las matematicas) es un area de investigacion
dindmica. En ella trabajan diferentes grupos que utilizan una variedad de enfoques, centrados en la
ensenanza y el aprendizaje de las matematicas en diversos contextos y en todos los niveles educativos,
desde preescolar hasta la universidad. El desarrollo de esta comunidad investigadora ha tenido lugar
durante los ultimos 40 afios (Rico et al., 2002) y, particularmente, durante las dos tltimas décadas.
Este articulo presenta una panoramica de esta investigacion en los ultimos seis afios, identificando
lineas, focos o tendencias que se estan desarrollando actualmente, tanto localmente como con
colaboraciones internacionales. Los ejemplos de las investigaciones empiricas que describimos son
representativos de los &mbitos de investigacion con reflejo en revistas indexadas y actas de simposios
de la SEIEM Yy otros congresos relevantes, asi como en el nimero especial de la revista ZDM
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Mathematics Education dedicado a la investigacion espafiola reciente en educacidon matematica
(ZDM, 56(6), 2024, Spanish Research on Mathematics Education).

Para determinar unas primeras referencias usamos la base de datos SCOPUS, con los criterios de
busqueda: palabras clave “Mathematics AND Education”; pais de afiliacion: “Spain”, desde el 2018
hasta hoy. Se generaron 1.108 documentos en 25 areas tematicas. Las 15 palabras clave con mas
presencia son “Mathematics” (196), “Mathematics Education” (135), “Primary Education” (109),
“Education” (94), “Secondary Education” (81), “Students” (80), “Teaching” (69), “STEM” (63) y
“Learning” (54).

Figura 1. Fuente Scopus, Rango (2018-) con los filtros Mathematics AND Education (Article Title, Abstract,
Key words) y Affiliation Country (Spain).
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Con el objetivo de mapear los focos generales de interés en la investigacion espafola en los tltimos
afios, esta buisqueda inicial fue acotada insertando nuevos filtros (tales como el nivel educativo -
Primary, Secondary, Higher Education, - Technology, Teacher), permitiendo identificar las
publicaciones usadas para caracterizar los focos de estas investigaciones. Finalmente, consideramos
el filtro con el titulo de las ocho revistas que consideramos de nuestro ambito y que estan insertadas
en la base de datos Web of Science (ZDM, MTL, JMTE, JRME, ESM, EC, IJSME, Relime)
obteniendo 140 articulos. Completamos entonces los grupos de investigaciones identificadas con
estos criterios con grupos de investigacion con desarrollo que, por los criterios de busqueda usados,
tenian menos presencia pero con relevancia en nuestro dmbito (p. €j., historia y su uso en la ensenanza
de las matematicas) y con algunas referencias desde otras revistas y actas de congresos que
consideramos relevantes para comprender el mapeo o con fecha fuera del rango establecido. De esta
forma organizamos el mapeo de la investigacion en educacion matematica en Espafia en los ltimos
afios en las cinco secciones siguientes: ensefianza y aprendizaje de contenidos matematicos,
formacion de profesores, procesos cognitivos de estudiantes con necesidades educativas especiales,
tecnologia y, finalmente, aportes espafioles al desarrollo de teorias.

2. INVESTIGACION CENTRADA EN LA ENSENANZA Y APRENDIZAJE DE
CONTENIDOS MATEMATICOS

Tradicionalmente, entre las principales agendas de investigacion en educacidn matematica se
encuentra la dedicada a analizar los procesos de ensefianza y aprendizaje de los contenidos
curriculares de los diferentes niveles educativos, desde educacion infantil hasta la universidad,
incluyendo la formacion inicial de profesores. Dichos analisis se pueden enfocar desde diversas
Opticas, siendo las principales las centradas en los estudiantes, los (futuros) profesores, los curriculos
y las caracteristicas sociopolitico-culturales del entorno. Esta seccion tiene como foco central los
procesos de aprendizaje de los estudiantes y esta organizada en base a los diferentes bloques
tradicionales de contenidos curriculares (aritmética, geometria, probabilidad y estadistica, algebra,
calculo). Los articulos correspondientes a esta agenda de investigacion que presentamos son ejemplos
representativos, aunque no los uUnicos, de la actividad investigadora espafiola en educacion
matematica de las Gltimas décadas y de sus colaboraciones internacionales.
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2.1 Pensamiento numeérico

La investigacion espafiola sobre pensamiento numérico y aprendizaje de la aritmética en los
diferentes niveles educativos se viene desarrollando desde los afos 1980. Los programas del XIX y
el XXVI Simposios de la SEIEM (2019 y 2023, respectivamente) incluyeron seminarios en los que
se hicieron revisiones de la investigacion reciente sobre pensamiento numérico. Hemos tomado como
punto de partida para nuestra revision el Gltimo seminario (Cafadas, 2023; Adamuz-Povedano, 2023;
Bruno y Almeida, 2023), por lo que sugerimos a los lectores interesados en este tema que consulten
esos documentos para conocer el estado de la investigacion en pensamiento numérico en afios
anteriores.

A dichas revisiones podemos afnadir algunas publicaciones aparecidas en los ultimos afios en esta
linea de investigacion, que son de caracteristicas muy diferentes. Zorrilla et al. (2024) investigan las
caracteristicas de la eleccion de las operaciones en la resolucion de problemas de estructura
multiplicativa en estudiantes de 6° de Educacion Primaria al transitar desde el dominio de los nimeros
naturales a las fracciones, identificando diferentes trayectorias de desarrollo. Vicente et al. (2022a y
2022b) hacen un analisis comparativo de los problemas aritméticos que hay en los libros de texto de
los seis cursos de primaria de Espafia y Singapur. El anlisis realizado los lleva a concluir que no hay
una diferencia suficiente en la cantidad y tipos de problemas que pueda explicar la diferencia de
resultados entre ambos paises en las evaluaciones internacionales, siendo la unica diferencia
significativa la mayor presencia de ilustraciones en los enunciados; también concluyen que hay que
buscar motivos en las diferencias culturales entre los paises. Quevedo Gutiérrez et al. (2023)
presentan un estudio en el que pedian a estudiantes de 6° de primaria y 1° de ESO plantear un
problema que se resolviera mediante la operacion 2 — 3 =—1. En el articulo analizan las caracteristicas
matematicas, contextuales, etc. de los diferentes tipos de enunciados propuestos. Torres et al. (2024)
se sitian en la difusa frontera entre los pensamientos aritmético y algebraico para analizar las
resoluciones por un estudiante de 2° de primaria de un problema de generalizacion funcional del tipo
de caja negra (entra una cantidad y sale otra, sin saber qué transformacion se ha realizado). El articulo
muestra la variacion en la forma de razonar del estudiante durante la intervencion y el paso, mediante
un proceso inductivo, de un pensamiento aritmético inicial a otro funcional. Gonzalez-Forte et al.
(2020, 2022a, 2022b, 2023) estudian la comprension de estudiantes de secundaria de las operaciones
con numeros racionales y describen sus formas de razonar erroneas (‘“natural number bias” y “gap
thinking”) al comparar los tamafios de numeros racionales, indicando la resistencia al cambio de estas
formas de razonar.

2.2. Pensamientos algebraico y funcional, algebra y funciones

El estudio del algebra y de las funciones son los dos bloques de contenidos mas importantes en los
curriculos de educacion secundaria en Espafia. En nuestro pais, como en casi todo el mundo, el estudio
del algebra se inicia en los Gltimos cursos de primaria o los primeros de secundaria y el estudio de las
funciones se inicia algunos cursos después. La investigacion en el aprendizaje de estas areas de las
matematicas escolares es intensa y muy diversa, pues incluye desde el pensamiento algebraico o
funcional propio de los estudiantes de educacion infantil y primeros cursos de educacion primaria
hasta el estudio de los contenidos tipicos de la educacion secundaria superior y de especialidades
universitarias relacionadas con las matematicas, ingenierias y otras especialidades cientificas.
Consideramos el pensamiento funcional como “un componente del pensamiento algebraico basado
en la construccién, descripcion, representacion y razonamiento con y sobre funciones y los elementos
que las constituyen” (Cafiadas y Molina, 2016, p. 211).

En el conjunto de publicaciones de la ultima década sobre pensamiento algebraico que hemos
identificado, destacan el grupo del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad
de Granada y el grupo de las universidades de Valencia y Castilla-La Mancha (que también ha
realizado estudios basados en el uso de software educativo, comentados en la seccion 5).
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El grupo de la Universidad de Granada tiene una larga trayectoria de investigacion sobre pensamiento
algebraico en la que han abordado diversas cuestiones, como la traduccion de enunciados verbales a
expresiones algebraicas (Castro et al., 2022; Rodriguez-Domingo et al., 2015) y significados de los
simbolos algebraicos (Canadas et al., 2018; Fernandez-Millan y Molina, 2016).

En la Universidad de Valencia, diversos estudios se han centrado en el uso de los problemas de
patrones para introducir a los estudiantes al algebra. Arbona et al. (2017) y Gutiérrez et al. (2018a)
han presentado datos de un estudio longitudinal de tres afios, en 4°, 5° y 6° de primaria, en el que
analizaron el progreso de los estudiantes de un curso al siguiente en sus formas de generalizacion y
de expresion (verbal o algebraica) de las generalizaciones que habian realizado. Sus resultados
indican que los estudiantes de estos cursos pueden aprender a generalizar, describir verbalmente las
relaciones entre las variables que intervienen en los problemas y, finalmente, producir expresiones
algebraicas que representan esas generalizaciones y en las cuales las letras tienen significado.

La mayoria de los libros de texto espafioles presentan expresiones algebraicas desde el principio de
la primera leccion de algebra, esperando que los estudiantes sean capaces de darles significado a las
expresiones y a las letras que las forman (normalmente x, y, z) por si mismos. Sin embargo, las
investigaciones muestran que brindar a los estudiantes contextos significativos les ayuda a
comprender el significado algebraico de letras y otros simbolos y las diferencias respecto de la
aritmética. Pedir expresiones verbales para las generalizaciones producidas, expresiones verbales-
simbdlicas abreviadas y, finalmente, expresiones algebraicas significativas (por ejemplo, escribir m
para “minuto”) puede ayudar a los estudiantes para que las letras y las operaciones adquieran
significado para ellos (Gutiérrez et al., 2018a).

Otras investigaciones se han centrado en diferentes aspectos del aprendizaje del algebra a lo largo de
primaria y secundaria, tales como el uso de los problemas de patrones (Callejo et al., 2016),
conversiones entre expresiones verbales y expresiones algebraicas por estudiantes de ESO (Castro et
al., 2022), lenguaje de los enunciados verbales (Soneira et al., 2023) y de los profesores (Planas,
2021), inecuaciones (Pacheco et al., 2023), interpolacion (Berciano Alcaraz et al., 2015) o niveles de
algebrizacion (Godino et al., 2015).

El grupo de las universidades de Valencia y Castilla-La Mancha ha realizado investigaciones sobre
el manejo de expresiones algebraicas en secundaria (Soneira et al., 2018a, 2023) y formacion inicial
de profesorado de primaria (Gonzalez-Calero et al., 2015; Soneira et al. 2018b). Soneira et al. (2018a
y 2023) analizan la influencia de diferentes elementos en los enunciados de problemas de edades en
su resolucion algebraica, en relacion con la dificultad para convertir el enunciado verbal en
expresiones algebraicas correctas y, en particular, con la presencia de errores debidos al uso de la
misma letra (incognita) para referirse a cantidades diferentes (p. €j., usar x para referirse a la edad
actual de una persona y a su edad dentro de varios afios). Entre las conclusiones, destacan que estos
errores han sido los mas frecuentes y que parecen deberse a que los estudiantes leian los enunciados
a trozos, con lo que no tenian una vision del conjunto. Otros investigadores han trabajado con
estudiantes de secundaria y conceptos funcionales tipicos de este nivel educativo, como limites
(Fernandez Plaza et al., 2015) o derivadas (Fuentealba et al., 2017, 2019, 2022; Vargas et al., 2020).

En cuanto al estudio del pensamiento funcional, diversas publicaciones se centran en estudiantes de
primaria y sus capacidades para representar relaciones funcionales (Ramirez et al., 2022; Pinto et al.,
2022), para expresarlas verbalmente (Canadas et al., 2016), para dar significados a las letras (Ayala-
Altamirano y Molina, 2019 y 2021), asi como en sus estrategias de manejo de relaciones funcionales
(Morales Merino et al., 2018).

A continuacidén, comentamos con detalle varias investigaciones que ejemplifican la diversidad de
lineas de investigacion, que incluyen el pensamiento funcional (o variacional) de estudiantes de
primeros cursos de educacion primaria, estudiantes de precélculo de los tltimos cursos de educacion
secundaria y estudiantes de postgrado de matematicas.
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Canadas et al. (2024) realizan un estudio para explorar las capacidades de los estudiantes espafioles
de 3°y 4° de educacion primaria (8 a 10 afios de edad) para dibujar y leer representaciones cartesianas
de funciones lineales. Dicho estudio tiene un antecedente en Pérez-Martos et al. (2023). Los autores
elaboran un marco teérico formado por tres elementos principales: el concepto de construccion de
graficos cartesianos, que entienden como un resultado de un proceso de generalizacidon que se
exterioriza mediante su representacion grafica; criterios de andlisis de los dibujos de graficos hechos
por los estudiantes, propuestos por Friel et al. (2001) y Kosslyn (1994). Los autores informan de que
no han encontrado ningin marco de referencia que permita analizar la lectura de representaciones
cartesianas de funciones por estudiantes de educacion primaria, por lo que se basan en un marco
definido por Arteaga et al. (2021a) para investigar la lectura de diagramas estadisticos por nifios del
mismo nivel educativo. Este marco presenta cuatro niveles de lectura de graficos, que Cafadas et al.
adaptan al contexto de los diagramas cartesianos; los niveles son: leer los datos, leer dentro de los
datos, leer mas alla de los datos y leer detras de los datos.

En lo referente al dibujo de los ejes de las graficas, la mitad de los estudiantes de 3° curso y cinco
estudiantes de 4° curso fueron capaces de dibujarlos sin ayuda desde el principio, mientras que los
demas estudiantes necesitaron resolver actividades previas de introduccion; destaca en particular que
algunos estudiantes intercambiaron las posiciones de los ejes de abscisas y ordenadas. La escritura
de las escalas de los ejes supuso una dificultad alta para los estudiantes, especialmente por el papel
del origen de coordenadas y sus valores (0, 0). Los estudiantes presentaron una variedad de errores:
empezar las escalas en 1 en vez de en 0; asignar unas veces el primer valor de la escala a la
interseccion de los ejes y otras veces no; invertir la escala, empezandola en el extremo del eje opuesto
al origen. Otro aspecto analizado es la forma de escribir las escalas, es decir, qué valores escribieron
los nifios, qué separaciones habia entre ellos, etc. Algunos estudiantes, de 3° y 4° grados, consideraron
los ejes como lineas numéricas, que habian utilizado desde que empezaron a estudiar aritmética, y los
representaron escribiendo la secuencia numérica con espacios iguales entre los nimeros. Sin
embargo, otros estudiantes escribieron los nimeros de maneras particulares, por ejemplo, escribiendo
solo los nlimeros que estan representando y en el mismo orden en que aparecen en la tabla de valores,
aunque no sea su orden correcto. En cuanto a la lectura de gréaficas dadas por los investigadores o
dibujadas por el propio estudiante, esta actividad result6 mucho mas facil para los estudiantes que
dibujarlas. Los autores diferencian la lectura de los elementos de la grafica (valores de las escalas y
de puntos), tanto presentes en ella como no dibujados. Una conclusion global que se puede derivar
de este estudio es que los estudiantes de 3° y 4° grados de educacion primaria pueden interactuar con
gréaficas cartesianas de funciones lineales, incluso sin hacer ensefianza explicita previa, pero con
ciertas limitaciones en el conjunto numérico disponible para el dominio y el rango de las funciones.

El estudio realizado por Santos et al. (2024) se centra en la ensefianza y el aprendizaje de la derivada
en secundaria. Es de carécter tedrico y tiene como objetivos: hacer una revision de reformas
curriculares recientes; recopilar publicaciones recientes de investigacion en educacidon matematica
que informan sobre el desarrollo de la comprension y las dificultades que experimentan los
estudiantes; e identificar fortalezas del uso sistematico de un software de geometria dindmica (SGD)
por los estudiantes en su aprendizaje del concepto de derivada. El articulo estd dividido en varias
partes, dedicadas a diferentes tipos de contextos de ensefianza de la derivada apoyados en el SGD.
Los autores también presentan investigaciones en las que se propone a los estudiantes resolver
problemas no rutinarios sobre derivacion de funciones, como encontrar los valores a y b para que la
recta 2x + 3y = a sea tangente a la curva y = bx? (Selden et al., 1989) o, dados una circunferencia fija
de centro O, un punto P exterior, las dos tangentes a la circunferencia que pasan por Py sus puntos
de tangencia 4 y B, analizar la variacion del 4rea del triangulo AOB al moverse P. No son problemas
nuevos, pero siguen siendo interesantes para la ensefanza.

Existe un amplio consenso en las publicaciones consultadas por Santos et al. (2024) en que los cursos
de calculo de educacion secundaria suelen estar principalmente orientados al aprendizaje memoristico

55



Bosch, M., Gutiérrez, A. y Llinares, S.

y de algoritmos rutinarios. Esto les plantea dudas sobre la utilidad de estos cursos para fundamentar
los cursos universitarios de cdlculo (Frank y Thompson, 2021). Sin embargo, las investigaciones que
presentan Santos et al.(2024) sobre el uso del SGD muestran que este entorno puede romper con
dicho tipo de ensenanza y fomentar el aprendizaje comprensivo. Esto lleva a los autores a plantear,
entre otras conclusiones: que los estudiantes de educacion secundaria necesitan ampliar y profundizar
su formacion en pensamiento variacional para lograr, en particular, una comprension adecuada del
concepto de derivada; y que una ensefianza adecuada del calculo pasa por dilemas aplicar sus
concepciones de los diferentes componentes, propiedades, relaciones, etc. del calculo.

Otra investigacion dedicada al pensamiento funcional se centra también en el andlisis de los procesos
de comprension de la derivada, pero estd en el contexto de un curso de postgrado. Trigueros et al.
(2024) presentan resultados de un estudio que analiza el trabajo de varios estudiantes al abordar
problemas complejos en cuyas soluciones tienen que establecer relaciones entre derivadas. El calculo
diferencial es un area de las matematicas cuya ensefianza y aprendizaje han recibido atencion por
parte de los investigadores en educacion matematicas desde hace muchos afios. No obstante,
Trigueros et al. han identificado poca informacién sobre la ensefianza para preparar a los estudiantes
a abordar las demandas de las matematicas avanzadas, en particular del calculo diferencial, y sobre
la comprension por los estudiantes de las relaciones matematicas entre diferentes conceptos.

La teoria APOE es el marco teérico de Trigueros et al. (2024). Los autores presentan con bastante
detalle sus componentes (Accion, Proceso, Objeto y Esquema) y los utilizan para analizar los datos
experimentales recopilados. En particular, caracterizan tres etapas de desarrollos de Esquemas, intra,
inter y trans, aplicadas a los Esquemas relativos a las funciones derivadas y a las informaciones sobre
intervalos de las derivadas. La teoria APOE ha mostrado, desde su creacion (Dubinski, 1991), ser un
marco muy adecuado para las investigaciones sobre calculo avanzado. En este contexto, Trigueros et
al. plantean como objetivos: i) analizar las formas de resolucion de problemas de célculo diferencial
complejos en los que intervienen representaciones graficas por estudiantes de postgrado de
matematicas y ii) identificar el apoyo que pueden presentar los Esquemas graficos de la derivada
(EGD) a los estudiantes para que identifiquen y usen interacciones entre propiedades e intervalos de
las curvas para generar Esquemas. La principal aportacion del articulo es informar sobre la
comprension por los estudiantes de matematicas de postgrado del contexto de las representaciones
graficas de las derivadas. Su experimento de ensefianza se llevo a cabo con 26 estudiantes graduados
en matematicas y enrolados en un master de educacion matematica. Los autores disefiaron dos
cuestionarios individuales de papel y lapiz y una entrevista semiestructurada. El primer cuestionario
consistio en un problema dirigido a identificar la evolucion de los EGD de los estudiantes. Los
estudiantes que mostraron un nivel de construcciéon de sus EGD del tipo trans-intervalos y trans-
derivadas respondieron el segundo cuestionario, formado por tres problemas que piden analizar las
graficas de funciones usando sus derivadas. Finalmente, los estudiantes que resolvieron
correctamente los tres problemas fueron entrevistados; la entrevista consistid en resolver dos
problemas en los que es necesario relacionar una funcion y sus derivadas segunda y tercera. Las
entrevistas permitieron observar, describir y analizar el Esquema grafico de la derivada de cada
estudiante, lo cual supone un aporte interesante al conocimiento actual de las complejidades de las
funciones en los cursos universitarios de calculo avanzado, desde la optica de la teoria APOE.

Este conjunto de investigaciones permite observar, independientemente de los marcos teodricos
usados, las principales dificultades de los estudiantes, como son los significados de las letras o del
signo = y las principales aproximaciones didacticas al inicio del estudio del algebra, como la
presentacion del algebra como aritmética generalizada.

Por su parte, Gascon (2024) presenta una panoramica de las investigaciones sobre algebra elemental,
modelizacion algebraico-funcional y célculo diferencial llevadas a cabo por miembros del grupo
espanol que trabaja en la Teoria Antropoldgica de lo Didéctico (TAD) desde finales de los afios 1990.
Estos trabajos se centran en el estudio de las organizaciones matematicas escolares que componen el
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saber por enseflar y en la identificacion de fendomenos didécticos que permitan explicar las
dificultades de estudiantes y profesores en su aprendizaje y ensefianza. Para analizar las
caracteristicas de las matematicas que se ensefian y de las formas de ensefiarlas, se elaboran entonces
reconstrucciones o modelos alternativos de las matematicas escolares. En el caso de la ensefianza del
algebra elemental y las funciones, el modelo propuesto se expresa en forma de procesos de
modelizacion algebraico-funcionales que conectan los inicios del éalgebra con los modelos
funcionales discretos y continuos, incluyendo en este proceso la construccion de los nimeros enteros
(Cid et al., 2020).

2.3. Pensamiento geométrico y visual, incluyendo argumentacion/demostracion

La investigacion sobre conceptos y procesos geométricos tiene varios focos de atencion, entre ellos
el desarrollo del pensamiento geométrico, de la argumentacion/demostracion y de la capacidad de
visualizacion. En relacion con el pensamiento geométrico, una secuencia de experimentos ha
permitido identificar niveles de sofisticacion en la comprension del concepto de poligono y de clases
de poligonos por nifios/as de 3° de Educacion Primaria (Bernabeu et al., 2021a, 2021b, 2022), asi
como factores en la ensefianza que influyen en esa comprension (Bernabeu et al., 2024).

La ensefianza y el aprendizaje de la demostracion matematica se pueden hacer en el contexto de
cualquier area de las matematicas de educacion secundaria y universitaria, pero la geometria tiene
algunas caracteristicas que la diferencian de las demas areas matematicas (Sinclair et al., 2017) y la
hacen mas idonea para iniciar la ensefianza. Una de estas caracteristicas diferenciadoras es que, al
empezar a aprender a demostrar, los estudiantes necesitan el apoyo de elementos visuales para
identificar propiedades, organizar argumentos y expresar demostraciones. Por ello, es también
interesante investigar sobre los aportes que la visualizacion puede hacer para facilitar el aprendizaje
de la demostracion. Esta conexion entre visualizacion y demostracion estd en el centro de la dialéctica
entre diagramas (representaciones fisicas de objetos geométricos) y figuras (entidades ideales que
corresponden a las definiciones de esos objetos), entre lo real tangible y lo ideal (Laborde, 2005), y
gana actualidad y relevancia cuando la ensefianza se basa en entornos de geometria dindmica.

Diversos grupos desde las universidades de Alicante, Gerona, Granada, Santiago de Compostela,
Sevilla, Valencia y Zaragoza, entre otras, han investigado distintas facetas de la ensefianza y el
aprendizaje de la demostracion y/o argumentacion en matematicas, en la mayoria de los casos en
entornos con soporte geométrico. Estas investigaciones usan diferentes marcos tedricos, algunos mas
generales, como los niveles de Van Hiele, y otros mas especificos, como las categorias de
demostraciones. Los niveles educativos abordados van desde los primeros cursos de primaria hasta
investigadores matematicos.

Alsina, et al. (2021) analizaron las argumentaciones producidas por estudiantes de 3° de primaria, en
su mayoria cortas, simples y tendentes a explicar las acciones realizadas previamente por los nifios
para resolver actividades de tipo STEM, con escasa presencia de otras funciones como la de refutar.
En el otro extremo, Fernidndez-Ledn et al. (2021), como otros investigadores espafioles e
internacionales, exploraron los procesos de razonamiento y los procedimientos de trabajo de
profesores universitarios en sus investigaciones matematicas. Ramirez-Uclés et al. (2018) y Ramirez-
Uclés y Ruiz-Hidalgo (2022) exploraron las habilidades de conjetura y demostracion al resolver
problemas de geometria de estudiantes, de final de la primaria y principio de la ESO, que participan
en los talleres de ESTALMAT. Sua et al. (2024) presentaron un experimento basado en GeoGebra
en el que los estudiantes, mediante pensamiento analogico, debian construir objetos similares en el
plano y el espacio, por ejemplo, construir la mediatriz de un segmento en 2D y su plano mediador en
3D; el razonamiento analogico ayudé a los estudiantes a descubrir conceptos de geometria espacial
desconocidos para ellos y a desarrollar demostraciones de las propiedades involucradas en 3D.

También Prior y Torregrosa (2020) analizaron las respuestas de estudiantes de ESO a varios
problemas geométricos de demostrar, tomando como marco tedrico la combinacion del razonamiento
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configural y el espacio de trabajo matematico. El articulo muestra los diferentes estilos de
razonamiento usados para realizar las demostraciones pedidas en los problemas, que van desde
demostraciones naifs, consistentes en mostrar un ejemplo, a demostraciones empiricas mas
sofisticadas. Saorin et al. (2019a, 2019b) analizaron la relacion entre el razonamiento configural (RC)
y la organizacion discursiva en procesos de prueba en contextos geométricos, mientras que Llinares
y Clemente (2019) caracterizan las transiciones desde el razonamiento configural al razonamiento
deductivo en la resolucion de problemas de probar en geometria. Richard et al. (2016) usan también
el marco del espacio de trabajo matematico y proponen ensefiar a demostrar mediante la resolucién
de problemas geométricos de Clairaut, para mostrar la utilidad de dicho marco teorico para analizar
la actividad demostrativa de los estudiantes.

Manero y Arnal-Bailera (2021) trabajaron con futuros profesores de matematicas de secundaria y
analizan sus procesos de demostracion mediante los niveles de Van Hiele. Obtienen diversos estilos
de respuestas, llamando la atencién que algunos futuros profesores muestran un nivel de
razonamiento en demostracion inferior al que tienen parte de los estudiantes de bachillerato.

Otra linea de investigacion productiva y prometedora es la relacionada con la demostracion
automatica. Recio et al. (2019) utilizaron las habilidades de GeoGebra para verificar automaticamente
propiedades de las construcciones para iniciar a futuros profesores canadienses en la demostracion
matematica y su ensefianza.

El equipo investigador mas destacado en los temas de visualizacion, demostracion y su interseccion
es el de la Universidad de Valencia, que incluye también a colegas de diversas universidades
espanolas y latinoamericanas. Ademas de numerosas presentaciones en los simposios de SEIEM y
otros congresos, asi como diversas tesis doctorales defendidas en los ultimos 15 afios, entre las
publicaciones de este grupo podemos destacar diversos trabajos: Guinjoan et al. (2015) analizan las
respuestas de estudiantes que han alcanzado distintos niveles de éxito en las pruebas Cangur, para
identificar las diferentes estrategias de resolucion de los problemas, algunas de los cuales incluyen
razonamiento deductivo (en la seccion 4.2 daremos mas detalles). Fiallo y Gutiérrez (2017) presentan
resultados de la tesis doctoral del primer autor, analizando el aprendizaje de la demostracion por
estudiantes colombianos de secundaria; el articulo muestra como las fases ascendente y descendente,
la unidad o ruptura cognitiva de los teoremas y el diagrama de Toulmin forman un marco teoérico
idoneo para analizar las resoluciones de problemas que formaban parte de un curso experimental de
trigonometria. Mora et al. (2024a) han planteado a estudiantes de varios cursos de primaria, desde 2°
hasta 6°, diferentes tipos de problemas de visualizacién que requieren crear imagenes mentales de
proyecciones ortogonales no accesibles, manipular y comparar de modulos de cubos y calcular la
cantidad de piezas de un modulo de cubos. Para analizar las respuestas, determinaron un detallado
conjunto de descriptores de la capacidad de visualizacion. Los resultados de estos experimentos
indican que los diversos tipos de problemas requieren el uso de diferentes formas de razonamiento
visual.

Gutiérrez et al. (2018b) y Ramirez et al. (2016) presentaron un experimento basado en la resolucion
de un problema de orientacion espacial y visualizacion por dos estudiantes con alta capacidad
matematica (ACM), que debian comunicarse uno al otro verbalmente informacién visual y, al mismo
tiempo, ofrecer argumentos que justificaran que sus afirmaciones o propuestas eran validas. Sua et
al. (2021) informaron sobre las estrategias de varios futuros profesores de primaria al resolver dos
problemas de visualizacion en el entorno de realidad aumentada de GeoGebra.

Blanco et al. (2024a) informan sobre la investigacion en educacion matematica espafiola enfocada a
explorar la conexion entre visualizacion y argumentacion, y como la primera ayuda a los estudiantes
a desarrollar sus habilidades de argumentacion. Los autores han elegido dos marcos tedricos que
permiten trabajar de manera conjunta en los dos componentes, visualizacion y argumentacion; estos
marcos son el enfoque ontosemidtico (EOS) y el razonamiento configural (RC). Los autores empiezan
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presentando sus definiciones de visualizacion en matematicas y de argumentacion matematica. Para

la visualizacion, adoptan la definicion de Gutiérrez (1996), que alude explicitamente a la importancia
9 b

y utilidad de implicar la visualizacion en la realizacion de argumentaciones y demostraciones.

En la literatura de educacion matemadtica existe un debate permanente sobre los significados de
“argumentacion” y “demostracion” y las relaciones entre ambos constructos. Blanco et al. (2024a)
toman partido por diferenciarlos, pues su conceptualizacion de argumentacion matematica, basada en
Molina et al. (2019) y Camargo et al. (2024), la presenta como un proceso, individual o colectivo,
que, siguiendo ciertas reglas aceptadas, lleva a conclusiones mutuamente aceptables sobre la verdad
o falsedad de una afirmacién o accion. Los constructos de argumentacion y visualizacion aluden uno
al otro, incluso en sus definiciones. Blanco et al. exploran esta conexion en el articulo, presentando
resultados de investigaciones que analizan el papel de la visualizacion en la creacion de argumentos
para realizar tareas de conjetura y demostracion, y el papel de la argumentacion en la resolucion de
tareas que promueven la visualizacion. La primera parte del articulo estd dedicada a presentar las
posiciones y significados de visualizacion y argumentacion en los dos marcos teoéricos mencionados
antes (EOS y RC). Un componente central del EOS son seis “objetos” que intervienen en la actividad
matematica, uno de los cuales son los argumentos, que se usan para validar y dar soporte a
afirmaciones matematicas. En este marco, la visualizacion se interpreta basandose en la definicion de
Gutiérrez (1996) y se analiza desde el punto de vista de cada uno de dichos objetos (Godino et al.,
2012). El marco del RC se basa en las aprehensiones de Duval y considera la elaboracion de
argumentaciones ligada a las aprehensiones discursiva y operativa. Ademas, entiende la visualizacion
como la transferencia de objetos, conceptos, fendmenos, procesos y sus representaciones a algin tipo
de representacion visual y viceversa. Se observa que las definiciones de ambos marcos sefialan como
elemento central el movimiento bidireccional entre informacidn no figurativa e informacion visual.
Blanco et al. (2024a) analizan las aportaciones de diversas publicaciones, organizandolas en
diferentes grupos, segun que sus aportaciones tengan que ver con el soporte argumentativo en las
tareas de tipo visual, para explicar y justificar las imagenes creadas, o el soporte visual en las tareas
de conjetura y demostracion, para la elaboracion de argumentos durante su resolucion.

2.4. Pensamiento probabilistico y sentido estocastico

Es conocido que los temas de probabilidad y estadistica ocupan la tltima posicion en las prioridades
de los profesores de primaria y que tampoco son un tema prioritario para los profesores de secundaria.
Esto hace que la investigacion didactica en estos temas sea mas escasa que en otros como algebra,
aritmética o funciones. No obstante, en Espafia ha habido siempre, desde los primeros afos de
existencia del area de conocimiento de la didactica de la matematica, interés por la investigacion en
didactica de la probabilidad y, mas recientemente, en didéctica de la estadistica. Buena parte de esta
investigacion se centra en los (futuros) profesores de matematicas de primaria y secundaria; estos
trabajos estan recogidos en la seccion 3.

El principal grupo de investigacion espafiol en este tema tiene su centro en la Universidad de Granada
y estéd liderado por Carmen Batanero. Las publicaciones que se pueden encontrar en las revistas y
bases de datos nacionales e internacionales estan en su mayoria firmadas por Batanero u otros
miembros centrales de su equipo, como Maria M. Gea o Nuria Begué. Més recientemente, el grupo
liderado por Angel Alsina en la Universidad de Girona también esta empezando a desarrollar una
linea de investigacion centrada en la probabilidad y la estadistica. Asi mismo, encontramos otras
publicaciones que parecen ser productos de investigaciones puntuales, pero que son interesantes.

En lo referente a la ensefianza y el aprendizaje de las probabilidades, Batanero y Alvarez-Arroyo
(2024) presentan una revision de la literatura internacional de los seis ultimos afios, que incluye
algunas publicaciones de autoria espanola. Ademas, Batanero et al. (2021) ofrecen una sintesis de la
literatura internacional sobre razonamiento probabilistico de nifos de hasta 7 afos de edad. En ella
revisan la literatura y la organizan alrededor de diferentes tematicas, como son conceptos o relaciones
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probabilisticas, combinatoria y procesos cognitivos asociados a las anteriores. En el mismo contexto
escolar, Vasquez y Alsina (2019) presentan experimentos con estudiantes de infantil para analizar sus
concepciones de azar y probabilidad. Sus resultados confirman que los estudiantes de estas edades
necesitan, igual que para cualquier otro contenido matematico, un fuerte apoyo visual y manipulativo
para realizar experiencias y desarrollar su pensamiento probabilistico. Ademas, Vasquez Ortiz et al.
(2020) ofrecen una pauta para analizar las clases de probabilidad en primaria basandose en cinco
dimensiones: tipos de tareas planteadas; tipos de razonamiento probabilistico necesarios para resolver
las tareas; conexiones entre elementos probabilisticos que surgen con las tareas; comunicacion en
didlogos para compartir ideas y avanzar en el aprendizaje; y uso del lenguaje probabilistico. El
articulo es de caracter predominantemente metodologico, pues se centra en mostrar el proceso de
creacion, validacion y mejora del instrumento.

En cuanto a otras investigaciones especificas, estas recorren los diferentes niveles educativos, desde
la primaria superior hasta la formacion de profesorado. Hernandez-Solis et al. (2023) y Batanero et
al. (2023) presentan un estudio que analiza el uso de la proporcionalidad en la resolucion de
problemas aritméticos escolares ordinarios y en problemas de comparacion de probabilidades. La
muestra esta formada por estudiantes espanoles de 6° de primaria a 4° de ESO y costarricenses de los
cursos equivalentes. Los resultados muestran diferencias en el uso del razonamiento proporcional
segun que se trate de problemas de probabilidad o aritméticos, las cuales tienen que ver con la mayor
o menor complejidad de las proporciones de los contextos probabilisticos. Alonso-Castaiio et al.
(2021), trabajando con futuros profesores de primaria en el contexto de una actividad de invencién
de problemas, comprueban que la mayoria de los participantes manejan adecuadamente la
comunicacion y la argumentacion, pero una gran parte de los participantes tenian importantes
carencias de conocimientos matematicos necesarios para resolver los problemas que creaban.

En Batanero et al. (2018) podemos ver los resultados de un estudio centrado en las pruebas de acceso
a las universidades espanolas. Definen diferentes variables de andlisis, tales como los contenidos
probabilisticos puestos en juego en las resoluciones, los tipos de experimentos y muestras, los
contextos de los problemas y las formas de presentacion de los datos. Con un objetivo similar, aunque
contexto y metodologia diferentes, Rubio-Chueca et al. (2021) analizan los problemas planteados en
olimpiadas matematicas regionales y nacionales espafiolas. Estos autores evaliian el nivel de demanda
cognitiva (Smith y Stein, 1998) de los problemas y concluyen que la gran mayoria de ellos estan en
los niveles mas altos de demanda cognitiva, es decir, que son adecuados para las olimpiadas. También
concluyen que el lenguaje de la mayoria de los problemas estd basado en terminologia matematica y
pocos presentan contextos cotidianos; ademas, presentan mas frecuentemente la informacion de
manera grafica (en particular mediante diagramas de arbol) que tabular.

En lo referente a la ensefianza y el aprendizaje de la estadistica, también destaca el grupo de la
Universidad de Granada, por la cantidad e importancia de su produccion. Sus publicaciones abordan
el analisis didactico de diferentes componentes de la estadistica, como las distribuciones muestrales
(Batanero et al., 2020; Begué et al., 2023), diversas medidas estadisticas que se estudian en primaria
y secundaria, como la media (Begué et al., 2018; Rondero y Font, 2015), y la mediana (Madrid et al.,
2022). También han analizado las formas de presentar diferentes tipos de graficos estadisticos
(histogramas, lineales, de sectores, etc.) en los libros de texto de secundaria de Chile (Arteaga et al.,
2021a) y Costa Rica (Arteaga et al., 2021b). En estos articulos, ademas, presentan cuatro niveles de
complejidad semidtica (Arteaga et al., 2021a) y cuatro niveles de lectura de los graficos (Arteaga et
al., 2021b).

En cuanto a los libros de texto espafioles de primaria, Gea et al. (2022) han estudiado las actividades
cuyas resoluciones incluyen el uso de tablas estadisticas planteadas en libros de texto de los seis
cursos de primaria. Esta linea de investigacion continua en Pallauta et al. (2023a), donde las autoras
clasifican los diferentes tipos de tablas estadisticas segiin su complejidad semiotica y presentan un
cuestionario para identificar la comprension por los estudiantes de los tipos de tablas identificados
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previamente. También en relacion con el uso de tablas estadisticas por los estudiantes de secundaria,
pero con otro enfoque, Pallauta et al. (2023b) proponen usar los niveles de algebrizacion elemental
previamente definidos en otras publicaciones para analizar los requisitos de uso de lenguaje
algebraico por los diferentes tipos de tablas estadisticas, pues estas pueden parecer visualmente
similares, pero tener muy diferentes requerimientos de complejidad de razonamiento de los
estudiantes.

2.5. La historia de las matematicas y de su ensefianza como herramienta didactica

En Espana hay una larga tradicion de investigacion didactico-historica, con cuatro focos iniciales en
las universidades de Valencia, Salamanca, Cérdoba y Murcia, que posteriormente se extendieron a
otras universidades, como la de Zaragoza. A lo largo de los afos, estos estudios han abarcado todas
las 4reas de contenidos curriculares. Algunas investigaciones se centran en analizar libros de texto (o
tratados con finalidad educativa) de épocas anteriores. Asi, Madrid et al. (2023b) consultan libros de
aritmética del siglo X VI para analizar las conexiones que hacen con los contextos cotidianos. Madrid
et al. (2023a) informaron sobre la introduccion del algebra en Espaia en el siglo XVI y Ruiz-Catalan
et al. (2024) han presentado los procedimientos de resolucion de ecuaciones introducidos en el siglo
XVII. Sanchez y Gonzalez (2017, 2019), en relacion con la ensefianza de la geometria analitica en el
siglo XIX, analizaron algunos curriculos y libros de texto de esa época y aspectos mas especificos
como la interpretacion de las soluciones negativas. Mas alla de los libros de texto, también se han
analizado manuales historicos de matematicas (Mufioz-Escolano y Oller-Marcén, 2020; Oller-
Marcén y Munoz-Escolano, 2019) y estudiado la presencia de las matemadticas en revistas
pedagogicas antiguas o en prensa generalista (Mufioz-Escolano et al., 2022; Oller-Marcén, 2023).
Otros investigadores han informado sobre elementos de la historia de las matematicas o de su
ensefianza que han influido en la ensefianza de las matematicas posterior, como es el caso de Puig
(2022), que ha analizado la evolucion del concepto de estructura algebraica hasta llegar a las
matematicas actuales.

En la Universidad de Murcia se inici6 en los afios 1990 una linea de estudios sobre la ensefianza de
las matematicas en las Escuelas Normales (Carrillo, 2004; Sdnchez-Jiménez y Doélera, 2023). Algunas
de estas investigaciones han utilizado la TAD como marco analitico complementario para sus
estudios historicos sobre la educacion matematica y la formacion del profesorado (Sanchez-Jiménez,
2020). Se establecen asi vinculos productivos entre la investigacion historica y la didactica,
ampliando el ambito de estudio de esta ultima mas alld de las instituciones contemporaneas e
identificando fenémenos que han condicionad nuestras formas actuales de operar (Carrillo et al.,
2018). La linea de investigacion seminal se extendié al movimiento de la Escuela Nueva en Espaiia
(Sanchez-Jiménez et al., 2020) y a la ensefianza de las matematicas en bachillerato en el siglo XX,
con la figura especial de Pedro Puig Adam (Do¢lera y Sanchez-Jiménez, 2024).

Finalmente, la utilizacion de manuales y publicaciones periddicas antiguas como herramienta para la
formacion de profesorado surge como linea de trabajo por desarrollar (Arnal-Bailera y Oller-Marcén,
2020).

3. INVESTIGACION SOBRE LA FORMACION DEL PROFESORADO DE
MATEMATICAS

Para la identificacién de focos en la investigacion sobre el profesor (formacion inicial y desarrollo
profesional) y la practica del profesor hemos tomado como referencia inicial las actas de los simposios
de la SEIEM desde 2018 (cinco simposios), en el trabajo de sintesis realizado en la presentacion de
la comunidad de investigadores espafioles en el PME45-2022 en Alicante y los focos de atencién
identificados los hemos complementado con la resefia de articulos publicados en bases de datos
internacionales. De esta manera, identificamos focos en la investigacién en educacién matematica
sobre y con el profesor (Badillo et al., 2019; Llinares, 2018, 2023) y que nos permiten ejemplificar
algunos de los problemas de investigacion recurrentes mediante investigaciones especificas. En la

61



Bosch, M., Gutiérrez, A. y Llinares, S.

ultima parte de esta seccion ejemplificamos los focos con una presencia mayoritaria a través de
algunas investigaciones empiricas que describimos brevemente y que forman parte de la propuesta
de Special Issue de la revista ZDM mencionada en la introduccion.

3.1. La visibilidad en SEIEM y bases de datos internacionales
3.1.1. Desde los simposios de la SEIEM (2018-2023)

En los ultimos afios, ha habido dos simposios de la SEIEM con seminarios de investigacion sobre la
investigacion sobre y con el profesor de matematicas. En el Simposio de 2018 (Gijon), el seminario
titulado “Conocimiento y competencia docente: estableciendo relaciones entre perspectivas teoricas”,
y en el Simposio de 2023 (Logrono) el titulado “Retos de la formacion del profesorado ante las
exigencias de los nuevos curriculos”. Ademas, en estos ultimos cinco simposios (en 2020 no hubo
Simposio debido al COVID) se presentaron comunicaciones de investigaciones empiricas que desde
perspectivas diversas han estado aportando nuevo conocimiento sobre la formacion del profesorado
de matematicas y su practica (115 de 238) (Tabla 1).

Tabla 1. Comunicaciones en Seminarios SEIEM con foco profesor

Afio 2018 2019 2020 2021 2022 2023

Comunicaciones
Foco profesor/total

22/50 25/46 22/66 21/48 25/55

En el simposio de la SEIEM de 2018 (Gijon) se realizé un seminario de investigacion con el titulo
“Conocimiento y competencia docente: estableciendo relaciones entre perspectivas tedricas”. El
seminario se organiz6 alrededor del andlisis de un mismo conjunto de evidencias (una narrativa de
una estudiante para maestra de educacion primaria escrita durante el periodo de practicas) desde
diferentes perspectivas teoricas. El objetivo del seminario era ejemplificar diferencias y posibles
complementariedades que se podian generar desde diferentes perspectivas tedricas para comprender
mejor el aprendizaje y desarrollo de competencias profesionales en los estudiantes para docentes (en
este caso maestros de educacion primaria). Se ejemplifican tres perspectivas teodricas. Dos
procedentes de modelos del conocimiento especializado del profesor de matematicas (MTSK y
Modelo de conocimiento y competencias didactico-matematicas desde el EOS, y una tercera derivada
de la perspectiva de la “racionalidad de la practica”) ejemplificada a través de la conceptualizacion
de la competencia docente del profesor de matematicas “mirar profesionalmente la ensefianza de las
matematicas” (como un proceso de razonamiento sobre la practica realizado en contextos especificos
para justificar acciones). El seminario permiti6 ilustrar como se genera nuevo conocimiento sobre el
desarrollo de competencias docentes que puede informar y justificar decisiones sobre el disefio de los
programas de formacion (ejemplificando procesos de transferencia).

El segundo seminario se realizé en el simposio de la SEIEM de 2023 (Logrofio), con el titulo “Retos
de la formacion del profesorado ante las exigencias de los nuevos curriculos”. El seminario presentod
aportes de la investigacion sobre la formacion de profesores ante los cambios curriculares como una
manera de evidenciar el valor del conocimiento generado por la investigacion para la toma de
decisiones en la formacion inicial y continua del profesorado. En este seminario se subray6 el papel
de los modelos tedricos sobre el aprendizaje de las matematicas y sobre el conocimiento y practica
del profesor para organizar la formacion docente. En particular, se hizo visible la influencia de la
perspectiva tedrica (la adoptada por los formadores en cada caso particular) en la toma de decisiones
que configuran el disefio de los programas (considerando en cada caso las restricciones
institucionales). El seminario permitio situar las reflexiones sobre la influencia de los modelos
teoricos en las decisiones sobre el disefo y recursos de los programas de formacion (o parte de ellos)
desde una perspectiva internacional (a través de ejemplos de UK, Italia, Portugal y Espana).

Estos dos seminarios, realizados en los ultimos afios, muestran claramente el papel que puede
desempeifiar instituciones como la SEIEM en relacion con instrumentos politicos como la reciente

62



Mapeando la investigacion espafiola en educacion matematica

creacion de la “Oficina Nacional de Asesoramiento Cientifico” creada para coordinar el conocimiento
y la mejora de la toma de decisiones y el disefio de las politicas publicas para crear espacios que
ayuden a fundamentar las decisiones politicas en resultados de investigaciones cientificas.

En relaciéon con las comunicaciones, las 115 comunicaciones presentadas en los ultimos cinco
simposios que podemos situar con un foco considerando al profesor se pueden organizar segun la
especificidad de su foco mediante un proceso inductivo. Asignar un determinado estudio empirico a
un foco determinado lo hemos realizado considerando la cuestion de investigacion y el conocimiento
generado (y no necesariamente la perspectiva teorica adoptada) (mirando el resumen, la pregunta de
investigacion y las conclusiones/discusion generada). La asignacion no es un proceso simple y tiene
limitaciones derivadas de la dificultad de asignar algunos estudios en un foco particular. Sin embargo,
esta aproximacion permite mostrar a grandes rasgos ciertas tendencias en los focos identificados que
reflejan, en cierta manera, las preocupaciones de los investigadores. Estas preocupaciones también
responden a la necesidad de responder a preguntas generadas desde la practica de formar docentes.
Siguiendo este proceso, hemos identificado ocho focos especificos que hemos denominado: practica
del profesor, desarrollo profesional, concepciones, dominio afectivo, conocimiento especializado,
practicas profesionales especificas (competencia docente), Formador, y otros (contexto, programa)
(Tabla 2). Dos focos centran en mayor medida las investigaciones realizadas (considerando la manera
en la que hemos realizado la asignacion): investigaciones centradas en el conocimiento especifico del
docente de matemadticas e investigaciones centradas en el aprendizaje y desarrollo de practicas
profesionales especificas vinculadas a la ensefianza de las matematicas (considerando la perspectiva
de las competencias docente).

Para la descripcion de los focos, consideramos algunos descriptores identificados en las propias
comunicaciones o generados por la lectura. Dos focos tienen una presencia menor en estos ultimos
cinco simposios, las comunicaciones sobre el “desarrollo profesional” centradas en el contexto del
“analisis de lecciones” (lesson study) y el papel de las reflexiones del docente como mecanismo de
mejora de la calidad de la ensefianza, y el foco que hemos denominado “otros”, que incluye un analisis
de programas de formacion. Algunos de los descriptores de los otros focos se incluyen a continuacion,
ordenados por el nimero de comunicaciones.

Tabla 2. Focos de las investigaciones presentadas en los Simposios de la SEIEM.

FOCOS 2018 2019 2021 2022 2023 Total
Practica del profesor 2 2 1 2 2 9
Desarrollo profesional 1 1 0 0 0 2
Concepciones 2 3 2 3 3 13
Dominio afectivo 2 1 2 0 1 6
Conocimiento especializado 4 13 8 6 3 34
Practicas profesionales especificas

(Competencia docente) 10 3 9 9 13 44
Formador 0 2 0 1 3 6
Otros 1 0 0 0 0 1
Total 22 25 22 21 25 115

Existen cuatro focos con una presencia media (pero con diferente nimero de comunicaciones) que
son los centrados en el dominio afectivo, el formador de docentes, la practica del profesor y las
concepciones. El foco sobre el “dominio afectivo” incluye investigaciones empiricas centradas en la
ansiedad, autoestima, perfil emocional docente y actitudes hacia recursos (introduccion de robots) o
topicos especificos (probabilidad). Se analizan aspectos del dominio afectivo como rasgos
caracteristicos del perfil profesional de ser docente en matematicas. Las comunicaciones centradas
en el “formador” de docentes se centran en determinar dominios de conocimiento del formador, la
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explicitacion de este conocimiento a través de la reflexion que se manifiesta en la toma de decisiones
de los contenidos de la formacion inicial, y en caracterizar su practica como disefiador de los procesos
formativos. Las comunicaciones con el foco sobre la “practica del profesor “se centran en caracterizar
el discurso del profesor (la lengua), la naturaleza de las interacciones en la clase (grupo y docente-
estudiante, y los procesos de negociacion de significados), y sobre las manifestaciones del
conocimiento especializado de los docentes (MTSK) en la practica de ensefiar procesos o topicos
matematicos especificos. El foco “concepciones” agrupa comunicaciones que también recogen
términos como creencias y percepciones (por ejemplo, sobre el conocimiento profesional docente, la
utilidad de la geometria, sobre la ensefianza-aprendizaje de las matematicas, sobre los estudiantes
como resolutores de problemas, sobre la creatividad, sobre el uso de la historia como recurso, o sobre
la inclusion de diferentes perspectivas en la ensefianza de las matematicas (modelizacion,
pensamiento computacional, competencias l6gico-matematicas).

3.1.2. Desde SCOPUS (2018 - julio 2024)

Los dos focos con una mayor presencia de comunicaciones son el centrado en el conocimiento
especializado del profesor de matematicas, y el centrado en el aprendizaje de practicas profesionales
especificas (competencia docente) vinculadas a la ensefianza de las matematicas. Estos dos focos de
atencion también han tenido un reflejo claro en las publicaciones en revistas indexadas, lo que refleja
agendas de investigacion dindmicas y productivas. Para esta seccion, anadimos a la busqueda inicial

2 ¢

indicada en la introduccion en SCOPUS el filtro “teacher” y sus variantes (“preservice”, “in-service”,
“prospective”, “professional development”), con las palabras clave: “Mathematics AND Education
AND Teacher”. Del listado producido, elegimos aquellos articulos que tenian el foco sobre el profesor
de matematicas (y no eran editoriales, ni documentos describiendo la perspectiva de la revista)
obteniendo 50 articulos (de 140). Se puede observar que la razon entre articulos con foco en aspectos
del profesor y el nimero total de articulos publicados en estas revistas de referencia es similar a lo
encontrado en la revision de las comunicaciones a la SEIEM en los tltimos cinco simposios. Ademas,
los focos de estos articulos coinciden con la descripcion tematica generada en el primer paso de esta
revision, considerando los simposios de la SEIEM. Aunque estos criterios de blisqueda generan
algunas limitaciones, permiten construir un mapa aproximado de las preocupaciones de los
investigadores espafioles en relacion con el profesor.

3.2. Conocimiento de matematicas para la ensefianza (conocimiento especializado) y practicas
profesionales especificas (competencia docente)

Consideradas conjuntamente las aportaciones desde los simposios de la SEIEM y los articulos
identificados en las bases de datos usadas en este mapeo los dos focos con mas presencia son el
centrado en el conocimiento de matematicas para la ensefanza y el centrado en las practicas
profesiones especificas. Estos dos focos particulares seran ejemplificados en la siguiente seccion,
desarrollando una mirada detallada y situdndonos en relacién con una perspectiva internacional.

3.2.1. Una mirada a los focos sobre conocimiento especializado y sobre las practicas
profesionales especificas (competencia docente) del profesor de matematicas

Dos ideas permiten categorizar al grupo de investigaciones relacionadas con el profesor. Por una
parte, la idea de “préctica profesional especifica” (core practice) (Grossman, 2018; Matsumoto-Royo
et al., 2021), y por otra, la idea de conocimiento especializado necesario para ensefiar (Shulman,
1986; Lin y Rowland, 2016). En esta seccion, desarrollamos inicialmente los apoyos que podemos
identificar en estas dos ideas para posteriormente ejemplificar estos focos a través de algunas
investigaciones empiricas. Los ejemplos de investigaciones empiricas forman parte de la propuesta
del nimero especial de la revista ZDM dedicado a la investigaciéon espaiola en Educacion
Matematica.
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La primera idea se articula alrededor de la nocion de competencia docente, vinculada a la practica de
ensefiar matematicas. La practica de ensefiar matematicas se puede concebir formadas por un
conglomerado de prdcticas profesionales especificas (core practices) que son reconocidas como
relevantes para la ensefanza de la matemadtica y que se pueden aprender en los programas de
formacion (Fernandez et al., 2020; Moreno et al., 2021; Breda et al., 2017, 2018; AlvareZ-Arroyo et
al., 2024). Ejemplos de estas practicas son disefiar tareas matematicas, planificar lecciones y presentar
las tareas en el aula; gestionar discusiones matematicas productivas en el aula para generar
explicaciones matematicas provechosas; interpretar el pensamiento matematico de los estudiantes y
anticipar diferentes niveles de respuestas a tareas matematicas; y analizar situaciones de ensefianza
tanto propias como observadas (reflexionar sobre la propia préctica) (Marquez, et al., 2021; Montero
et al., 2020, 2022; Sanchez-Matamoros et al., 2018, 2019). Estas practicas profesionales especificas
se consideran centrales en la ensefianza de las matematicas, ya que son necesarias para apoyar el
aprendizaje matematico de los estudiantes, y pueden ser consideradas parte de practicas profesionales
mas complejas de la profesion de ensefiar. La competencia docente se entiende desde esta perspectiva
como la realizacion de acciones fundamentadas en el conocimiento especializado para apoyar los
objetivos de aprendizaje matematico, es decir, para apoyar lineas de accion (Callejo et al., 2022). En
este sentido, estas practicas profesionales especificas evidencian usos en contexto de diferentes
dimensiones del conocimiento especializado para la practica de ensefiar matematicas (Carrillo-Y afiez
et al., 2018; Pino-Fan et al., 2018).

La relevancia del papel que desempefian estas practicas en la ensefianza de las matematicas traslada
la atencion hacia encontrar maneras de favorecer su desarrollo en los programas de formacion
(Grossman, 2018), generando focos especificos de investigacion. En particular, la idea de
“descomponer la practica de ensefar matematicas” en practicas profesionales especificas, permite
generar lenguaje y categorias para discutir y analizar la practica de ensefiar matemadticas, haciendo
visibles a los estudiantes para profesores rasgos implicitos de dicha practica. Es decir, es una manera
de hacer visibles a los que quieren ser maestros y profesores de aspectos relevantes de la practica de
ensenar matematicas, al mismo tiempo que ayuda a los formadores a identificar y pensar en
oportunidades de aprendizaje de estas practicas. En general, las propuestas formativas derivadas de
esta perspectiva responden a una “formacion basada en la practica” (practice-based teacher
education). Esta perspectiva subraya la nocion de competencia docente como el uso pertinente del
conocimiento para resolver situaciones derivadas de la ensefanza y, como consecuencia, la de
intentar disefiar oportunidades para su desarrollo en las propuestas formativas (Barquero et al., 2024;
Fernandez et al., 2018a). De esta manera, las investigaciones recogidas en esta seccion se insertan en
procesos formativos que, en cierta medida, buscan describir y comprender el aprendizaje de estas
practicas profesionales especificas (Fernandez et al., 2018b). Estos procesos formativos subrayan una
estructura de la secuencia de actividades que pretende apoyar los razonamientos (formas de pensar
sobre...) de los estudiantes para profesores y profesores (en propuestas de desarrollo profesional),
introduciendo informacion teorica desde la didactica de la matemadtica (guias para focalizar lo que
hay que observar y apoyar formas de mirar para definir lineas de actuacion en la practica) (Ivars et
al., 2018, 2020a, 2020b; Sanchez-Matamoros et al., 2018).

La segunda idea es la caracterizacion de un conocimiento especializado del profesor de matematicas
y las diferentes dimensiones que lo configuran. Desde los trabajos seminales de Shulman (1986) ha
habido un desarrollo importante de modelos tedricos sobre el conocimiento especializado del profesor
de matematicas que subrayan la idea de ensefiar matematicas como una profesion (Schwarz y Kaiser,
2019). La importancia de estas actuaciones radica en colocar en el centro de la ensefianza la disciplina
a ser ensefiada, y, en particular, en hacer conscientes a los investigadores sobre la ensefianza de lo
que representa el conocimiento sobre la comprension de la disciplina, en nuestro caso las matematicas
(Carrillo-Yanez et al., 2018; Pino Fan, et al., 2018, 2023).
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La identificacion de dominios del conocimiento necesario para enseflar matematicas se generd
inicialmente a nivel internacional a partir del andlisis de la practica de ensefiar matematica e
identificando aspectos del conocimiento relevantes para la ensefianza (conocimiento del contenido,
conocimiento didactico del contenido y conocimiento curricular) (Ball et al., 2008; Shulman, 1986).
Desarrollos posteriores, muestran que las creencias/concepciones de los profesores sobre el contenido
influenciaban las formas en las que ensefiaba. Por lo que, en el caso particular de las matematicas,
algunos modelos, como el MTSK, introdujo la nocién de creencias sobre las matematicas y su
ensenanza y aprendizaje permeando el conocimiento del profesor (Carrillo et al., 2018) e
identificandose perspectivas alternativas (Scheiner et al., 2019), mientras que el DMKC (Pino-Fan,
2023) enfatizaban la relacion del conocimiento con las competencias docentes.

En las investigaciones recogidas en esta revision, podemos identificar diferentes usos de la idea del
conocimiento especializado del profesor centrado en conocimiento de dominios y procesos
matematicos especificos necesarios para la ensefianza (Buforn et al., 2018, 2022); o considerando sus
caracteristicas como variable de entrada al programa de formacion (Gorgorio et al., 2021). Un aspecto
particular que ejemplificamos es el uso del modelo del conocimiento MTSK como referencia para
disefiar tareas en los programas de formacion, con el objetivo de favorecer el aprendizaje integrado
de diferentes dominios de conocimiento (p. €j., conocimiento de matemadticas y conocimiento sobre
el aprendizaje de las matematicas). Ademas, se abre el espacio para complementar con otros modelos
teoricos (tales como los Espacios de trabajo matematicos) la manera en la que los estudiantes para
profesor pueden llegar a ser conscientes de las relaciones entre la dimension afectiva y epistemoldogica
como aspecto importante en el conocimiento especializado del profesor (Goémez-Chacén y Marban,
2024).

3.2.1. Practicas profesionales especificas en la ensefianza de las matematicas: Algunos ejemplos

Describimos siete investigaciones con foco en el desarrollo de algunos aspectos de las practicas
profesionales especificas con participantes de diferentes niveles educativos, siendo estudiantes para
docentes o docentes en ejercicio.

Alsina et al. (2024) se centran en el andlisis del disefio de tareas como una practica profesional
especifica que debe ser aprendida por estudiantes para maestras de educacion infantil. El objetivo del
estudio es identificar caracteristicas del proceso de disefiar tareas matematicas que permitan promover
procesos matematicos vinculados al algebra temprana (resolucion de problemas, comunicacion,
representacion, conexiones y razonamiento). Los resultados indican que las tareas disefiadas creaban
espacios que los docentes podian usar para potenciar la resolucion de problemas y comunicacion. Los
procesos de resoluciéon de problemas en las tareas disefadas se evidencian en dos aspectos:
considerando que las situaciones presentadas son desafiantes para los estudiantes y, que la tarea esta
planteada (o se dan indicaciones en relacion con su gestion) que favorezca el que los estudiantes
puedan pasar por diferentes fases en la resolucion del problema (comprension, busqueda de
estrategias apropiadas, aplicacion, y revision). En relacion con los procesos de comunicacion,
vinculados a las interacciones entre estudiantes y entre estos y la maestra al hablar sobre las tareas y
los procesos de resolucion generados, se identifican por la indicacion explicita por parte de los
estudiantes para maestro de momentos para apoyar las interacciones y por la introduccion y
consolidacion del lenguaje matematico adecuado.

Alvarez-Arroyo et al. (2024) presentan los resultados de una investigacion para identificar el uso de
los conocimientos y el razonamiento probabilisticos de futuros profesores de secundaria al responder
a preguntas sobre informacion aparecida en los periddicos. Los objetivos de la investigacion son de
tipo matematico (identificar los tipos de analisis que hacen los futuros profesores de la informacion
y los contenidos probabilisticos que ponen en juego para ello) y didactico (observar si los futuros
profesores son capaces de identificar las dificultades que pueden tener los estudiantes de educacion
secundaria al responder esas mismas cuestiones). Este tipo de objetivos situa estas investigaciones en

66



Mapeando la investigacion espafiola en educacion matematica

la interseccion de los dos focos que estamos considerando. Las autoras definen “competencia
probabilistica” como el conocimiento y las disposiciones que los estudiantes pueden tener que
desarrollar para ser considerados competentes en el abordaje de temas probabilisticos del mundo real.
El analisis de los resultados muestra que la mayoria de los futuros profesores participantes en el
experimento pusieron en juego su conocimiento y razonamiento probabilisticos y un lenguaje
especifico. Sin embargo, un numero importante de estudiantes mostraron notables lagunas en su
razonamiento probabilistico, especialmente por no diferenciar condicionamiento y causalidad o por
no interpretar correctamente los enunciados probabilisticos. En relacién con el conocimiento
didactico, la mayoria de futuros profesores mostraron un conocimiento pobre, incluso después de las
clases en el master, y escasa capacidad para prever los errores de los estudiantes en las cuestiones que
ellos habian resuelto previamente. Estos resultados son coherentes con los obtenidos en
investigaciones anteriores con el mismo tipo de sujetos.

Garcia et al. (2024) estudian las caracteristicas de las reflexiones posteriores a la implementacion de
una leccion (dentro de un ciclo de estudio de lecciones) (lesson study) estudiantes para maestra de
educacion infantil para identificar los mecanismos de activacion del conocimiento especializado. Esta
investigacion usa la teoria de las situaciones didacticas (TSD) (Brousseau, 1997) como conocimiento
de referencia para ayudar a las estudiantes para maestras a comprender las situaciones de ensefianza
y la TAD (Bosch et al., 2020) para caracterizar su aprendizaje. Este referencial tedrico asume la
dependencia mutua entre lo que los profesores ensefian (mathematical praxeologies) y como la
ensefianza (didactical praxeologies), 1o que permite situar el foco de atencion para analizar el
aprendizaje de las estudiantes para maestra sobre el tipo de tareas y técnicas, las tecnologias para
describir, explicar y justificar las técnicas y las teorias. Los resultados muestran el potencial de la
adaptacion de los ciclos de estudio de lecciones en la formacion inicial de maestras de educacion
infantil cuando se proporciona a las estudiantes para maestra elementos tedricos para dotar de sentido
a las situaciones de ensefianza y decidir sobre posibles lineas de actuacion, al permitir movilizar y
desafiar las explicaciones iniciales derivadas de su equipamiento praxeologico.

Lupidnez et al. (2024) estudian la toma de decisiones, al planificar lecciones centradas en la
resolucion de problemas, de profesores de educacidon primaria (noveles y maestros con y sin
formacion en la ensefianza basada en la resolucion de problemas). La planificacion de las lecciones
se entiende como un contexto en el que los profesores transforman el curriculo y se relacionan con
los recursos curriculares (Remillard, 2012). Los autores adaptan el modelo de toma de decisiones de
Schoenfeld (2010) para examinar cémo los recursos (conocimiento y recursos técnicos), las
orientaciones (creencias y concepciones) y los objetivos pretendidos influyen en la toma de
decisiones de los profesores, considerando el foco en la resolucion de problemas. Los resultados
muestran diferencias entre los tres perfiles de profesores en relacion con los recursos, las
orientaciones y los objetivos que se ponian en marcha en la planificacion de la ensefianza de la
resolucion de problemas. Las diferencias se centran en considerar la resolucién de problemas como
foco o como medio para el aprendizaje. Se constata que solo la experiencia no es suficiente para que
los profesores desarrollen referencias para dotar de significado a las indicaciones dadas en las
propuestas curriculares.

Fernandez et al. (2024) estudian el desarrollo de la mirada profesional de estudiantes para profesores
de educacion secundaria al participar en un médulo formativo en relacion con el pensamiento
matematico de los estudiantes. La hipdtesis sobre la que se apoya este estudio es que es posible
desarrollar esta competencia docente en los programas de formacion inicial cuando las actividades
propuestas permiten entrelazar diferentes procesos cognitivos, permitiendo razonar sobre la situacion
con conocimiento especializado (Fernandez et al., 2020). Los cuatro procesos considerados son: 1)
resolver problemas para identificar los elementos matematicos que intervienen (atender a las
matematicas que intervienen en la resolucidn); ii) anticipar respuestas de los estudiantes que pudieran
reflejar diferentes niveles de comprension de los elementos matemdticos que intervienen en la
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resolucion del problema; iii) interpretar las respuestas de estudiantes a estos problemas, y iv)
proporcionar sugerencias de actividades (decidir) para apoyar la comprension de estudiantes situados
en diferentes niveles de desarrollo. Las rutas de desarrollo de la competencia “mirar profesionalmente
el pensamiento matematico de los estudiantes” se caracterizan considerando como los estudiantes
para profesores anticipan e interpretan las respuestas de los estudiantes y toman decisiones
instruccionales para apoyar la comprension. Esta caracterizacion se vincula al reconocimiento por
parte de los estudiantes para profesores de lo que puede ser un avance conceptual en los estudiantes,
la comprension de determinados elementos del concepto (en este caso, la coordinacion de las
aproximaciones en el dominio y rango de la funcion).

Font et al. (2024) se centran en caracterizar la competencia de estudiantes para profesores de
secundaria en identificar errores producidos en la ensefianza cuando reflexionan sobre lo realizado
(reflection-on-action). Esta competencia conlleva el que los estudiantes para profesores describan lo
que ha sucedido en su ensefianza, interpreten lo sucedido generando explicaciones como una forma
de valoracion, para apoyar su practica futura considerando la informacion generada. En este caso, el
uso de un referente tedrico permitio a los estudiantes para profesor organizar su reflexion, pero, no
es facil conseguir niveles altos de la competencia de evaluacion de la idoneidad didactica del proceso
instructivo en el caso de los errores. Este nivel alto de competencia de valoracion de la idoneidad
didactica (en el caso de los errores) viene caracterizada por la capacidad de los estudiantes para
profesor de analizar con cierta profundidad diferentes aspectos de los errores matematicos (quien lo
detecta, como se maneja, etc.).

Barquero y Ferrando (2024) se centran en analizar los procesos de disefio de tareas de modelizacion
por profesores de matematicas de educacion secundaria cuando se les proporciona varios
referenciales tedricos sobre la modelizacion (TAD y otras). El estudio se plantea identificar
condiciones y limitaciones a las que se enfrentan los profesores cuando tienen que disefiar tareas de
modelizacion considerando diferentes perspectivas tedricas. En particular, cuando el proceso de
disefio se entiende apoyado en la reconstruccion y articulacion de organizaciones matematicas cada
vez de mayor complejidad, que refleja una aproximacion a la ensefianza basada en la indagacion. El
estudio analiza dos propuestas formativas en las que su estructura permitia a los profesores
desempefiar diferentes roles, de disefiadores, como gestores de la implementacion (y como alumnos)
y analizando las propuestas a priori y posteriori. Los resultados muestran diferencias en el tipo de
tareas disefiadas, pero también en la especificidad en relacion con el contenido matematico, y las
condiciones que permiten integrar las tareas de modelizacion en la ensefianza secundaria (andlisis
ecoldgico) mediante la determinacion de “niveles de codeterminacion™ (Chevallard, 2002) y en la
generacion de un lenguaje profesional para hablar sobre la modelizacion.

Planas et al. (2024) estudian como apoyar el desarrollo de una mirada profesional del profesor de
matematicas centrada en el papel del discurso/habla matematica, en particular de las practicas
lingiiisticas de nombrar y explicar en la ensenanza de las matematicas como una forma organizada
de ver y comprender los sucesos. El foco sobre dos practicas matematicas lingliisticas como nombrar
y explicar es subrayado por el papel que pueden desempefiar en articular practicas discursivas
relevantes para el aprendizaje matematico junto a otras practicas matematicas. Los resultados
subrayan la necesidad de hacer conscientes a los profesores de sus propias practicas lingiiisticas en
relacion con nombrar y explicar, y su relativo impacto en la ensefianza. Ademas, sefialan las tensiones
que se identifican al centrar el foco de atencion en estas practicas discursivas en relacion con las
practicas y formas de comunicacion habituales en las aulas de matematicas. El trabajo en grupo de
los profesores en los talleres disefiados subraya el desarrollo colectivo de la competencia docente
mirar profesionalmente, mas alla de los informes individuales.
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3.2.2. Conocimiento especializado del profesor de Matematicas: Algunos ejemplos

En relacion con el conocimiento especializado del profesor de matematicas, describimos dos
investigaciones con foco en caracterizar el uso del modelo teérico del conocimiento especializado
(MKST) en el disefio de procesos formativos y en la consideraciéon del dominio afectivo en el
aprendizaje del conocimiento especializado.

Climent et al. (2024) estudian el potencial de usar un modelo teérico del conocimiento especializado
del profesor de matematicas (MTSK) como referente tedrico para disefar secuencias de tareas en los
programas de formacion de profesorado. Esta idea se particulariza en el aprendizaje de la practica
matematica de definir en estudiantes para maestros de Educacion Primaria (aplicada al caso del
concepto de poligono) como una forma de articular propuestas que combinen el aprendizaje por parte
de los estudiantes para maestro de conocimiento de matematicas y conocimiento de contenido
pedagogico. La hipotesis de partida es que estructurar el contenido de los programas de formacion
(lo que tiene que ser aprendido por los estudiantes para maestro) a través de tareas organizadas
considerando un modelo del conocimiento del maestro puede ayudar a los estudiantes para maestro a
desarrollar diferentes tipos de conocimiento especializado para ensefiar matematicas, evidenciando
una mejora en las diferentes dimensiones del conocimiento (de matematicas y sobre la ensefianza y
aprendizaje).

Gomez-Chacon y Marban (2024) se centran en analizar las relaciones entre los dominios cognitivos
y afectivos en el aprendizaje de las matemadticas de estudiantes para profesores de matemadticas de
educacion secundaria. La relacion entre el dominio afectivo (emociones epistémicas) y el aprendizaje
matematico se analiza en las practicas especificas de resolver problemas y anticipar las posibles
emociones de los estudiantes cuando resuelven problemas, junto con las reflexiones de lo que ha
sucedido en las aulas. En esta investigacion se definen las emociones epistémicas como emociones
que se generan cuando se estan resolviendo problemas (el foco de la emocidn es el conocimiento y el
proceso de llegar a conocer). De esta manera, las emociones epistémicas de sorpresa, aburrimiento,
confusidn, ansiedad y asi, se identifican en las diferentes partes por las que pasa el proceso de resolver
los problemas. Esta investigacion complementa el foco sobre el conocimiento especializado del
profesor con la dimension afectiva y como los juicios que los estudiantes para profesores realizan
sobre las emociones de los estudiantes cuando estan resolviendo un problema (anticipar) se diferencia
de sus propias emociones y de las emociones de los estudiantes. Para analizar las interacciones entre
la dimension afectiva (emociones epistémicas) y la cognicion (procesos de llegar a conocer) se usa la
teoria de los espacios de trabajo matematico (Kuzniak et al., 2022). Los resultados muestran
diferencias en las interacciones entre las emociones y las acciones epistémicas segun las practicas de
resolver problemas, anticipar las emociones de los estudiantes de bachillerato, y reflexionar sobre
estas relaciones en un espacio del proceso formativo.

3.3. Algunas caracteristicas de las investigaciones con foco el profesor: Investigacion y
transferencia

Un producto que se puede explicitar desde este conjunto de investigaciones es que permiten pensar
en la construccion de una investigacion que apoya cierta forma de entender la formacién docente en
el ambito de las matematicas. Este apoyo quedd reflejado en el trabajo colectivo que describe las
aportaciones desde la investigacion en formacion de profesores al desarrollo del curriculo con foco
en los programas de formacion (Llinares et al., 2023). Esta manera de entender la formacion se refleja
en identificar practicas profesionales especificas en la practica de ensefiar matematicas y aspectos del
conocimiento especializado para ensefar matematicas que se convierten en foco de atenciéon en la
formacion de profesores, y el papel que desempefian los referentes teoricos generados desde la
Didactica de la Matematica para articular las decisiones de los investigadores. Las investigaciones
realizadas en este ambito en los ultimos afios permiten identificar algunos rasgos caracteristicos
comunes, independientes de la aproximacion tedrica adoptada, el tipo de participantes o del contexto
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particular. Por ejemplo, usar “representaciones de la practica” para apoyar las formas de razonar de
los docentes; y apoyar los procesos de reflexion/andlisis sobre lo observado, usando referenciales
teoricos desde la Didactica de la Matemadtica. Estas formas de hacer en los programas de formacion
(inicial y continua), y en la investigacion en la formacion de los docentes de matematicas puede ser
entendida como maneras de describir, explicar y usar el aprendizaje de précticas profesionales
especificas para ayudar a los formadores a decidir qué hacer y como explicar lo que observamos.
Ademas, el analisis de como los estudiantes para profesor aprenden a realizar determinadas practicas
profesionales especificas, y el uso de dominios especificos de conocimiento especializado, sugiere
desde las diferentes investigaciones que el aprender la practica apoya el aprendizaje de conocimiento
especializado mostrando la simbiosis entre conocer y hacer.

4. INVESTIGACION SOBRE LOS PROCESOS COGNITIVOS DE ESTUDIANTES CON
NECESIDADES EDUCATIVAS ESPECIALES

En el contexto educativo espafiol, el término “necesidades educativas especiales” se asociaba
tradicionalmente a la atencion a los estudiantes con dificultades de aprendizaje. Asi, los especialistas
de apoyo de los centros escolares de educacién primaria y secundaria se dedicaban a atender de
manera individualizada a estudiantes con problemas de aprendizaje de diferentes tipos. Sin embargo,
las ultimas leyes de educacion espafiolas sefialan la obligacion de prestar atencion diferenciada
también a los estudiantes cuyas necesidades educativas especiales se deben a “sus altas capacidades
intelectuales” (Jefatura del Estado, 2020, p. 122909). Este cambio legislativo ha hecho que aumente
el reconocimiento por el profesorado de la necesidad de identificar y atender a los estudiantes con
superdotacion o altas capacidades, en particular a los que tienen ACM.

En el contexto de la investigacion en educaciéon matematica, también ha habido siempre interés por
estudiar la problematica de los estudiantes con dificultades de aprendizaje de las matematicas y solo
en las ultimas décadas se estd produciendo una cantidad significativa de investigaciones sobre los
estudiantes con ACM. Los objetivos centrales de esta agenda de investigacion incluyen, por una parte,
la identificacion de estudiantes con esta caracteristica y su atencion diferenciada en contextos
escolares y extraescolares y, por otra parte, el estudio de los procesos de razonamiento matematico y
de la afectividad de estos estudiantes y de sus diferencias con los de estudiantes medios.

El programa del XXI Simposio de la SEIEM incluyé un seminario dedicado a la diversidad en
educacion matematica. Una de las intervenciones (Planas, 2017) estuvo dedicada a la diversidad
lingiiistica, tema que se aborda en otra seccion de este documento. En la otra intervencion, Jaime y
Gutiérrez (2017) se centraron en la ACM; en su presentacion y en el texto de las actas, ofrecen una
sintesis de investigaciones nacionales e internacionales de aproximadamente los diez afios previos a
ese simposio, por lo que aqui nos centramos principalmente en la literatura mds reciente. A
continuacion, presentamos una sintesis de la investigacion sobre los estudiantes con dificultades de
aprendizaje y con ACM vy, para cada tema, describimos con detalle una investigacion, sobre el
aprendizaje de la estructura multiplicativa por un estudiante con trastorno del espectro autista (TEA)
y sobre la capacidad de generalizacion de estudiantes con ACM.

4.1. Estudiantes con dificultades de aprendizaje

El campo de actividad de la investigacion sobre los estudiantes de matematicas con dificultades de
aprendizaje es muy amplio y diverso, pues incluye todo tipo de causas (Bruno y Noda, 2010),
principalmente discapacidades intelectuales, psicologicas, fisicas y sociales (p. €j., desconocimiento
del idioma). Es necesario diferenciar las dificultades de aprendizaje debidas a una discapacidad de
las debidas a una capacidad cognitiva por debajo de la media (de razonamiento matematico en nuestro
caso). Ademads, cada tipo de dificultad tiene unas caracteristicas que generalmente hacen que sea
diferente de los otros. Bruno y Noda (2010) hacen un recorrido por la literatura de diferentes tipos de
dificultades de aprendizaje de las matematicas. Diversas publicaciones informan sobre
investigaciones centradas en estudiantes con sindrome de Down (Bruno y Noda, 2010; Bruno et al.,
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2022), con TEA (Bruno et al., 2022; Goiii-Cervera et al., 2022) o estudiantes ordinarios con
dificultades de aprendizaje de las matematicas.

Bruno y Noda (2010) discuten el aprendizaje de la aritmética por estudiantes con sindrome de Down,
mostrando caracteristicas diferenciadoras de estos estudiantes y metodologias de ensefianza
adaptadas. Bruno et al. (2022) completan el texto anterior mostrando experimentos de ensefianza
combinada de contenidos de geometria y aritmética, concluyendo que esta combinacion de
contenidos produjo mejores resultados de aprendizaje que trabajando con unos u otros contenidos por
separado. Estos autores también informan de experimentos de ensefianza con estudiantes con TEA
que les sirven como contexto para mostrar diferentes formas adecuadas de presentar la informacion
matematica a estos estudiantes. Garcia-Moya et al. (2024) se centran en la resolucién de problemas
multiplicativos de tipo producto cartesiano por un estudiante con TEA y Gofii-Cervera et al. (2022)
presentan una investigacion con estudiantes con TEA de los diferentes cursos de primaria en la que
les plantearon problemas de patrones geométricos para observar el desarrollo de su pensamiento
algebraico.

Por su parte, Castro y Canadas (2016) se centran en discutir y clasificar las diversas dificultades de
aprendizaje de la aritmética, desde el punto de vista del contenido matematico (por ejemplo,
dificultades de comprension de un enunciado verbal, de manejo de los signos aritméticos y las reglas
de operatoria, etc.), que encontraron, siendo la discalculia la causa mas frecuente.

Bruno et al. (2024) presentan un estudio de caso del proceso de aprendizaje de las estructuras
multiplicativas de los numeros naturales de un nifio con TEA que, ademds, tenia deficiencia
intelectual. En este contexto, los autores organizaron un experimento de ensefanza basado en la
resolucion de problemas aritméticos verbales de estructura multiplicativa, con los objetivos de
identificar las estrategias de resolucion del estudiante, explorar si algunas caracteristicas relacionadas
con el TEA podian influir en dichas estrategias e identificar los componentes de la metodologia de
ensenanza que jugaron un papel destacado en el proceso de aprendizaje del estudiante. Los autores
se basaron en la caracterizacion de estrategias de resolucion de problemas verbales multiplicativos
propuesta por Mulligan (1992), que diferencia las estrategias segun los procedimientos de calculo y
sus grados de abstraccidn: modelizacion directa con conteo, conteo sin modelizacion y hechos
numeéricos aprendidos o deducidos. Las investigaciones reportadas en la literatura muestran que los
estudiantes ordinarios progresaron a lo largo de las tres categorias, mientras que los estudiantes con
dificultades de aprendizaje no consiguieron progresar a las categorias superiores. El marco de la
investigacion se completa con la adopcion de la metodologia de ensenianza COMPS, creada para
facilitar el establecimiento de conexiones entre diferentes tipos de problemas mediante el uso de un
diagrama que representa los datos y operaciones del problema, y ayudar a identificar las operaciones
que debe realizar el estudiante. Los autores citan publicaciones en las que esta metodologia ha
mostrado ser positiva para la ensefianza de estrategias de resolucion de problemas multiplicativos a
estudiantes con dificultades de aprendizaje.

El experimento presentado por Bruno et al. (2024) se realizé con un nifio de 14 afios diagnosticado
con TEA y con una forma de comportamiento tipica de estos nifios. Ademas, el nifio necesitaba una
adaptacion curricular en matemadticas, porque mostraba dificultades de aprendizaje. Bruno et al.
describen con detalle la secuencia de problemas que plantearon y muestran ejemplos de las hojas de
trabajo y de las respuestas del nifio; los problemas correspondian a tres modelos de representacion de
las multiplicaciones: agrupamientos iguales (suma reiterada), comparacion multiplicativa (una
cantidad es n veces mayor que otra) y producto cartesiano. El experimento de ensefianza empezé con
un pretest, siguié con 13 sesiones de ensefianza intercaladas con sesiones de evaluacion y termind
con un postest inmediato y otro diferido 5 semanas después. El resto del articulo esta dedicado a
describir y analizar las estrategias de resolucidon mostradas por el estudiante en los tres tipos de
problemas. Entre las conclusiones planteadas por los autores, podemos destacar: que el estudiante
mostro a lo largo del experimento diferentes rasgos tipicos del TEA tales como preferencia por

71



Bosch, M., Gutiérrez, A. y Llinares, S.

expresar sus ideas mediante dibujos; que experimento dificultades para entender algunas expresiones
matematicas como “tres veces mas”, que con frecuencia interpretaba como sumar 3; que el estudiante
tuvo diferentes niveles de éxito en los tipos de problemas, mostrando més destreza en los problemas
de agrupamientos iguales y mas dificultad en los de comparacion multiplicativa; y que la metodologia
COMPS resulto util para favorecer el aprendizaje.

Las TIC estan mostrando su utilidad también en la ensefianza de las matematicas a estudiantes con
dificultades de aprendizaje, en particular a los que tienen dificultades de motricidad fina y les resulta
dificil usar materiales manipulativos. Estas dificultades pueden reducirse mediante el uso de pantallas
tactiles (Gonzalez et al., 2015). También ha habido investigaciones que han desarrollado aplicaciones
especificamente orientadas a estudiantes con sindrome de Down (Gonzalez et al., 2015) o con TEA
(Blanco et al., 2024b). Garcia-Moya y Blanco (2024) ofrecen una recopilacion, clasificacion y
andlisis de aplicaciones informaticas adecuadas para la ensenanza a nifios con TEA.

4.2. Estudiantes con alta capacidad matematica

Uno de los focos de atencion de los investigadores en educacion matematica es analizar los procesos
de razonamiento matematico de los estudiantes con ACM en actividades especificas como la
visualizacion, la creatividad, la generalizacion o la demostracion, entre otras. Los resultados de
diversas investigaciones ponen de relieve que, en unas ocasiones, los estudiantes con ACM son
capaces de empezar a realizar determinados tipos de razonamiento (por ejemplo, razonamiento
deductivo) mucho antes que sus compaiieros de curso o edad y, en otras ocasiones, los estudiantes
con ACM realizan los mismos procesos de razonamiento que sus compaferos, pero lo hacen de
maneras mas flexibles, complejas u originales.

El nexo comun de la mayoria de las investigaciones sobre ACM son los problemas, tanto en la
resolucion como en la invencion (problem posing), con investigaciones basadas en muy diversos
contextos, como geometria (Ramirez-Uclés y Ruiz-Hidalgo, 2022; Sua et al., 2024), grafos eulerianos
(Blanco y Garcia-Moya, 2021) o generalizacion prealgebraica (Mora et al., 2022). Asi, Ramirez-
Uclés y Ruiz-Hidalgo (2022) plantearon en una sesiéon de ESTALMAT varios problemas geométricos
de demostracion en diversos formatos (oral, grafico, escrito, con SGD). Los autores usaron los tipos
de pensamiento matematico de Krutetskii para clasificar las resoluciones de los estudiantes, que
mostraron una diversidad de preferencias, dependiendo de los problemas.

Por su parte, Gutiérrez et al. (2018b) realizaron un experimento con dos estudiantes con ACM de
Granada y Valencia que se comunicaban entre ellos y con los investigadores mediante
videoconferencias y debian construir de manera colaborativa la solucion. Cada estudiante disponia
de dos proyecciones ortogonales de una ciudad formada por torres de cubos y de cubos para construir
la ciudad. Los estudiantes no podian intercambiarse informacion gréafica, por lo que necesitaron
desarrollar habilidades de comunicacion verbal para transmitir sus imagenes mentales y lo que veia
cada uno en su propia construccion.

Las competiciones matematicas son un buen contexto para observar el razonamiento matematico de
posibles estudiantes con ACM. Guinjoan et al. (2015) analizaron las respuestas de estudiantes que se
presentaron a las pruebas Cangur y quedaron clasificados en los puestos mas altos. Una peculiaridad
de las pruebas Cangur es que los problemas planteados ofrecen varias posibles soluciones y los
estudiantes tienen que elegir la que consideran correcta. Los autores centraron su atencion en las
estrategias y heuristicas usadas por los estudiantes y su uso de la intuicion y de la visualizacion para
decoro cudl era la respuesta correcta. A pesar de que todos los estudiantes de la muestra habian
obtenido excelentes resultados en la prueba, los analisis muestran diferencias significativas entre sus
formas de tomar decisiones y de resolver los problemas.

En el contexto de las olimpiadas de primaria de Costa Rica, Mora et al. (2023a, 2023b, 2024a, 2024b)
analizaron y compararon los procesos de resolucion de determinados problemas por estudiantes que

72



Mapeando la investigacion espafiola en educacion matematica

habian obtenido las puntuaciones mds altas y mas bajas en la prueba y el uso que hicieron de sus
capacidades de generalizacion, visualizacion y flexibilidad. Los resultados indican que los problemas
planteados y buena parte de los descriptores definidos en su marco tedrico para caracterizar cada
capacidad mencionada son adecuados para discriminar a los estudiantes con ACM en cada capacidad
de razonamiento.

Por otra parte, Espinoza et al. (2016) realizaron un experimento de invencion de problemas por
estudiantes de secundaria con ACM vy ordinarios. Sus resultados muestran una clara diferencia entre
los problemas inventados por unos y otros estudiantes. Las principales diferencias son la riqueza de
los enunciados, la cantidad de operaciones requeridas (dificultad de resolucion), los tipos de nimeros
empleados. Este estudio permiti6 también identificar caracteristicas diferenciadoras de los estudiantes
con ACM en invencién de problemas.

La capacidad de generalizacion es un componente central de la actividad matematica, por lo que son
numerosas las investigaciones que han explorado caracteristicas diferenciadoras de los procesos de
generalizacion de los estudiantes con ACM. Mora et al. (2024b) realizaron una investigacién cuyos
objetivos eran analizar los procesos de razonamiento de generalizacion de estudiantes y analizar la
validez de los problemas planteados para diferenciar estudiantes con ACM de estudiantes medios.
Los autores informan de que, en las investigaciones sobre generalizacion, normalmente se utilizan
contextos de razonamiento aritmético (Rott, 2013), algebraico (Amit y Neria, 2008), etc.,
dependiendo de las edades de los estudiantes, pero Krutetskii (1976) hablaba de la importancia de
observar la capacidad de generalizacion de procedimientos matematicos y estrategias de céalculo de
los estudiantes.

Mora et al. (2024b) presentan los resultados del andlisis de las respuestas a dos problemas planteados
en la prueba de admision a ESTALMAT. Los estudiantes que se presentaron a dicha prueba de
admision eran de 6° de primaria 'y 1°y 2° de ESO. En un problema habia que realizar movimientos
entre los numeros naturales de acuerdo con ciertas reglas; en el otro habia que cubrir rectangulos
aplicando un criterio de cubrimiento. La clave para la resolucion de ambos problemas es identificar
y generalizar una estrategia de calculo (o cubrimiento) que produce soluciones correctas. El marco
teorico del estudio estd formado por la caracterizacion de la ACM en lo relativo a la generalizacion
y por un conjunto de descriptores originales de la actividad de generalizacion de métodos de solucion,
que evalian los tipos de métodos de solucion usados y los niveles de generalizacion de esos métodos
alcanzados por los estudiantes.

De los 312 estudiantes que se presentaron a la prueba, los autores analizaron las respuestas de los 25
estudiantes que obtuvieron las mejores puntuaciones globales en la prueba, los 25 que obtuvieron las
puntuaciones intermedias y los 25 que obtuvieron las puntuaciones mas bajas. Para obtener
conclusiones sobre la validez de los problemas como identificadores de ACM, los autores realizaron
un analisis mixto: el andlisis cualitativo se centr6 en clasificar las respuestas de los estudiantes de
acuerdo con los descriptores de generalizacion, que habian definido previamente, que podian
reconocerse en las respuestas; el andlisis cuantitativo se basé en el indice de discriminacion (Allen y
Yen, 1979), que mide las diferencias entre las respuestas a un item o problema particular de los sujetos
que obtuvieron mejores y peores puntuaciones en el cuestionario completo. Entre las conclusiones de
los autores, destacan que los dos problemas y varios descriptores son muy adecuados para la
identificacion de estudiantes con ACM, mientras que otros descriptores (que corresponden a
estrategias no correctas o niveles bajos de generalizacion) permiten identificar estudiantes que no
tienen ACM. Este articulo abre una linea de investigacion novedosa sobre una forma de desarrollar y
evaluar la capacidad de generalizacion de los estudiantes y, en particular, de identificar a potenciales
estudiantes con ACM.
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5. INVESTIGACION SOBRE EL USO DE LA TECNOLOGIA EN EDUCACION
MATEMATICA

En Espafia, igual que en una mayoria de paises con niveles medios y altos de desarrollo
socioecondmico, los centros escolares han incorporado, desde hace bastantes afios, las tecnologias de
la informacion y comunicacion (TIC) a la ensenanza de las diferentes asignaturas y, en especial, de
las matematicas. Por ello, desde hace varias décadas se han realizado numerosas investigaciones
dirigidas a explorar diversos aspectos de la presencia de las TIC en las aulas de los diferentes niveles
educativos. Ademas, los afios de confinamiento por el Covidl9 han propiciado, por necesidad, la
experimentacion de numerosas formas de interaccion con la tecnologia. El interés de la educacion
matematica espafiola por la investigacion relacionada con las TIC se evidencia en la cantidad de
articulos que se publican.

El seminario de investigacion del XXV Simposio de la SEIEM estuvo dedicado al papel de la
tecnologia en la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas. Una de las presentaciones (Arnau,
2022) reflexionaba sobre diversas relaciones entre la tecnologia y la educacion matematica, desde la
época inicial de los sistemas informaticos programados para simular la actividad de un profesor o un
estudiante en un contexto de resolucion de problemas de matematicas, desde el surgimiento de
software educativo como Logo (ahora Scratch), hasta diversos sistemas tutoriales inteligentes y
algunas aplicaciones en desarrollo en la actualidad. Ademas, Arnau (2022) informaba sobre diversos
estudios realizados en Espafia, mayoritariamente del equipo de investigacion del autor. También estan
actualmente realizdndose diversas investigaciones en el uso de la robotica educativa, en relacion con
el pensamiento computacional.

Esta seccion esta dividida en dos partes, dedicadas a dos periodos educativos muy diferentes, infantil
y primaria por una parte y secundaria y universidad por otra.

5.1. Las TIC en educacion infantil y primaria

El uso de las TIC con nifios pequefios ha sido problematico durante mucho tiempo, por la dificultad
de los nifios para manejar elementos como comandos, cursores, menus desplegables, teclados,
ratones, etc. Los nifios cometian con frecuencia errores en el uso de la tecnologia que les impedian
poner en practica sus ideas correctas y resolver los problemas. La popularizacion de productos como
las pantallas tactiles y los robots de suelo ha ayudado a superar esas dificultades y a crear entornos
mucho mas amigables para los nifios pequefos. Estas potencialidades del hardware tactil han
permitido la inclusién del pensamiento computacional en los curriculos de educacion infantil y
primeros cursos de educacion primaria. En Espafia encontramos estudios que plantean una diversidad
de cuestiones de investigacion y utilizan diferentes contextos tecnologicos para la ensefianza de las
matematicas.

Del Olmo-Muioz et al. (2023) realizaron una investigacion con estudiantes de primaria durante la
época del confinamiento por el Covid-19 sobre el uso del sistema tutorial inteligente HINTS, que
permite resolver problemas verbales aritmética o algebraicamente. Los estudiantes accedian al
tutorial desde sus casas, sin la colaboracion del profesor. Una de las caracteristicas del tutorial es que
estd programado para que los estudiantes puedan utilizarlo de manera auténoma, pues pueden tener
interacciones de la aplicacion y recibir sugerencias adaptadas a las respuestas, sin necesidad de un
profesor. Los autores plantearon el objetivo de analizar la relacion entre el estatus socioeconémico
de los estudiantes que participaron en el experimento y su €xito en el aprendizaje mediante el uso de
HINTS. El articulo incluye una detallada revision bibliografica sobre los papeles de profesores y
estudiantes cuando se usa tecnologia en la ensefianza de las matematicas. Las conclusiones sefialan
que no encuentran diferencias estadisticamente significativas entre los aprendizajes de estudiantes de
diferentes niveles socioecondmicos.
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Por su parte, Diago et al. (2018) presentaron una investigacion dirigida a observar el desarrollo del
pensamiento computacional, utilizando un robot de suelo programable, en estudiantes de infantil y
primeros cursos de primaria. Las tareas planteadas a los estudiantes consistieron en elegir y programar
recorridos del robot para alcanzar determinados objetivos. Los investigadores analizaron las
heuristicas mostradas por las respuestas de los estudiantes y sus motivos o justificaciones de sus
elecciones o decisiones.

En un contexto diferente de los otros que presentamos aqui, Escriva et al. (2018) presentaron los
resultados de un experimento de ensefianza de habilidades de visualizacion en geometria espacial con
estudiantes de un grupo ordinario de 6° de primaria y estudiantes de 5° y 6° de primaria que
participaban en un taller extraescolar de matematicas para nifios superdotados. Los problemas que les
plantearon requerian realizar manipulaciones de cubos para identificar las figuras que decoraban sus
caras y sus posiciones en ellas. Para ello, los estudiantes utilizaron, segun los problemas, cubos
fisicos, dibujados en papel y construidos en archivos dindmicos de ordenador. Usando el marco
teorico de las habilidades de visualizacion de Gutiérrez (1996), los autores realizaron un andlisis
cualitativo de las respuestas de los estudiantes, tratando de identificar las imagenes mentales creadas
y manipuladas y las habilidades de visualizacion puestas en juego. Entre sus conclusiones destacan
que cada tipo de problemas indujo el uso de imagenes y habilidades diferentes.

Del Olmo et al. (2024) presentan resultados de dos investigaciones conectadas en las que nifios de
educacion infantil y primer curso de educacion primaria (edades entre 5y 7 afios) resolvieron tareas
de movimiento de un robot de suelo, en las que tenian que programar el robot para ir desde su posicion
actual a otro lugar (los movimientos disponibles son avance y retroceso de un paso y giros de +90°).
En una investigacion, los estudiantes usaron un robot real y en la otra usaron un simulador de ese
robot programado en un ordenador. La investigacion, de tipo mixto, tiene como objetivo general
identificar y analizar procesos metacognitivos de control realizados por los estudiantes durante la
resolucion de las tareas; mas concretamente: 1) describir y categorizar los criterios aplicados por los
estudiantes en sus tomas de decisiones y ii) evaluar las posibles relaciones entre dichos procesos
metacognitivos, la eficacia en la resolucion de las tareas, la edad y el género de los nifios.

El marco teodrico de la investigacion incluye elementos de metacognicion, como la toma de decisiones
en la eleccion de los recorridos y de los movimientos, la autorregulacion durante la resolucion de los
problemas, y de pensamiento computacional, en particular relacionado con la resolucion de tareas de
programacion de robots de suelo. La metodologia de este articulo es tipica de los estudios mixtos,
con la particularidad de que los autores no han hecho el doble analisis cualitativo y cuantitativo de
los mismos datos. La parte del experimento basada en el uso de robots de suelo incluia informacion
sobre los recorridos previstos y realizados por los nifios, asi como respuestas de estos en entrevistas,
por lo que es adecuada para un analisis cualitativo. Sin embargo, la parte de los experimentos basada
en el simulador solo tenia datos referidos a los pasos de los recorridos programados por los nifios, por
lo que su anélisis solo puede ser de tipo cuantitativo.

Uno de los resultados mas destacables indica que, en las tareas donde los nifios tenian que seleccionar
uno de dos posibles destinos del robot, hay diferencias entre los nifios de educacion infantil y los de
primaria: los primeros tendian a elegir el destino mas proximo, a pesar de que el recorrido corto era
mas complejo porque incluia curvas y el largo era recto; por el contrario, la mayoria de los estudiantes
de primaria elegian el recorrido mas sencillo de programar. Por otra parte, los resultados sobre
posibles diferencias debidas al grado muestran que, como es previsible, los estudiantes de 1° de
primaria tienen mas éxito en la resolucion de las tareas que los de educacion infantil. En cuanto al
género, los autores no observaron ninguna diferencia estadisticamente significativa. Como
conclusiones finales, los autores sefialan la relevancia del estudio para mostrar que es posible realizar
actividades formativas interesantes con los niflos de estos grados, como desarrollo del planteamiento
hecho por el actual curriculo oficial espafiol que propone la inclusion del pensamiento computacional
en las asignaturas de matematicas (Jefatura del Estado, 2020).
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5.2. Las TIC en educacion secundaria y superior

Las investigaciones centradas en los niveles educativos superiores son poco frecuentes y muy
diversas en cuanto al tipo de estudiantes y los contextos de estas, lo cual dificulta la creacion de lineas
de investigacion que se mantengan y evolucionen en el tiempo. Camacho et al. (2022) ofrecen una
revision de las principales publicaciones espafiolas de los ultimos 25 afos centradas en la ensenanza
de las matematicas universitarias.

Goémez-Chacon et al. (2016) analizaron la relacion entre elementos afectivos y de aprendizaje. El
articulo se sitia en el marco de los espacios de trabajo matematico y los tipos de geometrias (natural,
natural axiomatica y axiomatica) y explora, mediante un experimento de ensefianza de 25 sesiones
de clase, la influencia del SGD en la estabilizacion de aspectos afectivos en estudiantes de 3° de ESO
que transitan de la geometria natural a la natural axiomatica, asi como la influencia del profesor como
mediador entre el software y los estudiantes.

Hoyos et al. (2021) presentan los resultados de una parte de un curso de geometria analitica 3-
dimensional para futuros profesores de matematicas, centrada en el estudio de las superficies
cuddricas y con una metodologia de resolucion de problemas mediante dos aplicaciones informaticas
creadas por el primer autor; una permite crear superficies tridimensionales a partir de secciones planas
de las mismas y la otra representa las superficies cuddricas y sus proyecciones ortogonales de manera
dindmica y permite modificarlas cambiando los pardmetros de sus ecuaciones. Los problemas que
plantearon son crear la superficie correspondiente a una ecuacién dada, encontrar la ecuacion
correspondiente a una superficie dada e identificar la superficie a la que pertenece un conjunto de
secciones planas dadas.

El libro de Richard et al. (2022) aborda el tema, de plena actualidad, de los usos que se pueden dar a
la inteligencia artificial en el mundo escolar para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Algunos autores abordan el tema de la demostracion automatica y su uso para ensefiar a demostrar.
En particular, el capitulo de T. Recio muestra algunas utilidades de GeoGebra que pueden emplearse
con este fin y el de J.L. Rodriguez presenta experiencias que se estan desarrollando en la Universidad
de Almeria en un entorno de realidad virtual creado por este grupo (Neotrie VR).

En la seccion 2.2 hemos comentado el articulo de Santos-Trigo et al. (2024), entre cuyos objetivos
estd el de informar sobre resultados de investigaciones que analicen las posibles ventajas del uso
habitual del SGD en asignaturas de calculo de secundaria. Los autores se centran en el aprendizaje
de la derivada de una funcién. Para su introduccion inicial, sigue siendo habitual que libros de texto
y profesores presenten a los estudiantes la tradicional aproximacion geométrica de la derivada como
pendiente de la tangente limite de las pendientes de rectas secantes. Los autores muestran
investigaciones que avalan que los entornos de SGD suponen una metodologia de ensefianza muy
interesante para representar la cldsica aproximacion geométrica a la derivada. La posibilidad de
desplazarse a lo largo de la curva y poder observar los cambios que se producen en los diferentes
valores relevantes supone una forma mucho mas eficaz que los dibujos estaticos en el libro de texto
o la pizarra; por ejemplo, al desplazarse alrededor de un punto de la curva cuya tangente ha sido
construida, se observa que varian dx y dy, pero su cociente dy/dx permanece constante.

El grupo de la Universidad de la Laguna (Santos-Trigo et al., 2024) presenta resultados de
investigaciones experimentales, en las cuales los estudiantes han resuelto problemas sencillos tipicos
y también problemas avanzados, que serian dificiles de abordar por los estudiantes solo con papel y
lapiz, por la complejidad de los dibujos que tendrian que realizar. Muestra que el uso del SGD permite
a los estudiantes concentrarse en entender y usar los aspectos conceptuales implicitos en la resolucion,
al poder liberarse de la necesidad de hacer dibujos exactos. Dos de las conclusiones de estas
investigaciones son que el SGD es una importante herramienta para fomentar dicha comprension y
que sigue necesitindose estudios para identificar las fortalezas de diferentes tecnologias en la
ensenanza del célculo.
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6. CONTRIBUCIONES A TEORIAS DE LA EDUCACION MATEMATICA

La educacion matematica, como joven disciplina que es, integra actualmente una diversidad de
enfoques teoricos de distinta indole, que adoptan formas particulares de concebir la investigacion
didactica, sus métodos, objetivos y fundamentaciones. Destacamos en Espana dos grupos de
investigacion que se inscriben cada uno en un marco tedrico concreto, enraizando en ¢l sus
producciones y contribuyendo a su desarrollo. Ambos grupos coincidieron a inicios de los afios 1990
en lo que se llam¢ el Seminario Interuniversitario de Investigacion en Didactica de las Matematicas
(SIIDM), que fue integrando progresivamente un nimero cada vez mayor de investigadores de
distintas universidades espafiolas. Se celebraba entre dos y tres veces al afio para compartir el estudio
de los dos enfoques principales que se estaban desarrollando entonces en Francia: la TSD, creada por
Guy Brousseau (1986), y la entonces emergente TAD creada por Yves Chevallard (1992). El SIIDM
se convirtié posteriormente en el grupo Didactica de las Matematicas como Disciplina Cientifica de
la SEIEM, que agrupa investigadores que trabajan en dos enfoques: la TAD y el EOS; el segundo
empezo6 su desarrollo en la Universidad de Granada a finales de los afios 1990 (Godino, 2024).

Nos centraremos aqui en la presentacion y andlisis de estos dos marcos teoricos, al que el numero
especial de ZDM dedica dos articulos especificos (Gascon, 2024; Godino et al., 2024a). Estos dos
enfoques agrupan en Espafia un numero considerable de investigadores que, como ya se ha indicado
en algunas secciones anteriores, han presentado contribuciones en distintas areas, como la ensefianza
del algebra y el calculo diferencial, la ensefanza de la probabilidad y la estadistica, la formacion del
profesorado, la modelizacion matemadtica y la ensefianza universitaria. Queremos resaltar en esta
seccion las investigaciones que se inscriben claramente dentro de estas dos teorias, que abordan
problemas de investigacion formulados desde las propias teorias y cuyos resultados contribuyen a su
desarrollo.

Empecemos por el caso de la TAD. A finales de los afios 1980 y principios de los 1990, un grupo de
investigadores espafioles empezaron a desarrollar tesis doctorales bajo la direccion de Guy Brousseau
en la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau, 1997) o de Yves Chevallard en la entonces
incipiente TAD originada a partir de los primeros trabajos de este autor sobre los procesos de
transposicion didactica (Chevallard, 1985). Ambas teorias participaban del proyecto propuesto por
Brousseau de creacion de una ciencia que llamé Didactica de las Matematicas cuyo objetivo es “el
estudio directo y cientifico — es decir, tedrico experimental — de la relacion de ensefianza en lo que
tiene de especifico del conocimiento que se quiere transmitir” (Brousseau, 1986, resumen).

El SIIDM facilit6 la generacion de un equipo de investigacion muy activo cuyo marco de referencia
es la TAD, pero que recurre con facilidad a herramientas complementarias de la TSD. Es un grupo
de referencia en la comunidad internacional sobre la TAD, con un papel activo en colaboraciones con
otros equipos, incluyendo a su creador, Yves Chevallard. El grupo espafiol sobre la TAD ha
desarrollado investigaciones en distintos &mbitos: la modelizacion matematica; el dlgebra elemental,
la modelizacién algebraico-funcional y el célculo diferencial; la geometria en secundaria; la
ensenanza universitaria de las matematicas y la estadistica, junto con los problemas de transicion
entre la secundaria y la universidad; asi como la formacion del profesorado de los distintos niveles
educativos, desde infantil hasta la universidad. Estos ultimos 20 afios, la principal linea de desarrollo
se centra en el estudio de las condiciones necesarias para un cambio de paradigma educativo, que
permita hacer evolucionar el paradigma dominante caracterizado como “de la visita de las obras” a
un nuevo paradigma, todavia incipiente, caracterizado como “del cuestionamiento del mundo”
(Chevallard, 2013). En muchas ocasiones, estas lineas de investigacion han entrado en “didlogo” con
otros enfoques tedricos, como la TSD y los estudios de clase (lesson studies) en la formacion del
profesorado de educacion infantil y primaria (Garcia et al., 2024), distintas concepciones de la
modelizaciéon matemadtica (Barquero, 2020, 2023; Florensa et al., 2020) o la teoria APOS y la
resolucion de problemas en la ensefianza universitaria (Bosch et al., 2017; Florensa et al., 2024). En
esta linea de didlogo con otros enfoques, Gascon y Nicolas (2017, 2019, 2023) han propuesto un
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trabajo sistematico sobre la naturaleza de la didactica como ciencia y el papel que en ella tienen los
juicios de valor. Finalmente, algunos investigadores del equipo utilizan la TAD como marco analitico
para estudios sobre historia de la educacion matematica (Sanchez et al., 2020).

No detallaremos aqui las principales contribuciones del equipo espanol al desarrollo tedrico y
metodolégico de la TAD, que han quedado recogidos en Gascon (2024). Alli se describen en
particular las investigaciones sobre el algebra elemental, las funciones y el célculo diferencial
abordadas desde una perspectiva integradora basada en la modelizacion algebraico funcional. Solo
destacaremos la importancia de la nociéon de modelizacion matematica para elaborar modelos
epistemologicos de referencia de las matematicas escolares, cuyo desarrollo futuro permitird abarcar
una parte sustancial de las matematicas escolares desde finales de la educacion primaria hasta
principios de la universidad, aportando asi una herramienta valiosa para sustentar el analisis didactico
de los procesos de ensefianza y aprendizaje (Cid et al., 2020).

Nos centraremos en las lineas de trabajo de este grupo sobre el estudio de las condiciones que facilitan
— asi como de las restricciones que dificultan — la transicion entre el paradigma de la visita de las
obras y el del cuestionamiento del mundo (Garcia et al., 2019). Una de estas lineas se centra en la
ensefianza universitaria, tanto de matematicas como de estadistica, en primeros cursos de grados de
ingenieria y de administracion y direccion de empresas. Desde el trabajo pionero de Barquero (2009),
se han venido disefiando, implementando y analizando un nimero importante de procesos de
ensenanza y aprendizaje basados en la indagacion bajo la forma de lo que se designa como “recorridos
de estudio e investigacion” (REI). Los REI ofrecen un marco metodologico a la vez amplio, para
abarcar cualquier posible proceso de estudio, desde los mas guiados hasta los mas abiertos, pero
también concreto para aportar las herramientas de disefio y gestion necesarias para asegurar su
sostenibilidad en el contexto universitario actual (Markulin et al., 2024). Ofrecen ademés un marco
idoneo para la formacion del profesorado universitario, como se muestra en Florensa et al. (2021).

Las investigaciones sobre los REI se han llevado también a la ensefanza secundaria, aunque con
intervenciones mas puntuales, generalmente asociadas a la ensefianza de algin tema o ambito
concreto. Los trabajos actuales en este nivel refieren a la ensefanza de la combinatoria (Véasquez et
al., 2021), de la geometria (Rojas y Sierra, 2021) y de la modelizaciéon matematica en contextos
multidisciplinarios (Vasquez et al., en prensa). Bosch (2018) presenta una panoramica de las
investigaciones en esta linea hasta la fecha, apuntando las relaciones entre los REI y los modelos
epistemologicos de los distintos ambitos matematicos involucrados. Desde entonces, se ha
progresado en el estudio de la ecologia de los REI, es decir las condiciones de todo tipo (sociales,
escolares, pedagdgicas, matemadticas, etc.) que permiten su implementacion, asi como las
restricciones, principalmente institucionales, que la limitan (Barquero et al., 2021; Bosch et al., 2022).
En la actualidad, las investigaciones avanzan en el desarrollo de dicha ecologia para facilitar al
profesorado de secundaria y de la universidad las infraestructuras didacticas y matematicas necesarias
para el cambio de paradigma, incidiendo particularmente en la ensefianza secundaria, con la reciente
introduccion de las situaciones de aprendizaje y en la ensefianza universitaria con diferentes
modalidades de integracion de los REI en las asignaturas (Barquero et al., 2024).

En cuanto a la formacion del profesorado, se estan desarrollando dos grandes lineas de investigacion.
Una extiende las propuestas de los REI a la formacion del profesorado a partir de la propuesta inicial
de Ruiz-Olarria (2015). Distintos estudios describen estas propuestas, tanto en la formacion del
profesorado de secundaria y la modelizacion (Barquero et al., 2018, 2019, 2022b; Barquero y
Ferrando, 2024), el calculo diferencial (Lucas et al., 2023) o la estadistica (Verbisck et al., 2022),
como en la formacion del profesorado de primaria en distintos temas curriculares, como la
numeracion (Garcia et al., 2017), la probabilidad y el andlisis de datos (Hakamata et al., 2024) o la
logica (Lerma et al., 2021), entre otros. La segunda linea se centra en la formacién del profesorado
de educacion infantil, utilizando la TAD como marco analitico, pero adoptando los principios de la
TSD como marco principal para la formacion del profesorado. El &mbito matematico que se considera
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es el de la numeracién y las investigaciones mas recientes plantean procesos formativos en formato
de estudio de clases, tomando como leccion de estudio alguna situacion de las estudiadas previamente
en TSD (Garcia et al., 2019, 2024). La originalidad, asi como el interés de la investigacion radican
precisamente en el andlisis del papel que tienen los conocimientos sobre la TSD aprendidos
previamente por los estudiantes en el desarrollo del estudio de clases, no solo para disefiar las
lecciones experimentadas, sino también —y, sobre todo— para analizar en vivo y tomar decisiones
durante el desarrollo de las lecciones, asi como para identificar episodios relevantes al respecto.
Dentro de esta linea, trabajos mdas recientes estan relacionando el andlisis praxeologico de las
operaciones aritméticas elementales con las propuestas didacticas basadas en el “structured problem-
solving” de Japon (Garcia et al., 2024).

Finalmente, no queremos dejar de mencionar aqui las investigaciones sobre la historia de la educacion
matematica que se han comentado mas arriba, y que abren una linea de desarrollo de la TAD muy
original, tanto dentro como fuera de Espafia.

El segundo marco teérico que destacamos es el Enfoque Onto-Semiotico que empezo6 a desarrollar
Juan Diaz Godino en los afios 1990 con el objetivo de articular los distintos constructos utilizados en
educacion matematica para describir los fendmenos cognitivos, asi como las nociones principales de
marcos tedricos como la TSD, la TAD, la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud (1990) o
la teoria de los registros de representacion tedrica de Duval (1995). Godino et al. (2024a) presentan
una descripcion de lso principales cpmponentes del EOS. En la actualidad, podemos distinguir cinco
lineas de desarrollo de este enfoque. El primero es el trabajo continuado de sistematizacion del EOS
y la profundizacion sobre sus fundamentos y antecedentes, un esfuerzo que queda recogido en Godino
(2024). La segunda linea es la aplicacion de las herramientas tedricas del EOS a diferentes bloques
de contenidos de la matematica escolar, algunos de los cuales ya se han comentado previamente en
la seccion 2, como el razonamiento algebraico y funcional (Begué et al., 2018; Burgos et al., 2024;
Godino et al., 2024b) o el razonamiento diagramatico (Giacomone et al., 2023). En esta linea se
realizan andlisis detallados de la actividad matematica con el fin de comprender la complejidad de
los objetos y procesos implicados en la resolucion de problemas, proporcionando un fundamento para
los procesos educativos-instruccionales de matematicas. Esta linea de investigacion se extiende en
estudios como el de Godino et al. (2023), centrada en el disefio, planificacion e implementacion de
procesos educativos-instruccionales en matematicas. Se utiliza la teoria de la idoneidad didactica
como guia para disefar procesos instruccionales en matematicas localmente idoneos para lograr los
fines educativos planificados.

Los estudios sobre la formacion de profesores, que han sido comentados previamente, se distinguen
también como una de las lineas de desarrollo abordadas por el EOS en la comunidad espafola
(Fernandez-Lopez et al., 2024; Morales-Lopez et al., 2024). Esta linea se centra en el disefo,
implementacion y evaluacion de programas y acciones especificas de formacion de profesores de
matematicas. En estas acciones, el sistema de categorias de conocimientos y competencias didactico-
matematicas desarrollado y los criterios de idoneidad se usan para describir y comprender la actividad
de formadores y profesores de matematicas, e identificar posibles mejoras. Destacamos finalmente
los estudios sobre la articulacion del EOS con otros enfoques, una linea de investigacion que
caracteriza este marco teorico desde sus primeras publicaciones y que ha dado lugar a trabajos
recientes (como Ledezma et al., 2024; Hummes et al., 2023; Manolino et al., 2023; Rodriguez-Nieto
et al., 2023, 2024).

7. CONCLUSIONES

Este trabajo intenta mostrar ideas que estan siendo centro de atencién de los investigadores de
educacion matematica en nuestro pais, independientemente de los referentes tedricos y metodologicos
usados. Por lo tanto, no es en si mismo una revision sistematica de investigaciones, sino un intento
de identificar preocupaciones y aportes realizados de manera conjunta, canalizados a través de los
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simposios de la SEIEM en los ultimos afios y de publicaciones destacables. Somos conscientes de
que puede haber ideas que no hayamos recogido con el énfasis suficiente y de que la instantanea que
proponemos, ademas de necesariamente subjetiva, también es provisional, dado que la investigacion
se sigue desarrollando en nuestro dia a dia, algunas lineas evolucionaran, otras igual desapareceran y
dejaran lugar a nuevas propuestas y avances.

Al observar la panoramica que hemos presentado, no deja de sorprender la diversidad de tematicas,
problematicas y enfoques que han adoptado los distintos grupos de investigacion, aunque se puedan
encontrar en algunos casos agrupaciones o sinergias que integran numeros importantes de
investigadores y que la SEIEM intenta facilitar a través de sus propios grupos. Al intentar destacar
aspectos comunes, surge en primer lugar el estrecho contacto de la mayoria de los grupos con
investigadores europeos y, sobre todo, de América Latina. No es extrafio que la proximidad
lingtiistica y cultural se traduzca en colaboraciones cientificas, intercambio de estudiantes y
organizacion de conferencias y publicaciones. En cierta manera, cuando hablamos de la investigacion
espanola en educacion matematica, nos estamos refiriendo mas a una comunidad lingiiistica que a un
pais.

Otra caracteristica comun, aunque no especifica de la comunidad espafiola, es el predominio de
estudios exploratorios, basados en métodos observacionales y cualitativos cuyo objetivo es ayudar a
identificar y delimitar fenomenos vinculados a la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, mas
que a generar evidencia sobre la eficacia de determinadas propuestas o politicas educativas al
respecto. Finalmente, y sin duda vinculado a lo anterior, en todos los casos se observa la necesidad
de seguir desarrollando, al lado de la investigacion fundamental, estudios dirigidos a analizar las
condiciones necesarias para que la investigacion pueda impactar en nuestros sistemas educativos y
aportar respuestas a las nuevas necesidades que este plantea. Estos estudios requieren esfuerzos
conjuntos de investigadores en educacion matematica, profesores de todos los niveles educativos y
politicas educativas curriculares que se desarrollen de forma coordinada. También requieren de
infraestructuras colaborativas particulares. Se trata de una tarea pendiente de nuestra comunidad de
investigacion, que es muy consciente de su importancia. Los desarrollos recientes de algunos equipos
espanoles sobre el dlgebra elemental y el pensamiento computacional, la estadistica y el analisis de
datos, la ensefianza a través de situaciones de aprendizaje o la formacion del profesorado abren una
rendija de esperanza al respecto.
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