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Resumen

Este texto se enmarca en el contexto de un proyecto de investigacion sobre identificacion y
caracterizacion de estudiantes de educacion secundaria con alta capacidad matemdtica en el sistema
escolar chileno. Proponemos la utilizacion de los niveles de demanda cognitiva con dos objetivos:
diseriar problemas que exijan un alto nivel de esfuerzo cognitivo e identificar posibles estudiantes
con alta capacidad matemdtica. En esta comunicacion, analizamos el diserio de uno de los problemas
v las respuestas al mismo, lo cual nos permitio identificar distintos niveles de demanda cognitiva
para un mismo problema y la presencia de caracteristicas propias del talento matematico puestas de
manifiesto en el proceso de resolucion del problema. Eso nos lleva a considerar la demanda cognitiva
como una herramienta matematica valida para identificar alta capacidad matemdtica.

Palabras clave: alta capacidad matematica, demanda cognitiva, diseiio de problemas, resolucion de
problemas, educacion secundaria

Abstract

In the context of a research project on the identification and characterization of secondary school
mathematically gifted students in the Chilean school system. We propose the use of the levels of
cognitive demand with two aims: to design problems requiring a high level of cognitive effort, and to
identify possible cases of mathematically gifted students. In this paper we analyse the design of one
of the problems and the answers to this problem, which allowed us to identify different levels of
cognitive demand for the same problem and the presence of characteristics of mathematical talent
revealed in the process of solving the problem This results in the consideration of the cognitive
demand as a valid tool to identify mathematical talent.

Keywords: mathematical giftedness, cognitive demand, design of problems, problem solving,
secondary school

INTRODUCCION

El sistema educativo chileno en su Ley General de Educacién (2009) reconoce que todos los
estudiantes deben tener la oportunidad de recibir una educacion de calidad y promueve que se preste
atencion a quienes requieran apoyo especial. En particular, se busca que cada centro educativo
promueva la inclusion de sus estudiantes mediante diversas estrategias que permitan reconocer la
diversidad del alumnado presente en el aula. Por este motivo, estamos desarrollando una
investigacion centrada en la identificacion de estudiantes con alta capacidad matematica (en adelante
ACM) en centros escolares chilenos mediante la resolucion de problemas de matematicas, ya que
actualmente no existen materiales disponibles que les permitan a los profesores identificar y atender
a este grupo de estudiantes.

En relacion con la deteccion de estudiantes con ACM, Jaime y Gutiérrez (2014) describen distintos
modelos tedricos que permiten caracterizar a estos estudiantes. Autores como Krutetskii (1976),
Greenes (1981) y Miller (1990) han descrito diversas caracteristicas que presentan los estudiantes
con ACM, destacando particularmente, para el contexto de este articulo, las habilidades de construir
nexos ¢ identificar relaciones matematicas.
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La literatura también muestra que existen discrepancias en la identificacion de estudiantes con ACM
cuando se comparan los resultados de test psicométricos versus instrumentos basados en la resolucion
de problemas, mostrandose estos Ultimos como un mejor caracterizador de la ACM (Pasarin et al.,
2004; Benavides, 2008). Algunas investigaciones han puesto de manifiesto la necesidad de identificar
y caracterizar a estudiantes con ACM mediante el andlisis de sus procesos de aprendizaje y de
razonamiento en la resolucion de problemas (Benedicto et al., 2015; Jaime y Gutiérrez, 2017; Ruiz-
Socolado y Lupiafiez, 2022). De la misma forma, existen investigaciones en educacion matematica
que destacan la importancia de disefiar, para los estudiantes con ACM, tareas matematicas que les
supongan un reto y que promuevan pensamiento de orden superior (Castro et al., 2015; Diezmann y
Watters, 2002).

Por otra parte, Smith y Stein (1998) propusieron el modelo de los niveles de demanda cognitiva (DC
en adelante), estableciendo un conjunto de criterios para analizar las tareas de matematicas y
clasificarlas en cuatro niveles de DC, seguin el grado de complejidad o reto que suponga su resolucion
para los estudiantes. Dicho modelo fue reformulado por Benedicto (2018), con el objetivo de cubrir
algunas lagunas e inconsistencias del planteamiento original y dotarlo de una estructura uniforme
para todos los niveles, mostrando también la utilidad de los niveles de DC para analizar respuestas
de estudiantes e identificar caracteristicas cognitivas puestas de manifiesto durante el proceso de
resolucion de la tarea propuesta. Manero et al. (2021) utilizan el modelo de DC para disefar
problemas de alta demanda y observan que estos pueden ser adecuados para estudiantes con ACM.

El trabajo presentado en este texto se enmarca en el desarrollo de una investigacion doctoral cuyo
objetivo general es disefiar y validar un cuestionario basado en la resolucion de problemas que permita
identificar la alta capacidad matematica en alumnos de 7° basico del sistema educativo chileno (1° de
ESO del sistema educativo espaiol).

El objetivo especifico de la parte de dicha investigacion que presentamos en este texto es doble:
utilizar los niveles de DC 1) para disefiar problemas con demanda cognitiva alta y ii) para identificar
posibles estudiantes con ACM mediante la evaluacion de los niveles de DC de las resoluciones de los
problemas disefiados por los estudiantes de la muestra.

Nuestro estudio proporciona nueva informacion sobre la utilizacion de los niveles de DC para analizar
las respuestas de estudiantes, ya que nos permite desarrollar un instrumento de evaluacion de la
resolucion de problemas con la finalidad de identificar estudiantes con ACM. Ademas, en el contexto
chileno, esta investigacion supone un aporte novedoso, porque permite evaluar las capacidades de los
estudiantes en los cuatro ejes tematicos curriculares, mientras que los instrumentos chilenos
publicados que conocemos solo incluyen algunos ejes (p. €j., Benavides, 2008).

MARCO TEORICO
Los niveles de demanda cognitiva

El modelo de los niveles de demanda cognitiva propuesto por Smith y Stein (1998) distingue cuatro
niveles que permiten valorar el esfuerzo cognitivo que deben realizar los estudiantes para resolver
tareas matematicas (ejercicios, problemas, actividades, etc.). Este modelo permite clasificar las tareas
segun su grado de complejidad. En este contexto, entendemos por algoritmo cualquier secuencia
organizada de pasos que se sigue de manera rutinaria y mecéanica para obtener un determinado
resultado. Ejemplos de algoritmos son los procedimientos de realizacion en papel de las operaciones
aritméticas, los métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, la forma de calcular, con
un transportador, la suma de los angulos de un poligono dibujado en papel o los criterios de
derivacion, entre otros. Las caracteristicas basicas asociadas a cada nivel de DC por Smith y Stein
(1998) son:
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e Memorizacion: tareas que se resuelven a partir de la repeticion de una serie de datos, formulas,
definiciones, etc. tomados directamente del enunciado o previamente memorizados. Los
contenidos implicitos no tienen conexion con la informacion que se reproduciendo.

e Algoritmos sin conexiones: tareas que se resuelven aplicando un algoritmo anteriormente
estudiado o siguiendo instrucciones dadas en el enunciado, sin necesidad de considerar los
contenidos matematicos implicitos subyacentes en su resolucion.

e Algoritmos con conexiones: tareas que se resuelven aplicando un algoritmo general que se
puede seguir solamente si se establecen conexiones estrechas con los contenidos matematicos
implicitos en la resolucion del problema.

e Hacer matematicas: tareas que se resuelven haciendo uso de un razonamiento complejo y no
algoritmico, por lo que se debe acceder a conocimientos y experiencias relevantes y usarlos
adecuadamente durante la resolucion de la actividad.

Benedicto (2018) completd y mejord la caracterizacion de Smith y Stein (1998) definiendo seis
categorias que se centran en diferentes aspectos de la actividad cognitiva durante la resolucion de una
tarea matematica y que poseen caracteristicas diferenciadoras en cada nivel de DC. Dichas categorias
son: finalidad de la tarea; procedimiento de resolucion; esfuerzo cognitivo necesario; contenidos
implicitos; explicaciones; y formas de representacion de la resolucion. En esta investigacion usamos
como referente tedrico a Benedicto (2018). Por limitacion de espacio, no es viable incluir aqui las
descripciones generales de las seis categorias, pero en las Tablas 1 y 2 presentamos descripciones
particularizadas, necesarias en diferentes momentos de la investigacion para el andlisis del problema
que hemos seleccionado y de las resoluciones de estudiantes que presentamos.

METODOLOGIA
Diseiio del experimento, pilotaje, muestra, recogida de informacion y tipo de analisis

Para el disefio de los problemas de la investigacion, consideramos los Objetivos de Aprendizaje de
7° basico (Ministerio de Educacion, 2020), elaborando ocho problemas que tuviesen como criterio
principal la utilizacion de uno o mas de los cuatro ejes tematicos explicitados en el curriculum escolar
chileno (numeros, algebra y funciones, geometria, probabilidad y estadistica). Hicimos estas
consideraciones curriculares con el fin de que todos los estudiantes participantes en el estudio,
independientemente del centro educativo de origen, pudieran tener los conocimientos minimos
necesarios para abordar la resolucion de los problemas. Una vez elaborada la primera version de los
problemas, los sometimos a dos procesos de pilotaje, en cada uno de los cuales analizamos las
respuestas de los estudiantes para mejorar los enunciados que necesitaran modificacion y adecuar el
nivel de exigencia de sus apartados, obteniendo después del segundo pilotaje la version definitiva de
los problemas.

La muestra de esta experimentacion esta formada por 82 estudiantes de 7° basico (1° ESO), de entre
12 y 13 afios de edad, pertenecientes a tres centros educativos chilenos, uno ptblico (27 estudiantes),
uno concertado (29 estudiantes) y uno privado (26 estudiantes). Esta muestra de conveniencia
corresponde a la mitad de la poblacion total involucrada en la investigacion, dado que, por motivos
de disponibilidad horaria de los centros educativos, consideramos que cada problema fuese
respondido por la mitad de la poblacion total, distribuyendo los cuestionarios de manera intercalada
segun los rendimientos académicos de los estudiantes. La recogida de informacion se hizo en sesiones
ordinarias de clase de matematicas, donde los estudiantes dispusieron de 60 minutos para responder
de forma individual dos problemas, en formato de papel y lapiz.

El analisis de los datos para el objetivo de este estudio es de tipo cualitativo, pues nos centramos en
la revision y categorizacion de los procesos de resolucion mostrados por los estudiantes segun los
niveles de DC.
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El problema del paseo rectangular

La Figura 1 presenta uno de los problemas usados en la experimentacion final de la investigacion, el
cual tomamos como ejemplo para mostrar como analizamos el problema y las respuestas de los
estudiantes. Para disefiarlo, consideramos los objetivos de aprendizaje que tienen relacion con los
elementos de la circunferencia y las formulas de calculo de areas de paralelogramos. Junto con esto,
tomamos en cuenta que admitiera distintas estrategias de resolucion en diferentes niveles de demanda
cognitiva.

Figura 1. Texto del problema

PROBLEMA. PASEO RECTANGULAR

En el rectangulo interior de la siguiente figura se disponen dos circunferencias iguales, que son tangentes entre si
(se tocan en un punto) y que tocan al rectangulo interior en los puntos marcados. Alrededor del rectangulo interior
se hace un paseo de 3 m de ancho, como se muestra en la figura (sombreado en el dibujo). El drea del paseo es
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¢Qué medidas tiene el rectangulo interior? Para resolver este problema no te guies por las dimensiones aparentes

3m

de la figura. Explica por qué piensas esto, y si puedes, justificalo matematicamente.

ANALISIS TEORICO DEL PROBLEMA

El andlisis tedrico del problema lo basamos en una posible resolucion correcta del problema que
pueda hacer un estudiante medio de 7° basico, con el objetivo de valorar el nivel de DC que ella exige.
En la Figura 2 presentamos una resolucion de estas caracteristicas, aunque la forma abreviada como
verbalizamos la resolucion no pretende reproducir la forma de expresarse de un estudiante medio de
ese curso. Esta resolucion muestra el uso de los contenidos matematicos implicitos del problema, que
son: 1) establecer relaciones entre el didmetro de las circunferencias y las dimensiones del rectangulo
interior, lo cual permite determinar que su base es el doble de su altura; ii) utilizar particiones de la
superficie del paseo exterior, para determinar las dimensiones concretas del rectangulo interior; y iii)
distinguir y utilizar correctamente los conceptos de area y longitud, para relacionar los datos con los
valores pedidos.

Figura 2. Posible resolucion del problema

Al ser las circunferencias tangentes entre si y tocar el rectdngulo interior en los puntos marcados,
si llamamos d al didmetro, tenemos que la altura del rectangulo interior mide d y su base mide 2d.

Basandonos en el diametro de las circunferencias, podemos dividir la superficie del paseo exterior
en las cuatro esquinas cuadradas y en varias regiones rectangulares congruentes, una de cuyas
dimensiones esté relacionada con el didmetro. Por ejemplo, si dividimos el paseo en seis regiones,
como muestra la figura inferior, un lado de cada region rectangular mide 3 metros y el otro lado
mide d metros.

Al area del paseo exterior le restamos 36 m2, correspondientes a sus cuatro esquinas, resultando
que las seis regiones rectangulares miden 180 m2 y, por tanto, cada region mide 30 m2.
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Cada region rectangular mide 30 m2 y su lado menor mide 3 m, luego su lado mayor mide 10 m.
Por tanto, las dimensiones del rectangulo interior son 20 m de base y 10 m de altura.
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A partir de esta posible resolucion del problema se puede situar esta tarea en el nivel de DC de
algoritmos con conexiones, ya que los estudiantes deben establecer conexiones estrechas con los
contenidos matematicos implicitos y usarlos para la resoluciébn con éxito del problema;
concretamente, deben establecer relaciones entre el diametro de las circunferencias, las dimensiones
del rectangulo interior, las particiones realizadas del paseo exterior y el correcto uso de los conceptos
de area y longitud. Todo ello requiere un esfuerzo cognitivo moderadamente alto. En la Tabla 1
mostramos el andlisis detallado de esta resolucion mediante las seis categorias de Benedicto (2018)
que hemos presentado en el marco teorico.

Tabla 1. Analisis tedrico de la demanda cognitiva del problema

Nivel

de DC Categoria Caracteristicas

Calcular las medidas del rectangulo interior mediante una estrategia
aritmética, estableciendo relaciones entre el diametro de las
circunferencias, las dimensiones del rectangulo interior, las particiones de
la superficie del paseo exterior y el uso de los conceptos de area y longitud.

Finalidad

Se resuelve relacionando el didmetro de las circunferencias con las
dimensiones del rectangulo interior y, después, con el paseo exterior, para
realizar una particion del paseo en regiones congruentes cuya area se puede
calcular. Conocida la medida del area de estar regiones, se determinan sus
dimensiones y, a partir de ellas, las dimensiones del rectangulo interior.

Procedimiento de
resolucion

Requiere un esfuerzo cognitivo moderadamente alto para identificar una
relaciéon adecuada entre el didmetro y las dimensiones del rectingulo
interior y una particioén util del paseo exterior que ayude a calcular las
dimensiones del rectangulo interior.

Esfuerzo cognitivo

Para resolver el problema, los estudiantes necesitan usar conscientemente
Contenidos la relacion entre el didametro y la longitud de los lados del rectangulo
implicitos interior, las particiones de la superficie del paseo exterior en formas

adecuadas y la utilizacién correcta de los conceptos de area y longitud.

Algoritmos con conexiones

Requiere explicaciones que hagan referencia a las relaciones del diametro
con las dimensiones del rectangulo interior, a la eleccion de la particion
realizada del paseo y a la obtencion de las dimensiones pedidas en el
problema a partir de las areas de las regiones de la particion.

Explicaciones

Se utilizan las representaciones geométrica y aritmética: la imagen
proporcionada en el enunciado permite descubrir visualmente las
relaciones entre los elementos geométricos del problema (diametro,
rectangulo, particion, etc.). Después, esta informacion visual hay que
tratarla aritméticamente.

Representacion de la
solucion
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ANALISIS DE RESPUESTAS AL PROBLEMA

Hemos basado el andlisis de las respuestas de los estudiantes en las seis categorias que organizan
cada nivel de DC (Benedicto, 2018). Esto nos ha permitido identificar distintas estrategias de
resolucidn utilizadas. A continuacion, ejemplificamos el andlisis de las resoluciones de los problemas
usados en la experimentacion mostrando las respuestas de dos estudiantes al problema. Estas
respuestas son tipicas de dos niveles de DC diferentes. La Figura 3 muestra la respuesta de un
estudiante correspondiente al nivel de algoritmos con conexiones.

Figura 3. Respuesta de un estudiante del nivel de algoritmos con conexiones
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En la Figura 3 observamos que el estudiante utiliz6 la estrategia de resolucion presentada en el analisis
teorico del problema, por lo que su respuesta se ajusta a todas las caracteristicas del nivel de
algoritmos con conexiones, mostradas en la Tabla 1. Junto con esto, en el lado derecho de su
resolucion muestra una comprobacion aritmética de los resultados obtenidos, calculando la diferencia
entre las areas del rectangulo exterior y del interior, obteniendo el 4rea del paseo exterior.

La Figura 4 muestra la respuesta de un estudiante situada en el nivel de algoritmo sin conexiones.

Figura 4. Respuesta de un estudiante del nivel de algoritmos sin conexiones
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La respuesta de este estudiante es mayoritariamente visual. Esto se logra evidenciar cuando realiza
las particiones de la superficie del paseo exterior sin considerar la relacion entre en el didmetro de las
circunferencias y las dimensiones del rectangulo interior, lo cual queda claro al escribir que sus
particiones las hace mediante “cuadrados del mismo tamano que los de 3 m”. Tampoco usa
correctamente los datos del problema, pues no tiene en cuenta la medida de la superficie del paseo
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(216 m?). En la Tabla 3, presentamos el analisis detallado de la respuesta mediante las categorias de
los niveles de DC, las cuales corresponden al nivel de algoritmos sin conexiones.

Tabla 3. Analisis de la demanda cognitiva de la respuesta de la Figura 4

Nivel
Categoria Caracteristicas
de DC &
. Determinar las medidas del rectangulo interior haciendo uso de particiones
Finalidad . .
de la superficie del paseo exterior.
Usa una estrategia visual, dividiendo el paseo exterior en partes “del
Procedimiento de mismo tamafio” que los cuadrados de las esquinas y ayudandose de las
resolucion marcas de los puntos de tangencia. Después, calcula las dimensiones del

rectangulo interior contando la cantidad de partes en cada lado.

Requiere un esfuerzo cognitivo limitado, ya que se limita a dividir la
Esfuerzo cognitivo superficie del paseo exterior visualmente y a calcular las dimensiones del
rectangulo interior teniendo en cuenta la cantidad de partes.

No los tiene en cuenta: utiliza las particiones del paseo exterior hechas de
Contenidos manera visual, por lo que no establece una conexion con el didmetro de las
implicitos circunferencias para calcular las dimensiones del rectangulo interior.

Tampoco usa el area del paseo rectangular para calcular la respuesta.

Algoritmos sin conexiones

Aporta explicaciones que se enfocan a describir la particiéon del paseo

Explicaciones . \ . . . .
p exterior y como ha calculado las dimensiones del rectangulo interior.

Utiliza la representacion visual para mostrar la particion del paseo exterior
considerando los cuadrados de las esquinas y la representacion numérica
para expresar las dimensiones del rectangulo interior.

Representacion de la
solucion

Los analisis de estas dos resoluciones nos muestran dos casos de estudiantes situados en diferentes
niveles de DC. El primer estudiante, en el nivel de algoritmos con conexiones, utilizd un
procedimiento geométrico-aritmético, poniendo de manifiesto habilidades propias de la ACM, al
identificar relaciones correctas entre los contenidos implicitos del problema y establecer conexiones
entre datos y contenidos implicitos, lo cual le permitié obtener una respuesta correcta. Por otra parte,
el segundo estudiante presenta una estrategia puramente visual, que no requiere ninguno de los
contenidos implicitos del problema, lo que le impide obtener una respuesta correcta.

Tras analizar las respuestas de todos los estudiantes a este problema, tenemos que: 31 estudiantes
(37,8%) dejaron el problema en blanco; 33 estudiantes (40,2%) presentaron ideas o estrategias que
no tenian relacion con lo pedido por el problema; 14 estudiantes (17,1%) mostraron respuestas en el
nivel de algoritmos sin conexiones, lo cual no les permitié obtener la respuesta correcta; y 4
estudiantes (4,9%) en el nivel de algoritmos con conexiones. Dos de los tlltimos estudiantes solamente
lograron establecer conexiones con parte de los contenidos implicitos, lo cual no les permiti6 obtener
una respuesta totalmente correcta, mientras que los otros dos estudiantes establecieron conexiones
con todos los contenidos implicitos, lo que les permitié obtener la respuesta correcta. Basandonos en
esta diferencia, podemos afirmar que los dos ultimos estudiantes son candidatos para tener ACM.

CONCLUSIONES

Para alcanzar el primer objetivo planteado, los niveles de DC (Benedicto, 2018) nos han ayudado a
elaborar problemas que requieren distintos grados de esfuerzo cognitivo para su resolucion correcta.
En este texto hemos analizado un problema cuya resolucion exige un alto nivel de DC.

En cuanto al segundo objetivo, el andlisis de las resoluciones de los estudiantes ha evidenciado que
es posible obtener respuestas de distintos niveles de DC para el mismo problema y ha mostrado que
los estudiantes que lo han resuelto en el nivel mas alto que el problema permite han puesto en juego
durante sus resoluciones determinadas caracteristicas propias de la ACM. Ello nos permite concluir
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que el problema del paseo rectangular es adecuado para ayudar en la identificacion de estudiantes
con ACM en 7° basico del sistema escolar chileno.
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