UNIVERSITAT DE VALENCIA

ANALISIS DEL CONCEPTO DE AREA DE
SUPERFICIES PLANAS. ESTUDIO DE SU
COMPRENSION POR LOS ESTUDIANTES
DESDE PRIMARIA A LA UNIVERSIDAD

Tesis presentada para la obtencién del titulo de Doctor en Ciencias
Matemiticas por: ROSA M? CORBERAN SALVADOR

Dirigida por: Dr. ANGEL GUTIERREZ RODRIGUEZ

PIELIOTECA
N 3571

Depositada en: Valencia, abril de 1996
Leida en: Valencia, diciembre de 1996







UNIVERSITAT DE VALENCIA

DEPARTAMENT DE DIDACTICA
DE LES MATEMATIQUES

Dr. D. ANGEL GUTIERREZ RODRIGUEZ, Catedratico de E.U. de
DidAactica de la Matematica de la Universitat de Valéncia

HAGO CONSTAR:

1) Que la presente memoria titulada Andlisis del concepto de drea
de superficies planas. Estudio de su comprension por los estudiantes
desde Primaria a la Universidad ha sido realizada bajo mi direccién por
Diia. ROSA CORBERAN SALVADOR, en el Departament de Didactica de
la Matematica de la Universitat de Valéncia, y constituye su tesis para
optar al Grado de Doctor en Matematicas.

2) Que esta memoria cumple los requisitos exigidos por la
legislacion vigente, por lo que autorizo su presentacion en la Universitat
de Valéncia.

Y para que asi conste, firmo el presente documento.

En Valencia, a 23 de abril de 1996.

Fdo.: Angel Gutiérrez R.






A mis padres






AGRADECIMIENTOS

Quiero expresar mi mds sincero agradecimiento a las muchas personas que me han apoyado
durante todo este tiempo y me han animado para la consecucidn de este trabajo. Mi gratitud
para, también, las muchas personas que han colaborado en la realizacién de este estudio y
en la elaboracién de esta memoria. Sin la ayuda de todas ellas no hubiera sido posible la
realizacién de esta tesis.

Gracias






La caracterfstica mds notable, tanto del 4rea como del volumen, es su rico contexto en la
naturaleza, la cultura y la sociedad, por una parte, y la extrema pobreza de la instruccién
sobre ella, por otra. En la educacién -al menos en la primaria, en donde se adquieren y fijan
las actitudes-, el drea estd minimizada a la expresién "longitud por anchura", disponiendo de
una férmula para el circulo, que no tiene longitud ni anchura (o si?); [...]; y el cdlculo
alardea de una maquinaria para computar las dreas y los volimenes de figuras fabricadas ad
hoc. Este es -desde el mds bajo al mds alto nivel- un grado de pobreza que creo no se ha
dado en ninglin otro tema matematizable de instruccidn.

Y hay mds: ningin otro tema parece tan poco problemdtico con multitud de problemas
ocultos al observador no cualificado; ninguno se ve afectado por una batalla tan rampante

entre la conciencia matematica y diddctica como el drea (y el volumen).

Hans Freudenthal

Didactical phenomenology of mathematical structures
Reidel Publishing Company (1983)
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PLANTEAMIENTO Y RESUMEN DE LA TESIS

El interés por el estudio del proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de 4red surge
al observar a lo largo de la experiencia docente como profesores de mafémdticas de
secundaria, las serias dificultades con las que se enfrentan los estudiantes de este nivel
educativo'al resolver problemas en los que de forma directa o indirecta estd implicado dicho
concepto. Cualquier profesor de matemdticas de ensefianza media ha podido comprobar c6mo
el descoriocimiento o la incomprensién de este concepto dificulta el aprendizaje de otros
conceptos matematicos y procedimientos habituales en el currfculum de secundaria post-
obligatoria (bachilleratos, (16 a 18 afios)), como son entre otros, el de integral definida y los
problemas de maximizacién y minimizacion.

‘Al analizar los trabajos publicados en los que se relacionan estudios dedicados a este
concepto se constaté que la practica totalidad de los mismos se habian llevado a cabo en el
extranjero. Por otra parte, se podria concluir que en todos ellos, de un modo u otro, los
investigadores coincidian en llamar la atencién sobre la incomprensién por parte de los
alumnos del concepto de drea, y en considerar como causa fundamental de ello el modo en
el que se realiza su ensefianza, limitada cominmente al uso de la unidad cuadrada, a la
presentacién de férmulas para el cdlculo de dreas y a la introduccion de las unidades con
tmliltiplos y submultiplos.

AN

Es importante resaltar el hecho de que este trabajo se plantea durante un periodo en el que
nuestro sistema educativo estaba sufriendo un cambio, con la consiguiente reforma curricular
que ello conlleva. En la nueva ley que regula la Educacién en Espafia denominada "Ley
Orgdnica General del Sistema Educativo" (LOGSE) se le reconoce a la geometria el
importante papel que juega en la formacién general y matemdtica de los estudiantes de
primaria (6 a 11 afios) y secundaria obligatoria (12 a 16 afios), otorgdndole en estos niveles
educativos la misma importancia e incluso mds que a otras dreas de las Matemdticas que
hasta ahora habfan tenido una mayor presencia en el curriculum, como por ejemplo es el caso
del dlgebra. Disponer de un mayor espacio en el curriculum es un hecho que propicia una
mejora de la ensefianza de los conceptos geométricos y en particular del que aqui nos ocupa.
Sin embargo, no hay que olvidar que para que se produzca un adecuado aprendizaje de todos
ellos, se requiere que su ensefianza esté organizada de forma conveniente. Desgraciadamente
al consultar materiales curriculares de diversas editoriales, correspondientes a los niveles de
primaria y secundaria obligatoria del nuevo sistema educativo, no observamos importantes
y necesarios cambios sobre el modo en el que hasta ese momento se planteaba la ensefianza
del drea. Por el contrario, comprobamos que existfa una tendencia generalizada en la mayorfa
de estos materiales curriculares a plantear la ensefianza del drea de la manera criticada por
todos los investigadores.
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De esta forma, la constatacién del desconocimiento e incomprensién del concepto de 4rea por
parte de los alumnos, la ausencia de un estudio especifico en nuestro pais, junto con el
momento de cambio que vivia nuestro sistema educativo, hizo que considerdramos interesante
llevar a cabo el trabajo que se presenta en esta memoria con objeto de contribuir al estudio
del proceso ensefianza-aprendizaje del concepto de drea, y con la esperanza de aportar
sugerencias que mejoren su ensefianza.

Por otra parte, creemos que es esencial que los investigadores en Did4ctica de las
Matemdticas colaboren con los docentes, de todos los niveles educativos, en su labor diaria
de ensefiar a los alumnos el contenido matemético, realizando estudios que introduzcan
elementos de reflexién que conduzcan al profesor a cuestionarse el modo en el que lleva a
cabo la ensefianza y que aporten la informacién suficiente para permitirle reconducirla de
forma adecuada. Ha sido precisamente esta idea la que ha determinado el enfoque del
estudio.

Asi pues el presente trabajo de tesis doctoral se ha realizado persiguiendo los siguientes
objetivos principales:

i) Realizar un andlisis didéctico del concepto de 4rea de superficies planas.

ii) Estudiar el grado de comprensién que poseen los alumnos de este concepto al finalizar
primaria -que es cudndo habitualmente finaliza la instruccion del drea- y observar si
este grado de comprensién experimenta algin tipo de evolucién en los alumnos en
relacion al nivel educativo al que pertenecen.

ili)  Diseflar, experimentar y evaluar una unidad de ensefianza para secundaria con objeto
de corregir algunos de los errores detectados en los alumnos de este nivel y ampliar
su formacién sobre el drea.

El estudio se planted en etapas sucesivas, que a continuacién se comentan brevemente.

Antes de abordar el andlisis did4ctico del concepto de 4rea era necesario determinar el estado
actual del tema. Para ello, en una primera etapa, se contacté con otros grupos de
investigacién y se procedi6 a una revisién de la literatura especializada. Los resultados de
este estudio, se incluyen en el capitulo 1, y resultaron fundamentales tanto para la realizacién
del andlisis diddctico, como para determinar el contenido del test que serfa utilizado para
determinar el grado de comprensi6n de los alumnos del concepto de drea.

En una segunda etapa se procedi6 al andlisis diddctico del concepto de drea (capitulo 2) para
el que fue necesario realizar un estudio del concepto matematico y de su evolucién a lo largo
de la Historia. Nuestro objetivo era realizar un estudio global del drea donde se tuvieran en
consideracion sus distintos aspectos y algunos relacionados con elia, especialmente aquéllos
que son causantes de errores en los alumnos, como son la forma y el perimetro de una
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superficie. Este estudio permitid establecer el objetivo educativo de la ensefianza del 4rea,
y determinar qué aspecto/s se puede/n abordar en su ensefianza, y cudndo es €l momento m4s
adecuado para hacerlo.

Todo el estudio realizado hasta este momento permitié estructurar la tercera parte de la
investigacién denominada "etapa diagndstica” (capitulo 3), que tuvo por objeto evaluar el
efecto de la instruccién que habitualmente se da a los alumnos de primaria en la ensefianza
del drea, a corto, medio y largo plazo, es decir, al final de los distintos estadios educativos
(primaria, secundaria y universidad), y de este modo, estudiar si el grado de conocimiento
y comprensiéon que poseen los estudiantes de este concepto experimenta una evolucién en
relacién a los diferentes niveles educativos y en qué medida influye la formacién general
(humanista) y la especifica (matemdtica) que el alumno va adquiriendo a Io largo de su vida
académica, y determinar qué aspectos del concepto y qué herramientas de medida deberfan
reforzarse en secundaria. Para ello se disefié, realizé y analizd un test. El test se administré
a un total de 521 alumnos, de 8° de Educacién General Bésica (E.G.B.) (13-14 afios), 2° de
Bachillerato Unificado Polivalente (B.U.P.) (15-16 afios), Curso de Orientacién Universitaria
(C.0.U.) de las especialidades de Ciencias y Letras (17-18 afios), de 3° de la Escuela
Magisterio (20-22 afios), y finalmente de 5° de la Facultad de Matematicas (22-24 afios).

Los distintos aspectos del drea que se trataron en el test disefiado son: concepciones del drea,
unidad de medida, conservacion, relacién entre el drea y el perimetro de una superficie,
relacién entre el drea y la forma de una superficie, bidimensionalidad, férmulas para el
célculo, significado geométrico del Teorema de Pitdgoras, papel de la percepcion visual en
tareas de comparacion de dreas, relacién entre el drea de un rombo, paralelogramo y trapecio
con la de un rectingulo, procedimientos utilizados en la resolucién de problemas, y
conservacién y/o variacién del drea y/o perimetro de una superficie cuando ésta es sometida
a determinadas transformaciones.

A continuacién se realizé un tratamiento estadistico de los resultados del test, y un profundo
anélisis de los resultados obtenidos, localizando y comentando las dificultades que encuentran
los estudiantes en la comprensién de los conceptos estudiados.

Finalmente la dltima etapa del trabajo consisti6 en el disefio y experimentacién de una unidad
de ensefianza del drea para estudiantes de secundaria (15-16 aflos) y en la evaluacién de sus
efectos. Todo ello se muestra en el capitulo 4. Con la secuencia de ensefianza se pretendia
presentar a los alumnos el drea, por un lado, disociada de la forma de la superficie y del
niimero que la mide, y por otro, disociada del perimetro de la superficie. Esto tltimo a partir
del estudio de la variacién y/o conservacién del drea y/o perimetro de una superficie cuando
ésta estd sometida a determinadas transformaciones.

La unidad de ensefianza se experimenté en un grupo de 24 alumnos de 4° curso de
Ensefianza Secundaria Obligatoria (15-16 afios). Como instrumento de evaluacién se
administré a estos alumnos antes y después de la secuencia de ensefianza el mismo test que
fue disefiado y utilizado durante la etapa diagnéstica, en calidad de pre y post-test.
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Finalmente indicar que el estudio aqui presentado es ¢l resultado de varios afios de trabajo,
inicidndose éste formalmente en el curso escolar 1992-93, durante el que se desarrollaron la
primera, segunda y tercera etapa de la investigacién, aunque la bisqueda bibliogrifica ya se
habfa iniciado con anterioridad. La experimentacién se llevé a cabo durante el curso escolar
1993-94, Después de todo ello han sido necesarios dos aflos mds para poder elaborar la
memoria que aqui se presenta.



CAPITULO 1

INVESTIGACIONES SOBRE LA ENSEﬁANZA Y EL
APRENDIZAJE DEL AREA

1.1. INTRODUCCION

La informacién que se expone en el presente capitulo es el resultado del andlisis de los
estudios realizados hasta el momento sobre la ensefianza y aprendizaje del concepto de drea,
procedentes de la biusqueda bibliogrdfica que realizamos con el fin de conocer los
antecedentes de la problemdtica entorno al objeto de estudio y delimitar el alcance de este
trabajo.

El objetivo de este capitulo es el de mostrar los resultados y conclusiones mds interesantes,
por su cardcter general e influencia directa en nuestro trabajo, de las distintas investigaciones
consultadas. En la seccién 1.3. se exponen los correspondientes a los trabajos tedricos
globales y en la 1.4. los de los estudios parciales. Sin embargo, con objeto de facilitar a las
personas interesadas en educacién matemadtica un poco mds de informacién sobre el tipo de
contenido de los trabajos realizados, hemos creido oportuno aportar algunos datos sobre
determinadas caracteristicas de €stos, que se exponen en la préxima seccién 1.2.

1.2. CARACTERISTICAS DE LAS INVESTIGACIONES ANALIZADAS

La préctica totalidad de los mencionados trabajos han sido realizados en el dmbito de nifios
de edades comprendidas entre los 7 y 14 afios. S6lo unos pocos han considerado también a
alumnos de los primeros cursos de secundaria, como Carpenter et al. (1980), Hart, ed.
(1981) y Hirstein (1981). Excepcionalmente, Mullen (1985) trabaja con profesores de la
escuela elemental, Pace (1990) con una parte de la comunidad de adultos de escuelas pre-
universitarias (college) y Tierney, Boyd y Davis (1990) lo hacen con futuros profesores de
primaria.

Puesto que los fines perseguidos en los distintos trabajos son de distinta indole segiin el tipo
de objetivos planteados, los hemos agrupado en tres categorias diferentes:



Ensefianza-aprendizaje del drea: Investigaciones

a) Estudios tedricos sobre el concepto de drea que abordan el andlisis diddctico de este
concepto en su globalidad desde marcos tedricos diferentes. Tales como, Freudenthal
(1983), Héraud (1989) y Perrin-Glorian (1992). Un resumen de estos trabajos se expone
en la seccién 1.3.

b) Investigaciones que tienen por objeto determinar el grado de comprensién de los alumnos
en uno o varios aspectos intimamente relacionados con el concepto de drea, entre los que
se encuentran por ejemplo, la unidad, la relacién drea-perimetro, y procedimientos de
comparacién, y a los que nos hemos referido como estudios parciales y de los que se
exponen algunos de sus resultados mds interesantes en la seccién 1.4. de esta memoria.
Dentro de todos ellos cabe diferenciar:

b.1

b.2

Los trabajos que se han realizado con muestras importantes y que normalmente
forman parte de investigaciones con objetivos mds amplios, de cardcter nacional. Sus
resultados proceden del andlisis de las respuestas dadas por los alumnos al test que
les es administrado, y que es disefiado ex profeso para cada investigacién. Por
ejemplo: i) Carpenter et al. (1980), Hiebert (1981), Hirstein (1981), y Kouba et al.
(1988), muestran resultados de diferentes evaluaciones nacionales sobre el progreso
en matemdticas (National Assessment of Educational Progress, NAEP). Estos
estudios se realizan periédicamente en Estados Unidos y tienen por objeto determinar
el grado de comprension de los alumnos de diferentes niveles escolares acerca de
conceptos matemadticos, en concreto algunos relacionados con el drea, como por
ejemplo la unidad de medida. Los resultados se expresan normalmente con
porcentajes, y generalmente no van acompaiiados de extensos andlisis. ii) El trabajo
de Hart, ed. (1981), integrado en el programa de investigacion acerca de conceptos
de matemdticas y ciencia en secundaria (Concepts in Secondary Mathematics and
Science, CSMS) fue llevado a cabo en Inglaterra durante los afios 1974-79, periodo
durante el cual se entrevistaron aproximadamente 10.000 alumnos de edades
comprendidas entre los 11 y 15 afios. Tuvo por objeto determinar niveles jerdrquicos
de compresién de los alumnos segin el comportamiento mostrado por éstos en la
resolucién de tareas relativas a conceptos del curriculum de secundaria. En particular
incluye cuestiones sobre longitud, drea y volumen. Una réplica de este trabajo se
hizo en Espafia en 1988, por un grupo de profesores de Almerfa. iii) La
investigacién de Hughes, Bell y Rogers (1975) y Hughes (1979) encargada por El
Consejo de investigacion de estudios escolares (The Schools Council Research
Studies) que involucré alrededor de 1000 alumnos de la escuela primaria, de edades
comprendidas entre los 7 y 11 afios, y tuvo como objetivo analizar el desarrollo
conceptual en 4rea, peso y volumen para examinar las dificultades y proponer
sugerencias para su ensefianza. Cabe mencionar que algunas tareas empleadas en este
estudio, aparecen también en el trabajo de Hart, ed.

Los trabajos que para su realizacién han utilizado un nimero de estudiantes menor
que los mencionados en el apartado anterior, pero no por ello menos interesantes,
y que constituyen la mayor parte de las investigaciones que se han llevado a cabo a
nivel internacional. En este caso, la metodologia de investigacién empleada ha sido
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diversa y ha consistido fundamentalmente en entrevistas clinicas, en experiencias en
clase con grupos reducidos de alumnos, y en administracién de tests.

¢} Estudios cuyo unico objetivo ha sido el de proponer actividades concretas o secuencias
de tareas para la ensefianza de uno o varios aspectos relacionados con el drea, y que no
son resultado de una investigacién previa. Para la investigacion que se describe en esta
memoria no ha sido esencial disponer de una relacién completa de todos ellos. Se resefian
aquellos que de algiin modo estdn relacionados con la indagacién en cuestién. Citaremos
a modo de ejemplo los que contienen tareas sobre: unidad de édrea y férmulas (Battista,
1982); comparacién (Clapponi, 1991-1992; Leutzinger & Nelson, 1980); relacién entre
el drea y el perimetro de un rectdngulo (Clayton, 1983); aproximacidn al drea bajo una
curva (Dreyfus, 1987); estimacién de dreas de figuras irregulares (Horak & Horak, 1982);
el geoplano como vehiculo para el estudio del drea de figuras poligonales sometidas a
diversas transformaciones (Spitler, 1982), y el teorema isoperimétrico (Watkins, 1982).
Destacar finalmente dos trabajos nacionales, el de Del Olmo, Moreno y Gil (1989) y el
de Guillén (1983, 1985), en los que se realiza una propuesta didéctica, bastante similar,
para la ensefanza del drea. En los dos trabajos se sugiere una extensa relacién de tareas
secuenciadas con los objetivos que con ellas se pretenden alcanzar, dirigidas
fundamentalmente al estudio de la conservacién, comparacion, medida a partir de la
comparacién de figuras con alguna tomada como unidad, diferentes procedimientos para
determinar el drea, aritmetizacién del drea y estimacidn.

El interés que despierta el concepto de drea en la investigacidn en educacién matemdtica es
patente no solamente por el elevado nimero de trabajos que se han realizado sobre €l, sino
también por las investigaciones en las que si bien su objeto no es propiamente el estudio del
drea, ésta es utilizada como contexto en el que se enmarcan otros estudios. Esto estarfa en
consonancia con el hecho de que en la prictica docente el drea se emplea como base de
modelos para la ensenanza de otros conceptos matemadticos. En nuestra bisqueda bibliogréfica
nos hemos encontrado con algunas de estas investigaciones, que muestran la aplicacién del
drea en distintas parcelas de las Matemdticas, y si bien no tienen una implicacion directa en
nuestro trabajo, citaremos algunas de ellas a modo de ejemplo. Armstrong (1990, 1995)
estudia el uso del mimero racional en tareas de comparacion de dreas. Lowry (1987) estudia
si el modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele puede suministrar un marco para
valorar el nivel de razonamiento de nifios de 9 afios de edad sobre los conceptos de 4rea y
perimetro. Rojano (1985) utiliza el drea en algunas ocasiones para dar un significado
geométrico a determinadas expresiones algebraicas.

(EXISTE UNA LINEA DE INVESTIGACION COMUN EN LOS TRABAJOS CONSULTADOS?

El primer estudio sobre el conocimiento de la medida del que tenemos referencia se trata del
realizado por Piaget, en el que establecié los diferentes estadios de desarrollo de la
comprensién por parte de los nifios de los conceptos de longitud, superficie y volumen, y
cuyos resultados recogid en su libro “La géométrie spontanée de I’enfant” en 1948, traducido
al inglés en 1960, y presentado de forma resumida por Holloway (1986).
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La mayoria de los trabajos realizados en la década de los setenta e inicio de 1a de los ochenta
tienen una fuerte componente psicolégica, como los realizados por Bang (1976), Hughes, Bell
y Rogers (1975) y Hughes (1979), y Wagman (1982). Estos investigadores, influidos por el
estudio realizado por Piaget, dedicaron gran parte de su atencién a contrastar los resultados
obtenidos por éste. Por ejemplo, a) Bang estableci6 tres estadios de desarrollo referidos a la
conducta observada en alumnos de edades comprendidas entre los 8 y 14 afios a los que
entrevisté con objeto de estudiar la relacién entre la intuicién geométrica y la actividad
operacional deductiva y ver cémo los estudiantes se desenvuelven para disociar las
propiedades de drea y perimetro al enfrentarse a la resolucién de problemas en los que las
figuras son sometidas a determinadas transformaciones que conservaban el perimetro pero
no el drea. b) Hughes, Bell y Rogers, a cuyo trabajo ya nos hemos referido anteriormente,
entre otros resultados, confirmaron los estadios secuenciales de la operacién mental descritos
por Piaget, en estudiantes de edades comprendidas entre los 7 y 11 aflos, pero afirmaron no
encontrar nada que les permitiera establecer una relacién entre los estadios y las edades de
los alumnos. ¢) Wagman entrevisté de forma individual a nifios de 8, 10 y 11 afios de edad
con objeto de estudiar el desarrollo de la medida del 4rea de regiones poligonales desde un
punto de vista matemadtico. Para lo cual, sometid a estudio los axiomas de: drea, aditividad,
congruencia y unidad. Wagman identificé cuatro estadios en la consecucién de la medida del
drea; i) "the attainment”, ii) "the transitional", iii) "the beginnings", y iiii) "the pre-
measurement”. El primer estadio (“the attainment") se caracteriza por la habilidad de los
alumnos para aplicar el conjunto completo de los axiomas en cualquier tipo de situacién. En
el segundo estadio, los nifios pueden aplicar todos los axiomas en los casos sencillos, pero
necesitan ayuda en los mds complejos. En el siguiente estadio, los estudiantes son capaces
de aplicar alguno de los axiomas pero no todos ellos, y finalmente, la pre-medida es el
estadio mds bajo en la medida del drea, y en €l los nifios tienen algunas nociones sobre la
conservacion pero no son capaces de aplicarlas en todas las situaciones, no pudiendo éstos
aplicar cualquier otro axioma de la medida del drea. Wagman encontré que mds del 50% de
los nifios de 8 afos y la tercera parte de los de 10 y 11 afios se encontraban en el pendltimo
estadio "the beginnings", y aproximadamente ¢l 50% de éstos ultimos en el estadio "the
transitional”.

Asi pues, se podria decir que hasta la década de los ochenta, existia una linea comin de
investigacién, basada en un estudio critico de los distintos estadios definidos por Piaget. En
la mayorfa de las investigaciones posteriores a esa época, la componente psicolégica
pricticamente no existe, siendo sus objetivos de muy distinta indole. Sin embargo, es comiin
encontrar en gran parte de ellas alguna referencia al trabajo realizado por Piaget.

Tras la lectura de las distintas investigaciones se puede apreciar que no existe una linea de
investigacion comtn en todas ellas, sino que en su mayoria son estudios puntuales, lo que
hace muy dificil hablar de una evolucién en el estudio de la ensefianza y aprendizaje del
concepto de drea. También se observa al leer las referencias bibliogrificas de cada una de
ellas, que en una mayoria, sélo se han utilizado como antecedentes trabajos realizados por
compatriotas, y en consecuencia se encuentran frecuentemente estudios realizados en paises
diferentes pero con contenidos y objetivos bastante similares. Resulta interesante comparar
y analizar los resultados de estos estudios para sacar aquellas conclusiones que pueden
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resultar generales a nivel internacional. Cabe destacar los intentos de algunos investigadores
como Dickson, Brown y Gibson (1988), y Del Olmo, Moreno y Gil (1989) de recopilar y
resefiar los trabajos realizados hasta ese momento.

Todos estos trabajos, ain habiéndose realizado en paises diferentes y con culturas y sistemas
educativos muy distintos, tienen como denominador comun su preocupacién por mejorar la
comprensién del concepto de drea de los alumnos tanto de primaria como de secundaria.
Puede extraerse como una primera conclusién de cardcter general que la incomprensién del
concepto de drea por parte de los alumnos es un hecho puesto de manifiesto en los errores
comunes que cometen al resolver tareas de comparacién de dreas, y/o en su incapacidad de
hacer frente a problemas de relativa sencillez de célculo de dreas de superficies planas. La
mayoria de los investigadores creen que la causa radica en la extrema pobreza e inadecuada
instruccién con la que el tratamiento del drea es planteada por profesores y libros de texto.

1.3. ESTUDIOS TEORICOS GLOBALES

De todos los trabajos realizados sobre la ensefianza y el aprendizaje del concepto de drea,
sélo tres han abordado un estudio tedrico del concepto, si bien apoydndose en teorfas
diddcticas distintas: Freudenthal (1983), Héraud (1989) y Perrin-Glorian (1992).

Es importante sefialar que existen diferencias también en el tipo de estudio desarrollado por
estos tres investigadores. En tanto que Freudenthal realiza un estudio tedrico sin concretar
ninguna propuesta curricular, Héraud y Perrin-Glorian conducen sus investigaciones hacia
la elaboracién de una secuencia diddctica de ensefianza del drea, concretada en el caso de la
de Perrin-Glorian en una propuesta con actividades especificas. Sin embargo, mientras que
el trabajo desarrollado por esta investigadora posee un cardcter general y es aplicable al drea
de cualquier tipo de superficie, el realizado por Héraud se restringe al estudio del drea del
rectdngulo, pudiendo ser éste extensible a la de los poligonos.

Por el propio interés de estos estudios y dado que han sido fundamentales para la consecucién
del andlisis diddctico del concepto de drea, mostrado en el capitulo 2, hemos creido
conveniente realizar una breve exposicién de cada uno de ellos, lo que constituye el
contenido de esta seccion.

1.3.1. HANS FREUDENTHAL

Este matemdtico alemdn dedica en uno de sus libros mds importantes Freudenthal (1983) un
apartado a la fenomenologia diddctica del concepto de drea.

La mayor parte de su estudio de cardcter tedrico, lo dedica a reflexionar sobre el concepto
de 4drea desde la perspectiva de la matemadticas y de la teorfa de la medida. Sin embargo,
creemos que el objeto de Freudenthal al enfocar asi su trabajo, no ha sido el de realizar un
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andlisis matemdtico del concepto, ya que realmente los resultados que presenta son ya
conocidos por los especialistas del tema, sino el de establecer de forma clara la gran
separacién que existe entre el objeto mental 4rea y el concepto matemdtico, para lo que
muestra lo dificultoso e incluso duro que resulta demostrar en ocasiones hechos matematicos
aparentemente evidentes, como por egjemplo, el que no es posible transformar un rectidngulo,
por un procedimiento de deshacer y recomponer en uno mds pequefio, y para lo que recurre
a una demostracién nada trivial de Hilbert. Afirma c6mo estas demostraciones requieren de
esfuerzos y conocimientos que estdn por encima de lo que se puede pedir en los ultimos
cursos de secundaria.

Pensamos que el interés de mostrar la gran diferencia entre el objeto mental drea y el
concepto matemdtico estd en consonancia con su posicién diddctica de considerar que la
constitucién de los objetos mentales precede a la adquisicién de conceptos, pudiendo suceder
incluso, como en el caso del drea, que no exista la necesidad de llegar a la adquisicién del
concepto, por la dificultad que en este caso concreto conllevaria. Los siguientes pdrrafos
estdn extraidos de la seccién 13.34 (Op. cit.; p. 388), donde Freudenthal realiza algunas
afirmaciones que clarifican su posicién al respecto de lo que acabamos de comentar.

[...] Es de cajdn que en el colegio, incluso a alto nivel, sélo unos pocos pasos pueden darse hacia la formacién
del concepto. Diddcticos de las matemadticas que consideran el logro de los conceptos como el auténtico objetivo
de la educacién matemdtica, es muy probable que pasen por alto el tema del 4rea o que lo admitan séle en el
estado de extrema pobreza. Cualquiera que esté convencido de la importancia de los objetos mentales para el
pensamiento matemadtico, no lo evitard.

[...] las dreas [...] estdn constituidas y son aceptadas como objetos mentales, y a posteriori, si es preciso,
analizadas con el fin de llegar al logro gradual de un concepto.

Entendemos que el principal objetivo educativo en el caso concreto del drea consistird en la
constitucion del objeto mental, sin tener necesidad de llegar al concepto matemédtico mismo,
y que la estrategia de enseftanza se centrard en el estudio de las aplicaciones del drea antes
que en el del propio concepto.

Para la constitucion de un objeto mental, Freudenthal propone el andlisis fenomenoldgico del
concepto, consistente en describir el concepto en su relacién con aquello (con los fenémenos)
para lo que es un medio de organizacién. Sin embargo, en esta ocasién y como €l mismo
afirma (Op. cit.; p. 372), no aborda el enfoque fenomenoldgico del drea misma, sino de la
instruccién del drea. Para llevar a cabo la fenomenologia didéctica serd pues necesario,

conocer los fenémenos que solicitan ser organizados y ensefiar al estudiante a manipular esos
medios de organizacién,

Durante su andlisis, se refiere a la riqueza fenomenolégica del objeto mental drea, e insiste
sobre la dificultad que ocasiona la gran variedad de enfoques que posee, y que relacionamos
a continuacion:

~ reparto justo
aprovechando las regularidades,
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estimando,
- midiendo;

- comparando y reproduciendo (en otra forma)
+  por inclusién,
por transformaciones de deshacer y recomponer,
por estimacion,
por medicion,
por medio de transformaciones, es decir, congruencias, afinidades, cizallamientos;

- midiendo
por agotamiento con una unidad de 4rea con subunidades atin mds finas,
por aproximaciones desde el interior y exterior con rejillas fijas con figuras
adaptadas,
por conversion de transformaciones de deshacer y recomponer,
por medio de relaciones geométricas generales,
por medio de férmulas generales,
por medio de principios, como el de Cavalieri,
por medio de transformaciones, esto es, congruencias, afinidades, cizallamientos.

Freudenthal recalca el hecho de que no es totalmente evidente que todos estos enfoques
conduzcan al mismo resultado e indica que diddcticamente todos son aceptables, si bien unos
mds que otros, pero que limitarse a uno de ellos para lograr pureza en el método, es una
mala didéctica.

En su trabajo son una constante las criticas que realiza sobre el modo en el que se lleva a
cabo la ensefianza del drea, resaltando la extrema pobreza de su instruccién en contraste con
su rico contexto en la naturaleza, la cultura y la sociedad. Comenta que en la educacién
primaria el drea se reduce a la expresién “longitud x anchura", y a una férmula para
determinar el drea del circulo, mientras que en secundaria el cdlculo alardea de una
maquinaria para computar las dreas. Al respecto de lo cual comenta:

[...]- Si se ensefian las matemadticas del drea, el enfoque, el método y el tema se apartan de los correspondientes
objetos mentales por medio de los cuales se entiende el fenémeno del 4rea en la vida diaria y en las aplicaciones
matemdticas (Op. cit.; p. 389).

Finaliza su estudio, proponiendo las siguientes sugerencias para la instruccidn:

- Realizar comparaciones entre dreas, ya que segin €l, esto es necesario para la
constitucién del drea como magnitud en objeto mental.

- Realizar actividades que tengan por objeto diferenciar el drea del perimetro, ya que
en el caso de comparacién de dreas, lo que provoca el error es el perimetro. Por ello
sugiere plantear:
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ejemplos de figuras que, a pesar de desviaciones conducentes a error en las
dimensiones lineales, tengan la misma 4rea. Por ejemplo, paralelogramos de igual
base y altura, y

ejemplos de figuras que, a pesar de concordancias que conducen a error en las
dimensiones lineales, tienen dreas diferentes. Por ejemplo, rombos que surgen de
un cuadrado por flexién.

Algunas consideraciones sobre el trabajo de Hans Freudenthal

El trabajo de Freudenthal nos parece interesante porque introduce importantes elementos de
reflexién acerca de qué puede y deberifa abordarse en la ensefianza del 4rea en los niveles de
primaria y secundaria. De forma contundente nos argumenta el por qué perseguir la
constitucion del objeto mental en lugar de la adquisicion del concepto de 4rea.

Dos hechos tratados por Freudenthal en su trabajo han sido fundamentales para centrar el
andlisis did4ctico realizado en nuestro estudio, y que se expone en el capitulo 2 de esta
memoria. El primero de ellos ha sido el que Freudenthal se refiriera al andlisis
fenomenoldgico de la instruccion del drea, y el segundo que mencionara la existencia de
varios enfoques y advirtiera que no todos ellos conducen al mismo resultado. Ello nos hizo
comprender que debiamos dirigir nuestro interés hacia el estudio de los tipos de instruccién
y de las consecuencias ocasionadas por cada uno de ellos. Finalmente ésto ha quedado
plasmado en lo que en nuestro andlisis diddctico del concepto nos hemos referido como
diferentes tratamientos, que conducen a distintas interpretaciones del drea.

Como personas interesadas en el proceso ensefianza-aprendizaje del drea, y en el trabajo de
Freudenthal lamentamos que éste no haya completado, en esta ocasién, este estudio expuesto
con una aplicacién préctica, consistente en una propuesta curricular concreta, o al menos en
una secuencia diddctica y una relacién de los criterios que debe satisfacer el objeto -drea-
para considerarlo como constituido mentalmente, y as{ mostrarnos, a modo de ejemplo, cémo

debe ser un posible proceso de ensefianza-aprendizaje para la constitucién del objeto mental
drea.

Finalmente y antes de cerrar la descripcidn del estudio realizado por Freudenthal queremos
realizar una aportacién a su trabajo. El siguiente esquema muestra nuestra propuesta de
organizacién de los enfoques del objeto mental drea propugnados por Freudenthal, en un
intento de mostrar lo que creemos podrian ser los pasos a seguir para la constitucién del
objeto mental drea. Sin embargo, para ello hemos realizado una reinterpretacién de los
enfoques relacionados por Freudenthal, sin poder asegurar que el sentido que nosotros les
hemos dado coincida con el dado por él, ya que en su trabajo no se proporciona la necesaria
informacién para ello. También es importante indicar que la distinta naturaleza de los
resultados, geométrica o numérica, es un aspecto que nosotros hemos considerado pero que
no es mencionado por Freudenthal.
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1.3.2. BERNARD HERAUD

Héraud ha aplicado el modelo de comprensién de Herscovics y Bergeron (1982), modelo
constructivista de comprensién referido a la formacién de los conceptos, al drea del
rectdngulo. En su trabajo ha mostrado las fases principales en la construccion de los
conceptos de superficie y drea para los alumnos de la escuela primaria.

Segin Héraud el modelo consta de dos etapas: a) La primera tiene por objeto describir la
comprensién de los conceptos fisicos preliminares y consta de tres niveles: i) la comprensién
intuitiva, ii) la comprension procedimental, y iii) la abstraccién 16gico-fisica. b) La segunda
describe la comprensién del concepto matemadtico y puede ser descrita en términos de tres
componentes: i) la comprensién procedimental, ii) la abstraccién 16gico-matemdtica, y 1ii)
la formalizacién. A pesar de esta estructuracién, Héraud recalca la importancia de no
interpretar el modelo en su conjunto, como un modelo lineal, comentando que la
comprensién no necesariamente se desarrolla en el orden en el que se han expuesto los
niveles y componentes de la primera y segunda etapa, pudiéndose abordar componentes de
la segunda simultdneamente e incluso antes que algin nivel de la primera. Sélo parece
aceptarse la existencia de una secuencialidad en los niveles de la primera etapa.

Durante su trabajo, y en varias ocasiones, destaca el interés del modelo afirmando que
permite:

- situar y comprender mejor los obstdculos que los nifios encuentran en su formacién del concepto de drea, y

- distinguir entre el concepto de superficie que proviene del dominio légico-fisico, y el de drea propiamente
dicho, que proviene del dominio légico-matemdtico.

A continuacion describimos brevemente c6mo Héraud aplica las etapas citadas anteriormente
al caso concreto del drea del rectdngulo con objeto de mostrar los pasos a seguir para la
formacidén de este concepto.

COMPRENSION DEL CONCEPTO FISICO PRELIMINAR: LA SUPERFICIE

La comprensién intuitiva. En este primer nivel, la superficie estd asociada a la nocién de
extension.

El nifio se basa unicamente en su percepcién visual de las cosas para emitir juicios
aproximativos del tamafio de una superficie o comparar dos superficies.

La comprensién procedimental l6gico-fisica. En este nivel, el nifio utiliza estrategias mds
elaboradas que una simple estimacién visual, como son los procedimientos de:

- superposicién, donde uno de los objetos es utilizado para estimar el tamafio del otro, y
puede ser considerado como una versién primitiva de la medida, y

- recorte y redistribucién de las partes de una figura. El uso de este procedimiento requiere
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que el nifio posea ya una cierta abstraccién de la nocién de superficie que le permita
admitir la invarianza de la superficie de una figura en relacién al recorte de esta figura
y a una redistribucién de sus partes.

La abstraccion logico-fisica. El nifio debe darse cuenta de que la superficie permanece
invariante bajo el efecto de ciertas transformaciones geométricas que cambian el aspecto
global de una figura pero no su drea. En este nivel, la superficie de un rectdngulo se asocia
a la cantidad de espacio ocupado por éste y el nivel se caracteriza por la construccién de
invariantes:

- Invarianza en relacion a la orientacién del objeto:
Dos rectdngulos congruentes sometidos a una traslacién o rotacidn, siguen ocupando
la misma superficie.

- Invarianza en relacién a la visibilidad del objeto.

- Invarianza en relacidn a la fragmentacién del objeto.

- Fragmentacién de un rectdngulo, sin reorganizacién de las partes. La superficie de un
rectangulo que ha sido fragmentado en trozos no varia. El todo es igual a la suma de
sus partes.

Fragmentacidn de un rectdngulo, con reorganizacion de las partes. Una figura obtenida
por la reorganizacién de los trozos obtenidos por la fragmentacién de un rectdngulo
posee la misma superficie que éste,

COMPRENSION DEL CONCEPTO MATEMATICO: EL AREA

En esta etapa, la superficie es considerada bajo su aspecto cuantificable, numérico, es decir
su medida, identificando el drea con esta medida.

La comprension procedimental 16gico-matemdrica. En este momento, el nifio conoce y sabe
utilizar adecuadamente procedimientos més o menos evolucionados que le permiten encontrar
el drea de una superficie.

Hay diferentes modos de operar, segiin su orden de complejidad, en procedimientos basados
en la iteracién de una unidad:

- La eleccién de una unidad apropiada.

Eleccién de unidades idénticas. El nifio es capaz de "medir" la superficie de un
rectdngulo dado, intentando recubrirla con superficies unidad de formas diversas.
Surgen dificultades que pueden llevar al nifio a considerar la posibilidad de utilizar
unidades idénticas.

Eleccién de la unidad cuadrada. El nifio deberia ser enfrentado con situaciones
diferentes, para finalmente llegar a descubrir la pertinencia de la unidad cuadrada.
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- La iteracién de la unidad cuadrada.

Hecha la eleccién de la unidad cuadrada, consideramos algunos procedimientos que
conducen a la simple iteracién de la unidad:

recubrimiento a partir de un mimero suficiente de unidades,

recubrimiento por un nimero insuficiente de cuadrados, e

iteracién a partir de una sola unidad. En este momento, la medida del drea del
rectdngulo aparece como la expresidn de una relacion de un todo a una parte.
Hablamos de medida iterada.

- Hacia la expresion A=FxC (Numero de cuadrados por fila (F), y nimero de cuadrados
por columna (C)).

El nifio utilizard una representacién de las unidades y no las unidades verdaderas. Asi
pues se pasa a un nivel mds abstracto, mediante la:

utilizacién de una malla cuadriculada completa, y
utilizacién de una malla cuadriculada incompleta.

- Hacia la expresién A=Lxl.

El nifio debe darse cuenta de que el nimero de cuadrados por fila y columna estd ligado
con las medidas de las longitudes de los lados. Algunos procedimientos a utilizar:

utilizacién de unidades de longitud concretas, y
utilizacién de una regla.

La abstraccion légico-matemdtica. 1.a medida de la superficie permanece invariante sometida
ésta a diferentes transformaciones.

Al igual que en la abstraccion Idgico-fisica la abstraccién 16gico-matemadtica se caracteriza
por la construccion de invariantes:

- Invarianza del 4rea en relacién a diversas transformaciones figurales. (Las citadas ya
anteriormente para la abstraccién 1égico-fisica).

- Relatividad del 4rea en relacién al tamaiio de la unidad escogida.

- Relacién inversa entre el nimero-medida y el tamafio de la unidad.

La formalizacion. Para el caso del drea del rectingulo, la formalizacién se caracteriza por
el establecimiento de la relacién entre la expresién del drea y el producto de las longitudes
de los lados del rectdngulo: A=Lxl. Expresién que establece una relacién entre magnitudes
de distinta naturaleza, una bidimensional y las otras unidimensionales.
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No queremos finalizar esta breve exposicion del estudio realizado por Héraud sin mostrar
algunas de sus sugerencias para la instruccién del 4rea, y que como a continuacién podrd
apreciarse representan una directa critica al tratamiento que habitualmente recibe este
concepto en la escuela:

- En los manuales escolares, se llega rdpidamente a la utilizacién exclusiva del
procedimiento consistente en iterar una unidad cuadrada. Este procedimiento, debe ser el
resultado de un proceso de reflexi6n por parte del alumno. Para ello, el nifio deberia
utilizar procedimientos que, si bien pueden ser mds primitivos, son mds naturales para €l.

- Las unidades convencionales, como c¢m?, dm? e incluso el m?, deberfan introducirse,
cuando el nifio haya alcanzado el nivel de formalizacién.

- La enseiianza de la nocién del drea no puede reducirse a un simple aprendizaje de una
férmula.

Algunas consideraciones sobre el trabajo de Bernard Héraud
El trabajo de Héraud nos parece interesante porque:

- de su estudio se puede extraer una propuesta seria de ensefianza del drea de un rectdngulo,
pudiéndola extender al drea de un poligono,

- proporciona argumentos para la reflexion acerca del interés de diferenciar los conceptos
de superficie y drea,

- de los diferentes significados que asigna a los términos superficie y 4drea a lo largo del
proceso, y que relacionamos a continuacion, se observan distintas interpretaciones del
concepto de drea:

la superficie es asociada a la nocién de extension,

la superficie es asociada a la porcién de espacio ocupado,

la medida del drea aparece como la expresién de una relacién de un todo a una parte,
y

la medida del drea aparece como €l nimero obtenido a partir de una férmula, que
expresa la relacion que existe entre las medidas correspondientes a magnitudes de
diferente naturaleza, e

- introduce elementos de reflexién sobre la complejidad del significado de la férmula para
el cédlculo del drea de un rectdngulo.

Han sido precisamente las reflexiones planteadas por Héraud sobre la complejidad de las
férmulas y la dificultad que éstas encierran al representar relaciones entre magnitudes
dimensionalmente diferentes, las que de un modo directo han influido en nuestro trabajo, en
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particular en nuestro estudio sobre la comprensién de los estudiantes acerca del cardcter
bidimensional del drea, centrando nuestro interés en el estudio de la comprensién de los
alumnos sobre el cardcter bidimensional de las férmulas para el cdlculo de 4reas.

Sin embargo, en nuestra opinién:

- Su trabajo, que en un principio manifiesta tener por objeto mostrar las fases de
construccién del concepto de superficie y drea, en algiin momento de su estudio, en
concreto cuando se refiere a la comprensién procedimental l6gico-matemdtica, se
convierte mas que en un andlisis teérico, en una sugerencia del tipo de tareas a realizar
con objetivos determinados para la construccién del concepto de drea del rectdngulo, y
por extension a la de los poligonos.

- Su estudio es "pobre" en tanto que considera como inico objetivo en la ensefianza del
drea el logro de las férmulas, dado que su trabajo estd totalmente enfocado a la
consecucién de la férmula para el cdlculo del drea del rectdngulo.

- No es apropiado el hecho de referirse al 4rea como medida de la superficie, ya que ello
le lleva a ligar el drea al nimero, y por lo tanto le impide mostrar la invariabilidad del
drea cuando el niimero resultante de la medida cambie, como consecuencia de un cambio
de la unidad escogida.

1.3.3. MARIE-JEANNE PERRIN-GLORIAN

El objeto de la investigacién de Perrin-Glorian ha sido elaborar secuencias de ensefianza
dirigidas a la construccién de la nocién drea para alumnos de edades comprendidas entre los
9 y 11 afos, como medio para dar cuenta del lugar ocupado por una superficie en el plano.
Su propuesta ha sido el resultado de varios afios de trabajo, durante los cuales ha ido
haciendo publicos algunos de sus resultados, remontdndose la primera publicacién que

disponemos a 1983. Su trabajo culmina en su tesis de doctorado de estado, defendida en
1992,

Dada la extensién de su trabajo, no es posible mostrarlo aqui con el necesario detalle.
Esperamos que la exposicion siguiente sea suficiente para dar a conocer las lineas generales
de su investigacidn, tanto desde ¢l punto de vista tedrico como préctico.

La metodologia de investigacién consistid en:
a) La construccién de una ingenierfa didictica adaptada a las hipétesis did4cticas planteadas,
que mds adelante se exponen, realizacién y posterior observacién en un grupo de 24

alumnos de 10-11 afios, que no habian estudiado la nocién de drea anteriormente.

Dos meses después de finalizada la experiencia y con objeto de verificar las adquisiciones
y las dificultades que persisten al finalizar el aprendizaje, se procedi a:
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b) Entrevistar a los alumnos en grupos de dos, con objeto de observar los conflictos que las
concepciones les ocasionan en el uso de diferentes estrategias al resolver una tarea de
comparacion de dreas.

c) La administracién de una prueba escrita que contenfa algunas de las preguntas
pertenecientes al cuestionario de Rogalski (1982), con el fin de comprobar si el trabajo
desarrollado en la secuencia de ensefianza les facilita a los alumnos el embaldosado de
superficies variadas y la respuesta a cuestiones cldsicas referidas al drea.

Los resultados de todo ello le llevé a formular una nueva hipétesis diddctica y a reconsiderar
de nuevo su ingenierfa did4ctica, introduciendo algunas variaciones.

Perrin-Glorian organizé la ensefianza en clase segin la hipdtesis diddctica de Douady (1983):
"dialectique outil-objet" y el "jeux de cadres”. Creemos innecesario extenderemos aqui, ya
que no es objeto de nuestro estudio. Sin embargo, explicamos a grandes rasgos el significado
de estos términos. Douady con la "dialectique outil-objet" se refiere a la descomposicién en
6 fases ("ancien", "recherche: nouveau implicite", "explicitation”, "institutionnalisation:
statut d’objet”, “familiarisation-réinvestissement" y "complexification de la tdche ou nouveau
probleme") que se debe producir en el aprendizaje de un concepto matemadtico, con el fin de
que en las situaciones-problemas (situaciones didécticas particulares) el concepto intervenga
en primer lugar como 4til implicito en la fase de construccién de la nocién, y después sea
reconocido como objeto después de una isntitucionalizacién. "Jeux de cadres” es el término
con el que se refiere al medio de organizar en la ensefianza el juego de los desequilibrios -
re-equilibrios, provocando cambios de marcos en la actividad de los alumnos mediante la
eleccién de problemas apropiados. Su hipétesis es que la traduccién de un problema en varios
marcos -como en el caso del drea, serian el marco geométrico y numérico- juega un papel
en la produccién de los nuevos conocimientos durante la fase de investigacién.

Para poder elaborar la ingenierfa diddctica, y con ello el disefio de los problemas que
constituirian la secuencia de ensefianza, Perrin-Glorian aborda el estudio de la Transposicién
Did4ctica, de los errores y dificultades mds comunes observados en los alumnos y establece
las hipétesis diddcticas. De todo ello damos cuenta a continuacion de forma resumida.

La TRANSPOSICION DIDACTICA la aborda con objeto de caracterizar la distancia entre el objeto
de ensefianza y el objeto de saber. Para ello plantea el estudio del proceso representado en
el esquema:

objeto de saber ---- objeto a ensefiar ---- objeto de ensefianza
fundamentalmente del dltimo paso.
Este trabajo, que puede consultarse en Perrin-Glorian (1989-1990, 1992), se compone de tres
estudios: a) uno sobre diferentes aproximaciones de la medida del drea de superficies planas

desde el punto de vista matemdtico, b) de los diferentes enfoques del drea a lo largo de los
* distintos programas de ensefianza de los niveles de primaria y secundaria en Francia desde
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1887 a 1985, y c) del tratamiento que se le ha dado a este concepto en los libros de texto
desde 1951 a 1986.

A pesar del cardcter restrictivo de los estudios b) y ¢) al estar enmarcados dentro del sistema
educativo francés, presenta resultados extensibles a nuestro sistema educativo, ya que pueden
observarse en cierto nimero de ocasiones, coincidencias con el tratamiento que el concepto
de drea recibe y ha recibido en nuestro sistema educativo, y libros de texto.

Tras el andlisis de los programas y los libros de texto Perrin-Glorian encuentra que en la
ensefianza del drea y mds concretamente de la medida los dos objetivos siguientes se
manifiestan de forma muy desigual segiin las épocas, detectdndose a partir de los aftos 70 un
predominio claro del primero sobre el segundo:

- se trata de responder a la necesidad de la sociedad de proporcionar los conocimientos
elementales sobre todo los concernientes al sistema métrico, utiles tanto para la vida
cotidiana como la profesional de cualquier adulto;

- se trata de ensefar las nociones matemdticas que ocupan un lugar del edificio del saber
y que serdn retomadas més tarde para su generalizacién. En cualquier caso, se trata de
preparar el terreno para la continuacién de la ensefianza de las matematicas.

Ademds, durante la consulta de los programas posteriores a 1980, Perrin-Glorian detecta la
existencia de un objeto de ensefianza, hasta entonces no aparecido, que se refiere al término
drea designando la cantidad a medir, considerada como invariante de una clase de superficies,
que permite distinguir el drea a la vez de la superficie y del nimero que la mide. Sin
embargo, este objeto de ensefianza no existe en el saber matemdtico, como justifica en su
estudio del problema matemdtico, donde a pesar de su intento de dar otro sentido al término
drea independientemente de la unidad escogida, concluye que en definitiva desde el punto de
vista matemdtico la comparacién de superficies se reduce a la comparacién de los niimeros.

Es precisamente este objeto de ensefianza el que Perrin-Glorian considera como un objetivo
de sus secuencias de ensefianza. Ello le lleva a diferenciar en su trabajo los términos
superficie, 4rea y medida, asocidndoles los siguientes significados:

"superficie": designa una parte del plano,
"drea": designa la magnitud fisica, cualidad o propiedad de la superficie, y
"medida”: designa el niimero que representa el lugar ocupado por la superficie del plano.

Con el fin de dar un fundamento matemdtico a esta consideracién del "drea como magnitud"”,
define el drea como una clase de equivalencia a partir de una aplicacién medida. A
continuacién reproducimos una aclaracién que Perrin-Glorian hace al respecto del significado
con el que utiliza, a lo largo de su trabajo, la expresién "drea como magnitud”.
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Utilizaremos el término "magnitud” en un sentido muy naif que no intentaremos definir. Nos es suficiente saber
que puede ser definida como una clase de equivalencia a partir de la funcién medida. No definiremos el drea,
sdlo la expresién "tener igual 4rea” a partir de recorte y pegado o de la medida. Es este aspecto el que llamamos
drea como magnitud. Un mimero segnido de una unidad es un medio de designar un drea.

Finalizado el estudio correspondiente a la Transposicién Diddctica, aborda el andlisis de
trabajos de otros investigadores para determinar cuales son los errores y las dificultades mds
habituales que poseen los alumnos al respecto del drea, y que no relacionamos aqui por
mostrarios en la préxima seccién 1.4.

El estudio realizado hasta el momento le permite establecer LAS HIPOTESIS DIDACTICAS
siguientes a partir de las cuales construird su ingenieria diddctica:

- El desarrollo en la ensenanza del concepto de drea como magnitud, permite a los alumnos
establecer las relaciones necesarias entre los dos marcos, geométrico y numérico.

- Una identificacién demasiado precoz entre las magnitudes y los nimeros favorece la
amalgama de las diferentes magnitudes -aquf longitudes y dreas-.

Fijadas las hip6tesis diddcticas aborda su trabajo de INGENIERIA DIDACTICA, asentando en
primer lugar las elecciones diddcticas, es decir, lo que es susceptible en la ensefianza de
generar los comportamientos que se desean suscitar, para luego concretar el contenido de las
secuencias y posteriormente buscar los problemas adecuados.

Las elecciones diddcticas que exponemos a continuacién determinan el objetivo del proceso
de aprendizaje:

- Construir la nocién de drea como magnitud auténoma. Ello, permitird desligar el drea de
la forma, diferenciando drea y superficie (dos superficies de formas diferentes pueden
tener dreas iguales) y a distinguir el drea del nimero (a una misma superficie, pueden
corresponderle nimeros diferentes segiin la unidad escogida, pero el drea no cambia).

- Extender la aplicacién medida a superficies S no pavimentables con 1a unidad A mediante:

el recorte y pegado, para fabricar una superficie S* de igual drea que S y pavimentable
con A.

aproximaciones desde el interior y exterior de S, utilizando para ello 1a unidad A, o
subdivisiones de A, que permitan estimar el drea de la superficie S.

- Seiialar las diferencias y establecer las relaciones entre dreas y longitudes (perimetros)
interesdndose en sus variaciones respectivas en el transcurso de diversas transformaciones.

Para la consecucién de las elecciones diddcticas, considera tres etapas bien diferenciadas en
el proceso de aprendizaje, ajustando los contenidos de las secuencias, que a continuacién
mostramos, a los objetivos perseguidos con cada una de ellas.
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(1) Etapa geométrica, que consiste en realizar una aproximacién al concepto de drea
independientemente de su medida, mediante:

- una fase de trabajo sobre papel cuadriculado para fijar los conocimientos anteriores
que posee cada alumno, sobre los que apoyarse,

- una aproximacién geométrica que permita extender a superficies dibujadas sobre
papel blanco el sentido de la expresién "tener igual drea”, y

- actividades que intenten diferenciar las nociones de drea y longitud, sin tener que
recurrir a la medida.

(2) Etapa geométrica-numérica en la que se aborda la medida a través de la pavimentacion,
y se introduce la nocién de la unidad de drea, mediante:

- actividades de pavimentacién de superficies variadas con la ayuda de diversos
embaldosados,

- un estudio de la variacién o de la conservacién del drea en el transcurso de algunas
transformaciones geométricas, y

- la medida del drea de superficies en funcién de una unidad de drea fijada, y los
cambios de unidad.

(3) Etapa numérica, en la que se procede a la medida del drea de una superficie, con la
ayuda de una unidad dada, aiin en el caso en el que no se sepa pavimentar con exactitud
la superficie, consistente en estudios sobre:

- el 4rea de 1 cm?,

- el drea del rectdngulo,

- las consecuencias que en el drea posee la accién sobre el rectangulo de algunas
transformaciones geométricas,

- las dreas de superficies usuales: paralelogramo, tridngulo y trapecio, y

- "encadrements" de superficies para aproximar medidas.

El andlisis de los resultados obtenidos tras la experiencia y especialmente que la confusién
entre el drea y el perimetro se muestra persistente, as{ como el hecho observado de que los
alumnos consideran que tanto el perimetro como el drea de una superficie no varfan cuando
¢ésta es sometida a determinadas transformaciones, como son concretamente el abatimiento
de un lado (conserva la longitudes de los lados y no el drea) y el deslizamiento de un lado
sobre un soporte paralelo al lado opuesto (conserva el drea pero no la longitud de los lados),
le lleva a afiadir, pensando en la construccién de futuras secuencias didécticas, la hipétesis
diddctica siguiente (referida al trabajo en el marco geométrico): "una interaccién entre los
puntos de vista estdtico y dindmico de la deformacidn es necesario en la conceptualizacion
de la magnitud 4rea y en su disociacién de la longitud". Con el estudio del marco geométrico
desde un punto de vista estdtico, Perrin-Glorian se refiere al que privilegia el aspecto
descriptivo, y desde un punto de vista dinimico, al que privilegia los efectos de las
deformaciones sobre las superficies.
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Algunas consideraciones sobre el trabajo de Marie Jeanne Perrin-Glorian

El trabajo de Perrin-Glorian nos parece que aporta un enfoque de la ensefianza del 4rea no
considerado hasta ahora por investigadores en educacién matemdtica, al menos con tanta
claridad ni amplitud. En particular, su consideracién de ensefiar el drea como magnitud
auténoma, nos ha llevado a reflexionar sobre el interés de diferenciar el 4rea de la superficie
y del ndmero. Consideracién que hemos hecho nuestra creyendo sinceramente que ello
ayudarfa a evitar muchos de los errores que cometen los alumnos, colaborando de esa forma
en una ensefianza m4ds comprensiva de este concepto, como m4s tarde se expone en el andlisis
didéctico del concepto.

La advertencia de Perrin-Glorian sobre la reticencia de los alumnos a abandonar la mala
entendida relacion entre el drea y el perimetro, junto con los resultados obtenidos del andlisis
en nuestra investigacion en relacién con este aspecto, nos llevaron a considerar un elevado
nimero de tareas en la secuencia de ensefianza, que entre otros, tenfan como objetivo,
diferenciar el drea del perimetro de una superficie, y estudiar la variacién que experimentan
cuando la superficie es sometida a determinadas transformaciones.

1.3.4. CONSIDERACIONES GENERALES

Tras el andlisis que realizamos de estos tres trabajos, pudimos constatar que a pesar de las
diferencias que existen entre ellos, algunas de ellas ya comentadas al inicio de la secci6n
1.3., principalmente la de haber sido desarrollados a partir de teorias diferentes, no existia
incompatibilidad alguna entre sus resultados, ni discrepancias entre las propuestas y
reflexiones realizadas por los tres investigadores. Pensamos que las diferencias que se
detectan entre ellos, al contrario de lo que tal vez se podria esperar, no plantean enfoques
contradictorios, sino diferentes aproximaciones que en lugar de ser incompatibles, se
complementan. En determinados momentos hemos creido estar delante de propuestas
similares de la ensefianza del drea, diferentes unicamente por el vocabulario y terminologia
empleada. Creemos que todo ello es consecuencia de la peculiaridad del concepto a estudio,
ya que a diferencia de otros muchos conceptos matemdticos, el objetivo educativo en los
niveles de primaria y secundaria, estd muy lejos de ser -por quedar fuera del alcance de las
posibilidades de los estudiantes-, la adquisicién del concepto matemdtico como ya se ha
comentado anteriormente y como se explica en el andlisis diddctico que se expone en el
préximo capitulo 2. Pensamos que este hecho favorece el "acercamiento” de estos trabajos
realizados a partir de corrientes diferentes en educacién matemdtica.,

Por ejemplo, cuando Freudenthal se refiere a la conveniencia de abordar el andlisis
fenomenolégico de la instruccién del drea y de pretender la constitucién del objeto mental
drea frente a la adquisicién del concepto, y Perrin-Glorian al estudio del iltimo paso de la
transposicién diddctica "objeto a ensefiar ---- objeto de ensefianza", y propone la ensefianza
del 4rea con un significado que ella misma advierte surge como objeto de ensefianza pero no
existe en el saber matemdtico, pensamos que los dos investigadores, "a su manera", nos
advierten del interés de centrar el estudio en la ensefianza del drea, lejos ésta del concepto
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matemadtico actual. Por otra parte, mientras que Freudenthal nos advierte de la existencia de
distintos enfoques de la ensefianza y de que no todos ellos conducen al mismo resultado,
aunque no propone una secuencia concreta de actividades que se pueda llevar al aula, tanto
Héraud como Perrin-Glorian entendemos que as{ lo reconocen desde el momento en el que
realizan una propuesta concreta para la ensefianza del drea, el primero aplicable al drea de
poligonos y la segunda con un dmbito de aplicacién general, con objeto de mejorar la
comprension de este concepto por parte de los alumnos. Héraud y Perrin-Glorian optan por
dos aproximaciones diferentes pero que podriamos decir se encuentran en la misma linea, que
les permiten establecer un determinado orden en la instruccién del drea. Héraud centra su
trabajo en la importancia de diferenciar el concepto fisico (superficie) del concepto
matematico (concepto numérico de drea), planteamiento que creemos queda completado con
la aportacién de Perrin-Glorian, al resaltar ésta la importancia que segin ella tiene,
diferenciar el drea de la superficie y el drea del nimero que la mide.

Estos tres trabajos, como ya hemos explicado en cada uno de ellos, han jugado un papel
decisivo en las distintas etapas de nuestra investigacion, especialmente a la que corresponde
al andlisis diddctico del concepto, que ha resultado ser el "pilar" de nuestro estudio, en
cuanto que a partir de €l se han disefiado tanto ¢l test utilizado en la etapa diagnéstica, como
la secuencia de ensefianza, que se detallan respectivamente en el capitulo 3 y 4 de esta
memoria.

1.4. ESTUDIOS PARCIALES

El objetivo de la presente seccién es el de mostrar los aspectos y resultados de las
investigaciones correspondientes a estudios sobre el concepto de drea centrados en uno o
varios aspectos de éste, que han resultado relevantes para nuestro trabajo. Como ya hemos
comentado anteriormente, son precisamente este tipo de estudios los que constituyen la
mayoria de los realizados sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje del drea. Todos ellos
poseen caracteristicas bien diferentes, de entre las que cabe destacar el hecho de que estdn
enmarcadas en sistemas educativos distintos, con marcos tedricos, metodologias de
investigacion y tamafios de muestra diferentes. Sin embargo, para el desarrollo de nuestro
trabajo no consideramos esenciales estas diferencias. Nuestro interés estaba fundamentalmente
orientado a disponer de informacién acerca de los niveles educativos en los que se habia
centrado el estudio del proceso de ensefianza y aprendizaje del drea, los aspectos estudiados
de este concepto, asi como los resultados obtenidos y las conclusiones extraidas. Con objeto
de presentar esta informacion con la mayor claridad posible, la hemos clasificado como se
indica a continuacidn, intentando organizar con la minima interseccién el conjunto de
conceptos estudiados e indicando brevemente en cada caso los resultados obtenidos, asi como
las opiniones y sugerencias mds importantes de los investigadores.

Los conceptos y aspectos relacionados con el drea que han sido estudiados en las distintas
investigaciones consultadas son:
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- concepciones del drea,

- unidad de medida,

- conservacion de drea,

- 4rea y perimetro,

- bidimensionalidad del drea,

- utilizacién de férmulas en el cdlculo de dreas,

- percepcidn en la comparacién de 4reas,

- terminologfa empleada, y

- sugerencias para la ensefianza del concepto de 4rea.

Es importante comentar que esta informacién extraida de la literatura analizada ha influido
de una manera clara y directa en nuestra investigacién. Asi, los distintos conceptos y aspectos
relacionados con el 4rea, mencionados anteriormente, fueron considerados para el disefio del
test utilizado en la etapa diagnéstica de este trabajo, como puede comprobarse de la lectura
del apartado 3.1.2. donde se detalla el contenido de éste. Las diferentes conclusiones
extraidas que posteriormente fueron corroboradas en nuestro estudio, permitieron determinar
los errores que cominmente cometen los alumnos, los cuales se tuvieron en cuenta en el
disefio de la secuencia de ensefianza que se expone en el capitulo 4. Globalmente todos los
trabajos analizados han contribuido en el andlisis diddctico del concepto de drea expuesto en
el capitulo 2 de esta memoria, al introducir elementos de reflexién sobre las consecuencias
de abordar de una determinada manera su ensefianza.

Concepciones del 4rea

En las investigaciones consultadas hemos encontrado algunos resultados relativos a la
concepcién que los alumnos poseen sobre el drea. Todos ellos coinciden al afirmar que la
mayoria de los alumnos desarrolla casi exclusivamente una concepcién numérica del drea.
Para los estudiantes, el drea es un nimero que se calcula. De ah{ la fuerte tendencia que
tienen a recurrir a los nimeros y por ello, reducen la comparacién de las dreas de superficies
a la comparacién de nimeros, (Perrin-Glorian, 1992; Tierney, Boyd & Davis, 1990).

Se ha comprobado que incluso para algunos alumnos ¢l drea se reduce a la férmula "longitud
x anchura". Tierney, Boyd y Davis (1990) en su trabajo con futuros profesores de primaria,
al preguntarles sobre lo que ensefiarian a nifios de 10 afios sobre el drea, encontraron que el
80% de ellos dibujé un rectdngulo y escribié "L x A" cerca de éste.

Perrin-Glorian (1992) advierte de que la concepcién de drea como un nimero que se puede
calcular se manifiesta como un obstdculo para el desarrollo del 4rea como una propiedad que
se conserva por recorte y pegado.

Maher y Beattys (1986) encontraron que la mayorfa de los estudiantes de 11 a 13 afios no
aplicaron el concepto de drea para describir el tamafio de una regién y Hiebert (1981) tras
el andlisis de resultados procedentes de algunos National Assessment of Educational Progress
(NAEP) constaté que una mayoria de los nifios de 9 afios no comprenden que la medida del
drea viene dada por el nimero de unidades que recubren exactamente la regién, al comprobar
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que mds de 2/3 de estos nifios fracasaron al dar el 4rea de un rectdngulo, cuando séio
necesitaban contar las unidades cuadradas que lo recubrfan.

También algunos investigadores detectaron que los alumnos tienen algunas concepciones
erréneas del 4rea, ocasionadas por la confusion drea-perimetro, que les lleva asociar el 4rea
a una longitud, y 4drea-superficie.

Asi pues, la mayor parte de los alumnos con los que se han realizado los estudios han
elaborado una concepcién errénea del drea, o una pobre concepcién numérica, asociando el
drea a una férmula de célculo.

Unidad de medida

Se ha detectado que un gran nimero de estudiantes olvida la importancia de la unidad
utilizada para realizar la medida del drea, y que una mayorfa de ellos utiliza unidades
incorrectamente. Es comin que los alumnos den como unidades de drea el "cm" y "em®".
Resultados de este tipo se recogen en los estudios de Figueras y Waldegg (1984) y Hart, ed.
(1981), realizados con alumnos de secundaria.

Resultados similares a los anteriores también se encuentran en el trabajo de Tierney, Boyd
y Davis (1990). Estos detectaron, en los futuros profesores de primaria, un uso incorrecto
de unidades al no cambiar las unidades lineales a cuadraticas cuando utilizan la férmula "L
x A" para calcular el drea.

En todos estos estudios, no sdlo se ha observado la incomprensién y casi completo
desconocimiento de los nifios sobre la unidad de medida de drea en general y de sus
propiedades, sino que se ha constatado lo mismo para la unidad estdndar de drea "em?",
objeto central en la ensefianza de la medida del drea de una superficie. De las diferentes
investigaciones se deduce que tanto el modo como es introducido el "cm?" como el momento
en el que se hace no son los apropiados. Ello se pone de manifiesto no sélo por la
incomprensién de los estudiantes, sino por los errores que su uso ocasiona, y que queda
recogido en las siguientes citas:

Un sistema de medida fijo se introduce demasiado pronto en el curriculum de la escuela elemental creando de
este modo una barrera para la completa comprensién del concepto unidad (Figueras & Waldegg, 1984),

Si el cm? es intreducido en un temprano estadio de conceptualizacién, algunos alumnos piensan sobre la medida
del 4rea en términos de "cuadrados” (Hughes, Bell & Rogers, 1975).

La notacién cm? tiene un gran inconveniente para los alumnos: no ayuda a distinguir unidad de 4rea y unidad

de longitud, y les induce a recaer en la costumbre que consiste en tratar por longitudes un problema que se trata
de dreas (Kouba et al., 1983).

La unidad de medida cm® aparecfa singularmente poco operativa, muy mal conectada con la bidimensionalidad

de la superficie, y transmitiendo propiedades de la unidad de medida lineal de la que ella esti compuesta
(Rogalski, 1982).
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En general en los distintos estudios se sugiere la necesidad de que los alumnos realicen tareas
que les permitan familiarizarse con una variedad, cuanto mayor sea ésta mejor, de unidades
no estdndares de medida, con objeto de que comprendan el papel que juega la unidad en la
medida y posteriormente puedan abordar el estudio de las estdndares. En ellos se nos advierte
del error que supone limitarse nicamente a la unidad cuadrada, hecho éste bastante habitual
en la ensefianza. Las tareas deberdn estar cuidadosamente escogidas con el fin de que
conduzcan a los alumnos a una eleccién racional de la unidad cuadrada. Héraud (1987)
concluyd tras su estudio en el que observé cémo los nifios de 8 y 9 afios de edad recubren
diferentes figuras, utilizando variedad de formas, que no podemos pretender que el cuadrado
aparezca de forma natural como una unidad de drea, al observar que el tipo de forma
escogida para recubrir la superficie estd ligada a la forma de ésta.

Algunos investigadores se han referido a la necesidad de que las propiedades de la unidad
de medida sean conocidas por los alumnos para que éstos puedan alcanzar un buen nivel de
comprensién sobre la unidad de medida de drea. Hiebert (1981), que dedicé su trabajo al
estudio de la unidad de medida y de algunas de sus propiedades, constaté que éstas, a
diferencia de lo que se puede pensar, no resultan ficiles de comprender para los nifios, al
observar que estudiantes de 9 afios y un poco mayores que ellos:

- no comprenden que una unidad de medida puede representar mds (0 menos) que una
simple entidad,

- creen que las unidades deberian ser simples entidades discretas, lo que les lleva a
ignorar las fracciones de las unidades, o a considerarlas como unidades enteras, y

- no comprenden la relacién entre el tamafio de la unidad y el nimero de unidades.

En todos los trabajos que han dedicado una parte de su estudio a la unidad de medida, ya sea
éste de mayor 0 menor extensién, se encuentra una referencia a la necesidad de que los
alumnos posean un correcto conocimiento del concepto unidad para poder abordar con
comprensién el proceso de medida.

Conservacion del drea

Los investigadores ponen de manifiesto en sus trabajos la necesidad de que los alumnos
posean un buen conocimiento de la conservacién del drea para que puedan comenzar a
comprender la medida de ésta. En la realidad esto no sucede asi, ya que en estas mismas
investigaciones se ha encontrado que la idea de que el drea de una superficie no cambia por
desplazamiento o recorte y pegado de los "trozos" en los que ésta puede ser divida no estd
completamente asumida ni por la mayoria de los alumnos de primaria, ni por la totalidad de
los de secundaria, como puede deducirse, entre otros, de los resultados obtenidos en los
trabajos de Figueras y Waldegg (1984) y Hart, ed. (1981) con alumnos de secundaria, y en
los de Hughes, Bell y Rogers (1975) y Maher y Beattys (1986) con estudiantes de primaria.
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Area y perimetro

Sin duda alguna, la mala comprensién de la "relacién" entre los conceptos de drea y
perimetro y la confusidn que entre ellos existe es el resultado mds comin obtenido a nivel
internacional, detectado y puesto de manifiesto en la prdctica totalidad de los trabajos
consultados, ver por ejemplo los de Carpenter et al. (1980), Douady y Perrin-Glorian (1989),
Figueras y Waldegg (1984), Freudenthal (1983), Hart, ed. (1981), Hirstein, Lamb y Osborne
(1978), Kouba et al. (1988), Perrin-Glorian y Douady (1988), Perrin-Glorian (1992),
Ramalho y Correia (1995), y Tiemey, Boyd y Davis (1990).

El error mds comiin se produce en los ejercicios de cédlculo de dreas, en los cuales los
estudiantes confunden las férmulas de cédlculo de 4rea y perimetro.

También se ha observado que el perimetro es considerado por gran nimero de estudiantes
como otra medida del drea, llegando éstos a juzgar el drea de una figura segun sus
dimensiones lineales.

Algunos investigadores como Bang (1976), Douady y Perrin-Glorian (1983, 1985, 1989),
Perrin-Glorian y Douady (1988) y Perrin-Glorian (1992), han dedicado una gran parte de su
trabajo al estudio de la variacién drea-perimetro cuando una superficie es sometida a
transformaciones de diferente naturaleza, y han constatado que para los alumnos existe una
intima relacion entre el drea y el perimetro. Es decir, si el perimetro de una superficie
aumenta, su drea también (y reciprocamente) y si dos superficies tienen el mismo perimetro,
tienen la misma drea (y reciprocamente).

Douady y Perrin-Glorian afirman que muchos alumnos amalgaman 3 transformaciones:

- el "paralelogramo articulado”, que conserva longitudes de los lados pero no las 4reas,

- ¢l "deslizamiento" de un lado sobre un soporte paralelo al otro lado, que conserva el
drea pero no las longitudes de todos los lados, y

- la rotacioén alrededor de un vértice que conserva a la vez las longitudes y dreas.

Respecto a una transformacién del tipo "paralelogramo articulado”, Bang afirma que los
nifios no perciben la variacién del drea como continua, y que piensan que el drea permanece
constante en toda una region alrededor de la posicién central, y que disminuye solamente
cuando se aproxima a la posicién limite.

Bidimensionalidad del drea

En todas las investigaciones que de algin modo han estudiado el cardcter bidimensional del
drea, independientemente del nivel educativo de los alumnos en los que se ha llevado a cabo
el estudio, se ha encontrado que los estudiantes extienden la misma variacién sufrida por las
dimensiones de una superficie al drea. Es decir, si las dimensiones de una superficie son
multiplicadas por un nimero K, el drea también queda multiplicada por el mismo nimero.
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De entre todos los trabajos consultados cabe destacar en este apartado los de Rogalski (1982)
y Vergnaud et al. (1978) que tenian como tunico objetivo el estudio de la dimensionalidad de
las medidas y las estructuras multiplicativas.

Rogalski realiz6 un estudio con alumnos de edades comprendidas aproximadamente entre los
10 y 14 afios con el fin de estudiar las dificultades que éstos poseen en lo concerniente a la
adquisicién de las dimensionalidad de medidas espaciales. Nos advierte de la complejidad del
campo conceptual de éstas y del papel determinante que en ellas juegan las estructuras
multiplicativas.

Durante su trabajo constata la gran dificultad que poseen los alumnos en dejar atrds un
modelo lineal, que segun ella funciona de modo relativamente precoz, e ir hacia un
tratamiento multidimensional apropiado a las medidas de superficie y volumen. También
afirma cémo las fuertes interacciones que observa entre las operaciones mentales de los
estudiantes y las propiedades de las figuras o de las transformaciones dificultan la apropiacién
de las nociones de bidimensionalidad de la "medida-superficie", que se revela como un
proceso largo y complejo.

Vergnaud et al. realizaron una experiencia con alumnos de 11-12 afios con objeto de estudiar
las dificultades que €stos muestran relativas a las estructuras multiplicativas. Por estructura
multiplicativa ellos se refieren a “la estructura del isomorfismo de medidas”, correspondiente
a la relacién de proporciones entre dos tipos de magnitudes, y a "la estructura del producto
de medidas", correspondiente al producto de 2 dimensiones, y de la que el 4rea es el caso
mds simple de entre las magnitudes fisicas. Las dificultades mostradas por los alumnos
durante este estudio les llevaron a reclamar de los profesores una respuesta pedagdgica que
deberfa desarrollarse durante todo el primer ciclo de secundaria.

Utilizacion de férmulas en el cdlculo de dreas

Los errores cometidos por los alumnos en el uso de las férmulas para el cdlculo de dreas es
usual, asi como su dificultad e incluso en algunas ocasiones incapacidad de saberlas utilizar
para determinar el drea de superficies poligonales senciilas.

Es frecuente observar cémo los alumnos extienden la férmula para calcular el drea de un
rectdngulo a otras figuras planas. Parece que para los alumnos el computo de dreas se reduce
a la multiplicacién de las longitudes. Asi por ejemplo: para el paralelogramo realizan el
producto de las "2 dimensiones", y de las "3 dimensiones" para el tridngulo (Douady &
Perrin-Glorian, 1986; Perrin-Glorian et Douady, 1988; Tierney, Boyd & Davis, 1990).

Se ha comprobado que los alumnos que han memorizado las férmulas bdsicas para calcular
dreas tienen grandes dificultades para aplicarlas con éxito a la resolucién de problemas
relativamente sencillos y que simplemente pueden requerir algo més que una sustitucién de
un niimero dentro de una férmula. Como ejemplo de ello veamos los resultados siguientes
procedentes de algunos de los estudios consultados:
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- s6lo el 1% de los nifios de 7 afios y medio y el 14% de los de 10 afios resolvieron con
éxito una tarea en la que debian calcular el drea de un cuadrado y un rectdngulo
(Hughes, Bell & Rogers, 1975),

- existe un porcentaje demasiado alto de alumnos de edades comprendidas entre los 10 y
17 afios que no son capaces de calcular correctamente el drea de un rectdngulo
(Carpenter et al., 1980),

- un problema tan sencillo como determinar el drea de un cuadrado conocido el lado, no
estd al alcance de un gran niimero de alumnos de 13 y 17 afios (Carpenter et al., 1980;
Kouba et al., 1988), y

- una mayoria de alumnos es incapaz de calcular, por ejemplo, el drea de una regién
compuesta por rectingulos, o de una regién obtenida a partir de la recombinacion (sin
superposicién) de las partes en las que ha sido dividido un rectdngulo, dadas las
dimensiones del rectdngulo original (Hart, ed., 1981; Kouba et al., 1988).

La percepcién en la comparacion de dreas

Investigadores como Douady y Perrin-Glorian (1983, 1984) y Hughes, Bell y Rogers (1975)
han observado cémo los alumnos se dejan guiar por su percepcién visual a la hora de emitir
juicios en tareas de comparacién de dreas, llevdndoles en la mayorfa de las ocasiones a
conclusiones erréneas. Concretamente éstos iltimos, que trabajaron con estudiantes de
primaria comprobaron que rara vez los nifios utilizan argumentos légicos en tareas donde un
elemento fisico de una superficie cambia (por ¢j. una dimensidn), pesando realmente en ellos
su percepcion.

Terminologia utilizada

Pocas, pero algunas, son las referencias realizadas al respecto de la confusién que puede
ocasionar en determinadas situaciones la habitual terminologfa empleada en relacién al
concepto de area.

Se ha podido constatar que los términos técnicos de medida no son en realidad parte del
vocabulario normal del nifio, y que éste se confunde por el uso de determinadas palabras,
(Hart, ed., 1981). También Perrin-Glorian (1992) menciona los problemas que ocasiona el
vocabulario utilizado en la ensefianza del 4rea, refiriéndose a los diferentes significados con
que los términos, drea y superficie aparecen en los programas y manuales franceses de los
ultimos aios.

Douady y Perrin-Glorian (1983, 1985, 1989) mencionan los errores que puede ocasionar el
uso de una terminologia no apropiada para designar algunos conceptos. Concretamente se
refieren al ocasionado por la usual designacién de 1 cm? como el 4rea de un cuadrado de lado
1 c¢m, que propicia en los alumnos su extensién a 1/2 cm?, considerdndolo como el drea de
un cuadrado de lado 1/2 cm.
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Si bien lo comentado hasta ahora son breves apuntes de estos investigadores en la globalidad
de sus trabajos, cabe destacar el realizado por Hughes, Bell y Rogers (1975) que dedican una
parte importante de su estudio al andlisis de los problemas que la terminologfa empleada,
tanto por los investigadores como por los profesores, puede ocasionar en el proceso de
ensefianza-aprendizaje del 4rea. Estos estudiaron el efecto que producia en los nifios de 7 a
11 afios el uso de términos abstractos como por ejemplo "cantidad de superficie" frente al
de términos mds reales y concretos, como "cantidad de hierba en un campo", encontrando
que todos los nifios obtenian mejores resultados en las cuestiones donde se habian empleado
este Gltimo tipo de términos. Ello les lleva a criticar las conclusiones extrafdas por algunos
investigadores a partir de sus interpretaciones sobre preguntas donde han utilizado
terminologia abstracta, ya que segtn ellos resulta a veces dificil descubrir si las respuestas
erréneas de los alumnos son debidas a una mala interpretacidn de estos términos o a una falta
de comprensién del concepto.

Estos dltimos investigadores también se refieren a la necesidad de considerar como uno de
los objetivos de la ensefianza en los estadios tempranos de conceptualizacién, animar a un
uso correcto de la terminologia, evitando los términos ambiguos, y sugieren que en la escuela
primaria la palabra "drea" se introduzca en un estadio temprano del trabajo, asocidndola al
principio con la frase: "cantidad de superficie”.

Sugerencias para la ensefianza del concepto de drea

Hershkowitz et al. (1990) concluyen del estudio realizado de los trabajos del grupo de
psicologia de la educacién matemética (Psychology of Mathematics Education, PME) que la
conservacion de drea, significado de la unidad de medida y férmulas para calcular la cantidad
a medir son las etapas que se deberfan seguir en un aprendizaje significativo de la medida
geométrica. El andlisis que hemos realizado de las diferentes investigaciones confirma que
en efecto existe unanimidad entre los investigadores al considerar estas tres etapas como
fundamentales para el aprendizaje de la medida del 4rea, y nos permite exponer a
continuacién a grandes rasgos las orientaciones generales que han considerado mads
importantes para la ensefianza de este concepto.

CONSERVACION DEL AREA. Se insiste en la necesidad de que los nifios del nivel elemental
realicen experiencias que les ayuden a desarrollar y reforzar la conservacién de drea. Es
necesario que comprendan que el drea de una figura se conserva cuando ésta se parte y
reagrupa para formar una figura diferente, o que el drea no cambia por desplazamiento.

UNIDAD DE MEDIDA. Existe unanimidad en afirmar que el proceso de medida no podrd ser
alcanzado por los alumnos si éstos no desarrollan de forma individual y correctamente el
concepto de unidad de medida. Para ello:

a) Se cree necesario que los alumnos comprendan:
- el cardcter iterativo y de recubrimiento de la unidad de drea,
- que la unidad puede ser rota en partes para facilitar la medida de una cantidad, y
- la relacién entre el tamafio de la unidad y el nimero de unidades medidas.
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b) Se sugiere comenzar la medida de 4dreas utilizando unidades de drea con variedad de
formas, con el fin de conducir al nifio a una eleccién racional de la unidad cuadrada,
ya que se ha constatado que el "cuadrado” no aparece de forma natural en él.

¢) En el proceso de medida, la seleccion de la unidad de drea es de gran importancia, por
lo que se considera interesante enfrentar a los estudiantes a tareas en las que debieran
seleccionar ellos mismos la unidad de drea (no estdndar) y medir el drea de la superficie
en unidades congruentes.

d) No se cree adecuado introducir la unidad estdndar de drea hasta que los alumnos no
hayan tenido importantes experiencias trabajando con una variedad de unidades no
estindar de drea. Incluso algunos investigadores, como Héraud (1989) sugieren la
conveniencia de no introducir las unidades estdndar hasta después de abordar la férmula
para el cdlculo del drea de un rectangulo.

CALcuLOo DE AREAS. En los distintos estudios los investigadores han constatado que las
férmulas para el cdlculo de dreas es el método de medida mayoritariamente ensefiado a los
alumnos, y que su empleo va acompafiado de numerosos errores y falta de comprension por
parte de los estudiantes. Tras la recopilacién y andlisis de los resultados y recomendaciones
realizadas en los diferentes trabajos podemos extraer como conclusiones globales que los
investigadores: i) consideran necesario que ademds de las formulas los alumnos estén
familiarizados con otras técnicas de medida, y con tareas de estimacién, ii) critican lo
inadecuado del momento y del modo en el que las férmulas se ensefian a los alumnos, y iii)
recomiendan enfrentar a los alumnos con el cdlculo de dreas, no sélo de las figuras
poligonales sencillas, sino también de figuras irregulares. A continuacién ampliamos un poco
mds lo que acabamos de indicar, acompaifidndolo con sugerencias concretas de algunos
investigadores.

- Es peligroso que los nifios se familiaricen sélo con un tnico modo de medida de 4reas,
ya que su limitada comprensién del concepto de drea no les permitird desarrollar un
adecuado método de medida. Por ello, se sugiere que los nifios utilicen una variedad de
técnicas de medida (Hughes, Bell & Rogers, 1975). El trabajo de Padilla (1990)
presenta algunos resultados interesantes sobre procedimientos como particién y
reconfiguracién.

- Las matemdticas escolares se limitan con demasiada frecuencia a medidas donde la
precisién prima de forma absoluta, dificultando a los alumnos adquirir un profundo
conocimiento del proceso de medida (Dickson, Brown & Gibson, 1988). Otros
investigadores, como Hiebert (1981) y Hildreth (1983) sugieren la conveniencia de que
los nifios realicen tareas de estimacidn, ya que éstas les ayudard a desarrollar una
estructura mental referida al tamafio de las unidades de medida y les permitird
familiarizarse con propiedades bdsicas de la medida.
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- Es importante que los estudiantes de primaria realicen actividades que les proporcionen
técnicas para encontrar dreas de figuras irregulares (Horak & Horak, 1982; Hughes,
Bell & Rogers, 1975).

- No es adecuado el momento en el que se presenta a los alumnos las férmulas, ya que
normalmente se produce mucho antes de que éstos hayan tenido la oportunidad de
construir el concepto de drea (Maher & Beattys, 1986). Este hecho provoca que en la
mayoria de las ocasiones los alumnos se limiten a memorizarlas sin comprenderlas, por
lo que al recordarlas son habituales los errores (Figueras & Waldegg, 1984).

- El hecho de que tanto el momento ¢cémo el modo de introducir las férmulas a los
alumnos no es el adecuado, no sélo provoca en los alumnos un uso inadecuado o
erréneo de ellas, sino que ademds Freudenthal (1983) y Hughes, Bell y Rogers (1975)
han observado que con la ensefianza de las férmulas se origina un proceso de
empobrecimiento en los alumnos, en tanto que éstos abandonan otras técnicas de medida
que utilizan con éxito en favor de las férmulas, antes que la comprensién real de su uso
haya sido alcanzada.

- No es adecuado el modo en el que los libros de texto y los profesores de matematicas
acometen a menudo el estudio de las férmulas para el cdlculo de dreas, ya que los
gjercicios que plantean se reducen a simples cdlculos aritméticos (Hirstein, 1981).

- Héraud (1989) advierte de la complejidad de las férmulas y del nivel cognitivo que se
requiere para su compresion.

Si anteriormente se han expuesto sugerencias para un aprendizaje significativo de la medida
del drea de una superficie, no se debe pasar por alto la sugerencia dada por algunos
investigadores, que advierten de la necesidad de diferenciar el concepto de drea del de
superficie y especialmente del de perimetro durante todo el proceso de medida.

La mayorfa de los investigadores se refieren también de forma méds o menos extensa, al
tratamiento de la ensefianza del drea en sus respectivos paises. Existe unanimidad en afirmar
que en la mayor parte de las escuelas, la aproximacion al 4rea se realiza a través de lo
indicado en los libros de texto, donde el drea es cominmente introducida por una simple
exposicién limitada a la unidad cuadrada y la presentacion de una férmula para su cdlculo.
La patente diferencia que existe entre el tratamiento que los investigadores proponen para
abordar el aprendizaje del 4rea y el tratamiento que los profesores realizan en la préctica es,
en su opinion, la causa del alto grado de incomprensién que los alumnos poseen sobre el
concepto de drea.

Todas las recomendaciones anteriormente citadas han sido extraidas, ademds de los trabajos
ya indicados de los que a continuacién se relacionan: Beattys y Maher (1985), Biggs (1987),
Hart, ed. (1981), Héraud (1987), Hirstein, Lamb y Osborne (1978), Hughes (1979), Perrin-
Glorian (1992) y Peterson (1973). Cabe destacar que ademds de las sugerencias sefialadas se



34 Ensefianza-aprendizaje del drea: Investigaciones

aportan otras no recogidas aqui, no porque carezcan de interés sino porque se refieren a
resultados muy particulares y por lo tanto no pueden ser generalizados.

También de los trabajos que se han dedicado al estudio del papel que juega la estimacién en
el proceso de medida se puede extraer la recomendacién de desarrollar y potenciar la
habilidad de los alumnos para estimar dreas y medidas en general. En trabajos como los de
Del Olmo, Moreno y Gil (1989), Bright (1976) y Hildreth (1983) se recogen resultados en
esta linea, y se explican los motivos que recomiendan la inclusién de la estimacién en el
curriculum.



CAPITULO 2
ANALISIS DIDACTICO DEL CONCEPTO DE AREA

2.1. INTRODUCCION

Es cierto que tras el estudio de los trabajos realizados por otros autores, comentados en el
capitulo anterior, se consigue recopilar un considerable nimero de resultados interesantes
sobre diferentes aspectos y conceptos relacionados con el drea, y de los que se pueden extraer
sugerencias importantes para la enseflanza de este concepto. Pero en su mayoria, estos son
resultados desconexos, ya que proceden de estudios puntuales. Después de haber procedido
al estudio de cada una de estas investigaciones se echa de menos un estudio global del
concepto de drea en el que se consideren los posibles enfoques con sus respectivos objetivos
y consecuencias, asi como su relacién con otros conceptos. Este ha sido nuestro objetivo al
plantearnos el andlisis did4ctico del concepto de drea. Para ello y con objeto de poseer un
conocimiento mds amplio sobre el concepto de estudio antes de abordar su andlisis diddctico,
nos planteamos la conveniencia, de realizar el estudio del concepto matemdtico del 4rea, y
el de su evolucion a lo largo de la historia. Sin embargo, no consideramos necesario ni
oportuno presentarlos aqui, ya que realmente no podriamos aportar nada nuevo a estos temas,
quedando nuestra exposicion reducida a una repeticién de resultados ya conocidos por los
expertos en el tema. Sélo indicaremos, aunque de forma breve, aquellos resultados que
consideramos importantes para nuestro trabajo y que de alguna forma han influido en é€l.

En este capitulo se muestran las argumentaciones que nos han conducido a determinar el
objetivo de ensefianza del drea, a considerar el tratamiento cualitativo y cuantitativo que
puede recibir el drea, y a comprender que cada uno de ellos conduce a diferentes
interpretaciones de este concepto, cuyo grado de dificultad estd ligado a las caracteristicas
del tipo de procedimientos utilizados para la comparacién y/o medicién del drea.

2.2. OBJETIVO EDUCATIVO DE LA ENSENANZA DEL AREA

Cuando se estudia el concepto del drea en la Matemadtica, se constata que el concepto de 4rea
que es enseflado tanto en la escuela primaria como en la secundaria estd muy lejos del
concepto matemdtico, concepto que por otra parte, dada su complejidad, no podria ser
abordado en toda su magnitud ni siquiera en secundaria. Asi pues a diferencia de otros
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muchos conceptos, parece claro que el objetivo de la ensefianza del 4drea no debe ser la
construccién del concepto matemdtico.

La historia nos muestra que fueron muchos los siglos que debieron transcurrir hasta poder
obtener la primera definicién matemdtica de drea, alcanzada en ¢l siglo XIX gracias a la
definicién de limite dada por Cauchy.

El primer tratamiento completo de andlisis matemdtico basado desde el principio en una definicién
razonablemente clara del concepto de limite fue el dado por Cauchy: "Cuando los valores sucesivos atribuidos
a una variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo tal que al final la diferencia se hace tan pequeiia
como uno quiere, éste \iltimo (valor fijo) se llama el limite de los otros. Asi, por ejemplo, un nimero irracional
es el limite de diversas fracciones que dan valores cada vez mds préximos a é1" (Edwards, 1991; p. 310),

Con Cauchy se plantea la reformulacién sobre bases rigurosas del nuevo Andlisis
infinitesimal y se comienza la puesta en orden 16gico del Célculo (Gonzdlez, 1992; p. 279).

Sin embargo los antiguos griegos no necesitaron formular una definicién de drea para abordar
el problema de la cuadratura del circulo, como tampoco los matemdticos que a lo largo de
la historia han intentado resolver este problema y buscar un método general de cuadraturas,
problema que resolvieron Newton y Leibniz a finales del siglo XVII, y al que Gonzdlez
(1992) se refiere como el descubrimiento final del Célculo.

Parece que todos ellos admitieron que toda superficie limitada tiene un 4rea y se centraron
en su cdlculo. Para ello utilizaron las propiedades del 4rea que, como sabemos, no se pueden
demostrar mientras no se precise qué se entiende por drea, hecho que por otra parte parece
no haberles supuesto contrariedad alguna.

Lo que Euclides y cientos de los mejores matemadticos de las generaciones posteriores hicieron fue emplear
propiedades que las figuras sugerian como evidentes, o intuitivamente tan evidentes que no podian darse cuenta
de que las estaban utilizando (Kline, 1992; p. 126).

Tal vez lo descrito anteriormente pueda justificar el hecho de que se puede abordar el cdlculo
del 4rea de superficies planas sin necesidad de precisar de un modo formal qué se entiende
por ella. En la misma linea se manifiesta Freudenthal cuando comenta:

Las dreas estdn constituidas y son aceptadas como objetos mentales, y a posteriori, si es preciso, analizadas con
el fin de Ilegar al logro gradual de un concepto (Freudenthal, 1983; p. 389).

Por lo tanto, el objeto de la ensefianza del drea en los niveles de primaria y secundaria no
se debe centrar en la biisqueda de la definicién de drea, sino en el estudio de los diversos
procedimientos que permiten medir y comparar dreas de superficies planas. Procedimientos
que utilizan implicitamente las propiedades que satisface el drea considerada como una
funcidn y que permiten determinar la medida del 4rea de superficies planas. Propiedades que,
como ha sucedido a lo largo de la historia, serdn utilizadas sin necesidad de ser demostradas
rigurosamente, y que segiin O’Daffer y Clemens (1977) son:
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Propiedad Adiriva. S8iuna regi6n R se puede descomponer en un niimero finito de regiones, el drea de la regién
completa es la suma de las dreas de las regiones separadas.

A®R) = A®S) + A(D) + AU)

Propiedad de Invarianza. Si dos regiones R y § son congruentes, entonces A(R) = A(S).
Propiedad de la Unidad. El drea del cuadrado unidad es 1.

Propiedad de la Diseccién. Si una regién puede ser diseccionada en partes y esas partes reorganizadas para
formar otra regién, entonces las dos regiones tienen dreas iguales.

— |R

T

Como puede observarse, la mayoria de estas propiedades hacen referencia a la conservacién
del drea de una superficie cuando ésta es sometida a determinadas transformaciones. Como
ya se ha comentado anteriormente en el capitulo 1, la conservacién del 4rea no es una
caracteristica evidente para todos los alumnos, contrariamente a lo que se podria pensar, asi
pues para que los alumnos hagan un uso comprensivo de los distintos procedimientos serd
necesario que conozcan y comprendan cada una de las propiedades anteriores. Ello no
significa que se deban convertir en objeto mismo de ensefianza, sino que su estudio se deberd
abordar de forma indirecta en tareas de comparacién y medicion de dreas, planteadas en
situaciones diversas.

Consideramos necesario realizar un andlisis de las caracteristicas de los distintos
procedimientos disponibles para la comparacién y cédlculo de dreas ya que como mds adelante
se muestra conducen a interpretaciones diferentes del drea, que originardn concepciones
distintas de este concepto en los alumnos. Asi pues, el grado de comprensién que los
alumnos posean del drea estard intimamente ligado con la riqueza de la concepcidn que
posean, debiendo la ensefianza proporcionar al alumno ¢l mayor nimero posible de enfoques
diferentes con objeto de enriquecer y completar en la medida de lo posible, su formacién
sobre el drea.



38 Andlisis Didéctico

Sin embargo, antes de iniciar el estudio de los tipos de procedimientos nos parece importante
plantear una reflexién sobre los usos de los términos superficie y drea para mostrar los
diferentes significados que les son atribuidos, las confusiones que ello provoca en los
alumnos, y clarificar nuestra posicién.

2.3. USO DE LOS TERMINOS SUPERFICIE Y AREA

Tras la lectura de los diversos trabajos mencionados en el capitulo anterior, hemos observado
que no existe unanimidad en el significado de los términos utilizados por los diferentes
investigadores y matemadticos para referirse a superficie y 4rea. A veces se utiliza la palabra
superficie para referirse al drea, y a veces el drea para referirse a la misma medida del drea.
Para algunos el drea es un nimero, y para otros es algo distinto del nimero que la mide.
Como ejemplo para ilustrar esta situacién se exponen algunas citas extrafdas de las tres
investigaciones comentadas en la seccion 1.3., que nos permiften comprobar cémo estos
investigadores utilizan estos términos con significaciones diferentes.

Freudenthal (1983)

El drea es una magnitud que mide objetos mds variades que otras magnitudes.
Para formar una magnitud en una categoria de cosas se requiere:

- una relacién de equivalencia,

- una relacién de orden,

- una operacién de composicién.

Las medidas del 4rea presuponen la eleccion de una unidad de medida.

Héraud (1989)

[...] el modelo empleado hace la distincién entre el concepto fisico de superficie y el concepto numérico
del drea.

La superficie es asociada a la porcién de espacio ocupada.

[...]. Nosotros la consideraremos desde ahora bajo su aspecto cuantificable, numérico,es decir su medida,
que nosotros [lamamos drea.

Perrin-Glorian (1992)

Términos utilizados:
"Superficie” designa una parte del plano.
"Area” designa la magnitud fisica, cualidad o propiedad de la superficie.
"Medida" designa el mimero asociado cuando se ha hecho la eleccién de una superficie unidad”.

Como puede observarse mientras que Freudenthal y Perrin-Glorian diferencian el 4rea de su
medida, Héraud la identifica con ella. También Freudenthal y Perrin-Glorian se refieren al
drea como magnitud, concepto no mencionado en ningin momento por Héraud. Por otro
lado, mientras Héraud y Perrin-Glorian utilizan el término superficie, Freudenthal no lo hace
y se refiere en todo momento al drea de las figuras.

Por otra parte, hemos podido comprobar las consecuencias que ocasiona la imprecisién con
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la que los profesores suelen utilizar estos términos, ya que mientras que para algunos
alumnos superficie y drea representan lo mismo, para otros poseen significados diferentes.
A continuacidn incluimos las respuestas dadas por algunos de los alumnos que fueron
entrevistados durante la etapa diagndstica de esta investigacidn, al preguntarles acerca de lo
que ellos entendian por superficie y 4rea.

- Superficie donde tii vas a medir el drea. Es distinto. (Alumno n°1 de 5° curso de la Facultad de Matemdticas
(5° F.M)).

- Utilizaria indistintamente superficie y drea. (Alumno n°15 de 5° F.M.).

- El 4rea es lo que engloba una figura, o sea lo de dentro de la figura. La superficie es lo de fuera (la linea).
(Alumno n®16 de 5° F.M.).

- Area es una medida de cudnto se expandira una figura o cualquier otra cosa. Superficie: un paisaje, una cosa
que pudiésemos tocar. (Alumno n°8 de 5° F.M.).

- Superficie y drea son pricticamente iguales. Te refieres a superficie cuando hablas de terrenos y drea mds
a las figuras geométricas. (Alumno n°2 de 3° curso de la Escuela de Magisterio (3° E.M.)).

- Superficie: espacio que ocupa. Area: lo que mide el espacio. (Alumno n°14 del Curso de Orientacién
Universitaria (C.0.U.), opcidn letras (C.0.U.-L)).

- Superficie y 4rea: el tamaiio del interior. (Alumno n°12 de 2° curso de Bachillerato Unificado Polivalente
(2° B.U.P.)).

- Superficie es un trozo de terreno. Area es una superficie. No es lo mismo drea y superficie, porque el 4rea
se puede medir. (Alumno n°2] de 2° de B.U.P.).

- El drea es lo que ocupa una cosa determinada. La superficie es lo que ocupa una fébrica, un pueblo, un
terreno en m”, (Alumno n°22 de 8° de Educacién General Bdsica (8° E.G.B.)).

Tras la lectura de estas afirmaciones es patente la disparidad de opiniones en lo que al uso
de los términos superficie y drea hacen los alumnos. Es curiosa la asociacidn que en cierto
modo hacen algunos de ellos entre superficie y terreno tal vez condicionados por los usos que
de estos términos se hace en la vida cotidiana.

As{ pues, acabamos de ver cémo estos términos son empleados por especialistas con
significados diferentes y c¢émo son entendidos por los alumnos de forma distinta.
Consideramos que es esencial determinar el significado con el que serdn utilizadas estas
palabras, ya que como intentaremos mostrar a lo largo de este capitulo, ello estd asociado
con los diferentes enfoques del drea, y en consecuencia estd intimamente ligado con el
conocimiento y comprensién que los alumnos posean de este concepto. En consecuencia,
pensamos que es necesario que un profesor delimite el significado de "superficie” y "drea",
ya que ello plantea objetivos distintos de ensefianza y por tanto condiciona el tipo de
instruccidn a disefiar y llevar a la préctica.

Antes de exponer nuestra opcién y con objeto de aportar mds informacién sobre €l tema,
reproducimos a continuacién un pdrrafo en el que Lebesgue (1975) opina, desde el mundo
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de las matemdticas, sobre el significado de "drea":

[...]. ;{No es, en realidad, un asunto del espacio ocupado por una regién independientemente de su posicién en
el espacio y de la disposicién de sus partes? Este espacio es el drea, y el niimero del que hemos estado hablando
es simplemente 1a medida del drea, una medida que ne debe confundirse con el 4rea misma.

Aqui, a pesar de la banalidad de la palabra "espacio”, reconocemos una presentacién metafisica que se parece
a la presentacién de los enteros que hemos criticado. Un entero es la propiedad comiin de todas las colecciones
derivadas de una \inica coleccidn mediante el cambio de orden y naturaleza de los objetos que Io componen. Area
es lo que es comiin a todos los dominios derivados de un tnico dominic mediante el cambio de posicién y
disposicién de las partes que le pertepecen. Un entero metafisico tenfa una notacién decimal. Un drea metafisica
deberia tener una medida; ésta seria un nimero metafisico que podria expresarse en el sistema decimal.

Y cuando se piensa en lo que es un niimereo metafisico no entero, se puede ver hasta qué punto estas entidades
estdn superpuestas, Pero, al ser todo esto matem4ticamente iniitil, esta presentacién metafisica de la definicién
nunca se presenta con franqueza. Para muchos, no obstante, ha seguido siendo diferente del niimero que mide.
En cuanto a mf, el uso de la palabra "medida” en la expresion "medida de dreas” tiene el mismo sentido que en
la expresién "medida de longitudes”. Este uso nos recuerda que debemos haber utilizado una unidad para poder
hablar de drea o longitud siendo nimeros estas tiltimas cantidades. Son sélo estos nimeros los que se utilizan
en matemdticas. Cada uno es libre de afiadir nociones metafisicas a estas nociones matemadticas, pero las primeras
no deberian estorbar la ensefianza ni deberfan usarse para juzgar el valor 16gico de una teoria.

Si bien como matemdticos compartimos las reflexiones realizadas por Lebesgue en cuanto
a una teorfa de medida se refiere, como docentes consideramos que seria mds interesante
presentar en un principio a los alumnos, el drea disociada del nimero que la mide.
Estarfamos hablando, utilizando los mismos términos empleados por Lebesgue, de una
ensefianza en la que subyace una presentacién metafisica del drea. Sin embargo no creemos
que esto sea incompatible con lo expuesto por Lebesgue, ya que nos movemos en mundos
diferentes, en el de la matemdtica y en el de la ensefianza de niveles primario y secundario.
Por el contrario, pensamos que esto ayudard a una mejora en la comprensién de los alumnos,
facilitdndoles el camino hacia una correcta concepcién numérica del 4rea.

Entendemos que el drea es una propiedad mds de una superficie que puede ser medible, y
por lo tanto se le puede asociar un nimero resultado de su medida. Creemos que es
fundamental para la consecucién de una buena comprension del concepto drea, iniciar a los
alumnos en su estudio, buscando la disociacién entre 4rea y forma de la superficie, y drea
y mimero, que es lo nosotros hemos denominado, como lo hace Perrin-Glorian (1992), drea
como magnitud auténoma. Pensamos que la disociacién del drea de la forma de la
superficie colaborard en la disociacién del drea de otra propiedad de la superficie, el
perimetro, que como ya se ha comentado en el capitulo anterior, es la confusién mds habitual
entre los alumnos y causante de numerosos e importantes errores. Por otra parte, el hecho
de que un alumno acepte que el drea de una superficie puede tener asociada diferentes
nimeros procedentes de la medida realizada con unidades de medida distintas es una pieza
clave en la comprension del papel que juega la unidad en la medida, y en consecuencia en
la comprensién del proceso de medida.

El hecho de considerar el 4rea como magnitud auténoma nos lleva a diferenciar la superficie
del 4rea y de la medida de ésta, asignando a estos términos significados diferentes, que serdn
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utilizados con el sentido que les da Perrin-Glorian (1992), ya indicado anteriormente en el
apartado 1.3.3.

Aclarada nuestra posicion diddctica procedemos a describir los distintos enfoques que posee
el concepto de drea, que surgen del tratamiento cualitativo o cuantitativo que puede recibir
el drea.

2.4. TRATAMIENTOS CUALITATIVO Y CUANTITATIVO DEL AREA

En esta seccién se muestran los resultados del andlisis realizado de los distintos
procedimientos que permiten comparar y/o medir dreas. Este estudio nos ha llevado a
considerar el tratamiento cualitativo y cuantitativo que puede recibir este concepto, y a
concluir que los distintos tipos de procedimientos utilizados en cada uno de estos tratamientos
conducen a diferentes interpretaciones del drea.

Los distintos procedimientos los hemos clasificado atendiendo a su naturaleza geométrica o
numérica, ya que la consideramos una caracteristica fundamental en tanto que determina
tratamientos del drea de cardcter diverso, y con objetivos diferentes: tratamiento cualitativo
Y cuantitativo.

Los procedimientos de naturaleza geométrica son aquellos que utilizan métodos puramente
geométricos donde el nimero estd ausente de cualquier razonamiento. El objetivo no es
cuantificar el drea sino comparar dreas de superficies sin necesidad de recurrir a un nimero
para ello, y por lo tanto su utilizacién conduce a un tratamiento cualitativo del 4rea. Este tipo
de tratamiento fue el recibido por la geometrfa por los matemdticos griegos del perfodo
clasico (de Thales (640 - 543 a.C) a Eudoxo (408 - 355 a.C)). El descubrimiento de los
nimeros irracionales y en consecuencia el de la inconmensurabilidad de las magnitudes les
condujo a establecer la diferencia entre nimero y magnitud ante su imposibilidad de aceptar
y conceptualizar los irracionales como nimeros. Ello les obligd a no asignar nimeros a las
figuras y por lo tanto a tratar el 4&rea como una magnitud, realizando comparaciones de dreas,
estableciendo razones entre ellas. El mejor exponente de este tipo de procedimientos lo
tenemos en los problemas conocidos como de "aplicacion de dreas", de los que aqui
mostramos el correspondiente a la proposicion 44 del libro primero de los Elementos de
Euclides, y del que Kline (1992) se refiere a él como el primero de los problemas de
aplicacién de dreas.

Proposicién XLIV. Libro primero de los Elementos de Euclides.
A une droite donnée, et dans un angle rectiligne donné, appliquer un parallélogramme égal a un triangle donné.
Que AB soit la droite donnée, I" le triangle donné, et A I’angle rectiligne donné; il faut sur la droite AB et dans
un angle égal & A, appliquer un parallélogramme égal au triangle donné I'. Dans un angle EBH égal i ’angle

A, construisons un parallélogramme BEZH égal au triangle I' (42), plagons la droite BE dans la direction de la
droite BA, prolongeons la droite ZH vers O, par le point A conduisons A© parallgle & 'une ou i 1’autre des
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droites BH, EZ (31), et joignons OB. Puisque la droite ©Z tombe sur les paralltles AB, EZ, les angles ADZ,
OZE sont égaux a deux droits (29); donc les angles BOH, HZE sont moindres que deux droits. Mais les droites
prolongées & I'infini, du c6té ob les angles intérieurs sont moindres que deux angles droits, se recontrent (dém.5);
done les droites ©B, ZE étant prolongées, se recontreront; qu’elles soient prolongées (dém.2), et qu’elles se
recontrent en K; par le point K, conduisons KA parallle A ’'une ou A ’autre des droites EA, ZO (31), et
prolongeons les droites ©OA, HB vers les points A, M.

La figure ©AKZ est un parallélogramme, GK est sa diagonale, et autour de K sont les parallélogrammes AH,
ME, et les parallélogrammes AB, BZ, qu’on nomme compléments; donc AB est égal & BZ (43). Mais BZ est
égal au triangle T'; donc AB est égal 4 T'. Et puisque I’angle HBE est égal a I’angle ABM (15), et que l’angle
HBE est égal a ’angle A, ’angle ABM est égal a ’angle A.

Donc 2 la droite donnée AB, et dans I’angle ABM égal &4 A, on a appliqué le parallélogramme AB égal au
triangle donné T'; ce qu’il fallait faire. (Euclides, 1819)'.

No podemos dejar de manifestar nuestra admiracién hacia los procedimientos utilizados por
estos matemadticos que, con gran habilidad y rigor en el razonamiento, dieron solucién a
problemas de dreas sin recurrir en ninglin momento a nimero alguno. Retornando a la época
actual y al campo de la ensefianza estd claro que no se pretende el uso de razonamientos de
esta envergadura aunque si de esta naturaleza, ya que aunque pudieran parecer "deficientes”
desde el momento que no proporcionan la medida del 4rea y s6lo permiten establecer entre
las dreas relaciones de igualdad o de menor/mayor, juegan un papel fundamental en la
comprensién de este concepto como mds adelante se justificard.

Los procedimientos de naturaleza numérica son diversos y entre si muy distintos aunque la
filosoffa de todos ellos es la misma, asignar un nimero al drea de una superficie con el
objetivo de cuantificarla, bien sea para comparar dreas de superficies o bien para determinar
la medida del drea de una superficie. El empleo de métodos numéricos conducird a un
tratamiento cuantitativo del drea, tnico tratamiento que recibe el concepto matemdtico.

Con el fin de poder valorar el calibre de la operacién mental y el nivel de abstraccién de los
razonamientos, asi como el de los conocimientos matemdticos que requieren los distintos
procedimientos numéricos, hemos considerado el cardcter de finitud o infinitud del proceso
y el cardcter unidimensional o bidimensional de la operacién que conduce finalmente al
nimero que proporciona la medida del 4rea, como las caracteristicas fundamentales a partir
de las cuales clasificar los diferentes procedimientos numéricos. Pensamos que esto debe

(1) Existe una edicién de los Elementos {1991} en castellano. Esta edicidn
presenta algunas diferencias con la de Peyrard, ya que los traductores
han utilizado manuscritoes diferentes.
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conducir a una reflexidn acerca de la idoneidad de la enseflanza de los diversos
procedimientos numéricos en cuanto al momento y orden de presentdrselos a los alumnos.

Aunque en determinadas situaciones para resolver problemas de dreas se combinan métodos
geométricos y numéricos, no dejan de ser en realidad de naturaleza numérica, en tanto que
su fin es cuantificar el drea. Lo que se hace es utilizar como herramienta de trabajo métodos
geométricos, normalmente para simplificar o facilitar el cdlculo mediante alguna
transformacion geométrica. De ahi que sélo hayamos considerado procedimientos de
naturaleza geométrica o numérica. A continuacién mostramos el trabajo realizado por un
alumno de secundaria para determinar el drea de un poligono representado sobre una trama
de puntos, extraido de Corberan et al. (1989), en el que se puede apreciar cémo el estudiante
consigue transformar la superficie original, cuya drea resulta dificilmente cuantificable, en
otra equivalente ficilmente medible. Para ello elaboré estrategias de descomposicién de la
superficie en "trozos" y posterior encaje por complementariedad de formas.

Actividad 7. Encuentra el drea de cada poligono sin utilizar ningin artilugio de medida ni férmulas.
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2.4.1. PROCEDIMIENTOS GEOMETRICOS

El interés que ha existido y existe todavia en asociar el drea con un nimero, ha dirigido la
ensefianza Unicamente hacia procedimientos puramente numéricos, ocasionando de esta forma
una formacién incompleta del alumno en este concepto al no permitirle familiarizarse con
situaciones geométricas, y en consecuencia con procedimientos geométricos que en algunas
ocasiones, como hemos podido comprobar, resultan muy itiles al resolver o simplificar
situaciones numéricamente imposibles o complejas. Creemos que es necesario que en una
primera etapa el alumno realice tareas de comparacién de dreas de superficies planas sin
necesidad de recurrir para ello a los mimeros, permitiéndole familiarizarse con el 4rea como
espacio ocupado por una regién. Los procedimientos geométricos facilitan la comprensién
de la conservacidn del drea de una superficie y en consecuencia propician un estudio
comprensivo de las propiedades del drea. También colaboran en la disociacién del drea de
la forma y del perimetro de la superficie, ya que pueden plantearse tareas en las que
mediante el uso de procedimientos geométricos se estudien las posibles variaciones que
pueden experimentar estas tres propiedades: forma, drea y perimetro, cuando la superficie
se somete a determinadas transformaciones. Por iltimo pensamos que este tipo de
procedimientos ademds de enriquecer la formacién del alumno en el concepto que nos ocupa
Juega un papel esencial para la comprensién de las interpretaciones numéricas del drea.

Serfa un error pensar que este tipo de procedimientos son en cierta forma intuitivos y que
las diferentes reconfiguraciones posibles de las figuras geométricas resultan obvias, y que por
lo tanto no requieren ser ensefiados a los alumnos. Algunos investigadores se refieren a ello,
pero cabe destacar las aportaciones que al respecto realiza Padilla (1990) en su trabajo, del
que mostramos algunas de sus conclusiones:

"Ver" sobre una figura es un paso complejo que depende de una aprendizaje cuya importancia permanece
demasiado a menudo ignorada.

[...] La intuicién que da una figura geométrica no depende solamente de las leyes gestditicas de la percepcién.
Dependen también de otras "appréhensions” como la operatoria o la discursiva [...].

También nosotros hemos obtenido resultados en nuestra investigacién que nos llevan a
conclusiones del mismo tipo. Tras el andlisis de las respuestas a determinados ftemes del test
utilizado en la etapa diagndstica y que en el capitulo siguiente se muestran, hemos
comprobado que los procedimientos geométricos no estaban disponibles para la préctica
totalidad de la poblacidn estudiantil, independientemente del nivel educativo, incluso para los
alumnos de 5° curso de la Facultad de Matemdticas.

Asf pues, en una primera etapa se deberia plantear el estudio de diferentes procedimientos
geométricos en situaciones geométricas diversas. En la ensefianza los procedimientos
geomeétricos mds frecuentes son los que se basan en una comparacién directa o indirecta de
las superficies. La primera consiste en una simple superposicién de las superficies, siempre
claro estd que una de ellas quede incluida perfectamente en la otra, y la segunda se basa en
un recorte en "trozos” de una de las superficies, o de las dos, segln convenga, para una
posterior reorganizacién de estos que permita la comparacién de las dreas de las superficies
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que en un principio no fue posible. A continuacién mostramos a modo de ejemplo, diferentes
situaciones que requieren proceder, en cada caso, de forma distinta, pero utilizando siempre

en todas ellas procedimientos geométricos basados en un recorte en piezas de alguna de las
superficies dadas.

Ejemplo 1

Compara el drea de la dos superficies siguientes.

s ®

Para su resolucién es necesario partir la superficie (A) en "trozos” para poder

superponerlos sobre la (B), y asf poder emitir un juicio. En el siguiente dibujo se muestra
una posible particion.

Ejemplo 2

Compara el 4rea del cuadrado interior S (sombreado) con la del cuadrado grande. El cual

estd determinado por la unién de cada vértice del cuadrado unidad con los puntos medios
de sus lados no adyacentes.
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Nota.- Problema extraido de Milauskas (1987).

Su resolucidn requiere una reconfiguracién por complementariedad de formas de las partes
en las que queda dividido el cuadrado, como se indica a continuacién:

Ejemplo 3

En Sikinia la gente es pobre, pero todo el mundo posee un perro feroz. Estos perros
rompen las ropas de los transeintes. Todo aquel al que le hacen un agujero, lleva la ropa
para arreglar al sastre.

Nuestro sastre vive de arreglar todos los agujeros, pero su suefio es hacerse rico
remendando abrigos de pieles. Una sefiora llegd un dia con una chaqueta de piel de visén
que tenfa dos agujeros, uno en la espalda con forma triangular y uno en el delantero con
forma rectangular. Nuestro sastre desesperado, ya que como no habia arreglado otros
abrigos de visén, no tenfa mds que una pieza con forma rectangular en casa; por tanto,
tenfa que sacar el tridngulo y el rectdngulo a partir de esa pieza que disponia. ;Podéis
ayudar al pobre sastre?

Forma de los agujeros Forma de la pieza

Nota.- Problema extraido de Guillén (1983).
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Su resolucién requiere una particién conveniente de la pieza de tela rectangular, y una
posterior reconfiguracién por complementariedad de dos de los "trozos”, como se indica
en el dibujo.

Ejemplo 4

Compara el drea del rectdngulo y la de la zona sombreada.

Nota.- Problema extraido de O’Daffer y Clemens (1977).

Su resolucién requiere una descomposicion conveniente del rectingulo que permita la
comparacion de las dreas.
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En estas cuatro situaciones analizadas se han establecido relaciones entre las dreas de las
distintas superficies a partir de descomposiciones y/o reconfiguraciones por
complementariedad de formas. Problemas todos ellos no abordables mediante el uso de
procedimientos numéricos. Si bien todas estas tareas estdn planteadas en contextos
geométricos -en ausencia de cualquier nimero- es de desear que el conocimiento de los
alumnos de este tipo de procedimientos sea tal, que los utilicen también para simplificar las
resoluciones de problemas planteados en contextos numéricos.

Ademds de considerar los procedimientos aqui descritos como geométricos, también
consideramos como tal el que permite comparar dreas de superficies a partir del andlisis de
los elementos de los que depende el drea de las superficies en cuestién. Este tipo de
razonamiento permite por un lado, el uso comprensivo de las férmulas para el célculo de
dreas y por otro, analizar las posibles variaciones que puede sufrir el drea de una superficie
cuando ésta es sometida a determinadas transformaciones en un contexto geométrico. Estd
claro que este tipo de proceder requiere del conocimiento de la férmula, por lo tanto no
podrd utilizarse hasta que no se haya abordado el estudio de las férmulas para el cdlculo de
dreas. El razonamiento empleado en este tipo de procedimiento es de un nivel superior al que
requieren los procedimientos geométricos descritos anteriormente. A continuacién mostramos
la resolucién de un problema empleando un razonamiento como el aqui descrito.

Ejemplo 5

Por un punto de una diagonal de un paralelogramo (ver figura) se trazan las paralelas a
los lados de esta figura. Demuestra que los paralelogramos obtenidos son equivalentes.

VAN 7/

~
\.
\
\
\
~

Nota.- Problema extraido de Castelnuovo (1981).

Se podrd demostrar que los dos paralelogramos de la figura tienen igual drea al justificar
que los tridngulos que quedan también la tienen, y ello es posible razonando sobre la
igualdad de las bases y alturas respectivas de cada uno de ellos.

Un razonamiento de este tipo es el que permite demostrar que cualquier poligono se puede
transformar en un tridngulo equivalente.
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Una vez el alumno esté familiarizado con el tratamiento cualitativo del drea a partir del uso
de algunos procedimientos geométricos, pensamos que es el momento adecuado para abordar
el tratamiento cuantitativo con el estudio de los procedimientos numéricos.

2.4.2. PROCEDIMIENTOS NUMERICOS

Todos los procedimientos numéricos requieren previamente a su utilizacién de la eleccién de
una unidad de medida, estando el nimero obtenido intimamente ligado a fa unidad escogida.
La medici6n es un proceso por medio del cual se asigna un nimero al drea, como resultado
de la comparacién de la superficie con otra considerada como unidad. Es por ello que para
abordar los procedimientos numéricos y con ¢l fin de lograr una adecuada comprensién del
concepto de drea es imprescindible una buena comprensién del concepto de unidad de
medida. En caso contrario, las unidades indicadas tras los mimeros quedan reducidas para
los alumnos a meras etiquetas, manifestando una patente incomprension sobre lo que se estd
realizando, con los consiguientes errores que ello conlleva, por ejemplo al confundir las
unidades de longitud, superficie y volumen.

Serd pues necesario familiarizar al alumno con el mayor nimero posible de unidades
diferentes y plantearle situaciones diversas en las que pueda realizar la medida del drea de
una misma superficie utilizando diferentes unidades que le permitan establecer la relacién
entre el tamafio de la unidad y el nimero resultante de la medida. Situaciones en las que para
efectuar la medicién, se requiera subdividir la unidad de medida en unidades mds pequefias,
mostrando de ese modo la naturaleza continua del proceso de medida. En definitiva, se le
deberd proporcionar al alumno las situaciones y problemas necesarios para que éste conozca
y comprenda las propiedades y caracteristicas de las unidades de medida, que relacionamos
a continuacién:

1) La unidad de medida puede ser dividida en partes para facilitar la medida de una
cantidad. Esta propiedad pone de manifiesto el cardcter de no discretitud de la unidad
de medida.

2) Existe una relaci6n inversa entre el tamafio de la unidad y el nimero de unidades que
recubren la superficie.

3) La unidad debe recubrir exactamente la superficie. Esto es lo que llamamos cardcter
de recubrimiento (tal vez mds conocido por su expresién inglesa, "space-covering") de
la unidad de medida. Para la comprension de esta propiedad, es necesario estudiar las
caracteristicas que la unidad de drea debe poseer para que la medida efectuada sea
correcta y fécil de realizar. Estas son: la unidad de medida escogida debe ser
facilmente reproducible, fécilmente divisible y no debe dejar huecos en el momento de
recubrir la superficie con unidades o sus fracciones. Estas condiciones deben conducir
a una eleccion racional del cuadrado como la unidad de drea mds "conveniente”.

Nota.- Esta ltima propiedad se refiere solo a unidades de medida bidimensional.



50 Andlisis Diddctico

Las unidades utilizadas para la medida de un drea pueden ser bidimensionales ©
unidimensionales (lineales), siendo el tipo de procedimiento el que determina el uso de uno
u otro tipo de unidad. Pensamos que es importante tener presente este factor, ya que el
cardcter que posee la unidad de medida utilizada puede suponer una dificultad afiadida a la
que ya de por sf pueda representar el mismo procedimiento. Concretamente creemos que el
uso unidades lineales, utilizadas en las férmulas, encierra mayor dificultad que el de unidades
de cardcter bidimensional. Por ello y como ya hemos comentado al inicio de esta seccién
hemos considerado este caricter de la unidad como una de las caracteristicas a partir de la
cual hemos clasificado los procedimientos.

Compartimos la opinién de otros investigadores como Dickson, Brown y Gibson (1988),
Douady y Perrin-Glorian (1983, 1984, 1989), Freudenthal (1983), Héraud (1989),
Hershkowitz et al. (1990), Hughes, Bell y Rogers (1975), Rogalski (1982) y Tierney, Boyd
y Davis (1990), de considerar necesario relegar el estudio de las férmulas para el cdlculo de
dreas hasta que el alumno no esté familiarizado con los métodos numéricos que requieren de
la seleccién de una unidad de medida bidimensional y comprenda el significado del papel de
la unidad.

Es necesario ser conscientes del nivel de abstraccién y de formalizacién que requiere la
medicién de un drea mediante cédlculos a partir de las dimensiones lineales. Ya Piaget
(Holloway, 1986) se referia a ello cuando situaba la capacidad de un nifio de medir 4reas
utilizando férmulas en el estadio 1iltimo de desarrollo, de pensamiento operativo formal. No
podemos olvidar que detrds de una férmula se esconde la relacién entre magnitudes de
diferente naturaleza, una bidimensional (el 4rea) y otras unidimensionales (longitudes), idea
conceptualmente compleja y dificil de comprender para una mayoria de estudiantes, incluso
de secundaria, si no se les ha preparado para ello.

Asi pues, en primer lugar se deberd familiarizar al alumno con mediciones basadas en la
comparacién de las dreas de dos superficies, una, la superficie cuya drea se desea medir y
la otra, la considerada como unidad. Para ello se podrian utilizar métodos como la iteracién
de la unidad o la descomposicion de la superficie en partes iguales. En estos casos el nimero
obtenido es el resultado de una operacidn aditiva, procedente de un recuento o conteo del
nimero de unidades o fraccién de ésta que recubren exactamente la superficie, y por lo tanto,
a diferencia de lo que ocurria con el uso de las férmulas, la operacién tiene un cardcter
unidemensional.

La utilizacién de este tipo de métodos para medir dreas, en ejercicios planteados en
situaciones convenientemente escogidas, propiciard por un lado, la disociacion del drea del
nimero que la mide, objetivo para nosotros fundamental y ya comentado anteriormente, y
por otro, la transicién desde el recubrimiento del espacio con una unidad a la multiplicacién
de las dimensiones lineales, necesaria para dar sentido a las férmulas.

Un alumno que comprenda el papel que juega la unidad de medida en el célculo de 4reas y
disponga de la experiencia necesaria que acabamos de detallar, estard familiarizado con el
drea cémo mimero de unidades que recubren exactamente la superficie, y estard en



Andlisis Diddctico 51

condiciones de enfrentarse significativamente al estudio del drea como nimero resultante
del producto entre dos magnitudes lineales. Este es, tal vez, el enfoque de drea mds
universalmente ensefiado a los alumnos y paradéjicamente es el que posee las mds altas cotas
de incomprensién, como asi lo muestran los diferentes estudios realizados.

No podemos considerar completo este andlisis sin incluir los procedimientos basados en
procesos infinitos, procesos que personalmente consideramos poseen una gran belleza en su
ejecucién. Estos, mediante aproximaciones sucesivas desde el interior y/o el exterior de la
superficie permiten obtener el valor exacto del drea, o un valor aproximado tan préximo al
valor real como se quiera.

Habitualmente se presenta a los alumnos de los ultimos cursos del Bachillerato Unificado
Polivalente (B.U.P.) y del Curso de Orientacién Universitaria (C.0.U.), la Integral de
Riemann. Sin embargo su inclusién en la ensefianza no tiene por objeto abordar la definicién
de drea sino presentar un procedimiento de célculo, que entre otras aplicaciones tiene la de
calcular dreas de superficies planas. En cualquier caso la definicién de drea como el limite
de una suma de dreas de rectdngulos infinitamente pequefios es compleja matemdticamente
y de dificil comprensién para muchos alumnos ya que el método utiliza una teoria explicita
de limites, en la que se manejan términos tan polémicos a lo largo de la historia, como
infinitésimo e infinito. De hecho la variedad de términos que fueron utilizados por los
matemdticos a lo largo de la historia, como: tan pequefio como se quiera, indivisibles,
infinitamente pequefos, incrementos evanescentes, cantidades despreciables, infinitesimales,
en el intento de fundamentar sus métodos de cuadraturas, y las fuertes criticas que recibieron
pone en cierto modo de manifiesto la complejidad de la comprension de estos t€érminos.

Inmediatamente nos surge la pregunta ;pueden los alumnos entender el significado de estos
términos? Nuestra experiencia docente nos permite afirmar que la Integral de Riemann es
m4s asumida, por los alumnos que comprendida. Hecho que por otra parte no es de extrafar
ni nos deberia alarmar al comprobar la polémica que ha ocasionado durante muchos siglos
el uso de métodos basados en procesos infinitos para resolver problemas de cuadraturas. El
primer método infinitesimal fue propuesto por los pitagdricos en un intento de resolver la
cuadratura del circulo. Aunque reconocemos que no deja de tener un cardcter anecddtico,
queremos mostrar aqui algunos fragmentos extraidos de dos libros de historia de la
matemdtica en los que se exponen algunos de los muchos comentarios que a lo largo de la
historia han realizado matemdticos y filésofos al respecto, y que pensamos recogen
perfectamente el espiritu de lo que acabamos de comentar aqui.

[...]. Los pitagéricos consideran el circulo como una suma de un nimere infinito de tridngules infinitamente
estrechos colocados alrededor del circulo, de tal manera que su altura se aproxima al radio cuanto mds se reduce
la base de dichos tridngulos. Al observar que la altura pasaba a ser el radio del circulo y que la suma de las bases
igualaban a la circunferencia, aplicaron como férmula del drea del circulo, la siguiente: 1/2 de la longitud de la
circunferencia por el radio.

[...]. El descubrimiento de los inconmensurables no fue el iinico golpe que recibié el pensamiento matematico
del periodo Helénico, ya que la escuela eledtica de filésofos [...], le iba a hacer algunas objeciones a la divisidén
légica del circulo en el nimere de partes descritas anteriormente y, probablemente, del modo siguiente: A medida
que el tridngulo se va estrechando, exactamente, ;cudndo deja de existir como tal y cuando empieza a ser



52 Andlisis Diddctico

tridngulo? Cierto que tendr4 la forma de iridngulo hasta que se estreche infinitamente, y entonces ya no es algo,
sino nada. ;Cémo una suma de nadas puede producir algo? (Argielles, 1989; pp. 33-34).

[...], D’Alembert aconsejaba a los estudiantes de célculo infinitesimal, < <Persistid y os llegard la fe> >
(Kline, 1992; p. 576).

[-..]. Todos esos esfuerzos podrian resumirse en la descripcién de Voltaire del cdlculo infinitesimal como < <el
arte de numerar y medir exactamente una cosa cuya existencia no puede ser concebida> > (Kline, 1992; p. 577).

Después de lo anterior tal vez cabria plantearse un estudio sobre 1a idoneidad de presentar
a los alumnos un método de cdlculo de dreas como la Integral de Riemann. De hecho ya
existe alguna investigacién al respecto. En esta linea se encuentra la realizada por Turégano
(1994) que propone como método alternativo a la Integral de Riemann una utilizacién
intuitiva de la medida de Lebesgue.

En cualquier caso y con el fin de proporcionar a los alumnos otro tipo de procedimiento para
calcular 4dreas, y para introducir los procesos infinitos y de ese modo preparar el terreno para
una mejor comprension del cédlculo integral, creemos que seria interesante animar a los
estudiantes de los primeros cursos de secundaria y primaria a realizar cdlculos aproximados
de dreas de algunas superficies planas mediante un método de exhaucién, que consista en
el agotamiento "exhaustivo” de la superficie por unidades de 4rea. Por ejemplo, mediante una
rejilla cuadrada se recubre la superficie (S) de la que se desea determinar su drea, pudiendo
obtenerse ésta a partir de las unidades cuadradas contenidas o que contienen a (S8). Un
refinamiento de esa rejilla conduce a una mejor aproximacién. Aproximaciones sucesivas del
drea de (S) mediante refinamientos de la rejilla, conducen de forma natural a la idea de
refinamiento ilimitado, aunque en estos niveles educativos ésto no debe tratarse
explicitamente. En definitiva, estamos convencidos del interés de este método, por
considerarlo un buen método de cdlculo, tan bueno como uno desee en cuanto a aproximacion
se refiere, y porque el método que utiliza para aproximar el drea de la superficie dada se
basa en un proceso que resulta mds natural para los alumnos y por lo tanto mucho mds
comprensible para ellos que el método de la Integral de Riemann al utilizar el concepto de
"tan pequefio como se quiera”, y no requerir el paso al limite.

Debemos reconocer que ademds de por lo expuesto anteriormente, y que si bien, sélo
motivos de esta naturaleza deberfan justificar su inclusién en la ensefianza, existe un motivo
sentimental que nos lleva a rescatarlo de la historia. Fue el método por nosotros conocido
como "de exhaucién" , creado por Eudoxo de Cnido (408 - 355 a. C.), el primero que
permitié resolver la cuadratura del circulo mediante argumentos matemdticos de un rigor
l6gico impecable. El método se basa en el hecho de que se puede inscribir y circunscribir
a los circulos, poligonos cuyo nimero de lados puede aumentar tantas veces como se quiera,
asf el circulo es agotado exhaustivamente por los poligonos, de manera que quedard siempre
una diferencia determinada entre el drea del poligono y el 4rea del circulo.

Un paso mds en el estudio del concepto de 4rea, nos llevaria a introducirnos en la Teorfa de
la Medida y en el estudio de la definicién axiomdtica de drea. Aunque, como ya
anteriormente hemos comentado, esta definicién requiere para su comprensién de un
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conocimiento matemdtico que no poseen los alumnos de secundaria y por ello es abordada
en el nivel de ensefianza universitaria, no podriamos considerar cerrado este andlisis si no
la mostriramos aqui, ya que representa la interpretacion "superior” de drea, en cuanto al
contenido matemdtico se refiere. A continuacién exponemos la definicién axiomdtica de 4rea
dada por autores diferentes, donde se aprecian algunas diferencias, que nos parecen
interesantes de observar. Concretamente 1a que se detecta al comparar el axioma IV de la
definicién de Rey, Pi y Trejo (1952) y el 4 de la de Lebesgue (1975). Mientras que en el
primero caso los autores se refieren a una superficie unidad concreta, Lebesgue no lo hace,
deduciéndose de ello que cualquier superficie puede ser considerada como unidad.

Definicién extraida de Rey, Pi y Trejo (1952):

En la Geometria elemental se construye la teoria de la medida de la extensidn en el plano, comenzando por
asignar a cada region R de una cierta clase M un mimero x(R), llamado drea de R, que cumple los postulados

siguientes: )
D rR) > 0;
m Regiones congruentes R y R’ tienen igual drea; mds precisamente: si R € M y es R’ congruente con R,

entonces R'E M y p(R) = u(R");
IT)  Upa regién suma de varias de M, tiene un 4rea suma de las de éstas.

Con estos axiomas, u(R) queda determinado salvo un factor constante, que si M contiene un cuadrado de lado
1 (y por II a todos) puede fijarse conviniendo en que:

IV)  8i C es un cuadrado de lado 1, es u(C) = 1.

Definicién extraida de Lebesgue (1975):

@) A cada dominio de una familia de dominios a la que pertenecen todos los poligonos corresponde un mimero
positivo al que llamamos su drea,

8) El 4rea asignada a un dominio formado por la unién de dos dominios disjuntos es la suma de las dos dreas.

v¥) A los dominios congruentes corresponden dreas iguales.

ademds

5) Los mimeros del drea estdn totalmente determinados numéricamente cuando conocemos el drea asignada a
uno de los dominios.

(En realidad, & es sélo usada manifiestamente, y ciertas precauciones lingiiisticas insignificantes -que consisten
s6lo en hablar de "un" drea en vez de hablar de "el” drea- hacen posible prescindir de 8).

2.5. MAPA CONCEPTUAL DEL AREA

A continuacién mostramos un mapa conceptual en el que hemos intentado presentar de forma
clara, resumida y esquemdtica una visién global del andlisis diddctico del concepto de drea
expuesto anteriormente. Este ha sido disefiado con objeto de exponer principalmente las
diferentes interpretaciones del drea y los distintos "caminos” que conducen a ellas,
proporcionando indirectamente orientacién acerca de la instruccién que se deberia seguir.
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Esperamos haber conseguido mostrar 1a existencia de diferentes componentes en el concepto
de drea, de que ésta puede tener distintos enfoques segin las caracteristicas de los
procedimientos utilizados en la comparacién y cdlculo de dreas y de que estos udltimos
conducen a los alumnos a concepciones diferentes sobre el drea que se complementan entre
si, siendo algunas de ellas necesarias para poder abordar el estudio de alguna otra.

Todo ello pone de manifiesto la gran riqueza del concepto de drea que contrasta con la gran
pobreza y ligereza con la que es tratada habitualmente en la ensefianza por los profesores y
por los libros de texto, quedando justificado de ese modo el alto grado de incomprensién que
de ella poseen los estudiantes, como se recoge de los resultados de las distintas
investigaciones ya mostrados en el capitulo anterior y de los obtenidos en nuestra
investigacién que se presentan en el préximo capitulo.

Para nosotros todo lo anterior tiene una consecuencia directa en la ensefianza del concepto
de drea en los distintos niveles educativos, que pasamos a comentar inmediatamente.

2.6. ALGUNAS SUGERENCIAS PARA LA ENSENANZA

Si bien es cierto que existen dos interpretaciones que por su elevado contenido matemdtico
estdn directamente ligadas a un determinado nivel educativo, como seria ¢l caso de la Integral
de Riemann, que no deberia ser presentada a los estudiantes hasta después de finalizada la
ensefianza secundaria obligatoria, y el de la definicién axiomatica del drea, que sélo deberd
ser abordada en el nivel universitario, pensamos que no es conveniente asociar las otras
interpretaciones con determinados estadios educativos. Por el contrario, seria acertado
presentar diferentes enfoques del drea en un mismo nivel educativo con el objetivo de
enriquecer el campo de conocimiento de los alumnos.

Considerando las caracteristicas de los distintos procedimientos ya expuestos anteriormente
y la dificultad que sus usos pueden ocasionar a los alumnos, realizamos una propuesta acerca
del tipo de procedimientos que podrian ser abordados en los distintos niveles educativos,
como sugerencia y con el dnico objetivo de orientar, sin que ello pretenda ser en ningiin caso
una secuencia fija de aprendizaje.

Ensefianza Primaria

- Tratamiento cualitativo del 4rea.
- Iniciacién de un tratamiento cuantitativo a partir de:

- Procedimientos basados en la iteracién de la unidad y consistentes, en un primer
momento en un proceso en el que el alumno itere la unidad fisica, y posteriormente
una representacion de ella, y tal vez los basados en la descomposicién de la
superficie en partes iguales.

La estimacion del drea de una superficie utilizando aproximaciones desde el interior
de ésta.
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Enseflanza Secundaria Obligatoria

- Tratamiento cualitativo del drea.

- Tratamlento cuantitativo del drea a partir de:
Procedimientos consistentes en un proceso finito, como son la iteracién de la unidad
verdadera (unidad fisica) de édrea y de representaciones de ésta, y/o la
descomposicion de la superficie en partes iguales.
La estimacién del 4rea de una superficie utilizando aproximaciones desde el interior
y/o exterior de ésta.
La utilizacién de férmulas para el cdlculo de las dreas.

Ensefianza Secundaria Post-obligatoria. Bachilleratos

- Tratamiento cualitativo del 4rea.
- Tratamiento cuantitativo del drea mediante la Integral de Riemann.

Ensefianza Universitaria

- Tratamiento cuantitativo del drea a partir de la definicién axiomdtica del 4rea.

A continuacién mostramos los pasos que a nuestro entender se deberian seguir en un proceso
de ensefianza del drea que posibilitara al alumno un aprendizaje significativo de este
concepto, independientemente del estadio educativo al que pertenezca:

- Introducir el concepto de d4rea considerando las aplicaciones de este concepto,
especialmente las que estdn presentes en el mundo real en el que viven los alumnos antes
que en el de las matemadticas.

- Abordar el tratamiento cualitativo del 4rea antes de abordar el cuantitativo.

- No abandonar los procedimientos geométricos durante el estudio de los procedimientos
numéricos, sino por el contrario utilizarlos para simplificar las situaciones numéricas
complejas, con el fin de determinar la medida del drea de la forma mds sencilla posible.

- Introducir el proceso de medida a partir del papel que juega la unidad de 4rea en la
medida.

- De entre los procedimientos de cardcter numérico, introducir en primer lugar aquellos
procedimientos que requieran la eleccién de una unidad de medida bidimensional, para en
primer lugar realizar tareas de iteracidn de la unidad y posteriormente de particién de la
superficie a medir en partes idénticas a la unidad escogida.
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- Trabajar conjuntamente desde un tratamiento cualitativo y cuantitativo (antes del estudio
de las férmulas) la disociacion del 4rea de una superficie de su forma y del nimero que
la mide.

- Estudiar de forma continuada e insistentemente la independencia entre el 4rea y el
perimetro de una superficie, especialmente a partir del andlisis de la variacién y/o
conservacion de estas dos propiedades cuando la superficie es sometida a determinadas
transformaciones, planteadas tanto en un contexto geométrico como numérico.

- No introducir el uso de férmulas para el cdlculo de dreas antes de que los alumnos estén
familiarizados con el drea como nimero de unidades que recubren exactamente la
superficie. Es necesario que el alumno comprenda previamente el proceso de medida. Sélo
entonces estard en condiciones de comprender el papel y significado de las férmulas.

- Desarrollar el estudio de las férmulas para el cédlculo de las dreas de paralelogramos,
trapecios y tridngulos a partir de la del rectdngulo, y la del circulo a partir de la del
tridngulo.

- Estudiar en contextos geométricos el drea de superficies planas, analizando los elementos
de los que depende el 4rea.

- [Estudiar el cardcter bidimensional de las férmulas del drea.
- Abordar cdlculos aproximados de dreas mediante aproximaciones desde el interior y/o

exterior de la superficie como entrada a los procesos infinitos y al cdlculo integral, y para
deducir la férmula del drea del circulo a partir del drea de los poligonos regulares.






CAPITULO 3

ETAPA DIAGNOSTICA

3.1. INTRODUCCION

Como ya se ha comentado en el capitulo 1, la préctica totalidad de las investigaciones
consultadas sobre el drea han sido realizadas en el extranjero, de ahi que uno de los
principales deseos, no carente de una parte de curiosidad, que tuvimos cuando nos decidimos
a iniciar la investigacién que aqui nos ocupa, fue el poder disponer de la informacién
suficiente que nos permitiera determinar el estado del tema en nuestro pafs. Informacién por
otro lado imprescindible para el posterior disefio de una secuencia de aprendizaje del drea,
destinada a los alumnos de secundaria. Para tal fin se consideré necesario dedicar una parte
de la investigacién a una importante recogida de datos, que hemos denominado "etapa
diagndstica".

La informacién se obtuvo a partir del andlisis de las respuestas dadas por 521 alumnos de
los diferentes niveles educativos a los itemes que constitufan el test que se disefi6 para tal fin.

En este capitulo se detalla ¢l trabajo que se efectio durante esta etapa en la que existen dos
fases bien diferenciadas. Una primera consistente en la recogida de datos, que se expone en
las secciones 3.2. y 3.3., y una segunda en el andlisis de éstos y extraccién de conclusiones,
que se muestra en las 3.4. y 3.5. La primera requiri6 del disefio y elaboracién de un test,
de la seleccién de la muestra de alumnos con los que se llevaria a cabo el estudio, y de la
posterior administracidn del test. Durante la segunda se realizé un andlisis cualitativo de las
respuestas dadas por los estudiantes ayudados del paquete de técnicas estadisticas SPSS/PC +,
y se llevaron a cabo entrevistas con algunos alumnos seleccionados, con el fin de colaborar
en el andlisis cualitativo de algunos tipos de respuestas dadas por los alumnos.

3.2. OBJETIVOS

En este apartado se comentan los objetivos generales planteados en esta etapa, asi como el
tipo de informacién que se pretendia obtener de la administracion del test y, se especifican
los aspectos concretos del drea que se sometieron a estudio, indicando los itemes que se
refieren a cada uno de ellos.
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3.2.1. OBJETIVOS DE LA ETAPA DIAGNOSTICA
La etapa diagndstica tenia como objetivo:

- Determinar el grado de comprensién de los estudiantes del concepto de 4drea al final de
los siguientes niveles educativos: Educacién General Basica (E.G.B.), ensefianza media
(Bachillerato Unificado Polivalente (B.U.P.), y Curso de Orientacién Universitaria
(C.0.U.)) y Universidad (Licenciatura de Matemdticas y Diplomatura de profesor de
Educacién General Bdsica).

Nota.- Con objeto de identificar del modo mds sencillo y claro posible los niveles
educativos, en alguna ocasién y a lo largo de la exposicién del trabajo en esta memoria,
nos hemos referido al nivel de E.G.B. como primaria, y al de ensefianza media como
secundaria.

- Estudiar si la comprensién de los estudiantes experimenta una evolucién en relacion a los
diferentes niveles educativos.

- Determinar qué aspectos del concepto de drea y qué herramientas de medida deberfan
reforzarse en secundaria. Informacién ésta que permitird el disefio de una secuencia de
aprendizaje que perfeccione la comprensién del concepto de drea en este nivel educativo.

Al plantearnos el estudio de la comprensién que poseen los estudiantes del concepto de drea
en Jos diferentes niveles educativos, pensamos que, ademds de los conocimientos especificos
que los estudiantes posean sobre el drea, hay otras dos variables que podian influir en ella:
la madurez humana y la matemdtica que los estudiantes van adquiriendo a lo largo de su vida
académica.

Esto nos llevé a plantearnos en el inicio de esta etapa de la investigacién la siguiente
hipétesis:

Aiin siendo similares los conocimientos de geometria plana -y en particular sobre el drea-
que poseen los estudiantes en los diferentes éstadios educativos (puesto que en la dindmica
escolar actual estos conocimientos se ensefian sélo en primaria), esperamos observar una
gradual mejora de la comprensién del concepto de drea, con mejores resultados en la
resolucién de problemas relativos a este concepto, conforme los estudiantes va
evolucionando a lo largo de los distintos niveles educativos, como consecuencia del
desarrollo de su formacion, tanto humanista como matematica.

3.2.2. OBJETIVO Y CONTENIDO DEL TEST

Con el fin de poder determinar el grado de comprensién de los alumnos sobre el 4rea,

consideramos oportuno recabar informacién, mediante la administracién de un test, acerca
de:
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- sus conocimientos y
- sus errores y dificultades més frecuentes sobre diferentes aspectos del drea y conceptos
relacionados con €sta, asf como informacién sobre:

- los procedimientos empleados normalmente por los estudiantes en la resolucién de
problemas consistentes en tareas de comparacién y medida de 4reas.

El hecho de que el test debia ser el mismo para todos los alumnos independientemente del
nivel educativo al que pertenecieran, condicioné el contenido de los ftemes asi como la
presentacién y redaccién de éstos. De todos los ftemes que constituyen el test, s6lo dos de
ellos requirieron de una presentacién diferente en primaria, como mds adelante se indicard.

Sin embargo en lo que respecta al contenido del test, fueron los estudios realizados y
resultados obtenidos en las diferentes investigaciones consultadas, comentados en el capitulo
1, asi como el andlisis diddctico realizado y expuesto en el capitulo 2, los que jugaron un
papel determinante en la concrecién de los aspectos del drea y los conceptos relacionadas con
ella, a estudio.

Considerados estos factores, se procedié a la elaboracién de un test cuyos itemes
proporcionaran informacién acerca de lo que los alumnos saben sobre:

- Las concepciones del drea.

- La unidad de drea.

- La conservacion del drea.

- La relacién entre drea y perimetro.

- La relacién entre drea y forma de una superficie.

- La bidimensionalidad del drea.

- Las férmulas para el cédlculo de dreas.

- El significado geométrico del teorema de Pitdgoras.

- El papel de la percepcién visual en la comparacién de dreas.

- La relacion existente entre el 4rea de un rombo, paralelogramo y trapecio con la de un
rectangulo.

- Los procedimientos utilizados en la comparacién y medida de 4reas.

- La conservacién y/o variacién del drea y/o perfmetro de una superficie cuando ésta es
sometida a determinadas transformaciones.

De la relacién anterior puede deducirse el cardcter ambicioso de la etapa diagndstica,
consistente tal vez en un estudio en exceso exhaustivo como resultado de nuestro deseo de
recoger la mayor informacién posible acerca de los conocimientos de los alumnos y de su
forma de proceder. Ello supuso el disefio de un test que, reconocemos, resulté demasiado
largo, lo que provocé en alguna ocasién cansancio en determinados alumnos, a los que -
tuvimos que animar para que finalizaran con tranquilidad el test. Pensamos que el estudio que
nos planteamos en un principio fue excesivo y/o en algiin caso innecesario. Concretamente,
el estudio del conocimiento que poseen los alumnos sobre el significado geométrico del
teorema de Pitdgoras es totalmente irrelevante para determinar el grado de comprensién que
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poseen sobre el drea. Asi pues, dado que este estudio no proporciona una informacién
relevante y el dnico motivo de considerarlo fue la curiosidad de saber si los alumnos lo
conocen 0 no, el {tem correspondiente podria ser suprimido en un futuro test. Por otra parte,
tras la administracién del test y el andlisis de las respuestas se pudo comprobar la no

idoneidad de algunos de los ftemes, como mds adelante se explica con detalle en el apartado
3.3.8.2.

Precisamente el factor tiempo fue el determinante de la division del test en dos partes ante
el temor de que los alumnos no dispusieran del tiempo necesario para su resolucién en una
Unica sesién. Las dos partes del test, las denominamos testl y test2,

Dado que se desconocian las condiciones de las que se iban a disponer para la administracién
del test y cabia la posibilidad de pasar a un mismo grupo de estudiantes el testl y test2 en
dias diferentes, se decidié seleccionar los itemes que debian constituir cada una de estas
partes de manera que el testl no proporcionara a los alumnos informacién relevante sobre
el posible contenido de los otros ftemes y de modo que cualquier consulta que pudiera
realizar un alumno "curioso" durante el perfodo que separara la realizacién de los dos tests,
no pudiera condicionar o falsear su respuesta a los itemes del test2.

En el testl se inclufa una pregunta en la que se pedia al alumno que explicara qué era para
€l el drea de una superficie plana y contenia los ftemes que hacian referencia a las férmulas
de cdlculo del 4drea de las figuras mds habituales y la préctica totalidad de los problemas. En
total constaba de 8 itemes, distribuidos en 4 pdginas. El test2 contenia 28 itemes presentados
en 16 paginas. Un ejemplar completo del test se adjunta en Anexo 1 de esta memoria.

A continuacién indicamos los itemes que aportan informacién sobre cada uno de los aspectos
indicados anteriormente y que constituyen el contenido del test. En lo sucesivo nos
referiremos a cada uno de los itemes mediante un cédigo consistente en dos nuimeros
separados por un punto, de manera que el primero indica la parte del test al que pertenece
y el segundo el nimero del item.
Concepcién del drea

ftem 1.1

Unidad de medida

- Importancia del papel de la unidad en el proceso de medida:
ftem: 1.2; 1.3; 1.5; 1.7; 1.8; 2.9.

- Uso y reconocimiento de las unidades estdndares y no estdndares de medida:
ftem: 1.2; 1.3; 1.5; 1.7; 2.25.

- Cardcter de no discretitud de la unidad de medida:
item: 2.6; 2.20.
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(El item 2.20, como se explica en la seccién 3.3.5.2., fue excluido del andlisis al
comprobar que no media aquello para lo que fue disefiado)

- Cardcter de recubrimiento de la unidad de medida:
ftem: 1.3; 1.5; 1.7; 2.6; 2.9; 2.10.

- Relacién inversa entre el tamafio de la unidad y el ndmero de unidades que recubren

la superficie.
ftem: 2.10; 2.11.

Conservaciéon del drea

- Por recorte y pegado:
item: 2.3; 2.4.

- Por deslizamiento de un vértice sobre una linea paralela a la base:
item 2.22.

Relacién entre drea y perimetro

- Confusién conceptual entre drea y perimetro:
ftem: 1.1; 1.4,

- Confusién operacional entre drea y perimetro:
ftem: 1.2; 1.4,

- Relacion entre el drea y el perfmetro, en una modificacién de:
menor drea y mayor perimetro:
item 2.2.
menor drea e igual perimetro:
item 2.14.

Relacion entre drea y forma de una superficie
ftem 2.8.
Bidimensionalidad del drea

- Relacidn entre la medida del 4rea de una figura y sus dimensiones lineales cuando:
- se modifican las dimensiones lineales:
seni: 2.13; 2.16; 2.17; 2.18; 2.19,
se modifica el 4rea:
ftein: 2.7; 2.12.
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- Cardcter dimensional de las formulas:
ftem 2.21.

Férmulas para el cdlculo de dreas
- Conocimiento de las férmulas para el cdlculo de las dreas de las figuras mds
elementales (rectdngulo, circulo, tridngulo, paralelogramo y cuadrado):

ftem: 1.2; 1.4.

- Comprensién del significado de la férmula para el célculo del 4rea de un tridngulo:
g 1.2.3; 2.5; 2.13; .52,

Significado geométrico del teorema de Pitdgoras
ftem 2,24.

Papel de la percepcién visual en la comparacion de dreas
ftem 2.1.

Relacién entre el drea de un rombo, paralelogramo y trapecio con la de un rectdngulo
item: 2.26; 2.27; 2.28.

Procedimientos utilizados en la resolucién de problemas

- Naturaleza geométrica:
ftem 1.6.

- Naturaleza numérica:
item: 1.3; 1.4; 1.5; 1.7; 1.8.

Para la resolucién de los problemas correspondientes a los itemes 1.5, 1.7 y 1.8
pueden combinarse procedimientos numéricos con geométricos, de modo que éstos
dltimos simplifican considerablemente el cdlculo del 4rea de la superficie plana
dada.

En el cuadro siguiente se han clasificado los distintos problemas segin determinadas
variables, y as{ de forma resumida proporcionar informacién sobre el conjunto de todos ellos
con el fin de apreciar las similitudes y diferencias que existen entre unos y otros.
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1a figura viene dad lipo de superficie naturaleza de los procedimientos que requieren
: para su resolucién
pilinénico problema
atimero de Ia figura no hsbitual ea la
o Wb".f papel scbre:papel i no poligonal poligonal peométrico numé.ﬁw ensex:;nn b
cuadriculado blanco 610 numérico combinado ca
con une
eométrico
Gltimos ctursos
1.3 de secundaria
1.4 sf
1.5 no
1.6 no
1.7 no
1.8 si

Nota.-
(1) versidn del ftem para los alumnos de 8° de E.G.B.
(2) versién del ftem para los alumnos de B.U.P. y Universidad.

Conservacién y/o variacién del drea y/o del perimetro de una superficie cuando ésta es
sometida a determinadas transformaciones

- Recorte y pegado:
ftem: 2.3; 2.4.

- Deslizamiento de un vértice sobre una lfnea paralela a la base, transformacién que
conserva el drea pero no el perimetro.
item 2.22.

- Abatimiento de un lado, transformacién que conserva el perimetro pero no el drea.
ftem 2.23.

En el siguiente cuadro se presenta de forma conjunta toda la informacién detallada
anteriormente acerca de la informacién que cada uno de los itemes que constituyen el test
proporcionan sobre los distintos aspectos del drea estudiados.



65

Etapa Diagndstica

temes

1.1
1.2

concepeion drea

unidad de
medida

conservacién del
drea

1.3

1.4

1.5

i.6

1.7

L.8

1

relacion entre el
dreay el
perimetro

relacidn entre el
4rea y la forma

bidimensiona-
lidad def 4rea

férmulas para el
céleulo de dreas

significado
geométrico del
T. PitAgoras

papel de la
percepcién
visual

procedimiento

utilizado en la

resolucién de
problemas

relacién entre el
drea de un
rectdngulo con la
de otros
cuadriliteros

conservacién y/of
variacién del
direa ylo el
perimetro

2.2

2.3

2.4

23

2.6

2.7

2.8

2.9

2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2.15

2.16

217

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

2.23

2.24

2.25

2.26

2,27

2.28
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Algunos de los ftemes del test, ademds de proporcionar informacién acerca de los distintos
aspectos que acabamos de relacionar, fueron disefiados con el objeto de que suministraran
datos sobre determinadas variables cuyo conocimiento pensamos podia colaborar en la
interpretacién de determinados comportamientos de los alumnos. Detallar aqui esta
informacién complementaria resultarfa repetitivo e innecesario ya que de algiin modo se
muestra en el andlisis de los resultados que se expone en la préxima seccién 3.4. Como
ejemplo citar aquf la intencién de utilizar un rombo y un rectdngulo en los ftemes 2.2 y 2.14
respectivamente, con el fin de observar el efecto que el empleo de figuras “"regulares" en
definiciones o en transformaciones, puede tener en las respuestas dadas por los alumnos.

También consideramos relevante comentar que algunos de los ftemes del test fueron
disefiados no por la informacién que por si solos pudieran suministrar, sino para preparar el
terreno de otros ftemes, como sucede con el 2.15 y 2.16, o bien para interpretar alguna de
las respuestas dadas por los alumnos a otros ftemes, como ocurre por ejemplo con el ftem
2.12. Igualmente deseamos explicar que algunos de los itemes fueron disenados de manera
que la informacién que recabaran se complementara entre si. Asi por ejemplo las respuestas
dadas por un alumno a los itemes 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, 2.19 y 2.21 permitirfa determinar
su grado de comprensién sobre el cardcter bidimensional del 4rea.

3.3. METODOLOGIA DE TRABAJO

3.3.1. DISENO DEL TEST

El test que fue administrado a la totalidad de estudiantes integrantes de la muestra y como
ya hemos comentado puede consultarse en el Anexo 1 de esta memoria, corresponde a la
tercera redaccién de un primer test que fue disefiado y sucesivamente cribado a partir de una
experiencia piloto que tuvo lugar durante los meses de diciembre de 1992 y enero de 1993.

La experiencia piloto tuvo por objeto:

- Comprobar que la redaccién asi como el contenido de los itemes eran adecuados tanto
para los alumnos de 8° de E.G.B., como para los de B.U.P. y C.0.U., y los de
Universidad.

- Confirmar que los itemes respondian a los objetivos para los que habfan sido disefiados.

- Determinar el tiempo aproximado que los alumnos de los diferentes niveles educativos
requerian para la resolucién del test.

En esta experiencia colaboraron los estudiantes de 8° de E.G.B. del Colegio Piblico Vicente
Blasco Ibafiez de Valencia (de edades comprendidas entre los 13 y 14 afios) y de 2° de
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Formacion Profesional de 2° Grado (2° F.P.2) (de edades comprendidas entre los 18 y 21
afios) de la especialidad de electr6nica del Instituto de Formacién Profesional de Alfafar. Este
ultimo curso fue escogido como representante de secundaria por ser mds accesible para
realizar la prueba que uno de B.U.P.

El primer test disefiado se administré al grupo de 2° de F.P.2, y a un ingeniero técnico
industrial. Los comentarios y propuestas realizadas por estos alumnos asi como el estudio de
sus respuestas, aconsejaron algunos cambios. El test retocado se administré posteriormente
a los alumnos de 8° de E.G.B. y a cuatro graduados universitarios: un ingeniero superior
industrial, un ingeniero de montes, un licenciado en informdtica y un licenciado en
matemdticas. Tras el andlisis de esta segunda experimentacién se procedié a la confeccién
de un tercer test que result6 ser el definitivo y el que se administré a los alumnos que iban
a participar en el estudio.

Para la elaboracidn de este test se utilizaron algunos ftemes extraidos de otras investigaciones
y trabajos, bien respetando su redaccién original, o bien adaptdndolos. Los restantes itemes
son originales de esta investigacion,

En el test se alternan los {temes de respuesta miiltiple con los de respuesta abierta,
correspondiendo generalmente estos tiltimos a los problemas. Se opté por el disefio de itemes
de respuesta multiple siempre que la situacién planteada lo permitiera, con el fin de facilitar
la recogida de respuestas dadas por los alumnos y en consecuencia su codificacién.

Si bien el test que se disefié y se administré a los alumnos seleccionados fue el mismo
independientemente del nivel educativo al que pertenecieran, es importante sefialar que se
consideré oportuno realizar versiones diferentes -en cuanto a su formato se refiere- de los
ftemes 1.3 y 1.5 segin estuvieran dirigidos a alumnos de 8° de E.G.B. o al resto de
estudiantes. Los itemes 1.3 y 1.5 fueron los dos tnicos de todo el test que tuvieron
presentaciones diferentes segiin el nivel educativo de los alumnos. En el ftem 1.3 a los
alumnos de E.G.B. se presentd la superficie no poligonal sobre papel cuadriculado, mientras
que al resto de los estudiantes, ademds de lo anterior, se les proporciond la ecuacién de la
pardbola y los ejes coordenados. Por otro lado, mientras que a los alumnos de 8° de E.G.B.
se les dio dibujado el cuadrildtero del item 1.5, a los demds tan sélo se les facilitaron las
coordenadas de los vértices. Respecto a esta iltima diferencia y una vez finalizada la
investigacion debemos sefialar que la consideramos totalmente innecesaria e incluso
inadecuada, ya que a diferencia de lo que pensdbamos no introduce ningiin factor diferente
relativo al drea, ocasionando Unicamente molestias a los alumnos, en cuanto que origina un
enunciado del problema mds largo y en consecuencia les reclama mayor atencién, € incomoda
a algunos de ellos, especialmente a los de 2° de B.U.P. al tener que representar coordenadas
de puntos.
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3.3.2. ELECCION Y DESCRIPCION DE LA MUESTRA
Seleccién de los cursos participantes en la experiencia
Los cursos que fueron escogidos para participar en el estudio fueron:

- 8° de E.G.B. Ultimo curso de E.G.B.

- 2°de B.U.P. Ultimo curso de ensefianza comiin de B.U.P., sin especialidades.

- C.0.U,, tanto de la especialidad de letras (C.0.U.-L) como de la de ciencias (C.0.U-
0). Ultimo curso de ensefianza media.

- 3° de la Escuela de Magisterio (3° E.M.). Ultimo curso de la diplomatura de profesor
de E.G.B.

- 5° de la Facultad de Matemdticas (5° F.M.). Ultimo curso de la licenciatura de
Matematicas.

Como puede observarse, todos ellos corresponden a los cursos terminales de los distintos
estadios educativos, primaria, secundaria y Universidad, salvo el curso de 2° de B.U.P. Dos
fueron las causas que motivaron su inclusién en la experiencia. Por un lado se trata de un
curso intermedio en la secundaria y por otro es un curso frontera entre la ensefianza comiin
para todos los estudiantes y la ensefianza especializada que comienza en 3° de B.U.P. con
la opcionalidad entre ciencias o letras.

También se consideré interesante incluir en la muestra a alumnos de C.0.U. de Letras con
objeto de poder valorar el efecto que la madurez y formacién humanista de estos alumnos,
independientemente de su formacién matemdtica, podia tener en una mejora de su
comprension sobre el concepto de drea y de ese modo comprobar el grado de validez de
nuestra hipdtesis planteada al inicio de esta etapa. Por otra parte se pensé conveniente incluir
en el estudio a los alumnos de 3° de Magisterio ya que ellos serfan los futuros profesores de
matemdticas de ensefilanza primaria, junto con los de 5° de Matemdticas, los futuros
profesores de secundaria.

Seleccién de 1a muestra

La primera decisién que se adopt6 fue la de limitarse a los Colegios e Institutos Piblicos de
la ciudad de Valencia con el fin de reducir la poblacién a estudio, ya que si bien la situacién
geografica del centro es una variable que podria influir en los resultados, el estudio se
complicarfa en exceso, marcando incluso objetivos diferentes.

Posteriormente se procedi6 a determinar el tamafio de la poblacién con objeto de determinar
el modo de elegir la muestra y el tamano de ésta. Para ello se inicié un proceso de bisqueda
de informacién para el que fue necesario contactar con el organismo responsable de la
escolarizacién de la Consejerfa de Cultura, Educacién y Ciencia de la Generalidad de
Valencia, con la secretarias de la Facultad de Matemidticas y Escuela de Magisterio de
Valencia, asf como con algin Instituto y Colegio Publico. A continuacién mostramos un
cuadro con los datos globales, referidos al curso escolar 1992-93 y a la ciudad de Valencia,
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que creemos pueden resultar interesantes para poder valorar la representatividad de la
muestra con la que se ha trabajado.

nimero de centros piiblicos nimero de alumnos matriculados

Educacién General Bdsica 78
8° de E.G.B. 4.179

Ensefianza media 22
2° de B.U.P. o 4.718
C.0.U. de Letras 2.148
C.0.U. de Ciencias 3.222

Escuela de Magisterio 1
3¢ de Ciencias o 118

Facultad de Matemadticas 1
5° de Matemdticas | 138

Una vez en posesién de esta informacidn y asesorados en todo momento por profesores del
departamento de Estadistica e Investigacién Operativa de la Facultad de Matemdticas de
Valencia, se decidié proceder a la eleccién de centros mediante un muestreo aleatorio que
no tuvo en cuenta el nimero de alumnos matriculados en cada centro.

Respecto al tamafio de la muestra, ésta sélo dependia de la capacidad de la investigadora de
abordar mayor 0 menor niimero de alumnos. As{ pues, y con el fin de garantizar siempre Ia
eleccidn aleatoria de los centros, se fue administrando el test en cada uno de ellos respetando
rigurosamente el orden que éstos habian obtenido en el sorteo.

Participaron en la experiencia, 4 Centros Piiblicos de E.G.B., 4 Institutos de Ensefianza
Media, la Escuela de Magisterio y la Facultad de Matemdticas. En cada uno de estos centros
se escogié un grupo de cada uno de los cursos a estudio. Esta eleccién fue realizada
fundamentalmente por la direccién de cada centro, considerando los condicionamientos del
horario de los alumnos. En la Escuela de Magisterio se administré el test a los dos grupos
que constituian el curso de 3° de la especialidad de Ciencias. La distribucidn de los alumnos
encuestados es la siguiente:
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nive] educativo: E.G.B.
Centros participantes curso edad n° alumnos
Ballester Fandos 8 13-14 32
Llufs Guarner g° 13-14 24
Nifio Jesis 8e 13-14 24
Rodriguez Fornés ge 13-14 22
total: 102
nivel educativo: Ensefianza media
2° B.U.P. C.0.U-L C.0.U-C
Ceantros
participantes edad n® alumnos edad n°® alumnos edad n° alumnos
Ii ds 15-16 34 17-18 21 17-18 23
Campanar
I Past ae 15-16 36 17-18 31 17-18 28
Sant Lluis
I. Sant
Vicent 15-16 29 17-18 31 17-18 36
Ferrer
Raing 15-16 32 17-18 19 17-18 23
Regne
total: 131 total: 102 total: 110
nivel educativo: Universidad
C.erlltros curso especialidad edad n° alumnos
participantes
NigucH de 30 Ciencias 2022 44
Magisterio
Facult.ad_ de 50 ]'_nvestingcién 2224 32
Matemdticas Operativa
total: 76

total de alumnos encuestados: 521
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3.3.3. ADMINISTRACION DEL TEST

Para la administracién del test se solicit6 y se conté con la colaboracién del/de la responsable
de la Jefatura de Estudios de los distintos Centros de primaria y secundaria. En el nivel
universitario se contacté directamente con algunos de los profesores de los grupos
implicados. Las soluciones dadas en cada Centro escolar fueron distintas, pero todas ellas
posibilitaron la administracién del test a los distintos grupos en una unica sesién de
aproximadamente dos horas a excepcidn del Instituto de Campanar donde esto no fue posible,
circunstancia que como ya se ha comentado anteriormente se habfa previsto, por lo que a los
alumnos de este Instituto se les administré el test en dos sesiones distintas, en dias
consecutivos.

No consideramos necesario establecer un periodo del curso escolar en el que se debiera
administrar el test a los estudiantes, de ahi que las fechas fueran fijadas por los distintos
Centros escolares. Sin embargo se les solicité que no fuera hacia final de curso con el fin de
poder disponer del tiempo suficiente tras la correccién de todos los tests, para entrevistar a
un nimero determinado de alumnos seleccionados de los distintos niveles educativos, A los
estudiantes de enseflanza media y Universidad se les administré el test durante el segundo
trimestre de curso escolar 92-93 y a los de 8° de E.G.B. durante el tercer trimestre.

Se vel6 por que las condiciones en las que el test fuera administrado a la totalidad de
estudiantes fueran similares. Esto fue posible dado que la administracién a todos los alumnos
de la muestra fue realizada siempre personalmente por la investigadora. Especialmente se
cuidé que el tiempo total dado para la resolucién del test completo y en consecuencia los
tiempos parciales otorgados para las distintas partes (testl y test2) fuera el mismo, y que las
instrucciones y aclaraciones dadas a los estudiantes fueran similares en todos los casos.

En primer lugar se les explicaba a los alumnos el objetivo de la investigacién y la
importancia que en ella tenfa su colaboracién, que una vez mds queremos agradecer desde
aqui, comentdndoles el cardcter voluntario de la participacion y nunca obligatoria en contra
de su voluntad. Se les garantizaba el anonimato de los resultados y se les daba la posibilidad
de utilizar un seudénimo o mote en lugar de sus nombres auténticos. Una vez finalizados los
comentarios generales introductorios se les proporcionaba el testl, para el que se les daba
media hora de tiempo para su resolucién. Transcurrido este periodo se procedia a repartir
el test2, recogiendo el primero a aquellos alumnos que lo habfan finalizado y ampliando a
diez minutos el tiempo destinado a acabar el testl. Transcurridos éstos se procedia a la
retirada definitiva del testl, debiendo centrarse los alumnos en la resolucién del test2, para
el que disponian de una hora, tiempo que generalmente no agotaban. Tras la recogida del
testl y para la resolucidn del test2, se les proporciond a los alumnos en la préctica totalidad
de los casos, las férmulas para el cdlculo del drea de un tridngulo y un rectingulo.
Pensdbamos que esta informacién podfa posibilitar a algunos alumnos el afrontar
determinados ftemes de esta segunda parte del test, sin que ello distorsionara las conclusiones
que pudieran deducirse del andlisis de sus respuestas.
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Entre las instrucciones generales que se les dio a los estudiantes, se les indicé la importancia
que tenfa explicar los razonamientos que emplearan al responder los itemes y se les animé
a hacerlo. También se les pidié encarecidamente que todos respondieran al item 1.1, en el
que se les preguntaba acerca de lo que entendian por drea.

3.3.4. CORRECCION DEL TEST

Para la correccién del test se procedié a la confeccion de una codificacidén que permitiera
recoger de la forma m4s fiel posible las respuestas dadas por los alumnos. Con objeto de
reducir el nimero de valores posibles para cada variable se realiz6 una agrupacién de las
respuestas dadas por los alumnos que como expertos consideramos similares. Codificacién
que puede consultarse en el Anexo 2 de esta memoria.

Se elabord, para cada alumno, una hoja que constaba de 93 casillas en las que se indicaba
el valor correspondiente a la codificacién de cada una de las 87 variables cualitativas. Las
cinco primeras variables, que requerian de 10 casillas, tenfan por objeto identificar a cada
estudiante e indicar el curso en el que cada alumno recordaba haber estudiado el concepto
de drea por iltima vez. Las 82 variables restantes, que precisaban de 83 casillas, se referfan
a las respuestas dadas por cada alumno en cada item. De ese modo, se creé un fichero de
datos con las respuestas dadas por todos los alumnos de la muestra. Con el fin de realizar

el andlisis de datos, se utilizé el paquete comercial de técnicas estadfsticas, llamado
SPSS/PC+.

Ademds del estudio estadistico, durante la correccién de los tests de un mismo grupo se
procedia a un andlisis cualitativo de las respuestas dadas por los alumnos, seleccionando
algunas de ellas curiosas, sorprendentes o interesantes (algunas de las cuales se muestran en
esta memoria), detectando respuestas contradictorias dadas por un mismo alumno en ftemes
diferentes pero complementarios y observando respuestas erréneas similares entre los
alumnos a un mismo ftem. Este estudio fue decisivo para la seleccién de los alumnos a los
que se deberia entrevistar.

3.3.5. ENTREVISTAS

Durante la correccién del test se observaron determinados tipos de respuestas dadas por
algunos alumnos a determinados ftemes, que resultaban verdaderamente dificiles de
interpretar. También y como consecuencia del modo de proceder de una mayoria de los
alumnos en itemes especificos, se cuestioné el interés de éstos, por lo que se considerd
oportuno someterlos a estudio. Por ello y aunque en un principio en la investigacién no
estaba previsto, se considerd conveniente, para realizar un correcto andlisis de las respuestas,
entrevistar a varios alumnos por curso, cuyas respuestas a determinados itemes respondieran
a unas caracteristicas especificas, como mds adelante se detalla. Asf pues, las entrevistas
tuvieron como objetivo:
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- ayudar a interpretar algunos tipos de respuestas dados por los alumnos en determinados
ftemes y,

- comprobar si determinados itemes medfan aquello para lo que habfan sido disefiados.

A continuacién se detallan la metodologia utilizada para llevar a cabo las entrevistas, asi
como el contenido de éstas y las conclusiones que de ellas se pudieron extraer, en relacién
Unicamente a la validacién de los itemes sometidos a estudio, ya que el resto de la
informacién recabada durante las entrevistas ha sido utilizada para el andlisis de los
resultados, y por lo tanto se muestra en el apartado correspondiente de la préxima seccién
3.4,

3.3.5.1. Metodologia de trabajo

Una vez concretados los objetivos de las entrevistas se procedié a la seleccién de los alumnos
de cada curso que se entrevistarian. En los niveles de primaria y ensefianza media se
procedié en primer lugar a la seleccidn del Centro escolar donde se llevarfan a cabo las
entrevistas. Para ello fue determinante la disponibilidad y grado de colaboracién que
demostraron los alumnos y las Direcciones de los Centros implicados. Finalmente los Centros
escogidos fueron: el Colegio Publico Nifio Jesus y el Instituto de Campanar. En cada Centro,
se escogieron aquellos alumnos cuyas respuestas dadas a los itemes a estudio posefan las
caracteristicas que se muestran en el préximo apartado 3.3.5.2. Fueron entrevistados:

- 6 alumnos de 8° de E.G.B.

- 6 alumnos de 2° de B.U.P.

- 5 alumnos de C.0.U. de Letras.

- 4 alumnos de C.0.U. de Ciencias.

- 4 alumnos de 3° de la Escuela de Magisterio.

- 8 alumnos de 5° de la Facultad de Matematicas.

Se realizaron entrevistas individuales a cada uno de los alumnos anteriores. Todas ellas
fueron realizadas por la investigadora una vez finalizada la correccién de los tests, y grabadas
en magnetofon (aunque por problemas técnicos, de algunas de ellas no se posee registro en
cinta). Las entrevistas tuvieron una duracién aproximada de 15 minutos, resultando un poco
m4s largas las realizadas a los alumnos de 8° de E.G.B. como consecuencia de su timidez
e inseguridad en sus razonamientos. Durante ellas se formulé a los alumnos preguntas
directas acerca de sus respuestas a los itemes seleccionados, principalmente con el fin de
comprobar si actuaban del mismo modo a como lo hicieran cuando se les administré el test
o procedfan a rectificar o afiadir algo, y de ese modo disponer de mayor informacién que nos
permitiera interpretar mejor sus respuestas escritas. En cualquier caso, se cuidé de no
introducir ninguna variable nueva a las consideradas en el test.

Con el fin de conseguir una homogeneidad entre todas ellas en cuanto al modo de realizarlas
y a su contenido, se elabord un guién semi-estructurado (que puede consultarse en el Anexo
3), que por un lado garantizara que a todos los alumnos se les iba a realizar las mismas
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preguntas y en el mismo orden y forma, y por otro, permitiera recoger de forma escueta las
respuestas dadas por los alumnos. Este cuestionario no impidié que se introdujeran las
modificaciones que en cada momento se consideraron oportunas.

El cuestionario se disefi6 de modo que el entrevistador dispusiera de la respuesta dada por
el alumno entrevistado a cada uno de los distintos {temes a estudio, con objeto de poseer
informacién acerca de las caracteristicas del estudiante y asi poder orientar mejor la
conversacion en cada caso.

3.3.5.2. Contenido de las entrevistas. Algunas conclusiones

A continuacién pasamos a relacionar los ftemes que reclamaron nuestra atencién y que
finalmente se estudiaron en las entrevistas, y a exponer los motivos que nos condujeron a
interesarnos por cada uno de ellos. En algunos de ellos comentamos las conclusiones a las
que hemos llegado tras las entrevistas, pero sélo las que hacen referencia al interés del ftem
a estudio.

fremEs: 1.2; 1.3; 1.5; 1.7 Y 2.25. Cuando quisimos analizar los conocimientos que sobre
las unidades de medida poseen los alumnos, nos encontramos con respuestas dadas por éstos
a itemes diferentes que resultaban contradictorias y que por lo tanto no sabiamos cémo
interpretar. Era necesario comprender el significado de estas respuestas con el fin de poder
explicar estos comportamientos de los alumnos. Asi pues, se seleccioné en cada curso a
algunos de los alumnos cuyas respuestas a éstos itemes respondieran a situaciones como las
siguientes:

- Alumnos que habfan omitido la unidad de medida o habfan dado unidades incorrectas en
el item 1.2 y sin embargo, habfan realizado correctamente la clasificacién de unidades
demandada en el ftem 2.25.

- Alumnos que habian dado correctamente las unidades en el item 1.2 y sin embargo, su
clasificacién en el ftem 2.25 era incorrecta.

- Alumnos que omitieron la unidad de medida en los itemes 1.3; 1.5 y 1.7 y sin embargo
sus unidades en el ftem 1.2 eran correctas, asi como su clasificacién en el iftem 2.25.

- Alumnos que pusieron en los ftemes 1.3; 1.5 y 1.7 (donde no se especifica la unidad de
medida) "cm?" sin comentario alguno.

En general se daban las siguientes posibles combinaciones de respuestas:
item 1.2: unidades correctas, unidades incorrectas o unidades omitidas.
ftem 1.3, 1.5 y 1.7: no indica unidades o utiliza siempre "cm?®".
item 2.25: clasificacion correcta, clasificacién incompleta o con algiin error, o en blanco.

Tras el andlisis de las conversaciones mantenidas con los alumnos entrevistados pudimos
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constatar que sélo del hecho de que los alumnos omitan las unidades no se debe extraer
ningin tipo de conclusién acerca del conocimiento o desconocimiento que éstos poseen sobre
la unidad de 4rea, si bien pudimos comprobar que generalmente la omisién de la unidad por
parte de los alumnos de los cursos de nivel inferior (8° de E.G.B. y 2° de B.U.P.) estd
ocasionada antes por el desconocimiento que por el olvido, mientras que la de los estudiantes
de los cursos de nivel superior es consecuencia de la falta de hédbito de indicar la unidad.
Todo esto se expone de un modo mds detallado en el apartado 3.4.2. dedicado al estudio de
Ia unidad de medida.

También pudimos comprobar la irrelevancia de las unidades dadas por los alumnos en el item
1.2, ya fueran éstas correctas o incorrectas, al observar que en este ftem los alumnos trabajan
de forma mecdnica con ausencia de cualquier tipo de reflexién por su parte. Todo lo
contrario sucede con las unidades indicadas por los estudiantes en los itemes 1.3, 1.5y 1.7,
que se manifiestan de gran interés para determinar la comprensién que éstos poseen de la
unidad de medida.

Finalmente sefialar la relevancia de la respuesta dada por los alumnos en el {tem 2.25, tanto
por la informacién que proporciona acerca del conocimiento que los alumnos poseen de las
unidades de medida, como por la que proporciona para la interpretacién de situaciones
contradictorias, ya que comprobamos que los alumnos a los que entrevistamos mantenian la
clasificacién por ellos hecha en este item, mientras que podian cambiar las respuestas por
ellos dadas en los otros itemes.

fTEM 1.3. También se quiso conocer por qué los alumnos en los diferentes niveles y cursos
dejaban en blanco el item 1.3, si los alumnos que lo habian resuelto por cdlculo integral
conocian otro método alternativo, y si entendfan el significado del niimero obtenido tras el
cdlculo. Para ello, se escogieron alumnos de cada curso, cuya respuesta a este item fuera del
tipo: en blanco o resuelto por cdlculo integral (correctamente, sélo planteado sin resolver o
incorrectamente).

La informacién proporcionada por las entrevistas ha permitido comprender mejor el modo
de proceder de los alumnos en este ftem, mostrdndose en detalle en el apartado 3.4.11,
correspondiente al estudio de los procedimientos utilizados en la fesolucién de problemas.

ITEM 1.4, Mientras que determinar la longitud del lado de un cuadrado a partir del 4rea de
éste no supuso ningdn problema a los alumnos de secundaria y Universidad, realizdndolo la
préctica totalidad de ellos correctamente, no sucedié lo misme con los alumnos de 8° de
E.G.B. Bastantes alumnos de este nivel, aiin indicando correctamente lo que es el drea y
conociendo la férmula para el cdlculo del drea de un rectdngulo, calcuiaron incorrectamente
la longitud del lado del cuadrado. Las operaciones erréneas mds frecuentemente realizadas
por ellos fueron: 1= 36/4 o bien 1=36/2. Era necesario aciarar esta forma de proceder.

Se seleccionaron alumnos de 8° E.G.B., cuya respuesta a este item mostrara que posefan una
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idea correcta del drea pero cuyo cdlculo numérico fuera incorrecto.

Aunque este problema se aborda en los apartados 3.4.4. y 3.4.11. de forma detallada,
aportando incluso algunas respuestas de alumnos, podemos adelantar que las conversaciones
mantenidas con los alumnos nos permitieron apreciar la gran incomprensién que acompafia
al conocimiento que los estudiantes poseen sobre las férmulas para el cdlculo de dreas.
Pudimos comprobar que los errores anteriormente mencionados estuvieron principalmente
ocasionados por un desconocimiento de la férmula del drea del cuadrado y por una confusién
operacional, consecuencia de una deficiente formacién en aritmética.

fTEM 2.2. Fueron muchos los alumnos de los diferentes niveles que no supieron modificar
un rombo para transformario en otra superficie de menor drea y mayor perimetro, o
manifestaron que lo que se solicitaba era imposible. Desedbamos determinar las dificultades
que habfan tenido los alumnos al intentar la modificacién y especialmente si la forma de la
figura dada (un rombo) habia sido un impedimento o habia condicionado la forma de la nueva
figura construida. Para ello en la entrevista se les solicité una modificacién del mismo tipo
pero no sobre un rombo sino sobre un poligono céncavo. Pudimos comprobar cémo los
alumnos entrevistados procedian de forma similar sobre el poligono céncavo a como lo
habfan hecho sobre el rombo. Lo comentado por los alumnos puede consultarse en el
apartado 3.4.4.

Los alumnos escogidos de cada curso fueron algunos de los que habfan mostrado cualquiera
de los comportamientos siguientes: modificacién correcta del rombo (conservando la forma
de la superficie original o no conservdndola); intenta la modificacién pero no lo consigue;
afirma que la modificacién solicitada es imposible o lo deja en blanco.

fTEM 2.4. Se querfa saber por qué los alumnos reconociendo la conservacién del drea por
recorte y pegado en el ftem 2.3, no eran "capaces" de reconocerla y utilizarla en esta nueva
situacion planteada en un contexto numérico, hasta el punto de que muchos de ellos
fracasaron en el cdlculo del 4rea del trapecio construido a partir de las piezas en las que
habfa sido dividido un cuadrado. Por ello se seleccionaron alumnos que, dando la respuesta
correcta en el ftem 2.3, dejaron en blanco el 2.4 o bien lo abordaron mediante un cdlculo
numérico largo (correcto o incorrecto). Las conclusiones extraidas junto con la trascripcién
de los protocolos correspondientes a la entrevista mantenida con dos alumnos pueden
consultarse en el apartado 3.4.3.

fTEM 2.8. En este item se le pedfa al alumno que dibujara 4 figuras diferentes que tuvieran
de 4rea 1 cm?, con objeto de comprobar si los alumnos admiten la posibilidad de que
superficies de distintas formas pueden tener igual 4rea. Con el fin de constatar hasta qué
punto el alumno que resolvia este ftem era consciente de que estaba trabajando con figuras
de formas diferentes de igual 4rea, quisimos plantear la pregunta: ;crees que superficies de
formas distintas pueden tener igual 4rea? Seleccionamos alumnos que habian respondido de
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forma correcta o incorrecta a este item o lo habfan dejado en blanco.

El resultado de las entrevistas confirma el interés de este item, en cuanto que los alumnos
que resolvieron correctamente el item eran conscientes de la existencia de superficies de
formas diferentes con igual drea, los alumnos que fracasaron en este ftem negaron la
existencia de superficies de formas diferentes con igual 4rea. A continuacién mostramos un
fragmento de la conversacién mantenida con un alumno/a de la Escuela de Magisterio, que
fracas6 en la resolucién de este item y respondié negativamente a la pregunta planteada.

E: Entrevistador.
A: Alumno/a.

E: Fijate en el {tem n® 8.

A: Es que... O sea, no sabia hacerlo porque para que salga 1 em® tiene que ser 1x1, ¥y si no se pone de esta
manera (Sefiala al cuadrado)... O sea, no sé hacerlo... A no ser que lo inclines, y lo cojas asi. (Gira el
cuadrado).

E: Pero aunque lo gires sigue siendo el mismo cuadrado. Se trata de que construyas figuras distintas que
tengan 1 cm? de 4rea. T4 piensas que sélo podrias construirlo...(Interrumpe).

A: A no ser que sea con decimales, o por decimales que te den | por multiplicacién.

E: Olvidate de las dimensiones de los lados de las figuras, ;piensas que es imposible que existan figuras
distintas que tengan la misma &drea? (Transcurre el tiempo y no responde).

E: El problema que tienes es que te centras en el cdlculo de las dimensiones de la figura.

A: Claro. Pero porque tampoco sé...(Transcurre una pausa de tiempo). O sea es que si no es cuadrada... Que
no sean cuadradas a mi no me sale ninguna, porque si es ...(Transcurre una nueva pausa). No, no sé
hacerio.

Como se puede deducir de esta breve transcripcion este alumno/a centra su atencién en las
dimensiones de la figura, lo que claro estd le dificulta Ia tarea de construccién de diferentes
figuras de igual drea. Sin embargo, creemos que la falta de convencimiento de que figuras
de diferente forma puedan tener igual 4rea, no le predispone a buscar métodos alternativos
al por el/ella utilizado en esta tarea. Por ello creemos poder afirmar que los alumnos que
fracasan rotundamente en este item no tienen nada claro la existencia de superficies de igual
drea y forma diferente.

fTEM 2.9. Con el fin de adquirir mayor informacién del conocimiento de los alumnos sobre
el papel que juega la unidad en la medida, comparamos la respuesta dada en este item, en
el que debe comparar el drea de dos superficies distintas, medidas con unidades diferentes,
y la dada a la respuesta que se formul6 en la entrevista: ;Crees que se pueden comparar
dreas que han sido medidas con unidades diferentes?

Los alumnos seleccionados habian dado tanto una respuesta correcta como incorrecta en este
item.

Comprobamos que los alumnos que respondieron correctamente (mds o menos bien) al item
2.9 aceptaban la posibilidad de comparar 4reas medidas con unidades diferentes, siempre que
se pudiera establecer la relacion existente entre las unidades. Sin embargo, de una respuesta
incorrecta a este item no se debe inferir que no acepten la posibilidad antes mencionada, ya
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que existen otras variables, ademds de ésta, que pueden dificultar e impedir su resolucidn,
como por ejemplo es la imposibilidad de identificar la unidad utilizada en la medida del 4rea,
hecho este frecuente en los alumnos que no estdn familiarizados con tareas de recubrimiento
de una superficie con otra tomada como unidad.

fTEMESs: 2.10; 2.11 Y 2.12. En la resolucién de estos tres itemes, el alumno procede al
cdlculo del drea de una misma superficie con dos unidades de medida diferentes. Es
importante saber si es consciente el alumno al responder a estos tres {temes de que estd
asociando a una misma drea dos nmimeros distintos. Para ello, le planteamos durante la
entrevista la pregunta: ;Crees que al drea de una superficie le pueden corresponder nimeros
diferentes? Pregunta que se formulé a todos los estudiantes seleccionados para la entrevista
y cuyas respuestas a estos tres ftemes respondian a las distintas combinaciones posibles.

De las entrevistas se concluye que no existe una implicacién directa entre la resolucién
correcta de los ftemes 2.10, 2.11 y 2.12, y el conocimiento explicito de que al 4rea de una
superficie le pueden corresponder niimeros distintos segiin la unidad de medida utilizada. De
hecho se podrfa decir que una mayorfa de los alumnos con los que conversamos, en un
primer momento, negaron esta afirmacién y sélo cambiaron de opinién cuando se les hizo
reflexionar sobre las respuestas (correctas) que ellos mismos habfan dado en estos tres
itemes. Por lo tanto deducimos que es un aspecto del drea sobre el que no han reflexionado
ni se han planteado hasta ese momento. Asi pues no se debe concluir que los alumnos
comprenden y son conscientes de que al drea de una superficie le pueden corresponder
nimeros distintos segiin la unidad de medida utilizada, del hecho de que los alumnos en
tareas diferentes asocien niimeros diferentes al 4rea de una misma superficie.

fTEM 2.14. Como mis adelante podrd observarse, este ftem fue uno de los que tuvo mayor
porcentaje de respuestas en blanco o incorrectas en todos los niveles. Con la entrevista
queriamos determinar la dificultad que supone al alumno cualquier modificacién en la que
estén relacionados el drea y el perimetro y si ésta era agravada por la utilizacién de un
rectdngulo como superficie a modificar.

Para ello en la entrevista se le pregunté directamente al alumno si superficies de igual
perimetro, pueden tener diferente drea y si cambiaria su opinién en el caso de no ser la
superficie considerada un rectdngulo.

El tipo de respuesta dada en este ftem por los alumnos seleccionados de cada curso
correspondfa a las distintas posibilidades. Es decir, existfan alumnos que habfan dado la
respuesta correcta, incorrecta, habfan manifestado la imposibilidad de la modificacién
solicitada, o la habfan dejado en blanco.

Los alumnos entrevistados que manifestaron que superficies de igual perimetro no podian
tener diferente drea no habfan sido capaces de resolver este item. Lo que nos lleva a concluir
que los alumnos no podrdn enfrentarse a modificaciones como la planteada en este item
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mientras no acepten la "independencia" entre el drea y el perimetro de una superficie. Por
otra parte, pudimos constatar que en efecto el rectingulo dificulté, e incluso impidié a
algunos alumnos la modificacién solicitada. Todo esto se expone de forma detallada en el
apartado 3.4.4.

ITEM 2.20. Este ftem se componia de dos apartados, en los que se le pedfa al alumno la
construccién de un rectdngulo de igual drea que una superficie dada, sobre una cinta
cuadriculada de altura determinada. La diferencia entre estos dos apartados residia en que
para la construccién del rectdngulo en B) se requeria partir la unidad cuadrada, a diferencia
de lo que ocurrfa en A) en la que se podfan utilizar unidades cuadradas enteras.

El objetivo perseguido con este item era comprobar si los alumnos contemplan la posibilidad
de fraccionar la unidad de medida. Sin embargo, el tipo de respuestas dado por los alumnos
que no consiguieron responder correctamente a los dos apartados junto con las preguntas que
los estudiantes nos formularon acerca de la tarea demandada en el ftem durante la
administracién del test, nos plantearon serias dudas acerca de la claridad del enunciado y en
consecuencia de la validez del item.

La practica totalidad de los alumnos que no realizé correctamente las tareas solicitadas en
los dos apartados, si lo consiguié en el caso de A) pero no en el de B), que lo dejaron en
blanco o realizaron un corte inadecuado sobre la cinta. Al entrevistar a estos alumnos
comprobamos que todos ellos, independientemente de que hubieran fracasado en este item,
aceptan y son conocedores del hecho de que la unidad puede y debe ser rota para facilitar
la medida del drea. Que no procedieran a partir la unidad cuadrada en el apartado B) fue tan
sélo porque segun ellos no se les ocurrié y porque parece ser, que los ejemplos mostrados
en el enunciado del item les llevaron a pensar que debian de trabajar con unidades cuadradas
enteras. Asi pues, comprendimos que la informacién que podian proporcionar las respuestas
dadas por los alumnos a este item no tenia ninguna validez, ya que éste no media aquello
para lo que en un principio fue disefiado, por lo que procedimos a excluirlo del anilisis.

SIGNIFICADO DE LOS TERMINOS AREA Y SUPERFICIE. A pesar de que tanto durante la
administracién del test como tras la correccién de éste no observamos que el uso diferenciado
de los términos "drea" y "superficie" en los enunciados de los ftemes causara problema
alguno a los alumnos, tuvimos la curiosidad de saber si para ellos tenian significados
diferentes o iguales. Por ello durante la entrevista les preguntamos acerca de lo que ellos
entendian por estos dos términos. Encontramos que mientras para ciertos alumnos "drea" y
"superficie” representaban lo mismo, para otros posefan significados diferentes, no existiendo
una clara tendencia de una creencia sobre la otra. Sin embargo, si detectamos una cierta
inclinacién en los alumnos a asociar el término "drea" con figuras geométricas y el de
"superficie" con terrenos. Toda esta informacion la hemos utilizado en la reflexion planteada
en el capitulo 2, relativo al andlisis diddctico del drea, sobre la conveniencia de clarificar los
significados de estos términos, y donde se relacionan algunas las "definiciones" dadas por
los alumnos.
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3.4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL TEST

Para la correccion del test, y como ya se ha comentado anteriormente en el apartado 3.3.4.,
se realizé una codificacion de cada ftem, que puede consultarse en el Anexo 2 de esta
memoria, de modo que no sélo permitiera recabar de la forma mds fiel posible el tipo de
respuesta dada por cada alumno, sino que ademds facilitara el andlisis de los distintos
aspectos del drea a estudio: las concepciones, la unidad, la conservacidn, la relacién entre
el drea y el perfmetro, la relacién entre el drea y la forma de la superficie, la
bidimensionalidad, las férmulas para el cdlculo de dreas, el significado geométrico del
teorema de Pitdgoras, el papel de la percepcién visual en la comparacién de dreas, los
procedimientos utilizados en la comparacién y medida de 4reas, la conservacién y/o variacion
del drea y/o del perimetro de una superficie cuando ésta es sometida a determinadas
transformaciones, y la relacion existente entre el drea de un rombo, paralelogramo y trapecio
y la de un rectdngulo.

Dado que nuestro objetivo era recabar informacién acerca de lo que los alumnos de los
distintos cursos saben sobre los aspectos del drea citados anteriormente, el andlisis realizado
no consistié en un estudio individual de las respuestas dadas por los estudiantes en cada uno
de los ftemes sino en relacién con las respuestas dadas en los itemes implicados en cada

aspecto.

Ayudados del paquete de técnicas estadisticas SPSS/PC+, versién 4.0.1, se procedié a un
andlisis cualitativo dado que todas las variables consideradas posefan este cardcter. Con
objeto de valorar las posibles dependencias que podian presentarse entre las variables se
utilizaron dos técnicas: el rest x* de Pearson de independencia para analizar las posibles
dependencias dos a dos, y un andlisis loglineal jerdrquico para el caso en el que se
consideraran mds de dos variables (Upton, 1980). '

A continuacién pasamos a detallar los resultados obtenidos a partir del andlisis de las
respuestas dadas por los alumnos en cada uno de los aspectos del drea a estudio. En cada
caso, y con objeto de facilitar la informacién a los lectores se presentan de forma resumida,
al final de cada apartado, las conclusiones que hemos considerado mds relevantes.

3.4.1. CONCEPCIONES DEL AREA

Fue uno de nuestros deseos conocer lo que los alumnos entendfan por drea de una superficie
plana después de mds o menos afios de formacién segin el curso escolar al que
pertenecieran. Para ello, en el test se incluyé un item, en el que directamente al alumno se
le pedia que escribiera lo que para €l era el 4rea de una superficie plana. Con objeto de
recoger el primer recuerdo del alumno sobre este concepto y de manera que éste no se viera
influido por la informacién que algiin item del test le pudiera proporcionar, este item (1.1)
fue la primera pregunta a la que debieron responder los estudiantes.
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Dado el interés del ftem, durante la administracién del test se pidié encarecidamente a los
alumnos que respondieran a €l. A pesar de ello, si bien la préctica totalidad de los alumnos
lo hizo, todavia 4 de 8° de E.G.B., 5 de 2° de B.U.P., 9 de C.0.U.-L, 13 de C.0.U.-Cy
1 de 3° E.M., lo dejaron en blanco.

Antes de pasar a exponer con detalle el estudio realizado de las respuestas dadas por los
alumnos en este ftem, queremos comentar el interés que éstas poseen, ya que no s6lo nos
proporcionan una informacién relevante sobre lo que los estudiantes entienden por drea, sino
que ademds nos muestran la dificultad que poseen en general todos los alumnos para expresar
lo que piensan, la pobreza de la terminologia técnica que poseen y la inadecuacién de los
términos y vocabulario empleados.

Lo que los alumnos escribfan para expresar lo que para ellos era el drea, es a lo que nos
hemos referido aqui como "concepcidn del drea". Durante la correccidn del ftem se
detectaron concepciones de muy distinta indole y que clasificamos, como mds adelante se
detalla, con el objeto de facilitar su andlisis.

CONCEPCIONES ERRONEAS. Se detectaron diferentes concepciones erréneas que nosotros
clasificamos en cinco grupos, segiin correspondiesen a una confision del tipo drea-pertmetro,
drea-volumen, drea-superficie plana, drea-perimetro+drea y las que, dada su peculiaridad,
eran incatalogables. Las siguientes respuestas son un ejemplo de estas concepciones erréneas.

Nota.- En lo sucesivo para referirnos a un alumno en particular, primeramente indicaremos
el c¢6digo del curso al que pertenece y después el nimero que le fue asignado para su
identificacién en cada curso.

Confusion drea-perfmetro. Los alumnos se refieren a la longitud de los lados o al perimetro
de la superficie.

- Son los datos que se necesitan para resolver ¢l problema y dar los "cm" de cada lado. 8° E.G.B.-22.
- Lo que miden todos los lados de un cuerpo. 8° E.G.B.-43.

- Son los metros lineales de una figura. 8° E.G.B.-56.

- Lo que mide de longitud sus lados, lo que mide una figura. 8° E.G.B.-84.

- Es la linea que hay por fuera de las figuras geométricas, 2° B.U.P.-83.

- Son las limitaciones que tiene una superficie a lo largo y a lo ancho. 2° B.U.P.4.

- Es la longitud que ocupa la base. C.0.U.-L-65.

- La suma de sus lados. C.0.U.-L-52.

Confusién drea-volumen. Los alumnos se refieren al volumen de la superficie.

- La superficie comprendida de un objeto en sus tres dimensiones: alto, largo, ancho. C.0.U.-L-75.
- El volumen de dicha superficie. C.0.U.-C-109.

Confusion drea-superficie plana. Los alumnos describen una superficie plana.

- Una superficie plana es que est4 totalmente lisa como una pizarra, la tabla de una mesa. 8° E.G.B.-9.
- Un chicle chafado por un camién. 8° E.G.B.-25.
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- El dibujo de una figura que puedes dibujar en un folio, etc. Una figura que no tiene volumen. 8° E.G.B.-33.
- Para mi el drea de una superficie plana es ejemplo el tablero de una mesa. 8° E.G.B.-95.

Confusién drea-perimetro+drea. Los alumnos se refieren simultineamente al espacio
ocupado por la superficie y al perimetro de ésta.

- Longitud y territorio de un campo. 2° B.U.P.-115.
- La suma de todos los lados + espacio que ocupa dicha superficie. 2° B.U.P.-43.
- La medida de toda la superficie, incluyendo el interior y el contorno. 5° F.M.-5.

Concepciones incatalogables. Los alumnos utilizan afirmaciones para caracterizar el 4rea que
a nosotros nos han resultado imposibles de clasificar.

- El drea de una superficie es la capacidad en "m", "dm", "cm", etc... 8° E.G.B.-52.

- La base de una circunferencia es el drea lo que mide la base. 87 E.G.B.-96.

- El drea de una superficie plana es algo imaginario que se puede llevar a un plano, y esa 4rea se puede
calcular de muy diversas formas. 2° B.U.P.-116.

- Todo el espacio que hay desde un punto a otro de la figura. C.0.U.-L-18.

- Es la dimensidn total que tiene la superficie en cuestién. C.0.U.-L-28,

- Es la suma de todos los puntos que componen un drea expresada en unidades de superficie. C.0.U.-C-41.

- Un drea limitado, en que se puede dividir en dos semiplanos. C.0.U.-C-87,

- El 4rea de la superficie es la medida que equivale a un cuadrado. Este cuadrado dependerd de la imprecisién.
3° E.M.-5.

- Cijto. de puntos "delimitados” por la superficie. 5¢ F.M.-17.

- Es lo que miden conjunto de puntos que conforman la superficie. 5° F.M.-22.

- Es la interseccién interior de la clausura de un espacio con su frontera en R%, 5° F.M.-10.

En estos ejemplos se han mostrado las concepciones de los tinicos cuatro alumnos de 5°
F.M. que dieron una definicién errénea del 4rea. S6lo uno de ellos permite claramente
determinar la confusién que posee. Sin embargo, poco podemos decir de los otros tres
alumnos, tal vez sélo que resultan increibles si consideramos el nivel de éstos. Creemos que
aunque estd claro que no son definiciones correctas, podria suceder que el error radicara en
el modo incorrecto en el que se han expresado, antes que en su desconocimiento de lo que
es el drea de una superficie plana. Lo que es evidente es que los términos que han empleado
no han sido utilizados en la manera mds adecuada posible, y que el alumno 5° F.M.-10, tal
vez, nos ha querido impresionar con su "nivel".

El origen de las confusiones que evidencian estas concepciones erréneas es distinto, ya que
creemos que mientras que las confusiones d4rea-perimetro, &rea-volumen y d4rea-
perimetro+4rea, estdn motivadas por un error conceptual, es decir, por un desconocimiento
de los conceptos drea, perimetro y volumen, la confusién drea-superficie plana, a diferencia
de las anteriores, podrfa estar motivada por una incorrecta lectura del enunciado del mismo
item. Por iiltimo, las causas que hayan podido motivar las concepciones incatalogables,
pensamos que son distintas y de muy diversa indole, como podrian ser entre otras, una muy
deficiente manera de expresarse, un uso inapropiado e incorrecto de términos técnicos, una

errénea lectura del ftem, y por supuesto un error conceptual provocado por el
desconocimiento del concepto.
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Las siguientes gréficas proporcionan la informacién acerca del niimero de alumnos que en
cada curso manifesté una concepcién errénea. La grdfica n°l, muestra los porcentajes
globales, mientras que la grdfica n®2 proporciona la distribucién de este porcentaje segiin los
distintos tipos.

CONCEPCIONES ERRONEAS

50 -

L L T N T T T
o T T T T
T e
K[ R R T LT TR p R U U
25 foun- e
P ] R e R R T T S N SRR
15 -..-i ....... e} === = == B e T e .
10 W | RN | N— l------- : R R R ELE Y it

PORCENTAJE DE RESPUESTAS (%)

8° E.G.B. 2° B.U.P. C.0U.-L c.0.u.C 3° E.M. 5° F.M.

Grifica n°1

TIPOS DE CONCEPCIONES ERRONEAS

5° F.M.

B Area-perimetro [ Area-volumen B Area-superficie plana B Area-perimetro+area N Incatalogable M Tota

Gridfica n°®2




84 Etapa Diagnéstica

Como puede observarse existe un porcentaje bastante importante de alumnos de 8° de E.G.B.
que poseen concepciones erréneas del drea. Aunque el porcentaje correspondiente a los
alumnos de 5° de F.M. también llama la atencién debemos recordar que éste representa a
cuatro alumnos, de los que s6lo en uno de ellos hemos podido determinar su error, por lo
que para nosotros no es significativo este porcentaje.

A pesar de los altibajos ocasionados por los porcentajes correspondientes a los alumnos de
C.0.U.-L y 5° de F.M., la gréfica n°1 muestra una disminucién del nimero de alumnos con
concepciones erréneas conforme va aumentando la formacién matematica de los estudiantes.

De todas las confusiones manifestadas por los alumnos s6lo la denominada por nosotros como
incatalogable estd presente en todos los cursos no pudiéndose hablar de ningin tipo de
regularidad en su comportamiento en relacién al aumento del nivel del curso, tal vez por ser
diversas las causas que las motivan y en consecuencia mds imprevisible el comportamiento
del alumno.

De las confusiones conceptuales la que estd presente en un mayor niimero de alumnos y
cursos es la que se da entre las magnitudes drea y longitud, siendo importante destacar el
hecho de que esta confusién muestra una clara disminucién conforme el nivel del curso
aumenta, hasta llegar a desaparecer por completo en los cursos superiores, 3° de E.M. y 5°
de F.M. Ello nos lleva a pensar que la formacién matemdtica que un alumno va adquiriendo
en su vida académica es suficiente para erradicar esta confusién. Por otra parte, 1a confusién
entre las magnitudes drea y volumen es apenas apreciable.

Como se puede comprobar la concepcién errénea drea-superficie plana se detecta
principalmente en los alumnos de 8° de E.G.B. Este hecho pensamos que estd en
consonancia con la causa que segin nosotros la pudo motivar, que como ya hemos
comentado antes seria una incorrecta lectura del item que les llevé a centrar su atencién sobre
el término "superficie plana” y en consecuencia procedieron a su descripcién.

CONCEPCIONES NO ERRONEAS. Las distintas concepciones no erréneas manifestadas por los
alumnos las hemos agrupado en tres grupos, que hemos llamado: concepcion féormula,
geométrica y numérica, y que a continuacién pasamos a describir con mayor detalle.

Concepcién féormula. Los alumnos que poseen esta concepcion son aquellos que asocian el
drea con una formula de cdlculo. La mayor parte de los alumnos que la poseen normalmente
hacen referencia a la férmula del 4rea del rectingulo, quizds porque es la férmula mds
recordada por ellos. Veamos como se expresan algunos alumnos:

- Una férmula para efectuar su resultado de esa superficie plana. 8° E.G.B.-38.
- Producto de sus lados (dibuja un rectdngulo). 2° B.U.P.-33.
- Base x altura. C.0.U,-L-5.

Concepcién geométrica. Hemos considerado que un alumno posee una concepcién geométrica
del 4rea de una superficie plana cuando la entiende como el lugar que ocupa la superficie en
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el plano. A continuacién mostramos algunas de las descripciones realizadas por los alumnos.

El alumno dibuja un circulo marcando lo de dentro. 8° E.G.B.-16.

El alumno dibuja un tridngulo marcando lo de dentro. 8° E.G.B.-92.

El 4rea es el sitio que ocupa la superficie. 2° B.U.P.-7.

Es toda la superficie encerrada entre los limites (bordes) de la figura. 2° B.U.P.-2.

Es una extensién delimitada. C.0.U.-L-35.

Es la zona limitada por lineas o segmentos que se cortan, 3% E.M.-19.

Cantidad de espacio que encierra esa superficie. 5° F.M.-15.

Espacic de plano delimitado (no tiene por qué ser cerrado) por un ¢jto, de curvas. 5° F.M.-21.
El recinto que ocupa dicha figura plana. 5° F.M.-11.

Porcién de planc contenido en la figura. 5° F.M.-1.

Concepcion numérica. En la concepcion numérica se han incluido todas aquellas
manifestaciones de los alumnos en las que de un modo u otro identifican el drea con un
nimero, generalmente asociado a una medida.

Las diversas formas en las que se han expresado los alumnos nos ha permitido observar
dentro de la numérica, diferentes concepciones. Mientras que unos alumnos se refieren al
drea como el nimero de unidades, tanto estdndares como no estdndares, que posee o recubren
la superficie, otros se refieren a ella como la medida de la superficie sin concretar més y sin
hacer referencia alguna a la unidad de medida. Veamos algunos ejemplos de lo que acabamos
de comentar;

Se hace referencia a la unidad de medida:

El 4rea es el niimero de unidades cuadradas que tiene la superficie. 2° B.U.P.-8.

Si consideramos una figura cuadrada de un lado de longitud 1 unidad, entonces el drea de una superficie plana
serd la cantidad de cuadraditos unitarios a los que equivale esa superficie. 5 F.M.-20.

El 4rea es el espacio que ocupa en "m”" una figura en el plano. 2° B.U.P.-71.

Los m? o cm? dentro de unos limites. 3° E.M.-1.

Veces que se repite una unidad de medida previamente establecida. 3° E.M.-25.

El drea es una medida del espacio limitado por los "bordes” de dicha superficie respecto de una unidad
especificada de superficie. 5° F.M.-3.

El 4rea es el espacio medido en unidades de longitud elevadas al cuadrado, que ocupa un determinado cuerpo
en un plano. 2° B.U.P.-74.

Es lo que mide una superficie en unidades de longitud al cuadrado. C.0.U.-L-25.

No se hace referencia a la unidad de medida:

El 4rea es la medida de una superficie. 5° F.M.-18.

Es lo que mide en total toda esa superficie. 2° de B.U.P.-30.

Es la medida del espacio encerrado entre rectas o curvas, en 2 dimensiones. 5% F.M.-13.
Que mide el interior de una figura. C.0.U.-C-79.

La siguiente gréfica nos proporciona el porcentaje de alumnos por curso que ha dado cada
una de estas concepciones.
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[TIPOS DE CONCEPCIONES CORRECTASJ

——————

100

PORCENTAJE DE RESPUESTAS
(%)

8° E.G.B. 2°B.U.P. C.0.U.-L C.0.U.-C 3° E.M. 5° F.M.

B Fdrmula B Geométrica I Numérica B Total
—

Grifica n°3

Pensamos que la concepcién férmula es consecuencia directa de la instruccidén que los
alumnos reciben del drea en E.G.B., y que se limita en la mayoria de los casos a la
ensefianza de férmulas para su cdlculo. De hecho como se puede comprobar en la gréfica
n°3, el porcentaje mayor corresponde a los alumnos de 8° de E.G.B. Es interesante observar
la tendencia a desaparecer de esta concepcién en los alumnos, para hacerlo definitivamente
en el nivel universitario, aunque ya en secundaria, a excepciéon de C.0.U.-L, es
practicamente inexistente. Luego por una parte parece que esta concepcion estd intimamente
ligada con el tipo de instruccién impartida, y por otra, que la riqueza que va proporcionando
la formacién matemdtica a los alumnos resulta ser un factor primordial para el abandono por
parte de los alumnos de esta concepcién tan pobre.

Como se puede comprobar de la lectura de la grifica n°3 los alumnos de todos los cursos,
independientemente de su nivel escolar, han manifestado de forma mayoritaria una
concepcién geométrica, resultando ser considerable la diferencia con respecto a las otras dos
concepciones. S6lo en 5° de F.M. aiin siendo mayor el nimero de alumnos que se inclinan
por la concepcién geométrica, existe una minima diferencia con los que manifiestan una
concepcién numérica del drea.

Nos parece interesante reflexionar sobre el hecho de que en los cursos centrales los
porcentajes correspondientes a los alumnos que poseen una concepcién geométrica del 4rea,
son bastantes similares entre ellos, observdndose las variaciones en los cursos extremos,
produciéndose el aumento de 8° de E.G.B. a 2° de B.U.P. y la disminucién de 3° E.M. a
5° F.M. Pensamos que este hecho es consecuencia directa de la formacién académica general
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y matemdtica de los alumnos. Creemos que la formacién general que reciben los alumnos a
lo largo de sus estudios les suministra los conocimientos suficientes para aclarar algunas de
sus confusiones y en consecuencia rectificar algunas de las concepciones erréneas que hemos
detectado especialmente en alumnos de 8° de E.G.B., proporciondndoles una idea clara del
drea, que vendria a ser la que nosotros hemos denominado como concepcién geométrica. Sin
embargo, creemos que para que un alumno adquiera una concepcién numérica correcta es
necesario que reciba una formacién especifica del drea, o una formacién matematica de un
“cierto” nivel, como por ejemplo la correspondiente a los alumnos de 5° F.M.

Puede parecer contradictorio el que sean muy pocos los alumnos entre 8° de E.G.B. y
C.0.U. que conservan una idea de drea asociada a un nimero con el hecho de que la
instruccién habitual que reciben los alumnos sobre el drea se reduzca casi exclusivamente al
cdlculo de dreas. Sin embargo, creemos que esto sucede porque para que un alumno posea
una concepcién numérica correcta del drea es necesario que esté familiarizado con el proceso
de medida, y en consecuencia que conozca y comprenda el papel que juega la unidad en la
medida, estudio éste que normalmente no se lleva a cabo.

La gréfica n°4 muestra el porcentaje de alumnos que asociando el drea a una medida se
refieren, o no, a algiin tipo de unidad de medida.

TIPOS DE CONCEPCIONES NUMERICAS

PORCENTAJE DE RESPUESTAS (%)

2°B.U.P. c.0.Uu.-L

B Sin mencionar unidad B Unidad ‘'mencionada @ Total

Grifica n°4

Resulta curioso observar la evolucién de estas dos concepciones. Mientras que en E.G.B. no
hay una diferencia en el comportamiento de los alumnos y €n secundaria existe una tendencia
mayor a referirse a la unidad, en universidad la tendencia es la contraria, hacia la omisién
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de la unidad. Estas diferencias no son muy grandes, salvo en 5° F.M., donde es manifiesta
la inclinacién de los alumnos por referirse al 4rea como la medida de una superficie sin hacer
mencién alguna a la unidad considerada en el proceso. Las entrevistas nos permitieron
determinar que el comportamiento de los alumnos universitarios estaba ocasionado por el
hébito que poseen de no indicar las unidades al darlas por sobreentendidas, y no porque no
las consideren durante el proceso de medida. Todo esto se comenta con mds detalle en el
préximo apartado 3.4.2.

De la lectura de las respuestas dadas por algunos alumnos que se han mostrado anteriormente
como ejemplo de las concepciones numéricas, se puede observar que los alumnos que han
mencionado la unidad de medida al referirse al 4rea se han referido bien a unidades
estdndares de medida, por ejemplo cm?, m?, como a no estdndares, por ejemplo la unidad
cuadrada. Esta es la informacién que se recoge en la gréfica siguiente:

TIPO DE UNIDAD MENCIONADAr

PORCENTAJE DE RESPUESTAS

8*E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L c.0.u.-Cc 3° E.M. 5° F.M.

IHUnidad no estandar B Unidad estandar @ Total

Gréfica n°5

Existe una referencia mayoritaria a las unidades estdndares de superficie, excepto en 5° F.M.
Es evidente pues que los alumnos no estin muy habituados a trabajar con unidades no
estdndares de medida.

Finalmente comentar que sélo dos alumnos de los 489 de la muestra, pertenecientes a
C.0.U.-C, que respondieron a este item, se han referido al 4rea como una magnitud. Luego
dado que el término "magnitud” ha sido empleado sélo por dos alumnos, estd claro que ni
este término, ni en consecuencia el concepto mismo resulta familiar a los alumnos, sea cual
sea su nivel escolar. Estos alumnos se expresaron del modo siguiente:
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- El 4rea es un concepto para nombrar la magnitud de una figura plana. C.0.U.-C-66.
- El 4rea es una magnitud que designa el nimero de veces que se podria repetir una porcién de superficie
tomada como unidad en otra superior a inferior. C.0.U.-C-43.

En esta tltima definicién el alumno se refiere al 4rea como una magnitud y la identifica con
la misma medida del 4rea. De su exposicién se aprecia con claridad que entiende la medida
como un proceso por medio del cual se asigna un nimero como resultado de la comparacién
entre dos superficies, en el que la menor se ha tomado como una unidad de referencia.

El dltimo estudio al que se procedié en este apartado de concepciones mostradas por los
alumnos, fue el andlisis de la relaci6n existente entre el curso al que pertenecia el alumno
y el tipo de concepcién que éste manifestaba, que fue detectada mediante un andlisis loglineal
para estudiar posibles dependencias entre las variables: curso, concepcién y tipo de
procedimiento utilizado por los alumnos en la resolucién de los problemas. Para ello
realizamos un andlisis detallado de las tablas en dos variables, con la variable "curso: factor
experimental” y la variable "concepcidn: respuesta”, y de los p-valores correspondientes al
test de la x* de Pearson. El resultado de este test permite afirmar con un grado de
significacién menor del 0’00001 que estas variables no son independientes, y por lo tanto
existe una dependencia estadistica entre el curso al que pertenece el alumno y la concepcién
que €l manifiesta -relacién del tipo "factor-respuesta”-. En este caso esto supone que los
alumnos de cada curso no se distribuyen en la misma proporcidén en cada una de las distintas
concepciones manifestadas. Por el contrario, la tabla de contingencia obtenida en el test (ver
Anexo 4), muestra que la distribucién es diferente en los diferentes cursos, existiendo una
categoria dominante que corresponde a la concepcion geométrica donde se concentra una
mayorfa de los alumnos en cada curso, hecho que ya conociamos y que ya habiamos
comentado anteriormente, Esta dependencia detectada significa que el curso aparece como
un factor dominante en la concepcién manifestada por el alumno. Lo que nos resulta dificil
es determinar ¢6mo domina. Estudiando la tabla de contingencia, ademds de la concentracién
ya comentada en la concepcién geométrica, destacan dos celdas mds, correspondientes a la
concentracién de un elevado nimero alumnos de 8° de E.G.B. en la concepcién errénea, y
a la de 5° de F.M. en la concepcién numeérica.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre las concepciones manifestadas por los
alumnos

- A excepcién de 8° de E.G.B. -donde una 26'8% de los alumnos ha manifestado
concepciones erréneas-, la practica totalidad de los alumnos de los otros cursos posee una
idea correcta del drea de una superficie plana.

- Las concepciones erréneas encontradas han consistido en confusiones del drea con el
perimetro, con €l volumen, con la superficie plana, con el perimetro+4rea, y en errores
dificilmente clasificables, que han resultado ser los mads numerosos entre los alumnos de
todos los cursos.
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Pensamos que las concepciones erréneas: confusién drea-perimetro, 4rea-volumen y 4rea-
perimetro+drea, estdn motivadas por un error conceptual, es decir por un
desconocimiento de los conceptos drea, perimetro y volumen. La confusién drea-superficie
plana, podrfa estar motivada por una incorrecta lectura del enunciado del mismo tem. Las
concepciones incatalogables estdn motivadas por causas diversas, como por gjemplo una
deficiente manera de expresarse, un uso inapropiado e incorrecto de términos técnicos,
una errénea lectura del ftem, y por supuesto un error conceptual provocado por el
desconocimiento del concepto.

Las concepciones no erréneas se han clasificado en tres grupos segin su naturaleza:
concepeidén férmula, concepcién geométrica y concepeién numérica.

De entre los 489 alumnos que respondieron a este {tem, unicamente dos alumnos de
C.0.U.-C se refieren al 4rea como una magnitud.

La concepcidn férmula, la méds pobre de todas, ya que los alumnos asocian el drea con
una férmula de cdlculo, y no con cualquiera sino generalmente con la del rectdngulo, es
la mds minoritaria entre los alumnos, con presencia significativa sélo en 8° de E.G.B. Se
ha podido comprobar a lo largo del andlisis efectuado de las respuestas dadas por los
alumnos en el test, y cuyos resultados se muestran en esta seccién (3.4.), que estos
alumnos no comprenden el cardcter bidimensional del 4rea, ni el significado del drea como
expresién que relaciona magnitudes de diferente dimensién.

La mayoria de los alumnos en todos los cursos se refiere al drea de una superficie plana
como la porcién de plano ocupado por ésta -concepcion geométrica-.

La concepcion numérica, en la que el alumno asocia €l drea con un ndmero, ha sido
manifestada por una minoria de alumnos de los distintos cursos, a excepcion de los de 5°
de F.M. Los porcentajes oscilan entre el 11% de los C.0.U.-L y ¢l 28% de los de 3°
E.M., con un 40’6% para los de 5° F.M.

Dentro de la concepcién numérica, en los cursos de secundaria es mayoritaria, sin grandes
diferencias, la referencia a la unidad de medida al hablar del 4rea, mientras que para los
de universidad ocurre lo contrario, es decir, es mayoritario el no mencionar la unidad de
medida. En 8° de E.G.B. no existe diferencia alguna al respecto.

De entre los alumnos que se refieren a la unidad de medida son mayorfa aquéllos que
mencionan una unidad estdndar de medida en lugar de una no estdndar, salvo los de 5°
F.M., que se inclinan por ésta qltima.

La concepcién errénea consistente en la confusién entre el drea y el perimetro va
desapareciendo conforme el alumno evoluciona a lo largo de los cursos, no detectindose
ninglin caso en los cursos universitarios.
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- Mientras que el porcentaje de alumnos que asocian el drea con la medida de la superficie
refiriéndose a una unidad determinada se mantiene sin grandes diferencias, a lo largo de
los cursos, no sucede 1o mismo con el porcentaje de alumnos que no mencionan ninguna
unidad de medida, ya que presenta un claro crecimiento a partir de C.0.U.-C.

- Una vez finalizada la E.G.B. y la instruccién que los alumnos reciben normalmente en su
vida escolar del concepto del drea, un 26’54 % de estos alumnos posee una concepcion
erténea y un 10°2% cree que el drea es base x altura. La formacién humanista y
matemadtica que los alumnos reciben durante la secundaria colabora en la desaparicién de
algunas de las concepciones erréneas y proporciona a la prdctica totalidad de los alumnos
una idea clara de lo que es el drea de una superficie plana asocidndola con el lugar de
plano ocupado. Por ultimo parece que la formacién universitaria encamina a los alumnos
hacia una concepcién numérica en la que no se menciona a la unidad de medida.

El curso al que pertenece un alumno es un factor dominante en el tipo de concepcién que
posee sobre el drea de una superficie plana.

Ningtin alumno de C.0.U., ni de 3° E.M. y ni de 5° F.M. ha asociado el 4rea con la
integral definida.

Ninguin alumno de 5° F.M. ha dada la definicién matemdtica del drea.

3.4.2. UNIDAD DE AREA
Importancia del papel de la unidad en el proceso de medida

{ACOSTUMBRAN LOS ALUMNOS A DAR LA UNIDAD AL CALCULAR EL AREA DE UNA
SUPERFICIE PLANA?

Hemos constatado que los alumnos no estdn habituados a dar 1a unidad de medida al calcular
el drea de una superficie plana independientemente de! modo en el que la calculen y de que
se proporcionen o no unidades de las dimensiones lineales de la figura, aunque si hemos
comprobado que determinadas situaciones, como enseguida explicaremos, propician en el
alumno el olvido de la unidad.

Las siguientes tablas -Tabla 1 y Tabla 2- muestran respectivamente el nimero de alumnos
que han omitido la unidad de medida en el ftem 1.2, y en los problemas correspondientes a
los ftemes 1.3, 1.5, 1.7y 1.8.

Nota.- En (a/b), "a" es el nimero de respuestas de ese tipo y "b" el nimero total de
respuestas al item.
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rectdngulo circulo tridngulo paralelogramo
8° E.G.B. 37'5% (36/96) 51'4% (36/70) 55'4% (46/83) 45'3% (29/64)
2° B.U.P. 10'7% (14/131) 35°4% (45/127) 21'5% (26/121) 24’4% (19/78)
C.0.U.-L 304% (31/102) 60'4% (55/91) 41’7% (40/96) 43'9% (25/57)
C.0.U.-C 182% (20/110) 43'0% (46/107) 27°5% (30/109) 27°5% (28/102)
3° EM. 18°2% (8/44) 55'8% (24/43) 22'7% (10/44) 21’1%  (8/38)
5° F.M. 31'3% (10/32) IT5% (12/32) 31'3% (10/32) 48°4% (15/31)

Tabla 1. Alumnos que omiten 1a unidad en el ftem 1.2,

ftem 1.3 iftem 1.5 ftem 1.7 ftem 1.8
8° E.G.B. 24'0% (12/50) 43'5% (20/46) 39°0% (16/41) 492% (32/65)
2° B.U.P. 66'7% (18/27) 23'1%  (6/26) 40'9% (27/66) 53'6% (60/112)
C.0.U.-L 69°6% (16/23) 62'5% (10/16) 61'1% (22/36) 59'6% (56/94)
C.0.U.C 62’1% (36/58) 506% (40/79) 549% (50/91) 409% (45/110)
3°EM. 632% (12/19) 68'8% (11/16) 69°0% (20/29) 62’5% (25/40)
5° F.M. 80'6% (25/31) 66"7% (16/24) 76°0% (19/25) 73'3% (22/30)

Tabla 2. Alumnos que omiten 1a unidad en el item 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8.

Sin embargo, serfa una simplicidad y un error extraer como conclusién que los alumnos que
omiten la unidad de drea, la desconocen. Tras el estudio de diversos resultados y ayudados
por las entrevistas, hemos detectado diferentes comportamientos en los alumnos, que nos han

llevado a establecer algunas de las que creemos son las causas de que un alumno no indique
la unidad:

- En el célculo del 4rea del circulo, se registraron los porcentajes mds altos de omisién de
unidad en el item 1.2. En esta ocasién la prictica totalidad de los alumnos dejaron
indicada la expresién A=x(1'5) sin realizar las operaciones, con lo que a diferencia de
los otros tres casos, no obtuvieron un nimero especifico correspondiente al drea del
circulo. Ello nos ha llevado a pensar que Ja no finalizacién del cdlculo, y en consecuencia
la ausencia de un nimero determinado, puede determinar la omisién de la unidad.

- Por otro lado, hemos observado que el porcentaje de omisiones aumenta cuando los
alumnos no realizan el cdlculo del drea mediante el uso de una férmula, sino que utilizan
procedimientos diferentes del producto de dimensiones. La férmula para el célculo del
drea de un paralelogramo no era recordada por gran nimero de alumnos, siendo muchos
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de ellos los que intentaron determinar su drea empleando un razonamiento alternativo,
como se muestra en el apartado 3.4.7. Pudimos comprobar que la mayoria de los alumnos
que no habian indicado la unidad habfan optado por un procedimiento diferente al uso de
la férmula: el 100% de los de 8° de E.G.B., el 62’°5% de los de 2° de B.U.P., el 72’7%
de losde C.0.U.-L, el 50% de los de C.0.U.-C, el 83’3% de los de 3° E.M. y el 66’7%
de los de 5° F.M.

Este hecho pensamos que queda corroborado por el elevado porcentaje de alumnos que
omitié la unidad en los problemas correspondientes a los itemes 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8, que
representa un aumento considerable respecto de lo sucedido en el ftem 1.2, aunque las
condiciones de las situaciones planteadas en estos {temes no fueran las mismas, dado que
en el ftem 1.2 se proporcionaban las unidades lineales de las superficies planas y en los
otros no se mencionaba unidad alguna.

Todo ello nos hace pensar que €l uso de un procedimiento consistente en algo mds que el
mero hecho de aplicar una férmula lleva al alumno a centrarse tinicamente en el modo de
determinar ese niimero que representard el drea pedida, distrayéndolo de considerar la
globalidad del problema.

- Durante las entrevistas los alumnos de los cursos superiores justificaron sus incorrecciones
u omisiones de la unidad esgrimiendo argumentos al margen del contenido matemético.
De lo que pudimos deducir que no le dan ninguna importancia al hecho de indicar o no
indicar la unidad. Por ejemplo, los estudiantes de 5° F.M. manifestaron que los errores
que habfan cometido eran consecuencia de "despistes”, y que no indicaban la unidad
porque "se daba por supuesto”, "se sobrentiende". Los alumnos de 3° E.M. y C.0.U.-C
los justificaron diciendo que "uno va rdpido..." o "porque se olvida", "se pasa". Lo cierto
es que todos ellos demostraron tener un correcto conocimiento de las unidades de drea a
pesar de sus errores u omisiones, que rectificaron correcta e inmediatamente.

- Por supuesto, otra de las causas que induce a les alumnos a no indicar la unidad de
medida es su desconocimiento o la inseguridad que poseen. Los alumnos de C.0.U.-L,
2° de B.U.P., y especialmente, los de 8° de E.G.B. mostraren durante las entrevistas una
falta de seguridad importante cuando eran preguntados por ia unidad adecuada a utilizar.

Podemos completar esta informacién con el nimero de alumnos que omitieron la unidad en
al menos 3 de los 4 cdlculos de 4reas planteados en el ftem 1.2, y en al menos 3 de los 4
problemas 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8 (Tabla 3). Sin embargo, para exiraer cualquier tipo de
conclusién es importante tener en cuenta que estas cantidades representan a un pequefio
niimero de estudiantes al estar referidos al total de alumnos que en cada curso respondié por
una parte, a todos los apartados del ftem 1.2 y por otra, a los cuatro ftemes 1.3, 1.5, 1.7y
1.8.
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omisiones de la unidad en al menos 3 de los 4
casos del ftem 1.2 itemes 1.3, 1.5, 1.7y 1.8

8° E.G.B. 35'0% (14/40) 26’3% (5/19)
2° B.U.P. 12'3% (9/73) 100°0% (1/1)
C.0.U.-L 276 % (13/47) 5000% (3/6)
c.ou.c 20°2% (20/99) 40°9% (18/44)
3° E.M. 13°'5% (5/37) 60'0% (3/5)
5° FM. 29°0% (9/31) 66’7% (14/21)

Tabla 3. Alumnos que omiten la unidad en al menos 3 de los 4 casos del item 1.2, y en al menos 3 de los 4 itemes
1.3, 1.5, 1.7y 1.8.

EN EL MOMENTO DE COMPARAR LOS NUMEROS ASOCIADOS A LA MEDIDA DE DOS AREAS, ;SE
FIUAN EN LAS UNIDADES QUE ESTOS REPRESENTAN?

El 17°9% de los estudiantes de 8° de E.G.B. que respondieron al item 2.9, el 6% de los de
2°de B.U.P., el 13’1% de los de C.0.U.-L y el 6% de los de C.0.U.-C, afirmaron en este
ftem que el drea del rectdngulo era mayor que la del tridgngulo ya que 40 era mayor que 6.
Es decir, compararon directamente los nimeros resultantes de la medida sin tener en
consideracién alguna la unidad empleada en ella. Es notable resefiar que ningin alumno de
3° E.M. ni de 5° F.M. procedié de este modo.

No hemos querido interpretar estos datos sin tener en cuenta €l nimero de alumnos que
dejaron en blanco este ftem: el 49°'4% de 8° de E.G.B., el 21’3% de 2° de B.U.P., el
23°6% de C.0.U.-L, el 4'5% de C.0.U.-C, el 1’1% de 3° EM. y el 0% de 5° de F.M.

De estos porcentajes podemos afirmar que la totalidad de los estudiantes de los dos cursos
universitarios y la préctica totalidad de los de C.0.U.-C, si han tenido en cuenta el hecho
de que el nimero resultante de la medida depende de la unidad escogida. Conclusién que no
podemos extender a los de los restantes cursos. Por otra parte, aunque el 18% de los
alumnos de 8° E.G.B. representa a un pequefio nimero de alumnos que no ha considerado
la unidad al comparar las dreas, si ha esto le afiadimos que sélo el 50% de ellos responde
a este ftem, pensamos que ello da indicios de la existencia de una falta de comprension del
papel que juega la unidad en la medida por parte de los estudiantes de este nivel educativo.

Ast pues, de todo ello se podria concluir que, por diversos motivos, una gran mayoria de los
alumnos de los distintos cursos no acostumbran a indicar la unidad tras la realizacién del
cdlculo para la medida del drea. Sin embargo, no serfa correcto deducir de ello que los
alumnos desconocen las unidades de drea o no las consideran durante €l proceso de célculo.
Pensamos que en los cursos superiores (C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M.), la omisién es
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consecuencia mds de una falta de hdbito - y de una errénea actitud de los alumnos de estos
cursos, que no le dan importancia a este hecho-, que de un desconocimiento e incomprensién
del papel que la unidad tiene en la medida, en este caso, del drea. Por el contrario, los datos
correspondientes a los restantes cursos son indicios de inseguridad y desconocimiento de ello.

Uso y reconocimiento de las unidades estdndares y no estindares de medida

(UTILIZAN LOS ALUMNOS CORRECTAMENTE LA UNIDAD ESTANDAR (CM?) DE SUPERFICIE, A
PARTIR DE UNIDADES ESTANDARES (CM) LINEALES?

Quisimos conocer el nimero de alumnos que en cada curso habia utilizado correctamente la
unidad estdndar de superficie cuando las dimensiones de las longitudes venian dadas en
unidades de este mismo tipo. Para poder afirmar que un estudiante ha utilizado correctamente
la unidad, creimos que deberia haberlo hecho bien en al menos 3 de las cuatro situaciones
planteadas en el item 1.2. Sin embargo, el nimero tan elevado de alumnos que omitié la
unidad de medida al dar las dreas de las figuras de este ftem dificulta extraer cualquier
conclusién con un carécter general al respecto de los conocimientos y uso que los alumnos
hacen de las unidades estdndares. A pesar de ello, proporcionaremos algunos datos que
pensamos pueden aportar informacién interesante pero de los que, insistimos, no deberian
inferirse comportamientos generales, y de hacerlo asf, con muchos recelos, ya que estin
referidos a un nimero muy reducido de estudiantes de cada uno de los cursos.

Los siguientes valores representan el nimero de alumnos que dieron correctamente la unidad
en tres o en los cuatro casos considerados en el item (referido al total de los alumnos que no
omitieron la unidad en ninguno de los cuatro casos).

8° E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L e

Q

C

1.-C 3° EM. 5° FM.

61'1% (11/18) | 80°0% (40/50) | 91"7% (11/12) | 94'0% (47505 | 69°2% (9/13) | 92'3% (12/13)

Tabla 4. Alumpos que utilizan correctamente una unidad estdndar en al menos 3 de los 4 casos del item 1.2.

Es patente la existencia de un bajisimo nimero de alumnos que respecto del total de cada
curso calculd el drea de las cuatro superficies sifi omitir la unidad en ninguno de los cuatro
casos. Podrfamos deducir de estos nimeros, que la prictica totalidad de los alumnos de
C.0.U. y de 5° F.M. que si dan una unidad de medida finalizado el célculo,
mayoritariamente la utilizan correctamente. Creemos que los porcentajes correspondientes
a los estudiantes que no han sabido dar la unidad correctamente en al menos tres de las
cuatro ocasiones, en los cursos de 8° de E.G.B. (un 39%), 2° de B.U.P. (un 20%) y 3°
E.M. (un 30%) ponen de manifiesto un cierto grado de desconocimiento sobre la unidad
estdndar de superficie. El error m4s comiin fue el de utilizar el "em" en lugar del "cm?".
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Las entrevistas realizadas vienen a confirmar lo que de estos datos hemos concluido, a
excepcién de lo sucedido en 3° de E.M. Los alumnos de este curso que fueron entrevistados
y que habian dado alguna unidad incorrectamente, cuando fueron preguntados al respecto,
detectaron enseguida el error y lo rectificaron correctamente, al igual de lo que sucedié con
los alumnos de C.0.U. y 5° F.M. Por lo tanto, no deberfamos concluir que todos los
alumnos de 3° de E.M. gue han utilizado incorrectamente las unidades, las desconocen.

Los siguientes fragmentos de las entrevistas realizadas a los alumnos de 8° de E.G.B. y 2°
de B.U.P. son una muestra del tipo de respuesta dado por éstos a preguntas sobre las
unidades de medida, que ponen de manifiesto la inseguridad que en general mostraron los
alumnos de estos cursos en sus razonamientos como consecuencia de la fragilidad de sus
conocimientos sobre la unidad de medida en general y la del 4rea en particular.

Alumno 8° E.G.B.-11 del C.P. Nifio Jesiis. (Omite unidades en el item 1.2. No clasifica en el item 2.25 ninguna
unidad estdndar y de las no estdndares, sélo clasifica el tridngulo en longitud y el cuadrado en 4rea).

E: Entrevistador.

A: Alumno.

E: A estos mimeros que representan un drea, ;les corresponde una unidad de medida?

A: Si. Seria 15 cm (Se refiere al drea del rectdngulo).

E: Entonces, piensas que serfan...(Interrumpe el alumno).

A: 15 cm.

E: ;Por qué no lo pusiste?

A: Es que empecé a hacerlo, ;no?, y se me olvidd.

E: En la clasificacién de unidades del ftem 2.25, dejaste la mayoria por clasificar, ;por qué? (Se origina una

pausa).
: Es que yo pensaba... Utilizarfa esto para medir longitud. (Sefiala el tridngulo).
Por ejemplo, la unidad "A" (un segmento), que no la has colocado en ningiin sitio, ;crees que se puede
utilizar para medir una longitud, un 4rea o un volumen?
No. Bueno... Aunque por ejemplo, podria ser, si tienes un rectdngulo, pones una raya ahi (se refiere a la
base). Podria ser, ;no?, y puedes medir la mitad. Ah! no, no, no. Porque entonces tendrfa un cuadrado, y
otro medio cuadrado, y no podria medir el drea con eso.
O sea, ;qué no te serviria?
No.
£Y la unidad "D" (dm) que tampoco la has indicado?
Si.
Los "dm™ jpara qué se utilizan? o ;no los conoces?
: 8i, pero ahora no me acuerdo. Es que pienso que... para figuras, asi sin ponerme el dibujo, no...
No lo sabes. ;Y esta unidad, cudl es? (Le sefialo el "cm®").
: "cm". (Omite el cubo).
"em®", ;los conoces?
Si, los he oido.
(Recuerdas para qué se utilizan?
Para medir...
No lo recuerdas.
No.

ol s

P

FM-PFERaTENEREP

Alumno 8° E.G.B.-22 del C.P. Nifio Jesis.

E: ;Por qué no has puesto ninguna unidad cuando has indicado el 4rea del rectdngulo?
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: Porque se me olvidd. Serian "ecm”,

En el tridngulo pones también "cm", ;por queé?

: Porque las dimensiones estdn en "cm".

(Por qué en el paralelogramo has puesto "cm?"?

: Porque al ver esto (el alumno seiiala la altura del paralelogramo), me ha parecido que no era una figura
plana. Que tenia altura. (El alumno levanta la mano como indicando la existencia de la 3* dimensién).
Cuando ti calculas dreas, jutilizas "cm"?

Si.

: (Por qué en la clasificacidn del ftem 2.25, sélo has puesto una unidad de cada tipo?

: Porque no tenfa seguridad a la hora de colocar las otras. No sabfa dénde iban.

>y

> e

Alumno 2° B.U.P.-22 del Instituto de Campanar., (Omite unidades en tres de los cuatro casos planteados en el ftem
1.2, y en el otro la unidad que da es incorrecta. Clasificacién incompleta en el ftem 2.25. Argumenta de forma
insatisfactoria la utilizacién de "cm®" en los ftemes 1.3,1.5 y 1.7).

iPor qué aquf pones "cm” (le seiialo el rectdngulo) y aqui no pones nada (le sefialo los otros tres casos)?
Aqui son radianes. ;No? (Sefiala el circulo).

(Tu crees que a estos nimeros que representan el drea les corresponde una unidad de medida?

"cm?", (Refiriéndose al rectdngulo).

Y ;por qué pusiste "cm"?

No lo sé.

Y en los otros casos, ;qué unidades pondrias?

: Aquf "cm" también (se refiere al tridngulo) porque la altura estd medida en "cm”. La superficie, o sea la
base, también. La hipotenusa también en "cm”.

iPondrias "cm" o "cm?"?

: (Aqui? (Seiiala el tridngulo). Yo creo que "cm".

Y ;por qué no pones unidades?

: No lo sé.

Y en el paralelogramo, ;qué pondrias?

: "em®". Luego se hace un rectdngulo.

En el tridngulo pondrias "cm", en el rectdngulo "cm®" y en el paralelogramo "em?”. ;Por qué en una ocasién
pones "cm” y en otra "cm?"?

: Porque estos tienen cuatro lados. Entonces, dirfamos que es el drea, hemos sumado los lados. Entonces, aqui
(seiiala el tridzngulo) no veo por qué cuadrado, ;por qué "em®"?

Y en el circulo, ;qué unidad pondrias?

Creo que radianes, porque si se multiplica por x, la unidad de 7 son les radianes.

:Qué unidad de medida pondrias en los itemes 1.3, 1.5 y 1.7?

: "em?". S "em?®".

;Por qué pondrias "cm®"?

: Porque estd dividida la superficie en cuadrados.

>y

> BaaEee

Pl sl g

Pensamos que éstos son los resultados de una enseiianza inadecuada, donde al alumno se le
bombardea con una gran cantidad de informacion, sin reflexionar sobre el momento y modo
mds adecuado de proporcionérsela.

(SE INCLINAN LOS ALUMNOS POR EL USO DE LA UNIDAD ESTANDAR DE AREA, AUN CUANDO
NO SE DA EXPL{CITAMENTE NINGUNA DIMENSION Y EN CONSECUENCIA NO SE INDICA UNIDAD
ALGUNA?

Para ello, estudiamos el porcentaje de alumnos que, en cada une de ios problemas 1.3, 1.5
y 1.7, habiendo dado el 4rea en funcién de una unidad, lo han heche usando unidades
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estdndares, fundamentalmente el cm?. Al igual que sucedi6 en el ftem 1.2, fueron muy pocos
los alumnos que no omitieron la unidad en estos ftemes, as{ pues y como ya comentamos en
el caso anterior debemos tener una especial precaucion al extraer conclusiones de los datos
que a continuacién se muestran.

ftem 1.3 ftem 1.5 ftem 1.7
8° E.G.B. 31'6% (12/38) 30'8% (8/26) 36°0% (9/25)
2° B.U.P. 55'5% (5/9) 70°0% (14/20) 66°7% (26/39)
C.0.U.-L 42'8% (3/7) 50°0% (3/6) 78°6% (11/14)
C.0.U.-C 18'2% (4/22) 25’6% (10/39) 29°3% (12/41)
3° E.M. 00% (0/7) 2000%  (1/5) 33'3%  (3/9)
5° F.M. 5000% (3/6) 50'0% (4/8) 66"7% (4/6)

Tabla 5. Alumnos que utilizan una unidad estdndar en el ftem 1.3, 1.5 y 1.7.

Como se puede observar el comportamiento de los alumnos de los distintos cursos es bastante
heterogéneo. Contrasta el uso tan bajo de unidades estdndares por parte de los alumnos de
C.0.U.-C en relacién a los porcentajes correspondientes a los alumnos de 2° de B.U.P. y
los de 5° F.M., junto con los de C.0.U.-L, que muestran un uso casi mayoritario de la
unidad estdndar. Por otra lado, el bajo porcentaje de utilizacién del cm? por parte de los
alumnos de 3° E.M. podria estar justificado por su mayor familiaridad con las unidades no
estdndares, como consecuencia de la instruccién especifica que reciben sobre el drea a lo
largo de su formacién para maestros. La causa de que los alumnos de 8° de E.G.B. no
utilicen tampoco mayoritariamente la unidad estdndar podria estar asociada al tipo de
procedimiento que utilizan para resolver estos tres problemas, basado en el conteo de
unidades cuadradas.

Los comportamientos anteriores nos llevaron a estudiar la existencia de posibles dependencias
entre las variables: curso, tipo de procedimiento utilizado en la resolucién de estos itemes

y el tipo de unidad empleada en ellos. Para ello procedimos a un andlisis loglineal entre las
variables siguientes:

- variable factor experimental: curso;
- variables respuestas:

- tipo de procedimiento utilizado: procede al conteo de unidades cuadradas o se ayuda
de un procedimiento geométrico, utiliza dnicamente un procedimiento numérico, u
otros procedimientos erréneos;
tipo de unidad empleada: unidad no estindar, estdndar u omitida.

El andlisis loglineal, realizado en los alumnos que en cada curso habfan respondido a estos
itemes, detecté sélo interacciones a dos niveles y entre las variables: i) curso y tipo de
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procedimiento, i) curso y tipo de unidad y iii) tipo de procedimiento y tipo de unidad. Las
dos primeras relaciones del tipo factor-respuesta, y la ultima del tipo causa-efecto han sido
estudiadas con mayor detalle en sus apartados correspondientes, que se muestran a lo largo
de la seccion 3.4.

En esta ocasién procedimos al estudio de las dos relaciones detectadas donde la unidad de
medida era una de las variables implicadas, para lo que utilizamos el test de Ia x°. El estudio
de la dependencia entre las variables curso y tipo de unidad utilizada no proporcioné nuevos
datos de los que ya disponfamos, al ratificar que la mayoria de los alumnos de los distintos
cursos que habfan resuelto estos problemas habfan omitido la unidad. Estos datos los
proporcionaron las tablas de contingencia correspondiente a cada problema donde aparecfa
como categoria dominante la correspondiente a la unidad omitida. Posteriormente estudiamos
la relacién entre el tipo de procedimiento y el tipo de unidad utilizada en cada uno de los
ftemes 1.3, 1.5 y 1.7, y del que a continuacién exponemos sus resultados mds interesantes.

La tabla siguiente muestra los valores correspondientes al p-valor por curso y problema, que
representaremos de modo abreviado por "p", procedente del test de la x? para el estudio de
la relacién entre el tipo de procedimiento utilizado en los ftemes 1.3, 1.5 y 1.7 y el tipo de
unidad empleada en éstos.

ftem 1.3 ftem 1.5 ftem 1.7
8° E.G.B. p = 0’01999 (*) p = 0’00025 (**) p = 071617
2° B.U.P. p = 0°00253 (**) p = 042657 p = 0'61214
C.0.U.-L p = 001921 (* p = 0°00072 (**) p = 0'40213
C.0.U.-C p = 0’25695 p = 000067 (**) p = 000063 (**)
3° EM. p = 0°02306 (*) p = 011142 p = 0°05386
5° F.M. p = 0’88338 p = 0'97058 p = 0041160

Tabla 6. p-valores correspondientes al estudio de una posible relacidn entre el tipo de unidad utilizada y el tipo de
procedimiento empleado en la resolucién de los ftemes 1.3, 1.5y 1.7.

Los valores (*) que representan un p<0’05 y (**}j un p<0'0! indican la existencia de una
cierta dependencia entre estas dos variables, De modo que, en determinados cursos y
problemas la unidad de medida utilizada depende del procedimiento empleado para su
resolucion.

También del andlisis de los p-valores se deduce que la dependencia o no de estas dos
variables, no depende sélo del curso al que pertenecen los alumnos, sine que podria estar
relacionada también por las caracteristicas propias de cada problema, ya que en el problema
del item 1.3 se ha manifestado mayoritariamente esta dependencia en contra de lo que ha
sucedido en el item 1.7.
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De los valores de la tabla anterior se constata que Unicamente en los alumnos de 5° F.M.
existe independencia entre el razonamiento empleado y la unidad escogida.

Al estudiar las tablas de contingencia correspondientes a cada curso, que se pueden consultar
en el Anexo 4 de esta memoria, se observa que los alumnos que se han ayudado de un
procedimiento geométrico o han contado el nimero de unidades cuadradas para determinar
el drea de la superficie dada, tienden a utilizar una unidad no estindar de medida.

(RECONOCEN LOS ALUMNOS DIVERSAS UNIDADES DE MEDIDA, TANTO ESTANDARES COMO NO,
DE LONGITUD, SUPERFICIE Y VOLUMEN?

Para tal fin estudiamos la clasificacién realizada por los alumnos en el item 2.25 -item que
fue abordado por la préictica totalidad de los alumnos de la muestra-, mostrando a
continuacion los datos referidos a aquéllos que fracasaron de forma rotunda en la
identificacién conjunta tanto de las unidades estdndares como las no estdndares de longitud,
superficie y volumen, y de los que, por lo tanto, podemos afirmar que las desconocen.

desconocen las unidades desconocen las unidades no
estdndares estdndares
8° E.G.B. 41'7% (35/84) 41'7% (35/84)
2° B.ULP. 16'0% (20/125) 12°8% (16/125)
C.0.U.-L 2000% (16/80) 11’2%  (9/30)
C.0.U.-C T'8% (7/90) 0'0% (0/80)
3° E.M. T1% (3/42) 24% (1/42)
5° F.M. 3'4%  (1/29) 0°0% (0/29)

Tabla 7. Alumnos que realizan una clasificacién totalmente errénea de las unidades estdndares y no estdndares de
medida en el ftem 2.25.

Aunque no son grandes las diferencias se observa un mayor nimero de alumnos que
desconocen las unidades estdndares frente a las no estdndares en todos los cursos, a
excepcién de 8° de E.G.B. donde coinciden. Estos datos nos sorprenden porque creemos que
que deberia haberse dado la situacién contraria, ya que las unidades no estdndares,
normalmente, no son estudiadas en ningiin nivel educativo.

Por otra parte es interesante reflexionar sobre la evolucién de estos porcentajes, bastante
elevados en los alumnos de 8° de E.G.B. y apenas significativos a partir de los alumnos de
C.0.U.-C. Estos resultados muestran un importante desconocimiento de las unidades por
parte de los alumnos de 8° de E.G.B., en contra de lo que pareceria iégico esperar, dado que
son éstos los que mds reciente tienen la instruccién sobre el concepto que nos ocupa. Ello
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nos lleva a considerar que la madurez del alumno es un factor necesario para asimilar el
concepto de unidad. Sin embargo, este andlisis estarfa incompleto si no tuviéramos en cuenta
los resultados correspondientes a los alumnos de C.0.U.-L, bastante inferiores a los de
C.0.U.-C, y muy similares a los obtenidos por los de 2° de B.U.P. Por lo tanto, creemos
que tanto la madurez del alumno como su formacién matemética son dos factores esenciales
para el conocimiento y comprensién de la unidad de medida.

A continuacién mostramos los porcentajes correspondientes al nimero de alumnos que en
cada curso demostré desconocer la unidad estindar y no estdndar para cada una de las
magnitudes, longitud, drea y volumen.

longitud drea volumen

u. e. u. no e. u. e. u. no e. u. e. u. no e.
8° E.G.B. 4°0% 44’0% 59'5% 57'1% 57'1% 55'9%
2° B.U.P. 24°0% 16’8% 24'8% 23'2% 176 % 18'4%
C.0.U.-L 20°0% 11'3% 27'5% 15'0% 26"3% 15'0%
C.0.U.C 8'9% 1’1% 12'2% 22% 10'0% 0'0%
3° E.M. 9°5% 4'8% 19°0% 11'9% 14°3% 4'8%
5° F.M. 3'4% 0°0% 3'4% 0'0% 3'4% 0'0%

Tabla 8. Porcentaje de alumnos que realizan una clasificacidn totalmente errénea de la unidad estdndar (u. e.) y
no estdndar (u. no e.) de longitud, 4rea y volumen en el ftem 2.25.

Se observa que las unidades de drea son las mds desconocidas por ies alumnos
indistintamente del curso al que pertenecen, si bien no existe gran diferencia con el
desconocimiento manifestado por los estudiantes sobre las unidades de volumen.

A toda esta informacién podemos afiadir que el 20'2% (17/84) de los alumnos de 8° de
E.G.B., el 5°6% (7/125) de los de 2° de B.U.P., el 6'3% (5/80) de los de C.0.U.-L, el
3’3% (3/90) de los de C.0.U.-C, el 7’1% (3/42) de los de 3° E.M. y el 6°9% (2/29) de los
de 5° F.M. s6lo indicé el cuadrado como posible unidad no estidndar de drea. Si bien en la
mayoria de los cursos estas cifras son poco significativas no ocurre lo mismo para la
correspondiente a 8° de E.G.B. que junto con otros datos ya proporcionados o que se irdn
proporcionando a lo largo de este andlisis, pone de manifiesto la pobreza del conocimiento
que estos alumnos poseen sobre la unidad de drea.

Finalmente queremos mostrar los datos referentes al nimero de alumnos que consiguié
realizar correctamente la clasificacién solicitada en este item, que junto con los mostrados
en las Tablas 7 y 8 ponen de manifiesto ei desconocimiento que los alumnos de los distintos
cursos, especialmente los de 8° de E.G.B. poseen sobre las unidades de medida.
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clasificacién correcta de | clasificacién correctade | clasificacion correcta de

las unidades estdndares las unidades no las unidades estindares
estdndares ¥ no estdndares
8° E.G.B. 14'3% (12/84) 10°7% (5/84) 83% (7/84)
2°B.U.P. 51"2% (64/125) 42°4% (53/125) 32'8% (41/125)
C.0.U.-L 55'0% (44/80) 40°0% (32/80) 32'5% (26/80)
c.0.u.-C 75'5% (68/90) 80°0% (72/90) 65'5% (59/90)
3°EM. 71'4% (30/42) 69'0% (29/42) 59'5% (25/42)
5° F.M. 86"2% (25/29) 89'6% (26/29) 82'7% (24/29)

Tabla 9. Alumnos que realizan una clasificacidn totalmente correcta de las unidades del item 2.25, por tipos y
conjuntamente.

INTERES DE LAS RESPUESTAS DADAS AL fTEM 2.25

De la informacién proporcionada por el estudio de la implicacién jclasificacion correcta en
el item 2.25 implica la utilizacién correcta de unidad en el item 1.27, se confirma, lo que ya
durante las entrevistas se constaté, que el ftem 2.25 proporciona una informacién
suficientemente fidedigna sobre el conocimiento que los alumnos poseen sobre las diferentes
unidades de medida, ya que por ejemplo, en 8° de E.G.B., de los que habfan realizado
correctamente la clasificacion, el 100% dio correctamente la unidad en el caso del rectdngulo
y circulo, el 85’7% y el 83°3% en los casos del tridngulo y paralelogramo, respectivamente.
Esto se verifica también en los otros cursos, aunque con porcentajes mds bajos, ya que en
los cursos superiores existe un elevado niimero de alumnos que no indic6 la unidad.

(ESTAN FAMILIARIZADOS LOS ALUMNOS CON EL USO DE UNIDADES NO ESTANDARES DE
SUPERFICIE?

Con el fin de conocer algo sobre el comportamiento de los alumnos cuando se trabaja con
unidades no estdndares, estudiamos las respuestas dadas por éstos a las distintas cuestiones
planteadas en el item 2.9.

La siguiente tabla muestra el nimero de alumnos que identificé correctamente la unidad
utilizada en la medida del 4rea de cada una de las figuras consideradas en los casos (A) y
(B), asf como el dato correspondiente al niimero de alumnos que dejé en blanco este ftem.
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o 7o heedotene B
A B A B
8° E.G.B. 57°9% (33/57T) 80'4% (41/51) 44°1% (45/102) 50°0% (51/102)
2°B.U.P. 90"7% (98/108) 85'1% (86/101) 17°6% (23/131) 22'9% (30/131)
C.0.U.-L 85'S% (65/76) 87°5% (63/72) 25'5% (26/102) 29'4% (30/102)
C.0.U.C 85'4% (88/103) 90'3% (84/93) 6'4% (7/110) 15°4% (17/110)
3° EM. 95'3% (41/43) 92'5% (37/40) 23%  (1/44) 1%  (4/44)
5° F.M. 90'6% (29/32) 83'9% (26/31) 00% (0/32) 3% (1/32)

Tabla 10, Alumnos que identifican correctamente la unidad utilizada en la medida del 4drea en los casos (A) y (B)
del ftem 2.9, y niimero de alumnos que lo deja en blanco.

Si bien no existen grandes diferencias entre los porcentajes correspondientes a los alumnos
que en cada curso identificaron correctamente la unidad utilizada en la medida del drea en
los distintos casos (a excepcion del dato correspondiente a 8° E.G.B., caso (A)), si las hay
entre los datos correspondientes al nimero de alumnos que dejé en blanco el ftem. Ello
permite detectar dos comportamientos diferentes segiin los alumnos pertenecen a los cursos
de menor formacién matemética (8° E.G.B., 2° B.U.P. y C.0.U.-L) o de mayor formacién
matemdtica (C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M.). Para los alumnos pertenecientes a los cursos
del primer bloque el ftem no resulté sencillo, especialmente para los de 8° de E.G.B., donde
ademds del elevado nimero que no respondid al item, de los que sf afrontaron su resolucidn,
aproximadamente el 42% y el 20% identificaron erréneamente la unidad de las figuras (A)
y (B) respectivamente. Aunque la préctica totalidad de los alumnos de los cursos del segundo
bloque afrontara la resolucién del ftem y la mayoria lo resolviera con éxito, pensamos que
las cifras muestran que también a parte de ellos la tarea de identificacién de la unidad les ha
planteado algunas dificultades.

Por otra parte, a excepcidn de lo ocurrido en 8° de E.G.B. que mds adelante comentaremos,
el que un mayor nimero de alumnos dejara en blanco el apartado (B) y éste fuera
correctamente resuelto por un menor numerc de estudiantes en cada curso, en valores
absolutos que el apartado (A), nos hacen suponer que ia identificacién de ia unidad de
medida cuando ésta estd reproducida de forma completa en ia superficie resulta mds sencilla
que cuando la unidad aparece fraccionada para el recubrimiento exacto de la superficie,
aunque realmente las diferencias no fueron muy significativas. Este hecho se confirma al
observar la cantidad de alumnos que eligen una unidad de longitud, en lugar de identificar
la unidad de érea utilizada, con el fin de poder comparar las dreas de las dos superficies,
verificdndose un aumento en el caso (B) respecto del (A}, como a continuacién se muestra:
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caso (A): cuadrildtero caso (B): tridngulo
uso de una uso de una uso de una uso de una uso de una uso de una
unidad unidad unidad de unidad unidad unidad de
correcta de | incorrecta de longitud correcta de | incorrecta de longitud
longitud longitud longitud longitud
8° E.G.B. 0'0% (0) T0% (4) T0% (4) 3'9% (2) 738% (4) 11'7% (6)
2° B.U.P. 2'8% (3) 0'9% (1) 37% @) 3'0% (3) 00% (O 3'0% (3)
C.0.U.-L 51% 4) 0'0% (0) 53% 4) 9'7% (7) 0'0% (0) 9'7% (1)
C.0.U.-C 1'% (2) 0’0% (0) 1'9% (2) 54% (5 0'0% (0) 5°4% (5)
3° E.M. 0'0% (@) 2'3% (1) 23% (1) 2'5% (1) 0’0% (0) 2’5% (1)
5° F.M. 6'3% (2) 0'0% (0) 6'3% (2) 7% (3) 0’0% (0) 9°7% (3)

Tabla 11. Alumnos que utilizan una unidad de longitud para la comparacién del drea de las figuras del jtem 2.9.

Pudimos comprobar que la prdctica totalidad de alumnos que habfan identificado
correctamente la unidad de superficie en el caso (B), lo habfan conseguido también en el caso
(A). Tan sélo, en el caso de 8° de E.G.B. la implicacién no fue tan fuerte, siendo el
porcentaje de alumnos que as{ habfan procedido del 70%. La implicacién contraria no se dio.
Lo que vendria también, a apoyar la afirmacién anterior al respecto de la existencia de una
mayor dificultad en la identificacién de la unidad cuando ésta no estd siempre reproducida
en su totalidad.

¢Qué ocurre con los alumnos de 8° E.G.B.? De nuevo estos alumnos se comportan de forma
confraria a lo que se espera, considerando lo que podriamos llamar la ténica general. Es
decir, mientras que a los estudiantes de los otros cursos les resulta mds sencilla la
identificacién de la unidad de superficie de forma triangular del caso (A), que la de forma
cuadrada del caso (B), por lo que acabamos de comentar, a ellos les resulta mucho mds
dificultoso, ya que sélo el 57'9% lo consigue, frente al 80°4% que lo logra en (B). Creemos
que estos resultados se podrian justificar si pensamos de nuevo en la instruccién recibida por
estos alumnos sobre la unidad no estdndar de medida, que parece limitarse Unicamente a la
unidad cuadrada, por lo que estdn entrenados a trabajar con ella, y por lo tanto les resulta
més sencillo identificarla, antes que cualquier otra unidad de superficie de forma diferente.

Nos parecié interesante también conocer la actitud que adoptaron los alumnos de los distintos
cursos en el momento de comparar dos dreas medidas con unidades diferentes. Para ello
observamos los argumentos que mayoritariamente esgrimieron los estudiantes al emitir una
opinién sobre las dreas del rectingulo y tridngulo.

En el momento de comparar las dreas de las dos superficies la mayoria de los estudiantes de
todos los cursos se inclind por intentar establecer una equivalencia entre las unidades de
medida que les condujera a una relacién del tipo menor, mayor o igual, a excepcién de los
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alumnos de 5° F.M. que mayoritariamente optaron por afirmar que no se podfan comparar,
ya que las unidades eran diferentes.

En la siguiente tabla queremos mostrar algunas de las razones inconsistentes dadas por los
alumnos, ya que pensamos ponen de manifiesto la debilidad de su argumentacién y en
consecuencia la de su conocimiento sobre la unidad de medida.

no hay datos 40 > 6 me parece uT:f:a:B{ otras total
8° E.G.B. 1'5% 1779% 10'4% 6'0% 29'9% 65'7%
2°B.U.P. 0'0% 6°0% 6'0% 0'0% 26°2% 382%
C.0.U.-L 3’3% 13°'1% 16'4% 1'6% 2% 42°6%
C.0.U.-C 2’4% 6'0% 2'4% 2'4% 8'4% 21’6%
3° EM. 0°'0% 0'0% 2'6% 53% 10'5% 18'4%
5° F.M. 3'8% 0'0% 0'0% 0'0% 0'0% 8%

Tabla 12. Argumentaciones erréneas dadas por los alumnos para justificar su respuesta en el ftem 2.9.

Estos datos ponen de manifiesto la existencia de un elevado niimero de alumnos que avalan
su eleccién con argumentos basados en errores conceptuales, o mediante razonamientos
inconsistentes y sin sentido. Creemos que los porcentajes totales son demasiados altos en
todos los cursos, teniendo en consideracion el nivel de cada uno de ellos, a excepcion del
registrado en 5° F.M. que corresponde a la respuesta de un tinico alumno y por lo tanto,
pensamos que no es relevante. As{ pues, la forma de actuar de estos alumnos viene a
advertirnos de la existencia de demasiados estudiantes en los distintos niveles educativos -con
la unica salvedad de los alumnos de 5° F.M.- que no entienden el papel de la unidad no
estdndar de superficie, ni estdn habituados a trabajar con ella.

Caricter de no discretitud de la unidad de medida

Podemos afirmar con total convencimiento a partir del estudio del comportamiento de los
alumnos en distintos itemes y de lo que algunos de ellos comentaron durante las entrevistas,

facilitar la medida.

En el item 2.6, s6lo un alumno de 2° de B.U.P. ignord las fracciones de la unidad en los
dos casos, y dos consideraron las fracciones como unidades enteras, también en los dos
casos. Ningiin otro comportamiento de este tipo se detect$ en el resto de alumnos de los
demds cursos, aunque algunos alumnos de &° de E.G.B. (muy pocos) dieron en este item un
tipo de respuesta dificilmente catalogable, que se comentar4 en ¢l apartado siguiente dedicado
al cardcter de recubrimiento de la unidad de medida.
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Con cardcter informativo, queremos comentar que si bien la prictica totalidad de los
estudiantes consideré las fracciones de la unidad en los dos casos del item 2.6, no todos ellos
consiguieron dar con exactitud la medida del 4drea, estando ocasionados los errores por una
lectura errénea de las fracciones de la unidad -generalmente consistente en considerar la
fraccién "1/3" como "1/4" o "1/2"- y/o, por una suma incorrecta de éstas.

También pudimos comprobar que para dibujar las cuatro figuras solicitadas en el item 2.8
de 4rea 1 cm?, los alumnos, en general, no tuvieron ninguna dificultad en partir la unidad
cuadrada para su construccion.

Cardcter iterativo y de recubrimiento de la unidad de medida

Si en las respuestas en el caso (A) del ftem 2.6 ignoramos los errores cometidos al identificar
y contar las distintas fracciones de la unidad, nos encontramos con que el 76’48% de los de
89 de E.G.B., el 95'43% de los de 2° de B.U.P., el 91'18% de los de C.0.U.-L, el 100%
de los de C.0.U.-C, el 97°73% de los de 3° E.M. y el 96°875% de los de 5° F.M. han
sabido que debfan proceder al recuento de las unidades que cubrian la superficie para
cuantificar el drea.

Nota.- Nos hemos referido tnicamente a las respuestas dadas en el caso (A), ya que
pensamos que la situacién planteada en (B) es un poco mds compleja al considerar la tercera
parte de la unidad, y por lo tanto pueden haber existido otros motivos al margen de lo que
deseamos estudiar, como por ejemplo el hecho de operar con fracciones, que hayan
dificultado su resolucion.

(Los alumnos que proceden a un recuento del nimero de unidades cuadradas contenidas en
el poligono, comprenden el carécter de recubrimiento que posee la unidad bidimensional del
drea? Esta fue la pregunta que nos hacfamos a la hora de interpretar las respuestas dadas por
los alumnos. Pensamos que no serfa correcto extraer esta conclusién del andlisis de este
comportamiento en este linico ftem y que éste se deberfa comparar con actitudes en otros
ftemes relacionados. Sin embargo, si crefamos que se podria concluir algin resultado
interesante del andlisis de los comportamientos de aquellos alumnos que no respondieron este
ftem o lo hicieron de forma verdaderamente desconcertante.

Asi pues, nos planteamos estudiar las respuestas dadas por los alumnos que habian fracasado
completamente en el ftem 2.6, en los ftemes 1.3, 1.5, 1.7 y 2.9, problemas que requieren
para su resolucién de una cierta comprension del cardcter de recubrimiento de la unidad de
medida, pensando que el alumno que dejé en blanco el item 2.6 o lo resolvié
incorrectamente, no entiende este cardcter de la unidad de medida y en consecuencia no
podria abordar la resolucién de los ftemes indicados anteriormente.

Para ello pensamos realizar un contraste de hipétesis con objeto de estudiar si existfa algin
tipo de dependencia entre el comportamiento mostrado por los alumnos en estos ftemes. A
pesar de que en esta ocasién el nimero de casos a estudio es reducido -ya que tnicamente
dejan en blanco el ftem 2.6: 16 alumnos de 8° de E.G.B., 5 de 2° de B.U.P., 9 de C.0.U.-
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L, 1de3° E.M. y 1de5° F.M., y dan respuestas erréneas sin sentido: 8 alumnos de 8° de
E.G.B. y 1 de 2° de B.U.P.- nos decidimos a realizar el test de la x* con los alumnos que
dejaron en blanco el item 2.6, pensando que los p-valores y en especial la distribucién de los
alumnos en las celdas de las tablas de contingencia resultantes, podrian proporcionar algin
tipo de informacién interesante. Para los 8 alumnos de 8° de E.G.B. que habian dado las
respuestas incorrectas incomprensibles en el item 2.6 estudiamos su comportamiento en los
otros ftemes, comprobando que la prictica totalidad de ellos los habfan dejado en blanco, y
los pocos que respondieron lo hicieron de forma incorrecta.

La tabla siguiente muestra los p-valores resultantes del test de la x* realizado entre 1a variable
categérica que representaba si el alumno habfa resuelto o no el ftem 2.6 y otra variable de
las mismas caracterfsticas referida a los itemes 1.3, 1.5, 1.7 y 2.9.

responden o dejan responden o dejan responden o dejan responden o dejan
en blanco el item en blanco el item en blanco el ftem en blanco el item
13 1.5 1.7 29
8° E.G.B. p = 000027 (**) | p = 0'00432 (**) | p = 000256 (**) | p = 0’00112 (*®
2° B.W.P. p > 005 p > 005 p > 005 p = 0’00018 (**)
C.0.U.-L p > 0’05 p > 0'05 p > 005 p = 0700299 (**)
3° EM. p > 005 p > 0°05 p > 005 p > 005
5° FM. p > 005 p > 005 p > 005 p > 005

Tabla 13. p-valores correspondientes al estudio de una posible relacidn entre los alumnos que dejan en blanco o
responden el {tem 2.6 y los que dejan en blanco o responden los itemes 1.3, 1.5, 1.7 y 2.9.

Nota.- No aparece en el estudio C.0.U.-C ya que ningiin alumno de este curso dejé el item
2.6 por responder.

Asi pues, los p-valores correspondientes a 8° de E.G.B. indican que el heche de que los
alumnos de este curso respondan o no a cada uno de los itemes 1.3, 1.5, 1.7 y 2.9, depende
en cierta medida de si lo hacen o no en el item 2.6. Se ha podido comprobar del andlisis de
la distribucidén de los datos en la tabla de contingencia (ver Anexo 4), una clara tendencia de
los alumnos que han dejado en blanco el item 2.6, a dejar en blanco los problemas 1.3, 1.5,
1.7yel 2.9.

De la tabla anterior también se deduce una dependencia entre item 2.6 con el item 2.9, en
los cursos de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L. Comprobando igual que antes a partir de la
observacién de las tablas de contingencia (ver Anexo 4), que los alumnos que dejaron en
blanco el item 2.6, tienden a dejar en blanco el ftem 2.9. Este mismo comportamiento se
observé en los ftemes 1.3 y 1.5, aunque con éstos no se da una dependencia estadistica.
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Del estudio de las tablas de contingencia correspondientes a cada curso y casos considerados,
y en especial del estudio de los valores obtenidos en 8° de E.G.B., creemos que se confirma
la necesidad de comprensién del cardcter de recubrimiento de la unidad de medida para poder
afrontar la resolucién del ftem 2.6 y 2.9.

A pesar de las limitaciones de este estudio como consecuencia del reducido nimero de casos
a estudio, creemos que la distribucién de los alumnos que muestran las tablas de contingencia
nos permite extraer como conclusién que los alumnos de 8° E.G.B. que dejan en blanco este
ftem o dan una respuesta incomprensible, desconocen el cardcter de recubrimiento de la
unidad de medida y en consecuencia no entienden el 4rea como el nimero de unidades que
recubren la superficie, lo que les impide poder afrontar con éxito el ftem 2.9 y los problemas
1.3, 1.5 y 1.7, que mayoritariamente fueron resueltos en este nivel mediante el conteo de
unidades cuadradas. Veamos un ejemplo de este comportamiento.

Alumno 8° E.G.B.-3. En el ftem 2.6 para determinar el drea de los polfgonos (no cuadrildteros)
multiplica dos dimensiones lineales que €l mismo asigna a la figura como "base”
y "altura”. Podemos observar cémo para calcular el drea de las distintas
superficies en los ftemes 1.3, 1.5 y 1.7 procede exactamente del mismo modo.
Este alumno se refirié al drea en el item 1.1, como: "Es lo que mide la superficie
de dicha figura®.
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Tras este estudio podriamos decir que la prictica totalidad de los alumnos de los distintos
cursos, a excepcion de los de 8° de E.G.B., conocen el cardcter de recubrimiento de la
unidad de medida, salvo algiin caso particular detectado en 2° de B.U.P. o C.0.U.-L. Por
lo que respecta a los alumnos de 8° de E.G.B., el 23’52% de ellos no lo comprende.

Por otra parte podemos afadir que en el ftem 2,10, casi todos los alumnos de la muestra de
cada curso (a excepcion de dos alumnos de C.0.U.-L que lo dejaron en blanco) supieron que
debian iterar la unidad de medida proporcionada para poder determinar el drea del poligono
dado. Reflexionando sobre el porcentaje de éxito en este {tem, llegamos a la conclusién de
que tal vez y con objeto de asegurarnos de que el alumno comprende que el drea se obtiene
por iteracién de la unidad escogida, se deberia cambiar €l modo en el que se formula la
pregunta, y en lugar de pedir al alumno el niimero de baldosas necesarias para recubrir la
superficie, preguntarle directamente por el drea de la superficie.

Relacién inversa entre el tamafio de la unidad y el niimero de unidades

De las respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.11 podemos concluir que practicamente
el 100% de los alumnos de cada curso afirmé que se requeriria mayor nimero de baldosas
para recubrir la superficie poligonal del {tem 2.10, si se utilizara una baldosa menor que la
dada en un principio. Sin embargo, y como ya explicamos cuando comentamos algunos de
los resultados de las entrevistas (3.3.5.2.), pudimos comprobar que aunque las respuestas
correctas dadas por los alumnos de los diferentes cursos rondaron practicamente el 100% en
estos ftemes, creemos que los alumnos no son conscientes cuando los resuelven de la relacién
inversa existente entre el tamafo de la unidad y el nimero obtenido aunque, una vez
reflexionado sobre ello, lo aceptan.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la unidad de medida

- Existe una costumbre generalizada entre los alumnos de todos los cursos y niveles de no
indicar la unidad utilizada para el cdlculo del drea ni tras el cdlculo de ésta. Los motivos
que colaboran en su omisién son diversos:

No disponer de un nimero determinado que represente la medida del drea como
consecuencia por ejemplo, de no haber finalizado el cdlculo al dejar indicada alguna/s
de las operaciones implicadas en él. Observado en los alumnos de todos los cursos.

Utilizar un procedimiento "largo", consistente en algo mds que aplicar una férmula.
Observado en los alumnos de todos los cursos.

No considerar necesario indicar la unidad porque se da por supuesto, se sobrentiende
o simplemente porque se olvida. Argumentado por los alumnos de los cursos
superiores: C.0.U.-C, 3° E M. y 5° F.M.
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Desconocer la unidad adecuada a emplear o poseer inseguridad en el uso de las
unidades. Observado especialmente en los alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P.

La omisién de la unidad de medida por parte de un alumno tiene generalmente
interpretaciones diferentes segiin éste pertenezca a C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M., o bien
a 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L. Mientras que para estos ultimos la omisién
estd normalmente causada por una falta de conocimiento de las unidades de medida, en
los primeros estd motivada por un simple olvido.

Los alumnos no reconocen diversas unidades estdndares y no estdndares de medida de
longitud, drea y volumen. S6lo una minoria de los estudiantes de 8° de E.G.B., 2° de
B.U.P. y C.0.U.-L, una escasa mayorfa de los de C.0.U.-C y 3° de EM., y
aproximadamente un 83% de los 5° F.M. clasificaron correctamente una coleccién de
unidades como las descritas anteriormente.

Existe un mayor desconocimiento de las unidades de medida estdndares que de las no
estdndares por parte de los alumnos de los distintos cursos.

En todos los cursos se ha detectado en los alumnos un mayor desconocimiento de las
unidades de 4rea que de las de longitud y volumen.

La unidad estdndar utilizada mayoritariamente por todos los alumnos ha sido el cm?, y la
no estdndar la unidad cuadrada.

El error mds comin cometido por los alumnos de cada uno de los cursos en el uso de
unidades estdndares de drea es la utilizacién del "cm” en lugar del "cm*".

En general, a todos los alumnos les resulta mds sencillo identificar una unjdad de medida
bidimensional que recubre una superficie siempre reproducida de forma integra, que
aquélla de la que se muestra en algiin momento, sélo una fraccion.

Una mayoria de los alumnos de cada curso, representando ésta en C.0.U.-L, C.0.U.-C,
39 E.M. y 5° F.M. la préctica totalidad de ellos, conoce y utiliza las tres propiedades de
la unidad de medida: el cardcter de no discretitud, el cardcter de recubrimiento ¢ iterativo
de 1a unidad y la relacién inversa entre el mimero de unidades y el tamafio de ésta.

La totalidad de los estudiantes de 3° E.M. y 5° F.M. y la préctica totalidad de los de
C.0.U.-C sf tienen en cuenta que el nimero resultante de ia medida depende de ia unidad
escogida, hecho que parece ser reconocido por una mayoria, si bien no muy elevada, de
los de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, y por una minoria de los alumnos de 8° de E.G.B.

En aquellas situaciones en las que ninguno de sus elementos sugiere el uso de una unidad
estdndar se ha observado que los alumnos de 2° de B.U.P., C.0.U.-L y 5° F.M., que
acostumbran a dar la unidad, tienden a utilizar mayoritariamente la unidad estdndar "cm?",
en contra de lo que realizan los alumnos de C.0.U.-C, 8° de E.G.B. y 3° EM.,
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observdndose un uso dominante de la unidad cuadrada por parte de los alumnos de estos
dos qltimos cursos, y que nosotros atribuimos a la instruccién que han recibido.

- Existe una dependencia estadistica entre el tipo de procedimiento utilizado en la resolucién
de ciertos problemas (procedimiento geométrico o conteo de unidades cuadradas,
procedimiento numérico y otros erréneos), y el tipo de unidad utilizada (unidad no
estdndar, estdndar y omitida). Se ha detectado en todos los cursos a excepcién de 5° F.M.

- Globalmente los mejores resultados referidos al concepto "unidad de 4rea” corresponden
a los alumnos de 5° F.M., le siguen los de C.0.U.-C y después los de 3° E.M. A éstos
les siguen los de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L que obtienen resultados semejantes, siendo
mejores en un gran nimero de ocasiones los obtenidos por los de 2° de B.U.P., a pesar
de la diferencia de nivel escolar y edad que existe con los de C.0.U.-L. Finalmente los
peores resultados son los obtenidos por los estudiantes de 8° de E.G.B., que curiosamente
son los que mds reciente tienen la instruccién especifica sobre la unidad de medida en
general y de superficie en particular. Esta clasificacién de los alumnos por cursos, segun
sus éxitos, nos hace ver el papel que juega la formacién matemdtica general del alumno
en su comprension de la unidad de medida, ain cuando esta formacién no sea especffica
de ella.

- Creemos poder afirmar que los alumnos de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M. poseen un
buen grado de conocimiento y comprensién de la unidad de superficie, cosa que no sucede
en los alumnos de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, resultando este grado deficiente en los
alumnos de 8° de E.G.B.

Es un hecho constatado que la formacidn especifica relativa a las unidades de medida y en
particular a las unidades de drea, que se imparte a los alumnos durante los tltimos cursos de
E.G.B. y rara vez es retomada por algin profesor en niveles posteriores, fracasa
rotundamente, y que la formacién matemadtica general adquirida por los alumnos a lo largo
de sus estudios en posteriores niveles va mejorando su conocimiento de la unidad de 4rea,
hasta el punto de proporcionar a los del nivel superior un aceptable grado de conocimiento
y comprensién, pero que atin siendo bueno no es completo. El proceso de asimilacién de la
unidad de medida se ha mostrado largo con deteccién de errores aiin en los niveles mds altos.

Ello nos lleva a concluir que la ensefianza de la unidad de medida no se hace en el modo
adecuado ni tal vez en el momento oportuno, y que para que los estudiantes alcancen un total
conocimiento de las unidades y comprendan el papel que éstas juegan en la medida es
necesario proporcionarles instruccién especifica sobre ello.



Etapa Diagndstica 113

3.4.3. CONSERVACION DEL AREA

El 4rea de una superficie se conserva cuando ésta se transforma en una nueva superficie al
ser dividida en piezas que son posteriormente reorganizadas

Los itemes 2.3 y 2.4 se disefiaron con objeto de comprobar si los alumnos reconocen esta
propiedad, tanto en un contexto geométrico como numérico.

De las respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.3 podemos concluir que, salvo algiin
caso aislado, la prdctica totalidad de los estudiantes de los distintos cursos reconocen la
conservacion del drea por recorte y pegado en un contexto geométrico. Incluso creemos que
la mayorfa de los alumnos que dieron una respuesta errénea no lo hicieron no porque no
acepten la conservacién del drea, sino como consecuencia de una incorrecta interpretacion
del dibujo proporcionado en el item, como se deduce de sus afirmaciones, como por ejemplo:
“el drea de la superficie (B) es mayor que la (A) ya que (B) tiene mayor porcién de
superficie".

Las argumentaciones que los alumnos dieron para justificar que las dos superficies tenfan la
misma 4rea fueron:

- Lo que se quita abajo, se le afiade arriba. (Este fue el tipo de respuesta dado mayoritariamente por los
estudiantes).

- Es lo mismo dispuesto de otra forma.

- Simplemente se le ha cambiado la forma, no el tamafo.

Si bien los alumnos si aceptan que el drea de una superficie que es sometida a una
transformacién como la descrita se conserva, hemos constatado por el tipo de respuestas
dadas en el item 2.4, que inmersos en un contexto numérico y ante un problema en el que
se les pide no sdlo comparar el drea de dos superficies sino cuantificar la de una de ellas,
pasan por alto, sea cual sea su nivel escolar, la relacién existente entre las dos superficies.
Ello condujo a algunos alumnos al fracaso, ya que no supieron cdmo calcular ¢l drea del
trapecio, llevando a algunos de ellos a afirmar que no era posible determinar el drea por "no
disponer de los datos necesarios”, y a una mayoria de los alumnos a complicar
innecesariamente el cdlculo del 4rea del trapecio, utilizando "largas” estrategias numéricas,
que condujeron a un elevado nimero de ellos (especialmente a los correspondientes a los
cursos de menor formacion matemdtica) a valores erréneos causados por motivos diversos,
como por ejemplo: la identificacidn errénea de alguno de los elementos de los que depende
el drea del trapecio, el uso de férmulas incorrectas, planteamientos erréneos y errores de
cdlculo. A continuacién se muestran algunas de las respuestas dadas por los alumnos que
representan los comportamientos que acabamos de citar.
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CALCULO CORRECTO DEL AREA MEDIANTE UN PROCEDIMIENTO NUMERICO INNECESARIO

Alumno C.0.U.-C-88
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CALCULO INCORRECTO DEL AREA POR:

Identificacién numérica errénea de algunos de los elementos de los que depende el drea de
un rectdngulo y un tridngulo

Alumno 2° B.U.P,-9
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Utilizacion de férmulas erréneas para el cdlculo del drea

Alumno 3° E.M.-36
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Errores aritméticos

Alumno C.0.U.-C-101
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Errores ocasionados por despistes
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Acabamos de ver algunos ejemplos del modo de proceder de determinados alumnos que, en
contra de lo que se podria pensar, no suponen actuaciones individuales sino que representan
las distintas formas de actuar de una mayoria de los estudiantes. Para corroborar esto
presentamos la tabla siguiente en la que se recogen los tipos de respuestas dadas por los
alumnos en este ftem y que hemos clasificado como sigue:

A) Utilizan la conservacién para determinar el drea o indican que las dos superficies tendrdn
igual drea sin llegar a calcularla.

B) Determina correctamente el drea mediante un cdlculo numérico, sin tener en cuenta la
conservacion del drea.

C) Determinan incorrectamente el drea mediante un cdlculo numérico erréneo o
planteamiento algebraico sin finalizar.

D) Afirman que no se puede determinar el 4rea por falta de datos.

E) Respuestas erréneas con razonamientos confusos e incatalogables.
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correcta por | correcta por incorrecta afirman que
: i : otras
conservacion célcu!o por cﬂ?ulu es imposible erTasas no contestan
numérico numérico calcularla
A B C D E
8° E.G.B 49’4 % 8'9% 15°2% 2'5% 24'1% 22'5%
i (39/79) (7/7%9) {12/79) (2179) (19/79) {23/102)
2° B.U.P. 36’1% 39°5% 16'8% 5'9% 1"7% 9'2%
(43/119) (47/119) (20/119) (7/119) (2/11%) (12/131)
C.O.U.-L 41'9% 32’3% 9'7% 97T % 6'5% 8'8%
(39/93) (30/93) (9/93) (9/93) (6/93) (9/102)
C.0U.C 43'1% 51'4% 5'5% 0'0% 0'0% 0'9%
' (47/109) (56/109) (6/109) (0/109) (0/109) (1/110)
30 EM 40°9% 38'6% 9'1% 4'5% 6'8% 0'0%
— (18/44) (17/44) (4/44) (2/44) (3/44) (0/44)
5 FM 54’8% 452% 0'0% 00% 0'0% 3'1%
gl (17/31) (14/31) 3y (0/31) (0/31) (1/32)

Tabla 14, Tipo de respuestas dadas en el item 2.4 y mimero de alumnos que lo dejan en blanco.

Como se deduce de estos datos, en cada curso aproximadamente el 50% de los alumnos opta
por un método numérico en el que no tienen en consideracién la conservacién del drea.

Durante las entrevistas se les pregunté a los distintos estudiantes que habian optado por un
procedimiento numérico (correcto o incorrecto) por la existencia de algiin método alternativo
de determinar el drea de forma mds breve a como la habian calculado. La mayoria de ellos
respondieron que podrian hacerlo si conocieran la férmula del 4rea del trapecio. Entonces

terminaban de leer las dos primeras lineas, afirmando que el irapecio tenfa 1a misma drea que
el cuadrado. Preguntados entonces si cuando resolvieron este ftem por primera vez se habian
dado cuenta de ello, todos cllos a excepcidon de dos afirmaron que no, que se habian
"quedado” con que debfan calcular el drea del trapecio y habfan pasado enseguida a irabajar
sobre el dibujo sin reflexionar en nada mds.

A continuacién se muestra la trascripcién de una parte de los protocolos correspondientes a
las entrevistas mantenidas con un alumno de 2° de B.U.P. y 5° F.M., que manifestaron
haberse dado cuenta del hecho de que las dos superficies tenfan igual drea, pere que no lo
utilizaron porque pensaron, por motivos diferentes como se podrd ver, que este
procedimiento no era vélido.
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Alumno 5° F.M.-8

Entrevistador.
: Alumno.

(Existe un procedimiento mds corto que el que ti has elegido para calcular el drea del trapecio?

: Me imagino que la férmula del trapecio nos lo darfa mucho antes.

.Y sin la férmula del trapecio?

: (Un procedimiento mds corto? ;Con esto conocido siempre? (Se refiere a la longitud del lado del cuadrado).

(Inmediatamente afirma). El 4rea es la misma. No tengo ni que calcularla.

(Por qué no lo hiciste asi?

: Porque pensaba que era que lo caleuldsemos,

Si ti indicas que el drea de la superficie (B) es 16, ;no serfa correcto?

Si. Se sabfa que era eso, que era 16, pero el calcular... Calcilalo es jcémo lo calcularfas?, Calcula con...

Para ti calcular significa realizar operaciones.

Exactamente. Calculando pero, computacionalmente. Es decir, hdzmelo. No dime que son 16.

Pero para determinar el valor del drea, el 16, has debido realizar la operacién 4x4,

Si, claro.

Luego existe un cdleulo,

: 8f, si. Pero bueno es un cdlculo, en el sentido de que td dices aqui, esto es un cuadrado, superficie: lado al

cuadrado. Aquf sin embargo, dices: si no sé la férmula del trapecio, Jo que si que puedo hacer, es asociarlo

con esto, entonces sabria que esto mide 2, esto 4, solamente tengo que calcular estas dos dreas y ésta. (Se

refiere a los dos tridngulos y el rectingulo).

El procedimiento es correcto.

: Yo por lo menos entiendo eso. Calcula, a mi no me sirve: pues vale tanto... sino: a ver...

1Qué palabra hubieras utilizado ti en el enunciado del ftem para que admitieras el razonamiento de la

conservacidn del drea?

A: Pues creo gque lo hubiese especificado...No sé, quizds para que no hubiesen confusiones, se podria poner: "sin
realizar operaciones” o simplemente "con las operaciones de éste (sefiala el cuadrado) decirme el drea de (8)".

E: Nunca hubieras utilizado la palabra "calcular” ;no es eso?

A: No, aquf no. En este caso no.

>PEHPE>EpH>E PHrH >

e

Alumno 2° B.U.P.-12

[-..]

E: O sea, ;que ti eras consciente al principio de que las dreas eran iguales y de que podias poner directamente
el drea del cuadrado?

A: Si.

E: Y ;por qué utilizaste este procedimiento que es mucho més largo?

A: Pues eso lo hago porque yo en los exdmenes de matemdticas muchas veces hago cosas de cabeza, y luego me

las ponen mal por hacerlo de cabeza.
: Pero tii aqui, ;lo harfas de cabeza? Esto supone... (El alumno interrumpe).
Yo aquf lo harfa de cabeza,
;Por qué es un cdlculo de cabeza? (Aqui duda durante unos instantes).
: No de cabeza. Bueno esto, el cdleulo lo podria hacer de cabeza, porque es dos veces el rectdngulo.
¢Por qué dudas de que esto seria una buena respuesta, tan buena como la que has dado?
No, no es que dude, pero, por ponerlo dos veces nunca va a estar mal. Es ya costumbre, porque he hecho
cosas de cabeza muchas veces que me han puesto mal y entonces pues ya...
No te fias.
: No me fio.

>Hpmem

>

En cualquier caso, uno por temor a no que no se le de por vélida su respuesta y otro porque
para €l "calcular" tiene una connotacién un tanto especial, ninguno ha considerado suficiente
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avalar la medida del drea del trapecio utilizando la propiedad de la Diseccién. Ello nos
deberia hacer reflexionar como profesores sobre el tipo de procedimientos que en las clases
de matemdticas les indicamos a los alumnos que son los "adecuados" para darles como
correctamente resuelto un problema.

Los porcentajes de éxito en el cdlculo del 4rea no sorprenden ya que van en consonancia con
la formacién matemdtica del alumno. Es de esperar que un alumno de 5° F.M. no cometa
errores en la determinacién del drea del trapecio a diferencia de lo que le puede ocurrir por
ejemplo a un alumno de 2° de B.U.P. o de 8° de E.G.B. Sin embargo, creemos que los
porcentajes de respuestas correctas no van en consonancia con la sencillez del problema
planteado, y que de algiin modo reflejan la debilidad de los conocimientos de los alumnos
en el caso concreto del cdlculo de dreas. Es interesante conocer el hecho de que de los
alumnos de 8° de E.G.B. que utilizaron la conservacién para afirmar que el cuadrado y
trapecio tenfan igual drea, el 38°46% de ellos no supo calcular el drea del cuadrado. Hecho
este, que se confirmé durante las entrevistas.

Conservacién del drea de un triingulo cuando éste se transforma en uno nuevo al
deslizar un vértice del triingulo sobre una linea paralela a la base

En el ftem 2.22 se le pedia a los alumnos que emitieran un juicio sobre la posible variacién
sufrida por el drea y el perimetro de un tridngulo al que se habia transformado en uno nuevo
mediante el deslizamiento de uno de sus vértices sobre una linea paralela a la base, de forma
que el drea se conservaba pero el perimetro aumentaba.

A continuacion mostramos el porcentaje de alumnos por curso que afirmaron que los dos
tridngulos tenfan igual drea, referido a los alumnos que respondieron este item. Un estudio
mds detallado de este item se presenta en el proximo apartado 3.4.12.

8° E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L C.0.U.-C 3® EM. 5° F.M.
46’7 % 62°3% 61'1% 86'0% £50% 65'4%
(43/92) (76/122) (55/90) {86/100) (27/41) (17/26)

Tabla 15. Alumnos que afirman correctamente que los dos tridngulos del ftem 2.22 tienen igual drea.

Sin embargo, no todos los alumnos argumentaron sus respuestas del mismo modo. A
continuacién exponemos algunos de los distintos modos de proceder de los estudiantes, que
hemos clasificado en:

A) Se refieren a la base y altura de los tridngulos.

B) Se guian por su percepcién visual. Por ejemplo dan razones del tipo: lo intuyo, se ve,
me parece...

C) Otras argumentaciones no adecuadas.
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se refieren a las - y

dimensiones de la base y utilizan su percepcién p—
la altura de los visual
tridngulos
A B C

8° E.G.B. 35'7T% 16’7% 47°6%
2° B.U.P. 42'6% 25’5% 31'9%
C.0.U.-L 27'5% 42'5% 30°0%
C.0.U.C 88"1% 6'5% 52%
3° EM. 88'0% 12°0% 0'0%
5° F.M. 93'8% 0% 6'3%

Tabla 16. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el item 2.22.

La mayoria de los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L que decidieron que
los dos tridngulos tenfan igual drea, lo hicieron basdndose en un razonamiento inconsistente,
luego podriamos decir que no han sido capaces de analizar la conservacién del 4rea en una
transformacién como la aquf considerada. Por lo que respecta a lo sucedido en los otros
cursos, observamos que aproximadamente un 12% de los alumnos de C.0.U.-C y 3° E.M.
utilizaron también razonamientos no vélidos para apoyar su eleccién, siendo los alumnos de
5° F.M. los que en su préctica totalidad utilizan el razonamiento adecuado. Observamos, por
tanto, que la conservacién del drea en una transformacién de este tipo no es algo que resulte
evidente. Como mds adelante se verd, el hecho de que esta transformacién tuviera lugar en
un contexto puramente geométrico fue la principal causa de trastorno en los alumnos de 5°
F.M., que en un porcentaje elevado afirmaron no poder emitir ninguna opinién sobre el drea
y perimetro de estos dos tridngulos al no disponer de los datos suficientes.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la conservacién del 4rea

- La préctica totalidad de los alumnos conoce la propiedad de la Diseccién y es consciente
de la conservacién del 4drea.

- La préctica totalidad de los alumnos de cada uno de los cursos reconoce, sin problemas,
esta propiedad en un contexto geométrico, pero no asf en un contexto numérico, en €l que
la peticién de cuantificar el drea les hace olvidar por completo la relacién existente entre
las superficies consideradas.

- Una mayoria de los estudiantes de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L no aprecia
que un deslizamiento del vértice del tridngulo sobre una linea paralela a la base, conserva
las dimensiones de la base y altura del tridngulo y en consecuencia, el 4rea. Este hecho
tampoco resulta evidente para los alumnos de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M.
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3.4.4. RELACION ENTRE EL AREA Y EL PERIMETRO DE UNA SUPERFICIE

Del estudio de las respuestas dadas por los alumnos en algunos itemes del test hemos podido
apreciar que para una mayoria de ellos, sea cual fuere su curso, los conceptos drea y
perimetro estdn intimamente relacionados, hasta el punto que, en demasiadas ocasiones esta
relacién les conduce a determinadas confusiones y conclusiones erréneas, que hemos podido
comprobar son de distinto tipo. Por ello hemos optado por presentar los resultados agrupados
seglin la naturaleza de la confusidn que dicha relacién ocasiona.

Confusién conceptual. Preguntados en el ftem 1.1 por lo que ellos entienden por 4drea, el
92% de los de 8° de E.G.B. (9 alumnos) de los que respondieron el item, el 7'1% de los
de 2° de B.U.P. (9 alumnos), el 2’2% de los de C.0.U.-L (2 alumnos) y el 1'0% de los de
C.0.U.-C (1 alumno), confundieron el drea de la superficie con el perimetro de ésta, como
ya comentamos en el apartado 3.4.1. y donde se pueden consultar algunas de las expresiones
dadas por los alumnos.

De las cifras anteriores puede deducirse que el nimero de alumnos que confunden el drea y
el perimetro conceptualmente no es nada significativo. Si a esto afiadimos que ningiin alumno
de 3° E.M. ni de 5° F.M. lo ha hecho, podemos concluir que los estudiantes en su casi
totalidad, diferencian el drea del perimetro.

Quisimos comprobar si esta confusién se mantendria en un caso prdctico en el que, aunque
no de forma explicita, aparecian implicados estos dos conceptos, drea y perimetro. Por ello
estudiamos el comportamiento de estos alumnos en su respuesta al ftem 1.4, donde dada el
drea de un cuadrado debfan determinar la longitud del lado. Se encontré que: 7 de los 9
alumnos de 8° de E.G.B., asi como los 2 de C.0.U.-L que se habfan referido al 4rea de una
superficie como un perfmetro determinaron la longitud del lado del cuadrado a partir de la
expresién: 41=36. No sucedié lo mismo con el alumno de C.0.U.-C y los alumnos de 2°
de B.U.P., que todos, a excepcién de uno que respondié de forma errénea pero
incatalogable, realizaron correctamente el cdlculo de 1a longitud dei lado. Luego estos
tiltimos, atn a pesar de que lo que manifiestan hace pensar en que poseen una concepcion
errénea de drea saben c6mo proceder correctamente desde un punto de vista computacional.
Lo que nos hace pensar que en esos casos, los alumnos trabajan de forma rutinaria sin
recapacitar sobre lo que realmente estdn calculando, Esto dltimo nos lleva a reflexionar scbre
el valor que debemos dar a los célculos, tanto correctos como erréneos, como fuentes
suministradoras de informacidn sobre lo que los alumnos comprenden o no, del concepto de
drea. Veamos algunas de estos casos:
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Alumno 2° B.U.P.-45. Calcul correctamente el drea del rectdngulo, tridngule y paralelogramo del item
L.2.

1. éQué es para ti el 4rea de una superficie plana?
b L\ L.t7tv</ _7u.< e i A\ Lw—if-

4, Sabiendo que el Area de un cuadrado es de 36 cm!, écudl
es la longitud de sus lados?

o g \@6_ i

o

GO\A.——

Alumno 2° B.U.P.-60. Calculé correctamente el drea del rectdngulo y del circulo del ftem 1.2.

1.  ¢Qué es para ti el 4rea de una superficie plana?
(0 BUE MIBDEFE O Fu PERI Le TR B 2AT4
SUPEFR FICIE,
4. Sabiendo que el drea de un cuadrado es de 36 em', icual

es la longitud de sus ladoa?

A2 Zéwiwé/‘%/%

§2=5w.4.

Alumno 2° B.U.P.-83. Calcul6 correctamente el drea del rectdngulo, circulo, tridngulo y paralelogramo
del ftem 1.2,

1. £Qué es para ti el drea de una superficie plana?

LA LINE4A QUE HAY Pog FUERA (¢ M.S

FIGURAS GEOMETRICAS, ETC...

4, Sabiendo que el 4rea de un cuadrado es de 36 cu’. Lcu&l
es la longitud de sus lados?

Ax L
A =34
£=V36 = £ (n
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Confusion operacional. La siguiente tabla contiene la informacidn referente al nimero de
alumnos que por su modo de proceder en el cdlculo del drea del rectdngulo, tridngulo y
paralelogramo del item 1.2, hacfa pensar en la existencia de una posible confusién entre el
drea y el perimetro. Los porcentajes estdn referidos al total de alumnos que en cada curso
respondieron al {tem.

rectdngulo tridngulo paralelogramo
8° E.G.B. 2’1% (2 alumnos) 4’8% (4 alumnos) 1’6% (1 alumno)
2° B.U.P. 0’8% (1 alumno) 0'8% (1 alumno) 3'8% (3 alumnos)
C.0.U.-L 0 alumnos 0 alumnos 0 alumnos
C.0.U.C 0 alumnos 0 alumnos 0 alumnos
32 E.M. 0 alumnos 0 alumnos 0 alumnos
5° F.M. 0 alumnos 0 alumnos 0 alumnos

Tabla 17. Alumnos que calculan el perimetro en lugar del drea en el ftem 1.2.

Al estudiar si los alumnos que habian procedido de este modo para calcular, por ejemplo,
el drea del rectdngulo también lo habfan hecho en el tridngulo y paralelogramo, se pudo
comprobar que no era asi, que en cada poligono procedian de forma diferente y ademds, que
los alumnos eran distintos en cada caso. Lo que viene a confirmar, que el error no es
causado por una confusién conceptual entre el drea y el perimetro, que les llevaria a actuar
siempre del mismo modo, sino motivado por un desconocimiento de cémo proceder para el
célculo del drea. Como ejemplo de ello veamos el modo de actuar de tres alumnos de 8° de
E.G.B.

Alumno 8° E.G.B.-71. Sélo calcula el 4rea del rectdngulo y la del tridngulo. En el primer caso

bien y en el segundo de forma incorrecta dando la medida de una magnitud
lineal.

‘2.1 El drea del recténgulo

D205 e dae

5 wn

2.3 el area del triangqulo 0

‘\E‘,r 5um
6 ::Z¥ Stm
£4% b= Y s ﬁwiz‘d%uhh ;

L

=X

O
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Alumno 8° E.G.B.-8. Todos sus célculos del 4rea de las distintas figuras son incorrectas, salvo el
del rectdngulo, y sélo en el caso del tridngulo da el perimetro como su drea.

2.1 El 4rea del rectangulo Foom

5 umy,.
PeYor oo s\

2.2 el 4rea del circulo

€23 tm -6’15 =2 10
2.3 el 4rea del tridngulo L

5om
3um
4 em

=4 217 om
2.4 el 4rea del paralelogramo

\

- 1em 3em
Goun

N\

= Qe

Alumno 82 E.G.B.-83. S6lo calcula de forma correcta el drea del rectdngulo, deja en blanco el
caso del paralelogramo y procede a suma de dimensiones lineales en el
circulo y tridngulo.

2.1 El1 frea del rectangulo

h5)

IxJ

5 wun

2.2 el drea del circulo

@

= 34230
2.3 el area del tridngulo -
. 5
BO % 3em
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Se estudié también el comportamiento en el cdlculo del drea de estos tres poligonos, de los
alumnos que habfan manifestado la confusidn entre el drea y el perimetro, y se constaté que
la mayoria de ellos habfa procedido correctamente. Lo que de nuevo viene a confirmar la
falta de relacién entre lo que los alumnos manifiestan y lo que calculan.

Por otra parte y como ya hemos comentado en el apartado anterior algunos alumnos
calcularon la longitud del lado del cuadrado del item 1.4, a partir de la expresién 41=36,
concluyendo que 1=9. Respuesta que nos puede hacer pensar en la existencia de una posible
confusién entre el drea y el perimetro por parte del alumno. Concretamente lo hicieron:

el 29°7% (27 alumnos) de 8° de E.G.B.
el 70% (9 alumnos) de 2° de B.U.P.
el 6'2% (6 alumnos) de C.0.U.-L.

Sin embargo, de todos estos alumnos, tnicamente 5 de 8° de E.G.B. y 1 de C.0.U.-L
habfan manifestado una concepcién errénea del drea, al referirse a €sta como el perimetro
en el item 1.1. Para el resto de los alumnos no se pudo relacionar este error cometido en el
ftem 1.4 con una concepcién errénea del drea, ya que por el contrario se refirieron a ella de
forma clara, como por ejempio lo hicieron los siguientes alumnos:

Alumno 82 E.G.B.-4. Calcul6 correctamente el drea del rectdngulo, cfrculo y tridngulo del ftem 1.2, y
mal el del paralelogramo del mismo item.

il g LQué es para ti el Area de una superficie plana?

deninn de
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Alumno 8° E.G.B.-13. Calculé de forma incorrecta todas las dreas de las figuras del ftem 1.2 salvo la
del rectdngulo, pero en ningiin caso calculé un perimetro.

I, éQué es para ti el 4rea de una superficie plana?

El axea Pm& (VU S} eb una 5u\“>€1&\oQ Q\&ﬂa Qe
wade 1o da Qa % uro, €S

Lo poke Sombue de o
?) ‘80( o

>

Sabiendo que el 4rea de ur cuadrzdo es de 36 cmz, acuél
es la longitud de sus lados? Qg T I
- S

Alumno 8° E.G.B.-27. Calcul6 correctamente el drea de todas las superficies del ftem 1.2.

1. éQué es para ti el 4rea de una superficie plana?

-9

Sabiendo que el 4rea de un cuadrado es de 36 cmz, c.cué‘
es la longitud de sus lados?

U
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Alumno 8° E.G.B.-94. Calculé correctamente el 4rea del rectdngulo y cfrculo, y mal la del tridngulo y
paralelogramo.

d. {Qué es para ti el 4rea de una superficie plana?

,2'/ brea . [ — w(wp.t.'q lpocuw A e u_M

R n ol gug! M Z=—sg' & s I+ 28 ¢z 2
HE "ley LEEdicug @ sws Nadss?
, . 36%%_
T
e | g o ;] Rz Q@ e’ cade \Q_XQ

Durante las entrevistas con los alumnos de 8° de E.G.B. se observé que el error estaba
provocado fundamentalmente por el desconocimiento de la férmula del 4rea de un cuadrado
por parte de los alumnos. A continuacién se expone un fragmento del protocolo
correspondiente a la entrevista mantenida con un alumno de 8° de E.G.B. que, poseyendo
una concepcion correcta de drea, dio como longitud del lado 9 cm, como resultado de la
operacién 36/4.

Alumno 8° E.G.B.-3.

E: Entrevistador.
A: Alumno.

1
.Tu sabes lo que representan estos 36 cm®"?
: §i, el drea.
(Podrias indicdrmelo sobre una figura?
: §{. (£l mismo dibuja un cuadrado y raya su interior, diciendo a la vez que io hace que eso es el 4rea).
Y ;qué es lo que debes calcular?
Lo que mide esto. (Sefiala el lado del cuadrado).
;Por qué el 36 lo divides entre 4?
: Porque el cuadrado tiene 4 lados.
Si yo ahora te diera un cuadrado cuyo lado midiera 3 cm (se dibuja un cuadrado indicando la longitud del
lado), ;cudl seria su drea?

MrpEHrEHp@pE@T
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: Seglin esto (y seiiala su respuesta a este ftem 1.4, el drea serfa 3x4=12 cm’.
: ;Estds seguro que de este modo, es como se calcula el 4rea del cuadrado?
No.

¢No te acuerdas de la formula?

No.

bl

Todo ello nos permite concluir que, cuando un alumno para calcular el drea de un poligono,
para lo que él recuerda que existfa una férmula, procede calculando un perimetro, no se debe
inferir de este error que confunde los conceptos de drea y perimetro, sino tan sélo que no
ha sabido cémo determinar el drea, y por supuesto que no se para a pensar sobre el
significado de lo que estd haciendo.

A diferencia de otros investigadores, como Dickson et al. (1988), que ante un error de este
tipo se refieren a la confusién drea-perimetro del alumno, nosotros hemos preferido
referirnos a €l haciendo hincapié en que se trata de una confusién operacional que no tiene
por qué tener asociada una conceptual, como la ambigiiedad de esa expresién podria hacer
pensar.

Relacién entre el drea y el perimetro en determinadas modificaciones de una superficie

En los ftemes 2.2 y 2.14 se plantearon modificaciones de superficies en las que se imponian
determinadas condiciones tanto al d4rea como al perimetro, con objeto de estudiar el grado
de limitacién que, para los alumnos, el perimetro impone al drea, y viceversa.

En el item 2.2 se le pedfa a los alumnos que realizaran las modificaciones que consideraran
oportunas sobre un rombo, de manera que obtuvieran una nueva superficie de menor drea
y mayor perimetro.

En el item 2.14, se le pedia a los alumnos que dibujaran un rectdngulo de menor drea e igual
perfmetro que uno dado, del que se proporcionaban las dimensiones de sus lados.

Mientras que en el ftem 2.2 se requiere la variacién simultdnea del 4rea y perimetro, y se
desarrolla en un contexto puramente geométrico, en el 2.14 sélo el drea experimenta
variacién, desarrolldndose en un contexto numérico. En cualquier caso, como inmediatamente
comprobaremos, ninguna de estas dos tareas resultaron sencillas para una mayoria de
estudiantes.

En la grifica n°6 se recogen los datos correspondientes a los alumnos que dejaron en blanco
cada uno de estos itemes y a los que consiguieron realizar correctamente las construcciones
pedidas, de entre todos aquéllos que los intentaron.
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I

I

PORCENTAJE DE RESPUESTAS (%)
j%
o
I

8°E.G.B. 2°B.UP. C.0.U.-L c.ou.-c 3% E.M. 5°F.M.

B ITEM 2.2 (Respuesta correcta) ITEM 2.2 (No contesta)
BITEM 2.14 (Respuesta correcta) EITEM 2.14 (No contesta)

Gridfica n°6

El porcentaje de alumnos que dejé en blanco estos ftemes, junto con el tipo de respuestas
dadas, y el bajo porcentaje de éxito alcanzado, pone de manifiesto la dificultad que este tipo
de tareas ha supuesto para los alumnos.

Se aprecia un mayor nimero de alumnos que dejé en blanco el ftem 2.2 que el 2.14. Sin
poder afirmarlo con rotundidad, pensamos que el hecho de estar planteada la tarea del item
2.14 en un contexto numérico, y ser un rectdngulo - poligono muy familiar para los alumnos-
la superficie implicada en ella animé a la préctica totalidad de los estudiantes a su resolucién.

Si bien en un principio les pudo parecer a los alumnos mds asequible la tarea numérica que
la geométrica, la realidad fue muy distinta como muestran las cifras correspondientes al éxito
alcanzado por ellos en cada caso. En la grdfica se puede comprobar que en todos los cursos,
a excepcién de 3° E.M., se registr6 un mayor nimero de alumnos que resolvié con éxito el
item 2.2 que el 2.14.

En esta ocasién se observa que, a diferencia de lo que ha venido siendo la ténica general,
no existe una evolucién paulatina de los porcentajes de éxito en consonancia con el nivel de
los cursos. Es de destacar la caida tan grande que se experimenta en 3° E.M., y el hecho de
que el porcentaje de éxito logrado por estos alumnos en el item 2.2, haya sido inferior al de
los de 8° de E.G.B. También sorprende que en este flem, a diferencia de lo que ha ocurrido
en otras ocasiones, no existe apenas diferencia entre los resultados obtenidos por los alumnos
de los tres cursos de secundaria.
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La tabla 18 muestra el nimero de alumnos, de entre los que respondieron a cada uno de los
ftemes, que manifestaron 1a imposibilidad de construir las superficies demandadas, basindose
en la falsa creencia de que la variacion del drea implica la misma del perimetro, y viceversa.

ftem 2.2 ftem 2.14
8° E.G.B. 18'6% (13/70) 56'7% (38/67)
2° B.U.P. 11°0% (10/91) 57°0% (61/107)
C.0.U.-L 1'6% (1/61) 59'5% (47/79)
C.0.U.-C 20°5% (17/83) 35°2% (37/105)
3° E.M. 40'6% (13/32) 55'9% (19/34)
5° F.M. 0'0% (0/23) 35°5% (11/31)

Tabla 18. Alumnos que manifiestan la imposibilidad de la modificacidn solicitada en el ftem 2.2 y 2.14.

Si los datos correspondientes al ftem 2.2 ya alertan de la existencia de demasiados alumnos
para los que el perimetro y el drea estdn intimamente relacionados, llama especialmente la
atencién el elevadisimo niimero de alumnos que en cada curso manifesté la imposibilidad de
construir un rectdngulo con las caracterfsticas solicitadas, dando argumentaciones como: "ya
que si el drea varfa también deberd hacerlo el perimetro”.

En el item 2.2, los alumnos argumentaban que si el drea debfa ser menor, también deberia
serlo el perimetro, o bien, si el perimetro tenfa que ser mayor, también el drea, por lo tanto
las condiciones impuestas eran incompatibles. En el item 2.14, los argumentos fueron
similares, ya que, por ejemplo, escribian cosas como "si disminuyo el drea, el perimetro
también disminuird y por lo tanto no puede ser el mismo". Veamos por ejemplo la
dependencia que para dos alumnos de 3° de la Escuela de Magisterio, existe entre el drea y
el perimetro de una superficie.
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Alumno 3° E.M.-2

ftem 2.2
2 _La siguiente superficie, tiene una determinada area y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacidén que
creas opocrtuna, de manera, que se obtenga una nueva
superficie de menor 4rea y con un perimetre mayor.
N ¢ L periueleo o &~
No  se. H\uedag, M- ?da € J e
U AL &Q, éc;) &c&)/- 5 (Zq-) MOD DT\QA:,;A_T'{Q FY=1q.017 8 &’-‘)
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item 2.14

14. Dibuja un recténgulc gque tenga 2] mismo perimetro gue
el rectidngulo de la figura pero con un Area menor.

Si crees gue esto no @3 poaible indfcalo, ¥ explica el
por qué de ello.
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Alumno 3° EEM.-7

- 18 La siguiente superficie, tiene una determinada drea y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacidn gque
¢reas oportuna, de manera, que se obtenga una nueva
superficie de menor drea y con un perimetro mayor.
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Como se puede apreciar, aunque los razonamientos erréneos expuestos por estos alumnos son
diferentes, los dos son consecuencia de la deficiente formacién que estos estudiantes poseen
sobre la relacién existente entre el drea y las dimensiones lineales de una superficie plana,
y en consecuencia con el perimetro.

A continuacién mostramos las respuestas dadas por dos alumnos de C.0.U. en el item 2.14,
donde se puede apreciar cdmo aiin teniendo dibujado el rectdngulo solicitado, de igual
perimetro y menor 4rea que el dado, afirman que es imposible la modificacién solicitada.
Este hecho pone de manifiesto la fuerte dependencia que para estos alumnos existe entre el
drea y el perimetro del rectdngulo.
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Alumno C.0.U.-L-37

14. Dibuja un rectdngulo que tenga el mismo perimetro que
el recténgulo de la fiqura pero con un Area menor.

Si crees que esto no ea posible indfcalo, y explica el
por qué de ello.
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Alumno C.0.U.-C-89

14, Dibuja un rectdnqulo que tenga el mismo perimetro gue
el rectdngulo de la figura perc con un Ares menor.

S8i crees gue esto no es posible indicalo, y explica el
por qué de ello.

i
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De los datos mostrados en la Tabla 18 sorprende el porcentaje tan elevado de alumnos de 5°
F.M. que en el ftem 2.14 manifiestan que es imposible l1a construccién pedida, cuando en el
ftem anterior, ninguno de ellos contestd en este sentido. De todas estas respuestas hemos
escogido para mostrar aquf, las correspondientes a tres alumnos de 5° curso de la Facultad
de Matemdticas por el "choque" que ocasiona la conclusién a la que llegan con el
procedimiento que les conduce a ella.

Alumno 5° FM.-17

14. Dibuja un recténgulo que tenga el mismo perimetro que

el rectdngulo de la figura pero con un 4rea menor.

Si crees que estﬁF;; posible indicalo) y explica el
por qué de ello.
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Alumno 5° F.M.-24
14, Dibuja un rectdngulo gue tenga el mismo perimetro que

al recténgulo de la figura perc con un ares menor.

§i crees que esto no es posible indfcalo, y explica el
por qué de ello,
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Alumno 5° F.M.-23

14. Dibuja un rectdngulo que tenga el mismo perimetro gue
al rectAngulo de la figura pero can un Area menor.

Si crees que esto no es posible indicalo, y explica el
por gué de ello.
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Al analizar estas respuestas dudamos de si estos alumnos reaimente s¢ han planteado la
resolucién del problema, resultando ser el planteamiento y/o procese erréneo el que les
conduce a una respuesta equivocada, o simplemente se han limitado ha plantear un supuesto
razonamiento que les permitiera justificar lo que ya ellos pensaban a priori, que ia superficie
solicitada era imposible de construir. Esto dltimo vendria a confirmar la fuerza con que esta
falsa dependencia entre el drea y el perimetro de una superficie estd arraigada en los
estudiantes, incluso en los de mayor formacién matemética.

Comparando los resultados obtenidos por los alumnos en cada uno de estos dos ftemes, tanto
en lo que se refiere al mimero de ellos que consigue dar la construccién correcta como al
nimero que ha manifestado la imposibilidad de ¢ésta, se podria pensar que a los alumnos,
variar s6lo una de las propiedades de la superficie, bien el drea o el perimetro, les resulta
mds dificil que variar las dos simultdneamente. Sin embargo, no se ha podido constatar si
estos resultados se podrian generalizar a cualquier tramformamén de este tipo o son sélo el
resultado de estos casos en concreto, por lo tanto no deja de ser una suposicion pendiente de
estudio. En cualquier caso, sf creemos poder afirmar que ia conservacién dei 4rea les resulta
mds sencilla a los alumnos que la del perimetro.
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Todo lo anterior pone de manifiesto que un gran nimero de alumnos, independientemente
del curso al que pertenezcan, piensan en el drea y en el perimetro como en dos propiedades
de la superficie intimamente ligadas, concepcidn errénea que les impide ver el drea como una
propiedad de la superficie independiente del perimetro, que les dificulta e incluso imposibilita
realizar transformaciones de superficies bajo determinadas condiciones.

De inmediato nos surgen las preguntas ;como pueden estos alumnos de secundaria
enfrentarse con éxito a los problemas de maximizacién y/o minimizacién de perimetros, dreas
y volimenes, por otra parte tan habituales en el programa de matemdticas de este nivel, si
creen que estas modificaciones son imposibles? ;Cémo es posible que existan en 5° de F.M.
tantos alumnos que crean que variar el 4rea de una superficie lleva consigo necesariamente
la variacién del perimetro? Parece que en esta ocasién la formacién que han recibido estos
alumnos y los conocimientos que poseen no han resultado ser suficientes para erradicar el
error aquf comentado. Luego evitar o corregir esta falsa relacién entre el perimetro y el drea
requerird de instruccidn especifica.

Aprovechamos las entrevistas para averiguar si el pensamiento que lleva a un alumno a
manifestar que la transformacién solicitada en el ftem 2.14 es imposible, tiene algtin tipo de
relacién con la posible creencia de que no pueden existir superficies de igual perimetro y
diferente 4drea. Es por ello que a cada uno de los entrevistados se les pregunté si figuras de
igual perimetro podifan tener diferente drea. Los que respondieron que no, efectivamente
habian dejado en blanco, o habfan manifestado la imposibilidad de la modificacién pedida en
este item. Por otro lado, de los que respondieron que si, unos habian dibujado el rectdngulo
pedido, otros lo habfan intentado sin conseguirlo y algunos se habian referido a la
imposibilidad de su construccién. Estos dltimos, al mostrarles la respuesta que habian dado
en el ftem y al intentarlo de nuevo sin éxito, rectificaron su respuesta dada durante la
entrevista y ratificaron la imposibilidad de crear un rectdngulo manteniendo invariable el
perimetro y disminuyendo el 4rea. Asf pues, ello nos lleva a concluir que los alumnos que
manifiestan que no pueden existir superficies de igual perimetro con diferente 4rea no podrdn
realizar la transformacién solicitada en el ftem 2.14, pero no al contrario.

Cuando se plantearon estos dos ftemes con objeto de estudiar la relacién entre el drea y el
perfmetro, se consideré un rombo y un rectdngulo, en el ftem 2.2 y 2.14 respectivamente,
como figuras a modificar porque se querfa observar también, los efectos que la utilizacién
de figuras "regulares" podfa ocasionar en los alumnos. Para el estudio del efecto del rombo
en el item 2.2 se seleccionaron para las entrevistas, en cada curso, alumnos que hubieran
dado los distintos tipos de respuestas. A todos ellos se les pidi6 que intentaran una
modificaci6n similar a la solicitada en el {tem, pero en este caso, sobre un poligono céncavo,
pensando que la forma de la superficie les podria proporcionar alguna idea acerca del modo
de proceder. Sin embargo, no se produjeron apreciables diferencias en sus comportamientos,
ya que generalmente el alumno que consiguié realizar la modificacién sobre el rombo, lo
hizo también sobre el poligono céncavo, incluso el alumno que lo habia hecho respetando la
forma de la superficie original comentaba, que le resultaba mds dificil la modificacién del
poligono céncavo. Por otro lado, el alumno que no tuvo éxito trabajando con el rombo,
tampoco lo tuvo con el poligono céncavo. Asi pues, creemos que la utilizacién de una
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superficie como el rombo, muy familiar a los alumnos, en esta ocasién no ha influido
significativamente en el éxito o fracaso de los alumnos en conseguir la modificacién
solicitada.

Sin embargo, no podemos decir lo mismo de lo ocurrido con el rectdngulo en el ftem 2.14,
ya que algunos alumnos en sus respuestas al item en el test y, otros durante las entrevistas,
manifestaron que podrian encontrar otra figura de menor drea e igual perimetro, pero no otro
rectdngulo, ya que como dijo un alumno "los cuatro dngulos rectos lo hacen imposible”.
Luego el rectdngulo es una superficie que no sdlo no facilité la bisqueda de la
transformacion sino que la dificultd e incluso en mds de una ocasién la impidié. Por lo tanto
este caso nos informa de la influencia negativa que el uso del rectdngulo ha supuesto para
demasiados alumnos y nos advierte de la importancia que posee la forma de la superficie en
determinadas transformaciones y en la formacién de algunas concepciones de los alumnos.

Con el fin de estudiar si existia alguin tipo de relacién entre los comportamientos
manifestados por los alumnos en estos dos ftemes, 2.2 y 2.14, definimos una misma variable
categdrica para cada uno de ellos, que representaba las cuatro posibles respuestas que un
alumno habfa podido dar en ellos, es decir si habfa dado una modificacién correcta,
incorrecta, indicaba que era imposible o bien la habfa dejado en blanco. Realizado el test de
la x? y a partir de los p-valores se detecté una cierta dependencia entre estas dos variables
en 8° de E.G.B. (p=0'01663 (*)), en 2° de B.U.P. (p=0'04611 (*)), en 3° E.M.
(p=0’00351 (**)) y en 5° F.M. (p=0°02509 (*)), no asf en C.0.U.-L (p=0’14924) y
C.0.U.-C (p=0"13890). Al estudiar las tablas de contingencia correspondientes a cada curso
(ver Anexo 4) observamos que el nimero de casos es inferior a cinco en una mayoria de las
celdas, registrdndose en algunas de ellas unos y ceros. Esto nos lleva a advertir de la
precaucién con la que se deben interpretar los p-valores resultantes del contraste de hipdtesis,
ya que para que éstos se consideren fiables se debe verificar que el nimero de casos en cada
una de las celdas de la tabla de contingencia posea al menos 5 casos. Por ello hemos centrado
nuestra atencién en el andlisis de las tablas de doble entrada, y del que se deduce que en
todos los cursos los alumnos que dejaron en blanco el item 2. 14 mayoritariamente lo hicieron
también en el {tem 2.2 y, que la mayor parte de los alumnos que dijeron que la modificacién
solicitada en el ftem 2.2 era imposible, se manifestaron en el mismo sentido en el 2.14. Esto
iltimo viene a confirmar que atin a pesar de la influencia negativa que el rectdngulo pudo
tener en los alumnos en el item 2.14, realmente el factor que mds influy6 en el éxito o
fracaso de éstos fue la dependencia que algunos estudiantes establecen entre el drea y el
perimetro. Como ejemplo de ello mostramos los razonamientos de dos alumnos de C.0.U.-L
que realizaron correctamente la transformacién demandada en el item 2.2 pero no asf la del
2.14.
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Alumno C.0.U.-L-28

ftem 2.2

ol La siguiente superficie, tiene una determinada 4rea y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacién que
creas oportuna, de manera, que se obtenga una nueva
superficie de menor Area y con un perimetro mayor.
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14, Dibuja un rectdngulo que tenga el mismo perimetro que

el rectdngulo de la figura pero con un Area menor.

5i crees que esto no es posible indfcalo, y explica el
por qué de ello.
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Alumno C.0.U.-L-44

ry
ftem 2.2
2. La migqulente supecflcle, Eieds uns deteralnads Liws ¥
ua ciarto pecimatro. Reallza sabre wila la sadificacién que
creas opaoctuna, da manera, que se obtenga =Sa Duava
aupsrficie de menor Araa y cofi un pearfsetro BAFOr.

tast 2

14, Dibuja un rectdngulo que tenga el misme perimetro que
1’tem 2 14 el rectdngulo de la figura peroc con un Area menor.

Si crees que estc no ez posible indicalo, y explica el
por qué de ello.
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Por iltimo hemos seleccionado algunas respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.2 como
representantes de la distinta naturaleza de los procedimientos que los estudiantes utilizaron
para justificar sus transformaciones. Pudimos comprobar que los procedimientos numéricos
fueron utilizados fundamentalmente por los alumnos de 8° de E.G.B. y C.0.U.-L, los
algebraicos por los de 5° de F.M., y los geométricos por los alumnos de los distintos cursos.
Pensamos que ello va en consonancia con el grado de dominio que los alumnos poseen de
los distintos lenguajes, grdfico (geométrico), numérico y algebraico.

PROCEDIMIENTOS NUMERICOS

Alumno 8° E.G.B.-17

2, La sigulente superficie, tiene una determinada &rea Yy
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacién que
creas oportuna, de manera, gque se obtenga una nueva
superficie de menor 4rea y con un perimetro mayor.
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Alumno C.0.U.-L-101

2. La siguiente superficie, tiene una determinada Area y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacidn que
creas oportuna, de manera, gue se obtenga una nueva
superficie de menor Area y con un perimatro mayor.
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PROCEDIMIENTOS ALGEBRAICOS

Alumno 5° F.M.-1

2. La siguiente superficie, tiene una determinada area y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacién que
creas oportuna, de manera, gque se obtenga wuna nueva
superficie de menor Area y con un perimetro mayor.
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Alumno 5° F.M.-21

2. La siguiente superficie, tiene una determinada drea y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacién que
creas oportuna, de manera, gue se obtenga una nueva
superficie de menor 4rea y con un perimetro mayor.
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PROCEDIMIENTOS GEOMETRICOS

Alumno 82 E.G.B.-67

Alumno 2° B.U.P.-104

Alumno C.0.U.-L-8
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Alumno C.0.U.-C-66, Del dibujo realizado por este alumno se deduce que conoce y
comprende que el drea de un tridngulo depende de su base y su altura.

Alumno 5° F.M.-5

Conclusiones més relevantes del estudic sobre la relacién entre el drea y el perimetro
de una superficie

- Se ha diferenciado entre una confusién conceptual, que se produce cuando un alumno se
refiere clara y expresamente al perimetro como ei drea de la superficie, y ia confusién
operacional que se produce cuando un alumno, ante su desconocimiente de cémo calcular
el 4rea de un poligono para lo que recuerda existe una férmula, procede a la suma de las
longitudes de los lados del poligono.

- La totalidad de los alumnos de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M., asf como la préctica
totalidad de los de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L tienen clara la diferencia
conceptual entre el drea y el perimetro.
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- No se detecté ninguna confusién operacional en los cdlculos realizados por los alumnos
de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M. Por el contrario, sf se detectaron algunos errores de
este tipo en alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, si bien en un nimero
bastante bajo y sélo algo significativo en 8° de E.G.B.

- Se ha podido constatar que no existe una clara relacién entre lo que los alumnos
manifiestan que es el 4rea y el perimetro, y el modo como los calculan. Por lo tanto, del
error operacional cometido por el alumno en su intento de determinar €l drea no se debe
inducir que posee una confusién conceptual entre €l 4rea y el perimetro.

- Los alumnos utilizan las férmulas para el cdlculo de dreas sin comprender su significado,
como asf lo demuestra el hecho de que alumnos que entienden el drea como el perimetro
del poligono, calculan correctamente el drea de un rectdngulo, aplicando su férmula.

- Las tareas de transformacién de una superficie en otra basadas en la modificacidn del drea
y/o del perfmetro resultan de gran dificultad a una mayoria de alumnos,
independientemente del curso al que pertenezcan.

- Este tipo de tareas planteadas en un contexto geométrico, en un primer momento
desaniman a un mayor nimero de alumnos que las planteadas en uno numérico, aunque
posteriormente obtengan mejores resultados en las del primer tipo.

- No se ha detectado una evolucién de los resultados obtenidos por los alumnos en las tareas
de transformacién de superficies en relacion al curso y nivel al que pertenecen, a
diferencia de lo que viene siendo una ténica general en los otros conceptos a estudio.

- Existe un altisimo ndmero de alumnos, en todos los cursos, que ante la dificultad de
encontrar la superficie demandada afirman la imposibilidad de la construccién de ésta bajo
las condiciones de drea y perimetro impuestas, ampardndose en la falsa relacidén que para
ellos existe entre el drea y el perimetro.

- De la afirmacién de los alumnos relativa a la imposibilidad de construir un rectdngulo de
menor drea e igual perimetro que uno dado no puede inferirse que no admitan que puedan
existir superficies de igual perimetro con diferente drea. Por el contrario, los alumnos que
manifiesten que superficies de igual perfmetro no pueden tener diferente drea no podran
afrontar esta transformacion.

- Se ha encontrado que mds del 50% de los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P.,
C.0.U.-L y 3° EM., y el 35% de los de C.0.U.-C y 5° F.M., en un contexto de
transformacién de una superficie, creen que las propiedades de la superficie, 4rea y
perimetro, son intimamente dependientes una de la otra.

- Para evitar o rectificar la falsa relacién que los alumnos establecen entre el drea y el
perimetro es necesario plantear instruccién especifica, ya que la formacién matemdtica
general adquirida por éstos a lo largo de sus estudios se ha revelado insuficiente.
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- La conservacién del drea resulta mds sencilla a los estudiantes que la del perfimetro.

- Tal vez, la variacién simultdnea de las propiedades drea y perfmetro de una superficie
resulta més asequible a los alumnos que la de sélo una de ellas, debiendo permanecer
invariante la otra.

- Se ha constatado que el uso del rectdngulo como superficie a transformar ha dificultado
e incluso impedido a los alumnos encontrar la modificacién solicitada, ya que parece que
la "rigidez" de la figura que imponen los cuatro dngulos rectos, les impide la deformacién
que ellos creen requiere la superficie.

3.4.5. RELACION ENTRE EL AREA Y LA FORMA DE UNA SUPERFICIE

Tras el andlisis de las respuestas dadas por los alumnos en el item 2.2 se observd que
mientras que algunos alumnos realizaban la modificacién del rombo sin preocuparse por la
forma de la nueva superficie, otros no abandonaban durante sus intentos la forma de la
superficie original, es decir la de rombo. Estudiado este fenémeno se constaté que de entre
todos los alumnos que habian intentado la modificacidn, el 56’1% (32/57) de los de 8° de
E.G.B., el 41°3% (33/80) de los de 2° de B.U.P., el 45% (27/60) de los de C.0.U.-L, el
34°8% (23/66) de los de C.0.U.-C, el 26’3% (5/19) de los de 3° E.M. y el 21'7% (5/23)
de los de 5° F.M., habfan conservado la forma de la superficie original. Estas cifras ponen
de manifiesto el peso que la forma de la superficie ha tenido en un gran nimero de alumnos
en el momento de realizar una modificaciéon del drea. Asi pues, parece que no estd
completamente asumido por los alumnos que el 4rea de una superficie esté totalmente
desligada de su forma.

El item 2.8, donde se le pedia a los alumnos que construyeran cuatro figuras (no cuadradas)
diferentes que tuvieran de drea un centimetro cuadrado, tenfa como objetivo comprobar si
los alumnos admiten que superficies de formas distintas pueden tener igual drea. Como ya
se comenté en el apartado 3.3.5.2., se pudo comprobar durante las entrevistas que los
alumnos que habfan fracasado en este item manifestaban que si dos superficies tenfan la
misma 4rea deberfan tener la misma forma. Asf pues los porcentajes correspondientes a los
alumnos de los distintos cursos que no fueron capaces de construir ninguna de las cuatro
figuras pedidas en este ftem (Tabla 19) nos proporcionan una idea acerca de la cantidad de
alumnos que en los distintos cursos no llegan a disociar el drea de la forma de la superficie.

El bajo nimero de alumnos que en cada curso no respondié al ftem 2.8 hace pensar que la
tarea solicitada les resulté asequible a la gran mayoria de ios estudiantes.

Son especialmente significativas las cifras correspondientes a 8° de E.G.B. ya3° E.-M. La
primera porque representa a un nimero elevado de alumnos, y la segunda porque si bien la
cifra por si sola no es elevada sf los es dado el nivel académico de los alumnos. De nuevo,
los resultados obtenidos por los alumnos de C.0.U.-L son prdcticamente iguales a los de 2°
de B.U.P., existiendo gran diferencia con respecto a los de C.0.U.-C.
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no consiguen dibujar ninguna —
figura en el ftem 2.8
8° E.G.B. 33’0% (29/88) 13°7% (14/102)
2° B.U.P. 10°1% (12/119) 92% (12/131)
C.0.U.-L 10°0%  (9/90) 11’8% (12/102)
C.0.U.C 1"9% (2/105) 4'5% (5/110)
3° EM. 16'3% (7/43) 23% (1/44)
5°F.M, 00% (0/31) 3'1% (1/32)

Tabla 19, Alumnos que no consiguen dibujar correctamente ninguna figura en el item 2.8, o lo dejan en blanco.

Conclusiones mids relevantes del estudio sobre 1a relacion entre el drea y la forma de
una superficie

- Ante la necesidad de modificar el drea de una superficie existe una gran tendencia a
conservar la forma de ésta.

- Se ha observado que no todos los alumnos de los distintos niveles educativos tienen
perfectamente claro que superficies de igual drea puedan tener formas diferentes. El
porcentaje mds alto y significativo corresponde a los alumnos de E.G.B. En secundaria este
comportamiento se ha detectado en los cursos de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, y en el nivel
universitario s6lo en el curso de 3° E.M.

- Se ha constatado que para los alumnos en general, el 4drea estd ligada de algin modo a la
forma de la superficie. Sin embargo, esta relacién de dependencia entre estas dos
propiedades es mucho mds frdgil que la existente entre el drea y el perimetro, ya que si
bien es cierto que ha influido y en consecuencia ha condicionado el comportamiento de los
alumnos, s6lo en muy pocos casos les ha conducido a error.

3.4.6. BIDIMENSIONALIDAD DEL AREA

Relacién entre la variacién de las dimensiones lineales y la variacién ocasionada en el
drea

A continuacién se exponen de forma conjunta los datos correspondientes a los tipos de
comportamiento manifestados por los alumnos en los itemes 2.15, 2.16, 2.17, 2.18 y 2.19,
con los que se querfa estudiar en qué modo afectaban al drea las modificaciones realizadas
en las dimensiones lineales de determinadas figuras, circulo, cuadrado y tridngulo.

El objetivo de los ftemes 2.15 y 2.16 era sugerir a los alumnos el recubrimiento de la figura
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con baldosas de igual forma que la de la figura dada, como un posible procedimiento que les
permitiera abordar los ftemes posteriores 2.17, 2.18 y 2.19, sin necesidad de recurrir a un
procedimiento numérico, consistente en el cdlculo de las dimensiones lineales de la nueva
superficie para posteriormente determinar su 4rea.

La préctica totalidad de los alumnos de cada curso resolvié estos ftemes, con un alto
porcentaje de éxito, que en los dos casos estuvo muy préximo del 100%, si bien éste resulté
ser en el caso del tridngulo un poco inferior al del rectdngulo. Los resultados permiten
afirmar que casi todos los alumnos comprenden la tarea y la resuelven con éxito.

Los itemes 2.17, 2.18 y 2.19 ya no resultaron ser tan asequibles a los alumnos como los
anteriores, como lo ponen de manifiesto el nimero de alumnos que los dejé en blanco, y el
bajo nimero de ellos que los resolvié con éxito.

ftem 2.17 (circulo) item 2.18 (cuadrado) {tem 2,19 (tridngulo)
correcto no contesta correcto no contesta correcto no contesta
46°1% ' 5% 5
°E.G.B. 5'3% (4/7 26’5 1% 34"3
e 1408 ¥ (41/89) 3 (5/67) i
29 B.U.P. 10°5% 19°8% 38'2% 6'9% 15'9% 32'8%
(11/105) (71/122) (14/88)
53% 55’°6% ' 4'3%
.0.U.- 255 11'8% 32'4%
el Bl (4/76) % (50/90) (3/69)
38'8% s 83'5% ) 39'3% '
C.0.U.-C 6’4% 0'9% 19'1%
@ (40/103) (91/109) (35/89)
23’1% o 68'2% P 11"1% i
¢ E.M. 11'4 U'U%A 1832%
il (9/39) # (30/44) {4/36)
o 87’1% 3,1 109'0% ﬂlﬂ% 68‘&% "I|'9%
2" . Q7/31) . (32/32) (17/25) i

Tabla 20. Alumnos que resuelven correctamente el item 2.17, 2.18 y 2.19 o lo dejan en blance.

El item 2.19 correspondiente al del tridngulo fue el que desanimé al mayor nimero de
alumnos, resultando ser el del cuadrado el mds asequible.

Como puede observarse el porcentaje de éxito alcanzado por los alumnos en los distintos
casos y cursos fue muy bajo, incluso excesivamente bajo para el caso del cuadrado en €l que
un sencillo embaldosamiento permitia llegar a la solucién correcta. Luego se constata que en
general los alumnos no estdn habituados a enfrentarse a tareas de este tipo, que
indiscutiblemente para ellos encierran gran dificultad.

Los procedimientos utilizados por los alumnos han sido variados:
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A) Razonamiento algebraico: Buscan la relacién entre las dreas de las dos figuras, a partir
de la modificacién del elemento o elementos de los que depende el 4drea.

B) Razonamiento numérico: A partir de la férmula del drea, calculan el valor del elemento
o elementos de los que depende el drea de la primera figura, para el posterior cdlculo del
drea de la figura modificada.

C) Mediante el recubrimiento de la superficie establecen la relacién entre las dreas,
determinando el niimero de figuras iniciales que recubren la nueva.

D) Duplican o triplican directamente el valor del drea de la figura original.

E) Otros razonamientos erréneos.

La distribucién de los alumnos en cada uno de estos tipos de procedimientos se muestra en
la tabla siguiente.

frem 2.17 (eireuls) fem 2.18 (tuadrado) fiem 2.19 (sikngulo)
lgebraico T‘:w"!‘:’ et | #upleen | algsbraico "r':':j[‘:‘ ebiients | tplican | algebraico “f"'s“"’f‘:;" recibmiots | duplican
A B c D A [ c D A B c D
8*EG.B 0'0% 7% 1% 627% 0% 56% 337% 30'3% 0'0% 30% 134% 463%
2*BUP 108 76% 1%% fo's % oo% 0% 2°7% 27'0% 0% 29% 114% 602%
C.O.U-L 13% 17% 00% 76°3% 00% 200% 3% 356% 1'4% 0% 8% 763%
c.ouC AR 9% WEs 12:0% 6% 2% 50'4% 13'8% 23%6% 1% 1% 382%
I EM 179% 12'0% 00% 59°0% 5% 33'6% 27% 18'2% % 24% 1% 66'7%
S*EM SUS% 4578 0% 18 W1 41ER 1% 0% 63:0% 0% 28'0% 40%

Tabla 21. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en la resolucidn de los ftemes 2.17, 2.18 y 2.19.

Si bien los diferentes procedimientos utilizados por los alumnos estdn asociados al curso al
que pertenecen y en consecuencia a su formacién matematica, esta tabla pone de manifiesto
que ademds de ésta, la eleccién se ha visto condicionada primeramente, por el grado de
dificultad que el célculo del 4rea ha supuesto al alumno en cada caso.

Mientras que los procedimientos numérico y de recubrimiento mediante baldosas de igual
forma que la superficie dada, resultan ser procedimientos disponibles para los alumnos de
todos los cursos y niveles (aunque no estén por todos consolidados de la misma forma), no
ocurre asi con el algebraico, que es privilegio de los alumnos con una ya determinada
formacién matemdtica. Asf pues, al margen del error cometido por los alumnos al duplicar
o triplicar directamente el drea dada, los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-
L se inclinan por el uso mayoritario del procedimiento de embaldosado, los de C.0.U.-C y
3° E.M. utilizan indistintamente los tres procedimientos, mientras que existe una clara
tendencia de los de 5° F.M. al uso del numérico y algebraico.

Esta forma de resolver los problemas de los alumnos ha hecho que el éxito alcanzado en el
cédlculo del drea del tridngulo (item 2.19) por los alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P.
haya resultado superior al obtenido por ellos en el cédlculo del drea del circulo (item 2.17).
Del mismo modo, el error consistente en la duplicacién directa del drea original ha sido
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inferior en estos cursos, contrariamente a lo que ha sucedido en los otros, especialmente en

3° E.M. y 5° F.M.

Veamos el modo de proceder de algunos alumnos.

Alumno 5° F.M.-23.

dreas de cada par de figuras,

pequenos hay en el

....................

16. ¢Cuéntos trisangulos
pequenos hay en el
grande?. i

........................

17. El 4rea del circu%o
pequefio mide 6 cm,
icuanto mide el 4drea del
grande?.

........................

18. El 4&rea del cuadraqo
pequefio mide 4 cm,
icudnto mide el Adrea del

grande?. :
A
Ao = 360 A
19. El A4rea del trianquko
pequefic mide 1'S cm’, ﬁﬁhE
éicudnto mide el Area del koo By
grande?. I’&_
A./\_Q_n_ =3 6 C E {1

........................

0 e &0 4°
AR T

A_L 20-Za -

L

15.
iCuantos rectangulos

Este alumno establece algebraicamente las relaciones correctas entre las

AL(3e8)
: ‘\.Q'L =
=2 9:-4- 3¢

3, i ‘: b
1,

281_ O\&Ct;wxi (&LLQ Z.]/t:;uévﬁ»~iﬂ €5 €J2 CQ&QiL
Q; L g N /ngs_x_;_

AS
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Sin embargo, este modo de proceder no siempre permitié a los alumnos de los cursos
superiores determinar correctamente el 4rea en los tres casos, fracasando, como ya hemos
comentado anteriormente, en el caso del tridngulo y como le ocurrié al alumno siguiente.

Alumno 3° E.M.-23

< 3 Indica el razonamiento que utilices para responder a

3 cada una de las situaciones gue a continuacién se te

§¥l plantean.

5§ [T

. b, éCuAntos rectdngulos
G%‘\\g pequefios hay en el

5 = grande?. L{

=

3

=

16. ¢Cudntos tridngulos
peguefioa hay an el ‘Zfik
grande?.

17. El &rea del clzcugo
peguefio mide 1 cm
icudnto mide el drea del

grande?. R=2n. 2d
b S P
Ag: 27(22)" = 21 a2 = a

Y-2ma% = Yig 2 2%cmr. B
18. El 4rea del cuadraqo £ ' 3t

pegquefic mide 4 cm ,

écudnto mide el Area del

grande?.

3¢

HQQP{: =2 ?, EJ";“ 3p
ﬂ"-'bpm 24 ol leson Umao@;;? ﬁ-\mcj‘?ucﬁﬁywdﬁ.

19, El 4rea del triAun{o
pequefio mide 1'5 em, ] 3t
ccudinto mide el drea del k& & 5hlii:::::;
grande?. i
: t 2,

.........................

Otros se vieron enfrascados en arduos razonamientos algebraicos que no les condujeron a
ningun resultado concreto, como por ejemplo:
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Alumno 5¢ F.M.-11

15
&éCuantos rectangulos I:] i
requefios hay en el
grande?. 1‘

..........

........ L\e Asts Ha, fd:n“h.} freacy. -I_’:, D‘A D
I—udu L-L'\J'fd‘(' el J :jh a. F‘n

16. (Cuantos tridngulos
pequefios hay en el A
grande?. AA

he d‘-;czﬂw‘b; el ﬁ":—‘-’:\rﬁ& B vk gic 2
e da ﬁc:::j\.&‘ pPyar dad
17. El 4rea del circujo ; ir=2d

pequefic mide 6 cm ,

frete = € - il
icudnto mide el Area del
grande?. :
2
. . !
L}

/}ﬁoj«hég _ ‘(() LE (2“) 4. @ (&: veboom nhe
18. El 4rea del cuadrado = 7 % e £ 3t d-mis frpee
pequefio mide 4 em, "'J i
dcudnto mide el Area del
grande?. . P E 4 _[L,,.-;. E}af
............. el Y . . Ay Pk i) cnekals
An:c gl 2 2 ann-h.
SRR (D N €15 O S AU —
S ] e'=3¢
13. El 4rea del trianun’o
pequefio mide 1'5 cm’,
{cudnt id 1l drea del ”
qra.ndeg.ml ik = t’ﬂ;ﬂ:} i & L
........................ G \- e o
2 _I!_I'L L '-l‘ L : U A
2 ———2—- k—_f_? Al \:}
i
Oee ! LRI = E.'v ~(f2-xD =}
Jurds = h 9 ( i b}
T ; h:r{lj';\",’{}‘ ‘
h'= 7 ¥ (?Fl = Bf?‘]_—x“\] = ;LI

El siguiente ejemplo corresponde al célculo de las dreas realizado por un alumno de 8° de
E.G.B. mediante el procedimiento de recubrimiento, lo que le permite determinar con
sencillez y rapidez las dreas en el caso de los poligonos pero no asf en el circulo. La
sencillez de esta respuesta contrasta con la compleiidad de la anterior.



154

Etapa Diagnéstica

16.

Bl

18.

19.

15.

Alumno 8° E.G.B.-55

Indica el razonamiento que utilices para responder a
cada una de las situaciones que a continuacién se te

plantean.

iCudntos - rectdngulos
pequefios hay en el
grande?.

{Cudntos tridngulos
requefios hay en el
grande?. §

........................

El drea del cIrcu%o
pequefio mide [ cm ,;
écudnto mide el drea del
grande?.

J1C1.L1,i?ﬂ...l?cnﬁslﬁi..

El 4rea del cuadraqo
pequefio mide 4 cm ,
icudnto mide el Area del

El v&rea del tri&nqu%o
pequefic mide 1'5 ecm',

icudnto mide el 4rea del

grande?.

U [

A “’&é
Y p)

Sin embargo, y a pesar de los ejemplos mostrados un nimero muy elevado de alumnos en
cada curso no utilizé ningiin procedimiento geométrico (recubrimiento), ni numérico, ni
algebraico para determinar las 4reas del circulo, cuadrado y tridngulo, limitdndose a extender
la modificacion experimentada por las dimensiones lineales al drea. A excepcion del caso del
cuadrado, una mayorfa de alumnos en todos los cursos, salvo los de C.0.U.-Cy 5° F. M.,
cometieron este error. Sus respuestas eran como las que se muestra a continuacién.
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15.

16.

17.

18.

19.

Alumno 2° B.U.P.-21

Indica el razonamiento que utilices para responder a
cada una de las situaciones que a continuacién se te
plantean.

éiCuantos rectangulos D
pequefios hay en el

rande?. ? ‘

o« Y T Ja regle
¢Cudntos tridngulos

pequefios hay en el 4 A

[wa?mub?

El 4&rea del ctrcu)lo
pequefio mide 6 9©cm’,
dcuanto mide el Area del

grande?. 2d
ARt g

’ =
El 4rea del cuadrado 4 30

pequefio mide 4 cm,
écudnto mide el area del

El 4rea del triénunlo
pequefio mide 1°'5 cm, 2t
icudnto mide el drea del L, a L M:&

grande?. Cé ;& %’\C! {% ‘”{'

Con objeto de averiguar cudntos alumnos procedian de este modo sistemdticamente
estudiamos el nimero de ellos que duplicaron o triplicaron el drea directamente en una, dos
o las tres ocasiones, obteniéndose los siguientes resultados. Los porcentajes que se muestran
estdn referidos al total de alumnos de cada curso.
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8°EGB. | 2°B.UP. | COU-L | COUC | 3°EM. 5° F.M.
unavez | 245% 25) | 22'1% 29 | 206% @) | 245% @D | 27% 10) | 63% @
dos veces | 18%6% (19) | 237% @) | 24'5% 25 | 155% a7 | 273% (12 | 00% ©
‘fm‘:’ 137% (14) | 176% @3) | 235% 24 | 64% @) | 159% ) | 0% ©

Tabla 22, Alumnos que duplican o triplican el drea en los ftemes 2.17, 2,18 y 2.19, en una, dos o las tres ocasiones.

Considerando que aquellos alumnos que hayan cometido el error en dos o tres casos tienen
sistematizado este error y por lo tanto en una mayorfa de los casos es de esperar que lo
cometan, podemos afirmar que: el 32'3% de los estudiantes de 8° de E.G.B., el 41'3% de
los de 2° de B.U.P., el 48% de los de C.0.U.-L, el 21’9% de los de C.0.U.-C y el 43'2%
de los de 3° EM. y el 0% de los de 5° F.M. aplican directamente la misma variaci6n
sufrida por una magnitud unidimensional a una bidimensional. Por lo tanto todos ellos
desconocen el significado del cardcter bidimensional del drea y de su relacién con las
dimensiones lineales.

Del mismo modo, quisimos conocer el niimero de alumnos, por curso, que habia dado el 4rea
correctamente en al menos dos de los tres ftemes, y como se puede comprobar al observar
la préxima tabla, éste representa una pequefifsima fraccion del total de los estudiantes. No
nos atrevemos a afirmar que estos alumnos conocen y comprenden el cardcter bidimensional
del drea, ya que pensamos que podrfa tratarse de alumnos que salen airosos de este tipo de
situaciones gracias a su buen nivel en cdlculo numérico y algebraico. Sin embargo, si
creemos poder afirmar que al menos estos alumnos no tienen interiorizado que la variacién
de las dimensiones lineales ocasiona la misma variacién al érea.

drea correcta en 2 ftemes drea correcta en los 3 itemes
389 E.G.B. 5'9% (6 alumnos) 0'9% (! alumno)
2° B.U.P. 10'7% (14 alumnos) 3’'1% (4 alumnos)
C.0.U.-L 6'9% (7 alumnos) 0’0% (0 alumnos)
C.0.U.-C 32'7% (36 alumnos) 16’4% (18 alumnos)
3° E.M. 27'3% (12 alumnos) 0’0% (0 alumnos)
5° FM. 50'0% (16 alumnos) 43°7% (14 alumnos)

Tabla 23. Alumnos que dan el drea correcta en al menos dos de los tres ftemes 2.17, 2.18 y 2.19.
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Relacién entre la variacién que sufre el 4rea de una superficie y la variacién ocasionada
en las dimensiones lineales

Como ya se comentd en el capitulo 1, dedicado a la presentacién de los antecedentes del
tema, las investigadoras Douady y Perrin-Glorian (1983, 1985, 1989) observaron que la
designaci6n que habitualmente se realiza de 1 cm? como el drea de un cuadrado de lado 1
cm, provocaba en los alumnos su extensién a 1/2 cm?, considerdndolo como el 4rea de un
cuadrado de lado 1/2 cm.

Con objeto de comprobar si este modo de presentar el cm’ a los alumnos, que también se
realiza en Espaiia, provoca en ellos la misma confusién que la detectada en la investigacién
que acabamos de citar, se incluyeron el ftem 2,7, y el item 2.12,

Al observar a los alumnos durante la administracién del test se pudo comprobar que la tarea
demandada en item 2.7 no les resultdé nada sencilla y ademds les requirié bastante tiempo.
Los comportamientos observados fueron diferentes:

- A partir del cuadrado de 4rea 1 cm?, intentaban mediante un procedimiento geométrico
la construccién del cuadrado buscado. Finalmente, después de dedicar bastante tiempo sin
lograr la figura deseada, abandonaban el {tem, dejdndolo en blanco. Pocos fueron los
alumnos que consiguieron la construccién demandada.

- Tras un determinado tiempo dedicado a la busqueda del cuadrado mediante un método
geoméirico, optaban por el procedimiento numérico que conocida el drea les
proporcionaba la longitud del cuadrado buscado. Esta forma de proceder, se observé
fundamentalmente en los alumnos de los cursos superiores (C.0.U.-C, 3° E.M. y 5°
F.M.).

- Algunos alumnos dibujaron una figura de 1/2 cm’ de drea pero no cuadrada. Cuando se
les indicaba que la figura debia ser un cuadrade procedfan a borrarla, y en la mayorfa de
las ocasiones se quedaban bloqueados, dejando en blanco el ftem.

- Otros alumnos, mayoritariamente los de 8¢ de E.G.B., confundieron 1/2 con 1'5. Este
error vendria a justificar el 71’1% de respuestas incorrectas obtenidas por estos alumnos
en este {tem.

En definitiva, procediendo de un modo u otro, fueron muy pocos los alumnos que en cada
curso consiguieron resolver con éxito este {tem, ya que el mejor porcentaje corresponde a
los estudiantes de 5° F.M. con un 55°25%.

La siguiente tabla muestra el porcentaje de alumnos que respondiendo al item construyeron
un cuadrado de lado 1/2 cm de longitud.
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8 E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L C.0.U.-C 3° E.M. 5° F.M.

20°0% 33"3% 41'2% 18°1% 48’8 % 179%

Tabla 24. Porcentaje de alumnos que en el ftem 2.7 para la construccién de un cuadrado de 1/2 cm? de 4rea,
construyeron un cuadrado de lado 1/2 cm de longitud.

De estas cifras es de destacar el alto porcentaje de alumnos de 3° E.M. que han cometido
este error, y el correspondiente a los de 5° de F.M., que aiin siendo el mds bajo, creemos
que es excesivo para su nivel,

A diferencia de lo ocurrido en el ftem 2.7, en el 2.12 la mayoria de los alumnos en los
distintos cursos, salvo en 8° de E.G.B. y C.0.U.-L, establecié de forma correcta la relacién
entre las unidades de medida, encontrando que el cuadrado de lado 1/2 cm de longitud era
la cuarta parte del cuadrado de lado 1 cm de longitud, y en consecuencia cuadruplicaron el
niimero por ellos dado como 4rea del poligono del {tem 2.10. Luego esta tarea resulté mucho
mds sencilla a los alumnos que la del item 2.7. Creemos que €l hecho de que en el ftem 2.12
el alumno pueda comparar el 4rea de dos superficies dadas le facilita Ja respuesta y le evita
llegar de forma irreflexiva a una conclusién errénea. Sin embargo un elevado nimero de
alumnos en todos los cursos salvo en 5° de F.M. no comparé estas dos superficies y se
limité a duplicar el nimero correspondiente a la medida del drea de la superficie, utilizando
como unidad de medida un cuadrado de lado 1 cm de longitud.

Planteamos un estudio comparativo de las respuestas dadas por los alumnos en estos dos
itemes con el fin de comprobar si los alumnos que habian construido un cuadrado de lado 1/2
cm de longitud en el ftem 2.7 habfa duplicado la medida del 4rea en el ftem 2.12, y
viceversa. Realizado este estudio en cada curso se concluyd que no existfa ningiin tipo de
relacién entre las respuestas dadas por los alumnos en estos dos itemes. Confesamos que
nosotros sf esperdbamos detectar, si bien no un p-valor en todos los cursos que nos advirtiera
de la existencia de una dependencia entre estas respuestas, al menos si algiin indicio en algiin
curso que mostrara una determinada relacién entre ellas, cosa que como ya hemos comentado
no se produjo, y que realmente no sabemos como interpretar.

Reflexionando sobre el tipo de error cometido en el ftem 2.7, pensamos que el elevado
mimero de alumnos que construyé un cuadrado de lado 1/2 ¢cm de longitud cuando se les
pidi6 construir un cuadrado que tuviera de 4rea la mitad que la de un cuadrado de lado 1 cm
de longitud, estd fundamentalmente causado por su falta de comprensién del cardcter
bidimensional del drea, que les lleva a extender la variacion sufrida por el drea a las
dimensiones lineales o viceversa, antes que por una extensién de la denominacién de 1 cm?
como el drea de un cuadrado de 1 cm de lado como asf lo indican Douady y Perrin-Glorian.
Si bien estd claro que esta denominacién no sélo no beneficia en nada, sino que por el
contrario perjudica, en tanto que favorece la confusién anterior, y ademds porque supone
asociar un 4rea a una forma determinada.



Etapa Diagnéstica 159

Caridcter bidimensional de las f6rmulas del drea

Cudntas veces preguntados los alumnos por una determinada férmula para €l cdlculo de un
drea, por ejemplo la del circulo, dan sin mayor problema una expresién que nunca podria
corresponder a una magnitud bidimensional como es el drea, como por gjemplo: A=2ar 0
A=ar 0 A=2x7, expresiones erréneas ya que son férmulas de cardcter unidimensional o
tridimensional.

Con el fin de estudiar hasta qué punto los alumnos de los distintos cursos han reflexionado
sobre el cardcter dimensional de una férmula y comprenden la bidimensionalidad del caso
concreto del drea disefiamos el item 2.21. Este {tem fue excluido del ejemplar del test que
fue administrado a los alumnos de 8° de E.G.B., por considerar que no estaban preparados
para abordarlo significativamente.

Durante la administracién del test se pudo comprobar, a través de la preguntas realizadas por
los alumnos, que una mayoria de los de 2° de B.U.P, y C.0.U.-L no entendia el significado
de la tarea demandada en este item, lo que viene a justificar el alto porcentaje de respuestas
en blanco registradas en estos cursos.

2° B.U.P,

C.0.U.-L

C.0.U.-C

3" EM.

5° F.M,

58'8%

58°8%

32'7%

36'4%

18'7%

Tabla 25, Porcentaje de alumnos que dejan en blanco el item 2.21.

Si bien las cifras correspondientes a los otros cursos son inferiores a las de 2° de B.U.P. y
C.0.U.-L son también muy elevadas considerando el nivel de ios alumnos implicados, lo que
viene a confirmar que los alumnos no estdn famiiiarizados con el cardcter dimensional de una
férmula.

Si a todo esto afiadimos el que un elevado nimero de alumnos de ios que se decidieron a
resolver el ftem realizaron una eleccién incorrecta e injustificada (ver Tabla 26), podemos
concluir que la prictica totalidad de los alumnos de secundaria y 3° E.M., y un importante
nidmero de los de 5° F.M., no reconocen el cardcter bidimensional de las férmulas de drea.

2°B.U.P.

C.0.U.-L

C.0.U.-C

3®* EM.

5° F.M.

982%

952%

73'0%

83'1%

30°8%

Tabla 26. Porcentaje de alumnos que realizan una eleccién errdnea de las formulas de drea en el jtem 2.21.
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De las cifras correspondientes a los alumnos que utilizaron un razonamiento correcto, sélo
7 alumnos de C.0.U.-C, 2 de 3° E.M. y 11 de 5° F.M. han conseguido seleccionar
correctamente todas las férmulas de drea.

Utilizando de nuevo el test de la x* se ha comprobado que las variables que representan si
la respuesta dada es correcta o incorrecta en el ftem 2.21 y en los itemes 2.17, 2.18 y 2.19
son independientes. Se constaté que los alumnos que habfan dado correctamente el drea del
circulo, cuadrado y tridngulo no habfan conseguido la seleccién correcta de las férmulas de
drea y viceversa. Unicamente los alumnos de 5° F.M. que habfan seleccionado correctamente
las férmulas correspondientes a un 4drea en el item 2.21 calcularon correcta y
mayoritariamente el 4drea de las tres figuras (item 2.17, 2.18 y 2.19).

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la bidimensionalidad del drea

- Determinar el drea de un cuadrado a partir de la de otro y de 1a relacién existente entre los
elementos de los que depende la férmula del 4rea, se ha manifestado mds sencitla para
todos los alumnos, que el determinar en las mismas condiciones el 4rea de un circulo y de
un tridngulo.

- El uso mayoritario por parte de los alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P. del
recubrimiento de la superficie mediante baldosas de igual forma que ésta, como
procedimiento para determinar la relacién entre las dreas de las dos superficies dadas en
cada caso, convirtié para estos estudiantes el cdlculo del 4rea del tridngulo (item 2.19) en
tarea mds sencilla que la del cfrculo (item 2.17) donde el embaldosamiento resultaba
verdaderamente dificil. Por el contrario, para los alumnos de 3° E.M. y 5° F.M., resulté
ser més compleja el cdlculo del 4rea del tridngulo que la del circulo ya que ellos optaron
por establecer Ja relacién entre las dreas algebraicamente o bien determinando el valor
numérico del 4rea a partir de la férmula.

- El 32'3% de los estudiantes de 8° de E.G.B., el 41°3% de 2° de B.U.P., el 48% de los
de C.0.U.-L, el 21’9 de los C.0.U.-C y el 43'2% de los de 3° E.M., creen que si la
razdn entre las dimensiones lineales de dos superficies es "k", también la razén entre sus
dreas serd "k". También se ha encontrado que un nimero de alumnos -bastante similar al
que acabamos de indicar- creen que si el drea de un cuadrado se reduce a la mitad también
lo hard la longitud de sus lados, al comprobar que, presentar a los alumnos el cm?,
simplemente, como el drea de un cuadrado de 1 cm de lado, provoca su extensién a 1/2
cm’ como el drea de un cuadrado de 1/2 cm de lado. Luego estos estudiantes no
comprenden la relacién que existe entre el 4rea, magnitud bidimensional y las magnitudes
unidimensionales a partir de las que se obtiene.

- La construccién de un cuadrado de 1/2 cm? de 4rea sobre una malla cuadrada de 1 cm de
lado, supuso una tarea de gran dificultad para todos los alumnos. En ella fracasaron el 45%
de los alumnos de 5° F.M. y la gran mayoria de los demds cursos.



Etapa Diagnéstica 161

- La definicién de cm® como el 4rea de un cuadrado de 1 cm de lado, ademds de provocar
en un importante nimero de alumnos de todos los cursos, su extensién a 1/2 ¢m?, como
ya hemos comentado anteriormente, colaborando de ese modo a la confusidn ya existente
para los alumnos entre el drea de una superficie y las dimensiones lineales de las que
depende, supone asociar un 4rea a una forma determinada. Ello nos lleva a concluir que
no es conveniente dar esta definicién de cm?, si ésta no va acompafiada de la instruccién
suficiente para evitar todas estas posibles confusiones.

- La préctica totalidad de los alumnos de 2° de B.U.P., C.0.U.-L, y la gran totalidad de los
de 3° E.M., asf como el 73% de los de C.0.U.-C y el 30°8% de los de 5° F.M. no
conoce el cardcter bidimensional de las férmulas del drea.

- No se puede concluir que los alumnos que no aplican la misma variacién experimentada
por las dimensiones lineales al drea, reconocen el cardcter bidimensional de la férmula de
drea, y viceversa. Esto 1iltimo sélo se ha verificado para los alumnos de 5° F.M.

3.4.7. FORMULAS PARA EL CALCULO DE AREAS

Conocimiento de la férmula del drea del rectdngulo, circulo, tridngulo y paralelogramo

La siguiente tabla muestra, por curso, el porcentaje de alumnos, que respecto del total, dio
las férmulas correctas del rectdngulo, circulo, tridngulo y paralelogramo,

férmula correcta férmula correcta férmula correcta férmula correcta

del rectingulo del circulo del tridngulo del paralelogramo
8° E.G.B. 80’4 % 274 % 48'3% 13'7T%
2°B.U.P. 95°'4% 56'5% 74'8 % 0'5%
C.0.U.-L 97’1 % 284 % 85'3% 176 %
C.0.U.-C 98°2% 53°6% 963 % 62'7%
3° EM. 100°0% 409 % $5'5% 56'8%
5° FM. 100°0% 87'5% 100°0% 57"7%

Tabla 27, Porcentaje de alumnos que conocen Jas férmulas del drea del ftem 1.2.

A esta tabla podemos affadir la informacién que el ftem 1.4 nos proporciona acerca dei
conocimiento que poseen los alumnos sobre el drea del cuadrado. Sorprende que mds del
50% de los alumnos de 8° de E.G.B. desconozca la férmula del drea del cuadrado.
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férmula correcta del cuadrado

8° E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L C.0.U.-C 3° EM. 5° F.M.

H“4'1% 86'2% B1'4% 100% 977 % 100%

Tabla 28, Porcentaje de alumnos que conocen la férmula del drea del cuadrado.

Como cabria esperar, las férmulas mds recordadas por todos los alumnos han sido las
correspondientes al rectdngulo, cuadrado y tridngulo, produciéndose un aumento progresivo
de los porcentajes en relacién al nivel del curso escolar. Sin embargo, en el caso del circulo
y paralelogramo este aumento ha estado asociado a la formacién matemdtica que corresponde
a cada curso, como as{ lo pone de manifiesto el altibajo sufrido en C.O.U.-L, con
porcentajes inferiores a los de 2° de B.U.P. y, en 3° E.M.,, inferiores a los de C.0.U.-C.
Circunstancia ésta, que creemos estd ocasionada por la falta de necesidad de estos alumnos
de utilizar tales férmulas en su vida diaria de estudiante.

Las cifras de la tabla siguiente se refieren al mimero de alumnos que por curso han
conseguido dar al menos 3 formulas correctas de las cuatro solicitadas en el item 1.2. Del
estudio hemos excluido el ftem 1.4, ya que no estd planteado en los mismos términos que el
item 1.2.

8° E.G.B. 2° B.U.P. C.0.U.-L C.0.U.-C 3°EM. 5° E.M.

23'5% 53'4% 35'3% 72°7% 72°7% 93'7%

Tabla 29. Porcentaje de alumnos que han dado correctamente al menos 3 de las 4 férmulas (rectdngulo, circulo,
tridngulo y paralelogramo) del ftem 1.2.

De nuevo se detecta un aumento paulatino y progresivo de los porcentajes con respecto a los
cursos, a excepcion de la cafda registrada en C.0.U.-L, disminucién por otra parte que
creemos natural, ocasionada por el abandono que estos alumnos han hecho de la asignatura
de matemadticas.

Por otra parte es interesante observar que los porcentajes mds bajos obtenidos, referidos a
las férmulas correctas del rectdngulo, circulo, tridngulo, paralelogramo y cuadrado
corresponden a los alumnos de 8° de E.G.B., que el 14’7% de los estudiantes de este nivel
escolar no alcanza a dar una sola férmula correcta en ninguna de las cuatro ocasiones
planteadas en el ftem 1.2, y que sélo el 23'52% de ellos consigue dar al menos tres férmulas
correctas, cuando son precisamente éstos los alumnos que mds reciente tienen la instruccién
sobre las férmulas del drea.
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Entre los errores cometidos por los alumnos al plantear las férmulas y posterior cdlculo de
las dreas, caben destacar:

a) El célculo del perfmetro en lugar del drea

Esta confusién ya fue comentada en el apartado dedicado al estudio de la relacién
existente entre el drea y el perfmetro. Pero recordemos que este error sélo fue cometido
por muy pocos alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P., y por uno de C.0.U.-L.

b) El producto de tres dimensiones lineales

Para el célculo del drea del tridngulo algunos alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P.,
procedieron multiplicando (o haciendo intervenir) las tres dimensiones dadas del tridngulo.
Este error se generalizd a todos los cursos en el caso del paralelogramo, en el que también
se disponia de la medida de tres dimensiones, y afecté a un mayor nimero de alumnos.
El porcentaje de los alumnos que procedieron de este modo, oscild entre el 2% de los de
C.0.U.-C yel 25% de los de 8° de E.G.B.

Hemos comprobado que este comportamiento de algunos alumnos no tiene lugar de forma
reiterada, ya que sélo muy pocos de los de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P. que lo
manifestaron en el caso del tridngulo vuelven a hacerlo en el paralelogramo. Lo habitual
fue encontrar respuestas como las de los siguientes alumnos:

Alumno 2° B.U.P.-57

2.1 El 4rea del rectangulo

Qxd -~ §72: (5 cn

5 un
2.2 el Area del circulo
1n R
Ehy-iy
2.3 el 4rea del tridngulo
S5um
3 =
4 DO che
4 ¢m

2.4 el area del paralelogramo \\
tun l EXT
L\

Q’(F-Al: 61)(‘1,1 Gom

]
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Alumno 2° B.U.P.-13

2.1 El area del recténgulo
Au'{_'ﬂ‘b’ gﬁ"%
Ar‘gcma.

2,2 el &rea del circul?

ATt 31a- S
o TN A ‘
A= 1'D6S em”
4 om

2.3 el 4rea del triangule

k—-bﬁ&=3-q'g

- £ 2
A~ "
2.4 el Area del paralelogramo
AP;Zgiﬁ‘me
A, 36 x
<
m &%\&gﬁ ﬂf’-_-m:
:ﬁ': W’W ~ (O’:'.

et 2 (e T

Alumno 3° E.M.-40. Parece extender la férmula para el cdlculo del drea del
tridngulo al paralelogramo.

2.3 el 4drea del triangqulo '

S5un
LS B Sem ’\
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2.4 el area del paralelogramo \
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No creemos que exista una causa "profunda” detrds de este error, como ya vimos con la
confusion operacional entre el 4rea y el perimetro. Pensamos que cuando los alumnos se
encontraron con la dificultad de calcular el 4rea del paralelogramo sin recordar la férmula
correspondiente, férmula que como ya se ha visto resultd ser la mds desconocida para los
alumnos, adoptaron dos actitudes bien distintas: bien dejarlo en blanco, o bien, "escribir
algo”. Ese "escribir algo" equivalia en unos casos a escribir directamente una férmula que
con toda probabilidad seria incorrecta o a buscar algiin método alternativo para su cdlculo.
Los alumnos de menor formacién matemdtica y por consiguiente con menos recursos,
como son los de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, optaron por lo primero,
mientras que los de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M., lo hicieron por lo segundo. Es de
esperar que cuando un alumno "inventa" una férmula lo haga tomando como modelo las
que conoce, y dado que como ya se ha visto no entiende el cardcter bidimensional de la
férmula del 4rea, no es de extrafiar que cometa errores de este tipo.

Asf pues esta extensién de férmulas conocidas, a sitvaciones en las que éstas no son
vélidas, es un recurso utilizado, no de forma continuada sino mas bien podriamos decir
que "cuando se les ocurre”, por los alumnos que disponen de escasos recursos numéricos
y algebraicos.

Veamos algunas respuestas correspondientes a distintos modos en los que los alumnos han
determinado el drea del paralelogramo.

Alumno 2° B.U.P.-31. Determina el drea del paralelogramo como suma del drea de un
rectangulo y de dos tridngulos. Obtiene el valor correcto del drea
de forma casual ya que asigna a las dimensiones lineales del
rectdngulo y tridngulo valores numéricos errdneos.

5-h

1-

2.4 el aArea del paralelogramo (\i‘ 2 \
¥ [ tem &
' 2 l

- A
(A‘. 6+_3 : e Jc“-j-b—m—rﬂnn.) T e ke
Z

A cobnten o e Mt‘:wa-im-el{g rEtcL»kT»h- A- Y1- E’m"‘
7 (aluddar ol v de wm Wdgule o paed b plicedts ez,
Pf"'_z‘f?::l—ui L Lz Muwd Bew =lcant
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Determina el drea del paralelogramo como suma del drea de un
rectingulo y de dos tridngulos. Se ayuda de la trigonometria para
determinar las dimensiones lineales de estos poligonos.

Alumno C.0.U.-C-61.

. T :
2.4 el 4rea del paralelogramo - ?°§' % &
' 2

Cired e f&{-‘-ﬁ-ﬁf——*;’ z - ER 52X 1L W -

el 3 -
ecm Y= 4RV - ‘ : i
Se.  up'ipu: ‘E%Eé ‘
‘@R s calos T 23w PS2 et

J

cot shs 272u. ferdy s 1TLEo 2%y

Sr TS ¢ Sp#5y Flredzue 2 s pooant

Determina el drea del paralelogramo como suma del drea de dos
tridngulos.

Alumno 3° E.M.-15,

2.4 el 4area del paralelogramo |

bﬁ“‘\: Z %X (‘%—%J: 42 @-@)

Determina el drea del paralelogramo transformindolo en un
rectdngulo de igual base y altura, por recorte y posterior
reconfiguracién por complementariedad de formas.

Alumno 3° E.M.-32.

2.4 el 4rea del paralelogramo
A= thq: €2 =12 Cal
’ .
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Alumno 5° F.M.-2,

Determina el drea del paralelogramo como suma del drea de un
rectdngulo y dos tridngulos. Se ayuda del teorema de Pitdgoras
para determinar las dimensiones lineales de estos poligonos.

2.4 el 4area del paralelogramo

a?? 22: 37— Faw ) ﬂ'i-; q_-':f f'\.bﬁ':‘.g

\

Bum

\

fum

c¢) La identificacién errénea de alguno de los elementos de la superficie del que depende el

drea.

En el caso del cédlculo del drea del circulo el error mds habitual cometido por los alumnos
de todos los cursos fue sustituir en la férmula el radio por el valor del didmetro. Los
porcentajes oscilaron entre el 12'5% de los de 5° F.M. y el 38°1% de los de 3° E.M.

En el tridngulo y paralelogramo se observéd que algunos alumnos identificaban de forma
incorrecta la altura de estos dos poligonos, concretamente en el paralelogramo confundian
el lado con la altura. Sin embargo, este error no fue mayoritario en los alumnos y no se
detecté en ningiin alumno de 5° F.M.

Comprensién del drea del tridngulo

Conocido el nimero de alumnos que recuerdan la férmula del drea del tridngulo, nuestro
objetivo fue intentar determinar cudntos de éstos saben aplicarla, conocen su significado y
su origen. Para ello se estudié de forma conjunta las respuestas dadas por estos alumnos en

los ftemes 2.5, 2.13 y 2.22, todos ellos referidos al drea de un tridngulo.

(CONOCEN LOS ALUMNOS EL AREA DEL TRIANGULO?

Las cifras siguientes representan el nimero de alumnos que, respecte del total de cada curso,
da una respuesta correcta en ¢l ftem 1.2 apartado 3.

3° E.G.B.

2°B.U.P.

C.0.U.-L

C.e.U-C

3 EM.

5° F.M.

48'1% (49)

74’8% (98)

85’3% (87)

96°4% (106)

95’4% (42)

100% (32)

Tabla 30. Alumnos que dan correctamente la férmula del drea del tridngulo en el ftem 1.2,
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{UTILIZAN LOS ALUMNOS CORRECTAMENTE LA FORMULA, DADA LA BASE Y ALTURA DEL
TRIANGULO, Y COMPRENDEN SU SIGNIFICADO? ;CONOCEN LOS ALUMNOS QUE EL AREA DE
UN TRIANGULO ES LA MITAD DE LA DEL RECTANGULO DE IGUAL BASE Y ALTURA QUE LO
CONTIENE?

En el ftem 2.5, los alumnos debfan comparar el drea de dos tridngulos en un contexto
numérico, y en el ftem 2.22, debfan hacerlo en un contexto geométrico.

Para resolver el problema planteado en el ftem 2.5 es suficiente que el alumno conozca la
férmula y la sepa aplicar, mientras que para resolver la situacion planteada en el ftem 2,22
es necesario que el alumno comprenda que el drea de un tridngulo depende de dos de sus
elementos, base y altura.

Por todo ello, pensamos que estudiando los alumnos que procedieron correctamente en el
ftem 2.5 y en el 2.22, podremos determinar el nimero de alumnos que conocen y utilizan
correctamente la férmula del drea del tridngulo y comprenden su significado.

Por otra parte, el ftem 2.13 donde los alumnos debfan determinar el drea de un tridngulo a
partir de la de un rectdngulo de igual base y altura, permitfa observar si los alumnos
utilizaban el hecho de que el drea del tridngulo era la mitad de la del rectdngulo y en
consecuencia demostraban ser conocedores de la relacion entre las dreas de estos dos
poligonos. Podemos aportar que el 50’8% de los de 8° de E.G.B., el 28'8% de los de 2°
de B.U.P., €l 31’1 % de los de C.0.U.-L, el 23’2% de los de C.0.U.-C, el 29°3% de los
de 3° E.M. y el 6'9% de los de 5° F.M., no supieron encontrar la relacién entre el 4rea del
rectdngulo y el tridngulo.

En la tabla siguiente se muestra de forma conjunta, el nimero de alumnos que siendo
conocedores de la férmula del tridngulo, demostraron poseer los otros conocimientos sobre
el drea del tridngulo aquf comentados. De esta tabla se concluye que el conocimiento de una
férmula no lleva asociado su comprensién, ni tan siquiera la garantfa de su correcta
aplicacién. Como puede apreciarse existe un elevado niimero de alumnos que conociendo la
férmula del tridngulo no 1a han aplicado correctamente, y todavia mayor es el nimero de
alumnos que no la comprenden. En definitiva, constatamos que sélo un bajisimo nimero de
alumnos de cada curso ha demostrado conocer y saber utilizar correctamente y con
comprensién la férmula del tridngulo.

Es importante recordar que los porcentajes de la Tabla 31 estdn referidos al total de alumnos
que en cada curso dio la férmula correcta del 4rea del tridngulo.



Etapa Diagndstica 169

de los alumnos que conocen la
de los alumnos que conocen In férmula del tridngulo, la aplican
de los alumnos que conocen la férmuls del tridngulo, I splican correctamente, sabon analizar el
férmula del tridngulo, la splican | corpectamente y ssben analizar el | dres & partir de su base y ahtura,
Coud Tl drea & partir de su base y altura y conocen la relacidn entre el

drea del indngulo y ¢l recténgulo
de igual base y sltura que lo

conlicne
8° E.G.B. 612% (30) 26'5% (13) 2% (4)
2°B.U.P. 66'3% (65) 44°9% (44) 30re% (30
C.0U.-L 64'4% (56) IT9% 3% 25'3% (22)
C.ou.-C 92'4% (99) 73'6% (78) 56'6% (60)
I°EM. W05 % (38) ME% 23 38°1 % (16)
5° P.M. 75'0% (24) 46'9% (15) 40'6 % (13)

Tabla 31. Alumnos que dando correctamente la férmula del drea del tridngulo en el item 1.2, han respondido de
forma adecuada y correcta en los itemes 2.5, 2.22 y 2.13.

(UTILIZAN LOS ALUMNOS LA FORMULA PARA COMPARAR EL AREA DE DOS TRIANGULOS EN
UN CONTEXTO NUMERICO?

Antes de observar los modos de proceder de los alumnos en la tarea del item 2.5, se podria
pensar que no tenia sentido cuestionarse algo asi. Sin embargo, como inmediatamente
veremos, un porcentaje significativo de los alumnos de menor formacién matemdtica no
utilizaron la férmula para calcular las dreas de los dos tridngulos y posteriormente comparar
los nimeros obtenidos, como requeria esta tarea.

Es importante que antes de pasar a analizar los procedimientos utilizados por los estudiantes
de cada nivel, recordemos que a los de 8° de E.G.B., C.0.U.-L y 2° de B.U.P., asf como
a cualquier alumno de otro curso que lo solicitara, se les proporciond, al comienzo de la
administracién de la segunda parte del test, las férmulas del drea del tridngulo y rectdngulo.

Los distintos tipos de respuesta y formas de proceder de jos alumnos en este ftem jos hemos
agrupado en:

A) Se fijan unicamente en una dimensién, bien sea la base o la altura.

B) Calculan las dreas con ayuda de las férmulas y comparan Jos niimeros obtenidos.

C) Se dejan orientar por su apreciacion visual, dando argumentos del tipo: "es la misma
figura en distinta posicién", "parece la misma", "se ve", "(A) tiene una parte mds que
®B)", etc...

D) Afirman no poder emitir un juicio por falta de datos.

E) Otras respuestas erréneas, argumentadas con afirmaciones confusas o incatalogables.

En la Tabla 32 se resumen las cantidades de estudiantes que han procedido en cada una de
las formas indicadas anterioremnte.
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se fijan en utilizan su afirman no
una séla calculan las percepcién | disponerde | ~ otros
dimensién freas visual datos InCOrTectos | 5 contestan
suficientes
A B C D E

8° E.G.B. 8'3% 42'7% 31'4% 00% 17"7% 29%
2° B.U.P. 2'0% 54'5% 23'8% 2°0% 17°8% 31%
C.0.U.-L 8% 62'0% 20'3% 2’5% 11’4% 09%
c.0.U.-C 2'9% 89°3% 1'0% 2°0% 49% 0'0%
3° EM. 2'4% 762% 9'6% 2'4% 9°5% 0'0%
5° F.M. 0'0% 86'2% 3'4% 6’9% 3'4% 6’3%

Tabla 32, Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el item 2.5, y porcentaje de alumnos que lo deja
en blanco.

En todos los cursos ha habido algin alumno que se ha dejado guiar por su percepcién
(procedimiento C) en un contexto numérico como era éste. Si bien es cierto que los
porcentajes referidos a C.0.U.-C y 5° F.M. no dejan de ser puramente anecdéticos ya que
representan el comportamiento de un sélo alumno, los correspondientes a los de 8° de
E.G.B.,2°de B.U.P. y C.0.U.-L son ya relevantes, especialmente los referidos al primero.
Es sorprendente no que un alumno emita un juicio basado en una apreciacién suya, sino el
poder que ésta puede tener en €l. Mds adelante en el apartado dedicado al estudio del papel
que juega la percepcion en la tareas de comparacién, se muestra la respuesta dada por un
alumno de C.0.U.-L en este item, en el que tras calcular correctamente las dreas de los dos
tridngulos utilizando la férmula y obtener el mismo nimero, finalmente concluye no poder
afirmar cudl de los dos tiene mayor drea o si tienen la misma, refiriéndose a las longitudes
del cateto e hipotenusa. Es indiscutible, que este alumno conffa més en la "sensacion" que
el dibujo le transmite, que en una expresién algebraica que tras unas operaciones le
proporciona un nimero, para €l, carente de sentido.

La mayoria de los alumnos que se han dejado guiar por sus "sentidos" han llegado a la
conclusion de que el 4rea de (A) era mayor que la de (B) o viceversa, argumentando que uno
tiene una parte mds que el otro, utilizando para ello como unico instrumento, su vista. Sin
embargo, también algunos han legado a que ambos tridngulos tenfan igual drea ya que "mds
0 menos, lo que le sobra a uno le falta al otro".

Veamos como la percepcién visual lleva a alumnos de distintos cursos a conclusiones
diferentes.
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Alumno 8° E.G.B.-83

5. La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

dowm

e {0um —

- by —

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El triangulo A tiene mayor 4rea gue el B \< Aw
5.2 El tridnguloc A tiene menor drea que el B ,..
5.3 Los triadngulos A y B tienen igual area; sesaseeeraaaass
5.4 No puedes decir si uno tiene mayor Area que el otro .

Da una razén para tu respuesta . fE .kﬂ’;tt:n%‘ﬁg::.!‘. N maph.,
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Alumno C.0.U.-L-31

5. La figura muestra dos trisngulos diferentes, A y B.

— [0 ——— = -

- b um—

s

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El tridngulo A tiene‘ ma.for drea que el B ..... 00000 e
5.2 El triadngulo A tiene menor &rea que el B .. & .........
5.3 Los triadngulos A y B tienen igual 4rea ............ e
5.4 No puedes decir si uno tiene mayor 4rea que el otro .
Da una razén para tu respuesta .Ltai. . eh. %Nl,?mb. LALLLL.
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Alumno C.0.U.-C-61

5. La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

40 um

n—-'-ll.m—-

.Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El triangulo A tiene mayor &rea que el B ....... T

5.4 No puedes decir si unc tiene mayor drea gue el otro ...

Da una razén para tu respuesta .. A7CEvPe, YA | s EFRFegcron

Por otra parte y aunque hayan sido muy pocos los alumnos que hayan razonado sobre una
linica dimensidn del tridngulo o hayan argiiido no disponer de la suficiente informacién para
comparar las 4reas, creemos que es interesante reflexionar sobre la existencia de este tipo de
respuestas, ya que ponen de manifiesto el desconocimiento por parte de estos alumnos del
cardcter bidimensional del drea.
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Alumno C.0.U.-L-39

La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

fx 0 - s 20
=3 i

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El tridngulo A tiene mayor 4rea que el B .... X .......
5.2 El triadngulo A tiene menor 4rea que el B .......c0u0ann
5.3 Los tridngulos Ay B tienen igqual &rea .........eeesess

5.4 Ne puedes decir si uno tiene mayor area que el otro ...

Lo que qued6 patente tras la correccién de este item, en el que se pedia a los alumnos que
emitieran una opinién acerca de cudl de los dos tridngulos tenfa mayor, menor o igual drea
que el otro, y por tanto explicitamente no se les pedfa que calcularan el 4rea de ninguno de
ellos, es que el uso de la férmula, bien para determinar el valor numérico de las dreas, o
razonar sobre el valor de la base y la altura, no resulté ser un procedimiento utilizado por
la mayorfa de los alumnos. Concretamente el 57°3% de los de 8° de E.G.B., el 45’5% de
los de 2° de B,U.P., el 38% de los de C.0.U.-L, el 10’7% de los de C.0.U.-C, el 23’8%
de los de 3° E.M. y el 13'8% de los de 5° F.M., no comprendi6 el papel que la férmula
desempenaba en la resolucidn de esta tarea, y opt6 por procedimientos alternativos, en este
caso, erroneos.
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También pudimos constatar que aplicar la férmula no es una tarea que resulte sencilla para
la totalidad de los alumnos como crefamos, ya que algunos de ellos, como los que a
continuacién mostramos, calcularon de forma incorrecta el 4rea del tridngulo (A).

Alumno C.0.U.-L-101

5. La figura muestra dos triangulos diferentes, A y B.

1O v

2

26

- Lim—e

Marca con una "X" la respuesta gue creas verdadera:

5.1 El triangulo A tiene mayor drea que el B .. K Peiwaieen
5.2 El'triangulo A tiene menor drea que €l B .....ovuvennas
5.3 Los tridngulos A y B tienen igual Area ...... WS e

5.4 No puedes decir sl uno tiene mayor drea gque el otro ...

Da una razén para tu respussta . ‘Flg ol wlade . . Oclan Qs
e ngen @t Aol drcealada . Rere gt <L Rereiplo
....%..U.l:.e.ﬂmo ................................... A
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Alumno C.0.U.-C-27

5. La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

3
— m —

- him—m

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El tridngulo A tiene mayor 4rea que el B .. X .........
5.2 El tridngulo A tiene menor d4reaque el B ..............
75.3 Los tri&nguloa A y B tienen igual &rea ................
5.4 No puedes decir si uno tiene maycs drea que el otro ...

Dauna razdn para turespuesta .. ......cciiiviinaraciennnns

A i)

& A= 4 v As = 410 - Jocm*

om - —_—
A= 4.1b. 4. v
ol 20 ¢m

As= a(2x +€.D]f.¢n‘"
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre el conocimiento que los alumnos
poseen sobre algunas férmulas para el cdlculo de dreas

- Las férmulas del drea del rectdngulo, cuadrado, tridngulo, circulo y paralelogramo, han
sido, en este orden las mds recordadas por los estudiantes de todos los cursos.

- Los alumnos que han demostrado un menor conocimiento de estas férmulas del drea han
sido los de 8° de E.G.B. y C.0.U.-L. Por el contrario, los que mayor conocimiento
poseen son los de 5° F.M.

- Los resultados muestran que los alumnos (a excepcidn de los de 5° de F.M.) poseen un
bajo nivel de conocimiento de las férmulas citadas, ya que sélo un porcentaje de alumnos
inferior al 50% de los de 8° de E.G.B. y C.0.U.-L, y aproximadamente un 50% de los
de 2° de B.U.P. y un 70% de los de C.0.U.-C y 3° E.M. han demostrado conocer al
menos tres férmulas de cuatro.

- Los alumnos con menor formaci6n matemdtica, como son los de 8° de E.G.B., 2° de
B.U.P. y C.0.U.-L, cuando no conocen la férmula que necesitan para determinar el drea
pedida, tienden a escribir "cualquier" expresién algebraica que les resulte familiar.
Expresiones erréneas, en las que se han podido detectar comportamientos repetidos como
son: el cdlculo del perimetro en lugar del drea y el producto de tres dimensiones, cuando
éstas les son proporcionadas.

- Algunos alumnos han identificado incorrectamente la altura en el tridngulo y paralelogramo
con el consiguiente error que ello ha ocasionado en el célculo de su drea.

- Un error muy comun entre todos los alumnos, cometido en el cdlculo del drea del circulo,
ha sido el considerar el didmetro como el radio.

- Que un alumno conozca la férmula del drea dei tridngulo no es garantia de que sepa c6mo
y cudndo utilizarla y ni mucho menos que sea consciente de que el 4rea de un tridngulo
depende de su base y su altura, y que ésta representa la mitad del drea del rectdngulo de
igual base y altura que lo contiene.

- En cada curso mds del 20% de los alumnos (a excepcién de 5° F.M. en el que sélo afecta
a dos alumnos), aumentando este porcentaje hasta un 50% en 8° de E.G.B., no
encontraron la relacién que existe entre el drea de un tridngulo y la del rectdngulo de iguai
base y altura que lo contiene.

- Comparar las dreas de dos tridngulos en un contexto numérico ha resultado mucho mds
sencillo para los alumnos de todos los niveles, que hacerlo en un contexto geométrico.
Hecho éste que nos parece natural, ya que mientras que en el primer caso se requiere
tinicamente de la aplicacién de una férmula, que puede realizarse por parte de los aluminos
de forma rutinaria y no necesariamente comprensiva, s imprescindible que en el segundo
caso el alumno comprenda que el drea del tridngulo depende de su base y su altura.
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- Se ha constatado que cuando el cdlculo del drea no estd explicitamente solicitado, el uso
de la férmula para comparar dreas en un contexto numérico ha sido escasamente utilizada
por los alumnos de menor formacién matemdtica. Concretamente fue utilizado por un
escaso 50% de los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.O0.U.-L.

3.4.8. SIGNIFICADO GEOMETRICO DEL TEOREMA DE PITAGORAS

El ftem 2.24 se disefidé con objeto de observar si los alumnos conocen el significado
geométrico del teorema de Pitdgoras. Teorema que mostramos a continuacién como queda
recogido en Euclides (1819).

Dans les triangles rectangles, le quarré du cbté opposé i 'angle droit est égal aux quarrés des cbtés qui
comprennent 'angle droit.

©
H
A K
z
B 'y
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El porcentaje de alumnos que dejé en blanco este item fue especialmente elevado en los
cursos de 8° de E.G.B.,, 2° de B.U.P. y C.0.U.-L. Sin embargo, serfa injusto,
especialmente en este caso, asociar ftem en blanco con desconocimiento del teorema de
Pitdgoras, ya que en esta ocasion en determinados centros y cursos, se les indic6 a los
alumnos que podian saltarse este ftem ante el temor a que les faltara tiempo para abordar
ftemes mds relevantes para el estudio, que éste. Si bien es cierto que, preguntados los
alumnos de 8° de E.G.B., durante la administracion del test, si conocfan este teorema éstos
respondieron mayoritariamente que no.

Asf pues en esta ocasién no tiene sentido plantear un andlisis cuantitativo ni extraer ninguna
conclusion relativa al conocimiento o desconocimiento que los alumnos de cada curso poseen
del Teorema de Pitdgoras. Hemos centrado nuestro interés en ¢l estudio del comportamiento
mostrado por los alumnos que respondieron este ftem, fundamentalmente referido a si
optaban por un método numérico o geométrico. Por ello, hemos diferenciado los alumnos que
dan una respuesta errénea sin sentido de los que utilizan el teorema de Pitdgoras, distinguido
entre éstos wltimos de los que utilizan la versién geométrica o la algebraica del teorema.
Estos datos se recogen en la Tabla 33,
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teorema de Pitdgoras otros métodos
versién algebraica versidn geométrica terfasot

8° E.G.B. 28°6% (10/35) 5'7% (2/35) 65'7% (23/35)
2° B.U.P. 42’0% (29/69) 17'4% (12/69) 40°6% (28/69)
C.0.U.-L 62°6% (30/48) 4'2% (2/48) 33'3% (16/48)
C.0.U.-C 82°2% (74/90) 31% (3/50) 14'4% (13/90)
3° EM. 62’5% (25/40) 12'5% (5/40) 25'0% (10/40)
5° EM. 96'2% (27/28) 0'0% (0/28) 3'6% (1/28)

Tabla 33. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en la resolucién del ftem 2.24.

El porcentaje de alumnos que utilizaron métodos erréneos sin sentido en 8° de E.G.B., 2°
de B.U.P. y C.0.U.-L son de algiin modo indicadores del desconocimiento que estos
estudiantes poseen del teorema de Pitdgoras. Los datos de la tabla 33 vienen a mostrar que
el teorema de Pitdgoras es conocido por los alumnos, no por la presentacién que de él pueda
hacerse en un curso determinado, sino gracias a las aplicaciones que de él se realizan para
la resolucién de otros problemas a lo largo de la vida académica del estudiante.

Es abismal la diferencia que existe entre el uso de la versién algebraica y geométrica, cuando
el empleo de ésta dltima implica una resolucidn sencilla y rdpida a diferencia de lo que
supone la utilizacién de la algebraica.

Estd clarisimo que los alumnos se inclinan mayoritariamente -y en algiin curso, totalmente,
como en 5° F.M.- por un cdlculo algebraico, atin cuando su uso en este caso concreto no
convenga, ya que complica el proceso y en consecuencia el cdlculo, como asf lo demuestran
el gran nimero de alumnos que han cometido algiin error durante el proceso.

Tras la correccién de diversos ftemes ya hemos podido constatar la tendencia de ia gran
mayoria de ios alumnos -como consecuencia de su formacién- a emplear procedimientos
algebraicos y numéricos, antes que geométricos, aunque el uso de estos ultimos en
determinadas situaciones, supondrfa una resolucién rdpida y sencilla del problema. Aunque
esto mismo puede haber sucedido en esta tarea, creemos que en esta ocasion el principal
motivo ha sido el desconocimiento de la interpretacién geométrica del teorema de Pitdgoras.

Es interesante reseiiar el hecho de que todos los alumnos en todos los cursos que optaron por
el procedimiento geométrico calcularon con éxito el 4rea del cuadrado, mientras que no
sucedié lo mismo en los que se decidieron por el algebraico-numérico. El error mds habitual
cometido por los alumnos de C.0.U.-C y detectado en todos los cursos, fue ¢l confundir el
drea de los cuadrados dados con la longitud de sus lados.
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre el concomiento que los alumnos poseen
del significado geométrico del Teorema de Pitdgoras

- La préctica totalidad de los alumnos que conoce el Teorema de Pitdgoras, conoce la versién
algebraica del teorema, pero no asf la geométrica que resulta desconocida para casi todos
ellos.

- El procedimiento geométrico les conduce siempre con éxito a la solucidn correcta, cosa que
sucede con el procedimiento algebraico-numérico.

3.4.9. PAPEL DE LA PERCEPCION VISUAL EN TAREAS DE COMPARACION DE

El ftem 2.1, en el que se pedia a los alumnos que compararan el 4rea de dos superficies
irregulares dibujadas sobre papel blanco, se disefié con objeto de observar el poder que la
percepcion visual ejerce en los alumnos.

A excepcion de un alumno de 8° de E.G.B. y dos de C.0.U.-C, este item fue resuelto por
la totalidad de los estudiantes de la muestra.

Como muestran los datos proporcionados en la siguiente tabla, un elevado nimero de
alumnos, de distintos cursos, se dejé influir por su impresién perceptual en el momento de
emitir un juicio sobre las dreas de las dos superficies.

8° E.G.B. 2* B.1LP. C.0.U.-L Cc.0.U.-C 3° EM. 5° FM.

66'4 % Irs% 392% 22°3% 22’8% 31%

Tabla 34. Porcentaje de alumnos que utilizan su percepcidn visual para la resolucién del ftem 2.1,

Todos estos alumnos decidieron emitir una opinién sobre el drea de estas dos superficies atin
cuando no existfa dato alguno que lo permitiera. Luego se aprecia en los alumnos la
tendencia a utilizar su percepcion visual como aval de sus conclusiones. Tendencia
mayoritaria en los estudiantes de 8° de E.G.B., que va disminuyendo gradvalmente conforme
el alumno evoluciona hacia cursos superiores, aunque con una presencia todavia significativa
en cursos ya elevados como son C.0.U.-C y 3° E.M., para casi desaparecer en 5° F.M.

La percepcidn visual como ya hemos comentado, y seguiremos viendo a lo largo del andlisis
de las respuestas dadas por los alumnos en los distintos ftemes del test, se ha manifestado
como el procedimiento utilizado por un cierto mimero de alumnos de los distintos cursos en
todas aquellas tareas donde han tenido que comparar el drea de dos superficies, tanto en un
contexto geométrico como numérico. Ello supone que el nivel de razonamiento de estos



Etapa Diagnéstica 181

alumnos es el mds primario, en tanto que se fijan s6lo en aspectos visuales de la figura y en
consecuencia en atributos irrelevantes del drea. A continuacién mostramos respuestas dadas
por algunos alumnos que ilustran lo comentado anteriormente y donde se puede apreciar
cdmo en determinados casos esta imprensién perceptual tiene més peso y validez para el
alumno que un procedimiento numérico.

Alumno C.0.U.-L-12 ({tem 2.5)

5. La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.
o fe.h
e = 40 Ew M
A-=F " Tt
1 A
‘
g B
' 4doum

- Liun—m

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El tridngulo A tiene mayor drea que el B ....00cutuaenn
5.2 El triangulo A tiene menor 4reaque el B ..............
$.3 Los triédngulos A y B tienen igual 4rea ........cc0c0unn.

5.4 No puedes decir si uno tiene mayor Area que el otro X
Da una razén para tu respuesta . M &“&fﬂ ‘M’*&‘\! . .GL;C‘:?\ gue

wffa?’go Mgrzg% 5«%&&0510@‘3%}““@9;{@%
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Alumno C.0.U.-C-5 (ftem 2.5)

5. . La figura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

S
5

+—— {0um ——

a— {un—m

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

5.1 El triangulo A tiene mayor 4rea queel B ......... 000
5.2 El triangqulo A tiene menor dreaque el B ......... B0
5.3 Los tri&ngulos A y B tienen igual 4rea . e X cone % gt

5.4 No puedes decir si uno tiene mayor area qﬁe _ei otro &
1 - Y :

Da una razén para tu respuesta .LO5 . ‘?(‘3’. fAown o niisma
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Las superficies (A) y (B) empleadas en el item 2.1 fueron asi disefiadas con el fin de
observar si sus formas originaban en los alumnos alguna tendencia que los hiciera inclinarse
bien por (A), o por (B). Sin embargo, de entre todos los alumnos que se decidieron por
escoger una de las dos superficies como la de mayor 4rea, no existié un comportamiento
general que permita suponer que existe una tendencia clara entre los alumnos a considerar
una u otra como la de mayor drea. Mientras que los alumnos de 8° de E.G.B. se inclinaron
por escoger (B) como la de mayor 4rea, los de C.Q.U.-L lo hicieron por (A), no existiendo
grandes diferencias entre los alumnos de los otros cursos.

Por otra parte se estudié si los alumnos que habian escogido la superficie (A) como la de
mayor 4rea, habian indicado en el ftem 2.22 que el tridngulo mds alargado tenfa mayor 4rea
que €l otro, y viceversa, si los alumnos que se inclinaban por la superficie (B) en el item 2.1,
escogfan el tridngulo mds "regular” en el ftem 2.22. Para ello se realizé el test de la x* con
objeto de detectar posibles dependencias entre las respuestas dadas por los alumnos en estos
dos ftemes. Los resultados obtenidos permiten afirmar que no existe ninguna relacién entre
los comportamientos manifestados por los alumnos de los distintos cursos, en los itemes 2.1
y 2.22, a excepcion de 2° de B.U.P. donde si se obtuvo un p-valor inferior al 0’05 (p=
0’03931). Sin embargo, a pesar de que el p-valor denota la existencia de una dependencia
estadistica entre las elecciones realizadas por los alumnos, el andlisis de la tabla de
contingencia (ver Anexo 4) no nos permite extraer ninguna conclusién clara que explique en
qué consiste ésta, sélo podemos aportar que la mayoria de los alumnos que indicaron en el
ftem 2.1 que las dos superficies tenfan igual drea también lo hicieron en el ftem 2.22, pero
no al contrario.

Asf pues, podemos concluir que no hemos constatado que exista una determinada tendencia
entre los alumnos a considerar la superficie de aspecto mds alargada y voluminosa en
extensién como la de mayor drea.

Conclusiones m4s relevantes del estudio sobre el papel de la percepcién visual en
tareas de comparacion de dreas

- La percepcién visual se ha revelado como un procedimiento utilizado por un nimero
significativo de alumnos en todos los cursos a excepcién de 5° F.M.

- Este procedimiento es empleado mayoritariamente por los alumnos de 8° de E.G.B., y su
uso va disminuyendo conforme aumenta el nivel escolar del curso, para ser abandonado
completamente por los alumnos de 5° F.M.

- En algunos alumnos se ha constatado que optando por un procedimiento numérico correcto
y por una apreciacion visual, al final, ésta ultima ha pesado més en €] en el momento de
emitir un juicio.

- La percepcion visual se muestra como fuente de errores en los alumnos.
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- No se ha detectado que lo alumnos posean una concepcién de drea asociada al "aspecto”
(si es méds o menos compacta o mds o menos alargada) de la superficie, y en consecuencia
asociada a la nocién de extension.

3.4.10. RELACION ENTRE EL AREA DE UN ROMBO, PARALELOGRAMO Y
TRAPECIO CON LA DE UN RECTANGULO

De 1las respuestas dadas por los alumnos a los itemes 2.26, 2.27 y 2.28, se pudo comprobar
que un considerable nimero de ellos de todos los cursos no supo dibujar un rectingulo de
igual drea que la del rombo, paralelogramo y trapecio isésceles proporcionados en los itemes
anteriores. En los tres casos la tarea estaba presentada en un contexto numérico.

De nuevo es necesario advertir de la no conveniencia de extraer cualquier conclusién sobre
el porcentaje de alumnos que los dej6 en blanco por el mismo motivo ya comentado en el
apartado 3.4.8. correspondiente al estudio del teorema de Pitdgoras.

Cierto nimero de alumnos que respondi6 a estos {temes se limité simplemente a dibujar un
rectdngulo en cada caso sin proporcionar pista alguna acerca del modo en el que habfan
procedido, por lo que sus respuestas carecen de interés ya que sélo nos permiten analizar el
resultado del proceso seguido por el estudiante, si lo ha habido, pero no el proceso en si.

Por el contrario, los alumnos que sf justificaron el resultado de su proceso, utilizaron dos
procedimientos de diferente naturaleza, uno geométrico basado en el recorte y pegado -y del
que a continuacién mostramos algunos ejemplos-, y el otro numérico, basado en la utilizacién
de las férmulas de 4drea de los cuadrildteros involucrados. Tal vez el desconocimiento general
que poseen los alumnos de la férmulas del drea hizo que se inclinaran mayoritariamente, en
todos los cursos y en todos los casos, por la utilizacién del método geométrico. La tdnica
excepcion se produjo en el caso del rombo cuando los alumnos de C.0.U.-C y 3° E.M.
mayoritariamente se inclinaron por el método numérico.

Se pudo comprobar que los porcentajes de éxito alcanzados en estos itemes fueron en general
bastante superiores en aquellos alumnos que utilizaron el procedimiento geométrico a los que
optaron por un procedimiento numérico.

Las siguientes respuestas son una muestra de cémo algunos alumnos procedieron
geométricamente, construyendo el rectdngulo por recorte y posterior reconfiguracién por
complementariedad de formas. En ellas se puede comprobar cémo dos alumnos resuelven
correctamente los ftemes 2.27 y 2.28, pero no el 2.26. Este hecho fue bastante usual entre
los alumnos que resolvieron estos tres itemes, como puede comprobarse en la Tabla 35, y
que confirma la reconfiguracion del rombo en rectidngulo como la mds compleja para los
alumnos de las tres planteadas.
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Alumno 8° E.G.B.-67

26. Dibuja un recténgulo que tenga igual &rea que el rombo
de la figura. Muestra comc lo haces.

e

Vardudo Los veriidd -

1

27. Dibuja un rectangule que tenga igual 4rea gque el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.
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28. Dibuja un rectangulo que tenga igual &rea gue el
trapecio de la figura. Muestra comc lo haces.
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Alumno 2° B.U.P.-27

26,

27.

28.

Dibuja un rectdngulo que tenga igual Area gue el rombo
de la figura. Muestra como lo haces.

— & —s

Dibuja un rectdngulo gque tenga igual Area que el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.

¥

L—\»—-{
N

Dibuja un rectadngulo que tenga igual &4rea que el
trapecio de la figura. Muestra comc lo haces.
/::7 ,
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\ ]
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Alumno 2° B,U.P.-28

26. Dibuja un rectangulo que tenga igial Area que el rombo
de la figura. Muestra como lo haces. 3,5 b
fe— & » .
P.‘_‘._L'_'D_:}-—': ‘35
> r-L 2
Fd 4 4 1 —
'S Are2’s &3S 437543 S"t\“
r 7
2
27. Dibuja un recténgulo que tenga igual Area que el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.
; Ao b = a2 W
i e Ag bt 21D - ¢
bl 2 A il 3
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28. Dibuja un rectdngulec que tenga igual &rea que el

trapecio de la figura. Muestra como lo haces.
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La siguiente tabla proporciona el nimero de alumnos que consiguieron dibujar el rectingulo
apropiado a cada caso, de entre todos aquellos que lo intentaron,

rombo (item 2.26) paralelogramo (item 2.27) trapecio (item 2.28)
8° E.G.B. 12'0% (6/50) 16'7% (6/36) 29%2% (7/24)
2° B.U.P. 37°0% (27/73) 67°2% (41/61) 56’4% (31/55)
C.0.U.-L 37°1% (23/62) 76’1% (35/46) 70°7% (29/41)
C.0.Uu.-C 76’5% (62/81) 92°8% (64/69) 65°2% (45/69)
3° E.M. 61’1% (22/36) 81°'1% (30/37) 64°9% (24/37)
5° F M. 80°0% (20/25) 85"7% (24/28) 79°2% (19/24)

Tabla 35. Alumnos que dan la respuesta correcta en el item 2.26, 2.27 y 2.28.

En general, la transformacién que les resulté mds sencilla 2 los alumnos fue la del
paralelogramo y la mds dificil, la del rombo.

Estas cifras reflejan la dificultad que esta tarea supuso para todos los alumnos, especialmente
para los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L, siendo realmente
sorprendentes las correspondientes a las de 8° de E.G.B., que demuestran la incapacidad de
estos alumnos de relacionar el drea del rectdngulo con la de los tres cuadrildteros propuestos.
Ello nos lleva a reflexionar sobre el modo en el que a los alumnos se les han ensefiado las
férmulas del drea de estos poligonos, y sobre el nivel de comprensién que en tales
circunstancias pueden poseer estos estudiantes de las férmulas del drea.

Algunas de las transformaciones realizadas por los alumnos de 8° de E.G.B., ponen de
manifiesto verdaderas incomprensiones. Transformaciones que pasamos a mostrar a
continuacién porque consideramos plantean interesantes puntos de reflexién sobre lo que los
alumnos de este nivel conocen y comprenden realmente sobre las férmulas del drea, objeto
principal y a menudo tnico en la ensefianza habitual del 4rea. En ellas se aprecia c6mo los
alumnos asignan a una misma dimensién lineal medidas diferentes. Este modo de proceder
nos ha llamado la atencién, porque por un lado nos parece muy clara la evidencia del error
y por otro, porque en contra de lo que se podfa pensar este comportamiento no fue
minoritario, sino que bastantes alumnos de 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P. procedieron de
forma similar.
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Alumno 8° E.G.B.-19

26. Dibuja un rectdngulo que tenga igqual 4rea que el rombo
de la fiqura. Muestra como. lo haces,
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27. Dibduja un rectangulo que tenga igual 4rea que el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.
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28. Dibuja un rectangulc que tenga igual 4rea que el
.trapecio de la fxqura Muestra como lo haces.
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Alumno 8° E.G.B.-13

26,

27,

28,

Dibuja un rectdngulo que tenga igual &4rea gque el rcmbo
de la figura. Muestra como lo haces.

— & —f

T

B

Dibuja un rect&nqulo que tenqa 1§ua1 Area que el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.

/7{ }_//7 -LI-
_ g,

Dibuja un rectangulo que tenga 1qua1 aArea que el
trapecio de la figura. Muestra como lo haces.
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la relacién entre el 4rea de un rombo,

paralelogrameo y trapecio con la de un rectdngulo

- Précticamente el 80% de los alumnos de 8° de E.G.B., que lo intentaron, no ha sido capaz
de construir un rectdngulo de igual 4rea que la de un rombo, paralelogramo y trapecio
dados, y aunque los porcentajes de éxito han ido aumentando en relacién al nivel del curso,
estos han resultado excesivamente bajos, considerando el tipo de tarea y nivel de los
alumnos. Indicar como ejemplo de ello, que el 20% de los alumnos de 5° F.M. no
consiguié resolver este ftem con éxito.
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- El procedimiento mayoritariamente utilizado por los alumnos en todos los cursos ha sido
el geométrico, consistente en el recorte y pegado, frente al numérico, basado en la
utilizacién de las férmulas del drea de estos cuadrildteros, atin cuando la tarea estd
planteada en un contexto numérico.

- Un importante nimero de alumnos de todos los cursos, que va aumentando conforme el
nivel del curso disminuye, hasta suponer una gran mayoria de los de 8° de E.G.B., ignora
la relacién que existe entre la férmula del 4rea del rectdngulo y las de los cuadrildteros,
rombo, paralelogramo y trapecio. Lo que hace pensar en la existencia de un excesivo
nimero de alumnos que ignora el por qué de estas férmulas y en consecuencia no
comprende el significado de las férmulas del drea de estos cuadrildteros.

3.4.11. PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

Los ftemes 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 y 1.8 fueron disefiados en el test con el objetivo de
estudiar el modo de proceder de los estudiantes en la resolucién de determinados problemas
con unas caracteristicas especificas, y conocer el grado de éxito que los alumnos alcanzan
en su resolucién. Ademds de ello, estos 6 problemas fueron disefiados con objeto de obtener
informacién acerca de:

- Si el papel cuadriculado les sugiere el conteo de unidades cuadradas como un posible
método para determinar el 4rea de la superficie propuesta, y en consecuencia entienden el
drea como el mimero de unidades que recubren exactamente la superficie.

- Si los alumnos estdn familiarizados con los métodos geométricos: descomposicion de las
superficies en partes y comparacién de éstas y reconfiguracién de una superficie por
complementariedad de formas.

- Si el contexto, bien numérico o geométrico (si estdn indicadas o no algunas de las
dimensiones de la superficie), en el que se estd planteado el problema es un factor que
pueda influir en la actitud (en el interés) del alumno hacia el problema.

- Si el contexto numérico en el que estd planteado el problema induce a los alumnos a
resolverlo mediante el uso exclusivo de procedimientos numéricos, y en concreto aplicando
directamente una férmula, ain cuando la utilizacién de uno geométrico simplifique mucho
los cédlculos.

- Si el tipo de superficie (poligonal o no poligonal) afiade un grado de dificultad a la
resolucién del problema.

A continuacién se realiza un estudio individualizado de los problemas en el que se describen
uno a uno, asi como los procedimientos que los alumnos han utilizado en cada uno de ellos,
mostrando algunas de las respuestas de los estudiantes para ilustrarlos. Posteriomente se
presentan los resultados procedentes del estudio comparativo realizado entre los problemas.
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Estudio individualizado de los problemas

Al comienzo del estudio de cada item se indican en una tabla las caracteristicas del problema
correspondiente, relacionadas con los objetivos anteriormente expuestos. En el apartado
3.2.2. donde se detalla el objetivo y €l contenido del test se muestra una tabla donde se
recogen de forma conjunta algunas de las caracteristicas de estos problemas.

En cada item hemos agrupado los distintos procedimientos utilizados por los alumnos en tipos
segun sus caracteristicas, y les hemos asociado una letra para referirnos a ellos de forma
escueta y rdpida. Con objeto de facilitar la identificacién de los tipos que se han detectado
en varios problemas, hemos usado la misma letra, concretamente la:

C: para el conteo de cuadrados contenidos en la superficie,

G: para los procedimientos geométricos, o numéricos simplificados por el uso de uno
geométrico, y

E: para los procedimientos erréneos no descritos por falta de interés.

tem 1.3

Caracteristicas del problema:

;se : naturaleza del
objetivo del tipo de proporciona el s:t}::eii pﬁze;e procedimie.mo contexto en el
problema superﬁcie dlbu.lo de la d 1 d(ll) b que se requiere que se p]antea
superficie? R para su
resolucién
cédlculo del drea geométrico en
de una no poligonal si cuadriculado numérico E‘,G.'B' y
superficie numérico en el
resto

Los procedimientos utilizados por los estudiantes de los distintos cursos para la resolucion
de este problema, y que se ilustran posteriormente mediante respuestas de algunos alumnos,
han sido:

C) El conteo de cuadrados contenidos en la superficie.

T) Aproximaciones al drea de la superficie curva mediante el cdlculo del drea de tridngulos
y/o rectdngulos.

I) El Célculo Integral.

E) Otros procedimientos erréneos dificilmente catalogables.

La siguiente tabla muestra el nimero de alumnos, de los que respondieron a este ftem, que
han utilizado uno u otro procedimiento, as{ como las cifras correspondientes a los alumnos
que no respondieron el {tem.
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C T I E no contesta
8° B.G.B. 65°3% (32/49) 32°6% (16/49) 0°0% (0/49) 2°0% (1/49) 51'9%
2° B.U.P. 25°9% (7127) 29°6% (8/27) 0'0% (0/27) 44°4% (12/27) 79'4%
C.0.U.-L 13'°0% (3/23) 4'3% (1/23) 56'5% (13/23) 26’'1% (6/23) T7'5%
C.0.U.C 8'6% (5/58) 3'4% (2/58) 79'3% (46/58) 8'6% (5/58) 47'3%
3° EM. 47°4% (9/19) 5'3% (1/19) 31'6% (6/19) 15'8% (3/19) 56’8%
5° FM. 32% (1/31) 00% (0/31) 96°9% (30/31) 0'0% (0/31) 1%

Tabla 36. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el item 1.3, y porcentaje de alumnos que lo deja
en blanco.

Observando el porcentaje de alumnos que dejé en blanco €l item o utilizé procedimientos
erréneos (E) se constata que una mayorfa de los alumnos no supo cémo abordarlo, resultando
especialmente dificil para los de 2° de B.U.P. y C.0.U.-L. Sélo los alumnos de 5° F.M.
salieron airosos aplicando sus conocimientos de Cédlculo Integral.

Determinar el 4rea mediante el conteo de los cuadraditos que recubren la superficie curva es
un procedimiento que resultaba disponible a la totalidad de los alumnos. Sin embargo, sélo
los estudiantes de dos cursos se decantaron mayoritariamente por €él, 8° de E.G.B. y 3° E.M.
Los del primero porque, como ya vimos en el apartado dedicado al estudio de la unidad de
medida, estdn familiarizados con la unidad cuadrada, y los del segundo porque, como algunos
de ellos nos comentaron, habfan realizado algunas tareas de este tipo, de recubrimiento de
superficies mediante unidades de medida de formas diversas, incluida la unidad cuadrada.
En los otros cursos tan sélo una minoria de alumnos ha optado por este procedimiento, nada
significativa en aquellos que poseen una mayor formacién matemdtica como son los de
C.0.U.-Cy de 5° F.M. Como podemos ver a continuacién el conteo de cuadraditos permitié
a los alumnos cuantificar el drea de la superficie con gran precisién.

Alumno 8° E.G.B.-69
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El pr6ximo ejemplo corresponde a la respuesta dada por un alumno de 3° E.M. que consigue
obtener una buena aproximacién del drea de la superficie. No tendrfa nada de particular con
respecto a otros alumnos que proceden al conteo de cuadraditos, si no es porque este
estudiante ha sistematizado un método, que también utiliza para determinar el drea de las
superficies de los ftemes 1.5 y 1.7. En el item 1.5 este método le proporciona una medida
errénea del 4rea, bastante alejada del valor real, y en el 1.7 la medida exacta, como puede
comprobarse en el apartado dedicado al estudio de este problema. Este alumno determina el
drea de las figuras sumando el nimero de cuadrados enteros y la mitad del mimero de
cuadrados no enteros.

Alumno 3° E.M.-2

3. Calcula el 4rea de la zona sombreada:

S= M fj_%g: Mics= 0.5
2 : acdihs
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Otro procedimiento que en un principio estaba al alcance de cualquier alumno era el de
aproximar el drea de la superficie curva mediante el drea de tridngulos o rectdngulos. Este
método al igual que el descrito anteriormente debfa de constituir una alternativa al Célculo
Integral, que posibilitara a cualquier alumno la resolucién de este problema. Sin embargo,
este modo de proceder resulté ser minoritario en 8° de E.G.B. y 2° de B.U.P. y
pricticamente inexistente en el resto de los cursos.

Nos parece interesante reflexionar sobre el modo de proceder de los alumnos de 2° de
B.U.P., ya que los datos de ]a tabla 36 ponen de manifiesto una mayor indefensién de estos
alumnos, que los de 8° de E.G.B., ain cuando son mds maduros y poseen una mayor
formacién matemética, que éstos dltimos.
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Las respuestas de los alumnos siguientes muestran dos formas diferentes de aproximar el drea

de la superficie curva.

Alumno 82 E.G.B.-75
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Alumno 2° B.U.P.-27

Calcula el area de la zona sombreada:
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El Cdlculo Integral es un método con el que sélo podian estar familiarizados los alumnos de
C.0.U.-Cy 5° F.M., y algunos de C.0.U.-L y 3° E.M., dependiendo de las optativas que
estos ultimos alumnos hubieran escogido en secundaria. En razén a esto, este procedimiento
fue mayoritariamente utilizado por los alumnos de estos cursos, a excepcién de los de 3°
E.M., aunque éstos ultimos también lo emplearon. Sin embargo, los resultados fueron muy
distintos ya que mientras que los estudiantes de C.0.U.-C y 5° F.M. lo emplean en su
mayorfa con éxito, mds de la mitad de los de C.0.U.-L y la totalidad de los de 3° E.M. lo
hacen de forma incorrecta.

Si bien era de prever que un determinado tipo de alumnos recurrirfa al Cdlculo Integral,
sorprendié el elevado niimero de alumnos de C.0.U.-L y de 3° E.M. que optaron por este
procedimiento, a pesar de su débil formacién en Cdlculo Diferencial. Lo cierto es que las
respuestas de estos alumnos transmitian la sensacién de que recordaban que en algin
momento habian visto, que algo que se Ilamaba integral y se representaba mediante ese
simbolo tan peculiar se utilizaba para calcular dreas de este tipo. Como veremos a
continuacién los alumnos no sélo cometieron errores al plantear la integral definida o al
calcularla, sino que algunos de ellos realizaron la asociacién drea-integral-derivada, que les
llevé a calcular sin mds la derivada de la funcién. Es evidente que estos "recuerdos” actiian
como obsticulos en los alumnos, impidiendo que se plantearan otros modos de determinar
el drea de la superficie curva.

Alumno C.0.U.-C-32

31, Calcula el &4rea de la zona sombreada:
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Alumno 3° E.M.-16

8. Calcula el 4rea de la zona scmbreada:
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Respuestas sin sentido como estas ultimas que acabamos de ver nos llevaron a estudiar la
comprensién que estos alumnos poseen de la Integral Definida. Por ello durante las
entrevistas realizadas a los alumnos y comentadas en el apartado 3.3.5.2. recopilamos
informacién acerca de hasta qué punto un alumno que plantea y calcula una integral es
consciente del significado que ésta posee, y en consecuencia si comprende lo que estd
calculando, y ademds de si en general los alumnos aceptan el conteo de cuadrados como un
procedimiento vélido para determinar el 4rea. Como ya indicamos en 3.3.5.2. entrevistamos
a alumnos de los distintos cursos que bien habfan dejado en blanco este item o lo habfan
resuelto mediante Célculo Integral, y de cuyas conversaciones pudimos comprobar que:

- Los alumnos de 5° F.M. y C.0.U.-C que habian resuelto el problema mediante Célculo
Integral, comprendian el significado del nimero obtenido a partir de éste, hecho éste que
no se puede afirmar en los otros cursos,

- El conteo de cuadrados que recubren la superficie curva es propuesto por los alumnos de
todos los cursos, a excepcién de los de C.0.U.-L, como un posible procedimiento para
determinar el drea. Sin embargo, no todos estos alumnos consideraron adecuado emplear
este procedimiento en esta ocasién, ya que uno de 2° de B.U.P. y dos de C.0.U.-C
manifestaron que no lo utilizaron, ain habiendo pensado en ello, porque como ellos
mismos afirmaban "se debia proceder de forma numérica”. Como ya hemos indicado,
ninguno de los alumnos de C.0.U.-L entrevistados, se le ocurrid pensar en el conteo de
cuadrados como procedimiento alternativo para calcular el 4rea de la superficie.

ftem 1.4

Caracteristicas del problema:

(se . naturaleza del
objetivo del tipo de proporciona el S(t;l}:fed; pi}; e:e procedimiento | copexto en el
problema superficie dibujo de la - que se requiere | gye se plantea
: da el dibujo
superficie? para su
resolucién

caleulo del lado
d: u:r;uz:idrado poligonal no numérico numérico

partir de su

drea

Dada las caracteristicas y sencillez de este problema, realmente no podemos hablar de la
existencia de distintos procedimientos para su resolucién, puesto que estd claro que la
longitud del lado se obtiene a partir del valor del drea del cuadrado. Sin embargo, se han
detectado diversas formas de proceder en el intento de los alumnos de determinar el valor
de "1". Fundamentalmente han sido:



Etapa Diagndstica 199

A) SiP=36cm? 1=6cm.

A) SiP =36cm? 1=36/2=18cm,

A;) Sidl =36cm?, 1=36/4=9cm,.

E) Otras respuestas erréneas dificiles de catalogar.

En la siguiente tabla se muestra el nimero de alumnos que procedié en cualquiera de los
modos descritos anteriormente. En la dltima columna se proporciona el porcentaje de
alumnos, por curso, que lo dejé en blanco.

A, A, A, E no contesta
8° E.G.B. 49's% @45/91) | 12'1% sy | 2007% Qe | 8% @) 10'8%
2°B.U.P. SR 6% (2/128) | 7°0% (9/128) | 3'1% (4/128) 23%
(113/128)
C.0.U.L 85'6% (83/97) | #°1% @7 | 62% 697 | 41% @97 49%
C.0.U.C (112(/)50) 0% 0% 0% 0%
3°EM. 977% (@3/44) | 23% (U44) 0% 0% 0%
50 F.M. 100% (32/32) 0% 0% 0% 0%

Tabla 37. Tipo de respuestas dadas por los alumnos en el item 1.4, y porcentaje de alumnos que lo deja en blanco.

Como se puede comprobar, salvo algunas excepciones, este item fue resuelto por la prictica
totalidad de los alumnos de los distintos cursos.

Los datos proporcionados en la tabla indican que los cdlculos incorrectos de "1 se
manifestaron sélo en los alumnos de formacién matemdtica més débil, registrindose el mayor
nimero de ellos en 8° E.G.B., donde se pudo constatar que un elevado nimero de alumnos
procedi6é como en (A;) al no recordar la férmula del drea del cuadrado, como ya se coment6
de forma extensa en el apartado 3.4.4., dedicado al estudio de la relacidn entre el drea y el
perfimetro. Este hecho, agravado por la debilidad de los conocimientos de aritmética que
poseen los alumnos de 8° de E.G.B., convirtié la resolucion de este item en una tarea
especialmente dificultosa de realizar para estos estudiantes, aiin cuando este problema es uno
de los problemas tipo planteados en la ensefianza habitual del 4rea, desde que €sta se inicia.

Nos parece importante reflexionar sobre el motivo o motivos que pueden llevar a un alumno
a actuar del modo descrito en (A,) y (A;), formas erréneas de calcular la longitud de 1", con
el fin de poder determinar la base del problema e intentar subsanarlo. Consideramos que la
naturaleza del error es distinta en cada uno de ellos. El error cometido en (A,) estd causado
fundamentalmente por un desconocimiento del significado de las operaciones "potenciacién
y radicacién”, y en consecuencia estd motivado por un desconocimiento de tipo aritmético.
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El error cometido en (A;) estd fundamentalmente originado por el desconocimiento de la
férmula del drea del cuadrado o también, por una posible confusién entre el drea y el

perimetro de la figura, y en consecuencia estd motivado por un desconocimiento de tipo
geométrico.

Pensamos que las respuestas siguientes dadas por algunos alumnos vienen a confirmar la
naturaleza de los errores que acabamos de comentar.

CALCULO ERRONEO DE LA LONGITUD DEL LADO DEL CUADRADO; L=36/2

Alumno 82 E.G.B.-62
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Alumno C.0.U.-L-33

4. Sabiendo que el 4rea de un cuadrado es de 36 CIl:. scudl
ez la longitud de sus lados? .
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CALCULO ERRONEO DE LA LONGITUD DEL LADO DEL CUADRADO: L=36/4

Alumno 8° E.G.B.-69
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ftem 1.5

Caracteristicas del problema:

i8¢

tipo de papel

naturateza del
procedimiento

objetivo del tipo de proporciona el : contexto en el
problema superficie dibujo de la sobre el que e | quq e requiere que se plantea
-0 da el dibujo
superficie? para su
resolucidn
numérico, que
cédlculo del drea si en E.G.B., se puede
de una poligonal no en el resto cuadriculado simplificar con numeérico
superficie de cursos uno geométrico

Los procedimientos empleados por los alumnos para calcular el drea del cuadrildtero fueron
diversos. Nosotros los hemos agrupado en:

A) El drea del cuadrildtero resulta de la suma de las 4reas de los tridngulos en los que éste
es descompuesto. El drea de los tridngulos se calculan aplicando directamente la férmula.
Se han observado descomposiciones diferentes del cuadrildtero: en dos tridngulos
escalenos, en dos rectangulos y uno escaleno, y en 4 rectingulos, como se indica en las
figuras siguientes:
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B) El drea del cuadrildtero resulta de la diferencia entre el drea del rectingulo que lo
contiene y las dreas de los cuatro tridngulos rectdngulos sobrantes, como a continuacién
se muestra. También en este caso las dreas, tanto del rectdngulo y tridngulo se obtienen
aplicando las férmulas respectivas.

C) Conteo del nimero de cuadrados contenidos en el cuadril4tero.

G) El drea del cuadrildtero resulta de la suma de las dreas de dos tridngulos, cuyas dreas se
determinan como la mitad del drea de los rectdngulos de igual base y altura que los
contienen, como se muestra en la figura adjunta:

El procedimiento geométrico empleado, que como hemos visto consiste en una
descomposicién adecuada del tridngulo y rectdngulo y posterior andlisis de las partes en
las que éstos han quedado divididos, permite establecer la relacién entre las dreas de estas
dos superficies, y asi determinar el drea del cuadrildtero con gran sencillez.

E) En este apartado englobamos los procedimientos incorrectos utilizados por los alumnos.
Uno de los procedimientos inadecuados mds comin entre los estudiantes, intentado
especialmente por los de C.0.U.-L, C.0.U.-C y 5° F.M. fue determinar la longitud de
los lados del cuadrildtero, quedando posteriormente bloqueados ante la imposibilidad de
determinar el drea del cuadrildtero a partir de ellos.

A continuacién se muestra una tabla con la distribucién de las respuestas entre los distintos
procedimientos.
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A B C G E no contesta
0'0% 22% 47'8% 10°9% 39’1%
8° E.G.B. p
{0/46) (1/46) (22/46) (5/46) (18/46) i 4
2° B.U.P. 37'9% 24°1% 3’4% 0'0% 34’5% 17°9%
(11/29) (7/29) (1/29) {0/129) (10/29)
31'3% 00% 6°3% 0'0% 62’5%
C.0.U.-L 84’3
(5/16) (0/16) (1/16) {0/16) (10/16) T
C.0.U.C 51'9% 5°1% 3’8% 6'3% 32°9% 282 %
41/79) (4/79) (3/79) (5/79 (26/79)
30 M. 375% 6°3% 37°5% 0% 18°8% 63'6%
(6/16) (1/16) (6/16) (0/16) (3/16)
59 F. M. 58'3% 12’5% 0'0% 42% 25'0% 25'0%
(14/24) 3/24) (0/24) (1/24) (6/24)

Tabla 38. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el item 1.5, y porcentaje de alumnos que lo deja
en blanco.

Como puede apreciarse este problema desanimé a la mayorfa de los alumnos de todos los
cursos a excepcion de los de C.0.U.-C y 5° F.M., presentando también estos cursos un
elevado porcentaje de alumnos que lo dejé en blanco. Sin embargo, en principio cualquier
alumno fuera cual fuera su nivel académico poseia los conocimientos suficientes para poder
al menos intentar el cdlculo del drea del cuadrildtero, ya que era suficiente con conocer cémo
calcular el drea de un tridngulo, o con entender el drea como el nimero de unidades
cuadradas que recubren la superficie.

La tabla anterior muestra una decantacién clara de los alumnos de secundaria y 5° F.M.
hacia el uso de los procedimientos numéricos, consistentes en el cdiculo de dreas de las
distintas figuras a partir de la aplicacién sistemdtica de una férmula -tipo (A) y (B)- con
presencia anecdética de algin alumno que ha contado las unidades cuadradas (C) o se ha
ayudado de un razonamiento geométrico -tipo (G)-. Por el contrario estos iltimos
procedimientos son los utilizados por los alumnos de 8° de E.G.B. y 3° E.M.

Hemos observado la existencia de un niimero significativo de alumnos que cuando determinan
el drea del cuadrildtero mediante la suma de dreas de tridngulos, no optan por el camino mds
breve, que supondria la descomposicién del cuadrilitero en 2 tridngulos, sino que lo
descomponen en 4 tridngulos rectidngulos, proceder éste, que se ha observado en otros
momentos y que nos permite avanzar la preferencia de los alumnos a trabajar con tridngulos
rectdngulos.

Observando el comportamiento de los alumnos de 8° de E.G.B., sorprende de nuevo la
indefensién de los alumnos de 2° de B.U.P. y especialmente la de los de C.0.U.-L ya que
el 62°6% de los alumnos que respondieron, que representa sélo el 16% del total, lo hizo
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utilizando un procedimiento incorrecto.

No quisiéramos abandonar el estudio de este problema sin antes mostrar algunos de los
“increfbles” modos de proceder de alumnos de los cursos superiores -que por desgracia no
representan casos aislados-, que ponen de manifiesto una clara "pérdida de norte" de estos
alumnos en el cdlculo, junto con un uso inadecuado e innecesario de otros conocimientos
mateméticos, denotando todo ello la falta de formacidn y reducidos conocimientos que poseen
en geometria, y en particular sobre el drea.

Alumno C.0.U.-C-59

S Encuentra el 4rea de un cuadrildtero con vértices
(2,2), (3,4), (5.1} v (6,2). Muestra todos los pasos que
realices,
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Alumno C.0.U.-C-95
5 A Encuentra el &4rea de un cuadrilatero con vértices
(2,2?, (3,4), (5.1) y (6,2). Muestra todos los pasos que
realices. g ) ¢ Bb- { ) [34) 3 (& -5)
£B = 34)-(2,2)= (1,2)
A= (5,;)—(531: (3,-4)
(B =(5.0-(¢2)= (-1 -1)
|
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Alumno 5° F.M.-31

vz O -lwm + 2 §__,,r~m:*7 fvn=-4

5l Encuentra el 4rea de un cuadriladtero con vértices
(2,2), (3,4), (5,1) vy (6,2). Muestra todos los pasos que
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ftem 1.6

Caracteristicas del problema:

ise . naturaleza del

objetivo del tipo de proporciona el sgg:eiel P:l;e;e procedimiento | ¢ontexto en el

problema superficie dibujo de la ey que se Tequiere | gye se plantea

superficie? da el dibujo para su
resolucién

comparar el
drea de dos poligonal si blanco geométrico geométrico
superficies

Este problema iinicamente podfa ser resuelto buscando la descomposicion de la superficie
blanca en piezas idénticas a las de la zona sombreada, luego los intentos de los alumnos
debian ir encaminados en esta direccién. A pesar de que no existia valor numérico alguno,
algunos de los alumnos con mayor formacién matemdtica atin intentaron como veremos a
continuacién, razonamientos algebraicos y numéricos. Los procedimientos utilizados por los
estudiantes se basaron en:

G) Una descomposicién de la superficie en piezas. Por G, representaremos la descomposicién
correcta, y por G; cualquier descomposicién infructuosa.

N) Razonamientos algebraicos y numéricos, que en ningin caso les permitié resolver la
tarea.

E) Respuestas erréneas dificiles de catalogar, entre las que cabe destacar la consistente en
una afirmacién dada en lenguaje verbal y avalada mediante un razonamiento
inconsistente, por haber sido dada por un elevado nimero de alumnos.

La distribucién de las respuestas dadas por los alumnos entre los distintos procedimientos se

muestra en la tabla siguiente, junto con los datos referidos al porcentaje de alumnos que no
contest6 el {tem:

G, G, N E no contesta
8° E.G.B. 10°9% (6/55) 182% (10/55) 0’0% (0/55) 70'9% (39/55) 46°1%
2° B.U.P. 41’7% (25/60) 8'3% (5/60) 1'7% (1/60) 48°3% (29/60) 542%
C.0.U.-L 30°3% (10/33) 9°1% (3/33) 0°0% (0/33) 60’6 % (20/33) 67'6%
c.o.u.C 66°2% (47/71) 12°7% (9/71) 4'2% (3/71) 16'9% (12/71) 35°5%
3° EM. 3IT5% (12/32) 6’3% (2/32) 6'3% (2/32) 50°0% (16/32) 273%
5° F.M. 76’5% (13/17) 59% (1/17) 17°6% (3/17) 0'0% (0/17) 46°9%

Tabla 39. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el {tem 1.6, y porcentaje de alumnos que lo deja

en blanco.
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Si bien es cierto que encontrar la descomposicién idénea no es una tarea f4cil para un alumno
que no estd familiarizado con este tipo de procedimientos, se podria esperar al menos que
el alumno procediera intentando descomposiciones comprendiendo que éste era el inico modo
de proceder que le permitirfa resolver el problema. Sin embargo, ademds del elevadisimo
nimero de alumnos que lo dejé en blanco en los distintos cursos, en todos ellos, a excepcién
de C.0.U.-C y 5° F.M,, una mayoria de estudiantes no supo cémo proceder, demostrando
encontrarse "desvalidos” al realizar planteamientos algebraicos y numéricos, totalmente
desafortunados, o limitarse a dar una simple afirmacion o negacién carente de cualquier
argumentacién vdlida, del tipo de las que se muestran a continuacién.

Alumno 8° E.G.B.-13

6. :La parte sombreada es la mitad del r-ectangulc?). Razénalo.
7, POL e 2\ pontesnos Q. XHioera
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Alumno 8° E.G.B.-27

6. ¢La parte sombreada es-la mitad del rectangixlo.?. Razén;ic.
NO es \o "ii\‘\md\ e uc%anqélo porgqus ¢l wctongu)o Hene Yodoo
Sun lodo \-0' i en

= g vecte n Hev ' \c«c’
_ wm@m\wob. ne 219 \edo

Los razonamientos a partir de planteamientos numéricos o algebraicos realizados por los
alumnos de mayor formaciéon matemadtica resultaron ser todos ellos infructuosos. Es
interesante reflexionar sobre la "fe" que estos alumnos demuestran poseer en el lenguaje
algebraico al utilizarlo ain cuando nada en el problema hace pensar en esta posibilidad.
Como muestran las respuestas seleccionadas de algunos de estos estudiantes los
planteamientos y desarrollos poseen una gran complejidad.

Alumno 2° B.U.P.-95

. 8. LL.n parte sombreada Aes la mitad del rectangulo?. R&zdnalo.
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Alumno C.0.U.-C-59

Alumno 5° F.M.-10
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ftem 1.7

Caracteristicas del problema:

objetivo del
problema

tipo de
superficie

ise

proporciona el
dibujo de la
superficie?

tipo de papel
sobre el que se
da el dibujo

naturaleza del
procedimiento
que se requiere
para su
resolucién

contexto en el
que se plantea

cdlculo del drea
de una
superficie

no poligonal

cuadriculado

numérico que
se puede

simplificar con

uno geométrico

numérico

A continuacién se detallan los diversos procedimientos utilizados por los alumnos para
determinar el 4drea de la superficie no poligonal.

S) La superficie se descompone en un semicirculo y dos superficies de la forma

pues la suma de estas dreas dard el drea de la superficie buscada.

%.Asf

A continuacion describimos los diferentes modos en los que han procedido los alumnos
para determinar el drea de las superficies de la forma N

A(rectdngulo) - A(semicirculo)

A(cuadrado) - 1/2 A(semicirculo)
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A(cuadrado grande) - A (cfroulg)

4

C) La medida del drea resulta del conteo del nimero de cuadrados contenidos en la
superficie.

G,) Se utiliza el procedimiento geométrico de recorte y encaje por complementariedad de
formas, reconvirtiendo la superficie no poligonal en un rectingulo del que resulta muy
sencillo determinar su drea. La recomposicién se explica en el dibujo siguiente:

G,) Al igual que antes por recorte y encaje por complementariedad de formas se reconvierte
la superficie no poligonal en un cuadrado. Sin embargo, en esta ocasién a diferencia del

caso anterior, resulta complejo calcular drea de la nueva figura. La recomposicién
realizada es:

E) Otros procedimientos erréneos utilizados por algunos alumnos.
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La siguiente tabla muestra los porcentajes de alumnos que utilizaron cada uno de estos
procedimientos descritos anteriormente.

S C G, G, E no contesta
00% 46'3% 8% 49% 39°0% 5
8° E.G.B. 59°8%
(0/41) (19/41) (4/41) 2/41) (16/41)
20 B.U.P. 31'9% 1’4% i3°9% 0°0% 52'8% 45°0%
(23/72) (1/72) (10/72) 0/72) (38/72)
C.0.U.-L 13°9% 2’8% 30'6% 0°'0% 52'8% 64'7%
(5/36) (1/36) (11/36) {0/36) (19/36)
C.0.U.-C 50°5% 1'l% 13°2% 22% 33'0% 173%
{46/91) (1/91) (12/91) /91 (30/91)
30 EM. 13’8% 24°1% 172% 10°3% 34’5% 34'1%
(4/29) (7/29) (5/29) (3/29) (10/29)
76°0% 0'0% 12'0% 00% 12°0% ’
5° F.M. 21'9%
(19/25) (0/25) (3/25) 0/25) (3/25)

Tabla 40. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.7, y porcentaje de alumnos que lo dejan
en blanco.

El porcentaje de alumnos que han utilizado el procedimiento (G,) o (G,), es decir que se han
ayudado de un procedimiento geométrico para determinar el valor del 4drea, no ha superado
el 15% en ningin curso, a excepcién de C.0.U.-Ly 3° E.M., donde se registran unas cifras
un poco mds elevadas. En cualquier caso, es patente que este tipo de proceder no es habitual
entre los alumnos ya que no recurren a €l cuando en este caso concreto €l método requerido
consistia en un sencillo recorte de la superficie en partes y posterior recomposicion de éstas.

Por el contrario, como en otros casos, la mayorfa de los alumnos se inclina por
procedimientos numéricos sin importarles si éstos resultan largos y pesados, y por
consiguiente sin buscar algin otro modo de proceder mds sencillo y breve.

También se observa la actitud diferenciada de los alumnos de 8° de E.G.B. de la de los
estudiantes de los otros cursos, que una vez mds huyen de los procedimientos numéricos,
consistentes en el uso de la férmulas para el célculo del 4rea, para proceder a determinar el
drea de la superficie contando el mimero de cuadrados que la recubren. Este procedimiento
ha sido utilizado también por algunos alumnos de 3° E.M. Sorprende la habilidad que
algunos de estos alumnos han demostrado poseer en este tipo de proceder, al conseguir no

sélo un buena aproximacion de la medida del drea, sino en alguna ocasién, la de su medida
exacta.

Las siguientes respuestas son ejemplos de algunas de las formas de proceder anteriormente
comentadas.
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Alumno 8° E.G.B.-60. El modo de proceder de este alumno es el descrito en (C).

7. Encuentra el 4rea de la zonha sombreada.

Alumno 32 E.M.-2. Aunque este alumno procede al recuento de unidades cuadradas contenidas en
la superficie, el modo de realizarlo, que él mismo indica en el item, le
conduce por azar al valor exacto del drea. Ya nos referimos a este alumno y
a su peculiar forma de determinar el drea cuando estudiamos el item 1.5.

7. Encuentra el 4rea de la zona sombreada.
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Alumno 8° E.G.B.-72. El procedimiento utilizado por este alumno es del tipo (G)).

Encuentra el 4rea de la zona sombreada.
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Alumno C.0.U.-C-102. El modo de proceder de este alumno ha sido el més habitual entre los
estudiantes, consistente en calcular el drea de la superficie no poligonal a
partir del drea del semicirculo y de las dos figuras sobrantes -
procedimiento del tipo (S)-. Si no hubiera cometido errores durante el
cdlculo, podria haber obtenido el valor exacto del drea. Llamamos la
atencién sobre el elevadisimo nimero de errores que este alumno ha
cometido, que se corresponden con cada una de las operaciones que ha

realizado.
7. Encuentra el area de la zona sombreada.
n
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En contraste con la sencillez de los procedimientos anteriores mostramos aqui €l utilizado por
un alumno de 5° F.M., que finalmente no le conduce al valor del drea de la superficie no
poligonal. Procedimientos de este tipo son los que hemos englobado en (E).

Como puede deducirse de las cifras que proporciona la columna (E), fueron muchos los
alumnos que se enfrascaron en procedimientos numéricos o algebraicos sin sentido (como el
mostrado), que les impidié poder determinar el 4rea de la superficie. Estas cifras cobran un

significado especial si consideramos en cada curso el nimero de estudiantes que resolvié el
ftem.

Alumno 5° F.M.-17

7. Ex:xcuentra el 4rea dg la zona sombreada.
:‘(’” i o ’LVJWIVOM £\ e, e o om /‘l+27’= e
2 7/ - ’Blr(__//:‘
VBHA g I
f’// /,ﬁd A /% ? /
4 i, W T & +9
tq %75 (4 @fj 3 !
- o+
~_] .
kn\_\“) AN ?{_f‘\ c-:/[am-&/‘ a:Z [M.W iy&

1 (4-4) ]‘fé)').: coeant Lo Lo /:f )
{l/ g2 q,./\[z - "3 . i 454

- % 1 Cy,9
L@‘/W y o, 2o
WM RN

1




216

Etapa Diagnéstica

item 1.8

Caracteristicas del problema:

ise . naturaleza del
objetivo del tipo de proporciona el s:)lli)’roe‘ii p:};e:e procedimiento | ontexto en el
problema superficie dibujo de la 3 que se requiere | gye se plantea
: da el dibujo
superficie? para su
resolucion
célculo del 4rea numérico que
de una poligenal si blanco ! se-puede pumérico
superficie simplificar con
uno geométrico

A continuacién se detallan los diversos procedimientos utilizados por los alumnos para
determinar el 4drea del rombo.

F) Mediante el uso de la formula del drea del rombo.

R) A partir del drea del rectdngulo en el que estd inscrito el rombo y del drea de los
tridngulos resultantes de las distintas descomposiciones que los estudiantes realizan del
rombo. Todas las 4reas se determinan aplicando las férmulas apropiadas. En este caso
se observaron tres procederes distintos que mostramos a continuacién y denotaremos por
Rl’ R2 y R3-

R;: El édrea del rombo resulta de la suma de las dreas de los cuatro tridngulos
rectdngulos en los que ha sido descompuesto el rombo como se indica en la figura:

R,: El drea del rombo resulta de la suma de las dreas de los dos tridngulos isésceles en
los que ha sido descompuesto el rombo, como se muestra en la figura:
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R;: El drea del rombo resulta de la diferencia entre el 4rea del rectdngulo y la suma de
las dreas de los cuatro tridngulos rectdngulos que quedan en el exterior del rombo,
como se muestra en la figura:

G) Mediante el procedimiento geométrico, consistente en una particién adecuada del rombo
en cuatro tridngulos rectdngulos se establece que el drea del rombo es la mitad del drea
del rectidngulo que lo contiene. Asi pues para determinar el drea del rombo, serd sélo

necesario calcular la del rectdngulo en el que estd inscrito. En el dibujo siguiente se
muestra esta relacién:

E) Otros procedimientos numéricos erréneos.
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A continuacién mostramos el nimero de alumnos que utilizé cada uno de estos
procedimientos.

F R G E ne contesta
477% 46% 27'7% 200% ;
8° E.G.B. 36"3%
A (31/65) (3/65) (18/65) (13/65)
18°8% 39'3% 232% 18'8% :
2° B.U.P. 14'5%
(21/112) (44/112) (26/112) (21/112)
31'9% 46’8% 11'7% 9'6% i
C.0.U.-L 7'8%
(30/94) (44/94) (11/94) (9/94)
C.OU.-C 21'8% 60°0% 10°9% 73% 0°0%
(24/110) (66/110) (12/110) (8/110)
30 EM 25'6% 41'0% 20°5% 12'8% 11°4%
= (10/39) (16/39) (8/39) (5/39)
313% 833% 13'3% 0'0% ,
5° F.M. 6'3%
(1/30) (25/30) (4/30) (0/30)

Tabla 41. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.8, y porcentaje de alumnos que lo deja
en blanco.

Con estos datos se vuelve a confirmar el uso mayoritario por parte de todos los alumnos de
procedimientos puramente numéricos. Son muy pocos los estudiantes que se han ayudado de
un procedimiento geométrico, como el descrito en (G), atin cuando éste les proporcionaba
una rdpida y sencilla solucién del problema. Ha sido en 8° de E.G.B. donde se ha registrado
el mayor porcentaje de alumnos que ha optado por este tipo de proceder, y de los que hemos
seleccionado una respuesta a modo de e¢jemplo.

Alumno 8° E.G.B.-72

8. Encuentra el 4rea de la zona sombreada.

s BT ERO -
S @, Qguso S Q}m&\uA/
wirde GO oaal,

Cragpe BO - 0.
fo

NS |,

%




Etapa Diagnéstica 219

Por lo que respecta a los procedimientos numéricos, cabe resaltar la diferencia de
comportamiento que se ha observado en los estudiantes de los distintos cursos entre el uso
directo de la férmula del drea del rombo y el uso de razonamientos alternativos. Mientras
que el mayor porcentaje de alumnos que utiliz6 la férmula del drea del rombo corresponde
a 8° de E.G.B. y va disminuyendo de forma considerable conforme el nivel del curso
aumenta, hasta quedar reducido este uso a un sélo alumno de 5° F.M., el porcentaje de
alumnos que utiliz6 un método numérico alternativo para el célculo del drea del rombo
aumenta en relacién al nivel del curso, procediendo de este modo s6lo 3 alumnos de 8° de
E.G.B. frente al 83’4 % correspondiente a los alumnos de 5° F.M.

Hemos podido comprobar cémo el conocimiento por parte de los alumnos de la existencia
de una férmula para calcular el drea, obstaculiza la bisqueda de procedimientos alternativos
ain cuando manifiestan claramente no recordarla. Respuestas como la que dio el siguiente
alumno fueron, desafortunadamente, demasiado habituales.

Alumno 3° E.M.-36
8. Encuentra el Area de la zona sombreada.
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De entre los procedimientos numéricos alternativos al uso de la férmula del 4rea del rombo
cabe destacar la manifiesta preferencia de los alumnos, ya detectada y comentada cuando se
hablé del ftem 1.5, de trabajar con tridngulos rectdngulos en lugar de con otro tipo de
tridngulos, aunque ello suponga un proceso mds largo y en consecuencia deban realizar
mayor mimero de cdlculos.

Se aprecia la existencia de una minoria de alumnos que no supo encontrar un procedimiento
adecuado para calcular el drea del rombo. Si a esto afiadimos que el porcentaje de alumnos
que lo dejé en blanco fue muy bajo, ello nos lleva a poder concluir que este problema resulté
asequible a la mayorfa de los alumnos de todos los cursos.
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Estudio comparativo de los problemas

Con el fin de disponer de mayor niimero de datos que nos permitan conocer e interpretar
mejor el modo de proceder de los alumnos en la resolucién de los problemas, hemos
considerado interesante realizar, en primer lugar, un estudio para recabar informacidn acerca
de la dificultad que estos problemas han supuesto para los alumnos, y en segundo lugar, uno
para detectar y analizar posibles dependencias entre el tipo de concepciones, tipo de
procedimientos utilizados por los alumnos en la resolucién de los problemas y curso al que
éstos pertenecen.

{QUE DIFICULTAD HAN SUPUESTO LOS PROBLEMAS A LOS ALUMNOS?

Hemos asociado el grado de dificultad de un problema al porcentaje de éxito alcanzado por
los alumnos en su resolucién, entendiendo por porcentaje de éxito el que representa a los
alumnos que han sabido cémo proceder. Por ello hemos estudiado el porcentaje
correspondiente a los alumnos que han procedido de forma correcta en la resolucién de cada
une de los problemas. El hecho de que pensemos que la principal causa de que los alumnos
hayan dejado en blanco estos itemes es su desconocimiento de cémo afrontar la resolucién
de las distintas tareas planteadas, nos ha llevado a referir el porcentaje al total de alumnos
de cada curso.

Es importante aclarar que los alumnos que proceden de forma correcta no necesariamente
llegan a la respuesta correcta, dado que algunos de ellos cometieron durante €l proceso
errores de diferente indole, como por ejemplo, de cédlculo aritmético, o consecuencia de una
falta de habilidad en el recuento de cuadrados. Nuestro interés estd centrado en estudiar si
un alumno sabe cémo afrontar la tarea demandada en cada problema y no si durante su
resolucién ha cometido un error de cdlculo, u otros errores que estdn motivados por otros
desconocimientos ajenos al que aqui nos ocupa. A continuacién indicamos para cada item la
variable y los cdédigos que representan los distintos modos de proceder que hemos
considerado como correctos, que se encuentran detallados en la codificacion realizada de las
respuestas dadas por los alumnos, y que puede consultarse en el Anexo 2 de esta memoria:

item 1.3: variable: x31; cddigos: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

item 1.4: variable: x41; cdédigos: 1.

ftem 1.5: variable: x51; cdédigos: 1, 2, 3, 4, 5, 6.

ftem 1.6: variable: x61; cddigos: 1.

ftem 1.7: variable: x71; cédigos: 1,
01

2,3,4,5,8.
item 1.8: variable: x81; cddigos: 1, 2, 3, 4

5
, , 3.

b ?

Con el fin de facilitar un estudio comparativo entre los distintos problemas y cursos
presentamos estos datos en dos gréficas, la primera muestra para cada problema el porcentaje
de alumnos de cada curso que procede de forma correcta, y la segunda, para cada curso el
porcentaje de alumnos que utiliza un razonamiento correcto en cada problema.
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Observando globalmente los datos proporcionados en estas gréaficas se comprueba que sea
cual sea el nivel escolar de los estudiantes, éstos no estdn habituados a enfrentarse con
algunas de las situaciones planteadas, ain cuando en principio disponen de los conocimientos
suficientes para ello. De hecho los problemas 1.4 y 1.8, que son los resueltos correctamente
por una mayorfa de los alumnos de los distintos cursos, se corresponden con el tipo de
problemas que normalmente se plantean en la ensefianza del 4rea.

La distribucién de los porcentajes correspondientes a los problemas 1.3, 1.5, 1.6 y 1.7,y
cada curso, no nos permite concluir que uno de ellos haya resultado ser el mds dificil o fécil
para todos los alumnos. Ello es consecuencia de la relacién que hemos comprobado existe
entre las caracteristicas de los problemas y los procedimientos con los que estdn
familiarizados los estudiantes de cada curso. Podrifamos decir, salvo casos excepcionales
correspondientes a algin curso y problema en particular, que estos cuatro problemas son los
que han sido abordados correctamente por una minoria de alumnos.

La gréfica n°8 nos indica que el grado de dificultad de estos seis problemas ha resultado ser
el mismo para los alumnos de C.0.U.-C y 3° E.M., aunque los primeros hayan obtenido
mejores resultados.

Se comprueba que para los alumnos de 8° de E.G.B. y 5° F.M. el problema que les supuso
mayor dificultad fue ¢l 1.6, para los de 2° de B.U.P., C.0.U.-C y 3° E.M. el problema 1.3,
y para C.0.U.-L el 1.5. De hecho la gréfica n®7 nos permite afirmar que globalmente estos
tres problemas son los que han resultado de mayor dificultad a los alumnos.

De entre todos los alumnos, los mejores resultados corresponden a los de C.0.U.-C y 5°
F.M. Sin embargo, a excepcion de su éxito en los problemas 1.4 y 1.8, en el resto de los
problemas éste es bajo.

Finalmente con objeto de disponer de mds datos acerca de la capacidad demostrada por los
alumnos en la resolucién de estos probiemas planteamos el estudio, por curso, de los
porcentajes correspondientes a los alumnos que han utilizado un procedimiento correcto en
s6lo uno, dos, tres, cuatro, cinco o los seis problemas o en ninguno de ellos.

Dadas las caracterfsticas del problema 1.4 que ya fueron comentadas en su momento y dado
que la préctica totalidad de los alumnos en los distintos cursos supo cémo abordarlo, hemos
decidido excluirlo del estudio para obtener informacidn directa sobre los otros problemas que
podria quedar enmascarada por los resultados obtenidos por los alumnos en este problema.
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procedimientos correctos
en 0 6 1 problemas en 2 problemas e n}::;‘:;;:: los 5

8° E.G.B. 52°9% (54/102) 20'6% (21/102) 26’5% (27/102)
2°B.U.P. 55'7% (73/131) 26'7% (35/131) 17’6 % (23/131)
C.0.U.-L 66'7% (68/102) 26°5% (27/102) 6’9 (7/102)

C.0.U.-C 29’1t % (32/110) 13°6% (15/110) 57'3% (63/110)
3° EM. 34'1% (15/44) 29°5% (13/44) 36’4% (16/44)
5° F.M. 9°4% (3/32) 21'9% (7/32) 68°8% (22/32)

Tabla 42, Alumnos que han utilizado en 0, 1, 2, 3, 4 y 5 veces un procedimiento correcto en la resolucién de los
ftemes 1.3, 1.5, 1.6, 1.7 y 1.8.

Podemos completar esta informacién indicando que ningiin alumno de 2° de B.U.P. ni de
C.0.U.-L supo utilizar un procedimiento correcto en los cinco problemas, y que todos los
alumnos de 5° F.M. han sabido abordar con correccién al menos un problema.

Estos datos ratifican lo que ya hemos comentado anteriormente y ponen de manifiesto que
los mejores resultados han correspondido a los alumnos de 5° F.M. y C.0.U.-C, y los
peores y en este orden a los de C.0.U.-L, 2° de B.U.P., 8° de E.G.B. y 3° E.M. De
hecho, una amplia mayorfa de estos iltimos alumnos no supo cémo abordar mds de dos
problemas, de los cinco propuestos.

Estos resultados vienen a confirmar que la formacion matemdtica ha resultado ser
fundamental en tanto que ha permitido al alumno abordar los problemas con un porcentaje
de éxito razonable, ain cuando éstos planteen a los estudiantes situaciones nuevas a las que
nunca antes s¢ habfan enfrentado. Sin embargo, el que tampoco la totalidad o prdctica
totalidad de estos alumnos haya sabido proceder con éxito en todos los problemas, pone de
manifiesto que para una correcta resolucion de este tipo de tareas es imprescindible
proporcionar instruccién especifica a los alumnos. -

Los resultados obtenidos por los alumnos de 8° de E.G.B. son débiles, sin embargo son
peores los obtenidos por los de C.O.U.-L y 2° de B.U.P. Pensamos que ello viene a
confirmar que la formacién matemdtica que reciben estos alumnos y que todavia no han
interiorizado funciona como un gran distorsionador, llevdndoles a situaciones de indefensién
al provocar sin intencién de hacerlo, el olvido o abandono de los procedimientos que ya
conocfan al presentarles otros nuevos pero que todavia no han dispuesto del tiempo necesario
para consolidar. Circunstancia ésta que pensamos nos deberia hacer reflexionar sobre cémo
se procede a la enseflanza de la matemdtica en secundaria.



224 Etapa Diagnéstica

(EXISTE RELACION ENTRE LAS CONCEPCIONES DEL AREA MANIFESTADAS POR LOS ALUMNOS
Y EL TIPO DE PROCEDIMIENTO UTILIZADOS POR ELLOS EN LA RESOLUCION DE LOS DISTINTOS
PROBLEMAS?

Como resultado de los dos andlisis loglineal efectuados para estudiar posibles dependencias
entre tres variables, concretamente en el primero entre: curso, tipo de concepcién y tipo de
procedimiento (ver apartado 3.4.1) y en el segundo entre: curso, tipo de procedimiento y tipo
de unidad (ver apartado 3.4.2.), se detectaron, entre otras interacciones a dos niveles,
interacciones entre el curso y tipo de concepcién, y entre el curso y tipo de procedimiento.
Ello nos llevé a estudiar aquf la existencia de posibles dependencias entre las variables
anteriormente citadas.

Nuestro objetivo se centrd en el estudio de la existencia de algun tipo de relacién entre la
concepcién manifestada por el alumno, el curso al que pertenece éste y el tipo de
procedimiento utilizado en la resolucién de los distintos problemas. Para ello, y para cada
tipo de concepcidn (férmula, geométrica, numérica con referencia a alguna unidad de
medida, numérica sin referencia a la unidad de medida, y errénea) y problema realizamos
el test de la x* entre las variables: curso y tipo de procedimientos. Es importante advertir la
precaucioén con la que se deben interpretar los p-valores resultantes de este contraste de
hipétesis por no verificarse las condiciones idéneas para considerarlos fiables, como ya
comentamos en el apartado 3.4.4., en tanto que en la mayorfa de las tablas de doble entrada
existen muchas celdas con un nimero inferior a 5 casos, y concretamente algunas con cero
casos. A diferencia de lo que viene siendo una norma habitual a lo largo del andlisis de los
resultados, en esta ocasién no hemos incluido las tablas de contigencia en el Anexo 4, por
la complejidad y la extensién que poseen como consecuencia del nimero tan elevado de
variables consideradas en el estudio.

Considerando todas la advertencias anteriores, podemos decir que los resultados de estos tests
nos advierten de la existencia de una dependencia estadistica entre los cursos y el tipo de
procedimiento utilizado en cada problema, en las concepciones geométrica y errénea. Por lo
que respecta a las otras concepciones, se ha detectado una dependencia de este tipo en la
concepcidn numérica que se refiere a una unidad de medida en los problemas 1.5y 1.7, y
en la numérica que no hace referencia a ninguna unidad en los problemas 1.3, 1.8.
Finalmente, no existe ninguna dependencia entre los alumnos de los distintos cursos, que han
manifestado una concepcién férmula, y el tipo de procedimientos por ellos utilizados en la
resolucién de problemas. En esta ocasion la distribucién de los casos en las celdas de las
distintas tablas de contingencia no nos ha ayudado a extraer conclusiones claras, ni de
cardcter general sobre los comportamientos de los alumnos.

Completamos esta informacién con algunas conclusiones que hemos extrafdo del andlisis de
las tablas de contingencia:

- La concepci6én férmula mostrada por algunos alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P.,
C.0.U.-L y C.0.U.-C resulta ser la mds débil de entre las correctas en cuanto que la
préctica totalidad de estos alumnos ha resuelto de forma incorrecta los problemas 1.3, 1.5,
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1.6 y 1.7 (s6io una mayorfa de los de 8° de E.G.B. resolvié correctamente el 1.3
utilizando el procedimiento basado en el conteo de cuadrados).

- Muy pocos de los alumnos que manifestaron una concepcién numérica del drea haciendo
referencia a la unidad de medida, afrontaron la resolucién de los problemas 1.3, 1.5y 1.7
utilizando un procedimiento basado en el conteo de unidades cuadradas.

- En general los alumnos de los distintos cursos, que se refirieron al drea como un niimero
sin especificar nada mds, obtuvieron un porcentaje de éxito en la resolucién de estos
problemas inferior al obtenido por aquéllos que si se referfan a la unidad de medida
empleada. Por lo tanto, pensamos que esta \ltima concepcién pone de manifiesto una
mayor comprensién del concepto del 4rea.

- La concepcién geométrica del drea fue la mayoritariamente manifestada por los alumnos
de los diferentes niveles educativos. Sin embargo, no se ha observado que estos alumnos
hayan utilizado de forma mayoritaria un determinado procedimiento. Los porcentajes de
éxito de estos alumnos en los distintos problemas son inferiores a los logrado por aquéllos
que manifestaron una concepcién numérica.

- Los alumnos de C.0.U.-C y 5° F.M. que manifestaron una concepcion errénea, en general
y de forma mayoritaria han utilizado un procedimiento correcto para resolver los diferentes
problemas, lo que nos lleva a pensar que la concepcion errénea de estos alumnos es mds
consecuencia de una forma de expresién poca afortunada que de una confusién conceptual,
o bien que su potencial numérico solventa su confusién conceptual. Por el contrario, en 8°
de E.G.B. la mayoria de los alumnos que habian mostrado una concepcién errénea
resuelven de forma incorrecta todos los problemas desde el 1.3 al 1.8, ambos inclusive.
Ello viene a confirmar lo que ya detectamos durante las entrevistas, y es que a diferencia
de lo que sucede con los estudiantes de los cursos superiores, la concepcién errénea
manifestada por estos alumnos estd ocasionada por un desconocimiento o incomprensién
del concepto de drea.

- Los problemas correspondientes a los itemes 1.4 y 1.8 han sido abordados correctamente
por la totalidad o préctica totalidad de los alumnos de los distintos cursos que han
manifestado una concepcién errénea del drea de una superficie plana, a excepcién de los
de 8° de E.G.B. Ello viene a confirmar que este tipo de problemas, que son precisamente
los que habitualmente se plantean en la ensefianza del 4rea, no requieren para su resolucién
de una concepcién correcta del drea y en consecuencia en ningin caso pueden medir la
comprensidn del alumno sobre este concepto.



226 Etapa Diagndstica

Conclusiones mds relevantes sobre el estudio de los procedimientos utilizados en la
resolucién de problemas

- El procedimiento basado en el conteo de unidades cuadradas que recubren la superficie ha
sido utilizado de forma significativa por los alumnos de 8° de E.G.B. y por algunos de 3°
E.M., pero no por los estudiantes de los otros cursos lo que nos hace pensar que el hecho
de que la superficie se presente sobre papel cuadriculado s6lo sugiere el conteo de unidades
cuadradas a aquellos que ya estdn familiarizados con este procedimiento.

- Los alumnos no estdn familiarizados con los procedimientos geométricos. Una minoria de
los estudiantes en cada curso ha mostrado saber relacionar el 4rea de dos superficies
mediante una descomposicién adecuada de ellas en partes para su posterior comparacion.
El procedimiento geométrico de descomposicién de una superficie en piezas para su
posterior reconfiguracién por complementariedad de formas ha sido utilizada por muy
pocos alumnos en cada curso.

El hecho de que un problema se presente en un contexto geométrico origina una actitud
negativa en los alumnos hacia él, provocando un mayor mimero de abandonos que en uno
esté planteado en un contexto numérico.

- Los alumnos de todos los cursos se inclinan claramente por el uso exclusivo de
procedimientos numéricos ain cuando el uso de uno geométrico les simplificaria el cdlculo
del drea de la superficie plana. Sélo en los alumnos de 8° de E.G.B. se ha detectado una
tendencia a aplicar directamente una férmula para el cdlculo del 4rea de la superficie en
cuestion.

- Que la superficie de la que se desea calcular el 4rea sea poligonal o no lo sea creemos que
no aflade un grado de dificultad significativo a los alumnos, sino que es mds la
circunstancia de que exista 0 no una férmula que permita determinar el drea la que ocasiona
mayor trastorno a los alumnos. Prueba de ello ha sido el porcentaje de éxito tan bajo que
han obtenido los alumnos de los distintos cursos en el problema correspondiente al item
1.5, en el que se debia calcular el drea de un cuadrildtero, por debajo del alcanzado por
estos mismos alumnos en el correspondiente al ftem 1.7, donde se debia calcular el drea
de una superficie no poligonal.

- Las concepciones sobre el concepto "integral definida” de los alumnos que no poseen una
buena formacién -en cuanto a comprensién del significado de los conceptos principales
"derivada de una funcién" e "integral" se refiere- en cdlculo diferencial, actian como
obstdculos en el momento de calcular dreas de superficies que les recuerda su aplicacién,
impidiéndoles buscar métodos alternativos, que les conduzcan correctamente al valor del
drea.

- Existe una clara preferencia en los alumnos de trabajar con tridngulos rectdngulos en lugar
de con otro tipo de tridngulos, aiin cudndo ello suponga un proceso mds largo.
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- Los mejores resultados han correspondido a los alumnos de los cursos en el orden en el que
a continuacién se indican: 5° F.M., C.0.U.-C, 3° E.M., 8° de E.G.B., 2°de B.U.P. y
C.0.U.-L. '

- Los dos problemas que han resultado mds sencillos para los alumnos de los distintos cursos
han sido el 1.4 y 1.8, que responden a los problemas tipo de los que se plantean en la
ensefianza habitual del 4rea en E.G.B.

- Los problemas que en general han supuesto mayor dificultad para los alumnos de los
distintos cursos han sido el 1.3, 1.5 y 1.6. Los dos primeros por las caracteristica descritas
en su estudio individual, y el segundo porque requiere para su resolucién de un
procedimiento geométrico no abordado en la ensefianza habitual y por lo tanto, con el que
no estdn familiarizados los alumnos.

- No se ha observado una clara relacién entre ninguna de las concepciones manifestadas por
los alumnos y los procedimientos que ellos utilizan en la resolucién de los problemas.

- La concepcién férmula que poseen algunos alumnos aparece como la mds débil de entre
las concepciones correctas manifestadas, en tanto que la practica totalidad de estos alumnos
resuelve de forma incorrecta los problemas.

- Los alumnos que han manifestado una concepcién numérica han obtenido mayor porcentajes
de éxito en la resolucién de los distintos problemas que incluso los que poseen la
geométrica que fue la mayoritaria. Lo que tal vez viene a indicar que el alumno que se
refiere al drea como una medida tiene, en general, una mayor formacién que el que
manifiesta la geométrica. Si parece estar claro que este resultado nos permite concluir que
la mayorfa de los alumnos sabe lo que es el drea, pero no sabe como calcularla

- Los problemas planteados en un contexto numérico y que requieren para su resolucion
inicamente de la aplicacién de una férmula, como por ejemplo el 1.4 y 1.8, no miden en
ningiin caso la comprensién que el alumno posee del concepto de drea. De hecho son
resueltos correctamente por alumnos que desconocen o poseen alguna confusién del
concepto de drea.

3.4.12. CONSERVACION Y/O VARIACION DEL AREA Y/O PERIMETRO DE UNA
SUPERFICIE CUANDO ESTA ES SOMETIDA A DETERMINADAS
TRANSFORMACIONES

Observar el comportamiento de los alumnos relativo a la conservacién o no del drea y del
perimetro de una superficie cuando ésta es sometida a una determinada transformacién en un
contexto geométrico, constituye el ultimo estudio que se ha realizado durante la etapa
diagndstica. El objetivo ha sido determinar €l tipo de relacién que los estudiantes establecen
entre estas dos propiedades de una superficie y valorar sus consecuencias. Con ello se
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completa el estudio relativo a la conservacién del drea (apartado 3.4.3.) y relacién entre 4rea
y perimetro (apartado 3.4.4.), ya comentados anteriormente en esta misma seccién (3.4.).

Recordamos que en el disefio del test se opté por considerar los tres tipos de
transformaciones de una superficie siguientes, planteadas en itemes diferentes:

- Recorte y pegado. Transformacién que conserva el drea pero no el perimetro, planteada
en los itemes 2.3 (en un contexto geométrico) y 2.4 (en un contexto numérico).

- Deslizamiento de un vértice sobre una linea paralela a la base. Transformacién que
conserva el 4rea pero no el perimetro, planteada en el ftem 2.22 (en un contexto
geométrico).

- Abatimiento de un lado. Transformacién que conserva el perimetro pero no el drea,
planteada en el ftem 2.23 (en un contexto geométrico).

Como los resultados correspondientes a transformaciones de recorte y pegado ya se
mostraron en el apartado 3.4.3., a continuacién se exponen sélo los relativos al estudio del
comportamiento manifestado por los alumnos en los ftemes 2.22 y 2.23, correspondientes a
transformaciones de los dos dltimos tipos.

Dado que los alumnos han utilizado el mismo tipo de procedimientos para comparar el drea
y el perimetro de la superficies en cuestién en las dos transformaciones planteadas, y con
objeto de presentar los resultados de la forma mds clara y 4gil posible, hemos decidido
realizar el estudio simultdneamente, analizando en primer lugar los resultados procedentes
del estudio del drea, después los del perimetro y por ultimo los relativos al estudio
comparativo efectuado entre el 4rea y el perimetro.

Estudio del drea

A continuacién relacionamos los distintos modos en los que los alumnos han procedido para
comparar las dreas de los dos tridngulos y los dos paralelogramos, que hemos agrupado
segun sus caracteristicas.

A) Comparan las bases y alturas de los respectivos poligonos.
En esta ocasién se han detectado algunas respuestas en las que los alumnos identifican
de forma incorrecta la altura de uno o de los dos trifngulos y/o paralelogramos, lo que
les conducen a conclusiones erréneas, aunque el razonamiento sea vdlido.

B) Se dejan guiar por su percepcion visual.
Sin embargo, no todos los alumnos han llegado a la misma conclusién y se han

manifestado en los mismos términos. Unos justifican su respuesta mediante afirmaciones
del tipo: "lo intuyo", "me parece", "me da la impresién", etc... Otros afirman que la
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O

D)

transformacién efectuada sobre el tridngulo sélo ha deformado la figura, y en
consecuencia sélo cambia su forma y no su drea, y que la efectuada sobre el
paralelogramo sdlo ocasiona un cambio de posicién de éste y en consecuencia también
su drea permanece constante. Por dltimo, en el caso del tridngulo, algunos alumnos
consideran que el drea disminuye ya que el tridngulo al estirarse se hace mds pequefio.

Extienden la variacién sufrida por el perimetro al drea. Ello se recoge en las
implicaciones siguientes: "un mayor perimetro lleva consigo una mayor drea", en el caso
del tridngulo e "igual perimetro lleva consigo igual drea” en el caso del paralelogramo.

Los alumnos emiten en primer lugar un juicio sobre el perimetro de las dos superficies,
para luego extender la conservacién o variacién sufrida por el perimetro al 4rea.

Estiman el drea mediante un procedimiento geométrico, consistente en comparar los
"trozos" en los que los alumnos descomponen los dos tridngulos o los dos
paralelogramos.

Finalmente algunos alumnos:

E)

F)

Afirman no poder emitir un juicio sobre las dreas de las dos superficies -bien sea en el
caso del tridngulo o paralelogramo- por no disponer de los datos necesarios para ello.

Utilizan otros procedimientos incorrectos dificiles de catalogar.

A continuacién se muestran los porcentajes correspondientes a los alumnos de cada curso que
utilizaron cada uno de los procedimientos anteriores. Los porcentajes estdn referidos al total

de

alumnos que respondieron el item 2.22 y el 2.23.

A (comparan las basts y B (uﬂliun- ls percepeiéa < (cxlicrtd:n fa vanizcion [:n(':::":;::;:;:;ﬁ: E (afirman no dispo_ngr de P':e(:":z‘nm
aliuras) wisval) del perimetro al drea) I8 superficies) los datos pecesarios) iomion
toéngulo paralelog. widngulo Jel ifingul panalclog. idngul paralelog. uifngulo paralclog iingul panalelog.
8* EG.B. 23"5% T2% 201% 49°3% 4% 6% 12% 0'0% 153% 4'8% 376% 289%
2® B.U.P. 351% 1373% 2'1% §1'4% 2'6% 4% 00% 17% 1074 % 2'4% 299% 133%
cOoU-L 26"8% 971% 3% 46 % 3% 8% 0% % 13'4% 00% 22'9% 177%
C.0U.C 82'6% 52°0% T0% 293% 0% 6T% 0% 8'0% 58% 13% 7% mME
3" EM. 65'4% 303% 13'9% 45'5% ro% 30% 00% 121% 13'9% 1% 2%% 30%
5% FM. T08% % 0% 21'4% 0% 183% 0% 10°7% 25'0% 179% 42% 6%

Tabla 43. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos para comparar el drea en el item 2.22 y 2.23.
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Completamos esta informacién con los datos correspondientes al nimero de alumnos que dejé
en blanco la comparacién de las dreas en estos itemes, y de los que se constata que este
estudio fue realizado por la prictica totalidad de los alumnos de cada curso, no existiendo
apenas diferencia entre la actitud mostrada por los estudiantes en el caso del tridngulo y

paralelogramo.

tridngulo paralelogramo
8° E.G.B. 9'8% (10/102) 8'8% (9/102)
2° B.U.P. 6’9% (9/131) 53% (1/131)
C.0.U.-L 11'8% (12/102) 12°7 (13/102)
C.0.U.-C 9°'1% (10/110) 1009% (12/110)
3° EM. 6'8% (3/44) 1% (4/44)
5¢ F.M. 18'8% (6/32) 9’4% (3/32)

Tabla 44. Alumnos que dejan en blanco la comparacién de dreas en el item 2.22 y 2.23.

Sélo son los alumnos de los cursos de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M. los que de forma
mayoritaria han procedido de forma correcta para comparar las dreas de los dos tridngulos.
Sin embargo, en el caso del paralelogramo, el tnico curso en el que una mayoria -muy
préxima al 50%- de los alumnos lo ha resuelto de forma correcta ha sido C.0.U.-C.

Una mayoria significativa de los alumnos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L han
emitido en las dos tareas una respuesta avalada por procedimientos incorrectos, o
razonamientos inconsistentes. Comportamiento éste que también se ha producido en el 70%
de los alumnos de 3° E.M. y en el 68% de los de 5° F.M., al comparar el 4rea de los dos
paralelogramos. Lo que de algin modo advierte de la dificultad que representa este tipo de
tareas para los alumnos, independientemente del curso al que pertenezcan, manifestindose

la transformacién aplicada al paralelogramo mds complicada para los alumnos que la aplicada
al tridngulo.

Estas tareas han permitido corroborar el hecho ya observado en otros momentos de esta
investigacidn, de la existencia de un elevado niimero de alumnos que emiten juicios a partir
de lo que su percepcién visual les sugiere. Los datos reflejan que son los alumnos mds
débiles, en cuanto a formacién matemdtica se refiere, los que se dejan guiar en mayor
medida por sus sentidos, aunque también han mostrado que, al margen de la formacién que
posea el alumno, existe una fuerte tendencia que les lleva a dejarse guiar por la vista cuando
al parecer no disponen de procedimientos alternativos, como ha sucedido en la tarea de
comparacion del drea de los dos paralelogramos, donde un elevado porcentaje de alumnos
de 5° F.M. han procedido también de este modo.
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Mientras que en el caso de los tridngulos han sido muy pocos los alumnos -correspondiendo
éstos a los cursos inferiores- que han extendido la modificacién o conservacién
experimentada por el perfmetro al drea, en el caso de los paralelogramos este
comportamiento se ha detectado en un mayor nimero de alumnos y en todos los cursos. Es
de destacar el hecho de que el mayor porcentaje de alumnos que ha procedido de este modo
corresponda a los de 5° F.M. Pensamos que este modo de proceder es consecuencia de la
creencia de los alumnos en la existencia de una relacién (falsa relacién) entre el drea y el
perimetro, que permanece oculta y "al acecho" en la mente de los estudiantes, surgiendo en
el momento en €l que estos dos conceptos y propiedades de la superficie se ven implicados,
y cuando los alumnos no encuentran razonamientos alternativos.

Por otra parte, se observa cémo algunos alumnos, especialmente de los cursos superiores,
han intentado con la comparacién de los "trozos" en los que habian descompuesto cada uno
de los dos paralelogramos buscar un procedimiento que les permitiera opinar acerca de sus
dreas. La circunstancia de que los alumnos hayan acudido a este modo de proceder sélo en
este caso y no cuando debian comparar el drea de los dos tridngulos podrfa estar motivado
tanto porque estdn mds familiarizados con el tridngulo y con la transformacién a la que éste
es sometido que con el paralelogramo y su transformacién. A continuacién mostramos una
respuesta del tipo aqui descrito.
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Alumno 5° F.M.-20

23. El paralelogramo de la figura ABCD se ha transformado
en un nuevo paralelogramo ABC'D'. Compara sus Areas y sus
perimetros, -

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

a)

23.1 E1 paralelogramo ABCD tiene mayor Area que el

ABC‘D‘..w(..... ................ et aaet e
23.2 El vparalelogramc ABCD tiene menor 4area que el
BB et E LT e L e er et e e
23.3 Los dos paralelogramos tienen igual 4rea ..... s arasa

23.4 No puedes decir si uno tiene mayor &rea gque el
otro.......... Ao C cocoooo RN Ci st e

LAROD

L T T T T T S T s e

b)

- El paralelogramo ABCD tiene mayor perimetro que el
ABC'D'...)(..... ..................... Ceisasasaneraan

- El paralelogramoc ABCD tiene menor perimetro que el
ABC D .. ittt st Phareeenaaan ke rarmean

- Los dos paralelogramos tienen igqual perimétro PP

- No puedes decir si unc tiene mayor perimetro que el
otro .......... ..., P e d e ceesnn s rda e e .

Da una razén para tu respuesta ......... it e e e .
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Las cifras correspondientes al porcentaje de alumnos que afirmaron no disponer de la
informacién necesaria para poder emitir una opinién acerca del drea ponen de manifiesto la
existencia de un elevado niimero de estudiantes que se han encontrado desorientados ante la
tarea planteada, especialmente los alumnos de 5° F.M. Creemos que el desconcierto
ocasionado ha estado motivado por el hecho de estar planteada en un contexto geométrico.

La indefensién en la que se encuentran demasiados alumnos cuando son extraidos de las
situaciones numéricas concretas queda perfectamente reflejada en las respuestas que a
continuacién se muestran, correspondientes a algunos alumnos de 5° F.M. Creemos que ello
estd ligado con el desconocimiento o incomprensién que estos alumnos poseen en concreto
sobre el drea del tridngulo y paralelogramo, ya que la resolucién de estas tareas requieren
que el estudiante sea conocedor y ademds comprenda que el drea de un tridngulo y un
paralelogramo depende de su base y altura.

En uno de los ejemplos siguientes hemos considerado conveniente mostrar la respuesta dada
por el alumno tanto en lo que respecta al drea como al perimetro con objeto de conocer su
comportamiento en el conjunto del item.
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Alumno 5° F.M.-14

22. El triAdAngulo ABC se ha transformado en el nuevo
tridngulo ABD. Compara las Areas y los perimetros de estos
dos tridngulos.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

a)

22.1 El 4rea de ABC es mayor que la de ABD ........ treesean
22.2 El 4rea de ABC es menor que la de ABD ...... cres e ‘e
22.3 Los dos triangulos tienen igual drea Serreesidiana e

22.4 Np puedes decir si uno tiene mayor drea que el otrov¥i

b)

- El perimetro de ABC es mayor que el de ABD ...........
- El perimetro de ABC es menor que el de ABD ...........
- Los dos triéngulds tienen igual perimetro ............

- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que
el otro ....... trrescesureenna PR, Cereean teraeea V}(.
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22

Alumno 5° F.M.-17 (ftem 2.22)

El triadngulo ABC se ha transformado en el nuevo
tridnqulo ABD. Compara las Areas y los perimetros de estos
dos triangulos.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:
a)

22.1 El &4rea de ABC ea mayor que lade ABD .. .ocvuneannnnne
22.2 El &rea de ABC es menor que la de ABD .....
22.3 Los dos triidngulos tienen igual 4rea .......

22.4 No puedes decir 8i unoc tiene mayor area que el otro.)(/

-------------------------------------- Ay
- G eado 1= Lo ontueasn omgaria indf o wea v
= El perimetro de ABC es mayor que el de ABD .......0.0s
- El perimetro de ABC es menor que el de ABD ...........

= Los dos triéngulds tienen igual perimetro ......c.cv0

- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que

[T ] ) g o R P e SSeer =S © 00 GO0 000,00 0 O )( o
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Alumno 5° F.M.-17 (ftem 2.23)

23. El paralelogramo de la figura ABCD se ha transformado
en un nuevo paralelogramo ABC'D'. Compara sus 4dreas y sus
perimetros.

- Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:
a)

23.1 E1l vparalelogramo ABCD tiene mayor 4&rea que el
5 1 L

23.2 El paralelogramo ABCD tiene menor 4rea gque el
102

23.3 Los dos paralelogramos tienen igual d4rea ....:0cu0uvunn

23.4 No puedes decir si uno tiene mayor &rea gque el
otrc...)( ................................... b eeaseannaa

Da una razén para tu respuesta ..XJo..CE; ./hﬂd%af ........
U Aot dﬁv{%, EINCTS SR AP 2L 0 2y gy 'Y S

DB MR oo oo i fuh o) S DR mens N Wemsns e+ HuRSERs ¢ (SESESESHEE & o 8 v o

ABG B ot T e s md . | Ty
= Los dos paralelogramos tienen igual perfmetro ......

= Ne puedes decir ai uno tiene mayor perimetro que el
otro ..... *f." .....................................
. o Ao
Da una razén para tu respuesta ...KZQ.... .,_/ho_ .......
gy Ay
 Anclifdg. pBus. €. e d/ﬂ/w e boe e e

....... e et /,LW'M@ZR.

Con objeto de comprobar cudntos de los alumnos que habian dado la respuesta correcta lo
habfan hecho a partir de un razonamiento correcto, se procedié al estudio del tipo de
razonamiento argiiido por los alumnos que sefialaron que los dos tridngulos tenfan igual 4rea
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y que el paralelogramo transformado posefa menor drea que el original. Los resultados de
este estudio se recogen en la siguiente tabla.

D (comparan los “irazos™ en
los qué descomponen las
superficics)

A (compsran las bases y
alturay)

C {extienden la variacién del
perimelro al frea)

F (utilizan procedimientos

B (utilizan la percepcidn visual) L 1o1)

8¢ E.G.B. 357% 4% 16'7% 286% 00% 0'0% 00% 0'0% 47°6% 0'0%

2°B.U.P. 426% 733% 25'5% &% 00% 6'7T% 0'0% 00% 9% 13'3%

C.0.U.-L 75% 323% 42°5% 133 % 0% 09% 0% 6% 300% 46'7%

C.0.u.Cc 383 % 881 % 5% 0% 0'0% 00% 00% 11'9% 2% 0%
3* EM. 28'0% TT8% 12°0% 00% 0% 0% 0% 22°2% 0'e% 00%
5* F.M. 53'8% 66"7% 0'0% 00% 0% IR 0% 25°0% 63% 00%

Tabla 45. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos que dan la respuesta correcta en el item 2.22 y 2.23,
al respecto del drea.

Estas cifras muestran la existencia de un elevado nimero de alumnos, especialmente en los
cursos de nivel inferior, que escogen la respuesta correcta, justificindola a partir de
razonamientos incorrectos o inconsistentes, lo que viene a invalidar su eleccién. Ello
confirma de nuevo la necesidad e importancia de conocer el procedimiento empleado por el
alumno para poder analizar con correccién sus respuestas.

Al comparar el porcentaje de alumnos que han argumentado apropiadamente la respuesta
correcta acerca del drea en estas dos tareas, observamos que si bien el porcentaje de alumnos
que indicaron que los tridngulos tenian igual 4rea fue en general superior al de los estudiantes
que afirmaron que el paralelogramo transformado posefa menor drea, ha sido en este dltimo
caso donde la eleccién ha sido mayoritariamente respaldada (en todos los cursos a excepcion
de C.0.U.-L) por un argumento correcto. Creemos que ello es consecuencia de las
caracterfsticas de estas dos transformaciones, resultando ser la del tridngulo mds sencilla que
la del paralelogramo, en tanto que el uso de procedimientos no adecuados como por gjemplo
la percepcién visual permiten llegar a la solucién correcta, por ser mds claras y evidentes las
modificaciones experimentadas por las dimensiones del tridngulo. Por el contrario, hemos
podido comprobar que un elevado nimero de alumnos no llegan a reconocer la
transformacién sufrida por el paralelogramo.

En la linea de lo que acabamos de comentar los datos correspondientes a los alumnos que
emiten un juicio guiados por su percepcidn visual nos indican que este procedimiento conduce
a algunos alumnos a la respuesta correcta, registrindose, en general, mayores porcentajes en
el caso del tridngulo. Ello significa que la tarea del tridngulo es mds sencilla de resolver
"visualmente" que la del paralelogramo, donde la apreciacion visual del alumno le encamina
en un mayor nimero de ocasiones a error. En el caso del paralelogramo se observa que
ningtin alumno de C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M. que ha dado la respuesta correcta se ha
dejado guiar por su percepcién. Por el contrario, los estudiantes de estos cursos que al
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parecer no supieron centrar su razonamiento sobre la base y altura de los paralelogramos
optaron por un procedimiento geométrico que adecuadamente utilizado les ha conducido a
la conclusién correcta.

Todo esto nos permite concluir que la transformacién planteada en el paralelogramo resulta
mds selectiva que la del tridngulo en cuanto que la mayoria de los alumnos que han dado
correctamente la respuesta del drea lo han hecho a partir de razonamientos correctos, a
diferencia de lo ocurrido con la transformacién planteada en el tridngulo donde muchos
alumnos han llegado a la solucién correcta a través de razonamientos erréneos o
inconsistentes.

Estudio del perimetro

Los procedimientos utilizados por los alumnos para comparar los perimetros de estos
poligonos se exponen a continuacién agrupados segin sus caracteristicas, y que como podrd
comprobarse resultan ser similares a los empleados en el estudio del drea.

A) Comparan las longitudes de los lados de los tridngulos, o paralelogramos.
B) Se dejan guiar por su percepcion visual.

Al igual que en el caso del d4rea no todos estos alumnos han llegado a la misma
conclusién y se han manifestado en los mismos términos. Mientras que unos justifican
su respuesta, solo, mediante afirmaciones del tipo: "lo intuyo", "me parece", "me da
la impresién", etc..., otros afirman en el caso del tridngulo, que un tridngulo es la
proyeccién del otro y por tanto poseen el mismo perimetro, y en el caso del
paralelogramo, que sélo se ha abatido, sélo se ha desplazado o sélo ha cambiado de
posicidn y por lo tanto sus perimetros son iguales.

C) Extienden la variacién sufrida por el 4rea al perimetro. Registrdndose dos implicaciones
distintas que pueden resumirse de la siguiente forma: "igual drea lleva consigo un
perimetro igual” en el caso del tridngulo, o "mayor/menor 4rea lleva consigo un
mayor/menor perimetro” en el caso del paralelogramo.

Finalmente algunos alumnos:

D) Afirman no poder responder a esta pregunta por desconocer el significado del concepto
"perimetro”.

E) Manifiestan no poder emitir un juicio sobre el perimetro de estas superficies poligonales
por no disponer de los datos necesarios para ello.

F) Utilizan otros procedimientos incorrectos dificiles de catalogar.
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La siguiente tabla muestra los porcentajes correspondientes a los alumnos que utilizaron cada
uno de los procedimientos relacionados anteriormente. Los porcentajes, al igual que en el
caso del 4drea, estdn referidos al total de alumnos que resolvieron cada una de estas dos
tareas.

A (comparan las B (utilizan la percepeién C fextienden la variacién D (afirman no conocer cf E (afirman no disponer de F {ulilizan procedimientos
longiludes de Jos lados) visual) de| &rea al perir agnificado del perd les datos necesarios) incormecios)
wifngule | paralelog. lelog. i parale} ingul panlelog. | idngule | pacalel i paralelog,

8*E.G.B. 56'8% 23°6% 14°9% ISR 27% 00% 0% 0'0% 3% $'6% 18°9% 333%
2*B.U.P. 659 % 3574% 129% 354% 47% 5'1% 0'0% 00% 35% 1'3% 12°9% 8%
CO.U.-L T3IBE 204 % 16'4% 53'7% 1'6% 14°8% 0% 0% 1'% 1'9% 6'5% 9I%
C.oU.C 80°5% 45°2% 15°8% 302% 0'0% 00% 2% 1'4% 17% 1'4% 12% 219%
3°EM. 20°0% 394% 7% rIn 5% 1% 00% 0'0% 5% 6'1% 0% 217%
5°FM. 82E% 32°1% 0% 25'0% 0% 0% 0% 00% 10°3% 21'4% 9% 214%

Tabla 46. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos para comparar el perimetro en el item 2.22 y 2.23.

La tabla siguiente (Tabla 47) muestra el nimero de alumnos que dejé en blanco este estudio
en cada uno de estos {temes. En ella se observa que una amplia mayoria de los alumnos de
cada curso realizé el estudio del perimetro. Al comparar los datos de esta tabla con los de
la Tabla 44, se comprueba que en general se registra un niimero igual o mayor de alumnos
que dejan en blanco la comparacién de los perimetros, que los que lo hicieron en la
comparacion del drea. A diferencia de lo que resulta ser la ténica general, se observa que la
comparacién del perimetro de los dos tridngulos ha resultado ser, en un principio, mds
asequible a los alumnos de 5° F.M. que la comparacién del area.

tridngulo paralelogramo
8° E.G.B. 17°6% (18/102) 16"7% (17/102)
2° B.U.P. 6’1% (8/131) 76% (10/131)
C.0.U.-L 15'7% (16/102) 15°7% (16/102)
C.0.U..C 9’1% (10/110) 14’5% (16/110)
3° EM. 6'8% (3/44) 9°'1% (4/44)
5° F.M, 6'3% (2/32) 9°4% (3/32)

Tabla 47, Alumnos que dejan en blanco la comparacidn de perimetros en el item 2.22 y 2.23.

Al comparar las tablas 43 y 46 se observa que el modo de comportarse de los alumnos para
emitir una opinién acerca de los perimetros ha sido en general muy similar al manifestado
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por éstos en el estudio del drea. Si bien se detecta en el estudio del perimetro una
disminucién de los porcentajes correspondientes a los alumnos que han empleado
procedimientos incorrectos o inconsistentes y un aumento en el uso de los correctos.

Nos sorprende, dada la sencillez que creemos caracteriza €l estudio de los perimetros, el que
aproximadamente el 43% de los alumnos de 8° de E.G.B., el 34% de los de 2° de B.U.P.,
el 26% de los de C.0.U.-L, y el 20% de los alumnos correspondientes a los cursos de mayor
nivel, no hayan sido capaces de realizarlo correctamente en el caso del tridngulo y sélo una
minoria en el caso del paralelogramo.

El nimero de alumnos que se dejan guiar por su percepcién visual para comparar los
perimetros, en general, disminuye sensiblemente en todos los cursos si lo comparamos con
el nimero que asi actud para comparar las dreas.

Del mismo modo se detecta también una disminucién, respecto del caso del drea, del nimero
de alumnos que en cada curso afirmé no poder dar ninguna respuesta acerca de los
perimetros por no disponer de la informacién suficiente para ello, pero sélo en la
transformacién del tridngulo, ya que en la del paralelogramo fueron prdcticamente los
mismos alumnos los que actuaron del mismo modo tanto en el estudio del 4rea como en el
del perimetro.

Se detecta un nimero muy bajo de alumnos que argumentan su respuesta refiriéndose a la
falsa relacién que ellos mismos establecen entre el 4rea y el perfmetro. En esta ocasién y a
diferencia de lo ocurrido en el estudio del drea, ningin alumno de C.0.U.-Cy 5° F. M. ha
dado una justificacién de estas caracteristicas. Los datos indican que el comportamiento de
los estudiantes de 2° de B.U.P. y 3° E.M. ha sido bastante similar en los dos casos,
tridngulo y paralelogramo, no ocurriendo lo mismo en los de 8° de E.G.B. y C.0.U.-L.

Es interesante disponer del dato de que sélo un alumno de C.0.U.-C ha manifestado no
recordar el significado de "perimetro”, ya que nos permite suponer que en general la mayorfa
de los razonamientos erréneos emitidos por los alumnos de los distintos cursos no han sido
originados por el desconocimiento de este concepto.

A continuacién se muestran los razonamientos empleados por los alumnos que dieron la
respuesta correcta acerca de los perimetros de los tridngulos y paralelogramos.
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A (comparan las longiludes de los
lados)

C (extienden fa variaciSn de! drea al

B (uiilizan la percepcidn visual) perimetro)

F (utilizan procedimicntos incorrectos)

trifngulo paralelopramo rifnguto panalelogramo ridngule paralclogramo triéngulo paralelogramo

8 E.G.B. 80'4% 6% 15°6% 41I'4% 00% ro% 00% 310%

2° B.U.P. 75'0% 43'1% 12°5% A1'6% 0% 4'6% 12'5% 10'7%

C.0.U.-L 80°0% 25°0% 14'5% 65'9% 0'0% 6'8% 3'4% 3%
C.o.U-C 844 % 589% 15°6% rs% 0% 0% 0% 6%
3° EM. B62% 43'1% 9% 3313% 3'4% T4% 34% 1%
5* F.M. 92°0% 529% 0'0% 353% 00% 0% 0% 11'8%

Tabla 48. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos que dan la respuesta correcta en el item 2.22 y 2.23,
al respecto del perimetro.

Las cifras muestran claramente que el estudio del perimetro de los paralelogramos ha
resultado mucho mds dificil a los alumnos que el de los tridngulos: mientras que de los
alumnos que habfan efectuado la eleccién correcta del perimetro en cada uno de los casos,
una elevada mayorfa de ellos, en el caso del tridngulo, la justifica mediante razonamientos
correctos, sOlo es una minoria la que lo consigue en el caso del paralelogramo.

En el caso de la transformacidn del tridngulo, los porcentajes que se refieren a los alumnos
que en el estudio del perimetro dan la respuesta correcta y la argumentan correctamente han
sido mucho mayores que los correspondientes a los del drea. Esto vendria a confirmar que
la tarea de comparar los perimetros de los dos tridngulos ha resultado mucho mds sencilla
a los alumnos que la de la comparacién de las dreas. Este hecho no es tan evidente en la
transformacion del paralelogramo. Sin embargo si podemos aportar que se han registrado
mayor nimero de respuestas correctas en el problema del perimetro, que en ¢l del drea, tanto
en la transformacion del tridngulo como en la del paralelogramo.

Estudio comparativo entre el drea y el perimetro

Durante la correccién de estos dos itemes (2.22 y 2.23) observamos una cierta tendencia en
los estudiantes a escoger la misma respuesta para el drea y el perimetro, aunque sus
argumentaciones fueran de diferente indole y no hicieran referencia expresa a una relacién
entre la variacién experimentada por el drea y la experimentada por el perimetro. Es decir,
si un alumno afirmaba, por ejemplo, en el caso del paralelogramo, que los dos tenian igual
drea, también indicaba que tenian igual perimetro. Ello nos llevé a ver si existia algtin tipo
de relacién entre las respuestas dadas por los alumnos en el caso del drea y del perimetro,
y en consecuencia si los alumnos creen que existe una relacion entre el drea y el perimetro
de una superficie. Para ello realizamos el test de la x? para contrastar si las variables
categdricas que representaban la eleccidn realizada (mayor, menor, igual o no se puede) por
cada alumno en el drea y en el perimetro de ios tridngulos y paralelogramos eran o no
independientes.
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El estudio fue realizado en cada curso y se obtuvieron en cada uno de los casos (tridngulo
y paralelogramo) p-valores todos ellos inferiores al 0’00001, a excepcién de 5° F.M. que en
el tridngulo el p-valor resultante fue 0°04543. Estos resultados confirmaron la existencia de
una dependencia estadistica entre la eleccion que realiza un alumno en el 4rea y la que realiza
en el perimetro. Sin embargo, es necesario advertir, como en ocasiones anteriores, la
precaucién con la que se deben interpretar estos p-valores por su escasa fiabilidad,
consecuencia del reducido nimero de casos en las celdas de las tablas de doble entrada.

A pesar de ello y con objeto de estudiar esta dependencia nos parecid interesante proceder
al andlisis de las tablas de contingencia correspondientes, que se muestran en el Anexo 4. De
ellas hemos podido extraer algunas implicaciones importantes, referidas a determinados
comportamientos que han resultado ser comunes en los alumnos independientemente del curso
al que pertenezcan, y que pasamos a comentar a continuacion:

1TEM 2.22. DESLIZAMIENTO DEL VERTICE DEL TRIANGULO SOBRE UNA LINEA PARALELA A
SU BASE. TRANSFORMACION QUE CONSERVA EL AREA Y AUMENTA EL PERIMETRO.

La mayorfa de los alumnos que dejan en blanco el problema de las dreas también dejan
el de los perimetros, y viceversa.

La mayorfa de los alumnos que afirman no poder emitir una opinién acerca del
perimetro también lo hacen en el caso del drea. La implicacién contraria sélo se ha dado
en 8° de E.G.B., 3° E.M. y 5° F.M., mientras que en 2° de B.U.P., C.O.U.-L y
C.0.U.-C los alumnos que afirmaban no poder opinar sobre las 4dreas de los dos
tridngulos mayoritariamente han realizado la comparacién correcta de los perimetros.

I.a mayoria de los alumnos que de forma incorrecta afirmaron que el tridngulo original
(A) tenfa menor 4drea que el resultante tras la transformacién (B), también afirmaron que
su perimetro serfa menor. Sin embargo, también los alumnos que erréneamente habfan
considerado que el tridngulo (A) tenfa mayor drea que el (B), mayoritariamente
indicaron que el perimetro de (A) era menor que el de (B) (eleccién correcta). Pensamos
pues que no se deberia extraer ninguna conclusién al respecto de la existencia de algiin
tipo de implicacién entre el drea y el perimetro en el caso de estos alumnos, ya que
creemos son alumnos que no han sabido cémo comparar las dreas y sf los perimetros.
Tarea ésta ultima que, como ya se ha visto, ha resultado mucho mds sencilla a los
alumnos.

- La mayoria de los alumnos que indicaron que los dos tridngulos tenian igual drea
(respuesta correcta), sefialaron que el perimetro de (A) era menor que el de (B)
(respuesta correcta), y viceversa.

- La mayoria de los alumnos, préxima a la totalidad, que han considerado que los dos
tridngulos tenfan el mismo perimetro, también han afirmado que tenfan igual 4rea.

- Los alumnos que erréneamente habfan indicado que el tridngulo original (A) era de
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mayor perimetro que el que resulta tras la transformaciéon (B) se han inclinado
mayoritariamente por considerar que los dos tridngulos eran de igual 4rea. Circunstancia
ésta que no hemos sabido cémo justificar.

frEM 2.22. ABATIMIENTO DEL LADO PARALELO A LA BASE DEL PARALELOGRAMO.
TRANSFORMACION QUE DISMINUYE EL AREA Y CONSERVA EL PERIMETRO.

- La mayorfa de los alumnos que deja en blanco el problema del 4rea también deja el del
perimetro, y viceversa.

- La mayorfa de los alumnos que afirman no poder emitir una opinién acerca del
perimetro por falta de datos, también lo hacen en el caso del drea, y viceversa. Sélo los
alumnos de 2° de B.U.P. no se comportan de este modo, ya que los que afirmaron no
disponer de la informacién suficiente para opinar sobre el perimetro, mayoritariamente
analizan correctamente el drea, y los que afirmaron no poder opinar acerca del drea,
mayoritariamente dan la respuesta correcta sobre €l perimetro.

- La mayoria de los alumnos que indicaron que ¢l paralelogramo original (A) tenfa menor
drea que el resultante de la transformacién (B) afirmaron también que el perimetro de
(A) era menor que el de (B), a excepcién de los estudiantes de C.0.U.-C y 3° E.M. Por
el contrario, del comportamiento tan disparar mostrado por los alumnos de los distintos
cursos, que afirmaron que el perimetro de (A) era menor que ¢l de (B), en el estudio
del drea, no puede extraerse en este sentido ninguna conclusién.

- En todos los cursos una amplia mayoria de los alumnos que afirmé que los dos
paralelogramos posefan igual drea, también concluyeron que poseian igual perimetro,
y viceversa.

- En los cursos de 8° de E.G.B., 2° de B.U.P. y C.0.U.-L los alumnos que afirmaron
que el drea del paralelogramo (A) era mayor que la de (B) (respuesta ésta correcta) se
reparten pricticamente por igual entre los que dan la respuesta correcta en el caso del
perfmetro, afirmando que el perimetro se conserva, y los que afirman que el perimetro
de (A) serd mayor que el de (B). Sin embargo, la mayoria de los alumnos de los cursos
restantes, C.0.U.-C, 3° E.M. y 5° F.M. que dan la respuesta correcta sobre el drea de
los paralelogramos también lo hacen acerca del perimetro de éstos.

Asf pues, esta informacién nos advierte de la existencia, para un elevado niimero de alumnos
en cada uno de los cursos, de un fuerte lazo entre el drea y el perimetro, que les lleva a
extender de forma indistinta, la modificacién o no sufrida por el drea al perimetro y
viceversa. Pensamos que este comportamiento vendrd marcado por la dificultad que posean
en determinar bien el drea o bien el perimetro.
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la conservacién y/o variacién del drea
y/o perimetro de una superficie que es sometida a determinadas transformaciones

- El estudio de la transformacion del paralelogramo, consistente en el abatimiento del lado
paralelo a la base, ha supuesto una gran dificultad a los alumnos de todos los cursos,
mayor que el estudio de la transformacién del tridngulo, consistente en el deslizamiento
de un vértice sobre una linea paralela a la base.

- El contexto geométrico en el que estaban enmarcadas estas dos transformaciones ha
causado un importante trastorno a los alumnos de los distintos cursos, pero especialmente
a los de 5° F.M, que en elevado mimero y en cada caso han manifestado no poder dar
una respuesta por falta de datos. Ello viene a confirmar la necesidad de proporcionar a
los estudiantes de una buena y especifica ensefianza del concepto de drea ya que, como
hemos visto, la formacién matemdtica en general, aunque sea elevada, no ha solventado
el vacio conceptual que poseen los alumnos sobre el drea de superficies planas,
concretamente sobre la comprension de las férmulas para el cdlculo del 4rea del tridngulo
y paralelogramo.

- En el caso del estudio del drea de los tridngulos, los porcentajes correspondientes a los
alumnos que escogieron la respuesta correcta varia entre el 42°15% de los de 8° de
E.G.B. y el 78°18% de los de C.0.U.-C. Estas respuestas fueron argumentadas
apropiadamente por sélo una mayorfa de alumnos de los cursos de C.0.U.-C, 3° E.M.
y 5° F.M. En ¢l caso del paralelogramo mds del 50% de los alumnos de cada curso
emitid una opinidén incorrecta acerca del drea, verificindose que de los alumnos de los
distintos cursos que dieron la respuesta correcta, tinicamente fueron los de C.0.U.-C los
que de forma mayoritaria avalan su respuesta adecuadamente.

- El estudio del perimetro en las dos transformaciones ha resultado ser mucho mds fécil que
el estudio del 4rea para los alumnos de los distintos cursos.

- Un elevado niimero de alumnos en cada curso se ha dejado guiar por su percepcion visual
en el momento de emitir un juicio tanto en el caso del estudio del drea como en el del
perimetro en las dos transformaciones. Este uso fue especialmente elevado durante el
estudio del 4rea de los paralelogramos.

- La transformacién sufrida por el tridngulo es visualmente mds clara que la del
paralelogramo.

- Se observa una cierta relacién entre el hecho de que un alumno se deje guiar por una
apreciacién visual y la dificultad o falta de recursos que €ste posee para resolver la tarea
planteada.

- Se ha constatado en cada curso y en cada transformacién una clara dependencia entre las
respuestas dadas por los alumnos en €l caso del drea y del perimetro. Lo que de nuevo
viene a confirmar la existencia para los alumnos de una fuerte relacién entre el drea y el
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perimetro de una superficie, que en el caso del estudio del drea y el perimetro de una
superficie que es sometida a una determinada transformacién se traduce en que los
estudiantes extienden la variacidén o conservacién experimentada por una de estas dos
propiedades a la otra. Concretamente las implicaciones que de forma mayoritaria hemos
detectado en todos los cursos y en las dos transformaciones han sido las siguientes:

Si no se puede emitir una opinién acerca del perimetro por falta de los datos

necesarios, tampoco se dispone de los datos para opinar sobre el 4drea.

Si los poligonos tienen igual perimetro entonces tendrdn igual drea.

- Los alumnos que en cada curso han dado la respuesta correcta acerca del drea de los dos
poligonos también lo han hecho en el caso del perimetro. La implicacién contraria no se
ha dado.

3.5. CONCLUSIONES DE LA ETAPA DIAGNOSTICA

La exposicién detallada que se ha realizado en la seccién 3.4. acerca del andlisis de los
resultados del test proporciona la informacién acerca de los conocimientos, errores y
dificultades mds frecuentes que los estudiantes de los distintos cursos han mostrado poseer
en los distintos aspectos del drea y conceptos relacionados con ésta, asi como sobre los
procedimientos que suelen emplear los estudiantes de los distintos niveles en la resolucién
de problemas, consistentes en tareas de comparacién y medida de dreas.

El andlisis realizado de las respuestas dadas por los alumnos a los distintos itemes del test,
nos ha permitido extraer, ademds de las conclusiones particulares ya expuestas, otras de
cardcter mds global, que dan respuesta a los objetivos generales planteados en la etapa
diagndstica, mostrados en el apartado 3.2.1., y que exponemos a continuacidn:

- Todos los alumnos de la muestra manifestaron haber estudiado el concepto de drea, solo,
en el ultimo ciclo de E.G.B (cursos de 6°, 7° y 8°). Unicamente un grupo de los dos de
3° de E.M indicaron que habian visto algo sobre ¢l drea en el curso anterior.

- La préctica totalidad de los estudiantes comprende el significado del 4rea de una superficie
plana, pero carece de formacién acerca de como calcularla. Esto se refleja en que no
hemos podido establecer ninguna conexién clara entre 1as concepciones manifestadas por
los alumnos y los procedimientos que utilizan para comparar o calcular dreas de
superficies planas.

- Si bien la formacién especifica de los alumnos de los distintos cursos sobre el drea era
m4s o menos la misma, los resultados han mostrado importantes diferencias entre ellos.
Mads concretamente:

Se ha detectado una evolucidn en la comprensién de los distintos aspectos del concepto
de drea a estudio por parte de los alumnos en relacién a su nivel académico. En
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general, los mejores resultados han correspondido por este orden a los alumnos de S°
F.M,, C.0.U.-C,3° E.M., 2° de B.U.P., C.0.U.-L y 8° de E.G.B. Esta ordenaci6n
de los cursos estd realizada en relacion al éxito alcanzado por sus alumnos en sus
respuestas a los itemes del test.

Los alumnos de 8° de E.G.B., de los que tal vez se podria pensar que tenfan ventaja
sobre los estudiantes de los otros cursos al tener mucho mds reciente la instruccién
sobre el drea, son precisamente los que han obtenido los peores resultados y han
mostrado a través de sus respuestas el mayor grado de desconocimiento e
incomprensién sobre el drea. Creemos que estos resultados ponen de manifiesto la
inadecuada instruccién que habitualmente recibe el alumno cuando se aborda la
ensefianza del drea.

La formacién matemdtica de un alumno ha sido un factor decisivo en la gradual mejora
de la comprensién por parte del estudiante del concepto de drea. Por el contrario, la
formacién humanista del alumno no se ha manifestado como un factor relevante en la
mejora de esta comprensién, como puede deducirse de los deficientes resultados
obtenidos por los alumnos de C.0.U.-L. Estos alumnos poseen al menos los mismos
conocimientos matemdticos que los de 2° de B.U.P. y ademds han cursado un afio
escolar mds que éstos, y sin embargo sus resultados han sido inferiores a los obtenidos
por los de 2° de B.U.P. Sin embargo, pensamos que la actitud negativa que los
alumnos de C.0.U.-L (alumnos que han elegido la opcidn de letras) poseen hacia las
matemdticas, y que tal vez ésta resulta ser uno de los factores mds decisivos en la
eleccién de sus estudios, es una de las principales causas de los malos resultados
obtenidos por estos alumnos. Creemos que la mejor forma de ilustrar este sentimiento
existente en los alumnos de la opcidn de letras es mostrar el comentario que dos de
ellos nos hicieron en el momento de responder al primer item del test:

Alumno C.0.U.-L-81

1! éQué es para ti el 4rea de una superficie plana?

oo dicnonwne & UKL  Cunchwne Lbu%%e

Eis o&ordo Quy L QAﬂyuii iy, X Walerd Q@ Cuaudo Loy, Lo
CETARS QURAS y G 40 QU Ao Al Gur v hiws wali'co g,
(e, B o Ut Vb GTog  du T cleutden , 8 GSoundo o

Poulin @ algwen X Gtucins, Qo &dinaciony @ Gl 9§ Qo wneny O ae
?coch_'chQo,, ansn vaute 2 cRoldau  per iy s pue delaougoun qprendid




Etapa Diagnéstica 247

Alumno C.0.U.-L-83

1. éQué es para ti el area de una superficie plana?
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Asi pues la hipétesis planteada al inicio de la etapa diagndstica (apartado 3.2.1.)
deberia ser reformulada en los siguientes términos: se observa una gradual mejora de
la comprensién del concepto de drea, con mejores resultados en la resolucién de
problemas relativos a este concepto, conforme un estudiante va evolucionando a lo
largo de los distintos niveles educativos, como consecuencia del desarrollo de su
formacién matemdtica.

Si bien la formacién matemdtica general, adquirida a lo largo de los cursos,
indirectamente mejora el conocimiento que los alumnos poseen sobre el concepto de 4rea,
ésta no provoca el mismo efecto en todos los aspectos del drea estudiados. Mientras que
en algunos de ellos la mejora ha sido apreciable, en otros no ha sucedido lo mismo,
mostrdndose la formacién matemdtica general, en estos casos, claramente insuficiente.
Ello viene a confirmar que determinados aspectos del 4rea y algunos relacionados con elia
requieren para su conocimiento y mejora de un estudio especifico.

En relacidn al nivel académico de los alumnos se ha observado una mejora considerable,
que puede considerarse como satisfactoria, en:

el conocimiento y comprensién de la unidad de medida,

el conocimiento de la conservacién del 4rea,

el conocimiento de la independencia entre el 4rea y la forma de una superficie,

el conocimiento de las formulas del drea del rectdngulo, cuadrado, tridngulo,
paralelogramo y circulo, y

el conocimiento y uso de métodos numéricos para el cdlculo de dreas.
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Por ¢l contrario, no se ha detectado ninguna mejora o ésta ha resultado ser tan insuficiente
que no puede considerarse como satisfactoria, en:

el conocimiento de la independencia entre €l drea y el perimetro de una superficie,
el conocimiento y comprensién del cardcter bidimensional del drea,

la comprensién de las férmulas para el cdlculo de 4reas, y

el conocimiento y uso de los procedimientos geométricos para el estudio del 4rea de
superficies.



CAPITULO 4

EXPERIMENTACI()N_ DE UNA UNIDAD DE
ENSENANZA

Esta fase de la investigacién ha consistido en la organizacién y andlisis de una secuencia de
enseiianza del concepto de drea de superficies planas dirigida a los alumnos de secundaria,
con el fin de mejorar su comprensién de este concepto. Es importante recalcar el hecho de
que en ningin momento la secuencia didéctica ha tenido por objeto introducir el concepto a
los alumnos, sino completar su formacién y corregir algunos de sus errores mds habituales.
El diseno de esta unidad de ensefianza lo hemos llevado a cabo teniendo en cuenta los
resultados del estudio realizado durante la etapa diagndstica. La experimentacién se
desarrollé en un grupo de 4° curso de Enseflanza Secundaria Obligatoria (E.S.0.). La
evaluacién de la experimentacion fue realizada a partir del andlisis de las respuestas dadas
por los alumnos al test utilizado durante la etapa diagnéstica, que les fue administrado antes
y después de la ensefianza de la unidad didéctica.

4.1. OBJETIVOS DE LA EXPERIMENTACION

Esta etapa de la investigacién tuvo dos objetivos:

- el diseflo y experimentacién de una secuencia diddctica para la ensefianza del 4rea a
alumnos de secundaria, y

- la evaluacién de los efectos de la experimentacién, consistente en un estudio de los
cambios observados en el rendimiento de los alumnos y en los procedimientos y
estrategias empleados en la resolucién de problemas, asi como en un andlisis minucioso
de los errores cometidos por los alumnos antes y después de la experimentacién.

Objetivo y contenido de la secuencia de ensefianza

El andlisis diddctico del concepto de drea realizado y expuesto en el capitulo 2 de esta
memoria, junto con los resultados obtenidos en la etapa diagnéstica, mostrados en el capitulo
3, y los correspondientes al pre-test administrado a los alumnos del grupo donde se iba a
llevar a cabo la experimentacion, nos llevé a disefiar una secuencia de ensefianza del drea con
objeto de mostrar a los alumnos:
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- El concepto de drea disociado de la forma de la superficie y del nimero que la mide,
hecho este al que nos hemos referido ya con anterioridad, como “4rea como magnitud
auténoma”, con el objeto de que comprendan que superficies de formas distintas pueden
tener igual drea, y que al drea de una superficie le pueden corresponder nimeros distintos
segtin la unidad de medida utilizada.

- El concepto de drea disociado del perfmetro de la superficie, a partir del estudio de la
variacién y/o conservacién del drea y/o perimetro de una superficie cuando ésta es
sometida a determinadas transformaciones.

Objetivos éstos que deberfan ser abordados tanto desde un tratamiento cualitativo del drea
como cuantitativo, Tratamientos que, ademds, posefan objetivos intermedios que
relacionamos a continuacion.

Objetivos del tratamiento cualitativo del drea

- Trabajar la interpretacién geométrica del drea; "el 4rea como porcién de plano ocupado
por una superficie”.

- Estudiar la conservacién del drea de una superficie cuando ésta es sometida a
determinadas transformaciones a partir del estudio de las propiedades del drea:
propiedad Aditiva, de Invarianza y de la Diseccién.

- Familiarizar a los alumnos con algunos procedimientos geométricos que les permitan
comparar las dreas de diversas superficies, estableciendo relaciones de tipo cualitativo
entre ellas, y en alguna ocasién de cardcter numérico. Procedimientos basados en una:

Comparacién directa, mediante una superposicién de las superficies.
Comparac16n indirecta, mediante:
Recorte de una de las superficie en trozos y posterior reconfiguracién de éstos,
constituyendo una nueva superficie que permita la comparacién.
Descomposicién conveniente de las superficies en trozos y posterior comparacién
de éstos.
Reconfiguracién de las superficies por complementariedad de formas.

Objetivos del tratamiento cuantitativo del drea

- Trabajar la interpretacion numérica del drea: "el drea como niimero de unidades que
recubren exactamente la superficie”,

- Diferenciar el drea del mimero que la mide, mediante la utilizacién de diferentes
unidades para medir la misma superficie.

- Estudiar las propiedades de la unidad de 4rea:
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La unidad puede ser divida en partes para facilitar la medida. Cardcter de no
discretitud de la unidad de medida.

La unidad debe recubrir exactamente la superficie. Cardcter de recubrimiento de la
unidad.

Existe una relacién inversa entre el nimero de unidades que recubren la superficie
y el tamaiio de la unidad escogida.

- Introducir la unidad cuadrada de medida.
- Justificar la introduccién y uso del cm?,

- Estudiar la relacién del 4rea del tridngulo, paralelogramo y trapecio con la del
rectdngulo.

Nota.- Por falta de tiempo durante la experimentacién, como se explica en la préxima
seccién 4.4., no fue posible abordar estos tltimos objetivos, a pesar de que se habian
disefiado actividades para ello. Sélo en algunas tareas se hizo alguna referencia a la unidad
estdndar cm? y dnicamente fue posible plantear una tarea relativa a la relacién del 4rea del
tridngulo con la del rectdngulo.

En las siguientes tablas se muestra de forma breve el contenido, en relacién a los objetivos
anteriormente expuestos, de las 33 actividades, que constituyen la secuencia de ensefianza y
que se exponen en la secciéon 4.3. El tratamiento cualitativo del 4drea const§ de 18
actividades, y el cuantitativo de 15 actividades. Hemos considerado interesante incorporar
al final de la tabla correspondiente al tratamiento cualitativo una columna en la que se
especifica si la/s superficie/s, que debian estudiar los alumnos, se les daba o no, o se les
sugeria, ya que ello facilita informacion acerca del orden en el que las actividades fueron
proporcionadas a los alumnos, atendiendo a la dificultad de la tarea.
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Tratamiento cualitativo del drea: Actividades

procedimicntos de cardcter geoméirico basados en:
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Tratamiento cuantitativo del drea: Actividades

actividad

procedimientos de carfcter numérco basados en:

la iteracién de la unidad

se reproduce ¢n la superficie
un nlimero entero de veces y
de forma completa

no se reproduce en la
superficie un niimero entzro
de veces de forma completa
la unidad (su dibujo)

la unidad
reproducida
{dibujo)

la unidad
fisica (real)

20
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26
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28
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" se

se fracciona S 5
la unidad .v

la unidad

¢l uso de
férmulas

30

31

32

33

estudia las
propiedades
de Ja unidad
de medida

utiliza una unidad
bidimensional

estudia la diferencia entre el 4rea y

no cuadrada cuadrada

la forma

el perfmetro

el mimero
que la mide
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4.2. METODOLOGIA

4.2.1. DISENO DE LA UNIDAD DE ENSENANZA

Marcados los objetivos de la secuencia se procedio a la elaboracién de las actividades. Parte
de ellas fueron extraidas de libros de ensefianza de la geometrfa y de trabajos de
investigacién, adaptando algunas de ellas a los nuevos objetivos. Las restantes fueron
disefiadas expresamente para esta investigacién. En el apartado 4.3. donde se describen una
a una las actividaes se indica también su procedencia.

La secuencia elaborada no se componia de una sucesién fija de actividades, sino que para
actividades de determinadas caracteristicas se disponia de una gama de ellas, con el fin de
que fuera el comportamiento de los alumnos en la evolucién de la secuencia el que
determinara la/s actividad/es mds conveniente/s para plantear en cada momento. Algin
comentario al respecto se realiza mds adelante en la descripcidn de la experimentacion.

En el diseiio de las actividades hubo dos aspectos que se cuidaron mucho: uno el tipo de
papel sobre el que se presentarfan las tareas a los alumnos, y el otro, el tipo de figura sobre
Ia que los alumnos deberifan trabajar. Por ello, las tareas fueron convenientemente escogidas
o disefiadas de modo que los alumnos:

- trabajaran sobre papel blanco, cuadriculado y sobre distintos tipos de tramas de puntos,
y

- manipularan superficies poligonales, tanto céncavas como convexas, y no poligonales.

Con ello pretendiamos romper estereotipos, por desgracia muy habituales en la ensefianza de
la geometria, que limitan el campo del conocimiento de los alumnos y que, como hemos
podido comprobar, en ocasiones inducen a los estudiantes a determinados errores, como es
el uso generalizado de formas "regulares” como por ejemplo el rectdngulo, y que mds
adelante se explicitan.

Por ltimo, creemos interesante indicar que sélo tres actividades tuvieron un cardcter
manipulativo, pues s6lo en tres ocasiones se considerd necesario para alcanzar los objetivos
previstos disefiar este tipo de tareas, que corresponden a las actividades: 1, 15 y 20.

4.2.2. DESCRIPCION DE LOS ALUMNOS

Dado que el test se administré a los alumnos de enseiianza media, concretamente a los de
segundo curso del Bachillerato Unificado Polivalente (B.U.P.) parece razonable que la
experimentacién se llevara a cabo en este mismo curso. Sin embargo, y como ya hemos
comentado en alguna ocasién a lo largo de esta memoria, el concepto de 4rea no es un
contenido del curriculum de este nivel educativo. Ello nos llevé a valorar el trastorno que
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podia ocasionar tanto a los alumnos como al profesor del curso escogido la "pérdida" de
tiempo que provocarfa la ensefianza de la secuencia diddctica sobre el drea. Finalmente y
aprovechando el hecho de que en estos momentos los estudios de B.U.P. se simultanean con
los de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (E.S.0.) del nuevo sistema educativo, pensamos
que serfa mds conveniente realizar la experimentacion en el 4° curso de E.S.0. -curso
equivalente en edad de los alumnos al de 2° de B.U.P.- al considerar que las caracteristicas
del nuevo sistema educativo facilitaban nuestra experimentacidn.

La secuencia de ensefianza se desarrollé en un grupo de 24 alumnos de 15-16 afios de edad,
de 4° curso de E.S.O. del Instituto Faitanar de Quart de Poblet, localidad muy préxima a
la ciudad de Valencia.

4.2.3. METODOLOGIA DE TRABAJO EN CLASE

La experimentacién se llevé a cabo en las clases que los alumnos de este grupo tenfan
asignadas en su horario semanal a la asignatura de matemadticas, tres sesiones de 55 minutos
de duracion cada una.

El responsable de la ensefianza y director de las sesiones fue el profesor de matemadticas del
grupo, que siempre estuvo asesorado, antes y durante la experimentacién, por la responsable
de la investigacion, que asisti6 en calidad de observadora a todas las clases, y participé en
ellas, colaborando con el profesor en las tareas de asesoramiento y orientacion a los alumnos
durante sus sesiones de trabajo en grupo.

El medio escolar en el que se llevé a cabo la ensefianza de la secuencia diddctica fue el aula
del curso, cuyas caracteristicas fisicas permitieron el trabajo en grupo de los alumnos, que
fueron distribuidos en 6 grupos de 4 alumnos cada uno, y ia utiiizacién dej retroproyecior,
que result6 ser esencial para la exposicién piblica del trabajo desarrollado por cada grupo.

Las actividades se plantearon de forma secuenciada y fueron entregadas una a una a cada
alumno en fotocopias. Algunas de las tareas planteadas requerfan para su realizacién de un
material diddctico adecuado, material que les fue proporcionado en cada caso a los grupos
y que se detalla junto a la exposicién de las tareas. Ademds del material al que nos hemos
referido, se pusieron a disposicién tanto del profesor como de los alumnes durante toda la
experimentacién tijeras, reglas, y acetatos con cuadriculas de distintos tamafios y tramas de
puntos, tanto cuadradas como isométricas, para su uso en el momento que se creyera
conveniente.

Por lo que respecta al método y organizacién del aprendizaje, se tuvieron en cuenta las fases
de aprendizaje que propugna el Modelo de Razonamiento Geométrico de Van Hiele. De
forma resumida, sus caracteristicas mds relevantes, (Corberdn et al. (1994)) son:
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Fase 1: Informacién

Es una fase de toma de contacto: El profesor debe informar a los estudiantes sobre el campo de estudio en el que
van a trabajar: los conceptos que van a manejar, los tipos de problemas interesantes que podrdn resolver, los
materiales que van & utilizar, el método de trabajo, etc...

Es también una fase de informacicon para el profesor, pues sirve para que éste averigiie los conocimientos previos
de los estudiantes sobre el tema que se va a abordar.(...)

Fase 2: Orientacién dirigida

En esta fase los estudiantes empiezan a explorar el campo de estudio, resolviendo actividades y problemas
basados en el material que les ha sido proporcionado por el profesor. (...) Se espera que los estudiantes
comprendan y aprendan los principales conceptos, propiedades, etc. del drea que se estd estudiando.

(...) Es necesario que las actividades que se les propongan estén convenientemente dirigidas hacia los conceptos,
propiedades, etc. que deben estudiar: No se trata de actividades o problemas abiertos o complejos, sino de unos
claramente dirigidos al descubrimiento y demostracidn (segin los métodos del nivel de Van Hiele
correspondiente) de los diferentes conceptos y propiedades.

La misién del profesor es dirigir a los estudiantes en la linea de la solucién cuando lo necesiten, ddndoles
indicaciones que les ayuden a superar sus dificultades, aunque evitando siempre llegar a dar la solucién por si
mismo, sin la participacidn activa de sus alumnos.

Fase 3: Explicitacidn

En esta fase los estudiantes intercambian sus experiencias, comentan lo que han observado, explican c6mo han
resuelto las actividades, etc., todo ello dentro de un contexto de didlogo en el grupo. Es interesante que surjan
puntos de vista divergentes, ya que el intento de cada estudiante por justificar su opinién hard que tenga que
analizar con cuidado sus ideas (o la de sus compafieros), que ordenarlas y que expresarlas con claridad.

(...) En realidad, esta tercera fase no hay que entenderla como un periodo de didlogo después de haber
completado el trabajo de la segunda fase y antes de iniciar el de la cuarta. Habria que considerarla, mds bien,
como una actitud continua de didlogo tras cada problema o grupo de problemas durante las otras 4 fases.

Fase 4: Orientacion libre

Ahora los estudiantes deberdn aplicar y combinar los conocimientos que han adquirido en las fases anteriores para
realizar nuevas actividades. El campo de estudio ya es en gran parte conocido por los alumnos, pero éstos todavia
deben perfeccionar su conocimiento del mismo (...). Esto se consigue mediante el planteamiento por el profesor
de problemas que, preferiblemente puedan desarrollarse de diversas formas o que admitan diferentes soluciones.

(...) En estos problemas deben intervenir varios conceptos o propiedades del campo a estudio, que los estudiantes
tendrdn que combinar de forma adecuada para llegar a su solucién. La misién del profesor es dar a los
estudiantes indicios sobre la via de solucidn de los problemas y fomentar la discusién sobre diferentes alternativas
cuando las haya.

Fase 5: Integraci6n

A lo largo de las fases anteriores, los estudiantes han aprendido nuevos conocimientos y habilidades, pero todavia
deben adquirir una visién general de los contenidos y métodos que tienen a su disposicién, relacionando los
nuevos conocimientos con otros campos que hayan estudiado anteriormente. En esta fase el profesor debe
fomentar este trabajo proporcionando comprensiones globales mediante una acumulacién, comparacién y
combinacién de los conocimientos que ya tienen. El trabajo que se realiza en esta fase y las actividades que se
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planteen, no deben tener como objetivo producir conocimientos nuevos, sino que deben ayudar a organizar los
que ya se han aprendido.

Las fases del modelo de van Hiele tienen como objeto conseguir un progreso en el nivel de
razonamiento de los estudiantes, hecho este que no es el objetivo de nuestra ensefianza, por
lo que las tareas propuestas no han sido secuenciadas de modo que permitan recorrer todas
y cada una de las fases de aprendizaje. Sin embargo, las fases nos han proporcionado unas
pautas de gran utilidad para la organizacidén de la instruccién, de especial influencia en lo que
se refiere al papel del profesor en los diferentes momentos del proceso de ensefianza-
aprendizaje, y a la actitud metodolégica, concretamente en lo que respecta a las componentes
que deben ser habituales en la dindmica del trabajo en grupo de los alumnos.

A continuacién mostramos las 33 actividades que les fueron planteadas a los alumnos y que
constituyen la unidad de ensefianza. En cada actividad ademds del enunciado con el que se
presentd a los alumnos se especifican los objetivos que se persiguen alcanzar con ella. En
algiin caso hemos considerado oportuno realizar alguna/s aclaracién/es que hemos presentado
bajo el epigafre de observaciones. Finalmente queremos comentar que las actividades que
hemos tomado de otros autores, tanto si son la misma como si la hemos adaptado las hemos
indicado haciendo referencia al autor, en una nota, al finalizar el enunciado.

4.2.4. EVALUACION

Como control de la experimentacién y con objeto de poder proceder a la posterior evaluacién
de los efectos originados por ésta, y poder perfilar las tareas que integrarian la secuencia
did4ctica, se les administré a los alumnos de este grupo, antes y después de la experiencia,
en calidad de pre y post-test, el test disefiado y ya comentado en el capftulo 3.

El pre-test fue administrado a los alumnos en el mes de diciembre de 1993 y el post-test en
junio de 1994, aproximadamente un mes después de finalizar la experimentacién, que consté
de 28 sesiones que se desarrollaron en el periodo comprendido entre febrero y mayo de
1994.

La descripcién del desarrollo de las sesiones se ha efectuado a partir de las notas tomadas
durante cada una de ellas y de las grabaciones en magnetofén que se realizaron de todas las
puestas en comin, donde tenfan lugar las fases de explicitacidn e integracién a las que se
refiere el modelo de ensefianza y aprendizaje de van Hiele.

La evaluacién de la experimentacién se ha realizado a partir del estudio comparative de las
respuestas dadas por los alumnos del grupo en el pre y post-test, para el que fue utilizado el
paquete de técnicas estadisticas SPSS/PC+. En este andlisis ha contribuido también,
aclarando algunas respuestas o comportamientos de los alumnos, la informacién recabada
durante cada una de las sesiones.
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4.3. DESCRIPCION DE LA UNIDAD DE ENSENANZA

Tratamiento cualitativo

ACTIVIDAD 1

El tangram es un puzzle de siete piezas que procede de China, y con el que se pueden
construir mds de 300 figuras diferentes.

a) 'Const.ruye con las siete piezas del tangram un cuadrado. Reprodiicelo en tus apuntes
indicando la posicién de las piezas.

b) Construye con las siete piezas del tangram cada una de las figuras que a continuacién se
te presentan. Una vez construidas debes reproducirlas en tus apuntes indicando la posicién
de las piezas. Responde de forma razonada a las siguientes preguntas:

- (Tienen todas estas figuras la misma drea?
- ;Tienen el mismo perimetro?

g .,2‘\?‘
e

Nota.- Las figuras fueron extrafdas de Read (1965).
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Material proporcionado a los alumnos:

- Dos tangrams de madera a cada grupo.

- Una fotocopia a cada alumno de un cuadrado seccionado en las 7 piezas que constituyen
el tangram.

Objetivos de la Actividad 1

+ Introducir a los alumnos suavemente en el tema a estudio, identificar los conocimientos
previos que posefan sobre otros conceptos geométricos, y complementar los que posefan
sobre el drea y el perimetro.

+ Comprobar que figuras de formas distintas tienen igual 4rea.

+ Comprobar que figuras de igual 4rea no tienen el mismo perimetro.

+ Estudiar las propiedades Aditiva, de la Invarianza, y de la Diseccién del drea.
+ Estudiar el uso de la propiedad transitiva en la comparacién de dreas.

+ Estudiar los procedimientos geométricos:
de comparacién directa: por superposicién de las superficies,
de comparacién indirecta: por recorte y pegado de las piezas en las que queda
descompuesta la superficie.

Observaciones

La actividad se desarrolld en dos fases diferenciadas. Primeramente los alumnos construyeron
el cuadrado con las 7 piezas del tangram que el profesor les habfa proporcionado, y
procedieron a la comparacién de las distintas piezas entre si. Con el fin de facilitar la
divulgacién de las distintas relaciones encontradas por los distintos grupos entre las piezas
del tangram, el profesor procedié a la numeracién de las 7 piezas tras la construccién del
cuadrado.

Posteriormente los alumnos de cada grupo construyeron las 5 figuras propuestas y emitieron
un juicio sobre el 4rea y perimetro de éstas. Finaimente y con objeto de sumarizar los
aspectos mds relevantes tratados durante la resolucién de esta actividad, se les formularon
las siguientes preguntas:

¢Qué es el drea de una figura?

(Qué es el perimetro de una figura?

(Figuras de formas distintas pueden tener igual drea?

(Figuras de igual drea tienen el mismo perimetro?

{Qué procedimientos hemos utilizado para comparar las dreas de dos piezas del tangram
y poder establecer una relacion entre ellas?



260 Experimentacién de una Unidad de Enseflanza

ACTIVIDAD 2
¢Qué fraccién de la parte interior del cuadrado de la figura representa la:

a) zona negra? b) zona blanca? c) zona punteada? d) zona rayada?

Nota.- Extrafda de Hoffer (1979).

Objetivos de la Actividad 2
Familiarizar al alumno con una particién del cuadrado.
Establecer relaciones numéricas.

Observaciones

Se considerd conveniente introducir esta tarea, ya que del trabajo realizado por los alumnos
en la Actividad 1 se constaté que no estdn habituados a establecer relaciones seminuméricas.
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ACTIVIDAD 3

La figura (A) ha sido cortada en 2 piezas que han sido reorganizadas -sin superponerse- para
construir la figura (B).

a) Compara sus dreas. ;Tienen igual drea?

b) Compara sus perimetros. ;Tienen igual perimetro?

~

(A) (B)

ACTIVIDAD 4

La figura (A) ha sido cortada en 3 piezas que han sido reorganizadas -sin superponerse- para
construir la figura (B).

a) Compara el 4rea de la figura (A) con la de (B). ;Son iguales?

b) Compara sus perimetros. ;Son iguales?

[
|
]
|

|
I
|
|
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Objetivos de las Actividades 3 y 4

Estudiar la conservacién del drea y variacién que experimenta el perimetro de una
superficie cuando ésta es sometida a una transformacidn por recorte en trozos y posterior
pegado de éstos sin solapamiento.

Familiarizar a los alumnos con el procedimiento de comparacién indirecta basado en el
recorte y posterior reconfiguracién por complementariedad de formas.

+ Comprobar que superficies de formas distintas tienen igual drea, y que superficies de igual
drea tienen diferente perimetro.
ACTIVIDAD 5
a) Descompdn cada una de las siguientes figuras en "trozos" iguales. jEsta descomposicién
es unica, o puedes partir las figuras en "trozos" iguales, pero de formas geométricas

distintas?

b) Expresa la relacién entre el drea de cada una de estas figuras y la de los "trozos” en las
que ha sido descompuesta.

(1)

(2)
(3) (4)

Nota.- Algunas figuras han sido extraidas de Gardner (1981).
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Objetivos de la Actividad 5
Familiarizar al alumno con la particién de superficies en figuras congruentes.

Comprobar que no siempre existe una tnica descomposicién de una superficie, y por lo
tanto se pueden buscar particiones alternativas hasta encontrar la mds conveniente.

Observar que el drea se puede expresar a partir del nimero de partes iguales en las que
ha sido descompuesta la figura.

Presentar al alumno, aunque de forma implicita, la idea de unidad de drea.

Observar que el drea de una superficie puede tener asociados distintos niimeros, y que el

numero estd en relacién inversa al tamaifio de la figura en la que ha sido descompuesta.
ACTIVIDAD 6

La figura (A) ha sido cortada en 4 piezas que han sido reorganizadas -sin superponerse- para
construir la figura (B).

a) Determina el drea de (B).

b) Determina el perimetro de (A) y (B).

~~
o
e
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Objetivos de la Actividad 6

Aungue en esta tarea los alumnos debfan cuantificar el drea y el perimetro de las superficies,
ésta fue disefiado con objeto de observar si los alumnos determinaban el 4rea de (B) mediante
el uso de alguno de los procedimientos geométricos utilizados en las actividades anteriores,
en lugar de uno numérico como suele ser habitual en los alumnos. Con ello pretendiamos,
por un lado, valorar el efecto de la instruccién realizada hasta el momento sobre
procedimientos geométricos, y por otro, hacer ver a los alumnos el papel que juegan este tipo
de procedimientos en la simplificacién, en determinadas ocasiones, del cdlculo de dreas de
superficies. Ademds de lo anterior, con esta actividad también se persiguen los mismos
objetivos de las Actividades 3 y 4.

Observaciones

Dado que el objeto era valorar el efecto que los procedimientos geométricos utilizados en la
resolucién de las tareas anteriores, en concreto, el utilizado en las Actividades 3 y 4, podia
tener en la resolucién de una tarea similar pero planteada en un contexto numérico,

consideramos conveniente no realizarla inmediatamente después, y por ello se intercal6 una
actividad entre ellas.

ACTIVIDAD 7

Dado un cuadrado ABCD, trazad las diagonales; por los vértices trazad las paralelas a estas
diagonales. Obtendréis otro cuadrado; ;cémo es éste respecto al cuadrado dado?

Nota.- Extrafda de Castelnuovo (1981).

ACTIVIDAD 8

Demostrad que el paralelogramo obtenido al trazar por los vértices de un cuadrildtero las
paralelas a las diagonales es el doble del cuadrildtero dado.

Nota.- Extrafda de Castelnuovo (1981).
Objetivos de las Actividades 7 y 8

« Familiarizar al alumno con el procedimiento basado en la descomposicién de las superficie
en "trozos" convenientes, que permitan la comparacién del drea de las superficies.
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ACTIVIDAD 9

Busca la relacion entre el drea del rectdngulo y la del cuadrildtero sombreado.

Nota.- Extraida de Clapponi (1991-1992).

ACTIVIDAD 10

El arco persa utilizada a menudo en decoracién se puede construir ficilmente con regla y
compds dibujando tridngulos equildteros iguales. Probad que el drea comprendida entre el
arco y la base AB es igual al drea del tridngulo ABC.

Nota.- Extraida de Castelnuovo (1981).
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ACTIVIDAD 11

ABCD es un cuadrado partido en bandas iguales. Prueba que las dreas AMED, MEF y
MBCF son iguales.

—

Nota.- Extraida de Padilla (1990).

ACTIVIDAD 12

Compara el drea total sombreada de fuera de los circulos con el drea total sombreada del

interior de los circulos.

\

Nota.- Extraida de Musser y Burger (1988).
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ACTIVIDAD 13

Compara el 4rea de estos dos poligonos.

Nota.- Extraida de Hughes, Bell y Rogers (1975) y Hughes (1979).

Objetivos de las Actividades 9, 10, 11, 12 y 13

Estudiar el efecto que las actividades anteriores a éstas causan en el comportamiento de
los alumnos para la resolucion de este tipo de tareas.

Evaluar el grado de éxito de los alumnos en tareas de comparacion del drea de superficies
mediante el uso de los procedimientos geoméiricos de:

descomposicién conveniente de las superficies en partes para su posterior
comparacion, y

descomposicién de las superficies en partes y su posterior reconfiguracién por
complementariedad.

Familiarizar a los alumnos con los procedimientos geométricos de comparacién de dreas
mencionados en el punto anterior.

Observaciones

Tras comprobar la sencillez con que la préctica totalidad de los alumnos resolvié con éxito
todas estas actividades, consideramos oportuno cerrar ¢! estudio explicito de los
procedimientos geométricos con la actividad n°13, y pasar al estudio de la variacién y/o
conservacién del drea y/o perimetro de una superficic cuando £sta es sometida a determinadas
transformaciones.
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ACTIVIDAD 14
Transforma el rombo del dibujo en otra superficie de:
a) Igual 4rea y menor perimetro.

b) Igual 4rea y mayor perimetro.

Objetivos de la Actividad 14

Estudiar la independencia entre el drea y el perimetro, observando que hay superficies de
igual drea con diferente perimetro.

Estudiar la conservacién del drea y la variacién del perimetro de una superficie cuando
ésta experimenta determinadas transformaciones.
ACTIVIDAD 15
Sitdia una cartulina sobre el corcho. Con el hilo que se te ha dado, y procurando que éste

siempre esté tenso, pinchalo sobre el corcho con ayuda de las chinchetas de modo que
construyas diferentes poligonos. Posteriormente reproduce cada una de estas figuras sobre

el papel.
a) ;Tienen todos los polfgonos construidos la misma 4rea?
b) ;Tienen todos los poligonos construidos el mismo perimetro?

c) Extrae todas aquellas conclusiones que creas de interés y que estén relacionadas con los
resultados de los anteriores apartados.
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Material proporcionado a cada grupo:
Varias ldminas de cartulina de tamafio folio.

- Dos tableros de corcho.

- Trozos de hilo de diferente longitud, pero cerrados para que el perimetro sea constante,
y de un grosor que permita su fijacion al corcho con las chinchetas.

- Una caja de chinchetas.

Objetivos de la Actividad 15

Estudiar la independencia entre el rea y el perimetro, observando que superficies de igual
perimetro tienen dreas diferentes.

Estudiar para un perimetro dado la variacién del drea, con objeto de proporcionar a los
alumnos determinados conocimientos que les permitan abordar comprensivamente el
andlisis de la variacién y/o conservacién del drea y/o perimetro cuando la superficie sufre
determinadas transformaciones.

Observaciones

Una vez expuestas y analizadas en conjunto las respuestas dadas por los alumnos a los
apartados a) y b) procedimos a abordar el estudio propuesto en el apartado c). Para ello el
profesor plante6 a los alumnos de forma sucesiva las siguientes preguntas con objeto de
orientar la reflexién de los alumnos sobre sus resultados y asi poder concluir que para un
perimetro dado, de entre los poligonos de igual nimero de lados el convexo tiene mayor drea
que el céncavo, que de entre los poligonos convexos el regular es el que posee mayor 4rea,
y finalmente que de entre los poligonos regulares el de mayor niimero de lados es el de
mayor drea, y asf llegar a que el circulo es la superficie de mayor drea, por ser considerado
el "poligono” regular de mayor niimero de lados. Consideramos interesantes estas preguntas
y sus respuestas porque permiten a los alumnes observar como superficies de igual perimetro
poseen diferente drea segiin las caracteristicas que éstas posean, y también porque permite
recordar las propiedades de los poligonos céncavos, convexos, y reguiares.

Entre dos poligonos de igual nimero de lados, ;cudl tendrd mayor drea, el concavo o el
convexo?

Entre poligonos convexos de igual nimero de lados, jcudl tendrd mayor drea?
De entre los poligonos regulares convexos, jcud!l tendrd mayor drea?

¢Cudl serd la figura que para un perimetre dado tendrd Ia mayor 4rea posible?
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ACTIVIDAD 16
Modifica la superficie del dibujo de manera que se obtenga una nueva superficie con:
a) Mayor drea y menor perimetro.

b) Menor 4rea y mayor perimetro.

ACTIVIDAD 17

Modifica cada una de las siguientes superficies de manera que en cada caso se obtenga una
nueva superficie con:

a) Menor drea y mayor perimetro.

b) Mayor drea y menor perimetro.

(3) (4)
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Objetivos de las Actividades 16 y 17

Estudiar la independencia entre el 4rea y el perimetro de una superficie a partir de
modificaciones de la superficie con variaciones contrarias del drea y del perimetro.

Estudiar modificaciones comprensivas para la variacién del drea y perimetro de una
superficie.

Observaciones

Ademds de los objetivos citados anteriormente, con estas dos actividades se pretendia, en
cierto modo, poner a prueba la formacién que el trabajo desarrollado en las Actividades 14
y 15 habfa podido proporcionar a los alumnos acerca de la variacién y/o conservacién del
drea y/o del perimetro de una superficie sometida a determinadas transformaciones. Es por
ello, que se creyé oportuno plantear variaciones del darea y del perimetro en superficies
poligonales tanto céncavas como convexas.

Los razonamientos aportados por los alumnos en las distintas tareas nos hicieron pensar que
los objetivos se habian cumplido, y por ello decidimos que era el momento de iniciar el
estudio cuantitativo del drea. Sin embargo, antes de ello consideramos apropiado plantear a
los alumnos alguna tarea (Actividad 18) que justificara este nuevo tratamiento del érea,
jugando el papel de enlace entre el estudio cualitativo y cuantitativo.

ACTIVIDAD 18

Compara las 4reas de las siguientes figuras:
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Objetivos de la Actividad 18

* Introducir la necesidad de abordar un tratamiento cuantitativo del drea, a partir del estudio
de la limitacién que poseen los procedimientos geométricos para comparar determinadas
superficies y/o en determinadas condiciones.

Observaciones

Finalizada esta actividad, y antes de iniciar el estudio cuantitativo del 4rea, se pidié a cada
alumno que elaborara un informe que recogiera de forma resumida lo estudiado hasta este
momento. Este resumen tenfa un doble objetivo, por un lado contribuir a la fase de
sumarizacién realizada por el alumno, y por otro, proporcionar informacion al profesor y a

la investigadora acerca de los conceptos o aspectos estudiados durante el tratamiento
cualitativo del 4rea que mds habfan impactado a los alumnos.

Tratamiento cuantitativo

ACTIVIDAD 19

Compara el drea de las siguientes figuras:

Objetivos de la Actividad 19
Comprobar si los alumnos entienden el drea en términos de recubrimiento de espacio.

Introducir la idea de unidad de medida.
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ACTIVIDAD 20

a) Mide el 4rea de cada una de las siguientes superficies. Para ello dispones de 4 superficies
diferentes.

b) Establece la relacién entre las dreas de cada una de las superficies (1), (2), (3) y (4).

Poligonos cuyas dreas se desean determinar a escala reducida:

Pt

(1) (2)

, RN

(3) (4

Superficies utilizadas como unidades a escala reducida:
DI VAR

Nota.- En las péginas siguientes se muestran los poligonos y ias unidades a tamafio real.

=
S
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Superficie (1)
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Superficie (2)
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Superficie (3)
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Superficie (4)
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Unidades:
Q
\/
Nota.- Inspirada en una actividad de Douady y Perrin-Glorian (1983).

Material proporcionado:
- A cada alumno una fotocopia de cada superficie.
- A cada grupo cuatro piezas de pldstico de cada unidad para medir el drea.
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ACTIVIDAD 21

a) Mide el drea de la superficie (S) utilizando las unidades A, B, C y D, Completa la tabla
siguiente:

medida del drea de (S)

unidad "A"
unidad "B"
unidad "C"
unidad "D"

NARAAS

(S)

LA L

Unidad A Unidad B Unidaed C Unidad C
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b) Completa la tabla:

unidades

A B C D

objeto geométrico
A

B
e
D

Nota.- Extraida de Peterson (1973).

ACTIVIDAD 22

Usando cada una de las unidades dadas, encuentra el drea de la figura mayor.

Nota.- Extraida de Musser y Burger (1988).
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ACTIVIDAD 23

Calcula la medida del 4rea de cada una de las siguientes superficies, utilizando como unidad
de medida el cuadrado (A).

(A) . ;

ACTIVIDAD 24

Calcula la medida del drea de cada una de las siguientes superficies utilizando como unidad
de medida el tridngulo (A).
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Objetivos de las Actividades 20, 21, 22, 23 y 24

+ Estudiar el 4rea en términos de recubrimiento de espacio.
Estudiar el significado de la unidad de 4rea. Papel que juega en la medida.
Estudiar las propiedades de la unidad de drea:

- ¢l cardcter de recubrimiento de la unidad de medida,
- relacién inversa entre el mimero de unidades y el tamafio de ésta, y
- el cardcter de no discretitud de la unidad.

« Estudiar la independencia entre el drea y el nimero que la mide (Actividades 20, 21 y
22): el nimero asociado a la medida del 4rea depende de la unidad de medida escogida.

Diferenciar el 4rea de la forma de una superficie (Actividad 20).

Estudiar el procedimiento de medicién basado en la iteracién de la unidad de drea
bidimensional.

Observaciones

Las 4 piezas de pldstico (rectdngulo, cuadrado, tridngulo rectdngulo isdsceles y tridngulo
equildtero) proporcionadas a los alumnos en la Actividad 20 fueron extraidas de un material
geométrico manipulativo que se compone de diferentes superficies planas, siendo
seleccionadas de manera que al menos entre algunas de ellas se pudiera establecer algun tipo
de relacidn.

El objeto de no proporcionar a cada grupo el mimero necesario de las piezas de pldstico para
poder recubrir en su totalidad cada superficie de la que se deseaba determinar su drea fue el
de provocar la medida del drea mediante la combinacién de varias unidades, y de ese modo
inducir a los alumnos a establecer relaciones entre las medidas efectuadas, bien fueran de la
misma o de diferentes superficies.

Esta actividad resulté interesante, ya que ademds de permitir alcanzar los objetivos
perseguidos, propici6 el uso por parte de los alumnos, de forma natural, de los patrones de
medida (el dibujo de la unidad) en lugar de las mismas superficies unidad (unidades ffsicas).
Esto nos hizo comprender lo innecesario de plantear futuras tareas manipulativas. Por ello
en las actividades posteriores se trabajé con representaciones de las superficies unidad, y no
con las mismas superficies como ocurrfa en la 20.

Estas cinco actividades fueron disefiadas de modo que los alumnos se familiarizaran con
superficies unidad de diferentes formas, realizaran medidas de superficies poligonales

diversas, y trabajaran sobre tipos de papel diferentes: papel blanco, y trama de puntos
diversas.
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ACTIVIDAD 25

Calcula el drea de las superficies (A), (B) y (C), utilizando para ello y en cada caso 1a unidad
que consideres mds apropiada de las dadas (1), (2) y (3).

B 1 (2) i—7 (3)

0 (A) .

Objetivos de la Actividad 25

Esta actividad ademds de los objetivos planteados en las anteriores actividades pone su acento
especialmente en:

+ Estudiar la necesidad de realizar subdivisiones, en algiin caso sucesivas, de la unidad de
drea con el fin de poder efectuar una medida precisa del drea de la superficie.

Estudiar las ventajas que generalmente presenta el uso de la unidad cuadrada frente a otras
de formas distintas, por lo que se refiere a ia descomposicién de Ia unidad en partes
iguales de forma mds sencilla y més precisa. Tode esto con el fin de justificar el uso
generalizado del cuadrado como unidad de drea.
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ACTIVIDAD 26
Completa la tabla siguiente
medida del drea medida del perimetro
figura (A)
figura (B)
figura (C)
figura (D)

Toma como unidad de drea el cuadrado (S), y como unidad de longitud (L).

(L

(S)

(B)

()

©)

()

Objetivos de la Actividad 26

« Estudiar la independencia entre el 4rea y el perimetro de una superficie, observando que
superficies de igual 4rea poseen diferente perimetro.

Diferenciar el 4rea de la forma de la superficie.
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ACTIVIDAD 27

Dibuja sobre la trama cuadrada de puntos superficies de igual perimetro y diferente drea.

Objetivos de la Actividad 27

Estudiar Ia independencia entre el 4rea y €l perimetro de una superficie, observando que
superficies de igual perimetro no poseen igual 4drea.
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ACTIVIDAD 28

a) ;Cémo habrd que disponer 36 cuadrados de 1 ¢cm de lado para formar dos tapices, de
manera que el perimetro de uno sea el menor posible, y el del otro, el mayor posible?

b) ;Cudl serd el 4rea cubierta en los dos tapices?

Nota.- Actividad inspirada en una actividad de Brufio (1951).

Objetivos de la Actividad 28

+ Estudiar la independencia entre el drea y el perimetro de una superficie, observando que
superficies de igual drea no poseen el mismo perimetro.

* Diferenciar el drea de la forma de la superficie.

Estudiar para un drea dada cudl es el poligono convexo con mayor perimetro, y cudl es
el de menor perimetro.

« Introducir la unidad estdndar de longitud "cm" y la de 4rea "cm”".

ACTIVIDAD 29

Usando la superficie (S) como unidad de drea, encuentra el drea de las siguientes figuras:

(A) ‘ (8)

Nota.- Extraida de Musser y Burger (1988).
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ACTIVIDAD 30

Calcula el drea de cada una de las figuras siguientes:

Nota.- Extraida de O’Daffer y Clemens (1977).

Objetivos de las Actividades 29 y 30

Concienciar a los alumnos del interés de compaginar procedimientos geométricos y
numéricos, con objeto de facilitar la medida de un 4rea. En concreto, con estas actividades
se propicia el uso del procedimiento geométrice de particién de la superficie en trozos y
posterior reconfiguracién de éstos por complementariedad de formas para crear una nugva
superficie de drea ficilmente cuantificable.
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ACTIVIDAD 31
Sobre la trama cuadrada de puntos dibuja:
a) 4 figuras diferentes de 1/2 cm?.
b) 8 figuras diferentes de 1 cm®.

¢) 8 figuras diferentes de 3/2 cm?.

Nota.- Adaptada de una actividad de O’Daffer y Clemens (1977).
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Objetivos de la Actividad 31

Estudiar el "cm®" a partir de la unidad cuadrada, pero disociando el "cm®* del 4rea de un

cuadrado de 1 cm de lado.

Diferenciar el drea de la forma de la superficie.

ACTIVIDAD 32

Mide el drea de cada figura. Utiliza para ello la red con el centimetro cuadrado como unidad.

i/
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Tipo de red proporcionada a los alumnos para medir el 4drea:

e T = = T

| | | |

| | | [

Pt ——t—— 4 ——

| | l | 1 |
| l | | | |
e ——F——+——H
| | | | | |
| l I | ! |
| ooy Py, e e L e |

Nota.- Extrafda de O'Daffer y Clemens (1977).

Material proporcionado a los alumnos:

- Una fotocopia de una red que se compone de cuadrados de lado 1 cm de longitud, como
la mostrada anteriormente. '

Objetivos de la Actividad 32

* Trabajar la estimacién del drea de superficies planas.

Reflexionar sobre la conveniencia de usar las férmulas para el cdlculo exacto del 4rea,
como procedimiento alternativo a los utilizados hasta ahora, que se han mostrado
insuficientes (imprecisos) en determinados momentos.
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ACTIVIDAD 33

Determina las dreas que en cada caso se te indica:

(1)

AREA DEL RECTANGULO: __  AREA DEL RECTANGULO:
"AREA DEL TRANGULO: ___  AREA DEL TRIANGULO: _—

AREA [EL RECTANGULD: __
AREA DEL TRIANGULO:

(4)

7 em
AREA DEL RECTANGULO: _.

AREA DEL TRIANGULO: ____

AREA DEL RECTANGULG: __
AREA DEL TRANGULO: __

Nota.- Adaptada de una actividad de SMP 11-16 (1985).
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Objetivos de la Actividad 33

Estudiar la férmula del drea del rectdngulo y la relacién del drea del tridngulo con la del
rectdngulo que lo contiene.

Observaciones

Finalizada esta actividad, e independientemente del resumen que se les solicité sobre el
estudio cualitativo del 4rea, y del test que se les administrarfa un mes después de finalizar
la ensefianza de la unidad did4ctica, les formulamos a los alumnos con objeto de recabar mds
informacién acerca de lo que opinaban sobre determinados aspectos, las siguientes preguntas:

¢Qué entiendes por 4drea?

{Qué entiendes por perimetro?

Superficies de forma distinta, ;pueden tener igual drea?

Superficies de igual drea, ;tienen igual perimetro?

Superficies de igual perimetro, jtienen igual drea?

Se ha procedido a medir varias veces el 4rea de una superficie, jpodria ocurrir que se
obtuvieran distintos nimeros?

Indica los distintos procedimientos que utilizarfas para comparar el 4rea de dos superficies
diferentes.

4.4. ALGUNAS CONSIDERACIONES SOBRE EL DESARROLLO DE
LA EXPERIMENTACION

La ensenanza de la unidad diddctica requirié mds tiempo del que habiamos previsto en un
principio, lo que impidié poder abordar el estudio de la unidad estdndar "cm?", y el de la
relacién entre el drea del tridngulo, paralelogramo y trapecio con la del rectdngulo.
Finalmente la unidad quedd reducida a 18 actividades destinadas al tratamiento cualitativo
del drea, que requirieron 18 sesiones, y a 15 del cuantitativo, con 10 sesiones. Esta
diferencia de tiempo estuvo ocasionada fundamentalmente por la variedad de tipos de
respuesta que genera el uso de los procedimientos geométricos frente a los numéricos, por
lo que las fases de explicitacién requirieron de mucho mds tiempo en el estudio cualitativo
que en el cuantitativo.

Un factor importante que pensamos también pudo influir en la "lentitud" con la se evolucioné
durante la primera parte de la unidad fue el bajo nivel de conocimientos que los alumnos
posefan sobre conceptos geométricos, lo que origing continuas intervenciones del profesor
con objeto de subsanar estas deficiencias. De hecho durante las primeras sesiones la préctica
totalidad de los alumnos utilizé términos geométricos de forma incorrecta y/o con gran
imprecisidn, como lo reflejan las siguientes expresiones extraidas de afirmaciones de algunos
alumnos:
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Un alumno/a se refiere a los dos tridngulos mayores del tangram en la Actividad 1, que
son iguales, del siguiente modo:

Cuando me refiero a dos tridngulos semejantes, quiero decir iguales. Los tridngulos "1™ y "2" son semejantes
en cuanto a forma y drea.

Un alumno/a en la Actividad 1 para indicar que dos piezas del tangram son tridngulos
rectdngulos, afirma:

La figura "1" es igual que la "7" pero el drea de la figura "1" es mayor, Son dos figuras de la misma familia.
Otro alumno/a también en la Actividad 1 se refiere al perimetro cémo:

La suma de todos sus lados.

Un grupo en la Actividad 9 para referirse a los tridngulos rectingulo en los que habfan
descompuesto el cuadrildtero utilizaron la expresion siguiente, que por otro lado hemos
comprobado que es bastante habitual entre los alumnos:

Lo bemos descompuesto en rectingulos mds pequenios.

Mientras que las incorrecciones estaban causadas bien por el desconocimiento del significado
del término o por un conocimiento erréneo de éste, las imprecisiones estaban originadas por
la incomprensién de los alumnos de la importancia que tiene expresarse con correccién en
cualquier tipo de lenguaje. A lo largo del desarrollo de las sesiones el uso incorrecto de los
términos disminuyé significativamente gracias a las aclaraciones realizadas por el profesor.
Sin embargo persistié la tendencia de los alumnos a expresarse con imprecisién.

Un ejemplo mds de la pobreza de ios conocimientos que poseen los alumnos en el campo
geométrico es el hecho de que cuando los alumnos se enfrentaron a la resolucién de la
Actividad 8, la mayoria de los alumnos consideré como cuadrildtero un cuadrado, y al
comprobar que les resultaba la misma tarea que habfan realizade en la actividad n°7,
afirmaron que las Actividades 7 y 8 eran iguales. Ello obligé al profesor a intervenir para
hacerles reflexionar sobre el enunciado de la tarea, y hacerles hincapié en que se hablaba de
un cuadrildtero y no de un cuadrado, por lo que les sugirid la utilizacién de un cuadrildtero
irregular. Aun a pesar de esta aclaracién, los cuadrildteros considerados por los distintos
grupos fueron, un rectdngulo, un rombo, un paralelogramo, un trapecio isésceles, y dos
cuadrildteros convexos irregulares. Lo que viene a mostrar el campo tan limitado y pobre de
experiencias que se les ha proporcionado a estos alumnos durante su ensefianza de geometria.

A continuacién exponemos algunas consideraciones sobre el comportamiente mostrado por
los alumnos durante el desarrollo de la secuencia de ensefianza en los aspectos que nos han
parecido mds relevantes.
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Conceptos de drea y perimetro

Los alumnos no necesitaron en ningin momento aclaracién alguna sobre el significado del
concepto de drea de una superficie plana. Todos ellos y desde un principio pensaban en el
drea como el espacio que ocupa la superficie en el plano, pudiendo comprobar durante y al
final de la experimentacién que todos los alumnos preguntados por el significado de este
concepto se referfan a la concepcidn geométrica del drea. Sélo un alumno, una vez finalizada
la experimentacidn, se refirié a ella como la medida del espacio que ocupa. Estd claro pues
que el estudio cuantitativo del drea realizado no modificé el modo como los alumnos se
referfan al drea ya desde un principio, ain teniendo el completo convencimiento de que los
alumnos habfan abordado con total comprensién las distintas actividades planteadas para
llevar a cabo este estudio, y que si bien los alumnos comprendian que el 4rea venia dada por
el nimero de unidades que la recubrian, no se refirieron a ello en ningiin caso. Lo que nos
hace pensar que los cambios en la concepcién de los estudiantes del drea estdn ligados a
largos y laboriosos procesos de ensefianza, asf como a una madurez matemdtica del alumno.

No se puede decir lo mismo del perimetro para el que en determinadas ocasiones fue
necesario realizar algunas precisiones, y del que se detecté una concepcién errénea. Algunos
alumnos creen que el perfmetro de un poligono depende del nimero de lados que posee,
como se puede apreciar en el didlogo mantenido entre el profesor y un alumno, durante la
resolucién de la Actividad 1:

A: Alumno
P: Profesor

A: La figura "1" respecto a la "3" tiene el perimetro menor y el drea mayor. La figura "3" tiene un lado mds.
La figura "1" tiene mds drea que la "5" pero menos perimetro. La figura "1" tiene un lado menos.

™,

w

Entonces, ;el perimetro depende del nimero de lados?

: 8i. Es mayor el perimetro porque tiene un lado mds,

Entonces, un poligono de 6 lados tiene mayor perimetro que un tridngulo, ;no? ;Sea cudl se éste?
-/

>
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P: ;Quieres decir que este poligono tiene mayor perimetro? (El profesor se refiere al exdgono y al tridngulo que
ha dibujado en la pizarra, y le sefiala el exdgono a la vez que le formula la pregunta).

9

(El alumno permanece en silencio sin responder, mientras que el resto de los alumnos comentan que no es
cierto lo que afirma. Finalmente responde)
A: No. El tridngulo tiene mayor perfmetro. Estaba equivocado.

Si bien en un principio pensamos que con la aclaracién dada por el profesor el error quedarfa
subsanado, nos equivocamos completamente, y pudimos comprobar con preocupacién cémo
esta concepcién se manifesté posteriormente en varias ocasiones, y por diferentes alumnos,
alin cuando cada vez que surgia se aclaraba, y aparentemente los alumnos comprendian el
error cometido. Sorprendidos por la persistencia de este error intentamos encontrar su origen,
llegando a creer que podria estar asociado con el modo en el que habitualmente se presentan
a los alumnos los poligonos. Conforme el poligono posee mayor nimero de lados se
reproduce de mayor tamafio con objeto de apreciar con claridad sus caracteristicas, y en
consecuencia efectivamente poseen mayor perfmetro, hecho éste que se ve agravado por el
hecho de que los poligonos que normalmente se les muestra a los alumnos son los regulares.
Hemos comprobado que este hecho también se produce en los polfgonos regulares, que
forman parte de materiales diddcticos, y que estdn disefiados para ser encajados, como por
ejemplo el que se conoce con el nombre de troquelado, y de los que, aunque en escala
reducida, presentamos aqui una muestra:

/ (\ﬁ\\ ﬂ_z\
5
d

vx ’C"' \?____ s
) ’_'\) ~.
//
= a o
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De ese modo el alumno que conserve la imagen de una secuencia como la anterior, y que no
se haya enfrentado a otro tipo de situaciones podria pensar erréneamente que el perfmetro
de un poligono depende de su nimero de lados.

Procedimientos para comparar el drea y el perimetro de dos superficies

Hemos observado c6mo los alumnos desde un principio utilizan en sus procedimientos de
forma implicita (inconsciente) pero comprensivamente las propiedades Aditiva, de la
Invarianza y de la Diseccién del drea. Del mismo modo ha sucedido con la propiedad
transitiva, que ha sido utilizada por algunos alumnos y en determinadas ocasiones para emitir
una opinién sobre las 4reas de dos superficies cuando éstas no podian compararse
directamente. Como ejemplo mostramos las conclusiones a las que ilegaron los alumnos de
dos grupos al comparar el drea de algunas piezas del tangram en la Actividad 1:

A: Alumno

A: Las figuras "3", "5" y "7" tienen la misma drea, ya que con las figuras "4" y "6" conseguimos la figura "3",
"5" y también la "7". (Dibujan los siguientes poligonos y refiriéndose a ellos dan la afirmacidn siguiente),

A: Sila figura "6" es la mitad de la "7", y la "5" y la "7" son iguales, la "6" también serd la mitad de la "5".

En cuanto a los procedimientos geométricos para comparar dreas, hemos constatado que los
alumnos se familiarizan rdpidamente con ellos, produciéndose un aprendizaje rdpido y
significativo, A lo largo de las exposiciones de los razonamientos aportados por los alumnos
en las distintas tareas, especialmente en las dltimas destinadas al estudio cualitativo del 4rea,
hemos asistido a variedad de descomposiciones y reconfiguraciones de las superficies
realmente ingeniosas, que ponen de manifiesto el elevado grado de comprensién con el que
los alumnos utilizan este tipo de procedimientos. Las siguientes descomposiciones
corresponden a algunas de las dadas en la Actividad 5 donde la interpretacién que algunos
alumnos realizaron de la expresién "en trozos iguales” como figuras de igual drea aunque no
de igual forma, permiti6 la aparicidn de descomposiciones originales, que ocasionaron entre
los alumnos discusiones interesantes sobre si los "trozos" en los que habian descompuesto
algunas figuras tenfan o0 no la misma drea, y propici6 la utilizacién por parte de algunos
estudiantes de reconfiguraciones hdbiles con objeto de justificar la igualdad de 4rea.
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Figura (1)

Grupo 4

Los alumnos de este grupo proponen la siguiente descomposicion
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: Alumno
: Profesor

: ;(Crees que esos tridngulos son iguales?

: Si estuvieran bien hechos sf. En perimetro no son iguales pero en drea si. (Los alumnos de los otros grupos
dicen que no). (En ese momento otro compaiiero del grupo toma la palabra y se expresa del siguiente modo).
: Si divides el tridngulo "1” por la mitad y las inviertes juntdndolos obtienes el tridngulo "2",

{Come parece que los otros alumnos no lo entienden, este iiltimo alumno realiza la siguiente explicacién}

: Los tridngulos "1™ y "2" tienen igual 4drea porque estos tridngulos son iguales (simultdneamente a como lo
va diciendo sefiala los tridngulos de la figura que ha dibujado en la pizarra, y que es la que se indica a
continuacién). (Tras esta explicacién el resto de los alumnos quedan convencidos y se acepta la
descomposicién realizada por este grupo).
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Grupo 6

Descomponen la figura en 5 tridngulos rectdngulos.

A
7
2 N
7 40 %
v4 | \.\
7/
b l N : 4
/ ! g _z%
B,/
/
{7
V
Figura (2}
Grupo 4
Este grupo presenta la siguiente descomposicidn:
- / |
N /
SV A
X |
AN S
/ Ryl 2
N

Como algunos alumnos no aceptan que todos estos tridngulos tengan igual drea, los alumnos de este grupo lo
justifican a partir de la siguiente figura;
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Grupo 1

El representante del grupo afirma: "Nosotros hemos descompuesto la figura (2) en 4 rectdngulos iguales”.

Figura (4)
Grupo 1

A: Alumno
P: Profesor

A: Hemos descompuesto la figura en dos trapecios.

P: ;Cémo podéis garantizar que tienen igual drea?
A: Porque contienen los mismos tridngulos. (El alumne procede a descomponer la figura (4) en tridngulos como
se muestra en la figura siguiente).
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Grupo 6

Este grupo descompone la figura (4) en tres cuadrados iguales, como se muestra a continuacién.

El resto de compafieros les preguntan; ;Donde estdn los cuadrados? (Entonces el reprresentante del grupo en esa
ocasién dibuja la figura siguiente).
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Algunas de estas descomposiciones condujeron de forma natural a la necesidad de utilizar
razonamientos de un nivel superior al utilizado hasta ese momento para justificar la igualdad
del 4rea de los distintos trozos en los que la superficie habia sido descompuesta. Es decir,
en los primeros casos la igualdad de las piezas en las que se descomponfa la superficie era
tan evidente que no se necesitaba sino afirmar que posefan igual 4rea porque eran iguales,
sin embargo en determinadas descomposiciones ya mds sofisticadas y menos evidentes,
algunos alumnos frente a la demanda de los otros debieron justificar la igualdad de dos
poligonos razonando sobre la igualdad de sus elementos, Por ejemplo, dos tridngulos
obtenidos tenfan igual drea al ser iguales por asf serlo sus lados y dngulos. Veamos lo que
sucedié cuando los alumnos de determinados grupos propusieron su resolucién en las
Actividades 11 y 14,

Actividad 11
Grupo 1

Los alumnos de este grupo afirmaron que habian llegado a la conclusidn de que las figuras AMED, BMFC y
MEEF eran iguales porque (y mostraron el siguiente dibujo):

A M B
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Como el dibuje no era muy bueno otros alumnos les dicen que no lo ven. Entonces el profesor les pide que
expliquen cémo han realizado la construceién, ya que de ello dependerd que admitamos o no que esos trozos
tengan igual 4rea. El representante del grupo indica que los puntos P y P’ son los puntos medios dei lado, ¥
comienza a razonar sobre los dngulos y lados de los tridngulos, llegando a afirmar que son iguales pero
invertidos, y que por lo tanto tienen igual 4rea.
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Actividad 14

a) Transforma el rombo del dibujo en otra superficie de igual drea y menor perfmetro

Grupo 2

Los alumnos de este grupo realizaron la siguiente transformacidn:

o>

b

> >

: Alumno

Profesor

: El rombo ha sido dividido en 4 partes de las cuales hemos cogido las 2 del medio y hemos trazado dos

paralelas por los vértices (y') ¥ nos sale un cuadrado.
¢Las paralelas estdn trazadas por un punto cualquiera?

: Por la mitad. (Se refiere a los puntos medios de la semidiagonal mayor). (Entonces un alumno de otro grupo

le formula la pregunta siguiente).

: No sé por qué tienen la misma 4drea. (E1 alumno insiste en que tienen la misma drea porque son iguales).

Intenta justificar que esos tridngulos son iguales. (El alumno se queda bloqueado y no sabe c6mo proceder.
Mientras esto sucede la misma alumna que habia cuestionado la igualdad de drea de las figuras A y B, afirma
haber descubierto el modo en que puede mostrar que son iguales. Realiza el siguiente dibujo y compara las
4 piezas resultantes, los dos tridngulos y cuadrildteros, y afirma que asf se ve que los tridngulos tienen igual
drea, pareciendo convencer a la totalidad de los alumnos).
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b) Transforma el rombo del dibujo en otra superficie de igual drea y mayor perimeiro

Grupo 4

Los alumnos de este grupo muestran la siguiente transformacién;

A: Alumno
P: Profesor

A: Para obtener igual drea y mayor perimetro hemos trazado un segmento que va desde el vértice A hasta el
centro del lado BC superponiendo la figura 2 sobre la zona rayada. También llevando la figura 2 a la zona
de cruces se obtiene una figura de iguales caracteristicas a la anterior ya que la hipotenusa de la figura 2 se
transforma en un lado de la nueva figura.

P: ;Por qué el tridngulo 2 es idéntico al rayado? (El alumno no sabe responder).

P: Estd claro que las dos figuras tienen la misma drea, ya que puedes recortar y pegar, pero lo que ya no estd
tan claro es que la nueva figura sea exactamente un tridngulo, y para ello deberfas justificar la igualdad lado
a lado. (El alumno continda sin saber c6mo proceder. Estd totalmente blogueado, y tampoco ningiin otro
compafiero sabe c6mo hacerlo. Ante esta situacién el profesor opta por no insistir mds y le pregunta acerca
del perimetro).

P: Bueno, explica por qué la nueva figura posee mayor perimetro que el rombo.

A: Porque, CE y EB son iguales, AB=CB’, y afiado e} lado EB".
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También otras situaciones geométricas surgidas durante el desarrollo de la secuencia de
ensefianza requirieron para su correcta resolucién de un nivel de razonamiento y de
conocimiento superior al que los alumnos posefan. Por ejemplo en la Actividad 8 se plante6
una situacién que no estaba prevista, ya que como consecuencia de la insistencia del profesor
a los alumnos a considerar cuadrildteros irregulares, un grupo planteé el estudio sobre un
cuadrilitero céncavo. Esta circunstancia no sélo no perjudicé sino que por el contrario
enriquecié la actividad dado que aportd un nuevo caso donde ademds no se cumplia la
relacién entre las dreas que se daba entre cuadrildteros convexos cualesquiera, pero donde,
como veremos a continuacidn, los alumnos no pudieron justificar su respuesta de forma
adecuada, ya que el procedimiento por ellos utilizado carecfa, en este caso, del rigor y
precisién necesarios. Veamos el modo en el que procedieron los alumnos de este grupo:

A: El drea del nuevo cuadrildtero no es el doble que la original, ya que si cerramos mds el poligono se puede
apreciar que tendrd mayor drea pero que no serd el doble.(Entonces el alumno muestra la siguiente serie de
cuadrildteros cdncavos que ha utilizado en su razonamiento).
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(Pero cémo has llegado a esa conclusién?

: En el primer caso yo he recortado las piezas y las he ido encajando, y quedan incluidas pero no creo que sea
¢l doble.

¢ No puedes argumentarlo de otro modo?

: No. (Es en ese momento cuando el profesor comenta la necesidad de utilizar otro procedimiento que permita
concluir con seguridad que el drea del paralelogramo construido sobre el cuadrildtero cdncavo no es el doble
de éste \ltimo, y de no llegar a conclusiones a partir de apreciaciones).

>

>

Durante el tratamiento cuantitativo del drea hemos podido constatar el correcio y adecuado
uso que los alumnos han hecho de los procedimientos geométricos, cuando ha resultado
dificil medir directamente el drea de una superficie y ha sido necesario proceder a su
reconfiguracién en otra mds ficilmente medible.

Algunos alumnos mostraron un comportamiento diferenciado por lo que respecta a la
comparacién de dreas y perimetros de superficies planas: Mientras que en un contexto
geométrico la totalidad de los alumnos comparan el drea de dos superficies mediante
procedimientos geométricos, no sucede de igual forma al comparar los perimetros, donde se
ha detectado una tendencia en los alumnos a utilizar instrumentos de medida para determinar
la iongitud de los lados.

Los procedimientos numéricos para la medicién de dreas se quedaron reducidos a uno sélo,
basado en la iteracién de una unidad de medida, y posterior recuento del nimero de veces
que &sta estd contenida en la superficie, ya que si bien el estudio de las férmulas para el
cdlculo de 4reas estaba previsto en el disefio inicial de la unidad, no fue posible abordarlo
por falta de tiempo. Sélo de forma anecdética, por dedicar una sola actividad a ello, se
procedid al estudio de las férmulas del drea del rectdngulo y tridngulo.

La préctica totalidad de los alumnos comprendieron el papel que juega la unidad de drea en
la medida del drea. De hecho a la pregunta: "Se ha procedide a medir el drea de una
superficie, ;podria ocurrir que se obtuvieran distintos nimeros?”, que fue formulada a los
alumnos una vez finalizada la experimentacién, todos los alumnos a excepcién de tres
respondieron correctamente afirmando que el niimero obtenido dependeria de la unidad de
medida que se hubiera elegido.

Hemos observado cémo de forma natural los alumnos utilizan comprensivamente las
propiedades de la unidad de drea, y cémo la utilizacién de una reproduccién de la unidad
(dibujada) en lugar de la manipulacién de la propia unidad fisica no les causa problema
alguno. El uso de diferentes unidades de medida para cuantificar el drea de una misma
superficie tampoco les supuso ninguna dificultad, y les permitié disociar el drea del nimero
que la mide, y comprender que ain pudiendo utilizarse varias unidades de medida para medir
el drea de una superficie, siempre existird/n alguna/s que serd/n mds adecuada/s que otra/s.

En la tabla siguiente se muestran las unidades utilizadas por ios grupos para cuantificar el
drea de las tres superficies dadas en la Actividad 23, junto con ias distintas subdivisiones
realizadas en las unidades, y donde se aprecia que los grupos subdividieron de diferente
modo una misma unidad segtin sus necesidades, En ella se indica también el modo en el que
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cada grupo procedié para medir el 4rea de las distintas superficies. Para la medida del 4rea
los alumnos optaron bien por subdividir la unidad en partes iguales més pequeiias, segiin lo
consideraron apropiado para poder realizar una buena estimacién del 4rea de los trocitos de
las superficies donde no "cabfa" de forma entera la unidad, o bien por recomponer la unidad
con los trozos sobrantes de las superficies tras la iteracién de la unidad. En el mayor nimero

de ocasiones los estudiantes simultanearon estos dos procedimientos.

SUPERFICIE (A) SUPERFICIE (B) SUPERFICIE (C)
subdividen la unidad y la | subdividen la unidad y la recomponen la unidad
recomponen recomponen
GRUPO 1
subdividen la unidad subdividen la unidad subdividen la unidad
GRUPO 2
*)
subdividen la unidad subdividen Ia unidad y la recomponen la unidad
recomponen
GRUPO 3
PANVN A
subdividen la unidad y la | subdividen la unidad y la | subdividen la unidad y la
recomponen recomponen recomponen
GRUPO 4 ‘ ‘
subdividen la unidad y la | subdividen la unidad y la | subdividen la unidad y la
recomponen recomponen recomponen
e N =
subdividen la unidad y la recomponen la unidad subdividen la unidad y la
recomponen recomponen
PR L Al vl =
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(*) No hemos indicado la subdivision de la unidad utilizada por el grupo 2 en la medida del
drea del rectdngulo porque no siempre utilizaron la misma subdivisién de la unidad, sino que
combinaron diferentes particiones, aunque todas ellas eran del tipo como la utilizada por este
mismo grupo en el caso del tridngulo.

Se observa cémo la unidad de medida mds usada por los alumnos fue la unidad cuadrada, lo
que evidencia una clara inclinacién de éstos por ella, justificada en esta ocasién porque
permite una subdivisiobn mds sencilla y precisa que las otras, como as{ lo confirma la
respuesta dada por el representante del grupo 2 cuando se le preguntd por el motivo de su
eleccién: "la utilizamos por comodidad, porque es mds ficil de dividir que las otras unidades,
pero también se puede hacer con las otras”, como de hecho asi han procedido otros grupos
atn cuando sus mediciones han resultado mds dificultosas por resultar la subdivisién de la
unidad triangular y la del paralelogramo mucho mds compleja que la de la unidad cuadrada.
Sin embargo, no todos los alumnos han considerado la comodidad de la medicién como
criterio para elegir la superficie unidad, ya que los alumnos de los grupos 5 y 6 adoptaron
como criterio de eleccién la forma que posee tanto las superficies unidad como las de las que
se desea determinar su drea, escogiendo en cada caso una unidad de forma similar a la de
la superficie dada.

Tras comportamientos de los alumnos como el descrito anteriormente y en sucesivos cdlculos
del 4rea realizados en distintas actividades hemos constatado, que si bien existe una tendencia
entre los alumnos a utilizar la unidad cuadrada como unidad de drea, ya que la reproducen
con facilidad y la pueden fraccionar ficilmente con objeto de poder efectuar la medida con
cierta precisidn, ello no significa que la utilicen siempre ni que su uso surja de ellos de forma
natural, puesto que realmente no les incomoda emplear otras superficies de formas distintas
como unidades de drea. Sin embargo, tras la explicacién de los motivos que justifican el uso
generalizado de la unidad cuadrada de 4drea frente a otras, los alumnos aceptan el uso de ésta
sin mayor problema.

Independencia entre el drea y la forma de una superficie

Desde el inicio de la ensefianza de la unidad, durante y una vez finalizada ésta se pudo
comprobar que todos los alumnos tienen claro que superficies de formas distintas pueden
tener igual drea.

Independencia entre el drea y perimetro de una superficie

Ya desde un primer momento se recogieron manifestaciones de algunos alumnos que nos
alertaron de la existencia de la falsa relacién que los estudiantes establecen entre el 4rea y
el perfmetro de una superficie. Por ejemplo en la Actividad 1 el representante de un grupo
al comparar las distintas piezas del tangram afirmé:

Si el 4rea de "6" es la mitad de la de "7", entonces su perimetro serd también la mitad.
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En la misma actividad otro grupo al referirse al drea y al perimetro de las cinco figuras
(pipa, pez, oca, camiseta, y pistola), construidas cada una de ellas con las 7 piezas del
tangram, afirmé:

[] Los perimetros también son iguales porque los lados de las piezas han pasado de un sitio a otro, pero el
perimetro es el mismo.

Estd claro que los alumnos de este grupo confunden el perimetro de la figura con la suma
de los perfimetros de las piezas y cuando el profesor les pregunt6 sobre qué entienden por el
perimetro de una figura, respondieron correctamente, e inmediatamente rectificaron sus
conclusiones, comprendiendo "aparentemente” el error cometido. As{ pues, pensamos que
tras esta conclusidn errénea, no existe un error conceptual del perimetro, sino la ausencia de
un andlisis sobre el significado del perfmetro, pero que desgraciadamente les lleva a
establecer una falsa relacion entre el drea y el perimetro: si las figuras estdn integradas por
las mismas piezas (tienen igual drea) tendrdn también el mismo perimetro. Asi pues creemos
que cuando los alumnos concluyen que dos superficies poseen el mismo perimetro porque
tienen igual drea es consecuencia de la ausencia de un andlisis sobre el significado del
perimetro.

A pesar de nuestra manifiesta insistencia en el estudio de la independencia entre el 4rea y el
perimetro de una superficie, se pudieron recoger a lo largo de toda la unidad de ensefianza
manifestaciones de alumnos en las que se constataba la dependencia que para ellos existia
entre estas dos propiedades, afortunadamente en menor nimero y con menor frecuencia
conforme avanzdbamos en las actividades. Ejemplo de algunas de ellas fueron las realizadas
por algunos alumnos en sus grupos de trabajo durante el estudio de la Actividad 15.
Recordemos que en esta actividad los alumnos de cada grupo, ayudados de un tablero de
corcho y de un trozo de hilo cerrado debfan estudiar el drea y el perimetro de los distintos
poligonos construidos sobre €l, con objeto de responder a una serie de preguntas que se les
planteaban, resultando ser las primeras de ellas la siguientes: ;los poligonos construidos,
tienen todos la misma 4rea?, ;y el mismo perimetro? El siguiente didlogo forma parte de la
conservacién mantenida por los alumnos de un grupo con la investigadora cuando ésta se
acercé para observar el trabajo que estaban realizando.

I: Investigadora.
Al: Alumno 1.
A2: Alumno 2.
A4:  Alumno 4.

I: (Habéis llegado ya a alguna conclusién? ;Todos los poligonos que habéis construido tiene igual drea?
(Responden simultdneamente dos alumnos del grupo).

Al: No.
A2: S
I Comeo no compartfs todos 1a misma opinién, debéis intercambiaros vuestras opiniones e intentar convenceros

unos a otros, si es posible.

Al:  (Dirigiéndose a su compaiiero): Es que td te estds refiriendo al perimetro, no al drea.

A2:  No, yo hablo del 4rea (y al mismo tiempo que afirma esto, sobre el tablero de corcho donde hay construido
un poligono, sefiala el interior de éste), de lo de dentro.
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Al:  Pues no es la misma. No ves que desde el principio estamos viendo que no hay relacién entre el drea y el
perimetro.

I: (Dirigiéndose al alumno 1): ;Podrias ponerle algiin ejemplo que apoye lo que ti dices, con el fin de poderle
convencer? (Este alumno junto con otro compaiiero del grupo (A4) afirman que sf, y sobre el mismo poligono
céncavo que tenian construido en el tablero hacen algo similar a lo mostrado en el siguiente dibujo).

Al:  Bs suficiente sacar este vértice (sefiala el vértice correspondiente al dngulo cdncavo).

I: :Queréis dibujarlo sobre el papel?

A4:  (Dirigiéndose al alumno 2): Todos tienen el mismo perimetro pero diferente drea. El dltimo construido tiene
mayor drea. (Sorprendentemente el Alumno 2 sigue sin aceptar que los poligonos tengan diferente drea).
;Estos dos poligonos (seiialando a los anteriores) tienen la misma drea?

=

A2: No.

3 .Y el mismo perimetro?

A2:  Si.

I: Entonces? (Finalmente el Alumno 2 lo acepta, aunque creemos que no con un total convencimiento. Ante

algo que tanto a nosotros como a sus compaiieros de grupo, nos resulta tan evidente, después del ejemple
mostrado, no llegamos a entender cudl es la causa que no permite comprender a este alumno que los
poligonos poseen igual perimetro y diferente 4rea).

Sin embargo, y a pesar de situaciones como la que acabamos de comentar, las afirmaciones
correctas dadas por los alumnos durante las Actividades 14, 15, 16 y 17 del estudio
cualitativo y a lo largo de todo el estudio cuantitativo, y las manifestaciones realizadas por
los alumnos en sus resimenes confeccionados al finalizar los dos tipos de estudios,
permitieron comprobar que eran conscientes de la existencia de superficies de igual drea y
diferente perimetro, y de igual perimetrec y diferente drea. Todo ello nos hizo pensar que las
tareas propuestas habfan cumplido con sus objetivos, y que los alumnos, en un futuro, serian
capaces de emitir juicios razonados y correctos sobre el drea y el perimetro de una
superficie.

Algunas conclusiones

Las notas tomadas por la investigadora y ias aportadas por el profesor en cada sesién, las
grabaciones realizadas de las puestas en comiin de los alumnos, los resiimenes presentados
por cada alumno una vez finalizado el estudio cualitativo y cuantitativo, y las respuestas
dadas por los alumnos a las preguntas que se les formularon inmediatamente finalizada la
ensefianza de la unidad nos han permitido extraer las siguientes conclusiones, a falta del
andlisis de los resultados del pre y post-test que se presenta en la préxima seccidn.

- Los alumnos a lo largo de la ensefianza de la unidad, y una vez finalizada €sta, dieron
continuas muestras de ser conscientes de que uno de los principales estudios planteados
en ella era la independencia que existe entre el 4rea y el perfmetro de una superficie.
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La creencia de que el perimetro de un poligono depende de su nimero de lados se ha
revelado como un error dificil de erradicar dada la persistencia con la que ha reaparecido
a lo largo de la secuencia de ensefianza. Pensamos que esta concepcién errénea del
perimetro estd originada por la inadecuada presentaciéon de los poligonos que
habitualmente se realiza a los alumnos. Cuanto mayor nimero de lados poseen los
polfgonos, éstos se dibujan mds grandes y en consecuencia sus perimetros son mayores.

Los alumnos se han familiarizado con gran rapidez con los distintos procedimientos
geométricos, consiguiendo descomposiciones ingeniosas.

Al finalizar la secuencia de ensenanza todos los alumnos a excepcién de uno se refirieron
al drea en su concepcién geométrica y no en su concepcién numérica, sin que ello haya
tenido ninguna implicacién en la destreza y correccién con la que cuantificaron el 4rea de
diversas superficies durante el tratamiento cuantitativo.

La dificultad de las actividades ha estado acorde con los conocimientos que los alumnos
posefan sobre conceptos geométricos generales y sobre el concepto de drea en particular.
Aunque creemos que a los alumnos en determinados momentos les hubiera resultado
atractivo enfrentarse a tareas de mayor complejidad, no las planteamos pensando que el
nivel de razonamiento requerido no estaba al alcance de ellos.

Las actividades que se revelaron mds interesantes por la riqueza de las discusiones que
provocaron fueron la 1, 5, y especialmente la 15 por lo que respecta al tratamiento
cualitativo del drea, y la 20, 25, 27, y 32 del tratamiento cuantitativo del drea. Algunas
de ellas ademds de cumplir los objetivos para las que habfan sido disefiadas propiciaron
el andlisis de otros conceptos geométricos ademds del de drea y perimetro. Otras
resultaron ser atractivas a los alumnos, hecho este que provocd un interesante intercambio
de soluciones entre ellos.

Creemos que las actividades tanto de forma individual como de forma conjunta cumplieron
con los objetivos para las que fueron disefiadas.

Atin pensando que la unidad did4ctica ha cumplido con los objetivos planteados, creemos
que hubiera resultado mds completa si hubiéramos podido abordar también la ensefianza
de las férmulas para el cdlculo del 4rea de determinados poligonos. Consideramos que el
conocimiento y comprensién por parte del alumno de que, por ejemplo, el drea de un
rectdngulo, tridngulo y paralelogramo depende de sus respectivas bases y alturas son
necesarios para que pueda emitir juicios sobre el drea de poligonos a partir de
razonamientos basados en el andlisis de algunos de sus elementos, y por lo tanto
razonamientos de un nivel superior al utilizados durante esta secuencia de ensefianza. Esto
permitirfa abordar actividades de comparaci6n de dreas de mayor complejidad que las que
se han podido plantear en esta unidad de ensefianza, y estudiar la variacién y/o
conservacion del drea de una superficie sometida a una mayor variedad de
transformaciones de las aquf presentadas, especialmente en contextos geométricos.
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- La metodologfa de trabajo empleada durante la enseiianza de la unidad ha resultado
adecuada para la consecucién de los objetivos, pero resulta excesivamente lenta, y esto
es un handicap pensando en su utilizacién en el marco de la ensefianza habitual de la
asignatura de matemdticas. Las puestas en comiin necesarias para que cada grupo exponga
su opinién y solucidén a cada tarea planteada, que constituyen un factor importante de la
metodologia empleada que busca la participacién activa de los alumnos en debates
colectivos para intercambio de opiniones, han consumido mucho tiempo de las sesiones.
Ello hace diffcil, si no imposible, que un profesor que quiera abordar en cada curso la
ensefianza de todo el contenido que estd previsto por ley pueda trabajar y disenar las
sesiones de trabajo como nosotros lo hemos hecho durante esta experimentacién.

4.5. EVALUACION DE LOS EFECTOS DE LA EXPERIMENTACION
DE UNA UNIDAD DE ENSENANZA

En la presente seccidn se exponen los resultados obtenidos tras el andlisis comparativo de las
respuestas dadas por los alumnos en el test, descrito en el capitulo 3 de esta memoria,
administrado antes y después de la experimentacién.

Como estaba previsto iniciar la experimentacién en el mes de febrero, se administré a los
alumnos del grupo el pre-test en diciembre con objeto de disponer informacién sobre sus
conocimientos del concepto de drea y asf poder valorar la adecuacién de los objetivos
pretendidos con la unidad de ensefianza, planteados tras el andlisis diddctico y la etapa
diagndstica. Los resultados obtenidos por los alumnos de este grupo de 4° de E.S.O.
resultaron ser similares a los de sus compaiieros de 2° de B.U.P., ya mostrados en €l
capitulo 3. Ello permitié confirmar la idoneidad tanto de los obietivos ya previstos para la
unidad de ensefianza como de las actividades previstas que integraban lo que hasta ese
momento era sélo un esbozo de la unidad, pasando a ser definitiva tras los retoques finales.
El post-test se les administré a los alumnos un mes después de finalizada la ensefianza de la
unidad did4ctica. Los estudiantes desconocfan que la prueba que se les iba a administrar se

trataba de la misma que ya habian realizado antes de iniciarse la experimentacion,

Dado que el test utilizado es €l mismo que el ya descrito en el capitulo 3, hemos optado por
presentar los resultados del estudio comparativo de las respuestas dadas en el pre y post-test
de igual modo a como lo hemos hecho en la seccidn 3.4., refiriéndolos a cada uno de los
aspectos del 4rea estudiados. Sin embargo, en esta ocasidn el objetivo del andlisis de las
respuestas es valorar los efectos de la experimentacion y no determinar los conocimientos de
los alumnos en los distintos aspectos. Por ello, durante el andlisis no nos referiremos, o lo
haremos simplemente de pasada, a aqueiios aspectos del drea, que no han sido abordados en
la unidad de ensefianza, con son: el cardcter bidimensional, y el significado geométrico del
teorema de Pitdgoras, puesto que es natural que no se produzca cambio alguno en el
comportamiento de los alumnos.
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Como ya hemos comentado nuestro interés se ha centrado en mostrar las variaciones
apreciadas en los comportamientos de los alumnos, principalmente en lo que respecta a su
rendimiento, procedimientos utilizados en la resolucién de las tareas y errores cometidos. Por
ello no nos entretenemos en detallar ni describir el tipo de respuestas a cada uno de los
ftemes del test, ya realizado en la seccién 3.4,

Al igual a como ya hicimos durante la seccién 3.4. también durante este andlisis se ha creido
conveniente realizar en alguna ocasién el test de la x* para estudiar la dependencia o
independencia entre dos variables. Sin embargo, es muy importante advertir la necesaria
precaucion con la que se deben interpretar los resultados procedentes de este contraste de
hipétesis, ya que al ser s6lo 24 los alumnos a estudio, el nimero de casos en cada celda de
las tablas de doble entrada generadas puede ser en alguna ocasién no adecuado para
considerar fiable el p-valor resultante.

Finalmente comentar que dado que los 24 alumnos del grupo realizaron tanto el pre como
el post-test, hemos decidido dar los datos en valor absoluto y sélo en alguna ocasién en
forma de porcentaje.

A continuacién describimos los resultados procedentes del andlisis realizado de los
comportamientos mostrados por los alumnos, antes y después de la experimentacién, en cada
uno de los aspectos del 4rea estudiados en el test.

4.5.1. CONCEPCIONES DEL AREA

Como concepcidn de drea, nos referimos al igual que en 3.4.1., a lo que el alumno escribié
en el ftem 1.1 para expresar lo que para él es el drea de una superficie plana.

Estudiaremos los cambios experimentados en las concepciones de los alumnos, a partir de
los datos proporcionados por las tablas siguientes donde se muestra el nimero de alumnos
que han manifestado una determinada concepcién, diferenciando las concepciones erréneas
de las no errdneas.

Recordemos que nos referimos a la concepcidn errénea asociada a la confusién drea-
perimetro cuando el alumno describe el perfmetro como si se tratara del 4rea, y a la
ocasionada por la confusién drea-superficie plana cuando el alumno describe lo que para ¢l
es una superficie plana en lugar del drea de la superficie. Particularmente esta ultima
concepeidn errénea estd motivada por una incorrecta lectura del item, como asi puede
deducirse de la lectura de la misma proposicién dada por el alumno: "Para mi una superficie
plana, es una superficie que no tiene profundidad".
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confusion drea-perimetro | confusién drea-superficie plana incatalogables
pre-test 1 0 2
post-test 0 1 0

Tabla 49. Concepciones erréneas manifestadas por los alumnos en el ftem 1.1.

» . concepcién numérica
concepcidn concepcidn
férmula geométrica con referencia a sin referencia a
alguna unidad unidad alguna
pre-test 1 17 1 2
post-test 1 21 1 0

Tabla 50. Tipo de concepciones no erréneas manifestadas por los alumnos en el {tem 1.1.

Se aprecia como tras la experimentacién sélo un alumno se refiere al drea de forma errénea,
no produciéndose ninguna confusién con el perimetro.

Por lo que respecta a las concepciones no erréneas vemos que sélo un alumno en el pre y
otro en el post-test asocia el drea con una férmula de célculo, no tratindose del mismo
alumno. Por lo que respecta a las concepciones geométricas y numeéricas del drea, si bien es
cierto que ya en el pre-test una mayoria de los alumnos se refirié al 4rea de una superficie
plana como el espacio que ésta ocupa en el plano, tras la secuencia de ensefianza resulté ser
la prictica totalidad del grupo el que se manifesté en este sentido. Los alumnos que en €l
pre-test manifestaron una concepcién numérica del drea en el post-test mostraron una
geométrica, y el que dio la numérica en el post-test habfa dado una errénea, considerada
como incatalogable, en el pre-test.

Estos resultados en cierto modo nos sorprenden en tanto en cuanto esperdbamos que el
estudio cualitativo del 4rea realizado durante la ensefianza de la unidad didéctica, y en el que
se potenciaba el estudio del papel de la unidad de medida, originara en los alumnos un
aumento de las concepciones numéricas referidas a la unidad de medida. Hecho que puede
comprobarse no ha sucedido.

se refiere a una unidad de medida, lo hace mencionando la unidad estindar de medida "m?",
el alumno que lo hace en el post-test se refiere a una unidad no estdndar.

Ademds de estudiar el cambio de concepciones producido en algunos alumnos, nos parecié
interesante también observar la forma en la que los alumnos se habian expresado antes y
después de la secuencia de ensefianza.
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El andlisis del modo en el que los alumnos se expresaron en el pre y post-test nos permitié
detectar importantes diferencias que comentamos a continuacién. Observamos que un nimero
importante de alumnos, en el pre-test, en su intento de explicar lo que para ellos es el drea
de una superficie plana, hace un insistente hincapié en atributos irrelevantes del drea,
especialmente en los elementos de las superficies, que normalmente son poligonales. Sin
embargo, en el post-test cualquier referencia al tipo de superficie desaparece, y disminuye
el uso incorrecto e impreciso de términos por parte de los alumnos. Todo ello ha propiciado
que las afirmaciones sobre el drea, realizadas por los alumnos en el post-test hayan sido més
claras y concisas, como puede apreciarse en las siguientes "definiciones" de drea, dada por
algunos alumnos.

Alumno-3
Pre-test: Para mi el drea de una superficie plana es el espacio que estd dentro de los lados o lado (circulo).
Esa superficie tiene que estar cerrada por todos los lados.
Post-test: El lugar o espacio que ocupa esa figura en la superficie del plano.
Alumno-6
Pre-test: El drea de una superficie plana es el espacio que hay dentro de un poligono cerrado, ya bien sea
el poligono regular e irregular.
Post-test: El drea de una superficie es el espacio que ocupa un cuerpo en el plano.
Alumno-17
Pre-test: Es todo lo que ocupa esa figura, (Todo el interior). La distancia de un punto a otro. (Para aclarar
esto dibuja un rectdngulo y un circulo rayado, y sefiala el interior de éstos mediante una flecha,
al lado de la cual escribe "drea").
Post-test: La superficie que ocupa su interior, o sea, lo sombreado. (En esta ocasién dibuja un rectdngulo,
sombreado en su interior. No hay flecha).
Alumno-21
Pre-test: Es el espacio que ocupa dentro de la zona que hemos cerrado. Que tiene que estar el espacio
cerrado por todos los lados, y da igual el nimero de lados.
Post-test: Es el espacio que ocupa una superficie en un plano.
Alumno-22
Pre-test: La parte de superficie que queda dentro de sus lados.
Post-test: Es la superficie del plano que ocupa dicha figura.
Alumno-24
Pre-test: Pues para mi el drea de una superficie plana es cuanto mide lo que hay dentro de esa superficie

no los lades eso no sélo lo que hay dentro de esas lineas cerradas. (Dibuja un rectdngulo
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sombreado y con una flecha que sale de él indica "drea todo lo pintado las lineas no sélo lo de
dentro lo pintado™).

Post-test: El 4rea de una superficie plana ¢s lo que ocupa esa superficie en un papel o plano, el espacio que
ocupa.
Alumno-11
Pre-test: Para mi es la parte que comprende, es decir, que engloba dentro de sus los lados y sus vértices.
Post-test: El 4rea de una superficie plana, es la superficie o territorio que describe una figura, es decir, que

lo ocupa dentro de la figura.

Alumno-7
Pre-test: Es el espacio que ocupa esa superficie limitada. Se averigua mediante unas férmulas. El espacio
se calcula mediante cm?.
Post-test: Es el lugar que ocupa sobre un plano.

Conclusiones més relevantes del estudio sobre las concepciones manifestadas por los
alumnos

Tras la experimentacién se ha constatado:
- La total desaparicién de las concepciones erréneas conceptuales.
- Una reafirmacién de la concepcién geométrica.

- Una disminucién del nimero de alumnos que muestran una concepcion numeérica, hasia
el punto de que sélo un alumno la ha mostrado en el post-test.

- La ausencia de cualquier referencia a una unidad estdndar de medida.

- La desaparicién, en las "definiciones" dadas por los alumnos del drea, de las referencias
a atributos de una superficie plana irrelevantes para el drea, que fueron frecuentes en el
pre-test.

- Una disminucién del uso impreciso e incorrecto de términos geométricos en las
"definiciones" dadas por los alumnos en el post-test, resultando éstas mds escuetas,
sencillas y claras.
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4.5.2. UNIDAD DE AREA
Importancia del papel de la unidad en el proceso de medida

JAUMENTA EL NUMERO DE ALUMNOS QUE INDICAN LA UNIDAD DE MEDIDA UTILIZADA PARA
EL CALCULO DEL AREA DE UNA SUPERFICIE, TRAS LA ENSENANZA DE LA UNIDAD DIDACTICA?

Las siguientes tablas se refieren al nimero de alumnos que omitieron la unidad en 0, 1, 2,
3 o en los 4 casos del ftem 1.2, y en los ftemes 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8. Recordemos que en los
4 casos del ftem 1.2 se proporcionaban las unidades lineales de medida, a diferencia de lo
que ocurrfa en los otros cuatro ftemes donde no se explicitaba unidad de medida alguna.

en O ocasiones en 1 ocasién en 2 ocasiones en 3 ocasiones | en 4 ocasiones
pre-test 13 (54°2%) 5 (20'8%) 0 (0°0%) 2(83%) 4 (16’7%)
post-test 15 (62’5%) 4 (16'7%) 3(12’5%) 2(83%) 0(0°0%)

Tabla 51. Alumnos que omiten 1a unidad en 0, 1, 2, 3 o en los 4 casos del item 1.2.

en 0 problemas

en | problema

en 2 problemas

en 3 problemas

en 4 probiemas

pre-test

9 B7'5%)

10 (41'7%)

4 (16'7%)

1(4'2%)

0 (0%)

post-test

10 (41'7%)

8 (33'3%)

6 (23'0%)

0 (0’0%)

0{0%)

Tabla 52. Alumnos que omiten la unidad en 0, 1, 2, 3 o en los 4 ftemes 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8,

Los datos que proporcionan estas dos tablas nos muestran un cambio positivo de actitud en
los alumnos hacia el uso de la unidad de medida en cuanto que se aprecia un mayor mimero
de ellos que indican la unidad de drea tras el cdlculo de ésta. Este cambio se aprecia
especialmente en las tareas del ftem 1.2, ya que en los otros itemes la actitud mostrada por
los alumnos en el pre y post-test es muy similar.

EN EL MOMENTO DE COMPARAR LOS NUMEROS ASOCIADOS A LA MEDIDA DE DOS AREAS, ;SE
FOAN LOS ALUMNOS EN LAS UNIDADES QUE ESTOS REPRESENTAN?

Ningtin alumno ni antes ni después de la secuencia de ensefianza afirmé en el ftem 2.9 que
la superficie (A) tuviera mayor 4rea que la (B) porque 40 > 6, siendo éstos los mimeros
asociados a cada drea. Por lo tanto ninguno de ellos comparé directamente los niimeros sin
tener en cuenta la unidad de medida utilizada en cada caso. Lo que pone de manifiesto que
los alumnos si se fijan en la unidad de medida utilizada.
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Uso y reconocimiento de las unidades estdndares (cm?), y no estdndares de medida

TRAS LA EXPERIMENTACION ;AUMENTA EL NUMERO DE ALUMNOS QUE UTILIZAN
CORRECTAMENTE LAS UNIDADES DE MEDIDA?

Las siguientes tablas nos muestran que la disminucién de alumnos con tendencia a omitir la

unidad de medida va acompaiada de un aumento del uso correcto de la unidad.

en 0 ocasiones

en 1 ocasidn

en 2 ocasiones

en 3 ocasiones

en 4 ocasiones

pre-test

10 (41°7%)

1 (42%)

4 (16"7%)

5(208)%

4 (16"7%)

post-test

8 (33°3%)

1 42%)

3 (12'5%)

6 (25'0%)

6 (25'0%)

Tabla 53. Alumnos que dan la unidad correctaen 0, 1, 2, 3 o en los 4 casos del ftem 1.2.

en 0 ocasiones

en 1 ocasidn

en 2 ocasiones

en 3 ocasiones

en 4 ocasiones

pre-test

17 (70°8%)

5 (20°8%)

2 (8'3%)

0 (0°0%)

0 (0'0%)

post-test

4 (16’7%)

2 (8"3%)

10 (41'7%)

6 (25°0%)

2(8'3%)

Tabla 54. Alumnos que dan la unidad correctaen 0, 1, 2, 3, o en los 4 {temes 1.3, 1.5, 1.7 y 1.8.

Si bien las dos tablas reflejan un aumento del niimero de alumnos que utilizan correctamente
la unidad de medida, existe una diferencia considerable entre la dos, ya que mientras que la
tabla 53 muestra una leve mejora, la 54 pone de manifiestc una mejora muy significativa.
Sin embargo, este resultado nos parece razonable en cuanto que en la secuencia de ensefianza
se trabajé con unidades no estdndares de drea, y no con la estdndar, y ailn a pesar de ello
parece que ¢l trabajo desarrollado durante ia unidad didactica ha repercutido positivamente

en el uso correcto de la unidad estdndar de drea "cm?®".

Al estudiar el comportamiento de los alumnos en lo que respecta al tipo de unidad de medida
por ellos mencionada en cada uno de los itemes 1.3, 1.5,1.7 y 1.8 hemos observado que
existe una tendencia generalizada en los estudiantes a referirse, tras la experimentacion, a una
unidad de medida no estdndar, resultando ser muy escasas las ocasiones en las que se refieren
al cm?. Pensamos que este cambio de actitud en los alumnos estd asociado a la repercusién
que la ensefianza ha tenido en ellos, mejorando su conocimiento y comprension del papel que
juega la unidad en la medida del drea.

Al igual que en el apartado 3.4.2. procedimos, también en esta ocasion, al estudio de la
existencia de posibles relaciones entre el tipo de procedimiento y tipo de unidad utilizada por
los alumnos en cada uno de los ftemes 1.3, 1.5 y 1.7. Los p-valores resultantes del test de
la x? realizado se muestran en la tabla siguiente:
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item 1.3 item 1.5 item 1.7
pre-test p = 0'16530 p = 022313 p = 0’71653
post-test p = 0'16071 p = 0°00018 () p = 0’69584

Tabla 55. p-valores correspondientes al estudio de una posible relacidn entre el tipo de unidad utilizada y el tipo de
procedimiento empleado en la resolucién de los ftemes 1.3, 1.5 y 1.7.

Como se deduce de los datos de la tabla, sélo en el post-test y en el item 1.5 se detecta la
existencia de dependencia entre el tipo de razonamiento empleado para el célculo del 4rea
y la unidad utilizada para ello. Al analizar las tablas de contingencia (ver Anexo 4)
correspondientes a este problema en el post-test, se observa que los alumnos que se han
ayudado de un procedimiento geométrico o han contado las unidades cuadradas contenidas
en la superficie para determinar el drea, tienden a utilizar una unidad no estdndar de medida.
Este comportamiento también se ha podido apreciar en los otros dos ftemes 1.3 y 1.7 aunque
en estos casos no se haya obtenido un p < 0°05.

!SE OBSERVA UNA MEJORA EN LOS ALUMNOS EN EL RECONOCIMIENTO DE DIVERSAS
UNIDADES DE MEDIDA, TANTO ESTANDARES COMO NO, DE LONGITUD, SUPERFICIE Y
VOLUMEN?

La siguiente tabla muestra el nimero de alumnos que en el item 2.25 reconocid
correctamente las unidades estdndares y no estdndares en cada magnitud.

longitud superficie volumen
unidad unidad no unidad unidad no unidad unidad no
estdndar estdndar estdndar estdndar estandar estdndar
pre-test 9 16 9 12 11 13
post-test 10 16 11 12 12 16

Tabla 56. Alumnos que realizan una clasificacidn totalmente correcta de las wnidades estdndares y no estdndares de
longitud, superficie y volumen en el ftem 2.25,

A estos datos podemos afiadir que si bien el mimero de alumnos que clasificaron de forma
incorrecta las unidades estdndares y no estindares en cada magnitud resulté inferior en el
post-test que en el pre-test, las diferencias fueron minimas. En el caso concreto de la
superficie, mientras que en el pre-test 12 y 7 alumnos dieron de forma incorrecta las
unidades estindares y no estdndares respectivamente, 9 y 7 lo hicieron respectivamente en
el post-test.

Estos datos ponen de manifiesto una mejora, aunque ligera, en el reconocimiento correcto
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por los alumnos de las unidades estdndares de medida en las tres magnitudes, y la ausencia
de cualquier mejora por lo que respecta a las unidades no estdndares, a excepcién de la
experimentada en el volumen. Este es un hecho que en cierto modo nos ha sorprendido en
cuanto que esperdbamos que la ensefianza de la unidad didéctica produjera una mejora del
conocimiento de los alumnos sobre las unidades no estdndares, en concreto sobre las de
superficie, ya que durante ésta se habian trabajado con unidades de este tipo, y porque en
cierto modo parece que estos resultados contradigan los que se refieren a un mayor y mejor
uso de las unidades en los problemas, comentados anteriormente.

A la informacién anterior podemos aiiadir que se han detectado 4 alumnos que tras la
secuencia de ensefianza han escogido de entre todas la unidades no estdndares de superficie,
inicamente la unidad cuadrada, frente a dos alumnos que lo hicieron en el pre-test.

Podemos completar esta informacién con algunas cifras globales, que si bien muestran una
mejora del conocimiento de los alumnos sobre el conjunto de las unidades, ésta no es tan
significativa como esperdbamos después de observar el modo de comportarse, y el
conocimiento mostrado por los alumnos en la resolucién de las distintas actividades durante
la ensefianza de la unidad diddctica. Por otra parte, nos parece demasiado elevado el nimero
de alumnos que tras la experimentacién siguen desconociendo las unidades de medida.

La siguiente tabla muestra el nimero de alumnos que realizaron una clasificacién de las
distintas unidades totalmente errénea frente a los que la hicieron correctamente.

clasificacidén errdnea

clasificacidn correcta

pre-test

6 (25°0%)

7 (29°2%)

post-test

7 (292%)

9 (37'5%)

Tabla 57. Alumnos que realizan una clasificacién totalmente errdnea de las unidades dadas en el ftem 2.25, y los
que la hacen completamente correcta.

A continuacién se muestra el nimero de alumnos que clasificaron de forma errénea las

unidades estdndares y las no estdndares.

desconocen las unidades

desconocen las unidades no

estdndares estdndares
pre-test 10 (41’6 %) 6 (25'0%)
post-test 7 (29"7%) 7 (29'7%)

Tabla 58. Alumnos que realizan una clasificacién totalmente errdnea de las unidades estdndares y no estdndares de

medida en el item 2.25.
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(ESTAN FAMILIARIZADOS LOS ALUMNOS CON EL USO DE UNIDADES NO ESTANDARES DE
SUPERFICIE?

Para ello estudiamos las respuestas dadas por los alumnos en el item 2.9, donde recordamos
debfan comparar el drea de dos superficies medidas con dos unidades no estdndares
diferentes.

Los datos proporcionados por las siguientes tablas ponen de relieve que los resultados
obtenidos por los alumnos en esta tarea han sido claramente mejores en el post-test que en
el pre-test.

identificacidn correcta de la unidad utilizada en la medida del drea

A B AyB
pre-test 15 (62'S%) 14 (58'3%) 11 (45’8%)
post-test 20 (83'3%) 22 (91'7%) 19 (79'2%)

Tabla 59. Alumnos gue identifican correctamente la unidad utilizada en la medida del drea en los casos (A) y (B),
y en los dos a la vez, del item 2.9,

Se comprueba que en el post-test la gran mayorfa de los alumnos identificaron correctamente
las unidades de medida utilizadas en cada caso. Asi pues, es interesante observar como tras
la secuencia de ensefianza los alumnos estdn familiarizados con las unidades de 4rea, tanto
si éstas aparecen reproducidas de forma completa recubriendo la superficie (caso (A)), como
si aparecen fraccionadas (caso (B)).

Podemos indicar que mientras que en el pre-test s6lo 5 alumnos dan la respuesta correcta al
item tras identificar correctamente las unidades de las dos superficies, son 12 los que lo
consiguen en el post-test.

Por otra parte, la mejora no es sélo patente en la correcta identificacién de las unidades
utilizadas en la medida del drea de las dos superficies, sino también en la calidad de
razonamientos argiiidos por los alumnos para justificar sus respuestas. En la siguiente tabla
se muestran los razonamientos utilizados por los alumnos que no intentaron establecer una
relacién entre las unidades de medida o bien no afirmaron no poder realizar la comparacién

de las dreas por tratarse de dos unidades diferentes, y en consecuencia procedieron de forma
inadecuada.
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unidad A <
no hay datos me parece unidad B otras
pre-test 3(12°5%) 2 (83%) 1 42%) 2(83%)
post-test 0(00%) 0 (00%) 0 (0'0%) 2 (B'3%)

Tabla 60. Argumentaciones erréneas dadas por los alumnos para justificar su respuesta en el ftem 2.9,

Se aprecia en el post-test una clara disminucién del mimero de alumnos que utilizan
argumentaciones erréneas o inconsistentes para avalar sus respuestas. Ello nos hace pensar
que la prictica totalidad de los alumnos ha comprendido tras la experimentacién el papel que
juega la unidad de 4rea en su medida, pudiendo afirmar que en el post-test los alumnos han
demostrado estar familiarizados con el uso de unidades no estdndares de medida.

CarActer de no discretitud, iterativo y de recubrimiento de la unidad de medida

Del tipo de respuestas dadas por los alumnos en los ftemes 2.6 y 2.10, tanto en el pre como
en el post-test se puede concluir que todos ellos conocen y comprenden que para poder medir
el 4rea, utilizando una unidad de drea, ésta debe iterarse de forma que recubra exactamente
la superficie de modo que, si no estd contenida un niimero entero de veces en ella, debe ser
fraccionada para poder facilitar la medida.

La diferencia entre las respuestas dadas por los alumnos en el pre y en el post-test, tanto en
el ftem 2.6 como en el 2.10 no radica en el tipo sino en su grado de correccién. Es decir,
el nimero de errores cometidos en el cdlculo del drea de las superficies disminuye en el post-
test. En el ftem 2.10 ademds es interesante observar el cambio de actitud experimentado por
los alumnos en cuanto al tipo de procedimiento utilizado para determinar el 4drea de la
superficie. Mientras que en el pre-test los alumnos se inclinan casi por igual por el conteo
de las unidades que recubren la superficie y por el uso de la férmula del drea del rectdngulo,
en el post-test sélo tres alumnos utilizan la férmula para determinar el 4rea. Esta informacién
se recoge en la siguiente tabla:

recuento del mimero de unidades utilizacién de la fdrmula del drea
que recubren la superficie del rectdngulo
pre-test 13 (54'2%) 11 (45’8%)
post-test 21 (B7'5%) 3(12'5%)

Tabla 61. Procedimientos utilizados por los alumnos para determinar el drea del poligono del ftem 2.10,

Para nosotros este cambio de actitud observado en los alumnos nos parece interesante, porque
creemos que es un indicador del efecto que la unidad de ensefianza ha tenido en ellos. Si bien
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no era un efecto que persiguiéramos con ella, sf creemos que es un buen resultado, ya que
se ha logrado romper la tendencia habitual que poseen los alumnos a aplicar de forma
rutinaria las férmulas para el cdlculo del drea. No querriamos que con ello se pensara que
no nos parece adecuado que los estudiantes utilicen las férmulas. Lo que perseguimos es el
uso comprensivo de ellas, hecho que hemos constatado no sucede en este nivel. Por ello nos
alegra que hasta que eso ocurra los alumnos utilicen procedimientos alternativos, que
simultdneamente les enriquecen, les ayudan a clarificar el significado del 4rea y les preparan
el camino para abordar el estudio significativo de las férmulas.

Relacién inversa entre el tamaifio de la unidad y el niimero de unidades

La totalidad de los alumnos tanto en el pre-test como en el post-test respondi6 correctamente
al ftem 2.11. Lo que nos permite concluir que los estudiantes comprenden que el nimero de
unidades que recubren la superficie depende del tamafio de éstas, y que a mayor tamaiio
menor niimero de unidades, y viceversa.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la unidad de 4rea
Tras la experimentacién:

- Existe una clara disminucién de la habitual tendencia de los alumnos a omitir la unidad
de medida tras el cdlculo del drea, que afecta tanto a las unidades estindares como no
estdndares. Esta diferencia es mucho mds significativa en lo que respecta a las unidades
no estdndares.

- Se observa un aumento en el uso correcto de las unidades no estindares de medida, y
aunque en la unidad de ensefianza sélo se trabajé este tipo de unidad, se detecta también
una repercusién en una mejora, aunque leve, en el uso del "cm?".

- En los problemas donde no se han indicado ningiin tipo de unidad de medida se ha
constatado una clara inclinacién de los alumnos hacia el uso de la unidad no estdndar de
medida frente a la estdndar "cm?".

- Es patente el elevado grado de familiaridad que los alumnos han alcanzado con el uso de
las unidades no estdndares en el cdlculo de dreas.

- Se consolidan en todos los alumnos las propiedades de las unidad de 4rea: carécter de no
discretitud de la unidad, cardcter iterativo y de recubrimiento de la unidad, y la relacién
inversa entre el tamafio de la unidad y el nimero de unidades que recubren la superficie.

- En contraposicién a todo lo anterior, no se observa una mejora en el reconocimiento de
distintas unidades no estdndares de superficie. La mejora se ha apreciado, aunque de
forma leve, en las unidades estdndares. Sélo en el volumen se ha detectado una mejora
en el reconocimiento correcto de las unidades no estdndares de medida.
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Todo esto nos permite concluir de forma global que tras la ensefianza de la unidad diddctica
se ha producido una mejora en la comprensién de los alumnos del papel que juega la unidad
en el medida del 4rea de una superficie, asf como un aumento y/o asentamiento de los
conocimientos que los estudiantes posefan sobre las unidades de drea y algunas de sus
propiedades.

4.5.3. CONSERVACION DEL AREA

Conservacién del drea de una superficie cuando ésta se transforma en una nueva
superficie al ser divida en piezas que son posteriormente reorganizadas

La préctica totalidad de los alumnos reconocieron, en el pre y en el post-test, que el 4rea de
la superficie (A) se conserva al ser transformada en la (B) en el item 2.3. Pensamos, por el
tipo de razonamiento dado, que tanto los dos alumnos que en el pre-test, y los tres que en
el post-test (que no fueron los mismos alumnos) dieron una respuesta incorrecta en este ftem
es consecuencia de una erronea interpretacién de los dibujos de las dos superficies.

Veamos los razonamientos aportados por los alumnos al afirmar la conservacién del drea de
la superficie tras la transformacién a la que ha sido sometida.

lo que se quita es lo mismo Aratre
abajo, se afade dispuesio de otra otros A
arriba forma
pre-test 12 (50'0%) 6 (25'0%) 2(8'3%) 4 (16"7%)
post-test 8 (33'3%) 11 (45'8%) 2 (8'3%) 3 (12'5%)

Tabla 62. Argumentaciones dadas por los alumnos en el ftem 2.3.

Aunque las cifras de esta tabla observadas en su globalidad no muestran grandes diferencias,
nos parece interesante el incremento del nimero de alumnos que afirman Ja igualdad de drea
de las dos superficies refiriéndose a que "es io mismo dispuesto de otra forma", ya que esta
referencia explicita a 1a forma de ia superficie pensamos que puede ser consecuencia del
estudio de la independencia entre el drea y la forma de una superficie llevado a cabo durante
la ensefianza de la unidad did4ctica.

Veamos ahora la influencia que la experimentacién ha podido tener sobre el modo de
proceder de los alumnos en el item 2.4, donde se¢ plantea una situacién similar a la del
anterior item pero enmarcada en un contexto numérico.

Los procedimientos utilizados por los aiumnos han resultade ser similares a los empleados
por los estudiantes de la muestra, ya comentados en el apartado 3.4.3. y que exponemos a
continuacién:
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A) Utilizan la conservacién para determinar el drea o indican que las dos superficies
tendrdn igual 4rea sin llegar a calcularla.

B) Determinan correctamente el drea mediante un cdlculo numérico, sin tener en cuenta
la conservacion del drea.

C) Determinan incorrectamente el 4drea mediante un cdlculo numérico erréneo o
planteamiento algebraico sin finalizar,

D) Afirman que no se puede determinar el drea por falta de datos.

E) Respuestas erréneas con razonamientos confusos e incatalogables

La siguiente tabla que recoge los distintos modos de proceder de los alumnos para determinar
el drea del trapecio en el pre y post-test, pone de manifiesto un claro cambio en la actitud
de los alumnos tras la secuencia de ensefianza.

correcta por correcta por incorrecta por afirman que es
cODSErvECion céleulo célculo imposible otras erréneas
numeérico numérico calcularla
A B (&5 D E
pre-test 9 (37T5%) 4 (16"7%) 8 (33’3%) 3 (12'5%) 0 (00%)
post-test 20 (83"3%) 0 (00%) 2 (8'3%) 0 (0'0%) 2(83%)

Tabla 63. Tipo de respuestas dadas en el ftem 2.4.

Los datos de esta tabla revelan que tras la experimentacién una amplia mayoria de los
alumnos si ha considerado la transformacién geométrica sufrida por el cuadrado a partir de
la cual surge el trapecio. Hecho que les ha permitido concluir que las dos superficies poseen
igual 4rea, y en consecuencia poder determinar el drea del trapecio del modo mds breve y
sencillo posible. Luego la ensefianza de la unidad diddctica, y en concreto el estudio
cualitativo del drea, ha contrarrestado el efecto distorsionador y negativo, que el contexto
numérico causa en los alumnos.

Conservacién del drea de un tridngulo cuando éste se transforma en uno nuevo al
deslizar un vértice del triingulo sobre una linea paralela a la base

Para analizar la conservacion del drea de un tridngulo sometido a una transformacién de este
tipo estudiamos las respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.22.

Mientras que en el pre-test 13 alumnos afirmaron que los dos tridngulos posefan igual drea,
17 lo hacfan en el post-test. Informacidn que podemos completar con el nimero de estos
alumnos que argumentd correctamente la igualdad de dreas, refiriéndose a la base y altura
de los tridngulos, resultando ser 3 en el pre-test y 7 en el post-test. Todo esto viene a mostrar
una mejora, aunque ciertamente leve, en el reconocimiento de la conservacién del drea de
un tridngulo sometido a una transformacién del tipo aqui descrita.
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Conclusiones m4s relevantes del estudio sobre la conservacion del drea
Tras la experimentacién:

- La totalidad de los alumnos conocen la propiedad de la Diseccién y comprenden que el
drea de una superficie se conserva por recorte y pegado. Este conocimiento también lo
posefan los alumnos antes de la experimentacién.

- La préctica totalidad de los alumnos reconoce la propiedad citada anteriormente tanto en
un contexto geométrico como numérico, a diferencia de lo ocurrido antes de la ensefianza
de la unidad did4ctica, cuando sélo una minoria la reconocia en el contexto numérico.

- Se detecta una ligero aumento del nimero de alumnos que conocen y analizan con
correccidn que el deslizamiento de un vértice del tridngulo sobre una linea paralela a la
base conserva el drea de éste. Sin embargo, sigue representando este mimero a una
minoria de los alumnos del grupo.

4.5.4. RELACION ENTRE EL AREA Y EL PERIMETRO DE UNA SUPERFICIE

Como ya expusimos en el capitulo 3 de esta memoria la relacién que algunos alumnos
establecen entre el 4rea y el perimetro de una superficie les conduce a resultados erréneos,
cuando se refieren al drea de una superficie, cuando calculan el drea de una superficie
concreta, y cuando comparan el drea y el perimetro de una superficie con otra en la que ha
sido transformada. También analizamos allf 1a naturaleza de las distintas causas que originan
estos errores, concluyendo que éstos estdn ocasionados por una confusién conceptual o por
una confusién operacional, acompanados siempre por una falta de reflexién.

Realizado ahora este estudio, y tras la correccion del pre y post-test hemos podido constatar
que los alumnos del grupo en el que se ilevé a cabo la experimentacion no confunden los
conceptos de drea y perimetro, ya que en el pre-test sélo un alumno se refiri6 al perimetro
como el drea de una superficie plana, y ninguno lo hizo en el post-test. Asi pues no se
detecta ninguna confusion conceptual.

Por lo que respecta a la confusion operacional, veremos tras el estudio de los proximos datos
que se detectan algunos casos, muy pocos, entre las respuestas dadas por los alumnos en el
pre-test, y que éstos desaparecen por completo en las respuestas dadas por estos mismos
alumnos en el post-test.

La siguiente tabla se refiere al niimero de alumnos que en el intento de determinar el 4rea
de las distintas superficies del ftem 1.2 calculé su perimetro. Error que, como ya
comentamos en el apartado 3.4.4. de esta memoria, lo comete el alumno ante el
desconocimiento de cémo proceder para determinar el drea, pere que ne conlleva un error
conceptual entre el drea y el perimetro.
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rectdngulo tridngulo paralelogramo
pre-test 0 (0%) 2 (8'3%) 0(0%)
post-test 0 (0%) 0 (0°0%) 0(0%)

Tabla 64. Alumnos que calculan el perimetro en lugar del 4rea en el item 1.2,

Luego de todo ello se puede inferir que aunque ni la confusién conceptual ni la operacional
tuviera una presencia significativa entre los alumnos antes de la ensefianza de la unidad
diddctica, tras ésta se confirma su total desaparicién.

Relacidn entre el drea y el perimetro en determinadas modificaciones de una superficie

Con objeto de observar el efecto que ha podido causar la secuencia de ensefianza en la
relacién que suelen establecer los alumnos entre el drea y el perimetro de una superficie
cuando ésta sufre determinadas modificaciones, hemos estudiado las respuestas dadas por los
alumnos en los ftemes 2.2 y 2.14. Estas respuestas las hemos agrupado en tipos como se
indica a continuacién, segiin el alumno;

A) Consigue una modificacién correcta de la superficie dada.
B) Intenta la modificacion pero no la consigue.
C) Afirma que no es posible realizar la modificacién que se solicita.
A B C no contesta
ftem item p item P ftem
f 2.2 . F 2.2
tem 214 ftem 2.2 214 ftem 2.2 2 14 ftem 2 14
pre-test 12 2 (83% 6 6 3 15 3 1(42%
(50°0%) 525 @25'0%) | 250%) | a2’s%) | 62'5%) | (12'5%) Ll
FDS[-'I.ES{ 20 5 3 11 4° 6 C (0’0% 2 (8’3
(83'3%) | (20'8%) | (12'5%) | (45'8%) Lo (25'0%) e | AESE

Tabla 65. Tipo de respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.2 y 2.14, y nimero de alumnos que los dejan en
blanco.

En el post-test se observa un aumento significativo del nimero de alumnos que hacen frente
a la modificacién solicitada, con un consiguiente aumento de los que consiguen las
modificaciones correctas, acompaiiado esto de una interesante disminucién del nimero de
alumnos que manifiestan la imposibilidad de la modificacién. Todo ello nos hace pensar que
tras la experimentacién una mayorfa de los alumnos es consciente de la independencia entre
el d4rea y el perimetro de una superficie, y por consiguiente si bien la unidad diddctica
disefiada no ha conseguido este efecto en la totalidad del grupo si ha propiciado una
importante mejorifa.
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la relacién entre el drea y el perimetro
de una superficie

Tras la experimentacion:

- Los pocos casos que se detectaron en el pre-test sobre confusién conceptual y operacional
entre el drea y el perimetro desaparecieron por completo en el post-test.

- Se observa en el post-test un aumento significativo del nimero de alumnos, que representa
a una amplia mayorfa de éstos, que intentan las modificaciones de las superficies en las
que estdn implicadas simultdneamente el drea y el perimetro de éstas, junto con una
disminucién de los que afirman su imposibilidad. Luego la mayoria de los alumnos es
capaz de desligar el drea del perimetro en la modificacién experimentada por la superficie,
y en consecuencia acepta la independencia entre €l drea y el perimetro de una superficie.

4.5.5. RELACION ENTRE EL AREA Y LA FORMA DE UNA SUPERFICIE

Tras el andlisis de las respuestas dadas por los alumnos en el pre y post-test en los itemes

2.2 y 2.8, hemos podido constatar una clara tendencia en los alumnos a desligar la forma de
la superficie de su drea.

En el post-test se detecté un incremento del nimero de alumnos, respecto del pre-test, que
realizé la modificacién solicitada en el item 2.2 no conservando la forma de rombo, forma
de la superficie original. De hecho tras la experimentacién el nimero de alumnos que realizé
una modificacién correctamente sin conservar la forma de la superficie se duplicé, como asf
se deduce de las siguientes cifras.

conservan la forma no conservan la forma
pre-test 4 8
post-test 4 16

Tabla 66. Alumnos que realizan correctamente la modificacién solicitada, conservando o no la forma de la superficie
original, en el ftem 2.2.

Estos datos confirman el efecto positivo que la secuencia de ensenanza ha podido tener en
los alumnos por lo que respecta a la independencia entre la forma y el drea de una superficie.
Impresién que se refuerza al estudiar los resultados correspondientes al item 2.8, donde los
alumnos debfan dibujar cuatro superficies de igual 4rea, pero de diferente forma. Al observar
los resultados correspondientes a este item 2.8, que se muestran en la Tabla 67, se constata
que précticamente la totalidad de los alumnos responde correctamente, a diferencia de lo
ocurrido en el pre-test. Si bien pensamos que esta mejoria ha podido estar propiciada por la
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confluencia de un conjunto de variables, como por ejemplo la familiarizacién adquirida por
los alumnos durante la secuencia de ensefanza con fareas de este tipo, creemos que ésta no
habrfa sido posible si los estudiantes no hubieran conseguido desligar la forma del 4rea de
la superficie.

cuatro tres dos una ninguna
pre-test 10 (41'7%) 4 (16'7%) 3 (12'5%) 1@42%) 6 (25°0%)
post-test 21 (87'5%) 1 42%) 1 (4'2%) 1@'2%) 0 (0°0%)

Tabla 67. Alumnos que consiguen dibujar 4, 3, 2, 1 o ninguna superficie en el item 2.8.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la relacién entre el drea y la forma de
una superficie

Tras la experimentacion:

- Se observa una clara tendencia en la préctica totalidad de los alumnos del grupo a desligar
la forma de la superficie del drea de ésta.

4.5.6. BIDIMENSIONALIDAD DEL AREA

La unidad de ensefianza en ningiin momento tuvo como objetivo el estudio del cardcter
bidimensional del drea, tanto en lo que se refiere a la relacién entre la variacién de las
dimensiones lineales y la variacién ocasionada en el drea, y viceversa, como al cardcter
bidimensional de las férmulas del drea. Por ello no esperdbamos ningin cambio en el modo
de actuar de los alumnos al responder a los ftemes 2.15, 2.16, 2.17, 2.18, 2.19 y 2.21 del
test donde se estudiaba esta caracteristica del 4rea.

El estudio comparativo de las respuestas dadas por los alumnos a estos itemes en el pre y
post-test confirman que efectivamente la unidad did4ctica no ha tenido ningin efecto en los
alumnos en lo referente a 1a bidimensionalidad del 4rea. Lo tnico apreciable es una ligera
disminucidn, en el post-test, del nimero de alumnos que dejaron en blanco estos itemes.

El comportamiento de los alumnos ante este tipo de situaciones se traduce de forma resumida
en que una mayorfa de los alumnos extiende la variacién sufrida por las dimensiones lineales
al drea, y en que desconocen totalmente el significado del cardcter bidimensional de las
féormulas del drea. Comportamiento que es completamente similar al mostrado por los
alumnos de 2° de B.U.P. y que ya fue descrito con detalle en el apartado 3.4.6. de esta
memoria, por 1o que no nos extendemos en ello aqui.

El hecho de que no hayamos omitido el estudio de este aspecto, como hemos hecho con
algtin otro y como ya explicdbamos al inicio de esta seccién 4.5., ha sido para comentar un
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cambio de actitud observado en los alumnos tras la experimentacién, relacionado con el ftem
2.7 en el que estudiamos la relacién entre la variacién que sufre el drea de una superficie y
la variacién ocasionada en las dimensiones lineales.

En la siguiente tabla se muestran los datos correspondientes al tipo de respuestas dadas por
los alumnos en el ftem 2.7 en su intento de dibujar un cuadrado de 1/2 cm? de 4rea, dado un
cuadrado de 1 cm? de 4rea. Las respuestas dadas por los alumnos han consistido en:

A) El dibujo correcto de un cuadrado de 1/2 cm? mediante un procedimiento geométrico.
B) El dibujo de un cuadrado de lado 1/2 cm de longitud.
C) Otras respuestas incorrectas.

A B C no contesta
pre-test 0 (0’0%) 11 (45'8%) 12 (50%) 1 47%)
post-test 9 (37'5%) 8 (33'3%) 6 (25%) 1{&7%)

Tabla 68. Tipo de respuestas dadas por los alumnos en el ftem 2.7

En esta tabla es apreciable un aumento considerable de alumnos que consiguen dar la
respuesta correcta. Sin embargo, este aumento no se corresponde con la leve disminucion del
nimero de alumnos que se limita a dibujar el cuadrado de longitud de lado 1/2 cm. Ello nos
hace pensar que los procedimientos geométricos trabajados durante la unidad didéctica han
dotado a algunos alumnos de las herramientas necesarias, que antes de la experimentacién
no disponfan, para poder abordar la construccién deseada, pero que efectivamente la unidad
de ensefianza no aporta ningiin elemento ciarificador sobre el cardcter bidimensional del 4rea.

Conclusién mds relevante del estudio sobre Ia bidimensionalidad del drea
- No se ha observado en los alumnos, iras la ensefianza de la unidad diddctica, ninguna
mejora en lo que respecta al cardcter bidimensional del 4rea.

4.5.7. FORMULAS PARA EL CALCULO DE AREAS

Conocimiento de la férmula del drea del rectingulo, circulo, tridngulo y paralelogramo
Con objeto de poder valorar cualquier cambio experimentado en el conocimiento que los
alumnos poseen de las férmulas del drea de estas superficies, hemos considerado conveniente
comparar los datos correspondientes a los alumnos que dan la férmula de forma correcta,

incorrecta o simplemente no la dan en cada uno de los casos del item 1.2. Informacién ésta
que se muestra en la tabla siguiente:
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rectdngulo circulo tridngulo paralelogramo
correc | jmcor ca corree | jncor en corree | incor en corree | jpcor ca
I recta blanco la recta blanco a Yeolh blanco ta recta blanco
Pre= i 18 6 0 2 19 3 12 10 2 2 15 7
test
post: | “og 1 0 5 10 9 16 8 0 14 7 3
test

Tabla 69. Alumnos, que en el ftem 1.2, dan las férmulas de forma correcta, incorrecta o las dejan en blanco.

Los resultados correspondientes tanto al pre como al post-test ratifican lo ya observado a
nivel general y comentado en el capitulo 3 de esta memoria, que las férmulas mds conocidas
por los alumnos son por este orden y de mayor a menor: la del rectdngulo, tridngulo,
paralelogramo y circulo, siendo ésta la gran desconocida de los alumnos.

Tras la secuencia de ensefianza se aprecia un aumento del nimero de alumnos que dan de
forma correcta las distintas férmulas para el cdlculo de dreas, junto con una disminucién de
respuestas en blanco -a excepeién de lo ocurrido en el circulo-. Las actividades trabajadas
durante la experimentacién no necesitaban para su resolucién del uso de férmulas para el
cédlculo de dreas, sin embargo, dado que los alumnos si conocfan su existencia por la
ensefianza recibida en cursos anteriores, en algunas tareas eran ellos los que nos preguntaban
por las férmulas, llegando a utilizarlas en la resolucién de determinadas actividades. Asf pues
fueron los alumnos los que hicieron aparecer las férmulas de algunos de los poligonos
durante la ensefianza de la unidad diddctica, y aunque en un principio el estudio de las
férmulas del rectdngulo, tridngulo, paralelogramo y trapecio constitufa uno de los objetivos
de la experimentacion, como ya hemos comentado anteriormente, no fue posible abordarlo
adecuadamente por falta de tiempo, realizdndose sélo una actividad al respecto. Por tanto
pensamos que ha sido el uso esporddico e incluso a veces accidental que los alumnos han
hecho de algunas férmulas el que ha propiciado este aumento del conocimiento de las
férmulas de los poligonos mds elementales.

Por otra parte el aumento del nimero de alumnos que no da ninguna férmula en el caso del
circulo podria estar justificado por un cambio de actitud experimentado en éstos, como
consecuencia de la seguridad que les ha proporcionado los conocimientos que sobre el tema
han adquirido, y que ante el desconocimiento de una férmula consideran mds oportuno no
dar ninguna expresion que escribir "cualquier cosa", de la que ellos mismos tienen la certeza
que no serd correcta.

Por lo que respecta al dato referente al niimero de alumnos que dieron férmulas incorrectas
en el pre y post-test, éste carecerfa de interés si no lo acompafidramos de un andlisis sobre
los distintos motivos que las ocasionaron.

Analizadas las distintas expresiones incorrectas dadas por los alumnos en el pre y post-test,
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pudimos constatar que los errores del tipo: identificacidn incorrecta de algunos elementos de
una figura (por ejemplo la altura), cdlculo del perimetro en lugar del drea, y producto de las
tres dimensiones dadas del tridngulo y paralelogramo, que ocasionaron determinadas
incorrecciones en el pre-test, no se cometieron en el post-test. Asf pues, pensamos que este
andlisis otorga un cierto interés a la disminucién del mimero de alumnos que dieron una
férmula incorrecta en el post-test.

Comprensién del drea del tridngulo

Por los datos anteriores sabemos, que tras la secuencia de ensefianza la férmula para el
cdlculo del 4drea del tridngulo es conocida por un mayor nimero de alumnos. Nuestro
objetivo es comprobar si esta mejora cuantitativa va acompanada de una mejora cualitativa.
Para ello estudiamos las respuestas dadas por los alumnos en los ftemes 2.5 y 2.22, donde
los alumnos debian comparar el drea de dos tridngulos en un contexto numérico y
geométrico, respectivamente, y en el item 2.13 donde se debia determinar el drea de un
tridngulo, a partir de la de un rectdngulo.

Concretamente, con objeto de analizar cualquier variacién en los alumnos en lo que respecta
a la aplicacién correcta de la férmula del tridngulo y a la comprensién de su significado
hemos estudiado los distintos modos de proceder de los estudiantes en el item 2.5 y 2.22, que
hemos agrupado en:

A) Proceden de forma adecuada. En el item 2.5 calculan correctamente el drea de cada
tridngulo y luego comparan los nimeros obtenidos. En el item 2.22 comparan las
dreas, refiriéndose a la base y altura de los tridngulos.

B) Utilizan su percepcién visual para emitir una opinién sobre las dreas de los tridngulos.

C) Utilizan otros procedimientos incorrectos.

utilizan el procedimiento utilizan la percepcién visual utilizan otros incorrectos
correcto
A B [ &)
ftem 2.5 ftem 2.22 ftem 2.5 item 2,22 ftem 2.5 ftem 2.22
pre-test 9 5 T 4 0 4
post-test 12 8 1 4 5 5

Tabla 70. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 2.5 y 2.22.

En la Tabla 70 se aprecia un aumento no sélo de los alumnos que dan la respuesta adecuada
en cada item, sino de los que la argumentan de forma correcta, si bien es cierto que el
aumento producido no es significativo.

Por otra parte, recordemos que si fueron 12 alumnos en el pre-test, y 16 en el post-test los



332 Experimentacion de una Unidad de Enseflanza

que dieron la férmula correcta del 4rea, sélo 9 y 12 de ellos respectivamente han sabido
utilizarla en el ftem 2.5, y sélo 5 y 8, respectivamente, han manifestado comprender que el
drea del tridngulo depende de su base y su altura, en el ftem 2.22. Lo que viene a confirmar
que el conocimiento de la férmula no es garantia de que los alumnos sepan cudndo y cémo
utilizarla, y ni mucho menos que comprendan su significado.

La leve mejorfa observada en los alumnos, en cuanto al conocimiento, uso y comprensién
de la férmula del 4rea del tridngulo como consecuencia de su aparicion esporddica en alguna
de las actividades de la unidad diddctica, pone de manifiesto la necesidad de realizar un
estudio especifico y adecuado de las férmulas con el fin de que los alumnos alcancen, ademds
de su conocimiento, un uso comprensivo de ellas.

También es interesante observar la apreciable disminucién del mimero de alumnos que en el
ftem 2.5 no utilizan ya su percepcién visual para emitir un juicio sobre las 4reas de los
tridngulos. Este comportamiento pensamos que estd motivado porque un mayor nimero de
alumnos estdn en disposicién de calcular el 4rea de los tridngulos. Sin embargo, este cambio
no se ha experimentado en el ftem 2.22, porque pensamos que los alumnos todavia estdn
lejos de comprender que el drea del tridngulo depende de su base y su altura, lo que les
conduce a utilizar, entre otros, este tipo de razonamiento.

Por lo que respecta a la relacion entre el 4rea de un tridngulo y el rectdngulo de igual base
y altura que lo contiene podemos afirmar que en el post-test se ha observado un aumento
muy significativo del niimero de alumnos que han sido capaces de analizar la relacién entre
las dreas de las dos superficies antes de "lanzarse" a un proceso de cdlculo, como asf lo
muestran los datos de la tabla siguiente, referentes al tipo de procedimiento utilizado por los
alumnos en el item 2,13.

El tipo de procedimientos utilizados por los estudiantes fueron:

A) Determinacion del drea del tridngulo a partir del drea del rectingulo, estableciendo la
relacion existente entre el drea de estos dos poligonos.

B) Cdlculo del drea del tridngulo aplicando su férmula, determinada la longitud de su base
y su altura.

C) Cdlculo incorrecto del 4rea del tridngulo, ocasionado por una determinacién errénea
de sus dimensiones o por un error de cdlculo.

D) Otras respuestas incorrectas.

procedimientos correctos procedimientos incorrectos
1o contesta
A B C D
pre-test 7 5 3 1 8
post-test 21 2 1 0 0

Tabla 71. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el {tem 2.13, y alumnos que lo dejan en blanco.
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En el post-test se observa que todos los alumnos del grupo excepto uno han sabido
determinar el drea del tridngulo, estableciendo la practica totalidad de ellos la relacién entre
el drea del tridngulo y rectdngulo. Pensamos que este claro cambio de proceder detectado en
los alumnos estd ocasionado por la familiarizacién que han adquirido durante la secuencia
de ensefianza con tareas de comparacién de dreas, utilizando procedimientos geométricos, y
por los efectos que ha podido ocasionar la Actividad 33, donde se trabaja la relacién entre
el drea del tridngulo y el rectdngulo de igual base y altura que lo contiene.

Conclusiones mis relevantes del estudio sobre el conocimiento que los alumnos poseen
sobre algunas férmulas para el cdlculo de dreas

Tras la experimentacién:

- Se ha producido un aumento del nimero de alumnos que conocen las férmulas para el
célculo del 4drea y la préctica erradicacién de los errores del tipo, identificacién errénea
de alguno de los elementos de la figura, cdlculo del perfmetro en lugar del drea, y
producto de las tres dimensiones lineales dadas del tridngulo y paralelogramo. Todo ello
como consecuencia de un uso ocasional de las férmulas durante la ensefianza de la unidad
diddctica, propiciado por los alumnos.

- Se ha producido un ligero aumento del niimero de alumnos que conociendo las férmulas
las utilizan correctamente, y comprenden su significado, representando estos wltimos un
porcentaje muy bajo del total de alumnos.

- Se ha constatado que el conocimiento y correcta aplicacién de una férmula no lleva
necesariamente asociada la comprensién de su significado. Hecho este ya detectado y
comentado en el apartado 3.4.7.

- Se confirma la necesidad de una ensefianza especifica y adecuada de las formulas del 4rea,
para que los alumnos hagan un uso comprensive de ellas.

- Se observa que los procedimientos geométricos utilizados en las tareas de comparacién de
dreas realizadas durante la secuencia de ensefianza han favorecido la reflexién en los
alumnos sobre 1a relacién existente entre las dreas de dos superficies. Ello ha propiciado
un aumento muy significativo del nimero de alumnos que han establecido correctamente
la relacién que existe entre el drea del tridngulo y del rectdngulo que lo contiene de igual
base y altura.

- Se confirma que la comparacién del drea de dos tridngulos en un contexto geométrico
requiere de razonamientos de mayor nivel que la planteada en un contexto numérico.
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4.5.8. PAPEL DE LA PERCEPCION VISUAL EN TAREAS DE COMPARACION
DE AREAS

Los datos de la Tabla 70 sobre el tipo de razonamientos utilizados por los alumnos en la
comparacién del 4drea de los dos tridngulos en los itemes 2.5 y 2.22, y como ya comentamos
entonces plasman una apreciable disminucion, en el post-test, del nimero de alumnos que
recurren a su percepeion visual.

Por otra parte el estudio comparativo del tipo de respuestas dadas por los alumnos en €l pre
y post-test en el ftem 2,1, donde se les pedia a los alumnos que compararan el 4rea de dos
superficies no poligonales, muestra en el post-test un cierto abandono por parte de los
alumnos del uso de la percepcidn visual como procedimiento vélido para la comparacién de
dreas, pues en el pre-test 11 alumnos (45'8%) asi actuaron frente a los 7 (29°2%) que lo
hicieron en el post-test. El resto de los alumnos afirmaron no poder emitir ningtn juicio por
no disponer de los datos necesarios para ello.

Pensamos que las tareas de comparacién de dreas abordadas en la unidad de ensefianza han
propiciado la no utilizacién de la percepcion visual por parte de algunos alumnos al dotarles
de procedimientos alternativos y familiarizarles con situaciones diversas. Ahora bien, aunque
se ha detectado una mejorfa, el hecho de no haber conseguido erradicar en los estudiantes
la consideracién de la percepcién visual como procedimiento védlido para comparar 4reas,
pone de manifiesto la fuerza con la que ésta estd arraigada en algunos alumnos.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre el papel de la percepcién visual en
tareas de comparacién de dreas

Tras la experimentacion:

- Se observa que la formaci6n general adquirida sobre el concepto de édrea por los alumnos
ha provocado una disminucién en el nimero de alumnos que se¢ dejan guiar por su
apreciacién visual para opinar sobre el 4rea de una superficie, pero todavia existe un 30%
aproximadamente de los alumnos que recurren a ella en determinadas ocasiones.

- Se produce una disminucidn significativa del uso de este procedimiento por parte de los
alumnos cuando éstos han dispuesto de los procedimientos alternativos adecuados para
abordar el estudio planteado. Ello nos lleva a pensar que para poder erradicar el uso
inadecuado por los alumnos de su percepcién visual como herramienta de razonamiento
es necesario proporcionarles una buena y amplia formacién especifica en los distintos
procedimientos de cdlculo y comparacién de dreas, adecuados para ser utilizados en cada
situacién problema.
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4.5.9. RELACION ENTRE EL AREA DE UN ROMBO, PARALELOGRAMO Y
TRAPECIO CON LA DE UN RECTANGULO

Recordemos que para este estudio se incluyeron en el test los ftemes 2.26, 2.27 y 2.28. Sin
embargo, en el pre-test y con objeto de acortar su resolucién sélo se les present§ a los
alumnos el item 2.28. Este item fue escogido porque el andlisis de las respuestas dadas por
los alumnos de la muestra y presentado en el apartado 3.4.10. mostré que era mds sencillo
que el ftem 2.26, y mds dificil que el 2.27, Es por ello que no disponemos de datos sobre
el comportamiento de los alumnos en los ftemes 2.26 y 2.27 antes de la secuencia de
enseflanza, y por lo tanto centramos el estudio en las respuestas dadas por los alumnos en
el ftem 2.28.

La siguiente tabla muestra el nimero de alumnos que dio una respuesta correcta o incorrecta
en el item 2.28, o lo dejé en blanco.

respuesta correcta respuesta incorrecta no contesta
pre-test 9 (37'5%) 11 (45'8%) 4 (16'7%)
post-test 19 (79°2%) 3(12'5%) 2 (8'3%)

Tabla 72, Alumnos que dan la respuesta correcta o incorrecta en el item 2.28, o lo dejan en blanco.

En los alumnos que abordaron la construccién del rectdngulo de igual drea que €l trapecio
dado observamos comportamientos diferenciados, que hemos agrupado en los tres tipos que
se muestran a continuacién. Los datos correspondientes a esta informacién se muestran en
la Tabla 73.

A) Construyen el rectdngulo estableciendo la relacién entre las dreas de los dos
cuadrildteros, ayudados del procedimiento geométrico de recorte y pegado por
complementariedad de formas.

B) Construyen el rectingulo, mediante un procedimiento netamente numérico consistente
en la aplicacion de las férmulas del drea del trapecio y rectdngulo.

C) No justifican su construccion.

uso del recorte y pegado | plican directamente las no justifican su
por complementariedad férmulas respuesta
de formas
pre-test 13 1 6
_ post-test 20 0 2

Tabla 73. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 2.28.
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Se observa un aumento considerable en el post-test del nimero de alumnos que construyen
un rectangulo de igual drea que el trapecio dado. Construccién que consiguieron los alumnos
utilizando el procedimiento geométrico de recorte en piezas y su posterior reconfiguracién
por complementariedad de formas, no registrdndose ningin alumno que intentara la
construccién del rectdngulo a partir de las férmulas del 4rea.

Pensamos que los cambios detectados en el modo de proceder de los alumnos en el item 2.28
estdn ocasionados por la habilidad adquirida por ellos durante la experimentacién en el uso
de procedimientos geométricos, pero desconocemos hasta qué punto estos alumnos asocian
la relacién que ellos mismos establecen de forma geométrica entre las dreas del rectdnguio
y trapecio con las formulas para el cdlculo de su drea. Como ya hemos comentado a lo largo
de esta seccién 4.5. no fue posible abordar en la secuencia de enseflanza actividades que
justificaran la férmulas de 4rea de los poligonos m4s elementales. Por lo tanto, creemos que
no se debe asociar el éxito alcanzado por los estudiantes en este ftem con una mejora en el
conocimiento o comprension de la férmula para el cdlculo del drea del trapecio.

Podemos afiadir como informacién adicional que los ftemes 2.26 y 2.27 fueron resueltos en
el post-test por la totalidad de los alumnos, consiguiendo el rectdngulo correcto en cada item
17 y 20 alumnos respectivamente. El procedimiento utilizado por estos alumnos para la
construccién de un rectdngulo de igual drea que un rombo y un paralelogramo dados fue el
mismo procedimiento geométrico empleado por ellos en el item 2.28.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre la relacién entre el drea de un rombo,
paralelogramo y trapecio con la de un rectingulo

Tras al experimentacion:

- Aproximadamente el 80% de los alumnos, en el post-test, logran construir mediante un
procedimiento geométrico un rectdngulo de igual drea que el rombo, paralelogramo y
trapecio dado.

- Se constata que las tareas de comparacidn de dreas planteadas en un contexto geométrico
en la secuencia de ensefianza han dotado a los alumnos de procedimientos geométricos,
y les han familiarizado con situaciones diversas que les han permitido establecer relaciones
entre las 4reas de dos superficies en un contexto numérico mediante procedimientos
geométricos.

4.5.10. PROCEDIMIENTOS UTILIZADOS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
Recordemos que los problemas a estudio corresponden a los itemes 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7

y 1.8 del test, cuyas caracterfsticas ya fueron descritas y comentadas en el capitulo 3 de esta
memoria, concretamente en el apartado 3.4.11.
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En esta ocasién nuestro interés ha estado centrado en el estudio de los posibles cambios
producidos en el modo de proceder de los alumnos en la resolucién de cada uno de estos
problemas. Para ello y para cada problema hemos confeccionado una tabla donde se expone
de forma resumida el tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el pre y post-test.

Al igual que hicimos en el apartado 3.4.11. hemos empleado las mismas letras para
identificar aquellos tipos de procedimientos que se repiten en la resolucién de los distintos
problemas. Concretamente hemos utilizado:

C: para el conteo de los cuadrados contenidos en la superficie,

G: para los procedimientos geométricos, o numéricos simplificados por el uso de un
procedimiento geométrico, y

E: para los procedimientos erréneos no descritos por falta de interés.

Como en cada problema los modos de proceder de los alumnos han sido los mismos que los
descritos en el apartado 3.4.11., utilizaremos las mismas letras que las que allf empleamos
para referirnos al tipo de procedimientos utilizados en cada problema.

ftem 1.3. Cédlculo del 4rea de una superficie no poligonal

Tipo de procedimientos utilizados por los estudiantes para determinar el drea de la superficie
no poligonal del item 1.3;

C) Conteo de los cuadrados contenidos en la superficie.

T) Aproximaciones al drea de la superficie curva mediante el cdlculo del drea de tridngulos
y/o rectdngulos.

E) Otros procedimientos erréneos dificilmente catalogables.

C T E no contesta
pre-test 2 5 2 15
post-test 16 3 0 5

Tabla 74. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el item 1.3, y alumnos que lo dejan en blanco.

Los datos reflejan una clara mejorfa de los resultados en el post-test, tanto porque muestran
que tras la experimentacién una amplia mayoria del grupo afronta la resolucién del {tem a
diferencia de lo ocurrido antes, como porque la préctica totalidad de ellos ha demostrado
considerar la medida del 4rea como el ndimero de cuadrados contenidos en la superficie.
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ftem 1.4. Cédlculo de la longitud del lado de un cuadrado, conocida el drea

Para determinar la longitud del lado del cuadrado los alumnos procedieron del siguiente
modo:

A) SiP=36cm’,1=6cm
A) SiP=36cm’ 1=236/2=18cm
A) SiP=36cm?1=236/4= 9cm
E) Otras respuestas erréneas.

Ay A, A, E no contesta
pre-test 10 8 4 2 0
post-test 20 1 0 3 0

Tahla 75, Tipo de respuestas dadas por los alumnos en el ftem 1.4, y alumnos que lo dejan en blanco.

Es patente la erradicacién del cdlculo erréneo de la longitud del cuadrado al dividir el valor
del 4rea entre cuatro, asf como la prictica desaparicién del ocasionado al dividirlo entre dos.

Creemos que estos resultados vienen a confirmar el andlisis que realizamos en el apartado
4.5.11. de esta memoria, donde exponfamos las causas que segiin nosotros motivan estos dos
tipos de errores, especialmente el (A,) al que asocidbamos a un desconocimiento geométrico,
concretamente al desconocimiento del modo en el que se calcula el drea del cuadrado.
Pensamos que la secuencia de ensefianza ha proporcionado a la prdctica totalidad de los
alumnos la suficiente formacién de tipo geométrico, como tal vez también de tipo aritmético,
para resolver con éxito este cdlculo.

ftem 1.5. Célculo del srea de un cuadrilitero
Los alumnos determinan el 4rea del cuadrildtero:

A) Sumando las dreas de los tridngulos en los que se descompone. El drea de los
tridngulos se calcula aplicando directamente la férmula,

C) Contando el nimero de cuadrados contenidos en el cuadrildtero.

G) Sumando las dreas de los dos tridngulos en los que se descompone, utilizando un
procedimiento geométrico que determina el 4rea de los tridngulos como la mitad del
drea de los rectdngulos de igual base y altura que los contiene.

E) Utilizando otros procedimientos erréneos.
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A (o G E no contesta
pre-test 1 0 1 1 23
post-test 0 12 0 2 10

Tabla 76. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.5, y alumnos que lo dejan en blanco.

Es importante indicar que durante la administracién del post-test constatamos que bastantes
alumnos no emprendian la resolucién del problema porque no comprendfan el enunciado del
mismo. El problema lo causaba el hecho de que el cuadrilitero lo debian construir
representando las coordenadas de los cuatro puntos dados -vértices del cuadrildtero-, y
algunos alumnos manifestaron no saber cémo hacerlo. Asi pues este hecho pudo ser el
causante del elevado nimero de alumnos que dejaron en blanco el {tem, antes que un
desconocimiento de cdmo proceder para determinar el drea del cuadrildtero. En cualquier
caso se aprecia, tras la experimentacion, un aumento considerable del nimero de alumnos
que consiguen calcular el drea del cuadrildtero.

ftem 1.6. Comparacién del drea de dos superficies poligonales
Los estudiantes compararon el drea de las dos superficies:

G) Utilizando el procedimiento geométrico consistente en la descomposicién de la
superficie en piezas. Por G, representamos la descomposicién correcta, y por G;
cualquier descomposicién infructuosa.

N) Realizando razonamientos algebraicos o numéricos que en ningiin caso les permitié
resolver la tarea.

E) Utilizando otros procedimientos erréneos.

G. G, N B no contesta
pre-test 3 0 1 17 3
post-test 17 4 ol 2 1

Tabla 77. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.6, y alumnos que lo dejan en blanco.

Se constata como la secuencia de ensefianza ha proporcionado a los alumnos las herramientas
necesarias para hacer frente a esta actividad. Observandose un claro cambio de actitud en iog
alumnos. Mientras que en el pre-test son 21 los alumnos que no saben como abordar la tarea
son precisamente 21 los que en el post-test sf saben cémo hacerlo.
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ftem 1.7. Célculo del drea de una superficie no poligonal

Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos para el cdlculo del drea de una superficie
no poligonal:

S)

0)
G))

Descomposicidn de la superficie en un semicirculo y dos superficies de la forma

La suma de estas dreas serd el 4rea de la superficie dada.

Conteo de los cuadrados contenidos en la superficie.

Utilizacién del procedimiento geométrico de recorte y encaje por complementariedad
de formas, que reconvierte la superficie no poligonal en un rectdngulo del que resulta
muy sencillo determinar su drea.

E) Otros procedimientos erréneos.
] L5 G, E no contesta
pre-test 0 1 5 6 12
post-test 1 7 14 0 2

Tabla 78. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.7, y alumnos que lo dejan en blanco.

Vemos que la préctica totalidad del grupo ha sabido cémo calcular el 4rea de esta superficie,
pero lo mds interesante es observar que si bien algunos alumnos optaron por el conteo de
unidades cuadradas, la mayorfa lo hizo por el procedimiento geométrico, que consideramos
el mis adecuado, porque permite determinar el drea de la forma mds rdpida y sencilla
posible.

ftem 1.8. Célculo del drea de un rombo inscrito en un recténgulo

Los alumnos determinan el 4rea del rombo:

F) Mediante el uso de la férmula del 4rea del rombo.

R) A partir del drea del rectingulo en el que estd inscrito el rombo y del drea de los
tridngulo resultantes de las distintas descomposiciones que los estudiantes realizan del
rombo.

G) Estableciendo mediante el procedimiento geométrico descrito en el apartado 3.4.11. la
relacion entre el drea del rombo y la del rectdngulo que lo contiene.

E) Utilizando otros procedimientos incorrectos.
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F R G E no contesta
pre-test 2 12 4 4 2
post-test 1 1 20 0 2

Tabla 79. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos en el ftem 1.8, y alumnos que lo dejan en blanco.

Tras la experimentacién se observa en los alumnos un claro abandono de su rutinario
comportamiento de utilizar dnicamente procedimientos numéricos para el cdlculo del 4rea.
Parece que la formacién que han adquirido durante la secuencia de ensefianza les ha llevado
a establecer, mediante un procedimiento geométrico, la relacién entre las dreas de las dos
superficies, y asi determinar el drea del rombo a partir de la del rectdngulo, realizando un
sencillo cdlculo.

Del estudio detenido de estas tablas se observa que tras la ensenanza de la unidad did4ctica
la préactica totalidad de los alumnos no sélo se enfrentan a la resolucién de los cinco
problemas, sino que ademds lo hacen de forma mucho mds centrada y comprensiva, como
asf lo pone de manifiesto la apreciable disminucién del nimero de alumnos que dejaron en
blanco los itemes y de los que utilizaron diversos procedimientos incorrectos carentes de
sentido.

Por otra parte, el elevado nimero de alumnos que en los problemas 1.3 y 1.5 calcularon el
drea de las superficies, procediendo al conteo de los cuadrados contenidos en las respectivas
superficies, pone de manifiesto que los alumnos conocen y comprenden que el drea de una
superficie viene dada por el nimero de unidades de medida que la recubren exactamente, en
este caso cuadrados. Sin embargo, nos alegra comprobar que los alumnos no se han limitado
a contar en todas las ocasiones las unidades contenidas en la superficie, sino que en otros
problemas han sabido utilizar otros procedimientos mds adecuados, como ha sucedido en el
problema 1.7, donde los alumnos mayoritariamente se han ayudado de un procedimiento
geométrico que les ha facilitado calcular el drea de la superficie no poligonal, facil, rdpida
y correctamente.

También nos parece muy importante haber comprobado cémo los alumnos afn en un
problema planteado en un contexto puramente numérico como es el i.8, mayoritariamente
han sabido buscar y establecer mediante un procedimiento geométrico la relacién entre jas
dreas de las dos superficies, rompiendo de ese modo lo que hemos comprobado que es ia
tendencia natural de los alumnos sin una formacién adecuada en el concepto de drea, la de
lanzarse sin reflexién alguna al uso de férmulas para el cdlculo del 4rea.

Estudiado el nimero de alumnos que utilizaron, en el pre y post-test, un procedimiento
correcto en los distintos problemas, datos que se muestran en la siguiente tabla, es manifiesta
la mejora experimentada por los alumnos e resolucién de problemas, ya que el 83’3% de
los alumnos proceden en el post-test de forma correcta en al menos 4 de los seis problemas,
frente al 12°5% que lo hizo en el pre-test.
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0 1 2 3 4 5 6

problemas | problema | problemas | problemas | problemas | problemas | problemas
pre-test 3 4 T 4 2 1 0
post-test 0 0 1 K 3 9 8

Tabla 80. Alumnos que han procedido de forma correctaen 0, 1, 2, 3, 4, 5, 0 en Jos 6 problemas correspondientes
a los (temes 1.3, 1.4, 1.5, 1.6, 1.7 y 1.8.

Realizamos también un estudio comparativo entre los problemas con objeto de determinar si
la dificultad que éstos posefan para los alumnos antes de la secuencia de ensefianza habia
experimentado algiin cambio tras ella. El grado de dificultad de un problema estd asociado
al porcentaje de alumnos que utilizan para su resolucién procedimientos correctos, como ya
comentamos en el apartado 3.4.11. Asi pues calculamos los porcentajes correspondientes a
los alumnos que habfan procedido de forma correcta en cada uno de los problemas, y
ordenamos los problemas de menor a mayor dificultad, como se muestra a continuacion:

pre-test

item 1.8 (75’'0%)
ftem 1.4 (41'7%)
iftem 1.3 (29'2%)
ftem 1.7 (25'0%)
ftem 1.6 (12'5%)
item 1.5 (8’3%)

post-test

ftem 1.8 (91°7%)
ftem 1.7 (91°7%)
item 1.6 (87°5%)
item 1.4 (83’3%)
ftem 1.3 (79°2%)
ftem 1.5 (50°0%)

Por lo tanto parece estar claro que el problema que resulta ser mds asequible a los alumnos
es el correspondiente al item 1.8, y el de mayor dificultad el correspondiente al item 1.5,
aunque creemos que el grado de dificultad de este problema se ha visto incrementado por la
dificultad que su enunciado ha supuesto para estos alumnos.

Observamos cémo tras la ensefianza de la unidad did4ctica, problemas que quedaban fuera
del alcance de los alumnos ahora son abordados adecuadamente por una gran mayoria de
ellos, produciéndose incluso una mejora en aguellos cuyo estudio no ha sido planteado en la
unidad diddctica como es el caso del problema del ftem 1.4.

Ademds del cambio de posicién de los problemas en las dos ordenaciones es interesante
observar cémo las diferencias, bastantes marcadas, entre los porcentajes de cada problema
en el pre-test disminuyen considerablemente en el post-test. Lo que nos permite pensar que

tras la secuencia de ensefianza no existen tipos de problemas con especial dificultad para los
alumnos.

Podemos ampliar la informacién anterior afirmando que no existe ninguna relacién entre el
modo de proceder de los alumnos en cada uno de los problemas antes y después de la
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secuencia de ensefianza, ya que realizado el test de la x* en cada ftem, se obtuvo en cada uno
de ellos un p-valor bastante superior al 0°05.

Conclusiones mds relevantes del estudio sobre los procedimientos utilizados en la
resolucién de problemas

Tras la experimentacion:

- Se ha producido un aumento considerable del mimero de alumnos que proceden de forma
correcta en los distintos problemas.

- Ningun tipo de problema de los planteados queda fuera del alcance de los alumnos.

- Se ha producido un claro abandono del uso de procedimientos puramente numéricos.
Constatdndose cémo los alumnos utilizan procedimientos geométricos atin en problemas
planteados en contextos puramente numéricos para facilitarse el cdlculo del 4rea.

- Los alumnos comprenden que el drea de la superficie viene dada por el nimero de
unidades que recubren exactamente la superficie, en tanto que lo han utilizado de forma
selectiva y adecuada.

- La mayoria de los alumnos ha actuado de forma reflexiva, dado que no siempre han
procedido de igual modo, y han optado en cada caso por los procedimientos mds
apropiados.

4.5.11. CONSERVACION Y/O VARIACION DEL AREA Y/O PERIMETRO DE UNA
SUPERFICIE CUANDO ESTA ES SOMETIDA A DETERMINADAS
TRANSFORMACIONES

Dado que los alumnos procedieron en la resolucién del {tem 2.22 y 2.23, tanto en el pre-test
como en el post-test, de forma similar a como lo hicieran los alumnos de la muestra, no
describiremos en este apartado los procedimientos utilizados por los alumnos, ya que ya
fueron mostrados con detalle en el apartado 3.4.12., sino que analizaremos los posibles
cambios producidos en el modo de afrontar los alumnos el estudio de las dos
transformaciones planteadas, y el estudio de la relacién que habitualmente establecen entre
el 4rea y el perimetro de una superficie.

Al igual a como ya lo hicimos en el apartado 3.4.12., y como consecuencia de que los
alumnos utilizaron el mismo tipo de procedimientos para comparar el 4rea y el perfmetro de
los tridngulos y de los paralelogramos, realizaremos primero el andlisis simultdneo de los
resultados procedentes del estudio del drea del item 2.22 y 2.23, y posteriormente el del
perimetro. Finalmente procederemos a un estudio comparativo entre el modo proceder de los
alumnos en el caso del drea y del perimetro.
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Hemos utilizado las mismas letras que las empleadas en 3.4.12. para identificar los tipos de
procedimientos empleados por los alumnos en el estudio del drea y el perimetro en el ftem
2.22 y 2.23, con objeto de poder consultar este apartado si se desea disponer de mayor
informacién acerca de sus caracteristicas.

Estudio del drea

A continuacién relacionamos los distintos procedimientos utilizados por los alumnos para
emitir un juicio sobre las dreas de los dos tridngulos del ftem 2.22, y de los dos
paralelogramos del tem 2.23.

A) Comparan las bases y alturas de los respectivos poligonos.

En el pre-test algunos alumnos identificaron incorrectamente la altura de uno o de los
dos tridngulos y/o paralelogramos. Este error no fue cometido por ningiin alumno en
el post-test.

B) Se dejan guiar por su percepcion visual.

C) Extienden la variacién sufrida por el perimetro al 4rea. Ello se recoge en las
implicaciones siguientes: "un mayor perimetro lleva consigo una mayor 4rea” en el
caso del tridngulo e “igual perfmetro lleva consigo igual drea” en el caso del
paralelogramo.

D) Estiman el drea mediante un procedimiento geométrico, consistente en comparar los
“trozos" en los que los alumnos descomponen los dos tridngulos o los dos
paralelogramos.

E) Afirman no poder emitir un juicio sobre las dreas de las dos superficies por no
disponer de los datos necesarios para ello.

F) Utilizan otros procedimientos incorrectos dificiles de catalogar.

En la siguiente tabla se muestra la distribucién de los alumnos en los distintos tipos de
procedimientos.

A (comperan lay bases i B {wiifizan la percapsida C {=xtlenden o variachin 7 {mnpatanioy (nsqt E {afirman no disponer de R (u.l.lh-:un
sdliaraa) visusly dat perimeis al drea) en los que descomponen procedimicntos

4 dal i )
las superficies) Lo ey oo ) incorrectos)

irAngule persdelog. rifingnle

Ielog, g paralelog. tridngulo parael idngul panalclog. tridngulo panalelog.

pre-test 5 2 4 16 I o o 0 7 o 6 [

post-test 1 1 3 12 0 1 1 2 3 2 5 2

Tabla 81. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos para comparar el drea en el item 2.22 y 2.23.
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Es importante advertir que el nimero de alumnos que argumentd su eleccidn no coincide con
el total de los que si respondieron a estos dos ftemes, ya que algunos de los alumnos
emitieron un juicio sobre el drea de las distintas superficies, pero no lo justificaron.
Concretamente sélo un alumno en el pre-test y otro en el post-test dejé en blanco el estudio
del 4rea del paralelogramo y tridngulo respectivamente.

De todos estos datos se comprueba que no existen grandes diferencias en el modo de
proceder de los alumnos antes y después de la experimentacién, tanto en lo que respecta al
estudio del drea en la transformacién sufrida por el tridngulo, como por el paralelogramo.
La préctica totalidad de los alumnos no ha sabido como analizar el 4rea de los poligonos y
ha empleado, tanto en el pre-test como en el post-test, procedimientos basados en
razonamientos incorrectos o inconsistentes. Estos resultados nos parecen razonables en tanto
que en la unidad didéctica no se habia abordado ninguna actividad que tuviera por objeto
analizar las posibles variaciones sufridas por el drea de una superficie cuando ésta
experimenta determinadas transformaciones en un contexto geométrico, requiriendose para
ello del conocimiento y comprensién de las férmulas para el cdlculo del drea del tridngulo
y paralelogramo. Sin embargo, desconociamos el efecto que podria tener el estudio de la
férmula del drea del tridngulo planteado en la Actividad 33, en el andlisis del drea de los
tridngulos en el ftem 2.22, comprobando que la incidencia ha sido minima.

Cabe destacar ¢l elevado nimero de alumnos que opinan sobre el drea de los tridngulos y
especialmente de los paralelogramos, dejindose guiar por su percepcién visual. Asi pues
parece que se confirma que los alumnos ante la carencia de los conocimientos necesarios para
abordar la resolucién de una tarea se dejan guiar por una apreciacion visual.

Se aprecia una ligerfsima incidencia de los métodos geométricos empleados durante la
enseflanza de la unidad dididctica en los alumnos que en el post-test utilizaron el
procedimiento geométrico de recorte y pegado para poder opinar sobre el drea de las
superficies.

Todo ello evidencia que la unidad diddctica no ha proporcionado a los alumnos los
conocimientos necesarios para afrontar con €xito esta tarea. Estd claro que sélo cuando los
alumnos conozcan los elementos de los que depende el drea de un poligono podrdn utilizar
el razonamiento adecuado para comparar el drea de dos superficies poligonales en un
contexto geométrico. Este conocimiento sélo se podréd lograr con un estudio especifico, en
el que las transformaciones a las que se sometan las superficies, juegan un papel fundamental
ya que obligan a razonar sobre las posibles variaciones que puede experimentar el drea
observando las posibles variaciones que sufren los elementos de los poligonos de los que
depende el drea.

Estudio del perimetro

Para emitir un juicio sobre los perimetros de las superficies en el item 2.22 y 2.23, los
alumnos:
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A) Comparan las longitudes de los lados de los tridngulos o paralelogramos.

B) Se dejan guiar por su percepcién visual.

C) Extienden la variacién sufrida por el drea al perfmetro. Registrdndose dos implicaciones
distintas que pueden resumirse de la siguiente forma: “igual drea lleva consigo un
perfmetro igual" en el caso del tridngulo y "mayor/menor drea lleva consigo
mayor/menor perfmetro” en el caso del paralelogramo.

D) Afirman no poder responder a esta pregunta por desconocer €l significado del concepto
"perimetro”.

E) Manifiestan no poder emitir un juicio sobre los perimetros por no disponer de los datos
necesarios para ello.

F) Utilizan otros procedimientos incorrectos dificiles de catalogar.

Los datos correspondientes a la distribucién de los alumnos en los procedimientos anteriores
se muestran en la siguiente tabla.

A feompanan la B {unllizan la percepcidn © fextbenden Is varizcits I {aftemnan mo conocer €] E (afirman no disponerde | F (ulilizan procedimicatos
longaudes de kot tadoa) wisuall del drea al perimatm) mignificada del perimetro) los datos pecesarios) incarrectog)
wifrguis | paralelog. ifapi paralelog. | uidngulo lelog iéngul paralelog. | tddngulo | panalelog.

pre<e, 12 4 a 13 L] ' [+] 0 4 Q 4 1

pous-est i 9 i 7 o ¢ ] i} o ] 3 3

Tabla 82. Tipo de procedimientos utilizados por los alumnos para comparar los perimetros en el item 2.22 y 2.23.

Tampoco esta vez el nimero de alumnos que argumenta su respuesta coincide con el niimero
de alumnos que emite una opinién sobre los perimetros en cada caso, ya que no todos los
estudiantes que responden, justifican su respuesta. Podemos aportar que mientras que en el
pre-test dos alumnos dejan en blanco este estudio en el tridngulo y otros dos en el
paralelogramo, en el post-test todos los alumnos emitieron una opinién sobre el perimetro
en los dos casos.

En esta ocasion sf se aprecia una mejora en el tipo de respuestas dadas por los alumnos, ya
que aumenta el nimero de estudiantes que para comparar los perimetros de las superficies
poligonales se refieren a la longitud de sus lados. Lo que nos hace pensar que la secuencia
de ensefianza ha propiciado un aumento del conocimiento y comprensién del concepto
"perimetro”, aunque que no ha resultado lo suficientemente significativo como esperdbamos,
especialmente en el caso del paralelogramo.
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Por otra parte se confirma que ¢l estudio del perimetro de dos poligonos resulta m4s sencillo
a los alumnos que el del 4rea.

Estudio comparativo entre el drea y el perimetro

En el estudio efectuado en el apartado 3.4.12. detectamos la existencia de una dependencia
entre las elecciones realizadas por los alumnos en el caso del drea y las realizadas en el caso
del perimetro, tanto en el item 2.22 como en el 2.23. Ello nos lleva a estudiar si también en
esta ocasidn los alumnos ligan sus respuestas del drea a las del perimetro y/o viceversa, antes
y después de la secuencia de ensefianza, y asi poder valorar el efecto de ésta.

Para ello realizamos el test de la x* para comprobar si las variables categdricas que
representaban la eleccién realizada por cada alumno en el drea y el perimetro en cada ftem
eran o no independientes. Los p-valores obtenidos fueron los siguientes:

tridngulo (item 2.22) paralelogramo (item 2.23)
pre-test p = 0"0B566 p = 0°00480 (**)
post-test p = 060176 p = 0'30796

Tabla 83. p-valores correspondientes al estudio de la existencia de una posible relacidn entre la eleccidn realizada
por los alumnos en el 4rea y en el perimetro en el ftem 2.22 y 2.23.

Los p-valores obtenidos del andlisis de las respuestas dadas en el pre-test por los alumnos
ponen de manifiesto la existencia de una dependencia entre la eleccién realizada en el drea
y en el perimetro. Aunque en el caso del tridngulo ¢! p-valor no haya resultado inferior al
0’05, creemos que su valor denota una cierta tendencia en los alumnos a relacionar el drea
con el perfmetro. Las relaciones producidas entre el drea y el perimetro en el caso del
tridngulo y paralelogramo han sido del tipo de las ya descritas en el apartado 3.4.12.

Si bien no son fiables los valores de los niveles de significacién resultantes de este contraste
de hip6tesis por el reducido nimero de casos estudiados, sf nos advierten de la tendencia,
tras la experimentacién, de un claro alejamiento de los alumnos a relacionar su eleccién del
drea con la del perimetro. Ello nos hace pensar que la secuencia de ensefianza ha cumplido
con uno de sus principales objetivos, que los estudiantes comprendieran la independencia que
existe entre estas dos caracteristicas de una superficie.
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Conclusiones mds relevantes del estudio sobre conservacién y/o variacién del drea y/o

perimetro de una superficie cuando ésta es sometida a determinadas
transformaciones

Tras la experimentacion:

Se observa que el andlisis de Ia conservacién y/o variacién del 4rea de una superficie
sometida a una determinada transformacién, como son las dos aqui a estudio, sigue
resultando de gran dificultad a los alumnos, y creemos que queda fuera del alcance de los
estudiantes mientras que éstos no realicen un estudio comprensivo de las férmulas para
el cdlculo de dreas, que les permita conocer y comprender de qué elementos en cada
superficie depende su 4rea.

Se ha comprobado que el estudio comprensivo de las férmulas para el cdlculo de dreas
debe enmarcarse en situaciones diversas, especialmente en transformaciones planteadas
en contextos geométricos donde los alumnos se ven obligados a analizar las posibles
variaciones del drea de una superficie, estudiando los posibles cambios sufridos por los
elementos de ésta.

Que el estudio de la transformacién del paralelogramo, consistente en el abatimiento del
lado paralelo a la base, ha supuesto mayor dificultad que el estudio de la transformacién
del tridngulo, consistente en el deslizamiento de un vértice sobre una linea paralela a la
base.

Una mejora considerable en los alumnos del conocimiento del concepto "perimetro”.
Una ruptura en la fuerte relacién que los alumnos establecen entre el drea y el perimetro

de una superficie, con claros indicios de la existencia de una comprensién por parte de
los alumnos de la independencia entre estas dos propiedades de una superficie.

4.6. CONCLUSIONES DE LA EXPERIMENTACION

Ademds de las conclusiones especificas extrafdas de los estudios de cada uno de los aspectos
del drea considerados y ya expuestas en la seccién 4.5., deseamos aportar algunas
conclusiones de cardcter general:

Creemos que la unidad de ensefianza ha permitido a los alumnos disociar el 4rea de la
forma de la superficie y del nimero que la mide.

Si bien no todos los alumnos del grupo, si una amplia mayoria de ellos ha llegado, tras
la experimentacién, a disociar el drea del perimetro de la superficie. Sin embargo, el
hecho de no haberlo conseguido todos pone de manifiesto la fuerza con la que estd
arraigada la relaci6n entre el 4rea y el perfmetro en los alumnos.
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- El estudio cualitativo del 4rea ha propiciado en los alumnos el uso adecuado de
procedimientos geométricos en contextos numéricos, simplificando el procedimiento
numérico necesario para cuantificar el drea.

- A pesar de haberse trabajado durante la unidad de ensefianza la interpretacién geométrica
del 4rea y la numérica como el nimero de unidades que recubren la superficie, y estar
convencidos de que los alumnos han comprendido las dos, la totalidad de los alumnos,
excepto uno, cuando se refieren al 4rea, tras la experimentacién, lo hacen como porcién
de plano ocupado por una superficie.

- Los alumnos se familiarizan rdpidamente con los procedimientos geométricos basados
tanto en una comparacién directa como indirecta de las superficies. En ocasiones han
demostrado su dominio utilizando razonamientos basados en descomposiciones vy
reconfiguraciones por complementariedad de formas realmente ingeniosas.

- Para los alumnos no supone ninguna dificultad proceder a la medida del drea de una
superficie utilizando unidades bidimensionales diferentes. Ello les conduce inmediatamente
a comprender que al drea de una superficie le pueden corresponder nimeros distintos
seglin la unidad de medida empleada.

- Del andlisis de las respuestas dadas por los estudiantes antes y después de la secuencia de
ensefianza hemos comprobado que tras la experimentacién los alumnos poseen un mayor
conocimiento de los distintos aspectos del drea estudiados, y una mayor capacidad de
hacer frente con correccién a distintas situaciones problemas de forma comprensiva.

- Los distintos aspectos del drea y conceptos estudiados en la unidad diddctica no han tenido
una repercusidén significativa fuera de lo que representa su propio campo de accién. Es
decir, los aspectos del 4rea, como por ejemplo el cardcter bidimensional, que no han sido
objeto de estudio de la unidad de ensefianza no se han visto beneficiados por ésta. Elio
viene a confirmar la necesidad de tratamientos especificos en la ensenanza para ampliar
los conocimientos y rectificar errores.

- Para que los alumnos puedan abordar significativamente, en un contexto geométrico, el
estudio comparativo del 4rea de dos superficies -donde los procedimientos geométricos
estudiados en la unidad de ensefianza se muestran insuficientes-, o analizar las posibles
variaciones que puede sufrir el drea de una superficie cuando es sometida a determinadas
transformaciones, es necesario que éstos realicen un uso comprensivo de las férmulas del
drea, es decir, que sean conocedores de los elementos de los que depende el drea de una
determinada superficie, y sean capaces de analizar las posibles variaciones de estos
elementos. Por lo tanto, si queremos hacer frente a tareas cuya resolucién precisa de
razonamientos de nivel superior al requerido por las actividades de la unidad didactica es
necesario abordar en la ensefianza del drea el estudio de ias férmulas.






CONCLUSIONES

En cada uno de los capitulos de la presente memoria se ha presentando de diferente modo
las conclusiones correspondientes a las distintas etapas del estudio realizado. En particular
en los capftulos 3 y 4 donde el nimero de resultados obtenidos fue muy elevado, se considerd
oportuno dedicar una seccion especifica a las conclusiones m4s importantes. Finalizada la
exposicién del estudio creemos interesante relacionar los resultados de cardcter general mds
relevantes como conclusiones globales del trabajo realizado, indicando la parte del estudio
al que corresponde.

Investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje del drea

Todos los investigadores que han realizado algiin tipo de estudjo sobre el drea
coinciden en llamar la atencién sobre el elevado grado de incomprensién de este
concepto por parte de los alumnos, y en considerar como causa fundamental de ello la
insuficiente dedicacion y el incorrecto modo en el que se realiza su ensefianza.

Andlisis didactico del concepto de 4rea

El andlisis diddctico realizado indica que para el logro de un adecuado proceso de
ensefianza-aprendizaje de este concepto es necesario abordar la ensefianza progresiva
de las diferentes manifestaciones (a las que a lo largo de esta memoria nos hemos
referido como interpretaciones) del drea:

a)  El drea como parte (cantidad) del plano ocupado por la superficie.

b)  El drea como magnitud auténoma.

¢) El 4drea como nimero de unidades que recubren la superficie.

d) El drea como el limite de ia suma de dreas de poligonos.

e} El drea como producto de dos dimensiones lineales.

f)  El 4rea como aplicacién que asocia a cada regién del plano un nimero real
positivo.

El conjunto de todas ellas constituye en definitiva €l concepto de 4rea.

Dos de estas manifestaciones se recogen en partes distintas de la Matemdtica como
definiciones del drea, concretamente la (d) en Cdlculo Integral, y la (f) en la Teoria de
la Medida. Por ello, identificamos el concepto matemdtico de 4rea con cualquiera de
estas dos definiciones o con las dos simultdneamente.
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La complejidad que posee dicho concepto matemdtico de drea impide que pueda ser
estudiado en los niveles de primaria y secundaria obligatoria.

La ensefianza del drea deberfa centrarse en el estudio de procedimientos para comparar
y medir dreas de superficies planas. El andlisis de las caracteristicas de los distintos
tipos de procedimientos, con las dificultades que éstos encierran, y de los
conocimientos que requieren para ser utilizados de forma comprensiva, serd el que
determine en qué niveles educativos y de qué forma pueden abordarse cada uno de
ellos.

Teniendo en cuenta el gran nimero y la diversidad de las manifestaciones del drea se
puede comprender la pobreza de los conocimientos que poseen los alumnos sobre este
concepto, ya que el tratamiento habitual que recibe el drea en la ensefianza estd
limitado en el nivel de primaria al estudio de las férmulas para el cdlculo de dreas, y
en secundaria post-obligatoria (bachilleratos) al estudio de la Integral de Riemann,
como método de célculo.

De igual modo se puede entender la manifiesta incomprensién que poseen en general
los alumnos sobre las férmulas para el cdlculo de dreas, ya que comprender el drea
como producto de dos dimensiones lineales, requiere una madurez mental y una
formacién matemdtica especifica que no poseen los estudiantes cuando éstas les son
presentadas. Concretamente los alumnos, antes de estudiar las férmulas, deberian estar
familiarizados con las manifestaciones del drea como la cantidad de espacio ocupado
por una regién, como magnitud auténoma y como niimero de unidades que recubren
la superficie.

Etapa diagnéstica

Los resultados del test han puesto de manifiesto a existencia de un elevado nimero de
alumnos de todos los niveles educativos que no comprenden las férmulas para el
cdlculo de dreas, lo que les impide la resolucién correcta de cualquier tarea que
requiera del uso comprensivo de ellas. Hemos constatado que la ensefianza recibida
sélo les permite, y no a todos, aplicar estas férmulas de forma rutinaria. También
hemos comprobado que las tareas que habitualmente se proponen durante la ensefianza
del 4rea, y que en su mayorfa se plantean como una aplicacién directa de una férmula
no favorecen en ningin caso el aprendizaje del concepto, y no constituyen ninguna
medida del grado de comprensién que poseen los alumnos del mismo.

El insuficiente y deficiente tratamiento que recibe el 4rea normalmente en la ensenanza
obstaculiza la comprensién del concepto al conducir a los alumnos a asociar el drea con
una unica de sus manifestaciones (férmulas de cdlculo), y provoca errores
conceptuales, algunos de ellos dificiles de corregir posteriormente, como por ejiemplo,
el que conduce a los alumnos a establecer una fuerte relacién entre el drea y el
perimetro de una misma superficie.
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Conclusiones

* El andlisis de las respuestas dadas por los alumnos en el test ha permitido comprobar

que en general la prictica totalidad de los estudiantes, independientemente del nivel al
que pertenecen conocen el significado del término 4rea de una superficie plana en el
sentido siguiente: dibujada cualquier superficie plana y preguntado el alumno por lo
que él entiende por drea, sefialard y rayard inmediatamente el interior de la superficie.
También se ha comprobado que la principal causa de los errores que cometen los
estudiantes de los niveles de primaria y secundaria es su casi total desconocimiento
acerca de los diversos procedimientos para el cdlculo y comparacién de 4reas.

Los resultados del test han permitido constatar que el grado de conocimiento y
comprension de los aspectos estudiados del drea, que poseen los alumnos de los
distintos niveles educativos y en particular los de 3° de la Escuela de Magisterio (3°
E.M.) y 5° de la Facultad de Matemdticas (5° F.M.) es insuficiente y en algin caso
deficiente (ver seccién 3.5.). Para nosotros esto es un hecho preocupante, ya que la
incomprensién se transmite, y serdn los alumnos de estos dos cursos los responsables,
en un futuro, de ensefiar el drea a los también futuros estudiantes. Dado que la
ensefianza del 4drea deberfa iniciarse en el nivel de primaria es muy preocupante la
deficiente formacion que han demostrado tener los futuros profesores (3° E.M.) de este
nivel educativo, que han obtenido incluso, resultados inferiores a los de los estudiantes
del Curso de Orientacién Universitaria de la especialidad de ciencias (C.0.U.-C.)

Experimentacién de una unidad de enseiianza

Creemos que la unidad de ensefianza dirigida a los alumnos de secundaria (15-16 afios)
ha cumplido con los objetivos generales para los que fue disefiada: corregir algunos de
los errores detectados en los estudiantes de este nivel y dotarles de algiin conocimiento
sobre procedimientos geométricos.

El comportamiento observado en los alumnos antes, durante y después de la
experimentacidn ratifica el interés que tiene presentar el 4rea como magnitud auténoma,
es decir, disociada de la forma de la superficie y del nimero que la mide, ya que por
un lado ayuda a evitar confusiones entre el 4rea y otras propiedades de la superficie
como son la forma e indirectamente el perimetro, y por otro porque colabora en la
comprensién del significado de la unidad de medida, y en consecuencia con el de
medida de drea, entendida como un proceso de comparacién entre dos superficies.

La facilidad con la que los alumnos se han familiarizado durante la experimentacién
con los procedimientos geométricos estudiados en la unidad de ensefianza permite
pensar en la viabilidad de trabajarlos en el nivel de primaria.

Si bien como ya hemos comentado anteriormente el objetivo de la ensefianza del drea
no debe limitarse al estudio de las férmulas, la experimentacién ha demostrado que su
conocimiento es necesario para poder realizar con éxito y comprensién tareas de
comparacion de dreas, planteadas en un contexto geométrico, en las que no es posible
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Anexo 1

Test



TEST 1. AREA DE SUPERFICIE PLANAS.

--------------

1. Qué es para ti el 4rea de una superficie plana?

VA Calcula:

2.1 El1 4rea del rectangulo
3 um

5 un
2.2 el Area del circulo
2.3 el Area del triangulo
5um
3um
'+ Cm

test 1. , 1



2.4 el 4rea del paralelogramo \\
R 3unm

3. Calcula el Area de la zona sombreada:
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4, Sabiendo que el 4rea de un cuadrado es de 36 cmh scual
es la longitud de sus lados?

test 1. 2



5.

Encuentra el A4rea del cuadrilatero de la figura.

Realiza sobre la figura cualquier indicacién que te
ayude a determinar el 4rea, y permita conocer el
procedimiento que has utilizado para ello.

6.

¢La parte sombreada es la mitad del recténgulo?. Razdnalo.

_

test 1.



Encuentra el 4rea de la zona sombreada.

\
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8. Encuentra el a4rea de la zona sombreada.

4o >

test 1.



TEST 2. EL CONCEPTO DE AREA.

-----------------------------------------------

------------------------------------------------------------

-------------------------------

Centro escolar

--------------------------------------------------

Ultimo curso en el que estudiaste este concepto

----------------

q Observa detenidamente las superficies que se te presentan.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

1.1 La superficie A tiene mayor area que la B

-------------

1.2 La superficie A tiene menor 4rea que la B

.............

1.3 Las superficies Ay B tienen igual 4rea ...............

1.4 No puedes decir si una tiene mayor area que la otra...

Da una razén para tu respuesta

-----------------------------
--------------------------------------------
--------------------------------------------

------------------------------------------------------------

test 2



25 La siguiente superficie, tiene una determinada 4rea y
un cierto perimetro. Realiza sobre ella la modificacién que
creas oportuna, de manera, gque se obtenga una nueva
superficie de menor 4rea y con un perimetro mayor.

test 2



3. La superficie "A" ha sido cortada en dos piezas que han
sido reorganizadas sin superponerlas para construir una
nueva superficie, la superficie B.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:
3.1 La superficie "A" tiene mayor &rea que la "B"....
3.2 La superficie "A" tiene menor 4rea que la "B"

----------

3.3 Las superficies "A" y "B" tienen igual 4rea ...........

3.4 No puedes decir si una tiene mayor 4rea que la otra ...

Da una razén para turespuesta .............cc0vu. .

--------

----------------------------------------------------------

4, El cuadrado A ha sido cortado en varias piezas que han
sido reorganizadas sin superponerlas para construir una
nueva superficie, la B. Calcula el 4rea de la superficie B.

Si crees que esto no es posible, explicalo.

test 2



5. La figqura muestra dos tridngulos diferentes, A y B.

| A
|
fun B
| {o0um
4
4+— {0um —m»
1

‘—'Ll(m—.!

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:
5.1 El tridngulo A tiene mayor area que el B ..
5.2 El tridngulo A tiene menor 4rea que el B

--------------

5.3 Los tridngulos A y B tienen igual &area

----------------

5.4 No puedes decir si uno tiene mayor a4rea que el otro ...

Da una razén para tu respuesta

test 2



El 4rea de la figura rayada mide un centimetro
cuadrado. Encuentra el 4rea en centimetros cuadrados de cada

una de las figuras A y B.

Realiza sobre la figura cualquier indicacién que te
ayude a determinar el é4rea, y permita conocer el
procedimiento que has utilizado para ello.

i A 8

6.1 El &drea Q& A B8 . e eweese s sisiste shslsrals

6.2 El 4rea de Bes ......... w sy iencagioien S] TR SYRNP

test 2



{cm

7. El 4rea de la figura iem

mide un centimetro

cuadrado. Sobre el papel cuadriculado dibuja:

un cuadrado que tenga de 4rea 1/2 centimetro cuadrado.

Lcm

8. El Area de la figura 1t  nide un centimetro

cuadrado. Sobre el papel cuadriculado dibuja:

cuatro figuras (no cuadradas) diferentes que tengan de 4area
un centimetro cuadrado.

test 2



9. a)

9.1 Se ha calculado el
4rea del rectéangulo
A de la figura, A
obteniéndose el
8 iguiente
resultado.

4rea del rectangulo A: 40 unidades de superficie.

Dibuja la unidad de medida que se ha utilizado en el cdlculo
el 4rea del rectéangulo A:

B

9.2 Se ha calculado el //A\\
drea del triangulo /' ‘\
B de 1la figura, / \
obteniéndose el
s i guiente
resultado.

4drea del tridngulo B: 6 unidades de superficie.

Dibuja la unidad de medida que se ha utilizado en el cdlculo
del &4rea del triadngulo B:

b) Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

9.3 La superficie A tiene mayor 4rea que la B ....... e e alaln
9.4 La superficie A tiene menor 4&rea que la B .............
9.5 Las superficies Ay B tienen igual drea ......c000cv...
9.6 No puedes decir si una tiene mayor &4rea que la otra

Da una razén para tu respuesta .......... e N A i e W

test 2



iem

i

10 ¢Cudntas baldosas como esta “" serfan necesarias

para cubrir la superficie A?.

Indica como lo haces.

bem 3em

11. Si ahora usAramos una baldosa mas pequefia que la
anterior para cubrir la misma superficie A, ¢{necesitarf{amos
mayor o menor numero de baldosas que antes?.

ifpm

12. Si ahora utilizaramos una baldosa como esta [:]%u“
ccudntas de éstas serian necesarias para cubrir la
superficie A?

test 2



13. Calcula el &rea Fel tridngulo sabiendo que la del
rectdngulo es de 20 cm.

14. Dibuja un rectédngulo que tenga el mismo perimetro que
el rectédngulo de la figura pero con un area menor.

Si crees que esto no es posible indicalo, y explica el
por qué de ello.

test 2



Indica el razonamiento que utilices para responder a
cada una de las situaciones que a continuacién se te

plantean.

15,
éCuéantos rectdngulos
pequefios hay en el
grande?.

16. ¢Cuéantos tridngulos
pequefios hay en el
grande?.

17. El area del circu%o
pequefio mide 6 cm,
icuanto mide el A4rea del
grande?.

18. El1 4rea del cuadraqo
pequefio mide 4 cm’,
ccuadnto mide el Area del
grande?.

19. El1 4&rea del triangu%o
pequefio mide 1'5 cm,
icuadnto mide el 4rea del
grande?.

test 2

I

t b, 3, i : 2t

L, 2l

10



20. Para cada figura A y B, efectta un Gnico corte vertical
sobre la cinta correspondiente, de manera que obtengas un
rectdngulo de igual 4rea a la figura dada. Deberés respetar
por lo tanto la altura de la cinta. Sombrea el rectangulo
asi definido.

El siguiente ejemplo te mostrara como debes
utilizar la cinta.

|
N i

]
uso correcto
== de la cinta

[ 1]

|

L%

figura ejemplo
AR RN %

uso incorrecto
de la cinta.

o

Ll

test 2
11



21.

A continuacién se te presenta una coleccién de férmulas
ficticias, para ti desconocidas. Sabiendo que las "letras"
representan el valor de una dimensién, sefiala de todas la
férmulas, las que creas pueden corresponder al 4rea de una
determinada figura y escribe el razonamiento por ti
utilizado para realizar esta seleccién.

Nota. En ningGn caso, los nGmeros que aqui aparecen, representan el
valar de una dimensién.

41r.a1

(1) = 3a (2)
(4)

A = 3a-.b (3) A
A -

(7) A
A

2b° (5) (4/3)T-b  (6) A'= 2a+2b

A
A

2al. b (8) A = a'/2 (9) A
A

(b+b').a

= c-a-b (12) A a+b+c+d

]
]

(10) 6c/5 (11)

test 2

12



22, El triidngulo ABC se ha transformado en el nuevo
tridngulo ABD. Compara las &4reas y los perimetros de estos
dos triéngulos.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:
a)

22.1 El area de ABC es mayor que la de ABD

----------------

22.2 El 4rea de ABC es menor que la de ABD

22.3 Los dos triangulos tienen igual area

22.4 No puedes decir si uno tiene mayor a4rea que el otro...

Razona la respuesta ........... = CSea NP e .
b)
- El perimetro de ABC es mayor que el de ABD ...........
- El perimetro de ABC es menor que el de ABD ...........
= Los dos tridngulos tienen igual perimetro ............
- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que
@1 OEED : <550 i BF 50 w80 eTe laNs R R s e R O T ohe 5 o minen
Razona la respuesta ..... ¥ W 38§ 15T TR 5L e ST Al R
test 2
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23.

El paralelogramo de la figura ABCD se ha transformado

en un nuevo paralelogramo ABC'D'. Compara sus Areas y sus
perimetros.

Marca con una "X" la respuesta que creas verdadera:

a)
23.1 E1 paralelogramo ABCD tiene mayor A4rea que el
ABE D! v ois o 55 5 v Seradelarabs: i aVpachewd 4 W R T ava Ve et LA D e
23.2 E1 paralelogramo ABCD tiene menor 4&4rea gque el
ABE DY | v o sis w; 01 wve 20 rvapas apet s dug aeRele i RO o i e
23.3 Los dos paralelogramos tienen igual 4rea ....... B Tk
23.4 No puedes decir s8i uno tiene mayor &4rea gque el
(51 2 o o (U S R T T s b il o ola Ao nen B o' o g A
Da una razén para tu respuesta .......ccccieveecvtnrvevnens
b)
- El paralelogramo ABCD tiene mayor perimetro que el
B oLl 3 L T e e e e L A
- El paralelogramo ABCD tiene menor perimetro que el
BB DY o v swww o wiw wor e s ¥.8 605§ &8 R e R e S e e
- Los dos paralelogramos tienen igual perimetro ......
- No puedes decir si uno tiene mayor perimetro que el
OEED s uwaa e s B 0 S i T S s SRR
Da una razdén para tu respussta . .....ec b smmunensassesees
test 2

14



24.

Calcula el a4rea del cuadrado C. Indica como lo haces.

A
¢ d5um*
B
q c.m"‘
25. Observa las unidades de medida siguientes:
]
3 C Ry .\ Am E
unidad A unidad B unidad C unidad D unidad E
3
- a® o
unidad F unidad G unidad H unidad I
Cada una de ellas ha sido utilizada para efectuar una
medida determinada. Indica las wunidades que han sido
utilizadas para:
25.1 medizr una longitudl . . ... s o i ol s ehate aiv:alislane e s i ssks
25.2 medly Ul AREA: . - oo w5 %5 e F e 9 s alaltale ) st sieNs 4 (shaliel sHeb heR o
25 .3 medir Ul VOLUMENT . .. «iwn o o aalinis ts sienle sisishs stensis sis sk
test 2



26. Dibuja un rectangulo que tenga igual 4rea que el rombo
de la figura. Muestra como lo haces.

f— & —sf

27 Dibuja un rectédngulo que tenga igual A&rea gque el
paralelogramo de la figura. Muestra como lo haces.

- ¥ -
3 b
28. Dibuja un rectadngulo que tenga igual &rea que el

trapecio de la figura. Muestra como lo haces.

test 2
16
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Codificacion del test



CODIFICACION DEL TEST

NOMBRE DEL ALUMNO

EDAD
CURSO
08: 8° de E.G.B.
02: 2° de B.U.P.
C.L: C.0.U. de Letras
C.C: C.0.U. de Ciencias
03: 3° de Magisterio
05: 5° Facultad de Matemadticas

CENTRO ESCOLAR

I1:
2:
13:
14:
Cl:
C2:
C3:
C4:

FM:
EM:

I.B.U.P. Campanar

I.B.U.P. Font de Sant Lluis
I.B.U.P. Sant Vicent Ferrer
I.B.U.P. Estensié Antic-Regne
Colegio Publico Ballester Fandos
Colegio Publico Lluis Guarner
Colegio Piiblico Nifio Jests
Colegio Publico Rodriguez Fornos
Facultad de Matemdticas

Escuela de Magisterio

ULTIMO CURSO EN EL QUE ESTUDIO EL CONCEPTO

RN

w

.
.

o

5° de E.G.B.
6° de E.G.B.
7° de E.G.B.
8° de E.G.B.

E.G.B.

1° de B.U.P.
2% de BALP.

3° de Escuela de Magisterio.

C.0.U.

casillas n®: 1,2y 3

casillas n°: 5y 6

casillasn®: 8y 9

casillas n°: 11 y 12

casila n°: 14



TEST 1
item n°® 2
2.1 Area del rectdngulo
Férmula correcta

Férmula incorrecta
Confusién drea/perimetro

W BN =

variable: x211 casilla n°: 16

Unidad correcta
Unidad incorrecta
Unidad omitida

W N =

variable: x212 casilla n°: 18
2.2 Area del circulo

Férmula correcta 1
Férmula incorrecta 2
variable: x221 casilla n®: 20

Ciélculo correcto

Cdl. inco./confusién r-d
C4l. inco./confusién r?-2r
C4l. inco./otros motivos

E-NFS TN & By

variable: x222 casilla n®: 22

Unidad correcta
Unidad incorrecta
Unidad omitida

(FS BN S

variable: x223 casilla n°: 24
2.3 Area del tridngulo

Foérmula correcta

Férmula incorrecta (otras)
Confusién drea/perimetro
Producto de tres dimensiones

SN =

variable: x231 casilla n°: 26

Cidlculo correcto
Cdl. inco./toma mal "h"
C4l. inco./otros motivos

W N =

variable: x232 casilla n°: 28



Unidad correcta
Unidad incorrecta
Unidad omitida

W N -

variable: x233 casilla n°: 30
2.4 Area del paralelogramo

Férmula correcta

Férmula incorrecta (otras)

Confusién drea/perimetro

Producto de 2 o 3 dimensiones

Otros métodos (por €j. con tridngulos)

bW =

variable: x241 casilla n°: 32

Célculo correcto
C4l. inco./toma 1-h
C4l. inco./otros motivos

W N =

variable: x242 casilla n°: 34

Unidad correcta
Unidad incorrecta
Unidad omitida

W N =

variable: x243 casilla n°: 36

item n° 3. Célculo del drea de una superficie plana curva

Célculo correcto/ 19 < cuadrados < 22
Cé4lculo correcto/ c. integral

Célculo integral correcto/no razona "-"
Cilculo correcto/ 19 <estim. tridngulos <22
Célculo inco./ est.tri. <19 y est.tri. >22
Célculo inco./ cuadrado< 19 y cuadrado >22
Cdlculo incorrecto integral

Estimacién <14 o 15

Intentos algebraicos sin llegar a nada
(resolucién de la ec. de 2° grado en 2° BUP;
célculo del perimetro en E.G.B., etc...)

VooV H W -

variable: x31 casilla n°: 38

Unidad correcta

Unidad incorrecta estandard

Unidad omitida

Unidad inapropiada estandard "cm®"
Unidad inapropiada estandard # cm’

[V I T I

variable: x32 casilla n°: 40

3



ftem n° 4. Conocida el 4rea del cuadrado, determinar la longitud de su lado

Célculo correcto

C4l. inco./ confusién "1*" con "41"
C4l. inco./ confusién "I*" con "21"
C4l. inco./ férmula 4rea incorrecta
Célculo incorrecto (otros)

AW =

variable: x41 casilla n°: 42

Unidad correcta
Unidad incorrecta
Unidad omitida

W B —

variable: x42 casilla n°: 44

ftem n°5. Célculo del 4rea de un cuadrildtero

Razona. correcto/suma dreas 2 tridngulos
Razona. correcto/suma dreas 3 tridngulos
Razona. correcto/suma dreas 4 tridngulos
Razona. correcto/ Ay - 4Aq

Razona. correcto/ Ay+Ap = 1/2Ag+1/2A5,
Razona. correcto/ conteo de cuadrados

N O A W -

------------------------------------------

Razona. inco./célculo de las longitudes de
los lados y se quedan bloqueados
Razonamiento incorrecto (otros)

\O o0

variable: x51 casilla n°: 46

Célculo correcto. Para el conteo: 5 <cuadra. <7
Célculo incorrecto/error de célculo

Célc. inco./n® cuadrados<5 y n° cuadrados>7
Ciélc. inco./representacién incorrecta ptos.

Célc. inco./error de férmula

-------------------------------------------
-------------------------------------------

-------------------------------------------

Otros tipos de errores

Voo s W -

variable: x52 casilla n® 48
Unidad correcta
Unidad incorrecta estandard
Unidad omitida
Unidad inapropiada estandard "cm®"
Otra unidad estandard inapropiada " #cm?"

wn AW -

variable: x53 casilla n®: 50

4



ftem n°6. Comparacién de dreas en un contexto geométrico

Razona
Razona

.geométrico correcto
. inco./planteamiento algebraico o

numérico complejos que les bloquean
Intentos sin llegar a nada

"Si" o "No", con razonamiento verbal
inconsistente

item n°®7. Célculo del drea de una superficie curva.

Razo. correcto/semicirculo + 2
Razo. correcto/semicirculo + 2
Razo. correcto/semicirculo + 2

Razo. geo. correcto/recomposicién rectdngulo

Conteo

Razona. Incorrecto/Numéricos o algebraicos

Sélo semicircunferencia/numérico incompleto
Razo. geo. correcto/recomposicién cuadrado, pero
no pueden determinar el lado del cuadrado.

---------

Célc. correcto. Para el conteo:30 < cuadra. <34

cuadrados

--------------------------------

C4lculo incorrecto/error de cédlculo
C4lculo incorrecto/error férmula
Cdlculos incorrectos (otros)

C4l. inco./cuadrados <30 y cuadrados >34

Unidad
Unidad
Unidad
Unidad
Unidad

item n°8. Célculo del 4rea de un rombo inscrito en un rectdngulo

Razona
Razona
Razona
Razona

correcta

incorrecta estandard

omitida

inapropiada estandard "cm>"
inapropiada estandard " #cm®"

. correcto/férmula drea del rombo
. correcto/ 4 dreas de tridngulos

. correcto/ 2 dreas de tridngulos

. correcto/ Ag - 4Aimguios

1

2
3

B e WO N SR R S

\O 00

[ I S UL S R

FoNN VS I S

variable: x61 casilla n°: 52

variable: x71 casilla n°: 54

variable: x72 casilla n®: 56

variable: x73 casilla n®: 58



Razona. correcto-geométrico/ Ag, = 1/2 A 5
............................................ 6
............................................ 7
Razonamientos incorrectos numéricos 8
............................................ 9

variable: x81 casilla n%: 60
Célculo correcto 1
C4lculo incorrecto/error de cdlculo 2
Cilculo incorrecto/error de férmula 3
Célculos incorrectos (otros) 4

variable: x82 casilla n®: 62
Unidad correcta 1
Unidad incorrecta estandard !
Unidad omitida 3
Unidad inapropiada estandard "cm*" 4
Unidad inapropiada estandard " #cm?" 5

variable: x83 casilla n°: 64



TEST 2

ftem n°® 1. Comparacién del 4rea de dos superficies irregulares curvas

b i
AV
W w =
SN -

No se puede

variable: y11 casilla n°: 66

Efectian una medida a su modo: 1
- "lo he medido con mis dedos"

- cuadriculan las figuras para compararlas

- las inscriben en cuadrados

Afirmaciones del tipo: 2
"si recompongo A me darfa B"
"ocupan mds 0 menos lo mismo"
"lo que una no tiene de largo lo tiene
de ancho"

Afirmaciones del tipo: 3
- "a simple vista"
"me da la impresién"

Afirmaciones del tipo: +
"no tengo datos"
"no puedo medirlas"

- "a simple vista no lo se"

Afirmaciones del tipo: 5
"A ocupa mucho mds a lo largo que B y es
casi tan ancha"

Afirmaciones del tipo: 6
- "no son figuras geométricas que se puedan
descomponer y calcular”
"son figuras irregulares”
- "no tienen lados"

Afirmaciones del tipo: ]
- "no hay férmulas para calcular esas dreas"

"no conozco las férmulas para poder calcular

las dreas"



Atin escogiendo una superficie, manifiestan que
no se sabe.

Otras respuestas

variable: y12 casilla n°: 68

ftem n°® 2. Modificacién de una superficie para obtener una nueva de menor 4rea y mayor

perimetro

Modificacién correcta
Modificacién incorrecta
Manifiesta la imposibilidad de ésta

Conserva la forma
No conserva la forma

Menor 4rea - menor perimetro

Menor 4rea - igual perimetro

Igual drea - mayor perimetro

Igual drea - menor perimetro

Mayor 4rea - mayor perimetro
Razonamiento algebraico

El perimetro deberd ser siempre el mismo
Otras

item n° 3. Conservacién del drea. (Recorte y pegado)

A>B
A<B
A =B
No se puede

Lo que se quita abajo, se le afiade arriba

Es lo mismo dispuesto de otra forma
Simplemente se le ha cambiado la forma no
el tamaiio

Porque B tiene mayor porcioén de superficie
Me parece (E.G.B) - Es evidente (>E.G.B)
A "B" le falta un trozo

------------------------------------------

W BN =

S WK - Voo & W= N =

B =

Ny AW

variable: y21 casilla n®: 70

variable: y22 casilla n°: 72

variable: y23 casilla n°: 74

variable: y31 casilla n°: 76



------------------------------------------

Respuestas confusas o incatalogables

\O o0

variable: y32 casilla n°: 78

item n° 4. Conservacién del 4rea por recorte y pegado. Célculo de un drea

Area correcta por conservacién directa 1
Area correcta por cédlculo numérico 2
Indican que tendrdn igual 4rea pero no la

calculan 3
Area incorrecta: - se lian en el cdlculo 4

- error de cdlculo
- utilizan férmulas erréneas
Area incorrecta: - planteamiento algebraico ]
donde se lian y no llegan a nada
- ponen sélo la férmula (E.G.B)
Afirman que no se puede: 6
- "por falta de datos"
- "porque no me acuerdo de
la férmula"

-------------------------------------------

-------------------------------------------

Otras respuestas confusas o incatalogables.
Por ¢j. "es imposible (sin mds comentario)"

O 00

variable: y41 casilla n°: 80

ftem n°® 5. Comparacién de las dreas de dos tridngulos

W N =

variable: y51 casilla n®: 82

Se fijan en una tinica dimension

Calcula las 4reas y compara los resultados
Razona sobre el valor de "b" y "h"

Es la misma figura en distinta posicién

"A" tiene una parte mds que "B"

"Parece la misma"-"Creo que es asi"-"Se ve"
Me faltan datos/ Me falta el valor de "x"
"A" le falta una parte de "B"

Otras respuestas confusas o incatalogables
Por ej. "no lo se"/ "Porque si"

Voo ~IOAWn & W=

variable: y52 casilla n°: 84



item n° 6. Cdlculo de drea por conteo de u.c.
Figura A

Correcto

Ignora las fracciones

Toma las fracciones como u. enteras
Otro valor incorrecto pero "légico"

--------------------------------------
--------------------------------------

--------------------------------------

Valores numéricos injustificables
Respuestas incorrectas no numéricas.

Voo~ W -

variable: y61 casilla n®: 86
Figura B

Correcto
Ignora las fracciones
Toma las fracciones como u. enteras
Aproximaci6n de 1/3: 8’75 o 8’6
Interpretacién errénea de la fraccion:
- "9" (toma 1/3 como 1/2)
- "8’5" (toma 1/3 como 1/4)
Otro valor incorrecto pero "l6gico"

s W -

------------------------------------

Valores numéricos injustificables
Respuestas incorrectas no numéricas

O 00

variable: y62 casilla n°: 88

item n® 7. Dibujo de un cuadrado de 1/2 cm’ de drea

[S=

Correcto geométricamente
Correcto numéricamente: 2

- célculo de la longitud del lado
Incorrecto/cuadrado de lado 1/2 cm
Otras figuras incorrectas

& W

variable: y71 casilla n®: 90

10



ftem n° 8. Dibujo de 4 figuras distintas de 1 cm® de drea

4 correctas 1
3 correctas 2
2 correctas 3
1 correcta 4
0 correctas 5

variable: y81 casilla n°: 92

item n°® 9. Comparacién de dreas con unidades de medida distintas

Figura A

Unidad correcta de drea
Unidad incorrecta de drea
Unidad correcta de longitud
Pone "cm"

---------------------------------
----------------------------------
---------------------------------

---------------------------------

Otras respuestas

OV oo~IOWNH W -

variable: y91 casilla n®: 94

Figura B

Unidad correcta de drea
Unidad incorrecta de drea
Unidad correcta de longitud
Pone "cm"

--------------------------------
--------------------------------
--------------------------------

--------------------------------

Vo1 W & LW -

variable: y92 casilla n°: 96

> >
I

- W N -

No se puede

variable: y93 casilla n°: 98

11



Establece una relacién correcta entre 1
las unidades de A y B

Establece una relacion incorrecta entre 2

las unidades de A y B

Manifiesta que no se puede porque: 3
- las unidades de medida son diferentes

Manifiesta que no se puede porque: 4

- "no tengo las medidas"
"no sabemos cual es la unidad con la
que se mide"

"A>B" porque 40 >6 5
No ha encontrado una de las unidades de 6
medida, y por lo tanto no lo sabe

Me parece 7
Porque la unidad de A es menor que la de B 8
Otras respuestas 9

variable: y94 casilla n°: 100

ftem n° 10. C4lculo del drea de una superficie por iteracién de la unidad de medida (u.c)

Cidlculo correcto 1
Cilculo incorrecto 2
Confunden la figura A, con el recorte 3

que posee la figura, en forma de rectingulo
variable: y101 casilla n®: 102

—_

Cuadriculan y cuentan

Suman dreas de rectdngulos 2
variable: y102 casilla n°: 104

item n° 11. Menor tamaiio de unidad --- mayor nimero de unidades

Correcto 1
Incorrecto
variable: y111 casilla n°: 106

ftem n°® 12. Determinar el nimero de baldosas contenidas en la figura del item 10, siendo
ahora éstas, cuadrados de longitud 1/2

Correcto 1
Incorrecto./Duplican 2
Incorrecto./Otros errores 3

variable: y121 casilla n°: 108

12



item n° 13. Cdlculo del drea de un tridngulo contenido en un rectdngulo de igual base y
altura

Pt

Razonamiento correcto geométrico
Razonamiento correcto por significado 2
de la férmula. A; = 1/2 Ay

Indican que A = 1/2 Ay pero no lo calculan 3
Cdlculo correcto del drea, a partir de las 4
dimensiones, incluyendo, cuando éstas son
representadas por letras

--------------------------------------

--------------------------------------

--------------------------------------

Otras respuestas. Por €j.
- "me faltan datos"
- "no se hacerlo"

O 0 O\ W

variable: y131 casilla n°: 110

ftem n° 14. Transformacién de un rectingulo en otro de igual perimetro y menor drea

Modificacién correcta

Modificacién incorrecta (lo intenta)
Manifiesta que es imposible
Planteamiento algebraico sin salida
Seria posible si se pudiera construir otra
figura, pero no, un rectdngulo

(S R VSIS N

variable: yl141 casilla n®: 112

item n° 15. Embaldosamiento de un rectdngulo

—_

Correcto

Incorrecto 2
variable: y151 casilla n°: 114

item n°® 16. Embaldosamiento de un tridngulo

Pt

Correcto
Incorrecto 2

variable: y161 casilla n®: 116

13



ftem n° 17. Duplicacién del didmetro de un circulo, ;drea?

—

Correcto
Incorrecto 2
variable: y171 casilla n°®: 118

Razonamiento algebraico

Célculo del lado --- 4rea circulo

Por recubrimiento

Por duplicacién del drea

Error en el cdlculo numérico o algebraico
Error en la férmula

Sélo da el nimero de circulos contenidos
Valor directo correcto

Otros valores incorrectos

Voo WNPA W

variable: y172 casilla n°: 120

ftem n° 18. Triplicacién del lado del cuadrado, ;drea?

Correcto
Incorrecto

B —

variable: y181 casilla n®: 122

Razonamiento algebraico

Cdlculo del lado --- drea cuadrado

Por recubrimiento

Por triplicacién del drea

Error en el cdlculo numérico o algebraico
Error en la férmula

Sélo da el nimero de cuadrados contenidos
Valor directo correcto

Otros valores incorrectos

Voo~ & W —

variable: y182 casilla n°: 124

ftem n° 19. Duplicacién de los lados de un tridngulo. ;drea?

o—

Correcto

Incorrecto 2
variable: y191 casilla n°: 126

Razonamiento algebraico

Célculo lado y altura --- 4rea tridngulo
Por recubrimiento

Por duplicacién del drea

Error de célculo numérico o algebraico

wn A W -

14



Error de férmula

Sélo da el nimero de tridngulos contenidos
Valor directo correcto

Otros valores incorrectos

O o0~

variable: y192 casilla n®: 128

item n° 20. Construccién de rectdngulos sobre una cinta dada

Correctos Ay B 1
Correcto sélo A 2
Incorrecto los dos 3
variable: y201 casilla n°: 130

Lo hace bien

No respeta las condiciones

Manifiesta la imposibilidad de B, o la
deja en blanco

W N =

variable: y202 casilla n°: 132

ftem n° 21. Reconocimiento de férmulas de drea

Razona. correcto/Eleccién correcta completa
Razona. correcto/Eleccién correcta incompleta
Razona. correcto/Eleccién con algln error
Razonamiento incorrecto

Elecciones incorrectas, sin razonamiento
Elecciones correctas, pero con

razonamientos inapropiados

[« WL I - PR S B

variable: y211 casilla n°: 134

ftem n° 22. Transformacién de un tridngulo: Conservacién del drea pero no del perimetro

Area

A>B 1

A <B 2

A=B 3

No se puede 4

variable: y221 casilla n°: 136

Perimetro

A>B 1

A<B 2

15



A =B
No se puede +

w

variable: y222 casilla n°: 138
Razonamientos dreas

Tienen igual base y altura

Identificacin incorrecta altura

Lo intuyo/se ve/me parece/me da la sensacién
No tengo datos/no tengo medidas/

/no se encuentra la relacién entre ellos
Perimetro mayor implica drea mayor

Sélo se ha deformado/se ha transformado/
/s6lo ha variado la forma/, el 4drea es la misma
Compara geométricamente dreas de trozos

Al estirarse se hace mds pequefio/mds alargado
Otros razonamientos confusos, inconsistentes
o incatalogables

N W AW -

O 00

variable: y223 casilla n°: 140
Razonamientos perimetros

Se refiere a las longitudes de los lados

Porque la altura es mayor

Lo intuyo/se ve/me parece/me da la impresion
No tengo datos/no tengo medidas/

/no hay relacién entre ellos

Igual 4rea implica igual perimetro/ 5
/mayor drea implica mayor perimetro

Es la proyeccién del otro, luego tendrdn 6
igual perimetro

No recuerda lo que es el perimetro

WK =

----------------------------------------

Otros razonamientos confusos, inconsistentes
o incatalogables

O oo

variable: y224 casilla n°: 142

ftem n® 23. Transformacién de un paralelogramo. Variacién del 4rea, pero no del perimetro

Area

> > >
AV
W w
FN VI S

No se puede
variable: y231 casilla n°: 144

16



Perimetro
A>B
A<B
A=B
No se puede

ESNEUS I S e

variable: y232 casilla n®: 146
Razonamientos drea

Igual base, altura mayor/menor

Identificacién incorrecta de la altura

Lo intuyo/se ve/me parece/me da la sensacion
No tengo datos/no tengo medidas/

/no encuentro relacién entre ellos

Igual perimetro implica igual 4rea/ 5
/mayor perimetro implica mayor drea

Sé6lo ha cambiado su posicién, son iguales 6
/uno estd como elevado/sélo ha girado un dngulo "a"/
/s6lo se ha abatido/s6lo se ha desplazado/

/uno es la proyeccion del otro

SN =

Compara geométricamente dreas de trozos 7
........................................ 8
Otros razona. confusos, inconsistentes 9
o incatalogables

variable: y233 casilla n°: 148
Razonamientos perimetro
Lados iguales 1
Razonamiento sobre la altura: 2
/la altura es menor/
Lo intuyo/se ve/me parece/me da la sensacion 3
No tengo datos/no tengo medidas/ 4
/no encuentro relacién entre ellos
Igual drea implica igual perimetro/ 5
/menor drea implica menor perimetro
Sélo ha cambiado su posicién, son iguales 6

/uno estd como elevado/sélo ha girado un dngulo "a"/
/s6lo se ha abatido/sélo se ha desplazado/
/uno es la proyeccién del otro

No sabe lo que es el perimetro

Otros razona. confusos, inconsistentes

o incatalogables

O G0 ]

variable: y234 casilla n°: 150
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item n°® 24. Interpretacién geométrica del teorema de Pitdgoras

Célculo correcto/Interpretacién geométrica
Célculo correcto/célculo del lado del cua.
Célculo incorrecto/error de cdlculo

Célculo incorrecto/confunden: drea con el lado
Cdlculo incorrecto/Incorrecto Th. Pitdgoras
Valor numérico o razonamiento sin sentido

------------------------------------------

------------------------------------------

Otros razonamientos o situaciones:
Por €j. no lo acaba.

oW pdpLND-—

variable: y241 casilla n°: 152

item n°® 25. Reconocimiento de unidades de medida
Unidad de longitud
Unidad standard correcta

Unidad estdndar incorrecta
No indica ninguna

W N =

variable: y2511 casilla n°: 154

Unidad no standard correcta
Unidad no standard incorrecta
No indica ninguna

(SO o Iy

variable: y2512 casilla n°: 156

Unidad de superficie

Unidad standard correcta
Unidad standard incorrecta
No indica ninguna

W N -

variable: y2521 casilla n®: 158

Unidad no standard correcta
Unidad no standard incorrecta
No indica ninguna

Sélo pone el cuadrado

FOS IS S

variable: y2522 casilla n°: 160
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Unidad de volumen

Unidaci standard correcta
Unidad standard incorrecta
No indica ninguna

W B =

variable: y2531 casilla n°:

Unidad no standard correcta
Unidad no standard incorrecta
No indica ninguna

W BN =

variable: y2532 casilla n°:

ftem n° 26. Transformacién de un rombo en un rectingulo

Correcto 1

Incorrecto 2
variable: y261 casilla n°:

Recortando y pegando 1
Mediante el uso de férmulas 2
3

Rectangulo con valores numéricos, sin justificar
variable: y262 casilla n°:

ftem n° 27. Transformacién de un paralelogramo en un rectdngulo

Correcto 1
Incorrecto 2
variable: y271 casilla n°:
Recortando y pegando 1
Mediante el uso de férmulas 2

Rectdngulo con valores numéricos, sin justificar 3
variable: y272 casilla n°:

item n® 28. Transformacién de un trapecio en un rectdngulo

Correcto 1

Incorrecto 2
variable: y281 casilla n°:

Recortando y pegando
Mediante el uso de férmulas
Recténgulo con valores numéricos, sin justificar

W N =

variable: y282 casilla n°:

162

164

166

168

170

172

174

176
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item n°1. Test 1. ;Qué es para ti el drea de una superficie plana?
CONFUSION AREA-PERIMETRO
01 Son los limites que tiene una superficie

EL AREA ES BASE X ALTURA

02 El drea es el producto de base x altura

EL AREA ES UNA FORMULA DE CALCULO

03 El drea es una férmula para efectuar su resultado de esa superficie

CONCEPCION GEOMETRICA DEL AREA

10 El drea es la superficie de un terreno

11 El 4rea es el sitio que ocupa la superficie/ El drea es el espacio dentro de una figura

12 El 4rea es el espacio dentro de una figura

13 Dibujo de una superficie, marcando lo de dentro de ella

CONCEPCION NUMERICA

20 El drea es un niimero
21 El 4rea es el n° de unidades cuadradas que tiene la superficie
22 El 4rea es el espacio que ocupa en "m?" una figura en el plano

23 El 4rea es el espacio medido en unidades de longitud elevadas al cuadrado, que
ocupa un determinado cuerpo en un plano

20



24 El 4rea es el concepto que expresa la cantidad de unidades patrén que existe en una
superficie (dimensién 2)

Se menciona el término "magnitud":

30 El drea es una magnitud que designa el nimero de veces que se podria repetir
una porcién de superficie tomada como unidad en otra superior a inferior.

31 El 4rea es un concepto para nombrar la magnitud de una figura plana.

40 El 4rea es la medida de una superficie.

42 El drea es lo que mide una figura, tanto a lo largo como a lo ancho.

CONFUSION AREA-AREA + PERIMETRO

41 El 4rea es el perimetro mds el espacio del interior

CONFUSION AREA-VOLUMEN

60 La superficie comprendida de un objeto en sus tres dimensiones: alto, largo y ancho

CONFUSION AREA- SUPERFICIE PLANA

80 Para mi el 4rea de una superficie es el tablero de una mesa

INCATALOGABLES

70 Es la superficie que estd en contacto con el exterior

variable: y291 casillas n°:178 y 179
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Anexo 3

Guidn de las entrevistas



ENTREVISTA

CENTRO: FECHA:
ALUMNO: HORA COMIENZO:
CURSO: HORA FINALIZACION:

1.- Enlapreguntan®l del testl, escribiste lo que para ti es el drea de una superficie plana.
Después de realizar el test, jcambiarias ti opinién, o la mantendrias?

no la cambia si la cambia

2.- ;Crees que superficies de formas distintas, pueden tener igual drea?

SI NO

correcta (o incompleta)

respuesta dada en el item n°8 test2 | incorrecta

en blanco



3.- (Crees que al 4drea de una superficie le pueden corresponder nimeros diferentes?

SI NO

correcta

respuesta dada en el item n° 10, 11 y 12 test2

incorrecta

4.- Tienen los términos "superficie" y "drea" el mismo significado para ti?

5.- Figuras de igual perimetro ;pueden tener diferente drea?

st NO



Sobre otra superficie diferente a un rectdngulo ;podrias realizar la construccién que se

te pide?
si NO
correcta
incorrecta
respuesta dada en el item n°14 test2
imposible
en blanco

6.- (Crees que se pueden comparar dreas que han sido medidas con unidades diferentes?

SI NO

correcta

respuesta dada en el ftem n°9 test2 | incorrecta

en blanco

7.- iCrees que la unidad se puede partir para efectuar la medida o que siempre se debe
trabajar con unidades enteras?

2

SI NO



8.- a) Comparar las respuestas dadas en los itemes:

item n°2 testl item n°25 test2
unidades correctas clasificacién correcta
unidades incorrectas clasificacién incompleta o con algiin
error
unidades omitidas en blanco

b) Estudio de las respuestas dadas en los itemes n° 3, 5 y 7 del testl.

unidades omitidas utiliza "cm?"

(Qué unidad de medida pondrias? (Por que la utilizas?

9.- Estudio de la respuesta dada en el item n°3 del testl.
a) en blanco

(Por qué la dejaste en blanco?



correcto
b) resuelto por C. Integral planteado sin resolver

incorrecto

{Qué representa el mimero que has obtenido? ;Cémo puedes comprobar que ti c4lculo
es correcto?

¢(Existe algin método alternativo al Cdlculo Integral?

10.- Estudio de la respuesta dada en el item n°4 del testl. S6lo para los alumnos de E.G.B.

correcta
férmula del drea del rectingulo
incorrecta

(Por qué realizas la operacién 1=36/4 o 1=36/2?



11.- Estudio de la respuesta dada en el item n°2 del test2.

conserva la forma
correcta
no conserva la forma

respuesta dada en el item n°2 test2 | no lo consigue

imposible

en blanco

a) Intenta la modificacién que se te pedia en este {ftem pero ahora sobre un poligono
céncavo.

conserva la forma
ahora si lo consigue

no conserva la forma
sigue sin saberlo hacer
sigue afirmando que es imposible

b) ;Te ha incomodado de algin modo que la forma de la superficie dada? ;Te ha
resultado mds facil la modificacién sobre el poligono céncavo que sobre el rombo?

s

SI NO

12.- Estudio de la respuesta dada en el item n°4 del test2. Respuesta item n°3 test2:
correcta

a) en blanco

(Por qué lo dejaste en blanco?



correcto
b) procedimiento numérico largo
incorrecto

(Podias haber calculado el drea del trapecio de un modo mds breve?

13.- Estudio de la respuesta dada en el item n°20 del test2. Corte cinta A correcta
a) B en blanco

(Por qué has dejado el caso B sin resolver?

b) B incorrecto

(Te parece correcto el corte efectuado sobre la cinta? ;Qué deberias hacer? ;Cémo lo
harias?

14.- ;Quieres hacer cualquier tipo de comentario acerca del contenido del test, duracién de
éste, etc...?



Anexo 4

Tablas de contingencia



Estudio 1

Estudio de la existencia de una posible relacién entre las concepciones manifestadas por los
alumnos y el curso al que pertenecen (apartado 3.4.1.; p. 89).

n° de casos " : . '
concepcién | concepcién | concepcidén | concepcion
% fila A % total
errénea férmula geométrica numérica
% columna
26 10 46 16
8° E.G.B. 26'5% 10'2% 46’9 % 16’3% 98
32'5% 52°6% 15°0% 19°0%
21 3 84 18
2P BUP. 16'7% 2'4% 66’7% 14’3 % 126
26'3% 15’8% 27’5% 21’4%
17 3 61 10
C.00.-L 18°3% 5'4% 65'6% 10’8% 93
21’3% 26’3% 19°9% 11'9%
11 1 70 15
C.0.U.-C 11’3% 1'0% 72'2% 15’5% 97
13’8% 5’3% 22'9% 17°9%
1 0 30 12
3° EM. 2'3% 0°0% 69°’8% 279% 43
1'3% 0’0% 9’8% 14’3%
4 0 15 13
5° F.M. 12°5% 0'0% 46’9% 40°6% 32
5'0% 0'0% 4’9% 15°5%
total 80 19 306 84 489

p = 0°00000




Estudio 2

Estudio de la existencia de una posible relacién entre el tipo de procedimiento utilizado en
la resolucién de los problemas y el tipo de unidad empleada (apartado 3.4.2.; p. 99).

item 1.3. 8° E.G.B.

n® de casos unidad no
% fila et bt unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
il B 6 ;
gcomeo - 65'6% 18'8% 15'6% 32
g 80°8% 50°0% 41’7%
unidades
razonamiento 3 6 3
———. 31’'3% 37’5% 31'3% 16
19°2% 50°0% 41'7%
otros 0 0 2
PO — 0'0% 0'0% 100°0% 2
0'0% 0'0% 16°7%
total 26 12 12 50
p = 0’01999
item 1.3. 2° B.U.P.
n® de casos unidad no
% fila esténdar unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
razonamiento
eométrico o 4 1 2
gcomeo e 57'1% 14’3% 28'6% 7
! 100°0% 20°0% 11’1 %
unidades
razonamiento 0 3 3
stiiion 00% 37’5% 62’°5% 8
0°0% 60'0% 27'8%
otros 0 1 11
S A 0’0% 8'3% 91’'7% 12
00% 20°0% 61’'1%
total 4 5 18 27

p = 0°00253




ftem 1.3. C.0.U.-L

n® de casos unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna .
razonamiento 0 2 1
gi‘;‘;‘fg%‘? 0'0% 66'7% 33'3% 3
: 00% 66’7 % 6’3%
unidades
ent 4 1 )
mff‘::;“f:;‘ 0 28'6% 71% 64'3% 14
- 100°0% 33'3% 56'3%
otros 0 0 6
S 0'0% 0'0% 100°’0% 6
azonamientos 0°0% 0'0% 37°5%
total 4 3 16 23
p = 0’01921
ftem 1.3. C.0.U.-C
n® de casos unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna
razonamiento 3 0 2
ge‘”{‘:f‘“‘:;;" 60°0% 0'0% 40°0% 5
i 16'7% 0'0% 5'6%
unidades
namient 15 4 29
mf)‘l’n:érizo o 31°3% 8'3% 60'4% 48
83’3% 100°0% 80°6%
otros 0 0 3
razonamientos 0'0% 0'0% 100°0% 3
0'0% 0'0% 13’°9%
total 18 4 36 58

p = 0’25695




item 1.3. 3° E.M.

n® de casos unidad no
% fila sindar unidad estdndar | unidad omitida total
% columna =
razonamiento 6 0 3
g"g“:fe‘;“;? 66'7% 0'0% 33'3% 9
unidades 85’'7% 00% 25°0%
. 0 0 7
’m“ag‘.‘e““’ 0°0% 0°0% 100°0% 7
TRESSED 0'0% 0'0% 58'3%
1 0 2
razo:;rn?isentos 33'3% 0'0% 66'7% 3
14’3% 0'0% 16°7%
total 7 0 12 19
p = 002306
item 1.3. 5° F.M.
n® de casos unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
% columna estandar
razonamiento 0 0 1
gi‘;‘:fe‘;‘fi‘;" 0'0% 0'0% 100°0% 1
hidndes 0’0% 0'0% 4’0%
] 3 3 24
‘aii',?;‘é"ﬁiﬁm 10'0% 10'0% 80°0% 30
100°0% 100°0% 96’0%
otros ,0 ,0 ,0
razonamientos 0°0% 0°0% 0'0% 0
00% 00% 00%
total 3 3 25 31

p = 088338




ftem 1.5. 8° E.G.B.

1 o P unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
% columna estindar
razonamiento
geométrico o 6 6%3 % : 1’31 & - ’6
conteo de 2% %7
unidades 100°0% 37'5% 30°0%
razonamiento ,0 ’0 {
numérico 0'0% 0% 100°0% 1
0'0% 0'0% 5'0%
otros 0 5 13
razonamientos 0°'0% 278% 722% 18
0'0% 62’5% 65°0%
total 18 8 20 46
p = 0’00025
item 1.5. 2° B.U.P.
0" decasoa unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
% columna estindar
razonamiento 1 0 "
oo e | 1000% 00% 00% ,
unidades 16'7% 0’0% 0'0%
: 4 9 4
mﬁi?.?é“ﬂ‘iiw 23'5% 52'9% 23'5% 17
66’7% 64’3% 66'7%
otros ,1 ,5 ’2
razonamientos 12°5% 62°5% 25'0% 8
1671% 35'7% 33'3%

p = 0’42657




item 1.5. C.0.U.-L

I e aNacs unidad no
% fila sstdsatar unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
razonamiento 1 0 .
gi%r:fet;l % 1000% 0°0% 0'0% 1
unidades 33'3% 0’0% 00%
razonamiento ,2 ? ,0
numérico 40°0% 60’0% 0'0% 5
66’7% 100°0% 0'0%
otros 0 0 10
razonamientos 0'0% 0'0% 100°0% 10
0°0% 0'0% 100°0%
total 3 3 10 16
p = 0°00072
item 1.5. C.0.U.-C
0" s casos unidad no
% fila dtinitac unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
razonamiento 4 5 "
gi%"&fé? fﬁeo 50°0% 25'0% 25'0% 8
unidades 13°8% 20°0% 5'0%
. 23 6 16
e = 51°1% 13'3% 35°6% 45
79°3% 60°0% 40°0%
otros 2 2 22
razonamientos 7% 77% 84'7% 26
6'9% 20°0% 55’'0%

p = 0°00067




ftem 1.5. 3° EM.

n° de casos il
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna
razonamiento 3 0 3
g“"‘“‘fet;l? o 50°0% 0'0% 50°0% 6
alen oo 75'0% 0'0% 27'3%
unidades
s 1 0 6
raf]°“aé“.‘° o 14'3% 0'0% 85'7% 7
WEIEO 25'0% 0'0% 54'5%
- 0 1 2
) °an‘1’is tos 0'0% 33'3% 66'7% 3
= 0°0% 100°0% 18"2%
total 4 1 11 16
p=011142
iftem 1.5. 5° F.M.
n® de casos unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estandar
% columna
razonamiento 0 0 1
g““‘f““‘;" 0 0'0% 0'0% 100°0% 1
COISEE We 0'0% 0'0% 6'25%
unidades
razonamiento 3 3 11
axiion 17°6% 17°6% 64’7% 17
75°0% 75°0% 68’8%
otros 1 1 4
g S 16°7% 16’7% 66’7% 6
25°0% 25°0% 25°0%
total 4 4 16 24

p = 0'97058




item 1.7. 8° E.G.B.

n° de casos unidad no
% fila safdniier unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
razonamiento
geométrico o 441’(1)% 20’507 36’%% 25
conteo de !
. 68’8% 55°6% 56’3%
unidades
razonamiento 0 0 0
numérico 0'0% 0% 00% 0
0'0% 00% 0'0%
- S 4 7
o n‘]’? e 31'3% 25'0% 43'8% 16
ERERRATS 31°3% 44°4% 43'8%
total 16 9 16 41
p = 071617
item 1.7. 2° B.U.P.
n® de casos unidad no
% fila bl e unidad estdndar | unidad omitida total
% columna
razonamiento 4 3 &
ge"mf't“fj" 0 36'4% 27'3% 36'4% 11
CUEG. o 30°8% 11'5% 14'8%
unidades
razonamiento 4 8 8
sumEics 20°0% 40°0% 40°0% 20
30°8% 30°8% 29°7%
otros 5 15 15
i SN 14’3% 42°9% 42°9% 35
38°5% 57°8% 55°6%
total 13 26 27 66

p = 0°61214




ftem 1.7. C.0.U.-L

I e unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna
mae| ; :
gy 16'7% 33'3% 50°0% 12
. 66’7% 36’4% 27°3%
unidades
razonamiento 1 1 3
numérico 20°0% 200% 60°0% 5
33°3% 9’1% 13'6%
otros 0 6 13
razonamientos 0’0% 31°6% 68’'4% 19
0'0% 54’5% 59°1%
p = 040213
item 1.7. C.0.U.-C
n® de casos unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna
g g 10 3 2
conteo de 66°7% 20°0% 13°3% 15
. 34°5% 25°0% 4°0%
unidades
razonamiento 14 8 24
numérico 30°4% 17°4% 52°2% 46
48’3 % 66’7% 48'0%
otros 5 1 24
razonamientos 16'7% 3'3% 80°0% 30
172% 8’3% 48°0%

p = 0’00063




iftem 1.7. 3° E.M.

1 deccason unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estdndar
% columna
razonamiento 5 0 %
gec.:r?fetcr)l G 33°3% 0'0% 66'7% 15
unidades
razonamiento - 0 3
numén'lco 25°0% 0°0% 75’0% 4
16°7% 0'0% 15°0%
otros 0 3 7
razonamientos 0'0% 30°0% 70°0% 10
0°0% 100°0% 35°0%
p = 0’06115
item 1.7. 5° F.M.
L unidad no
% fila unidad estdndar | unidad omitida total
estiandar
% columna
razonamiento 1 " ;
gioon::té;g rig 33'3% 0°0% 66'7% 3
i 50°0% 0°0% 10'5%
unidades
razonamiento - 3 15
numérico 5'3% 15°8% 78'9% 19
50'0% 75°0% 78°9%
tros 0 1 2
razor(l)amientos 0°0% 33°3% 66’'7% 3
0°0% 25°0% 10°5%
total 2 4 19 25

p = 041160



Estudio 3

Estudio de la existencia de una posible relacién entre los alumnos que dejan en blanco el
ftem 2.6 y los que lo hacen en los itemes 1.3, 1.5, 1.7 y 2.9 (apartado 3.4.2.; p. 107).

ftem 1.3 ftem 1.5 tem 1.7 item 2.9
80
E'G'B' es otras en otras en otras en otras
blanco blanco blanco blanco
en 15 1 14 2 15 1 13 3
blanco 93'8% 6'3% 87°5% 12’5% 93'8% 6’3% 81'3% 18’8%
ftem 2.6 28'3% 2’0% 25'0% 43% 24’6 % 2’4% 28'9% 5'3%
okns 38 48 42 44 46 40 32 54
tem26 | 442% | 558% | aws% | s12% | 535% | 46'5% | 372% | 62'8%
71°7% 98°0% 75'0% 95'7% 75°4% 97°6% 1’'1% 94’7 %
p-valor p = 0’00027 p = 0'00432 p = 0’00256 p = 0'00112
item 2.9
2° B.U.P.
en blanco otras
4 1
en blanco (item 2.6) 80°0% 200%
17’4 % 0'9%
19 107
otras (item 2.6) 15’'1% 84’9%
82°6% 99’1%
p-valor p = 0’00018
item 2.9
C.0.U.-L
en blanco otras
6 3
en blanco (item 2.6) 66’7 % 33'3%
23’1% 3'9%
20 3
otras (item 2.6) 21'5% 78’5%
76’9% 96’1 %
p-valor p = 0’00299




Estudio 4

Estudio de la existencia de una posible relacién entre los comportamientos mostrados por
los alumnos en la resolucién del item 2.14 y el 2.2 (apartado 3.4.4.; p. 137).

8° E.G.B.
n° de casos
% fila ftem 2.14
% columna
) modificacién modificacién a!ﬁrma_que 68
ftem 2.2 en blanco oarpbts terhd el o imposible la total
modificacién
17 1 5 9
en blanco 53’'1% 3’'1% 15’6 % 28'1% 32
48'6% 14’3 % 22°7% 23'7%
: : 3 1 8 8
m‘;‘:ﬁ:ﬁ;““ 15°0% 5°0% 40°0% 40°0% 20
86% 14’3% 36’4% 21’'1%
. . 13 3 9 12
“‘i‘l’l‘i‘oﬁr‘r’:::“ 35'1% 8'1% 243% 32'4% 37
371% 429% 40’9% 31'6%
afirma que es 2 2 0 9
imposible la 15’4% 15’4% 0'0% 69°2% 13
modificacién 57% 28°6% 0'0% 23'7%
total 35 7 22 38 102

p = 0°01663



2°B.0U.P.

n° de casos
% fila item 2.14
% columna
) modificacién modificacién a-ﬁrma'que o8
ftem 2.2 en blanco GoTrets: taroewacte imposible la total
modificacién
13 8 4 15
en blanco 32'5% 200% 100% 375 % 40
542% 25'8% 36'4% 23'1%
. s 6 18 4 23
m‘:i‘::ft:s“ 11°8% 35'3% 78% 45°1% 51
25°0% 58'1% 36’4% 35'4%
’ : 4 5 2 19
s 133% 16'7% 67% 63"3% 30
incorree 167% 16'1% 182% 292%
afirma que es 1 0 1 8
imposible la 10°0% 0'0% 10°0% 80°0% 10
modificacién 42% 0'0% 9’1% 12'3%
total 24 31 11 65 131

p = 0°04611




C.0.U.-L

n° de casos
% fila item 2.14
% columna
) modificacién | modificacién | afirma que es
ftem 2.2 en blanco I, <y o bty imposible la total
modificacién
15 9 3 14
en blanco 36'6% 22°0% 73% 34’'1% 41
65'2% 474% 25°0% 292%
. . 4 8 5 17
m"c‘l‘ic;ff“ 11'8% 23’5% 14'7% 50'0% 34
17°4% 42’1% 41°’7% 35’4%
. .. 4 2 4 16
m]‘l’]‘igi‘r’zz::" 15'4% 7% 15'4% 61'5% 26
17’4% 10’5% 33'3% 33'3%
afirma que es 0 0 0 1
imposible la 0’0% 0'0% 0’'0% 100’'0% 1
modificacién 00% 00% 0'0% 2’'1%
total 23 19 12 48 102

p = 0°14924




C.0.U.-C

n° de casos
% fila item 2.14
% columna
i modificacién modificacién a:ﬁrma_que &
ftem 2.2 en blanco Bt e imposible la total
modificacién
1 14 2 10
en blanco 3'"7% 51'9% T74% 370% 27
200% 25'5% 15°4% 27°0%
modificacién : " : 12
co‘"w; 22% 53'3% 17'8% 26'7% 45
20°0% 43’6 % 61'5% 32’4%
n HA 3 11 2 5
m.‘:zﬁ:gn 143% 52'4% 9'5% 23'8% 21
! 60’0% 200% 15’4% 13’'5%
afirma que es 0 6 1 10
imposible la 0’0% 35'3% 5'9% 588% 17
modificacién 00% 10°9% T7% 270%
total 5 55 13 37 110

p = 0°13890




3° E.M.

n° de casos
% fila item 2.14
% columna
) modificacién | modificacién | afirma que es
ftem 2.2 en blanco Soatiats tupornacte imposible la total
modificacién
6 4 1 1
en blanco 50'0% 333% 8'3% 8'3% 12
60’0% 44’4% 16’7% 5'3%
: . 1 3 2 1
m‘:‘l‘i‘:"’f“ 143% 42°9% 28'6% 143% 7
10°0% 333% 33'3% 5'3%
. . 2 1 3 6
‘F‘:}df‘r‘:cc::“ 16"7% 8'3% 25°0% 50°0% 12
PAERES 20°0% 11'1% 50°0% 316%
afirma que es 1 1 0 11
imposible la T7% T7% 0'0% 84’6 % 13
modificacién 10°0% 11’'1% 0'0% 579%
total 10 9 6 19 44

p = 0°00351




LM,

n° de casos
% fila ftem 2.14
% columna
) modificacién | modificacién | afirma que es
ftem 2.2 en blanco cariats Hadiiihatng imposible la total
modificacién
1 2 3 3
en blanco 11’'1% 22'2% 33'3% 33'3% 9
100°0% 10'5% 75'0% 375%
N 0 16 0 5
m‘f‘ﬁ:‘t’f“ 0'0% 76"2% 0'0% 23'8% 21
orr 0'0% 842% 0'0% 62'5%
G 0 1 1 0
m.°‘i‘of;‘::§§“ 0'0% 50°0% 50°0% % 0'0% 2
1 0'0% 53% 25'0% 0'0%
afirma que es 0 0 0 0
imposible la 00% 00% 0'0% 0'0% 0
modificacién 0'0% 0'0% 0°0% 00%
total 1 19 4 8 32

p = 002509




Estudio 5

Estudio de la existencia de una posible relacién entre el tipo de respuesta dada por los
alumnos en el item 2.1 y el dado en el estudio del 4rea del item 2.22 (apartado 3.4.9.; p.
183).

2° B.U.P.
n° de casos
% fila ftem 2.22
% columna total
item 2.1 A>B A<B A=B no se puede
1 3 2 0
A>B 16°7% 50'0% 333% 0'0% 6
56% 25'0% 2'6% 0'0%
2 0 1 1
A<B 50°0% 0'0% 25'0% 25'0% 4
11'1% 0'0% 1’3% 6’3%
S 3 26 4
A=B 132% 79% 68’'4% 10°5% 38
27'8% 25'0% 342% 25’0%
10 6 47 11
no se puede 55'6% 8'1% 63’5% 14'9% 74
13’5 50°0% 61'8% 68’8%
total 18 12 76 16 122

p = 0°03931



Estudio 6

Estudio de la existencia de una posible relacién entre el tipo de respuesta dada por los
alumnos en el andlisis del d4rea y en el del perimetro en el item 2.22 y 2.23 (apartado
3.4.12.; p.241).

item 2.22. 8° E.G.B.

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
10 0 0 0 0
en blanco 100°0% 0’0% 0’0% 0'0% 0’0% 10
55'6% 0’0% 0’0% 0'0% 00%
3 1 8 0 0
A>B 25’0% 8'3% 66’7% 00% 0’0% 12
16’7% 11’1 % 14’'5% 0'0% 0’'0%
4 3 12 0 1
A<B 20°0% 15°0% 60'0% 0'0% 5'0% 20
222% 33’3% 21'8% 0'0% 9’1%
0 4 29 9 1
A=B 0'0% 9'3% 67°4% 20'9% 2’3% 43
0'0% 44’4% 52’7% 100°0% 91%
1 1 6 0 9
no se puede 5'9% 5'9% 35'3% 0’0% 52'9% 17
5'6% 11'1% 10'9% 0'0% 81'8%
total 18 9 55 9 11 102

p = 000000



ftem 2,22, 2° B.U.P.

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
7 0 2 0 0
en blanco 77'8% 0’0% 222% 0’0% 0'0% 9
87°5% 0’0% 2°0% 0’0% 0’0%
0 0 16 1 1
A>B 0’0% 0'0% 88°9% 56% 56% 18
0’0% 0’'0% 16"2% 6'7% 25°0%
0 1 10 1 0
A<B 0’0% 83% 83'3% 8'3% 0’'0% 12
0’'0% 20°0% 10°1% 6'7% 0°0%
1 4 59 12 0
A=B 1'3% 53% 17’6 % 15'8% 0'0% 76
12°5% 80’0% 59°6% 80'0% 0'0%
0 0 12 1 3
no se puede 00% 00% 75°0% 6'3% 18°8% 16
0'0% 0’0% 12’1% 6'7% 75'0%
total 8 5 99 15 4 131

p = 0°00000




iftem 2.22. C.0.U.-L

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
11 0 1 0 0
en blanco 91'7% 0'0% 83% 0'0% 0'0% 12
68’8% 0'0% 1'5% 0'0% 0'0%
2 1 9 0 0
A>B 16’7% 8'3% 75°0% 00% 00% 12
12°5% 25°0% 13'2% 0'0% 0’0%
1 1 6 1 0
A<B 11'1% 11’"1% 66°7% 11'1% 0’0% 9
6'3% 25°0% 8°'8% 8'3% 0'0%
2 2 41 10 0
A=B 3'6% 3'6% 74°5% 18'2% 0'0% 55
12°5% 50°0% 60’3 % 83'3% 0'0%
0 0 11 1 2
no se puede 0'0% 0'0% 78’6 % 71% 14’3 % 14
0’0% 0'0% 162% 8'3% 100'0%
total 16 4 68 12 2 102

p = 0°00000




ftem 2.22. C.0.U.-C

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
7 0 3 0 0
en blanco 70°0% 0'0% 30°0% 0'0% 0'0% 10
70'0% 0’0% 32% 00% 0'0%
0 0 3 0 0
A>B 0'0% 0’0% 100’0% 00% 0'0% 3
0'0% 0’'0% 32% 0'0% 00%
1 0 3 0 0
A<B 25°0% 0'0% 75'0% 0’0% 0'0% 4
10°0% 0'0% 32% 00% 00%
2 1 80 2 1
A =B 2’3% 12% 93°0% 2’3% 1'2% 86
20'0% 50°0% 84’2% 100°0% 100°0%
0 1 6 0 0
no se puede 0'0% 14°3% 85'7% 00% 0'0% 7]
0'0% 50'0% 6’3% 0'0% 0’0%
total 10 2 95 2 1 110

p = 0°00000




item 2.22. 5° F.M.

n® de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
2 0 4 0 0
en blanco 333% 0'0% 66'7% 0'0% 0'0% 6
100’0% 00% 15’4% 0'0% 00%
0 0 1 0 0
A>B 0'0% 0’'0% 100°0% 00% 0'0% 1
0'0% 0’0% 3'8% 0’0% 0’'0%
0 0 1 0 0
A<B 0'0% 0'0% 100°0% 00% 0'0% 1
0°'0% 0'0% 3'8% 0'0% 0°0%
0 1 16 0 0
A=B 00% 5'9% 94°'1% 0'0% 0'0% 17
0'0% 100°0% 61'5% 0’0% 0'0%
0 0 4 0 3
no se puede 0'0% 0'0% 57°'1% 0'0% 42'9% @
0'0% 0°0% 15’4% 0'0% 100°0%
total 2 1 26 0 3 32

p = 0’04543




ftem 2.23. 8° E.G.B.

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
9 0 0 0 0
en blanco 100’0% 0’0% 0'0% 0’0% 0’'0% 9
529% 0’0% 0'0% 0’0% 0’0%
0 3 1 3 0
A>B 0°0% 42'9% 14'3% 42'9% 00% i
0’0% 50’0% 14’3 % 4'6% 0'0%
0 0 2 1 0
A<B 0’0% 0'0% 66°7% 33’3% 0’0% 3
0’0% 0'0% 28’6 % 1'5% 00%
8 2 B 61 2
A=B 10’4 % 2°6% 52% 79°2% 2°6% 7
47'1% 33'3% 57’1% 93’8% 28°6%
0 1 0 0 5
no se puede 0’0% 16'7% 0'0% 0’0% 83’3% 6
0’0% 16’7% 0'0% 0’0% 71’4%
total 17 6 7 65 7 102

p = 0’00000




ftem 2.23. 2° B.U.P.

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
7 0 0 0 0
en blanco 100°0% 0'0% 0'0% 0'0% 0'0% 7
70°0% 0'0% 0’0% 00% 00%
0 11 3 10 3
A>B 0’0% 39'3% 10°7% 35'7% 10°7% 28
00% 68°8% 42'9% 10°8% 75°0%
0 0 2 2 0
A<B 0'0% 0’0% 50°0% 50°0% 00% 4
0'0% 0’0% 28’6 % 22% 0'0%
3 5 2 79 0
A=B 3'4% 56% 22% 88’8% 0'0% 89
30°0% 31'3% 28°6% 84'9% 0'0%
0 0 0 2 1
no se puede 0'0% 0'0% 0'0% 66’7 % 33'3% 3
0'0% 0'0% 00% 22% 25'0%
total 10 16 7 93 4 131

p = 0’00000




item 2.23. C.0.U.-L

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
13 0 0 0 0
en blanco 100°0% 0'0% 00% 00% 0'0% 13
81'3% 00% 0'0% 0'0% 0'0%
0 8 1 8 1
A>B 0’'0% 44’4% 5°6% 44’4 % 5'6% 18
0'0% 80°0% 25'0% 11'6% 33'3%
0 0 1 0 0
A<B 0’'0% 0'0% 100’0% 0'0% 0'0% 1
00% 0'0% 25'0% 0'0% 0'0%
2 2 2 60 1
A=B 3'0% 3'0% 3'0% 89°6% 1’'5% 67
12’5% 20°0% 50°0% 87'0% 33'3%
1 0 0 1 1
no se puede 33’3% 0'0% 0’0% 33'3% 33'3% 3
6’3% 0'0% 0’0% 1’4% 33’3%
total 16 10 4 69 3 102

p = 0’00000



iftem 2.23. C.0.U.-C

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
12 0 0 0 0
en blanco 100°0% 0'0% 00% 00% 0’0% 12
75'0% 0'0% 00% 0'0% 0'0%
1 8 3 34 |
A>B 2’1% 1770% 6’4% 72’3 % 2’1% 47
6’3% 72'7% 60°0% 44'7% 50°0%
1 1 0 1 0
A<B 33’3% 333% 0’0% 33'3% 0’0% 3
6’3% 9’1% 0'0% 1’3% 0’0%
2 Z 2 41 0
A=B 43% 4’3% 4'3% 872% 0'0% 47
12’°5% 192% 40°0% 53°9% 0’'0%
0 0 0 0 1
no se puede 0'0% 0’'0% 0'0% 0’0% 100°0% 1
0'0% 0’'0% 0'0% 0’'0% 50°0%
total 16 11 ] 76 2 110

p = 0’00000



ftem 2.23. 3° E.M.

n® de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
4 0 0 0 0
en blanco 100°0% 0’0% 0'0% 0'0% 0'0% 4
100°0% 00% 0'0% 0’0% 0'0%
0 3 0 6 1
A>B 0'0% 30°0% 00% 60’0% 10°0% 10
0'0% 100°0% 0'0% 1776 % 50°0%
0 0 0 2 0
A<B 00% 0’0% 0'0% 100’0% 0'0% 2
0'0% 0'0% 00% 5'9% 0'0%
0 0 1 25 0
A=B 0’0% 0'0% 3’8% 96'2% 0'0% 26
0’0% 0'0% 100°0% 73'5% 0'0%
0 0 0 1 1
no se puede 0'0% 00% 0’0% 50°0% 50'0% 2
0’0% 0'0% 0'0% 2'9% 500%
total 4 3 1 34 2 44

p = 0°00000




iftem 2.23. 5° F.M.

n° de casos
% fila perimetro total
% columna
drea en blanco A>B A<B A=B no se puede total
2 0 0 1 0
en blanco 66°7% 0'0% 00% 333% 0'0% 3
66°7% 0'0% 0’0% 5'6% 0'0%
0 4 0 8 1
A>B 0'0% 30'8% 0’0% 61'5% T77% 13
0’0% 100°0% 0’0% 44’4% 16’7%
0 0 1 0 0
A<B 0’0% 00% 100°0% 0’0% 0’'0% 1
0’0% 0’0% 100°0% 0’0% 0’'0%
1 0 0 9 0
A=B 10'0% 0’0% 0'0% 90°0% 0'0% 10
33'3% 0'0% 0'0% 50°0% 0'0%
0 0 0 0 5
no se puede 0'0% 0’0% 0’0% 0’0% 100°0% 5
0'0% 0’0% 0'0% 0’0% 83’3%
total 3 4 1 18 6 32

p = 0°00000




ftem 1.7

n° de casos

unidad no unidad unidad
% i)lg 1;“ estdndar estdndar omitida en blanco total
razonam-iento 12 3 6 0
g A 57°1% 14°3% 28°6% 0'0% 21
nidades 92°3% 100°0% 100°0% 0'0%
, 1 0 0 0
raomien® | 100°0% 0'0% 0'0% 0'0% 1
77% 0'0% 0'0% 0'0%
0 0 0 2
otros 0’0% 0'0% 0'0% 100°0% 2
0’0% 0'0% 0'0% 100°0%
total 13 3 6 2 24






