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RESUMEN

El software educativo de geometria 3D es una interesante ayuda para que los estudiantes representen y
manipulen cuerpos espaciales. En este articulo presentamos una secuencia de actividades basada en la
rotacion de cubos, combinando cubos reales y representaciones en papel y en ordenador. Las
actividades en ordenador se basan en diversos cubos creados en Adobe Flash y en GeoGebra. Un
objetivo de esta investigacion es observar si los estudiantes de distintos cursos de Educacion Primaria,
en particular aquellos con alta capacidad matematica, muestran diferencias en la presencia de sus
habilidades de visualizacion y su talento matematico al utilizar uno u otro software. El andlisis de los
datos muestra ademas que las actividades planteadas con estas aplicaciones son Utiles para que los
estudiantes aprendan a visualizar los giros y desarrollen sus habilidades de visualizacion.

Palabras clave: alta capacidad matematica, cubo, educacién primaria, geometria espacial, rotacién, software
educativo.

Use of 3D software to develop abilities of visualization in Primary School

ABSTRACT

The 3D geometry educational software is an interesting help for students to represent and manipulate
spatial objects. In this paper we present a sequence of activities based on the rotation of cubes, by
combining real cubes and representations on paper and computer. The activities on computer are based
on the manipulation of several cubes created in Adobe Flash and GeoGebra. An objective of this research
is to observe possible differences shown by students of different Primary Education grades, particularly
those with high mathematical abilities, in the presence of their abilities of visualization and their
mathematical talent when using each piece of software. The analysis of data also shows that the activities
proposed with these applications are useful for students to learn to visualize the rotations and develop
their visualization skills.

Key words: educational software, cube, mathematical giftedness, primary education, rotation, spatial geometry.
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1. Introduccion

Los datos del informe PISA de 2012 indican que el uso de TICs en los primeros cursos de Educacion
Secundaria es, internacionalmente, escaso (Drijvers y otros, 2016). Por otra parte, Sacristan (2017)
recopila datos de varios estudios que indican que, en todo el mundo e independientemente del nivel
econdmico de los paises, se produce una escasa utilizacién de las TICs en las clases de matematicas de
los niveles educativos no universitarios. Espafia no es una excepcién a este fendmeno, pues la enseflanza
de las matematicas, particularmente en Educacién Primaria, sigue basdndose mayoritariamente en
metodologias tradicionales, centradas en el uso de los libros de texto, la pizarra, a veces acompaiada
de una pantalla de proyeccion, y la resolucién de ejercicios y problemas en las libretas de los estudiantes,
con muy escasa implantacién real de las TICs en las aulas, es decir, a disposicion de los estudiantes. No
obstante, en los Ultimos afos estamos asistiendo a un timido incremento en el uso de las TICs en los
centros de ensefianza espafioles, mediante el uso de ordenadores, pizarras digitales y tabletas por todos
los estudiantes del aula. Los obstaculos que hay que superar para una efectiva incorporacion de las TICs
a las aulas son diversos, desde la formacion del profesorado hasta la disponibilidad de materiales de
ensefianza adecuados. Por ello, es necesario disponer de una adecuada fundamentacion tedrica que
permita entender la diversidad de variables que intervienen en la incorporacion de las TICs a las aulas y
las complejas relaciones entre esas variables (Hoyles, Noss, Kent, 2004), para poder proporcionar a
profesores y estudiantes materiales de ensefanza que les ayuden a llevar adelante con éxito la
incorporacion de las TICs. En particular, no se puede asumir que diferentes aplicaciones informaticas
producirdn los mismos resultados en todos los estudiantes, pues estd comprobado por numerosas
investigaciones que los procesos de génesis instrumental (Rabardel, 2002) son dependientes de las
caracteristicas técnicas de los artefactos que se utilizan (en nuestro caso, los programas informaticos) y
de los conocimientos y experiencia de los usuarios (en nuestro caso, los estudiantes).

La ensefianza de las matematicas en Educacion Primaria incluye un uso permanente de representaciones
visuales de conceptos, relaciones y operaciones, mediante materiales manipulativos y dibujos,
diagramas, etc., tanto reales como digitales. Para que los estudiantes puedan sacar provecho de la
informacion proporcionada por esas representaciones, es necesario que desarrollen sus habilidades de
visualizacién y que aprendan a hacer andlisis visuales ligados a los analisis matematicos. Siendo
importante el uso de la visualizacion para la comprensién de todas las areas de las matematicas
escolares, en geometria, y en particular en geometria espacial, es mas necesario disponer de habilidades
de visualizacion bien desarrolladas. Sin embargo, la atencién que se presta en los curriculos oficiales y
en los libros de texto espafioles a fomentar la adquisicion de habilidades de visualizacion por los
estudiantes es muy escasa, por no decir nula. Por ejemplo, el curriculo oficial de Educacion Primaria de
la Comunidad Valenciana afirma que el uso de materiales manipulativos es fundamental para el
aprendizaje de las matematicas, pero no menciona la importancia del andlisis visual y la visualizacién
para obtener el maximo provecho de esos materiales ni del software educativo. Por el contrario, los
Principios y Estandares del NCTM afirman que los programas educativos desde infantil hasta el grado 12
deben capacitar a todos los estudiantes para ... usar visualizacién, razonamiento espacial y modelizacion
geométrica para resolver problemas (NCTM, 2000).

Otro reto del sistema educativo espafiol es la implementacién generalizada y normalizada de
metodologias de atencién a los estudiantes con capacidades intelectuales superiores a las normales en
las clases ordinarias de los centros de Educacion Primaria y Secundaria, en particular a los estudiantes
con alta capacidad matemadtica (acm). Aunque las sucesivas leyes de educacién han recogido y regulado,
desde hace varias décadas, esta atencion, la realidad es que su puesta en practica se hace
mayoritariamente de manera voluntaria por una pequefia parte del profesorado, debido principalmente
a la escasez de formacion especializada en la atencion a los estudiantes con acm y de materiales de
ensefianza adecuados, si bien es cierto que en los Ultimos afios se estan ofreciendo cursos desde los
organismos oficiales.
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Numerosas investigaciones sugieren, como forma de propiciar una buena formacién matematica de
todos los estudiantes, el planteamiento de problemas y actividades cuya resolucion sea motivadora para
los estudiantes y requiera que realicen razonamiento matematico de alto nivel (Schoenfeld, 2013). Pero
los requisitos de estos problemas para ser motivadores y propiciadores de ese tipo de razonamiento
son diferentes dependiendo de la capacidad matematica de cada estudiante. Un problema adecuado
para estudiantes con dificultades de aprendizaje sera excesivamente facil para estudiantes con acmy los
problemas adecuados para estos estudiantes seran inabordables por algunos de sus compafieros. Una
forma de combinar estas necesidades diferentes es diseiar actividades matemadticas ricas (Piggot, 2011),
formadas por varias partes de dificultad y complejidad creciente que permiten avanzar a todos los
estudiantes mas o menos, dependiendo de sus caracteristicas.

La investigacion de la que forman parte las experimentaciones que presentamos en este articulo se sitla
en la interseccion entre los tres aspectos que hemos comentado en los parrafos anteriores —desarrollo
de las habilidades de visualizacién, uso de las TICs en las clases de matematicas y atencion a los
estudiantes con acm-—, pues tiene entre sus objetivos disefiar, implementar y analizar un conjunto de
actividades adecuadas para fomentar la adquisicion y mejora de destrezas de visualizacion de todos los
estudiantes de las clases ordinarias de Educacién Primaria, teniendo en cuenta la diversidad de
capacidades matematicas presentes en las aulas, en particular los estudiantes con acm, y que se basen
en la manipulacién de cubos en un entorno mixto de uso simultdneo de materiales manipulativos,
representaciones en papel y software educativo. Para ello, analizamos la resolucién por estudiantes de
5°y 6° cursos de Educacion Primaria, parte de ellos con acm, de un conjunto de actividades de geometria
espacial basadas en el uso de dos aplicaciones informaticas, prestando también atencion a las formas
de uso de cada aplicacion por los estudiantes. Concretamente, los objetivos especificos de este articulo
son:

¢ |dentificar las diferentes estrategias de resolucion de los problemas realizadas por los estudiantes
y las habilidades de visualizacion utilizadas en ellas.

e Observar las diferencias que pueda haber en las estrategias de resolucion y las habilidades de
visualizacion de los estudiantes al resolver actividades con cada una de las dos aplicaciones
informaticas utilizadas.

El articulo contintia ofreciendo un resumen de literatura relacionada con los objetivos planteados; una
descripcién del marco tedrico en el que se ha basado la realizacién de la investigacién que presentamos;
la presentacidn del contexto experimental de la investigacion; el analisis de los datos recogidos; y unas
reflexiones finales y conclusiones de la investigacion.

2. Revision bibliografica

Los dos objetos de estudio principales de este articulo son la visualizacion y los estudiantes con acm de
Educacién Primaria. Por ello, esta revision bibliografica estd dividida en tres partes dedicadas a la
visualizacion en matematicas, a los estudiantes con acm y a la relacion entre visualizacion y acm.

La visualizacién es una herramienta Util en numerosas areas, como matematicas, medicina, ingenieria,
geografia, arte, conduccion de vehiculos y un largo etc. (Gonzato y Godino, 2011), lo cual lleva a que sea
objeto de estudio en todas ellas. Esta diversidad de intereses ha hecho que surjan numerosas
definiciones de visualizacion. En la seccién 3 indicaremos qué definicién de visualizacién utilizamos en
la investigaciéon que presentamos en este texto. Centrandonos en la educacién matematica, los primeros
estudios sobre la visualizacion se presentaron durante la década de 1980, gracias a autores como Bishop
(1983), Clements (1981, 1982) y Presmeg (1986a). Estos autores toman como referentes trabajos previos
producidos en la psicologia, entre los que es especialmente relevante Krutetskii (1976), y los adaptan a
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las particularidades de las matematicas, sentando las bases del enfoque investigador mas fructifero para
entender el uso de la visualizacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.

Bishop (1983) identifica dos procesos cognitivos que tienen lugar durante la realizacion de actividades
matematicas, por ejemplo la resolucion de problemas, en las que interviene la visualizacion como forma
de conexion entre la informacién externa al estudiante y la informacion procesada en su mente que
incluye imagenes visuales mentales, es decir representaciones visuales en la mente: el procesamiento
visual, que interviene para convertir cualquier tipo de informacién externa o interna —verbal, escrita,
grafica, visual, etc.— en informacién mental de tipo visual, en particular para convertir unas imagenes
visuales mentales en otras, y la interpretacion de la informacion figurativa, que tiene que ver con el
procesamiento de la informacién mental de tipo visual con el fin de extraer informacion de ella para
generar nuevas imagenes o para producir informacién externa verbal, escrita, grafica, etc.

Tomando como punto de partida los resultados de Bishop mencionados, Presmeg (1986a) analiza la
informacion mental de tipo visual, que desde entonces denominamos imdgenes mentales. Esta
investigadora identifica varios tipos de imagenes mentales que tienen caracteristicas diferenciadoras:
imagenes concretas o pictdricas, como fotografias mentales, imagenes patrones, que representan
relaciones matematicas de manera visual, imagenes de férmulas, que representan informacion
matematica que los estudiantes han visto en la pizarra, el libro de texto, etc., imagenes cinéticas, que se
ayudan del movimiento fisico de partes del cuerpo como las manos o la cabeza, e imagenes dindmicas,
es decir imagenes con movimiento en la mente.

Las imagenes mentales y los procesos de visualizacidn son las dos piezas centrales de la actividad de
visualizacion en matematicas. Pero, del mismo modo que para realizar de manera eficaz cualquier
actividad fisica o intelectual es necesario poseer ciertas habilidades especificas y ponerlas en juego, para
poder realizar esos procesos de visualizacién y relacionar informacién externa con la informaciéon mental
de tipo visual, los estudiantes deben adquirir determinadas habilidades que les permitan hacer esas
conexiones. Diversos investigadores han analizado este aspecto de la visualizaciéon y han llegado a
identificar diferentes habilidades necesarias para realizar actividades especificas de visualizacion. Del
Grande (1987, 1990) recopila estos resultados previos y presenta cada habilidad acompafada de
ejemplos de actividades o problemas matematicos en cuya resolucién es necesaria: coordinacién motriz
de los ojos, identificacion visual, conservacién de la percepcion, reconocimiento de posiciones en el
espacio, reconocimiento de relaciones espaciales, discriminacién visual y memoria visual. Otros autores
han identificado habilidades de visualizacién diferentes de las anteriores, que en algunos casos son
especificas de determinados contextos particulares. Asi, Gutiérrez (1996) propone la habilidad de
rotacion mental, Ryu, Ching y Song (2007) aportan las habilidades de manipulaciéon de objetos en la
imaginacion y de transformar mentalmente un objeto y Miragliotta y Baccaglini-Frank (2017) trabajan
con las habilidades de organizacion visual, andlisis visual planificado, reconstruccion visual y varios tipos
especificos de memoria visual. En la seccidon 3 describimos con detalle las habilidades de visualizacién
gue tenemos en cuenta en nuestro andlisis de los datos recogidos.

Basandose en los constructos tedricos de Bishop y Presmeg, en los Ultimos afios de la década de 1980
y durante la de 1990 se produjo una importante actividad investigadora sobre el papel de la visualizacién
en matematicas desde una diversidad de puntos de vista. La revision de esa literatura excede el objetivo
de este articulo, pero puede consultarse en Clements y Battista (1992) y Presmeg (2006). Posteriormente,
desde finales de la década de 1990, se produjo una diversificacién en los intereses y enfoques
relacionados con la visualizaciéon en educacion matematica, analizada por Presmeg (2006). De entre esos
enfoques, nos interesa especialmente el que tiene que ver con el uso de software educativo para la
resolucion de actividades y problemas de visualizacion. La generalizacién de las aplicaciones de
geometria dindmica a comienzos del presente siglo dio lugar a numerosas investigaciones con
diversidad de enfoques. En relacion con la visualizacion, Sinclair (2003) observa que, para muchos
estudiantes, resulta dificil obtener informacion matematica de las transformaciones producidas durante
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las acciones de arrastre. Su interpretacién de este hecho es que se debe a la costumbre de los
estudiantes de trabajar con dibujos hechos a mano y su escasa capacidad para analizar visualmente el
movimiento en la pantalla del ordenador. Cohen (2003) estudia las destrezas de futuros profesores para
imaginar desarrollos planos de conos y cilindros y observa diversas dificultades como la de conectar
incorrectamente los desarrollos de las caras del sélido o la de imaginar el desarrollo de un cono formado
por un triangulo y un circulo.

Una dificultad de los investigadores para observar la actividad de los estudiantes en relacion es saber
qué piensan y qué imagenes utilizan. El inicio de la observacion de los gestos de los estudiantes como
forma de exteriorizar sus pensamientos ha sido un elemento importante para la investigacion sobre
visualizacion, pues frecuentemente los estudiantes comunican sus ideas apoyandose en acciones fisicas.
Asi, Arzarello, Ferrara, Robutti y Paola (2005) o Escriva (2016) muestran el uso de los gestos o acciones
de los estudiantes como reflejo de sus imagenes mentales durante la resolucion de los problemas.

La investigacion sobre estudiantes con acm se ha desarrollado desde diversas perspectivas, una de las
cuales es la identificacién de este tipo de estudiantes. Es necesario diferenciar las altas capacidades de
la superdotacion. En la psicologia educativa conviven varias caracterizaciones de ambas, como muestra
Torrego (2011). Podemos considerar que un estudiante superdotado es el que destaca en la mayoria de
los ambitos del conocimiento, mostrando una gran capacidad para integrar conocimientos, alta
motivacion, creatividad y rapidez de aprendizaje y que un estudiante de altas capacidades es el que
muestra rasgos como los enumerados para la superdotacién restringidos a uno o unos pocos ambitos
de conocimiento. Asi, podemos hablar de estudiantes con alta capacidad matemdtica como aquellos
que destacan en el aprendizaje y la utilizacién de las matematicas, independientemente de que sea
sobresaliente 0 no en otras areas.

La identificacion de estudiantes con acm es un tema de investigacion destacado, ya que no existe ningun
procedimiento universal valido y fiable que permita su deteccion. La resolucién de problemas es la base
de la mayoria de las investigaciones realizadas con dicho objetivo. Asi, en Espafia, podemos mencionar
trabajos como los de Diaz, Sdnchez, Pomar y Fernadndez (2008), que comparan los resultados de una
prueba de seleccidn de estudiantes para el programa Estalmat (EStimulo del TALento MATematico) y de
un test psicométrico de inteligencia, llegando a la conclusién de que los problemas de matematicas eran
mejor identificador de la acm que el test. Escriva (2016) y Escriva, Jaime, Gutiérrez y Beltran-Meneu
(2017) se centran en problemas de manipulacién de cubos para realizar desarrollos planos, rotaciones y
secciones con el objetivo de comparar las estrategias de los estudiantes con mejores resultados y los
estudiantes medios.

Diversos investigadores, a partir de los resultados de sus estudios, han identificado rasgos de la alta
capacidad matematica (Jaime y Gutiérrez, 2014; Ramirez, 2012). Algunos de estos rasgos son especificos
de una determinada actividad, mientras que otros son mas generales. De entre los diversos rasgos,
algunos estan mas relacionados con los contenidos de nuestra investigacion, pero en dicha relacion no
hay ninguna caracteristica que aluda explicitamente a la visualizacion. Un objetivo a medio plazo de
nuestra investigacion es identificar rasgos diferenciadores de los estudiantes con acm relacionados con
la visualizacion y la geometria espacial, comparando las formas de resolver problemas de los estudiantes
ordinarios (es decir los que no destacan en la resolucion de problemas) y de los que muestran mayor
habilidad para resolver los problemas y mayor capacidad de visualizacién. El presente articulo supone
un paso en esta direccién, ya que en él identificamos estrategias de resolucién de los problemas y
habilidades de visualizacibn empleadas en dichas resoluciones para, posteriormente, analizar las
posibles diferencias entre estudiantes con capacidad matematica media y estudiantes con acm.

No existe unanimidad en los resultados de las pocas investigaciones sobre la respuesta a la cuestion de
si existe relacion entre capacidad de visualizacion y alta capacidad matematica. Por una parte, algunos
investigadores, como Krutetskii (1976) o Presmeg (1986b) afirman que la buena capacidad de
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visualizacion no es imprescindible para que un estudiante tenga acm. Por otra parte, estudios como los
de Escriva (2016) y Rivera (2011) avalan la existencia de relacién entre la buena capacidad de
visualizacion y la acm. Escriva (2016) muestra que, en grupos ordinarios de 6° de Primaria, los estudiantes
gue muestran mejor uso de las habilidades de visualizacién y resuelven correctamente los problemas de
manipulacién de cubos estan entre los que tienen mas éxito académico en la asignatura de matematicas,
mientras que otros estudiantes que también tienen éxito académico muestran un uso mas pobre de las
habilidades de visualizacion y resuelven peor los problemas. Por su parte, Gruessing (2011), Paz-Baruch,
Leikin y Leikin (2016), Ryu, Chong y Song (2007) y van Garderen (2006), experimentando en contextos y
con tipos de estudiantes diferentes, llegan a conclusiones similares.

3. Marco teérico

Para fundamentar la investigacion realizada que mostramos en este articulo, necesitamos elementos
tedricos de visualizacibn matematica que nos permitan analizar las actividades planteadas y las
respuestas de los estudiantes. En esta seccidon presentamos los componentes de la visualizaciéon que
utilizaremos para analizar las respuestas de los estudiantes.

La visualizacion en matematicas es (Gutiérrez, 1996, p. 9) el tipo de actividad de razonamiento basada en
el uso de elementos visuales o espaciales, tanto mentales como fisicos, desarrollada para resolver
problemas o demostrar propiedades. En este contexto, Gutiérrez (2006, p. 38) detalla la definicion anterior:

El conjunto de tipos de imagenes, procesos y habilidades necesarios para que los estudiantes de geometria
puedan producir, analizar, transformar y comunicar informacion visual relativa a objetos reales, modelos y
conceptos geométricos. La informacion visual producida (imégenes) puede ser tanto fisica (figuras o
diagramas) como mental (imagenes mentales). El anélisis de informacién visual se refiere tanto a las
imagenes producidas por el propio estudiante como a las recibidas desde el exterior (de estudiantes,
profesor, texto, etc.). Las transformaciones pueden hacerse entre una imagen e informacién verbal (oral o
escrita) o de una imagen en otra. La comunicacién puede ser gréfica, verbal o mixta.

Cuando una persona utiliza la visualizacion para resolver tareas matematicas, intervienen cuatro
elementos: imagenes mentales, representaciones externas, procesos de visualizacion y habilidades de
visualizacion (Gutiérrez, 1996). De esos elementos, en esta investigacién nos hemos centrado en las
habilidades de visualizacion, de las cuales, las que se han manifestado en las respuestas de los
estudiantes son: conservacién de la percepcion, reconocimiento de posiciones en el espacio,
reconocimiento de relaciones espaciales, discriminacién visual, memoria visual y rotacién mental (Del
Grande, 1987, 1990; Gutiérrez, 1996; Miragliotta y Baccaglini-Frank, 2017).

A continuacién, definimos estas cinco habilidades y mostramos ejemplos de resoluciones de una
actividad propuesta en las experimentaciones en las que se puede manifestar cada habilidad. Los
ejemplos se basan en la actividad T3.1 (descrita con detalle en la seccién 4), que presenta al estudiante
una imagen de un cubo impresa en papel y un cubo de GeoGebra en la pantalla y le pide decidir si los
dos cubos son el mismo o no. El entorno 3-dimensional de GeoGebra tiene la caracteristica de que
permite girar cualquier cantidad de grados alrededor del eje Z (azul), pero sélo permite girar £90° en
otras direcciones, lo cual impide poder alcanzar determinadas posiciones (p. €j., no es posible girar el
eje Z para colocarlo en posicion horizontal de izquierda a derecha).

3.1. Conservacién de la percepcién
Es la habilidad que ayuda a reconocer que un objeto y sus partes (p. €j., las caras de un poliedro)

mantienen sus propiedades, aunque se vean deformados a causa de la influencia de la perspectiva por
un cambio de posicién o, aunque deje de verse total o parcialmente.
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Para resolver la actividad T3.1, es necesario girar el cubo del ordenador para comparar las posiciones de
sus caras con las del cubo impreso. Los estudiantes con la habilidad de conservacién de la percepcion
pueden reconocer que las formas y posiciones de las figuras dibujadas en las caras del cubo del
ordenador se mantienen después de haberlo girado, lo cual les permite tener en cuenta también las
caras deformadas por la perspectiva u ocultas y comparar los cubos con eficacia.

3.2. Reconocimiento de posiciones en el espacio

Es la habilidad necesaria para relacionar la posicion de uno o mas objetos con uno mismo (el observador)
o con otro objeto fijo, que actia como punto de referencia.

Para resolver la actividad, el estudiante utilizara la habilidad de reconocimiento de posiciones en el
espacio si, para comparar los dos cubos, observa o se imagina las figuras de las caras del cubo de
GeoGebra y las orienta usando como referencia su propio punto de vista (el coche mira hacia abajo,
etc.).

3.3. Reconocimiento de relaciones espaciales

Es la habilidad que permite identificar correctamente las caracteristicas de relaciones internas entre
diversos objetos situados en el espacio.

La principal diferencia entre identificar posiciones en el espacio e identificar relaciones espaciales es que,
en el primer caso, los objetos se relacionan con el observador o con otro objeto fijo, por lo que dichas
relaciones varian si el observador o el objeto de referencia cambia de posicion (p. €], si el estudiante ve
en la pantalla que el coche esté a la izquierda y el gato a la derecha, esta relacion cambia si el estudiante
gira el cubo 90° o 180°), mientras que las relaciones espaciales son independientes del observador, por
lo que no cambian aunque este cambie de posicion (p. €j., si la cometa esta junto al techo del coche,
esta relacion se conserva independientemente de la posicidon que tenga el cubo en la pantalla).

Al resolver la actividad, un estudiante puede observar las relaciones internas entre las figuras de dos
caras contiguas del cubo (p. €], la cabeza del gato esta junto al sol) para determinar si el cubo impreso
es igual al cubo de la pantalla.

3.4. Discriminacion visual

Es la habilidad que permite comparar diversos objetos identificando sus semejanzas y diferencias
visuales.

Para resolver la actividad T3.1, los estudiantes deben comparar las formas y posiciones de las figuras
dibujadas en las caras de los dos cubos y establecer similitudes y, si es el caso, diferencias entre ellas
para determinar si son el mismo cubo o son diferentes (p. ej., darse cuenta de si la cola de la cometa
esta a la derecha en ambos cubos o no).

3.5. Rotacién mental
Es la habilidad para producir imagenes mentales dindmicas y visualizar un objeto en movimiento.
Al resolver algunos casos de la actividad T3.1, el estudiante observara que no puede llevar el cubo de

GeoGebra hasta la posicién del cubo dibujado en papel. Si el estudiante posee la habilidad de rotacion
mental, podré “ver” mentalmente movimientos del cubo del ordenador que no puede hacer en la
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pantalla y podra imaginar el giro del cubo de GeoGebra desde la posicion de la pantalla hasta llegar a
la posicion del cubo impreso.

3.6. Memoria visual

Del Grande (1987, 1990) y Miragliotta y Baccaglini-Frank (2017) incluyen la memoria visual entre las
habilidades de visualizacion, si bien con significados solo parcialmente coincidentes. Para Del Grande, la
memoria visual es la habilidad de recordar objetos que ya no estan a la vista y poder establecer con
otros objetos, que estan o no a la vista, relaciones fisicas o matematicas, como forma, tamafio, posicion,
perpendicularidad, etc. En nuestros experimentos, esta habilidad estd presente con bastante frecuencia
en la mayoria de las actividades, por ejemplo, para recordar la posicion de caras de los cubos que han
dejado de verse. Por este motivo, su uso por los estudiantes no nos resulta Util como elemento
caracterizador o diferenciador de estrategias de resolucion de las actividades.

Miragliotta y Baccaglini-Frank (2017) hacen un analisis mas pormenorizado de la habilidad de memoria
visual, diferenciando cuatro tipos seguin usos especificos de la memoria. De entre ellos, nos interesa la
memoria espacial secuencial a corto plazo, que es la habilidad para recordar una sucesién de ubicaciones.

En nuestras actividades, esa sucesion de ubicaciones recordada puede ser una secuencia ordenada de
flechas pulsadas para mover el cubo Flash desde una posicion hasta otra. En una de las actividades
(T2.7B), pediamos mover el cubo Flash desde su posicion inicial hasta una posicion dada en el menor
ndmero posible de pasos. Una estrategia de resolucion consistié en preplanificar el recorrido haciendo
una parte del mismo, volviendo a la posicion inicial y repitiendo ese recorrido, para lo cual es necesario
recordar la secuencia ordenada de las flechas pulsadas.

4. Metodologia

La investigacidon que presentamos se basa en datos recogidos de varias experimentaciones realizadas
con estudiantes de Educacion Primaria. En esta seccion describimos los diferentes componentes de esas
experimentaciones y planteamos los criterios de analisis de los datos recogidos.

4.1. Participantes

Los experimentos se realizaron con estudiantes de Educacion Primaria. Participaron un grupo ordinario
de clase de 5° curso de un centro publico de Valencia, durante las horas de clase de matematicas, y un
grupo de estudiantes de 5° y 6°, identificados como superdotados, que asistian a un taller extraescolar
de matematicas organizado por la Asociacion Valenciana de Ayuda al Superdotado y Talentoso (AVAST).
En las sesiones experimentales, la primera firmante de este articulo ejercié de profesora. El grupo
ordinario estaba formado por 15 nifios y el grupo del taller de AVAST por 6 nifios.

Con el fin de fomentar la discusion entre los estudiantes durante la resolucion de las actividades y poder
grabar sus comentarios, los del grupo del colegio trabajaron en trios. De esta manera, es posible saber
cdmo razonan y qué uso estan haciendo de la visualizacion. Por su parte, los estudiantes de AVAST
trabajaron de manera individual ya que, al ser un grupo pequefio, era posible hacer un seguimiento
detallado de todos ellos. Como excepcién a este procedimiento de trabajo, un estudiante de AVAST
resolvié las actividades en un contexto de entrevista clinica con la profesora-investigadora.

4.2. Los materiales

Las actividades que hemos disefiado se basan en una combinacién de representaciones de cubos,
mediante cubos fisicos (Figura 1a), representaciones en perspectiva impresas en papel (Figura 1b) y
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cubos dinamicos en la pantalla de un ordenador o una tableta (Figura 1c). Para hacer las actividades mas
atractivas y accesibles a los niflos de Educacion Primaria, los cubos tienen sus caras decoradas con
figuras esquematicas de objetos conocidos. La decoracion de las caras es también importante para la
comparacion entre diferentes representaciones de los cubos; por ejemplo, evitamos las figuras
simétricas, pues éstas presentarian ambigliedad al resolver algunas actividades, ya que no se puede
estar seguro de cual es su posicion si no se ve también alguna cara contigua.

o)
Figura 1. Representaciones de un cubo: fisica, impresa y en ordenador

Hemos utilizado dos aplicaciones de creacion propia para representar en el ordenador cubos y poder
girarlos en tres dimensiones. Una de las aplicaciones la hemos creado en Flash (Figura 2) y presenta un
cubo que puede girar £90° alrededor de los tres ejes ortogonales que pasan por los puntos medios de
sus caras opuestas. Para realizar los giros, la pantalla muestra seis flechas que actian como botones, de
manera que, al pinchar sobre una de las flechas, el cubo realiza la rotacién correspondiente. La pantalla
muestra también un botdn circular que permite llevar automéaticamente el cubo a la posicién de partida.
Esto permite dejar el cubo preparado para empezar de nuevo una actividad, cuando los estudiantes se
equivocan, o realizar la actividad siguiente.

Figura 2. Cubo dindmico creado con Flash

La otra aplicacién la hemos creado en GeoGebra (Figura 3a) y presenta un cubo con las caras decoradas,
diferente del descrito en el parrafo anterior, que puede girar libremente mediante el procedimiento
ordinario de giro de GeoGebra. También tiene un botén para llevar automéaticamente el cubo a la
posicion de partida. Para entender las actividades basadas en manipulaciones con este cubo, es
necesario tener en cuenta la peculiaridad de GeoGebra que limita sus posibilidades de rotacién en el
espacio, pues permite girar libremente alrededor del eje Z (azul), independientemente de la posicién en
la que se encuentre este eje en la pantalla, pero no permite girar alrededor de los ejes X (rojo) e Y (verde),
sino que gira alrededor de un eje invisible horizontal situado en el centro de la pantalla gréafica, que no
tiene por qué pasar por el punto (0,0,0) (Figura 3b). Ademas, los giros alrededor de este eje invisible
estan limitados a +90°. Esta restriccion hace, por ejemplo, que sea imposible situar el eje Z en una
direccién diferente de la vertical o que no se pueda girar este eje de forma que se vea en la pantalla el
semieje positivo Z debajo del semigje negativo.
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Estas limitaciones en el giro son relevantes para las actividades que hemos disefiado porque no es
posible colocar el cubo en cualquier posicidon que interese. Por ejemplo, no es posible girar el cubo para
situar la cara del coche (Figura 3a) como base del cubo ni en la posicion que ocupa la cara de la cometa
en la Figura 3a.

[ NN ) Cub Geogebra lliure.ggb AL~
» Graficas 3D X » Vista GraficaX

 asc >

5
é
>

)
.

a) b)
Figura 3. Cubo dindmico creado con GeoGebra y limitaciones de giro en GeoGebra

Cada estudiante tenia a su disposicién los cubos fisicos, una copia de las actividades y cada grupo tenia
un ordenador con el software. Los cubos fisicos tienen un tamafno aproximado de 5 cm de arista. Las
representaciones impresas son capturas de pantalla del ordenador para garantizar su similitud con las
imagenes de la pantalla.

4.3. Las actividades

El experimento de ensefianza estuvo formado por tres bloques de actividades, dedicados a trabajar con
desarrollos planos, con secciones y con rotaciones de cubos. Todas las actividades planteaban
situaciones en las que era necesario utilizar dos de las tres formas de representacién de cubos. La
necesidad de combinar diferentes formas de representacién potencia el uso de los procesos de
visualizacion para crear, analizar y transformar imagenes mentales de los cubos y, en consecuencia,
desarrollar las habilidades de visualizacion empleadas. En este articulo nos centramos en analizar las
actividades basadas en representaciones de cubos en papel y en la pantalla. El bloque de rotaciones
comenzd con algunas actividades dirigidas a que los estudiantes aprendieran a realizar rotaciones
controladas del cubo, es decir, con un sentido de giro especifico, alrededor de alguno de los tres ejes
de las caras del cubo. Primero utilizaron cubos fisicos y después introdujimos el cubo Flash, en el que
tenian que aprender el significado de las flechas de la pantalla, y el cubo GeoGebra, para que
aprendieran a manejar el trackpad para girar el cubo en el espacio. En este articulo nos centramos en las
actividades de rotaciones en las que hay que utilizar los cubos dinamicos del ordenador, que describimos
a continuacién.

Actividad T2.5 (Figura 4). La actividad muestra varias representaciones de cubos impresos y pide
averiguar cudles corresponden al cubo Flash de la pantalla y justificar la respuesta. Los estudiantes
pueden girar el cubo de la pantalla para obtener informacién que les permita decidir. La primera figura
no coincide con el cubo porque el perro impreso es simétrico del perro del cubo Flash. La segunda figura
tampoco coincide por el mismo motivo y porque las tres caras mostradas en el cubo impreso estan
colocadas en otras posiciones en el cubo Flash. La tercera figura si es correcta. La cuarta figura tampoco
coincide con el cubo porque sus caras no estan colocadas en esa posicion en el cubo Flash.
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ACTIVIDAD T2.5 FLASH
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==
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Figura 4. Enunciado de la actividad T2.5, para resolver con el cubo Flash

Actividad T2.6 (Figura 5). La actividad pide mover el cubo Flash hasta situarlo en la posicion mostrada

en el enunciado. Esta actividad si tiene solucion.

ACTIVIDAD T2.6 FLASH
Desde la posicién inicial, gpuedes llegar a la siguiente
posicién? -

Figura 5. Enunciado de la actividad T2.6, para resolver con el cubo Flash

Actividad T2.7B (Figura 6). La actividad pide, como la anterior, mover el cubo Flash hasta situarlo en
cada posicién mostrada en el enunciado, pero ahora pide hacerlo en el menor nimero posible de pasos.
Esta actividad tiene solucion y, siguiendo una estrategia 6ptima, siempre se puede alcanzar la posicién
pedida en un maximo de 3 pasos: Si vemos en la pantalla una de las tres figuras impresas, la podemos
llevar a su posicion en un maximo de 3 pasos. Si no vemos en la pantalla ninguna de las tres figuras
impresas, cualquier giro mostrara una de ellas y, con 2 giros mas, podremos llevar esa figura a su

posicién.
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ACTIVITAT T2.7B FLASH
Desde la posicién inicial, spuedes llegar a la siguiente
posicién? Inténtalo hacer con el menor nimero de
giros.

3Con cudntos giros lo has conseguido?

Vuelve a la posicién inicial e intenta llegar a la siguiente
posicion.

sCudntos movimientos has utilitzado esta vez?

Figura 6. Enunciado de la actividad T2.7B, para resolver con el cubo Flash

Actividad T3.1 (Figura 7). Esta actividad es similar a la actividad T2.5, con la Unica diferencia de que se
resuelve con el cubo GeoGebra. La actividad se planted después de que los estudiantes hubieran
experimentado con el cubo de GeoGebra para acostumbrarse a controlar los giros con el movimiento
del dedo sobre el trackpad. El primero y el cuarto cubos si corresponden al cubo de la pantalla, pero hay
una diferencia entre ellos: Mientras que el cubo GeoGebra se puede colocar en la misma posicidon que
el primer cubo, esto no es posible con el cuarto cubo, debido a la limitacidén de giros en GeoGebra que
hemos comentado. Ello obliga a los estudiantes a buscar formas de realizar comparaciones parciales, lo
cual requiere del uso de imagenes mentales y habilidades de visualizacion. El segundo cubo impreso no
corresponde al cubo GeoGebra porque el gato estd girado 90° respecto del cubo de la pantalla.
Tampoco el tercer cubo coincide con el de la pantalla, porque las cometas tienen las colas inclinadas
hacia lados contrarios, ya que son simétricas una de la otra.
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pantalla.

-

Sl NO  porque

ACTIVIDAD T3.1 GEOGEBRA
Comprueba si cada foto pertenece al cubo de la

NO  porque

Sl NO  porque

NO  porque

Figura 7. Enunciado de la actividad T3.1, para resolver con el cubo GeoGebra

Actividad T3.2 (Figura 8). Esta actividad pide, en primer lugar, imaginar dos recorridos diferentes para
llegar desde la posicidn inicial del cubo GeoGebra (Figura 3a) hasta la posicién impresa en el enunciado
y describirlos por escrito. Después, pide realizar esos recorridos en el ordenador y describir cémo se han
hecho realmente. En este caso, si es posible mover el cubo GeoGebra hasta situarlo en la misma posicion
que el cubo impreso. El objetivo principal de la actividad es evaluar la capacidad de visualizacion de los
estudiantes, al tener que imaginar dos recorridos sin hacerlos fisicamente.

ACTIVITAT T3.2 GEOGEBRA
Desde la posicién inicial, explica cémo vas a conseguir
la siguiente foto por dos caminos diferentes.

Hazlo y, después, explica cémo lo has hecho.

Figura 8. Enunciado de la actividad T3.2, para resolver con el cubo GeoGebra
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4.4. Procedimientos de recogida de informacion y analisis de datos

Para la recogida de datos experimentales, utilizamos un programa de captura de pantalla y audio, que
nos permitié ver los movimientos efectuados con los cubos del ordenador y escuchar los comentarios
que realizaban los estudiantes durante la manipulacién. También hicimos grabaciones en video de las
sesiones: seleccionamos dos parejas en el grupo de clase, a las que hicimos un seguimiento continuo
durante todas las sesiones, y grabamos al conjunto de estudiantes participantes en el taller extraescolar.
Asimismo, recogimos las hojas con las respuestas de los estudiantes y la profesora-investigadora tomo
notas de campo.

El objetivo de nuestro andlisis de los datos ha sido identificar las estrategias de resolucion de los
estudiantes y la presencia en ellas de habilidades de visualizacién descritas en la seccién 3. Para ello,
hemos revisado los protocolos de las conversaciones, buscando fragmentos en los que los estudiantes
mencionaran elementos de los cubos (caras, figuras de las caras, partes de las figuras, etc.). El tipo de
elementos mencionados, la forma de referirse a ellos y las relaciones que los estudiantes establecen
entre elementos de un cubo y del otro nos permiten identificar las estrategias de resolucién y las
habilidades de visualizacién puestas en juego. La comparacion de la actividad de los estudiantes del
grupo ordinario y de los estudiantes con acm nos puede permitir identificar comportamientos
caracteristicos de estos ultimos.

5. Analisis de resultados

En esta seccidn realizamos el analisis de los datos recogidos. A continuacion, presentamos ejemplos
caracteristicos de como resuelven los estudiantes cada actividad y de como utilizan las habilidades de
visualizacion descritas en la seccién 3. La presencia de estudiantes con acm en la muestra da a esta una
mayor diversidad, que se traduce en mas variedad de estrategias de resolucién.

En la actividad T2.5 (Figura 4), los estudiantes movian el cubo del ordenador y comparaban su posicién
con la del cubo impreso para ver si coincidian. Para hacerlo, los estudiantes situaban el cubo del
ordenador haciendo coincidir la figura de una cara con la correspondiente del cubo impreso, con la
finalidad de poderlas comparar y decidir si se correspondian o no. En esta actividad se ve claramente el
uso de la habilidad de discriminacién visual, ya que comparaban ambas figuras identificando sus
semejanzas y diferencias. Un estudiante del grupo ordinario mostraba el uso de esta habilidad porque,
para determinar si un cubo impreso era igual al de la pantalla, movia el cubo de la pantalla hasta que
una cara correspondiese con una de las caras del cubo impreso (Figura 9) y, a continuacién, comparaba
el resto de caras visibles de ambos cubos y decidia si eran o no el mismo cubo. Refiriéndose al segundo
cubo de la actividad el estudiante indicé: “Solo esta el pato, las demés no estan”.

Figura 9. Comparacién de las caras de un cubo impreso y del cubo Flash
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Este estudiante también manifestd la habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales en otro
momento de resolucion de esta actividad, ya que, después de mover el cubo Flash (Figura 10) se fijé en
la relacion del perro con la mariposa en el cubo impreso y observd que esta relacion no se mantenia en
el cubo de la pantalla: “El perro mira hacia otro lado”, por lo que concluyé que los cubos no eran iguales.

Figura 10. Comparacion de la posicion relativa del perro y la mariposa en un cubo impreso y el cubo
Flash

Por su parte, un estudiante de acm, para resolver el cuarto cubo impreso, también movi6 el cubo del
ordenador buscando la posicion del pez impreso. En cierto momento, el estudiante oculté el pez, pero
siguio teniendo en cuenta donde y en qué posicion estaba, lo cual le permitié girar el cubo para
recuperar el pez en la posicién correcta y situarlo como en la posicién de la siguiente imagen (Figura
11). Este estudiante mostrd, mientras realizaba estos movimientos, la habilidad de conservacion de la
percepcion, ya que era consciente de donde estaba la cara oculta del pez y la siguié usando para decidir
codmo girar el cubo. Al mismo tiempo, necesité también la habilidad de rotacién mental, ya que tuvo que
imaginarse dénde estaba el pez'y qué giros hacer para llevarlo a donde queria, para lo cual el estudiante
cred una imagen mental dindmica que le ayudd a saber qué flechas presionar para hacer que volviera a
aparecer dicha figura en una posicion concreta.

5,

(=4

Figura 11. Movimiento del cubo Flash para situar el pez como en el cubo impreso

En la actividad T3.1 (Figura 7), algunos estudiantes mostraron las mismas estrategias de resolucion y
utilizaron las mismas habilidades de visualizacién observadas en la actividad T2.5. En este caso, un
estudiante del grupo ordinario, para descubrir si un cubo impreso coincidia o no con el cubo GeoGebra,
giraba el cubo de la pantalla hasta hacer coincidir una de sus caras con la misma cara del cubo impreso
y después comprobaba si coincidian o no las otras dos caras. El estudiante mostraba en estas acciones,
especialmente en el tercer cubo impreso, la habilidad de discriminacion visual, al comparar las caras para
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establecer semejanzas y diferencias entre las del cubo impreso y las del cubo de la pantalla. Al mismo
tiempo, el estudiante manifestd la habilidad de reconocimiento de relaciones espaciales al fijarse en la
relacidn interna entre las figuras de las caras para poder determinar si las posiciones del cubo impresos
correspondian a la del cubo GeoGebra.

Por otro lado, un estudiante con acm manifest6 la habilidad de rotacién mental mientras analizaba el
cuarto cubo de la actividad, ya que no se puede colocar el cubo GeoGebra exactamente en la misma
posicién del cubo impreso, debido a la limitacién de giros de GeoGebra. En este caso, el estudiante cred
una imagen mental dindmica del cubo y observé que esa imagen si se correspondia con el cubo impreso.
Posteriormente, para explicar a la profesora cémo habia razonado, gir6 la hoja de papel y asi demostré
que si se correspondian ambos cubos. Ademas, el estudiante manifestd la habilidad de conservacion de
la percepcion, ya que se daba cuenta de que, aunque el programa no permite girar el cubo, si este se
pudiera seguir girando, coincidiria con la posicion del cuarto cubo de la actividad: “Este cubo
[refiriéndose al de la pantalla] muestra las tres caras independientemente de su posicion.”

Para resolver las actividades T2.6 (Figura 5) y T2.7B (Figura 6), los estudiantes tenian que encontrar un
camino correcto para llegar a las posiciones dadas que, en la segunda actividad, también fuera eficiente,
es decir con la menor cantidad de movimientos. Los estudiantes que encontraron caminos eficientes
mostraron las habilidades de rotacién mental, ya que fueron capaces de darle significado a las flechas y
realizar una coordinacion entre el giro que querian hacer y la flecha adecuada.

Varias actividades, por ejemplo la T2.6, piden a los estudiantes mover los cubos hasta situarlos en
posiciones concretas mostradas en las hojas de actividades. En estos casos, los estudiantes solian tomar
como referencia una de las figuras situadas en las caras superior o inferior izquierda, por ser las mas
claramente identificables, y buscaban la manera de girar el cubo Flash para llevar esa cara a la posicion
del cubo de la actividad. Para decidir qué giros debian hacer, los estudiantes, refiriéndose al perro, solian
usar expresiones como “lo tengo que llevar a la cara superior” o "voy a girarlo hacia arriba”, que indican
el uso de la habilidad de reconocimiento de posiciones en el espacio.

Al resolver la segunda parte de la actividad T2.7B (Figura 6), los estudiantes se encuentran con que la
posicién inicial del cubo Flash (Figura 1c) y la posicién final no tienen ninguna cara en comun, lo cual les
supone una dificultad para poder imaginarse cémo iniciar un recorrido 6ptimo. Uno de los estudiantes
con acm, al resolver esta parte de la actividad, realizd unos giros para saber en qué caras estaban las
figuras ocultas del cubo y como hacer visible la figura que le interesaba usar como referencia. A
continuacion, devolvio el cubo a la posicidn inicial mediante el botdn Inicio, repitid la secuencia de giros
y siguio girando el cubo hasta llegar a la posicion de la actividad con un recorrido éptimo. Esta forma
de proceder supone, por una parte, el uso de la habilidad de conservacion de la percepcién, al reconocer
que las figuras se sitlan en la misma posicién cada vez que el cubo vuelve a su posicién inicial, y, por
otra parte, el uso de la habilidad de memoria espacial secuencial de corto plazo, al recordar y reproducir
una secuencia de giros (pulsaciones en las flechas) que le interesaba para resolver la actividad.

Las actividades de GeoGebra fueron realizadas a continuacién de las de Flash. Esto motivo que algunos
estudiantes, para explicar su resolucion de la actividad T3.2 (Figura 8) e indicar el camino que habian
seguido para llegar a la posicion del cubo impreso, dibujaran en la hoja de la actividad flechas como las
del cubo Flash. La Figura 12a muestra la respuesta de un estudiante que describié verbalmente los
movimientos realizados (“una hacia abajo rodeando la figura y una hacia la derecha”) y la Figura 12b
muestra la de otro estudiante que utilizé las flechas del cubo Flash. Los estudiantes como el segundo
utilizaron la habilidad de rotacion mental para poder representar los giros hechos con el cubo GeoGebra
mediante las flechas del cubo Flash, pues tuvieron que crear imagenes mentales dindmicas que
relacionaran los giros del cubo GeoGebra con las flechas del cubo Flash.
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Figura 12. Respuestas a) verbal y b) simbdlica a la actividad T3.2

a)
Para terminar este andlisis de las respuestas de los estudiantes, la Tabla 1 resume las habilidades que
hemos detectado en las estrategias de resolucién descritas en las paginas anteriores.

T2.5 T2.6 T2.7B T3.1 73.2
() () () (©) (©)

Conservacion de la percepcion X X X
Reconocimiento de posiciones en el espacio X X X
Reconocimiento de relaciones espaciales X X
Discriminacién visual X X

Rotacién mental X X X X X
Memoria espacial secuencial a corto plazo X

Tabla 1. Uso de las habilidades de visualizacién en las actividades con los cubos Flash (F) y GeoGebra (G)

El conjunto de actividades que hemos analizado esta dividido en dos tipos: Actividades que piden
comparar un cubo del ordenador y una representacién impresa, para decidir si la representacion
corresponde al cubo del ordenador (T2.5 y T3.1). Actividades que piden mover el cubo del ordenador
hasta llevarlo a una posicién dada mediante una representacion impresa (T2.6, T2.7B y T3.2). La tabla
muestra con claridad, respecto de las habilidades de visualizacion empleadas por los estudiantes, la
diferencia entre los dos tipos de actividades y la coherencia interna de cada tipo. La diferencia entre las
formas de uso de los cubos Flash y GeoGebra no parece que afecte significativamente a la necesidad de
emplear determinadas habilidades para la resolucion. Esa diferencia parece estar en la intensidad y
forma de uso de las habilidades en una y otra actividades, pero no hemos evaluado este aspecto de
manera objetiva. En el conjunto de actividades que piden mover el cubo hasta una determinada posicién,
la mayor complejidad de T2.7B (hacer recorridos minimos) hace que sea necesario utilizar mas
habilidades de visualizacion. Las habilidades de conservacién de la percepcidon y memoria espacial estan
relacionadas, pues ambas se utilizan para gestionar informacién visual sobre caras o posiciones de cubos
que no estan a la vista, y son necesarias en esta actividad para coordinar posiciones del cubo y poder
identificar caminos éptimos.

6. Sintesis y conclusiones

En este articulo hemos presentado resultados de un experimento de ensefianza en el que estudiantes
de 5°y 6° de Educacién Primaria, parte de ellos con acm, resolvieron diversas actividades que requerian
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girar cubos en la pantalla de un ordenador mediante dos aplicaciones de Flash y GeoGebra. Las
actividades T2.5 (Flash) y T3.1 (GeoGebra) pedian comparar los cubos impresos en la hoja de papel de
la actividad con el cubo de la pantalla del ordenador para averiguar si se trataba del mismo cubo o no.
Las actividades T2.6, T2.7B (ambas Flash) y T3.2 (GeoGebra) pedian llegar desde la posicion inicial del
cubo hasta unas posiciones concretas mostradas en las actividades. La resolucion de estas actividades
posibilitd que los estudiantes generaran imagenes mentales y utilizaran habilidades de visualizacion, lo
cual ayudd a desarrollar su capacidad de visualizacién espacial en matematicas.

Un objetivo de investigacién ha sido Identificar las diferentes estrategias de resolucion de los problemas
realizadas por los estudiantes y las habilidades de visualizacion utilizadas en ellas. En la seccion 5 hemos
descrito las diferentes estrategias de resolucién que hemos identificado para cada actividad y las hemos
analizado para identificar las habilidades de visualizacion empleadas en cada estrategia. En las
actividades T2.5 y T3.1, los estudiantes mostraron las habilidades de conservacion de la percepcion,
reconocimiento de relaciones espaciales, discriminacion visual y rotaciéon mental. En las actividades T2.6,
T2.7B y T3.2, los estudiantes utilizaron las habilidades de conservacion de la percepcién, rotacién mental
y memoria espacial secuencial a corto plazo. Por la propia estructura de las actividades, la habilidad de
rotacién mental estuvo siempre presente, aunque aplicada en diferentes contextos, pero las diferentes
actividades ayudaron a los estudiantes a practicar distintas habilidades, ademas de la mencionada antes.

Un uso adecuado de las habilidades de visualizacion permitié a los estudiantes resolver de manera
correcta las actividades planteadas. En el caso de las actividades de comparacion de un cubo impreso
con el del ordenador, para poder llegar a identificar si todas las caras de ambos cubos se corresponden,
el caso mas evidente se observa en una posicion de la actividad T3.1 a la que es imposible llegar
moviendo el cubo. En el otro grupo de actividades, consistentes en mover el cubo para situarlo como
una figura impresa, las habilidades de visualizacion les permitieron a los estudiantes llegar a la posicion
dada con el menor nimero posible de movimientos.

El segundo objetivo de investigacidn ha sido observar las diferencias que pueda haber en las estrategias
de resolucién y las habilidades de visualizacién de los estudiantes al resolver actividades similares (T2.5
y T3.1; T2.6 y T3.2) con los cubos Flash y GeoGebra. Hemos observado que, a pesar de la similitud de las
actividades, las diferencias entre las formas de giro de ambos cubos (giro de 90° alrededor de tres ejes
ortogonales con el cubo Flash; giro libre continuo en el espacio con el cubo GeoGebra) han dado lugar
a estrategias de resolucion diferentes. El giro de 90° del cubo de Flash hacia necesario que los
estudiantes usaran habilidades de visualizacion para poder llegar a la posicion dada en la actividad de
forma eficaz, es decir, con el menor nimero posible de movimientos. Sin embargo, el giro libre del cubo
GeoGebra les permitia llegar facilmente a cualquier posicidn alcanzable.

El manejo del cubo Flash ha resultado mas sencillo que el del cubo GeoGebra a la hora de identificar si
los cubos impresos coincidian con el cubo de la pantalla. La estrategia general consistia en girar el cubo
de la pantalla buscando situar una de sus caras en la misma posicion de esa cara en el cubo impreso y
observar si las demas caras coincidian también. En el cubo GeoGebra, la limitacion del giro hacia que
esto no siempre se pudiera llevar a cabo, como en la actividad T3.2, lo cual impedia a los estudiantes
realizar una comparacion directa entre los cubos GeoGebra e impreso, y hacia necesario el uso mas
intenso de las habilidades de visualizacion para poder resolver la actividad. Por tanto, las dos
aplicaciones ayudan a los estudiantes a utilizar las habilidades de visualizacién durante la resolucion de
las actividades de este experimento de ensefianza y, consecuentemente, a desarrollar sus estrategias de
visualizacion.

Las habilidades de visualizacién en matematicas son también Utiles en la vida cotidiana, por lo que
deberian ser uno de los objetivos de ensefianza en Educacidn Primaria y Secundaria. Al realizar
actividades de la vida cotidiana, necesitamos diferentes habilidades de visualizacion espacial para
trasmitir, codificar o manipular una determinada informaciéon (Gonzato, 2013) y también se utilizan
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dichas habilidades en muchas profesiones, como carpinteros, médicos, ingenieros, conductores, entre
otras (Gonzato y Godino, 2011).

Por el reducido nimero de estudiantes que han participado en el experimento de ensefianza y haber
experimentado solo en dos cursos de Educacion Primaria, no podemos plantear la generalizabilidad de
los resultados. Esta es una limitaciéon de este estudio, que intentamos subsanar mediante nuevos
experimentos con estudiantes de otros cursos de Educacion Primaria.
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