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DSETA: Cowmo a la mayoria de los matemd-
' ticos, no se me da bien eso de con-
tar. Acabo de tratar de contar las
aristas y vértices de un beptigono y
primero hallé siete aristas y ocho
vértices vy, luego, ocho aristas y sie-

te vértices . . .

I LAKATOS. Pruebas y refutacio-
nes, pdag. 90.



INTRODUCCION

El Geoplano es un material ideado por Gattegno para que con
su manipulacién los niitos invesguen las relaciones geométricas.

Su forma mas usual es la de una base de madera sobre la que
hay una malla cuadrangular de clavos, aunque para obtener una
mayor riqueza de situaciones la malla puede ser triangular, hexago-
nal, circular, etc. . .

Segmentos y poligonos pueden construirse con gomas elasticas
alrededor de los clavos del geoplano.

Con el uso de gomas eldsticas, el estudiante puede facilmente
deformar una figura o transformar una en otra.

El geoplano se puede usar en la investigacion de muchos
conceptos de geometria plana: segementos y longitudcs, areas,
figuras abiertas y cerradas, simetrias, giros, semejanzas, pohgonos
inscritos, propiedades de los poligonos, etc.

Las longitudes y 4areas dependerin siempre de la definicion de
la unidad de distancia y de la unidad de area.

Este trabajo desarrolla algunos de estos conceptos en forma de
actividades, dando al final del mismo algunas soluciones, sugerencias
y comentarios que cotresponden a los arteriscos (*) que van apare-
ciendo a lo largo del texto.



MATERIAL:

En primer lugar PAPEL CUADRICULADO para poder
dibujar resuitados y retenerlos.

Los GEOPLANOS CUADRANGULARES son mallas
cuadradas de clavos sobre una base cuadrada de madera, con la
cantidad deseada de clavos en cada linea 3, 4, 5, etc. . .

Para este trabajo se utilizan geoplanos cuadrangulares de
3x3, 5x5, y 10x10 clavos.

Aconsejamos las siguientes medidas para su construccion:

-- Para el geoplano 3x3: La base de 15 cm. de lado.
La distancia entre clavos de § cm,

— Para el geoplano 5x5: La base de 20 cm. de [ado.
La distancia entre clavos de 4 cm.

— Parael geoplanb 10x10:  La base de 25 cm. de lado.
La distancia entre clavos 2,5 cm,

El GEOPLANO TRIANGULAR es una malla triangular
de clavos sobre una base de madera no necesariamente triangu-
lar.

En este caso la figura elemental es un tridngulo. Puede
usarse cualquier forma para este tridngulo, pero la mis practica
es la del tridngulo isosceles pero no equilatero.

El geoplano que usaremos tiene 7 clavos de lado, y un
total de 28,



GEOPLANO GIRATORIO:

Se construye un geoplano circular de 25
clavos, de los cuales 24 estin 24 sobre una cir-
cunferencia a espacios iguales, y el otro es un
clavo especial colocado en el centro de la circun-
ferencia que tendra la funcibn de ¢je.

Las medidas mas aconsejables son 34 cm.
de lado para el cuadrado base, y de 30 cm. para
el didmetro de la circunferencia.

Se construyen cuadrados base cuyo lado
sea de 21 cm. y en cuyo centro haya un agujero
que encaje lo mas perfecto posible con ¢l “clavo-
-¢je’’ construido anteriormente.

Sobre estas bases se construyen geoplanos
cuadrangulares con un namero impar de clavos
de manera que el clavo del centro sea el “'clavo-
-gje”’. También se pueden construir sobre estas
bases, geoplanos circulares cuyo centro sea el
“clavo-eje”’. De esta forma, el geoplano inscrito
puede girar sobre el (lajc.




FIGURAS EN UN GEOPLANO CUADRADO DE NUEVE CLAVOS (%)

A-l,

(*)

Elige un punto que no sea el centro. Por medio de una goma puedes
unirlo con otro punto con lo que habras formado un segmento.

¢Con cuantos puntos puedes unir el que has elegido?

éCuantas longitudes distintas has hallado?

. 5i eliges otros puntos, dpuedes construir segementos que tengan

longitud diferente?

. Elige tres puntos del geoplano que no estén en linea recta, al unirlos

con una goma habris construido un tridngulo. Construye todos los
tridngulos que puedas que sean iguales al anterior.

. Construye un triangulo que tenga forma distinta que los anteriores.

Construye todos los triangulos que puedas que sean iguales a este.

. Repite A-4 todas las veces que puedas.
. {Cudntas formas distintas has hallado?

. Si el triangulo tiene dos lados iguales se llama isésceles. En las activi-

dades anteriores, ¢has encontrados tridngulos isosceles?
{Cuantos distintos?

. St el triangulo tiene un angulo recto, se llama rectangulo. En las acti-

vidades anteriores, ¢has encontrados triangulos rectangulos?
{Cuantos distintos?

dHas hallado alguno que sea isosceles y rectangulo simultaneamente?
¢Cuantos distintos? :



A-10.
(*)
A-11,
M

A-l1Z

A-14.
(*)

Construye cuadrados como los de la figura.
¢Cuantos puedes obtener?
¢Puedes construir algin cuadrado que sea distinto a los anteriores?

Construye rectangulos en el geoplano. éCuantos puedes obtener?

Hay otros cuadriliteros que no son ni cuadrados ni rectangulos.
Construye algunos de ellos y distingue los que son paralelogramos
(sus lados son paralelos dos a dos) y los que no lo son.

. Construye el pentigono de la figura. {Cuintos hay como éi?

Busca otros pentdgonos diferentes a este.

Esta figura también es un cuadrilitero (pues tiene cuatro lados).
¢Habias construido en A-11 alguno parecido?. Une los punto Ay B
con una goma de otro color. ¢Esta la goma dentro o fuera del cua-
drilatero?

A los poligonos con esta particularidad (tienen dos vértices tales
que al unirlos por un segmento no se pasa por el poligono), los la-
maremos “‘concavos’. A los demas los llamaremos poligonos “con-
vexos”

Busca més cuadrilateros concavos.

éPuedes construir un tridngulo concavo? dpor qué?

Puedes construir en el geoplano poligonos concavos de 5, 6,7,08
lados?

¢Y convexos?

|




CARACTERIZACION DE PARALELOGRAMOS POR SUS DIAGO-
NALES

E} geoplano 5x5, como el de la figura, est formado por 25 clavos y

tiene forma cuadrada. La unidad de 4rea serd el cuadrado que ves dibuja-
do, y la unidad de longitud seri su lado.

B-1.

B-2.

B-3.

B-4.

B-5. .

B-6.

En un cuadrildtero, se llama diagonal a la linea que une dos vértices
opuestos. Construye varios cuadriliteros y comprueba que todos
tienen dos diagonales.

¢Has hecho cuadrilateros concavos en B-12 Si no, construyelos. En
un cuadrildtero, ése cortan siempre Jas diagonales?

Construye un cuadrado y sus diagonales. ¢Son de la misma longi-
tud?. ¢En qué punto se cortan?. {Que posicion relativa tienen entre
si?. Haz mds cuadrados para comprobar los resultados.

Repite B-3 con rectanguios, rombos y romboides.

Vamos a empezar ahora al revés: Construye en el geoplano dos seg-
mentos de la misma longitud, perpendiculares entre si y que se
corten en el punto medio. Une con una goma los cuatro extremos
de los segmentos. ¢Qué cuadrildtero tienes? éCuales son sus diago-
nales?. Repite el ejercicio varias veces y compara los resultados.

Repite B-5 con segmentos iguales, que se corten en su punto medio
pero que no sean perpendiculares entre si.



B-7. Repite B-5 con segmentos desiguales, que se corten en su punto me-
dio y que sean perpendiculares entre si.

B-8. Repite B-5 con segmentos desiguales que se corten en su punto me-
dio v que no sean perpendiculares entre si.

B-9. Reliena la tabla siguiente (con SI o NO) y tendras una forma de ca-
racterizar algunos tipos de cuadrilateros seglin sus diagonales:

tipo de diagonales diagonales se cortan en
cuadrilitero igpuales perpendiculares |su pto. medio
ct;at'h'ado
r.écténgufo
rombo
romboide




CALCULO DE AREAS PASANDO POR EL TEOREMA DE PITAGORAS

Seguiremos trabajando con el geoplano 5x5.

C-1.

"

C-2,

*)

Construye un rectangulo de area 2. {Cudntos puedes construir con
p .
esc area?

Construye un tridngulo de drea 1. ¢Porqué ese triangulo tiene drea
1?

Construye tridngulos de drea 3.

{Puedes construir algun trigngulo con drea mayor de 3 unidades?.
Construyelo con el drea lo mayor posible. {Cuanto vale ese drea?.
¢Hay mas tridngulos de distinta forma con el mismo area?

Construye cuadrados que tengan drea 1. También que tengan darca
de 4, 9, 16 unidades. '
¢Cuantos cuadrados puedes construir de cada tipo?

Rellena la tabla siguiente con los cuadrados que has construido en
C-5:

cuadrado | longitud area del
dellado | cuadrado

10

20

30

¢Qué relacion existe entre el area del cuadrado y la longitud de sus
lados?. Escribe una formula general.

¢Se puede construir algun cuadrado cuyo area sea diferente de las
de C-5?
Construyes los cuadrados distintos que puedas.

11



En la actividad siguiente C-8 usaremos un geoplano
10x10.

C-8.

Yo
~ 0

C-10.

C-11.

12

Construye un tridngulo como el de la figura, Ves
que es rectdngulo. Los lados que forman el dngulo
recto se Hlaman “catetos”’ y el otro lado “bipotenu-
sa”. Construye (como en la figura) tres cuadrados
de forma que cada uno de ellos tenga como lado
uno de los lados del triangulo.

éQué relacion hay entre las tres areas?. Repite el
ejercicio con otros tridngulos rectangulos cuyos ca-
tetos midan: 1y 1;1y2;1y4;2y2;2y 3;3y3;
unidades de longitud.

Si escogieras un geoplano mas grande podrias estu-
diar mds casos distintos.

¢Es valida la relacion para un tridngulo que no sea
rectangulo?. El resultado que acabas de obtener se
{lama ‘“Teorema de Pitagoras”.

Aplicando el teorema de Pitagoras (C-8), mide to-
dos los segmentos diferentes que puedes construir
en el geoplano 5x5.

Comprueba que la formula que has obtenido en
C-6 sirve también para los cuadrados construidos
en C-7.

Recuerda la cuestion C-1. ¢Por qué el area del rec-
tangulo era 2?. Construye un rectingulo de area 3.
¢Por qué su area es 3?

. Construye varios rectangulos mas, procurando que

tengan formas diferentes. Piensa que obtienes sus
ireas. Rellena [a tabla siguiente:




rectangulo arca longitud longitud
de base de altura

10

20

30

éQué relacidn hay entre el drea y la longitud de los lados de los
tAngulos?. {Puedes dar una formula?

. C-13. Construye un tridngulo acutdngulo (sus tres dngulos son
agudos). Construye un rectangulo de la misma base y altura
que el tridngulo, y ponlo encima de ¢l. {Qué relacion existe
entre las areas de las dos figuras?

C-14. Repite el ejercicio anterior con otros tridngulos acutingulos
y completa la tabla siguiente:

Tridngulo | long. dela | long. dela drea del | drea del
base del altura del triangulo | rectangulo
le |
20
3o

{Puedes deducir una formula para calcular ¢l drea de estos
triangulos?. Recuerda el resultado que has obtenido en C-12.

13



C-15.

C-16.

C-17.

C-18.

14

Construye un paralelogramo que no sea ni rectangulo ni cua-
drado. Calcula su area. ¢éComo la has obtenido?. Repitelo
con otros patalelogramos. {Puedes obtener una férmula pa-
ra calcular sus dreas?. Si lo consigues pasa a C-18, y si no,
pasa a C-16.

Puesto que sabes calcular el area de un rectingulo, intenta
aprovecharte de eso. Si tienes un paralelogramo, dividelo en
piezas (con gomas de otro color) de manera que al cambiar
alguna de ellas de sitio, la figura se convierta en un rectingu-
lo. {Estd claro que el area de la figura sigue siendo la mis-
ma?. Comprueba esto con cuidado.

Repite los cambios de C-16 con mds paralelogramos que no
sean rectangulos, ¢Qué relacion hay entre la base de un pa-
ralelogramo y la del rectangulo que sacas de é1? ¢Y entre sus
alturas?. Contesta ahora a C-15.

Construye un tridngulo obtusiangulo (tiene un dngulo obtu-
s0). {Hay algln paralelogramo que tenga la misma base y al-
tura?, Construyelo y ponlo encima del tridngulo (recuerda
lo que hacias en C-13). ¢Qué relacion hay entre las dreas del
tridngulo y el paralelogramo?. Di alguna formula para calcu-
lar el 4rea del tridngulo. Si no se te ocurre, recuerda las acti-
vidades C-13 y C-14. &Se parece esta formula a la que has
obtenido en C-14?.



LA FORMULA DE PICK

Esta formula relaciona el drea de un poligono con
el nimero de puntos que tiene. Para obtener la formula
de Pick, es mas comodo usar un geoplano triangular que
uno cuadrado, pues en éste aparecen areas 1/2, cosa que
en el triangular no ocurre y que facilita el hallazgo de la
solucion.

Vamos a trabajar en un geoplano como el de la fi-
gura, formado por un tridngulo isosceles de 7 puntos de
lado y con 28 puntos en totsl. Como en este caso el geo-
plano es triangular, la unidad de irea va a ser el tridngulo
pequefio que ves en la figura. Por lo tanto, el area de un
poligono serd el nimero de esos tridngulos que tienen la
misma superficie.

D-1. Construye un tridngulo unidad, naturalmente su

(*) drea es 1. Construye otros tridngulos que tengan
drea 1. ¢Son todos iguales?. ¢Cuantas formas dife-
rentes has encontrado? ¢Hay mas?

D-2. Calcula el area de los siguientes poligonos:

15



D-3.

OB

10 11

14 15

LLamaremos “punto frontera” a todo punto que estd en un lado del
poligono (es decir a los puntos que tocan la goma), y llamaremos
“punto interior” a todo punto que estd dentro del poligono (sin to-
car la goma).

Por ejemplo, ¢l poligono de la figura tiene 6 puntos frontera y 2 pun-
tos interiores.'

Completa la tabla siguiente con los poligonos de D-2:

16

12




poligono n°® puntos n® puntos ' area
niimero ~ frontera interiores
1 3 | o 1
2 4 1 ‘ 4
3
4

Habras observado que en algunas figuras es diffcil calcular el drea
contando triangulos unidad. Por eso, vamos a intentar un proced;mxento
mis sencillo para calcular el area de poligonos.

A continuacion empezaremos a ver si existe alguna relacion entre el
niimero de puntos que tiene una figura y su drea, una relacion asi nos per-
mitiria calcular el area solo con contar esos puntos.

D-4. Observa los poligonos dibujados debajo. Busca una relacion entre ¢l
(*)  4rea de cada uno de ellos y el nlimero de sus puntos frontera.

ANTL B

Comprueba la relacibn que has obtenido con otros poligonos sin
puntos interiores. ~

17



D-5.

D-6.

D-7.

D-8.

D-9.
(*)

18

Comprueba la relacién que has obtenido en D-4 con poli-
gonos cualesquiera,
¢Es siempre valida? ¢Cuando no lo es?

Construye un poligono con un punto interior. ¢Qué hay
que hacer para desomponerlo en dos pligonos sin puntos
interiores? ¢Qué relacion hay entre el area del poligono
grande y las dreas de los poligonos pequeiios?

Repite con otros poligonos que tengan un solo punto in-
terior.

Trata de hacer lo mismo con los poligonos de D-2. que tie-
nen varios puntos interiores. Cuenta ¢l nimero de puntos
frontera que tiene cada uno de los dos poligonos en que
has dividido al grande. {Cuantos puntos del geoplano has
contado varias veces?. ¢Cuantas veces has contado cada
uno?. ¢Qué particularidades tienen esos puntos?,

Observa Ia tabla de D-3. Intenta deducir de ella una regla
que te dé el drea de cada poligono (A) en funcion del nix-
mero de puntos interiores (n;) y del niimero de puntos
frontera (n;) que tiene. Comprueba la formula con mds po-
ligonos. (Recuerda lo que has hecho en las actividades an-
teriores).

Esta relacion se llama formula de Pick.

Coge ahora un geoplano cuadrado; ya sabes que su unidad

De 4rea es un cuadrado pequeiio. Si giras el geoplano un
poco, de manera que sus vértices queden arriba y abajo
(como en la figura), éverdad que se parece al geoplano
triangular que has usado antes?,

Construye aqui un triangulo unidad.




-

‘D-10, Si mantienes el geoplano cuadrado en esta posi-

D-11.

D-12.

cién inclinada, puedes medir las dreas en cuadra-
dos unidad (si lo ves como geoplano cuadrado) o
en tridngulos unidad (si lo ves como geoplano
triangular). '

éQué relacion hay entre el tridngulo unidad y el
cuadrado unidad? ¢Qué relacion hay entre el area
de un poligono medida en triangulos, y ese mismo
area medida en cuadrados?.

Compruébala haciendo varias ejemplos.

{Cbmo se transforma la relacién que has obtenido
en D-8 (formula de Pick) si mides las areas en cua-
drados en vez de en tridngulos?.

Coge una hoja de papel cuadriculado. Dibuja en
ella varios poligonos cuyos vértices sean puntos
de cruce de la cuadricula. Tomando un cuadrado
pequefio como unidad de drea, calcula el drea de
esos poligonos aplicando la formula de Pick.

19




CAMINOS EN EL GEOPLANO 5x5

En esta seccibn vamos a usar un geoplano

cuadrado de 25 clavos.

E-1,

Imagina que el geoplano es una ciudad y
que sus puntos son los cruces de las calles.
Entonces, hay caminos que son imposibles,
como el de la figura 1, y otros que si se
pueden seguir, como el de la figura 2. éNo-
tas la diferencia entre estos dos caminos? Si
la unidad de longitud es el segmento marca-
do en la figura 2, es muy ficil saber qué
longitud tiene un camino (por e¢jemplo, el
de la figura 2 mide 11 unidades). Construye
varios caminos para ir desde A hasta Z y
mide sus longitudes.

De todos los caminos que has trazado en
E-1, quédate con el de menor longitud (o
los de menor longitud). ¢Pucdes construir
otro camino mas corto todavia? ¢Cuanto
mide el camino mis corto desde A hasta
Z? d{Hay varios caminos con esa longitud
minima?

Esos caminos son muy interesantes, y desde ahora
nos vamos a ocupar de ellos.

Diremos que la longitud del camino mds corto en-
tre Ay Z esla distancia entre Ay Z.

E-3.

E-4,

20

Ya sabes, por E-2, qué longitud tiene el ca-
mino mas corto desde A hasta Z, y que hay
varios caminos de esa longitud, pero,
¢cuantos hay?

Busca todos los caminos mas cortos para ir
desde A hasta Z. ¢Cuéntos hay? Si es difi-
cil buscarlos y tienes problemas para encon-
trarlos todos, pasa 2 E-5.

Ae

oZ



or

comanaooaaq

I t
bowaw ava ...IZ

o

E-5.

E-6.

Toma los puntos A y 'Z de la figura. Construye todos los caminos de
longitud minima entre ellos. Con una goma de otro color, traza el rec-
tingulo que tiene como vértices opuestos A y Z {como en la figura).
Hay algin camino de los que has construido que se salga del rectangulo?
€Qué relacién hay entre el perimetro del rectingulo y la longitud de los
caminos? Repite esta actividad con otros pares de puntos y deduce una
forma de conocer Ia longitud de los caminos mas cortos entre los dos
‘puntos.

Rellena, por orden, las tablas que ves a continuacion. En ellas nos ocu-
pamos de cuanto miden los caminos més cortos entre dos puntos, y de
cuantos hay.

TABLA 1
extremos de ' longitud de n° de
los caminos los caminos caminos
A-G 1 1
A-D, _ 2 1
A-—E ' 3 1
A,

Date cuenta de una cosa: En la figura de la tabla n® 2, los caminos que’
van, por ejemplo, desde A hasta Dy, para tener longitud minima deben
pasar por C, o por D;. Entonces, se cumple que n® de caminos de (A—
—D,) = n° de caminos de (A — C;) + n° de caminos de (A — D;), iy
estos dos numeros ya los tienes en las tablas! luego no necesitas contar.
Esto es verdad para cualquiera de los puntos de las tablas siguientes.

21
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TABLA 2

extremos de longitud de n° de
los caminos los caminos caminos
A—B, 1 1
A-Cy 2 141=2
A —_ D2 3 2 + 1 = 3
A—E,
ATy
TABLA 3
extremos de longitud de n° de
los caminos los caminos } caminos
A — By
A Cy
A - D,
A E,
A - F3
TABLA 4
extremos de longitud de n® de
los caminos caminos

[os caminos

A-B,
A—Cy
CA--Dy
A—E,
A-—F,




e

TABLA S

extremos de longitud de n° de
los caminos los caminos caminos
A— By
A~ Cq
A =Dy
AT
A — Fg
E-7. Como ya sabes cuantos caminos de longitud mi-

nima van desde A hasta cualquier punto del geo-
plano 5x5, puedes completar la tabla de la de-
recha; en ella, cada circulo representa un pun- .
to del geoplano, y dentro pondris el ntimero de
caminos mas cortos que van desde A hasta ese
punto (segun los resultados de E-6).

-Fijate en la tabla (después de rellenarla) y veras

que hay una relacién entre cada ntmero y sus

" vecinos, la misma que usabas en E-6. Aplicindo-

la, puedes prolongar la tabla y te serviri para
geoplanos 6x6, 7x7 y tan grandes como quieras.

Los nlimeros de la tabla de E-7 pueden colocarse en
forma de triangulo, como ves mis adelante. En esa po-
sicion, cada nlimero es la suma de los dos que tiene en-
cima (mira las flechas). Esta ordenaci6én de niimeros se
llama Tridngulo de Tartaglia y también Tridngulo de

‘Pascal.

23
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Imagina que le tienes que decir a un compaidero
entre qué puntos estas construyendo un camino;
no puedes ensefarle tu geoplano ni un dibujo,
porque estais hablando por teléfono. éComo se
lo dirfas?. -

Una forma puede ser usando los nombres de E-6
(si unes las cinco figuras de E-6 en una sola, ve-
ras que cada punto tiene un nombre distinto}. Si
tu compafiero conoce esos nombres, podreis ha-
blar sin problemas.

Vamos a inventar otros nombres mis practicos y
mis faciles de usar: Primero diremos en cual de
las cinco columnas estd ¢l punto y después en
cual de las cinco filas. De esta forma se pueden
identificar todos los puntos del geoplano. En la
figura tienes varios ejemplos. Practica con tus
compaiieros. A esos dos numeros los llamarenios
las coordenadgs del punto.

¢Es importante el orden de las coordenadas? El
punto (3,5} y el punto (5,3), éson el mismo?

fitas

B ey
(3,5}

4‘?“) » . .

3 : . . (’163}
(2,2)

0 [} .




E-10.

E-11.

E-12.

E-13.

Sabes que-la distancia entre dos puntos A y B es la longitud del camino
mds corto que los une, y también sabes que para calcularla basta con
medir el camino que ves en la figura, {Cuales son las coordenadas de los
puntos A y B? ¢Cuidnto mide cada tramo (vertical y horizontal) del ca-
mino de la figura? ¢Qué relacién hay entre las coordenadas de Ay B y
esas longitudes? ¢Qué relacién hay entre las coordenadas de A yByla
distancia entre ellos?

Repite esta actividad con otros pares y comprueba tus conclusiones.

Comprueba el resultado de la actividad anterior, y corrigelo si es necesa-
rio, con los pares de puntos 51gmentes calculando fa distancia entre los
dos puntos de cada par: R

(2,4)-y (5,2); (3,4) y (1,3); 2,1) y (4,4 (3,3) v (5,3); (3,5) y (5,4);
(4,2) y (2,4); (1,4y y (1,1);(2,3) y (5,5).

Para representar la distancia entre A y B escribiremos d (A,B). A partir
de las actividades E-9 y E-10 puedes escribir una formula general para
calcular d (A,B). Para eso, ten en cuenta que lo que haces es medir lon-
gitudes y por lo tanto los resultados de las restas debes tomarlos sdlo en
su valor absoluto (es decir, debes ignorar el signo negativo).

Comprueba las siguientes propiedades:

d(A,A)=0; d(AB)=0 » A=B;d(AB)=d(B,A);dA,B)< d(AC)
+ d(C,B).

A, By C son tres puntos cualesquiera del geoplano.

Has visto en E-11 que, dados A y B, para cualquxer otro punto C se
cumple d(A,B) < d(A,C) + d(A,B). ¢Con qué puntos C se cumple sblo
la igualdad d(A,B) = d(A,C) + d(C,B)? i

Une con una goma los puntos del geoplano cuya distancia al (3,3) es 1
unidad. Haz lo mismo con los puntos que distan 2 unidades del (3,3).
Repitelo con los que distan 3 unidades, 4 unidades, etc. del (3,3).
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E-14,
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Repite el ejercicib E-13 con el punto (4,2) y con el (1,1). En estas dos
altimas actividades te quedardn mejor las cosas si usas un geoplano gran-
de, o incluso una hoja de papel cuadriculado.

. Elige dos puntos del geoplano y calcula su distancia. ¢Es un nmero

par, o es impar? Une esos dos puntos por medio de varios caminos que
tengan distintas longitudes. {Qué puedes decir sobre la paridad de cada
camino (es decir, sobre si su longitud es un niimero par o impar)?
¢{Puedes unir esos puntos por medio de dos caminos que tengan distinta
paridad (uno con longitud par y otro con longitud impar)?

{Crees que es correcto el siguiente enunciado:

“Dados dos puntos A y B del geoplano, todos los caminos que van des-
de A hasta B longitud de la misma paridad”?

Si lo ves correcto, trata de demostratio.



"POLIGONOS INSCRITOS EN EL GEOPLANO CIRCULAR
DE 24 PUNTOS

r-1.

Une el clavo del centro con dos clavos consecutivos de la
circunferencia (como en la figura), Construye todos los
angulos que puedas iguales a ése. ¢Cuéntos hay? ¢Cudn-
tos grados tiene cada angulo?

Construye 4ngulos cuyo vértice sea el clavo del centro
de la circunferencia con amplitudes de 30°, 60°, 75°,
900, 105°, 1359, 180°, 22509, 270°, 300°.

Une por medio de una goma (o cuerda) los puntos de la
circunferencia de dos en dos (es decir, uno si y uno no,
como en la figura) hasta dar una vuelta a la circunferen-
cia. Has obtenido un poligono. éCuintos vértices tiene?
¢Es regular? ¢Cudntos poligonos puedes construir igua- -
les al que tienes?

Repite. F-3 uniendo los puntos de tres en tres, y de cua-
tro en cuatro (como en las figuras). :

27



E7.

28

Recuerda los poiigonos que has obtenido en F-3 y -4,

- El geoplano tiene 24 puntos en la circunferencia. ¢Ves

alguna relaciébn entre este nimero, el niimero de lados
de cada poligono y el niimero de poligonos iguales que
hay? Si ves la relacion, pasa a F-7 y si no, pasa a F-6.

Uniendo los puntos de cinco en cinco (mira la figura),
{puedes volver al primer punto dando sblo una vuelta?
Si te ha quedado una lfnea poligonal abierta, cierrala
uniendo el Gltimo punto con el primero. ¢Es un poligo-
no regular? {Es divisor de 24 el niimero de sus lados?
Vuelve a F-5.

Comprueba la relaciébn que has obtenido construyendo
otros poligonos por el mismo procedimiento.

Construye un hexagono regular en el geoplano. Con una
goma de otro color, une sus vértices de dos en dos. Sino
has unido todos, repite la operacién con los que quedan.
Asi, has construido una “estrella” con tantas puntas co-
mo vertices tiene el poligono. La Hamaremos poligono
estrellado. {Cortan las lineas del poligono estrellado el
centro del geoplano? Si no es asi, équé poligono ves en
el czniro de la estrella?

Repite'lo que has hecho en F-8 con los poligonos regu-
lares de mds de seis lados que puedas construir en el geo-
plano. También puedes conseguir poligonos estrellados
uniendo los vértices de tres en tres, de cuatro en cuatro,
etc...

Asi mismo, puedes hacerlo a partir de poligonos no re-
gulares. Contesta en cada caso a las preguntas de F-8,




MOVIMIENTOS Y SEMEJANZAS EN UN GEOPLANG GIRATORIQ

G-1.
G-2.
{3,3)
/ 2
G-3.

{1,4) .

T3 G-4.
oA
oo oy

Gira el geoplané 5x5 angulos de 30°, 60°, 75°, 90°, 1052, 135°,180°,
22592700, 300e.

En la actividad anterior has observado como los puntos del geoplano
van cambiandq de posicion constantemente al girarlo. Dibuja el segmen-
to (1,1) - (2,3), comoenla figuna

éCuantos grados tienes que girar el geoplano para que el segmento vuel-
va a estar en la posicidn inicial? :

Repite la operacidén anterior con otros segimentos como tu quieras. ¢Es
necesario hacer siempre el mismo giro? Construye un'segmento gue pa-
se por el punto (3,3). éCudntos grados tienes que girar el geoplano en
este caso? ¢Puedes hacer que vuelva a la posicion inicial con un giro mds
pequefio? Repite el experimento con mds segmentos que pasen por el
punto (3,3) y mira si obtienes siempre el mismo resultado.

Mira los segmentos de la figura. ¢Necesitan todos el mismo giro para
volver a estar en posicién inicial? ¢Cual necesita un giro menor? ¢Qué
lo diferencia de los otros segmentos?

Diremos que el punto (3,3) es el centro de simetria del segmento nimie-
ro 2.

Diremos que los puntos (1,4) y (5,2) son simétricos respecto del punto (3,3)
pues el (3,3) es el centro de simetria del segmento que los une.
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G-5.

G-6.

G-7.

G-8.

G-9.

30

Di si los pares de.pimtos siguientes son simétricos respecto del (3,3):
(2,2)y (4,4); (1,2) y (3,4); 2,49 y (5,1);(1,3) ¥y (5,3); (2,3) y (4,3).
Busca el simétrico respecto del (3,3) de los puntos siguicntes:

(1,2), (2,4), (2,1), (1,1}, (4,5), (1,5), (3,3).

En la figura ves un tridngulo. Calcula los puntos simétricos de sus ver-
tices respecto del (3,3). Une esos nuevos puntos con una goma. <Qué
relacién hay entre las longitudes de los lados de uno y otro triangulo?
{Y entre sus areas? '

Diremos que estos dos triangulos son simétricos respecto del punto

(3,3).

Lo que has hecho en G-6 con un tridngulo puedes repetirlo con otros
poligonos de mds vértices, pero con cuidado de unir los nuevos vértices
en el mismo orden que los del poligono inicial (mira la figura). Constru-

ye los poligonos que tit quieras, incluso concavos, busca sus simétricos .

respecto del (3,3) y contesta a las preguntas de G-6. Intenta sacar con-
clusiones de las respuestas a cada pregunta.

Construye un tridngulo en el geoplano. Construye su simétrico respecto
del (3,3) y dibuja el resultado en papel cuadriculado. Ahora, gira el pri-
mer tridngulo 180° y dibuja el resultado también en papel cuadricula-
do. Compara los dos resultados. Repite esta actividad con mas poligo-
nos y saca conclusiones.

Construye el simétrico del poligono de la figura respecto del (3,3).

¢Qué relacion hay entre éllas?
Se dice que el punto (3,3) es el centro de simetria de ese cuadrado.




oD .

op -

o0l -
:

En gencral, diremos que el punto (3,3) es el centro de simetria de un poligono
si el simétrico de ese poligono respecto del (3,3) es él mismo.

G-10.

G-11.

G-12,

G-13.

G-14.

G-15.

Construye poligonos que tengan al (3,3) como centro de simetria, y di
cuantas veces aparece cada poligono en la posicidn inicial si giras una
vuelta el geoplano.

Construye un poligono regular sobre el geoplano circular de 24 puntos.
¢Tiene centro de simetria? {Puedes construir algin poligono reguiar
que no tenga centro de simetr{a? ¢Tienen el mismo centro de simetria
todos los poligonos regulares construidos en el geoplano circular? éQué
punto es ése?

En la figura hay una recta. Imagina que es un espejo. ¢éDonde verds re-
flejado el punto A? ¢Y el B? :

En la figura, A’ es el reflejo de A en el espejo de la recta que va del (3,1)
al (3,5). Diremos que A’ es el punto simétrico de A respecto del eje
(3,1)— (3,5), v a esta recta lg llamaremos eje de simetria. :
Busca el simétrico respecto del eje (3,1)--(3,5) de los puntos: (1,1),
(2,3), (5,1), (4,5), (5,9 y (3,2).

Construye los segmentos que unen cada punto y su simétrico. éQué re-
lacion tienen con el eje de simetria?

f
Busca los simétricos respecto del eje (1,1)--(5,5) de los puntos de G-13.
Construye los segmentos que unen cada punto y su simétrico. {Qué re-
lacion tienen con el eje de simetria? {Es la misma que en G-13?

Igual que has hecho en G-6, puedes obtener el simétrico del tridngulo de
la figura respecto del eje (3,1)---(3,5) buscando los simétrico de sus tres
vértices respecto del ¢je y uniendo los nuevos puntos.

¢Qué relacion hay entre las longitudes de los lados de uno y otro trian-
gulo? ¢Y entre sus areas? ¢Qué diferencia hay entre el trlangulo que has
obtenido en G-6 y el que has obtenido ahora?
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G-16.
- ra. Construye mas poligonos y busca sus simétricos respecto de alghin

G-17.

G-18.

Busca ¢l simétrico respecto del eje (1,5)--(5,1) del poligoho de la figu-

eje que pase por ¢l punto (3,3).
Busca también los simétricos de esos poligonos respecto del (3,3), y
contesta a las preguntas de G-15 con cada uno de ellos.

Construye el simétrico del poligono de la figura respecto del eje (3,1)—
—(3,5). ¢Qué relacion hay entre los dos poligonos?
Diremos que el eje (3,1)---(3,5) es un eje de simetria del poligono.

Diremos que una recta es eje de simetria de un poligono si el simétrico
del poligono respecto de ese eje es él mismo,

Construye poligonos que tengan algiin ¢je de simetria. ¢Es Ginico el eje
de simetrfa de un poligono? Construye poligonos con varios ejes de si-
metria, si es posible.

G 19. Busca todos los ejes de simetria de los poligonos de las figuras.
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G-20.

G-21.

G-22.

G-23.

{Tienen centro de simetria estos poligonos? ¢Qué relacion hay entre el
centro y los ejes de simetria? {Cuantas veces aparece cada poligono en
l2 posicion inicial al girar una vuelta el geoplano? Relaciona este resulta-
do con el niimero de ejes de simetria del poligono.

Repite G-19 con poligonos (estrellados o no) construidos sobre el goe-
plano circular de 12 puntos.

En la figura 1 hay dos tridngulos. ¢En qué se parecen? ¢En qué se dife-
rencian? Mide los lados de ambos y busca una relacion entre las longitu-
des de los lados correspondientes. ¢Fs la misma en los tres lados?
Diremos que estos dos tridngulos son semejantes.

Los tridngulos de la figura 2 también son semejantes; compruebalo com-
parando las longitudes de los lados correspondientes.

Diremos que dos poligonos son semejantes si existe una relacién cons-
tante entre las longitudes de los lados correspondientes de los dos poli-
gonos.

Construye mas tridngulos semejantes a los que hay en las figuras de
G-21. ‘

En cada figura hay dos poligonos. Df si son semejantes o no.
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G-25. En las cuestiones anteriores tienes muchos poligonos semejantes a
otros, Toma dos que sean semejantes entre si, dQué relacion hay entre
las longitudes de sus lados? {Y entre sus areas? Rellena la tabla siguien-
te y saca una conclusion que ligue la relacion entre los lados y la rela-

cidn entre las dreas de dos poligonos semejantes.

par de relacion relacion
poligonos entre lados entre arcas
10
20
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COMENTARIOS Y SOLUCIONES

GEOPLANO 3x3. Este geoplano se puede usar para tener la primera
toma de contacto con el aparato,
En él, se orientara la atencion hacia las formas y tamafios. Asi,
se obtienen los distintos segmentos posibles, sin medir sus longi-
tudes, solo viendo cudndo dos segmentos son iguales o no. Tam-
bién se buscarin las figuras que se puedan construir. Como el
geoplano es pequeiio, no hay mucha variedad de formas ni de
posiciones, lo cual es conveniente en una fase en la que los
alumnos todavia no han desatrollado una metodologia de bis-
queda sistematica, sino que lo hacen aleatoriamente.
Es interesante que el profesor se fije en los métodos de blisque-
da de figuras, y que procure encauzar a los alumnos para que
usen las simetrias del geoplano y los giros.

A-1. Hay cinco longitudes diferentes: 1, 2,+/2, 202, /5.

Depende del punto que se elige, para obtener todas las longitu-
des o no:

+ . L

5 longitudes 4 longitudes

’

A-3. Seconsidera la forma de la figura, no la posicion.

girando 90° aparecen otros 8:
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girando 90°, 180°, 270° aparccen en total 4 triangulos,

A-9. Cuadrados diferentes:

A 10. Cuatro iguales:

A-11. Otros cuadriliteros:
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C-4.

42

La demostracién de que no es posible construir un octigono se puede
hacer partiendo de la base de que de los 9 puntos del geoplano, harian
falta 8 como vértices, cosa que limita mucho las posibilidades de cons-
truccién (por ¢jemplo, una linea como la de la figura no puede ser un
lado del octigono, porque aisla dos puntos, ninguno de los cuales po-
dria ser vértice del poligono y por lo tanto quedan 7 puntos para 8 vér-
tices). Procediendo sistemiticamente, s¢ iran descartando una tras otra
todas las posibilidades; se puede empezar a partir del siguiente hecho
evidente: Para construir un octagono, siempre tiene que ser un vértice
suyo, al menos una de las cuatro esquinas del geoplano. Entonces, desde
ese vértice solo hay tres posiciones posibles (ver la figura) para los dos
lados que salen de €, lo cual da cuatro combinaciones de estos dos la-
dos; al intentar construir el resto del octagono, siempre se llega a un re-
sultado diferente del deseado.

Hay 24 rectingulos de area 2:

En cada linea (vertical y horizontal) se pueden construir 3 rectangulos,
luego hay 12 vértices y 12 horizontales.

Los tridangulos mayores tienen areas 8, y son de estas tres formas dife-
rentes:




fig. 1

fig. 3

C-5. Hay 16 cuadrados de area 1, cuatro en cada una de las cuatro
lineas (fig. 1).

Hay 9 cuadrados de area ¢, tres en cada par de lineas consecu-
tivas (fig, 2).

Hay 4 cuadrados de area 9, dos en cada trio de lineas consecu-
tivas (fig. 3).
Hay 1 cuadrado de area 16.

C-7. Hay otras cuatro formas diferentes de cuadrade:
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C-9. Hay 14 scgmentos diferentes en el geoplano 5x5:

D-1. Hay tridngulos que, aunque no lo parece, tienen drea 1,y cal-
cular ese arca puede ser complicado. En la figura damos un
cjemplo: El tridngulo negro tiene area 1, lo cual se puede com-
probar estudiando la descomposicion del paralelogramo en
cuatro tridngulos iguales dos a dos. Enseguida se comprueba
que el paralelogramo ticne area 6 y que los dos triangulos gran-
des tienen area 2 cada uno.

Hay 10 formas diferentes de triangulos de area 1 (teniendo en
cuenta que la malla no es equilatera):
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b4,
D-9,
A
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F-5.
F-6.

La pregunta que se hace (<Es valida la formula con otros poli-
gonos sin puntos interiores?) se refiere tanto a poligonos con-
VeXos como concavos, pues estos tltimos serdn necesarios para
resolver D-6.

El geoplano cuadrado equivale 2 un geoplano triangular en el
que el triangulo unidad es isdsceles (mmedio cuadrado unidad);
por ésto, deciamos al principio que no conviene usar un trian-
gulo equilatero, sino isosceles.

Escogemos un camino de longitud minima de A hasta B, por
ejemplo uno que siga el perimetro del rectangulo. Todos los
caminos minimos de A a B son equwalentes luego tienen la
misma paridad.

Si escogemos un camino no minimo (es decir mis largo), ob-
servamos que cada segmento que se aleja del camino minimo
(a, b, ¢, d) se complementa con otro segmento que se acerca
(a’, b’, ¢, d"), es decir que la paridad del camino no cambia sea
cual sea su longitud.

Construido un poligono regular de n lados, el niimero de poli-
gonos iguales a éste es 24/n.

Se trata de obtener una linea poligonal abierta aniloga a la de
la figura, y cerrarla uniendo el punto E con ¢l A, con lo que se
obtiene un pentigono no regular.

Valencia, Abri) de 1.980
Alejandro FERNANDEZ LAJUSTICIA
Angel GUTIERREZ RODRIGUEZ

+
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