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Resumen

Observando las trayectorias cientificas de los investigadores en didactica de las matematicas
veteranos, podemos identificar su evolucion y la de sus producciones a lo largo de los aiios.
En este capitulo presento, como ejemplo, mi propia actividad investigadora sobre el Modelo
de Razonamiento Matematico de Van Hiele, mediante una reconstruccion historica analizada
v explicada desde mi optica actual. Empezando desde mi primer contacto con el Modelo de
Van Hiele, resumo las sucesivas investigaciones en las que he colaborado y reflexiono sobre
los motivos que llevaron a realizar cambios, alguna vez drasticos, en nuestros objetivos y/o
metodologias de investigacion. La conclusion final a la que pretendo llevar al lector es que el
esfuerzo cientifico de calidad continuado lleva inevitablemente al investigador a evolucionar
en sus concepciones y puntos de vista sobre sus lineas de estudio y, mds en general, sobre la

didactica de las matemdaticas, las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje.

INTRODUCCION

Un aspecto interesante que ayuda a conocer mejor la investigacion en didactica de las
matematicas es su evolucion historica, que explica por qué y cémo surgen, se desarrollan y
desaparecen lineas o agendas de investigacion. En los ultimos afios se han publicado varios
libros de recopilacion de la investigacion en didéctica de las matematicas —conocidos como

handbooks— en los que se ofrecen visiones retrospectivas de la actividad investigadora
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internacional. Al leer estos libros, se pueden identificar los cambios de cuestiones, objetivos y
metodologias de investigacion producidos a lo largo del tiempo en una determinada agenda de
investigacion. Ademds de esta visidn historica institucional, es interesante observar la
evolucion personal de los investigadores —individuales o equipos— que mas han influido en
una agenda especifica. Aunque la mayoria de los autores mencionados en los handbooks
tienen una presencia puntual, algunos autores destacan por la cantidad y diversidad de
aportaciones. Estos son, generalmente, investigadores veteranos, con bastantes afios de
actividad, cuyas publicaciones muestran su evolucion a lo largo del tiempo. Sin intencion de
ser exhaustivos, podemos identificar trayectorias cientificas diferenciadas. Hay investigadores
que, a partir de recopilaciones iniciales de informacion, han creado un modelo teorico y
después lo han ido aplicando a contextos del mismo o de diferentes dominios matematicos.
Otros investigadores han trabajado con un modelo tedrico —propio o ajeno—y, a raiz de la
experiencia adquirida, lo han hecho evolucionar en su estructura, componentes, metodologia o
significados de sus elementos. También hay investigadores que han pasado de trabajar en
unos problemas de investigacion a otros de agendas distintas, sin continuidad aparente.

En este capitulo presento un resumen de mi propia actividad investigadora relacionada
con el Modelo de Razonamiento Matematico de Van Hiele —generalmente junto a otros
colegas, por ello el texto esta escrito mayoritariamente en plural-, que encaja en el segundo
de los tipos de trayectorias descritos mas arriba. Mediante una reconstruccion del recorrido
temporal desde mi primer contacto con el Modelo de Van Hiele hasta la actualidad, pretendo
explicar los cambios habidos en mi forma de entender y utilizar dicho modelo y los motivos
de tales cambios. El objetivo del capitulo no es describir detalladamente el Modelo de Van
Hiele —descripcion hecha en Jaime y Gutiérrez (1990)— ni profundizar en las investigaciones
que menciono, que se pueden encontrar en diversas publicaciones, sino reflexionar sobre las
particularidades de cada una, las conclusiones importantes y las consecuencias que tuvieron
en la actividad posterior. No obstante, para facilitar la lectura, incluyo a continuacién una

descripcion breve de las principales caracteristicas de los niveles de Van Hiele:

e Nivel 1. Los estudiantes perciben las figuras geométricas globalmente, como objetos
fisicos, y sus descripciones se basan en caracteristicas visuales, tactiles, etc. No
reconocen explicitamente partes o propiedades matematicas de las figuras, en
especial las que no son evidentes. Es el nivel propio de la Educacion Infantil y
primeros cursos de Educacion Primaria, aunque es frecuente encontrar alumnos

razonando en este nivel incluso en la Educacion Secundaria.
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e Nivel 2. Los estudiantes perciben las figuras geométricas como conjuntos de
propiedades y elementos matematicos, sin darse cuenta de las relaciones logicas.
Pueden realizar razonamientos empiricos y generalizar propiedades identificadas de
manera experimental. Es el nivel propio de los ultimos cursos de Educacion Primaria
y primeros cursos de Secundaria, pero su uso se prolonga hasta el final del
Bachillerato, principalmente en la especialidad de Humanidades.

e Nivel 3. Los estudiantes de este nivel entienden la existencia de relaciones de
dependencia logica entre propiedades matematicas, por lo que empiezan a adquirir la
capacidad de razonamiento deductivo abstracto, si bien en contextos matematicos
informales. Comprenden la necesidad de las demostraciones abstractas. Los
profesores deberian iniciar a los estudiantes en este tipo de razonamiento durante los
ultimos cursos de Secundaria, para perfeccionarlo en Bachillerato.

e Nivel 4. Los estudiantes son capaces de realizar razonamientos logico-deductivos en
contextos de matematicas formales. Tienen capacidad para comprender la estructura
axiomdtica de las matemadticas y para entender y realizar los diferentes tipos de
demostraciones formales. Los estudiantes del Bachillerato de Ciencias deberian
iniciarse en esta forma de razonamiento, para perfeccionarlo en la universidad.

e Nivel 5. Este nivel de razonamiento se caracteriza por la capacidad de operar
correctamente en diferentes sistemas axiomaticos. Es propio de los matemaéticos

avanzados.

Aunque este capitulo habla de evolucion de la investigacion y de los investigadores en
didactica de las matematicas, se puede decir lo mismo respecto de la actividad de innovacion
docente en la ensefianza de las matemadticas. Existen muchos profesores veteranos, dedicados
desde hace anos a realizar actividades de innovacion de calidad, en cuyas trayectorias se
pueden observar los mismos tipos de evolucidon que en los investigadores. Este capitulo se

refiere a investigacion porque mi experiencia personal es en ese terreno.

PRIMERA INVESTIGACION SOBRE EL MODELO DE VAN HIELE

La primera vez que participé en un congreso del Grupo Internacional para la Psicologia de la
Educacion Matematica (PME-10, Londres, 1986) asisti a las sesiones del grupo de trabajo de
geometria, en las que se presentaban ponencias relacionadas con los niveles de razonamiento

de Van Hiele. Los niveles de Van Hiele, una idea completamente nueva para mi, me
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resultaron sorprendentes e interesantes, pues me abrian una perspectiva de la ensefanza y el
aprendizaje de la geometria muy diferente de la puesta en juego en los trabajos de
investigacion e innovacion que habia hecho hasta entonces en este campo (ver, por ejemplo,
Gutiérrez, 1983 y Jaime y Gutiérrez, 1985). Frente a un enfoque proximo a las matematicas
como marco para organizar la ensefianza y analizar el aprendizaje, el nuevo enfoque hacia
énfasis en componentes cognitivos, como la existencia de diferentes formas de comprension
de contenidos matematicos, la distincion de sucesivas formas de razonamiento matematico, la
relevancia del lenguaje, etc. La sorpresa e interés que experimenté en aquel momento son
similares a los que describen algunos de nuestros alumnos de postgrado actuales cuando
asisten a cursos y congresos o leen determinadas publicaciones. La pauta general es el
descubrimiento de una idea desconocida hasta entonces que hace saltar la imaginacion y
percibir nuevas formas de resolver problemas didacticos e interpretar experiencias previas.

Mi primer contacto con la investigacion sobre el modelo de Van Hiele fue Usiskin
(1982). Este documento es el informe final de un proyecto de investigacion cuyo principal
objetivo es la evaluacion del nivel de razonamiento de estudiantes de ensefianza secundaria en
Estados Unidos. Para ello, el autor disefid un test formado por 25 items de eleccion multiple,
sobre contenidos de geometria plana, de modo que los items 1 a 5 evaltan el razonamiento de
nivel 1, los items 6 a 10 evaluan el razonamiento de nivel 2, etc. El resultado de administrar
este test a un estudiante es que, aplicando determinados criterios objetivos, se le asigna el
numero del nivel de razonamiento més alto que ha superado.

Planteamos realizar una investigacion que replicara la anterior con estudiantes de la
Escuela de Magisterio de Valencia, por lo que preparamos un test basado en el de Usiskin
(1982) con adaptaciones debidas a las diferencias entre los curriculos de geometria espafiol y
norteamericano. Para completar la investigacion, disefiamos otros dos tests —originales pero
con la misma estructura del anterior— basados en contenidos de geometria espacial y de
medida de magnitudes geométricas. Los resultados se recogen en Gutiérrez y Jaime (1987).
La lectura critica de Usiskin (1982) y la actividad durante el analisis de nuestros datos
permitieron identificar problemas metodolégicos importantes en este tipo de investigaciones,

causados por la decision de asignar el nimero de un nivel de razonamiento al estudiante:

e FEl disefio del test —5 items de eleccion multiple evaliian la adquisicion o no de cada
nivel de razonamiento— obliga a que el criterio objetivo para decidir si un estudiante ha
adquirido o no un determinado nivel se tenga que basar exclusivamente en la cantidad

de respuestas correctas en los 5 items asociados a ese nivel. La decision clave es donde
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poner la frontera, es decir si se considera necesario responder bien los 5 items asociados
a un nivel de razonamiento para afirmar que un estudiante ha adquirido este nivel o
basta con responder bien 4 6 3 ¢ ... items de los 5.

e Después de decidir cuantas respuestas correctas son necesarias para considerar superado
un nivel de razonamiento, es necesario decidir un criterio para asignar a los estudiantes
su nivel. Usiskin (1982) comienza aplicando el criterio de que un estudiante esta en el
nivel 7 si ha superado todos los niveles 1 a n y no ha superado ninguno de los niveles
n+1 a 5. Pero este criterio no da resultado cuando un estudiante ha superado un nivel de
razonamiento sin superar otro(s) nivel(es) inferior(es), por ejemplo, ha superado los
niveles 1 y 2, no ha superado el nivel 3, ha superado el nivel 4 y no ha superado el nivel
5. Tanto Usiskin como nosotros nos encontramos con que no podiamos asignar ningiin
nivel de razonamiento a una cantidad excesivamente elevada de los estudiantes, pues
los resultados de estos estudiantes —como el ejemplo anterior— no se ajustan al criterio.
Ello nos obligd a definir criterios objetivos menos exigentes, hasta que el niimero de
estudiantes a los que no se puede asignar un nivel es suficientemente reducido.

e Independientemente de las probabilidades tedricas de responder correctamente al azar
un item de eleccién multiple, hay varios items del test de Usiskin (1982), y de nuestros
tests, que se pueden contestar bien porque las respuestas incorrectas son demasiado
obvias. En otros casos —algunos items de los niveles 4 y 5— es posible llegar a la
respuesta correcta por sentido comun, sin necesidad de usar el razonamiento

matematico sofisticado propio de estos niveles.

En sintesis, esta investigacion inicial sobre la asignacion de niveles de razonamiento de los
estudiantes: 1) nos permitié empezar a entender las caracteristicas de los niveles de Van Hiele,
i1) nos llevo a descubrir la nula fiabilidad de los items de eleccion multiple como instrumento
para evaluar el nivel de razonamiento matematico, iii) nos mostr6 la dificultad de intentar
asignar un nivel de razonamiento a los estudiantes, y por tltimo iv) nos llevo a concluir que

este camino no parecia tener continuidad y debiamos buscar en otra direccion.

PRIMERA EVOLUCION: UN CAMBIO DE ENFOQUE

La lectura de publicaciones derivadas de otras investigaciones mas recientes sobre los niveles
de Van Hiele (Burger y Shaughnessy, 1986; Fuys, Geddes y Tischler, 1985) nos mostr6 otras
metodologias de investigacidon —entrevistas clinicas y cuestionarios de respuesta libre—

diferentes y prometedoras, con formas de obtener informacion que permitian a los
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investigadores vislumbrar los procesos de razonamiento de los estudiantes. Por otra parte,
estos autores aludian en sus conclusiones a la dificultad que habian tenido para asignar un
nivel de razonamiento a determinados estudiantes, debido a que algunos mostraban en sus
respuestas mezcla de razonamientos correspondientes a dos niveles diferentes o a que otros
daban unas respuestas de un nivel y otras respuestas de otro nivel. Estas conclusiones
corroboraban nuestras intuiciones, mencionadas en la seccion anterior, de que asignar a los
estudiantes el numero correspondiente a un nivel de razonamiento ni es metodoldgicamente
fiable ni describe la realidad del razonamiento diario de los estudiantes.

A partir de este momento, abandonamos el uso de tests de eleccion multiple y, en linea
con las publicaciones mencionadas en el parrafo anterior, comenzamos a disefar y
experimentar items de respuesta libre para evaluar el nivel de razonamiento de los estudiantes
que pudieran usarse tanto en entrevistas clinicas como en cuestionarios escritos. Primero
hicimos pequefias experimentaciones piloto, unas veces mediante entrevistas para observar
mejor las actuaciones de los estudiantes, otras veces mediante cuestionarios escritos para
depurar el formato. Esta actividad, que dur¢ varios afios, permitié construir un banco de items
depurados y experimentados con los que podriamos construir tests adecuados a los
estudiantes —de Educacion Primaria, Educacion Secundaria y de las Titulaciones de
Magisterio—, sus conocimientos de contenidos geométricos y sus niveles de razonamiento
probables. El formato de estos items es generalmente de “superitem” pues estan formados por
diversas cuestiones o actividades relacionadas que admiten respuestas desde diversos niveles
de razonamiento. El Cuadro 1 incluye un ejemplo de superitem, extraido de Jaime (1993);

pueden verse otros superitems en esta publicacion y en Gutiérrez y Jaime (1998).

Cuadro 1. Ejemplo de “superitem” relativo a la identificacion de niveles de razonamiento

1. Recuerda que una diagonal de un poligono es un segmento que une dos vértices no consecutivos
del poligono. ;Cuantas diagonales tiene un poligono de n lados? Demuéstralo.
2.  Completa estos enunciados:

- En un poligono de 5 lados, la cantidad de diagonales que se pueden trazar desde cada vértice es

- En un poligono de # lados, la cantidad de diagonales que se pueden trazar desde cada vértice es

...... Justifica tu respuesta.
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3. Utilizando las respuestas al apartado anterior, calcula la cantidad de diagonales que tiene un

poligono de n lados. Demuestra tu respuesta.

El superitem del Cuadro 1 trata de la cantidad de diagonales de un poligono. En el primer
apartado recuerda la definicion —para evitar respuestas erroneas o en blanco por olvido— y
plantea directamente la cuestion general. Los estudiantes en condiciones de responder bien
son previsiblemente quienes estan en los niveles 3 6 superiores. Los estudiantes que estén en
el nivel 1 no podran entender la pregunta y los que estén en el nivel 2 dibujardn algunos
poligonos, contaran las cantidades de diagonales y tratardn de encontrar una relacidon general.
El segundo apartado esta disefiado para introducir a los estudiantes en una via de resolucion.
Cabe esperar que los estudiantes que estén en el tercer nivel o superiores pero no hubieran
sido capaces de encontrar una demostracion en el apartado 1 aprovechen esta ayuda que
puede desbloquearles y hagan la demostracion deductiva en el apartado 3. Los estudiantes que
estén en el segundo nivel podran contestar correctamente el apartado 2 pero no seran capaces
de realizar la demostracion pedida en el apartado 3.

Superitems con esta estructura permiten discriminar diferentes formas de razonamiento,
pues son contestados de diferentes formas por estudiantes que razonen en diferentes niveles.
Veamos algunos ejemplos. La respuesta de la Imagen 1 muestra un razonamiento empirico
muy bésico, tipico del comienzo del aprendizaje del razonamiento del nivel 2. El estudiante
ha dibujado un pentadgono con sus diagonales, las ha contado y ha inducido una relacion entre

el nimero de lados y el de diagonales.
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Imagen 1. Ejemplo de respuesta de un estudiante
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Imagen 2. Ejemplo de respuesta de un estudiante

La respuesta de la Imagen 2 es similar a la anterior, también del nivel 2, con la Unica
diferencia de que el estudiante elige un poligono de mas lados. Obsérvese que no dibuja todas
las diagonales y que no las cuenta bien —en su figura hay 18 diagonales dibujadas— pero tiene

la “suerte” de que le sale un niimero facilmente relacionable con el 8.

El estudiante cuya respuesta se recoge en la Imagen 3, ofrece un razonamiento tipico del
inicio del nivel 3. Empieza dibujando una secuencia de poligonos para contar su niimero de
diagonales —razonamiento que muestra una buena adquisicion del nivel 2—. Como no ve la
relacion facil que probablemente esperaba, cambia de estrategia y busca otro tipo de relacion.
La encuentra —razonando ya en el nivel 3— observando la cantidad de diagonales que salen de
cada vértice de cada poligono. Es capaz de identificar la relacion general por lo que, a partir
de aqui, abandona el ejemplo especifico y escribe una demostracion deductiva abstracta

informal de la férmula que ha obtenido.
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Imagen 3. Ejemplo de respuesta de un estudiante
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El estudiante de la Imagen 4 nos muestra también un razonamiento tipico del nivel 3. Como el
anterior, se apoya en algunos ejemplos especificos para identificar una forma de resolver el

problema y, cuando la ha encontrado, contintia usando razonamiento deductivo.
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Imagen 4. Ejemplo de respuesta de un estudiante

Paralelamente a las tareas de disefio y experimentacion, empecé a colaborar en un proyecto de
investigacion cuyo objetivo era evaluar la capacidad de razonamiento de estudiantes de
Magisterio en contextos de geometria espacial. Los resultados de esta investigacion se
presentaron primero en el sexto congreso ICME —International Congress on Mathematical
Education—, celebrado en Budapest, Hungria, en 1988, y después en Gutiérrez, Jaime y
Fortuny (1991). En esta investigacion, también como consecuencia de la experiencia de los
estudios anteriores, decidimos que era necesario buscar una forma realista de asignar niveles
de razonamiento de Van Hiele. Pero este paso solo se podia dar cuestionando algunas ideas
previas asumidas como centrales por los investigadores internacionales de aquel momento, en
concreto referidas al modo de asignar los niveles de razonamiento, al orden estricto en el
logro de los sucesivos niveles (jerarquia) y a la forma como los estudiantes pasan de razonar

en un nivel a razonar en el nivel siguiente (discontinuidad).

EL CAMBIO: NUEVO PARADIGMA DE EVALUACION DE LOS NIVELES DE
RAZONAMIENTO

El conjunto de los niveles de razonamiento, tal como lo define Pierre M. van Hiele en sus
primeros textos (Van Hiele, 1957 y 1986), tiene varias caracteristicas que los investigadores
de finales de los 80 —y también nosotros— trataban de aplicar de manera estricta (Clements y
Battista, 1992; Jaime y Gutiérrez, 1990). De entre ellas, ahora s6lo me interesa mencionar las

que influyeron més en la evolucion de mi concepcion de los niveles de Van Hiele:
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e La secuencialidad de los niveles: Los niveles de razonamiento estan ordenados, desde
el 1 hasta el 5. Esta caracteristica viene inducida par las propias caracteristicas de los
estilos de razonamiento de los sucesivos niveles, cada vez mas sofisticadas; la
investigacion la avala de forma casi unanime.

e La jerarquia de los niveles: No es posible la adquisicién de un nivel de razonamiento
sin antes haber adquirido el nivel anterior. Esta idea, interpretada de manera estricta,
estd en la base de las metodologias aplicadas en las investigaciones mencionadas en
parrafos anteriores para identificar el mayor nivel adquirido por cada estudiante y
asignarle la etiqueta de ese nivel como resultado de la evaluacion.

e La discontinuidad en el paso de un nivel al siguiente: El paso de un nivel al siguiente es
rapido, como un salto. Esta caracteristica se apoya en algunos textos de P. M. van Hiele:
“Habia partes de la materia en cuestion que yo podia explicar y explicar, y aun asi los
alumnos no entendian. ... podia ver que ellos daban el méximo de si, pero la materia
parecia ser demasiado dificil. ... De pronto parecia que comprendian la materia en

cuestion. Podian hablar de ella con bastante sentido ...” (Van Hiele, 1986, p. 39)

Las experiencias de los investigadores que trabajaron seriamente sobre la caracteristica de
jerarquia de los niveles de Van Hiele, y también la nuestra, indican que esta idea es discutible,
pues la mayoria de autores documentan casos de estudiantes que muestran de manera
simultanea el uso de dos niveles de razonamiento sin un dominio completo del nivel inferior
(en Gutiérrez, Jaime y Fortuny, 1991, hay respuestas de este tipo). Del mismo modo, también
la caracteristica de discontinuidad entre los niveles es discutible, pues algunos investigadores
que hicieron experimentaciones de aprendizaje suficientemente largas observaron cambios en
los estudiantes que no concuerdan con la idea del cambio brusco en la forma de razonar
planteada por P. M. van Hiele.

Al disenar la metodologia de analisis de datos para la investigacion mencionada al
final de la seccion anterior, fruto de las experiencias y reflexiones previas, nos planteamos la
conveniencia de abandonar la tradicion de aplicar de manera estricta las caracteristicas de los
niveles (jerarquia y discontinuidad), y adoptar una postura mas abierta y realista: Asumimos
el caracter secuencial de los niveles pero los consideramos dotados de una jerarquia parcial,
que nos permitia incorporar la realidad de que la mayoria de estudiantes comienzan la
adquisicion de un nivel de razonamiento aunque todavia no hayan adquirido completamente
el nivel anterior. En coherencia con esto, asumimos que la transiciéon de un nivel al siguiente

tiene un caracter continuo y pausado, que no se da bruscamente, sino que suele dilatarse en el
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tiempo, incluso durante varios afios para los niveles de razonamiento superiores al segundo.
Esta posicion teodrica planted problemas practicos de investigacion que fuimos resolviendo.

En primer lugar, vimos que si el aprendizaje de un nivel de razonamiento tiene lugar de
manera lenta, necesariamente debe haber periodos de aprendizaje parcial o imperfecto.
Asignar a los estudiantes el numero de un nivel de razonamiento ignoraba esta realidad e
inducia dificultades para interpretar correctamente datos empiricos. Asi pues, cabe
preguntarse como se puede evaluar este aprendizaje progresivo y continuo, y sus cambios a lo
largo del tiempo, de manera fiable. Como parte de la investigacion sobre razonamiento de
estudiantes de Magisterio en geometria espacial mencionada mas arriba, disefiamos un
método de andlisis de respuestas de los estudiantes que tiene en cuenta, por una parte, la
calidad del nivel de razonamiento empleado y, por otra, la calidad matematica de la respuesta
(la experiencia sefiala que hay bastante relacion entre ambas). El resultado es un conjunto de
tipos cualitativos de respuestas que representan diferentes calidades en el uso de un
determinado nivel de razonamiento. Un proceso de céalculo (descrito con todo detalle en
Gutiérrez, Jaime y Fortuny, 1991, y en Jaime, 1993) nos permite asignar a cada estudiante un
porcentaje de adquisicion de cada nivel de Van Hiele, es decir un conjunto de 4 6 5 valores
(dependiendo de si se tiene en cuenta o no el nivel 5) que da una representacion del
razonamiento mas detallada que la mera asignacion de un nivel hecha en las investigaciones
precedentes. Por ejemplo, si a un estudiante se le asignan los valores porcentuales (100, 76,
37, 5) de adquisicion de los niveles 1 a 4, vemos que ha adquirido completamente el nivel 1,
tiene una adquisicion bastante alta pero no completa del nivel 2, estd empezando a adquirir el
nivel 3, y no ha mostrado de manera significativa razonamiento de nivel 4.

Otro de los problemas practicos surgi6 al plantearnos por qué los estudiantes comienzan
el aprendizaje de la forma de razonamiento propia de un nivel cuando todavia no han
aprendido completamente a razonar en el nivel precedente —como en el ejemplo anterior.
Cabe preguntarse como podemos reflejar estos procesos de aprendizaje entremezclados en los
resultados de evaluar el razonamiento de los estudiantes. La solucién llegd de la mano de dos
publicaciones (Hoffer, 1981 y De Villiers, 1987) en las que sus autores plantean la idea de
que el razonamiento matematico no es algo Unico, compacto y homogéneo, sino que esta
formado por diversos componentes. Elaborando sobre estas publicaciones, en Gutiérrez y
Jaime (1998) presentamos nuestra propuesta de cudles son los procesos de razonamiento
matematico —reconocer, con las variantes de identificar y describir, definir, usar definiciones,

clasificar y demostrar— usados en cualquier actividad matemadtica que no sea meramente
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memoristica y qué caracteristicas tiene cada proceso para cada nivel de Van Hiele. Esta
caracterizacion permitié explicar por qué se puede estar desarrollando el razonamiento de un
nivel cuando todavia no se ha completado la adquisicion del nivel anterior: Si no se practican
todos los procesos de razonamiento matematico asociados a un nivel #, no se lograra adquirir
completamente ese nivel pero, en los procesos matematicos que si se practican, se lograra
avanzar y empezar a razonar en el nivel n+1.

Por otra parte, la revision que hicimos de la literatura mostraba que no existia ningun
instrumento de evaluacion —test u otra forma de cuestionario— adecuado para el tipo de
evaluacion de los niveles de Van Hiele planteado en los dos puntos anteriores, por lo que
necesitabamos disefiar nuevos procedimientos de evaluacion validos, fiables y eficaces. Un
instrumento de evaluacién de los niveles de Van Hiele debe combinar validez, fiabilidad y
eficacia: La validez se consigue al organizar un conjunto de items que evaluen todos los
procesos de razonamiento matematico y todos los niveles de Van Hiele. La fiabilidad se
consigue mediante un criterio de evaluacion de las respuestas de los estudiantes que produzca
informacion correcta sobre sus formas de razonamiento matematico. La eficacia se consigue
al minimizar la cantidad de items necesarios y, por tanto, el tiempo de administracion y el
esfuerzo de los estudiantes. Logramos todo esto gracias a que pusimos en juego una idea que,
hasta entonces, algunos investigadores habian mencionado pero ninguno habia aplicado en
sus experimentaciones: El nivel de razonamiento de alguien no se muestra por contestar bien
unos items, sino por las caracteristicas de las respuestas, pues un mismo problema de
matematicas planteado a varios estudiantes puede ser contestado de maneras muy diferentes.
Por ejemplo, un problema de demostracion sera resuelto por un estudiante del nivel 2
verificando la conjetura en unos ejemplos, mientras que uno de nivel 3 hard una demostracion
deductiva informal y uno de nivel 4 construird una demostracion deductiva formal.

Los superitems que estdbamos creando y la caracterizacion de las relaciones entre los
procesos de razonamiento matematico y los niveles de Van Hiele descrita nos permitieron
elaborar una estrategia de diseno de tests (Gutiérrez y Jaime, 1998) que, junto con la
metodologia de evaluacion de la adquisicion de los niveles de Van Hiele descrita, dieron lugar
a una metodologia de investigacion con las tres caracteristicas mencionadas. En Gutiérrez,
Jaime y Fortuny (1991), Jaime (1993) y Gutiérrez y Jaime (1998) esta sintetizado el resultado
de estos afos de investigaciones y experimentaciones.

En los parrafos anteriores he tratado de mostrar de manera sintética como el analisis

critico de las primeras investigaciones sobre los niveles de Van Hiele nos llevd a plantear

45



preguntas y a buscar sus respuestas, para lo cual tuvimos que adoptar una nueva concepcion
de los niveles de razonamiento y construir una metodologia de investigacion original que

fuera coherente y nos proporcionara resultados interesantes.

SEGUNDA EVOLUCION: CAMBIO DE OBJETIVOS DE INVESTIGACION

La actividad investigadora descrita en la seccién anterior nos proporciond, ademas de una
valiosa experiencia, un instrumento Util para evaluar los niveles de Van Hiele de los
estudiantes. Por otra parte, los diversos investigadores que habian trabajado en analizar las
caracteristicas de los niveles de Van Hiele habian obtenido suficiente cantidad de informacion
como para que la realidad de estas caracteristicas pudiera considerarse consolidada (Clements
y Battista, 1992; Battista, 2007). Esto cerraba los problemas que habian dado lugar a toda esa
actividad y nos dejaba en condiciones de poder plantear un cambio en nuestros objetivos de
investigacion. En ese momento, las circunstancias hicieron que dirigiera la atencion hacia la
parte del Modelo de Van Hiele que habia pasado desapercibida hasta entonces, las fases de
aprendizaje (descritas detalladamente en Jaime y Gutiérrez, 1990) y su aplicacion como
metodologia de ensefianza en actividades de investigacion o innovacion sobre la ensefianza de
temas especificos de matematicas. Para facilitar la lectura, incluyo a continuacion una

descripcion breve de las principales caracteristicas de las fases de aprendizaje:

e Fase 1: Informacion. Ante un tema nuevo, el profesor plantea actividades que sirvan,
por una parte, para una toma de contacto de los estudiantes con el tema y, por otra,
para identificar conocimientos y formas de razonamiento de estos estudiantes.

e Fase 2: Orientacion dirigida. Los estudiantes empiezan a explorar el nuevo tema
mediante la resolucion de actividades bastante cerradas que les guiardn al
aprendizaje de los contenidos bésicos del tema. El profesor debe comprobar que los
estudiantes llegan a los resultados previstos.

e Fase 3: Explicitacion. Se explican los resultados obtenidos y las operaciones
realizadas, se justifican las afirmaciones hechas, se debaten con el profesor o con
otros estudiantes, etc. para lograr un mejor aprendizaje. No hay que ver esta fase
como un tiempo de verbalizacion después de la segunda fase, sino como una
actividad permanente siempre que la ocasion lo permita.

e Fase 4: Orientacion libre. El aprendizaje logrado en la segunda fase se debe

profundizar y completar. Los estudiantes resuelven actividades en las que deberan
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poner en juego los nuevos conocimientos y formas de razonamiento en situaciones
creativas y abiertas, con varias formas de resolucion, varias soluciones o ninguna.

e Fase 5: Integracion. Para concluir, es necesario proporcionar a los estudiantes la
posibilidad de verlo de manera global, integrando los diferentes contenidos entre
ellos y con conocimientos previos relacionados. La finalidad de esta fase no es el

aprendizaje de nuevos conocimientos, sino la integracion de lo aprendido.

La tesis doctoral de Dina van Hiele-Geldof es un delicioso ejemplo de aplicacion de los
niveles de razonamiento y de las fases de aprendizaje a la preparacion de un curso de
geometria de Educacion Secundaria (Van Hiele-Geldof, 1957). Un estudio realizado a
comienzo de los afios 90 (Jaime, 1993) fue la primera actividad importante en esta nueva linea
de investigacion, que continud con otro proyecto presentado en Corberan y otros (1994) y que
llega hasta la actualidad con diversas investigaciones (ver, por ejemplo, Fiallo, 2011 y
Gualdrén, 2011). Ahora el objetivo es disefiar unidades de ensefianza de temas especificos de
matematicas teniendo en cuenta los niveles de razonamiento esperados de los estudiantes del
curso implicado y las fases de aprendizaje como marco para disefar y organizar la unidad de
ensefianza. La evaluacion de los niveles de Van Hiele de los estudiantes dejo de ser el
objetivo de investigacion para convertirse en una herramienta de investigacion que permitio,
por ejemplo, hacer comparaciones pre y post-test o estudios longitudinales.

En Jaime (1993) disefiamos un conjunto de secuencias de actividades para la ensefianza
de las isometrias del plano desde su introduccion inicial a estudiantes sin ninglin
conocimiento del tema —nifios de Educacion Primaria, pero también futuros maestros— hasta
el estudio del grupo de las isometrias del plano —propio de una Facultad de Matematicas. Las

secuencias de actividades estan elaboradas sobre un marco tedrico con tres componentes:

i) Los niveles de Van Hiele, que ayudan a decidir qué contenidos matematicos y
qué objetivos y metodologia de ensefianza son adecuados para cada curso, al
informar sobre niveles de razonamiento y tipos de respuestas que cabe esperar.

i1) Las fases de aprendizaje de Van Hiele, que ayudan a organizar las actividades
de cada secuencia dependiendo de sus contenidos y de los objetivos de
aprendizaje que se pretenda lograr de los estudiantes que las resuelvan bien.

ii1) El conocimiento didactico sobre estrategias y errores tipicos de los estudiantes

al aprender las diferentes isometrias del plano.
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Como contraste a lo amplio del objetivo de la investigacion anterior, en Corberdn y otros
(1994) procedimos a disefiar, experimentar y evaluar tres unidades de enseflanza de
triangulos, cuadrilateros y poligonos en general para estudiantes del primer curso de
Educacion Secundaria con notables carencias en los conocimientos de este tema que deberian
haber aprendido en Educacion Primaria. Como en Jaime (1993), el disefio de las unidades de
ensenanza se hizo teniendo en cuenta las directrices del Modelo de Van Hiele —niveles de
razonamiento y fases de aprendizaje.

Otras investigaciones mas recientes dentro de esta linea en las que he colaborado han
tenido objetivos similares pero centrados en areas diferentes de las matematicas escolares y en
tipos diferentes de estudiantes. Por ejemplo, Guillén (1997) se centr6 en analizar formas de
razonamiento de futuros profesores de Educacion Primaria cuando resuelven tareas de
geometria espacial. Este andlisis necesitaba basarse en una caracterizacion del significado
especifico de cada nivel de Van Hiele en la geometria de los poliedros, caracterizacion que no
existia, por lo que uno de los objetivos fue obtener dicha caracterizacion. A continuacion,
abordamos los otros objetivos de la investigacion: elaborar una secuencia de actividades para
la ensefianza de contenidos de geometria espacial basada en los niveles y las fases del modelo
de Van Hiele, y caracterizar el aprendizaje y los niveles de razonamiento de los futuros
profesores al trabajar en dicha secuencia de actividades. Mas recientemente, el objetivo de
Gualdrén (2011) ha sido analizar el aprendizaje de la semejanza de figuras planas por
estudiantes de Educacion Secundaria. Para ello, ha elaborado una caracterizacion de los
niveles de razonamiento en este contexto matematico que permite analizar de manera
detallada la actividad de aprendizaje. Por su parte, uno de los objetivos de Fiallo (2011) ha
sido disefiar actividades para la ensefianza de las razones trigonométricas con el soporte de
software de geometria dindmica a estudiantes de Educacion Secundaria. La organizacion de
estas actividades se ha hecho tomando como referencia las fases de aprendizaje.

En sintesis, la Ultima etapa de mi actividad cientifica ha tenido como objetivo
permanente caracterizar los niveles de Van Hiele en contextos de la matematica escolar donde
no habian sido utilizados de manera meticulosa y aplicar el modelo de Van Hiele al desarrollo

de formas de ensefanza y al andlisis de procesos de aprendizaje en estos contextos.

CONSIDERACIONES FINALES

En las paginas anteriores he hecho un recorrido autobiografico por mi actividad investigadora

relacionada con el Modelo de Van Hiele. Comparando las paginas iniciales, intermedias y
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finales del texto, en las que he descrito los estudios en los que he participado, desde los més
antiguos hasta los mas recientes, es evidente que ha habido dos momentos de cambio claro en
los objetivos de las investigaciones: 1) De usar la concepcion sobre los niveles de Van Hiele y
la metodologia de evaluacion del nivel de razonamiento dominantes en aquel momento a
buscar una concepcion y una metodologia diferentes que dieran mejores respuestas a los
problemas de investigacion. 2) De investigar sobre el Modelo de Van Hiele a investigar
usando el Modelo de Van Hiele como herramienta.

Naturalmente, en ambos cambios hubo influencias externas, procedentes de la lectura
de publicaciones y de la interaccidon personal con otros investigadores, pero creo que los
cambios surgieron sobre todo como consecuencia de la propia actividad investigadora
realizada y de la reflexion critica sobre sus objetivos, métodos y resultados. Es por todo ello
que considero que mi actividad investigadora personal, en el contexto de los equipos en los
que he colaborado, es el principal elemento que indujo mi evolucién como investigador y el
avance hacia diferentes perspectivas y nuevos objetivos.

Seria interesante analizar la influencia que hayan podido tener en esta evolucion —u
otras similares— las circunstancias del tiempo en que se produjo y contestar a la pregunta de si
en las circunstancias actuales se podria haber dado una evolucién similar. En el periodo de
finales de los afios 80 y durante la década de los 90, la actividad de investigacion en didactica
de las matematicas era, en general, bastante pausada y estable; se estaban empezando a
consolidar equipos de investigacion en las universidades espafiolas, cuyos miembros éramos
los doctores més antiguos y los compafieros que acababan de obtener el doctorado seguian en
el equipo pasando del rol de alumno al rol de tutor. Sin embargo, en la actualidad buena parte
de nuestros alumnos de master y doctorado tienen otros intereses —u otras posibilidades— y
buscan el trabajo puntual que les permita obtener el titulo, cosa que nos obliga a quienes
actuamos como tutores a saltar de unos temas a otros. Esto no ayuda a la continuidad

temporal de una linea de investigacion. Pero este analisis seria el contenido de otro capitulo.
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