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4.1. INTRODUCCION

En los anteriores capitulos de este libro se han descrito diferentes tipos de
actividades, tedricas y practicas, que integran el area de la Didactica de las
Matematicas (o la Educacion Matemadtica, si s¢ usa la terminologia anglosajo-
na) y la caracterizan como una especialidad con entidad, métodos y objetivos
propios. Para ofrecer una visién compieta de la Didactica de las Matemati-
cas, s0lo queda por describir la actividad investigadora dentro de esta area,
lo cual constituye el objetivo de este capitulo. En cualquier campo cientifico,
la investigacion es una actividad basica ¢ imprescindible pues, junto a facto-
res externos de tipo social o econdmico, marca las vias de evolucion y
progreso de dicho campo. En la Didactica de las Matematicas, cuyo objetivo
Gltimo es mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las Matematicas, los
investigadores tienen como mision preferente ofrecer respuestas a los proble-
mas planteados por los profesores y disefiadores de curriculum cuando
quieren conseguir que las Matematicas sean comprendidas mejor y aprendi-
das mas profundamente por los estudiantes.

El objetivo del presente capitulo es presentar 10s elementos mas impor-
tantes que integran la actividad de investigacion en Didactica de las Mate-
méticas, describiendo las corrientes metodoldgicas existentes, los objetivos
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prioritarios de los investigadores y los temas de mas interés en la actualidad.
No he intentado hacer un desarrolle exhaustivo de dichos puntos (cosa que,
por otra parte, cae fuera de los objetivos de este libro), por lo que probable-
mente cada lector echara de menos la referencia a algin concepto o alguna
linea de trabajo que se ha quedado en ¢l ordenader’. La seleccion hegha
tiene su origen en la perspectiva personal del autor y, sin duda, est4 influida
por sus gustos y opiniones.

Como consecuencia de los objetivos basicos de la Didactica de las Mate-
maticas, a los que me referia en el primer parrafo, la investigacion en este
area se encuentra situada en una posicion intermedia entre las investigacio-
nes en los diversos campos cientificos que tienen que ver con el aprendizaje y
la ensefianza de las Matematicas. Los que mas relieve ¢ influencia tienen en
los didactas matematicos son Psicologia Cognitiva y Educativa, Matemati-
cas y Pedagogia, aunque también son patentes las influencias de Sociologia,
Epistemologia, Antropologia o Historia en determinadas especialidades de la
Didéctica de las Matematicas (fig. 1). .

Esto hace que los investigadores en Didactica, en el proceso de creacion
de sus propios métodos e instrumentos de trabajo, tomen otros procedentes
de dichas areas, uniéndolos y adaptandolos a sus necesidades y puntos de
vista. El resultado es que la Didactica de las Matematicas tiene lazos que la
unen a las especialidades citadas antes, mas estrechamente a las tres citadas
en primer lugar, si bien esta claramente diferenciada de cada una de ellas:

Matemdi-
ticas

Psicologia
Didactica

de las
Matematicas

Pedagogia

Figura 1.

! Creo que es necesario actualizar la clasica referencia al tintero como lugar de nacimiento
de los libros.
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s Mientras que los investigadores matematicos se dedican a buscar nue-
vos conocimientos de Matematicas y a organizar &stos y los ya existen-
tes, los didactas se centran en los conocimientos ya establecidos y se
preocupan de analizarlos para encontrar fo. nas adecuadas de transmi-
tir y entender las Matematicas?. Esta tare- se realiza de manera prefe-
rente en los niveles de Ensefianza Primaria y Secundaria, pues es donde
hay mayor nimero de estudiantes involucrados y mas variedad de
problemas. No obstante, no debemos dejar de lado la Ensefianza
Superior, en particular la formacion inicial de profesores.

Los pedagogos tienen como objetivo central la descripcion de procesos
generales de aprendizaje y de ensefianza que puedan ser aplicables a las
diferentes areas del saber; sin embargo, los didactas se centran en el
aprendizaje y la ensefianza de la Matematicas (incluso cuando estan
inmersos en una investigacion de tipo interdisciplinar), pues suele asu-
mir la idea subyacente de que los procesos de aprendizaje en las
distintas areas del saber son diferentes, por lo que deben utilizarse
diferentes métodos de ensefianza.

» La relacion entre la Psicologia Cognitiva o la Educativa y la Didactica
de las Matematicas es, en la actualidad, la mas estrecha de las tres
citadas, pues la mayoria de las estructuras mentales del ser humano
son globales y se usan indistintamente en unas actividades u otras
(académicas y ordinarias, matematicas y de otras areas), si bien los
didactas se interesan de forma concreta por aquellas estructuras men-
tales que tiene una relacién directa con los procesos de comprension y
utilizacion de los conceptos y habilidades matematicos, llegando a un
nivel de concrecion que cae fuera de los intereses, mas globalistas, de
los psicologos.

Por altimo, antes de entrar de lleno en el tema, quiero sefialar que este
capitulo no va dirigido a los investigadores veteranos en este area, a los
cuales poco o nada puedo ensefiar, sino a ese nicleo, cada vez mayor y con
mas empuje, de personas interesadas en iniciarse en la investigacion en
Didactica de las Matematicas. Por este motivo, he procurado no profundizar
en exceso en las descripciones teo6ricas, sino ofrecer una primera toma de
contacto con la investigaciéon, que puede ser ampliada mediante la lectura de
las publicaciones citadas a lo largo del capitulo y, preferentemente, mediante
la propia experiencia investigadora.

2 Al definir el concepto de «transposicion didéctican, Y. Chevallard resalta la importancia
de este aspecto de la Didactica {Chevallard, 1985).
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42. QUE SE ENTIENDE POR INVESTIGACION EN DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS

4.2.1. Delimitando ¢l campo de actividad

Los limites de lo que constituye «investigacion» en Didactica de las
Matematicas son un tanto difusos, pues ésta es una actividad que no puede
ser encapsulada en una definicion formalista y concreta. No obstante, si es
posible empezar haciendo algunos planteamientos generales referentes a queé
debe pretender una «investigacion» en este drea.

Tomemos como punto de partida esa idea que todos tenemos de la
investigacién con un trabajo apoyado en un marco tedrico y dirigido al
descubrimiento de algo desconocido y a la mejora de los conocimientos existen-
tes sobre un tema. Seguro que vienen enseguida a nuestra mente la imagen
estereotipada del bidlogo absorto con su microscopio o del astronomo con
su telescopio. La frase en cursiva nos puede dar las claves para distinguir a
un auténtico investigador en astronomia o biologia de un simple curioso que
se entretiene mirando por el telescopio o el microscopio: su preocupacion
por trabajar de acuerdo con una metodologia valida y su afan por encontrar
algo nuevo y por conseguir una mejor comprension de lo ya conocido.

Si trasladamos estas ideas a la investigacion en Didactica de las Matema-
ticas, resulta que sus caracteristicas primarias deben ser a) el perfecciona-
miento de las actuales formas de actuacion de los profesores de Matematicas
y la basqueda de otras nuevas, con el objetivo final de promover una mejor
ensefianza de herramientas y conceptos matematicos a los estudiantes, y b) el
logro de una mejor comprension de los mecanismos mentales ligados a la
actividad de aprendizaje de las Matematicas, para asi poder organizar bue-
nos entornos formativos para los estudiantes y poder proporcionarles los
medios necesarios para facilitar su aprendizaje.

Lesh (1979) nos proporciona otro punto de vista, mas practico y concre-
to, cuando dice que «el objetivo de la investigacion es desarroltar un cuerpo
de conocimientos utiles relacionados con temas importantes de la Didactica
de las Matematicas». A continuacion, Lesh aclara que, para él, «desarrollar
conocimientos utiles» significa: «a) identificar problemas importantes para la
ensefianza de las Matematicas, b) plantear conjuntos de cuestiones concretas
(v resolubles) relacionadas entre si y que contribuyan a mejorar el conoci-
miento disponible sobre el problema subyacente, c) encontrar respuestas a

esas cuestiones que sean utiles en una diversidad de contextos, eliminando la

informacién poco valida o inutil, y d) comunicar los resultados y conclusio-
nes de forma que sean comprensibles por profesores e investigadores».
Tratemos ahora de aplicar estas ideas a diferentes tipos de trabajo en
Didactica de las Matematicas, con el fin de determinar si, en relacion con los
parametros mencionados antes, se los puede considerar o no investigaciones:
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» En un extremo del abanico de tipos se encuentra el trabajo de elabora-
cion de teorias de ensefianza o aprendizaje de las Matemadticas. Estas
son investigaciones laboriosas y compiejas que deben abordar las dife-
rentes componentes matematicas, psicoldgicas v pedagogicas que inter-
vienen en los procesos de comprension y aprendizaje de las Matemati-
cas: Procesos y capacidades de razonamiento, estrategias de enscfianza,
niveles de comprension, obstaculos en el aprendizaje, formacion o
modificacidon de redes conceptuales, etc.

Hay varios ejemplos de teorias de este tipo entre las que podemos
destacar, por su mayor difusion y utilizacién en la actualidad, las de
Van Hiele®, Skemp* y Dienes>. Otras teorias sobrepasan el ambito de
las Matemadticas y estan siendo aplicadas en las Ciencias en general,
como la de Piaget® o el constructivismo’, tan pujante en estos momen-
tos. En otro capitulo de este libro se han hecho descripciones resumi-
das de dichas teorias, si bien las referencias incluidas en las notas a pie
de pagina permitirn tener un conocimiento mas detallado.

El otro extremo del abanico esta representado por el trabajo de aque-
llos profesores que deciden completar o sustituir el contenido del libro
de texto y claboran bloques de actividades o planes de ensefianza
complementaria con los que intentan mejorar la eficacia de su ensefian-
za y la profundidad del aprendizaje de sus alumnos. En este caso,
bastante habitual en los centros de Ensefianza Primaria y Secundaria
espafioles, no siempre podemos hablar de una actividad de investiga-
cion, sino mas bien de innovacion o experimentacion didactica, pues
faltan algunas componentes importantes de la actividad investigadora:
Una planificacién cuidadosa que tenga en cuenta los conocimientos
disponibles sobre el tema y no solo la experiencia personal acumulada
por el profesor; la inclusion del trabajo que se va a realizar dentro de
un marco conceptual concreto que permita analizarlo y relacionarlo
con otras investigaciones sobre el mismo tema; un amplio conocimien-
to (didactico y matematico) del tema de estudio, para identificar los

3 En Wirszup (1976), Hoffer (1983) y Jaime, Gutiérrez (1990) se hacen descripciones comple-
tas del Modelo de Van Hiele; ademas, en Gutiérrez, Jaime (1989) ofrecernos una bibliografia
detallada.

4 Resulta interesante observar como ha ido evolucionando y perfeccionandose la teoria de
Skemp a lo largo de los afios; esto se refleja perfectamente en sus publicaciones, como Skemp
(1978, 1979a, 1979b, 1982 y 1983).

* Ver Dienes (1974) y Paige y otros (1978) para una descripcion de las teorias de Dienes.

§ A pesar de que no se trata de una teoria de ensefianza o aprendizaje, sino de desarrolio. La
bibliografia en espafiol sobre Piaget es facil de encontrar y muy numerosa.

7 Ver las conferencias plenarias del XI congreso del PME, en Bergeron, Herscovics, Kieran
(1987).
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origenes de las dificultades de aprendizaje; una verificacion objetiva de
los logros alcanzados, mas alla de la intuicién personal o los resultados
de los exdmenes.

No debe deducirse del parrafo anterior que este tipo de actividad de
los profesores de Matematicas sea poco intcresante; al contrario, el
trabajo de innovacion realizado por Jos profesores es imprescindible
para mejorar la calidad de la formacién matematica de los estudiantes,
pues en muchas ocasiones es el medio de conexion de la investigacién
con la docencia cotidiana y, en todo caso, significa un interés de
perfeccion muy deseable en los profesores.

« Entre estos dos tipos de trabajo se encuentra la actividad que realizan
la mayoria de los investigadores, consistente en estudiar alguna parcela
de la ensefianza o el aprendizaje de las Matematicas, haciendo un
analisis de los procesos de aprendizaje de los estudiantes, sus formas de
comprension de conceptos o las dificultades que encuentran, desarro-
llar métodos de ensefianza, etc. Por lo general se trata de investigado-
res individuales o que forman pequefios equipos ubicados en Departa-
mentos de Universidades y Centros de Investigacion. Estas personas o
equipos no trabajan aislados, pues otra caracteristicas de la actividad
investigadora es el flujo de informacién que circula entre los diversos
miembros de la comunidad internacional interesados por un mismo
tema; son las comunicaciones en congresos, los articulos en revistas y
los contactos personales. Volveré sobre este punto en otra seccién del
capitulo.

Las investigaciones englobadas en este grupo incluyen tanto las
centradas en descifrar aspectos puntuales de un tema como las que
tratan de sistematizar y completar los resultados destacables existentes
sobre el tema, Un ejemplo de las primeras nos io ofrecen J. C. Bergeron
y N. Hersconvics, que han dedicado muchos aiios de esfuerzo continuo
a estudiar la comprension de los nimeros cardinales por los nifios de
Preescolar y cuyos resultados pueden ser seguidos en sus numerosas
publicaciones de todo tipo. Un gjemplo de las segundas lo tenemos en
Goldin, McClintock (1984), donde se hace una clasificacion de las
diferentes variables que pueden influir en la resolucion de problemas.
Hay algunos campos de investigacion muy frecuentados, como el rela-
tivo al aprendizaje de las operaciones aritméticas (comprensién de los
conceptos, errores en las operaciones, algoritmos usados, ..) o el de
resolucion de problemas (tipos de problemas, estrategias de resolu-
cion, ..)% que ha sido la estrella de la década de los 80. En una

8 En Mason (1980} y Puig, Cerdan (1983) se recogen la referencias mds importantes publica-
das hasta esas fechas.
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seccion posterior que este capitulo describiremos, con mas detalle, al-
gunas de las principales areas de investigacion en Didéctica de las Ma-
tematicas.

4.2.2. El concepto de calidad de la investigacion

Una vez que ha quedado determinado qué tipos de trabajo podemos
considerar como investigaciones en Didactica de las Matematicas, es conve-
niente conocer cuales son los principales parametros que se manejan para
determinar la calidad de una investigacion. Tener en cuenta estos parametros
significara una mejor seleccion tanto de los temas de investigacién como de
los métodos de trabajo. Freudenthal (1982) y Kilpatrick (1981) coinciden en
reconocer tres parametros:

» Fl «interés» o «significacion» debe ser una cualidad esencial de las
investigaciones. Efectivamente, si un objetivo que debe plantearse cual-
quier investigacion en Didéctica de las Matematicas es tratar de apor-
tar alguna mejora a la calidad de la formacion matematica, es preferi-
ble que el investigador centre su atencion en algin elemento destacado
de la ensefianza o el aprendizaje de las Matematicas. En términos
meédicos, las investigaciones deben tratar de curar la enfermedades
reales y epidémicas antes que otras enfermedades muy minoritarias
que, en este momento, no representen ningdin peligro.

Los trabajos que, desde hace unos catorce aiios, vienen desarrollan-
do los miembros del grupo liderado por K. Hart, sobre el aprendizaje
de las Matematicas en los primeros afios de la Ensefianza Secundaria
(11-16 afios), son un ejemplo de este tipo de investigacion: vemos como
sus primeros estudios, iniciados en 1975, proporcionaban informacion
sobre los grados de dificultad de diversos conceptos matematicos y los
diferentes errores tipicos de los estudiantes detectados en cada uno”.
Pasaron a continuacion, desde 1980, a investigar €sos errores y sus
motivos, con el fin de estar en condiciones de encontrar métodos de
correccion de los mismos*®. Por iltimo, mediante una investigacion
iniciada en 1983, que todavia no ha concluido, estan ensayando méto-
dos de trabajo en clase y unidades de ensefianza que ayuden a evitar o

® Esta fase de la investigacion es el «Concepts in Secondary Mathematics and Science
(CSMS) Project», cuyos resultados han sido presentados en diversas tesis doctorales y articulos
y estin resumidos en Hart (1981).
10 Fstas investigaciones forman el «Strategies and Errors in Secondary Mathematics (SESM)
Project»; las publicaciones mis destacadas que incluyen resultados del mismo son Booth (1984),
Hart {(1984) y Kerslake (1986).
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corregir las dificultades de aprendizaje investigadas, hgciendlo que !os
estudiantes pasen de manera gradual del trabajo manipulativo tipico
de 1a Ensefianza Primaria al mas formal habitual en la Secundaria'?.

El interés de este trabajo viene dado, por una parte, por el hecho de
que empezo siendo un estudio de nivel nacional de la poblaf:i()n estu-
diantil inglesa (en el CSMS Project s¢ testaron 10.000 estudiantes por
escrito y otros 300 mediante entrevistas) y, por otra parte:, por la
importancia que tienen en el actual curriculum de_ Matematicas de
cualquier pais avanzado los conceptos estudiados: sistema decnma{ de
numeracion, operaciones aritmeéticas, fracciones, nameros enteros,. 150~
metrias, medidas de longitud, supetficie y volumen, proporc?iong!ldad,
algebra, etc. Ademas, en las fases posteriores de la investlggmon, el
equipo se ha preocupado solo por algunos de los conceptos mas desta-
cados de los citados antes: algebra, proporcionalidad y fracciones.

Otro ejemplo, esta vez negativo, lo tenemos en la infinidad de
trabajos publicados en los que los investigadores han tomado alguno
de los tests de Piaget (conservacion, inclusion de clases, etc), lo han
administrado a nifios de determinadas edades y han concluido que si se
cumpien las propuestas de Piaget. En estos casos, ¢s probable que esas
investigaciones apenas aporten informacion interesante al cuerpo d§
conocimientos sobre las teorias de Piaget, por lo que su interés es casi
nulo. Como indica Kilpatrick (1981), para que un estudio sea sigmﬁga—
tivo debe proporcionar un nuevo punto de vista y una comprension
mas profunda del tema en cuestion. Sin embargo, hay otros investiga-
dores que han realizado determinadas modificaciones, a veces muy
pequeiias, en los experimentos ideados por Piaget y han qbtemdo unos
‘resultados muy diferentes de los pronosticados por éste; si estos experi-
mentos han ido acompafiados de un andlisis de las causas de las
diferencias, es posible que ayuden a mejorar el conocimiento de las
teorias de Piaget'?.

«» La segunda caracteristica que determina la calidad de las investi%acio—
nes es su «rigor» o «fiabilidad». Por rigor se entiende la adecuacu.)n de
la metodologia de trabajo de la investigacion a los estandares fijados
en ese momento. Al realizar una experiencia (por ejemplo el disefio y la
administracién de un test), es necesario controlar cierto m’lmero. de
variables que van a influir en el resultado, o por lo menos ser conscien-
te de ellas, asegurarse de que el test va a medir lo que el mvpsﬂgador
pretende y determinar la interpretacion de su escala de medida.

il Egtas investigaciones forman parte del «Children’s Mathematical Frameworks (CMF)

Un trabajo riguroso debe estar organizado con claridad, especifi-
cando los objetivos y los resultados obtenidos, describiendo las técni-
cas de analisis de datos utilizadas y las premisas asumidas, planteando
el marco tedrico en el que se inscribe la investigacion y dando toda la
informacidén necesaria para que otros investigadores puedan, si lo de-
sean, repetir el estudio en las mismas condiciopes!>.

Kilpatrick (1981} hace una interesante contraposicion de las investi-
gaciones estadounidenses y soviéticas de los afios 70 en cuanto a sus
niveles de rigor y de significacion. Afirma que los investigadores ameri-
canos disponen de un aparato de analisis estadistico muy perfecciona-
do (desarrollado por los psicologos de la educacion), gracias al cual sus
invetigaciones tienen un alto grade de rigor, cosa de la que carecen los
soviéticos, pero segun Kilpatrick (1981), «mientras que en las investiga-
ciones americanas ¢l investigador empieza demasiado a menudo con
una técnica preparada y buscando algin problema que pueda resolver
con esa técnica, las investigaciones soviéticas suelen empezar con un
problema practico de ensefianza que el investigador aborda mediante
mucha experimentacién y teoria pero poca organizacion metodologica
de la investigacion».

La tercera medida de la calidad de las investigaciones es su «validez».
Una vez mas, debemos recordar que el objetivo central de la investiga-
cion en Didactica de las Matematicas debe ser la mejora general de la
ensefianza de las Matematica, y no sélo la mejora de la ensefianza
realizada por el propio investigador o por los profesores de su entorno;
asi pues, las investigaciones deben tender a encontrar soluciones que
sean aplicables en la mayor variedad de situaciones posible. Esta es la
tnica manera de lograr que la investigacion pueda ser util a los profe-
sores, pues no se puede pretender que éstos dispongan de un almacén
de métodos de ensefianza, actividades correctoras, eic. para pasar de
unos a otros seglin los alumnos que tengan en cada momento. Es un
hecho suficientemente comprobado por todos los relacionados con la
formacion inicial o permanente de profesores que éstos pierden el
interés en cuanto observan que las propuestas de ensefianza que se les
hace s6lo pueden usarse en casos particulares y no de forma sistemati-
ca con casi todos sus alumnos.

Es facil darse cuenta de los intentos de los investigadores por
asegurar la validez de sus estudios cuando buscan grupos suficiente-
mente numerosos de estudiantes y que sean representativos de un
determinado ambiente (intelectual, nacional, socio-cultural, ...). Esto ¢s

Project»; ver Hart y otros (1989). ) . ]
12 Epn Donaldson (1978) y Siegel, Brainerd (1983) se citan numerosos ejemplos de este tipo

13 Todos estos requisitos deben recordarse al publicar informacion sobre las investigaciones,
de investigaciones. !

porque los investigadores, ademas de ser rigurosos, deben demostrar que lo son.
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algo con lo que debemos tener cuidado los invcst.igz}dores cspaﬁo_les,
pues estamos muy acostumbrados a trabaja‘r con b1bl_1c?graﬁa extrajera
y no siempre nos detenemos a comprobar si las copdlmones en las que
se realizo el trabajo original (pais, curriculum, nivel cultural, ...} son
similares a las que tenemos nosotros. . o

No hay que confundir la validez de una investigacion con su repro-
ductibilidad: mientras que la primera propiedad se refiere a la Pomblh—
dad de aplicar los resultados de la investigaciép en contextos diferentes
(de namero de alumnos, edad, inteligencia, _mvel cultu_ral, _ctc.), la se-
gunda se refiere a la posibilidad de repetir la experiencia en unas
condiciones exactamente iguales a las originales. El objetivo de la
reproduccion de investigaciones suele ser comprobar sus resultados, o
ampliarios. o o . 1

Hay que reconocer que la apreciacion del intetés, e! rigor y la
fiabilidad de un trabajo de investigacion es basta_nte sul.)_}et-wa ¥y que
esta sujeta a cambios a lo largo del tiempo en funcl()p, principalmente,
de los métodos de trabajo que estdn mejor cor_mdera@os en czyfla
momento. Por ejemplo, podemos comparar el egtllq de investigacidn
predominante en las décadas de los 60y 70 (cu_anntatlvo, arropado_ por
un gran aparato estadistico) con el predom’m.ante en la actuallda’d
{cualitativo, en el que los parametros estadisticos s¢ usan con mas
discrecién); se da la circunstancia curiosa de que muchos trabfajgs que
han destacado en una de las épocas habrian pasado desapercibidos si
se hubieran publicado en la otra. Sin erqbargo, es muy probgblg que
los tres parametros mencionados sigan smnd_o siempre 1'03’ ppncxpaies
determinantes de la calidad de las investigaciones en Didactica de las
Matematicas.

Kilpatrick (1981) afirma que parte dcz l_os problemas que sufr-e la
investigacién en Didactica de las Matematicas en EE UU. se denv?ln
de la acusacion de que dicha investigacion ha sido incapaz de qxpdlﬁ-
car la practica escolar. De aqui surge inmedia’gamente la. cuestion de
como deberia influir la investigacion en la practica educativa cotidiana
de los centros de Primaria y Secundaria. ’

Este es un problema que en Espafia deberiamos tratar de resolver
ahora que empieza a desarroilarse con fuerza la 1nvest}gamop en Di-
dactica de las Matematicas, intentando que nuestras Imnvestigaciones
tenga un objetivo final dentro de la cns_eﬁgnza de las Matc,m_xatncas,
haciendo que presten atencion al aprendizaje de las Maten:naﬂcas tal
como se da realmente en las aulas y tratando de comunicar a lfis
profesores nuestros resultados en forma concreta, clara e inteligible %

14 Sin que ello quiera decir que haya que proporcionar a los profesores simplemente recetas
preparadas para su aplicacién inmediata.
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la propia serie «Matematicas: cultura y aprendizaje», que se abre con
este libro, tiene ejemplos de los dos estilos, pues mientras algunos de
sus volumenes estan muy ligados a la practica docente mediante suge-
rencias concretas, en otros se refleja un cierto distanciamiento debido a
lo tedrico del contenido, que los hace dificiles de asimilar y aplicar por
los profesores. Dejando aparte la tendencia de cada «bando» a echar la
culpa al otro, tanto profesores como investigadores debemos reconocer
¥ aceptar nuestra parceia de responsabilidad y tratar de colaborar unos
con los otros acercandonos y comunicandonos de forma inteligente.

43. TIPOS Y METODOLOGIAS DE INVESTIGACION
EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Al organizar un proyecto de investigacion, se abren ante sus autores una
diversidad de posibles tipos de investigacion, bastante distintos unos de otros,
que conviene conocer para poder seleccionar ¢l mas apropiado para ese
proyecto concreto. Al mismo tiempo, hay diversos métodos de trabajo para
realizar las investigaciones, que estan relacionados, en cierto modo, con los
diferentes tipos de investigacion. Al hablar de la calidad de una investiga-
cion, ke aludido a la metodologia como uno de los factores determinantes.
En realidad, el factor que se debe tener en cuenta no sélo es la correcta
aplicacién de la metodologia de trabajo elegida, sino también la adecuacion
de ésta al tipo de investigacién que se realiza. En esta seccién haremos un
recorrido descriptivo por los principales tipos y métodos de investigacion
usuales en la actualidad en Didactica de las Matematicas.

Frecuentemente las investigaciones surgen de ideas amplias o de pregun-
tas generales relativas a cierto tema. Asi, alguien puede plantearse la conve-
niencia de investigar los motivos de las dificultades que tienen los nifios en
las operaciones con fracciones. Esta primera aproximacién al problema hace
necesario plantear otras cuestiones mas concretas como, por ejemplo, la
relacion entre las concepciones de fraccion vy el éxito en una determinada
operacion.

Hay una secuencia de trabajo que se detecta con facilidad si se observa la
trayectoria que siguen gran parte de las lincas de investigacion a lo largo de
los afios: Las investigaciones iniciales sobre un tema han sido de caracter
descriptivo, tratando de detectar la magnitud real de cierto problema plan-
teado (qué dificultades se producen en el aprendizaje de un concepto o una
habilidad, cuando se producen o desaparecen, con qué frecuencia se presen-
tan, etc.); a continuacidn los investigadores han intentado determinar los
motivos de esas dificultades (analizando los procesos de aprendizaje natura-
les o inducidos, los diferentes grados de comprension de un estudiante, los
elementos que intervienen en las redes conceptuales, etc.); por uitimo, han
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pasado a plantear soluciones que eviten las dificultades o que ayuden a los
estudiante a superarlas (métodos de ensefianza que prevengan los errores o
unidades correctivas especificas para corregirlos). Cada una de estas tres
fases de la linea de investigacion responde a unas necesidades diferentes y
requiere de unos métodos de trabajo distintos. o ,

Una excepcion a esta secuencia es la linea de investigacion sobre métodos
heuristicos en la resolucion de problemas, pues aqui, por lo general, no se
pretende combatir ninguna dificultad de aprendizaje, sino describir con .todo
detalle las formas de actuar de los estudiantes y sus tomas de decisiones
durante la resolucion de determinados tipos de problemas.

4.3.1. Tipos de investigacion

En cualquicr caso, una vez que s¢ ha llegado a plantear una cgestié_n
«investigable», ¢l camino natural consiste en determinar las forma; dlqum-
bles y apropiadas de trabajar. Surgen diversas posibilidades ante el 1ncht1ga-
dor, entre las que podemos destacar (Johnson, 1980a y 1980b) los tipos de

investigaciones siguientes’”:

« Como decia antes, la primera fase de una investigacion a largo plazo
suele consistir en hacer una «recopilacién de informacion» relativa a
algunas variables previamente determinadas, para lo cual se del?c reali-
zar una observacion de la actividad de determinados colegtn_los de
individuos (profesores, alumnos o ambos a la vez).' El ppjctlvo es,
generalmente, hacer una descripcion ajustada ‘dc la situacion real del
problema que se quiere investigar ia cual permita, a partir de los datos
obtenidos, generar hipotesis, sugerir vias de solucxoq, plantea'r nuevos
problemas, o tomar decisiones sobre lineas de trabajo posteriores.

Salvo que sea posible observar al colectivo completo, la componen-
te critica de este tipo de investigacion esté en la seleccién de la muestra
(que debe ser representativa) y de los elementos de mcdxda_, pues ambos
determinaran la validez y la fiabilidad de las conclusiones que se
puedan obtener. Por ejemplo, si alguien quiere obtener informacion
enviando un cuestionario a un grupo aleatorio de personas, normgl-
mente sélo un pequefio porcentaje de ellas devolveran el cuest?onano,
por lo que sus respuestas posiblemente no seran representativas del
total. ' '

Este tipo de investigacion se encuentra con frecuel}ma en estudios
descriptivos de caracter nacional que los gobiernos realizan para deter-

15 Debemos ser conscientes de que on bastantes casos las investigaciones reales van a ser
combinaciones de varios de estos tipos.
.
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minar el estado actual de la educacion, evaluar el éxito de un curricu-
lum después de algunos afios de implantacion o preparar futuras modi-
ficaciones. En EE. UU. existen, entre otro grupos, ¢l «National Assess-
ment of Educational Progress» (N.A.E.P.), que desde 1975 viene rea-
lizando periddicamente evaluaciones de los conocimientos de los estu-
diantés de 9, 13 y 17 afios en Matematicas y otras nueve asignatu-
ras, ¥ el «National Advisory Committee on Mathematical Education»
(N.A.C.O.M.E)), surgido en 1974, cuya mision era la elaboracion de
un informe sobre la situacion de las Matematicas desde Preescolar
hasta el final de la Ensefianza Secundaria (ver C.B.M.S., 1979). En
Gran Bretafia también se han llevado a cabo varios de estos estudios,
como ¢l C.S.M.S. Project, ya descrito en este capitulo, y los elabora-
dos peridodicamente por la «Assessment of Performance Unit» (A.P.U.)
desde 1978 con estudiantes de 11 y 15 afios.

También se han reatizado algunos estudios internacionales, que
permiten comparar la situacion en los paises participantes, como los
«International Mathemathics Studies» (realizados en 1964 y 1981); se
trata de una investigacion internacional centrada en estudiantes de 13
y 18 afios, que se realiz6 en 13 paises en la primera ocasion y en 39
paises en la segunda (entre los cuales no se encuentra Espafia). Ver
Cressell, Gubb (1987).

Por le que se refiere a Espaiia, el anico estudio «oficial» de este tipo
publicado que conozco es M.E.C. (1989}, aparte de esto, los dnicos
datos que suelen manejar nuestros ministerios (nacional y regionales)
son los porcentajes de aprobados y suspensos de cada curso escolar,
que es un parametro de una pobreza absoluta desde ¢l punto de vista
de su validez cientifica.

Durante el proceso de aprendizaje de alguna parte concreta de las
Matematicas por los estudiantes, se van produciendo meodificaciones
en su comportamiento, es decir en sus conocimientos, destrezas opera-
torias, etc. Estas modificaciones suelen estar directamente relacionadas
con cambios en sus forma de entender los conceptos matematicos
involucrados o con el surgimiento de determinadas dificultades especi-
ficas. Para mejorar la ensefianza, es necesario averiguar como se desa-
rrollan dichos procesos de aprendizaje y descubrir la evolucion del
pensamiento de los estudiantes, las causas de sus problemas y como
adquieren las habilidades cognitivas que les permiten superarlos. Se
trata de un tipo de investigaciones al que podemos dar el apelativo
genérico de «anilisis de comportamiento» de los sujetos (bien indivi-
dualmente, bien como grupos).

El analisis de los procesos y las dificultades en el aprendizaje de
conceptos, algoritmos y estrategias de trabajo, que se reflejan en las
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formas como los estudiantes realizan determinadas tareas o en las
respuestas que dan a ciertas preguntas, s una de las investigaciones
mas frecuentes de este tipo. Esta comprobado por infinidad de trabajos
que sdlo una pequefia parte de los errores que comenten los estudian-
tes cuando resuelven un determinado tipo de problema o gjercicio son
fortuitos (generados, por ejemplo, por falta de atencién o por un fallo
puntual de la memoria). Por el contrario, la mayoria de los errores se
cometen de forma sistematica y aparecen de nuevo cuando se propone
a los estudiantes otro problema o ¢jercicio similar.

Esto significa que los estudiantes se equivocan porque aplican algu-
na idea incorrecta (un concepto mal entendido, una técnica mal apren-
dida, etc.) o, lo que es mas frecuente, porque se basan en alguna idea
cuyo campo de validez deja fucra a la situacidn en la que el estudiante
la estd aplicando. En el primer caso, ¢l probiema generalmente se
resuelve haciendo que los estudiantes lleguen a ser conscientes de que
sus ideas son erroneas y haciendo que las desechen y las cambien por
las correctas. El segundo caso suele ser el mas dificil de resolver, pues
se trata de «comprensiones parciales», ¢s decir de ideas que los estu-
diantes han utilizado con éxito hasta un determinando momento, pero
que ya no tienen validez universal, al haberse incrementado el dominio
de los conceptos en los que éstas se apoyan. La dificuitad radica, por
una parte, en que los estudiantes no enticnden por qué el profesor ya
no acepta sus respuestas, y por otra en que no se pueden desechar esas
formas de trabajar, pues son ideas correctas, sino que hay que mostrar
a los estudiantes cuando se pueden usar y cuando no's.

Veamos dos ejemplos. Dejando aparte la poco recomendable via de
resolver las dificultades de aprendizaje de los estudiantes mediante la
memorizacion de la técnica correcta de trabajo, una forma de atacar
esas dificultades es actuando sobre su origen, es decir, sabiendo por
qué se producen. Para ello es necesario disefiar una investigacion en la
que, a partir de la informacion disponible, se conjeturen algunos moti-
vos de la dificultad, se presenten a los estudiantes diversas situaciones
en las que estén presentes, de forma organizada, esas presuntas causas
y se analice la influencia real de cada una de ellas!’. Hay numerosos
ejemplos de este tipo de investigacion en relacion con el aprendizaje de
los conceptos de las operaciones aritméticas con nGmeros naturales,

—
16 Jp caso particular lo constituyen los «obstaculos epistemologicos», es decir las dificulta-.

des producidas como consecuencia de cambios de significado de los términos mateméticos (vér

Brousseau, 1983 y Centeno, 1988).
17 En Mulhern (1989) se ofrece una detallada descripcion de distintos tipos de investigacion

sobre andlisis de errores. -
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decimales o fracciones. Por ejemplo, Beattie (1979) estudia los métodos
de restar contando y los clasifica en resta contando hacia adelante
(desde et sustraendo hasta el minuendo), resta contando hacia atras
(desc_ie el minuendo hasta el sustraendo) y resta contando a saltos
(1_1ac1endo sumas o restas parciales); ademas, realiza una experimenta-
cidén en la que detecta los motivos de error mds frecuentes en cada
método. Después, otros investigadores, como Fuson (1986), toman los
rf:sultados anteriores, u otros analogos, como punto de partida e inves-
tigan estrategias de ensefianza que eviten dichas dificultades.

El segundo ejemplo es otra forma de analisis de comportamiento
muy usual, que se ocupa de estudiar la formacién de conceptos mate-
maticos en los estudiantes. Estas investigaciones tienen como finalidad
conocer el proceso de aprendizaje por los estudiantes de un concepto, o
un grupo de conceptos relacionados, desde que tienen la primera toma
de contacto con el mismo hasta que llegan a su plena comprension.
Estos' estudios estan muy relacionados con el problema de las com-
prensiones parciales que he descrito antes, pues parte de los errores que
se cometen tienen su origen en una mala comprension de los conceptos
1mph.cados, pero la mayoria de los conceptos matematicos son los
suficientemente complejos como para que los estudiantes no puedan
entender y aprender al mismo tiempo todas sus facetas (un ejemplo muy
cIal:o lo tenemos en las miltiples interpretaciones de los ndimeros
racionales). En estos casos, el proceso normal de aprendizaje hace que
se produzcan comprensiones parciales, que originardn dificuitades
cuando los estudiantes las apliquen fuera de su dominio de validez.

Cuando los investigadores tienen como objetivo final de su trabajo el
disefio de unidades curriculares (que pueden ir desde material de apoyo
ante dificuitades de aprendizaje especificas, o unidades para la ensefian-
za de un tema concreto, hasta el desarrollo del curriculum compieto de
un nivel educativo), es absolutamente imprescindible evaluar la calidad
(es decir, la eficacia) de los materiales que han elaborado, Nos encon-
tramos ante una «investigacion curricular» en la que se debe seguir un
proceso ciclico de desarrollo y evaluacion: elaboracion de una primera
propuesta de material, experimentacion del mismo, evaluacion de los
r;suitados, modificacion del material como consecuencia de la evalua-
¢ion, experimentacion del nuevo material, etc. Retomando el argumen-
to que expuse al distinguir entre investigacion ¢ innovacion o experi-
mentacion didéctica, este ciclo estd presente en ambas clases de activi-
dad; lo que diferencia las investigaciones de las innovaciones es la
forma. como se realiza cada paso de ciclo y muy especiaimente los de
experimentacion y evaluacion.

En las investigaciones curriculares, los elementos que tienen mas
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influencia en la calidad y validez del resultado final son la seleccion que
se haga de las muestras para las experimentaciones y la forma de
evaluar el desarrollo de las mismas. Un problema con el que frecuente-
mente se enfrentan los investigadores es que, si quieren hacer varias
experimentaciones, no hay suficiente cantidad de estudiantes como
para tomar muestras grandes. Una forma de superar el obstaculo es
combinar una primera fase de trabajo de laboratorio (experimentando
el material con grupos pequefios de estudiantes) con una fase posterior
de trabajo a mayor escala {en la que se pasa a trabajar con clases o
centros completos); otra forma es hacer las sucesivas experimentacio-
nes en distintos afos.

Un excelente ejemplo de este tipo de investigacion lo encontramos
en el Instituto Freudenthal de Holanda, que desde su creacion bajo el
nombre IOWO (y hasta hace poco OW&OQC) se ha dedicado de mane-
ra prioritaria a generar nuevas propuestas curriculares para las ense-
fianzas Primaria y Secundaria holandesas. El resultado es una infini-
dad de publicaciones de todo tipo (desde materiales de clase hasta
trabajos teoricos € informes de investigacion), algunas de las cuales
estan traducidas al inglés y al espafiol, entre las que destaca Treffers
(1987).

Todos los tipos anteriores son «practicos», pues se trata de investiga-
ciones que tienen la observacion como base de sus conclusiones finales.
Voy a mencionar, por altimo, unos tipos de investigacion «teodrica» en
Didactica de las Matematicas, bastante diferente de los descritos hasta
aqui.

Las investigaciones que podemos considerar como mas genuina-
mente tedricas son las que se orientan hacia la «fundamentacion» tanto
de alguna teoria cognitiva (de ensefianza, aprendizaje, etc.) como de la
Didactica de las Matematicas en si misma, tratando, en el primer caso,
de contruir teorias o de analizar las ya existentes desde una postura
teorica y, en el segundo caso, de identificar las bases sobre las que se
pueda construir la Didactica de las Matematicas como una Ciencia
estable. En et tercer capitulo de este libro se ha hecho un estudio
detallado de este campo de actividad; aqui me centraré en aquello que
tenga relaciéon directa con la actividad investigadora.

Actualmente la comunidad internacional es consciente del interés
de una buena fundamentacion de la Didactica de las Matematicas, si
bien su dificultad hace este trabajo muy minoritario. Nos encontramos
con dos posturas destacadas, siendo sus representantes mas conocidos
G. Brousseau, que encabeza un grupo de investigadores fraceses, y H.
G. Steiner, que lidera el grupo «Theory of Mathematics Education»
(TM.E).

Segin la vision del «Grupo Francésm 'S, el centro del sistema
educativo son los estudiantes y el objetivo de la Didactica de las
Matematicas es estudiar las interacciones que se crean en torno a su
aprendizaje, en las cuales intervienen matematicos, profesores, los otros
estudiantes, el entorno social, etc. Como consecuencia, buena parte de
sus esfuerzos se orientan a caracterizar y describir aquellos elementos
que pueden modificar dichas interacciones. En Brousseau (1936) tene-
mos un amplio, y a veces dificil de leer, compendio del mundo en ¢l que
se mueve este equipo que tiene el innegable mérito de haber creado una
nueva perspectiva dentro de la Diddctica de las Matematicas.

En cuanto al grupo T.M.E,, la mejor manera de describir su punto
de vista y sus objetivos es citar al propio Steiner: «Con Teoria de la
Educacion Matematica quiero refetirme a un programa evolutivo que
consiste principalmente en 3 componentes inter-relacionadas: a) Identi-
ficacion y elaboracién de problemas basicos en la orientacién, funda-
mentacion, metodologia y organizacién de la Educacion Matematica
como una disciplina. b) Desarrollo de una aproximacion comprensiva a
la Educacion Matematica vista en su totalidad como un sistema inter-
activo que abarca investigacion, desarrollo y practica. ¢) Auto-referen-
cia y meta-investigacion relativa a la Educacion Matematica, que pro-
porciona, principaimente, informacion y datos sobre el estado de la
cuestion, la situacion, problemas y necesidades de la disciplina, respetan-
do las considerables diferencias nacionales y regionales» (Steiner, 1988).

Una linea de investigacion tedrica completamente diferente de la ante-
rior es la centrada en la «Historia de la ensefianza de las Matematicas
o de las propias Matematicas». Por una parte, nos encontramos con
las personas interesadas en conocer la Historia de la ensefianza de las
Matematicas por ¢l valor intrinseco de esta componente de nuestra
cultura; en Espaiia tenemos ejemplos de este tipo ¢n algunas socieda-
des y en personas individuales (ver el primer capitulo de este libro).
Por otra parte, hay investigadores que toman el desarrollo historico
de un concepto (o grupo de conceptos como un elemento que les ayude
a comprender como se produce el proceso de apréndizaje de este
concepto (por qué aparecen determinadas dificultades o errores) o para
organizar su ensefianza. Esta metodologia se basa en una hipotesis
seghn la cual los problemas que ha tenido que resolver la humanidad
(y en particular los sabios de cada-momento) para llegar al conocimien-
to que tenemos hoy de un concepto determinado son paralelos a los

18 Egte es un grupo de investigadores franceses, cuyo miembro mas representativo es Guy
Brousseau, que no tiene ninguna denominacion oficial concreta, por lo que se les suele mencio-
nar como «La Escuela Francesa», «el Grupo de Brousseaun, o apelativos analogos.
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problemas que tiene que superar un estudiante actual para comprender
correctamente ese concepto. Asi, vemos como en Rojano (1985) su
autora utiliza tres grandes momentos del proceso histérico de forma-
cion del Algebra para identificar diferentes fases en el procesc de acceso
de los nifios al Algebra y determinar los puntos claves de transicion de
una u ofra, que son sus objetos de estudio. No obstante, hay que evitar
el error de creer que los estudiantes recorren los mismos caminos por
los que se ha desarrollado la Historia, o que hay que conducirlos por
ellos paso a paso, pues las condiciones actuales son muy diferentes de
las anteriores; a nadie se le ocurriria, por ejemplo, pretender que los
nifios de cinco a ocho afios deben aprender los nimeros naturales y el
sistema decimal (simbolos, vocablos, etc.) siguiendo el recorrido historico.

 Otro tipo de investigacidon tedrica surge si miramos el conjunto de las
investigaciones experimentales que se centran en un problema concre-
to, pues nos daremos cuenta de que constituyen un mosaico de lo mas
variopinto, debido a la diversidad de contextos en que se han realizado,
en el cual hay acumulacion de resultados en algunos puntos y ausencia
casi total en otros, Por lo tanto, es necesario también que alguien se
dedique a recopilar y clasificar la informacion fiable disponible ¢ inten-
te hacer una «integracion de los concimientos» que hay sobre e tema,
para sacar unas conclusiones generales a partir de los resuitados par-
ciales, hacer una descripcion actualizada del estado de resolucion del
problema, poner de relieve caracteristicas pendientes de investigacion,
plantear nuevos problemas relacionados, etc.

Este tipo de actividades es de suma importancia pues, como indica
Johnson (1980a), a veces el examen cuidadoso de las publicaciones
existentes sobre un tema pone de relieve la presencia de dos o tres
posturas aparentemente diferentes pero que pueden ser fundidas en
unz sola que explique mejor el problema. Por otra parte, en casi todos
los problemas importantes planteados en Didactica de las Matemati-
cas, es conveniente que la investigacion se lleve a cabo por un equipo
de investigadores coordinados, que usen diferentes formas de trabajo y
varias lineas metodolégicas, si bien convergiendo en un objetivo de
analisis coman. Asi, la parte final de esta actividad sera la unién de los
descubrimientos y las conclusiones de cada investigador, para obtener
unos resuitados globales. Este es el objetivo de publicaciones como
Nesher, Kilpatrick (1990); los autores de los diferentes capitulos, dedi-
cados a distintas areas de las Matematicas (Aritmética, Lenguaje, Geo-
metria, Algebra o Matematicas Avanzadas), han reunido los resuitados
qlés interesantes presentados en los congresos del P.M.E. en una sinte-
sis que refleja, de forma global, los avances conseguidos y plantea
interrogantes pendientes.

4.32. Meétedos de investigacién

Hasta aqui, he presentado una clasificacion de las investigaciones desde
el punto de vista de sus objetivos. No obstante, éste no es el Gnico criterio
para diferenciar unas de otras o para definir una linca de trabajo; hay otra
forma de clasificacion, igual de importante que la anterior, que se basa en los
métodos utilizados por los investigadores para recoger los datos, elaborar
conjeturas, llegar a sus conclusiones o justificar la validez de las mismas. En
primer lugar abordaré dos métodos de trabajo durante la fase de recogida de
informacién y después dos métodos propios de la fase de tratamiento de
dicha informacién:

« En Didactica de las Matematicas es frecuente estudiar los resultados de
wna determinada forma de instrucciéon, para lo cual se procede a
realizar una «experimentaciéon» en la que se aplica ese método de
ensefianza a un grupo de estudiantes. Los elementos clave de las inves-
tigaciones basadas en la experimentacion estan en el disefio de los
experimentos, en la forma de seleccion de los estudiantes y en la forma
de analisis de los datos.

Un objetivo frecuente de las investigaciones consiste en comparar
los beneficios de una nueva forma de ensefianza (o material didactico, o
tipo de ejercicios, o ...) frente a otra ya establecida. Para eilo se realiza
una experimentacion consistente en seleccionar dos grupos equivalen-
tes de estudiantes (es decir con los mismos valores en unas variables
que el investigador considera relevantes) y apticar a cada grupo una de
las formas de ensefianza. Para obtener unos resultados fiables hay que
asegurarse, entre otras cosas, de que las dos unidades de ensefianza que
se van a aplicar, la experimental y la «de control», incidan en los
mismos conceptos o destrezas, de que los grupos sean equivalentes, es
decir que los estudiantes de uno y otro tengan conocimientos similares
del tema, de que los profesores dominen perfectamente sus respectivos
métodos de trabajo en clase, de que las pruebas de evaluacion sean
imparciales, etc. Después de realizadas las dos experimentaciones, s¢
suele recurrir a algunos parametros estadisticos que evalien las dife-
rencias entre los resultados del grupo de control y del experimental.

Aunque ¢l objetivo de estas investigaciones es demostrar que el
nuevo método de ensefianza es mas eficaz que el actual, en bastantes
casos los resuitados obtenidos no revelan diferencias estadisticamente
significativas entre ambos métodos; ello no quiere decir que no existan
realmente diferencias, sino simplemente que en ese contexto no se han
detectado. Probablemente introduciendo algunos cambios o conside-
rando otras variables en la realizacién de los experimentos si se obten-
gan diferencias significativas. En estas investigaciones que no han mos-
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trado diferencias significativas es mas necesario, si cabe, describir con
rigor y precision todos los elementos de la experimentacion realizada,
ya que sdlo conociendo estos datos pueden otros investigadores tratar
de disefiar nuevos experimentos o buscar posibles mejoras en la meto-
dologia.

En algunas ocasiones, la investigacion que se ha disefiado requiere que
se haga un seguimiento continuo, completo y detallado de los estudian-
tes durante su actividad, o de los procesos que estan teniendo lugar en
un determinado contexto (por ejemplo las interacciones profesor-alum-
nos en un aula). El hecho de que sea necesario un anélisis profundo de
la situacion hace casi imprescindible que los investigadores centren sus
experimentaciones en muy pocos individuos, de aqui que este método
de trabajo se conozca generalmente como «estudio de casos». Aunque
se trata de una forma particular de experimentacion, sus peculiaridades
y la frecuencia con que se utiliza el estudio de casos hacen conveniente
distinguirlo como un método aparte!.

Los estudios de casos tienen como caracteristica diferenciadora que
la obtencién de la informacion y de las conclusiones subsiguientes se
basan €n la observacion de un nimero muy reducido de individuos (a
veces uno o dos solamente). Para ello se suele recurrir al trabajo
personalizado de los investigadores con los individuos seleccionados;
esto sucede normalmente cuando el problema investigado esta relacio-
nado directamente con el comportamiento de los estudiantes o con el
analisis de sus habilidades intelectuales. Otras veces, si el objeto de
estudio tiene relacion, por ejemplo, con el andlisis del funciopamiento
de un método de ensefianza, puede que la actividad se desarrolle en
una clase ordinaria, pero los investigadores seleccionan previamente a
unos pocos de los estudiantes para centrar en elios sus observaciones.

Esta caracteristica, el nimero de individuos observados, representa
la fuerza y la debilidad de estudio de casos: por una parte, permite
describir y controlar numerosas variables que de otra forma quedarian
ocultas o serian ignoradas por los investigadores; realmente, cuaiquier
investigacion que permita analizar en detalle el complejo mundo del
comportamiento humano puede aportar informacion interesante, aun-
que sea a partir de un solo estudiante. Pero, por otra parte, es muy
problematico hacer generalizaciones a partir de muestras tan reduci-
das, pues las diferencias entre el comportamiento de unos individuos y
otros elimina la posibilidad de generalizar los resultados del estudic de

unos pocos casos a toda la poblacidn de individuos, cosa que nunca
debe pretenderse. Por eso, el estudio de casos es mas indicado para
investigaciones cuyo objetivo sea generar hipdtesis de trabajo que para
investigaciones que deban producir conclusiones generalizables. No
obstante, existen las técnicas «de rejillay, provinientes de los campos de
la Pedagogia y la Psicologia, que permiten clasificar a los individuos de
una poblacidn heterogénea en una serie de tipos de caracteristicas muy
concretas, en funcidon de sus valores para ciertas variables, de manera
que los resultados de un estudio de casos se pueden generalizar a los
individuos del mismo tipo que los observados.

Aunque s¢ puede hacer una distincion mas fina que ia que presento a
continuacion al discutir las formas de tratamiento de la informacion y
de generacion o verificacion de hipdtesis, voy a centrarme ahora en los
dos polos de una dicotomia, Las investigaciones cuantitativas frente a
las cualitativas.

Los métodos «cuantitativos» (o estadisticos) se basan en el trata-
miento estadistico exhaustivo de la informacidén recogida como forma
de generar hipotesis o de validar las conclusiones extraidas; para ello
existe una amplia gama de herramientas que incluyen: tablas de por-
centajes, coeficientes de correlacion diversos, tests de hipdtesis, andlisis
mono o multi-variantes, analisis de varianzas (anova), analisis de co-
rrespondencias, téenicas de rejillas, etc. Un elemento caracteristico de
los trabajos cuantitativos es la tendencia a eliminar la posibilidad de
que una experiencia realizada hoy produzca resultados completamente
diferentes a los que produjo esa experiencia realizada hace algin tiem-
po; los métodos cuantitativos tratan de asegurar que si una experiencia
se repite con las debidas garantias, los resultados deben estar muy
proximos a los anteriores.

La aplicacion de los métodos cuantitativos al campo de la Didacti-
ca de las Matematicas procede de la Psicologia y sigue siendo en este
area donde se pueden encontrar la mayor gama de aplicaciones asi
como los mejores textos para aquéllos que estén interesados en profun-
dizar en el estudio de este método de trabajo. Son tipicas de las
investigaciones cuantitativas las variables representando atributos me-
dibles con una escala, las recogidas de grandes cantidades de datos
interpretables matematicamente v los analisis de la informacién reali-
zados mediante la obtencion de diferentes parametros y coeficientes
estadisticos, que son la base para justificar las conclusiones de la
investigacion. El nimero elevado de datos que se suelen recoger es un
elemento necesario para asegurar la fiabilidad del estudio; otra conse-

% En el contexto de las investigaciones soviéticas de los afios 50 y 60, este método de
investigacidon recibe el nombre de «experimento de ensefianza»; ver Kantowsky (1978) y Kilpa-
trick, Wirszup (1969).

cuencia del nfimero elevado de individuos que se deben observar es la
necesidad de traducir los datos recogidos a escalas y valores numéricos
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tratables matematicamente, para lo cual se utilizan programas estadis-
ticos de ordenador?°. ' ’

Un problema inherente a los estudios cuantitativos esta en el hecho
de que la decision sobre la veracidad o no de un resultado depe_nde
exclusivamente de si un coeficiente supera o no un valor predet_ermma:
do. Naturalmente, ocurre con frecuencia que ¢l valor obtenido esta
muy cerca de la frontera, por lo que una pe.quefi,a variacién en los
datos puede invertir el resultado de la investigacion. Ot}'as veces 1o
hay acuerdo en la comunidad de investigadores. sobre cual es e:l valor
frontera, por lo que la validez de las conclusiones depende.ra de Ia
opinién del investigador al respecto. Una forma razon_able de 1nforl_nar
sobre una investigacién en la que se han usado determinados coeficien-
tes para respaldar las conclusiones del investigador es ofrecer los. vz.xlo-
res numéricos obtenidos (que son un elemento completamente g}njetlv9,
por ejemplo los grados de significacién) junto a la interpretacion, mas
o menos subjetiva, que el investigador hace de ¢sos resuitados y a sus
conclusiones al respecto; de esta manera, los lectores este_’m en condicio-
nes de extraer sus propias concluciones sobre el estudio, que pueden
ser diferentes de las expuestas por su autor. _

El proyecto de investigacion Usiskin (1982) p?ede _servir como
ejemplo tipico de una investigacion cuantitati.va; en €l se intenta averi-
guar si el nivel de razonamiento de Van Hlele'de los estudiantes al
empezar un curso de Geometria es un buen predictor de Su progreso a
lo largo del curso y de sus resultados finales. Para detemuna_r ‘.31 nivel
de razonamiento de Van Hiele de los estudiantes, se les admlmstra_ 'al
principio y al final del curso un test formado por 25 items de e.:lecmon
miltiple?!; la asignacién del nivel se hace en basc a Ia cantldac.l de
respuestas correctas, para lo cual los investigadores definen y aplican
varios criterios de superacién de los niveles, seleccionando finalmente
de entre ellos, como mas adecuado, el que proporciona mayor porcen-
taje de alumnos «bien asignados». Por otra parte, para dCCl’dll' si ¢l
nivel de razonamiento es un buen predictor, s¢ administraran a los
estudiantes otros tests estandarizados de conocimientos geométricos y
de razonamiento logico y formal en Matematicas; para extraer las
conclusiones, se calcularon parametros estadisticos que miden la corre-
lacion entre los resultados de cada estudiante en los diversos tests.

20 Fp la actualidad hay un buen nimero de paquetes estadisticos para los div?rsos tipos de
ordenador (Macintosh, Compatibles o grandes ordenadores de los Centros de Calculo); los de
uso mas frecuente son SPSS, BMDP y Systat.

21 Un item de eleccién moltiple ofrece varias respuestas (en este caso 5), de las cuales una y
s6lo una es correcta. El estudiante simplemente debe poner una cruz ¢n la casilla correspondien-
te a la respuesta que él cree que es la correcta.
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» Los métedos «cualitativos» (también llamados «etnograficos») son la
alternativa que se ofrece a los investigadores cuando ven la dificultad o
inconveniencia que en muchos casos supone el tratar de convertir la
informacion recogida en una serie de valores numéricos o en una tabla
de parametros. Las investigaciones cualitativas tienen como principios
basices de su forma de entender la educacion que los estudiantes son
diferentes y que su comportamiento o su éxite en el aprendizaje no
depende sélo de su habilidad o capacidad, sino que estin relacionados
con una serie de variables de tipo social que deben ser tenidas en
cuenta (entorno familiar, escolar, ...). Por su forma de intepretar el
aprendizaje de las Matematicas, los métodos cualitativos se utilizan
preferentemente en aquellos estudios centrados en el anilisis de la
formacion de conceptos y que, en general, tratan de indagar sobre
comeo se desarrolla un proceso cognitivo o de entender el proceso
completo y la influencia de los diferentes elementos que intervienen en
¢él. Este método de investigacion permite unas descripciones mucho
mas ricas de las situaciones que los métodos cuantitativos.

La recogida de informacion cualitativa se hace generalmente de una
de esta dos forma: La observacion y las entrevistas. La primera forma
tiene lugar cuando se desea investigar sobre el comportamiento de un
grupo de estudiantes, pues la informacion que se recoge procede del
grupo completo, o de un numeroso conjunto de sus elementos, y no de
individuos aislados. Se debe recurrir a este método de trabzjo cuando
s¢ es conscientes de que los resultados de la investigacidon estaran
altamente influenciados por las interacciones sociales del grupo forma-
do por un profesor y sus alumnos durante su actividad cotidiana en el
aula. Los investigadores del «Grupo Francés» utilizan de manera habi-
tual este método de investigacion.

Aqui le surgira al investigador un dilema en cuanto a su forma de
actuar durante la investigacion: por una parte, su presencia supone la
aparicion de un elemento extrafio que puede producir distorsiones en
el «ecosistema» habitual del aula, las cuales seran mas importantes
cuanto mds activo sea el papel del investigador; desde este punto de
vista, lo ideal es que no estén en el aula mas que las personas habitua-
les {profesor y estudiantes). Pero, por otra parte, si el investigador no
entra en el aula, la inica fuente de informacién sobre lo que ha pasado
es el profesor; la experiencia indica que los informes de los profesores
suelen ser parciales (es imposible estar atento a lo que hacen todos los
estudiantes durante todo el tiempo y, ademas, recordarlo todo) ¢ invo-
luntariamente sesgados (normalmente el profesor no sabe con exacti-
tud qué es lo que busca el investigador ni cuales son los aspectos mas
interesantes para €l). Luego la recogida de informacion deberia hacerla
directamente ¢l investigador y, salvo que el profesor sea un miembro

17




del equipo investigador??, es razonable que haya en el aula, como
minimo, un operador con una camara de video.

Se habla de dos tipos de observacion: la observacion participativa,
en la cual el investigador trata de comportarse como un miembro del
grupo, para comprender mejor sus interacciones aunque, al mismo
tiempo, toma una postura de observador externo, para tener una
perspetiva objetiva adecuada sobre las actividades det grupo. Y la
observacion no participativa (o neutra), en la cual ¢l investigador trata
de pasar lo mas desapercibido posible y no tiene ningin tipo de
relacion con los miembros del aula.

Las entrevistas se utilizan cuando se desea obtener informacion de
personas individuales. Pueden ser meramente informativas, en las que
el entrevistador quiere conocer la situacion actual del estudiante (sus
concepciones, estrategias de trabajo, conocimientos, €tc.), 0 formativas,
en las que el entrevistador quiere descubrir como tienen lugar los
protesos de aprendizaje del estudiante, para lo cual le proporciona
determinada informacion (conceptos, propiedades, técnicas, ¢tc.) y ob-
serva como la asimila y la utiliza. Del primer tipo de entrevistas se
pueden encontrar multitud de ejemplos en cualquier revista, mientras
que el nitimo tipo, que en realidad es una unidad de ensefianza perso-
nalizada, es bastante menos frecuente (Fuys, Geddes, Tischler, 1988 es
un ejemplo). Por otra parte, €l estilo de las entrevistas puede variar
desde las conversaciones informales hasta las entrevistas completa-
mente estructuradas y con preguntas orientadas a objetivos muy espe-
cificos.

Las dificultades de los métodos cualitativos se centran en la deter-
minacién de su fiabilidad y su validez. Cualquier investigacion experi-
mental debe permitir su reproduccion fiel, st bien es poco probable que
se pueda repetir la experiencia exactamente en las mismas condiciones,
como si de un experimento quimico se tratara; en el caso de las
cualitativas, hay algunos puntos en los que los investigadores deben
tener cuidado al elaborar las memorias o articulos describiendo la
investigacion: Especificar la forma de eleccion de la muestra, describir
las condiciones sociales y fisicas en que se ha desarrollado la experien-
cia, describir la actividad del investigador y det entrevistado durante la
misma, indicar las estructuras objeto de estudio y explicar como se ha
analizado la informacion recogida. En cuanto a la posibilidad de gene-

ralizacién de los resultados, las investigaciones cualitativas asumen,
por su propia estructura, que se trata de situaciones particulares y, por

22 Cosa que ocurre con poca frecuencia y que, a veces, 10 es aconsejable, por ejemplo,

lo tanto, solo generalizables a otros ambientes similares, por lo que la
generalizacion de unos resuitados a un contexto diferente (pais, edad
de los sujetos, contenidos o método de ensefianza, tamafio dei grupo
etc.) solo podrad hacerse con garantias de veracidad después de habezz
repetido la investigacion original en el nuevo contexto,

_ No es razonable comparar las metodologias cuantitativa y cualita-
tiva para decidir cual es la mejor, pues se basan en concepciones.
métodos y objetivos diferentes. La preponderancia de una de e]las’
§obre la otra no es clara ni permanente, dependiendo de finalidades??,
épocas, paises y, sobre todo, de escuelas cientificas. Asi, es facil darse
cuenta de que en los afios 50 y 60 en la Unidén Soviética casi todas las
investigaciones educativas, no sélo en Didactica de las Matematicas,
son de tipo cualitativo?*. Por el contrario, en las investigaciones de
EE. UU. los métodos cuantitativos eran completamente dominantes
hasta finales de la década de los 70; sin embargo, en los afios 80
comenzo en el mundo occidental un movimiento de analisis critico de
la metodologia cuantitativa y de mayor consideracion de las cualidades
de la investigacion cualitativa. Por los mismos afios tuvo lugar el
ﬂf)recimiento del constructivismo?® en la ensefianza y aprendizaje de
dlve}‘sas areas de las Ciencias, entre ellas en la Didactica de las Mate-
métu_:a:& Esta simultaneidad no es una coincidencia, ya que los cons-
tructivistas consideran los métodos cualitativos como los mas adecua-
dos para resolver el tipo de problemas que plantean.

Efx este terreno, como en tantos otros, no suele ser adecuada una
eleccion extremista ya que ¢n muchas investigaciones es posible desa-
rroll.a{" una metodologia mixta, que aproveche algunas ventajas del
andlisis cualitativo y otras del analisis cuantitativo, lo cual suele dar
buenos resultados, aunque sin olvidar las importantes diferencias que
separan estos dos métodos de trabajo. En Cook, Reichardt (1986, pag.
29) se ofrece una tabla que pone de relieve, y compara, los elementos
mas destacados de cada paradigma; a continuacion recogemos los mas
significativos de dichos elementos:

23 . . .

‘ C‘omo' indica Fisenhart (1988), generalmente se necesita recurrir a los resultados estadisti-
cos s1gmﬁca§1vos pz.ua’p(')der sacar adelante la propuesta de una politica de accidn, mientras que
en 1;)45 estudios socioldgicos se prefieren los métodos cualitativos.

.Kan‘towskx {1978) explica los motivos, fundamentalmente politicos, que dieron lugar a
esta situacion.
25 sati
De acuerdo con Steffe (1983), el objetivo central de los investigadores constructivistas es

cuando se realiza una experiencia con grupos experimentales y de control o cuando el objetivo expli 5 .
- ] xplicar los procesos de construccion de ob At i
del estudio no son los alumnos sino los profesores. mentes de 1 OI; aifios jetos matemiticos que tiene lugar realmente en las
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Paradigma cualitativo Paradigma cuantitativo

Fenomenoldgico, interesado en com- | Positivista logico, intentanto buscar los
prender la conducta bumana. hechos o causas de los fendmenos.

Subjetivo. Objetivo.

Préximo a los datos; perspectiva «desde | Al margen de los datos; perspectiva
dentro». «desde fuera».

Orientado al proceso. Orientado al resultado.

44. HERRAMIENTAS PARA LA INVESTIGACION
EN DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

Después de describir los tipos y métodos de investigacion usuales en
nuestra 4rea, es obligado que dedique algunas paginas al trabajo de campo
propiamente dicho, es decir al proceso de recogida de informacién. Aqm nos
encontramos ante dos problemas diferentes: a) saber qué otras investigacio-
nes se han realizado hasta el momento sobre el problema que nos interesa,
como han sido desarrolladas y qué resultados han producido y b) como
hacer la recogida de informacién para nuestra investigacion. Es importante
ser consciente de que lo segundo debe estar influenciado por lo primero Y,
realmente, debe ser posterior.

44.1. Fuentes de documentacién

Hay que tener en cuenta que en el campo de la investigacion en Didactica
de las Matematicas, como en cualquier otro, el aislamiento es un error que
hay que evitar a toda costa. Por ¢l contrario, se hace completamente necesa-
rio tratar de conocer qué estin haciendo otras personas interesadas por los
mismos temas, tanto en nuestro entorno proximo (local) como a nivel nacio-
nal e internacional, qué problemas estan siendo resueltos, qué soluciones se
estan proponiendo, etc. Esta necesidad de conocimiento del trabajo ajeno
esta originada, en parte, por la conveniencia de aunar esfuerzos para la
resolucion eficaz de problemas educativos, lo cual solo se puede lograr com-
partiendo nuestras ideas y nuestro trabajo. Pero también esta or.lgmada
por la conveniencia de evitar la pérdida de tiempo que supone trabaja_r para
llegar a conclusiones que ya han hecho publicas otras personas hace tiempo
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0, lo que es peor, para encontrar lo mismos problemas o cometer los mismos
errores de otros investigadores.

Por otra parte, la complejidad de la mayoria de las cuestiones intere-
santes que deben ser investigadas hace practicamente imposible que una
persona sola o un pequefio grupo puedan resolver satisfactoriamente alguna
de esas cuestiones. Este es un motivo mds por el que se impone la necesidad
de trabajar de forma coordinada, con un abundante intercambio de informa-
cion.

Considero un principio basico de la investigacidon que cuando alguien se
sienta interesado por un problema y quiera investigarlo, una de las primeras
cosas que debe hacer es reunir una cantidad adecuada de informacion sobre
investigaciones relevantes en ese problema, para estudiarla, organizarla y
conseguir una idea clara de cual es el estado de la cuestion en ese momento
Johnson (198CGb). Dos consecuencias de este esfuerzo son que el investigador
comprendera mejor el problema en el que va a trabajar y que le surgirdn un
nimero de preguntas y posibilidades interesantes de las que antes no era
consciente.

En la actualidad, las vias usuales de transmision de la informacion entre
los investigadores en Didactica de las Matematicas son de dos tipos: publi-
caciones y congresos. Voy a hacer una breve descripcion de las mds impor-
tantes de cada tipo.

« Por lo que se refiere a los libros, hay diversas editoriales especializadas
en Didactica de las Matematicas; ademas de las de lengua espafiola,
suficientemente conocidas, conviene tener en cuenta?$: Cambridge
Univ. Press (G.B.}, Cassell (G.B.), Kluwer Academic (Holanda), Frank-
lin Institute Press (EE. UU.) Lawrence Erlbaum (EE. UU.), N.C.T.M.
(EE. UU.), NFER-Neison (G.B.) y Springer Verlag (Holanda). Mas
adelante me referiré a las actas de congresos.

En cuanto a las revistas, existe una cantidad bastante elevada de
revistas dedicadas de forma mas o menos directa a la Didactica de las
Matematicas. De entre ellos destacan las siguientes, que son las mais
valiosas para la investigacion en este campo: «Educational Studies in
Mathematics», «Ensefianza de las Ciencias»??, «For the Learning of
Mathematics», «Journal for Research in Mathematics Education» (la
mas importante en estos momentos), «Journai of Mathematical Beha-
vior» y «Recherches en Didactique des Mathématiques». Casi todos los

26 Algunas de estas editoriales han cambiado de nombre o han sufrido absorciones, como es
el caso de D. Reidel, absorbida por Kluwer, o de Hoit, Reinehart & Winston, Croom Helm y
Cassell, que son tres nombres de la misma editorial.

27 Esta revista tiene también una seccion dedicada a resefias bibliograficas, bibliografias
monograficas e informacion de novedades.
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articulos de estas revistas presentan resultados de trabajos de investiga-
cidon y su estilo es riguroso y tecnico.

Hay otro grupo de revistas, dirigidas a los profesores de Matemati-
cas, en las que se pueden encontrar resultados de investigaciones, si
bien el estilo de sus articulos es mas divulgativo que en las citadas
antes. Las mas conocidas e interesantes son «Epsilon», «Numeros» y
«Sumas» entre las espafiolas y «Arithmetic Teacher» (EE. UU.), «Mat-
hematics in School» {(G.B.), «Mathematics Teaching» (G.B.), «Petil x»
(Fr.) y «The Mathematics Teacher» (EE. UU.) entre las extranjeras.

En tercer lugar, no hay que olvidar las «bases de datos», que editan
publicaciones periddicas conteniendo informacion, en forma de abs-
tracts, sobre publicaciones de todo tipo; en particular incluyen tesis
doctorales y memorias de proyectos de investigacion, que suclen ser
muy dificiles de conseguir por otras vias. En Espafia podemos acudir al
Centro de Investigacion, Documentacién y Evaluacion (CIDE), al Ins-
tituto de Informacion y Documentacion en Ciencias Sociales y Huma-
nas y al recientemente creado Centro de Documentacién de la Socie-
dad Thales. A nivel internacional, las bases de datos mas destacadas
son:

— Educational Resources Information Center (ERIC). En esta organi-
zacién norteamericapa se recogen infinidad de publicaciones intere-
santes, cuyas resefias aparecen en «Investigations in Mathematics
Education» (publicacion integrada por recensiones de trabajos selec-
cionados), «Current Index to Journals in Education» (CIJE; integra-
da por resefias de los articulos aparecidos en gran niimero de revis-
tas) y «Resources in Education» (RIE; con resefias de todas las
publicaciones de la base de datos de ERIC y algunas publicaciones
mas). Es posible obtener de ERIC copias de la mayor parte de los
documentos resefiados en dichas publicaciones, excepto de libros
comercializados y articulos de algunas revistas.

— Dissertations Abstracts International (DAI)*%. Su objetivo es rese-
fiar tesis de doctorado, maestria, etc. Tiene dos series relacionadas
con la Didactica de las Matematicas, una dedicada principalmente a
Norteamérica y la otra al resto del mundo. Es posible obtener
copias de casi todos los documentos resefiados.

- La British Thesis Library tiene los mismos objetivos de DAI, pero
centrada en las universidades britanicas. Es posible obtener copias
de todos los documentos resefiados, si bien el proceso es un tanto
laborioso.

— Zentralblatt fiir Didaktik der Mathematik (ZDM} es una base de
datos alemana que publica resefias principalmente de articulos, li-
bros y abstracts de congresos. Cada niimero de ZDM tiene también
una seccion en la que se publican articulos y se informa de congre-
sos que se van a celebrar en los proximos meses. No suministra
copias de los documentos resefiados.

— Los Citation Index son recopilaciones de publicaciones cientificas
de los diversos campos del saber editados por el Institute for Scienti-
fic Information (ISI). Seguramente constituye la base de datos mas
compleja, pues permite buscar una referencia a partir de sus pala-
bras clave, de sus autores y de los autores citados en la misma. El
relacionado con la Didactica de las Matematicas es ¢l Behavioral
Sciences Citation Index.

—Fl Journal for Research in Mathematics Education dedica el nume-
ro 4 de cada volumen a resefiar memorias de investigacion y articu-
ios seleccionados entre los aparecidos en diversas fuentes durante el
ultimo afio.

Por lo general, las bases de datos permiten acceder a los listados de
referencias desde diversos puntos: nimero de serie, tema, autor y
palabras clave. Otra forma de consulta por la que se puede acceder a la
mayoria de las bases anteriores es la informética, bien sea mediante
conexidn en tiempo real de un ordenador a la base de datos informéati-
ca central de la compaiiia, a través de las redes informaticas inter-
nacionales, bien sea mediante el uso de diskettes.

El proceso de publicacién de un articulo en una revista de investiga-
cion suele ser largo pues, una vez que los autores han completado la
investigaciéon que van a describir, hay que sumar los tiempos de redac-
cion del articulo, recension, lista de espera, correccion de pruebas, etc.
Todo ello hace que sea bastante frecuente un periodo superior a dos
afios desde que se empieza a escribir el articulo hasta que aparece
publicado. Naturalmente, al escribir un libro el tiempo suele ser toda-
via mas largo. Por lo tanto, estas publicaciones no permiten saber qué
se estd haciendo en este momento?°.

La mejor forma de estar «a la dltima» en la investigacion en
Didactica de las Matematicas es por medio de los «congresos» (nacio-
nales o internacionales) que tienen lugar periddicamente. Elio permite,
por una parte, saber qué se estd haciendo y, por otra parte, poder
intercambiar opiniones directamente con aquellas personas que nos

29 Nos pasa como a los astronomos, que no ven cOmo son ahora las estrellas, sino como

28 También conocida como «University Microfilm International», que es el nombre de la C
eran hace varios cientos de miles de afios, cuando emitieron la luz que llega ahora 2 la Tierra.

compaiiia editora.
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interese. En todo caso, las «actas de los congresos» son también una
fuente importante de informacion.

En otro capitulo de este libro se ha hecho una descripcion historica
de los principales congresos sobre Didactica de las Matematicas; ac-
tualmente el Gnico congreso espafiol de investigacion en Didictica de
las Matematicas era el organizado por la revista Ensefianza de las
Ciencias, que tiene caracter bianual*°. En el contexto internacional, de
entre los congresos relacionados estrechamente con la investigacion
destacan:

— El «International Congress on Mathematical Education» (LC.M.E.).
Organizado por la International Commission on Mathematical Ins-
truction (I.C.M.L, dependiente de la Union Matematica Internacio-
nal), es el principal congreso de nuestro campo en estos momentos;
tiene caracter cuatrienal y reune a varios miles de educadores mate-
méticos de todo el mundo interesados en los mas diversos aspectos
de la Didactica de las Matematicas®'. No se publican actas del
congreso debido a su caracter multitudinario, pero diferentes grupos
publican actas de secciones especializadas.

— El congreso del Grupo Internacional «Psychology of Mathematics
Education» (P.M.E.) es el congreso internacional mas importante
entre los dedicados de forma especifica a la investigaciéon en Didacti-
ca de las Matematicas. Tiene lugar cada afio, generalmente en julio,
y una caracteristica suya destacable es que sus actas se publican en
el momento de celebrar el congreso, contra la costumbre usual de
publicarlas varios meses después.

Existe una seccion norteamericana del P.M.E. (agrupando prin-
cipalmente a investigadores de Canada, EE. UU. y México) que
también se refine anualmente en un congreso denominado P.M.E.-
N.A.; es independiente del congreso del P.M.E. y publica sus propias
actas, que también son muy interesantes.

— El grupo «Theory of Mathematics Education» (T.M.E.) fue creado
en 1984. Sus congresos se celebran anualmente y el centro de aten-
cion de los mismos es el indicado por el nombre del grupo, al cual
nos hemos referido con anterioridad en éste y otros capitulos del
presente libro. Este congreso es una referencia util para aquéllos
interesados en la fundamentacion de la Didéctica de las Matemati-

3% Syus tres ediciones se han celebrado en Barcelona (1985), Valencia (1987) y Santiago
{1989). Un defecto de este congreso ¢s que no publica actas, sino unos resimenes de una pagina
de las comunicaciones presentadas.

31 E] proximo congreso, ICME-7, tendré lugar en Quebec (Canada) en agosto de 1992 y el
ICME-8 se celebrari en Sevilla en 1996,
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cas como Ciencia, pues representa una de las tendencias actuales en
este tema.

— Por altimo mencionaré el congreso de la «Commission Internatio-
nales pour I'Etude et 'Amelioration de 'Enseignement des Mathe-
matiques» (C.LE.A.E.M.)*2. Este congreso, anual excepto cuando
tiene lugar el LC.M.E,, se dirige principalmente a los profesores de
Matematicas y a estudiar los problemas relacionados directamente
con la ensefianza y la actividad en las aulas, si bien también se
presentan en él resultados de investigaciones.

A pesar de la existencia de todos estos medios que acabo de
describir, siempre queda una cierta cantidad de documentacion a la
que no podemos acceder facilmente. En estos casos lo mas practico
es intentar el contacto directo con sus autores (obviamente muy facil
entre espafioles). Por lo que a mi experiencia personal se refiere,

_ debo reconocer que este tipo de contactos casi siempre ha funciona-
do bien y muchas veces ha producido una informacion mucho mejor
que la que en el primer momento pretendia conseguir. Para ello,
ademas del correo ordinario, existe una red cada vez mas extensa de
comunicaciones casi instantanea por medio del «correo electronico»
y del «telefax». En ambos casos se trata de vias muy seguras y que
permiten un contacto fluido y rapido con personas de cualquier
parte del mundo.

4.4.2. Maétodos de recogida de datos

Voy a referirme ahora a las principales técnicas usadas actualmente por
los investigadores para la recogida de informacion durante su «trabajo de
campon, es decir las formas de obtener datos directamente de los estudiantes,
profesores, etc., en los que basa la investigacion. Para estudiar el proceso de
aprendizaje seguido por los estudiantes, es imprescindible conocer como
utilizan en cada momento los elementos matematicos (conceptos, propieda-
des o algoritmos) implicados. Disponemos de varias técnicas, que comentaré
a continuacion.

« En determinados contextos, generalmente al hacer un andlisis de com-
portamiento, resulta atil proponer a los estudiantes una serie de pro-
blemas seleccionados, con el fin de analizar sus métodos de resolucion
y formas de uso de los conceptos y métodos matematicos. En tales

32 No hay que confundirlo con otros congresos de siglas parecidas y objetivos también
proximos: C.J.A.E.M. (Conferencia Interamericana de Educacion Matematica) y CLB.EM.
(Congreso Iberoamericano de Educacién Matematica).
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casos, ¢t «andlisis de errores» se revela como una estrategia muy (til
para hacer inferencias acerca de los procesos mentales de los estudian-
tes.

Aunque se puede usar el nimero de errores cometidos por un
estudiante como medida de su grado de aprendizaje, esta es una técnica
de alcance muy limitado. Es mucho mas provechoso hacer un analisis
de los errores cometidos: ya he comentado antes que, aunque los
estudiantes cometen errores no sistematicos, la mayoria de sus errores
aparecen con mucha frecuencia y suelen estar asociados a una clase
concreta de dificultades en el aprendizaje o de comprension de los
conceptos. Un error sistematico es sefial inequivoca de alguna com-
prension incorrecta de un concepto o de la adquisicién incorrecta de
un algoritmo, por lo que el analisis de los errores puede dar luz sobre el
punto en el que se debe incidir para mejorar ¢l aprendizaje.

Un ejemplo muy conocido lo tenemos en los problemas aritméticos
verbales en los que el enunciade proporciona dos nimeros y el estu-
diante debe seleccionar la operacion que tiene que realizar; es muy
comin la idea errdénea de que, en una division, el dividendo debe ser
mayor que el divisor, por lo que un estudiante que tenga esta falsa
concepcion de la division suele dar respuestas como éstas:

a) «Un agricultor ha recogido 60 toneladas de naranjas en 25 dias
(Cuantas ha recogido cada dia?» Respuesta: 60 + 25 = 2,4 tonela-
das.

b) «Un agricultor ha recogido 11 toneladas de naranjas en 25 dias.
(Cuantas ha recogido cada dia?» Respuesta: 25 + 11 = 227
toneladas.

En este case, como en la mayoria de las concepciones erroneas
presentes en los estudiantes, el origen esta en los primeros momentos
del aprendizaje de la division: durante uno o mas cursos los nifios sélo
hacen divisiones enteras (exactas o con resto), ¢n las cuales para que el
cociente sea entero, el dividendo tiene que ser necesariamente mayor
que el divisor; como consecuencia, los estudiantes inducen dos propie-
dades que en el contexto particular de la division entera son correctas,
a saber, que ¢l dividendo tiene que ser mayor que el divisor y que el
conciente tiene que ser menor que el dividendo. La primera de estas
propiedades es la que provoca el error del ejemplo anterior. La segun-
da causari errores cuando surjan las divisiones cuyo divisor sea menor
que la unidad.

Por lo tanto, al disefiar un estudio basado en analisis de errores, es
necesario seleccionar los problemas de manera que se diferencien unos
de otros en caracteristicas concretas que sean las presumibles fuentes
de error. Posteriormente, al avanzar en el estudio, se construiran nue-

vos problemas que induzcan a cometer un determinado error sélo a
aquellos estudiantes que tengan un cierto tipo de fallo en su aprendiza-
je. Aunque pueda parecer paraddjico, la finica forma de detectar y
corregir las lagunas en el aprendizaje de los estudiantes es plantedndo-
les problemas para que los resuelvan mal; naturalmente con estos
problemas no se debe pretender suspender a los alumnos ni provocar
su falta de confianza o su desaliento, por lo que, una vez determinado
el error, estos problemas ya no son necesarios y hay que pasar a la fase
de correccion del fallo detectado. En Mulhern (1989) se hace una
descripcion detallada de diferentes motivos de errores.

» Otra técnica, muy utilizada en las investigaciones cualitativas, es el
«analisis de protocolos». Un protocolo es una reproduccion fiel, com-
pleta vy exhaustiva de la actividad de un individuo durante cierto
espacio de tiempo. Por lo tanto, el investigador debe recoger toda la
actividad de su(s) sujeto(s) experimental(es) para analizarla despué¢s en
detalle; para ello se suelen utilizar el magnetofono o la camara de
video, ademas de lo gue haya escrito o dibujado el individuo y las
notas del investigador, si estd presente33. Segiin los objetivos de la
investigacion, el protocolo puede recoger la resolucion de uno o varios
problemas, la actividad a lo largo de un cierto nimero de horas de
clase, una entrevista entre el investigador y el sujeto, etc.

En el primer caso (resolucién de problemas), el investigador suele
tomar una actividad pasiva después de haber dado a los sujetos las
instrucciones iniciales, sin dialogar con ellos durante su actividad.
Cuando esta trabajando un individuo sélo se le pide que resuelva los
problemas «pensando en voz alta», para exteriorizar lo mas posible sus
procesos internos de pensamiento; en otras ocasiones se forma una
pareja de sujetos, que trabajan en equipo, con el fin de fomentar el
dialogo entre ellos y que cada uno exprese sus ideas.

En el segundo caso {actividad en un aula), ¢l protocolo suele proce-
der de la interaccion del sujeto (profesor o alumno) en el aula con los
deméas miembros del grupo. Ahora, el investigador puede ser un miem-
bro del grupo, por ejemplo si un profesor esta investigando la actividad
de sus alumnos, o puede ser un observador externo, que esté en el aula
observando sin intervenir en nada.

El tercer tipo de protocolo (entrevista) reproduce ¢l didlogo de las
«entrevistas clinicas», en las cuales participan el investigador y un solo
sujeto; el investigador propone poblemas o hace preguntas al sujeto, de

33 Aunque generalmente los protocolos se refieren a actividad verbal, en algunos casos la
actividad de los sujetos es de otro tipo, como escribir o dibujar al resolver un problema,
manipular determinados materiales didacticos o trabajar en un ordenador (las «dribble files»
recogen todas las puisaciones sobre el teclado durante el trabajo).
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manera que hay un didlogo continuo entre ambos. Las entrevistas
siempre deben tener un guion previamente establecido; en algunas in-
vestigaciones se sigue este guidon escrupulosamente, con el fin de ase-
gurar que a todos los individuos entrevistados se les hacen las mismas
preguntas, mientras que en otros casos ¢l guidon puede ser modificado
sobre la marcha por el entrevistador para completar la informacion,
pedir mas detalles al individuo, incidir sobre algiin punto especialmente
interesante, etc.

Generalmente las entrevistas clinicas tienen como finalidad conocer
las opiniones y puntos de vista del entrevistado o evaluar los conoci-
mientos y habilidades matematicas que tiene en el momento de la
entrevista en relacién con un tema determinado. No obstante, algunas
veces las entrevistas clinicas tienen una finalidad formativa, pues en
ellas se quiere evaluar la capacidad de aprendizaje del individuo. Asi,
Fuys, Geddes, Tischler (1988) realizan entrevistas clinicas para determi-
nar el nivel de Van Hiele de razonamiento «potencial» de los estudian-
tes, en las cuales siguen unas unidades de ensefianza de triangulos y
cuadrilateros para ver como reaccionan los estudiantes y hasta donde
son capaces de progresar en el aprendizaje de ese tema.

El analisis de protoclos es una técnica muy interesante de recogida
de informacion; no obstante, en algunos tipos de actividad el anélisis
esta limitado por la habilidad de los sujetos observados para expresar-
se y explicar coherentemente sus ideas (esto es especialmente importan-
te con nifios pequefios). En algunas ocasiones se han planteado criticas
contra el «pensamiento en voz alta», pues dudan de que la mayoria de
los estudiantes sean capaces de hacer introspecciones eficaces en sus
propios razonamientos; por otra parte, es cierto que, probablemente,
los sujetos no resolveran un problema de la misma manera si estan
caliados que si deben expresar paso a paso sus ideas, pues el hecho de
tener que hablar puede producir interferencias en sus procesos habitua-
les de pensamiento. En cualquier caso, estas objeciones son serias y
deben tenerse en cuenta al orgamizar la fase experimental de una
investigacidn, si bien no creo que, por si solas, sea un impedimento al
uso de las técnicas de analisis de protocolos.

45. TEMAS ACTUALES DE INVESTIGACION

Aunque el objetivo basico de la investigacion en Didactica de las Mate-
maticas es conocer los procesos de aprendizaje de los estudiantes, con el fin
de poder ofrecer a los profesores propuestas con las que hacer su actividad
en las aulas mas efectiva, la actividad investigadora internacional no es
monolitica y homogénea, sino de lo més diversificada y heterogénea. Por una
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parte, se investiga con mas profundidad en algunas areas de las Matematicas
escolares que en otras; esto depende, entre otros factores, de su importancia
dentro del curriculum, de su dificultad intrinseca y, hay que reconocerlo, de
las modas. La resolucion de problemas como objetivo autonomo es un
ejemplo claro de investigacion generada por la moda. En 1980 ¢l N.C.T.M.
propuso este tema como prioritario para la década de los 80, lo cual dio
lugar a un boom de investigaciones sobre resolucion de problemas (en una
mayoria de casos centradas en los problemas aritméticos y, de éstos, predo-
minantemente en los de sumas o restas)®*.

Ademas, al analizar el aprendizaje de una parte de las Matematicas, se
pueden adoptar diferentes posturas, que suelen estar asociadas a las diversas
escuelas o metodologias de ensefianza actualmente en uso (conductismo,
neopiagetianos, constructivismo, escuela francesa, ensefianza por diagnosti-
co, etc.). Es evidente que el hecho de que un investigador se sitde en una u
otra corriente influye en los métodos y objetivos de su trabajo, pero también
influye en los contenidos, pues para cada corriente hay ciertas componentes
del aprendizaje mas importantes que otras (matematicas, psicologicas, meto-
dolégicas, sociales, etc.).

Por ltimo, se debe tener en cuenta que no todos los conceptos matema-
ticos son analogos desde el punto de vista de su aprendizaje, por lo que es
necesario limitar el campo de investigacion a areas concretas de las Matema-
ticas, como aritmética, geometria, algebra, etc. y, dentro de cada una de ellas,
a conceptos aislados o conjuntos de conceptos relacionados entre si (por
gjemplo, las operaciones con numeros naturales, las isometrias, las fraccio-
nes, las ecuaciones con una incognita, etc.). Todo ello hace que la variedad de
objetos de investigacion sea muy grande, si bien hay en cada momento
algunos temas mas destacados.

Ha habido algunos intentos de plantear los principales problemas de la
Didactica de las Matematicas que deberian ser resueltos, a semejanza de la
famosa lista de los 23 principales problemas de las Matematicas enunciados
por Hilbert en 1900. Si bien los problemas planteados por Hilbert han
marcado fuertemente las lineas de desarrollo de la investigacion matematica
durante este siglo, no se puede decir que haya ocurrido lo mismo en el
campo de la Educacibn Matematica. Uno de estos intentos se debe a D.
Wheeler, que propuso a diversos educadores matematicos destacados la
«formulacion de problemas concretos cuya solucion pueda suponer un avan-
ce sustancial de nuestro conocimiento sobre la Educaciéon Matematica»
(Wheeler et al., 1984a, 1984b y 1984c). La diversidad de personas que contes-

34 Dyrante los Gltimos afios ha decrecido el interés de los investigadores por la resolucion
de problemas aritméticos, aunque se sigue reconociendo como un elemento importante y
necesario dentro de la ensefianza de las matematicas.
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taron hace que la variedad de respuestas sea muy grande, desde las que se
refieren a los fines o métodos de la investigacion hasta las relativas a conteni-
dos matematicos escolares concretos, pasando por las que enfatizan proble-
mas socioldgicos, curriculares, de formacion de profesores, etc. Solo la lectu-
ra de los tres articulos citados antes permite darse cuenta de la disparidad de
puntos de vista.

Otro intento destacado se debe a Freudenthal (1981). Un grupo de
problemas que plantea Freudenthal se refiere al aprendizaje de algunas 4reas
de las Matematicas: ;Por qué los nifios no aprenden bien ia aritmética? ;Es
posible basar 1a ensefianza de la geometria en las intuiciones espaciales de los
estudiantes? ;Como podemos usar calculadoras y ordenadores para mejorar
la comprensién de las Matematicas?

Otros problemas se refieren al proceso de aprendizaje: ;Como deberian
aprender los estudiantes? ;Como deben avanzar los profesores en la esque-
matizacion y la formalizacion durante la ensefianza de un cierto tema?
(Como se pueden estimular los procesos de comprension de las Matematicas
y de reflexién sobre las propias actividades? ;Como se puede estructurar el
aprendizaje de las Matematicas de acuerdo con ciertos niveles diferenciados?

Un tercer tipo de problemas enunciados por Freudenthal se centra en
componentes afectivas del aprendizaje: ;Como se pueden crear actitudes
positivas hacia las Matematicas? ;Como se pueden crear contextos en los
que se ensefle a matematizar?

Pero estas preguntas planteadas por Freudenthal, de indudabie interés e
importancia, no son cuestiones investigables directamente, sino lineas de
investigacion en las que se debe hacer un analisis detallado, pues estan
formadas por numerosos problemas interconectados, cada uno de los cuales
necesita del esfuerzo de los investigadores.

Si miramos hacia la realidad de la investigacion actual, podemos encon-
trar algunos campos que estin siendo investigados con intensidad. Los
indices de las actas de los congresos internacionales de investigacion y
algunas publicaciones como Nesher, Kilpatrick (1990) o la serie del
N.C.T.M. «Research Agenda for Mathematics» pueden dar una idea clara de
cuales son estos campos y las lineas que se siguen en cada uno de ellos; sin
animo de ser exhaustivo, ni de aludir a «los» mas importantes, en los
siguientes parrafos haré unas breves presentaciones de algunos de tales
campos de investigacion.

» La investigacion en «geometria» ha sufrido durante mucho tiempo el
mismo olvido que su ensefianza en Primaria y Secundaria, si bien en
los Oltimos afios s¢ observa un relanzamiento de la investigacion para-
lelo al mayor peso de la geometria en los nuevos curricula. Este hecho
y mi gusto personal son los motivos por los que aludo a la geometria
en primer lugar.
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Al igual que en otras areas de las Matematicas, la teoria de Piaget
ha supuesto hasta finales de los 70 la principal fuente de investigacio-
nes, tanto para aplicar dicha teoria como para analizarla o criticarla.
Pero, como indica Coxford (1978), la investigacion sobre conceptos
geométricos debe ir mas alla de la descripcion de qué comprenden los
nifios a diferentes edades y de la repeticion o el refinamiento de las
teorias de Piaget; debe ocuparse, por ejemplo, de relacionar la com-
prension geométrica con el tipo de experiencias que adquieren los
estudiantes dentro y fuera de las escuelas y con los tipos de ensefianza
usados por los profesores.

El modelo de razonamiento geométrico de Van Hiele da respuestas
validas a las necesidades planteadas por Coxford, por lo que esta
implantado con fuerza como marco tedrico en el que apoyar los traba-
jos de investigacion y de innovacidn en la ensefianza: Se estan realizan-
do investigaciones de desarrollo curricular en diversas areas de la
geometria asi como de profundizacion y mejora del propio modelo de
Van Hiele?>,

Dentro de la investigacion en geometria, es necesario destacar co-
mo especialidad autdonoma la dedicada a la «visualizacion espacial», ya
que estd fuera de duda que la capacidad de vision espacial es una
componente necesaria para el aprendizaje de la geometria tridimensio-
nal. No obstante, la «visualizacion» es una habilidad que no sdlo
interacciona con la geometria, sino con la aritmética, el algebra, etc.>%,
por lo que la visualizacion espacial es una de sus componentes. La
investigacion en este campo presenta bastantes problemas, derivados en
parte de la dificultad de acotar el concepto de «visualizacién espacial»
o geométrica. A. Bishop es una figura destacada de la investigacion en
visualizacién matematica; en Bishop (1983) hace una interesante apro-
ximacién a este campo de investigacion de la Didactica de las Matema-
ticas y en Bishop (1989) ofrece una revision de la situacion del tema.

Respecto de la investigacion en geometria en general, en Clements,
Battista (en prensa) v Hershkowitz (1990) se recogen e integran las
principales aportaciones de la investigacion internacional de los alti-
mos aios (incluyendo las correspondientes a la visualizacion espacial).

El aprendizaje de la «aritmética» ha sido siempre y sigue siendo un
clemento basico de las Matematicas elementales (principalmente en
relacion con los conceptos y operaciones de los nameros naturales, las
fracciones y los decimales y sus respectivos algoritmos). Sin embargo

35 En Jaime, Gutiérrez (1990) se puede encontrar una introduccién a los principales aspec-
tos tedricos y de aplicacién educativa del modelo de Van Hiele.

36 Y también tiene relacion con otras Ciencias cuando se analiza desde la perspectiva de la
Psicologia Educativa.
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ha cambiado la éptica al respecto, pues mientras hace algunas décadas
las habilidades mecanicas de realizacién de operaciones (conteo, suma,
resta, etc.) eran ¢l objetivo de la ¢nsefianza y de las investigaciones,
actualmente se estd mas interesado por procurar la comprensioén por
los estudiantes de los conceptos y las habilidades implicados. Ello ha
motivado un cambio en el planteamiento de los objetivos educativos,
pues mientras hasta hace aproximadamente veinte afios se primaba el
aprendizaje memoristico y rutinario de las operaciones aritmeéticas,
actualmente se hace mas énfasis en la necesidad de que los estudiantes
comprendan los motivos (muchas veces ocultos) que justifican la utili-
zacion de cada tipo de nimeros y la realizacion de los algoritmos.

No obstante, hay que tener cuidado en la interpretacion de las
propuestas de ensefianza comprensiva pues una aplicacion radical de
ias mismas suele llevar a ia eliminacion total de la actividad memoristi-
ca y mecanica, cosa que puede ser ain mas perjudicial para los estu-
diantes que el aprendizaje puramente rutinario. Cualquier persona
sensata debe reconocer que la memoria y la agilidad algoritmica son
imprescindibles en la actividad matematica no escolar y que no €s
razonable pretender que los estudiantes «descubran» el algoritmo de,
por ejemplo, la division cada vez que deben hacer una.

Aunque los investigadores piagetianos estan preocupados por las
bases logicas de la comprensién y manejo de los niimeros (en especial
de los naturales), hay otra tendencia, actualmente mayoritaria, que
sustenta la propuesta de que la comprension de los sistemas numeéricos
y sus operaciones es el resultado de la adquisicion de ciertas destrezas
basicas, como representaciones mentales o redes conceptuales, por lo
que sus esfuerzos se dirigen a identificar y jerarquizar tales destrezas.
Desde este punto de vista, la comprension de los nimeros no se logra
con la simple memorizacion de sus caracteristicas y propiedades basi-
cas, sino que requiere la formacion de una red en la que se integran los
diferentes significados de cada tipo de nimeros y de sus operaciones,
las relaciones entre unos conjuntos numéricos y otros, etc. De esta
manera, se explica el proceso de cambio conceptual que se produce (0
se deberia producir) en los nifios cuando pasan de utilizar los niimeros
naturales en conteos, sumas y restas de cantidades (discretas) pequeiias
a su uso en ¢l desarrollo de las habilidades de calculo, incluido el
mental, y cuando surgen la multiplicacion y division. También se
originan procesos de este tipo cuando entran en juego los nGmeros
fraccionarios, con ¢l consiguiente rompimiento de la unidad y el cam-
bio de concepcidn del significado de la unidad (los nimeros naturales
pasan de ser unidades irrompibles a ser unidades con otro significado,
o a dejar de ser las unidades).

Otra consecuencia de la tendencia educativa actual mas generaliza-

da_, a fayor de la ensefianza comprensiva frente al tradicional aprendi-
zaje rutinario de los hechos y algoritmos basicos, es el creciente interés
de los_ investigadores y educadores por ¢l calculo mental (exacto) y por
%a estimacion {calculo mental aproximado); en estas lineas se presentan
interesantes problemas metodoldgicos derivados, en primer lugar, de la
dificultad de acceder a los pensamientos de los estudiantes de los
primeros cursos de Primaria.

Carpenter, Moser, Romberg (1982) y Lesh, Landau (1983) son dos
buenas fuentes para tener una vision completa del tema. Por otra
parte, en Bergeron, Herscovics (1990) y Hiebert, Behr (1988) se puede
obtener una visién global de la situacion actual de las investigaciones
en m’fmeros y operaciones aritméticas y en Sowder (en prensa) se
recopilan y organizan las investigaciones mas recientes sobre calculo
mental y estimacion en general (de operaciones aritméticas, de cantida-
des cardinales y de magnitudes).

» El «aigebra» escolar se puede considerar como la continuacién natural
de la aritmética; de hecho, los investigadores interesados en el estudio
inicial del algebra buscan sus antecedentes en ciertas actividades es-
tructur‘alcs de aritmética, como transformar probiemas verbales en
expresiones simbolica o simplificar expresiones complejas. Las varia-
bles son el elemento basico del algebra escolar y, por lo tanto, el centro
de atencion de numerosas investigaciones; en contra de lo que pueda
pensar un profanoc, o un matemdtico puro, para los estudiantes hay
diferentes tipos de «variables», dependiendo de qué significado tiene
para ellos la varible en cada caso; mas concretamente, debemos hablar
d; que los estudiantes dan diferentes significados a 1o que los matemé-
FICOS consideramos, dependiendo de la situaciéon concreta, variables o
incognitas. En Hart (1981, pag. 104) se alude a seis interpretaciones
diferentes de las letras que aparecen en expresiones algebraicas o en
problemas con valores desconocidos, algunas de las cuales reflejan
fases iniciales de la comprension de los conceptos matematicos de
variable e incognita, En concreto, son las siguientes:

— Letra evaluada. Se refiere al caso en el que el estudiante sustituye la
letra por un nimero concreto nada mas empezar el trabajo.

— Letra no usada. En este caso el estudiante ignora la presencia de la
letra, o la tiene en cuenta pero sin darle ningin significado.

—- Letra como objeto. En este caso el estudiante considera la letra
como abreviatura de un cierto objeto o como un objeto en si misma.

— Letra como incognita especifica. En este caso los estudiantes consi-
deran la letra como un nimero concreto pero desconocido, pudien-
do operar con elia directamente.

-— Letra como nimero generalizado. En este caso se considera que la
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letra puede tomar diversos valores diferentes, o se considera como
su representante.

— Letra como variable. El estudiante considera la letra como represen-
tante de una cantidad indeterminada de valores y entiende que hay
una relacidn sistematica entre la letra y dichos valores.

Por lo tanto agui hay un terreno fructifero para la investigacion,
analizando cuando y como se puede llegar a las concepciones mas
adecuadas.

El otro elemento importante en la ensefianza y la investigacion
didactica del algebra son las ecuaciones. Aqui se debe investigar princi-
palmente en torno a los métodos algebraicos de resolucion de proble-
mas y a la comprension y aprendizaje de las técnicas para el calculo de
soluciones de ecuaciones o sistemas. En este tema, Kieran (1990), Kie-
ran, Filloy (1989) y Wagner, Kieran (1989) ofrecen descripciones deta-
lladas de las lineas de investigacion en marcha y de los principales
problemas pendientes (no olvidemos que se trata de un area de investi-
gacion bastante reciente), que pueden resumirse en las siguientes cues-
tiones que se plantean en Wagner, Kieran (1989) con el objetivo de
delimitar el campo de estudio y de tratar de diferenciarlo, principal-
mente, de su analogo en aritmética:

«— ;Qué es un problema verbal algebraico? ;Hay problemas verbales
que sean intrinsecamente mas algebraicos que aritméticos? ;Cuan-
do un método de resolver problemas verbales es mas algebraico
que aritmético?

— (Hay tipos particulares de problemas verbales que estimulen el
desarrollo del razonamiento algebraico?

.~ ;Qué esta involucrado en el proceso de convertir problemas verba-
les en notacion algebraica?»

El auge de la informatica educativa y la entrada de los ordenadores en
los centros de Ensefianza Primaria y Secundaria en numerosos paises
han hecho que se desarrolle una rama de la investigacion en Didéactica
de las Matematicas preocupada por analizar este fenomeno desde
varias perspectivas: el «ordenador» como herramienta para uso del
profesor o del alumno, la programacién, la simulacién, la practica
rutinaria.

Dentro de esta gama de lineas de investigacion, merece la pena
destacar la dedicada al analisis del aprendizaje del (v en e} lenguaje de
programacion «Logo». Este lenguaje, de prestaciones técnicas similares
a otros aptos para la Inteligencia Artificial, tiene como caracteristica
diferenciadora que esta creado para ser utilizado por los nifios sin
necesidad de entrenamientos especiales. De ahi que se estén realizando

numerosas investigaciones dirigidas, generalmente, a analizar las meto-
dologias de enscianza de diversos conceptos matematicos por medio
de la interaccidn de los nifios con el ordenador.

Este es un campo de investigacion prometedor pues, aunque se han
hecho numerosas investigaciones, ia mayoria de ¢llas son de tipo empi-
rico, por lo que se necesita pasar a una fase de trabajo en la que se
produzcan resultados generalizables y globales acerca de los procesos
cognitivos y las estructuras mentales que actian cuando se programa
en Logo. Asi, estin pendientes de ser investigados en profundidad:

— Los problemas, tanto conceptuales como algoritmicos, subyacentes
a la programacion en si misma.

— Los problemas relativos a la transferencia de conocimientos desde
un entorno Logo a otros ambientes de trabajo matemdtico (en
geometria, aritmética, algebra, probabilidades, etc.).

— La influencia de la programacion Logo en las estrategias generales
de razonamiento o de resolucién de problemas.

— Los problemas inherentes a las diversas metodologias de ensefianza
utilizables en entornos Logo (descubrimiento libre o guiado, ense-
fianza dirigida, etc.).

Ademas, se da la circunstancia de que las investigaciones realizadas
hasta ahora presentan resuitados muy contradictorios, sin que haya un
domuinio claro de resultados a favor o en contra del Logo. Esto hace
pensar que es necesario programar investigaciones con bases metodo-
logicas y conceptuales solidas y no simples experimentaciones con
grupos pequefios de estudiantes. De Corte, Verschaffell (1987)37 hacen
una interesante discusion de los puntos anteriores incluyendo sugeren-
cias de nuevas lineas de investigacion.

Por ltimo, voy a referirme a una linea de investigacion que ha surgido
en los ultimos afios con fuerza, como resultado de la consciencia de que
el aprendizaje de las Matematicas no es un acto individual, sino un
fenémeno social. Fstas investigaciones, que podemos encuadrar bajo el
calificativo de «aspectos sociales de las Matematicas», tienen como
objetive comun el estudio de las formas como el entorno social y
cultural de los estudiantes influye en su aprendizaje tanto dentro como
fuera de las aulas. Ya he mencionado con anterioridad que las interac-
ciones dentro de un aula (profesor-alumnos y alumnoes-alumnos) tienen

37 Este articulo ha aparecido posteriormente con el titulo «Logo: A vehicle for thinking» en
Greer; Mulhern (1989 ): New directions in mathematics education (Routledge: Londres, G. Breta-
fia), pag. 63-81.
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un papel importante en el aprendizaje de las Matematicas de cada
estudiante de ese aula. Lo que caracteriza a esta linea de investigacion
es la amplitud de su campo de observacion, pues no se limita al
contexto del aula, sino que observa un entorno mucho mas amplio que
puede llegar a incluir al pais en el que se sitia un estudiante concreto,
con toda la diversidad de factores (sociales, culturales, econémicos,
étnicos, lingiiisticos, etc.) que ello supone.

A modo de ejemplo, estos son los temas de estudio que se aborda-
ron en las reunion del Grupo de Trabajo «Social Psychology of Ma-
thematics Education» del P.M.E.,, liderado por A. J. Bishop, en su
congreso de 1990 (Furinghetti, 1991, pag. 18):

1. Estudiantes biculturales; en particular de Brasil.

2. Las relaciones entre los contextos sociales de las Matematicas y el
modelo de desarrollo del nifio.

3. Componentes sociales de la evaluacion,

4. Aspectos de «diferencia» social y cultural que pueden ser impor-
tantes en el aprendizaje de las Matematicas.

4.6. ESTADO DE LA INVESTIGACION DE DIDACTICA
DE LAS MATEMATICAS EN ESPANA

Al hablar de Didactica de las Matematicas en Espaiia, se puede conside-
rar el afio 1984 como afio cerc de su evolucion. En efecto, en dicho afio se
reconoce por primera vez de forma oficial la existencia de la Didactica de las
Matematicas como una especialidad universitaria independiente>®, en igual-
dad de condiciones legales-(que no reales) con cualquier otra area de conoci-
miento en cuanto a posibilidades de dotacion estructural, econdmica y hu-
mana. Con anterioridad a esta fecha existian asignaturas de metodologia en
algunas Facultades de Matemdticas, pero desgraciadamente, su inflaencia ha
sido, en el mejor de los casos, nula. Algunas de estas asignaturas fueron
recuperadas por los recién nacidos departamentos de Didactica de la Mate-
matica (en Granada y la Laguna) gracias a lo cual los estudiantes de Mate-
maticas de estas dos universidades disponen en su licenciatura de asignaturas
de Didactica de las Matematicas.

En cuanto a la actividad investigadora ¢n este area, con anterioridad a
1984 ¢l trabajo habia tenido un caracter puramente voluntarista, a cargo,
principalmente, de grupos de profesores de Escuela de Magisterio y de
Ensefianza Media, estando buena parte de la actividad que se realizaba mas

3% Junto a las Didacticas de las Ciencias Experimentales, las Ciencias Sociales, la Lengua y
las Artes.
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cerca de la innovacion o experimentacion educativa que de la investigacion
propiamente dicha. Sin embargo, la creacion en 1984 del area de conoci-
miento y la nueva estructura surgida de la Ley de Reforma Universitaria
posibilita la constitucién en las universidades de Departamentos de Did4cti-
ca de las Matematicas (a veces en union de otras areas de conocimiento
proximas), la realizacion de programas de doctorado y, en fin, el lanzamiento
de una actividad investigadora de mayor calidad e intensidad.

Pariametros objetivos para medir este incremento de la actividad investi-
gadora en Espafia son el creciente nimero de programas de doctorado de
Didactica de las Matematicas y de tesis doctorales leidas cuyo contenido
pertenece a este irea, la aparicién cada vez mas frecuente de articulos de
invetigacion, tanto en revistas nacionales como internacionales, y la partici-
pacién activa de espafioles en los principales congresos de investigacion en
Didactica de las Matematicas (en especial en los congresos anuales del
Grupo P.M.E. y en el C.M.E. de 1988).

De todas formas, la situacion actual dista mucho de ser buena y es
necesario unir ¢l esfuerzo de todas las personas interesadas (profesores de los
tres niveles educativos, grupos o sociedades y autoridades educativas) para
seguir adelante y progresar. En mi opinion, la mejora de la investigacién en
Didactica de las Matemdticas debe apoyarse en la mejora de las condiciones
de trabajo, en ¢l fomento de encuentros nacionales especializados y en la
apertura al exterior, mediante una mayor presencia activa en publicaciones o
congresos internacionales, el intercambio de informacion y la colaboracidon
con investigadores extranjeros.
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