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RESENA HISTORICA SOBRE LAS REDES EULERIANAS

El origen de este tipo de redes se encuentra en el célebre ""problema de
los puentes de Konigsberg'. Konigsberg es una ciudad, que era alemana en el siglo
XVII (en la actualidad es rusa), por la cual pasa el rio Pregel, describiendo un
recorrido similar al de la figura, con dos islas que estaban unidas a las orillas
por siete puentes.

Los habitantes de la ciudad inventaron
un pasatiempo consistente en intentar pa-
sear a través de los siete puentes, perc
sin pasar dos veces por ninguno de ellos.
Este problema permanecié sin solucidn y
desbordé el ambito de las curiosidades
para pasar a interesar a los mateméticos.
Fue resuelto en 1736 por Leonhard Euler,
matemidtico suizo que vivia en Konigsberg,

‘ el cual dio una teoria que abarcaba a to-

El Pregel a su paso por Konigsberg. ) dos los problemas similares a éste; la
demostracién de Euler (mis complicada que la que se da actualmente) puede verse en
[20]. Es inmediata la solucién del problema si el mapa de la figura anterior se
transforma en una red en la que los puentes son los arcos (pues se trata de reco-
rrer puentes) y las zonas de tierra son los vértices, como se ve en la figura in-
ferior.
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INTRODUCCION

Aqui comienza un estudio mis profundo de las redes planas. Vamos a aedi-
carnos al problema de recorrer las redes, y en particular de recorrer todos sus
arcos. Este es un problema con claras aplicaciones en la vida real (redes de trans—
porte, organizacién del tréafico en una ciudad, inspeccién de carreteras, etc.) 3
con un atractivo muy grande para los nifios desde el punto de vista recreativo;
¢quién no ha hecho el pasatiempo de los sobres? (fig. 1)

Fig.l.— El pasatiempo de los sobres consiste en tratar de dibu-

jar sin levantar el 138piz un sobre cerrado, lo cual es

imposible; basta abrir el scbre para que el problema

tenga solucidn.

Anteriormente, nuestros alumnos han aprendido a distinguir las partes
de una red, y sus tipos, asi como las diferentes clases de redes. Ahora, preten-
demos que empiecen a relacionar unas cosas con otras y que piensen en algunas
propiedades Utiles que apareceran.

Puesto que la idea que mas motiva a los nifios es el juego de 'recorrer
todos los arcos de la red sin levantar el l4piz ni pasar dos veces por el mismo
arco'', sb6lo trabajaremos con redes conexas.

DEFINICIONES

-Una red conexa es de recorrido no simple, o no euleriana, cuando no es posi-
ble recorrer todos sus arcos sin pasar dos veces por alguno de ellos o sin se-
guir un camino continuo.

-Una red conexa es de recorrido simple, o euleriana, cuando es posible reco-
rrer todos sus arcos sin pasar dos veces por ninguno de ellos, siguiendo un
camino continuo.




En las redes eulerianas pueden darse dos casos:

—Cuando el principio y el final del recorrido son el mismo vértice, se dice que
la red tiene un circuito euleriano. *

—Cuando el principio y el final del recorrido son dos vértices diferentes, se di-
ce que la red tiene un camino euleriano.

Las tres primeras actividades de este capitulo, estin dirigidas a poner
| en evidencia los diferentes tipos de redes que vamos a manejar. También (en 2-d)
se distingue entre las redes conexas y no conexas, quedando claro que una red no
conexa, por el hecho de estar formada por varios '"trozos', no puede recorrerse
sin levantar el lapiz. ' '

Otro puntc para tener en cuenta es que en las actividades A-1 y A-2 se
habla de 'dibujos'; los alumnos deben llegar a ver que cualquier dibujo normal
(estilizado) puede ser considerado como una red. Una vez que ha sido entendida
esta diferencia, el profesor debe dar las definiciones (%) de los distintos tipos
de redes, para poder pasar a la actividad A-4.

~ Las propiedades de ser euleriana y de tener un camino o un circuito eu-
lerianos, vienen dadas por los teoremas siguientes (que seran demostrados mas ade-
lante):

T-1 Una red tiene un circuito euleriano si y sdlo si todos sus vértices son de orden
par.

\ T-2 Una red tiene un camino euleriano si y sodlo si tiene exactamente dos vértices
de orden impar.

T-3 Una red es no euleriana si y solo si tiene mas de dos vértices de.orden impar.

(%) Realmente es el alumno guien debe definir los distintos tipos, es decir, dar las caracteristicas que diferencian a

uno de otro, por lo que el profesor se limitar a "poner nombre" a esas clases de redes.
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De estos teoremas se pueden deducir dos consecuencias importantes de ca-
ra a la construccién practica de caminos o circuitos eulerianos:

12) Si una red tiene un circuito euleriano, para construirlo, se puede
empezar en cualquier vértice de la red (que es el vértice en el que debe acabar el
circuito).

22) Si una red tiene un camino euleriano, para construirlo, hay que em-
pezar en uno de los vértices impares y terminar en el otro.

DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS

Teorema T-1.-

i) Sea R una red que tiene un circuito euleriano C, el cual empieza y termina en
el vértice A.

Sea B otro vértice distinto de A. Como el circuito no termina en B, cada
vez que se llega a B por un arco, hay que salir de B por otro; es decir, cada vez
que pasamos por B ''ocupamos' dos arcos que tocan a B (fig.2). Por lo tanto, como

Fig.2.- Cada vez que se pasa por B, se ocupan dos arcos, luego no es posihle terminar el recorrido C en el vértice B.

al final hemos pasado por todos los arcos que tocan a B, el orden de B sera
0(B) = 2 x (n? de veces que se pasa por B), luego el orden de B es par.

Asi pues, todo vértice distinto de A es de orden par; como una red no pue-

de tener un sélo vértice de orden impar, resulta que también A es de orden par.



ii) Sea R una red cuyos vértices son todos de orden par. Sea A un vértice cualquie-
ra, elegido al azar, en el que empezamos un recorrido C, cualquiera. Este recorrido
lo terminaremos cuando llegue el momento en que no podamos salir de un vértice por

ningin arco "libre". Este Ultimo vértice debe ser necesariamente A pues todos los

vértices son de orden par, luego si llegamos a un vértice B (B#A) podemos salir

de é1, y habremos ocupado dos arcos (luego de los arcos que tocan a B quedan libres

o cero, o un nimero par de ellos (fig.2)), es decir, que no podemos terminar el re-

corrido C en ninglin vértice que no sea A (sin embargo, al salir de A, ocupamos un

vértice (fig.3a), y cada vez que pasamos por A ocupamos dos (fig.3b), luego al fi-

nal nos quedara un solo arco disponible, que usarémos'para llegar a A, pero no po-

dremos seguir adelante (fig.3c)).

Si este recorrido C pasa
por todos los arcos de R,
ya tenemos un circuito eu-
A A leriano; en caso contrario,
o N

7-f
salido

1

algin vértice A; de C toca

+
Y
Y

poxts por- A a un arco libre (fig.4a).

Tomando Aq como punto de

partida, podemos construir
& b e otro recorrido C' que por
las mismas razones que an-
Fig.3 tes debe terminar en A;
(fig.4b). Nétese que todos

los vértices siguen teniendo o bien cero, o bien un nimero par de arcos libres.

Intercalando C' en C obtenemos un nuevo recorrido que llamaremos C + C',
més largo que el anterior. Si todavia queda algin vértice A, con arcos sin recorrer,
se repite la operacidén (fig.4c), y asi tantas veces como haga falta, hasta recorrer
todos los arcos (esto se consigue pues hay un nimero finito de arcos).

Al final, habremos obtenido un circuito euleriano que empieza y termina en A.
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A,

- b- _
Fig. &

Nétese que esta segunda parte de la demostracién es constructiva, es de-
cir, que da un procedimiento para construir un circuito euleriano; este procedimien-
to es el que se reflejard en las actividades correspondientes.

Por otra parte, se destaca como esencial el hecho de que, por ser todos

los vértices de orden par, el recorrido debe empezar y terminar en el mismo vérti-
ces

Teorema T-2.-

i) Sea una red R con un camino euleriano de extremos A y B. Sea C otro vértice
cualquiera distinto de A y de B. Repitiendo el razonamiento hecho en el teorema T-1,
llegamos a que C debe ser de orden par.

Vamos a estudiar el vértice A: A toca al arco que usamos para empezar el
recorrido, y cada vez que pasamos por A usamecs otros dos arcos, luego
o(A) =1 + 2 x {n° de veces que se pasa por A), es decir que A es de orden impar.

Anilogamente, cada vez que pasamos por B usamos dos arcos, y ademés usamos
un arco cuando llegamos a B al final del recorrido, luego ‘

0o(B) = 2 x (n° de veces que se pasa por B) + 1, es decir que B es de orden impar



Por tanto, la red tiene exactamente dos vértices de orden impar, que son
el principio y el final del camino euleriano.

ii) Sea R una red cuyos vértices son todos de orden par salvo dos, A y B. Como la
red es conexa, podemos hacer un recorrido que empiece en A y termine en B. Si qui-
| tamos los arcos usados, la red inicial tiene varias subredes (cada una de ellas
~conexa) en las que todos los vértices son de orden par; por el teorema T-1, estas
subredes tienen un circuito euleriano; uniendo estos circuitos al recorrido inicial,
hemos obtenido un camino euleriano, cuyos extremos son los dos vértices de orden
impar.
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También esta demostracidén da un procedimiento para construir un camino
euleriano, que evidentemente es similar al usado para los circuitos.

Ademés, queda claro que se puede construir el circuito empezando y ter-
minando en los vértices de orden impar. Falta ver que es imposible construirlo em-
pezando en un vértice de orden par:

Si. el vértice jnicial, A, es de orden par, 2n, resulta que a A llegan 2n
arcos diferentes. Al salir de A usamos uno, luego quedan 2n-1 arcos diferentes libres.

S ey

Salimos de A. Pasamcs por A. Pasamos por A otra vez. S1 1llegamos a_A,
Fia.5 no podemos salir.
ig.

Y
Y
N

Si pasamos n-1 veces por A, como cada vez ocupamos dos arcos, al final
nos queda sélo un arco libre. Entonces si pasamos por ese arco, llegamos a A y no




se puede salir, luego el recorrido no es un camino euleriano (pues empieza y acaba
en el mismo vértice); si no, ese arco no se recorre, luego el recorrido tampoco es
un camino euleriano (fig.5).

Este detalle es importante, y debe quedar reflejado en las actividades.
También es conveniente reflejar que si una red tiene un circuito eulerianc, éste
no es Unico, pues se puede empezar por cualquier vértice, e incluso empezando por
el mismo vértice, se puede construir generalmente varios circuitos distintos. Sin
embargo, un camino euleriano sélo puede empezar y terminar en los vértices de or-
den impar, aunque, igual que antes, empezando por el mismo vértice podemos construir
casi siempre varios caminos distintos.

Teorema T-=3

i) Sea R una red con mis de dos vértices de orden impar ( es decir con 4,6,8, etc.
vértices de orden impar). Esta red no puede tener un circuito euleriano (por el
teorema T-1), ni tampoco un camino euleriano (por el teorema T-2), luego no puede
ser red euleriana.

ii) Si R es una red no euleriana, no puede tener un circuito euleriano (por el teo-
rema T-1), luego tiene vértices de orden impar; por otra parte, tampoco puede te-
ner un camino euleriano, luego (por el teorema T-2) no tiene exactamente dos vérti-
ces de orden impar; sabemos que ninguna red tiene un solo vértice de orden impar,
luego R debe tener mas de dos vértices de orden impar.
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Para comprobar que una red es euleriana, basta con encontrar un recorrido
adecuado (camino o circuito); pero para comprobar que no es euleriana tenemos la di-
ficultad de gie hay que ver que ninguno de los posibles recorridos que hagamos va a
ser un camino o un circuito eulerianos. Es importante que los alumnos vean que el
encontrar un recorrido no euleriano no garantiza que la red no sea euleriana, aun-




que encontrar un recorrido euleriano si garantiza que la red sea euleriana. Aqui
tenemos una razén de mucho peso para fijarse en los érdenes de los vértices en vez
de empezar a trazar recorridos., cuya variedad (y por tanto su nimero) puede ser
enorme en una red que sea algo grande.

La parte i) del teorema T-3 puede probarse de otra forma que es mas prac-
tica de cara a su comprensién por los alumnos, pues no se basa en las relaciones
légicas deducidas de unas implicaciones, sino en el dato de que la red tiene mas
de dos Vértices de orden impar:

La red debe tener por lo menos cuatro vértices A, B, C, D de orden impar.
Ya sabemos que cada vez que pasamcs por un vértice, ocupamos dos de los arcos que._
lo tocan; si tenemos que recorrer todos los arcos de la red, pasaremos una o varias
veces por A, B, C y D (si sus érdenes son mayores que uno), o ninguna vez (si sus
6rdenes son uno), hasta conseguir que cada vértice A, B, C y D disponga s6lo de un
arco libre; cuando intentemos ocupar uno de estos arcos, estd claro que no podremos
salir de ese vértice, por lo que se ha terminado el recorrido y nos hemos dejado
por lc menos dos arcos sin ocupar. Esto quiere decir que es imposible construir un
recorrido euleriano en esa red. .

La actividad A-4 es un primer encuentro con el problema de caracterizar
las redes segun el orden de sus vértices. Las sugerencias que se hacen son muy po-
cas, por lo que es muy probable que la mayoria de los alumnos no sea capaz de dar
respuestas satisfactorias. Desde esta actividad hasta la A-10, se van dando cada
vez mas datos para ayudar a resolver las cuestiones planteadas en A-4. En las acti-
vidades A-6 y A-7 se dirige la atencién a los cambios que se producen en una red
si pasa de un tipo a otro, Vv a notar que el afiadir un arco transforma un vértice
de orden impar en un vértice de orden par (y viceversa). Las continuas vueltas a
A-4 tienen como finalidad que el alumno se replantee las cuestiones cada vez que
se recibe una nueva infcrmacidén, para conseguir asi que llegue al resultado con la
menor ayuda posible.

Por Gltimo, la actividad A-9 da praicticamente la solucidn buscada, la
cual es expuesta en los enunciados de A-10.




El profesor debe cuidar de que los alumnos insistan suficientemente en
cada uno de los pasos,sin dejar que se rindan demasiado pronto por el afin de te -
ner rapidamente la solucién.

Las actividades desde la A-11 a la A-14 estan dirigidas a que el alumno
note: 19) que el circuito o camino euleriano de una red no es Gnico, 29) que pa-
ra trazer un circuito, se puede empezar en cualquier vértice de la red,32) que pa -
ra trazar un camino, hay que empezar y terminar en los dos vértices de orden impar.

Al empezar este grupo de actividades, es conveniente que el profesor orien-
te a los alumnos sobre cdémo dibujar los recorridos, para que,una vez completados,
sea posible saber cémo es €l recorrido.En la figura 6 se ve una red,y un circuito su-

yo.Marcando el vértice inicial A,
se sigue facilmente todo el re-
corrido.

*Por supuesto, este procedimien-

A ‘ A to no es el Unico (también se
pueden numerar los arcos o escri-
bir la cadena de vértices por los
que se pasa), aunque pensamos que
Fig.6 es muy claro y comprensible.

En esta parte del tema, hay mayor dificultad para hacer sugerencias en las
actividades sin que esas sugerencias sean la solucidn del problema, por lo cual las
preguntas que se hacen especialmente en A-13 son muy amplias y permiten una discusién
en clase,la cual, bien dirigida por el profesor,dari mucho mejor fruto que las acti-
vidades escritas.Las actividades A-11 y A-12 se dirigen a comprobar qué extremos
se pueden tomar para describir un camino o un circuito eulerianos,y no tienen difi-
cultad; pero la actividad A-13 se dirige a ver qué vértices no hay que tomar como
extremos de un camino euleriano; hay que llegar a que los alumnos se convenzan del
resultado por sus propias experiencias y a que se den cuenta de los motivos que
lo producen.Una vez claros estos puntos, segin la edad de los alumnos, Vv segun el
criterio del profesor puede pedirseles que hagan un razonamiento completo de cada
uno de los diversos casos(que seria demostrar los tres teoremas anteriores).

La actividad A-15 expone el método para constuir caminos o circuitos




eulerianos en redes complicadas, que es el mismo que seguia en las demostracio-
nes de los teoremas anteriores. Puede ocurrir que los alumnos confeccionen, a
partir de sus propias experiencias,otros métodos para construir estos recorridos
eulerianos; de ningin modo hay que prohibirles que usen esos métodos. si son co-
rrectos.Es mas, deben ser expuestos en clase (tanto si son correctos como si no lo
son) por los propios alumnos, para que sus compafieros descubran los posibles
errores, tal vez los mejoren, y cada uno de ellos utilice después el procedimien-
to que mas le guste..

La actividad A-18 no es mas que una curiosidad dedicada a aplicar los
conocimientos adquiridos sobre el numero de arcos que llegan a cada vértice de la
red.La demostracion es sencilla:

(a)--Si el vértice de la red es un punto de corte de varias lineas del
poligono, pero no un vértice del poligono, cada linea proporciona a ese vértice dos
arcos.Luego su orden es o(v) = 2 x (n? de lineas que se cortan en v) ,esto es un
nimero par.

(b)--Si el vértice de la red es un vértice del poligono, de é1 salen dos
lineas, es decir,dos arcos.Ademis, si el poligono no es regular puede que por ese
vértice pase alguna otra linea, luego, por (a) o(v) = 2+2x(n? de lineas que pa-
san por v), esto es un nimero par.

La actividad A-19 es otra aplicacion de las redes.En este caso, hay que
transformar cada puerta en un arco y cada habitacidén en un vértice (no hay que ol
vidarse del vértice que representa el rellano de la escalera).

La actividad A-20 es similar a la A-19.En este caso, hay que tener cui-
dado con el vértice que representa el exterior de la figura. En Fig.7 se ve cémo
resolver el primer dibujo.
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Sélo hay que buscar un circuito euleriano en esta red:
‘A B-ALC-A-E-A-D-F-C-B-D-A v pasarlo al

diagrama criginal.



ACTIVIDADES

A-1 Haz dibujos sin Jevantar el ldpiz del papel, ni pasar dos veces por la misma
linea. Intenta hacer unos que empiecen y acaben en el mismo punto, y otros que

lo hagan en puntos diferentes.

A-2 Trata de recorrer los siguientes dibujos (redes) sin levantar el lapiz del
papel, ni pasar dos veces por el mismo arco. Agrupalos segin que hayas conse-

< & X O
TR «B 4

guide hacerlo o no.




A-3 Toma las redes del ejercicio anterior que has podido recorrer sin levantar el
ldpiz ni pasar dos veces por el mismo arco. Sefiala el vértice donde has empe-—
zado el recorrido y el vértice donde lo has acabado. Separa las redes en las
que estos vértices son diferentes de aquéllas en las que son el mismo.

DEFINICIONES. Una red es de recorrido simple o euleriana, cuando es posible recorrer
todos sus arcos sin pasar dos veces por ninguno de ellos, siguiendo un camino continuo.

Cuando el principio y el final de este recorrido son el mismo vértice, se
dice que la red tiene un circuito euleriano.

Cuando el principio y el final de este recorrido son dos vértices diferen-

tes, se dice que la red tiene un camino euleriano.

A-4 Construye las redes descritas en la tabla siguiente. Trata de ver de qué tipo
son, segin las definiciones dadas antes.

Red n¢ Ne vértices | N2 vértices | N vértices| N¢ vértices| No vértices
de orden 1 de orden 2 de orden 3 de orden 4 de orden 5
1 1 2 1 1 0
2 0 2 2 2 0
3 4 3 2 0 0
4 1 4 0 0 1
5] 0 4 0 1 0
6 0 6 0 1 0
7 0 0 4 1 0
8 0 2 4 1 0

A la vista de la tabla, y sabiendo de qué tipo es cada red, ;ves alguna rela
cién entre los nimeros de la tabla correspondientes a las redes del mismo ti—
po? ;Sabrias decir, sélo con ver la tabla (sin construir las redes), de qué
tipo es cada red? Si has dado respuestas correctas, pasa la ejercicio A-10,

y si no, pasa al A-5.




A-6

Amplia la tabla anterior uni'endole los valores de todas las redes que has cla-
sificado hasta ahora. Reordénala poniendo juntas las redes de cada tipo (no eu-
leriana, con circuito, o con camino eulerianos). Intenta contestar otra vez a
la segunda parte de A-4. Si lo consigues pasa a A-10, si no, pasa a A-6.

Toma una red con camino euleriano de la tabla. Afiddele los arcos necesarios
para que el camino se transforme en un circuito. Observa en qué se diferencian
los valores de la tabla de estas dos redes, y los cambios que se han producido.
Repite esto con otras redes con camino euleriano.

Toma una red no euleriana de la tabla. Afiddele los arcos necesarios para que
la red tenga un camino euleriano. Observan en qué se diferencian los valores
de la tabla de estas dos redes, y los cambios que se hana producido. Repite
esto con otras redes no eulerianas.

Observa los resultados de A-6 y A-7 e intenta contestar a A-4. Si lo consigues
pasa a A-10, y si no, pasa a A-9.

Con.todas las redes que has utilizado hasta ahora tienes una tabla como la de
A-4. Con esas redes construye esta otra tabla, poniendo juntas las redes del
mismo tipo.

Red n¢ Ne vértices N¢ vértices
de orden par de orden impar
p

Una vez terminada contesta a las preguntas de A-4.

Completa los siguientes enunciados:

- Si todos los vértices de una red son de orden ....., esa red posee un cir-
cuito euleriano.

- Si una red tiene ..... vértices de orden ....., y los demis son de orden .....
la red posee un camino euleriano.

>



Si una red tiene mas de ..... vértices de orden ....., esa red no es euleriana.

- Si una red posee un ..... euleriano, todos sus vértices son de orden .....

- Si una red posee un ..... euleriano, todos sus vértices menos ..... son de
orden ......
— Si una red tiene ..... de dos vértices de orden ....., entonces no es euleriana.

A-11 Comprueba que la red tiene un circuito euleriano. Intenta describir un circuito
euleriano. empezando en el vértice A. Haz lo mismo em-
C pezando en el vértice B, C, D y E. ;Has podido dibujar-
B lo siempre? ;Qué difebencia hay entre estos cinco cir-
cuitos? ;Puedes construir otros circuitos que sean dis-
A tintos de los que has dibujado antes?
Repite este ejercicio con otras redes con circuito eu-
E leriano que te inventaras ta.

A-12 Comprueba que la red tiene un camino euleriano. ¢Cuidles son sus vértices de or-
impar? Intenta construir un camino euleriano que em-

B piece y termine en los dos vértices de orden impar. In-

N tentg construir otros caminos diferentes que tengan los

mismos extremos.

D
E

A-13 Toma la red anterior; intenta construir un camino euleriano que empiece en un
vértice de orden par. jPuedes hacerlo? ;Por qué?
.Dibuja td mismo otras redes con camino euleriano y repite con ellas las acti-
vidades A-12 y A-13. No las dibujes muy complicadas.



A-14 Asi pues, de las actividades anteriores puedes deducir que:

- En una red con circuito euleriano, ..... vértice puede ser el origen de va-
rios circuitos eulerianos.

- En una red con caminoé euleriano, los vértices de orden ..... son los extre-
mos de todos los caminos que puedas dibujar.

Construye redes eulerianas a tu gusto y comprueba en ellas estas dos afirma-
ciones.

A-15 Ya sabes cuando una red es euleriana. Pero, construir un circuito o un camino
eulerianos puede ser dificil si la red es grande, como la que ves aqui.

SIAN

N

Trata de construir un circuito o camino euleriano en esta red siguiendo las
instrucciones del organigrama de la pagina siguiente. Después invéntate mas
redes eulerianas y pnactica con ellas.



La red,
ctiene circuito o

canino euleriano?

v

v

Elige los dos vértices de Elige un vértice cualquiera.
orden impar. Traza un reco- Traza un recorrido que empie-
rrido que emplece en uno ce y termine en ese vértice.
y acabe c¢n o*ro.

T - —3

r 3

Circuito o camino ‘Has reco-

rrido todos los arcos

de la red?

euleriano. _ SI ¢
FIN

Eliqge un vértice del recorrido anterior
que posea un arco libre. Traza un reco-
rrido, usando sélo vértices libres, que

empiece y termine en ese vértice.

4

Lrierta este recorrido en el anterior. l )




A-16 Resuelve el problema de los puentes de Konigsberg, del que te habra hablado
tu profesor. Recuérdalo:

Sobre el rio Pregel hay siete puentes que unen
las dos islas con las orillas; hay que recorrer
los siete puentes sin pasar dos veces por nin-—
guno de ellos.

A-17 Si no has encontrado ningin recorrido,;crees que afiadiendo un puente, existi-
ria? ;Dénde lo construirias? ¢(Podrian hacer el recorrido todos los habitantes
de la ciudad?

A-18 Dibuja varios poligonos estrellados, y comprueba que todos son redes euleria-
nas, cuyos vértices son todos los puntos en los que se cortan varias lineas.
Trata de demostrar que cualquier poligono estrellado es una red euleriana.

A-19 Mira si en este plano de una casa es < ‘]73 "
, an
posible recorrerla, pasando por todas
las puertas una séla vez.

A-20 Aqui tienes algunos dibujos. Trata de
trazar una linea continua que pase por K

todos los segmentos una vez y sélo una.




REDES HAMILTONIANAS



INTRODUCCION

El problema que se va a tratar aqui, se parece al de las redes eulerianas,
que aparecié en otro sitio. Alli habia que recorrer todos los arcos de una red, pa-
sando una sola vez por cada una de ellcs. Ahora, la atencidén va a centrarse en los
vértices en lugar de en los arcos. Ello es consecuencia de la traduccién al lengua-
; je de las redes de problemas como los siguientes:

- Un viajante tiene que recorrer varias ciudades, y desea pasar s6lo una vez
por cada ciudad; su problema, a la vista del mapa de carreteras, es decidir qué ru-
ta debe seguir para pasar sdélamente una vez por cada ciudad.

- En un museo es l6gico plantearse si se puede hacer un recorrido de todas
las salas sin necesidad de pusar dos veces por ninguna de ellas.

Otros problemas, que aparecen en las cadenas de produccién que fabrican diver-
sos productos, también conducen, como se podra ver, a la busqueda,en las redes que
representan las posibles alternativas de ordenacién en la elaboracién de los pro-
ductos, de recorridos similares.

En lenguaje de redes, esto se traduce en encontrar un recorrido que pase por
todos los vértices de la red (ciudades, salas, productos), sin levantar el léapiz,
ni pasar dos veces por ninguno de ellos.

DEFINICIONES

- Una red es hamiltoniana (x)si hay alg{in recorrido continuo que pasa por todos sus
vértices una sola vez.

(x) E1 nombre procede del matematico irlandés William Hamilton (1805-1865) que dio un gran impulso a la teoria de redes,

al resolver algunos problemas y juegos que se ajustan a este modelo de red. (13)



Hay dos tipos de red hamiltoniana:

- Si el recorrido empieza y termina en el mismo vertice, la Ilamaremos red con cir-

cuito hamiltoniano.

- Si el recorrido empieza y termina en diferentes vértices, la Ilamaremos red con

camino hamiltoniano.

Aunque no existen teoremas generales que determinen a priori si una red es
hamiltoniana o no, si que puede darse un procedimiento para construir todos los
caminos y circuitos hamiltonianos que posea una red concreta. Este procedimiento
consiste en un examen metdédico y exhaustivo de posibilidades, que desemboca en
la obtencién de todos los recorridos que pueden hacerse a partir de un vértice
dado. La reiteracién del procedimiento a partir de otros vértices, cuando sea
necesario, agota el examen de la red, pudiendo concluirse si es hamiltoniana o no
por mera consideracién de los recorridos obtenidos.

Como siempre yue se quiere estudiar posibilidades, es practico utilizar dia-
gramas en arbol. Mostraremos cémo se hace mediante un ejemplo.

En la red de la figura 1, hemos designado ca-
da vértice con una letra. Vamos a obtener to-
dos los recorridos que empiecen en el vértice
- . A. La idea es indicar todos los vértices a
los que se puede ir desde cada uno, teniendo
D en cuenta que, en cada rama del arbol, no de-
be haber ningin vértice repetido. Segun esto,
empezando en A. se obtiene el siguiente &rbol:

Fig.l



Los circulos indicar. que ya se ha terminado el recorrido, pues desde ese vér-—
tice no se puede ir a ninguno que no se haya usado antes. Los recorridos validos
son los que utilizan los cinco.vértices: (1) A-B-E-D-C; (2) A-C-D-B-E; (3) A-C-D-
-E-B; de-ellos, el (1) y (3) son circuitos, pues del vértice final se puede volver
directamente al A, pero no asi en (2), luego (2) es un camino hamiltoniano. En la
figura 2 se ve estos tres recorridos. '

A . 3 A B
/n Y Y “~
D
D
(o E c E




Por simetria, empezando en B, se obtendrian también dos circuitos Y un caminc
hamiltonianos (fig.3).

v
qw

"

N T b 4
c E

Fig.3

Empezando en C se obtiene el Arbol:

0
m




Es decir que se obtiene seis recorridos hamiltoniancs,de los cuales dos son
circuitos y los otros son caminos.

Por simetria con C, empezando en E, se obtiene cuatro caminos y dos circui-
tos hamiltonianos.

Por ultimo, empezando en D, se obtiene el &rbol:

//\

A\
gggx .

De este arbol se deduce que, empezando en D, s6lo se obtiene dos circuitos

hamiltonianos (que son los que han aparecido en todos los 4rboles) y ningin ca-
mino hamiltoniano.

Asi pues, construyendo los arboles de todos los vértices, podemos conseguir
todos los recorridos hamiltonianos posibles en una red. Si lo que buscamos es sé-
lo comprobar si una red es hamiltoniana, nc es necesario tanto trabajo:

- Si la red tiene algln circuito hamiltoniano, éste aparecera en todos los




arboles (mis exactamente, todos los circuitos hamiltonianos aparecen en todos
los arboles), luego sélo hay que hacer uno cualquiera.

- Si la red no tiene circuito hamiltoniano, a veces no basta con un arbol,
pues si el primer arbol que hagamos no nos proporciona un camino hamiltoniano,
tendremos que construir otro, pues puede ser que éste segundo si nos dé el
camino; si no se construve un tercero, etc., hasta obtener un camino.

Si después de construir todos los arboles no se obtiene ningin camino ha-
miltoniano, es que la red no es hamiltoniana.

Sea, por ejemplo, la red de la figura 4. Tiene caminos hamiltonianos (pero no

2 5 circuitos), que empiezan en los vértices
2, 3, 5, 7, luego los arboles de los vér-
1 tices 1, 4, 6 no nos daran ningin recorri-
4 6 do hamjltoniano.
? Fig.k 7

Para algunas redes particulares no es precisc efectuar este examen minucioso

para saber si son o no hamiltonianas. Los teoremas siguientes desarrollan bajo qué
condiciones sucede esto.

T-T En una red simple conexa, si el orden de cada vértice es mayor o igual que la

mitad del niUmero de véertices, entonces la red tiene un circuito hamiltoniano

Din "INICION

Diremos que una red es coloreable si es posible colorear sus vértices de blanco y
negro alternativamente (es decir, que dos vértices adyacentes tengar distinto color).

Asi, la red (a) de la fig. 5 es coloreable, pero la red (b) no lo es pues
csiempre hay dos vértices adyacentes que tienen el mismo color.



Fig.5

T-2 Si una red con un circuito hamiltoniano es coloreable, el nimero de vértices blan-
cos es igual al de vértices negros.

T-3 Si una red con un camino hamiltoniano es coloreable, el nimero de vértices blan-
cos y el nUmero de vértices negros difieren como maximo en una unidad.

DEMOSTRACIONES DE LOS TEOREMAS

Teorema T-1

La demostracién del teorema es muy larga y complicada, por lo que no la inclui-
mos en este trabajo. Puede encontrarse en la bibliografia especializada.
000000000000000

Teorema T-2

Si una red tiene un circuito hamiltoniano, podemos ordenar sus vértices gracias
a ese circuito (fig.6) en una cadena en la que el primer y el Gitimo vértices son

I a
f b & b c d e f A
o—@ O 8O0 6O
e Este es un circuito hamiltoniano.
(=



el mismo. Como la red es coloreable, los vértices de la cadena tendrian alternativa-—
mente los colores blanco y negro, con la particularidad de que el primer y el 4lti-
mo vértices tienen el mismo celor, pues son el mismo. Bajo esta condicién, la cade-

na debe tener un nimero impar de puntos, luego la red tiene un ndmero par de vérti-
ces,de los que la mitad son de cada color.

Teorema T-3

Dada la red, ordenamos sus vértices segin una cadena, gracias al camino hamilto-

niano existente (fig.7), en la que los vértices tienen alternativamente los colores
a ‘ .

d b. a g f h
e c o0 ®

Este es un camino hamiltoniano.

; Fig.7

h d ?
blanco y negro, perv s.c...o el primer vértice y el Gltimo distintos. Si el primer
y el 4ltimo vértice tienen el mismo color, la red tendri un vértice mas de

lor que del otro; si el primer v el Gltimo vértices tiener distinto color,
tendra el mismo nimero de vértices de cada color. Luego, en resumen:

ese co-
la red

(n? vértices blancos) = (n® vértices negros) <1

En la fig.7 se ha visto una red en 1la que hay camino hamiltoniano, pero no




circuito (a causa del vértice h), y tiene tantos vértices blancos como negros. En
la fig.8 se ve una red con camino hamiltoniano, perc sin circuito, en la que hay
tres vértices blancos y cuatro negros (uno de diferencia). Por lo tanto, el hecho
de que la red tenga tantos vértices blancos co-
-+ d mo negros no dice nada sobre la existencia de
circuito hamiltoniano. Sin embargo, si la red
no tiene el mismo numero de blancos que de negros,
e por T-2, sabemos que no tiene circuito hamilto-
niano. '
g f Del mismo modo, si la red tiene dos o mas vérti-
Fig.8 ces de un color que de otro, sabemos por T-3 que
no tiene ni circuito ni camino hamiltonianos. '

Ademas, hay que fijarse que el no ser coloreable no dice tampoco nada, segin
se ve en las redes de la figura 9, ninguna de las cuales es coloreable.

Red con camino hamiltoniano. Red con circuito hamiltoniano. Red no hamiltoniana.

Fig.9

Por lo tanto, estos dos teoremas dan condiciones de no existencia de redes
con circuito o camino hamiltoniano, a diferencia del primer teorema que da una con-
dicién de si existencia. ’



Las actividades A-1 y A-2 se dirigen a introducir el problema de las redes ha-
miltonianas, y a conocer los tipos de redes que hay desde este punto de vista. La
actividad A-3 sirve para afianzar las definiciones.

Después de explicar a los alumnos cémo se hace un arbol, la actividad A-4 se
dirige a practicar en la construccién de arboles. También estudia cuintos arboles
€es necesario construir para obtener caminos o circuitos, o para saber que no exis-
ten (tal como se explicaba anteriormente).

Aunque los problemas euleriano y hamiltoniano son similares, las actividades
desde la A-5 hasta la A-9 estan destinadas a ver que no hay ninguna relacién entre
redes eulerianas y hamiltonianas. No hemos hecho un estudio sistematico, pues ha-
bria que distinguir entre si tienen caminos o circuitos, lo cual da nueve casos
diferentes; pero si el profesor quiere abarcar esos nueve casos, no se le plantea-
ra ninguna dificultad.

Empiezan las actividades que van a mostrar los teoremas. Puesto que el T-1 no
esta demostrado, lo que creemos mis conveniente es dar la condicién (actividad A-10)
para que los alumnos la comprueben, y tras varios ejemplos se convenzan de su efi-
cacia.

E n la actividad A-11 se ponen ejemplos de redes que cumplen la condicidén del
teorema 1-1 y otras que no la cumplen. De éstas Gltimas, una tiene circuito hamil-
toniano y otra no, con lo que se ve que el no cumplir la condicidén del teorema no
garantiza ningin resultado. '

A partir de la actividad A-12 se oborda Jos teoremas T-2 y T-3 sobre redes co-
loreables. Se van recorriendo los distintos resultados de las redes coloreables:
Las actividades A-13 y A-14 “Jan una forma de reconocer las redes coloreables (una
red es coloreable si y sélo si no forma ninguna regidén con un nimero impar de vér-
tices, salvo la exterior). Las actividades desde la A-15 hasta la A-18 proponen

los diferentes criterios para ver si una red coloreable no tiene camino o circuito
hamiltoniano, que son:

- Si la diferencia entre el nimero de vértices blancos y negros es mayor que



uno, la red no es hamiltoniana.

- Si la diferencia es exactamente uno, la red no tiene circuito hamiltoniano;
puede tener o no camino hamiltoniano.

- Si el nGmero de vértices blancos y negros es igual, no se puede decir nada
sobre el tipo de red.
Las actividades A-19 y A-20 resumen estos resultados.

La actividad A-21 muestra que existen redes no coloreables de cada uno de los
tres tipos, con lo cual se termina de comprobar que realmente los 1esultados son
muy parciales. -

Las actividades desde la A-22 hasta la A-26 scn unos ejercicios de aplicacién
de toda la teoria aprendida en este tema.



ACTIVIDADES

A-1 Imaginate que eres un viajante de comercio o un inspector de ensefianza que
debe visitar los pueblos de una comarca, cuya red de carreteras es la si--
guiente:

Si no consideramos las distancias, esti claro que lo mas importante es re-
correr todos los pueblos sin pasar dos veces por el mismo. (Qué recorrido
harias? -

A-2 Mira si en estas redes puedes recorrer todos los vértices sin pasar dos ve-
ces por el mismo vértice, ni levantar el lapiz.

O L L&
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En algunas habris podido hacerlo y en otras no. Sepiralas. En las que has po-

dido hacerlo, en algunas has podido volver al mismo vértice de partida v en
otras no. Separalas. '

DEFINICIONES. Unra red es hamiltoniana si existe un recorrido continuo que pasa por to-
dos los vértices una solca vez.

Si este recorrido puede volver al vértice inicial, decimos que la red tie-
ne un circuito hamiltoniano.

Si no puede volver, decimos que tiene un camino hamiltoniano.

A-3 Dibuja redes que tengan camino hamiltoniano, que tengan circuito hamiltoniano
Y que no tengan ni lo uno, ni lo otro.

Aunque todavia no has hecho mis que unos pocos ejercicios, te habras dado
cuenta de que buscar los caminos o los circuitos no es una empresa facil. Hasta
ahora, te pareceri que es cuestidén de suerte o de vista. Te ofrecemos a continua-

cién un procedimiento metédico Yy seguro, aunque a veces sea largo, para encontrar-
los. ‘




ninguna rama. (Fig.5)

/\ é i Se sigue hasta que ya no pueda continuarse por

Fig.5

Puedes ver que algunos de los recorridos pasan por todos los vértices y otros
no. Estos Gltimos no nos interesan, pero si los primeros.

Alguno de estos recorridos puede ser circuito, si del dltimo vértice se puede
ir directamente a A. En nuestro caso, desde C y B se puede volver a A, pero no des—
de E. Por tanto tendriamos, empezando en A, dos circuitos (A-B-E-D-C-A) y (A-C-D-E-
-B-A), y un camino (A-C-D-B-E) hamiltonianos.

000000000000000

A-4 Haz los arboles de los deméds vértices. ;Te salen los mismos circuitos? ;Por
qué? ;Y los caminos? Saca conclusiones sobre el nimero de Arboles que debes
hacer para estar seguro de que no hay circuito y para estar seguro de que no
hay camino.

El problema que estamos estudiando puede recordarte el de si una red es eule-
riara o no. En aquel caso se trataba de recorrer todos los arcos, ahora de recorrer
todos los vértices. Puedes pensar que ambas cosas estin relacionadas; esto es lo
que ahora se te pide que investigues.

A-5 ;Alguna de las redes utilizadas anteriormente es euleriana?
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Se trata de hacer un arbol con todos los recorridos posi-
bles, empezando por un vértice determinado.

Para construirlo designamos los vértices de la red con
letras o nimeros. (Fig.1)

Elegimos uno de ellos, por ejemplo el A, e indicamos to-
dos los vértices a los que se puede ir desde A. (Fig.2)

Repetimos la misma operacién desde cada uno de estos
vértices, suprimiendo el vértice A porque ya hemos pasa-
do por él1. (Fig.3)

Volvemos a repetir la operacién eliminando en cada caso
ios vértices por los que ya hemos pasado. Por eiemplo, de
la D de la izquierda eliminamos A y B porque ya hemos pa-
sado por ellos y escribimos C y E. De la otra D, elimina-
mos Ay C y escribimos B y E, etc. A paftir del vértice C
ya no se puede continuar porque por A y B ya hemos paéado.
Aqui se termina un recorrido. (Fig.4)




A-6 Dibuja redes que sean eulerianas y no hamiltonianas.
A-7 Dibuja redes que sean hamiltonianas y no eulerianas.
A-8 Dibuja redes que sean hamiltonianas y eulerianas.

A-9 Dibuja redes que no sean hamiltonianas, ni eulerianas.

Acabas de ver que no hay ninguna relacidén entre las redes eulerianas y las
hamiltonianas. AGn peor, para las redes eulerianas encontramos unas condiciones
que nos decian si una era era euleriana o no y de qué tipo. Por desgracia no se
conoce ninguna condicién similar para las hamiltonianas. La Gnica forma, que te-
nemos por ahora, de averiguar con seguridad si una red es hamiltoniana o no es
buscar el camino o el circuito mediante los Aarboles de las actividades A-3 y A-4.
Sin embargo, para redes muy particulares, hay algunas condiciones para saber de
antemano si son hamiltonianas o no. Este es el objetivo de las actividades si-
guientes.

A-10 Dibuja algunas redes simples y conexas con la condicién de que el orden de
cada vértice sea mayor o igual que la mitad del nimero de vértices de la
red.

Trata de encontrar un circuito hamiltoniano en cada una de ellas.

A-11 ;Puedes decir si las redes siguientes
tienen circuito o no, sin buscarlo?



A-12 En las siguientes redes colorea los vértices de blanco y negro. de forma que
cada par de vértices adyacentes tenga colores distintos.




A-13 ;Puedes decir cuando se puede colorear una red de esa manera y cuando no?
Si lo sabes,pasa a A-15; si no, haz A-14.

A-14 Observa cuales de las redes siguientes se pueden colorear.
;Te atreves a contestar a A-13?

A-15 En A-12 hay algunas redes coloreables que tienen el mismo nimero de vérti-
ces blancos que negros. Buscalas y di de qué tipo son.

A-16 Comprueba que las siguientes redes son coloreables y tienen distinto numero
de vértices blancos que negros. Busca en ellas circuitos hamiltonianos.




A-17 En A-12 y A-16 hay algunas redes coloreables en las que la diferencia entre
el nimero de vértices blancos y negros es exactamente uno. Biscalas y di de
que tipo son.

A-18 Comprueba que las siguientes redes son coloreables y que la diferencia entre
el nimero de vértices blancos y negros es mayor que uno. Busca en ellas cami-
nos hamiltonianos.

A-19 Saca conclusiones a partir de las actividades A-15, A-16, A-17 y A-18. Si no

puedes hacerlo, construye mis redes coloreables, clasificalas e intenta sacar
conclusiones. :

A-20 Con las conclusiones que has obtenido en A-19 completa los siguientes enun-
ciados:

a) Si una red es coloreable y la diferencia entre el nimero de vértices blan-
COS y negros e€s mayor que uno, entonces la red ..... hamiltoniana.

b) Si una red es coloreable y la diferencia entre el nimero de vértices blan-—
COs y negros es exactamente uno, entonces la red ..... circuito hamiltoniano.




c) Si una red es coloreable y el nimero de vértices blancos y negros
entonces no se puede decir nada sobre ella.

A-21 Comprueba si las redes son coloreables y clasificalas.

X 0P P
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Utiliza todos los resultados que has obtenido para resolver las siguientes
actividades.

A-22 Los diagramas siguientes son esquemas planos de los cinco poliedros regulares.
Busca en ellos caminos y circuitos hamiltonianos.




A-23 La red del dibujo representa las calles
de una ciudad. En A tiene su almacén un
repartidor de refrescos. Los demis vér—
tices son los bares a los que ha de lle-
var su mercancia. El recorrido que mas
le interesa es el que pase una sola vez
por cada bar y vuelva al almacén. Buscalo.

A-24 La figura representa el plano de un mu-
seo. Busca un recorrido que pase por
todas las salas una sola vez. <3
<
|




A-25 La figura representa el plano de un 'chalet'. ;Es posible recorrer todas las
hahitaciones sin pasar dos veces por ninguna de ellas, entrando por la puerta

de la calle? Si no es posible, cambia de sitio la puerta de entrada para que
si lo sea.

b
j_L_
|

A-26 La red del dibujo representa seis pueblos unidos por lineas de autobuses.
Los numeros indican los precios de los billetes para ir de pueblo a pueblo.
Busca el circuito mas barato.
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