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1. INTRODUCCION

El estudio de la trigonometria puede convertirse en un proceso memoristico y ru-
tinario, sin ningun sentido ni utilidad para los estudiantes si no se les brindan las
condiciones para que logren una comprension profunda, dindmica y utilitaria de
estos conceptos, sus propiedades y relaciones. Por esta razén, es importante para
los estudiantes que el tema incluya no solo una serie de conceptos y férmulas,
sino también herramientas y estrategias utiles para explorar, relacionar, conjeturar
y demostrar. El software de geometria dindmica (SGD) puede desempeiar un papel
muy importante en este contexto.

En este capitulo presentamos una propuesta de ensefianza de la trigonometria en
Educacion Secundaria (en estos momentos 4.° de ESO y 1.° de Bachillerato). Basa-
mos la propuesta en tres ejes, conceptual (aprendizaje de los conceptos y propieda-
des matemdticos implicados), metodoldgico (uso de SGD como apoyo en un con-
texto de ensefianza por descubrimiento guiado) y formativo (mejorar la habilidad
de demostracion matemadtica mediante el requerimiento a los estudiantes de validar
sus resultados y descubrimientos). En los siguientes parrafos de esta introduccion,
reflexionamos sobre los principales aspectos de cada eje.

Analizando las sugerencias sobre la ensefianza y el aprendizaje de la trigonometria
contenidas en los “Principios y Estandares” (NCTM, 1991, 2003) y en los curriculos
oficiales de la ESO y Bachillerato de la Comunidad Valenciana' (Generalitat Va-
lenciana, 2007, 2008), vemos poca concrecién del enfoque metodolégico propuesto
para la ensefianza de la trigonometria. Tampoco se dan pautas claras sobre el papel
que deben desempeiiar en la ensefianza y aprendizaje de los conceptos trigonométri-
cos sus distintas formas de representacién (numérica, geométrica, algebraica, anali-
tica y funcional). En este contexto, los libros de texto suelen adoptar posiciones tra-
dicionales, centrados en ensefiar conceptos, propiedades importantes y las conocidas
aplicaciones al célculo de elementos de tridngulos o de distancias inaccesibles. En
contadas ocasiones, los libros de texto hacen uso de las posibilidades que ofrecen las
nuevas tecnologias.

Hay numerosas investigaciones que, durante dos décadas, han dado cuenta del fra-
caso o del bajo nivel de los estudiantes en la comprensién y elaboracién de demos-
traciones (Battista y Clements, 1995; Clements y Battista, 1992; Fischbein, 1982;
Godino y Recio, 2001; Harel y Sowder, 1998; Marrades y Gutiérrez, 2000; Martin
y Harel, 1989; Senk, 1985, 1989). En particular, Ibafes y Ortega (1998) realizan un
analisis del tratamiento de la demostracidon matematica en los libros de texto en los

"' Hemos tomado estos curriculos como referencia. Las diferencias entre los contenidos ensefiados en

las diferentes comunidades autonomas son minimas.
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temas dedicados a las razones trigonométricas. Estos autores plantean como una de
sus conclusiones que

... los autores de los textos se preocupan de demostrar los teoremas que enuncian para cumplir con
un tramite obligado y no ser acusados de falta de rigor, pero emplean pocos recursos en hacer com-
prensibles esas demostraciones, en resaltar sus caracteristicas, en detenerse en sus razonamientos, en
reconocer sus técnicas, en destacar sus funciones, y en potenciar su utilizacién (pag. 29).

Como reaccion a esta situacion, en los dltimos afos hay una tendencia general a in-
cluir el aprendizaje de la demostracién en los curriculos de matematicas. En Espa-
fia, el curriculo de 4.° de ESO de la Comunidad Valenciana (Generalitat Valenciana,
2007) afirma que:

... la finalidad de la ensefianza de las Matematicas es no sélo su aplicacién instrumental, sino tam-
bién, el desarrollo de las facultades de razonamiento, de abstraccién y de expresion.

Y el curriculo de 1° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia de la Comunidad Va-
lenciana (Generalitat Valenciana, 2008) afirma que:

Los alumnos deben alcanzar el grado de madurez necesario, en el manejo del lenguaje formal y
de los procesos l6gicos deductivos, que les permitan, por ejemplo, seguir, interpretar, y desarrollar
demostraciones que no sean excesivamente complicadas, plantear conjeturas, analizar procesos 16-
gicos ...

En cuanto a los contenidos matematicos en los que basar la ensefianza y el aprendi-
zaje de la demostracion, no nos podemos limitar a las demostraciones de propieda-
des de los poligonos y andlisis matemadtico, sino que deben plantearse en cualquier
contexto en el que sean pertinentes, como en la ensefianza de la trigonometria.

Las nuevas tecnologias ofrecen herramientas que nos pueden ayudar a definir una
metodologia de ensefianza activa y participativa. E1 SGD existente pone a disposi-
cidn del estudiante un micromundo geométrico en el cual los conceptos trigonomé-
tricos pasan de ser simples dibujos o férmulas a convertirse en “objetos geométri-
cos” que pueden ser construidos y manipulados, de forma que, a través del SGD,
los estudiantes pueden poner en practica sus ideas, explorar, analizar, tomar datos,
formular y comprobar sus conjeturas y elaborar sus demostraciones.

Aunque hay numerosas publicaciones y paginas web interactivas que muestran la
utilidad del SGD para ensefar a los estudiantes a demostrar, son pocas las que se
basan en la ensefianza de trigonometria. Shaffer (2006) presenta un libro de acti-
vidades de introduccidn bdsica a las funciones trigonométricas utilizando el SGD
Sketchpad. Las paginas Geometria Activa (MECD, 2005) y Descartes (MECD,
2001, 2003) presentan interactivamente las definiciones de las razones trigonomé-
tricas, sus principales propiedades y relaciones, como la identidad pitagérica, y
aplicaciones de las razones trigonométricas en diversos contextos. Aunque son pa-
ginas interactivas, en ninguna de ellas se pide a los estudiantes justificar o demos-
trar los resultados presentados.

14900000



2. MARCO DE REFERENCIA

La ensefanza y el aprendizaje de la trigonometria es un campo poco explorado por
los investigadores en didéctica de las matematicas. Brown (2006) ofrece un estudio
que revelé que muchos estudiantes tenian una comprensién incompleta o fragmen-
tada de las tres maneras importantes de ver el seno y el coseno, como coordenadas
de un punto sobre el circulo unidad, como longitudes horizontales y verticales, y
como razones entre lados del tridngulo de referencia. También encontramos algunas
propuestas innovadoras para la ensefianza de la trigonometria dirigidas a profeso-
res de matematicas de ESO y de Bachillerato. Asi, Munné (2002) presenta varias
propuestas para demostrar las formulas trigonométricas de suma o resta de dngulos,
y Gutmann (2003), unas actividades en las que los valores de seno y coseno de la
suma de dos dngulos aparecen ligados a las medidas de segmentos en la circun-
ferencia unidad. También plantea la idea de llamar “lado seno” y “lado coseno” a
los segmentos de circunferencias no unidad. Algunas de estas propuestas han sido
consideradas al disefiar nuestra unidad de ensefianza.

Los conceptos y propiedades trigonométricos se definen, se conectan, se represen-
tan y se demuestran de diversas formas, involucrando conocimientos numéricos,
geométricos, métricos, algebraicos y analiticos, por lo que se necesita de un tra-
tamiento did4ctico que permita que los estudiantes vean las conexiones entre con-
ceptos, procesos y relaciones mediante las diferentes formas de representacion que
menciondbamos con anterioridad.

En los “Principios y Estandares” de NCTM (2003) se sefala que las diferentes re-
presentaciones pueden ayudar a los estudiantes a organizar su pensamiento, a hacer
las ideas matematicas mas concretas y asequibles a la reflexién. También se sugiere
que los ordenadores amplian el conjunto de representaciones con las que pueden
trabajar.

Teniendo en cuenta las ideas anteriores, en la unidad de ensefianza que presentamos
a continuacién hemos disefiado las actividades con un enfoque geométrico apoyado
en SGD para favorecer, inicialmente, conexiones entre procesos, representaciones
y procedimientos métricos, numéricos y geométricos y, posteriormente, ampliar las
conexiones al plano coordenado favoreciendo procesos, representaciones y proce-
dimientos algebraicos y analiticos.

Un objetivo de esta unidad de ensefianza es favorecer el aprendizaje de la demos-
tracion. Consideramos el concepto de demostracion desde una perspectiva amplia,
como un proceso que incluye todos los intentos hechos por los estudiantes de ex-
plicar, verificar o justificar la veracidad de una afirmacién matemadtica para conven-
cerse a si mismo, a otros estudiantes o al profesor. En este contexto, los profesores,
ademds de evaluar el progreso de sus alumnos en el aprendizaje de conceptos y
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propiedades trigonométricos, deben evaluar su progreso en el aprendizaje de las
habilidades de demostracion.

Marrades y Gutiérrez (2000), apoyados en los trabajos de otros investigadores como
Balacheff (1988), Bell (1976) y Harel y Sowder (1998), proponen una estructura de
tipos de demostraciones ttil para analizar, organizar y describir las demostraciones
elaboradas por los estudiantes. Presentamos aqui solo los elementos centrales de
esta propuesta, que son suficientes para que los profesores de Secundaria puedan
evaluar el progreso de sus alumnos.

Los autores mencionados distinguen dos clases bésicas de demostraciones:

Demostraciones empiricas, caracterizadas por el uso de ejemplos como principal
(puede ser el tnico) elemento de conviccion. Primero, los estudiantes descubren
las conjeturas y aceptan su veracidad cuando han observado regularidades en uno
o mds ejemplos. Posteriormente, usan los propios ejemplos para demostrar la
veracidad de la conjetura.

Demostraciones deductivas, caracterizadas por el uso de deducciones abstractas
para conectar datos con conclusiones. Estas demostraciones estdn descontextua-
lizadas de los ejemplos que hayan podido usarse en la fase inicial de resolucion,
se basan en los datos del problema y en propiedades genéricas, operaciones men-
tales y deducciones logicas. Es importante diferenciar entre las demostraciones
deductivas informales, muy apoyadas en los ejemplos y con frecuente uso de la
visualizacion, y las demostraciones deductivas formales, més abstractas, detalla-
das y simbdlicas.

A continuacién, mostramos ejemplos de demostraciones de ambos tipos producidas
por estudiantes que participaron en una investigacion experimental® para el disefio
de esta unidad de ensefianza.

Ejemplo 1. Actividad 1.2.4 [los
alumnos abren un archivo de Cabri
con la construccion de la figura 1]:
Mide el angulo A y calcula sus ra-
zones trigonométricas. Mide el dngu-
lo B y calcula sus razones trigonomé-
tricas.

(Qué relacion existe entre las medi-
das de los dngulos A y B? Justifica
por qué es verdadera tu respuesta. Figura 1.

C

2 Estudiantes de 10.° grado (14-16 afios) de tres centros de Educacién Secundaria del departamento
de Santander (Colombia).
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Un grupo de estudiantes tom¢ varios valores de los dngulos A y B y completd con
ellos una tabla. Después escribi6 la siguiente conjetura: La suma de las medidas
de los dngulos A con el dngulo B va a dar como resultado el dngulo C. Esta es la
interaccidn posterior con el investigador:

Investigador Estudiantes

(1) El dngulo C, que mide... ;cudnto? | (2) 90°.

(3) ;Y eso es para todo tridngulo?

j 4) Y 1
;Siempre se cumple? (4) Yo creo que si

(6) Porque se estd utilizando diferentes medidas,

5) ¢ Por qué? . ..

(9) ¢ 4 entonces da diferentes tridngulos.

(7) Bueno. Entonces, ;como (8) Porque tenemos varias medidas acd en
comprobarias o c6mo esta tabla [sefala la tabla de valores],
Jjustificarias que efectivamente y si las sumamos, siempre nos va a dar 90°,
esa suma da 90°? cualquiera de las dos que tomemos.

(9) ;Y eso es suficiente para

Justificarlo? (10) St

La conjetura dada por el grupo estaba apoyada solamente en el uso del conjunto
de datos agrupados en la tabla de Cabri, tomados sin ningun criterio. Las justifi-
caciones dadas en (6) y (8) estaban basadas solamente en esos datos observados
en la tabla. Para finalizar, el grupo afirmé que esta explicacion si es suficiente para
justificar su conjetura. Se trata de un ejemplo de razonamiento empirico muy basi-
co. Una finalidad de la ensefianza de las matemaéticas en ESO debe ser mejorar este
tipo de razonamientos para aproximarlo a los razonamientos deductivos abstractos
informales. El siguiente ejemplo muestra un razonamiento que, siendo también em-
pirico, es bastante diferente del anterior.

Ejemplo 2. Actividad 2.4.2: ;Qué relacion hay entre cos A 'y cos(—A)? Escribe
una conjetura, justificala y describe todo lo que pensaste e hiciste para resolver la
actividad.

Un grupo de estudiantes resolvié esta actividad con la ayuda de una construccion de
Cabri en la que aparecen los angulos A y —A. Después de la resolucion, tuvo lugar
el siguiente didlogo con el investigador:

Investigador Estudiantes

(1) ;Como son coseno de A'y

coseno de —A? (2) Iguales.

00000152



(4) Porque el coseno de A es x sobre el radio,
entonces, al depender de x, las dos tienen el mismo
valor de x, y x siempre va a ser positivo, x positivo

(3) lguales. ; Como para este [sefala la coordenada x del dngulo A en

argumentarias . .
L el primer cuadrante], como para este [senala la
matemdticamente eso? )
. coordenada x del dngulo —A en el cuarto cuadrante],
¢ Por qué?

y como el radio siempre va a ser positivo, tienen la
misma distancia y el mismo dngulo [sefiala los lados
de los tridngulos que forman los dngulo A y —A].

(5) Si, pero ahi estds mirando
un dngulo particular A en el
primer cuadrante. ;Sucede (6) Si [mueve el punto P hacia el segundo cuadrante].
lo mismo si el dngulo estd en
cualquier otro cuadrante?

7) {Qué hi, .
(7) ;giffj[e? :;;al;z? b (8) Son negativos.
(9) ;Y entonces? (10) Porque... es que estdn dependiendo de la misma x.
(12) Como dependen de la misma x, como dependen solo
de x y no de y, entonces las dos x, como el tridngulo
(11) ;Ah! se pinta hacia x [sefala los tridngulos congruentes
/ .

que se forman entre las semirrectas de los dngulos
Ay -A, el eje x y la perpendicular por P al eje x],
siempre la x de A y —A va a ser la misma.

El grupo de estudiantes utilizé un ejemplo de un dngulo A ubicado inicialmente en
el primer cuadrante. Consideraban A como un dngulo genérico, pues no tuvieron en
cuenta el valor del 4ngulo en la pantalla, sino las propiedades observadas en él. Con
esta primera exploracion del ejemplo aseguraron que cos (A) y cos (—A) son iguales
porque en ese caso la x y el radio son siempre positivos. Posteriormente, debido a
la intervencion del investigador, verificaron que la relacion también es verdadera en
otro cuadrante y utilizaron propiedades generales para su justificacion.

Ejemplo 3. Actividad 2.4.5: Busca relaciones entre los valores de las razones tri-
gonométricas para los dngulos o0y 180° = o, siendo o cualquier dngulo positivo
o negativo entre 0° y +360°. Demuestra las relaciones que encuentres utilizando
propiedades matematicas. En particular, ;es verdad que sec (180 + o) = —sec (a1)?

Los estudiantes disponian de una construccion de Cabri para explorar las relaciones
planteadas. Después de hacer en su libreta un dibujo (figura 2a) que reproducia par-
te de la figura que tenifan en la pantalla (figura 2b), escribieron:
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Figura 2a. Figura 2b.
r— + r— +
sec(]80+0c)=7_>_ sec 0=~ o
sec (180 + o) = —sec o — Dado que el tridangulo referencial de © = (180 + o)
—sec (180 + @) = sec o, es 0, por lo que tienen las mismas coordenadas,

dado que el lado terminal de 0 es la prolongacion
del lado terminal de o, en el I cuadran|te] sec o.

es positiva, pero en el tercer cuadrante es negativa,
pero el radio ya que es una longitud en todos

los cuadrantes es positivo, esto también se puede ver
en los vectores.

|sec (180 + a)| = sec o

Aunque los estudiantes habian estado viendo en el ordenador medidas especificas
de dngulos, dibujaron un dngulo agudo o genérico, sin ninguna amplitud numérica
especifica, y el correspondiente dngulo /80 + o.. También dibujaron, en la parte de
la derecha, los “lados secantes” de los dos dngulos. Después, utilizaron la definicion
de secante y la regla de los signos para determinar el resultado, y escribieron una
demostracion verbal en la que utilizaron deducciones abstractas 16gicas derivadas
de la construccion y de los datos del problema. Finalmente, afiadieron una referen-
cia a los vectores de los “lados secantes” para confirmar que la igualdad también es
cierta porque ‘“‘se puede ver”.

Esta demostracion es claramente deductiva informal, muy ligada a la figura di-
bujada (referencia al primer cuadrante) y a los ejemplos previos (referencia a los
vectores).
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3. UNA UNIDAD DE ENSENANZA DE LA TRIGONOMETRIA EN EDUCACION SECUNDARIA

La unidad de ensefianza que presentamos a continuacién se centra en los conteni-
dos de trigonometria usualmente ensefiados en los actuales curriculos espafioles de
4.° de ESO y 1.° de Bachillerato. Tiene dos objetivos centrales: la comprension y
aprendizaje de los contenidos matematicos, y la iniciacion de los estudiantes a la
demostracion deductiva matematica.

La principal caracteristica metodolédgica de esta unidad de ensefianza es que pro-
pone una ensefianza por descubrimiento guiado basada en el uso de SGD. Las
manipulaciones hechas con el SGD deben ayudar a los estudiantes a experimentar
y a ver regularidades y diferencias entre multiples ejemplos para, a continuacion,
formular conjeturas y demostrar su validez por los medios empiricos o deducti-
vos adecuados. Ademds, aunque no se mencione explicitamente en el texto de
las actividades, al final de cada bloque de actividades relacionadas, el profesor
propondra hacer una puesta en comun del grupo en la que algunos estudiantes
presenten sus soluciones (a veces correctas, otras incorrectas) para su discusion
por los compaiieros.

Los curriculos oficiales de ESO y de Bachillerato fijan la ensefianza de la trigono-
metria en 4.° de ESO y 1.° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. Hemos toma-
do como referencia los curriculos oficiales y los libros de texto de la Comunidad
Valenciana, pero creemos que las diferencias con los contenidos ensefiados en otras
comunidades auténomas son minimas. Los libros de texto que hemos consultado
incluyen los siguientes conceptos, propiedades y tipos de problemas:

En Matematicas de 4.° de ESO (opcidn B), los libros de texto incluyen:

Definiciones y calculo de las razones seno, coseno y tangente en un tridngulo rectangulo.
Los valores de las razones trigonométricas dependen de los dngulos, pero no de los lados del
tridngulo.
Representacion grafica de las razones trigonométricas en el primer cuadrante de una circun-
ferencia.
Identidades trigonométricas fundamentales:
tg o= sen o/ cos o, (sen o)’ + (cos o)* =1
Célculo de las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°.
Resolucién de tridngulos rectdngulos conociendo dos lados, o un lado y un angulo.

Representacion y calculo de las razones trigonométricas de dngulos cualesquiera en la circun-
ferencia goniométrica (o trigonométrica). Signos de las razones en cada cuadrante.

Angulos negativos y de mas de 360°.

Relacion entre las razones de dngulos complementarios, suplementarios y opuestos.
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El contexto de este tema en 4.° de ESO es generalmente de justificaciones informa-
les, aunque también hay algunas demostraciones formales sencillas de propiedades
o relaciones. Las figuras estan siempre presentes y se utilizan ejemplos numéricos
como apoyo a las explicaciones tedricas y para mostrar la forma de resolver los
tipos de problemas.

En Matematicas I (modalidad de Ciencias y Tecnologia), los libros de texto inclu-
yen:

Definiciones y célculo de las seis razones trigonométricas.

Cilculo de las razones trigonométricas mediante las coordenadas de los puntos de la circunfe-
rencia trigonomeétrica.

Signos y valores de las razones trigonométricas en los cuatro cuadrantes.

Identidades trigonométricas:
sen’ o+ cos?’ ou=1, 1+ cotg’ oL = cosec® o, tg° o+ 1 =sec’ o

Relaciones entre las razones trigonométricas de: oy 180° — o,
oy 180°+a, ay-a, oy90°-a.

Razones trigonométricas de la suma y de la diferencia de dos dngulos, del dngulo doble y del
dngulo mitad.

Resolucion de ecuaciones trigonométricas y de sistemas de ecuaciones.

El teorema de los senos. El teorema del coseno. Aplicaciones al cdlculo de dreas de tridngulos
y a la resolucién de tridngulos cualesquiera.

El contexto de este tema en 1.° de Bachillerato es mayoritariamente formal, con de-
mostraciones formales de todas las relaciones estudiadas. Las figuras estan siempre
presentes como apoyo a los argumentos deductivos tedricos.

Aunque el tema que nos ocupa se ensefia en 4.° de ESO y en 1.° de Bachillerato,
lo presentamos como una unidad continua, dejando a cada profesor la decision de
qué partes usar o dejar, dependiendo de su situacion especifica, la programacién
de su centro, etc. Los contenidos que hemos abordado en la unidad de ensefianza
coinciden ampliamente con los de los actuales libros de texto espafioles de estos
cursos. En el CD que acompana a este libro se incluye un mapa conceptual que
presenta, de manera global, los conceptos, propiedades y aplicaciones que hemos
considerados mds importantes y necesarios para la enseflanza y el aprendizaje de
las razones trigonométricas y que hemos tenido en cuenta en el disefio de la unidad
de ensefanza. Las aplicaciones de las razones trigonométricas (extremo derecho
del mapa) no se han utilizado en la unidad de ensefianza porque, en muchos casos,
se trata de ejercicios que se pueden realizar en un ambiente de actividad real mejor
que en un ordenador o dibujados en el papel.
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Para construir los archivos de SGD que usan los estudiantes al realizar las activi-
dades, hemos adoptado el modelo de representacion grafica de las razones trigono-
métricas propuesto en Gutmann (2003). La circunferencia unidad (radio 1 cm) se
ve demasiado pequeiia en la pantalla, por lo que hemos usado una circunferencia
de radio mayor. En este modelo cada razén trigonométrica esta representada por un
vector (figura 3), de forma que:

La longitud del vector es igual al valor absoluto del producto del radio de la cir-
cunferencia por la razén trigonométrica representada.

El sentido del vector determina el signo de la razén trigonométrica. Una razon tri-
gonométrica es positiva cuando su vector apunta hacia la derecha, hacia arriba
o0 hacia el exterior (tiene su origen en el centro de la circunferencia) y negativa
cuando apunta hacia la izquierda, hacia abajo o hacia el interior (tiene su termi-
nacion en el centro de la circunferencia).

E rectgh F -

rach

Figura 3. Representacion de los lados trigonométricos en el 1.y 2.° cuadrantes.

Por convenio, llamamos lados trigonométricos _
del dngulo © a los vectores que representan a b/
sus razones trigonométricas. Por ejemplo, el lado -y (

sen O es el vector AB (azul): lado sen ® =rsen . =~

Los lados trigonométricos no solo estan definidos
para 4ngulos situados en posicién normal (empe- ' /
zando en el eje OX), sino para los dngulos en cual-
quier posicion (figura 4). Esto es necesario para la
demostracion de algunos teoremas, por ejemplo el
seno de la suma de dos dngulos.

b——
—— |
g

A

Figura 4. “Lados trigonométricos” para un dngulo en ,
posicién no normal. T
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En las experimentaciones que hemos realizado usamos Cabri II, pero no resulta di-
ficil adaptar a otros programas (Geogebra, Sketchpad, Regla y Compéds, etc.) estas
figuras. En el CD que acompaiia al libro incluimos los archivos de las actividades
para Cabri Il y para GeoGebra. Para facilitar la lectura, hemos incluido, junto al
texto de algunas actividades, figuras, mostrando las pantallas de los archivos corres-
pondientes, pero dichas figuras no forman parte de las actividades que reciben los
estudiantes, ya que las ven en el ordenador.

El resto del capitulo estd dedicado a presentar, de forma resumida, la unidad de
ensefianza que hemos elaborado. Se trata de un recorrido por sus objetivos y ac-
tividades a vista de pdjaro, pues la extension de las actividades reales impiden in-
cluirlas aqui. Hemos obviado actividades similares que, por ejemplo, estudian una
propiedad sobre las diferentes razones trigonométricas, o sobre diferentes dngulos.
Por este motivo, se pueden notar saltos en la numeracién de las actividades. En el
CD que acompaia al libro ofrecemos la version completa de las actividades, que
puede llevarse directamente a las aulas.

UNIDAD DE ENSENANZA DE LA TRIGONOMETRIA

ACTIVIDAD 1: INTRODUCCION DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS
Actividad 1.1: Calculo de elementos de un triangulo rectangulo

Notas: 1. Las actividades 1.1.1 a 1.1.4 se resuelven sin usar el SGD.

ii. Los estudiantes deben aceptar que dos tridngulos rectdngulos son dife-
rentes cuando alguno de los lados o dngulos de un tridngulo no mide lo
mismo que el lado o dngulo correspondiente del otro tridngulo.

1.1.1. Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 8§ cm y 10 cm. ;Cudnto mide
su hipotenusa? ;Cudnto miden sus dngulos? ;Existen otros tridngulos rectan-
gulos diferentes cuyos catetos midan 8 cm y 10 cm? Justifica tus respuestas.

1.1.3. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide el doble que uno de los cate-
tos. (Cuénto mide el otro cateto? ;Cuanto miden los dngulos de este tridngu-
lo? (Existen otros tridngulos rectangulos diferentes cuya hipotenusa mida el
doble que uno de los catetos? Justifica tus respuestas.

1.1.4. Un dngulo de un tridngulo rectdngulo mide 35°. ;Cudnto miden los otros 4n-
gulos de este tridngulo? ; Cuanto miden sus catetos y su hipotenusa? ;Existen
otros tridngulos rectdngulos diferentes, con un dngulo de 35° y cuyos dngu-
los tengan también medidas diferentes? Justifica tus respuestas.
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1.1.5. La base de un tridngulo isésceles mide

B
8 cm y sus dngulos iguales miden 40°
(figura 5). Calcula el drea de este tridn-
gulo. Justifica tu respuesta.
1.1.6. Resuelve con Cabri los problemas an- AR P
teriores. Compara las soluciones que
. . e A 8cm C
habias obtenido inicialmente con las
Figura 5.

obtenidas al usar Cabri y escribe tus
conclusiones.

La actividad 1.1 presenta a los estudiantes problemas que no tienen solucion, pues
los valores de longitudes o dngulos no se pueden calcular de forma exacta sin usar
trigonometria. Una conclusién importante de la actividad 1.1 es que, cuando entre
los datos hay una longitud especifica de un lado, la solucion es tnica, pero, cuando
los datos incluyen relaciones entre lados o medidas de dngulos, hay infinidad de
soluciones diferentes. Esta conclusién puede que pase desapercibida a los estudian-
tes al resolver los ejercicios en papel, pero la notardn muy facilmente cuando los
resuelvan con el SGD.

Actividad 1.2: Razones entre las longitudes de los lados de un triangulo rec-
tangulo (I)

1.2.1. Abre el archivo ACT.1.2.1 (figura
6) y calcula las razones entre cada
par de lados del tridangulo ABC.
Nombra cada razén con su respec- AB=7.18 cm
tivo cociente entre dos lados del
triangulo, por ejemplo BC/AC.

BCIAC= 0,44

greeehmmmemnannan.

A=2367 "
A AC=0.58 cm

(z]
=1

— Gira la recta m. ;Qué sucede
con los valores de las razones Figura 6.
cuando el dngulo A varia entre 0° y 90°? Escribe una conjetura. Justifica
por qué es verdadera tu respuesta.

— Mueve el punto C. ;Qué sucede con los valores de las razones cuando el
tridngulo cambia de tamafio? Escribe una conjetura. Justifica por qué es
verdadera tu respuesta.

1.2.2. Continuda con el archivo ACT.1.2.1 de la actividad anterior.

— Gira la recta m. {Qué valores toma cada razén entre los lados a medida
que el dngulo A varia desde 0° hasta 90°? Justifica por qué es verdadera
tu respuesta.

— Escribe en tu hoja de trabajo todo lo que pensaste e hiciste para encontrar
tu respuesta y para justificarla.
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1.2.3. Definicién de las razones trigonométricas sen A, cos A 'y tg A. En esta acti-
vidad, el profesor hace una sintesis de las actividades 1.1.1 a 1.2.2 en la que
identifica las tres razones trigonométricas basicas del dngulo A, les da nom-
bres y ensefia a los estudiantes a calcularlas con el SGD.

1.2.4. Abre el archivo ACT.1.2.4 (figu-
ra 7). Mide el angulo A y calcu-
la sus razones trigonométricas.
Mide el angulo B y calcula sus
razones trigonométricas.

— Como resumen de las res-
puestas anteriores, completa
estas igualdades:

senA=____(90°-A)
cosA=____(90°-A) Figura 7.

1.2.6. Planteamos de nuevo a los estudiantes los problemas de la actividad 1.1, para
que ahora los resuelvan de forma exacta usando las razones trigonométricas.

Actividad 1.3: Sintesis final

1.3.1. Completa los huecos (celdas y conexiones) del mapa conceptual, en el que se
relacionan todas las definiciones y propiedades de las razones trigonométri-
cas que has aprendido hasta ahora.

En la actividad 1.2 se introducen las razones seno, coseno y tangente. El objetivo
de la actividad es introducir a los estudiantes al uso de las razones trigonométricas
a través de la exploracion de las medidas de los lados y de los dngulos de tridngu-
los rectangulos. Esta actividad esta disefiada para 4.° de ESO, por lo que solo se
mencionan las tres razones bdsicas. Los profesores de Bachillerato que quieran
utilizarla para introducir las seis razones solo tienen que hacer que, en 1.2.1, sus
alumnos calculen las seis razones posibles entre los lados del tridngulo para que, en
1.2.3, se puedan definir las seis razones trigonométricas. La actividad 1.2.4 es im-
portante porque, en la practica, se encuentran situaciones en las que es conveniente
0 necesario combinar razones trigonométricas de ambos angulos del tridngulo para
obtener la solucidn.

En la actividad 1 cabe esperar que las justificaciones iniciales de los estudiantes
sean empiricas basadas en los datos que se ven en la pantalla del ordenador, por
ejemplo, que sen A = cos (90° — A) porque siempre coinciden sus valores. Esta
evidencia es tan clara que, para los estudiantes, es suficiente para darles la certeza
absoluta de que las relaciones son siempre ciertas, por lo que pedirles que, ade-
mads, hagan demostraciones abstractas, les bloqueard con toda seguridad, ya que
no entenderén la necesidad de hacer esas demostraciones. El profesor debe asumir,
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con sus alumnos, que la evidencia de la pantalla basta para estar seguros de que
las igualdades son ciertas, pero puede guiarles hacia las justificaciones deductivas
plantedndoles la cuestion de averiguar por qué son ciertas las igualdades. Esta pre-
gunta acepta la veracidad de las igualdades, por lo que no producira bloqueo y, de
esta manera, el profesor puede lograr que los estudiantes se den cuenta de por qué
son ciertas las igualdades, por ejemplo, que sen A = cos B porque el cateto opuesto
a A es el cateto contiguo a B.

Las ultimas partes de la actividad 1.2 permiten a los estudiantes darse cuenta de que
las razones trigonométricas son una herramienta interesante que les permite resol-
ver problemas cuando el teorema de Pitdgoras no es suficiente.

La actividad 1 termina pidiendo a los estudiantes completar el mapa conceptual
de 1.3.1 (incluido en el CD). En el mapa no aparece ningtin concepto, propiedad o
relacién nuevos, pues su objetivo es servir de resumen de lo estudiado hasta el mo-
mento. En las siguientes actividades presentaremos otros mapas conceptuales con
el mismo objetivo. En el CD incluimos los mapas incompletos que deben usar los
estudiantes y los mapas completos como referencia para el profesor.

ACTIVIDAD 2: LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LA CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA

Actividad 2.1: Razones entre las longitudes de los lados de un triangulo rec-

tangulo (II)

2.1.1. Abre el archivo ACT.1.2.1. En la actividad 1 calculaste varias razones entre
pares de lados del tridngulo ABC. Calcula ahora todas las razones posibles
entre los lados del tridngulo. Nombra cada razén con su respectivo cociente
entre dos lados del triangulo, por ejemplo, BC/AC.

2.1.2. Definicion de las razones trigonométricas sec A, cosec A 'y cotg A. En esta
actividad, el profesor hace una sintesis de las actividades 1.2.3 y 2.1.1 en la
que identifica las seis razones trigonométricas del dngulo A, les da nombres a
las nuevas razones y ensefia a los estudiantes a calcularlas con el SGD.

Actividad 2.2: Introduccion de la circunferencia goniométrica
2.2.1. Abre el archivo ACT.2.2.1 (figura 8). o> 1 -

cos {a) = 2/
Mueve el punto P alrededor de la cir-  wotr=v/x= 400 /300 =133
cunferencia y observa como varian
sus coordenadas, las longitudes de
los lados del tridngulo APD y el valor

del angulo o.

Habras observado que el centro de la
circunferencia por la que se mueve el Figura 8.
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punto P es el origen de coordenadas (0, 0) y que las longitudes de los catetos
del tridngulo APD coinciden con las coordenadas del punto P. Entonces, po-
demos usar las coordenadas de P para calcular las razones trigonométricas de
cualquier dngulo o entre 0°y 360°.

2.2.2. Contintda con el archivo ACT.2.2.1 de la actividad anterior y completa la
informacion de la pantalla para calcular las seis razones trigonométricas del
angulo o.

Para cada pregunta, escribe una conjetura y demuestra que es verdadera:

— ¢ Qué valores toman las seis razones trigonométricas a medida que varia
el angulo a?

— ¢(Qué valores toman las seis razones trigonométricas a medida que varia
el radio r?

La actividad 2.1 estd planteada para que los estudiantes de 1.° de Bachillerato apren-
dan las seis razones trigonométricas, por lo que los profesores de 4.° de ESO pueden
saltarla. En cuanto a la actividad 2.2, su objetivo es introducir la circunferencia go-
niométrica y el calculo de las razones trigonométricas de cualquier dngulo entre 0°
y 360°. Los estudiantes de 4.° de ESO pueden resolver la actividad 2 ignorando las
razones secante, cosecante y cotangente.

Actividad 2.3: Propiedades de las razones de un angulo cualquiera

2.3.1. Contintia con el archivo ACT.2.2.1 de la actividad anterior y analiza los sig-
nos de las razones trigonométricas en cada uno de los cuatro cuadrantes del
plano cartesiano. Completa cada circulo (figura 9) marcando con + o — sus
cuadrantes. Demuestra que tus respuestas son correctas.

-\
-/tgoc

sen o

(1

L/ \L/

(Y (D
NN
(Y (D

sec O cosec O cotg o

Figura 9.
2.3.4. ; Qué ocurre cuando el dngulo o es igual a 0°, 90°, 180°, 270° y 360°?
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El comportamiento de los diferentes programas de geometria dindmica al represen-
tar las medidas de dngulos es variado, pero suelen presentar problemas para medir
angulos negativos. En las actividades con esta problematica, profesor y estudiantes
deberian buscar algiin procedimiento cémodo e intuitivo para diferenciar los dngu-
los positivos de los negativos, por ejemplo usando colores diferentes o teniendo en
cuenta el sentido en que se estd girando el punto P.

Actividad 2.4: Propiedades de las razones de angulos relacionados

En cada una de las actividades siguientes, escribe una conjetura, justificala y descri-
be todo lo que pensaste e hiciste para resolver la actividad.

2.4.1. ;Qué relacion hay entre sen oLy sen —o.? el e

2.4.4. Abre el archivo ACT.2.4.43 (figura 10). Bus- ' _
ca relaciones entre los valores de las razones ~ / /’
trigonométricas para los dngulos o, o —90° / ,
y 90° — o, siendo o cualquier angulo positivo | -x/,.g.,

o negativo entre 0° y +360°. Demuestra las | \;’
relaciones que encuentres utilizando propie-
dades matematicas. b 4

2.4.5. Abre el archivo ACT.2.4.5. Busca relaciones :
entre los valores de las razones trigonométri-
cas para los dngulos o y 180° + o, siendo o Figura 10.
cualquier dngulo positivo o negativo entre 0° y £360°. Demuestra las relacio-
nes que encuentres utilizando propiedades matematicas.

En la actividad 2.4 se plantean diversas relaciones entre las razones trigonométri-
cas de un dngulo o y otros dngulos relacionados con este. No pretendemos ser ex-
haustivos enunciando todas las posibles relaciones, ni creemos que sea necesario
plantear a los estudiantes todas ellas. En la préctica, la solucién de estos proble-
mas pasa por identificar tridngulos congruentes en la circunferencia goniométrica
y verificar los signos de las razones segun los cuadrantes. Algunos estudiantes
se dardn cuenta en poco tiempo de esta estrategia general, mientras que otros
estudiantes tardardn en relacionar unos casos con otros y resolverdn cada nuevo
problema como si fuera el primero.

Actividad 2.5: Calculo de razones trigonométricas y resolucion de triangulos

2.5.1. Encuentra los valores de las otras razones trigonométricas del dngulo o si se

sabe que cos oL = _5—4 y tg o es positiva. ;Cudnto vale el dangulo a? Justifica
tu respuesta.

* Los programas de geometria dindmica suelen manejar incorrectamente los dngulos, que a veces
saltan de una parte de la circunferencia a la otra sin pretenderlo el usuario.
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7,
5

2.5.5. Abre el archivo ACT.2.5.5 (figura 11). Estamos junto a un rio, y en la orilla
opuesta hay un arbol. Nos interesa averiguar la anchura del rio y la altura
del arbol. Para ello, desde un punto P, en la orilla del rio enfrente del drbol,
medimos el angulo
que forman la hori-
zontal (el suelo) y
la visual a la parte
mas alta del arbol.
A continuacion, nos
separamos del rio
20 m, hasta otro
punto P, de forma ;;
que P, P,y el ar-
bol estén alineados.
Volvemos a medir el 4ngulo que forman la horizontal (el suelo) y la visual
a la parte mads alta del arbol. ;Cudnto mide de alto el arbol? ;Cudnto mide
de ancho el rio?

2.5.3. ;Qué significa que cos 135° =—

Distancia = 20,00 m.

Figura 11.

En las actividades de 2.4.1 a2.4.3 y en 2.5 se les deja libertad a los estudiantes para
que usen o no el ordenador. El profesor, al ver como resuelven las actividades, pue-
de decidir sugerirles que utilicen el SGD como apoyo visual.

Cuando los estudiantes menos avanzados hagan demostraciones empiricas basadas
solo en los valores numéricos de la pantalla, el profesor debe inducirles a bus-
car justificaciones basadas en las propiedades de los tridngulos congruentes que se
forman. Ademas, el profesor debe inducir a los estudiantes a no conformarse con
observar los dngulos del primer cuadrante, sino analizar las particularidades de los
cuatro cuadrantes y sacar conclusiones generales.

La actividad 2.5.5 propone uno de los multiples problemas habituales en los libros
de texto de aplicacion de las razones trigonométricas. El archivo de SGD que pro-
ponemos usar tiene la finalidad de ayudar a los estudiantes a conectar el contexto
geométrico de la circunferencia goniométrica y el contexto “realista” del enunciado
del problema.

ACTIVIDAD 3: REPRESENTACIONES LINEALES DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS EN LA
CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA

Actividad 3.1: Razones entre las longitudes de los lados de un triangulo rectingulo

3.1.1. Abre el archivo ACT.3.1.1 (figura 12). Mueve suavemente el punto P so-
bre la circunferencia hasta completar una vuelta y observa con atencion los
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vectores. Estos vectores representan a las % e .

razones trigonométricas y los llamaremos J\
“lados trigonométricos”: =T

Lado seno: El vector AB (azul oscuro), I o
lado seno =r sen o. . 1< —ld

Etc. ) / -
3.1.2. Abre el archivo ACT.3.1.1. Podemos de-

mostrar que el lado tangente (segmento /
CD o D'C") esta relacionado con 7g oi: CD €
(oD'C")=rtgo. Figura 12.
En efecto, el tridngulo OCD (o OC'D") £ 0
es semejante al tridngulo OAB, luego: U ‘ZT ) A
CD/OC = AB/OA = tg a. Por tanto, CD = -~ |
=0C1tg o=rtgo (sehace el mismo ra- Ko, N\ e
zonamiento con OC'D"). L AP B

Comprueba en el ordenador que este ar- | W A Sde-
gumento es valido para los dngulos de los = '
cuatro cuadrantes (excepto cuando o vale .

0° 6 180° pues estos angulos no tienen

V- St G
=]

tangente).
3.1.3. Abre el archivo ACT.3.1.3 (figura 13).
Aunque hasta ahora siempre hemos re- =%

presentado los dngulos de la circunferen- Figura 13.

cia goniométrica apoyados en el eje OX, también podemos utilizar 4ngulos
apoyados en otras semirrectas, como en la figura (figura 13). En este caso,
también podemos definir y dibujar los lados trigonométricos del dngulo, sin
importar la posicién en que esté. Graficamente, es como si crediramos unos
nuevos ejes de coordenadas girados respecto de los ordinarios (figura).

En la actividad 3.1.1 se introduce la representacion grafica usual de las seis razones
trigonométricas como segmentos sobre la circunferencia. En los libros de texto se
representan los segmentos tangente, cotangente, secante y cosecante solo en los
cuadrantes primero y cuarto, pero didacticamente es mejor representarlos en todos
los cuadrantes, pues los estudiantes ven que siempre se forma la misma estructura
y, por tanto, les resulta mas facil entender las relaciones entre un dngulo y sus seg-
mentos trigonométricos.

La utilizacion de vectores en vez de meros segmentos para representar las razones
es un recurso diddctico que facilita a los estudiantes la identificacion de los signos
de las razones trigonométricas en cada cuadrante y les ayuda a encontrar las rela-
ciones correctas entre razones.
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La actividad 3.1.2 presenta a los estudiantes la demostracién de que la longitud
del lado tangente de o es igual a r g o, como ejemplo de la forma de realizar las
demostraciones de estas igualdades para las seis razones trigonométricas. La mani-
pulacién de la figura en el ordenador les ayudard a entender la demostracion dada y
a encontrar las correspondientes a las otras razones.

La actividad 3.1.3 plantea la posibilidad de que los dngulos no tengan un lado en el
semieje OX. Esta actividad es la base para poder plantear las demostraciones de las
relaciones que se estudiardn en las actividades 5 y 6.

Actividad 3.2: Propiedades de las razones de angulos relacionados

3.2.1. Abre los archivos ACT.2.4.4 y ACT.2.4.5. En la actividad 2.4 demostraste
diversas relaciones entre las razones trigonométricas de un dngulo o y los
angulo — o, 180° £ o, 90° — o0 'y o — 90°. Afiade a las figuras de los archivos
los segmentos trigonométricos. Demuestra de nuevo esas relaciones entre ra-
zones trigonométricas pero ahora utilizando en las demostraciones los seg-
mentos trigonométricos correspondientes.

ACTIVIDAD 4: IDENTIDADES PITAGORICAS

Objetivos de aprendizaje:

Analizar, comprender y demostrar la identidad pitagdrica fundamental a través
de la exploracién y visualizacion de la demostracion en un diagrama dindmico.

Demostrar las otras identidades pitagdricas a partir de la visualizacion y andlisis
de la identidad pitagérica fundamental.

Comprender las relaciones geométricas y analiticas de las identidades pitagdricas
para que sirvan como ayuda en la visualizacién y demostracion de otras identi-
dades trigonométricas.

Actividad 4.1: La identidad pitagorica fundamental

4.1.1. Abre el archivo ACT.4.1.1 (figura 14). Explora -
la construccion y analiza las relaciones de los =
elementos del diagrama dindmico. ;Qué rela- |
cion existe entre r, rcos 0 'y rsen 6?7 Demuestra ‘ \
las relaciones que encuentres utilizando pro- __ o
piedades matemadticas. \ | e

N o

Escribe en tu hoja de trabajo una conjetura de
lo encontrado. Describe todo lo que pensaste e
hiciste para plantear tu conjetura y para demos- ©
trarla. Figura 14.
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Actividad 4.2: Otras identidades pitagoricas

4.2.1. Abre el archivo ACT.4.1.1. ;Qué relacién existe entre 7, rtg 0y rsec 67 Com-
pleta la figura, explora la construccion y analiza las relaciones de los elemen-
tos del diagrama dindmico. Demuestra la relacion que encuentres utilizando
propiedades matematicas.

Actividad 4.3: Sintesis final

4.3.1. Realiza un mapa conceptual en el que se vean las relaciones entre las de-
finiciones y propiedades de las razones trigonométricas estudiadas en esta
actividad (incluye las representaciones geométricas de dichas propiedades).

La actividad 4.1 presenta una representacion dindmica de la identidad pitagérica
fundamental para que los estudiantes, a través de la visualizacién y de la explora-
cion, encuentren la relacion de las razones seno y coseno y tengan elementos clave
para su demostracion. Los estudiantes pueden ver que la relacion se cumple para
cualquier dngulo © y no solamente para los dngulos agudos, como generalmente
ocurre en las demostraciones en los libros de texto y paginas web. Aunque los co-
lores ayudan a visualizar y comprender la relacidn, es necesario que los estudiantes
razonen deductivamente para poder demostrarla de manera algebraica, usando las
definiciones de las razones trigonométricas.

A diferencia de las actividades 1 a 3, ahora proponemos que no se dé a los estudian-
tes un mapa conceptual incompleto, si no que les pedimos que elaboren su propio
mapa como un medio de organizacion de sus ideas y de representacion sintética de
propiedades estudiadas. En el CD que acompafia al libro incluimos un mapa com-
pleto como referencia para el profesor.

ACTIVIDAD 5: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA DE DOS ANGULOS

Actividad 5.1: Seno de la suma de dos angulos

5.1.1. Abre el archivo ACT.5.1.1 (figura 15). Mueve lentamente el lado del dngulo 3
(junto a la esquina inferior izquierda de la pantalla) hasta completar mas de una

vuelta. Haz lo mismo con el dngulo o /“w 2
manteniendo fijo el dngulo 3. Observa, P YO
analiza y relaciona los diferentes ele- 04 feodo X7
mentos de la construccion (dngulos, la- { =7 \
dos de los dngulos, tridngulos, vectores L T '\
representantes de los lados seno y cose- b S /
no, rectas auxiliares, segmentos, etc.). = =l \\\ /
Ten en cuenta la figura 15 y las indica- e L
ciones que hay a continuacion (véase 1a. gigura 15. Representacion inicial de la formula
version completa de la actividad). del seno 'y del coseno de la suma de dos dngulos.
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5.1.3. ;A qué es igual sen (o0 + [3)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu
hoja de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades matemadticas. Describe
todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura y de la
demostracion.

Actividad 5.2: Coseno de la suma de dos angulos

5.2.1. Abre el archivo ACT.5.1.1. { A qué es igual cos (o + B)? Escribe una conjetura
de lo encontrado en tu hoja de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades
matematicas. Describe todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de
tu conjetura y de la demostracion.

Actividad 5.3: Seno y coseno del angulo doble

5.3.1. (A qué es igual sen (20)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja
de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades matemaéticas.

En los libros de texto se presentan demostraciones puramente algebraicas de estas
igualdades, no siempre acompafiadas de figuras que puedan ayudar a los estudiantes
a entenderlas. Las actividades 5.1 y 5.2 proponen a los estudiantes explorar, de ma-
nera guiada, unas figuras de SGD en las que se representan dos dngulos y su suma,
para inducirles a obtener conclusiones acerca de las relaciones entre las razones
trigonométricas de los tres dngulos. Aunque a veces es dificil identificar en la pan-
talla del ordenador los dngulos, tridngulos y segmentos o vectores, es interesante
pedir a los estudiantes que verifiquen las relaciones en los cuatro cuadrantes. Ello
les inducird una mayor comprension de las relaciones entre los dngulos y su suma.

Por el contrario, en las actividades 5.3 a 5.5, los estudiantes deben usar solo la
representacion algebraica para obtener los resultados, lo cual supone un paso mas
en el aumento de la abstraccion y el formalismo de sus demostraciones. En 5.4, es

probable que los estudiantes necesiten alguna indicacién del profesor para pensar

en la relacion o = % + %

2
ACTIVIDAD 6: RAZONES TRIGONOMETRICAS DE LA DIFERENCIA DE DOS ANGULOS

Actividad 6.1: Seno de la diferencia de dos angulos

6.1.1. Abre el archivo ACT.6.1.1 (figura 16). Mue- S
ve lentamente el lado del dngulo B hasta T
completar mds de una vuelta. Haz 1o mismo oA Y,
con el angulo oo manteniendo fijo el 4ngulo { \,r — )
. Observa, analiza y relaciona los diferen- o : J
tes elementos de la construccién (dngulos,
lados de los dngulos, tridngulos, vectores PRy /
representantes de los lados seno y coseno, “ A. -
rectas auxiliares, segmentos, etc.). Figura 16.

o000 0 168



6.1.2. ;A qué es igual sen (o0 — )? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu
hoja de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades matemadticas. Describe
todo lo que pensaste e hiciste para el planteamiento de tu conjetura y de la
demostracion.

Actividad 6.2: Coseno de la diferencia de dos angulos

6.2.1. ;A qué es igual cos (o — B)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja
de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades matematicas.

Actividad 6.3: Tangente de la diferencia de dos angulos

6.3.1. ;A qué es igual tg (o0 — 3)? Escribe una conjetura de lo encontrado en tu hoja
de trabajo y demuéstrala utilizando propiedades matematicas.

La metodologia de trabajo de esta actividad es andloga a la de la actividad 5. Cabe
esperar que los estudiantes resuelvan esta actividad con mas facilidad que la activi-
dad 5 y que muestren mayor capacidad de razonamiento deductivo abstracto.

4. Conclusiones

Hemos presentado un marco tedrico para la ensefianza de las mateméticas en en-
seflanza secundaria basado en tres premisas: i) El aprendizaje de contenidos ma-
temadticos organizados. i1) Dicho aprendizaje debe ir acompafiado de un aprendi-
zaje de los modos de razonamiento matemaético, desde el razonamiento inductivo,
empirico, hasta el razonamiento deductivo formal del Bachillerato de Ciencias y
Tecnologia. iii) La ensefianza es mds eficaz en entornos agradables, interesantes y
motivadores para los estudiantes. Para la ensefianza de la geometria y la trigono-
metria, estos entornos se pueden organizar mediante el uso de software de geome-
tria dindmica.

A partir de este marco teérico, hemos elaborado una unidad de ensefianza de
la trigonometria para conseguir los objetivos anteriores en este tema de 4° de
ESO y 1.° de Bachillerato. Las actividades, de descubrimiento guiado, presen-
tan a los estudiantes figuras de SGD para que manipulen, analicen y descubran
relaciones. Otra parte importante del curso, en todas las actividades y com-
plementaria a la del aprendizaje de contenidos matematicos, es el objetivo de
generar en los estudiantes una actitud permanente de justificar las conjeturas
formuladas mediante la produccién de demostraciones adecuadas a su capaci-
dad de razonamiento.

En las experimentaciones realizadas con versiones previas de estas actividades, el
SGD usado ha demostrado ser una valiosa ayuda para que los estudiantes alcan-
zaran en buena medida los objetivos previstos. Los estudiantes aprenden pronto a
manipular este tipo de figuras y a sacarles provecho para resolver los problemas
planteados.
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