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El modelo de
Razonamiento de Van
Hiele como marco para el
aprendizaje comprensivo
de la Geometria. Un
ejemplo: Los Giros.

Alo largo de este articulo queremos
ofrecer una visién general que sirva de
toma de contacto con el “Modelo de Ra-
zonamiento Geométrico de Van Hiele”.
Como indica su nombre, esta teoria de
aprendizaje describe las formas de ra-
zonamiento de los estudiantes de Geo-
metria. Aunque puede pensarse que el
tipo de razonamiento es el mismo en
cualquier parte de las Mateméticas, esto
no es del todo cierto, pues las caracte-
risticas propias de las distintas dreas
(Aritmética, Algebra, Geometria, etc.)
marcan notables diferencias; de hecho,
ha habido intentos de aplicar el Mode-
lo de Van Hiele fuera de la Geometria,
pero en general han tenido escaso éxi-
to. El objetivo principal de estas pagi-
nas es acercar esta teoria a los profeso-
res de Matemadticas y a su préctica coti-
diana, con el fin de que les pueda servir
como orientacién en el disefio de las
actuaciones (suyas y de sus alumnos)
en las clases de Geometria a lo largo
del curso. En la primera seccién hare-
mos una descripciénde las principales
caracteristicas del Modelo de Van Hie-

P

le y después ofreceremos un ejemplo
de su aplicacién a una unidad de ense-
fanza concreta.

Esinteresante conocer su origen. Sus
autores son los esposos Pierre M. Van
Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, que en
los afios 50 eran profesores de Geome-
tria de ensefianza secundaria en Holan-
da. A partir de su experiencia docente
y de las dificultades de comprensién
gue observaban en sus alumnos, ela-
boraron un modelo que explica, por
una parte, cémo se produce la evolu-
cién del razonamiento geométrico de
los estudiantes y, por otra parte, cédmo
puede un profesor ayudar a sus alum-
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nos para gue mejoren la calidad de su
razonamiento. Esta teoria la exponen
por primera vez en sus tesis doctora-
les, leidas en 1957 y dirigidas por el
recientemente fallecido H. Freudent-
hal (Hiele, 1990 v Hiele-Geldof, 1984).
El Modelo de Van Hiele atrajo ense-
guida la atencién de los educadores so-
viéticos, que se hallaban inmersos en
un proyecto de reforma curricular. Tras
unos afios de intensas investigaciones
y exprimentaciones, se incorpora el
Modelo de Van Hiele como base tedri-
ca de la elaboracién del nuevo curri-
culum de ensefianza de la Geometria
enla U.R.S.S., cuya implantacién de-
finitiva se produce eri' 1964. Un ejem-
plo de los resultados soviéticos lo tene-
mos en Pyskalo (1968). Por el contra-
rio, en los paises occidentales (con
excepcion de Holanda) se siguid igno-
_rando el Modelo de Van Hiele hasta que
“I. Wirszup da una conferencia en la reu-
nién anual del N.C.T.M. (Wirszup,
1976) en la que hace una descripcién
del curriculum soviético y del Modelo
de Van Hiele y alerta a los profesores
“estadounidenses ante el hecho de que
el curriculum de Geometria soviético
es mas eficaz que el suyo. La reaccién
provocada hace que en los afios si-
‘guientes se realicen diversas investiga-
ciones en EE.UU. en torno al Modelo
de Van Hiele'y que éste sea objeto de
ihterés creciente en todo el mundo, tan-
“to desde el punto de vista de la investi-
gacion educativa como del de la prac-
tica docente.

“Empezaremos describiendo el Mode-
lo'de Var Hiele . Estd formado por dos
partes: La primera es la descripcion de
los distintos tipos de razonamiento geo-

- métrico de los estudiantes a lo largo de
- su formacion matemédtica, gue van des-
- de el razonamiento visual de los nifios
" de preescolar hasta el formal y abstracto
de los estudiantes.de las facultades de
- Ciencias; estos tipos de razonamiento
se denominan los niveles de razona-
miento. La'segunda parte es una des-
cripcién de cémo puede un profesor or-

ganizar la actividad en sus clases para
gue los alumnos sean capaces de acce-
der al nivel de razonamiento superior
al que tienen actualmente; se trata de
las fases de aprendizaje. En esta expo-
sicién abordaremos ambas componen-
tes: En primer lugar nos ocuparemos
de los niveles de razonamiento, que for-
man la base teérica del Modelo, y des-
pués nos centraremos en las fases de
aprendizaje v en la aplicacién del Mo-
delo al disefio de series de actividades
para temas concretos de clase.

En la bibliografia existente (en Gu-
tiérrez, Jaime (1989) ofrecemos una re-
copilacién comentada) se pueden en-
contrar listas muy completas de carac-
teristicas de los distintos niveles de Van
Hiele. En dichas publicaciones se utili-
zan dos numeraciones de los cinco ni-
veles, empezando en 0 y empezando
en 1; nosotros preferimos la segunda,
para mantener las etiquetas de los ni-
veles de acuerdo con sus ordinales. Las
siguientes son las propiedades més im-
portantes que permiten caracterizar
con claridad cada nivel y diferenciarlo
de sus adyacentes:

Nivel 1 (reconocimiento): El estu-

diante de este nivel

* Percibe los objetos en su to-
talidad y como unidades.

* Describe los objetos por su
aspecto fisico y los diferen-
cia o clasifica en base a se
mejanzas o diferencias fisi-
cas globales entre ellos.

* No reconoce explicitamen-
te las componentes y pro-
piedades de los objetos.

(analisis): El estudiante de es-

te nivel

* Percibe los objetos como
formados por partes y do-
tados de propiedades, aun-
gue no identifica las rela-
ciones entre ellas.

* Puede describir los objetos
de manera informal, me-
diante el reconocimiento de

Nivel 2
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Nivel 3

Nivel 4

sus componentes y propie-
dades, pero no es capaz de
hacer clasificaciones
légicas.

Deduce nuevas relaciones
entre componentes o nue-
vas propiedades de mane-
ra informal a partir de la ex-
perimentacién.
(clasificacion): El estudiante

de este nivel

* Realiza clasificaciones 16gi-
cas de los objetos y descu-
bre nuevas propiedades en
base a propiedades o rela-
ciones ya conocidas y por
medio de razonamiento in-
formal.

Describe las figuras de ma-
nera formal, es decir que
comprende el papel de las
definiciones y los requisi-
tos de una definicién co-
rrecta.

Comprende los pasos indi-
viduales de un razonamien-
to 1égico de forma aislada,
pero no comprende el en-
cadenamiento de estos pa-
sos ni la estructura de una
demostracion.

No es capaz de realizar ra-
zonamientos l6gicos forma-

*

*

*

les, ni siente su necesidad.

Por este motivo, tampoco
comprende la estructura
axiomatica de las Mate-
maticas.

(deduccién): El estudiante de

este nivel

* Es capaz de realizar razo-

namientos légicos formales.

* Comprende la estructura
axiomatica de las Mate-
maticas.

* Acepta la posibilidad de lle-
gar al mismo resultado des-
de distintas premisas (defi-
niciones equivalentes,
ete.).

En la descripcioén inicial del Modelo
(Hiele, 1986) se sefiala la existencia de
un quinto nivel, cuya caracteristica ba-
sica es la capacidad para manejar, ana-
lizar y comparar diferentes Geometrias.
Desde el primer momento, las investi-
gaciones han mostrado una inconsis-
tencia de este nivel con los cuatro ante-
riores. Por otra parte, la presencia de
este nivel apenas aporta nada, desde
un punto de vista practico al Modelo,
va que sélo se encontraria al alcance
de los matemaéticos profesionales y de
algunos estudiantes adelantados de las
facultades de Mateméticas. Por este mo-
tivo, en adelante vamos a considerar
solamente los niveles 1 al 4, que sf po-
demos encontrar en nuestros alumnos
de los diferentes niveles educativos si
reciben una enseflanza adecuada.

Después de esta descripcién global,
y por lo tanto abstracta, de las caracte-
risticas de los niveles de razonamiento
de Van Hiele, vamos a centrarnos en
un ejemplo concreto de particulariza-
cién de dicha descripcién. Hemos re-
currido a los cuadrildteros porque esta
familia de poligonos constituye una par-
te de las Matematicas y presenta una es-
tructura muy rica en relaciones. Vea-
mos las caracteristicas que identifican
la forma de trabajar con cuadrilateros
de alumnos situados en los diferentes
niveles de razonamiento.

Nivel 1: El estudiante de este nivel
* identifica cuadrados, rom-
bos, rectdngulos, etc. por
su aspecto fisico y su posi-

cién. Por ejemplo, D esun
cuadrado pero, después de

girarlo, es un rombo.

considera cada clase de
cuadrildteros diferente
(disjunta) de las demds.
También considera como
pertenecientes a diferentes
clases algunos poligonos
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con formas muy diferencia-
das, como, por ejemplo,

L 1] ]

puede dibujar, recortar,
etc. los diferentes tipos de
cuadrilateros, as{ como re-
conocerlos en diferentes
contextos.

Nivel 2: El estudiante de este nivel

* Identifica, por ejemplo, un

rectangulo como un poligo-
no dotado de un nimerode
propiedades matematicas:
tiene 4 lados paralelos dos
ados, con 4 dngulos rectos,
con diagonales iguales,
que se cortan en el punto
medio, etc., pero no se da
cuenta de gue unas propie-
dades estdn relacionadas
con las otras (se deducende
ellas).

* no es capaz de dar una defi-
nicién de rectdngulo, esde-
cir un conjunto minimo de
propiedades que lo carac-
terice.
no es capaz de relacionar
inclusivamente los diferen-
tes tipos de cuadrilateros,
sino que los sigue perci-
biendo como clases disjun-
tas. Por ejemplo, dird que
“un cuadrado no puede ser
un rectdngulo porque los
cuadrados tienen todos los
lados iguales y en los rec-
tdngulos dos lados miden
mas que los otros dos”.
Nivel 3: El estudiante de este nivel

* clasifica los cuadrilateros a

partir de sus propiedades:
Ya reconoce que cualquier
cuadrado es un rectdngulo
pero gue no todos los rec-
tdngulos son cuadrados,
etc.

* puede deducir, basado en
argumentos informales,

unas propiedades a partir
de otras. Por ejemplo, pa-
ralelismo — igualdad de la-
dos, perpendicularidad =
paralelismo de lados opues-
tos, etc.

Nivel 4: El estudiante de este nivel

* maneja las propiedades de
los cuadrildteros y las rela-
ciona dentro de un contex-
to formal. Por ejemplo,
puede demostrar formal-
mente cualquiera de los
teoremas que ya ha utiliza-
do en el nivel 3, o propie-
dades nuevas, como que la
suma de los dngulos de un
cuadrildtero es 360°.

* puede comprender la exis-
tencia de diferentes defini-
ciones de una figura, ana-
lizarlasy relacionarlas. Por
ejemplo:

— Un rectangulo es un cua-

drildtero que tiene los dngu-

los rectos.

— Un rectédngulo es un cua-

drilatero cuyas diagonales

son iguales y se cortan en sus
puntos medios.

— Un rectdngulo es un cua-

drilatero gue tiene los lados

paralelos dos a dos y un én-
gulo recto.

La descripcién anterior de los nive-

les de razonamiento pone de relieve di-
versas propiedades del Modelo de Van
Hiele, cuya importancia préctica radi-
ca en qgue muestran las lineas bésicas
que debe seguir un profesor que desee
fundamentar sus clases en este modelo
de ensenanza. Estas propiedades, de
las cuales damos una descripcion maés
detallada en Jaime, Gutiérrez (1990),
son:
Recursividad: Los elementos implici-
tos en el razonamiento del nivel N se
hacen explicitos en el razonamiento del
nivel N+ 1.
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Por ejemplo, un nifio de pre-escolar
puede diferenciar circulos, tridngulos
y rectangulos por la “forma” de las fi-
guras (nivel 1); no obstante es evidente
gue el nifio se fija en la existencia v la
forma (o cantidad) de los vértices para
esa clasificacién, aungue no sea cons-

Elementos explicitos

ciente de ello. Mas adelante, cuando
el nifio haya alcanzado el nivel 2, si se-
rd consciente de que los vértices, co-
mo elementos diferenciados, son la cla-
ve de la clasificacion.

Latabla siguiente resume esta carac-
teristica:

Elementos implicitos

Niv. 1 objetos geométricos

Niv. 2 prop. mat. de los objetos
Niv. 3 relac. entre prop. y/o elem.
Niv. 4 deduc. formal de relaciones

propiedades matem. de los
objetos

relaciones entre propiedades
y/o elementos de los objetos

deduccién formal de relaciones

En este contexto, el trabajo central

del profesor es consequir que sus alum-
nos lleguen a ser conscientes del uso
gue estdn haciendo de esos elementos
implicitos de su razonamiento y apren-
dan a utilizarlos de manera voluntaria.
Este uso voluntario y correcto es lo que
les permitird alcanzar el nivel de razo-
namiento superior.
Secuencialidad: No es posible alterar
el orden de adquisicién de los niveles,
es decir que no se puede alcanzar un ni-
vel de razonamiento sin antes haber
superado, de forma ordenada, todos los
niveles inferiores.

Un peligro del aprendizaje memoris-
tico es que los estudiantes aparentan
un nivel de razonamiento superior al
gue realmente tienen porque han
aprendido vocabulario y formas de tra-
bajo propios del nivel superior, aun-
gue realmente no los comprenden ni
los saben utilizar correctamente. Un
ejemplo muy frecuente lo tenemos en
los estudiantes de Ensefianza Secunda-
ria cuando los profesores les ensefian
matematicas formales y les piden que
repitan las demostraciones o que re-

suelvan formalmente problemas; esta
practica se traduce en que, con el paso
del tiempo, los estudiantes han apren-
dido mecénicamente ciertas formas de
actuar y de contestar los ejercicios pro-
pias del lenguaje matemaético formali-
zado, con las que dan la impresién de
encontrarse en el 4° nivel, cuando en
realidad estdn muy lejos de ese tipo de
razonamiento.

Especificidad del lenguaje: Cada nivel
lleva asociado un tipo de lenguaje pa-
ra comunicarse y un significado espe-
cifico del vocabulario matematico, de
forma que dos personas que utilicen
lenguajes de diferentes niveles no po-
dran entenderse. Por ejemplo, la pala-
bra “demostrar” tiene significados di-
ferentes en los niveles 2, 3 y 4, pues
para demostrar una propiedad: Un es-
tudiante del nivel 2 verificard que se
cumple en uno o varios ejemplos y ello
bastard para convencerle; un estudian-
te del nivel 3 sabe que debe dar justifi-
caciones generales, pero éstas se ba-
sardn en algun ejemplo o en manipula-
ciones fisicas de los cuerpos. Un
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estudiante del nivel 4 hard una demos-
tracion formal.

Son evidentes las implicaciones de
esta propiedad en la forma de compor-
tarse los profesores en las aulas. Con
esto, Van Hiele nos avisa de que si que-
remos que nuestros alumnos nos entien-
dan realmente, debemos situarnos en
su nivel, en vez de pretender que ellos
se sitien en el nuestro.

Continuidad: Nuestra experiencia per-
sonal nos dice que el trdnsito entre los
niveles de Van Hiele se produce de for-
ma continua y pausada, pudiendo du-
rar varios afios en el caso de los niveles
3 v 4. Dado que las caracteristicas de
cada nivel de razonamiento son multi-
ples, es necesario preguntarse cémo
hay que tratar a los estudiantes que pre-
sentan indicios de haber adquirido al-
gunas caracteristicas de un nivel y tam-
bién de no haber adquirido otras.
Localidad: Por lo general, un estudian-
te no se encuentra en el mismo nivel
de razonamiento en cualquier drea de
la Geometria, puesel aprendizaje pre-
vio y los conocimientos que tenga son
un elemento bdsico en su habilidad de
razonamiento.

Los que hemos estudiado Matemati-
cas superiores sabemos que, al enfren-
tarnos con una nueva area de estudio,
lo usual es empezar tomando contacto
con los elementos mds importantes, des-
pués con sus propiedades bésicas, a
continuacién relacionar unos elemen-
tos o propiedades con otros, etc. En
otras palabras, lo usual es recorrer (po-
siblemente de forma muy répida) los ni-
veles de Van Hiele desde el 1 en ade-
lante. Por lo tanto, cremos que los ni-
veles de razonamiento son de cardcter
local y gue la “localidad” es mas acu-
sada cuanto mds bajo es el nivel, pues
a menor nivel de razonamiento menor
esla capacidad de lo alumnos para glo-
balizar sus conocimientosy abarcarun
drea amplia de la Geometria.

El Modelo de Van Hiele propone a
los profesores una secuencia ciclica de

cinco fases de aprendizaje para ayu-
dar a los estudiantes a progresar desde
un nivel de pensamiento al siguiente.
Béasicamente, estas cinco fases consti-
tuyen un esquema para organizar la en-
sefianza. Su caracter ciclico viene da-
do por el hecho de que cuando los es-
tudiantes, tras recorrer las cinco fases,
consiguen alcanzar un nivel de razo-
namiento superior al que tenfan, deben
iniciar un nuevo recorrido por las cin-
co fases para conseqguir llegar al nivel
superior al actual. Naturalmente, aun-
gue las fases son las mismas para todos
los niveles, los contenidos matematicos,
el lenguaje empleado y la forma de re-
solver los problemas son diferentes pa-
ra cada nivel; lo que permanece es la
metodologia de trabajo, pero cambia
su contenido concreto. Las fases del
Modelo de Van Hiele son las siguientes:
Informacién: Al empezar a estudiar un
tema nuevo, el profesor debe informar
a los estudiantes sobre cudl es el cam-
podeinvestigaciénen el que van atra-
bajar y cudles van a ser los problemas
gue van a tratar de resolver. Esta fase
sirve también para que el profesor ave-
rigtie los conocimientos previos de sus
alumnos sobre ese tema y, en caso de
gue tengan algunos conocimientos or-
ganizados, cudl es su calidad y en qué
nivel de razonamiento son capaces de
desenvolverse los estudiantes.

En todo caso, no hay que despreciar
los conocimientos que puedan haber
adquirido los estudiantes de forma
extra-académica, pues si son adecua-
dos deben servir como punto de parti-
da y si son erréneos, el profesor debe
empezar por modificar esos errores.
Orientacién dirigida: Enlasegundafa-
se los estudiantes exploran el campode
investigaciéon por medio del material
que les ha suministrado el profesor. Este
material suele estar formado por blo-
gues de actividades dirigidos al descu-
brimiento y aprendizaje de los concep-
tos vy propiedades fundamentales del
drea de estudio en cuestion. Estas acti-
vidades deben estar claramente orien-
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tadas hacia sus objetivos, por ejemplo
mediante ciertas cuestiones o directri-
ces dadas por el profesor (como doblar,
medir, buscar una simetria, etc), detal
forma que las estructuras caracteristi-
cas se le presenten a los estudiantes de
forma progresiva.

Explicitacién: La tercera fase, que es
fundamentalmente de didlogo entre los
estudiantes, con intervenciones del
profesor cuando sea necesario, tiene
varios objetivos. Uno es conseguir que
las experiencias adquiridas se unan a
los simbolos lingtiisticos precisos y que
los estudiantes aprendan a expresarse
con precision (dentro de las caracte-
risticas de su nivel de razonamiento) en
eltranscurso de discusiones que tienen
lugar en el aula.

Otro objetivo es hacer que los estu-
diantes reflexionen “"en voz alta” sobre
el trabajo gue han estado haciendo, sus
soluciones, dificultades, métodos, etc.
Este debate entre los comparieros enri-
guecerd notablemente el conocimien-
to de cada estudiante, pues les obliga
aorganizar sus ideas y expresarlas con
rigor, pone de relieve los métodos y re-
sultados incorrectos v afianza los co-
rrectos. Asi, en el transcurso de la ter-
cera fase se forma parcialmente la nue-
va red de relaciones entre los conceptos
propios del drea de estudio.
Orientacién libre: Ahora los estudian-
tes tendrdn que aplicar sus nuevos co-
nocimientos a investigaciones posterio-
res sobre el tema de estudio. Esteesen
gran parte conocido, pero el alumno
todavia debe afianzar v completar sus
conocimientos del mismo. Esto se con-
sigue mediante la asignacién por el pro-
fesor de tareas que, preferiblemente,
puedan desarrollarse de diversas for-
mas o gue puedan llevar a diferentes
soluciones. Se trata de actividades y
problemas menos dirigidos que los que
se plantean en la segunda fase, pues
en aguel momento los problemas esta-
ban dirigidos a ensefiar unos conoci-
mientos concretos, mientras que en la

fase de orientacion libre la finalidad de
las actividades de los estudiantes es
conseqguir gue profundicen en dichos
conocimientos, que se aliancen en su
uso, gue relacionen unos con otros y
gue descubran y aprendan algunas pro-
piedades que por su complejidad no
pueden ser estudiadas antes.
Integracién: A lo largo de las fases an-
teriores, los estudiantes han adquirido
nuevos conocimientos y habilidadesde
razonamiento, pero todavia les falta ad-
guirir una visiéon general de los con-
ceptos y métodos que tienen a su dis-
posicién. En esta fase el profesor debe
tratar de resumir en un todo el campo
gue han explorado los estudiantes y lo-
grar que integren lo que acaban de
aprender en la red de conocimientos
relacionados con este campo que pu-
dieran tener con antelacién. El profe-
sor puede fomentar este trabajo propor-
cionando comprensiones globales,
peroes importante que estas compren-
siones no le aporten ninguna novedad
al estudiante: Solamente deben ser una
acumulacién de las cosas que ya
conoce.

Estacil darse cuenta de que las fases
de aprendizaje tienen, por los objeti-
vos de cada una, una secuenciacién 16-
gica que no se puede alterar. La tnica
excepcidn es la tercera fase, de expli-
citacién; esta fase no debe consistir en
un periodo detiempo entre las fases se-
gunda y cuarta dedicado a que los es-
tudiantes dialoguen, sino que hay que
entenderla como una dindmica conti-
nua, a lo largo de todas las clases, de
didlogo y de reflexién comun después
de cualquier tipo de actividad, sea de
la fase que sea. De esta manera, la fase
de explicitacién estaria sobrevolando
las otras cuatro fases y entremezclada
con cada una de ellas.

Asimismo, si el profesor vy los alum-
nos han estado trabajando juntos un te-
ma con anterioridad, puede que lafase
1 de un determinado nivel no requiera
actividades especificas, pues el profe-
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sor ya sabe qué conocimientos y nivel
de razonamiento tienen sus alumnos y
es suficiente hacer algunos comenta-
rios o preguntas para re-tomar el tema
y comenzar con las actividades de la
fase 2. »

Para completar esta presentacién del
Modelo de Razonamiento Geométrico
de Van Hiele, vamos a dar un ejemplo
de su aplicacién al disefio de una uni-
dad de ensefianza de los giros del pla-
no (esta unidad es parte de un proyec-
to més amplio cuyo objetivo es el dise-
fio de unidades para la ensefianza de
las isometrias del plano).

Antes de iniciar el disefio de una uni-
dad de ensefianza para un tema con-
creto de Geometria, hay que particu-
larizar el significado general de los ni-
veles de Van Hiele, que hemos visto al
principio del articulo, definiendo ca-
racteristicas de cada nivel de razona-
miento en términos del tema en cues-
tién. En nuestro caso, las caracteristi-
cas de los niveles de razonamiento
particularizadas a los giros del plano
son:

Nivel 1 (reconocimiento): El estu-

diante de este nivel

* Reconoce, utiliza y descri-
be los giros por sus carac-
teristicas visuales globales.

* Utiliza la disposicién en for-
ma de circulo, la equidis-
tancia al centro v la varia-
cidén en la inclinacién, pe-
ro lo hace de una forma
global, es decir, sequn el
aspecto general de la figu-
ra gue ve.

(andlisis): El estudiante de es-

te nivel

* Reconoce y utiliza los giros
a partir de sus dos caracte-
risticas bdsicas: Centro y
dngulo de giro. La visidon
global del primer nivel ha
dado paso a una conside-
racién de los elementos.

Nivel 2

Por ejemplo: Para colocar
la imagen de una figura, €l
estudiante tiene en cuenta
la equidistancia al centro
de varios de sus puntos (ge-
neralmente trazando cir-
cunferencias) y reconoce la
necesidad de utilizar mas
de un punto.
Descubre experimental-
mente y utiliza propiedades
de los giros, como la igual-
dad del adngulo recorrido
por distintos puntos de una
figura, las particularidades
de los giros de 180°, la
equivalencia de giros, el
resultado del producto de
giros con el mismo centro.
Nivel 3 (clasificacion): El estudiante
de este nivel
* Establece relaciones entre
propiedades descubiertas
anteriormente, lo cual le
permite realizar demostra-
ciones informales y descu-
brir propiedades nuevas.
Por ejemplo:
— Obtiene yjustifica el pro-
cedimiento de célculo del
centro de giro mediante el
corte de dos mediatrices.
~— Descubre la relacién en-
treel dngulodegiroylain-
clinacién de la figura ima-
gen respecto de la original
(tig. 1) y la utiliza para jus-
tificar el resultado del pro-
ducto de giros de distinto
centro.
— Relaciona traslaciones o
simetrias con giros.!

! Bl desarrollo de este punto depende del nivel de razonamiento que
losestudiantes hayan alcanzado previamente en el estudio de las traslaciones

o las simetrias.
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* Comprende la definiciéon
formal de giro y reconoce
y utiliza conjuntos minimos

de condiciones necesarias
y suficientes para definirun
giro.

%
B

Griros con el mismo angulo v distintos centros
aplicados a F. Se observa gue todas las imdagenes son

Figura 1

trasladadas entre si.

Nivel 4 (deduccién): El estudiante de
este nivel
* Comprende y utiliza los mé-
todos formales de razona-
miento: Es capaz de emplear
y enunciar las propiedades en
términos de hipdtesis v tesis
y encadenar légicamente los
pasos seguidos en el razona-
miento.
* Puede realizar demostracio-
nes formales de las propieda-
des conocidas o de otras
nuevas.
* Consigue una integracién
de la estructura global de

las isometrias del plano.?
Utiliza la estructura alge-
braica de dicho conjunto.

Undesarrollo completo de este nivel
de razonamiento en los giros reguiere
la integracién de las otras isometrias (al
menos de las simples: Traslaciones y
simetrias. No es necesario haber desa-
rrollado la simetria en deslizamiento),
pues al efectuar productos, estos movi-
mientos se encuentran estrechamente

2 Despuss de haber llegado a este nivel en el estudio de las traslaciones
y las simetrias.
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vinculados. Por ello, a partir del nivel
3 de razonamiento en giros considera-
mos necesario que los alumnos hayan
desarrollado una instruccién semejan-
te en traslaciones y simetrias. Esto se
refleja en la secuencia de actividades
que proponemos, pues a partir del ni-
vel 3 aparecen situaciones en las que
traslaciones y simetrias se relacionan
con los giros.

Una vez caracterizados los niveles en
términos de giros, podemos empezar
el disefio de la unidad de ensefianza.
Por limitaciones de espacio, no hare-
mos una exposicién completa de lasac-
tividades a realizar en cada nivel, sino
gue indicaremos tipos de actividades
integrados en esta unidad de ensefian-
za, a lo largo de las diferentes fases v
niveles de razonamiento. Por otra par-
te, de acuerdo con la interpretacién que
dimos mds arriba de la fase 3, comouna
actitud continua de didlogo durante las
demds fases, no hemos disefiado acti-
vidades especificas para esta fase en
ninguno de los niveles.

Desde el punto de vista metodoldgi-
co, es necesario resaltar que hay que
contemplar las actividades dentro del
contexto de la secuencia concreta en
la que se encuentran, pues una activi-
dad aislada puede utilizarse en distin-
tas fases, e incluso distintos niveles. Su
situacion concreta dentro del conjunto
es lo que marca sus objetivos. Por ejem-
plo, ante una actividad dirigida a que

los estudiantes descubran una propie-
dad, si en una secuencia se sitia como
actividad de la fase 2, su objetivo serd
el descubrimiento directo de la propie-
dad, mientras que si la pretensién es
gue la actividad corresponda a la fase
4, deberd surgir como aplicacién de
otras ya conocidas por los estudiantes.

La unidad de ensefianza que presen-
tamos estd dirigida a estudiantes de En-
sefianza Primaria y comienzo de la En-
sefianza Secundaria (grados3a 11, con
edades entre 9 y 16 afios aproximada-
mente) y a estudiantes de la Escuela de
Magisterio (futuros profesores de En-
sefianza Primaria).

El material que utilizamos para las
actividades estd formado por los ele-
mentos usuales de dibujo (regla, com-
pds y transportador), por discos de
pléstico transparente y por pequefas
figuras de papel de varias formas (cua-
drados, rectdngulos, tridngulos y rom-
bos), con un dibujo en su interior (fig.
2); los alumnos disponen de cantidad
suficiente de estas figuras, bien para
realizar fisicamente los movimientos,
bien para pegarlas en la posicién de
la imagen por el giro. Con ello preten-
demos evitar posibles errores ocasio-
nados por un mal dibujo. También se
agiliza de esa manera el trabajo, pues
siempre es mds réapido pegar una figu-
ra que dibujarla. De todas maneras, los
estudiantes a veces prefieren prescin-
dir de lasfiguras de papel y dibujarlas.

Figura 2
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Actividades del Nivel 1

Fase 1
la) Cada estudiante “gira’ sobre sf
mismo.

Hacerundibujoenuna hojade
papel, pinchar la hoja con un al-
filer y darle vueltas.

Colocar una figura de papel
(cuadrado, tridngulo,...) sobre
una hoja en blanco, pincharla con
un alfiler y darle vueltas.

Pegar una figura sobre un dis-
co de pléstico, pincharlo por su
centro y darle vueltas.

Fase 2

Ib) El profesor da algunos ejemplos
y pide a los alumnos, otros de mo-
vimientos en el mundo real que
son giros y de otros que no lo son.

Repetir los dos ultimos ejerci-

cios de la fase 1, pero pegando
varias figuras a lo largo del reco-
rrido de giro.
Sobre el resultado de algunc de
los ejercicios de 1b), trazar, sin
herramientas de dibujo, el reco-
rrido seguido por un punto de una
figura a lolargo del giro. Emplear
un disco transparente® para com-
probar la respuesta (perforando
el disco en el punto correspon-
diente para poder atravesarlo con
el boligrafo vy dibujar de forma
automaética el recorrido del
punto).

Identificar posibles recorridos
de giros entre un conjunto de li-
neas dadas (incluir circunferen-
cias, casi circunferencias, cua-
drados, etc.).

lc)

* Esta formulacién de las actividades esté hecha para estudiantes de los
primeros cursos de Primaria que todavia no son capaces de manejar el com-
pas. Silos estudiantes manejan bien el compés, se puede modificar la forma
de comprobacién.

Fase 4

1d) Se da a los estudiantes una hoja
con varias figuras. Los alumnos
deben reconocer las que se co-
rresponden mediante un giro.
Pueden usar una figura y mover-
la antes de contestar. El alumno
deberd justificar sus respuestas
haciendo explicita la equidistan-
cia al centro de giro (de manera
global), la variacién de la incli-
nacién de la figura y el recorrido
circular de los puntos.

le) Identificacién de giros sobre un
mosaico.
Fase 5

Resumen por parte del profesor: En
gué consiste un giro. Cémo se colocan
las figuras. Qué trayectoria sigue un
punto. A qué distancia del centro se co-
loca la imagen.

Relacién con otros conceptos. El pro-
fesor disefiard las actividades que con-
sidere oportuno, segun los conocimien-
tos de los alumnos.

Comentarios. Con las actividades de
lafase 1 se pone en contacto a los nifios
con los giros. Por eso, simplemente dan
vueltas a distintos dibujos o sobre si
mismos.

En la fase 2 ya se centra la atencién
en la transformacién que experimenta
una figura al girarla. Al colocar varias
tiguras alo largo del recorrido del giro
se facilitan las ideas del movimiento cir-
cular de los giros, la equidistancia al
centro de giroy la variacién en la incli-
nacién de la figura durante el despla-
zamiento. Dedicamos una actividad ex-
presamente a poner de relieve la idea
de que el giro es un movimiento circu-
lar porque, aunque pueda parecernos
algo muy elemental, no lo es para los
estudiantes que tienen que realizar su
progreso completo a lo largo del nivel
1. Porejemplo, lafigura 3esla respues-
ta de un nifio de tercer grado (8 afos)
al cual le pedimos que dibujase el re-
corrido seguido por el punto A.
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Figura 3

En las actividades de la fase 4 se uti-
lizan los elementos estudiados en la fa-
se 2 para reconocer figuras giradas.

Actividades del Nivel 2

Fase 1

El profesor deberd informarse scbre
los conocimientos de sus alumnos so-
bre los giros, en particular en relacién
con el concepto de dngulo vy su medi-
da. En caso de ser necesario, debera
desarrollar una unidad de ensefianza
complementaria al respecto.

Fase 2

2a) Identificarlasfiguras que corres-
ponden mediante un giro. Se de-
berd inducir a los estudiantes a
medir la distancia desde el cen-
tro de giro a varios puntos de las
tiguras. También se les hard ver
la necesidad de comprobar maés
de un punto cuando el centro de
giro no estd en la figura.

v2e)

2b) Calcular la posicién de la imagen
de una figura (obteniendo la po-
sicién de varios puntos). Inducir
en los estudiantes la necesidad de
utilizar mds de un punto cuando
el centro de giro no estd en la
figura.

Aplicar a un punto un giro con-
creto (indicando el centroy el én-
gulo de giro).

Dadas una figura, su imagen por
un giro y el centro de giro, medir
el dngulo girado por varios pun-
tos de la figura.

Aplicarle a una figura un giro uti-
lizando el compés y el transpor-
tador (si los alumnos son nifios pe-
quefios y tienen dificultadesen su
manejo, se pueden usar discos y
sectores angulares de ciertos va-
lores concretos, como 30°, 60° y
90°). Inducir en los estudiantes la
necesidad de obtener la imagen
de més deun punto cuando el cen-
tro de giro es exterior a la figura.

2c)

2d)
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2f)  Aplicar giros de 180°, observan-
do sus caracteristicas especiales
en la posicién de la figura ima-
gen. Calcular imdgenes median-
te giros de 180° utilizando sélo la
regla (sin compds).

Fase 4
2g) Determinar giros eguivalentes.
Obtener la condicién que han de
cumplir dos giros para ser equi-
valentes.
Componer giros del mismo cen-
tro. Generalizar el resultado. Des-
cubrir la conmutatividad.
Construir rosetones generados por
un giro (figura 4). Tras la realizacién
de algunos rosetones, los alumnos de-
ben prever la cantidad méxima de fi-
guras que se pueden colocar en un ro-
setén, conocida la figura que hay que

girar.
N ™o’
;

®

2h)

Figura <4

2i) Dados dos puntos P y P’ vy varios
puntos mds, encontrar los que sir-
ven como centros de giro gque
transforman P en P'. Generalizar
el resultado describiendo el lugar
donde pueden estar otros centros
de giros no dados.

Fase 5

Resumen por parte del profesor cen-
trado en: ¢Qué es un giro? ¢Cémo se
aplicaungiro a unafigura? Siobtienes
con el compés la imagen de un punto
de una figura, ¢cémo colocas la ima-
gendelafigura completa? ¢ Es suficien-
te con la imagen de un punto para co-
locar bien la imagen de la figura com-
pleta? ¢Cudl es el resultado del
producto de giros con el mismo centro?

Comentarios: Las actividades de la fa-
se 2 comienzan con la consideracién
puntual, analitica, de la equidistancia,
gue se utilizaba visual vy globalmente
en el nivel 1: Ahora la equidistancia se
comprueba midiendo en varios puntos
de una figura. El alumno llegard a ser
consciente de que no basta con asequ-
rar sélo la equidistancia entre un pun-
to y su imagen, pues se puede colocar
la figura imagen con distintas inclina-
ciones (actividad 2a). La actividad 2b
aplica esa idea.

En varias actividades de la fase 2 se
van presentando los distintos elemen-
tos bésicos del concepto de giro: Cen-
tro y dngulo de giro, igualdad del 4n-
gulo recorrido por los distintos puntos
de una figura y equidistancia al centro
de cualquier punto y su imagen. Estas
actividades son las que permiten obte-
ner de manera consciente, es decir no
como un simple algoritmo, la imagen
mediante un giro de una figura por el
método usual de determinar la imagen
de varios puntos con el compds (activi-
dad 2e), sino sabiendo por qué se pue-
de obtener asif la imagen de una figura.
Las actividades de la fase 2 se comple-
tan con la 2f dedicada a estudiar las pro-
piedades peculiares de los giros de
180°.

El conocimiento de los elementos ca-
racteristicos de los giros y la explicita-
cién de sus propiedades més destaca-
das realizados en la fase 2, les permi-
ten a los alumnos descubrir por si
mismos, en lafase 4, otras propiedades
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interesantes de los giros, como las que
se proponen en las actividades 2g a 2i.
Sefialaremos que el objetivo de la acti-
vidad 2i no es utilizar el concepto ma-
tematico de mediatriz, sino el descu-
brimiento experimental de la situacién
en gue se encuentran los posibles cen-
tros de giro.

Actividades del Nivel 3

Fase 1

Debido a la relacién entre giros, tras-
laciones y simetrias que se plantea a
partir de este nivel, el profesor debe
obtener informacién sobre el nivel de
los alumnos en estos movimientos.

Fase 2

3a) Justificar por qué la mediatriz del
segmento PP’ es el lugar geomé-
trico de los posibles centros de gi-
ros que transforman P en P'. De-
terminar el centro del giro que
transforma una figura en otra (me-
diante el corte de mediatrices) y
obtener el dngulo girado.
Aplicar a una figura varios giros
con distintos centros pero igual
angulo (En la Fig. 1 presentamos
un ejemplo). Generalizar el resul-
tado y relacionarlo con las trasla-
ciones (al aplicar giros con el mis-
mo &ngulo sobre una figura las
imdgenes son trasladadas entre
si).

Utilizar el resultado obtenido en
3b) para aplicar a figuras giros cu-
yo centro estd fuera de las figu-
ras. (Este método de trabajo es es-
pecialmente eficaz cuando hay
gue realizar un producto de giros
equivalente a otro giro).

Dadas varias propiedades o con-
diciones, seleccionar un conjun-
to minimo de manera que definan
ungiro. Seleccionar otro conjunto
minimo diferente del anterior.
Enunciar una definicién formal de
giro. Expresar el significads de

3b)

3c)

3d)

3e)

Fase
3f)

39)

3h)

esa definicién usdndola para gi-
rar una figura. Mostrar a los alum-
nos una o varias demostraciones
formales sencillas en las que ha-
va que aplicar la definicién de gi-
ro (por ejemplo, demostrar que
el producto de giros del mismo
centro es otro giro con el mismo
centro y dngulo la suma de los 4n-
gulos de los factores).

4

Hacer que los alumnos comple-
ten o justifiquen formalmente al-
guno de los pasos de una demos-
tracién sencilla (por ejemplo, que
el producto de dos simetrias cu-
yos ejes se cortan es un giro cuyo
centro es el punto de corte y cuyo
angulo es el doble del formado
por los ejes).

Hacer que los alumnos repitan,
razondndola, alguna demostra-
cién realizada anteriormente por
el profesor, en la que varie algu-
no de los datos (por ejemplo, si
el profesor ha empleado en la de-
mostracion de la propiedad enun-
ciada en 3e) dos dngulos con el
mismo sentido, hacer que los
alumnos utilicen dos éngulos de
sentidos opuestos).

Realizar productos de giros de
distinto centro. Generalizar el re-
sultado y justificarlo. Obtener la
imagen de una figura tras un pro-
ducto de ese tipo por dos méto-
dos: Aplicando el producto a dos
puntos y mediante el método in-
troducido en 3c).

Determinar alguno de los giros
gue forman parte de un produc-
to, conocida la isometria equiva-
lente. Por ejemplo, dada una fi-
gura y su imagen por un produc-
to de dos giros, se sabe que el
primer giro aplicado ha sido
G(0, 70°); determinar el segun-
do giro que ha intervenido en el
producto (ver figura 4).
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Plantear el mismo ejercicio de
forma general: ¢ Cémo se obtiene
el centro v el dngulo de un giro
gue ha intervenido en un produc-
to de dos giros, cuando se cono-
cen la figura inicial, la final y el
otro giro?

Plantear la descomposicién de
un giro en producto de dos giros
de distinto centro. Comenzar con
un caso concreto: ¢ Cudntas solu-
ciones hay? ¢Por qué? ¢ Coémo se
obtienen? Después, generalizar el
resultado.

3i) Realizar el producto de giros con
traslaciones (se pueden desarro-
lar puntos andlogos a los indica-
dos en 3g).

Fase 5

Igual gue en los niveles anteriores,

se hace un resumen de las propiedades
y métodos desarrollados a lo largo de
las fases anteriores de este nivel. En es-
te resumen se incluye la necesidad de
utilizar métodos de justificacién propios
de este nivel.
Comentarios: Una de las caracteristi-
cas del nivel 3 es el comienzo del razo-
namiento formal. El establecimiento de
relaciones entre propiedades lo podria-
mos considerar como el prélogo. Las
actividades 3a a 3¢ corresponden a ese
momento y por eso las hemos incluido
en la fase 2: A través de la experimen-
tacién y generalizando o justificando
posteriormente se dirige a los alumnos
para que, a partir de relaciones entre
propiedades, se obtienen propiedades
nuevas.

Otro deloselementos propios del ni-
vel 3 es el relacionado con la defini-
cién. En las actividades 3d v 3e se de-
sarrolla ese aspecto. Se trata de ejerci-
cios dirigidos, tanto a la construccién
de la definicién como a su interpreta-
cion ante situaciones concretas. Los he-
mos incluido en la fase 2 porgue al
alumno se le orienta en cada momento
sobre lo gue ha de hacer.

La fase 4 en relacién con la defini-
cidn se presenta en algunas de las de-
mostracicnes de ejercicios sugeridos
para esta fase, como el 3f. Decimos que
en este caso el trabajo del alumno en
relacién con la definicién corresponde
a la fase 4 porque tiene que aplicarla
a situaciones nuevas.

Lasactividades 3f a 3i pensamos que
corresponden a la fase 4 porque en ellas
los alumnos utilizan los conocimientos
adquiridos en la fase 2 para organizar
alguna demostracion o planteamiento
de la solucién de algun ejercicio, de-
terminar algun movimiento o completar
una demostracion. No se trata de que el
profesor guie a los alumnos entodo mo-
mento (ello corresponde a la fase 2),
pues los alumnos ya disponen de las he-
rramientas necesarias para desarrollar
las actividades y deben ser capaces de
resolverlas con alguna ligera indi-
cacién.

Actividades del Nivel 4

Fase 1

Al igual gue sucede en los niveles
anteriores, pensamos que los alumnos
va han superado la fase 1 de toma de
contacto si han sequido la secuencia de
actividades propuesta para los niveles
anteriores. De todas formas, se pueden
plantear algunas actividades que supo-
nen una toma de contacto con el forma-
lismo propio del nivel 4.
4a) Enunciar la hipétesis y la tesis que
hay que tener en cuenta para de-
mostrar que el producto de giros
de distinto centro es una trasla-
cién cuando el valor de la suma
de los dngulos de los giros facto-
res es multiplo de 360°.
Enunciar la hipdtesis y la tesis que
hay que tener en cuenta para de-
mostrar que los giros son isome-
trias (es decir, que conservan las
longitudes).

4b)
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Fase 2

4c) Realizar las demostraciones de las
dospropiedades sefialadasen los
apartados anteriores 4a) y 4b).

4d) Demostrar que la composicion de
dos simetrias cuyos ejes se cortan
es un giro. Caracterizar dicho
giro.

Fase 4

Comprendidas las demostraciones
anteriores, en las que el elemento bési-
co es la asimilacién de la descomposi-
cién de manera adecuada de giros en
producto de simetrias, queda todo un
campo abierto para demostrar formal-
mente otro tipo de composiciones. A
modo de ejemplo presentamos algunos
de los multiples ejercicios que se pue-
den plantear.
4e) Demostrar que el producto de dos

giros de distinto centro es un giro
cuando el valor de la suma de los
angulos de los giros factores no
es multiplo de 360°.

Demostrar cudl es el resultado
de la composicién de un giro y
una traslacion.

4f) Demostrar que toda isometria del
plano se puede expresar como
producto de como méximo tres si-
metrias.

Una forma més elemental
(apropiada para el nivel 3) de es-
tudiar esta propiedad seria la si-
guiente:

Dadas dos figuras congruentes
del plano,

— si son directas, siempre se

puede pasar de una a otra me-

diante una traslacién oun giro.

-—sison inversas, sino hay una

simetria que convierta una en

la otra, siempre se puede en-
contrar la composicién de una
simetria y un movimiento direc-
to, traslacién o giro (si se ha es-

tudiado la simetria en desliza-
miento, este caso se reduce a
ese movimiento).

Fase 5

En esta fase la visién de los alumnos
de las isometrias del plano ya debe ser
global, en cuanto que se consideran to-
dos los movimientos relacionados es-
trechamente entre si. La labor de resu-
men en esta fase consiste en destacar
tales relaciones. Ademas si los alum-
nos han estudiado los movimientos des-
de otro punto de vista, por ejemplo, el
matricial, en esta fase conviene esta-
blecer los vinculos correspondientes.
Comentarios: Las actividades propues-
tas en la fase | son una iniciacién al
planteamiento formal v a la estructura
de los teoremas. En el nivel 3 propo-
niamos estas actividades para afianzar
la detinicién de giro, realizar justifica-
ciones informales de los resultados y re-
petir, con alguna variacién, las demos-
traciones realizadas por el profesor.
Ahora el objetivo es que el alumno
enuncie en términos formales las hipé-
tesis y las tesis de dichas propiedades,
como paso previo a la organizacién de
sus demostraciones formales.

Las actividades propuestas en la fa-
se 2 tienen como objetivo quiar al estu-
diante en la realizacién de una demos-
tracién formal completa. La correspon-
diente ala actividad 4d), junto con una
propiedad semejante que relaciona si-
metrias y traslaciones (el producto de
dos simetrias de ejes paralelos es una
traslacién) son dos pilares bésicos en
los que se apoyan muchas demostra-
ciones formales de composiciones de
movimientos y la estructura algebraica.

Con los conocimientos adquiridos en
la fase 2, en las actividades de la fase
4los alumnos pueden desarrollar razo-
namientos formales para demostrar
otras propiedades.
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