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Resumen

La flexibilidad es un componente de la creatividad, la cual ha sido serialada en diversas
investigaciones como una caracteristica del talento matemdtico. Por otra parte, la resolucion de
problemas se ha manifestado como la mejor manera de identificar estudiantes con talento
matematico. Por ello, en este texto presentamos un conjunto de descriptores que caracterizan la
flexibilidad y permiten analizar su presencia en los procesos de resolucion de problemas.
Mostramos cada descriptor aplicado para analizar soluciones a diferentes tipos de problemas
usados para identificar el talento matemdtico en estudiantes de enseiianza primaria. Nuestro
estudio aporta la novedad de integrar varias caracteristicas de la flexibilidad en una unica
herramienta analitica.
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Abstract

Flexibility is considered a component of creativity, which had been pointed in several studies as a
characteristic of mathematical giftedness. In other hand, problem solving has proved to be a very
good way to identify mathematically gifted students. That’s why in this text we present a set of
descriptors which characterize flexibility and allow us to analyse its presence in problem-solving
processes. We show each descriptor applied to analyse solutions to different types of problems used
to identify mathematical giftedness in primary school students. Our study brings the novelty of
integrating several characteristics of flexibility into a single analytical tool.

Keywords: creativity, flexibility, mathematical giftedness, problem solving, primary school.
INTRODUCCION Y REVISION DE LITERATURA

Las investigaciones sobre talento matematico (TM) destacan la resolucion de problemas como una
forma muy util y precisa de identificar estudiantes con TM (Benavides, 2008; Kattou et al., 2013;
Manero et al., 2021). Algunas de ellas analizan las actuaciones de los estudiantes en la resolucion
de problemas (Krutetskii, 1976; Heinze, 2005; Leikin y Lev, 2013) y se centran en determinar como
evidencian los estudiantes ciertas caracteristicas de TM (Freiman, 2006; Gutiérrez y Jaime, 2013).

Diversos estudios plantean que la creatividad matematica es un elemento del talento matematico
(Kattou et al., 2013) y la interpretan operativamente como formada por tres componentes: fluidez
(variedad de ideas por unidad de tiempo), flexibilidad y originalidad (nuevas aproximaciones o
nuevas soluciones) (Leikin, 2018; Sanchez et al., 2021), los cuales adoptamos en nuestro trabajo.
Pitta-Pantazi et al. (2011) consideran que el TM se basa en las habilidades matematicas y la
creatividad matematica que los estudiantes evidencian al resolver problemas. En este sentido, varias
investigaciones que analizan aspectos de la creatividad matematica coinciden en concluir que los
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estudiantes con TM presentan resultados significativamente mejores que los estudiantes ordinarios
(Leikiny Lev, 2013).

La literatura consultada muestra la necesidad de analizar la forma en la que los estudiantes, como
manifestacion de su TM, evidencian los componentes de la creatividad al resolver problemas. El
contexto de las olimpiadas matematicas permite plantear problemas retadores y creativos, diferentes
a los utilizados en las aulas, que requieran enfoques nuevos y sin una estrategia de resolucion
predeterminada, cualidades adecuadas para obtener informacién acerca de la flexibilidad.
Generalmente las olimpiadas no permiten evaluar la fluidez, debido a la falta de control sobre el
tiempo empleado por los estudiantes, ni la originalidad, por la restriccion en la duracion de la
prueba, pero es un excelente contexto para evaluar la flexibilidad de los estudiantes (Freiman,
2006). En este texto informamos sobre parte de una investigacion en progreso centrada en analizar
el uso que hacen los estudiantes de la flexibilidad matematica durante la resolucion de problemas en
una olimpiada matematica.

Los objetivos de investigacion de este texto son: 1) presentar una caracterizacion de la flexibilidad
mediante un conjunto de descriptores que resultan utiles para analizar los procesos de resolucion de
problemas de los estudiantes y ii) mostrar el uso de dichos descriptores particularizados a tipos
especificos de problemas utilizados con frecuencia para identificar estudiantes con TM. Una
novedad de este estudio es que integra varias caracteristicas de la flexibilidad, descritas
independientemente en la literatura de investigacion en educacion matemadtica, en un marco tedrico
en el que basar la metodologia de andlisis de las respuestas de los estudiantes a diferentes tipos de
problemas e identificar potenciales estudiantes con TM.

MARCO TEORICO: CARACTERIZACION DE LA FLEXIBILIDAD MATEMATICA

De acuerdo con Leikin (2018) “un estudiante tiene talento matematico si exhibe un alto nivel de
desempefo matematico en relacion al grupo de referencia y es capaz de crear ideas matematicas que
son nuevas con respecto a su historial educativo” (p. 3).

Varios autores han aportado diferentes respuestas parciales a la cuestion de como caracterizar la
flexibilidad matematica. Krems (1995) la relaciona con usar diversas representaciones durante la
resolucién de un problema y con adaptarse a cambios en la demanda de un problema con varios
apartados; Kozlowski et al. (2019) con cambiar la linea de pensamiento si surge un obstaculo o si el
proceso de resolucion es demasiado largo o complejo; Siswono (2011), Leikin y Lev (2013) y
Séanchez et al. (2019) con producir diversas resoluciones de un mismo problema significativamente
diferentes. Nosotros argumentamos que, ademas de las caracterizaciones mencionadas, la
flexibilidad también esta relacionada con encontrar una forma de resolucion de un problema nueva
y mas eficiente (mediante un proceso menos largo o menos complejo).

Integrando las propuestas de los autores recién mencionados y nuestra propia perspectiva,
definimos la flexibilidad en matematicas como la capacidad para producir diversas resoluciones
de un mismo problema o para cambiar la forma de resolver un problema cuando se modifican las
condiciones del problema o cuando, durante la resolucion, surge un obstaculo o una idea nueva
mas interesante. Consideramos que, operativamente, esta definicion de flexibilidad puede
evidenciarse en la actividad de un estudiante mediante el siguiente conjunto de descriptores de
flexibilidad (DF), que aluden a cambios que tienen lugar durante la resolucion de problemas:

DF1. Cambio a un sistema de representacion mas eficaz.

DF1.1. Cambios en el sistema de representacion, si el estudiante pasa de usar un sistema de
representacion a usar otro que le resulte mas eficaz en el contexto del problema o usar una
combinacion de sistemas de representacion.

DF2. Cambio en el proceso de resolucion.
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DF2.1. Cambio por bloqueo, porque el estudiante no sabe como seguir por el camino actual.

DF2.2. Cambio por camino ineficaz, cuando el estudiante se da cuenta de que el camino actual
no le llevara a la solucion o le llevard mediante un proceso largo o complejo.

DF2.3. Cambio por idea nueva mds eficaz, si el estudiante descubre un procedimiento de
resolucion diferente que le parece mas eficaz (surge una nueva idea).

DF2.4. Cambio por variaciones en el problema, debido a la modificacion de las caracteristicas
del enunciado (p. €j., en problemas con varios apartados que tienen diferentes condiciones, tipos
de datos, etc.).

DF3. Produccion de diversas resoluciones significativamente diferentes.

DF3.1. Resoluciones diferentes por los sistemas de representacion, si una resolucion se
diferencia de otra principalmente por los sistemas de representacion utilizados en ambas.

DF3.2. Resoluciones diferentes por la estrategia, cuando una resolucion se diferencia de otra
principalmente por las estrategias utilizadas en ambas.

DF3.3. Resoluciones diferentes por la secuencia de ejecucion de los pasos, si una resolucion se
diferencia de otra principalmente por el orden de ejecucion de los procedimientos.

La validez de nuestros descriptores estd avalada por las ideas y resultados presentados por diversos
investigadores a lo largo de los afios, algunos de ellos citados anteriormente, que coinciden en las
caracteristicas centrales de la flexibilidad y que las han aplicado con éxito en sus investigaciones.

A continuacion, presentamos la aplicacion de nuestra propuesta de marco tedrico, consistente en
operativizar mas aun los descriptores anteriores, particularizandolos a las caracteristicas especificas
de diferentes tipos de problemas. Estas particularizaciones son importantes porque permiten hacer
un andlisis de las respuestas mas fino que usando las definiciones generales de los descriptores. En
los siguientes apartados presentamos los diferentes tipos de problemas que utilizamos, el enunciado
de un problema de cada tipo y la particularizacion de los descriptores evidenciados en respuestas de
estudiantes a estos problemas.

METODOLOGIA

Para la recogida de datos, hemos planteado 48 problemas, creados por nosotros, en las pruebas de la
Olimpiada de Educaciéon Primaria de Costa Rica (OLCOMEP), de los siguientes tipos: (A)
generalizacion de patrones graficos, (B) visualizacion espacial, (C) problemas en los que se piden
dos resoluciones por procedimientos diferentes, (D) problemas con varios apartados, de manera que
cada apartado tiene una consigna nueva y mas compleja, basada en las soluciones de apartados
previos y (E) problemas con situaciones inusuales que requieren una estrategia de resolucion no
predeterminada ni trabajada previamente (en clases regulares) y que permiten usar varias
representaciones y estrategias de resolucion. De este grupo de problemas, un total de 33 permitieron
evaluar el uso de la capacidad de flexibilidad en sus respuestas. Se recogen los datos de una muestra
de 300 estudiantes participantes en la OLCOMEP (42 de 2°, 99 de 4°, 48 de 5°y 111 de 6°).

Para cada tipo de problemas, hemos formulado las particularizaciones de todos los descriptores
pertinentes. En el apartado de resultados presentamos algunas de dichas particularizaciones a los
tipos de problemas mencionados y las usamos para analizar respuestas especificas.

RESULTADOS: EVIDENCIA DE LOS DESCRIPTORES DE FLEXIBILIDAD

La Tabla 1 nos informa sintéticamente de que los problemas del tipo A son los que mas diversidad
de descriptores de flexibilidad permiten a los estudiantes evidenciar.
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Tabla 1. Descriptores de flexibilidad evidenciados en cada tipo de problema

DF1.1 DF2.1 DF22 DF23 DF24 DF3.1 DF3.2 DF33

Tipo A X X X X X X

Tipo B X X X

Tipo C X X X X
Tipo D X

Tipo E X X X X

Problemas de generalizacion de patrones graficos

En los problemas de generalizacion de patrones graficos (Figura 1), los estudiantes suelen utilizar
solo una representacion, grafica o numérica. Una evidencia de TM y de flexibilidad es buscar
mayor eficacia de resolucion pasando de usar una representacion a usar la otra. En este tipo de
problemas, el descriptor DF1.1 se particulariza como: Pasar de usar la representacion grafica a
usar la representacion numérica cuando aumenta el tamario de las figuras del patron.

La Figura 2 muestra la respuesta de un estudiante de 6° curso. El inici6 la resolucion del apartado a)
dibujando hasta la 4* tarima y contando sus baldosas, pero después no dibujo la 5 tarima, sino que
escribi6 las cantidades de baldosas que la forman. En este problema, cambiar del sistema de
representacion pictorico al numérico le resultd conveniente para resolverlo con mas eficacia.

Figura 1. Enunciado de un problema de tipo A

Una empresa que organiza eventos coloca tarimas formadas por baldosas cuadradas
de 1m x 1m, de colores blanco y negro, como se observa:

w0 e o

Pueden colocar tarimas pequefias (de 3m de ancho, como la tarima de la izquierda) o

mas grandes, siguiendo el mismo patrén. Utilizando para ello el mismo tipo de

baldosas blancas y negras de Im x 1m.

a) Si se continua el patron observado, agregando la 4* y 5 tarimas, ;cuantas baldosas
se utilizan para construir la 5% tarima?

b) ;Cuantas baldosas necesitan para construir una tarima de 21m de ancho?

Figura 2. Solucion evidenciando el descriptor DF1.1
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Los problemas de generalizacion de patrones graficos presentan una relacion entre dos variables,
que los estudiantes tratan de identificar comparando, de formas variadas, conjuntos de valores
numeéricos. Una evidencia de flexibilidad es abandonar una estrategia de busqueda de la relacion
cuando se piensa que otra diferente puede ser mas eficaz, por lo que el descriptor DF2.3 se
particulariza como: Tiene una nueva idea sobre como relacionar la posicion de un término en la
secuencia (numero de tarima) con su valor (metros de largo).

La Figura 3 muestra la respuesta de otro estudiante de 6° curso al apartado b), que empez6 notando
que las diferencias entre las anchuras de cada tarima y de la siguiente es 2 (Figura 3 a la izquierda),
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pero después tuvo otra idea, por lo que empez6 de nuevo escribiendo otra vez la tabla de valores.
Esta idea le permitio calcular la solucion con eficacia, relacionando los dos elementos de cada fila
(Figura 3 a la derecha), que €l explico asi: “para saber qué tarima o niimero de figura es de 21m de

ancho, hallo dos numeros consecutivos que dan 21 y el mas pequefio es el nimero de tarima o
figura. 10+11 =21".

Figura 3. Solucion evidenciando el descriptor DF2.3
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Problemas de visualizacion espacial

En los problemas que piden justificar las respuestas, algunos estudiantes escribieron una resolucion
rapida que solo contenia operaciones aritméticas y después hicieron otra resolucion mas detallada
que, en ocasiones, resultd ser diferente de la primera. Este comportamiento es una evidencia de
flexibilidad correspondiente al descriptor DF3.1, que se particulariza como: Producir una
resolucion rapida solo numérica y después otra resolucion mds detallada incorporando la
representacion visual.

La Figura 4 muestra un problema del tipo B y la Figura 5 muestra la respuesta de un estudiante de
6 curso. En su primera solucion (Figura 5 a la izquierda), solo escribe una descripcion de los
huecos del cubo y los célculos, sin una justificacion. Después representa las cuatro capas del cubo
(Figura 5 a la derecha), sefiala con color cada hueco y asi justifica que faltan 20 cubos.

Figura 4. Enunciado de un problema de tipo B

Jazmin trabaja en su taller de artesania con cubitos de

(Cuantos cubitos pequefios le hacen falta para rellenar los huecos?
Justifique su respuesta.

madera de 3cm de arista. Ella construye un cubo grande con esos S>>
cubitos, pero, al no ser suficientes, le quedan algunas filas completas - [~
vacias en los espacios sefialados en la figura. - Q% §|§

Figura 5. Dos soluciones del mismo estudiante, evidenciando el descriptor DF3.1
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Problemas que piden dos resoluciones diferentes

Una forma de resolver por segunda vez problemas aritméticos consiste en reorganizar los pasos de
la primera resolucion. Una evidencia de flexibilidad es relacionar los datos de formas diferentes,
con lo que el descriptor DF3.3 se particulariza asi: Producir dos soluciones ordenando los datos de
distintas formas, para realizar secuencias diferentes de operaciones y pasos de la resolucion.

La Figura 6 muestra el enunciado de un problema del tipo C. Un estudiante de 4° curso respondid
en a): “6 bananas valen lo mismo que 2 naranjas y cada banana vale 4 Fruts y 2 naranjas valen 24
Fruts. Si lo duplicamos, [4 naranjas] valen 48 Fruts y 2 manzanas valen 48 Fruts y si sumamos el
valor de una manzana al de 2 [manzanas], tendremos que una pifia vale 72 Fruts”. Después,
respondid en b): “Saqué la equivalencia de 3 manzanas con 6 naranjas. Cada 2 naranjas obtenemos
6 bananas y entonces 6 naranjas equivalen a 18 bananas y 1 pifia equivale a 18 [bananas], cuyo
valor es 18x4 = 72 Fruts”. Al analizar en detalles ambas respuestas, podemos observar que el
estudiante realiza operaciones diferentes en cada resolucion, evidenciandose el descriptor DF3.3.

Figura 6. Enunciado de un problema de tipo C

Cristina estd de viaje en el pais de Frutilandia, cuya moneda es el Fruz/ Cristina
quiere preparar el plato tipico del pais, que contiene banana, pifia, naranja y manzana.
Al comprar las frutas not6 que:

e 2 naranjas valen lo mismo que 6 bananas.

e 1 pifia vale lo mismo que 3 manzanas.

e 2 manzanas valen lo mismo que 4 naranjas.

a) Si cada banana vale 4 Fruts, ;jcuantos Fruts vale una pifia?

b) Para verificar tu respuesta, resuelve el problema de una forma distinta a la anterior.

Problemas con varios apartados, cada uno mas complejo que el anterior

En el problema de la Figura 7, para resolver cada apartado b) y c) es necesario generalizar los
resultados anteriores. Una evidencia de flexibilidad es reconocer la relacion entre cada apartado del
problema y los anteriores y saber modificar el enfoque de las resoluciones anteriores para adaptarlo
a las nuevas condiciones. El descriptor DF2.4 se particulariza como: Modifica la relacion entre la
suma de tres numeros consecutivos y los sumandos para adaptarla a la suma de tres numeros no
consecutivos y de cinco o mas sumandos.

Figura 7. Enunciado de un problema de tipo D

Halla el resultado de cada una de las siguientes sumas:

5+6+7=
19+20+21=
399 +400 +401 =

a) /Qué relacion observas entre el resultado de cada suma y el valor central de la
misma? Justifica tu respuesta.

b) Busca grupos de tres numeros mayores a 1000, no consecutivos, cuya suma
cumpla la relacion indicada en el apartado anterior. ;Qué condiciones deben
cumplir esos numeros? Justifica tu respuesta.

c) Plantea un problema parecido a los anteriores, pero que las sumas sean de mas de
tres numeros, /cual seria la relacion que se daria en tu problema? Justifica tu
respuesta.

Un estudiante de 5° curso, después de haber resuelto correctamente los apartados a) y b) con grupos
de tres numeros, justifico su respuesta en c) diciendo que “para los que tienen mas cantidad de
nimeros impares [una cantidad impar de mas de tres nimeros] es lo mismo, pero [multiplicando]
por la cantidad de nimeros. Si es para [cantidades de] nlimeros pares, no se puede porque no hay
nimero central”. En esta respuesta esta presente DF2.4, ya que el estudiante supo identificar la
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relacion entre los grupos de tres numeros de a), la modifico y aplico para responder a b) e identificd
la relacion entre los nimeros de b) y la transformo para responder, también correctamente, a c).

Problemas que presentan situaciones inusuales para los estudiantes

Algunos problemas sugieren una forma bdasica de resolucion que, aunque sea factible, resulta
demasiado larga u oculta alguna dificultad imprevista. Una evidencia de flexibilidad es darse cuenta
de esto y abandonar esa resolucion para empezar otra diferente. Asi, el descriptor DF2.2 se
particulariza como: Busca la solucion escribiendo los numeros entre 25 y 83, pero abandona este
camino porque piensa que es demasiado largo o porque no sabe como usar los datos del problema.

La Figura 8 muestra un problema del tipo E y la Figura 9 muestra la respuesta de un estudiante de
4°. Este empez0 a escribir los nimeros de 25 a 85 (Figura 9 a la izquierda) pero, al ser tantos, no
terminé de escribirlos y empez6 otra resolucion, basada en escribir solo los multiplos de 4 (Figura 9
a la derecha) e ir calculando la suma de los digitos de cada multiplo, hasta que encontré un nimero
(48) que cumple las condiciones del problema. La resolucion muestra como el estudiante pasé de un
procedimiento que le podria llevar a encontrar la solucién pero que le resultaba demasiado largo a
otro mas eficaz y rapido, evidenciando su flexibilidad a través del descriptor DF2.2.

Figura 8. Enunciado de un problema de tipo E

La edad de Claudia es un nimero multiplo de 4 y dentro de dos afios sera un multiplo
de 5. Ademas, la suma de las cifras de su edad es 12. Si Claudia tiene mas de 25 afios,
pero menos de 85, ;cudntos afios tendrd Claudia dentro de 8 afios? Justifica tu
respuesta.

Figura 9. Cambio de forma de solucién que evidencia el descriptor DF2.2
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CONCLUSIONES

En educacion matemadtica se considera la flexibilidad como un componente de la creatividad
matematica y una de las cualidades de los estudiantes con TM. Un objetivo de este texto ha sido
caracterizar la flexibilidad mediante un conjunto de descriptores que permiten analizar las
resoluciones de problemas para valorar de qué manera los estudiantes han mostrado en ellas el uso
de la flexibilidad. Dichos descriptores se basan en caracterizaciones de la flexibilidad presentadas
en publicaciones previas, que hemos mencionado, y aportaciones nuestras que las complementan.
Una aportacion original de este estudio es haber integrado y organizado dichas caracterizaciones.

El segundo objetivo ha sido mostrar como usar los descriptores para analizar respuestas de
estudiantes a cinco tipos de problemas, algunos de ellos planteados también por otros
investigadores (p. €j., Manero et al., 2021) porque han mostrado ser eficaces como contexto para
observar la flexibilidad y poder identificar a estudiantes con TM. Para aplicar los descriptores de la
flexibilidad, hemos mostrado que particularizarlos a las caracteristicas concretas de cada tipo de
problemas los hace mas operativos y especificos, lo cual es otra aportacion original de este estudio.

En cuanto a los diferentes tipos de problemas de nuestra investigacion, la Tabla 1 permite concluir
que los problemas de generalizacion de patrones graficos son los que proporcionan mas
informacion sobre la flexibilidad, ya que plantean preguntas de complejidad creciente, que inducen
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la aparicion de cambios en la resolucion, y los estudiantes pueden resolverlos usando diferentes
tipos de representaciones de la informacion y siguiendo distintos caminos para llegar a la
generalizacion solicitada. Este resultado es consistente con publicaciones previas (Vale et al., 2012).
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