Nuevas
reconstrucciones

2.1
Introduccion

En el capitulo 1 expusimos la teoria asociada a la multirre-
solucion a la Harten. La concretamos para dos discretizaciones
(valores puntuales y medias en celda) y en ambos casos utiliza-
mos polinomios interpoladores para definir las reconstrucciones.
En este capitulo nos planteamos introducir nuevas reconstruccio-
nes. Veremos si es posible incluirlas en esquemas de multirresolu-
cion a la Harten, estudiaremos su comportamiento y en capitulos
posteriores las aplicaremos a la eliminacion de ruido en senales
digitales.
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2.2

Reconstruccion interpolacion
aproximacion

La nueva reconstruccion vendra dada por un polinomio tal que
interpole los extremos del intervalo de trabajo y aproxime por mi-
nimos cuadrados en una serie de nodos adyacentes a dicho inter-
valo. Esta eleccion no es arbitraria, ya que la interpolacion en los
extremos sera necesaria para que se cumpla que D, R, f* = f*, y la
aproximacion se introduce con el fin de trabajar con funciones a
las que se les ha introducido ruido.

Nos referiremos a esta reconstruccion como interpolacion apro-
ximacién para valores puntuales (ZAP).

2.2.1

Interpolacion aproximacion para valores
puntuales (ZAP)

Tomando la discretizacion por valores puntuales y teniendo en
cuenta las notaciones expuestas en la seccion 1.2, definimos la
reconstruccion interpolacion aproximacion para valores pun-
tuales como sigue:

Dado un k y el intervalo IF = [z} |, 2¥] construimos el polino-
mio que interpola a z¥ |, 2¥ y aproxima por minimos cuadrados
en m puntos de X* adyacentes a [}, para i = 1,2,...,.J;. Llama-
mos ¢I4%(x; f*¥,r) a dicho polinomio. El interpolante global viene
definido por:

1

IAPk(x;fk) = q-IAP(x; fk,r), x € [xk xk], i=1,...,J. (2.1)

% i—17 %1
Gracias a la interpolacion en los extremos de cada intervalo, po-
demos asegurar que se cumple D, R, f* = f*, siendo ZAP,(z; f*) :=
Rif*(z) un operador reconstruccion segun la Definicion 1.7. Asi
pues:

(P f* )i = (DWZAPia (- f571)i = TAPya (5 f571).
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El error de prediccion se define como ef = fF — TAP;_,(aF; f*1),
i=0,...,Jp con e =0, Vi tal que ¥ € X*1, Los coeficientes d* =
{d¥} sondy =€f,_ paraj=1,... J;.

Con esto queda definida la reconstruccion interpolacion apro-
ximacion cumpliendo las condiciones necesarias para ser una re-
construccion en el contexto de multirresolucion a la Harten.

Calculo de la reconstruccion Z AP

Para cada intervalo /F~' = [2*7} 2] buscamos un polinomio

i—17 g
de grado r que interpole a la funciéon en los extremos de dicho
intervalo y que la aproxime por minimos cuadrados en m puntos
adyacentes al intervalo.
Sea q(z) = 3,7 az'~! dicho polinomio y {fF} la discretizacion
de la funcion a reconstruir.

NoOTA 2.1. Sin pérdida de generalidad y con el fin de simplificar
la exposicion, calcularemos ¢(z) sobre los nodos 0,1,2,... y no
sobre {zF7'}; ya que éstos los suponemos equiespaciados.

Imponiendo que interpole en los extremos:

q(0) = ay = I, (2.2)

r+1 r+1
()= a=f"=a=Ff"-F"->a 2.3)

=1 =3

Por tanto,
r+1 r+1
o) = f <f S ) eSS g
1=3 1=3
r+1

= (I-a)ff +aff '+ Z a (27 —x), (2.4)

=3

donde desconocemos r — 1 incognitas.
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Para determinar dichas incégnitas podemos imponer n/—1 con-
diciones a la izquierda de z*~! y nr — 1 a la derecha de z*"!, con
nl+nr > r+1 (si nl+nr = r+1 estariamos unicamente interpolando):

q(—j) = fI5h, j=1,2,...,nl—1, (2.5)
i +1) = fi5h j=1,2,...,nr—1. (2.6)

De (2.4), (2.5) y (2.6), obtenemos las m = nl + nr — 2 ecuaciones:

r+1
Zal (=)' ) = b+ (= =D+ j=1...,nl—1,
=3

r+1

Sa(G+D)T =G +D) = -G, =1 -
=3

En forma matricial seria AZA”q = f — by fF' — b f**, donde te-

nl,nr

nemos la matriz (nl +nr —2) x (r — 1):

(= D)2l =1 e (—(nl— D)) +nl—17
E:i | (—2):7“ +2
ATP 3 (_21)_; L @7
6 3" =3
i (nr)Q.— nr e (m")".— nr i

y los vectores

k—1 -

kel nl T 17
as fl::_{ 3 —:2
a=| | f= j{i S I T
Qr41 i+2 _.2 3

z‘li_;zlr—l i L —m".—l— I L nr



2. Nuevas reconstrucciones 79

Para obtener los coeficientes {as, ..., a,.;} del polinomio ¢(x) de-
. Fap 1 TAP ~ zap L, 2 7 — 7 —
bemos resolver el sistema AZAD" ALAP G = ALAP (f —bo fI51 — by fF71):
7 — N1 7 ~ ~
a= (AL ART) AR (b = b 28)

Finalmente mediante (2.2) y (2.3) hallamos a; y a,. En efecto, si

N N1
definimos la matriz (r—1)xm : C = (AIAPTAIAP) AP tenemos:

nl,nr nl,nr nlnr

k=1
ar = Ji—1s

k=1 k-1 T
az = [ — [ — 1,44

= S 1T Of 11T Cho sl 1T Chy

)

Al polinomio ¢(z) que hemos calculado lo denotaremos

r
nl,nr(

z, fFY) = I (a; f5L ).

)

TZAP

Sobre los nodos {27!}, la notacion sera ¢*% (z; f*=1,r).
El valor que aproxima a f};_; sera p7(%; f*1 r). Asi:

r+1
7k 1 k-1 , 1¢k—1 1 pk—1 14T £
foiia = Argr—t = Ji—1 +§fi —3Ji-1 — §1r—1cf
=1
S S R
31 Chofi o + 51, Cou i 4 (5, 57)CF
_(2%7 Ty 2_1T>Cb0 z’k—ill - (2%7 Tty %)Cblfikil
1 1 1 1 1\ ~7 )\ k-1
= 1-53+G—% 35— 7)Ch)fi
1 1 1 1 1 7 k—1 1 1 1 1 ¢
+et+ G- s FO)LT H (E 5w —3)Cf
nr—1
k—1 _ 75" k k—1
= Z( :Ll,nr>l i+l :I‘A’Pnl,nr<x2¢flvf )7
l=—nl
donde:
( ZZ,m")l - (2%_%7 72%_%) Cel—l—nl—i—lv l:_nla'”?_zv

s = (1~ b 4 Do)
Brando = (5+ G35 —5) ).
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( :Ll,nr)l = (2%_%7 72%_%) Cenl—1+l, l=1,...,m"—1,

siendo e; = (0;;)2" 2. En la Tabla 2.1, podemos ver! los filtros
para ciertos grados y tamanos del stencil. Se cumple:

(5;l7n7‘)—nl+l = (ﬁgr,nl)nl—l—l7 [ = 0,... ,’fll +nr— 1L (2.9)

NotA 2.2. En (2.9) algunos coeficientes pueden no ser exacta-
mente la misma fraccion, aunque en su forma decimal seran
muy aproximados. Se debe a que las ultimas cifras decimales
difieren por precision en los cdlculos y al pasarlas a fraccién no
son exactamente iguales.

l -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
(82,) -3 _1 5l 33
3,11 80 80 80 80
(82,) -9 9 -1
2,2/l 16 16 16 16
(52 ) =3 =3 =1 219 159
4,1)1 184 368 368 368 368
(82,) -3 -1 21 39 -1
3,2/l 88 88 44 88 88
(B,) | =2 = = -1 66 50
511 | 584 584 1168 1168 1168 1168
(52 ) =3 =3 =1 11 165 =1
4,2)1 188 376 376 188 376 376
(ﬁ?’ ) =3 =1 21 21 =1 =3
3,31 160 160 40 10 160 160
(ﬁ?’ ) =3 =3 =1 189 189 =1 =3 =3
4,4)1 368 736 736 368 368 736 736 368
k—1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k-1
fis i—5 i-4  Ji-3 ie  fia i [ fie fivs
Tabla 2.1: Aproximaciones a f}. ,, con grado del polinomio r,
TAP e (2,1, f271) = S50 n el utilizando interpolacion con 2

puntos y aproximacion con nl — 1 puntos a la izquierda de xf_‘f ynr—1
puntos a la derecha de 2.

%

Si n = nl = nr obtenemos que el intervalo donde interpolamos
esta centrado con respecto a los nodos en los que aproximamos.

'En http://www.uv.es/anims/noguera/ podemos descargar una GUI y pro-
gramas en MATLAB® que calculan los filtros segun los datos introducidos por
el usuario.
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En caso contrario hay mas nodos a un lado que al otro, lo cual se
utilizara para evitar las discontinuidades, ademas de localizarlas.

Orden de la reconstruccion 7 AP

Para determinar de qué orden es la reconstruccion nos basare-
mos en estudiar qué polinomios reconstruye de forma exacta.

PROPOSICION 2.1. Si ¢Z*7(z; f*~1,r) es el polinomio ZAP para
valores puntuales de grado r, la reconstruccion ZAP recupera
de forma exacta polinomios de grado menor o igual a r.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, trabajamos sobre
nodos enteros.

Sea pIP(z) = St artl y sea f(z) = q(z) = 307 bzt 1a fun-
cion a reconstruir.

Si s > r , la reconstruccion no es exacta en general, ya que un
polinomio de grado s no puede ser recuperado por otro de
grado inferior.

Si s =r , se deben cumplir las ecuaciones de interpolacion:

prP0)=q(0) 'y pPT(1) = q(1) (2.10)
y las de aproximacion;
PTG =al), G=—l =1, =123 0 (2.11)

dondenl >1,nr>1ynl+nr>r+1.

Mediante la matriz r + 1 x (nl + nr):

(1 1—nl (1-nl)?* - (1—=nl)" ]
1 —:1 1 | (—:1)7“
M, = 1 (1) (1) (1) ; (2.12)
1 2 4 2"
| 1 nr n;’Q nr’
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podemos expresar (2.10) y (2.11) en forma matricial:

a1 by
Mr+1 = Mr—i—l
Q41 b7‘+1
Haciendo el producto
by C1
MT-‘rl . - . )
br+1 Cr41
el sistema
aq &1
MT""I : - . )
Q41 Cr+1

es de solucion unica si rang(M,,1) = r + 1, en cuyo caso, dado
que [by,...,b.11]7 es una solucion, por unicidad a; = b; para
i =1,...,7+ 1y por tanto el polinomio ¢(z) se recupera de
forma exacta.

Si tomamos r + 1 filas de la matriz M,,; tenemos una matriz
de Vandermonde con determinante distinto de cero, con lo
que efectivamente rang(M,.;) = r + 1y ya estaria probado.

Si s < r se reduce al caso anterior sin mas que anular los

coeficientes q; para s+ 1 <[ <r+1.

Por tanto la reconstruccion es exacta para polinomios de grado

menor o igual a r.

COROLARIO 2.1. El orden de la reconstruccion ZAP es r + 1.
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ENO

Al igual que en las reconstrucciones exclusivamente interpo-
latorias, para cada discontinuidad se producen una serie de in-
tervalos de escasa aproximacion. En concreto, si el intervalo que
contiene la discontinuidad es (zF~!, 2%!) y estamos trabajando con
condiciones centradas con nl = nr = n, los intervalos afectados

son: [zF! z¥-1 1. Y en términos de coeficientes de escala:

i—m> "ty Mi4n—1
di~t, i—nl+1<1<i+nr (2.13)

Incluiremos adaptatividad en las discontinuidades con el obje-
tivo de evitar utilizar stencils que crucen discontinuidades. Si la
funcion con la que trabajamos no contiene ruido, podemos utili-
zar el esquema ENO aplicando el Algoritmo 1.1 o 1.2 (ENO-VP-I o
ENO-VP-II respectivamente) para stencils de longitud nl + nr.

Cuando desplazamos un stencil segun la asignacion ENO he-
mos de tener en cuenta que en nuestra reconstruccion, si traba-
jamos en el intervalo IF~!, debemos interpolar en los nodos =%,
2¥! y podemos variar el nimero de nodos donde aproximamos

a izquierda y derecha para conseguir dicho desplazamiento. Para
cada m = nl + nr fijo, esto se traduce en tomar (ver Figura 2.1):

nl; =1—s;+1, nr;,=m —nl;, (2.14)

coni—m+2<s; <i+m-—2, siendo s; el definido en la seccion 1.2.2.
Con esto conseguimos que para una funcion suave los stencils
no crucen discontinuidades, mejorando los resultados.

WENO

Basandonos en lo expuesto en la seccion 1.2.4, veremos si es
posible adaptar WENO a la reconstruccion ZAP. Los pasos son:

1.- Expresar la aproximacion de orden r + 1 como una combi-
nacion lineal de las n aproximaciones de orden s + 1, con r > s:

_ n—1 _
TAP. . TAP,
pi o "(x) = chi D; S (),
k=0
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e o o o oS =1—4=>nl;=>
6 o o e oS =1—3=>nl;=4
6o o o o oS =1—2=>nl;=3

o o o o o oS =i—1=>nl;=2
o e o o o o8 =t=>nl;=1

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 _k—1 k-1 k-1 k-1 k-1 _k—1 _k—1
i i i i i-1 L5 Tiv1 Tigo Tigg Lipg Liys Liye

Figura 2.1: Posibles stencils de 6 nodos (m = 6 = nl+nr) para el intervalo

151 = [287 ) 2%1] en la reconstruccion TAP. Se marca con un circulo los

nodos donde se interpola y con una circunferencia donde se aproxima.

con C; > 0Vk,y ZZ;& C; =1, siendo pZ.IAP"“” el polinomio interpola-
cion aproximacion de orden t + 1 construido tomando nl nodos a la
izquierda y nr a la derecha de z%, ,.

En WENO para valores puntuales y reconstruccion interpolato-
ria r = 2s—1 debido a que la longitud del stencil determina el grado
del polinomio interpolador. En este caso debe cumplirse simple-
mente que r > s para que WENO produzca un aumento del orden
de aproximacion. Ademas también podemos elegir el niumero de
nodos, n = nl = nr, donde aproximamos, teniendo en cuenta que
2n>r+1y2(n—1) > s+ 1 para que se aproxime y no se interpole.

En la Tabla 2.2 vemos los coeficientes €] que obtenemos para
algunos valores de n, r y s. Notar que los casos viables para WENO
son los que cumplen C; > 0y S7—, C; = 1. La mayoria de casos
nos salen incompatibles. En otros casos, como para s =2, r =4y
n = 3 no se cumple que C} > 0 Vk.

Tras efectuar los calculos con diferentes grados y longitudes de
stencil, los casos factibles para aplicar WENO son:

TAP. TAP, TAP; ,,
D; 4' (x):%pi 71(x)+%pi "(z), n>2,
es decir:
n—1 0 n—1
Z (Buo)t fir1 = 5 Z (Br)i firt + 3 Z (BE )i s, =2 (2.15)
I—n I=—n =1

_ c;
2.- Definimos aj, = ¢ 5

E+Z8mr i)’ k= O, e, n = 1, con ISn—k’,k’-i—l un



2. Nuevas reconstrucciones 85
s =2 s=3
=3 |n=4|n=5|n=4 5| n==6
Gl 5 | 5 | 3
Cy 0 0 0
r=31Cs| 1 0 0
Cs 3 0
C; 3
s I—g S.L S.I. S.I. S.I. S.I.
Cy % S.L S.I. S.L S.L S.I.
r=4|0C; I—é’ S.L S.I. S.L S.IL. S.I.
C3 S.L S.I. S.L S.I. S.I.
3 S.I. S.IL. S.I.
C? S.I.
Tabla 2.2: Coeficientes C} tales que piIW”’”( ) =S Cip IAP” B ().
S.I. significa que el sistema es incompatible.
indicador de suavidad de f(z) en el stencil {z}"! ,, ... 2} !}. Para

comprobar el funcionamiento del algoritmo emplearemos en indi-
cador de suavidad de Liu et al. (1.28) o el de Jiang y Shu (1.29).
Dichos indicadores estan disenados para reconstrucciones inter-
polatorias, aunque los utilizaremos en ZAP ya que nuestra pre-
tension es unicamente ver la viabilidad de WENO para la nueva
reconstruccion. Para ser totalmente rigurosos deberiamos adaptar

los indicadores de suavidad a la reconstruccion ZAP.

3.- La aproximacion WENO sera

donde wi =
k Z] =0 &

WENO— I.AP

as
W’ para k =0,.

-1

Z

k=

,n—1.

IAPn k,k+1 (l‘)

)



86 2.2. Reconstruccion interpolacion aproximacion

PPH

Este caso es analogo al visto para la reconstruccion interpola-
toria, seccion 1.2.5, ya que los coeficientes son los mismos:

—2 _ _
TAP, (ah i, ) = =+ 2+ 2 = & (2.16)

con lo cual, tomando la media armoénica H(x,y), (1.30):

T 2 \PPH E-1y 1/ ¢k-1 k-1 —1H A2 FE1 g2 fEl
Apz,z (g1, 7)) = z(i—l + f; ) ( i, d°f; )7

La anterior es la unica eleccion posible para proporcionar una
aproximacion con stencils de 4 nodos, ya que si r = 1 no se cumple
la condicion de aproximacion.

ENO-SR

Basandonos en el algoritmo ENO-SR para valores puntuales y
reconstruccion interpolatoria, lo adaptamos para la reconstruc-
cion ZAP de la siguiente manera:

1.- Tomando stencils de m = nl+ nr nodos, calculamos los sten-
cils ENO mediante el Algoritmo 1.1 o 1.2 (ENO-VP-I o ENO-VP-II)
y asignamos los nodos donde aproximaremos para cada intervalo
segun (2.14).

2.- Sinl;_; =m— 1y nl, =1 los stencils para las celdas I*' y
IF7' son disjuntos. Etiquetamos dicha celda como sospechosa de
contener una discontinuidad.

3.- Para cada celda sospechosa definimos la funcion

GTP () = P (x; f*7 1 r) — 2P (2 f* 1),

donde Sz indica que eleglmos el stencil segun la eleccion ENO. Si
GIAP (gh—1) . GTAP (15~1) < () etiquetamos la celda I*~! como singular.

Z;

4.- Si GFP (g1 . GTAP (45 ) < 0, el punto z§ | se halla a la
derecha de la dlscontlnuldad
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Antes de exponer el calculo detallado de filtros una cuestion de
notacion. En lo que resta de apartado denotaremos:

_ T — -1 T
ch = (Agf::w—l,l Agﬁi—ir—l,l) Agff:w—m )
Z;é = [nl—l—nr—1,nl—|—nr—2,...,2]T,
olo= [—nl—nr+2,—nl—nr+3...,-1",
_ _ -1
D TAP T Tap TAP T
C - (Al,nl+n7'—1 Al,nl+nr—1> Al,nl+nr—1 )
W o= [-1,-2,...,—nl—nr+2]",
i)lD = [2,3,...,nl—|—m"—1]T,
P k— k— T
/o = [ i+117 SR i+n1l+m"—2} )
A _ 1T
fI - [ ik—nll—nr’ Tt fik—Ql} .

Los filtros para f)._, cuando nos encontramos a la derecha de
la discontinuidad se obtienen de la siguiente manera:

ik TAP (k. pk—1 _ AP . k-1
f2i—1 = q8i+1 (in—lﬂ f Y T) - psi+1 <_1/2? f ’ r)
r+1 r+1

= Y-y e e a4
=3

- ; — 3R = Al (- A - P A
() ()] P (Fo =B AT - BP AR

nl+nr—1
= > (B S (2.17)
=0
donde:
(Brssnr)y = 143 = 31,C780 = [(=4)%,.... (-3)7] oPib,
(ﬁg,nl—s—nr)l - _% - %1?_10D61D — [(—%)2 e (_%)T:| CDng’
(56,nl+m“)l = <%1$—1 + [(_%)2 Sy (—%)q) CDel,
nl+nr—1

siendo ¢; = (O1),_ paral = 2,....,nl +nr — 1. En la Tabla 2.3
podemos ver dichos coeficientes para ciertos valores de nl, nry r.
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En otro caso z5;, , se halla a la izquierda de la discontinuidad:
f2kz 1= qsIZAZD(mzz 1»]“1C ',7) (o bien f21 1 pff‘?@/%fk_lﬂ"))-

f2kifl = inZD(xQz 1vfk ! r) = IAP(?’/Q fk ! r)
r+1 r4+1

= D a(®) =atietd a@)
=3

=
- ;;+%[ﬁf—ﬁ%“—ﬂ;cfo}—%ﬁﬁ—@{f?ﬂ
(O N M e (e iy

-1

- Z ( :ll—i—nr,O)l flk_ly (218)

l=—nl—nr

donde:
Brswa), = S+ 30,00 = [, (3)] cmab,
(Briinno) 5 = 1= 3+ 3,005~ [, (3)] €8,
(Frromno) = = (B0 + (3 (3)]) e

siendo ¢; = (0;, k)k— ne Paral = —nl—nr,... —3. Dichos coeficientes
pueden deducirse de los hallados para el caso derecho ya que se
cumple (ver Nota 2.2):

(56,ﬂl+n7‘)l = ( ;l+nr,0)_l_1 ) [ = O, s ,nl +nr—1

NoTA 2.3. Al aplicar SR de la forma descrita, fY | no esta en
el centro de un intervalo donde se interpolan los extremos, sino
que el intervalo donde se interpola esta a izquierda o a derecha
de fY._,. Esta modificacion nos permite adaptar SR para interpo-
lacién aproximacion.

Para finalizar el apartado, detallamos el calculo de filtros para
la funcion G*A”:
r+1

il
G’IAP Z 35—1 Zblas+1
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l 0 1 2 3 4 5
(B2, | W B 3 9
0,4/1 30 30 80 30
(/32 ) 1947 _ 839 3 _9 9 15
0,6/t | 1168 1168 1168 1168 584 584
( 3 ) 1044 626 388 94 314 32
U] 545 521 4425 560 2331 3207
k—1 fk:—l k—1 k—1 E—1 k-1 E—1
i+l i it+1 i+2 i+3 i+4 i+5

Tabla 2.3: Aproximaciones a f5~}, de ordenr+1, TAP,, ninr (le LR =

P (B ) +-1. utilizando mterpolaaon en f=1, fi-! y aproxima-

cion ennl + nr — 2 puntos a la derecha de fi e

r+1 r—+1
= o+ (@—Daa+ Y afz—1)""=b—(@+ Db — > (z+1)""
=3 =3

= T @) [ A AP (fo B = bR
+Kx—w%~w@—nﬂcDGD A - P )

=—fi";‘21—(:v—1)[ f’“—lflcf(f—bgf’“_bf )]
@+ 1), )T O (fr = 0 = b )

nl+nr—1

= Z ( nlm")l A 1’

l=—nl—nr

siendo:
(Oh)o = 2—a+ (x—1D1T,0P00 — [(x - 1)*,..., (z — 1)7] CPBY,
(Opmet = (@=1D+ (@ =D ,C% = [(x—1)*,.... (¢ = 1)"] CPY,
(@)1 = —(@+ 1) = @+ DI O + [+ D) (e + 1)) O,
(Oh)—2 = o —(x+ 11000+ [(z+1)*,..., (x+1)] OB,
G = = DITLC7 4[5 1. (o~ 1] CP) P,
paral =2, ...,nl+nr—1,
(@)t = [+ D1 CT = [(@+1)%, .. (@ +1)]C] e
paral= —nl—nr,...,—1,

donde ¢} = (6 0)0mm 1y el = = (6 ) e

k=—nl—nr"
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Como ejemplo, los filtros para nl + nr =6y r = 3 son:

TAP (, k—1 _ k—1 1063 k—l 2856 pk—1 244 rk—1
Gz‘ (xifl) - _fifl 335 J i 953 Ji+1 + 953 9537/ i+2
+459 k—1 4 372 k—1 _ 290 rk—1
9537 i+3 953/ i+4 9537045 1

TAP 470 sk—1 _ 3395 pk—1 _ 1727 k—l 918 k-1
G (1721 ) = toorfice — siptics — msttica — ane3/ios
L1215 k 1 1919 k 1 1044 k 1 626 pk—1
358 Ji—2 T 583 545 521 Ji+1
388k1_{_%k—1 314k:1_326k;1
1a25)i+2 T se9Ji+3 T 2331Ji+4 T 3207/i+5
TAP( k—1\ _ 1650 k—1 _ 2248 pk—1 _ 1537 pk—1
Gy (@) = GBfile — S fics — s fia
1454 k P Ve k 1 8990 k; 1 k-1
256 + 556 953 + /i

Ejemplos

Aplicaremos las diferentes reconstrucciones a la funcion (1.44).
El experimento consiste en bajar tres niveles por valores puntua-
les, eliminar los coeficientes de escala y subir tres niveles apli-
cando los diferentes operadores reconstruccion. En primer lugar
utilizamos la reconstruccion ZAP con stencils centrados (excepto
en las fronteras que si se han adaptado) de 6 puntos, es decir con
nl = nr = 3. Como vemos en la Figura 2.2 (a) para cada discontinui-
dad hay 5 coeficientes de escala afectados, en concordancia con
(2.13). En la Figura (b) representamos la posicion de los d¥ > 1073
para cada nivel (eje Y).

Al introducir la técnica ENO adaptada para esta reconstruccion
obtenemos que el intervalo de escasa aproximacion se reduce al
que contiene la discontinuidad, Figura 2.2 (c). Lo mismo podemos
decir de la técnica WENO y PPH, Figuras (e) y (f) respectivamente.

Finalmente, con la técnica SR la aproximacion mejora en la
esquina pero no en el salto, ya que en este caso la funcion GF47(z)

no cambia de signo en los extremos del intervalo que contiene la
discontinuidad, Figura 2.2 (c).
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0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(@) IAP;?) Centrado (b) Localizacion d¥ > 1073

0 0.5 1 (0] 0.5 1

(c) ZAP, ,+ ENO (d) TAP, ,+ SR

0 0.5 1 (o] 0.5 1

(€) WENO3(ZAP) () PPH3,(ZAP)

Figura 2.2: Aplicamos 3 niveles de decimacion por valores puntuales y 3
niveles de prediccion a la funcion (1.44) discretizada con 257 nodos. En (b)
‘0’ representa, para cada nivel, la localizacion de los coeficientes d¥ > 1073,
En el resto, - -’ representa la funcién de partida, ’.-’ la reconstruccion, 'o’
la_funcion en el nivel mds grosero y '..” la diferencia entre la discretizacion

inicial y la reconstruccion (desplazada —0,1 en el eje OY).
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2.2.2

Interpolacion aproximacion para medias
en celda (Z.AQC)

Trabajando con la discretizacion por medias en celda, definimos
la reconstruccion interpolacion aproximacion para medias en
celda y la denotamos por ZAC de la siguiente manera:

(ZACS*)(z) == diIAP(x FR,

donde ZAP es la reconstruccion definida en la seccion 2.2.1.
Dado que ZAP interpola a los valores de F'(x) en los extremos
de cada intervalo:

T @) = L[ LT, p
DTN = - |, ZTAP@F)
IAP(xf,Fk) TAP(zk 1,F’“) FF—FF,

— _ fk
a hy, hy, =1
y por tanto es un operador reconstruccion (Definicion 1.7).
El operador prediccion se calcula como sigue:

_ 1 x’2€z 1 d
k k— k— k—
(Pk’—lf 1>2i—1 - (DkIACf 1)2i—1 - h_k/xéi—z _xIAP(x d 1)
1 T A _— - AN —
- h_k <IAP(Igi—17Fk 1) —IAP($§¢—2aFk 1))

1 — T A —
= - (TAP(h ) — B = TAC(h o ).

Calculo de la reconstruccion Z AC

Fijado k, buscamos un polinomio de grado r, ¢(z) = >/} a2,
cuya media interpole a la media en celda f' y aproxime en un
cierto numero de nodos adyacentes. Dicho polinomio puede ver-
se como el de interpolacion aproximacion para valores puntuales
a la funcion F* !(x). Sin pérdida de generalidad, expresamos el



2. Nuevas reconstrucciones 93

polinomio sobre numeros enteros para facilitar la exposicion. Las
condiciones de interpolacion requeridas se traducen en:

g(1) —q(0) &
=) a=f"
1 ; !

Dado que a; = ff~' — 37"} a; , entonces:

r+1 r—+1 r+1

o) = o+ (7 =Yg+ Yt =i Y (o - ).
=3 =3

Calculemos las medias en celda de la funciéon en [j,j + 1]

r+1
= a+G+DF ) a(G+D) —5-1)
=3
r+1

—ar = jff T =) (T =)
=3

q(j +1) —q(j)

r+1
= 4> a (D) =4 =) (2.19)
=3
~ Imponemos nl condiciones a la izquierda y nr a la derecha de
f¥=1, con nl 4+ nr > r para asegurarnos que aproximemos y no in-
terpolemos. Las ecuaciones de minimos cuadrados son:

r+1
Sa((G+)T = 1) =5 - (2.20)
1=3
para j = -—nl,—nl+1,....,-1,1,2,... nr. B
En forma matricial tenemos A%/ 4 = f — 1,4n, fi, donde:
[ (—nl+1)2 = (—nl)>*—1 -+ (—nl+1)"—(-nl)" =17
- 2 (—1)y -1
AT : s |
4 o S |
(mr+1)2=mr)?2-1 - (mr+1)"—=mr) -1

(2.21)
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- Fh—1 ph—1 Fk—11T
con a = [ag,...,a,41]" yf= [fL s S ]
Para obtener los coef1c1entes {as, .. ar+1} del polinomio ¢(z) re-
- T TAC T 7y -
solvemos el sistema Anf‘gr ATC 4 Anf‘ffT (f = Lorne fi) :
o — (gTACT yzAC - qzAc T F 4 7 9.99
a = nl,nr nl,nr nl,nr (f - nl+nrfi)‘ ( . )

_ N1
Definiendo C = (AIAC TAIAC) AT tenemos que:

nl,nr nl,nr nlnr

ay = fi—liaTa=f— 1r71TCf+ 1r71TC]-n1+nrfTi
(1 + ]-r—l C]-nl—i—nr)fi - ]-r—lTCf'

NoOTA 2.4. El coeficiente a; queda sin ser calculado, aunque esto
no supone ningun problema, ya que, como finalmente buscamos
las medias del polinomio q(z), el coeficiente a, se elimina.

Al polinomio ¢(z) que hemos calculado lo denotamos por:

szAP( ;Fk_l, ) IAC( fk; 1, )
Sobre {zF"'}; se denotara qm(x FF1 ) = quAc(x =t —1).

r+1

Una vez hallados {a;},_; el valor que aproxima a f},_, sera:

Z.AP( Fk 1 ) I.AP(O Fk 1 ) r+1

fia = b 1/2 = Q(Z a (%)lil —ay)

r+1

= YA Pt G

=2
- (1+]—r71T01n1+nr)ﬁ_ r— 1ch
+(2L17"'a2r 1) Cf (217"‘72r 1) C]-nl—i-nrfz
— I+ (-4 =) Clapm) i+ (=1, 55 -1)'C

nr

, P —_—
- Z (/ynl,nr)lfi—i-l - IACnl,nr<x§i—17 fk 1)7

I=—nl
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siendo? (ver la Tabla 2.4):
(rYILl,n'r)O = 1+ (]- - 2_11a R 1- 2,%1)’11011114_111-,
. T
(77157717‘)[ = (QLI - 17"%% - 1) Cel+nl+1, = —nl,...,—l,
r _ (L 1t _
nt,nr - 2 )ttty Qr— n ) b A )
(7 l, )l ( T 1 or—1 1) Ce 1+l l 1 nr

donde e; = (§;)".

[ —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
2 2 1 17
(’Yz,o)l 20 20 20
2 3 2 1 50
(3001 56 56 56 56
( 2 ) 4 3 2 1 110
Va,0)1 120 120 120 120 120
2 23 1
(’Yo,z)l 20 30 20
2 62 _1 _2 _3
(v0,3)1 56 56 56 56
( 2 ) 130 .1 .2 .3 _4
o4l 120 120 120 120 120
( 3 ) 2 1 40 _ 1 _2
2,21 40 10 10 10 10
( 3 ) 3 2 1 112 1 .2 3
3,31 112 112 112 112 112 112 112
( 3 ) 4 3 2 1 240 .2 .3 _4
Va,4)1 240 240 240 240 240 240 240 240 240
k—1 7k—1  Fk—1  fk—1  Fk—1  fFk—1 Fk—1 Fk—1 Fk—1  Fk—1
i+l fz'—4 fz’—3 fi—2 i—1 fi i1 i+2 i+3 i+4

Tabla 2.4: Aproximaciones a f}. ,, con grado del polinomio r — 1 (r pa-
ra F). TACy . (5,1, [*) = S22 (a hifi' interpolando en i1 y

aproximando con nl nodos a la izquierda y nr nodos a la derecha de ff‘l.

Si nl = nr el stencil es centrado, pero en caso contrario se to-
marian mas nodos a un lado que al otro, hecho que utilizaremos
para adaptar la técnica ENO al caso que nos ocupa.

Orden de la reconstruccion 7 AC

. 1 _ . .
Siendo F(z) = p(z) = 3,7, biz'~! un polinomio de grado s, vere-
mos si puede ser recuperado de forma exacta mediante la recons-
truccion interpolacion aproximacion por medias en celda. Tomemos

2En http://www.uv.es/anims/noguera/ se pueden descargar programas y
una GUI en MATLAB® que calculan dichos filtros segun los datos introducidos
por el usuario.
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pm(x) = ;”ill a;z'~1 como el polinomio de interpolacion aproxima-
cion de grado r construido a partir de F(x).
En primer lugar estudiamos el caso s = r, debiéndose cumplir
TAC(: 4 1) — TAC( 1) — o
i+ i p0G) U+ i i) i=—nl... .o

o desarrollando:
r+1 r+1

Da(G+D)T =) =D b (GHY T =Y, G=—al,
=1

=1

siendo pZA¢(1) — p=AC(0) = S @, = S0 by 1a condicion interpolato-
1=2 1=2 P
ria.
En forma matricial:
aq bl
Mn - Mn )
Qr 1 br+1
con
[0 1 (—nl+1)?—(=nl)?* -+ (=nl+ 1) — (—=nl)"™ 7]
0 1 1 _(—1)rH
M,= |0 1 1 o 1
01 3 e 2rtl 1
L0 1 (nr+1)2—nr* o (nr+ 1) — ettt

Observamos que la primera columna es nula lo cual indica
que el coeficiente b, no puede ser determinado. Esto no repre-
senta ningun problema, ya que como lo que vamos a calcular es
pHC (5 + 1) — p*4€(4), dicho coeficiente se elimina.

Si trabajamos con la matriz

(1 (—nl+1)2—(—nl)* -+ (—nl+ 1) — (—nl)™ ]
1 -1 L. _(_1)7“4-1
M= |1 1 1 ,
1 3 e or+l 1
1 (nr+1)% — nr? ‘e (nr+ 1) — pprtt
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el sistema

Qg by
My | i | =My |

Qr41 br+1
tiene solucion unica al igual que vimos en la Proposicion 2.1. El
resto de casos (r # s) también fueron estudiados en dicha proposi-
cion.

Dado que f(z) es un grado menor que F(r), podemos enunciar

los siguientes resultados:

PROPOSICION 2.2. Si ¢Z4%(z; f*~1,r — 1) es el polinomio de inter-
polacion aproximacion para medias en celda de grado r — 1 (de

grado r para ¢ (z; F*=',r)) , la reconstruccion T.AC recupera de
Jforma exacta polinomios de grado menor o igual ar — 1.

COROLARIO 2.2. El orden de la reconstruccion ZAC es r.

ENO

Utilizando stencils centrados obtenemos coeficientes de escala
de elevada magnitud. Con 2n+1nodos, sinl =nr =nyen (25, 2%
hay una discontinuidad, los coeficientes de escala afectados son

di, i—n<Il<i+n, (2.23)

mientras que si la discontinuidad se halla en (25, ,, 25 ) son
di, i—-n<l<i4+n-—1 (2.24)
Para minimizar el nimero de coeficientes de escala afectados
por discontinuidades debemos utilizar la técnica ENO. La eleccion
del stencil se realiza con el Algoritmo 1.3 o 1.4 (ENO-MC-I o ENO-

MC-II) para medias en celda, vistos en la seccion 1.3.1, obteniendo
para cada : el valor s;, que en términos de nl sera:

nl; =1 —s;. (2.25)
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WENO

Partiendo de lo expuesto en la seccion 1.3.3, veremos si es po-
sible adaptar WENO a la reconstruccion Z.AC. Los pasos son:

1.- Expresar la aproximacion de orden » como una combinacion
lineal de las n + 1 aproximaciones de orden s:

1 )

=Ar—1 n =7A5—1
p o =3 g (2.26)
k=0

con C; > 0Vky >, ,C; =1, siendo piZAC”l’"T el polinomio de orden

t de interpolacion aproximacion para medias en celda construido

tomando nl nodos a la izquierda y nr nodos a la derecha de f/'.
En (2.26) se debe cumplir:

= 7 > 5 para que aumente el orden de aproximacion.
TAC, ! . ) .
= 2n > paraque en p, " se aproxime y no solo se interpole.
TAC,
= n > s para que en p, ’
interpole.

Se aproxime y no unicamente se

Es facil comprobar que los tunicos casos que cumplen las con-
diciones deseadas son:

zAc,, 1 zac,, 1 7ac,

: = > 2
p’L 2pz 2p2 b n_

Y

es decir:

n—1 0

n—1
S B IE =3 B+ 5 D> (B, n>20 (2.27)

l=—n l=—n l=—1

Cs = 1
W, k=0,...,n,conZsS, _j; un indica-
n—k,k
k—1 k—1

dor de suavidad de f(z) en el stencil {«{~ ...,z '}, como el de
Liu et al. (1.63) o el de Jiang y Shu (1.64) de las reconstrucciones
interpolatorias.

2.- Definimos aj =
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3.- La aproximacion WENO sera

WENO— IAC Z IACn kk
p; k SL’),

7

L parak=0,...,n

donde wf = — &
k Z?:o ot

PPH

Los coeficientes de la reconstruccion ZAP son los mismos que
para ZP, es decir:

TAD> (k Fl— h— Fh— h— Fh—
TAP, ok ffl) = —L it At Skt Lol (2.28)

Siendo ésta la unica eleccion posible que cumpla la condicion
de aproximacion con stencils de 4 nodos. Repitiendo el razona-
miento expuesto para ZC en la seccion 1.3.4, obtenemos

(TACL,) (b ) = - pH@ LAY, (229

) PPH

donde H(z,y) es la media armoénica definida en (1.30).

SR

Los pasos para aplicar SR para la reconstruccion ZAC son:

1.- Calculamos los stencils ENO mediante el Algoritmo 1.3 0 1.4
(ENO-MC-I o ENO-MC-II) y asignamos los nodos donde interpolare-
mos para cada intervalo segun (2.25).

2.- Si nr;_; = 0y nlyy; = 0 los stencils para las celdas I'7' y
IF! son disjuntos. Etiquetamos dicha celda como sospechosa de
contener una discontinuidad.

3.- Para cada celda sospechosa definimos la funcion

GTAC(2) = TP (a; F* 1 r) — &P (a0 R ). (2.30)

_q8+1
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Nora 2.5. En (2. 30) el polinomio qIAP( : F*=1 1) lo calculamos
interpolando en f; +1 y aproximando en los nodos a la derecha de

dicho punto y para qIAC(:c) interpolamos en fF! y aproximamos
en nodos a la izquierda. Aunque en este intervalo no realizamos
interpolacion en ff~', el interpolar en fF-' y ! nos permite
expresar GH¢ en funcion de { '},

Si GFAC (g5 1) . GTAC(2F1) < 0 etiquetamos I"~! como singular.
4.- Si GFAC(zF1y . GFAC(zh ) < 0, el punto z% |, se halla a la
derecha de la d1scont1nu1dad, por tanto:

. a T @b PP ) —gf T (b, PR ) pE AR (O F ) —pB T (-1 2F R )
2t hy - 1/2

Para asegurar consistencia f& | = 2fF ' — fk,
En otro caso z5, | se halla a la izquierda de la discontinuidad,
con lo cual:

f - (IZ';AT(xQZ 17Fk ! T) qIAP(xzvak ! ) _ pflé?(B/Q;Fk_lm) IAP(l Pkl )
2i—1 — R - 1/2

Para asegurar consistencia f§ = 2 — f& .

NoTA 2.6. Gracias a las condiciones de interpolacion en fF !

qszﬂ’( x; FF1r) y en ffot de 247 (x; F*~',r) se puede aplicar el
mismo razonamiento expuesto para la reconstruccion ZC en la

seccion 1.3.5, con lo que la consistencia queda garantizada.

A continuacion expondremos el calculo detallado de filtros para
la realizacion de la técnica SR de la reconstruccion interpolacion
aproximacion. Debemos tener en cuenta que hay una diferencia
importante en la definicion de AZ¢ y de AZAC  En el primer caso,

nl,nr nlnr:*

nly nr admiten valores negativos, mientras que en el segundo caso
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no. Por esto, para adaptar la Proposicion 1.7 a ZAC no podemos
simplemente cambiar la matriz AZ{, por AZ'C sino que deberemos
introducir modificaciones adicionales.

Con el objetivo de reducir la exposicion, en lo que resta del
apartado asumiremos la siguiente notacion:

~

fi

= T = -1 — 7
D ZAC TAC TAC
C - (AO nl+nr AO nl+m") AO,nl+nr )
» . T
fD - [ 1—1—2 Yot z+nl+nr+l} ’
T
I ZAC TAC TAC
(j - (/4nb%nr0 [4nk+nr0) /4nb%nro ’

rk—1
znl nr—17° " f }

Para el calculo de filtros de GZ4¢(z) utilizaremos el resultado:

PROPOSICION 2.3. Sea AL/ la matriz asociada al sistema que
resuelve el polinomio de interpolacion aproximacion para medias
en celda, con los nodos expresados sobre enteros (definida en
2.21) y sea (F', F}") la localizacion de la discontinuidad, la

7

Juncién G;IT para grado r puede ser expresada como sigue:
GF%(z) = F'+ (2 — 1) (0 + 11 0P Luine) Fif! — 17C° )
+@=12...,(&—1)y"]CP (fD _ 1nl+nrﬁ’1—11>
((1 1T O ) fEL — 1T Cffl)

et 121, @+~ 1 O (fr— Lume T

Demostracion: Tomamos los polinomios de interpolacion aproxi-
macion para medias en celda construidos a izquierda y derecha de
la celda singular:

r+1 r+1

P PP ) =Y ety pE T (@ PR ) =) bt
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Gracias a la condicion de interpolacion, se cumple que:

k—1 k—1
K rk—1

Pﬁi‘?((); F¥1 ) — pBAP (L PR ) = % =fi (2.31)
Por tanto:
r+1 B r+1
a; — Zb, ffl=a-b=f"+> b (2.32)

Tal como hemos definido la matriz A% , necesitamos utilizar

nlnr?
un juego de nodos enteros distintos al trabajar con pI"”’ y con
psm . La Figura 2.3 muestra las elecciones de nodos enteros para
el calculo de cada polinomio de interpolaciéon aproximacion. Para
la funcion G74¢(r) necesitamos una expresion que escoja correc-
tamente los nodos segun cada polinomio. Si observamos la Figu-
ra 2.3 es sencillo escribir las siguientes expresiones:

GZ-IC(xf 1 = pf“ﬂ)( 1 FR=1 o) —]?I_Afp(l'l‘*ﬁk_1 r),

IC( ..k TAP . k-1 IAP k— 1
Gi (IQZ 1) - Ds; i+1 ( 1/2aF ’ ) (3/2 F )
Gizc(xi = pf“ﬂp((); FF1or) — pfAP(Q; FF1op).

Figura 2.3: Elecciones de nodos enteros necesarios para la correcta cons-
truccion de los polinomios pZAP (x; F*=1,r) y pfﬂ)(x; Fk=1 ),

Con esto, la funcién GZ4°(z) puede expresarse:
1

GHz) = pHP(@—LF ) = p P (@ + LR )
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_ (5j7k)nl+n7“+l y €§ _ (5‘77]9)2

r+1 r+1
Z :E—l Zblx+1
=1
r+2 r+2
al—bl+2al:p—1 Zbla:—i-l
r+1 r+1 r+1
fk 1—1—261—1—2(111’—1 Zbll‘—f—
r+1 r+1
fE l—i—Zalx—l Zbl (x+1)"1=1)
r+1 r+1
4t ag(z —1) —|—Za1x—1 —ng—Zbl (x4 1)1 =1)
=3

o = 1) (4 1, CP ) A~ 1T 1CP )
+l@—12%.. . (x—1)]CP (fD . 1nl+mﬁﬁ—f)

o (141 1O ) 41— 1107 o)
+Fla+12=1,... (z+1)y —1]C! (ff—1nl+mr - 1)

nl+nr+1

Z (U:Ll,m")l _z’:ll (2.33)

l=—nl—-nr—1

(:cl;rfl—i—[(x+1)2—1,...,(:c+1) })Clel,

paral =-—nl—nr—1,..., -2,

—z(1+ 17 ;C ) — [(2+1)° = 1,..., (z + 1)" — 1] C"'Lutsnr,
L

(2 =1)(1+ 1,0 Lntyme) — [(x —1)% . (- 1)T} CP1nitnr,
(-1 + [(z=172 ..., (z—1)]) C’Del ,
paral=2,...,nl+nr+1,

k=2 k=—nl—nr—1°
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Los valores que necesitamos para decidir si la celda es singular
y para conocer la localizacion de x4, | respecto a la discontinuidad
son GTAC(zh= 1), GTAC(zk ), GTAC(2F1). Como trabajamos sobre no-
dos enteros debemos calcular:

GIA(2 =) — e GFA0),
GFAzh ) — hyGFA(1)2),

GFC (k) = heGF(1),

aunque como ya advertimos en la Nota 1.17, en la practica el pro-
ducto por h;_; puede ser eliminado, ya que en la funciéon G sélo
nos interesa el signo, evitando asi trabajar con los nodos iniciales.

Utilizando la Proposicion 2.3, a modo de ejemplo exponemos los
filtros para nl +nr =4y r =3:

( TAC ( .k _ k=1 63 rk—1 rk—1
Gi (xi—l) - hkr 1(f i+1 + 155 155 z+2 + 155 i+3

48 rk—1 _ 66 rk—1
+155 1+4 155 Z+5)

GIAC(:UZZ 1) = hk,l( 620 _1_% +122_7410 - 1y 2445810fk 1
g‘llg +f it gig i+l L+ 2445810 11121
+122_7410 +3 '+ 2247830 111_41 620 z]iH’)l)
G () = hi1 (— 15 i+ e 5 fid + %5 s + 155fk !

63 rk—1 rk—1
L —31Ji-1 + fz ) .
Pasemos al calculo de filtros para el punto cuatro de SR. Dada
una celda singular [zF7}, 257, si GFAC(2h, )-GFAC(2F 1) <0 — 01 >
koo
Lj—1-

PTG ) = o T F )

(Plf—lfkil)%fl =

1/2
r+1 r+1
= Zbl (3)"” Zbll D)
r+1

= b2 %— —i—Zbl(% - ))



2. Nuevas reconstrucciones 105

== (1 + 1 Clln1+nr) CIfI
+2[(%) (%) fI - 1n1+nr k 1)
-1
= Z (fYZazl—ﬁ-nr—&—l,—l)lflk_la
l=—nl—nr—1

donde:

(7:;1+nr+1,_1)—1 - (]- + 1;-1‘_10[1n1+nr) -2 [(%)2 - ]-7 ey (%)T - ]-:| CI]—nl+nr7

) (%)T - 1] Cle—l—nl—m“

siendo e_;_,y_py = (5_l_nl_m,_k)zl:ﬁ”’"_2, paral=—nl—nr—1,...,—2.

r 2
(7nl+nr+1,_1)l = —1rT_1CJ + 2 [(%) —1,...

La notacion v;,,,,., ; no debe confundirnos. El subindice —1
indica que estamos interpolando en f/' y aproximando a la iz-
quierda de este punto. Se utiliza esta notac1on por coherencia con

expuesto para reconstrucciones interpolatorias. Los filtros resul-
tantes pueden consultarse en la Tabla 2.5.

[ -7 —6 ) —4 -3 —2 —1
2 _3 _3 29
(73,—1) 10 20 20
2 1.3 1 1 3
(75,71) 10 10 20 10 1
( 3 ) 89 9273 271 451 215
5,1 310 1240 620 1240 124
( 3 ) 81 65 241 171 67L 443 383
V7,1 512 /s 1792 896 3584 3584 256
( 4 ) 971 1194 549 2113 1318
T5,-1 2208 985 1412 1123 531
( 4 ) 384 511 263 357 454 1913 1663
T7,-1) | T13a9 1275 821 2497 749 2788 832
Th—1 Th—1 Th—1 Th—1 Th—1 Th—1 Th—1  Fh—1
it fis Jile Jils Jiy Jils /i i1

Tabla 2 5: Aproximaciones para f2Z . de grado r para f (r + 1 para F),

Tk -1 Th—1 oy :
I"4071l nr ('rIQCZ 1 fk 1) = Zl—fnl nr—1 <7nl+n7‘+1 —l)l i+l utilizando mterpola—
cionen f; fF=1 y aproximacion en nl+nr puntos a la izquierda de dicho punto.

En otro caso, 07 < 2k,

P

1/2

P (0 F ) — )

(Plf—lfkfl)m =



106 2.2. Reconstruccion interpolacion aproximacion

= —2(—ta2+ ) a (-1

=3
= (1+1F,CP 1) fEE = 1T, CP fp
2 r ~ -
_2[(_%) Yttty (_%) ]CD(fD - ]-n1+nrfili|-11)
- Z (’yil,nlJrnrJrl)l _lk_la
=1

donde
T 2 r
(’7—1,nl+m~+1)1 = 1+ 13—10D1n1+nr +2 [<_%) ) (_%) } CDlnl-Irnm

(’Yil,nl+m~+1)l = (‘13?—1 —2 [(_%)2 1ee (_%)r]) CDela

siendo ¢; = (0,)/)" ", paral=2,...,nl +nr + 1.

Se cumple (ver la Nota 2.2):

(lyilml—&—nr-l—l)l = (/y:zl—&—nr—&—l,—l)—l? l = 17 ce 7nl +nr+ L.

El valor de f}_, se puede hallar mediante f§ , = 2fF! — fk.

Ejemplos

Los datos de partida corresponden a las medias en celda de una
funcion, en concreto discretizamos la funcion (1.70) en los nodos
centrales de 256 celdas equiespaciadas. Bajamos tres niveles por
medias en celda, eliminamos los coeficientes de escala y recons-
truimos 3 niveles por interpolaciéon aproximacion. En la Figura 2.4
(@) usamos la reconstruccion ZAC centrada con nl = 3, nr = 3 y
r = 3. En (b) mostramos los df mayores que 1073, En el salto hay 7
afectados en concordancia con (2.23). Dichos coeficientes son los
que provocan el fenéomeno de Gibbs en la Figura (a). En la Figu-
ra 2.4 (c) utilizamos la técnica ENO. Observamos que se mejora la
aproximacion tanto en la esquina como en el salto, excepto en el
intervalo que contiene la discontinuidad, al igual que con WENO y
PPH, Figuras (e) y (f) respectivamente.

En la Figura 2.4 (d), aplicamos la técnica SR adaptada a la
reconstruccion interpolacion aproximacion. Con dicha adaptacion,
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aunque la interpolacion se produzca en las celdas contiguas a la
discontinua y no en ella propia, observamos que la aproximacion
mejora, consiguiendo los objetivos de dicha técnica.

2.2.3
Funciones limite

Para aproximarnos de forma experimental a la funcion limite de
cada reconstruccion, aplicamos prediccion 6 veces a una funcion
nula excepto en un punto.

En la Figura 2.5 partimos de una funcion con 16 nodos y se
aplica prediccion 6 niveles. Las funciones limite que se obtienen
son suaves y por tanto adecuadas para los esquemas de multirre-
solucion.

Para medias en celda, las funciones limite son mas quebradasy
por tanto inadecuadas para un esquema de multirresolucion como
comprobamos en la Figura 2.6.

2.2.4
Disenno de curvas

En este apartado utilizaremos las reconstrucciones de interpo-
lacion aproximacion para el diseno de curvas. Para ello, partimos
de una serie de puntos de control y aplicamos varios niveles de
la reconstruccion. Tomamos 8 puntos de control (-3, —5), (-3, —3),
(1,1), (1,3), (—=1,3), (—=1,1), (3,-3), (3, —5).

En la Figura 2.7 utilizamos ZAP, con diferentes valores para r,
nl, nry cinco niveles. En la Figura 2.8 aplicamos la reconstruccion
a otros puntos de control iniciales para 2 dimensiones (derecha) y
tres dimensiones (izquierda). Las curvas que obtenemos son sua-
ves en todos los casos.

Para medias en celda, los resultados obtenidos, Figura 2.9, no
son satisfactorios ya que se obtienen curvas de escasa suavidad,
en consonancia con sus funciones limite vistas en el apartado an-
terior.
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0 0.5 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(@) IAC;?,, Centrado (b) Localizacion d¥ > 1073

0 0.5 1 (o] 0.5 1

(c) ZAC® +ENO (d) ZAC +SR

o 0.5 1 0o 0.5 1

(e) WENO?*(Z.AC) () PPH{,(TAC)

Figura 2.4: Aplicamos 3 niveles de decimacion por medias en celda y 3
niveles de prediccion a la_funcién (1.70) discretizada con 256 nodos. En (b)
‘0’ representa, para cada nivel, la localizacion de los coeficientes df > 1073.
En el resto, - -’ representa la _funcion de partida, .-’ la reconstrucciéon, 'o’
la funcion en el nivel mas grosero y '..” la diferencia entre la discretizacion
inicial y la reconstruccion (desplazada —0,1 en el eje OY).
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o
'
o

0 1

r=3nl=3nr=3 r=4,nl=3,nr=3 r=3,nl=0nr=4

Figura 2.5: Funcion limite para la reconstruccion ZAP. Utilizamos dife-
rentes grados, r, y nuumeros de nodos donde aproximamos, nl, nr, para el

polinomio pPAP (z; f* r).

0 0

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

r=3nl=2nr=2 r=4,nl=4,nr=4 r=3,nl=1nr=>5

Figura 2.6: Funcion limite para la reconstruccion ZAC. Utilizamos diferen-

tes grados, r, y nimero de nodos, nl,nr, para el polinomio p>4€(z; f* r).

-4 2 o 2 4 -4 ) 2 4 -4

nl=3,nr=3 nl=4,nr =4
Figura 2.7: Puntos de control iniciales (o-) y curva generada (.-) utilizando
cinco niveles de la reconstruccion ZAP para r = 3 y diferentes valores
nl (niimero de nodos a la izquierda de %, |) y nr (niimero de nodos a la
derecha de z%, ).
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]

@nl=2nr=2,r=3 (b) nr=2nl=2,r=3

Figura 2.8: Puntos de control iniciales (o-) y curva generada (.-) aplicando
5 niveles de la reconstruccion ZAP para valores puntuales en un ejemplo
en 2 dimensiones (a) y otro para 3 dimensiones (b).

4 2 0 2 a 4 2 0 2 4 4 2 0 2 a

nl=2nr=2r=2 nl=3nr=6r=3 nl=4,nr=8r=3

Figura 2.9: Puntos de control iniciales y curva generada utilizando 5 ni-
veles de la reconstruccion ZAC.

2.3

Reconstruccion utilizando
aproximaciones

En este apartado partiremos de los bien conocidos minimos
cuadrados para introducir la reconstruccion por aproximaciones
en esquemas de multirresolucion a la Harten, particularizando-
la para valores puntuales y para medias en celda. Los esquemas
tendran una diferencia fundamental respecto a la reconstruccion
interpolacion aproximacion, ya que al eliminar las condiciones in-
terpolatorias, las transformaciones entre {F}}; y sus medias {f*},
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no seran factibles en todas las situaciones. Aun asi, trataremos
de aplicar las técnicas vistas en apartados anteriores, ENO, SR,
WENO, PPH, calculando todos los filtros necesarios para construir
las reconstrucciones.

2.3.1

Aproximaciones para valores puntuales
(AP)

Trabajando con la discretizacion por valores puntuales (sec-
cion 1.2), definimos la reconstruccion por aproximaciones para

valores puntuales y la denotamos por AP como sigue:

Dados k y el intervalo [2¥~}, 2¥~!], construimos el polinomio de
minimos cuadrados que aproxima a los valores de f en m puntos
adyacentes a [zF7! 27| parai = 1,2,..., J,. Llamando ¢7 (z; f*,r)

i—17q

a dicho polinomio:

ﬁkfl(x; fk71> = %Aﬁp(xa fkilur)7 LS [‘I.k xk]v L= 17 R Jk

i—17 %4

NoOTA 2.7. No podemos aseqgurar que la reconstruccion AP cum-
pla DR f* = f* con lo cual no es un operador reconstruccion
segun la Definicion 1.7, aunque por abuso del lenguaje seguire-
mos denominandola como tal.

La prediccion se define de la siguiente manera:

(P = (DeAProa (-, f571)i = APy (af, f571).

El error de prediccion sera: ef = fF— AP, (aF; fF=1), i =0,..., J;.
Dado que estamos en valores puntuales ef = 0, Vi tal que zf € X*!
ydi=eb, paraj=1,...,J,1.

Calculo de la reconstruccién AP

Para cada intervalo /F~' = [2*7} 2] buscamos un polinomio

i—17 g

de grado r que aproxime a la funcién por minimos cuadrados en
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m puntos adyacentes al intervalo. Sea ¢(z) = 3/} ¢;z'~! dicho po-
linomio y {ff'} la discretizacion de la funcién a reconstruir,

NoTA 2.8. Con el fin de simplificar la exposicion, al igual que en
la reconstruccion AP y sin pérdida de generalidad, calcularemos
q(z) sobre los nodos 0,1,2,... y no sobre {z¥};, ya que éstos los
suponemos equiespaciados.

Para aplicar minimos cuadrados necesitamos al menos r + 2
condiciones. Si m > r + 2 es el numero de condiciones, tomamos nl
a la izquierda de f}, , y nr a la derecha:

qa(j) = fi5h, j=-nl+1,...,nr (2.34)

En forma matricial, tenemos la matriz (nl + nr) x (r + 1)

1 (—nl+1) -+ (—nl+1)" 7]
1 -1 e (—1)"
5 1 0 (0
AP _
Anl,nr - 1 1 17 )
1 2 2"
LT (o) e ()
~ p _ _ _ _ T
cona=lay,...,ar1 ).y f= [0 fL L]
Para obtener los coeficientes {ay, ..., a,,1} del polinomio ¢(x) de-

- T S5 . —= T 4 i
bemos resolver el sistema AAP © AAP = AAP © f es decir:

nl,nr nl,nr nl,nr

R ﬁ T ﬁ -1 ﬁ T A
a= (Anl,nr Anl,nr) Anl,nr f (235)
Al polinomio calculado, ¢(r), lo denotaremos PP (x; f51 1), o
bien ¢/” (z; f*~!,r) silos nodos son {z"'},.
El valor que aproxima a f5_, sera p/'"(3; f*~',r). Asi:

r+1

7k
foin = Zalg%l: (1,
=1

~

72%)"' 72%)Cf

N[
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nr—1

r

- Z ( nl,nr)l

l=—nl

siendo

_ .AP
¢ = < nl,nr

(5;[7717”)[ - (17 57 DrE

nl nr)

1
v 57) Cenir,

kl_
)erl

nl nroo

[=—nl,...

APnlnr( Loj— l’flC 1)

,nr —

1

)

donde ¢; = (0;;);2"". En la Tabla 2.6 mostramos® algunos de estos

filtros. Se cumple (ver Nota 2.2):

(62[,m~)—nl+l = (/Bgr,nl)nl—l—b = 0, ce ,nl +nr — 1. [236)
[ -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 3 7 11
<63,1)l 20 20 20 20
1 1 1 1 1
(B2.2): i i 1 i
(82,) -9 1T 33 39
3,171 30 30 80 80
(82,) -3 1 9 3 1
3,2/l 20 10 20 8 20
(82.) 3 7 3 3 7 =3
3,3/1 32 32 8 8 32 32
(53 ) 151 —323  —23 113 131 911
5,1/ | 2016 2016 504 504 288 2016
(62,) 9 =33 1 27 123 -1l
4,2)1 224 224 8 56 224 224
(83 -3 3 7 9 9 71 3 -3
4, 32 32 32 32 32 32 32 32
k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
fi+l i—5 i—4 i—3 e Jia i i+l i+2 fi+3

Tabla 2.6: Aproximaciones a f},_,, de grado r, APy (251, fF71) =

nr—1 k—1

Bt fin' s connl nodos a izquierda y nr a derecha de fy; ;.

Orden de la reconstruccion

Los siguientes resultados son triviales teniendo en cuenta la
técnica de minimos cuadrados polinémicos:

SEn http://www.uv.es/anims/noguera/ podemos descargar programas y
una GUI en MATLAB® que calculan dichos filtros segun los datos introduci-

dos por el usuario.
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PROPOSICION 2.4. Si¢*P(z; f*~',r) es el polinomio por aproxima-
ciones para valores puntuales de grado r, la reconstruccion AP
recupera de forma exacta polinomios de grado menor o igualar.

COROLARIO 2.3. El orden de la reconstruccién AP es r + 1.

ENO

Al utilizar condiciones centradas obtenemos una serie de inter-
valos de escasa aproximacion alrededor de cada discontinuidad.

Si n = nl = nr y la discontinuidad se halla en [z}, zF7!] los inter-
valos afectados son [zf7),...,2f>! |]. Y en términos de coeficientes
de escala:

it i—nl+ 1< <i+nr (2.37)

Para eviar utilizar stencils que crucen discontinuidades se uti-
liza el Algoritmo 1.1 o 1.2 (ENO-VP-I o ENO-VP-II) para stencils de

longitud m. Para cada intervalo [z}7}, #¥~!] obtenemos el valor s;
que da lugar al stencil SPNO = {257 ... 2% ! .} Para construir el

polinomio de minimos cuadrados sobre S”V¢ utilizamos las ecua-
ciones (2.34) con (de forma similar a la Figura 2.1 pero aproximado
en todos los nodos):

nl;,=i—s;+1, nr;=m —nl,. (2.38)

WENO

El primer paso para aplicar WENO a la reconstruccion por apro-
ximaciones para valores puntuales es expresar la aproximacion de
orden r + 1 como una combinacion lineal de las n aproximaciones
de orden s+ 1, con r > s:

i
L

pi T = ST o Pk (2.39)

0

=~
I
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—=t
con Cj >0y ZZ;& C; = 1, siendo pfw”l”” el polinomio de la re-
construccion por aproximaciones de grado ¢t construido tomando
nl nodos a la izquierda y nr a la derecha de %, ,. Para que real-
mente se aproxime, en (2.39) debemos tomar 2n > r+2y 2n > s+2.

En (2.39) no se ha podido hallar ninguna combinacion que
cumpla las condiciones expuestas, con lo que WENO no es via-
ble para esta reconstruccion.

PPH

Si trabajamos con stencils de 4 nodos (nl +nr = 4), tenemos dos

posibles elecciones para aplicar PPH: ﬁ;,Q y ﬁ;. Para r > 2 no
se cumple la condicion r + 2 < nl + nr.
Para r = 1, tenemos

! k. pk—1y _  1gk=1 | 1pk—1 | 1 k=1 | 1 pk—1
AP2,2(372F17JC ) = 1Jice T qlica +Zfi + 1Jin

1/ pk—1 =1y | 122!
- 5( i—1 +fi )+ 5(—1 2 )

Con esto
ﬁl PPH. ke _ 1 pk—1 k-1 LI (2 FE=1 g2 £h1
2,2 (T3i0; 7)) = 2(f¢—1 + fi )+2 ( i, do ) )7

donde H(z,y) es la media armoénica definida en (1.30).
Para r = 2 los coeficientes son los mismos que para I_sz, con

lo cual:

(4P,

PPH
)G = R A < (P L),

SR

El algoritmo SR adaptado a la reconstruccion por aproximacio-
nes para valores puntuales se resume en:

1.- Calculamos los stencils ENO mediante el Algoritmo 1.1 0 1.2
(ENO-VP-I o ENO-VP-II) y construimos el polinomio pép segun (2.38)
y (2.34).
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2.- Si nr;_; = 1y nlyy; = 1 los stencils para las celdas I*7' y
If! son disjuntos. Etiquetamos dicha celda como sospechosa de
contener una discontinuidad.

3.- Para cada celda sospechosa definimos la funcion
AP AP (... rk—
Gz’ 7)( ) qshq(x fk ! >_qsiz)1<xafk 177,,).

Si GAP (2571 . GAP (2571) < 0 etiquetamos la celda I*~! como singular

4.- Si GAP (25 1) . GAP(2k._|) < 0, el punto z%,_, se halla a la de-

recha de la discontinuidad, por tanto f} , = qSM(:):QZ_l, fF1r) o
segun nuestra forma de calcular:

r+1
~ -1
fa = w2 ) =3 a(3)
=1
nl+nr—1

_ _ T
= [17;72%] CD [fzk 17"" i]{iknllJrnrfl} = (/BOnl—l-nr)l i 17
=0
siendo
- T
CD = <AO nl+nr AO nl+nr> Aéﬁr—i—nr ) (240)
(ﬁg,nl—i-nr)l = [17;7"'72r] C’Del ) l:(),...,nl—l—m“—l,

donde e = (5j,k)zl$”r_l. En la Tabla 2.7 mostramos estos filtros
para ciertos valores de nl, nry r.

En otro caso z%, 1 se halla a la izquierda de la discontinuidad,
con lo cual f}_, = ¢/'7 («%,_,; f*~',7) o segin nuestra forma calcu-
lar:

r+1

ik k— 1 1
Joica = Psz 1 Q’f E bl 5
-1

= [1’;""7 }CI [fz nl— m"7""fik—_11}T: Z ( nl+n70)l lk 17

l=—nl—nr

siendo

T
CI = <Anl+nr 0 AnlJrnr 0) AAP [24 1)

nr+nr,0
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( :Ll+nr,0)l = [1757'- QL] Clel, [ = —nl—nr,...,—l,

donde el = (3;;),~ . .- Estos filtros son simétricos de los anterio-
res, es decir, se cumple (ver Nota 2.2):

(ﬁ67nl+nr)l = ( £z+m~70)_l_1 , 1=0,....nl4+nr—1.

[ 0 1 2 3 4 5
G| B 3 B
0,3/1 12 3 12
B2, | & L 5z
0,4/1 30 80 30 30
(53 ) 2129 583 57 467 321
0,5/ | 1120 7560 140 560 T 1120
(53 ) 636 543 _313 43 590 T
0,6/l | 377 T 1199 504 504 1037 288
k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1 k—1
fi—i—l Ji i+1 f¢+2 i+3 i+4 f¢+5

Tabla 2.7: Aproximaciones a f5_,, de grado r, AP, .. (a5 _1; fF71) =
(Bl i fES, con 0 nodos a izquierda y nl + nr a derecha de f5;_,.

Finalmente desarrollemos el calculo para la funcién G:

G (x) = pi¥ (s ) = pl (s )
- [17x""7xT](OD[fik_1""’fikjr_nllJrnT‘fl] Oj[fz nl— nr""’fik—_ll]T)
nl+nr—1

= Z (o, nr):—i—l zk+llv

l=—nl—nr

siendo

(onime)t = —[1, 2, 2" el l=—-nl—nr,...,—1,
(i)t = 1,2, ]CDel, [=0,...,nl+nr—1,

con el = (6;1)12 i e eJD = (6;5) 1, y P, C! las definidas en
(2.40) y (2.41) respectivamente.

Como ejemplo exponemos los filtros para r = 3y nl + nr = 6:
AP k—1\ 2 rk-1 k=1 4 2 ph—1 4 1 rk—1 8 pk—1 _ 121 rk—1
Gi (xiﬂ) - @fi—6 126f @fi74 + §fi73 - @fiﬁ T 12671

fkl 4k1 41<;1+ kol 4 dgh=1 2 ¢kl
i+1 — 3Jit2 i+3 T 3Jiva T 3Jits >
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AP [k _ k—1 590 rk—1 k—1 313 k— 1 543 rk—1 _ 636 pk—1
Gz‘ ("E%—l) - 288f 1037f 504f 504 i—3 1199f T 377di-1
636fk 1 543 pk—1 _ 313 k—1+ k— 1+ 590 pk—1 77 rk—1
377 1199/ i+1 504 J i+2 504/ i+3 10377 i+4 288/ i+5 7
AP/ k—1\ _ 2 k=1 4 pk—1 4k14k:18k1
G (xi ) = 3fi% _§f175 — i+ 3fiss —3fis i1
121fk:1 k-1 k-1 + k-1 2 pk—1
126 i+1 9 i+2 63 Z+3 126 i+4 63J1+5 *

Ejemplos

Aplicamos la reconstruccion AP a la funcion (1.44) compuesta
por trozos suaves que contiene un salto y una esquina. Bajamos
tres niveles por valores puntuales y subimos tres mediante la re-
construccion AP.

En la Figura 2.10 utilizamos stencils de 6 nodos centrados y
grado 3 para el polinomio de minimos cuadrados. En (a) se apre-
cia el fenomeno de Gibbs alrededor de los saltos, dando lugar a
coeficientes de escala de magnitud elevada, como apreciamos en
la Figura (b). En dicho grafico representamos para cada nivel (eje Y)
los coeficientes d¥ > 1072, En el primer nivel aparecen 5 coeficientes
de elevada magnitud en consonancia con (2.37).

Al utilizar la técnica ENO, Figura 2.10 (c), dichos intervalos se
reducen a uno, el que contiene la discontinuidad. Finalmente, me-
diante SR, la aproximacion mejora en la esquina y no en el salto ya
que G#*”(x) no cambia de signo en los extremos del intervalo que
lo contiene, Figura 2.10 (d).

WENO no aparece, ya que hemos comprobado que no es po-
sible aplicarlo en este caso. Para PPH, sin embargo tenemos dos
posibilidades con stencils de 4 nodos: »r =1y r = 2. En ambos ca-
sos desaparece el fenémeno de Gibbs. Para r = 2 la aproximacion
PPH es la misma que para la reconstruccion interpolatoria. Para

= 1 la aproximacion empeora, debido a que utilizamos rectas
para reconstruir.

Observamos que en el caso centrado se produce una recons-
truccion de escasa suavidad alrededor de las discontinuidades. Se
debe a la imposicién de consistencia, ff = f*~'. Podriamos obtener

(2
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aproximaciones mas suaves tomando:

r—+1 _
M=) a1t =17 (Aﬁ Ta ) A
=1

T
nl,nr nhnr) nl,nr

[ z‘k:nlh e i]fl—inll—l}T
(2.42)
Con estos cambios obtenemos la Figura 2.11. En el caso cen-
trado conseguimos una reconstruccion suave, pero en la técnica
SR no se obtiene mejora en la discontinuidad esquina, ya que esta
reconstruccion no seria consistente y por tanto perdemos informa-
cion necesaria para recuperar con exactitud los datos de niveles
superiores, hecho que también se observa en el salto.

2.3.2
Aproximaciones para medias en celda (AC )

Utilizando la discretizacion por medias en celda definida con
detalle en la secciéon 1.3, definimos la reconstruccion por aproxi-
maciones para medias en celda y la denotamos por AC de la
siguiente manera:

(ACT)(w) = - AP(a; ).

NoOTA 2.9. Para asegurar consistencia, (1.1), en la reconstruccion
AC debemos utilizar la relacion f¥ = 2f}~" — f& | para hallar uno
de los dos valores que reconstruimos, es decir, fy. o fy._,.

NoTA 2.10. AC no es una reconstruccion segun la Definicion 1.7
ya que no cumple que DR, = I+, aunque seguiremos denomi-
nandola como tal.

El operador prediccion se calcula como sigue:

k
— —_ . 1 Tai-1 o B
(P 1)21‘71 = (DrACk1f* 1)21;1 ~ e ok @-1477(%;]7}C Y
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0 0.5 1 0o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) ﬁ;?, Centrado (b) Localizacion d* > 1073

0 0.5 1 (o] 0.5 1

(c) AP® + ENO (d) AP’ + SR

0 0.5 1 (o] 0.5 1

(e) PPH?(AP) () PPH'(AP)

Figura 2.10: Aplicamos 3 niveles de decimacion por valores puntuales y 3
niveles de prediccion a la_funcion (1.44) discretizada con 257 nodos. En (b)
‘0’ representa, para cada nivel, la localizacion de los coeficientes df > 1073,
En el resto, - -’ representa la funcién de partida, .-’ la reconstruccion, 'o’
la funcion en el nivel mds grosero y ..” la diferencia entre la discretizacion
inicial y la reconstruccion (desplazada —0,1 en el eje OY).
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0 0.5 1 o] 0.5 1

(a) AP Centrado (b)AP+SR

Figura 2.11: Repetimos ciertos casos del experimento de la Figura 2.10
aproximando al reconstruir tanto en f§,_, como en f¥, segun (2.42).

AP(ak,_ FF1) — AP (2, o FFY) .
_ ( 2i—1 )hk ( 2i—2 >EAC([L'§Z_1,fk 1)‘

Calculo de la reconstruccién AC

Fijado k, buscamos un polinomio de grado r, q¢(z) = St aat,
cuyas medias aproximen a las medias en celda {f*'},. O dicho de
otro modo, ¢(r) debe interpolar a la funcion F*~*(z).

Al considerar las medias, a; sera indeterminado y quedaran por
calcular r coeficientes. Para aplicar minimos cuadrados necesita-
remos pues m condiciones, con m > r+ 1, de las cuales nl se toma-
ran a la izquierda de f' y nr a la derecha (m = nl+nr+1 > r). Sin
pérdida de generalidad, expresamos el polinomio sobre numeros
enteros para facilitar la exposicion. Imponiendo dichas condicio-
nes, las ecuaciones de minimos cuadrados seran:

1
a ((G+1) = =i =l (2.43)
1

+

T

l
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En forma matricial el sistema sera A*° 4 = f, donde:

nl,nr

(—nl+ D' = (=n)t -+ (=nl+1)" = (=nl)" ]
(—nl+2)' —(nl+ 1) o (=nl+2)" = (—nl+1)"
- 1 —(=1"
AC
Anl,nr - 1 . 17 )
1 o — 1"
(nr+1)" — (nr)? e (nr+1)" — (nr)"
con i = [ag, ... arpa) Yy f= [FEL P LT
Para obtener los coeficientes {as,...,a,.1} del polinomio ¢(z) re-

A~

PR T PR . PR
solvemos el sistema AA¢ =~ AAC 5= AAC

nlnr nl,nr nl,nr f

- T — -1 —= T 4 N
~ AC AC AC
a = (Anl,nr Anl,m") Anl,nr f = Cf

NoTA 2.11. El coeficiente a; queda sin ser calculado, aunque
esto no supone ningun problema, ya que como finalmente bus-
camos las medias del polinomio q(z), el coeficiente a, se elimina.

Al polinomio ¢(z) que hemos calculado lo denotamos por:
g’ (z e = 1) = ¢ (o FF )
o pA° (z; fFhr—1) = p P (z; F*~',r) sobre nodos enteros.
Una vez hallados {«}]~, el valor que aproxima a f},_, sera:

o Pl (g o = 1) = plOo 1)
f2i—1 = 1

=1 2
= (L5 a=14. . 55) CF

= > (et fi = AC (i FEY, (2.44)

I=—nl
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siendo:
r o 1 1 \T _
Yot = (Liggs oo 5im1) Cergnigr, 1= —nl,... nr,
—— T —— 1 —= T
_ AC AC AC
¢ = (Anl,nr Anl,nr) Anl,nr )
con e; = (§;;)7“"*'. En la Tabla 2.8 podemos ver? algunos de estos
coeficientes.
[ —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4
2 1 1 17
(72,0)1 4 3 21
(82 R
1,11 2 3 24
2 23 1 —7
(%,2)1 21 3 21
(B | =t =8 o2 o
Ya,0)1 | 120 280 35 56 140
(43 ) 23 13 29 107 19
73,11 140 56 70 280 140
(43,) —1 13 17 89 —19
Y221 28 280 35 280 140
(43,) 53 1001 19 31 17
T3 140 280 70 280 140
(43,) 151 59 8 67T 5
0,41 140 280 35 280 28
(7dy), | =318 565 925 1 616 29 —65
V33)l | 2688 2688 2688 3 2688 384 896
(vL) -7 383 553 1257 59 242 784 43 —51
Va,4)1 64 1224 2636 4825 231 1169 6131 1408 704
k-1 | pk—1  Fk—1 gk—1 k-1 k-1 7k—1 7k—1 7k—1 Fk—1
i+l fica  Tiss Jisa i i i+1 i+2 i+3 i+4
Tabl::. 2.8: Aproximaciones a fY. | con grado r — 1 para f (r para F),
r— k rk—1\ __ nr o1 . ..
ACy (25,1, f777) = l:_nl(vﬁl,m«)lfzurz, utilizando aproximacién con nl

puntos a la izquierda y nr puntos a la derecha de fi’“’l (este incluido).

Orden de la reconstruccién AC

Teniendo en cuenta la definiciéon de la reconstruccién AC, se
cumplen los siguientes resultados:

“Desde http://www.uv.es/anims/noguera/ podemos descargar programas y
una GUI en MATLAB®) que calculan dichos filtros segun los datos introducidos
por el usuario.
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PROPOSICION 2.5. Si ¢/°(z; f*~!,r — 1) es el polinomio por apro-
ximaciones para medias en celda de grado r — 1 (grado r para
¢*F (z; F*=1,r)), la reconstruccion AC recupera de forma exacta
polinomios de grado menor o igual ar — 1.

COROLARIO 2.4. El orden de la reconstruccion AC es r.

ENO

Utilizamos stencils centrados de n + 1 nodos, es decir si nl =
nr=mnyen (25 | r%) hay una discontinuidad, los coeficientes de
escala afectados son

di, i—n<Il<i+n, (2.45)
mientras que si la discontinuidad se halla en (25, ,, 25 ) son
di, i-n<l<it+n-—1 (2.46)

Para evitar utilizar stencils que crucen discontinuidades apli-
camos la técnica ENO al igual que en apartados anteriores. La
eleccion del stencil se realiza con el Algoritmo 1.3 o 1.4 (ENO-MC-1
o ENO-MC-II), obteniendo para cada i el valor s;, que en términos
de nl; y nr; sera:

nl; =1—s;, nr;=m—nl; —1. (2.47)

WENO

La primera condicion que se debe satisfacer es la expresion de
la aproximacion de orden r como una combinacion lineal de las
n + 1 aproximaciones de orden s:

1 Y

—Hr—1 n —55—1
prom =S o (2.48)
k=0
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—t
con C§ >0,y >, ,C; =1, siendo pfw"l”” el polinomio de orden
t de aproximaciones para medias en celda construido tomando nl
nodos a la izquierda y nr nodos a la derecha de fF'.

En (2.48) se debe cumplir:

= > s para que aumente el orden de aproximacion.

r—1

AC, ) . . :
= 2n > r para que en p; " se aproxime y no solo se interpole.
ﬁsfl
= n > s para que en p;, """
interpole.

se aproxime y no unicamente se

En (2.48) no se ha podido hallar ninguna combinacion que
cumpla las condiciones expuestas, con lo que WENO no es via-
ble para esta reconstruccion.

PPH

Como vimos para el caso de valores puntuales hay dos posibles
elecciones partiendo de stencils de 4 nodos para F":

! k k—1\ _ 1pk—1 , 1pk=1 |, 1pk—1 , 1pk-1
APyy(as 1, F77) = 3Fy + 3B + 3F + 3P0,

T2 k E—1\ _ 1 k-1 9 k-1 9 k-1 1 pk—1
AP, (w9 1, F70) = =65 + 35 + 168 — 5l
) —1

Escogiendo AP, ,:

1 QF(fgﬁll; Fk_l) - qg‘?@éﬁ% Fk_l)

R (xgi—h.fk_l) =

A partir de la expresion anterior no se ha podido hallar una
reordenacion que cumpla las condiciones deseadas, es decir algo

del estilo
a(FF' = FFN) +b(dPF_ + d°F)

h '
Lo mismo ocurre con el caso ﬁ;, con lo que PPH no es apli-
cable para la reconstruccién AC.
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SR

Para aplicar SR tenemos el siguiente problema: como no esta-
mos interpolando en ningun punto, la funcion

GH%x) = ¢/ (w; fFNr = 1) — g€ (o 0 r = 1),

no puede expresarse con valores de {f*'},. La demostracién es
analoga a la de la Proposicion 2.3, en donde la relacion (2.32) no
se cumple, y por tanto la diferencia a; — b; no puede ser expresada
en términos de {fF '},

Una posible solucion es utilizar la funcion de ZAC, GF4°(x), para
decidir si la celda es o no singular. En el resto de pasos ya utili-
zamos la reconstruccion AC. Aunque esto signifique no trabajar
unicamente con la reconstruccion por aproximaciones, esta licen-
cia nos permite realizar SR para esta reconstruccion, mejorando
las soluciones como veremos en los experimentos realizados.

Asi pues, la técnica SR puede aplicarse siguiendo estos pasos:

1.- Calculamos los stencils ENO mediante el Algoritmo 1.3 0 1.4
(ENO-MC-1 o ENO-MC-II respectivamente) y asignamos los nodos
donde interpolaremos para cada intervalo segun (2.47).

2.- Si nr;_; = 0y nlyy; = 0 los stencils para las celdas ' y
I ’111 son disjuntos. Etiquetamos dicha celda como sospechosa de
contener una discontinuidad.

3.- Para cada celda sospechosa definimos la funcion

GFAC(x) = ¢ s N — 1) — & 1 = 1),

q57,+1

Si GIAC( ) GIAC(
lar

') < 0 etiquetamos la celda I/~ como singu-

4.- Si GFA(zk 1y . GTAC(zh ) < 0, el punto z5 |, se halla a la
derecha de la dlscontlnuldad por tanto:

f . q‘sl+1(m21fk 1 ) q51+1(m22 fk 1 )_ p.s,L+1(1Fk 17‘) p5+1(1/2Fk ! )
2% = hy, o 1/2
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r+1 r+1 r+1
_ _ -
_ Q(Zalll S ad) My =200 at - (D))
=1 =1
D k— !
= 2 [1 ( ) }C [ z+1 : i+n1l+nr+2]
nl+nr+1
= Z Vi U (2.49)
=1
siendo:
I T
C = (A—l nl—l—nr—l—l A—l nl—l—nr—l—l) A—l nl+nr+1
(521 nl+m~+2)l = 2 [1 - §> S (5) } CD €l
con ¢f = (&) para l = 1,...,nl + nr + 1. En la Tabla 2.9

podemos ver dichos coeficientes para ciertos valores de r,nl, nr.
Para asegurar consistencia, el valor f;; ; lo hallamos medlante
_ o Fk-1
la relacion f¥ | =2fF1 — fk.

En otro caso z5, | se halla a la izquierda de la discontinuidad,
con lo cual:

g (kiR r—1)—gfC | (ak 1) pg AP (/2 F 1) —pdP (0:FR 1)

Fria = Tk 172
r+1 I r+1 r+1 I
=20 a3 =D aO ™ =20"a())
=2 =2 =2
11/
2[5, ()" S ]
-1
= Z (’Ynl—l-'m"—i-l —1)1 lk 1’ (250)
l=—nl—-nr—1
siendo:
T
CI = (Anler"Jrl —1 Anl+m"+1 71) Anl+nr+1 -1 >
(77Zl+nr+1 71>l = 2 [%77( ) :|CI€II nr—nl»

con ef = (&) " paral=—nl —nr—1,...,—1.

Posteriormente, hallamos el valor que falta mediante la rela-
cion f¥ = 2f~* — fk | con el fin de asegurar consistencia.Dichos
filtros podemos deducirlos de la Tabla 2.9, ya que se cumple (ver
la Nota 2.2):

(711,nz+nr+1)l - (’7i1,nl+nr+l)—l7 [ = 17 co 7nl +nr.
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[ 1 2 3 4 5 6 7
2 37 1 PR
(7—1,4) 10 10 10 10
( 3 ) 43 23 _ 4 _ 131 61
T=15 28 240 70 280 140
( 4 ) 2394 6547 1861 349 529 159
T-16 1135 8064 2016 2016 605 377
( 4 ) 1663 478 501 1 514 227 1021
V1,7 898 1565 629 3 1307 384 2688
Th—1 k-1 gh—1 Th—1 ph—1 k-1 ph—1 k-1
fin | fin  Fin  fis  fia Jis  fite  Jivx

Tabla 2.9: Aproximaciones para fY. de grado r — 1 para f (r para F),
——r—1 Tl Tl . .
ACo i1 (@hiy, fF71) = ?:lJ{nr(’YZl@lJrnHl)zflk L utilizando aproxima-
cion en nl + nr puntos a la derecha de ff_l.

Ejemplos

Aplicamos la reconstruccion AC a la funcién (1.70) obteniendo
la Figura 2.12. Bajamos tres niveles por medias en celda, elimina-
mos los coeficientes de escala y subimos tres niveles mediante la
reconstruccion por aproximaciones para medias en celda. En la Fi-
gura (a) utilizamos stencils centrados de 7 nodos para f (8 nodos
para F). Observamos las malas aproximaciones alrededor de las
discontinuidades (en las fronteras si se ha adaptado). En la Figura
(b) mostramos para cada nivel los coeficientes de escala mayores o
iguales a 107%. En concreto en el primer nivel observamos que hay
7 coeficientes afectados en concordancia con (2.45). Mediante la
técnica ENO, Figura (c), los intervalos de escasa aproximacion se
reducen a uno, al igual que con WENO. Al aplicar SR se mejora la
aproximacion tanto en saltos como en esquinas, Figura (d).

Las aproximaciones tan dispares para el caso centrado provie-
nen de imponer consistencia a la reconstruccion AC, ya que el
valor f} | es fruto de una aproximacion, pero f}, = 2fF ' — f& .
Para mejorarlas podriamos obtener el valor fX mediante aproxima-
cion pero en este caso perderiamos la propiedad de consistencia,
con lo que los operadores prediccion no estarian correctamente
definidos. Aun asi, probamos esta idea para ver los resultados que
obtenemos, a fin de aplicar esta reconstruccion en casos practicos,
como por ejemplo la eliminacion de ruido. Asi pues el valor f£ se
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aproximaria por:

21 1/2 *
r+1 .
-1
= 20 a(l-(3) )
1=2
T T rk— rk—
= [1_%771_(%) :|(Anlnr Anlnr) Anlm“ [ ik—nllf"? z’j—nl’/‘}
Podemos realizar una nueva mod1f1cac10n que asegura la con-
sistencia. Una vez calculados tanto ! como f;! por aproxima-
cion, la reconstruccion definitiva sena
{ f2z 1 — fZ'L 1+fk 1_%(f21 1+f2i)7 [2.52)
f2z f21+fk 1__<f22 1+f21)

Con estas modificaciones obtenemos la Figura 2.13. Observa-
mos que en el caso centrado se obtienen reconstrucciones de ma-
yor suavidad. Al aplicar SR mediante la reconstruccion no consis-
tente la discontinuidad de salto queda desplazada en la recons-
truccion, ya que dejamos de almacenar informacion necesaria pa-
ra la correcta reconstruccion de los datos de partida. Al introducir
la segunda modificacion, se pierde suavidad en la discontinuidad.

2.3.3
Funciones limite

En este apartado representamos las funciones limite para valo-
res puntuales, Figura 2.14, y medias en celda, Figura 2.15. Para
su calculo debemos utilizar suficientes condiciones para realmente
aproximar y no interpolar. Lo cual se traduce en que nl+nr > r+2
para valores puntuales y nl + nr > r para medias en celda. En
general, las funciones que se obtienen no son suaves y por tanto
inadecuadas para esquemas de multirresolucion.

En valores puntuales, la condicién f} = f*~! es la que va a pro-

7

ducir las oscilaciones que causaran la pérdida de suavidad. Para
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0 0.5 1 (o] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(a) m;?), Centrado (b) Localizacion d* > 1073

0 0.5 1 0o 0.5 1

(c) AC’ +ENO (d) AC’+SR

Figura 2.12: Aplicamos 3 niveles de decimacion por medias en celda y 3
niveles de prediccion a la_funcion (1.70) discretizada con 256 nodos. En (b)
‘0’ representa, para cada nivel, la localizacién de los coeficientes df > 1073,
En el resto, - -’ representa la funcién de partida, ’.-’ la reconstruccion, 'o’
la_funcion en el nivel mas grosero y '.." la diferencia entre la discretizacion
inicial y la reconstruccion (desplazada —0,1 en el eje OY).

evitarlo podriamos modificar el esquema de reconstruccion aproxi-
mando también en los nodos pares tal como expusimos en (2.42).
Para medias en celda ocurre algo similar, pudiendo introducir las
modificaciones (2.51) y (2.52).

En las Figuras 2.16 y 2.17 representamos algunos casos obte-
nidos por aproximacion en ambos nodos para valores puntuales
y medias en celda respectivamente. Las funciones limite son mas
suaves, aunque cabe recordar que no son reconstrucciones con-
sistentes y por tanto las aproximaciones obtenidas pueden des-
viarse de la original. Forzando consistencia tras aproximar en am-
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0 05 1 0 ) 0.5 1

(@) (ﬁis)* Centrado (b) (E§3> " Centrado

0 0.5 1 0 0.5 1

(© (Ac3,) + ENO @ (AcC},) " +ENO

0 0.5 1 0o 0.5 1

© (Ei,g)* + SR (0 (Eﬁyg)** + SR

Figura 2.13: Repetimos algunos casos del experimento de la Figura 2.12,
pero en (a), (c) y (e), marcado con * aproximamos tanto en ffi_l como
en fx |, segun (2.51) y en (b), (d) y (), marcado con **, introducimos la
modificacion (2.52) para dotar de consistencia a la reconstruccién por apro-
ximaciones en ambos puntos.
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bos, (2.52), obtenemos la Figura 2.18 donde observamos que la
funcion limite vuelve a quebrarse, y por tanto no representa una
mejora relevante.

0

-1 0 1 -1 0 1 1 0 1

nl=3,nr=3r=2 nl=3,nr=3r=3 nl=4nr=2r=2

Figura 2.14: Funcion limite para la reconstruccion AP. Utilizamos 6 nive-
les de reconstruccion.

2.3.4
Disenno de curvas

En consonancia con las funciones limite obtenidas, las recons-
trucciones por minimos cuadrados, en general, no son aplicables
para la generacion de curvas, como observamos en la Figura 2.19.

Con las modificaciones (2.42) y (2.51) se obtienen curvas suaves
aunque alejadas de los puntos de control, Figura 2.20, (a) y (b). En
(c) forzamos la consistencia mediante (2.52) y obtenemos de nuevo
curvas muy quebradas.

2.4
Conclusiones

En este capitulo hemos desarrollado reconstrucciones no exclu-
sivamente interpolatorias. En primer lugar se ha construido una
nueva reconstruccion basada en combinar interpolacion y apro-
ximacion por minimos cuadrados, comprobando que cumple los
requisitos para ser utilizada en esquemas de multirresolucion a la
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1 0 1 1 0 1 -1 0 1

nl=2,nr=2r=2 nl=3,nr=3r=3 nl=4,nr=4,r=4

Figura 2.15: Funcion limite para la reconstruccion AC. Utilizamos 6 nive-
les de reconstruccion.

05

05

o

-1 0

0 1 -1 0

nl=2nr=2r=1 nl=3nr=3r=2 nl=1,nr=51r=2

Figura 2.16: Funcion limite para la reconstruccion AP con la modificacion
(2.42). Utilizamos 6 niveles de reconstruccion.

0

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1

nl=2,nr=2r=2 nl=3,nr=3r=3 nl=1,nr=3r=2

Figura 2.17: Funcién limite para la reconstrucciéon AC con la modificacién
(2.51). Utilizamos 6 niveles de reconstruccion.
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05 05 05

0

-1 0 1 1 0 1 -1 0 1

nl=2nr=2r=2 nl=3,nr=3nr=2 nl=1nr=5r=3

Figura 2.18: Funcién limite para la reconstruccion AC con la modificacion
(2.52). Utilizamos 6 niveles de reconstruccion.

-4 -2 2 4 - -20 -10 0 10 20

(a) AP (b) AC
Figura 2.19: Puntos de control iniciales y curva generada aplicando 5

niveles de la reconstruccion AP, en (a) y AC en (b), ambas con nl = 3,
nr=3yr=3.

-4 2 0 2 4 -4 2 0 2 4 -4

(@nl=3nr=3 (b) nl =3,nr =3

Figura 2.20: Puntos de control iniciales y curva generada aplicando 6
niveles de la reconstruccion AP con grado 3, introduciendo la modificacién
(2.42) en (a) y para la reconstrucciéon AC con grado 3, introduciendo (2.51)
en (b)y (2.52) en (c).
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Harten. Dicha reconstruccion ha sido desarrollada para las discre-
tizaciones por valores puntuales y por medias en celda, calculando
los filtros asociados para los casos mas utilizados. Tras simples
adaptaciones, los esquemas ENO y SR son aplicables, mejorando
la aproximacion en las cercanias de las discontinuidades. La técni-
ca WENO solo es aplicable para ciertos casos, en concreto aumen-
tando de orden tres a cuatro para valores puntuales y de dos a tres
para medias en celda. PPH con stencils de 4 nodos puede también
ser aplicado, pero unicamente para orden 3 en valores puntuales
y 2 en medias en celda. Finalmente se han estudiado algunas ca-
racteristicas como el orden de la reconstruccion, funciones limite
y aplicacion al disefio de curvas. Para valores puntuales se obtie-
nen funciones limite de mayor suavidad que para medias en celda
y por tanto son mas adecuadas para ser utilizadas en esquemas
de multirresolucion.

En segundo lugar se han estudiado los minimos cuadrados co-
mo reconstruccion dentro de esquemas multirresolutivos basados
en discretizaciones por valores puntuales y por medias en celda.
Aunque en rigor no podemos hablar de operadores reconstruccion,
ya que no cumplen la propiedad DR, = I+, los hemos incluido
en los esquemas de multirresolucion a fin de conocer su compor-
tamiento. La propiedad de consistencia de la multirresolucion a
la Harten no se cumple de manera natural para medias en celda
debido a que no se interpola, pero puede conseguirse forzando a
que cumpla la ecuacion correspondiente, siendo viable utilizarla
dentro de esquemas multiescala y pudiéndose adaptar las ideas
ENO y SR para mejorar las aproximaciones en las cercanias de
los saltos. Al imponer consistencia las aproximaciones empeoran
notablemente. Se han ofrecido algunas alternativas, aunque no
reportan resultados satisfactorios, siendo la mejor opcion forzar
consistencia e incluir adaptatividad mediante la técnica SR. Para
WENO no ha podido determinarse ningun caso que cumpla los re-
quisitos de esta técnica, ni para valores puntuales ni medias en
celda. En cuanto a PPH para stencils de 4 nodos so6lo ha sido posi-
ble aplicarlo en valores puntuales de orden 2 y 3. Se han estudiado
sus funciones limite obteniendo resultados de escasa suavidad, al
igual que las curvas generadas a partir de una serie de puntos de
control.
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En ambas reconstrucciones se ha hecho incapié en el calculo
mediante filtros en todos los pasos de la reconstrucciones, tanto
en el calculo de los elementos a reconstruir como de las funciones
intermedias necesarias para aplicar las técnicas ENO y SR.

En capitulos posteriores se estudiara la viabilidad de estas re-
construcciones para eliminar ruido de funciones discontinuas com-
puestas por trozos suaves, aprovechando sus capacidades de apro-
ximacion.



