Deteccion de
discontinuidades

3.1
Introduccion

La deteccion de discontinuidades en senales digitales es una
materia de estudio que tiene interés por si misma. Su utilidad
abarca campos como el procesado digital de imagenes, tratamiento
de senales acusticas y dinamica de fluidos, entre otras. En méto-
dos de compresion e interpolacion, la localizacion de las disconti-
nuidades permite evitar el llamado fenémeno de Gibbs, adaptando
los algoritmos cuando nos encontramos ante una discontinuidad.
Nosotros lo aplicaremos como paso previo en problemas de elimi-
nacion de ruido.
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Para la deteccion de discontinuidades existen multitud de mé-
todos y enfoques pero nos centraremos en estudiar los relaciona-
dos con las teorias expuestas en el presente trabajo. Trataremos
en primer lugar los métodos de deteccion basados en interpola-
cion adaptativa ENO y en magnitud de coeficientes wavelet para
funciones sin ruido. Los analizaremos detalladamente e introduci-
remos modificaciones para que localicen tinicamente discontinui-
dades reales. En segundo lugar nos centraremos en funciones con
ruido, para las cuales los métodos de funciones suaves no sirven.
Estudiaremos algunos métodos especificos para dichas funciones,
propondremos nuevos esquemas y realizaremos comparativas a
fin de decidir cual proporciona mejores resultados.

Es importante senalar que la localizacion de discontinuidades
es independiente del uso posterior de esta informacion. Asi pues,
es interesante disponer de localizadores fiables de discontinuida-
des que puedan ser aplicados a un amplio abanico de problemas.

3.2

Métodos de deteccion de
discontinuidades para funciones
sin ruido

3.2.1
Interpolacion adaptativa: técnica ENO

La técnica ENO permite seleccionar para cada intervalo de tra-
bajo el stencil de menor diferencia dividida. Con esto se evita utili-
zar stencils que crucen discontinuidades, mejorando la aproxima-
cion alrededor de éstas. Una evolucion de lo anterior es la técnica
SR donde se localiza la posicion de esquinas dentro de una cel-
da singular y se extienden los interpolantes adyacentes hasta el
punto de discontinuidad.

Las técnicas ENOy SR estan disenadas como métodos de mejo-
ra de la aproximacion en discontinuidades y no como localizadores
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de éstas. Si se produce una situacion donde es posible una mejora
al suponer que existe una discontinuidad, se aplica entonces una
modificacion del algoritmo estandar. Por tanto, el localizar algunas
falsas discontinuidades no plantea un error grave. En esta seccion
utilizaremos el algoritmo SR para hallar la posicion de las discon-
tinuidades, introduciendo las modificaciones necesarias para que
cubran mayor parte de situaciones de deteccion que los métodos
de partida.

Algoritmos

En el capitulo 1 se describi6 la técnica ENO y SR. Volvemos
aqui a exponer estas ideas pero centrandonos en la deteccion. Los
algoritmos ENO se utilizan aplicando varios niveles, aunque aqui
solo nos interesa uno. En lo que sigue, (x;, fz’)fi , representara la
funcion de partida, f; = f(2;), y SFV° = {25, _1,..., 75,11} €l stencil
ENO para el intervalo I; = [z; 1, x;].

Valores puntuales

Al trabajar con valores puntuales, las tinicas discontinuidades
que podemos localizar con seguridad seran las esquinas. Los sal-
tos pueden no ser detectados debido a que la funcion G;(z) puede
no cambiar de signo en los extremos de un intervalo que contenga
un salto. El algoritmo que se sigue es:

1.- Para cada i, calcular el stencil ENO asociado (S 9) median-
te una eleccion jerarquica, Algoritmo 1.1 (ENO-VP-I) o no jerarqui-
ca, Algoritmo 1.2 (ENO-VP-II).

2.- Detectar las posibles celdas singulares: si SP1° N SEYO =,
etiquetar la celda /; = [z;_,2;] como sospechosa de contener una
singularidad.

3.- Para cada celda sospechosa definir la funcion

GTP(x) = ¢ (x; f& 0 ) — P (s f2 ), (8.1)

)

donde ¢” es el polinomio que interpola a f(z) en S”N°.
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Figura 3.1: Posibles elecciones para la técnica ENO de stencils de 5 nodos
para los intervalos I;_1, I; y ;1.

Si GTP (x;_1)GTP (x;) < 0 = existe una raiz 6; de GZ”(z), y etiqueta-
mos la celda como singular, es decir, contiene una discontinuidad.

Mediante el algoritmo anterior podemos detectar las disconti-
nuidades esquina que no se hallen en puntos del grid.

Supongamos, por ejemplo, que estamos trabajando con stencils
de cinco nodos. Los diferentes stencils que podemos elegir para los
intervalos I;_1, I;, I;+1, los podemos ver en la Figura 3.1. Los casos
donde la deteccion puede ser fallida son:

= Si en z; ; hay una esquina y la eleccion ENO es tal que s;,_; =
i —4Yy siy1 =i, se cumple que SFY° N SEYY = 2, y por tanto

la deteccion falla.

= Si en z;_; hay una esquina, Giﬁ)(%j) = 0 (teoricamente) y
puede fallar la condicion GF7 (x; ;)G (z;) < 0.

El primer punto se soluciona sin mas que incluir la posibilidad
de que la interseccion de stencils sea un punto. Para ello emplea-
mos la siguiente notacion: der(s;) es el indice del extremo derecho
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del intervalo ENO para la celda I;. Es decir, si r es el grado del po-
linomio ZP, der(s;) = s;+r—1y izq(s;) = s;— 1. Con esta notacion, la
condicion SFY9 N SEYC = ) sera sustituida por der(s;—1) < izq(siy1).
Para el segundo punto, cuando cabe la posibilidad de esquina
en z; ; utilizamos la condicion G77, (x; ) - GF7(x;) < 0.
Tras dichas modificaciones obtenemos el Algoritmo 3.1. Vea-
mos que cubre todos los casos:

1.- La esquina cae en (z;_,z;). Como der(s;—1) < izq(s;1+1), entra
en el primer si. Ademas GZ7(z;,_1) - GTP(x;) < 0, |GFP(z;4)| > 0y
|GZP(z;)| > 0 ya que la esquina esta en el interior del intervalo de
trabajo. Luego se detecta correctamente.

2.- La esquina cae en w;;. Se cumple que der(s;—1) < izq(si11)
con lo que entra en el primer si. Dado que |GZ”(z;_;)| = 0 no cumple
el segundo si, aunque si el tercero. La deteccion es correcta.

3.- La esquina cae en z;. En el paso i no se detectara, ya que no
cumple las condiciones, pero si sera detectada en el paso ¢ + 1.

Algoritmo 3.1 LOCALIZA-ENO-SR-VP: Localizacion de esquinas
mediante ENO-SR y valores puntuales.

Entrada: {f;})¥,, los datos iniciales; {s;},, asignacion ENO
Salida: Localizacion de las esquinas

1: parai=2,...,N — 1 hacer

2: si der(sii) < z’zq(siﬂl entonces

3: si GFP(z;q) - GFP () < 0 & der(si1) < izq(siv1) &
’Giﬁ)(xi_l) >0 & ‘Giﬁ’(azi)‘ > (0 entonces

4: Esquina en (7, 1,7;)

5: si no si G77 (v, ») - GFP(z;) < 0 & der(s;1) = izq(s;) &
’G?’l(xi_l)’ =0& G%T’l(xi_Q)‘ >0& ‘G?’l(xi) > (0 entonces

6: Esquina en el punto x;_;

7: fin si

8: fin si

9: fin para
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NoTA 3.1. En la practica no podemos asegurar las igualdades a
0, ya que trabajamos con precision finita. Al programarlo debe-
mos sustituir el O por ¢. En nuestro caso tomamos ¢ = 10719,

Teniendo en cuenta la Nota 3.1, advertimos que las disconti-
nuidades muy proximas a x;_; se pueden detectar como disconti-
nuidades en z;_;. Esto no es un problema, mas bien una ventaja,
ya que es mas util detectar como discontinuidad en un punto del
grid una esquina muy proxima a dicho punto, que detectarla en el
interior de un intervalo sin conocer su localizacion. La magnitud
de dicho € determinara un pequeno entorno de cada punto del grid
donde se localizaran las esquinas como discontinuidades que caen
justo en puntos del grid.

Las condiciones sobre G¥7, no se pueden sustituir por condicio-

nes sobre G¥”(z). En el siguiente ejemplo vemos porqué. Supon-
gamos que trabajando con stencils de longitud 4 nos encontramos
con la situacion mostrada en la Figura 3.2: s, =1 -4, s, =iy
s;+1 = i. Con esto, puede detectarse erroneamente una esquina en
el punto del grid ya que:

» GTP(1;) y GIP(2;_,) pueden variar de signo, con lo cual GZ7(z;)-
Gi (ZL’i_g) < 0.

w der(s;_1) = 12q(Siy1)-
= |GTP(zi1)| < eps.
|G ()] > eps.

= |G (2io2)| > eps.

Al utilizar G¥7,(x) en vez de G¥”(x) se asegura que los polinomios
¢I” y ¢, se construyan con stencils que no crucen la discon-
tinuidad. Si la discontinuidad es de salto, no se cumplira que
|GEF (zi-1)| < eps y por tanto no se entrara en el si de deteccion
de esquinas en puntos del grid. Si la discontinuidad es una esqui-
na en un punto del grid puede comprobarse que sera detectada
correctamente utilizando las condiciones sobre GZ7,.
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Asignado para [; 4 ]
Si—1 = 1—4

Asignado para I; y para ;4
S; = 1 & Si+1 = 1
Figura 3.2: Ejemplo de posible asignacién de stencils para una funcion
con un salto que da lugar a una deteccion de esquina en el punto x;—, si

utilizasemos condiciones sobre G?’(m) en lugar de hacerlo sobre G*7 (x)
en el Algoritmo 3.1, LOCALIZA-ENO-SR-VP.

NoTtA 3.2. Las comprobaciones sobre la magnitud de G son ne-
cesarias, pues se pueden dar casos en que se cumplen el resto
de condiciones, aunque realmente no estemos ante una esquina.

Mediante el Algoritmo 3.1 se detectan correctamente disconti-
nuidades esquinas, diferenciando si se trata de una esquina loca-
lizada en el interior de un intervalo o en un extremo. Si deseamos
incluir la deteccion de saltos debemos hacer uso del concepto de
medias en celda.

Medias en celda

Como vimos en el capitulo de preliminares, disponemos de una
herramienta matematica que permite transformar saltos en esqui-
nas. Al suponer que los valores de f (que denotaremos f) son las
medias en celda de una funcion F, se obtiene que en /; hay una
esquina para I siy solo si en I; hay un salto para f.

Por tanto, la estrategia consiste en detectar esquinas en F me-
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diante ENO-SR que equivaldran a saltos en f. Ademas recordemos
que F nunca se forma explicitamente, sino que trabajamos sobre
los valores de f.

Para detectar las esquinas de F' tenemos dos opciones:

1. Trabajar con los valores puntuales de F'y el Algoritmo 3.1.

2. Trabajar con f y utilizar GTP',

Nosotros nos hemos decantado por la primera opcion por sim-
plicidad, aunque la segunda es igualmente valida.

Utilizando los algoritmos que aparecen en [16], [15], la detec-
cion de esquinas en F' es como sigue:

1.- Calcular los stencils ENO segun el Algoritmo 1.3 o el 1.4.

2.- Detectar las posibles celdas singulares: si SPY° N SEYC =),
etiquetar la celda como sospechosa de contener una singularidad.

3.- Para cada celda sospechosa definir la funcion
G?(x) = quTpl(x; FF1op) — qi(m; FF=1op). (3.2)

Si GT(x;_1)GT(x;) < 0 = existe una raiz 6; de GZ(z), y etiquetamos
la celda como singular.

El algoritmo presenta el siguiente problema: una discontinui-
dad de salto en [z;_1, ;] se convierte en una esquina de F' que cae
justo en z;_;. Con lo cual se tiene que G¥¢(z;_;) ~ 0 y la condicion
G (2;_1)G¥(z;) < 0 puede no cumplirse. Por ello la sustituiremos
por GZ¢(z;_9)GF(x;) < 0

Con el fin de localizar saltos hemos introducido una nueva con-
dicion al Algoritmo 3.1, obteniendo el Algoritmo 3.2. En caso de no
cumplir las condiciones para esquina consideramos el intervalo
como sospechoso para contener una esquina para F interpretan-
do en este caso f como las medias en celda de F. Entonces si
efectivamente contiene una esquina para F, concluimos que exis-
te un salto para f. De esta manera conseguimos localizar en un
mismo algoritmo esquinas interiores a un intervalo, esquinas en
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puntos del grid y saltos, considerando los datos iniciales como va-
lores puntuales o medias en celda segun nos interese.

Algoritmo 3.2 LOCALIZA-ENO-SR-VP-MC: Localizacion de esqui-
nas y saltos mediante ENO-SR, valores puntuales y medias en cel-
da.

Entrada: {f;}}¥,, los datos iniciales; {s;} ,, asignacion ENO
Salida: Localizacion de saltos y esquinas

1: parai=2,...,N — 1 hacer

2: si der(s;_1) <izq(s;;1) entonces

3: si GIP(z;q) - GFP(z) < 0 & der(sis1) < izq(sip) &
’GIP (7, 1) >0 & ‘Gﬂ’(xz)‘ > ( entonces

4: Esquina en (x; 1, z;)

5: si no si G777 (z;_5) - GTP(z;) < 0 & der(si_1) = izq(s;) &
’Gl (i) =0& ’Gﬁ(xi_g) >0& ‘G?l(xi) > (0 entonces

6: Esquina en el punto x;_;

7: sino si G7°(z,_,)-G%(z;) < 0 & \G?(:Ui_g) >0& \G?(xi) >
0& ‘szc(:ci,l)‘ = (0 entonces

8: Salto en [z; 1,z

9: si no

10: Celda [z;_;, ;) sospechosa pero no discontinua

11: fin si

12: fin si

13: fin para

Experimentos numéricos

Aplicamos los distintos métodos a dos tipos de funciones, am-
bas con 65 nodos iniciales. La primera de ellas posee una discon-
tinuidad esquina localizada exactamente en un punto del grid y
otra discontinuidad de salto. La segunda contiene un salto y una
esquina localizada en un punto interior a un intervalo, definida en
(1.44). Obtenemos la Figura 3.3. En (a) y (b) utilizamos el esquema
LOCALIZA-ENO-SR-VP, Algoritmo 3.1. La localizacion de esquinas
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Figura 3.3: Aplicacion del Algoritmo 3.1 (LOCALIZA-ENO-SR-VP) en (a) y
(b), y el Algoritmo 3.2 (LOCALIZA-ENO-SR-MC) en (c) y (d), a una funcién
con una esquina en un punto del grid y un salto, y a otra con un salto y
una esquina en el interior de un intervalo del grid, ambas con 65 nodos ini-
ciales. Una doble linea continua significa que se ha detectado una esquina
en un punto interior a un intervalo); una linea continua con * corresponde
a una esquina en un punto del grid) y una linea discontinua con A sera un
salto.

es correcta, discriminando si se trata de esquinas en puntos del
grid o interiores a un intervalo. En las Figuras (c) y (d) aplicamos el
esquema LOCALIZA-ENO-SR-VP-MC, Algoritmo 3.2 lo cual permite
ademas localizar los saltos.
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3.2.2
Magnitud de coeficientes wavelet

Los coeficientes de altas frecuencias que se obtienen al trabajar
con la transformada wavelet contienen informacion acerca de la
suavidad de la funcion. Asi, aquellos coeficientes calculados a par-
tir de una region suave son de pequena magnitud, mientras que
los calculados a partir de regiones que contienen discontinuidades
son de magnitud elevada. Aprovechando este hecho podemos lo-
calizar la posicion exacta de las discontinuidades comparando la
magnitud de dichos coeficientes. Este método de localizacion ha
sido desarrollado por Chan y Zhou en [26] para ser aplicado en la
transformada ENO-wavelet.

En lo sucesivo supondremos que la funcion wavelet utiliza-
da posee p momentos nulos y que la discretizacion aplicada es
suficientemente fina como para que cada discontinuidad esté lo-
calizada al menos a una distancia de un stencil y un punto de otra.
O dicho de manera mas rigurosa:

Sea una funcioén f(x), llamamos D al conjunto de sus disconti-
nuidades, es decir:

D = {x; : f(x) es discontinua en z;} (3.3)

DEFINICION 3.1. Dado un filtro wavelet con stencils de longitud
[ + 1, decimos que la proyeccion de f en el espacio V;, con paso
espacial h = 277 satisface la Propiedad de Separacion de Discon-
tinuidades (DSP), si (I+2)-h <t, cont = min{|z; — z;| : ;,x; € D}
y D definido en (3.3).

Luego esto nos dice que en una proyeccion que satisface la DSP
no debe haber dos stencils consecutivos que contengan dos dis-
continuidades.

Pasemos a estudiar como influyen las discontinuidades en la
magnitud de los coeficientes de altas frecuencias para poder dise-
nar el método de localizacion. En [20], [69], se demuestra que en
las regiones suaves se cumple |8;;| = | f?)(z)| O(Az?), mientras que
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en las que hay una discontinuidad en la funcién o en sus deriva-
das, |8;;| = | f®~V ()| O(Aa?™'). Asi, comparando las magnitudes de
los 3;;, podemos encontrar la posicion exacta de las discontinui-
dades.

Veamos como lo hacemos. En las regiones suaves, desarrollan-
do por Taylor, se cumple que |5;;| = (1 + O(Az))|5;.-1|. Luego to-
mando un cierto a > 1, se cumplira que [3;;| < a|B;,_1]. Si en f;;
hay una discontinuidad, pero no en f;,_; :

1Biil = [f V(@) O(A2"™") > a|fP(2)| O(Ax”) = |1

Posteriormente veremos qué a debemos elegir. También podemos
razonar comparando cada (3, con su posterior. Si ;,; contiene una
discontinuidad, pero no f;;1, se cumple: [3;;| > a|Bj;:|. Final-
mente, si tanto 3;; como (3,1 no contienen saltos: |5;,| < a|8;41].

Con esta idea, veamos como hallamos la localizacion exacta del

salto. Si el filtro tiene longitud / + 1, con | = 2k — 1, los 3;; estan
formados a partir de los siguientes stencils:

53‘,1'—1 = {$2¢—2, L2i—1y- -+, L2413, $2¢+l—2}7
5;‘,1‘ = {90217 L2415+ -y L2411, $2z‘+l}>
5j,z'+k = {1’21'+z+1, L4142 - - - 5 L2421 $2i+2z+1}-

Supongamos que |3;;| > a|B;,-1|, entonces j;; a sido calculado
a partir de un stencil que cruza el salto. Como el stencil anterior
no contiene el salto, solo hay dos posibles posiciones donde po-
demos encontrar la discontinuidad: entre {zs;; 2,22, 1} 0 entre
{®9iy1-1, T2+, }. Ahora bien, si el salto esta entre {zy;; 2,721, 1} ha-
bra (k—1) stencils afectados por la discontinuidad, en concreto 3, ,,
para i <m < (i + k — 2). Sin embargo si el salto se encuentra entre
{x2i11-1, 241} entonces encontraremos k stencils afectados, ya que
el §;,+1—1 también lo estara. Asi pues, simplemente debemos com-
probar si ;4,1 esta o no afectado por el salto. Para ello debemos
comparar |53;;+x-1| ¥ |Bji+x|. Con esto, podemos enunciar:
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LEMA 3.1. Sean filtros wavelet de longitud [ + 1, con | = 2k —
1. Dado un indice i, si |B;;—1| < al|Bj—2|, pero |B;| > a|Bji-1
entonces:

’

1. Si|Bjitk—1] > a|B;i+k|, hay k stencils consecutivos que con-
tienen la discontinuidad y se halla en (x9; 1, T2i11)-

2. Si|Bjitk-1| < a|Bjitkl, hay (k — 1) stencils consecutivos que
contienen la discontinuidad y se halla en (x9;; 2, T2i11-1).

Para finalizar este apartado veremos como hemos de tomar el
valor de a para localizar correctamente la discontinuidad. Como
se ve en [20], [69], si la funcion es Lipschitz v < p en x, es decir
|f(z+ ) — f(z)] < 6" para cualquier § pequeno, el correspondiente
coeficiente wavelet de alta frecuencia es de orden O(Az”). Como
habiamos senalado antes, |3;,| = | (z)| O(Az?). Con lo cual, to-
mando desarrollos de Taylor, se cumple que en las regiones suaves
Bl = (1 + O(A2)) [Ba1l.

Sin embargo, si el 3;; ha sido calculado a partir de un stencil
que cruza una discontinuidad, su orden es al menos uno menor
que en las regiones suaves. En concreto, suponiendo que f(z) tiene
una discontinuidad en la derivada de orden m en un punto z, €
(1Ax, (i+1)Ax) para algun entero i, utilizando desarrollos de Taylor,
obtenemos en un entorno de z;:

_ FU (o= ) (@ = 29)™ + Ox — 20) ™ 2 < o,
f(l’) - g<ﬂ'3) + { f(m)($o+)($ . $2)m + O(ZE o $S)(m+1) T > xz)

con

f//(xo)
2

M(gj_%)(m—n.

(:L“—:Eo)2+' ot (m—1)!

g(x) = f(wo)+ [ (wo)(x—m0)+

Utilizando que la funcion wavelet posee p momentos nulos:

il = | [ f@rvstoras

/%(f(m) (z0—)(z — 20)™ + Oz — 20) ™ )y (2)dw+

Az
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(i+)Ax
/ (F™ (@o+)(x — 20)™ + Oz — m0) "™ )1y i(x)dax

0

= [I[f"(@0)]| O(Az™). (3.4)
Con lo cual la eleccion de a debe ser la siguiente:

(1+0(Az)) <a< m;’n{“f(m)(x)” O(Aztmh}. (3.5)

Veamos que realmente cumple lo que queremos. Supongamos
que 3;,-1 no esta afectado por una discontinuidad, entonces:

= Si 5;; no esta afectado, |5;;| = (1 + O(Ax))|B;,-1| con lo cual,
como (1 + O(Azx)) < a se cumple que |5;;| < al|f;ji-1]-

= Si 3;; esta afectado, como a < min, {|[f"(2)]] O(Az(""P)}, te-
nemos que:

Bl = |/ (o) O
> min {|[f™] (A"} | F0(x)| O(Aa?) > a |5y

De la misma manera podemos comprobar que se cumplen los
resultados cuando f;,; esta afectado por la discontinuidad pero
6j,i+1 no lo esta.

NoTA 3.3. Para prevenir la inestabilidad numérica causada por
B’s pequerios, en el algoritmo introduciremos la condicién |3;,;| >
e, con e un valor predefinido y mayor que cero.

NoTA 3.4. Una discontinuidad de la derivada m-ésima de in-
tensidad menor que O(AzP~™) no serd detectada por el método
descrito anteriormente. Sin embargo, el error causado al no de-
tectarse es relativamente pequerno.
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El Lema 3.1 puede fallar en el siguiente supuesto: 3;; ha sido
calculado a partir de un stencil que cruza un salto, pero §;,_» = 0.
En este caso no se cumple que |3;,_1| < a|B;,—2| y 1a deteccion falla.
El caso descrito, aunque poco frecuente, puede darse si estamos
trabajando con rectas. Para evitarlo proponemos modificar el Le-
ma 3.1 de la siguiente manera:

LEMA 3.2. Sean filtros wavelet de longitud | = 2k — 1. Dado un
indice 4, st (|6i1] < alBji—a| V (1Bji-2| = 0 A [B5-1)| < €)), pero
|B;:] > a|B;i-1], entonces (tomando e como en la Nota 3.3):

1. Si|Bjitk—1] > a|B;i+x|, hay k stencils consecutivos que con-
tienen el salto, con lo cual la discontinuidad esta localizada
entre {411, Tait1}-

2. Si(|Bjirk-1] < @Bkl V(1Bji+k] = OA[Bji4k-1] <€), hay (k—1)
stencils consecutivos que contienen el salto, con lo cual la
discontinuidad esta localizada entre {xs;1; 2, Toiy;1}-

Ejemplos

Nuestro objetivo es localizar saltos y esquinas. Por tanto pode-
mos utilizar una base wavelet con p = 2 momentos nulos, como
por ejemplo DB4. En (3.5) hemos establecido unas cotas para la
constante a. La cota inferior se conoce directamente al disponer
del espaciado de la discretizacion. Sin embargo, la cota superior
no es calculable, ya que ‘ fom (x)| es desconocido. En la practica el
valor de a abarca un intervalo amplio de valores y determinara la
magnitud de las discontinuidades que deseemos considerar. Una
eleccion aceptable de a es 2 y sera la que utilicemos en nuestros
experimentos.

Aplicamos el método del Lema 3.2 a dos funciones que poseen
saltos y esquinas. La Figura 3.4 muestra el resultado. La localiza-
cion de saltos y esquinas es correcta, aunque en este caso no se
discrimina entre ellas.
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Figura 3.4: Discontinuidades detectadas segun el Lema 3.2. Parametros
de deteccion: a = 2 y ¢ = 0,001. La localizacion de la discontinuidad se
representa mediante una lnea vertical con triangulos en los extremos.

3.3

Métodos de deteccion de
discontinuidades para funciones
con ruido

En esta seccion trabajaremos con funciones del siguiente tipo:

fz) = f(z) +n(z),

donde f(z) es una funcion discontinua compuesta por trozos sua-
ves y n(x) representa el ruido blanco gaussiano. El ruido blanco es
una senal aleatoria (proceso estocastico) que se caracteriza por-
que sus valores de senal en dos instantes de tiempo diferentes no
guardan correlacion estadistica. Por gaussiano entendemos que
sigue una distribucién de Gauss!.

Para expresar la magnitud del ruido utilizamos la medida co-
nocida como SN R (Signal-to-Noise-Ratio), [38]:

potencia media de la seal

SNR = (3.6)

potencia media del ruido

'En capitulos posteriores se justificara esta eleccion del tipo de ruido intro-
ducido.
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Dado que SN R es una razén de dos potencias, se define a menudo
en decibelios:

Y, fF
SN (fi—a)”

Asi cuando decimos que hemos introducido ruido de magnitud
SNR = c entendemos que se ha anadido ruido blanco gaussiano? y
la relacion senal-ruido entre la funcion de partida y la que contiene
ruido es c.

SNR es la razon entre lo que se quiere (senal) y lo que no se
quiere (ruido). Una SNR alta indica que la senal esta menos co-
rrompida por ruido, mientras que una SNR baja indica que la
senal esta muy corrompida por el ruido.

SNR(f,g) := 10log, (3.7)

3.3.1
Combinacion ENO y minimos cuadrados

Las diferencias divididas retienen la informacion necesaria pa-
ra huir de las discontinuidades en funciones suaves. Sin embargo
al trabajar con funciones con ruido dicha informacion no sirve
y debemos aplicar métodos especificos para funciones con ruido.
En los trabajos de Daphna Mizrachi [60] se propone aplicar la idea
ENO, pero sustituyendo las diferencias divididas por minimos cua-
drados. Basandonos en estas ideas, las adaptaremos a nuestra
nomenclatura y estudiaremos su aplicabilidad.

Evitando stencils que crucen discontinuidades

Sea %A Prne (x; f¥=1 r) el polinomio de grado r que calcula la re-
construccion por aproximaciones en x a partir de [z}, ... 2f} .
Llamando n := nl+nr, los n posibles stencils que contienen al punto
x; son {xf:(sz), o ,a:f;klfl}, kE=1,....,n.

Para decidir cual es el stencil que no cruza la discontinuidad se
utilizan dos medidas. Veamos cada una de ellas.

2En MATLAB® podemos introducir ruido blanco gaussiano con las instruc-
ciones randn, mvnrnd, wgn y awgn.



3.3. Métodos de deteccion de discontinuidades para
154 funciones con ruido

Calculamos los siguientes términos para cada i:

d" ap
Bu(wi k) = | 2gi (w70 (3.8)
X
. . ﬁn—k,k Cork—1 o k+1 i—1
Dado que el polinomio ¢; (@i f74r) = >0, a;x* ! es de grado
k dicha medida sera E;(z;, k) = |rla,,1|. Calculamos k] como sigue:

E1<.TZ', ]{?T) =min {El(l’i, 1), E1<l’z’, 2), ey E1<l’z’, n)} .

Definimos (i) := ¢« — (n — k}). Si para trabajar con z; utilizamos
el stencil {z;, (), Ti, ()42, - - - » Ty (i)1n—1 }» NOS evitamos cruzar disconti-
nuidades.

Otra manera de seleccionar el stencil es fijandonos en los erro-
res entre la aproximacion y la funcion con ruido:

n

— - 2
By(xi ko) =) (qu”*’“”“(rci-m-k)ﬂ; Sy = f(l’z'—(n—k)ﬂ')) . (3.9

J=1

Como antes, calculamos £3:

EQ(IZ‘, ]‘J;) = min {EQ(I‘@', 1), EQ(IZ‘, 2), Ce ,EQ(Ii, n)} . [3 ].O)
Se define
io(1) :=1— (n—k3), (3.11)
y el stencil asignado a x; sera { @, ), Tiy()+1, - - - » Tig(i)tn—1 -

Deteccion de discontinuidades

Definimos z; como un punto de discontinuidad si, dado n (ta-
mano del stencil), se cumple:

id)=d A i(d—1)=d—n, (3.12)
irsd)=d A isd—1)=d—n. (3.13)

La Figura 3.5 muestra todas las posibles elecciones de stencils que
contienen a 2} y a #¥7!, donde es facil ver que si la discontinuidad
se halla en d =i se cumplen (3.12) y (3.13).

El porqué utilizamos simultaneamente F; y F, proviene de la
observacion de casos practicos. Si nos basamos tinicamente en £
o en FE, se localizan numerosas falsas discontinuidades. Al usar
ambos criterios se reducen dichos errores.
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~i1(i—1):@'—5
~z’1(i—1):i—4
~z’1(z’—1):z’—3
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< ,il(i—l):i—l
Ti—5 Ti—4 Ti—3 Ti—2 Ti—1 Tj Tit1 Ti42 Ti43 Titd
,il(i):z’—él
- ,il(i):

Figura 3.5: Posibles stencils de 5 nodos que incluyen el punto x; y los que
incluyen el punto x;_1.

Ejemplos

En la Figura 3.6 aplicamos los métodos de deteccion a la fun-
cion (1.44) con 256 nodos a la que hemos anadido ruido blanco
gaussiano con un determinado SN R. En cada grafico se han repre-
sentado las discontinuidades detectadas mediante el criterio dado
por Ej, por E, y por ambos simultaneamente. Cada linea vertical
que aparece en el punto z; significa que el intervalo [z; i, z;| con-
tiene una discontinuidad. En ambas hemos utilizado » = 1 como
grado del polinomio por aproximacion y n = 10 como longitud de
los stencils. Se observa claramente la necesidad de utilizar simul-
taneamente ambos criterios, ya que por separado se localizan un
elevado numero de falsas discontinuidades. En la figura izquierda
la localizacion del salto es correcta, mientras que en la derecha a
parte de ésta se localizan dos falsas discontinuidades. Otra con-
clusion de este ejemplo es que la discontinuidad esquina queda
sin ser localizada, ya que el ruido enmascara la naturaleza de la
singularidad.

La eleccion del grado del polinomio y del tamano del stencil va a
ser fundamental para que el método detecte las discontinuidades
de forma satisfactoria. Para estudiar esta cuestion hemos creado
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Figura 3.6: Deteccion de discontinuidades con E1 y E2. Tomamos 256 no-
dos de la senal (1.44) con SN R = 23 (izquierda) y SN R = 25 (derecha). Para
los polinomios utilizamos tamarno del stenciln = 10 y grador = 1. Una linea
vertical en x; indica que el intervalo [z;_1, z;] contiene una discontinuidad
segun el criterio: '* con E1 (3.12); o’ con E2 (3.13); 'A’ simultaneamente
con ambas medidas.

la Tabla 3.1 donde aplicamos la deteccion con diferentes parame-
tros a la funcion (1.44) a la que anadimos diferentes niveles de
ruido. Aunque los resultados corresponden a ejemplos concretos
podemos extrapolar algunas conclusiones. Es preferible el uso de
grado lineal, ya que ofrece mejores resultados que el resto. En
cuanto al tamano del stencil una buena eleccion es n = 10.

3.3.2

Magnitud de coeficientes wavelet para
funciones con ruido

En este apartado aplicaremos el método descrito en la sec-
cion 3.2.2 a una funcion con ruido. Para una funcion sin ruido
se localizan correctamente tanto discontinuidades de salto como
esquinas. Sin embargo al anadir ruido, la deteccion falla, como
puede observarse en la Figura 3.7, izquierda. Es sencillo compro-
bar que no existe una eleccion de a y € que dé buenos resultados,
con lo cual debemos estudiar otras alternativas.

En la Figura 3.7, derecha, representamos los coeficientes de
altas frecuencias de la funcién (1.44) con 256 nodos a la que he-
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Figura 3.7: Izquierda: deteccion de discontinuidades (lineas verticales)
siguiendo el Lema 3.1 con a = 2, ¢ = 0,001 en la_funcion (1.44) con ruido de
magnitud SN R = 23. Derecha: coeficientes de altas frecuencias asociados.

mos anadido ruido con SNR = 23. Observamos que en el salto se
produce un aumento detectable de la magnitud de los coeficientes
Bji» aunque no para esquinas. Aunque el Lema 3.2 no sea via-
ble en el caso de funciones con ruido, el anterior ejemplo pone de

Ruido introducido
SNR=21 | SNR=23 | SNR=25| SNR =27
k| n |D| FD |\D| FD |D| FD |D| FD
1| 5 |C 1 C 3 C 4 C 1
1|10 C 0 C 0 C 0 C 0
1|15 | C 0 C 0 C 1 C 1
2| 5 |C 1 C 1 I 3 C 2
2110 | 1 0 C 0 C 0 I 0
2115 1 0 I 0 I 0 I 0
3| 5 |1 2 I 2 C 2 I 0
310 1 1 I 0 I 0 I 0
315 | 1 0 I 0 I 0 I 0

Tabla 3.1: Deteccion de la discontinuidad de salto de la funcion (1.44) con
256 nodos y ruido, mediante las medidas F; (3.12) y F> (3.13), variando
el grado del polinomio por aproximacion, r, y el tamario del stencil, n. Las
columnas rotuladas con D admiten dos indicadores: C (se ha detectado
correctamente el salto), I (no se ha detectado el salto). Las columnas F'D
indican el niimero de falsas discontinuidades.
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manifiesto que podemos utilizar la informacion de los coeficientes
de altas frecuencias para la deteccion de discontinuidades tipo
salto.

La deteccion de ’s de magnitud elevada constituye la base en
Wavelet Shrinkage Denoising (p. €j. [63], [70], [35],) donde se utili-
zan cortes para los coeficientes de altas frecuencias. Para dichos
cortes se define un umbral, )\, que decide si los coeficientes J cons-
tituyen informacion significativa de la senal. Asi, los coeficientes
mayores que A se mantienen mientras que el resto se eliminan
(hard threshold) o se reducen (soft threshold). Esto se describira
con mayor detalle en capitulos posteriores.

No existe una manera general y optima para calcular )\ en to-
dos los casos, pero si buenas aproximaciones como VisuShrink y
SureShrink. VisuShrink cubre nuestras necesidades, ya que SURE
mejora a VISU pero unicamente cuando trabajamos con mas de
un nivel de multirresolucion.

VisuShrink, propuesto por Donoho y Johnstone [34] en 1994,
ofrece el umbral 6ptimo en sentido asintético cuando trabajamos
con ruido blanco gaussiano. Minimiza la funcion E || Yrp.es — Yorig HQ,
donde Yrp,.es ¥ Yorig sSon la aproximacion y la funcion original res-
pectivamente. Este valor de A se conoce como Universal Threshold
y viene dado por la expresion \Y = o/2log(N), siendo N el tamano
de la senal original y ¢? la varianza del ruido (suponemos que el
ruido que hemos anadido sigue una N (0, o?)).

El dato que desconocemos es ¢ y es necesario estimarlo. A par-
tir de la formula de una N(0,0?) se puede deducir una aproxima-
cion razonablemente precisa mediante o = %, donde MAD es
la mediana de las magnitudes de todos los coeficientes de altas
frecuencias en la escala mas fina.

A pesar de la optimalidad asintotica del método, en la prac-
tica se pueden hallar mejores candidatos para A. En la litera-
tura referente a este método se utilizan otros cortes como: A =

0\/2l0g(N -log(N)) 0 A = ¢ V2205,

El umbral VISU nos proporciona aquellos coeficientes de altas
frecuencias que han sido calculados a partir de stencils que cru-
zan discontinuidades. A partir de esta informacion, la localizacion
del salto es trivial. Por ejemplo para DB4, observando el esquema

representado en la Figura 1.13, se deduce que:
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m Si|f:] > Ay |Briri]| > A, la discontinuidad se halla entre fy; ;5
Y foits.

m Si|f1i1] SAY|Pril = Ay |Priv1] < A, la discontinuidad se halla
entre f2i+1 y f2i+2-

Ejemplos

La Figura 3.8 muestra la deteccion obtenida mediante el cor-
te VISU y base DB4 de los coeficientes de altas frecuencias. He-
mos tomado la funcion (1.44) a la que hemos anadido ruido con
SNR = 23. En la figura izquierda se muestra la localizacion de
las discontinuidades. En este caso el salto queda correctamente
localizado pero no la esquina. En la figura derecha hemos repre-
sentado los coeficientes de altas frecuencias y el corte VISU. Ob-
servamos que hay un unico f;;, que sobrepasa el umbral VISU.
Dicho coeficiente proviene de un stencil que cruza el salto, de ahi
su magnitud elevada y en consecuencia la correcta deteccion. Sin
embargo la esquina no proporciona variaciones significativas en la
magnitud de los coeficientes y por tanto es indetectable.

En base a esta funcion, en los experimentos numéricos hemos
comprobado que el método detecta correctamente los saltos cuan-
do el ruido anadido es de magnitud SNR > 25. Cuando SNR = 23
la deteccion es buena en la mayoria de casos. Pero si SNR < 21 la
deteccion falla.

3.3.3

Reconstruccion por aproximaciones de
stencil creciente

En esta seccion presentamos un nuevo detector de disconti-
nuidades para funciones con ruido. La idea se basa en comparar
los errores que se obtienen a medida que se van anadiendo nodos
en el stencil para la reconstruccion por aproximaciones mientras
mantenemos un grado fijo. Cuando al introducir un nuevo nodo,
el error entre la funcién original y la reconstruccion sea elevado,
significara que hemos cruzado un salto.
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Figura 3.8: Izquierda: deteccion de discontinuidades (linea vertical) segtin
la magnitud de los coeficientes wavelet que sobrepasan el umbral VISU.
Derecha: representamos los coeficientes de altas frecuencias asociados,
con 'o’, y el umbral VISU, con una linea horizontal. La funcién de partida
es (1.44) con 256 nodos a la que se le ha anadido ruido con SN R = 23.

Partiendo de los datos iniciales {(z;, f;)},, el esquema es el
siguiente:

1. Tomamos un valor inicial, 7 = 10.

2. Tomamos los primeros ¢ puntos y construimos el polinomio
por aproximaciones con un grado fijo, por ejemplo r = 3.

3. Calculamos €l error
_— 9
(i) =Y (a7 Mg for) = £) (3.14

4. Anadimos un punto (i =i + 1) y volvemos al paso 2.

Cuando se detecte un aumento relevante del error cometido,
ahi habra una discontinuidad y volveremos a empezar de nuevo a
la derecha de la discontinuidad detectada, iterando el proceso.

Veamos algun ejemplo sencillo. En la Figura 3.9 representamos
los errores cometidos utilizando una funcion con un salto. Obser-
vamos que el salto produce un aumento detectable en el error.
Evidentemente las esquinas no seran detectables, aunque es ra-
zonable al trabajar con funciones con ruido.

El siguiente paso es localizar salto. Para ello se propone lo si-
guiente:
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Figura 3.9: Funcion con un salto y vector de errores e; segun (3.14).

1. El vector d contiene la posicion de las discontinuidades, de
forma que si d(k) =i entre [z;,_;, x;] hay un salto (d(1) = 1).

2. Calculamos las diferencias de los errores, errdif(k) = |e(k) —
e(k—1) parak=d(j—1),...,i—1 (en el primer paso j = 2).

3. Sierrdif(i) > factor - mazx {errdif(d(j —1)),...,1 —1} = d(j) =1,
es decir hay una discontinuidad entre [z; 1,2;] = j = j + 1,
volver al paso 2.

NoTA 3.5. Elvalor de factor determinara la magnitud de los sal-
tos que consideremos. Nosotros utilizamos factor = 3 y puede
interpretarse que una celda sera discontinua si el error que se
produce al incluir su extremo derecho es el triple que la media de
los errores acumulados entre la _funcion original y la reconstruc-
cion por aproximaciones para valores puntuales de grado fijo.

Con este esquema y tomando unos 10 puntos como minimo
entre discontinuidad y discontinuidad, obtenemos los resultados
de la Figura 3.10. Utilizamos a la derecha la funcion (1.44) y a la
izquierda la funcion

—xsen (%m{:z) si —1<z< —%,
flz) =< |[sen(2mz)| si —3<uz<g, (3.15)
20 — 1 — ¢sen(3mx) si 3 <z <1,
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que contiene dos saltos y una esquina. La deteccion es correcta
excepto en el caso de discontinuidades en la primera derivada. Del
estudio de los resultados se deduce que el método reporta esca-
sas falsas discontinuidades y funciona correctamente incluso con
cantidades elevadas de ruido.

o+

o] 0.5 1 -1 0 1

Figura 3.10: Discontinuidades detectadas (lineas verticales) mediante el
método reconstruccion por aproximaciones de stencil creciente. A la izquier-
da utilizamos la _funcion (1.44) y a la derecha la funcion (3.15). Se utiliza
grador =3y SNR = 23.

3.3.4

Comparativa entre los métodos de
deteccion para funciones con ruido.

Para conocer qué localizadores proporcionan mejores resulta-
dos, hemos realizado?® la Tabla 3.2. En ella aplicamos a la funcion
(1.44) los diversos localizadores descritos en esta seccion. Para ca-
da método, marcamos con una C si se ha localizado correctamente
el salto e incluimos el nimero de falsas discontinuidades. La can-
tidad de ruido introducido varia desde SNR = 21 hasta SNR = 27.

Segun lo estudiado en este capitulo, podemos deducir:

E; y E.. Es preferible utilizar grado 1 para el polinomio de la re-
construccion por aproximaciones. Es un método que localiza

SEn http://www.uv.es/anims/noguera/ podemos descargar una GUI para
realizar experimentos de deteccion tanto para funciones con ruido como sin €l.
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Ruido introducido
SNR=21 | SNR=23 | SNR=25| SNR =27

METODO |D| FD |D| FD |D| FD |D| FD
Ey&E, |C| O |C| O |C| 1 |C| 2
MW-VISU| 1| 0 |[C| O [C| O |C| O
AP-SCc |Cc| O |C| 0 |Cc| 0 |c] O

Tabla 3.2: Deteccion de la discontinuidad de salto de la funcién (1.44)
con 256 nodos y ruido de diferentes magnitudes. Se aplican varios mé-
todos: E1 & FE5 (con grado 1 para el polinomio y tamano del stencil 10),
MW — VISU magnitud de coeficientes wavelet que sobrepasan el umbral
VISU, con la base DB4) y AP — SC (reconstruccién por aproximaciones
por valores puntuales de stencil creciente, con grado del polinomio 3). Las
columnas rotuladas con D admiten dos indicadores: C (se ha detectado
correctamente el salto), I (no se ha detectado el salto). Las columnas F'D
indican el niumero de falsas discontinuidades detectadas.

correctamente las discontinuidades pero produce mayor nu-
mero de falsas discontinuidades que el resto.

Corte VISU para coeficientes wavelet. Es un método fiable que
produce escasas falsas discontinuidades, aunque con ruido
elevado no localiza algunas discontinuidades verdaderas.

Reconstruccion por aproximaciones de stencil creciente. Ofre-
ce mejores resultados que sus rivales incluso para valores de
ruido elevados, aunque su coste computacional es mayor.

3.4
Conclusiones

En este capitulo hemos centrado nuestra atencion en la loca-
lizacion de discontinuidades en funciones compuestas por trozos
suaves. En primer lugar hemos revisado los algoritmos de locali-
zacion para funciones sin ruido basados en la técnica ENO-SR y
en la magnitud de coeficientes wavelet. Para los métodos basa-
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dos en ENO-SR, [16], pueden darse casos en los que la deteccion
sea fallida, tanto para valores puntuales como para medias en cel-
da. Hemos introducido nuevas condiciones para que la deteccion
sea correcta en cualquier situacion en las que aparezcan saltos y
esquinas, siempre y cuando estén lo suficientemente alejadas en-
tre si. El algoritmo definitivo basado en ENO-SR se ha construido
combinando las ideas de valores puntuales y medias en celda. Se
ha revisado la deteccion de discontinuidades basada en la magni-
tud de coeficientes wavelet, [26]. Hemos incluido condiciones para
aumentar las situaciones de deteccion y hemos comprobado que
los métodos funcionan correctamente.

En segundo lugar hemos estudiado la deteccion de disconti-
nuidades para funciones con ruido. Se ha comprobado que los
métodos para funciones sin ruido no sirven en este caso. Hemos
estudiado los trabajos de Daphna Mizrachi [60], centrandonos en
la deteccion de discontinuidades para funciones con ruido. Se ha
comprobado que el método no produce resultados 6ptimos. A con-
tinuacion se ha estudiado la deteccion de discontinuidades ba-
sadas en el umbral VISU, [34], de Wavelet Shrinkage Denoising
segun los coeficientes de altas frecuencias. Finalmente hemos di-
senado un nuevo método de deteccion para funciones con ruido
basado en la comparacion de los errores que se obtienen entre
la funcion original y su reconstruccion por aproximaciones utili-
zando un grado fijo pero aumentando la longitud del stencil. Al
comparar experimentalmente los métodos se ha obtenido que este
ultimo es el que proporciona mejores resultados, ya que localiza
eficientemente discontinuidades verdaderas y es aplicable a fun-
ciones con una elevada magnitud de ruido introducido.

En conclusion disponemos de métodos fiables para localizar
discontinuidades tipo salto y esquina de funciones discontinuas
compuestas por trozos suaves. Sin embargo, al introducir ruido
unicamente podemos aspirar a localizar saltos, debiendo para ello
utilizar métodos especificos para funciones con ruido.



