ENO-wavelets

En este capitulo nos centramos en describir el método ENO-
wavelet, presentado por T. F. Chan y H. M. Zhou en el ano 2000,
[26], [25]. Veremos una nueva manera de calcular sus coeficientes
que proporciona ciertas ventajas respecto del esquema original,
como por ejemplo generalizar el método de forma sencilla para or-
den arbitrario. La transformada ENO-wavelet se basa en combinar
dos ideas: los algoritmos wavelet y la técnica ENO. Como vimos en
la seccion 1.4.2, si trabajamos con funciones discontinuas com-
puestas por trozos suaves y aplicamos la transformada wavelet
lineal, aparece el fendmeno de Gibbs en las cercanias de los saltos,
fruto de eliminar los coeficientes de altas frecuencias de magnitud
elevada que surgen al utilizar stencils que crucen discontinuida-
des. Por otra parte, la técnica ENO consiste en elegir un stencil que
no cruce las discontinuidades, segun la magnitud de las diferen-
cias divididas. En este caso no se utilizaran diferencias divididas
pero si la idea de evitar discontinuidades y emplear informacion



166 4.1. Funcion de extrapolacion directa

de un unico lado de la discontinuidad. El método constara de dos
pasos:

1. Localizacion de discontinuidades.

2. Calculo de los coeficientes de altas y bajas frecuencias utili-
zando informacion de un solo lado de la discontinuidad.

El primer punto fue estudiado con detalle en el capitulo an-
terior, tanto para funciones con ruido como sin €él. Este paso es
independiente del segundo y podemos utilizar el método de locali-
zacion que mas nos interese. La base wavelet utilizada® en todo el
capitulo sera DB2p y supondremos que se cumple a Propiedad de
Separacion de Discontinuidades, DSP (Definicion 3.1).

En el segundo punto, el objetivo es utilizar informacion de un
unico lado de la discontinuidad. La idea mas sencilla se basa en
utilizar extrapolaciones en aquellos stencils que crucen disconti-
nuidades en el presente nivel y calcular los datos del siguiente
nivel con dichos valores. Es lo que se conoce como funcion de ex-
trapolacion directa.

4.1
Funcion de extrapolacion directa

Supongamos que estamos en el nivel j + 1 y que tenemos lo-
calizada una discontinuidad entre ;i 2i4-2 ¥ y12i4i-1, siendo
[ + 1 la longitud del stencil. Teniendo en cuenta las ecuaciones
de la transformada wavelet rapida (1.77), se verian afectados los
coeficientes «; ;. Bjitm parai < m <i+k—2con ! =2k — 1. Para
evitarlo, si estamos a la izquierda de la discontinuidad, extrapola-
mos &j112i+1—1; - - - » Oj+12i121—3 @ partir de informacion a la izquierda
y hallamos los coeficientes del siguiente nivel &;; . fj;1m para
i <m <i+k—2conl = 2k— 1. Analogamente por la derecha,
extrapolamos &;1.;, ..., ®;412i1i—2 con informacion de la derecha y

IEl método es aplicable para otras bases, como por ejemplo la base de Haar,
ver [26].
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hallamos los coeficientes &; ;. Bj,Hm para: <m < i1+ k—2 con
[ =2k —1.

Para mantener el orden de aproximacion, si la base wavelet po-
see p momentos nulos, la extrapolacion debe ser de grado (p — 1).
Si trabajamos con funciones sin ruido, podemos utilizar extrapola-
cion por polinomios de Lagrange o por polinomios de Taylor, mien-
tras que si la funcion de partida contiene ruido, podemos utilizar
extrapolacion por minimos cuadrados o por polinomios de interpo-
lacion aproximacion (introducidos en el capitulo 2).

En la posicién (j,i) se obtienen 4 valores &;,, f;,, @;; ¥ ;i €n
vez de 2 del método estandar. Esto es un problema de vital impor-
tancia ya que las secuencias de salida son diferentes que las de
entrada, imposibilitando la inclusion de este método en los algo-
ritmos piramidales propios de la transformada wavelet.

4.2
Extrapolacion en el nivel grosero

Chan y Zhou plantean en [26] un método que permite utilizar
informacion de un soélo lado de la discontinuidad y mantiene la
misma longitud de las secuencias de salida tanto si hay disconti-
nuidad o no. La idea consiste en invertir el orden de los pasos de la
Juncion de extrapolacion directa. Situandonos a la izquierda de una
discontinuidad, extrapolamos los coeficientes de bajas frecuencias
que la crucen de los niveles mas groseros, obteniendo &;,, con in-
formacién de la izquierda y extendemos los coeficientes f3;,, a cero
(o a otro valor predefinido). Posteriormente con estos datos halla-
mos los coeficientes del nivel j + 1. Pero esto plantea problemas en
ciertos casos. En DB2Zp no siempre podemos predefinir &;,, y Bjm
simultaneamente, ya que pueden ser linealmente dependientes.
Veamos un ejemplo. Supongamos que la discontinuidad se halla
entre oj12i41-2 Y j112i+1-1. oegun (1.77) el calculo de ¢;; y ﬁ]z es:

( (Sfj,z‘ ) ( le_:% CsQljt1,2i4s T Clo10j41 2i41—1 + CLOj41 2141 >
Bji le;% hsotj12ivs + 101 2i00—1 + MG i
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5 Qi i
= (P Al T (4.1)

Vi Qi 1,2i+1

-2 -2
donde §;; = > [ Cst12i4s Y Vii = D oo s@tjt1.2i4+s SON datos cono-
cidos por estar a la izquierda de la discontinuidad y A viene dada

por
C-1 €
A= :
( hioy )
hi—1

Para la transformada de Daubechies se cumple o = ’cl—ll con lo
cual A sera singular. Para que el sistema tenga solucion, la matriz

ampliada
[ -1 C:Vj,i - 5j,i }
it h Bii — Vi
debe de tener rango 1. En este caso podemos hallar ¢;; a partir de
Bj,i y viceversa:

. W . oA
Bii = Yji + o (s — 054), Gy = 655 + 7-(Bji — 75a)-

Lo cual nos dice que no podemos predefinir &;; y 5;; a la vez.
Tenemos dos posibles elecciones:

1. Extrapolamos los coeficientes ¢;; con informacién de un soélo
lado de la discontinuidad y después determinamos los j; ;.

2. Damos a f3;; un valor predefinido (cero normalmente) y des-
pués hallamos los &;;.

Notar que en el primer caso sélo es necesario almacenar los f3;;,
ya que el &;, lo podemos deducir. En el segundo caso ocurre lo
mismo, s6lo hemos de almacenar los @;;, ya que los j3;; poseen un
valor predefinido. Por tanto, el numero de coeficientes se mantiene
constante.

Hemos de decidir con qué eleccion nos quedamos, incluso pode-
mos usar la misma para ambos lados de la discontinuidad. Si por
ejemplo elegi€ésemos la primera en ambos lados, almacenariamos
dos valores de BJZ para cada stencil que cruce una discontinuidad.
Esto plantea problemas, ya que para aplicar los algoritmos correc-
tamente necesitamos igual niumero de «’s y 's. Para mantener el
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mismo numero de o's y s debemos tomar elecciones distintas a
izquierda y derecha de la discontinuidad. Nosotros hemos optado
por la eleccion 1 si nos encontramos a la izquierda, y por la 2 si es-
tamos a la derecha. Con este método solucionamos los problemas
de la funcion de extrapolacion directa, ya que mantenemos el mis-
mo tamano de las secuencias de entrada y salida. En la Figura 4.1
exponemos un esquema del funcionamiento de la extrapolacion en
el nivel grosero para un caso de DB4.

Para poder reconstruir los datos, necesitamos almacenar la
posicion de las discontinuidades para saber en cada caso si los
coeficientes de bajas y altas frecuencias son fruto de la extrapola-
cion en el nivel grosero. Para cada stencil que cruce una disconti-
nuidad, necesitamos un bit extra para almacenar dicha posicion.
Este almacenamiento extra (en coma flotante) por stencil que se
necesita en la extrapolacion de los coeficientes de bajas frecuen-
cias es de O(1) y de O(l) para el calculo de los correspondientes
coeficientes de altas y bajas frecuencias, siendo [ el tamano del
stencil. En general el coste extra sobre la transformada wavelet
estandar es de orden O(dl) siendo d el numero de discontinuida-
des. Dado que el coste de la transformada estandar es de orden
O(In), siendo n el namero de datos iniciales, la ratio del coste ex-
tra respecto a la transformada estandar es O(d/n), independiente
de [, y despreciable cuando n es elevado.

4.3

Error de aproximacion para
ENO-wavelets

En el Teorema 1.1 enunciamos un resultado sobre el error de
aproximacion que se comete mediante la transformada wavelet
al realizar una aproximacion lineal. Para ENO-wavelets podemos
encontrar un resultado similar, cuya demostracion se encuentra
en [26]:
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A v

(5 Bii)  (@jira; Bjiva)

Lado izquierdo Lado derecho
Extrapolar 055 Y Qg1 Anular /Bj7i y ﬂj,i+1'
con informacion de la Con informacion de la
izquierda y determinar derecha determinar
Bii' ¥ Bji+1 i Y Oit1
\/
Almacenamos

(s Bm) Y (@jiv1; Bj,i+1)

Figura 4.1: Extrapolacion en el nivel grosero para DB4.

TEOREMA 4.1. Supongamos que la funcion de escala ¢(x) y su
correspondiente wavelet i)(z) tienen soporte finito en [0,1] y que
Y (x) posee p momentos nulos. Sea f(x) una funcién suave a tro-
zos en [a, b], con p derivadas acotadas en cada regién suave. Sea
fi(z) la proyeccion ENO-wavelet en el nivel j obtenida por extra-
polacion, con una eleccién que satisface (3.5). Si la proyeccion
fj+1(x) cumple la DSP, entonces:

1f(2) = fi (@)} < C(Az)" | /(@) @y »

donde Az = 277 y D es el conjunto de discontinuidades de la
Juncion o de sus derivadas mayores de orden p. ||-| puede ser
tanto la norma en L* como en L.
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El teorema nos asegura que la aproximacion es similar a la
que obtenemos con la transformada wavelet estandar, excepto en
aquellos puntos donde haya discontinuidades. En los experimen-
tos numeéricos comprobaremos que el teorema se cumple.

4.4
ENO-DB4

Esta transformada la describimos en la seccion 1.4.2. Para ba-
jar un nivel utilizamos las ecuaciones (1.82), (1.82) y para su-
bir (1.84), (1.85). Suponiendo las discontinuidades detectadas, es
decir, si el stencil {a; 19, ...,®j112+3} cruza una discontinuidad,
guardamos esta posicion como s;; = 1 y en caso contrario s;; = 0.
Tenemos dos opciones posibles: cuando la discontinuidad se ha-
lla entre a;i19,4+1 Y @j+1,242 hay un tnico stencil afectado, mientras
que si se encuentra entre «;.; 242 Y @j1+12+3 hay dos stencils afec-
tados, como se indica en la Figura 4.2. Veamos como modificamos
la transformada DB4 en presencia de discontinuidades:

] Caso 1: un stencil afectado \

Para hallar g;; utilizando informacion unicamente a la izquier-
da de la discontinuidad seguimos el siguiente esquema:

= Extrapolamos «;; y lo denotamos ¢;;. Para mantener el orden
del método utilizamos extrapolacion de grado uno, es decir
Qi = 201 = Q2.

= Despejamos de (1.82) el bloque

CoQjp1,2i42 + C30j41,2i43 = QUi — COQjg1,2i — CLOLj41,2i41-
= Utilizando que 2 = % obtenemos

N o
53’,@' = h004j+1,2i + hl@j+1,2i+1 + ﬁ (aj,i — CoQj41,2i — Claj+1,2i+l) .
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Figura 4.2: Transformacion directa DB4, donde indicamos los dos posi-
bles casos en que podemos localizar una discontinuidad, dando lugar a
uno o dos stencils afectados.

Con esto hallamos f;, utilizando tiinicamente informacion a la iz-
quierda de la discontinuidad. Para calcular ¢;, con informacion de
la derecha:

= [gualamos 3;; = 0. Luego de (1.83),

hotji1,2i + hia12i41 = —hajy1 2i4e — N30 2i43.

= Utilizando de nuevo la relacion o i podemos hallar &;, con
informacion a la derecha de la dlscontmuldad

— . Ci
Qj; = _h_(()) (hotji12i42 + h3ajp12iv3) + Cottjit 2i42 + C3tj11 2i43.

Hemos obtenido (a;,; 3;;) donde cada valor ha sido calculado
utilizando informacion de un soélo lado de la discontinuidad. Por
tanto el valor de BJZ sera pequeno y no habra una gran pérdida de
informacion si lo eliminamos. Los valores que almacenamos son

(O?j% Bj,i)’ en lugar de ((1/]'71‘; Bj,i)'
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] Caso 2: dos stencils afectados \

Debemos calcular (a;;; 8;:) ¥ (aji+1; Bji41). La discontinuidad se
encuentra entre a;.19212 ¥ 11,243, con lo que el calculo de j;; es

sencillo:
» Extrapolamos «;;, obteniendo &;,. Despejando de (1.82):
~ 1 [/~
Ojy1.2i43 = o (Oéj,z' — CoQj41.2; — C1Q41 2441 — CzOéj+1,2z‘+2) .

» Para hallar 3;; basta con sustituir:

Bji = hottji1,2i + hiji1 2i41 + hoovjp 2io + haljii 2igs.

Pasemos al calculo de 3;,,,. Solo conocemos «; 2,42, PEro tam-

bién podemos utilizar &;1 9,13, que ha sido calculado con informa-
cion de la derecha. Los pasos a realizar son:

= Extrapolamos «;;;;, obteniendo ¢;,.;. Calculamos el bloque
C2@j+1,2z‘+4 + C3dj+1,2i+5 = @j,i — CoQj41,2i42 — Cldj+1,2i+3-

= Por tanto:

A ) e .
5j,i+1 = hoOéj+1,2i+2+h104j+1,2z‘+3+c—;’ (Otj,z‘+1 — CoQj41,2i42 — Claj+1,2i+3) .

En el lado derecho de la discontinuidad queremos obtener «;;
y «a;,4+1. Los pasos a seguir son analogos al lado izquierdo, pero

ahora en vez de extrapolar igualamos los ('s a cero. Empecemos
COm & jq1:

» Jgualamos f;,.1 = 0. Calculamos o, 12 con informacion de
la derecha:

- 1
Qjy12i42 = — 70 (h1tj41,2i43 + hoatji 2iva + h3oyii1 2it5) -

= Con lo que podemos hallar &; ;41:

Qjiv1 = CoQyy12i42 T C1QG 11,243 + CoQjy1 2i44 + C3QUj 41 2i45-

Para calcular «;; utilizamos el valor de & 2;:2:
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» [gualamos 3;; = 0. Obtenemos el bloque
hotvj1,2i + hi@jgr 201 = —hoQji1,2i42 — haoyii12i43.
s Con lo cual:

_ . _ _
Qji = o (ho@jy12i2 + h3vji12i43) + Coltjg12ip2 + €30 412143

4.4.1
Reconstruccion

Para recuperar los datos iniciales cuando trabajamos con sten-
cils que cruzan discontinuidades debemos extrapolar las «o’s para
recuperar los datos de la izquierda e igualar los ’s a cero para
recuperar la informacion de la derecha. Detalladamente:

1. s;; =0y s;;,—1 = 0. En este caso no intervienen discontinui-
dades y, por tanto, utilizamos la reconstruccion habitual (1.84) y
(1.85).

2. 55, =1y 55,1 = 0. Queremos hallar a; 19 ¥ o121, que
estan ambos a la izquierda de la discontinuidad. Debemos extra-
polar «;;, ya que este valor esta calculado a partir de informacion
a la derecha del salto. El j3;; es correcto, pues ha sido calculado
con informacion de la izquierda. El resto, (a;;_1;5;,—1) también es
correcto porque han sido calculados con stencils a la izquierda que
no cruzan la discontinuidad. Luego:

Qjp12i = 1105, +di By +rsagiy + dsfBi-1,

Qjy12i41 = ToQj; + dofji + 201 + dacvjiq.

3.5, =0y s;,—1 = 1. Los datos se hallan a la derecha de la dis-
continuidad. («;,;; 3;;) son correctos, ya que provienen de stencils
a la derecha del salto y que no lo cruzan. El valor de «;;_; es valido
ya que proviene de informacion a la derecha. Pero f3;,_, proviene
de datos de la izquierda y por tanto debemos igualarlo a cero:

Q12 = 110G+ di By 4130,
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Qjt12i+1 = To®; + dofj; + 201

4.s;;, =1y sj;-1 = 1. aj;19, estara a la izquierda de la disconti-
nuidad y o, 2i+1 @ la derecha. Empecemos por o, 2;. En este caso
Bji-1y Bj: son correctos, ya que provienen de datos a la izquierda.
Pero a;; 1 y a;, son ambos incorrectos y debemos extrapolarlos:

Q1,20 = MG+ di S + 13051 + d3fi-1.

Nos queda calcular «;;19;41. Ahora «;; 1 y «;; son validos, pero
Bji-1y Bj: deben ser igualados a cero. Por tanto:

Qj11,2i41 = ToQG; + To0t 1.

4.5
ENO-DB6

En este caso la transformada directa es:

5

Qji = Zci@j+1,2i+k> (4.2)
k=0
5

Bii = > hitiiaitk, (4.3)
k=0

donde los coeficientes? son:

co = 0,03522629188210,  hy = —0,33267055295096,
c1 = —0,08544127388224, hy = 0,80689150931334,
co = —0,13501102001039, hy = —0,45987750211933,
c3 = 0,45987750211933,  hs = —0,13501102001039,
cy = 0,80689150931334,  hy = 0,08544127388224,
cs = 0,33267055295096,  hs = 0,03522629188210.

La inversa es como sigue:

Qjp1,2i = MG, + di B + 13051 +dgfi-1 + 150+ dsBi—2 (4.4)

2Estos coeficientes pueden obtenerse con MATLAB® mediante wfilters.m.
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Figura 4.3: Transformacion directa DB6, donde indicamos los dos posi-
bles casos en que podemos localizar una discontinuidad, dando lugar a
dos o tres stencils afectados

Qjt1,2i41 = 00, + doBji + 1201 + doffj i1 + Ta0tji—o + dafji—o (4.5)
donde: 1911 = ¢, doip1 = hois T2 = Civ1, doi = hojr, 1 =0,1,2.

Al igual que en DB4 tenemos dos casos. En el primero la dis-
continuidad se localiza entre a1 913 ¥ j41,2+4, dando lugar a dos
stencils afectados. En el segundo caso la discontinuidad se halla
entre o 12,44 Y j112i45 y afecta a tres stencils, ver la Figura 4.3.

] Caso 1: dos stencils afectados \

Lado izquierdo
1. B;;. Extrapolamos «;; y lo denotamos ¢;;. Para mantener el
orden del método utilizamos extrapolacion de orden 2. Despejamos

de (4.2) el bloque

CaQljt11 2i44 + C5QG 11 2i45 = Qi — CoQj+1,2i — C10G 11 241
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—CoQ41 2i42 — C3QY541 2i43-

hs

(&5

Utilizando que ™ = %, obtenemos
Bji = hotjii2i + hiajpi i1 + bty gipe + haojii 2igs

h. A
+C—: (aj,i — CoQj41,2i — C1Q41,2i41 — C20¥j41,2i42 — 030éj+1,2z'+3) .

2. Bji+1. Extrapolamos «; ;11 — &;,41. Con lo cual tenemos:

Qjir1 = Co0jy1,2i42 T C10G11,2i43 + C20Vj11,2i44
T30 41,2i45 T Caljq1,2i46 + C5Qi41,2i47-
Bjiv1 = hotji12iv2 + hioyi2irs + hotjig 2ita

+haajp12i45 + hatji 2it6 + hsjit 2iq7.

De estas ecuaciones nos falta por conocer a;ii;ym, m = 4,5,6,7
y BMH. Con lo cual tenemos un problema, ya que es evidente que
con la informacion disponible no podemos determinar BMH. No po-
demos utilizar el bloque c46 11 9,44 + ¢5¢541,2i45 Que hemos calculado
en el paso previo ya que la relacién 2 = 2 no se cumple.

Chan y Zhou sugieren en [26] que se extrapole &, 914 Y S€ de-
termine entonces &, 2;+5. Nosotros proponemos una nueva forma
de proceder, utilizando la informacion que proporciona la trans-
formada inversa. Esta idea evita hacer extrapolaciones en el nivel
mas fino, simplifica los calculos y permite una generalizacion mas
sencilla para DB2Zp, con p un entero arbitrario. En cualquier caso
expondremos este método sin aplicar esta idea, que sera desarro-
llada en un apartado posterior.

Asl pues, extrapolamos &;;12i+4, con un meétodo de grado 2 y
calculamos &, 215 de la siguiente manera:

~ 1 /-~

Qj12i45 = o (aj,i — C0Q41,2; — C1Q41 2541
—C2Q41 2i42 — C30Vj41 2i43 — C4Oéj+1,2z‘+4) .

Con esto despejamos el bloque:

C40j+12i46 + C500112i+7 =  Qjit1 — COOjt1 2i+2

—C1QG41,2i4+3 — C20j1.2i44 — C3Q0j41 2i+5-
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Haciendo uso de la relacion fj—z = }CL—S
Biit1 = hotjy12ip2 + hioi12i4s + holtji1 2i4a + hadvjr it

h ~ ~ ~
+c_z (aj,i+1 — CoQj41,2i+2 — C10j41,243 — C2OVj11.2i44 — 0304j+1,2i+5) .

Lado derecho

1. a;;41. Imponemos que j3;,;,; = 0. Dado que n= A
Qi1 = —(hoyt12ira + hatyi12i4s + hatjin 2ive + Rsti1,0i47)

FCo0j11 2144 T C30j11,2i45 + C4Qjt1 2i46 T C50041,2i47-

2. oj;. Imponemos que BN = 0. Partiendo de (4.2) y (4.3) nos
encontramos en la misma situacion que en el calculo de j;,1, ya
que solo conocemos «;+1 214 Y 41 2i+5. Realizamos la extrapolacion
con un meétodo de grado 2 en el nivel j + 1, obteniendo &, 213 con
informacion de la derecha. Asi:

_ -1 _
Qjt12i+2 = o (h10v1 2i43 + hotji1 2ipa + M3 245

+hyji12i46 + hs0i1 2i47) -

Mediante la relacion % = ;—11:

Qj; = —Z—‘; (hottji1 2i42 + ha@ji1 2its + haci1 2iva + hsji1 2i45)

FCo0j11 2142 + C30j11,2i+3 + C4Qj11 2044 + C5041,2i15-

] Caso 2: tres stencils afectados \

Lado Izquierdo.

1. 3,,. Extrapolamos ¢;;, denotandolo ¢;;. De (4.2) y (4.3) cono-
Cemos a1 2i+m,m = 0,1,2,3,4. Despejando:

~ - 1 /7~
Qj+1.2i45 = o (Oéj,z‘ — CoQ41,2i — C1Q41 2541 — C20¥j41,2i+42

— 300412143 — C40j+12i44) - (4.6)
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Con esto:

Bji = hotjii2i + hiajii0ip1 + hooyjgr 2ito
+haa1,2i43 + a1 2iva + hs@ji iy s- 4.7)

2. Bji+1. Extrapolamos o; ;1. Conocemos o142, 041,43 Y Ojt1,i+4
ya que se encuentran a la izquierda de la discontinuidad. Ademas
podemos utilizar &;.1 9,45 que ha sido calculado en el paso anterior
con informacion de la izquierda. Con lo cual sabiendo que % = %2
podemos determinar 3;;,1:

Biit1 = hotjyi2iv2 + Moy 2i4s + hotji1 2i4a + h3dvjpr 2its

h ~ ~
+c_z (aj,i+1 — CoQj41,2i4+2 — C10j41,2i43 — C2OVj41,2i4+4 — 0304j+1,2i+5) .

3. Bji+2- En este caso no podemos determinar el coeficiente de
la manera habitual debiendo utilizar extrapolaciones en el nivel
j+1. Asi, a1 946 l0 extrapolamos con informacién de la izquierda:

A o 1 /7~
Qj+1.2i+7 = o (Oéj,7;+1 — CoQj412i42 — C1Q41 243
—Co0j11 244 — C3Qj41 2145 — C4aj+l72i+6) .

Con estos datos, extrapolando «;;;» y haciendo uso de la relacion
hd _ h5.
4 5

Bjite = hotji12ita + MG 2ips + holjii 2ive + Nadijpt 2iqr

ha (A A A A
+a (aj,z'+2 = C0Qj4+1,2i+4 — C10G4+1,2i+5 — C200j41.2i4+6 — C3aj+1,2i+7> .

Lado Derecho.
1. @ 1o. Primero hallamos a1 244,

- 1
Qjy12i44 = “ho (h104j+1,2z'+5 + h2aj+1,2i+6 + h3042z‘+7

+haji12i08 + hs0i 2it9)

donde f; ;12 = 0. Con lo cual podemos determinar «; ;. 2,

Qjira = CoOy12i+4 + C10G41 2i45 + C2jt1 2i46 + C3Q2i47
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+C4011,2i48 + C5041,2i49-

o1 C __C1 .
2. a;,;4+1. Igualamos f; 4, a 0. Utilizando de nuevo que o=
Ajirr = —po (hati12ita + hsi12its + haiazite + s it7)

FCoQlj11,2i44 + C30Gj 41245 + C4j112i46 T C5041,2i47-
3. a;;. Igualamos 3;; = 0. Extrapolamos «;;;2,+3 con informa-
cion de la derecha, obteniendo &, 2;4+3. Con esto:

— —1 — —
Qjy12i42 — o (hlaj+1,2i+3 + hzoéj+1,2z‘+4
+h3aj1,2i45 + hacviirgive + hsajir i) -

Mediante la relacion > = ;- y los datos anteriores obtenemos:

_ . B _ _
i = —72 (haQyy10ir2 + ha@t1 203 + RaQjin 2iva + h5p1,2i45)

FCoQtj 1 2i42 + C3Q0 11,2043 T Cal¥jt1 214 T C50 11 2i45-

4.5.1
Reconstruccion

Para recuperar los datos iniciales, utilizamos (4.4) y (4.5). Al
igual que con ENO-DB4 cuando trabajamos con stencils que cru-
zan discontinuidades, debemos extrapolar las o’s e igualar los f’s
a cero segun si nos hallamos a izquierda o derecha de la discon-
tinuidad respectivamente. Recordemos que hemos guardado un
vector s tal que s;; = 0 si el stencil {Oéj+172i7 Q41,2415 Xjt1,2i425 Oéj+172i+3}
no cruza una discontinuidad, y s;; = 1 si la cruza. Nos podemos
encontrar con los siguientes casos:

1.5, =0y sj;-1 =0y 5,2 = 0. No hay discontinuidades y por
tanto utilizamos las transformadas (4.4) y (4.5).

2. Sji = 0 Yy sji-1 = 0 Y Sji—2 = 1. Como 0412 Y Ojy1,2i+1 S€ €1~
cuentran a la derecha de la discontinuidad, «;,;_» es correctoy ;o
debe ser igualado a cero. Por tanto:

Qjy12i = 110G+ di By 30+ dsBiio1 + 15009,
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Qjt12i+1 = To®; +dofj; + a1 + dofjio1 + Ty

3.5 =0ysj,.1 =1y sj,2 = 1. Los datos a recuperar se ha-
llan a la derecha de la discontinuidad. Luego los a’s son correctos
mientras que f;,_,,, m = 1,2, deben ser igualados a cero. Entonces:

Qjt12i = 110G+ difji 4 301 + s,

Qjy12i41 = ToQj; + dofji + 20 i 1 4 1400 9.

4. 55, =1y sj;.1 =1y 5,2 = 1. aj;12 se halla a la izquierda
de la discontinuidad. Los ’s son correctos mientras que los a’s
deben ser extrapolados. Por tanto:

Q12 = TG +di By + 1301 +dsfim1 + 15050 + ds 9.

aj412i+1 esta a la derecha del salto. Luego los a’s son correctos y
los #’s deben ser igualados a cero. Con lo cual,

Qji1,2i41 = ToQG; + Tot ;1 + T400; 9.

5.5, =1y s;,.1 =1y s;;,» = 0. Los datos a recuperar se
encuentran a la izquierda del salto. Los  son correctos y debemos
extrapolar «;; y «;,;_; con informacion de la izquierda:

Qjy12i = 110G, +di By + 13051 + d3fBiio1 + 15050 4+ ds B2,

Qji12i41 = ToQj; + dofji + 1201 + dofji-1 + racgi—2 + dafji—o.

6.5;, =1y s;,.1 =0y s;;—2 =0. Nos encontramos a la izquierda

del salto. Luego 3;; es correcto y «a;; debe ser extrapolado:

Qjy12i = 110G+ diBji + 3oy + dsBiio1 + 15050 4+ ds -2,

Qj12i41 = ToQj; + dofji + 1201 4 dof i1 + ractji—o + dafi—a.
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4.6

Algoritmos utilizando la
transformada inversa (TI)

En esta seccion presentamos una nueva manera de deducir
los coeficientes del nivel mas fino una vez que se ha realizado la
extrapolacion de los coeficientes del nivel grosero, utilizando la
informacién de la transformada inversa. Esta idea evita realizar
extrapolaciones en el nivel fino, simplifica los calculos, garantiza
la invertibilidad del método y permite una generalizacion sencilla
para la base DB de cualquier orden.

4.6.1
ENO-DB4-TI

La transformada inversa en varios puntos puede expresarse:

Qjp12i4l) = T10Gi0 + difji + 13— + dsBjivi—1, (4.8)

Qjr126i40)+1 = 100w + dofBjivt + 120401 + dofBji—1. (4.9)

] Caso 1: un stencil afectado \

Lado izquierdo

1. B;,;. Extrapolamos ¢;,; y despejamos utilizando (4.8) con [ = 0:

Bj,i = dil (aj+1,2i - 7’107]',2' — 301 — d?ﬁj,z'—l) )

donde todos los datos a la izquierda del igual son conocidos y se
hallan de informacién a la izquierda de la discontinuidad.
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NoTA 4.1. En cada paso tenemos un par de ecuaciones que po-
demos elegir para despejar, una asociada a a;i1., Y la otra a
a;+1.m+1. Dado que la reconstruccion es invertible, como se de-
mostrara posteriormente, podemos elegir una u otra indistinta-
mente siempre que se reconstruyan datos de un mismo lado de
la discontinuidad. Escogemos la asociada a o, ,, Si calculamos
B’s, para asegurarnos que o;. 1 ., esta a la izquierda de la discon-
tinuidad. Siguiendo el mismo razonamiento tomamos la ecuacion
asociada a aji1,+1 St estamos calculando o’s. En lo que sigue,
la eleccion se realizara de esta manera.

Lado derecho

1. a;;. Igualamos j3;; = 0. Para poder despejar &;; a partir de
datos conocidos, elegimos (4.9) con [ = 1, obteniendo:

|
Qi = 7, (aj+1,2i+3 —T00i+1 — doﬁj,iﬂ) .

] Caso 2: dos stencils afectados \

Lado izquierdo

1. 3;;. Al estar a la izquierda de la discontinuidad, extrapolamos
&;,;. Hacemos uso de (4.8) con [ = 0 y despejamos:

Bji = d_11 (1,20 — 110y — r30io1 — d3fi1)

2. Bji+1. Extrapolamos «;;.; y utilizando (4.8) con [ = 1 podemos
hallar f;,,, con informacion a la izquierda del salto:

Biiv1 = % <aj+1,2i+2 — T Qi1 — T30, — d3Bj,i> -
Lado derecho
1. a4 Igualamos B, = 0. Mediante (4.9) con [ = 2:

— 1
®jit1 = 7o (412045 — T0iv2 — dofBjit2) -
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2. a;,;. Igualamos Bj,i = 0. Utilizando (4.9) con [ = 1 nos queda:

— 1 _
Qi = 55 (aj+1,2i+3 - 7‘004j,z'+1) .

4.6.2
ENO-DB6-TI

La transformada inversa para DB6 podemos expresarla como:

2

Qg1 2i42 = E Tok104 i—k+1 + Aokt18ji—kti, (4.10)
=0
2

Qjy12it2041 = E Tok ikt + Aok B i kti- (4.11)
=0

] Caso 1: dos stencils afectados \

Lado izquierdo
1. B;,. Extrapolamos ¢;; y utilizando (4.10) para [ = 0:

Bji = % (Oéj+1,2z' —1r1Qj; — 31 — d3fi1 — 5o — dsfi2) -

2. Bji+1. Extrapolamos &;,. y utilizando (4.10) para [ = 1:
Bj,i-{-l = d—ll <04j+1,2i+2 - 7’1(34]‘,@‘+1 - 7“3dj,i - d3Bj,i — 501 — dsﬁj,z‘—1> .
Lado derecho

1. oj;41. Igualamos BMH a cero. Utilizando (4.11) para [ = 3:

= 1
Ajivt = oo (12007 — T00a43 — doBjits — T2 42 — dofjita) -

2. «;;. Isualamos 3;; a cero. Utilizando (4.11) para [ = 2:
ji- 18 7, p

_ 1 _
Qi = 4 (aj+1,2i+5 — Tl i42 — doﬁj,i+2 - T2aj,i+1) .
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] Caso 2: tres stencils afectados \

Lado izquierdo

1. ﬁjz y BMH. Se calculan igual que en el caso de dos stencils
afectados.

2. B} it2. Extrapolamos ¢; ;... Utilizando (4.10) con [ = 2:

A o . . A R N
5j,z‘+2 4 <aj+1,2i+4 — Qi — 300G 41 — d35j,z’+1 — I'5Q; — dsﬁj,i> .

Lado derecho
1. aji42. Igualamos 3;,,, a cero. Utilizando (4.11) con [ = 4:

— 1
Qji+2 = o (@j+1,2i+9 —T0Qi4+4 — do@j,z'+4 — Tollji43 — d2ﬁj,i+3) :
2. a;;4+1. Igualamos f; ;41 a cero. Mediante (4.11) con [ = 3:
_ 1 _
Qjit1 = 7, (aj+1,2i+7 — ToQi4+3 — doﬁj,i+3 - 7“20éj,z'+2) .
3. a;;. Igualamos f;; a cero. Utilizando (4.11) con [ = 2:
_ 1 _ —
Qi = - (112005 — T00gi2 — T20j41) -

4.6.3
Algoritmo general

Mediante la transformada inversa hemos obtenido los algorit-
mos ENO-DB4-TI y ENO-DB6-TI. Observamos que la manera de
proceder es similar en ambos casos. En esta seccion construire-
mos un algoritmo general que llamaremos ENO-DB2p-TI, con p na-
tural.
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La transformada directa DB2p en general puede expresarse:

2i+2p—1
> ez (4.12)
k=2
214+2p—1
Z P—2i0 41 ks (4.13)

k=21

Qji

Bii

y la transformada inversa como:

1

bS]
|

Qji12i-1 = (rorcyj ik + dorfBji—r) , (4.14)
k=0
p—1
Wji12i = (rokt10ji—k + dokt155i—k) (4.15)
k=0
donde 7o, = copt1, dox = hokt1, Tory1 = Cops dogt1 = hop, CON k =

0,1,2,...

| Caso de p — 1 stencils afectados |

Lado izquierdo

Extrapolamos «;; < &, para k =14,i+1,...,¢+p— 2. La extra-
polacion debe de ser de grado p — 1. El sobrescribir los coeficientes
no es ninguan problema, ya que para el lado derecho no se utilizan
los a’s originales. Los #’s a modificar son:

p—1
5j,i+m = d—ll(Oéj+1,2(i+m) — T i4m — Z [T2k+104j,i—k+m + d2k+1ﬁj,i—k+m])

k=1
(4.16)
conm=0,1,...,p—2.

Guardamos la posicion de los coeficientes calculados a par-
tir de stencils que cruzan discontinuidades en un vector auxiliar:
Sim =1, param=1t¢,i+1,...;i+p—2.

Lado derecho
Igualamos 3;; = 0, para k = p —2,p — 1,...,0. En este caso
si necesitamos almacenar los ’s que hemos calculado para el
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lado izquierdo en vectores auxiliares para asegurar la invertibi-
lidad, a menos que realicemos una aproximacion lineal. Los a’s
modificados son:

2

p

— [72k 0 ikt ptm—1 + Aok B i—ktprm—1])
0

— 1 (. .
jitm = Tap_2 (Oéj+1,2(z+p+m)—1

B
Il

(4.17)
conm=p—2,p—3,...,0.

| Caso de p stencils afectados |

Lado izquierdo
Extrapolamos «;; <= &;;, para k =i,i+1,...,i+p— 1. Utilizamos
(4.16) conm=0,1,...,p— 1.

Lado derecho
Igualamos 3;, =0, para k =p—1,p—2,...,0 y utilizamos (4.17)
conm=p—1,p—2,...,0.

Reconstruccion

Definimos la matriz S de dimensiones 2p x p, nula excepto las
diagonales —1, —2,..., —p que estaran formadas por unos. Las filas
de dicha matriz contienen las distintas posibilidades que podemos
encontrarnos para {s;;}i. Si {Sji—p, Sji—p+1,- - -, Sji} corresponde a la
fila n de S, tenemos los siguientes casos:

= Si n = 0, no tenemos ningun stencil afectado. Por tanto la
reconstruccion es como (4.14) y (4.15).

= Sin > 0yn<p, estaremos en el caso de n stencils afectados,
que van a ser utilizados para recuperar datos a la derecha
de la discontinuidad. Luego debemos anular f;;, para k =
t—p+1,...,i — p+n — 2. Posteriormente utilizando (4.14) y
(4.15), tenemos la reconstruccion buscada.
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En estos casos también hemos de tener cuidado en no mo-
dificar términos que posteriormente necesitaremos. Al igual
que en la transformada directa esto se consigue mediante
vectores auxiliares.

= Sin = p, todos los stencils que utilizamos estan afectados por
el salto. Nos encontramos con dos casos:

a;2-1 se halla a la izquierda del salto, luego extrapolamos
ajp. parak=i—p—1,...,iy usamos (4.14) y (4.15).

o, 2; se localiza a la derecha del salto. Por tanto anulamos 3,
parak=1¢—p+1,...,iy aplicamos (4.14) y (4.15).

= Sin > p reconstruiremos datos a la izquierda del salto. Luego
extrapolamos o;; para k =i—2p+1—1,...,7iy utilizamos (4.14)
y (4.15).

Separacion de discontinuidades

Para aplicar ENO-DBZ2p correctamente debe cumplirse la DSP,
Definicion 3.1, ¢sera valida para ENO-DB2p-TI?

El caso mas extremo se da cuando hay p stencils afectados y
la discontinuidad se halla en (a;i1,264+p-1) ®j41,2(4p-1)+1). Por la iz-
quierda, para hallar o, ; necesitamos extrapolaciones de grado p—1,
es decir utilizamos el stencil {a;;_,...,a;;—1}. El valor mas a la iz-
quierda del nivel j + 1 necesario para calcular o;;_, €s a;i127—p)-
Ademas en ENO-DB2p-TI (ver el caso de p stencils afectados) no
hacemos uso de ningun valor mas a la izquierda que éste. Lue-
g0 entre o1 23-p) Y @j41,2(i4p—1) NO debe haber discontinuidades, es
decir, 4p — 2 intervalos.

Por la derecha el mayor valor que se utiliza es o; 19, 2 que pro-
viene de a;i12(i12p—2)4p—1- Entre este altimo y a1 2(i+p—1)+1 NO debe
haber discontinuidades, es decir 3p—4 intervalos, siendo este valor
menor que 4p — 2.

La DSP nos dice que para stencils de longitud [ + 1 debe cum-
plirse que (I 4+ 2)h < t, siendo h la longitud de cada intervalo y ¢
la minima distancia entre dos dicontinuidades. En nuestro caso
significara que haya 2p + 1 intervalos libres de discontinuidades.
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Dado que 4p — 2 > 2p + 1 para p > 1, debemos utilizar una nueva
definicion para la DSP:

DEFINICION 4.1. Dado un filtro wavelet con stencils de longitud
[+1 conl > 2 decimos que la proyeccion de f en el espacio V;, con
paso espacial h = 277 satisface la Propiedad de Separacion de
Discontinuidades para TI (DSP-TI), si2l-h < t, cont = min{|z; —
z;| : i, x; € D},

4.7

Equivalencia de los métodos
ENO-wavelet y ENO-wavelet-TI

En esta seccion estudiaremos la posible equivalencia entre los
métodos estandar y los basados en la transformada inversa. Em-
pezamos estudiando los diferentes casos para DB4:

] Caso 1: un stencil afectado \

Lado izquierdo
Nos preguntamos si (5;;)eno-pps = (B}i) ENo—pBa—11. VEAMOS!:

(Bj,z’)ENOfDB4 - (Bj,z’)ENOfDB47TI =
= [ho@jt+1,2i + h1ajp12i41 + ﬁ_j(djﬂ' — CoQjt1,2i — C10j112i+1)]
_[d_ll(aj—l—l,% — 116y = r3051 — d3fio1)]
= [ho@jt1,2i + h1ajt12i41 + %(dj,i — CoQjt1,2i — C10j112i+1)]
_[d_ll(aj+1,2i - Tl@j,i
—73(Co0j41,2i—2 + C1041,2i—1 + Co0tjy1,9; + €300 41,2i41)
—d3(hotj112i—2 + hiaji12i-1 + hotyi12i + haji1 2i41))]-

Los coeficientes que multiplican a cada « son:

A y he 4o
a]ﬂ 02+d1_07
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Qjy12i-2 —7 % (rsco + dshg) =0,
Qji12i-1 — i (rgeq + dshy) =0,
Qji12i — —i % (r3ce + dzhs) + ho — hz—go =0,
Qjriipt — hi+ g (rscs 4 dshs) — hi—gl = 0.

Lado derecho

(i) ENo—DB4 — (0;) ENO—DBA-TI =
— C
= —#Ol(h206j+1,2i+1 + hgtjq1,2i43) + C2041 2601 + €300 41 2143
1
— s (1203 = To i1 — dofBji1)
— C
= _h_g(h204j+1,2i+1 + hgtjq1.2i43) + C2041 201 + €300 412143
1
— 75 (@128 — To(Co 1212 + 10112018 + 20112014 + C311.2i15)

—do(hottj11,2i42 + h10yi1 i3 + hotji1 2ipa + h30i1,2i45)).

Los coeficientes de cada « son:

Qjt12i41 > —jrha+c2 =0,

Q41,2642 — —;—ghg + co + :—SCO + Lz—gho = 0,
Qjy12i43 — —Z—ghza +c3 — % + :—201 + f—zhl =0,
Qji12i44 — :—202 + f—sfm = U,

Qjt12i45 — peC3F f—;hr) = 0.

] Caso 2: dos stencils afectados \

Lado izquierdo
Empecemos por j;;:

(Bji)Eno-pBa — (Bji)ENO-DBA-TI =
= hotj12i + M1 2001 + hotyigiva + "3y 2it3
—d_ll(ajﬂ,% — 16y — r3qji1 — dsfBi-1)
= hojt1,2i + P1vi12i41 + hatti1 2i40
+};_:(dj,i — C0Qj412i — C10G 41,2041 T 20 41,2i42)

1 ~
_d_l(aj+1,2i ALK
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—73(Co0j41,2i—2 + C1041,2i—1 F+ C20lj41.2; + €300 41,2i41)

—d3(hottji1,2i—2 + P11 2im1 + hooyjy1 0 + haaji12i41))-

Obtenemos:
Qi —s My
I c3 dy ’
1
Qji12i-2 — 3(7”300 + dshy) =0,
1
Qjy12i-1 — Z(T:&Cl + dshy) =0,
h 1 1 _
Ojy12i — hg — c—;CO -4 d—1<T302 + dghg) = 0,
h: 1
Qjp12i41 — i — Za+ Z(T3C3 + dshs) = 0,
h
Qjt12i42 —> ha — ey =0.

Veamos para 31

(5j,z‘+1)ENo—DB4 - <5j7i+1)ENO—DB4—TI =
= hoovj112i42 + M1 2i43
+Z_§(dj,i+1 — CoQVj11,2i+2 + 01@j+1,2i+3)
_dll<aj+1,2i+2 - 7“1(36j,i+1 - 7”3(36j,i - dzﬁj,i)
= h0aj+1,2i+2 + Z_;(&jﬂ' — CoOj41,2¢ — C1Q41 2441 — 02aj+1,2i+2>
+Iz_22(65j,i+1 — C0Qj41,2i42 — %(@j,i — CoQ41,2i — C1Q41 2541 — 0204j+1,2z'+2))
—i(Oéj+1,2z‘+2 - T1@j,i+1 - Ts@j,i - d3(d_11(aj+1,2i
—7T10; — 13(Co0tj41,2i—2 + 1041211 + 2012 + C3041 2i41)

—ds(hottjs1,2i—2 + h10ji1 2i-1 + hotjr1 20 + hatjr1.2i41))))-

Con esto:
G — &~ aa ThE =0
Qjipn — 24 0=,
Qji12i—2 — —%(T:),Co + dshy) = 0,
Qjy12i-1 — —3—%(7’301 +dshy) =0,
Qjp12i — —h;—f’ + % - Z—%(T:acz + d3hs) + Z—% =0,
Qj12i+1 — —hé—gl + Zj—i — Z—%(Tacza + dshs) = 0,
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) ) _ hic hacica _ hacg 1 __
jp12i42 — ho — T 4 22 20— =0

Lado derecho
Para o 1:

(@ji+1) ENO—DB4 — (Qji41) ENO—DBA-TT
= CoQj41,2i4+2 T C10G 12143 T CoQji1 2i44 T C3Q 11 2i45
_%(ij+l,2i+5 — ToQi+2 — doﬁj,iw)
= _COhLO(hlaj—f—l,Qi-i-?) + h204j+1,2i+4 + h3%‘+1,2i+5)
FC10G41,2i+3 T C20jiy1 2i44 1 C3CY541 2145
—%(aj+1,2i+5 — 10(Co0j41,2i44 + C1OG 41 2145 + C20j41 2546 + C30Lj41,2i+7)

—do(hotj41,2i44 + P11 2i05 + hottji1 26 + Raji12i47))-
Los coeficientes que multiplican a los « son:

coh _
Q1243 — —ht+a =0,

coho ToCo doho __
Qjp12iva —> —5 2+ e+ 8+ T =0,

L =0,

. . y _cohs roer 4 dohy
Qj+1,2i45 ho +C3+ ) + T2 T2

€270 doha _
Wjp1iv6 — 20+ T2 =0,

c3r dohs __
Qjp1ier —> 204+ =0.
Continuando con o ;:

(@j:)ENO—DB4 — (i) ENO—DBA-TI =
Cy — _
= —h_g(h2aj+1,2¢+2 + h304j+1,2i+3) + Co0tjy12i42 + €311 2i43
1 —
— (12043 — T i11)
c 1
= —h—z(—th—o(thsz,QiJr?, + hotvj1 944 + P31 0iv5) + hacjp0i13)
1
+02h—0(h104j+1,2i+3 + hootj1,2i4a + h30ji12i45) + C30j41,2i43
1 1
_E(Oéj+1,2i+3 - Tog(aj+1,2i+5
—70(Co041,2i+4 + C1OG41 245 + C2041,2i46 + C30041,2i4+7)

—do(hootj+1,2i44 + hiaj1 245 + hotji1gite + h3tj1,2i47))).

Asl pues:
) ) cohohi _ cohs _ coh _ 1 _
Qj+1,2i+3 } h2 ho ho +c o 0,
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5 i rodoho _ ()
Qj+12i+4 — 7 T T Ry T 2 T2 O

Qj1,2i+5 —7

rgc2 rodoh
Qj12i06 —> —or — 2 =0,
2 2
2
93 rodoh:
Qjprgier — —oz — FE =0

Con esto queda demostrada la equivalencia para DB4.

Procediendo de manera analoga es facil demostrar la equiva-
lencia para ENO-DB6 y ENO-DB6-TI. Para ello debemos partir de
los coeficientes {¢;} en su forma exacta y es recomendable utili-
zar un programa de calculo simbdlico (nosotros hemos utilizado
MATHEMATICAR)).

Podemos pues enunciar la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.1. Los métodos ENO-DB2p y ENO-DB2p-TI son
equivalentes parap = 2, 3.

Todo parece indicar que para p > 3 los algoritmos ENO-DBZ2p
y ENO-DB2p-TI son también equivalentes. Para p = 4,5 los auto-
res W.-C. Chan y C.-C. Yen en [65] han hallado una forma exacta
para los coeficientes scaling {c;}, con lo que se podria demostrar
la equivalencia en dichos casos. Sin embargo, para p > 5 no dis-
ponemos de los coeficientes {¢;}, en forma exacta y por tanto no
podemos demostrar la equivalencia exacta entre los dos esquemas
tal como lo hemos hecho para DB4. Otra opcion seria trabajar con
las condiciones que deben cumplir los coeficientes {c¢;} sin tener
en cuenta su valor.

A medida que aumenta p el algoritmo ENO-DB2Zp es mas com-
plejo que ENO-DB2Zp-TI ya que, en cada paso, debemos decidir si
extrapolar o no en el nivel j+1 en funcién de los datos que conoce-
mos y entendemos que el algoritmo que hemos presentado es mas
sencillo de generalizar. La equivalencia exacta o no con ENO-DB2Zp
para p > 3 no ofrece mayor interés, ya que es preferible el uso de
ENO-DB2p-TI.

Por otra parte, segun la DSP-TI, Definicion 4.1, utilizamos no-
dos diferentes para ENO-DB2p y ENO-DB2p-TI con lo cual las re-
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construcciones no serian equivalentes. Sin embargo hemos de-
mostrado que para p = 2, 3, los coeficientes que multiplican a esos
nodos distintos son nulos, con lo que realmente la DSP-TI no se-
ria necesaria y podemos utilizar la DSP (ya que nuestra hipotesis
es que ambos algoritmos son equivalentes Vp). Sin embargo, dado
que trabajamos con precision finita (y partimos de coeficientes {c;}
no exactos) es preferible utilizar la DSP-TI para ENO-DB2p-TI, ya
que los valores que multiplican a nodos distintos de los de ENO-
DBZ2p, aunque de magnitud muy pequena, no tienen porqué ser
exactamente O.

4.8
Invertibilidad de los métodos TI

Tomemos el esquema ENO-DB4-TI y veamos su invertibilidad:

1. s;,-1 = 0y s;; = 0. En este caso no hay discontinuidades y
por tanto los datos recuperados son correctos, ya que utilizamos
la transformada inversa estandar.

2.s5;,.1 =0y s;;, = 1. Evidentemente «,, »; €s correcto, ya que se
define f3;; para que cumpla dicho requisito. Sin embargo, debemos
comprobar que «;;9+1 €S correcto:

Q12641 2= ToQy; + dOBj,z' + 101 4+ di B

= ol + g—?(%‘ﬂ,% =G 31+ d3fio1) g+ diBia
= (ro — 3—27’1)6@,1 + %)Oéjﬂ,% + (g — %117’2)0@‘,171 + (da — %}dQ)Bj,ifl
= (TQ — Z_(l]rl)dj,i
+%@j+1,2¢(7’2 - %7’2)(0004%1,2172 + 101,201+ C20412i + C3 41 2i41)

d
(dy — d—?dz)(ho%ﬂ,m—Q + hyovjg1 2i-1 + hotji 2 + hajp1 2i41)-
Con lo cual el coeficiente de cada « es:

A do,. _
O3 — TO_IH_O’

Qjr12i—2 — (12— 3—27’3)00 + (dy — g—fds)ho =0,
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jiroim1 — (r2 — 3—27’3)61 + (d2 — %d?;)hl =0,
Oéj_|_172i — 3—2 + (7“2 — 3—27“3)62 + (dz — fjl—(l)dg)hz = 0,
Q41,2641 — (T‘g — 3—(1)7’3)C3 + (dz — j—(idg)hg =1.

Asi el valor ;419,41 S€ recupera correctamente.

3. 551 = 1y s;; = 0. En este caso «;;2,41 €s correcto, ya que
@, ;-1 se define con este proposito. Veamos a1 o;:
j1,2i 1= 110 + diBji + T30
= 11(Co0t1,2i + C10G11,2i41 + C20p1 2642 + C3Q412i43)
+di (hootj11,2i + P11 0ie1 + hooyiy1 20 + haji1 2i43)
+%(Oéj+1,2i+1 — 1ro(Cotj41,2i + C10j41 241 + C20j 41 2542 + €300 41,2i+3)

—do(hoovjq1,2i + hij12i41 + hotyp1 2ipe + hatvjg1 2i43)).
Los coeficientes que multiplican a cada a son:

Q1,24 — (T’l — %)Co + (dl — M)ho = 1,

T2

Cl+:—z+(d1—m)h1:0,

T2

Q41,2641 T —

— )
Qjr1oita — (r1— B2)ey + (dy — B2)hy = 0,
— )

T2

c3 + (dl - m)hg =0.

T2

Q41,2143 T —

4. sj;-1 = 1y s;; = 1. No hay nada que demostrar, ya que o;;
se calcula a partir de B]-,Z-,l y BN que se definen precisamente para
asegurar la recuperacion de o y lo mismo ocurre con «;1 .,
que hace uso de los valores @;,_1 y &,,, definidos igualmente para
asegurar la reconstruccion de dicho valor.

Con esto queda demostrada la invertibilidad para ENO-DB4-
TI. Haciendo uso del software MATHEMATICA®R) hemos demostrado
también la invertibilidad de ENO-DB6-TI. Procediendo de manera
analoga podriamos demostrar la invertibilidad para ENO-DB2p-TI,
aunque debemos tener en cuenta las consideraciones expuestas al
final del apartado 4.7: o bien trabajamos con coeficientes de esca-
la aproximados (y no podremos comprobar la invertibilidad exacta)
o bien debemos hacer uso de las condiciones que deben cumplir
dichos coeficientes, como por ejemplo la ortogonalidad.
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4.9
Ejemplos

En la Figura 4.4 vemos el resultado de aplicar 5 niveles reali-
zando un aproximacion lineal ENO-DB2p para p = 2,3 a la funcion
(1.44) con 2048 puntos iniciales. En ellas mostramos la funcion
original, la reconstruccion y la diferencia entre ambas. Los resul-
tados son excelentes, desapareciendo por completo el fenomeno
de Gibbs. Notar que, sin tener en cuenta el almacenamiento de
la posicion de los saltos, hemos conseguido una compresion del
(1 —32/2048)100 = 98,4 % con tedricamente un orden de aproxima-
cion 2 y 3 respectivamente.

Figura 4.4: Aproximacion lineal ENO-DB2p-TI para p = 2 (izquierda) y
p = 3 (derecha). La linea discontinua es la funcion original (aunque se
sobrescribe y no se aprecia), la continua es la aproximacion y la punteada
es la diferencia entre ambas (desplazada —0,1).

En la Figura 4.5 comparamos los coeficientes de las altas fre-
cuencias producidos por DB4 y ENO-DB4. Podemos comprobar
que la magnitud de dichos coeficientes es muy pequena en todos
ellos. Por tanto al eliminarlos la pérdida de informacion es esca-
sa, lo cual se traduce en una buena aproximacion en todos los
puntos.

La deteccion correcta de discontinuidades juega un papel cru-
cial en los esquemas ENO-wavelet. En la Figura 4.6 aplicamos
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0.1 T T 0.1

—0.1r 4 -01f

-0.3 L L -0.3 L L
0 100 200 0 100 200

Figura 4.5: Coeficientes de altas frecuencias para DB4 y ENO-DB4 con
un nivel, partiendo de la funcién (1.44) con 512 nodos.

cinco niveles de la transformada ENO-DB6-TI. Visualmente la re-
construccion parece correcta, pero la ampliacion de la esquina nos
revela que la deteccion ha fallado en algun paso. Con DB4 este
problema no suele ocurrir. La explicacion es sencilla, [56]: si par-
timos de una senal obtenida como muestreo de una funcion de
clase C?, los coeficientes de altas frecuencias de la transformada
DB2p son de orden O(h”), siendo h el paso espacial de la discre-
tizacion. De ahi que a mayor p, la compresion y eliminacion de
ruido mejoran. Sin embargo si se pretenden localizar los puntos
donde la pendiente de la senal cambia mas bruscamente (esqui-
nas) entonces DB4 es mas eficiente que DB2p para p > 3. Incluso
siendo cuidadosos en la eleccion de las condiciones a 'y ;; > ¢, la
deteccion de las esquinas falla en numerosas ocasiones. Podria-
mos aplicar otro método de deteccion de discontinuidades como
LOCALIZA-ENO-SR-VP-MC (Algoritmo 3.2), aunque también puede
fallar en las discontinuidades esquina si utilizamos bastante nive-
les. En cualquier caso, el error en la deteccion de discontinuidades
esquina no provoca grandes errores en las reconstrucciones.

Para comparar de manera precisa los resultados, utilizaremos
los errores L, y L., . Para calcular el orden de aproximacion, to-
mamos:

Ordens = logs EE?’_Z'I, Ordens = logs E?_Zl (4.18)

donde Eu.; = [f(x) = fi(2)ll ¥ B2y = [l () = f3(2)ll,-



198 4.9. Ejemplos

Figura 4.6: Izquierda: 5 niveles de ENO-DB6-TI para la funcién (1.44) con
2048 nodos. Derecha: ampliacion en la discontinuidad esquina.

Definimos la funcion

0, si 0<2<0,1,
—%sm(%ﬂ(‘%—g)z) - %, si 0,1 <z <5,

fla)=q [sin2m(#=2) + 55| — 5, si &5 <2 <07, (4.19)
x—%, si 0,7<z<0,9,
0, si 09<z<1,

sin discontinuidades esquina (para evitar los problemas antes men-
cionados) y con fronteras nulas. Estudiando los errores vemos
que ENO-DBZ2p-TI mantiene el orden p como nos muestran las Ta-
blas 4.1, 4.2 y 4.3 para p = 2,3,4, a diferencia del método DB2p
donde no se alcanzan dichos 6rdenes en presencia de discontinui-
dades.

nivel E Ordens E, Ordens
1 4.5671e-6 6.1104e-5
2 3.4454e-5 | 2.9153 | 2.5558e-4 | 2.0645
3 9.3240e-5 | 1.4363 | 1.0271e-3 | 2.0067
4 6.6871e-4 | 2.8423 | 4.3392e-3 | 2.0788

Tabla 4.1: F,, Fs; y ordenes de aproximacion para ENO-DB4. Hemos uti-
lizado la funcion (4.19) discretizada con 2048 puntos y las condiciones
a=2yYy ﬂj’i > 0,001.
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nivel E Ordens, B, Ordens
1 9.4552e-8 1.4113e-7
2 6.8610e-7 | 2.8592 | 1.1479e-6 | 3.0225
3 1.2568e-5 | 4.1952 | 2.1884e-5 | 4.2527
4 1.3834e-4 | 3.4604 | 3.2290e-4 | 3.9244

Tabla 4.2: £, F» y ordenes de aproximacion para ENO-DB6-TI. Hemos
utilizado la funcion (4.19) discretizada con 2048 puntos y las condiciones
a=2Yy Bj,i > 0,001.

nivel E Ordens, E, Ordens
1 1.4635e-10 3.7453e-10
2 6.1745e-9 | 5.3987 | 1.1469e-8 | 4.9335
3 1.5814e-7 | 4.6780 | 3.0279e-7 | 4.7225
4 3.5362e-6 | 4.4829 | 1.0071e-5 | 5.0558

Tabla 4.3: F.,, E; y ordenes de aproximaciéon para ENO-DBS-TI. Hemos
utilizado la _funcion (4.19) discretizada con 2048 puntos y las condiciones
a=2y Bj,i > (,001.

4.10
Conclusiones

En este capitulo hemos revisado el método ENO-wavelet pro-
puesto por Chan y Zhou en [26]. A semejanza de la idea ENO, se
utilizan stencils que no cruzan discontinuidades, evitando la crea-
cion de coeficientes de escala de magnitud elevada. Asi, al realizar
la aproximacion lineal se elimina el fenémeno de Gibbs alrededor
de los saltos.

Hemos presentado una nueva manera de calcular los coeficien-
tes ENO-wavelet. En el método original para calcular ciertos coe-
ficientes se recurre a extrapolaciones en el nivel mas fino, contra-
diciendo la idea de la extrapolacion en el nivel grosero. Nosotros
hemos utilizado la informacién de la transformada inversa para
dicho calculo, evitando asi el uso de nuevas extrapolaciones. Los
nuevos esquemas se han denominado ENO-wavelet-TI. Con ellos
se consigue generalizar de manera sencilla el método ENO-DBZ2p-
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TI para p un natural cualquiera. Se ha demostrado la invertibilidad
de ENO-DB2Zp-TI y su equivalencia con ENO-DB2p para p = 2,3 (si
p > 3 todo parece indicar que también se cumplira la equivalencia
aunque no ha sido demostrado). También se ha adaptado la Pro-
piedad de Separacion de Discontinuidades (Definicion 3.1) al nuevo
esquema.

El unico problema para aplicar eficientemente el método reside
en la localizacion de las discontinuidades. Se ha trabajado con el
localizador propuesto por Chan y Zhou. Funciona correctamente,
aunque debemos ser cuidadosos en la eleccion de los parametros
del método ya que la deteccion de saltos, y sobre todo esquinas, es
muy sensible a dichas condiciones. Dado que el método es en dos
pasos, podemos aplicar otro detector de discontinuidades, como
los presentados en el capitulo anterior.

En definitiva, para funciones discontinuas compuestas por tro-
zos suaves, el método ENO-wavelet consigue eliminar el fenomeno
de Gibbs al aproximar linealmente, mantiene el orden de aproxi-
macion, su coste computacional es comparable al método estan-
dar y pueden ser incluidos en esquemas de multirresolucion ya
que no varian el tamano de las secuencias de salida. Ademas, me-
diante el uso de la transformada inversa se evitan extrapolaciones
en el nivel fino, manteniendo todas la propiedades de la transfor-
mada ENO-wavelet y permitiendo generalizar el esquema de forma
sencilla.



