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Este estudio contiene una descripcién de los niveles de Van Hiele de razonamiento geométrico de
acuerdo con las respuestas a una entrevista clinica concerniente a trabajos con triangulos y cuadrilateros.
Los sujetos eran 13 estudiantes de los grados 1 hasta 12 més un estudiante de matematicas de la
Universidad. Los trabgjos incluyen dibujos de formas, identificacion y definicién de formas, ordenacion
de formas, determinacién de una forma misteriosa, establecer propiedades de paralelogramos y comparar
componentes de un sistema matematico. Las conductas de los estudiantes en las actividades fueron
consistentes con la descripcion origina general de los Van Hiele de los niveles, aunque no se confirmd la
discretitud de los niveles, particularmente los de andlisis y abstraccion. El uso de deduccién formal entre
estudiantes que estaban cursando o habian cursado geometria en la escuela secundaria era escaso,
coincidiendo con anteriores observaciones de Usiskin (1982).

Muchos educadores americanos de mateméticas comenzaron estudiando el modelo de Van
Hiele de desarrollo en Geometria a partir de los esfuerzos de Wirszup (1976) en el principio de los
70. En este estudio, los cinco niveles de Van Hiele se formularon inicialmente del siguiente modo,
usando las descripciones de Dina Van Hiele (Van Hiele-Geldof, 1957) modificadas por Hoffer
(2981):

Nivel O (visualizacion). El estudiante razona sobre conceptos basicos geométricos, tales como
formas simples, principalmente por medio de consideraciones visuales del concepto como un todo
sin consideracion explicita de las propiedades de sus componentes.

Nivel 1 (Andlisis). El estudiante razona sobre conceptos geométricos por medio de un andlisis
informal de las partes componentes y atributos. Se establecen las propiedades necesarias del
concepto.

Nivel 2 (Abstraccion). El estudiante ordena |6gicamente las propiedades de los conceptos,
construye definiciones abstractas y puede distinguir entre la necesidad y suficiencia de un conjunto
de propiedades a determinar un concepto.

Nivel 3 (Deduccion). El estudiante razona formalmente dentro del contexto de un sistema
matemético, completo, con términos indefinidos, axiomas, un sistema légico subyacente,
definicionesy teoremas.

Nivel 4 (Rigor). El estudiante puede comparar sistemas basados en diferentes axiomas y
puede estudiar varias geometrias en ausencia de model os concretos.

Este estudio fue emprendido para investigar |as siguientes cuestiones:

1. ¢Son Utiles los niveles de Van Hiele para describir los procesos de pensamiento de 1os
estudiantes en actividades de geometria?

2. ¢Pueden caracterizarse |0s niveles operativamente por la conducta del estudiante?

3. ¢Puede desarrollarse un procedimiento de entrevistas para revelar niveles de razonamiento
predominantes en actividades especificas de geometria?

Otros estudios han buscado informacion concerniente a la naturaleza jerérquica de los niveles
y la asignacion de estudiantes a niveles (Mayberry, 1983). Algunos han medido las habilidades
geométricas de estudiantes como una funcién del nivel de Van Hiele (Usiskin, 1982) y algunos han
investigado los efectos de la instruccion en un nivel de Van Hiele predominante del estudiante
(Fuys, Geddesy Tischler, 1985).

METODO

Desarrollo y fases experimentales

El estudio aqui descrito es la fase final experimental de un proyecto de 3 afios para investigar
los niveles de Van Hiele en geometria escolar. El primer afio del estudio fue una fase de desarrollo
en laque se escribieron y revisaron tres veces las actividades experimentales, un guién de entrevista
y un paguete de codificacién para el andlisis del protocolo. Cada revision tenia lugar después de
sucesivas entrevistas piloto que eran conducidas por los cuatro investigadores del proyecto. Los
investigadores se reunieron para sugerir y elaborar revisiones de las tareas, guién y paquete que
podrian facilitar tanto la administracion de las entrevistas como el esquema de codificacion para su
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andlisis. El objetivo era obtener un guién de entrevista acompafiado de un paquete de andlisis que
pudiera ser administrado fécilmente por profesores e investigadores. El guion entrevista y €
paguete de andlisis se incluyen en el informe final del proyecto (Burger, 1986) y se pueden obtener
solicitandolos a |l os autores.

Muestra

Los sujetos para las entrevistas finales del experimento fueron 45 estudiantes de 5 distritos
escolares en 3 estados. Corvallis, Oregon; Central Linn, Oregon; Eugene, Oregon; East Lansing,
Michigan y New Albany, Ohio. Primero intentamos entrevistar a estudiantes de los grados 7-12,
eligiendo estudiantes antes, durante y después de que hubieran hecho un curso de geometria en la
escuela superior. Sin embargo, las respuestas de |os estudiantes durante |as entrevistas de lafase de
desarrollo nos animaron a administrar las actividades a estudiantes mucho mas jévenes y a
estudiantes de mateméticas de la universidad, con objeto de intentar caracterizar |os extremos de los
niveles de Van Hiele. De este modo, |os 45 sujetos estaban distribuidos en 7 categorias de grados (0
a 6): antes de primaria (grados K-1), primaria (grados 2-3), media (grados 4-8), algebra 1
(pregeometria), geometria, dlgebra 2 (postgeometria) y especialistas en matematicas de facultad. En
la tabla 1 se ve un resumen de la muestra segun las categorias de grados y los lugares de las
entrevistas.

Tablal
Frecuencia de estudiantes en |la muestra de entrevistas por categorias de grados y localidades
Localidad
Central East New
Categoria Corvdllis Linn Eugene Lansing Albany Total
0. Grados K-1 2 2
1. Grados 2-3 4 4
2. Grados 4-8 6 4 10
3. Algebra 1 (gr.
8-11; pregeom.) 5 3 4 12
4, Geometria
(gr. 9-12) 7 1 1 9
5. Algebra 2 (gr.
10-12; postgeom.) 5 1 6
6. Facultad de matem. 2 2
Total 19 4 4 12 6 45

Con la excepcion de los estudiantes de la facultad, que fueron invitados a participar por uno
de los investigadores, los sujetos fueron seleccionados por sus profesores. Los investigadores
describieron el estudio y su objetivo a los profesores cooperantes y luego les pidieron que
seleccionaran algunos de sus estudiantes de habilidad media a alta para participar en las entrevistas.
Los investigadores especificaron € numero de estudiante de cada sexo para obtener
aproximadamente el mismo nimero de chicosy chicas en cada categoria.

Procedimiento de la entrevista

Las actividades experimentales fueron administradas a cada estudiante por uno de los cuatro
investigadores en una entrevista clinica grabada en audio. A los estudiantes se les dijo que lesiban a
hacer algunas preguntas sobre formas geométricas. Los materiales permitidos fueron lapices, papel,
regla y compases. A los estudiantes se les animd a usar cuaquiera de esos instrumentos en
cualguier momento durante la entrevista. El entrevistador presento las actividades a cada estudiante
en e mismo orden, de acuerdo con en e guion. Después de haber completado cada actividad, €
entrevistador era libre para probar de nuevo o desarrollar cualquier respuesta. Los datos para €l
estudio consistian en las grabaciones, los dibujos de los estudiantes y las notas de los
entrevistadores.

Las entrevistas fueron hechas en una habitacion separada durante la hora de clase de
matematicas. Solo estaban presentes el entrevistador y el estudiante. Cada entrevista dur6 de 40 a
90 minutos. A algunos de los nifios mas pequefios no se les propusieron las actividades que
implicaban razonamiento geométrico formal. Como alguno de los estudiantes mayores llegaron a
implicarse bastante en alguna de las actividades, algunas de las entrevistas se realizaron en dos
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sesiones, 2 6 3 dias después.

Actividades

Las entrevistas consistian en 8 actividades relacionadas con formas geométricas. Las
actividades implican dibujo de formas, identificacion y definicion de formas, clasificacion de
formas y requieren los dos razonamientos informal y forma sobre formas geométricas. Las
actividades fueron disefiados parareflgjar las descripciones de los niveles de Van Hiele que estaban
disponibles en laliteratura (Van Hiele, 1973; Wirszup, 1976) y paraincorporar algunas de las ideas
de las actividades que Dina Van Hiele habia realizado con sus propios estudiantes en su
investigacion (Fuys, Geddesy Tischler, 1984 ; Van Hiele-Geldof, 1957). Las actividades de dibujo,
identificacion y clasificacion (6 en total) fueron ideadas para extraer de los protocolos
caracterizaciones de los niveles 0 a 2 de Van Hiele. La primera actividad de razonamiento formal
era un juego de inferencia en el que se revelaba un tipo particular de forma por sus propiedades. La
segunda actividad de razonamiento formal consistia en una serie de preguntas acerca de teoremas,
axiomas y demostracion. Las actividades de razonamiento formal intentaban obtener datos sobre los
niveles 2y 3. No seintentd investigar con esos sujetos €l nivel 4, un nivel que requiere la habilidad
de comparar diferentes geometrias. Se administraron dos series de actividades de dibuijo,
identificacion y clasificacion de formas, una serie para triangulos y otra para cuadriléteros. Mas
adelante se describen gemplos de las actividades para un tipo de formas. Las actividades para €l
otro tipo de formas son similares.

Dibujo. Al estudiante se le pedia que dibujara un triangulo, luego que dibujara otro que fuera
diferente del primero, después que dibujara otro que fuera distinto de los dos primeros y asi
sucesivamente hasta que la pregunta diera resultado. Luego se le preguntaba al estudiante en qué se
diferenciaban las figuras y cuantos triangulos diferentes podria dibujar. Esta actividad investigaba
las propiedades que los estudiantes modificaban a hacer figuras "diferentes’ y exploraba s
pensaban que el nimero posible de triangul os diferentes era finito o infinito.

Identificacion y definicion. Dada una lamina de cuadriléteros (ver Figura 1), se le pedia al
estudiante que pusiera una S en cada cuadrado, una R en cada rectdngulo y, si estaba familiarizado
con los términos, una P en cada paralelogramo y una B en cadarombo. Se le pediaal estudiante que
justificase sus marcas y, si era necesario, por qué habia omitido algunas de las figuras. En la parte
de definicién de esta actividad, al estudiante se le preguntaba "¢En qué le dirias a alguien que se
fijara para localizar todos los rectangulos en una ldmina de figuras? (se hacia la pregunta
equivalente para las otras formas familiares). ¢Podrias hacer una lista mas corta? ¢Es un rectangulo
el n° 2? ¢Es un paraelogramo el n® 97'. Por lo tanto, esta actividad explora las definiciones del
estudiante y lainclusion de clases.
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Figura 1. Cuadrilateros para ser identificados. Figura 2. Tridngulos para ser clasificados.
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Clasificacion. Se extendia sobre la mesa un conjunto de tridngul os recortados (ver Figura 2).
Al estudiante se le preguntaba " ¢Puedes poner juntos algunos de estos que se parezcan en algo? ¢En
gué se parecen? ¢Puedes poner juntos algunos que sean parecidos de otra forma? ¢En qué se
parecen?'. Esta linea de preguntas continuaba mientras el estudiante pudiese usar nuevas
propiedades para clasificar.

La figura misteriosa. Esta actividad era un juego de inferencia titulado " ¢Cual es mi figura?'
gue el entrevistador jugaba con el estudiante. El entrevistador decia, "Voy a mostrarte una lista de
pistas de una figura. Voy a descubrir las pistas una a una. Cuando tengas suficientes pistas para
saber seguro qué figura es, parame. Si no, pideme otra pista. Eres libre para usar cualquiera de los
instrumentos de dibujo disponibles®. Cuando |os estudiantes decian que tenian bastantes pistas para
decidir la figura, se les preguntaba cémo lo sabian con certeza y s otra pista podria hacerles
cambiar de opinion. Esta actividad producia inferencia formal y planteaba el papel de las
condiciones necesarias frente a las suficientes para determinar unafigura. Lalista de pistas para una
delasformas sedaen latabla 2.

Axiomas, teoremas y una demostracion. Esta actividad se realizaba solo con |os estudiantes de
la escuela secundariay de la facultad. Se les preguntaba si conocian las palabras axioma, postulado
o teorema. Se les pedia que diesen un giemplo de cada término que les fuera familiar. Finalmente,
se les pedia explorar la siguiente cuestion y explicar su razonamiento: "Supdn gue tienes un
cuadrilatero con los dos pares de lados opuestos congruentes. ¢Deben ser paralelos los lados
opuestos?'. Se les preguntaba también sobre la cuestion inversa.

Tabla2

Pistas para €l paralelogramo en "¢ Cual esmi figura?”
1. Esunafiguracerrada con 4 lados rectos.

2. Tiene 2 lados largos y 2 lados cortos.

3. Los 2 lados largos tienen la misma longitud.

4. Los 2 lados cortos tienen la misma longitud.

5. Uno de los angul os es mayor que otro de los demés angul os.
6. Dos de los angulos tienen la misma amplitud.

7. Los otros dos angul os tienen la misma amplitud.

8. Los 2 lados largos son paralel os.

9. Los 2 lados cortos son paralelos.

Banco de cintas. Para la investigacion detallada se cred un "banco de cintas' de 14 de las 45
entrevistas grabadas. Las 14 cintas fueron elegidas aleatoriamente en cada categoria de grados. Se
seleccionaron aleatoriamente dos cintas de cada categoria 1, 2 y 3; tres cintas de cada categoria 4 y
5; y una cinta de cada categoria O y 6. Se seleccionaron més cintas de las categorias superiores por
la profundidad y variedad de las respuestas dadas a las actividades de las entrevistas por estos
estudiantes. Latabla 3 muestra un resumen de las categorias, grado, sexo, y lugar de la entrevista de
los sujetos en €l banco de cintas.

Procedimientos de codificacion y analisis

Tres investigadores revisaron cada una de las 14 cintas y completaron un andisis del
protocolo para cada una. El orden de revisiéon de las 14 cintas fue aleatorio y diferente para cada
investigador. Las categorias de respuestas a cada cuestion en cada actividad, que habian sido
creadas durante |la fase de desarrollo, fueron codificadas por |os investigadores. Se transfirieron al
formulario de andlisis del protocolo extractos de las transcripciones de las cintas que eran
particularmente Utiles para revelar € nivel de razonamiento geométrico del estudiante. A cada
investigador se le pidié que asignase un nivel de Van Hiele (0 a 3) a cada actividad de cada
estudiante. El nivel asignado debia representar el nivel predominante de pensamiento exhibido por
el estudiante en esa actividad, es decir, un nivel preferido de razonamiento. Ayudaron a guiar la
codificacion descripciones de los niveles en laliteratura (Van Hiele, 1973; Wirszup, 1976).

Después de revisada toda la cinta, € investigador asign6 un nivel global de razonamiento de
Van Hiele a cada estudiante. Sumarios de respuestas y evidencias de anécdotas para apoyar €l nivel
asignado se registraban en el formulario de andlisis del protocolo. También seincluiaen el andlisis
un resumen de cualquier evidencia que parecia entrar en conflicto con € nivel global asignado. Asi,
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por cada uno de los 14 sujetos se obtuvieron 3 vectores de dimensién 8 con los niveles de Van
Hiele como entradas, un vector por cada investigador. Se testé e consenso de interrelacién de los
vectores de |os niveles asignados con un esqguema similar al usado por Mayberry (1983).

Tabla3
Distribucion de estudiantes en el banco de cintas por categorias de grados y localidades
Localidad
Central East New
Categoria Corvdllis Linn Eugene Lansing Albany Total
0. Grados K-1 M 1
1. Grados 2-3 3M
3H 2
2. Grados 4-8 4M
5H 2
3. Algebra 1 (pregeom.) 8M 9H 2
4. Geometria 10H
9M 12M 3
5. Algebra 2 (postgeom.) 11H
10M
10H 3
6. Facultad de matem. 15H 1
Total 7 0 1 5 1 14

Nota. 1M significamuijer de primer grado.

RESULTADOS

Respuestas ilustrativas

Del banco de 14 estudiantes ha sido seleccionado un grupo de 6 para narrarlos agui. Se ha
elegido este grupo por la variedad de respuestas que los estudiantes mostraron durante las
entrevistas, una variedad que es representativa del banco. Los estudiantes son Helen, una chica de
3¢ grado de la categoria 1; Bud, un chico de 5° grado de la categoria 2; Amy, una chica de 8° grado
de la categoria 3; Don, un chico de 10° de |a categoria 4; Karen, una chica de 10° de la categoria 5;
y Tom, un chico de 1¢ curso de la facultad de mateméticas, de la categoria 6. (Estos no son los
nombres reales). Se describen los resultados para cinco actividades: dibujo de tridngulos,
identificacion de cuadrilateros, clasificacion de triangulos, la figura misteriosay axiomas, teoremas
y una demostracion.

En la actividad de dibujo de tridngulos, los dibujos de los nifios més pequefios ofrecen a
menudo atributos irrelevantes, tales como la orientacién en la pagina. Bud, por gjemplo, contrastd
sus triangul os de este modo (ver Figura 3): El tridngulo 1 estaba "boca arriba"; € triangulo 2 estaba
"boca abgo" ; y e tridngulo 3 estaba "apuntando hacia alli [abgjo]"; y tridngulo 4 estaba
"apuntando hacia ali [a la izquierda]". A menudo se ignoraban atributos relevantes, como en el
tridngulo 5, que tiene "lados ondulados'. Al principio Bud piensa que hay arededor de 12
tridngul os diferentes, pero después dice que hay més de 1000.

Al
2
Vs
{5
A4

Figura 3. Los dibujos de triangulos de Bud.
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Amy dibujaba sus triangul os cuidadosamente con unareglay los comprobaba de acuerdo con
las propiedades de sus componentes (ver Figura4). Decia que € triangulo 2 "tiene un dngulo menor
gue el n° 1. El triangulo n° 1 tiene un angulo de 45°. El tridngulo n° 2 tiene un angulo de 15°". El
triangulo 3 "tiene un dngulo mayor que el N° 1y el n°2". El triangulo 4 "tiene un angulo de 90° y un
angulo realmente pequefio”. Amy decia que habia tres tipos de tridngulos pero muchos tamarios y
angulos diferentes. Los tipos eran (a) tres lados iguales, (b) dos lados iguales y (c) todos los lados
diferentes.

15° 2

Figura 4. Los dibujos de triangulos de Amy.

Algunos estudiantes de geometria, como Don, comprobaban los triangulos segun los tipos
generales (ver Figura 5). En sus dibujos, €l tridngulo 1 es equilétero, € tridngulo 2 es escaleno, €l
tridngulo 3 es rectangulo, y €l triangulo 4 es isdsceles. Don dice que hay a menos cinco tipos de
tridngulos: rectdngulo, isosceles, equilédtero, escaleno, equidngulo y algunas combinaciones de
estos. Por giemplo, € triangulo 3 es rectdngul o escaleno.

® €

Figura 5. Los dibujos de triangulos de Don.

En laactividad de identificacién y definicidn, los nifios mas pequefios incluian muchas formas
adicionales entre los cuadrados y los rectéangulos. Para los poligonos de la Figura 1, Helen sefiaé
lasfiguras 2, 6, 7, 9y 12 como cuadrados. Bud sefial6 las 2, 4, 5, 7, 8 y 13 como cuadrados. Sefial 6
las 3, 6, 9, 10 y 12 como rectangulos. Ambos estudiantes consideraron la orientacion de las figuras
en la pagina como un atributo relevante. Por g emplo, la figura 2, como se ha visto, no era un
cuadrado para Helen o Bud. Girandola 45°, si lo era. Algunos estudiantes, como Amy, identificaron
los tipos de cuadrilateros de forma que impedian las inclusiones de clases. Para €lla, |os cuadrados
delaFigural eran lasfiguras 2y 7; los rectangulos eran las 9 y 12; los paralelogramos eran las 3,
5 6y 10; y los rombos eran las 8 y 13. Al describir las figuras, excluy6d explicitamente los
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cuadrados de los rectangulos, diciendo que los rectangulos tienen "dos lados iguales y paralelos
entre si. Dos lados mas largos son iguales y paralelos entre si, y se conectan a 90°". Al definir los
paralelogramos, excluyo los rectangulos y rombos diciendo que "dos lineas paralelas con la misma
longitud se unen con dos lineas inclinadas de la misma longitud. Las lineas inclinadas son [de]
diferente longitud que las lineas paralelas’.

Algunos estudiantes de postgeometria, como Karen, identificaron las formas correctamente y
definieron éstas por propiedades de sus componentes, quiza incluyendo algunas redundancias. Por
gjemplo, Karen definia un rectangulo como una "figura cerrada cuadrildtera, con todos los angulos
de 90° y con lados opuestos congruentes’. No obstante, Don defini6 los tipos de cuadrilateros
usando relaciones entre los tipos. Para é un cuadrado era "un paralelogramo que tenia todas las
propiedades del rombo y e rectangulo”. Un rectangulo era "un paralelogramo con a menos un
angulo recto" Un paralelogramo era "un cuadrilatero con lados opuestos congruentes y paralelos’.
Finamente, para Don un rombo era "un paralelogramo con dos lados adyacentes congruentes'.
Tom, e universitario estudiante de mateméticas, definio los diversos cuadrilateros unos
independientemente de |os otros, comprobando sus definiciones para asegurar que le permitieran la
inclusion de clase que deseaba.

En la actividad de clasificacion, los estudiantes jOvenes hacian pocas clasificaciones y muchas
veces tenian dificultades diferencidandolas. Para los poligonos de la Figura 2, Helen coloco las
figuras 4, 5, 6, 7 y 8 juntas, diciendo que todas eran triangulos. En su segunda clasificacion coloco
las figuras 5 y 7 juntas, diciendo que ambas eran triangulos. Bud hizo dos clasificaciones, una
consistente en las figuras 4 y 8 diciendo que tenian tres lados iguales. Su otra clasificacién consistio
enlasfiguras6y 7, gque decia que tenian tres lados diferentes.

Amy clasificé los triangulos de varias formas utilizando propiedades de los lados y angulos.
Formé varias particiones, usando todas las figuras, en vez de elegir un subconjunto con una
propiedad comun. Una de sus particiones consistiaen lasfiguras 1y 6, que "tienen angulos de 90°",
las figuras 2, 4 y 5 que "tienen dos lados iguales' y las figuras 3 y 7 que "tienen 3 longitudes
distintas y dngulos que no son de 90°". (La figura 8 fue omitida por descuido durante la entrevista
de Amy). Ella us6 también algunas propiedades imprecisas, como "angulo pequefio arriba, angulos
mas amplios en la base". Don clasifico los triangul os estrictamente por |os tipos generales, usando
isosceles, escaleno y rectdngulo. Tom formd una variedad de particiones basadas en propiedades
precisas de los lados y angulos.

Al determinar la figura misteriosa (un paralelogramo), los estudiantes hacen varios tipos de
argumentos. Los estudiantes jovenes, como Helen y Bud, trataron la actividad estrictamente como
un juego de adivinanzas o emplearon argumentos visuales, basados en dibujos, con uso
inconsistente de las propiedades dadas por |as pistas. Otros estudiantes, como Amy y Karen, parecia
gue usaban las propiedades de forma analitica para confirmar una conjetura, usando a menudo muy
pocas 0 muchas pistas. Parecian estar usando las propiedades como condiciones necesarias. Don
uso las propiedades como parte de una estrategia de "exclusion”, eliminando ciertos tipos generales
de cuadrilateros como dictaban las pistas. Tom usd explicitamente una estrategia deductiva para
determinar lafigura, construyendo formalmente lafiguraa partir de las pistas.

En la dltima actividad, axioma, teoremas y una demostracion, Karen contrasto el concepto de
postulado y teorema diciendo que "un teorema es algo que puedes demostrar. No puedes demostrar
postulados. Un postulado es algo que asumes'. Cuando se le preguntd, ella afirmé que los
postulados eran asumidos "porgque S no, no podriamos tener teoremas. Los teoremas son
Importantes, pero no para mi". Durante una discusién con el entrevistador admitio "que ella no era
demasiado lé6gica’ y preferia e agebra ("porque es de niUmeros') a la geometria, especialmente a
las demostraciones, gue dijo no entender. Don recordd que habia leido que existia una diferencia
entre teoremas y postulados, pero no podia acordarse de la distincion. Dijo que nunca entendié en
realidad la diferencia. Tom se daba cuenta de que los teoremas se probaban a partir de los
postulados y dijo que los postulados eran "tan basicos que se aceptaban sin prueba’. Muchos
estudiantes, como Amy, contestaron la cuestion sobre los paralelogramos haciendo cuidadosos
dibujos y razonando sobre ellos. Esta estrategia era comun entre los estudiantes de geometria y
postgeometria, como Karen, que no se decidian a intentar probar €l resultado formalmente. Don y
Tom eligieron construir demostraciones de la proposicién usando propiedades de cuadriléteros, que
hicieron correctamente con alguna ayuda. Tom habia olvidado una parte de geometria euclidea
desde la ensefianza media y tuvo que idear y demostrar algunas condiciones suficientes para que un
cuadrilatero sea un paralelogramo. De hecho, formulé y comprobé |6gicamente muchas conjeturas
durante su entrevista.
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Asignacion de niveles

I nvestigaciones previas habian dado algunas conclusiones relevantes para este estudio. Fuysy
otros (1985) y Mayberry (1983) descubrieron que los niveles de Van Hiele parecen ser de
naturaleza jerarquica. Usiskin (1982) descubrié que a algunos estudiantes se les puede asignar un
nivel de Van Hiele, pero que los estudiantes en transicion de un nivel a siguiente son dificiles de
clasificar fiablemente. Mayberry (1983) también descubrié que los estudiantes pueden estar en
diferentes niveles para diferentes conceptos y que algunos estudiantes nunca alcanzan € nivel de
deduccion formal, una conclusion compartida por Usiskin (1982).

En este estudio, los tres investigadores les asignaron a los estudiantes los niveles de Van Hiele
de razonamiento predominante en cada una de las actividades experimentales. La naturaleza
jerarquica de los niveles, observada por Fuys y otros y por Mayberry, se confirmd, asi como la
dificultad, observada por Usiskin, de asignacion a algunos estudiantes que parecen estar en
transicion entre niveles. Es decir, surgieron algunas discrepancias entre los investigadores. Datos
confusos, citados por los investigadores como responsables de su dificultad para asignar un nivel,
sirvieron muchas veces para aproximar sus posturas. Un investigador podia asignar €l nivel 1, por
giemplo, citando datos confusos indicativos del nivel 0, mientras que otro podria asignar nivel 0,
citando datos confusos indicativos del nivel 1.

Al asignar niveles a los estudiantes, cada investigador suministré6 datos basando su
asignacion. En las actividades de dibujo, estudiantes como Helen y Bud que modificaron cualidades
visuales tales como la orientacion de lafiguraen lahojao l1a"estrechez" delafiguray que pensaron
gue habia s6lo un numero finito de triangulos y cuadrilateros, fueron asignados a nivel O.
Estudiantes como Amy que parecian fijarse en los componentes de las figuras y que comprendian
que las componentes pueden variarse de infinitas maneras, fueron asignados a nivel 1. A
estudiantes como Don que dibujé figuras como representantes de tipos generales y que podian
interrelacionar figuras se le asignd generamente el nivel 2. Los investigadores decidieron que las
actividades de dibujo no podian distinguir razonamiento més alladel nivel 2.

En las actividades de identificaciéon y definicion, |os investigadores observaron un nimero de
cualidades visuales imprecisas que algunos estudiantes usaron para describir las figuras. Ademas,
atributos irrelevantes, tales como orientacion, eran incluidos en la descripcion de las figuras y
algunos atributos relevantes eran omitidos. Estas respuestas eran consideradas indicadoras del nivel
0 de razonamiento. Entre los estudiantes asignados a nivel 0 en las actividades de identificacion,
eran comunes referencias a los prototipos visuales ("un rectangulo se parece a una puerta'). Los
estudiantes que contrastaron figuras y las identificaron explicitamente por medio de sus
propiedades, como hizo Amy, eran generamente asignados a nivel 1 en las actividades de
identificacion. Era comun en tales estudiantes prohibir explicitamente la inclusion de clases
describir las figuras y recitar una letania de sus propiedades definiéndolas, muchos mas que un
conjunto minimo de propiedades a definirlas. Estudiantes como Don que dieron una
caracterizacion minimal de las figuras usando otros tipos eran asignados a nivel 2 en estas
actividades. Las frecuentes conjeturas de Tom y el intento de verificar sus conjeturas por medio de
pruebas formales indicaron una preferencia por € razonamiento de nivel 3.

Al andlizar las actividades de clasificacion, los investigadores detectaron de nuevo una
sustancial cantidad de razonamiento que usaba cualidades imprecisas y visuaes de las figuras.
Clasificaciones que eran incompletas, como en €l caso de Bud, eran consideradas indicativas del
nivel 0 de razonamiento porque e estudiante no parecia usar las propiedades de las formas
explicitamente al hacer las clasificaciones. Clasificaciones como las de Amy, hechas explicitamente
usando las propiedades de las figuras, eran consideradas indicativas del nivel 1 de razonamiento,
aln si las propiedades eran imprecisas. Clasificaciones como las de Don y Tom, gue relacionaron
explicitamente una variedad de tipos, eran consideradas indicativas del nivel 2 de razonamiento. De
nuevo, los investigadores decidieron que las actividades de clasificacion no ponian de relieve
razonamiento mas aladel nivel 2.

En la actividad de la figura misteriosa se asigné € nivel 0 a los estudiantes que trataron €l
trabajo como un juego de adivinanza cuando se les pedia que justificaran su decision por unafigura
y que no hicieron uso de las propiedades incluso como condiciones necesarias (por eemplo,
ignorando las propiedades si contradecian su conjetura). Estudiantes como Amy y Karen, que
parecian usar las pistas como propiedades necesarias para confirmar una conjetura, eran
generalmente asignados al nivel 1. Estudiantes como Don, que buscaban un conjunto minimo de
pistas y determinaban la figura con una estrategia de "exclusiéon”, eliminando tipos de formas
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cuando lo indicaban las pistas, eran generalmente asignados al nivel 2. Estudiantes como Tom, que
usaron explicitamente la deduccion en la determinacion de laforma, eran asignados al nivel 3.

En la parte de demostracion de la Ultima actividad, 1os estudiantes que intentaron contestar la
cuestion por medio solo de dibujos y que solamente podian reexpresar la cuestiéon como una
afirmacion eran asignados generalmente a nivel 0. Estudiantes que trataron el problema como un
problema "fisico" e hicieron una variedad de dibujos para probar la validez de la proposicion
Inductivamente eran asignados a nivel 1. En esta actividad, un nimero de estudiantes que habian
completado con éxito un curso de geometria optaron por este procedimiento inductivo como su
método preferido para resolver € problema. Estudiantes como Don, que desearon un argumento
deductivo pero fueron capaces de producir uno solo con tanteos persistentes, eran asignados por el
entrevistador a nivel 2. Tom produjo un argumento deductivo por si mismos, ideando y
demostrando condiciones suficientes para que un cuadrilédtero sea un paralelogramo. Fue € Unico
estudiante al que sele asigno €l nivel 3.

Hay que notar que las asignaciones de niveles hechas no parecen estar estrictamente
relacionadas con la edad o con las categorias de grados. Por gemplo, a muchos estudiantes que
habian cursado geometria formalmente se les asigné en actividades €l nivel 06 1, no € nivel 26 3
como cabria esperar. Karen era una de tales estudiantes. Relatos detallados de los resultados de las
14 entrevistas del banco de cintas pueden encontrarse en el informe de Burger (1986).

Indicadores de nivel
L os datos que apoyan las asignaciones de niveles en las actividades pueden ser resumidos en
los siguientes indicadores de nivel:

Nivel 0

1. Uso de propiedades imprecisas (cuaidades) para comparar dibujos e identificar,
caracterizar y clasificar figuras.

2. Referencias a prototipos visuales para caracterizar figuras.

3. Inclusion de atributos irrelevantes a identificar y describir figuras, tales como la
orientacion de lafiguraen la hoja.

4. Incapacidad para concebir una variedad infinita de tipos de figuras.

5. Clasificaciones inconsistentes; es decir, clasificaciones por propiedades que no poseen
todas las figuras seleccionadas.

6. Incapacidad para usar propiedades como condiciones necesarias para determinar una
figura; por gemplo, adivinar la figura en la actividad de la figura misteriosa después de pocas
pistas, como s |as pistas provocaran unaimagen visual.

Nivel 1

1. Comparar figuras explicitamente por medio de propiedades de sus componentes.

2. Prohibir inclusiones de clases entre |os tipos general es de figuras, tales como cuadril&teros.

3. Clasificar por atributos simples, tales como propiedades de los lados, mientras descuidan
angulos, simetrias, etc.

4. Aplicar una letania de propiedades necesarias en lugar de determinar propiedades
suficientes cuando identifican figuras, explican identificaciones y se deciden por una figura
misteriosa.

5. Descripciones de tipos de figuras mediante uso explicito de sus propiedades méas que por
los nombres de los tipos, incluso si los conocen. Por giemplo, en lugar de rectéangulo, se puede
mencionar lafigura como cuadrilatero con todos |os angul os rectos.

6. Rechazo explicito de las definiciones de figuras de los libros de texto en favor de la
caracterizacion personal.

7. Tratamiento de la geometria como fisica cuando se comprueba la validez de una
proposicion; por giemplo, contando con una variedad de dibujos y haciendo observaciones sobre
ellos.

8. Carencia explicita de comprension de la prueba matemética.

Nivel 2

1. Formacion de definiciones completas de tipos de figuras.

2. Habilidad para modificar definiciones y aceptar y usar inmediatamente definiciones de
NUevoSs CoNceptos.
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3. Referencias explicitas alas definiciones.

4. Habilidad para aceptar formas equivalentes de definiciones.

5. Aceptacion de la ordenacién parcial |6gica entre tipos de figuras, incluyendo inclusiones de
clases.

~ 6. Habilidad para clasificar figuras conforme a una variedad de atributos matematicamente
Preci sos.

7. Uso explicito de enunciados "si, entonces'.

8. Habilidad para formar correctamente argumentos deductivos informales, usando
implicitamente formas |6gicas como lareglade lacadena(si p implicaq y q implicar, entonces p
implicar ) y laley de separacion (modus ponens).

9. Confusién entre los papeles de axiomay teorema.

Nivel 3

1. Clasificacion de cuestiones ambiguas y reformulacién de problemas en un lenguaje preciso.

2. Conjeturas frecuentes e intentos de verificar conjeturas deductivamente.

3. Confianza en la demostracion como autoridad final para decidir la verdad de una
proposi cién matemética.

4. Comprension de los papeles de las componentes en un discurso matematico, tales como
axiomas, definiciones, teoremas, demostraciones.

5. Aceptacion implicita de los postulados de la geometria euclidea.

Interpretacién de niveles

Durante e curso del estudio, surgieron varias caracteristicas de los niveles que no habiamos
considerado inicialmente. Primero, los niveles parecian ser unas estructuras complejas que
implicaban tanto el desarrollo de los conceptos como el de los procesos de razonamiento aplicables
a muchos contextos de actividades. Kieren y Olson (1983) habian usado la estructura de niveles
para analizar la adquisicién por los estudiantes de conceptos y habilidades de razonamiento en €l
ambiente Logo, por g emplo. Un desarrollo tal parece muy dependiente de la instruccion y mucho
menos dependiente, si o es de algin modo, de la edad. Segundo, aungue los Van Hiele habian
teorizado que los niveles eran estructuras discretas, este estudio no detectd esa caracteristica. Las
dificultades ocasionales que los investigadores tuvieron para decidir entre niveles cuando hacian
asignaciones de nivel pueden considerarse como evidencias que cuestionan la naturaleza discreta de
los niveles de Van Hiele. Por Ultimo, varios estudiantes de postgeometria parecian haber
retrocedido un nivel en alguna de las actividades desde su estudio de geometria. Algunos
estudiantes mostraron preferir distintos niveles de razonamiento de Van Hiele en diferentes
actividades. Algunos incluso oscilaron de un nivel a otro en la misma actividad bajo el sondeo del
entrevistador. Esta oscilacion era particularmente evidente entre algunos de los estudiantes de la
categoria 5, como Karen, que parecia regresar del nivel 2 al 1 como su nivel predominante de
razonamiento en las actividades. Aparecian destellos del nivel 2 de razonamiento pero generalmente
sblo como resultado de sondeos. Tales estudiantes, dejados a su aire, parecian preferir la relativa
seguridad del nivel 1 de razonamiento y tendian a evitar deducir, alin cuando sabian que les era
asequible.

Asi los niveles parecian ser algo mas dinamico que estatico y de una naturaleza mas continua
de lo que sus descripciones discretas nos llevarian a creer. Los estudiantes pueden ir atrés y adelante
entre niveles no pocas veces mientras estdn en transicion de un nivel a siguiente. Nuestros datos
apoyan particularmente este fendmeno entre los niveles 1y 2. Suponemos que un fendmeno similar
puede existir cuando los estudiantes estan en transicion del nivel 2 a 3, aungue serian necesarios
mas datos de | os estudiantes de la facultad de mateméticas para presentar tal argumento.

IMPLICACIONES

Con referencia a las tres cuestiones investigadas en este estudio, se tiene que los niveles de
Van Hiele son Utiles para describir 10s procesos de pensamiento de |os estudiantes en actividades de
poligonos. Los investigadores fueron capaces de hacer asignaciones de nivel en las actividades,
igual que lo hizo Mayberry, con pocos datos equivocos. Consecuentemente, pareceria apropiado
investigar las respuestas de estudiantes en actividades gue implicaran otros conceptos geométricos,
tales como medida, transformaciones, congruenciay semejanza. Los indicadores de nivel derivados
de este estudio proporcionaron una primera caracterizacion de los niveles de Van Hiele en términos
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de la conducta del estudiante. Hubo acuerdo entre los tres investigadores en que estos indicadores
eran correctos, pero tal vez caracterizaciones iniciales minimaes. Puede ser posible obtener
caracterizaciones de los niveles por conductas especiales del estudiante, tales como las dadas por
los indicadores de nivel anteriores, utilizando otras actividades geométricas. Ademés, el modelo de
Van Hiele de desarrollo en geometria puede servir como base para realizar experimentos de
ensefianza constructivista en geometria, como los descritos por Coob y Steffe (1983).

Hemos comprobado que el desarrollo de un guién de la entrevistay e protocolo de andlisis
facilitd mucho los procedimientos de entrevistas y ayudd a estructurar €l resumen de gran cantidad
de datos verbales. A aquéllos que consideren cualquier clase de investigacion clinica que implique
grabaciones de audio o video les recomendamos firmemente un procedimiento semejante. Las fases
de desarrollo de las entrevistas piloto y € guién fueron esenciales en el desarrollo del guién final de
las entrevistas y del procedimiento de andlisis. Ademés de consideraciones para investigaciones
posteriores, parece que en los resultados de este estudio hay implicaciones claras paralos profesores
(Shaughnessy y Burger, 1985). Para nosotros, la formacion de conceptos en geometria puede
ocurrir durante largos periodos de tiempo y requiere instruccion especifica. Un nimero de
estudiantes de secundaria entrevistados tenian nociones incompletas acerca de figuras geométricas
basicas y de sus propiedades. Como pueden razonar estos estudiantes sobre figuras de un modo
formal esta muy poco claro. Esta observacién puede explicar algunas de las frustraciones que tienen
estudiantes y profesores con los cursos de geometria de secundaria: Los estudiantes no tienen base
suficiente en conceptos geométricos basicos y sus relaciones como para "reinventar” la geometria
euclidea. La memorizacion puede ser su Unico recurso. En esta misma via, la nocion de "encuentro”
o confrontacién de un nivel, que Van Hiele (1980) describid, es posible que sea un fenédmeno real
en la ensefianza de las matematicas. En € estudio, los estudiantes parecen razonar en diferentes
niveles usando diferentes lenguajes y diferentes procesos de resolucion de problemas en las
actividades. Este fendmeno podria ocurrir también entre un profesor y un estudiante que estén
operando en diferentes niveles. Como Van Hiele sugirié, ninguno puede comprender el
razonamiento del otro, resultando frustracién y desaliento.

LIMITACIONES

En e estudio clinico, fue entrevistada en profundidad sobre los conceptos de triangulo y
cuadrilatero una muestra relativamente pequefia de estudiantes que presentaban un grupo muy
amplio de edades. Se utilizaron cuatro entrevistadores y 3 investigadores para dirigir y analizar los
datos de las entrevistas. Se produjeron algunos desacuerdos entre los investigadores, aungue
muchos se mitigaron cuando se aclararon los datos confusos. Los resultados de este estudio son
descriptivos, revelando aspectos de los procesos cognitivos de los estudiantes en las actividades,
pero dicen poco sobre |os esfuerzos especificos para perfeccionar |os propios procesos.

CONCLUSIONES

L as tres cuestiones investigadas pueden ser contestadas afirmativamente. Una respuesta a la
primera puede estar basada en el consenso entre los investigadores para asignar a los estudiantes
niveles en las actividades de la entrevista. Los comportamientos consistentes entre estudiantes
asignados a mismo nivel en actividades concretas pueden resumirse por medio de los indicadores
de nivel. Estos, a su vez, ayudan a caracterizar operativamente los niveles. El éxito de la entrevista
estructurada, usando un guién especifico como base, permitié a los investigadores comparar
muchas respuestas de los estudiantes a las mismas actividades. Actividades que implicaban una
variedad de contextos en |os que se representaban |os conceptos (dibujos, identificacion en dibujos,
clasificaciones y resolucion de problemas abstractos) revelaron modos de razonamiento sobre
conceptos especificos que los investigadores pudieron identificar con confianza. Adaptar los
procedimientos del estudio para investigar otros conceptos geomeétricos parece claramente
apropiado.
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