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Introduccion.

Dentro de las investigaciones sobre la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, se ha
desarrollado una linea de investigacion que tiene como objeto estudiar el papel que la demostracion
de propiedades geométricas, desempefia en el aprendizaje de la geometria. Dentro de este marco
general, tratamos de presentar los caminos abiertos en los Gltimos afios, lo que lleva a considerar
tres vias: el papel de la demostracion en la educacién matematica y en el aprendizaje de la
geometria en particular, el problema de la aceptacién de la demostracion segun diferentes
mecanismos cognitivos, y la utilizacién de la tecnologia en las demostraciones geomeétricas, en
particular, los programas de ‘geometria dinamica'.

El papel de la demostracion en la educacion matematica y en el aprendizaje de la geometria.

La prueba es algo esencial a las matematicas y por lo tanto deberia ser una componente clave
en la educacion matematica en todos los niveles. La justificacién de ésto no es solamente por ser
algo que es fundamental en la practica matematica, sino porque ademas es una herramienta esencial
para promover la comprension matematica.

Pero no todos los matematicos y educadores estuvieron o estan de acuerdo con esto. Después
de las reformas educativas de los 50 y de los 60, en el pasado siglo, la prueba fue practicamente
relegada a la heuristica (ver Hanna — Jahnke, 1996). Pero uUltimamente se esta viendo un paso
adelante en el uso de la prueba en la clase y en la proliferacion de investigaciones que giran en
torno a la prueba y la educacion matematica.

Para muchos alumnos la prueba es un ritual sin significado, lo que se refuerza ain mas si se les
pide que escriban pruebas segun un modelo determinado. En Primaria las matemaéticas estan llenas
de conceptos aritméticos, calculos y algoritmos. Cuando llegan a Secundaria, se pide a los
estudiantes que entiendan resultados matematicos y quizas alguna prueba escrita, principalmente en
geometria.

Desde los primeros niveles se necesita una cultura de la argumentacién que perdure durante
toda la escolarizacién. Y también necesitamos conocer mas acerca de las dificultades que
encuentran los estudiantes cuando se enfrentan a pruebas, y acerca de los problemas y desafios a los
que se enfrentan los profesores cuando quieren situar la argumentacion como una cuestién central
en la clase de matematicas.

Las dificultades epistemolodgicas de los estudiantes se pueden comparar a las de los cientificos
en el desarrollo de una nueva teoria. Al principio no hay definiciones, no esta claro lo que hay que
probar y lo que se puede suponer cierto. En los comienzos de una teoria, la prueba puede servir mas
para comprobar la credibilidad o lo apropiado de una suposicion, mas que para establecer la verdad
de un enunciado. Solamente cuando la teoria ya estd madura (o los estudiantes ya se sienten bien,
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coémodos, en el correspondiente dominio), la prueba juega su funcion matematica de validar la
verdad de un teorema.

Podemos sefalar tres lineas segun las que enfocar las investigaciones:

1) Acerca del papel y la funcion de la prueba en matematicas, incluyendo estudios de las
practicas de probar en el que se implican los matematicos (analisis epistemologico);

2) Acerca del proceso gradual y las complejidades implicadas en aprender a probar
(investigacion empirica), y

3) Acerca del desarrollo, implementacion y evaluacion de estrategias de ensefianza efectiva,
asi como el disefio de entornos de aprendizaje, que puedan ayudar al desarrollo de la habilidad de
probar en los distintos niveles educativos (investigacion de disefio).

La complejidad de la prueba deductiva

Las pruebas deductivas en matemaéticas ofrecen la forma méas pura de distinguir lo correcto de
lo erréneo. La prueba se asienta en una serie de ‘habitos mentales’, de buscar estructuras e
invariantes, de identificar suposiciones, de organizar argumentos logicos; luego estos procesos se
han de coordinar con la evidencia empirica, con resultados matematicos y con hechos, Yy estan
ademas influidos por la intuicion y las creencias, por las percepciones de autoridad y convicciones
personales y por las normas sociales que regulan lo que se requiere para comunicar una prueba
(Clements - Battista, 1992; Hoyles, 1997; Healy — Hoyles, 2000).

El fracaso de la ensefianza de la geometria en la educacion proviene, al menos parcialmente,
de una falta de reconocimiento de esta complejidad subyacente a la prueba: la préctica tradicional
era simplemente presentar la prueba deductiva formal sin atender a su funcién o a como puede
conectar con las intuiciones de los estudiantes acerca de lo que puede ser un argumento
convincente: “lo deductivo no se ensefiaba como reinvencion, como hizo Socrates, sino que era
impuesto sobre el aprendiz” (Freudenthal, 1973, p. 402).

La prueba deberia ser parte del proceso de resolucion de problemas, logrando que los
estudiantes fuesen capaces de mezclar deduccion y experimentacion, idear representaciones, trazar
diagramas, moverse entre diferentes representaciones. ¢Cuéles son los principales obstaculos para
alcanzar estos habitos de flexibilidad mental?

Celia Hoyles y Dietmar Kiichemann desarrollaron el trabajo de investigacién (1999-2003)
"The Longitudinal Proof Project” (Hoyles y Kiichemann: http://www.ioe.ac.uk/proof/), que analiza
trayectorias de aprendizaje de los estudiantes sobre razonamiento matematico, a lo largo del tiempo.
Trabajan con estudiantes de diversas regiones de Inglaterra y en 63 escuelas elegidas
aleatoriamente; inicialmente eran 3000 estudiantes de 8° afio (13 afios) en el afio 2000.

Los tests utilizados trataron de averiguar como los estudiantes usan el razonamiento
matematico para tomar decisiones en geometria y hasta qué punto simplemente estaban
argumentando en base a la percepcion o a ‘lo que parece’. En ambos casos se les presenta un
diagrama geométrico, que proporciona apoyo a una conjetura que resultara falsa. Se pregunta a los
estudiantes si estan de acuerdo o no con la conjetura y se les pide que expliquen la decision que
tomen.



Entre los resultados encuentran que, aunque los estudiantes no mejoran a lo largo del tiempo
en rechazar la percepcion errénea, mejoran en el célculo. En los items donde se necesitaban
calculos y se pedian ‘razones’ para cada uno de los pasos, los estudiantes no entendian ‘qué
significaba dar una razén’. Algunos lo interpretaron como explicar el paso que habian dado o
detallar lo que estaban pensando.

En esta investigacion se han encontrado con muchos resultados sorprendentes, pero constatan
que necesitan mas trabajo sistematico en investigacion longitudinal.

Pruebas con argumentos procedentes de la fisica.

En matematicas se han usado a menudo argumentos de la fisica para las demostraciones.
Algunos ejemplos son el principio de Dirichlet en el calculo variacional o el uso por Arquimedes de
la ley de la palanca para determinar los volumenes de solidos, que, aungue no sean consideradas
unas pruebas rigurosas, si se consideran ‘pruebas elegantes’. De la misma manera, Polya (1954) y
Winter (1978) han propuesto que se podian y debian usar argumentos provenientes de la fisica en la
ensefianza de las matematicas escolares (ver Tokieda, 1998). Pero esta aproximacion a la prueba no
se ha explorado suficientemente en el aula.

La aplicacion de la fisica va mas alla de la simple representacion fisica de conceptos
matematicos y también difiere de obtener conclusiones matematicas generales a través de la
exploracién de un gran nimero de ejemplos. Mas bien de lo que se trata es de usar los principios de
la fisica, tal como la unicidad del centro de gravedad (teorema de Varignon), en una prueba y tomar
ese hecho como si fuera un axioma, un teorema o un resultado matematico.

Un argumento que utiliza hechos fisicos puede:
- proporcionar una prueba mas elegante,
- revelar los hechos esenciales de una estructura matematica compleja,

- sefialar la relevancia de un teorema para otras areas de las mateméticas o para otras
disciplinas,

- ayudar a crear una versién ‘holistica’ de una prueba, que puede ser asimilada en toda su
complejidad, en oposicion a un argumento matematico, que quizas, al ir recorriendo paso a paso los
hechos, no permite una vision global.

Hay varias razones acerca de por qué se deberia desarrollar e investigar esta aproximacion a la
ensefianza de la prueba. La primera es que se trata de un método nuevo y posiblemente més
atractivo. Otra razon es que la practica matematica actual se inclina por la experimentacion, y no
podemos dejar esta experimentacion solamente a las “matematicas con ordenador’. El curriculum
deberia incluir un fuerte componente dedicado a las aplicaciones de las matematicas al mundo
fisico. Cultivando este tipo de matematicas, los estudiantes y los profesores deberian dejarse guiar
por la pregunta de como las matematicas ayudan a explorar y a entender el mundo a nuestro
alrededor.

Gila Hanna (University of Toronto) y Hans Niels Jahnke (Universitdt Essen) estudian los
potenciales y los inconvenientes de esta aproximacion, en aulas canadienses y alemanas. Las
cuestiones investigadas conciernen a la viabilidad y la aceptacion de esta aproximacion, dado el



limitado conocimiento de la fisica en estudiantes de ambos paises. También se preguntan si esta
aproximacion ayuda mas a la comprension general de la prueba y si los estudiantes son conscientes
de la diferencia entre usar argumentos de la fisica y la alusién a un amplio numero de ejemplos
(Hanna & Jahnke, 2002).

Posibles lineas de investigacion.

» Encontrar modos efectivos de usar la prueba para promover la comprensién matematica.

» Conocer mas acerca de las dificultades que encuentran los estudiantes cuando se enfrentan a
pruebas

» Conocer los desafios a los que se enfrentan los profesores cuando sitGan la argumentacion
como una cuestion central en la clase de matematicas.

» Buscar una percepcion mas clara del papel y la funcion de la prueba en matematicas
(andlisis epistemoldgico)

» Conseguir una comprension mas profunda del proceso y de las complejidades implicadas en
aprender a probar (investigacion empirica)

» Desarrollar, implementar y evaluar estrategias de ensefianza efectiva, asi como disefiar
entornos de aprendizaje que puedan ayudar al desarrollo de la habilidad de probar en los
diferentes niveles (investigacion de disefio).

» Averiguar el tipo de razonamiento matematico apropiado para los estudiantes de los
primeros afios escolares.

Estudiar el comportamiento de los profesores para desarrollar la capacidad de los estudiantes
acerca de un razonamiento matematico.

Desarrollar investigaciones longitudinales acerca de las trayectorias de los estudiantes sobre
razonamiento matematico.

» Investigar aproximaciones a la ensefianza de la prueba con argumentos fisicos:
*  Viabilidad y aceptacion de esta aproximacion.
* Valoracion de la comprension general de la prueba.

*  Creencias delos estudiantes acerca de la diferencia entre usar argumentos de la fisica
y la alusién a un amplio numero de ejemplos.
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Bases de datos.

www.emis.de/MATH/DI.html : base de datos de la revista de documentacion en didactica de la
matematica Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik (ZDM).

www-didactique.imag.fr/preuve : Preuve / Proof / Prueba: International newsletter on the teaching
and learning of mathematical proof. (Revista electronica bimensual dedicada, como su titulo
indica, a la ensefianza/aprendizaje de la demostracion desde la Optica de la didactica de la
matematica).




