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1- Introduccién

Una de las cuestiones que nos parece de gran interés después de la lectura de una
tesis doctoral es la propia reflexion y discusion en seminarios y grupos de trabajo de
todo lo relacionado con el proceso seguido en el desarrollo de la misma. Nuestra
investigacion se ha centrado en estudiar la relacidn existente entre el conocimiento
profesional y la practica del profesor de matematicas de secundaria, vinculado al topico
especifico de la semejanza como objeto de ensefianza-aprendizaje. En el estudio, el
marco teorico para el analisis de dicha relacion nos lo proporciona una caracterizacion del
conocimiento profesional del profesor de matematicas como una construccion personal
en la que se integran dominios de conocimiento y que se ha generado en la accion
profesional (Garcia, 1997), mientras que la practica la consideramos en un sentido
amplio, como el conjunto de acciones del profesor en la ensefianza y su justificacion y
fundamentacién Llinares (1999).

En particular, en el trabajo de investigacion nos centramos en dos momentos
claves de la préactica, la planificacion y la accion, de la que dan cuenta la agenda y la
gestion del contenido. En la agenda, constituida por el plan mental del profesor, se
recogen el conjunto de objetivos y plan de accion, las concepciones y la forma de
conocer del profesor un contenido especifico. En la gestion del contenido en el aula,
consideramos la arquitectura relacional del aula, entendida como las acciones e
interacciones que se dan entre profesor, alumnos y un contenido especifico, y el
contenido matematico presente en ellas, incluyendo ademas las concepciones y forma de
conocer que con ello se relacionan.

Metodoldgicamente, la investigacion estd  enmarcada en la tradicion
interpretativa, adoptando la forma de estudio de casos. Los participantes en la
investigacion han sido dos profesores de educacion secundaria con una gran experiencia
profesional. Se utilizan datos procedentes de distintas fuentes que nos permiten apreciar
la complejidad de aspectos que confluyen en las situaciones de ensefianza.



El que en esta investigacion se haya estudiado la relacion entre conocimiento y
practica en contextos especificos, concretamente la ensefianza de la semejanza a alumnos
de segundo ciclo de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (3°y 4° de la ESO), ha obligado
a prestar una especial atencion a la forma de conocer el profesor la semejanza como
objeto de ensefianza/aprendizaje, entendida esta forma de conocer como la integracion
que se produce entre el conocimiento de la materia (organizacion del contenido y
aproximacion al concepto) y el conocimiento de contenido pedagdgico (modos de
representacion y su uso, demanda cognitiva que se favorece en las tareas, etc). De todo el
proceso seguido, considerando las caracteristicas de nuestro grupo de trabajo, aqui nos
vamos a centrar en lo que hicimos para buscar unos referentes que nos pudieran ayudar
en el andlisis de la forma de conocer la semejanza.

2- Buscando referentes para el analisis de la forma de conocer la semejanza como
objeto de ensefianza/aprendizaje de los profesores

Como objeto matematico, la semejanza es una transformacion geométrica que
cumple una serie de propiedades, definidas y explicitadas en tratados de geometria o de
matematicas generales para universitarios, entre ellas las obras de autores como Doneddu
(1978), Berger (1990) y Coxeter (1971). La definicién actual que puede figurar en
cualquiera de esos textos es un objeto muy elaborado como consecuencia de las
numerosas generalizaciones realizadas a lo largo de los siglos. Ello nos llevo a estudiar la
evolucion historica del concepto y de las transformaciones geométricas del plano, que
estan estrechamente vinculadas con el (Lemonidis, 1990, 1991), lo que ha permitido
identificar una progresion en dicha evolucion y determinados obstaculos epistemologicos
con el relacionados.

Ademas, dado que nuestra investigacion se sitla en un contexto de
ensefianza/aprendizaje, fue necesario tener en cuenta distintos trabajos que se centran en
el analisis psicogenético de las estructuras geométricas (Piaget y Garcia, 1982). Ahora
bien, por un lado al estar implicito en el concepto de semejanza el razonamiento
proporcional, era importante considerar aquellas investigaciones que han tratado de
precisar los conceptos de razon y/o de proporcion. En particular, en Lesh et al. (1988)
se recogen y confrontan distintas visiones sobre la naturaleza de las razones, recogiendo
los puntos de vista de autores como Vergnaud (1983, 1988); Schwartz (1983) y Kaput
el al, (1986, citados en Lesh et al., 1988), entre otros. Junto a ello, han sido importantes
las distinciones entre razon interna y externa mencionadas por Freudenthal (1983). Por
otro lado, el papel de las representaciones en el proceso de ensefianza/ aprendizaje nos
ha llevado a tener en cuenta distintos trabajos que se han ocupado de su estudio,



centrados en el campo geométrico (Duval, 1995, 1998; Mesquita, 1989; Cordier y
Cordier, 1991; Duperret, 1996).

Junto a ello, hemos considerado imprescindible analizar el tipo de tareas sobre
semejanza, en particular, y sobre razonamiento proporcional, en general, que aparecia en
la literatura del campo de investigacion (Pfaff, 1997-98; Tourniaire y Pulos, 1985;
Lamon 1993). Precisamente estudios como el desarrollado por Fiol (1992) sobre la
comprension de alumnos del razonamiento proporcional apuntan la necesidad de incluir
tareas geométricas para mejorar su comprension.

Todo este estudio previo nos ha permitido fijar unos referentes para el analisis de
la forma de conocer la semejanza, considerando los siguientes elementos para analizar los
nucleos y relaciones que se establecen en la organizacion del contenido:

i) Aproximacion al concepto de semejanza:

a) Dentro de la relacion intrafigural. Se destaca la correspondencia entre elementos
de una figura y los correspondientes de su semejante, estando ausente la idea de
transformar una figura en otra. Distinguimos: i) Cuando las figuras forman parte
de configuraciones de Thales, en la que se consideran los aspectos proyeccion y
homotecia, con sus correspondientes razones. ii) Cuando las figuras no estan
formando parte de una configuracion, distinguiéndose las razones interna y
externa.

b) Dentro de la transformacion geometrica. Aparece la nocion de transformar una
figura en otra. Distinguimos: i) vista como dtil, en la que ya se percibe la
transformacion geométrica como una aplicacion de los puntos del plano en el
mismo; ii) vista como un objeto matematico, caracterizada porque hay un
tratamiento en el que se busca la transformacion resultante de dos o mas
transformaciones.

ii) El tipo de actividad demandada en las tareas: calcular, distinguiendo los subtipos de
ausencia de un valor, comparacion y mixto; construir y demostrar/justificar.

iii) Los modos de representacion y su uso, entendidos como posibilidades semioéticas de
representar el contenido. Se han considerado: lenguaje natural, figurativo,
numeérico/simbaélico, situacion y material concreto.

iv) En particular, dentro del modo figurativo hemos considerado la aprehension que se
favorece para describir cuél es la aportacion intuitiva de la figura en un problema
geométrico (Mesquita, 1989, Duval, 1995, 1998). Se han considerado los siguientes
tipos: perceptual, operativa, secuencial y discursiva.

A continuacién vamos a presentar como hemos caracterizado la forma de conocer
de uno de los profesores participantes, atendiendo a estos referentes.
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3- Aplicacion de los referentes establecidos para el analisis de la forma de
conocer

Como ya hemos mencionado, los resultados de los casos estudiados en nuestro
trabajo de investigacion se estructuraron en dos partes: la agenda y la gestion del
contenido. Del andlisis de los datos realizado a partir de la agenda, podemos inferir que
este profesor organiza el contenido matematico de la unidad didéactica a través de dos
nucleos principales de contenido, el teorema de Thales y la semejanza de figuras
(tridangulos semejantes y semejanza de poligonos), que se colocan a un mismo nivel de
relevancia. El teorema de Thales enlaza con la semejanza de figuras a través de los
criterios de semejanza de triangulos, presentando las tareas elegidas sobre semejanza de
triangulos a éstos en posiciones de Thales. La forma de abordar la semejanza de figuras la
planifica el profesor tratando de precisar el concepto intuitivo de “misma forma”, que se
concretaran en figuras geométricas, primero en triangulos y, posteriormente, en
poligonos en general. Por otro lado, la semejanza de triangulos se trata de enlazar con los
teoremas en el triangulo rectangulo. Estos ultimos, junto con las escalas, que se verian
como el problema de la representacion de terrenos, edificios y objetos en general a un
tamafno no real, completarian su organizacion del contenido. Se sitda asi en una
organizacion proxima a los planes de estudio de los afios 50, que estd muy influenciada
por la geometria euclidea, aunque la presentacion de la semejanza de figuras en general a
partir de configuraciones homotéticas se sustituye por una aproximacién mas intuitiva,
cercana a las orientaciones curriculares actuales y a los libros de texto correspondientes.
Ademas, la profundizacion en cada uno de los nucleos en que se organiza el contenido
nos permite ver que este profesor se aproxima al concepto dentro de la relacion
intrafigural que, en el caso de la semejanza de poligonos, se amplia a una consideracion
cercana a la transformacion geométrica vista como util.

Con respecto a los demas referentes que hemos considerado para el analisis de la
forma de conocer, los aspectos mas relevantes estan recogidos de manera resumida en el
cuadro 1.

TIPO DE ACTIVIDAD APREHENSION QUE SE | MODO DE
DEMANDADA FAVORECE REPRESENTACION
- Calcular: De ausenciade un | - Perceptual - Lenguaje natural
valor, comparacion y mixto - Secuencial - Situacion

- Demostrar/ justificar - Operativa - Figurativo

- Construir - Discursiva - Numérico/ simbdlico

Cuadro 1: Forma de conocer la semejanza



En la otra parte de la préactica considerada, la gestion del contenido en el aula, en
la organizacion del contenido se mantienen los dos nucleos importantes identificados en
la agenda (teorema de Thales y semejanza de figuras). Los cambios relevantes que se han
detectado en dicha organizacion estan relacionados con la inclusion y/o supresion de
contenido y con el lugar que ocupan las demostraciones. Con respecto a los primeros se
suprimen las escalas, se incluye un contenido no especifico de la unidad didactica
(angulos entre rectas paralelas), debido a que se pone el énfasis en el proceso de
demostrar para algunas tareas, aunque esto contrasta con que se prescinde de los
teoremas en el triangulo rectangulo, y por lo tanto de sus posibles demostraciones. Esto
nos lleva a hablar de los cambios relevantes que se dan con el papel de las
demostraciones en su practica, que si bien se suprimen algunas, debido a que dicho
contenido no es relevante en su forma de conocer, se refuerzan otras como la
demostracion del primer criterio de semejanza y la realizacion de tareas de demostrar
aplicando el teorema de Thales. Ademas, en relacion con la aproximacion al concepto se
sigue manteniendo dentro de la relacion intrafigural, que se amplia a la transformacién
geometrica vista como util. Los cambios tienen mas que ver con donde se coloca el
énfasis que con un cambio de perspectiva. Destaca la consideracion de los dos aspectos
proyeccion y homotecia con sus correspondientes razones y la incorporacion de la razon
de semejanza como factor multiplicativo, asi como la doble consideracién de dicha razon,
como factor y como cociente, entre las que se establecen conexiones.

Con respecto a los demas referentes considerados en la caracterizacion de la
forma de conocer, los cambios mas relevantes que se dan en el aula los hemos recogidos
en forma resumida en el cuadro 2.

TIPO DE ACTIVIDAD APREHENSION | MODO DE REPRESENTACION

- Se siguen abordando def - Se presentan los| - Destacan las traslaciones dentro del
los tres tipos. tipos de aprehen-| modo figurativo y del modo figurativo
- Seleccion de tareas dentro| sion identificados. | al numérico/simbdlico.

de las que demandan una - El uso de la medida de segmentos no
misma actividad. es relevante en la traslacion entre los
- Se mantiene el orden modos figurativo y numérico.
“cuasi-psicolégico” de se- - Modo situacion para iniciar la
cuenciacion de tareas. unidad didactica

Cuadro 2: Cambios en la forma de conocer la semejanza

¢A qué se deben los cambios identificados a través de nuestros referentes en los
distintos momentos de la préctica? Dichos cambios estdn estrechamente relacionados
con distintas caracteristicas de las concepciones y dominios de conocimiento del
profesor y con condiciones contextuales de la practica. En el cuadro 3 hemos recogido las
caracteristicas mas relevantes que se relacionan con los cambios habidos en los distintos
apartados considerados para el analisis de la forma de conocer.
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ORGANIZACION |APROXIMACION|TIPO DE MODO DE
DEL CONTENIDO |[AL CONCEPTO |ACTIVIDAD |REPRESENTACION
Y APREHENSION

- Consideracion de - Condiciones - Condiciones |- Importancia de favo-
ideas erroneas, dificul- | contextuales: evitar | contextuales: | recer la visualizacion de
tades y aportaciones | dificultades. evitar la proporcionalidad en
de los alumnos. - Necesidad de dificultades y | un contexto geométrico.
- Concepciones sobre | incorporar las ideas | presion del - Conocimiento de las
las matematicas esco- | previasy tiempo. dificultades e ideas
lares y su papel en el | aportaciones de los erréneas.

desarrollo del razona- |alumnos.
miento deductivo. Im-
portancia de determi-
nados contenidos.

Cuadro 3: Relacion cambios/ dominios de conocimiento

Destaca especialmente la importancia que da el profesor a considerar las ideas
erroneas que puedan tener los alumnos con determinados conceptos implicados en la
semejanza de figuras, asi como el tratar de incorporar las aportaciones en la realizacion
de tareas y en la introduccién del contenido. Junto a ello se pone de manifiesto un
conocimiento de las dificultades especificas e ideas erréneas y la importancia que da a la
visualizacion de la proporcionalidad en un contexto geométrico, que contribuyen a la
caracterizacion de su forma de conocer.

4- Algunas consideraciones finales

Para terminar, podemos considerar lo que hemos apuntado al inicio de este
trabajo, donde plantedbamos como eje de reflexion qué hemos hecho en nuestra
investigacion y qué ha quedado por hacer. Considerado globalmente, nuestro estudio
aporta informacién a la caracterizacion del conocimiento profesional del profesor de
matematicas de ensefianza secundaria, y nos ha informado de la complejidad de la
practica. Por otro lado, nos ha permitido sentar unos referentes con los que hemos
abordado la forma de conocer la semejanza de unos profesores como objeto de
ensefianza/aprendizaje.

Sin embargo, debemos hacer algunas puntualizaciones en el uso de algunos de los
referentes utilizados para caracterizar la forma de conocer. Asi por ejemplo, en la
aproximacion al concepto, ambos profesores lo hacen fundamentalmente dentro de la
relacion intrafigural, dado el nivel escolar en que se realiza la investigacion. Esto nos
condujo a tener que profundizar en los elementos que consideraba esta relacion. Ademas,
el analisis de determinados conceptos ligados a la semejanza y el papel de los modos de
representacion nos llevd a la consideracion de las relaciones entre aspectos figurativos y
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simbdlicos, que nos permitieron precisar, dentro de la relacion intrafigural, los aspectos
proyeccion y homotecia con las razones correspondientes y la diferenciacion entre razon
interna y externa. No obstante pensamos que se puede avanzar en la profundizacion en
los elementos significativos que intervienen en la nocion considerada.

También, con relacion a los modos de representacion se puede sefialar que debido
a las caracteristicas del contenido geométrico, una gran cantidad de tareas vienen dadas en
el modo figurativo y demandan traslaciones de dicho modo al numérico/simbodlico y
viceversa. Por lo que para poder profundizar en las caracteristicas del uso de los modos
de representacion ha sido indispensable centrarse en cémo se produce la traslacion
dentro de un mismo modo de representacion y entre modos de representacion distintos,
asi como la necesidad de describir cual es la aportacion de la figura en la resolucion de las
tareas (Mesquita, 1989). Creemos necesario profundizar en trabajos que estudian el
problema de las representaciones semioticas y en como se pueden coordinar distintos
“registros” de representacion en geometria (Duval, 1995, 1998).

Como conclusion final consideramos importante generar marcos tedricos para el
analisis de la forma de conocer de un profesor un determinado contenido matematico,
que contemplen perspectivas:

* geneticas: que consideran caracteristicas sobre la comprension y las dificultades que
pueden tener los alumnos con relacion al concepto,

» epistemoldgicas: que tengan en cuenta la evolucion historica de los conceptos y
permitan hacer explicitos los posibles obstaculos epistemologicos y las distintas
aproximaciones,

» didacticas: que sitden el contenido en un contexto de ensefianza/aprendizaje.
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