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Documento 1: Noviembre 1999-

CONVICCION Y DEMOSTRACION
Moisés Coriat

I ntroduccion.

Estas dos paabras (conviccion, demostracién) me vienen "mareando” desde
1987. El contexto, evidentemente, es € de la educacion matemética (no solo € de la
educacion geométrica, que es algo mas concreto).

Es necesario distinguir dos niveles: uno, personal y otro, social.

En & nivel personal hay poco que decir (aunque habria mucho gque contar): una persona
se convence a si misma de algo e incluso es capaz de demostrar, para si, que ese algo es
correcto, Util, vadlido o significativo...

En el nivel socia, el escenario es completamente diferente. Una persona convence a
otra de algo e incluso es capaz de demostrar, parala otra, que ese algo es correcto, Util,
valido o significativo... Conviene observar un hecho que, en mi opinion, resulta
preocupante: en ocasiones, se convence a otros de algo sin estar uno mismo plenamente
convencido.

Esqueméticamente, en mateméticas se acepta gque la conviccién se transmite
socialmente como conjetura, mientras que la demostracion exige un razonamiento
publico, valido y correcto. Cuando la conjetura "cugja’ sin demostracion, se le [lama
problema abierto. Como gemplo, puedo citar la famosa pregunta: ¢hay un ndmero
infinito de primos gemelos (como 11, 13; 17, 19)?. El profesor Dieudonné escribio (en
En honor dé espiritu humano) que se trata de un problema sin interés para las
mateméticas, pero eso no impide a muchas personas trabajar en €.

Como las matematicas tienen muchos siglos de historia, ha habido tiempo de
acumular "formas de demostrar", es decir, metaféricamente, moldes, linglistico -
grafico - simbdlicos, que, de alguna manera, garantizan la obtencion vélida de
conclusiones correctas: reduccion a absurdo, induccion, etc. (En agun lugar publiqué
unalista.)

¢Queé ocurre en educacion matematica a respecto? Si prestamos atencion a la
educacion infantil y obligatoria, la cosa no estd nada clara. Afadiré: no puede estarlo,
porque (y lo que sigue es un razonamiento) los alumnos estan construyendo
simultaneamente sus conocimientos linglisticos y matematicos, mientras que las
demostraciones matematicas exigen un conocimiento depurado de lalengua.

Conclusion: en educacion matemética apelamos (¢erraticamente?) a la
conviccion social y alademostracion social.

Incluyo a continuacion un fragmento de un texto que he entregado este afio a
mis aumnas de Educacién Matemética Infantil (asignatura de 1° de Magisterio,
Especiaidad de Educacion Infantil, 4'5 créditos). Me gustaria conocer vuestra opinion
sobre é (y sobre la introduccion). La lista de gemplos puede ampliarse... e incluso
limitarse solo a ejemplos geométricos. El texto solo da pistas, porque no me gusta
"invadir" el pensamiento ajeno con excesivas informaciones.



8. Argumentar y convencer
Consideremos € siguiente razonamiento:
Todas las vacas son mamiferos
Algunos mamiferos son cuadripedos
Luego:
Todas las vacas son cuadrupedos
Las tres frases que lo forman son verdaderas. Sin embargo, € razonamiento no es
convincente. Esto se debe a que todos los razonamientos tienen una “estructura’ que,
cuando es correcta, |os hace validos; la estructura del razonamiento anterior es
Todoslos“A” son “B”
Algunos*“B” son “C”
Luego:
Todoslos“A” son“C”,
estructura que podemos representar asi:

Zé& &

“Todos los A son B” se cumple en € dibujo, ya que € 6valo A queda integramente
dentro de B. También se cumple “Algunos B son C”, porque € 6valo B tiene una parte
comun con C y una parte no comun. En cambio la conclusion “Todos los A son C” no
se cumple en este dibujo. Podemos “mover” C de manera que, cumpliéndose las
premisas, se cumpla también la conclusion del gemplo inicial, pero nunca se podra
conseguir que cualquier razonamiento con esa estructura 'y cuyas premisas sean ciertas
[leve inevitablemente a una conclusién cierta, como prueba el siguiente ejemplo:

Todas |as ballenas son mamiferos

Algunos mamiferos son animales terrestres

L uego:

Todas | as ballenas son animales terrestres.

En este caso, como en & gemplo de las vacas, la conclusion se ha obtenido
enlazando la primera parte de la primera frase con la segunda parte de la segunda frase,
y lafrase asi obtenida esfalsa

En |6gica matemética, |0s razonamientos con la estructura anterior son invalidos
(apesar de que, en algunos casos, las tres frases son verdaderas).

Ejercicio 15. Con ayuda de dibujos y g emplos, estudie |a validez de |os razonamientos
con las siguientes estructuras.

1. Todoslos A son B. Todoslos B son C. Luego Todoslos A son C.

2. Algunos A son B. Todos los B son C. Luego Algunos A son C.

3. Ningun A esB. Todoslos B son C. Luego ningin A esC.

Ejercicio 16. Determine la validez o invalidez de los siguientes razonamientos. 1.
Todos los esparioles son europeos. Algunos esparioles son varones. Luego: Algunos
€Uropeos Son Varones.

*** 2. Todo € mundo le tiene miedo a Drécula. Drécula sdlo me tiene miedo a mi.
Luego: Yo soy Dracula. (Tomado de Smullyan.)



Ejemplo. A. Deafio atribuye los siguientes significados a término “razonamiento”:

Razonamiento: unade las maneras de pensar
Razonamiento: actividad de un sujeto

producto de esa actividad
Razonamiento: secuencia ordenada de proposiciones

las primeras, se llaman premisas

la tltima, conclusién. (Sinénimo de “inferencia’.)
Razonamiento : contenido y estructura
Razonamiento : correccion y validez

Premisas (verdaderas o falsas)

Conclusion (verdadera o falsa)

Estructura (vaido o invalido)
Razonamiento : inductivo y deductivo
Razonamiento deductivo : la verdad de las premisas obliga a aceptar la verdad de la
conclusion; seria imposible imaginar situaciones en las que la verdad de las premisas
hicierafalsala conclusion.
Razonamiento inductivo (plausible, probabilista) : 1a verdad de las premisas no obliga a
aceptar laverdad de la conclusion; es posible imaginar situaciones en las que la verdad
de las premisas hiciera falsala conclusion.
Razonamiento deductivo (valido) en légica de proposiciones. aguel cuya tabla de
verdad es unatautol ogia.

Como se comprende, razonar correctamente en la lengua natural es muy dificil,
a la vez que parece evidente la conveniencia de usar razonamientos véidos en
mateméaticas y otras lenguas especializadas. Los nifios pequefios, sin embargo, solo
pueden, en casos muy aislados, trabagjar razonamientos concretos (no su estructura), y
ello siempre que conozcan bien las relaciones que se dan en los enunciados. La l6gica
infantil es una légica basada en un “universo de realidades infantiles’. Asi la simple
frase “todos los perros tienen cuatro patas’ (en lugar de “son cuadripedos’, que no
entenderian seguramente), puede ser considerada “falsa’ por algun nifio al recordar que
Su perro es capaz de ponerse sobre sus patas traseras e incluso “andar” asi.

Hay varios principios que también sirven para“ convencer”.

(1) Principios de autoridad.

El estilo basico de los razonamientos autoritarios seria: “esto es asi (0 se hace
asi) porque lo digo yo (o porque asi 10 hago yo). No se debe subestimar este principio,
de uso (desgraciadamente) demasiado extendido en la escuela. Los nifios, sobre todo
los mas pequefios, necesitan algunas referencias disciplinares (que normamente se
inician en la familia): no pegar a otros nifios, decir que quieren ir a orinar, respetar
turnos de palabra, etc., pero estas referencias también deben aprenderse, practicarse y
valorarse en la escuela infantil (deseablemente, con la colaboracion de los padres). En
general, e significado de las verdades relacionadas con la afirmacion del concepto
compartido se adquiere de esta manera, con algo de negociacion.

Por otra parte, todos concedemos “autoridad” a un verdadero “experto” cuando
nos demuestra su buen hacer, ya sea en € campo de la navegacion, de la politicao de la
medicina... e incluso en |la ensefianza.

(2) Principios de experiencia.




El estilo basico seria: “esto lo he hecho (o o hemos hecho) honestamente y me
(nos) ha salido asi”. Melling-Olsen relata una situacion en que invité a los nifios a
contar, por pargjas, e nimero de coches que “entraban” en el pueblo o “salian” de é
(vistos desde €l colegio); estos nifios inventaron modos de simbolizar las cantidades,
mediante trazos de |4piz o aspas (sin adiestramiento previo).

En general, e significado de las verdades relacionadas con la naturaleza se
adquiere experimentalmente. La induccién espontanea y muchas generalizaciones se
basan en experiencias. Méas arriba quedoé dicho que las verdades mateméticas (como el
teorema de Pitagoras o la formula del volumen de una esfera) son verdades del tipo 2
(afirmacion del concepto compartido); de hecho, no hay “esferas’ ni “tridngulos
rectangulos’ en el mundo de la experiencia. Sin embargo, muchas investigaciones en
educacion matematica propugnan que la ensefianza y el aprendizaje de las mateméticas
debe tener una componente experimental que, progresivamente, se ird abandonando. A
pesar de que la Ultima frase sea de carécter autoritario (se remite a otras personas que
supuestamente saben méas que nosotros), la orientacion basica de la ensefianza y el
aprendizaje en Educacién Infantil constituye una decision fundamental de la Maestra.
Experimentar las mateméticas no se reduce a rellenar fichas de colores; hay un campo
de vivencias mucho maés rico que todos los alumnos podrian disfrutar.

Segun Vygotski (p. 269), "El preconcepto es la abstraccion del nimero a partir
del objeto y la generalizacion de las propiedades numéricas del objeto basada en esta
abstraccion.” Lo mismo podria decirse de las nociones geométricas de los pequefios;
para un nifio, un cuadrado "es', en el mejor de los casos, un dibujo, cuatro rincones de
una habitacion o un atributo de un objeto, mientras que, para un matematico el término
cuadrado significa un sistema de relaciones conceptuales y abstractas entre
determinados puntos y rectas del plano.

(3) Principios de analogia.

Seguin el Diccionario de la Real Academia, un significado del término analogia
es el siguiente: “Razonamiento basado en la existencia de atributos semejantes en seres
0 cosas diferentes.”

Cuando un alumno no entiende una explicacion, la mayoria de los profesores
procuran buscar una analogia que aclare las cosas a ese alumno. Cuando un nifio
pequefio no quiere irse a la cama por la noche, se le puede intentar convencer
explicandole cdmo los paarillos, las gallinas o incluso e perro, ya “se han ido a
dormir” y areponer fuerza para mafana.

(4) El principio enactivo.

Este principio pone en juego tanto nuestra experiencia como nuestra memoria.
De la observacion de indicios, extraemos conclusiones. Por gemplo, s avistamos
humo, declaramos que hay un fuego (a pesar de que podria tratarse de una "bomba de
humao™); si escuchamos una sirena de alarma por la carretera, deducimos que se acerca
una ambulancia y, probablemente, cedemos € paso. Si vemos que hay més palomas
gue nidos, deducimos que por la noche habra a menos un nido con a menos dos
palomas.

Este principio, popularizado por las novelas de detectives, no debe desdefiarse.
Cuando una Maestra observa que un alumno repite un cierto error, puede usarlo como
indicio para profundizar en la manera de interpretarlo y analizarlo. Sélo una experiencia
posterior permitira confirmar la conjetura construida con este principio enactivo.




Documento 2: Enero 2000.

GEOMETRIA, SABER EN ACCION
M2 Lluisa Fiol Mora (Universitat Autdonoma de Barcelona)
Enrique delaTorre Fdez. (Universidade da Corufia)

RESUMEN:

Los alumnos de Educacién Infantil y también los de Educacion Primaria son
exploradores natos, poseen una curiosidad innata para tantear, probar, descubrir.

El futuro maestro de Educacién Primaria necesita tiempo y espacio para poder
pensar sobre su propio pensamiento, para poder redescubrir su gusto por la exploracion
,Jpara redescubrir que disfruta tanteando, haciendo pruebas, escrutando diversas
imagenes mentales. Necesita tiempo y espacio para introducirse en una auto-reflexion
sobre su saber geométrico. Saber que no es estético sino que es fluido, en movimiento,
en construccion.

Hablamos de la Geometria en accidn bagjo tres aspectos:
1-Como un saber en desarrollo y a desarrollar desde €l nacimiento a la edad adulta y

gue no se expresa de manera uniforme a través de los afios ni por descontado
priorizalos mismos aspectos.

2-Un saber en accién porque los objetos de estudio no son estaticos. Y no queremos
gue lo sean, 0 que aparezcan sélo de forma estatica en la presentacion de algunos
temas. Por lo demés lo que queremos es que aparezcan en sus aspectos de
movimiento, de transformacion y que interactlen.

Esto nos lo facilita trabajar el con modelos y con estructuras de organizacion que
permitan la identificacion de diversas variables, reconocer las que se mantienen
constantes, las que varian y estudiar esta variacion.

3-Y también saber en accién porque su propia construccion ha estado influidaalo largo
de la historia por la utilizacion de distintos lenguajes y distintos niveles metaf oricos
dependiendo de las priorizaciones hechas en ciertos contextos.

La Didactica de |la Geometria nos permite crear entornos de aprendizaje a través
de la estructuracion de talleres, disefio de modelos, planteo y resolucion de problemas y
entretenimientos que posibiliten € estudio de la utilizacién mental y/o material de
distintos lenguajes:
aEl lenguaje propio del pensamiento visual.
b-L a elaboracion de encadenamientos proposicional es.
c-La descripcion relacionada con la utilizacion de materiales.



d-Lautilizacién de graficos, esquemas o dibujos.
e-El lenguaje algebraico.

Se tratard de -a partir de geemplos muy diversos- identificar bloqueos y
dificultades que se producen con cierta frecuencia y discutir, discutir con detalle,
intentando entender y por o tanto Si es necesario reinterpretar, respuestas dadas por
alumnos de Educacién Primaria, por nuestros alumnos O por nosotros mismos a
diversos tipos de preguntas planteadas.

Pensamos que animando a cada persona para que esté atenta a su propia manera
de organizar los datos, consideracion de variables, planteo y resolucion de problemas,
potenciamos la autoconfianza y el reconocimiento de la diversidad de estilos como un
hecho positivo. Estilos que hay que identificar y explicitar, para potenciar siempre que
seaposible.

COMUNICACION:

Los alumnos de Educacién Infantil y también los de Educacién Primaria son
exploradores natos, poseen una curiosidad innata para tantear, probar, descubrir.

Quizés es en este sentido en que, como profesores de Didéctica de la Geometria
para futuros profesores de estos pequefios alumnos podemos sentirnos afortunados. La
geometria para estos niveles, la geometria como saber en accion, nos da, desde la
Didactica, 1a oportunidad de dinamizar este instinto exploratorio.

Pero entonces lo que es imprescindible es que seamos conscientes de que el
futuro maestro de Educacion Primaria necesita tiempo y espacio para poder pensar
sobre su propio pensamiento, para poder redescubrir su gusto por la exploracién, para
redescubrir que disfruta tanteando, haciendo pruebas, escrutando diversas imagenes
mentales. Este ser consciente se debera traducir en organizar tiempo y espacio para que,
desde la universidad, e futuro maestro pueda introducirse y sumergirse con
profundidad en una autorreflexion sobre su saber matematico. Saber que no es estatico
sino que es fluido —o debe serlo—, en movimiento, en construccion.

Desde esta perspectiva hablamos de la geometria, como saber en accion, desde
tres aspectos diversos.

1.- Como un saber en desarrollo y a desarrollar desde el nacimiento a la edad adultay
que no se expresa de manera uniforme a través de los afios ni por descontado prioriza
|os mismos aspectos.



A lo largo de los afios hay una elaboracion dindmica del lenguaje, asi como de
la forma de ver —percepcion—, que se traduce en diversas maneras de comprender, de
representar, de comunicarse. Es aqui donde debemos considerar la corporalidad y €l
desarrollo epistemol dgico en la construccion y desarrollo de los conceptos.

Por descontado, podemos citar a Piaget, que, en cita tomada de Holloway,

afirmaba que “d nifio construye una representacion del espacio con mucha lentitud y
gue para determinar sus primeras percepciones e ideas de las relaciones espaciales se
tiene que recurrir alatopologia’. En otro contexto Elias Canetti afirma: “A medida que
crece, €l saber cambia de forma. No hay uniformidad en el verdadero saber”.
2.- Un saber en accion porque los objetos de estudio no son estéticos.Y no queremos
gue lo sean, 0 que aparezcan sOlo de forma estéatica en la presentacion de algunos
temas.Por |o demas |o que queremos es que aparezcan en sus aspectos de movimiento,
de transformacion y que interactlen.

Esto nos lo facilita € trabajar con modelos y con estructuras de organizacion
gue permitan la identificacion de diversas variables, reconocer las que se mantienen
constantes, las que varian y estudiar esta variacion.

Pueden ser gemplos Utiles la superposicion de dos hojas, cada una de ellas
dibujada con una familia de rectas paralelas. Al mirarlas a trasluz esto da lugar
—suponiendo que la separacion entre las paralelas en ambas hojas es la misma— a
rombos y entre ellos a cuadrado que pavimentan. Pueden estudiarse entonces al mover
rotando una hoja sobre la otra qué variables se mantienen constantes y cuédles se
modifican.

En general, la utilizacién de material, de modelos fisicos, si la manipulacion se
hace de manera reflexiva, esto es planteando preguntas, intercambiando dudas, dando
opiniones, buscando regularidades, etc. En una palabra, si la utilizacion de material se
hace en un contexto de trabajo en grupo en el que los diversos personajes que participan
pueden hablar, suponemos que ello ayuda a la puesta en marcha del pensamiento
mental. Ayuda a elaborar imégenes y que estas imagenes se hagan conscientes, se
activen e interactlen.

Como dice Adams (p.109), “El individuo bien armado para hallar y resolver un
problema posee fluidez en muchos lengugjes mentdes y puede utilizarlos
alternativamente para registrar informacién, comunicarse con €l inconsciente y
manipularlos de forma consciente.

3.- Y también saber en accién porque su propia construccion ha estado influida a lo
largo de la historia por la utilizacion de distintos lengugjes y distintos niveles
metaféricos dependiendo de las priorizaciones hechas en ciertos contextos, que han



sido condicionados no solo en el sentido de lo necesario, sino también de los lenguajes
de representacion disponibles.

Asi pues, la Didéactica de la Geometria nos debe permitir crear entornos de
aprendizgje a través de la estructuraciéon de talleres, disefio de modelos, planteo y
resolucion de problemas y entretenimientos que posibiliten el estudio de la utilizacién
mental y/o material de distintos lenguajes:

a- El lenguaje propio del pensamiento visual:

Tenemos en general todos nosotros un pensamiento visual muy potente que se pone en
marchacasi sempre sin que, cuando menos en un primer momento, seamaos conscientes
de €ello. Para hacernos conscientes aqui y ahora de esta inmediatez, podemos pensar en
el rostro de una persona querida, en una foto nuestra que nos gusta de una manera
especial, en la puerta de casa, en la cocina, su luz, sus olores..., en un tetraedro que
primero esta parado y luego empieza a moverse lentamente, rotando sobre una de sus
aristas..., ahora €l tetraedro se empequefiece, se hace cada vez méas pequefio, méas
pequefio...

b- La elaboracién de encadenamientos proposicionales:

Se trata de estructurar un discurso escrito o hablado de forma légica, se trata de
construir argumentos l6gicos. Pero, ¢en nuestro hablar cotidiano interpretamos o
mismo que en un discurso tedrico? Puede servir de gemplo comparar algunas
expresiones del tipo "si...entonces...".

c- La descripcion relacionada con la utilizacion de materiales:

Interesa ver los materiales como herramientas que pueden facilitar la descripcion de
situaciones o la identificacion de variables. Ayudan a poner en marcha cuestiones que
de otra manera son muy dificiles de visualizar. Asi por g emplo algunas figuras que se
obtienen con € tangram circular, 0 los mosaicos no periédicos de Penrose. Con
nuestros alumnos es conveniente reflexionar sobre los pros y los contras de cada
material. EI material es una representacion, y como tal -‘el mapa no es € territorio’-
presenta variables que desestimamos, pero que en un momento dado pueden producir
algun tipo de distorsién en el estudio que se realiza. Por jemplo los célebres "triangulo
amarillo, pequefio, delgado”... Inevitables, por otra parte, porque a ensefiar un folio y
hablar de un rectdngulo tampoco se trata que cada vez vayamos diciendo:"trozo de
papel blanco, rectangular, de grosor ..."

d- Lautilizacién de gréficos, esquemas o dibujos:

En el caso de la Geometria lo més interesante es quizas diferenciar |os diversos niveles
de dibujo que pueden aparecer a lo largo de distintas clases y su diverso nivel de
iconicidad. Una de las cuestiones que habra que tener en cuenta es la dificultad de la
representacion plana de figuras del espacio tridimensional. Otra que se da trabajando



solo con poligonos es la necesidad de diferenciar entre: un dibujo/boceto hecho después
de leer los datos de un problema, un dibujo a escala, un dibujo que reflgja la solucion
hallada y un dibujo gque responde a un enunciado de "construccién geométrica’, por lo
menos.

e- El lenguaje algebraico:

El lenguaje algebraico es quizés €l que ocupa un lugar méds preponderante en cuanto a
su fiabilidad, pero desde la Educacién Primariay para sus futuros maestros ésta es sin
duda una situacién que creemos debe ser modificada. Con mucha frecuencia se utiliza
de forma automética y més que ayudar bloquea €l pensamiento espontédneo. Puede ser
un gemplo € problema planteado en 5° lugar en la lista de enunciados finaes.
¢Podremos, en algin momento, plantearnos que de forma paraela se puede trabgjar €l
algoritmo que se desea memorizar y alavez potenciar €l pensamiento espontaneo?

Respecto a lenguaje, tenemos también —jcomo no!— dos niveles distintos a
trabajar en la clase de Didéactica de la Geometria.

Una es la propia diversidad de lenguajes que hay que considerar. Y para ser
consciente de estos lenguajes diversos y de su utilidad o inutilidad, lo mejor sera
resolver unos problemas y estar atentos, especialmente atentos al tipo de razonamiento
gue utilizamos.

Por otra parte, esta € lengugje de relacion entre los diversos personges que
intervenimos en e acto educativo. Todo buen profesor sabe que no es vdida la
utilizacion del mismo lenguaje para distintas edades y que debe esforzarse por hacer un
feedback positivo entre su lenguaje —mas o menos formal- y el del alumno. Debe saber
escuchar/interpretar, saber leer entre lineas, aceptar un vocabulario “nho tan preciso”,
quizas mas light pero capaz de generar iméagenes fluidas, ricas, que son sugerentes, que
ayudan a memorizar y por lo tanto debe evitarse hablar de “esto no se dice asi” en las
clases de Educacion Primaria.

Serd interesante para nuestros alumnos que puedan hacerse conscientes del
doble rasero que utilizamos ante los hechos cotidianos y ante el lenguaje los adultos
con nosotros mismos 'y con los alumnos pequefios. Damos cosas por supuestas, también
en geometria. Sera interesante reflexionar sobre ello. ¢Coémo? EI método que
proponemos aqui pasa por la utilizacién de unos pocos enunciados. No se trata tanto de
hallar la solucién sino de identificar el lenguaje més rapido, menos bloqueante, posible,
etc.

Se trata también de identificar bloqueos y dificultades que se producen con
ciertafrecuenciay discutir, discutir con detalle, intentando entender y por lo tanto si es
necesario reinterpretar, respuestas dadas por alumnos de Educacién Primaria, por



nuestros alumnos o0 por nosotros mismos a diversos tipos de preguntas planteadas.
Muchas veces actuamos como S Nosotros y nuestros alumnos tuviésemos un tipo de
pensamiento muy estético, muy “ya construido, acabado”, o incluso como s fuera €l
pensamiento ya existente, y si no es asi pensamos que hay que rectificar “la actitud”.
Hay que rectificar en € sentido de continuar haciendo siempre lo que dice Edgar
Morin: “él Unico saber que vale es aguél que se nutre de incertidumbre” (¢qué alumno
va a permitirse tantear si todo lo que tiene delante es “cierto” ?). Nutrirse, vivir y crecer
o aceptar y fluir, ésta podria ser nuestra consigna con nuestros alumnos y con nosotros
mMisSmos.

Como profesores de Didactica de la Geometria, pensamos que animando a cada
persona para que esté atenta a su propia manera de organizar los datos, consideracion
de variables, planteo y resolucion de problemas, potenciamos la autoconfianza y €l
reconocimiento de la diversidad de estilos como un hecho positivo. Estilos que hay que
identificar y explicitar, para potenciar siempre que sea posible. Volviendo a los
alumnos de Educacién Infantil y también a los de Educacion Primaria, que, deciamos,
son exploradores natos, S tienen un traspiés, se levantan y vuelven a empezar. En
buscar la solucién hemos priorizado la solucién y quizas éste es e momento de
priorizar el “buscar”.

ENUNCIADOS

Finalmente proponemos estas situaciones que pueden permitir la exploracién y
la reflexion sobre la accidon y sobre € propio pensamiento. Situaciones que se pueden
abordar desde niveles diferentes y a distintas edades, tanto en la ensefianza obligatoria,
como nuestras aulas de formacion de maestros:
1. Dadas 6 cerillas, formar 4 triangul os equiléteros.
2. Construir un tridngulo isbsceles cuya base mida 5 centimetros y € angulo opuesto
30°.
3. Dado un tridngulo rectangulo recortado en cartulina y una circunferencia dibujada
sobre un papel, dibujar un triangulo semejante al dado inscrito en la circunferencia
dada.
4. Dado un papel rectangular con un solo corte se originan dos piezas. Con estas dos
piezas debe poderse obtener un tridngulo rectangulo.
5. Tomaés quiere colocar sus soldaditos de plomo en forma de cuadrado, es decir, de
manera que las filas y las columnas tengan € mismo nimero de soldaditos. En una
primera prueba le sobran 45. Entonces decide formar un nuevo cuadrado que tiene un
soldadito mas en cadafilay columna, pero se da cuenta de que necesitara 18 més de los
gue tiene. ¢Cuantos soldaditos tiene Tomas?



6. Imaginemos un gran trozo de papel, del grosor de esta hoja. Vamos a imaginar
también que la doblamos una vez —ahora atiene dos capas—, la volvemos a doblar
—ahora tiene 4 capas- y continuamos haciéndolo hasta 50 veces. ¢Qué grosor tiene el
papel de 50 dobleces? ¢Mas 0 menos de 1 kilometro?

7. Trazas sOlo 4 lineas, sin levantar el lapiz del papel, que pasen por 9 puntos
distribuidos formando un cuadrado.

8. Acabas de naufragar y has caido en manos de una tribu de canibales. Te han puesto
en las manos dos relojes de arena. Uno mide exactamente 4 minutos. El otro mide
exactamente 7 minutos. El cacique canibal te dice que debes sefialar cudndo han pasado
exactamente nueve minutos. Si consigues hacerlo, te dejardn en libertad. S no lo
consigues, les serviras de almuerzo. El cacique grita: “Empiezaya’. ¢Qué harias?
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Documento 3: Enero 2000.

PENSAR COMO PENSAMOS. REFLEXIONESMETODOL OGICAS
Enrique de la Torre Fdez. (Universidade da Corufia)
M2 Lluisa Fiol Mora (Universitat Autonoma de Barcelona)

RESUMEN:

L a metodol ogia que todo profesor implicado en la Formacion Inicia del Areade
Didéctica de la Matemética desarrolla en la clase esta estrechamente vinculada a la
concepcion que tiene del maestro de Educacion Primaria. El andlisis de esta concepcion
nos obliga a reflexionar sobre nuestras mas profundas creencias acerca de la educacion,
la ensefianza, €l aprendizaje y las matemaéticas.

Asi, a disefiar los contenidos y la metodologia para un curso a impartir a
futuros profesores de Educacién Primaria, debemos tener en cuenta lo que
consideramos primordial que debe asumir como futuro maestro, y también que € diaa
dia de su trabajo estara condicionado por sus concepciones sobre la educacion, la
ensefianza, el aprendizaje y las mateméticas.

Como profesores de estudiantes para maestros debemos reflexionar sobre estas
concepciones, y sobre nuestra propia idea de lo que entendemos por maestro de
Educacion Primaria.

Concebimos a maestro como ‘educador’ y como ‘activador y acompafiante’ en
la autoconstruccion del conocimiento del alumno.

Para que pueda actuar como activador y acompafiante en la autoconstruccion del
conocimiento de sus alumnos de Educacion Primaria, é mismo tiene que ser consciente
de su propia manera de pensar, especialmente en geometria y tiene gue tener
experiencia como "aprendiz de matemético”. Por lo tanto deberemos facilitarle durante
su estancia en la Universidad un espacio y un tiempo donde pueda reflexionar sobre su
propio conocimiento matematico, que le permitird hacerse consciente de su propia
manera de pensar, de su propio estilo de razonamiento, de sus dificultades, bloqueos,
contradicciones, tipologia de sus imégenes, etc., que pone en marcha.

Es necesario que se sitlie a nuestros alumnos futuros maestros de Educacién
Primaria como seres pensantes frente a su propio pensamiento y Sse promueva una
auto-reflexion sobre su saber matematico, 0, en nuestro caso, sobre su saber
geométrico, no como un saber estatico, perfecto y cristalizado, sino muy al contrario,
como un saber fluido, imperfecto y nebuloso, es decir, como un saber en accion.

Nuestra tarea principal consiste en proporcionar una manera diferente de ver la
geometria, méas libre y abierta, no encorsetada en un conjunto de definiciones y



formulas, sino guiada por la accion de enfrentarse con libertad a las preguntas que se
formulan, cuyas respuestas deberdn ser argumentadas pero que pueden ser también
discutidas.

COMUNICACION:

“La reflexion es un proceso de conocer cOmo
conocemos. Un acto de volvernos sobre nosotros mismos, la tnica
oportunidad que tenemos de descubrir nuestras cegueras y de
reconocer que las certidumbres y los conocimientos de los otros
son, respectivamente tan abrumadoras y tan tenues como los
nuestros’

Maturana, H. y Varela, F. (1990) El arbol del conocimiento, p.19



L a metodol ogia que todo profesor implicado en la Formacion Inicial del Areade
Didactica de la Matemética desarrolla en la clase est4 estrechamente relacionada con la
concepcion que tiene del maestro de Educacion Infantil y del de Educacion Primaria. El
andlisis de estas concepciones nos obliga a reflexionar sobre nuestras més profundas
creencias acerca de la educacion, la ensefianza, €l aprendizaje y las matematicas.

Cuando se trata de disefiar los contenidos y la metodologia para un curso a
impartir a futuros profesores de Educacion Primaria, debemos tener en cuenta lo que
consideramos primordial que deben asumir nuestros alumnos como futuros maestros y
que creemos indispensable para abordar €l trabajo en € aula de Educacion Primaria. Ese
trabajo estainfluido y condicionado por las concepciones que el maestro tiene acerca de
la educacion (como proceso global), acerca de la ensefianza, acerca del aprendizaje y
acerca de lamateria (en este caso las mateméticas).

Nosotros, como profesores de Didéctica de las Matematicas, debemos tener en
cuenta y reflexionar sobre esas concepciones, a las que hemos de afiadir nuestra propia
idea de lo que entendemos por maestro de Educacion Primaria.

Podemos decir que concebimos el maestro como ‘ educador' y como * activador y
acompafiante en la autoconstruccion (por parte del estudiante de primaria) del
conocimiento'.

La idea de ‘maestro como educador' es que es deseable considerar € papel del
maestro de manera global. El maestro, en su actuacién, deberia tener presente que tiene
como primera meta ‘acompafar a estudiante de primaria en su crecimiento personal’.
Con ello queremos decir que no es suficiente considerar a maestro como ‘ maestro de...
matematicas, lengua, socidles,..! como s su labor exclusiva fuese impartir
conocimientos en alguna 0 en varias materias. El maestro, como acompariante, es
alguien que también ‘usa esta parte de su trabgjo' (el ser ‘maestro de... mateméticas,
lengua, sociaes...) para lograr la meta final y primordial del proceso educativo, la
‘consecucién de un individuo auténomo, autorreflexivo y critico, que pueda participar e
influir en la sociedad'; y 1o que haga en la hora de mateméticas, en la hora de geometria,
debe contribuir a este objetivo primario. Aqui tenemos que referirnos a la
interdisciplinariedad y a la educacion en valores y deberemos decidir hasta qué punto
estas ideas han de formar parte activa en las horas dedicadas a mateméticas en la
Educacion Primaria. No creemos que se deban abordar de manera aisada en la
formacion de los maestros, sino que deben formar parte del trabajo en cada una de las
materias, y por lo tanto, en esta que nos ocupa, de ‘geometria para futuros maestros de
Educacion Primaria.

Para que pueda actuar como activador y acompafiante en la autoconstruccion del
conocimiento de sus alumnos de Educacion Primaria, € maestro tendra que acompariar
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a sus adumnos en e desarrollo de su pensamiento y en los distintos estilos de
pensamiento que en e aula se pueden manifestar. El maestro debe ser un
experimentador, no en el sentido del que hace pruebas, sino en e sentido del que
observa —recoge datos, aprende de sus estudiantes, identifica casos diversos, distintas
dificultades, varios procedimientos de resolucion y explicaciones diferentes...— y actla.
Actla con método o, mejor, con métodos: traza el camino adecuado a cada uno de sus
alumnos.

Para que €l maestro pueda actuar en este sentido, para que pueda poner en
marcha toda una serie de recursos que sin duda posee, é mismo tiene que tener
experiencia sobre su propia manera de pensar, especialmente en geometria, y sobre su
trabajo como ‘aprendiz de matemédtico’. Cuando nuestros alumnos eran estudiantes de
primaria 0 de secundaria y trabajaban sobre contenidos geométricos, es dificil que
hayan obtenido ‘experiencia, lo que han obtenido, en la mayoria de los casos, es
conocimiento, datos, pero € adquirir experiencia precisa del requisito de ‘reflexion’, y
eso es algo de |o que necesitamos proveerles, espacio y tiempo para reflexionar sobre €l
conocimiento matematico. Esa reflexion les debe hacer conscientes de su propia manera
de pensar, de su propio estilo, de las dificultades, bloqueos, contradicciones, iméagenes
imprecisas, etc., que ponen en marcha. Por lo tanto, durante su formacion universitaria
es necesario que a estudiante para maestro se le sitlie como ser pensante y se promueva
una autorreflexion sobre su saber matemético o, en nuestro caso, sobre su saber
geomeétrico, no como un saber estatico, perfecto, cristalizado, sino, a contrario, como
un saber fluido, imperfecto, nebuloso, es decir, como un saber en accion.

Esa reflexion sobre € aprendizaje y sobre la materia, debe encaminarse de
alguna manera a papel del maestro (0 estudiante para maestro) como ‘investigador': no
solo como investigador en la construccion del conocimiento matemético, sino
especialmente como investigador acerca del aprendizaje y de la ensefianza de las
mateméticas. Por medio de la reflexion y el andlisis del trabgjo de los estudiantes en
torno alas matematicas, el maestro aprende, descubre hechos o relaciones que antes no
conocia 0 no habia notado y, en cierto modo, obtiene e producto de una investigacion.
Quiza no seainvestigacion en el sentido cientifico u operativo, sino investigacion en 1o
cotidiano. El maestro escudrifia, explora, indaga, busca, averigua, sondea, investiga.
Esta investigacion, llevada a cabo en el entorno de su lugar de trabgjo, le sitiia como
persona que mira el proceso educativo de una manera implicada. La reflexion sobre €l
devenir diario de la clase, sobre las preguntas, las dificultades de los alumnos, su forma
de manipular e material, sus tanteos, comentarios, etc., le ayudaran sin duda a hacer
mas dinamico e proceso educativo y por o tanto a mejorarlo.

Con objeto de que pueda situarse frente a esta experiencia en e punto de
reflexion que nos interesa, a lo largo de su formacion universitaria se le deberan
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proporcionar situaciones que promuevan su propia experiencia como matematico. El
estudiante de magisterio debe enfrentarse a las matematicas de manera similar acomo el
estudiante de primaria debe conocer esta materia: no nos interesa que identifique las
mateméticas como un producto terminado, sino como un producto en construccion en el
cual é tiene algo que aportar. En genera, se acepta como una manera habitual de
presentar el conocimiento matematico comenzando por € final: se dice lo que se sabe
como un producto concluido. Al contrario, creemos gue la mejor manera de conocer
esta materia es poder llegar a sentirse ‘investigador en mateméticas, entendiendo la
palabra investigador como "el que busca’, descubriendo lo que ya esta en los libros,
pero también descubriendo o que nadie pone nuncaen ellos.

Pongamos dos g emplos:

1.- Al hablar en clase de figuras geométricas, uno de los primeros gestos que tienen
nuestros alumnos es clasificar los objetos en ‘los que tienen forma geométricay los que
no’. Esta clasificacion la hacen de manera esponténea, no porque se les pida, sino que
parece un gesto predeterminado muy elemental. Se les puede pedir que pongan
giemplos de uno y otro tipo y que reflexionen sobre lo que entienden por figura
geométrica. Lo més importante a nivel conceptual es que distingan entre objetos méas
‘interesantes’ para la geometria, y por lo tanto que tienen nombre, y aguellos més
corrientes, quiza mas irregulares, pero més reales y por lo tanto mas ‘interesantes’ para
nosotros y para e alumno en la vida cotidiana. Puede reflexionarse entonces sobre la
complgjidad de las formas tal como se presentan en la naturaleza y sobre que, en €l
fondo, en geometria estudiamos formas simplificadas.

2.- Quiz4 haya surgido € problema que ponemos como segundo eemplo de la
‘definicion’. Muchas veces las discusiones matemaéticas y/o los errores mateméticos
provienen de que no se tiene clara la definicion de un concepto determinado, o que se
pone demasiado énfasis en definir algo con excesivo rigor, sin tener en cuenta que cada
‘rigor’ debe ser puesto al servicio del ser pensante en e contexto correspondiente.
Podemos poner e giemplo de ‘definicion de figura geométrica’ o de ‘rectangulo’ o de
‘rombo'.

Para la mayor parte de los alumnos, un cuadrado no es un rectangulo, ni un
rombo, tal como tampoco un tridngulo equildtero es un triangulo isosceles. Y asi en
clase discutimos cual puede ser una buena definicién de poligono, de rombo o de
rectangulo. Aqui surgen cuestiones que hacen ver la necesidad de que en mateméticas
haya términos ‘maés flexibles' y otros ‘més rigidos lo que conduce a considerar las
mateméticas de una manera mas ‘contextualizada, construida por € hombre y
subordindndose a las necesidades del entorno y de los problemas para los que una idea
debe ser utilizada.
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Recomendamos, en los primeros dias del curso o quizés a comienzo de algunos
temas, enfrentar a los alumnos con su propio conocimiento de la materia, para que
aprendan que dudar y reconocer la duda puede ser mas placentero que una seguridad
absoluta. Quiza cuando identifiquen sus incertezas y no las disfracen puedan empezar a
construir de una forma més creativa. Al pensar, con mucha frecuencia se identifica lo
seguro como lo obvio, lo que hay que aplicar. Eslo que Adams (1986) Ilama"hallar una
solucion y salir corriendo”. Tanto da e procedimiento. Hay que tener en cuenta que
todos pensamos en relacion a un contexto y, a veces, |10 que se sabe de memoria como
procedimiento de resolucion no es ni 1o mas rapido ni, desde luego, 1o mas creativo. Y
con ello no decimos nada en contra de la utilizacién de la memoria en las matematicas,
sino en contra de la memorizacion; memorizacion que en lugar de dar herramientas, las
quita, y deja a la persona indefensa enfrentada a situaciones que no puede discriminar,
memorizacion que bloquea toda asuncion de una forma nueva propia del razonamiento.

Nuestro papel como profesores es potenciar la busgueda de regularidades,
acostumbrar a formular conjeturas ante una pregunta e intentar hallar respuestas y
probarlas, ser criticos con los enunciados de los problemas, que a menudo pueden
mejorarse, cambiarse, reinterpretarse, completarse.

Creemos que ésta es la unica forma de lograr que nuestros alumnos, los futuros
maestros de Educacién Primaria, sean capaces de reconocer el pensamiento en
crecimiento y en positivo de esos pequefios alumnos que més adelante tendran en la
clase. S el maestro o la maestra se ha dado permiso para dudar, para reconocer su
propia manera de pensar sus triunfos y sus dificultades, podra, sin duda, hacerlo en el
otro.

Asi pues, nuestra tarea principal consiste en proporcionar una manera diferente
de ver lageometria, mas libre y abierta, no encorsetada en un conjunto de definicionesy
formulas, sino guiada por la accion de enfrentarse con libertad a las preguntas que se
formulan, cuyas respuesta deberdn ser argumentadas pero que pueden ser también
discutidas.
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Documento 4: Septiembr e 2000.

CONSCIENCIA DE LA NECESIDAD DE UNA DEMOSTRACION
Ricardo Barroso

Creo que interesa que los futuros profesores de Primaria sean conscientes de que
una determinada propiedad, para asumirla como valida, debe ser demostrada.

Es decir, més que hacer varias demostraciones geométricas, quiza convenga
centrarse en una desde varias perspectivas, y hacer ver esa necesidad. ¢Cémo? Es
relativamente fécil indicar cuestiones tedricas (como acabo de hacer y comenté en la
reunion de Huelva) y no mostrar alguna gjemplificacion.

Tengo € recuerdo de lo ocurrido con una aumna mia sobre e teorema de
Pitédgoras. Teniala conviccién de que a suceder que en € tridngulo prototipico de (3, 4,
5) era verdad que la suma de los cuadrados de 3 y 4 era e cuadrado de 5, ya era
suficiente para demostrarlo.

Es decir, habia ocurrido que cuando ella estudio el Teoremaen su etapa de EGB,
su profesor les habia puesto ese gemplo, y les habia indicado que e Teorema de
Pitédgoras se cumplia. Era una cuestion de asumir un resultado con una simple muestra;
¢cOmMo hacerle consciente de que eso era absolutamente insuficiente?.

Quiza haciéndole comprender que la generalizacion y por tanto la demostracion
de una determinada propiedad, requiere llegar a una situacion en la gue nos
desprendamos de cada uno de los casos (ella era consciente de la concrecion en un solo
caso), para hablar del “triangulo rectangulo” sin referencias precisas a ningun caso en
particular.

La cuestion es dificil. Se habla a veces de contragemplos.. Creo que la
“discusion entre los mismos alumnos’ puede dar luz al tema.

- S ta tienes otro tridngulo rectangulo, ¢como puedes asegurar que también
sucederd?...
¢Permite prohibir una demostracion?
A esta cuestion, planteada por Moisés Coriat, respondi que..

Si el alumno esta convencido de una determinada demostracién, creo que si le
impedira determinados pasos incorrectos.

Amplio esta referencia. En ocasiones, los alumnos recitan de memoria las
demostraciones, sin estar realmente convencidos de aquello que estan diciendo.

El caso tipico es el del cuadrado de la suma de dos elementos. Por mucho que
les digamos a algunos alumnos que es “€l cuadrado del primero mas e doble
producto del primero por €l segundo méas el cuadrado del segundo’, ala
hora de la verdad de la aplicacion, unay otra vez, toman simplemente “€l cuadrado
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del primero mas el cuadrado del segundo”, quiza por ese fendmeno del abuso de
laanalogia, o que ha ocurrido antes ¢porqué no ha de ocurrir ahora?

Pienso que es claro gue esos alumnos se saben la demostracién de |a propiedad,
la.conocen, pero quiza no estan convencidos de ella

Posiblemente una pequefia demostracion geométrica pueda ayudar a
convencerlesy utilizarla convenientemente.

Sealafigurasiguiente:
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Quiz4 s se logra que esta figura sea comprendida , ...se convenza e aumno
reticente de la propiedad a veces tan maltratada...y no vuelva por sus fueros,
encontrandose una sefial de PROHIBIDO al querer volver a utilizarla...
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Documento 5: Septiembr e 2000.

La demostracion.
Enrique de la Torre. Universidade da Corufia.

Quiero escribir sobre algunos aspectos que me preocupan arededor de la cuestion
de la demostracion. Antes de nada debo aclarar que, aunque esto se escribe bajo la idea
de la demostracién en geometria, muchas de las cuestiones que pretendo plantear vienen
motivadas por mi preocupacion acerca de la ensefianza no sdlo de la geometria, sino de
las matematicas en general, y se podrian muy bien decir de otras ramas de la
matematica, y también en relacion con la educacion, no s6lo matematica, sino general.
Es més, quiero decir que para poner sobre la mesa aguna cuestion sobre la
demostracion en geometria, no puedo dejar de tener en cuenta el papel que juega todo
ésto en la educacion.

Primer aspecto: Necesidad de demostrar o las mateméticas recursivas

Nuestra primera pregunta seria acerca de por qué aparece la necesidad de probar.
¢Por qué demostrar? Nos damos cuenta de que la demostracion es una cuestion
dialégica, sobre todo s la centramos en un contexto educativo. Demuestro para
convencer a otro de que es cierto o que afirmo.

Con ésto estoy tomando la demostracion en un sentido muy amplio, en donde la
demostracion de teoremas queda como un caso particular y puntual. Pero es asi como
quiero darle sentido a la demostracion de enunciados mateméticos, buscando su sitio
dentro de un contexto educativo.

Con demostracion, prueba, argumentacion,... quiero abarcar palabras y acciones
gue hablan de la necesidad de dar argumentos, de justificar acciones o enunciados, del
hecho de concatenar afirmaciones que nos acercan o nos algan de aguello a lo que
gueremos llegar. Vista asi, la demostracion no esta lgjos de las situaciones reales en la
vida, donde € hecho de poseer una argumentacion, una razén, deberia ser importante.
Pienso que esas situaciones reales en la vida, y la vida en si, son la justificacion, el
objetivo Ultimo, de la educacion, y de la educacion matemética. Pero aunque objetivo
altimo, no debe estar situado al final, sino al principio y en todo momento del proceso
(de todo € proceso) educativo. ¢Se trata entonces de restar importancia a la
demostracion de los enunciados y propiedades mateméticas, geométricas? Puede que si,
(y puede que se tenga que resituar respecto a su verdadero valor) pero es que resulta que
nosotros, que trabajamos dentro del area de ‘ Didéactica de las Mateméticas’, no podemos
darle més importancia a las Mateméticas que a la Educacion. En otras palabras, la
Didéactica de las Mateméticas y las Matematicas estan al servicio de la Educacion. Una
educacion en laque € didogo y las argumentaciones son habituales en el aula (como un
objetivo en educacion, podriamos decir). Una Educacion en donde jévenes estudiantes
necesitan nuestros conocimientos sobre Didactica y sobre Mateméticas para llegar ala
consecucion de los fines educativos que se les supone deben alcanzar.

Segundo aspecto: Un exceso de familiaridad.
Supongo que nosotros, como matematicos, estamos demasiado habituados a

hecho de ‘demostrar’ y eso es una traba en muchos casos. Lo que para nosotros es
habitual y fécil, para la mayor parte de los estudiantes es algo dificil, artificial y sin
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sentido. Sittio aqui €l principal escollo ala hora de trabgjar la demostracion en una clase
de mateméticas.

En unaclase "normal” los alumnos no esperan ser convencidos de lo que dice el
profesor a través de una demostracion. Creen lo que decimos, creen que decimos la
verdad. No solo en matematicas sino también en fisica, en geografia....

Tercer aspecto: El formalismo

Relacionado con lo anterior esta e aspecto del ‘formalismo’. Como educadores
matematicos, hemos de afrontar con prudencia la idea de 'formalismo’ en demostracion.
AUn sin ponernos a pensar qué entendemos por formalismo en un momento
determinado, € hacer hincapié en la necesidad de un formalismo a hablar de
demostracion podria contribuir a seguir creando en la mente de nuestros estudiantes la
idea de que las matematicas son siempre ciertas e inmutables, y que todo lo que se
puede reducir a model os matematicos sera cierto.

¢Por qué no tomar la demostracion con més libertad? Como una construccion
mental que se puede 'representar’, contar, comunicar, simbolizar, pero que permita y
facilite lareflexién y la discusion (para aprender).

GilaHanna (1996, PME 20) dice "... el uso de la prueba en la clase es realmente
antiautoritaria’, ya que muestra a los estudiantes que ellos pueden razonar por si
mismos, que no necesitan acatar la autoridad. No comparto esa afirmacion. Pienso que
en e aula autoritarismo no es sinbnimo de arbitrariedad, sino de injusticia o
improcedencia de |as acciones (por gemplo, al poner el listdn mas ato de lo esperado).
El alumno da por supuesto que el profesor no miente a enunciar un teorema o0 una
propiedad, por ello no necesita la justificacién (demostracion). Opino que en ese
momento la demostracion es la 'retirada del profesor a un terreno a que la mayor parte
de los estudiantes no le pueden seguir, con lo que esta reafirmando su autoridad
(autoritarismo): ladel profesor, no lade lamateria

En ese texto Hanna rechaza también las ideas de los que estan en contra de las
demostraciones porgue dicen que ‘resaltan la idea de que la matematica es infalible' y
'resdtan la idea de que la matemética es una ciencia a priori'. Pienso que los
argumentos para rebatir esas concepciones son vaidos cuando nos enfrentamos a
demostraciones realizadas en un entorno donde se comprende la necesidad de probar,
donde se comprende el sentido y las limitaciones de una demostracion y cuando 'ya se
tiene formada una opinién de o que es la matemética (con sus limitaciones y certezas).
Pero las demostraciones que se presentan en la ensefianza obligatoria no son
demostraciones de algo que 'mafiana puede ser corregido’, ni de hechos o teoremas que
se han 'comprobado’ antes. Ademas, podemos estar plenamente de acuerdo con lo que
dice Hanna, lo que deberiamos afiadir es que hay que tener en cuenta que esas
objeciones (que Hanna rechaza) pueden aparecer, ser reales, en alguna clase o en algun
estudiante.

Cuarto aspecto: Comunicacion en la clase, mensajes deseados y mensajes no
pretendidos.

Y a abordar una demostracion, hacerlo con el ‘temor y temblor' de que se puede
estar transmitiendo un mensgje adicional (o alterado) no pretendido. Por €ello es
fundamental siempre, en toda la ensefianza, la existencia de didogo, debate,
comunicacion, para que los 'mensajes no pretendidos salgan a la superficie, y los
errores también.
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La demostracion queda como un problema abierto, al que no podemos pretender
cerrar. Personalmente pienso que los problemas cerrados son feos. Son feos porgue la
Unica posibilidad de trabajar es meterse en el tunel de su resolucion, sin caminos
aternativos, donde se busca descubrir 10 que otros han hecho o saben. Se trata de
resolver ‘el problema de otros’, no el propio (y lavidano es asi para el estudiante). Los
problemas cerrados no tienen interés porque nos privan de la posibilidad de intervenir y
de considerar las matematicas como algo vivo, que se relaciona con cada uno de los que
participan en ella, y asi e mismo problema admite diferentes soluciones puesto que las
personas que entran a formar parte de ese problema matemético lo modifican, 1o
personalizan, adquiriendo una realidad nueva.
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Documento 6: Septiembre 2000

SOBRE SOFTWARE DE GEOMETRIA DINAMICA Y DEMOSTRACION
Maria José Gonzalez L 6pez

1. Unaduda

¢Estamos hablando de la necesidad de demostrar/argumentar/justificar en la etapa
obligatoria 0 en asignaturas de matematicas para futuros maestros? ¢Es esta distincion
importante? ¢A quién van dirigidas nuestras reflexiones, a los (futuros) maestros o a
los formadores de maestros?

2. ¢Aporta algo € softwar e de geometria dinamica parala demostracion?

Lo que sigue vadirigido a profesor que quiera ensefiar geometria a sus alumnos usando
software de geometria dindmica (en cualquier etapa).

Conflicto: El software de geometria dinamica (SGD) se presenta como un modelo para
la geometria euclidea. Las demostraciones en este marco siguen un proceso deductivo
basado en la combinacion adecuada de un sistema de reglas |6gicas aplicadas a los
axiomas. Sin embargo, el modelo didactico en que se suele insertar el uso de SGD en la
ensefianza es el constructivista, basado en la exploracion y en la conjetura a partir de
observaciones sobre experimentos.

Modelo geométrico euclideo (deductivo)

I

Modelo didactico pretendido (inductivo)

Este conflicto tiene como consecuencia méas inmediata el que no podamos esperar que €l
uso de SGD sugiera caminos o ideas posibles para la demostracion formal de un
resultado observado. Solamente s el resultado es falso el modo de arrastre facilita la
busqueda de contragjempl os.

Sobrela necesidad de demostrar:

“Cuando los estudiantes son capaces de producir muchas
configuraciones facil y rapidamente, entonces simplemente no
tienen necesidad de mas conviccion/verificacion. El problema se
intensifica por una facilidad de Cabri que permite chequear s
ciertas caracteristicas de las configuraciones (perpendicularidad,
pertenencia a,...) son ciertas en general. [...] El ordenador,
funcionando como una “maquina de demostracion” reduce
(elimina) la necesidad de los estudiantes de generar demostracion
(verificacién)” (De Villiers, 1998, p. 374)
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Este parrafo presenta los SGD como un obstaculo para la necesidad de demostrar,
entendida la demostracidén como conviccidn/verificacion. Pero De Villiers, en el mismo
articulo, indica que los SGD son Utiles para la demostracion entendida como
explicacion y descubrimiento. En la pagina 388 dice “when proof is seen as
explanation, substantial improvement in students attitudes toward proof appears to
occur”. De Villiers enuncia actividades en las que se g emplifica este proceso. Dichas
actividades se han propuesto a futuros profesores de primaria y secundaria aunque se
dice que éstos mismos futuros profesores han experimentado ideas similares con sus
alumnos de primaria y secundaria en situaciones de microensefianza 0 en entrevistas,
obteniendo resultados satisfactorios en cuanto alos propositosiniciales, que son dos:

- permitir alos estudiantes descubrir y formular una conjetura, y

- guiar a los estudiantes hacia una explicacion que ilustre la demostracion como
descubrimiento.

A continuacién os presento la ficha que se entrega a los alumnos de una de dichas
actividades junto con algunos comentarios propios.

TRABAJANDO CON UNA COMETA
A. Construye una cometa dindmica (usando propiedades ya conocidas en lecciones previas).

B. Comprueba, para asegurarte, que la construccién es correcta. Compara con las
construcciones de tus compafieros.

C. Construye los puntos medios de los lados y Unelos consecutivamente para formar un
cuadrilatero inscrito.

D. ¢(Qué observas sobre él?
Establece tu conjetura.

F. Arrastra un vértice cualquiera de la cometa a otra posicién. ¢Se confirma tu conjetura?
Si no, ¢puedes modificarla?

G. Repite el paso previo unas cuantas veces.

H. ¢Es cierta la conjetura también cuando la cometa es céncava?

I. Usa el “chequeo de propiedades” de Cabri para ver si tu conjetura es cierta en general.
J. Establece tu conclusion final. Compéarala con tus compafieros, ¢es la misma o diferente?

K. ¢Puedes explicar porqué es verdad? (Intenta explicarla en funcion de otros resultados
geométricos conocidos. Indicacion: construye las diagonales de tu cometa. (Qué
observas?)

L. Compara tus explicaciones con las de tus compaferos. ¢Coincides con ellos? ¢Por qué?
¢ Qué explicacion es la méas satisfactoria? ¢Por qué?

Mis comentarios a esta forma de usar los SGD:

1. La actividad esta guiada “a priori” ya que se entrega la ficha completa a los
alumnos. (Otra forma posible de trabajar seria que la ficha fuese solo unareferencia
parael profesor, alaque apelar cuando el alumno no progresa por si mismo).
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2. Los apartados a,b,c,d,e,f,g,h constituyen ejemplos tipicos de construccion de figuras
y constatacion de propiedades que se observan “a primera vista’ (es “visualmente
obvio” que la figura que se forma es un rectangulo y esto se mantiene al arrastrar
cualquier vértice de la cometa, ¢es de esperar que algun alumno —estudiante para
maestro- conteste otra cosa como conjetura en el gpartado €?

3. El apartado (i) apela a Principio de Autoridad; esta vez la autoridad es la méguina,
gue solo contesta SI 0 NO, sin dar mas explicacionesy sin que nadie —ni el profesor
ni los alumnos- sepa a ciencia cierta el proceso que ha seguido para dar su respuesta.

4. SOlo e apartado (k) demanda una explicacion a aumno en términos de otras
propiedades geométricas conocidas, pero el autor se ha visto obligado a dar alli una
indicacion, que es fundamental, y que no tiene por qué deducirse de lo que se ve ni
tampoco arrastrando nada.

Mi conclusién para este caso es que no es el software dinamico (modo-arrastre incluido)
ni la interaccion espontanea la que puede generar explicaciones, sino e disefio guiado
de la actividad y la interaccion dirigida. Yo intentaré poner en practica este tipo de
actividades con mis alumnos de magisterio este curso y ya os contaré la experiencia. Si
alguno de vosotros se anima a hacer 10 mismo podemos compartir.

Para profundizar en el futuro

Cualquier tipo de demostracion (for mal/rigurosa/lmatemética o informal/escolar) esta
basada en una serie de “verdades’ previamente aceptadas a las que apelamos en ultimo
término, tras haber realizado algun tipo de razonamiento.

Esto hace que en la matemdética escolar muchas demostraciones sean “re-
interpretaciones’ sencillas (orales o escritas...) de los datos de partida en términos de
otras cosas conocidas de antemano -el universo de realidades infantiles, junto con algin
tipo de explicacion basada en la experiencia, la analogia, etc., en terminologia de
Moisés-. Para las demostraciones mateméticas formales e modelo es el mismo: nos
movemos en un mundo de principios/axiomas aceptados implicitamente por toda una
comunidad®, alos que aplicamos razonamientos de |a | dgica matemética.

Insisto asi en que tanto lo formal como lo informal se basa en unos principios de partida
y unos modos de razonar; lo que ocurre es que ambos son distintos en cada caso. Parece
haber una progresion que va desde lo informal a lo formal y que afecta tanto a los
principios como a los razonamientos. El “nivel de rigor” (cientifico) es el que distingue
los distintos estadios. La situacion que pretendo plantear se esquematiza en la siguiente
figura:

! Estos principios solo se hacen explicitos s la corriente es minoritaria (por gemplo, los constructivistas); la
situacion se complica si consideramos laincompletitud de los sistemas de axiomas establecida por Godel ... pero esta
esotra historia, quizas alejada del contexto educativo.
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Progresion
Niveles derigor (cientifico)

Dicho esto, me gustaria profundizar en e futuro en € modo en que & software de
geometria dindmica afecta tanto a universo de realidades como a modo de razonar.
Pregunto si a alguien del grupo le apetece también avanzar por este camino o si conoce
algunareferenciaa respecto.

Bibliografia

De Villiers M. 1998. An alternative approach to proof in dynamic geometry. En
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Documento 7: Noviembre 2000

DEBATE SOBRE GEOMETRIA Y DEMOSTRACION.
| sabel Escudero

1.- En las reflexiones que voy a hacer voy a tener como sujetos de referencia los
estudiantes para profesores de Primaria en mis aulas mateméticas (futuros maestros).
Voy aapuntar variasideas y algunas dudas sobre el tema planteado.

2.- ¢En qué niveles de razonamiento estan situados nuestros alumnos de primeros
Cursos?

Digtintos trabajos e investigaciones sobre la demostracion en niveles no
universitarios han estudiado la relacion entre los niveles de razonamiento geométrico
(unos tomando como niveles |os de Piaget y otros los de Van Hiele) y la capacidad de la
demostracion en geometria y sugieren que e estudio explicito de los sistemas
axiomaticos solo es abordable cuando los estudiantes se encuentren en los niveles
superiores de dichas teorias (Battistay Clemets, 1995). Estos autores llegan a destacar
lo improbable de la productividad de un estudio de este tipo para una amplia mayoria de
estudiantes de geometria en niveles no universitarios.

Me pregunto ¢estan nuestros estudiantes de primer curso de la Facultad (futuros
maestros) en los niveles superiores de razonamiento de Van Hiele?. Ahondando en la
cuestion, pienso que, como sugiere Enrique de la Torre en su texto, comprender la
necesidad de probar, € sentido y las limitaciones de una demostracién, esté bastante
relacionado con que el sujeto tenga una opinién formada de 1o que es la matematica.
¢Tienen nuestros alumnos una opinion formada de la naturaleza de las matematicas, con
sus limitacionesy certezas?.

3.- ¢Qué podriamos hacer en nuestras aulas?

Me parece muy importante la idea apuntada por Enrique de abordar la
demostracion con mayor libertad, permitiendo la existencia de didogo, debate y
comunicacion, pero habria que buscar situaciones de validacion (Balacheff) con
suficiente potencia como para implicar alos estudiantes en los procesos de probar. Hay
gue tener cuidado en crear buenos entornos de aprendizae, cuidando de que la
interaccion social no sea un obstaculo para el acercamiento a la demostracion, ya que
como Balacheff (1991) sefiala hay casos en que los estudiantes no son habiles en
coordinar sus diferentes puntos de vista, 0 cuando no son habiles en superar su conflicto
sobre una base cientifica, dando lugar a situaciones en las que se puede favorecer un
“empirismo naif”.

Teniendo en cuenta las dificultades del aprendizaje de la demostracion
(Balacheff (1991) la sefiala como un auténtico obstaculo epistemol 6gico), pienso que
debemos abordarla en nuestras aulas al mismo tiempo que contribuimos a que nuestros
estudiantes vayan forméandose una opinion sobre la naturaleza de las matematicas.
Profundizar en sus procesos (definir, conjeturar, razonar inductiva y deductivamente,
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etc.) y uno de estos es construir argumentos de validacion y prueba debe ser uno de
nuestros retos.

S aceptamos la premisa de la necesidad de probar, demostrar, argumentar,
justificar razonadamente ¢deberiamos fijar la atencién en € “nivel derigor” o estadio de
la prueba que puede ser aceptada para nuestros alumnos (futuros profesores)?. Voy a
presentar a continuacion un ejemplo planteando la pregunta de si podriamos aceptarla
como una prueba dentro de las aulas de los futuros maestros:

Planteo el siguiente problema en una clase de “matematicas para maestros’ de
primer curso de la especialidad de Primaria:

El cubo de la figura se ha cortado por un plano en una posicién tal que se produce la
seccion plana mostrada en la figura (ver figura 1). ¢Es posible que dicha seccion plana
sea un cuadrado? Justifica la respuesta.

FIGURA 1

Entre las distintas justificaciones (o0 pruebas) podria plantearse la prueba visual
gue se muestra en la figura 2, donde se muestran planos de corte paralelos a las aristas
laterales del cubo, sin ser paralelos a ninguna cara, que producen secciones planas de
dos tipos: 1) rectangulos de base menor que su altura, 2) rectangulos de base mayor que
la altura, que iria acompafiada de un discurso donde se plantearia que por continuidad
debe darse un caso en que se pase de los primeros rectangulos a los segundos, que sera
el quetiene basey alturade igual medida (el cuadrado buscado).
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Aungue se pudiera objetar que estamos haciendo uso de la intuicion en suponer
gue “por continuidad debe haber un punto en el que & corte producido permita pasar de
los primeros rectdngul os alos segundos’ y estuvieramos situandonos en el campo de los
gue Houdement y Kuzniak (1998-99; 1999; 2000) denominan la“geometria natural”, lo
anterior ¢0s parece una prueba aceptable para nuestros alumnos?, aunque se puedan dar
otras (por gemplo utilizando expresiones algebraicas en funcion de la distancia del
punto de corte a uno de los vértices). ¢Pruebas de este tipo nos permitirian acercarnos a
la discusion de la demostracion en estos niveles?.

4.- Sobre la utilizacion del software dinamico.

En lo que conozco del Cabri-geometre su principal originalidad reside en la
posibilidad de poder modificar la figura en la pantalla de manera continua, conservando
las relaciones explicitadas en la elaboracion de lafigurainicial. El desplazamiento en la
pantalla del ordenador de un elemento geométrico arbitrario potencia la observacion de
invariantes entre las diferentes figuras en juego, y favorece asi la redizacion de
conjeturas. Por otro lado, también permite la verificacion de manera practica de que un
método de construccién puede ser aplicado en numerosos casos de figuras. Por ultimo,
una de las exigencias que impone este entorno es que, a lo largo de estos
desplazamientos en la pantalla, un determinado dibujo ligado a un objeto geométrico
debe guardar sus relaciones espaciaes. Para ello, se impone la necesidad de comunicar
al ordenador un procedimiento geométrico de construccion que permita asi caracterizar
el objeto considerado (Labordey Caponni, 1994).
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Pero efectivamente estoy totalmente de acuerdo con Maria José Gonzélez en que
“no es € software dinamico, ni la interaccion espontdnea la que puede generar
explicaciones, sino € disefio guiado de la actividad y la interaccion dirigida” en el
sentido que se sefidla en sus reflexiones. Y o también intentaré poner en préactica ese tipo
de actividades, pero alin no se ladisponibilidad de aula de informética que tendré, por lo
gue maés adelante precisaré mas.
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2 Traduccion redlizada por Ricardo Barroso.
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Documento 8: Mayo 2001

DEMOSTRACION

Maria Lluisa Fiol

1- INTRODUCCION

Desde hace algunos afos los profesionales de Didactica de las Mateméticas estamos
preocupados por € temade LA DEMOSTRACION.

Como enfocar las demostraciones en Primaria'y en Secundaria pero no como un todo
acabado, sino como un proceso gue se va resolviendo segun |los problemas planteados,
sin adelantarse demasiado a las preguntas que todavia no pueden ser formuladas, es
apasionante.

Actualmente el tema se enfoca desde dos aspectos ¢Coémo ensefiar las demostraciones
?¢Por qué los alumnos tienen tal cimulo de dificultades al realizar- o pretender realizar-
“demostraciones’?

Sin duda las dos preguntas estén relacionadas. Sabemos, aunque no seamos del todo
conscientes de ello, que contestar €l Por qué requiere contestar e Cémo e inversamente.

Unaforma de abordar la problemética es situdndose en la posicion de aprendiz.
Resituarnos delante de la demostracion, del significado que podra tener ésta en
determinados aspectos para una persona que esta aprendiendo matematicas. Una
persona que no sabe, sino que aprende.

Es bastante sorprendente constatar que es muy dificil desembarazarse de ideas
preconcebidas y empezar de nuevo ( 0 |o mas de nuevo que se pueda)

Podemos empezar afirmando:

- no es imprescindible ensefiar “ demostraciones’ - estamos hablando de EPy de ESO -,
- no solo através de demostraciones se puede ensefiar a razonar,

- para ensefiar matematicas no solo hay que preocuparse por el razonamiento deductivo,
sino también hay que preocuparse por desarrollar la imaginacion, cierto tipo de
visualizacion relacionada con una manipulacion creativa, utilizar lenguagjes con cierta
flexibilidad para describir, y también para argumentar, etc.

- sl hablamos de razonar, en lo cotidiano...somos menos “razonables’ de lo que puede
parecer en un primer momento...

- después de Godel, ¢qué decir de los sistemas deductivos y su autoconsistencia?
¢Como los presentamos?;Doénde “ empezar” ?
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2- SITUAR LA DEMOSTRACION

Mas que contestar preguntas, situar, resituar la demostracién pide formular preguntas.
Preguntas sobre nuestro conocimiento del mundo, sobre el significado de las palabras y
el contexto cultural en

gue se ha situado la demostracion en la ensefianza de |as mateméti cas.

i-distintos modos de conocer el mundo, de conocer la realidad.
Aparte de lo que no podemos conocer o incluso de lo conocido que no podemos
expresar, lo comunmente aceptado es gque nuestro conocimiento, representacion y
expresion del mundo se hace através de

ARTE / POESTA
RELIGION / MITO
CIENCIA
FILOSOFIA

Podemos situar las mateméticas como parte de la ciencia con algunos aspectos de arte y
otro aspecto filosofico quizas relacionado con |o historico.

La matemética es por otra parte un lenguaje que nos ayuda a expresarnos en lo referente
a algunas estructuras de nuestro pensamiento que como tales describen de forma mas o
menos cercana aspectos de larealidad. Pero estarealidad sélo parcialmente abarcable es
también solo parcialmente representable a través de | as estructuras matematicas y por lo
tanto también parcialmente expresable atravésde un lenguaje formal.

Situados delante de alumnos habra que contarles que expresarse a través de deducciones
es una entre diversas formas de expresarse. Forma ésta que responde a una estructura de
causa-efecto, de variables limitadas y controladas y a una jerarquizacion lineal.

ii-demostrar en la vida cotidiana.

Unos aspectos de LA DEMOSTRACION muy interesantes y que podemos estudiar con
ciertafacilidad porque para ello tenemos diversos recursos facilmente a mano son:

a) hacer un estudio y estar atentos a como se utiliza la palabra en €l lengugje cotidiano:
latelevision, los periddicos, las revistas, y también en los libros de ciencias naturales y
defisicay quimica.

b) buscar en unos diccionarios de sinbnimos y anténimos cuéles son las palabras que se
presentan como més cercanas. MOSTRAR, PROBAR, ENSENAR...

c) “perseguir’ la palabra a lo largo del tiempo, a lo largo de la historia, antes de
Euclides, antes de laintroduccién del algebra,

d) buscar en diversas culturas actuales ¢Se da en todas ellas |la misma importancia a la
demostracion?¢Se interpreta tal como |o hacemos nosotros? (por ejemplo, el caso del
matematico Srinivasa Ramanujan)

e) indagar en “el sentido filosofico” parece que implicito, en la voluntad de crear unos
programas demostradores universales con los ordenadores.

f) intentar explicitar los sentimientos que se provocan en la clase a hacer una
demostracion, y esto tanto por parte de los alumnos como de los profesores
(seguramente nos sera més facil hacerlo desde nosotros mismos).
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3- ...PERO,; DONDE?

Dar vueltas a estos aspectos de la demostracion, leer y trabgjar sobre ellos y, en todo
caso,” estar al tanto”, me llevd a plantearme cuestiones sobre la teoria.

En parte porque creo que en nuestro colectivo € problema teoria-experiencia o teoria-
practica esta muy presente y no resuelto.

Me permitireis que diga aqui que no creo que “deba ser resuelto definitivamente” pero
si que necesitamos y creo que colectivamente deseamos llegar a unas ideas
consensuadas, a cierto nivel de lenguaje comin que nos dé - en ciertos aspectos
tranquilidad.

Encotré en Kahn esta afirmacion:

Hay dos formas de desarrollo y exposicion cientifica que aqui llamaré A y B.

A - Primero se formula una teoria y se aportan las pruebas experimentales que
confirman su validez.
En este caso la teoria describe de forma anticipada | os hechos.
Son g emplos:
-LaTierratiene formaesférica
-Lacirculacién de la sangre a partir del corazén através de un doble circuito.
-Existen atomos y constituyen la materia.
-Todos tenemos mente. O sea yo tengo una mente como ta.
En algunos casos se trata de una suposicion tedrica en enunciado de observacion en
otros puede ser unaintuicion.
L as pruebas, |as pruebas experimental es, confirman, demuestran la teoria.

“Si, es verdad” XXX
La teoria orienta,regula,confirma. T ---------- > X X
X X

B - Se presentan un gran numero de ejemplos tomados de distintos campos, para
intentar luego descubrir de forma préctica cierta estructura comun de todos estos
giemplos.Ejemplos o0 “problemas’ o...(?) aparentemente dispares, pero se intenta
proponer un modelo de lo que se observa, descubrir una estructura comun, dar un
lenguaje descriptivo que explique y permita efectuar predicciones.

XXX

XX & mmm—————— >T Explica
X X

Algunos giemplos.
-La 6rbita de los cometas.
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-Lateoria de Darwin.

Los gemplos, los casos individuales tienen una funcién similar a las analogias,
metéforas, ilustraciones, y su misién es explicar, traducir...agunas regularidades,
estructuras emergentes, etc. a un lenguaje féacilmente comprensible, no necesariamente
demostrar, porque aveces no puede demostrar.

En un principio pensaba que en la ensefianzalaprendizaj e tiene que desglosarse en:
a) ensefianza de las mateméticas
b) mateméticas que queremos gue sepan los alumnos
€) matematicas

y luegoresituar A y B conlaT en estos tres campos.

Ahora'y me reafirmo después del “caos de preguntas’ que me han asaltado, méas bien
Creo que:

b) estdentre A y B conuna“T” pequefia:t, quiero decir que tiene un cierto grado de
fluctuacion , que podemos discutirla de verdad, que no se da cerrada ni quiere ser
“ciéntifica’ desde €l inicio.

c) también esta por ahi aunque conlaT grande
a) y nuestra ensefianza anda por B
Andamos de manera andloga a Darwin en busca de datos,haciendo una recoleccion
detallada .

Pero recordemos que Darwin intent6 ser médico, clérigo y botanico.

A los 22 afos se enrol6 en un barco y estuvo navegando de forma practicamente
seguida durante 5 afios; 23 afios mas tarde , 0 sea a los 45 afios escribio “El origen de
las especies’

Habia hecho un trabajo de recoleccion de datos especialmente detallado, inteligente y
brillante...pero ademas se cuenta que crié animales, cultivé plantas, e hizo -siempre que
tenia ocasion- muchas preguntas a campesinos, pastores, ganaderos, €etc.

La teoria de la evolucion en reinterpretaciones, dando lugar a grandes discusiones, ahi
esta. No demostro nada ni podra ser nunca demostrada pero...explico la diversidad de la
vida, lacomplgidad delo vivo.

Esta claro que uno se pregunta: debia tener ideas implicitas, suspicacias. Si, sin duda
formul 6 conjeturasy utilizd una buena dosis de intuicion.

4 -RESUMIENDO

1-Las demostraciones deberian presentarse a las personas que quieren estudiar una
carrerade Ciencias o Técnica.

2-Como hacer ver la necesidad de las demostraciones, los distintos tipos de
demostraciones, etc. en otros niveles, esta por redefinir.

3-Para redefinir el punto 2 necesitamos indagar qué significa “ aprender matematicas’ y
“como aprende mateméticas’ |a gente en general.

38



4 -Ademas de la demostracion (cerebro izquierdo) esta la visualizacion, la sintesis, la
intuicién, etc. (cerebro derecho). Una teoria tiene una parte demostrativa pero también
mucho de descripcidn, de explicacion y deintuicion.

5 -Lat pequefia quiere decir que tiene su importancia pero considerada algo asi como
una nube, no como cristal. O sea“seforma’ y lo importante no eslaforma, sino € se.

Ojala pudiésemos preguntar ¢Qué es lo que no se entiende de esta demostracion? y
obtener una respuesta “de verdad”’, pero como sabemos los profesores y especialmente
los investigadores en Didéctica de las Mateméticas estas preguntas tan directas con
frecuencia dan lugar a respuestas esterotipadas. Realmente es muy dificil de contestar.
Uno tiene una impresién, no se aclara...pero no encuentra la manera de discriminar la
dificultad y después expresarlo con pal abras.

-“No sé paraquesirve...”

Al escribir estafrase me doy cuenta que la he oido varias veces asi:

- ¢Para que sirven las mateméticas?’

Frase que quizas no entendia del todo porque no la situaba en el contexto adecuado.

Propongo como gjercicio gque reflexionemos sobre algunas demostraciones ¢, vemos
algunadificultad?
¢podemos expresarla?

Para empezar el debate he aqui dos de €llas:

i) Demostracion de que las tres mediatrices de un triangul o se cortan en un punto.
¢Es posible dado uno de los dibujos que se hacen en la pizarra pensar que pueden ser
varios puntos?

i) Lamedida de un angulo inscrito es lamitad del arco que abarca entre sus lados.
&Y aque viene situar el angulo de esta manera? ¢Qué significado tiene poner “arco”en
estafrase?

5 ¢“UNA” TEORIA?

Agrego a continuacién unas reflexiones sobre “La Investigacion en el Aprendizaje de la
GeometriaparalaE. P.” que escribi preparando el 111 SEIEM.

Por los indicios, por las informaciones parciales recibidas todo me hace pensar que en
este Simposio ya sea explicita o implicitamente el tema de fondo sera: teoria versus
practica.

En ensefianzalaprendizaje es muy dificil tomar la préctica escolar diaria como
comprobante, o validadora de una teoria. Si es verdad que quizas un taler, unas
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cuestiones disefiadas para progresar en un determinado concepto...nos ayude en su
peguefiez a dar apoyo a unateoria, pero...

Sin embargo cuando se investiga 'y especiamente cuando se escribe la investigacion, se
dice que “se tiene que apoyar en unateoria’ (no en dos o en tres, en una)

Apoyarse en unateoria, pero ¢cémo?

Quiero decir que dar unateoria ,describirlay hacer una préctica no justifica que una se
apoye en la otra, en todo caso sugiero que deberemos pensar, en un momento o0 en otro,
en organizar una secuencia de inferencias.

Y tampoco es suficiente decir que se apoya, para que realmente se apoye. Puedo decir
gue salgo a comprar, y me quedo agui.

Creo gue todos tenemos un punto en comun, un espacio donde todos nosotros hemos
trabgjado. Quizés lo més dificil en la clase, en e aula, en la practica educativa es la
interrelacion de la persona adulta que se supone expertay €l nifio/fia que se supone no
tan experto. Pero en esta relacion se trata, entre otras cosas de decir/hacer y que estas
dos acciones tengan unarelacion fluida[El arbol de lavida, no certidumbre]

Y un buen maestro necesita hacer, no decir que hace, aunque por descontado podra
explicarlo, quizés...

Mas que una teoria que nos puede hacer pasar de trabajar con unarigidez atrabajar con
dos rigideces lo que se necesita desde € punto de vista de la Investigacion en el
Aprendizaje de la Geometria es redefinir cudl es la Geometria que imaginamos, que nos
reinventamos para los pequefios ,y no tan pequefios [ ¢también para nosotros...7)

Se necesita:

*Fiarse de lo que uno ve, de lo que se toca,etc.

* Se necesita enfatizar €l objeto/material como intermediario.

*Tantear, buscar regul aridades

*No repetir y repetir trivialidades, por gemplo la clasificacion de los tridngul os. “ Poner
laimaginacién al poder”

*No justificar lo evidente,lo que “se ve”

*Poner de relieve cuando algo se acepta por economia, por convenio.

*Utilizar el vocabulario de forma Util: dar significado, unificar poco a poco...

*Explicar, describir, argumentar y poder,tranquilamente plantear dudas ( 0 sea a pesar
de lo sabio que soy, o quizas por €llo, dudo, y tengo comentarios que hacer, preguntas
por formular...)
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7-CITAS

*En Gheverghese, pag 17 :

En el prefacio habladel matemético indio Srinivasa Ramanujan que nacio en Erode,
al sur de la India...fue reconocido por algunos como un genio natural imposible de
igualar a no ser que nos remontemos dos siglos atras hasta Euler y Gauss. En sus
contemporaneos, especialmente en su estrecho colaborador G. H. Hardy, existié una
sensacion molesta - el sentimiento de que la ignorancia de las mateméticas modernas
por parte de Ramanujan, sus modos_extrafios de “hacer” matematicas , su muerte
prematura habian rebajado sus logros y, por tanto, su influencia futura en el campo. Sin
embargo, pocos matematicos hoy aceptarian esta valoracion. En 1976, George Andrews,
un matematico americano, estaba hurgando en algunos de |os trabajos de Ramanujan en
una biblioteca de la Universidad de Cambridge cuando se encontré un fagjo de 130
paginas llenas de notas que representaban el trabgjo de Ramanujan durante el dltimo
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ano de su vida en Madras. Esto es o que Richard Askey, un colaborador de Andrews,
dijo acercade lo que se conoce por “El cuaderno perdido” de Ramanujan:

“El trabgjo de ese afio, en e que se estaba muriendo ( y con grandes dolores durante
mucho tiempo seglin su mujer - este es un comentario de JGG), equivalié a trabgjo de
toda una vida de un excelente matemético. Lo que se consiguio fue increible. Si se
hubiese puesto en unanovela, nadie lo habria creido”

“Los tesoros encerrados en € “Cuaderno perdido” se estan extrayendo con creciente
éxito y emocion por los mateméticos modernos.

El “Cuaderno perdido” ha contribuido a crear uno de los conceptos més revolucionarios
de la moderna fisica tedrica: 1a teoria de las supercuerdas en cosmologia. Una ecuacion
contenida en el “ Cuaderno perdido” se ha utilizado para programar un computador hace
unos cuantos afos para € calculo de “Pi” hasta un grado de exactitud de millones de
digitos nunca al canzado anteriormente.

Sin embargo, para mi el aspecto més misterioso de la obra matematica de Ramanujan
sigue siendo su método . Aqui nos encontramos con alguien pobremente educado en
mateméticas modernas y aislado durante la mayor parte de su vida de un trabajo
continuado en las fronteras del tema y que, sin embargo, produjo una obra de una
calidad y duracion que tiende cada vez més a ensombrecer a algunos de sus mas
eminentes contemporéneos, Hardy entre ellos. LA FORMA DE HACER
MATEMATICAS DE RAMANUJAN fue muy distinta de la del matemético
convenciona formado en el método axiomatico deductivo de las demostraciones .

...he encontrado la vida y e trabgjo de RAMANUJAN instructivo, ya que suscitan
NUMErosas e interesantes cuestiones.

==>;Hasta qué punto las influencias culturales determinaron la eleccion por parte de
Ramanujan, de ciertos temas o de sus métodos?

==>Ramanujan provenia de |os bramanes Ayyangar de Tamil Nadu en € sur de laIndia
==>diosafamiliar NAMAGIRI

..Pero esto es perfectamente coherente con una cultura que consideraba las
mateméticas, en parte, como un instrumento de laintervencion divinay de la prediccion
astrolégica. El temperamento de los matematicos occidentales encuentra dificil
reconciliarse con los elementos especul ativos, extrarracionales e intuitivos de la obra de
Ramanujan.

...¢Es posible identificar algunos rasgos de su peculiar cultura que condujeron al trabajo
creativo en matematicas?

...Las matematicas y los nimeros tenian una importancia especial en la tradicion
braménica como instrumentos extrarracional es para controlar €l destino y la naturaleza.
==>|_a obra de Ramanujan también plantea preguntas acerca de lo que constituye las
matemaéticas.

==>/Es necesario gjustarse a un método particular de presentacion para que algo pueda
ser reconocido como matematicas?

pag. 182...definir 1o que constituye una “demostracion” es una cuestion dificil. Hoy
resulta inconcebible una demostracion matemética rigurosa que no sea simbdlica. Una
demostracion moderna es un procedimiento basado en una deduccion axiomética que
sigue una cadena de razonamientos desde los supuestos iniciales hasta la conclusion
fina. Pero ¢no es esto adoptar una vision muy restrictiva de lo que es una
demostracion?

¢No podriamos ampliar nuestra definicion para incluir, como sugeria Imre Lakatos
(1976),

* explicaciones

* justificaciones
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*elaboracion de una conjetura sometida constantemente a contragjempl os?

¢No seria posible expresar un argumento o demostracion
en términos retoricos
en vez de simbdlicos
y que fueran todavia completamente rigurosos?’

Como sostiene GILLINGS (1972, pag. 233): “Un argumento o demostracion no
simbdlicos pueden ser rigurosos cuando se dan para un valor particular de la variable;
las condiciones para dicho rigor son que el valor particular de la variable debe ser tipico,
y que una ulterior generalizacion a cualquier otro valor debe ser inmediato”

NOTA: esta cita es muy larga pero he querido mantenerla tal cual porque me gusta
mucho , atrozos me emociona no se porqué.

Regaé el libroy por lo visto a copiar las citas no lo hice con suficiente cuidado por que
esta claro que no todo es de la pagina 17,pero si que creo que toda la primera parte es
del Prefacio.

Hay maés datos sobre Ramanujan en “Matematicas en e Mundo Moderno”

** En Mélich,J-C (1994), en pp 28 y 29. se dice:

“ Lacuestion acerca de | as caracteristicas esencial es de una teoria cientifica es de sum#a
importancia en la epistemologia contemporanea. Lo que hoy se conoce como “criterio
de demarcacion” no es otra cosa que € hecho de establecer la distincion entre los
distintos modos de conocimiento alos que acabamos de referirnos. En una carta fechada
el dia7 de mayo de 1952, Albert Einstein se dirigia a su amigo Maurice Solovine en un
intento de mostrar la que a su juicio constituye la estructura de las teorias cientificas (
supongo que tomados de:Solovine,M.(Ed.) (1956) ). Segun Einstein, una teoria se
construye en cuatro fases (mirar transparencias 1y 2)

1. Se nos ofrecen una multitud de experiencias sensibles (Erlebnisse).

2. A son los axiomas de los que derivamos consecuencias. Psicolégicamente, A se
apoya en E (Experiencias sensibles), pero no hay un impulso I6gico de E a A, sino
solamente un impulso intuitivo ( o psicol 6gico).

3. De A deducimos |6gicamente una serie de proposiciones (S - Sétze -) que pueden
exigir ser exactas (aunque, de hecho, no lo son).

4. S se relaciona con E (a través de la comprobacion empirica). Este proceso también
pertenece a la esfera extraldgica (intuitiva), porque las conexiones entre los conceptos
gue aparecen en Sy las experiencias inmediatas (E) no son de naturaleza légica. Pero
estarelacion entre Sy E es (pragmaticamente ) mucho menos incierta que larelacion de
A con E. Si tal correspondencia no puede considerarse de modo cierto e mecanismo
|6gico no tendria ningun valor parala comprension de larealidad.”

Continla comentando Joan Carles. “Resulta a respecto sumamente interesante
comprobar que anteriormente a la evolucion de la filosofia de la ciencia pospopperiana,
encontramos en Albert Einstein una formulacion acerca de la naturaleza de las teorias
proxima a la que nos interesa para poder construir una filosofia de la educacion en la
vida cotidiana’.

M2 LuisaFiol



Departament de Didactica de les Matematiquesi les Ciencies Experimentals, UAB

Transparencia 1

ESTRUCTURA DE UNA
TEORIA BUSCANDO
LA DEMOSTRACION

ERLEBNISSE « MULTITUD DE EXPERIENCIAS SENSIBLES
E1, Eo... En
A1, Az... A1o - AXIOMAS

A se apoya en E
No hay un impulso légico de Ea A
Hay un impulso intuitivo (relacibn mas incierta)

SATZE - PROPOSICONES
De A deducimos légicamente
una serie de proposiciones

= COMPROBACION EMPIRICA

* S relacionado con E

Proceso que pertenece a la esfera extraldgica
(intuitiva)

(relaciébn menos incierta)

Si tal correspondencia no puede considerarse de
modo cierto, el mecanismo légico no tendria
ningun valor para la comprensiéon de la realidad






